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INTRODUCCION 

Este trabajo es un tratado de paracompacldad y rnetrlzabl l ~dad en 

espacios ordenados generalizados (= espaclos-GO). 

La tcoria básica de espaclos-GO. está. tratada en el capitulo 1; en 

él, se encuentra la dcf'lnlc16n de espacio topológico linealmente 

ordenado (= LOTS) y la definlc16n de espaclo-GO. Muchas de las 

demostraciones de propiedades que valen para cualquier espacio-GO 
• 

X, se basan en la construcc16n de un LOTS X que contiene a X 

como subcspacio cerrado; tal construccl6n, también se encuentra en 

el capitulo 1. 

En el capitulo 2 se incluyen variOs lemas de carácter téc_nlco, que 

son usados en los capitules 3,Y 4. 

Los capitulas 3 y 4 de paracompacldad y metrlzabllidad en 

espaclos-GO respectivamente, inician con propiedad~s que son 

v~lidas para LOTS y concluyen . con propiedades válidas para 

cualquier espacio-GO. , Lns demostraciones de estas últimas 
• 

propiedades se basan en la construcción del LOTS X dada en el 

capitulo l. 

En el capitulo 5 se ~-~~-~entá.n· cu_atro 

sirven para demostrar_· _-_:que ciertos 

parn espacios ·LOTS," -·no:---· pueden 

contra-eJefnplos, . los cuales 

teoremas : que ·.son ·.Yá.l ido-S 

genero.fizarse a -- c~~lq~i~~ · 
espaclo-GO,- co,m_o se::'- Jrict·Í-~a>~en -Eligu~~ -- observa.e lo~~~'.-,~ ti~chaii-,---~,,- -i°~ 

:::o m::celso::2~:::~o~~ tl!~esarroUo de este trabajo se ~iocur6 
siempre incl~lr ·-·:deinost-~a-~-i~~es detalladas. Este · cÍ~snrroll~;~'): dio. 

lugar' a lo -slgul~nte:-· 

El trabajo Incluye proposiciones que carecen de re~erencla. En.la 

mayoría de e11as. la demostración es original; pero con , la 

excepclón de algunas propiedades· en el ca.pi tul o 4, de ninguna 

rorma deben Juzgarse como resultados desconocidos. 



CAPITULO 1 

PROPIEDADES BASICAS DE ESPACIOS 

ORDENADOS GENERALIZADOS 

1.1 Def'in1ci6n (6). Una relación :s definida entre los elementos 

de un conjunto A es un orden parc1al si satisface las siguientes 

condiciones: 

(l} Si X "' y y y :S. z . entonces X " Z 
(!l) X " X 

e 11 i l Si X " Y°. Ye y" X . entonces X = y 

relación·· . satls.f'ace 
. . 

SL!a ;: :s además la siguiente condlclón 
; ' - .. - - ~ --

(lv) . 
=-~ - --c.-~'· ~-;,_·_, -

Para· cada·: .. ::Je.e: y· -~y, .-'.-:-~·ic.0 :5 -y o y :5 x.-

entonces la re1acl6n :s define un orden llneal o-total. 

1. 2 Def'inic16n- [6]. - Un ___ conJunto A_ con ._un orden parcial :s • se - • 

llama Conjunto parclnlmente ordenado. 

1.3 Def'lnlc16n [6]. Un conjunto A con un orden lineal ·o total se 

llama conjunto linealmente ordenado. 

1.4 Def'inlc16n (15). Sea ttn conjunto parcialmente ·-!)rdefuido·:' 
y sea A un subconjunto de X : entonces:. 

(a) 

(b) 



(c) Sea XOEX 

que x
0
::.x 

Aná.logamente 

S1 x
0 

satisface que x
0
=x para todo XEX tal 

entonces x
0 

se llama un elemento maxlmal de X . 
se define un elemento minlmal. 

(d) Un elemento x
0

EX tal que x
0
':5x para todo XEX se l lnma el 

elemento minimo de X. En forma análoga se define el elemento 

mé.xlmo de X. Cuando el orden es lineal, el elemento minimo y 

el elemento máXimo será.n llamados primer y último punto 

respectivamente. 

1.S-Dcfinici6n [12]. Sea (X,~) un conjunto linealmente ·ordenado. 

Un subconjunto C - de X es convexo en X si 
·\--

--c··~:_{x~?f,-, -, Íi_~~b} .¿-_·e-· · __ y;: a·;bEC __ ~·-
. ;:·,\-O'' ----, ,---- -,,-- ---=---ce -.- -

Si no :-h-~- ~-cirJ~·1¿n-; ;:~~i-:'. ~¡2·~ '.:~ ~~-~1°~~:~te 
vez de d~6~1~·_,,'.q~~-:-.- 'Ó,~~~ ~~\co·~~~~o·· e~ X:·. 

~ ,;;;/\~~~-;,-x:~;:~- -

que e es convexo en 

LoS -_ cOíijúTliciS-td"e_~: _U!;io __ 'ffiás frecuente en este _trabajo son los 

inte~v8'10S·,·1.Ó·~ cuales ·son- conjuntos convexos definidos en lo que 

sigue.·· 

1.6 Def'in1ci6n. Sea (X,::s) un conjunto linealmente ordenado.· Un 

lntervalo·en X es un subconjunto convexo S de X tal que si S 

está acotado inferior y/o superiormente en X, lnf" S y/o sup S 

per_tenecen a X • 

Si 

]a, b[ , 

a,bÉ:X 

[a,b] 

con - a7b , entonces los intervalos denotados por 

]a,bl y [a,b[ se definen como sigue 

---- --Ja, b[ =- {xi.X oc _Zi<x<:b} Ja,bL {xex a<r.sb} 
------.-_-,,-~,_cc'_c_ -

[a,b] =- {xeX á:sx:sb} [a, b[ = {xeX _. a:<x<b} ~ .' 

se acepta. ~~~~~rici~-ri~1~·ent':~ · 
intervalos triviales-de ., x_· ... _~,--,_--

que- ·son· 
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l ~,aJ y (a,~[ son intervalos que serán llamados semi-rectas y 

se definen asi 

J+.~.-a{ _= .··{xeX . x~a} . ·:·JE--, a] = {xeX r.sa} 

'Ja •. ~C::-· =·- {Xex··· ;a<X)'· 
' 

[a,:->[ {xeX a:sx} 
-.,; 

Cabe' ?·m.e.ll~.iO~rulr;::;}'ciiie'_;::iY~{l_~~.-~. ;~O·~-~~os de números reales, de 

raci.onal_es-~. :: d"~:._:;:~-~-{~_r~-S::_r;,:'(~~---;~;.i-~,t~.r~-s · · positivos (no necesariamente 

con-sus t'0Po_10~,i~uf_.'~~:~~~-~~·)'!¡:_~-~~~·. d-~-iiotados respecti vamentc por IR, 

·_-_/ 

:L:'. ~~-,. _._, 

: - ~;:~:;· - :~;:~: ';' ;_~ 
',_'._'>o , _ _-.-_-.-;,_·: 
sea· ··cx:::s)J_-:: un conjUnto linealmente ordenado. Sea 

«>, z,· IN • 

1. 7- Definición." 

i\ la topologiti sobre-_: ·,X··'<;_.'.· _q':1~ .. 'ti~ne como sub-base la siguiente 

colección 

{J~,x[ : xeX} u {Jx,:->[ xeX} 

en tal caso i\ se llama ·la topologia de intervalos abiertos del 

orden :s en X--o' brevemente la topologia de orden en X. 

1.8 Definición [12]. · Un espacio topológico linealmente ordenado 

C abreviado LOTS) es una: terna (X,A,:s), en donde ex. "l es un 

conjunto linealmente ordenado_.Y en _donde· i\ es la topologln. de 

intervalos abiertos., del_ orden :s 
: _, _ _._ ' :.·, . . __ ._ " 

En lo succsl vo·._ .s1-::n.o -~-~:·_,:C~hr~s-i6~,-: ~e--:-~ml tir·~~ 0:;-:~-i\-:' / yº~Ei.:la ·relación 

:S y s~ escribir·¿ _.'brev'~~ent.~·\,;·;s~~,-- -.)x;~.: :·:-~'.":-LOTS';_,_~.':< -.-:C~~~{~:. ~~Íl~!Onar 
también que. si ·no · s·~ --~spe~-i'~-i~_~::!-: io :·~o,n_trDf.i ó-~-: ''"::~ ~<:~ i~~Pr~ · de no t~~. -
a. la topo logia usua.1 _de :i-llt'~~v-~i~~: á.biei-tOs··--dél)-OrdC.ri >-- ;s;:.c,_ · 

.-.;,.,., .. -, c:·c,::- ·,,·,':.:::-,\\. ----~', -,.;''·'·' 
• • • ':·,__¡__.;___-· ~-":,>,::._, .• ,_._-, _¡ ;'.; _,; __ 

1 ~ s Definición r 1~:!"1. :·· __ ;u~-, ~.sp~~i~'-~~r,~~~~~~~-,i;~~}:-~'i~i~~;~:-(~bre"-Vi~d~_ 
espacio-CD) es una terna··,· -;_··_cxr*-~~~}~:T ··en ··do:~de (X,:s) es un 

conjunto linealmente ordenado _Y -~n· donde T es· una· topologln:_-sobre 

X tal que: 
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(1) ¡>.,:;T, 

(11) Todo punto de X tiene una T-base local que consiste de 

intervalos de X • 

51 (X,,;) es un conjun~o 1-lneaiment~- ordenad~ -y--sl 't es una 

topo logia sobre X tal que - cx.·T~ ::.!>) es un' esPaCio-CO, _entonc~s 't' 

se llama topologia-GO sobre X .• 

En lo sucesivo si no hay Conf'usl6n, se omitirá T y :s y- se· 

escribirá simplemente "sea X un espaclo-GO". 

1.10 Ejempl_os •. La s_lgu1~!1te.construcc16n pro~uce "~ ·espaclo-:GO. 
~~ 

!1 = {{x} 

O sea 
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como base local de x • 

Si x~I V L V R. tómese ~(x) {U xeue~} como base local de 

x. 

La construcción anterior deja· claro. -que cada uno de los 

espacios que siguen son espacios-GO: 

(a) Cualquier LOTS X en este caso tómese 1 = L = R = " • 

(b) La recta de Sorgenf'rey es un espacio-ca. La recta de 

Sorgenfrey es la recta real con la topologia T en la cual 

las vecindades básicas 

(x, z[ con z>x . Asi 

de un punto x son los conjuntos 

Ge-e si y sólo si G contiene una 

vecindad básica de cada uno de sus puntos. Nótese que, todo 

intervalo abierto del orden usual .::s: de la recta real de la 

Eorma ]a,b[ con a,beX = IR 

xeJa,b[, xe[x,b( e ]a,b[ y 

es -e-abierto; porque, para cada 

[x,b[ E T; o sea, Ac-r. Nótese 

también que, todo intervalo de la Corma [X,~( es T-nbierto; .. 
porque. (X,~(= Un=l(x,n(. As1 que {[X,~( : XE!R} e T No 

·obstante, las semi-rectas abiertas de la Corma ]-f--, x] y los 

conjuntos (x}, no son -r-abiertos. Entonces, tomando X=!R=R 

y L = 1 = " • se tiene que CX,-r,.::s:) es un espacio-ca. 

(e) El espacio (IR,µ) con el orden _usual s de IR y en donde µ 

es la topologia·_ que :-tiéne- ·como ,sub;.:.base.- la· siguiente colección 

(d) 

... ·{{x}: 1 ~R- ~}D.~· 
es espacio-CD~ ya que;' en este caso ·X:= IR'~ I 

R = t/J. 

IR --- O y i.. =, 

El espacio (X,O,=i), en donde 

linealmente ordehado y en donde 

(X, s) 

o es 

en X , es un espacio-CD; porque, 

5 
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(1) AS:8 (es obvio), 

(11) tomando I=X, __ L=R=0 se -llene la construcción lnlcial; ya 

qu~_,-: {-{~}; ·.·:-x:.e I} V A es una sub-base de O, 

cabe.:_~ni~~61oriar q~o esto espaclo-GO (X,O,:s) es· un LOTS; 

porque·, ·._sf- · x: _es f'lnlto . entonces cada purato x e X es tal que 

<Xl:-~·-:·1a."br-..· para algunos a,b e X, y si X no -es f'inlto entonces 

X es -orden.homeomorf'o con el LOTS discreto Y= (X X Z, A) en donde 

A es--·1a ·_. tOPologia del orden lexicográf'ico de _ X X -z. 

En : realidad todo espaclo-GO se obtiene- :mediante la 

construcción dada en (1.10), porque_: 

Sea ex, T, :s) un espacio:-~ -:· ·si:.--.·, '.>cx:;:_~t' ---~-~- ·:Í..OTS; su 

obtención a partir de C 1. 10) es clara~ :'.·:_-51-::. :-·c"X;_:rj no·~-~ _-.LOTS _-' 
entonces existen puntos xeX tales __ que-; {k}-',·~ ·:~~A··:·:' o-· ]+-, x] E ~-.T;i 
o [x,~[ e T-A-. En tal caso,- ;torñ~d~ -'-:)¡_:--=. -{X_'..e'-x:·-- {x}-:-e·_-,-T_-A}, 

L {x-e x-1: J~, xl e T-A} -y R =<<x-".~·:·x~r=-~--c~-~'-~C e'- T-A} se __ tienen 

los conjuntos de la construcción dada en (1.10). 

1.11 Observación. Es bien sabido que un subespacio de un LOTS, aun 

cuando sea un abierto o un cerrado no necesariamente es LOTS. Por 

ejemplo: 

Sea X= [0,3] - )1;2[ linealmente ordenado con el orden usual 

heredado de IR. Sea Y= ]O, 1( v [2,3] un subespacio de X. Es 

claro que Y es abierto en X. En la topologla de orden de Y 

toda vecindad de 2 tiene puritos menores que 1, lo cual no ocurre en_._-. 

la topologia relativa de-- Y en· la que ]1,3[ n Y es vecindad de, 

2. De hecho, 

heredado de 

Es claro que 

IR. 

y 
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toda vec 1 ndad de ¡l 
2 

tiene puntos menores que 1, lo cual no ocurre 

en la to~logia rel.atlva, en la que 

Sin embargo se tiene que cualquier subespaclo de un LOTS es un 

espaclo-CO lo cual es consecuencia Inmediata del siguiente teorema. 

1.12. Teorema [4]. 

espacio-ca. 

Cualquier subcspaclo de un cspaclo-CO es un 

Demostración. Sea (H,u) un subespaclo de un espacio~GO (X,T,:s) 

en donde cr es la topologla relativa de H • Se demostrar~ que 

CH,u) satlsrace las condiciones (i) y (li) de (1.9). 

Sea ' ::s H el orden que H hereda de X. Sea A' la 

. topologla de orden de H. Dado que si 1 es un intervalo-- en-, X; 

1 n H es un intervalo en H, entonces A' e u. 

Sea x E H. Considérese 21(x) una -r-base local de · x de 

-- Intervalos de~ - X 

espaclo-CO) ., Sl 

(existe' porque se está suponiendo que X 

Ue7l(x) entonces U= {x} o U = [x,b[ 

es un 

o u 
== )a,x] o U == ]a,b( con a<x<b y a,beX. Oc donde Unll es 

un intervalo de H y la colección·· ?l(x) == {G == Un.H : Ue21(x)} es 

una a-base local de x en H que consiste de intervalos en H. 

Asl que (H,cr,:sH) ·es un espacio-ca. 

~n punto en un espacio-GO tiene una base local de intervalos 

que tienen la misma í'orma todos ellos, en el sentido de las 

siguientes proposiciones las cuales tienen una demostración trivial. 

-,, 
1.13 [4]. Sea X un espnclo-co y sea peX-. _s~~ri88.S.~ q:ue · p no 

es punto aislado de X y que (p,oi>( es-ab1ert~-:~~ri·~;-X'.;t;.E;~-t-~~~~S-p-
no tlene Inmediato sucesor en X, p no. es· últ-ilno::·:·punto-.:~·de~:- X y' 

la colccclón {[p,b[ : beX , b>p} es base ioCB:i,:.~~~~:;'.i---~.~ 

1.14 [4]. Sea X un cspac1o-CO y sea peX·.'. ,:,-5-~~~-~~~ q~e .-P no 
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es punto aislado de X y que ]~,p] es abierto en X . Entonces 

p no tiene inmediato antecesor en X , p no es primer punto de 

X y la colección {]b, p] : beX y b<p} es una base local en p • 

1.15 Dc~inici6n. Sea un espacio-ca. Sea-·~·- i\ la 

topolog1a de intervalos abiertos del orden ::s: • Se define un 

• • subconjunto X = CX,-r.~) de XXZ como 

XN = exx{O}l u {er, n) ·: lx,->l e -r-:>. , ~O} u Jex,m). 

]<-,xf E -.;-;\, ~O} • 

1. 16 Convención. A lo largO de este traba~~.-·. • ex.-.:.~>., ·será··--

ordenado lexlcogré.f1camentc((a,b) .. < (c~d) o~a<c 6 a=c- y· b<d)·Y' 

llevará .. la topo logia de orden. 

1.17 Teorema [4]. Sea X un espacio-ca, entonces 
• e: X-}X definida por e(x) = (x,O) es un homeomor:f'lsmo 

• el orden de _X sobro el subespaclo Xx{O} de X 

ia f'iiricl6ri·, .. 

que· ·pr~serv~:' ~ : · 

Demostración. Es obvio que 

topologla GO de X y sea ~ 

e preserva él orden. Sea T 18. 

la topologla relativa de Xx(O}. como . -subespaclo del LOTS X la cual por el teorema (1.12) se-sábe que 

es topolog1a GO. Se demostrará que la función 

e : eX,T) -> eXx{O}, CT) 

deflnlda por e(x)= ex.o) es un homeomor:f'lsmo. 

U= [(x,O), --> [ n 

ex x {o}) o 

{O}) o. U = h-, ex. oi ( ri ·CXx{Ó}Ü . s1 . . . -.. _ 

u es uno: de .estos. dos 

Oltlmos casos es obVio qué - :-e--1 (y> . es·uno de los- intervalos -]x,-->[ ... 
o l ~. x[ los cuales· son abiertos en X. Obsérvese. que {(x, O)} = 
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]~. (x,0~] n [(x,0),-:-7(,_ por lo que basta· analizar los _·casos U= 

[(x,OJ, -> [ n (X x {O}) y ;= J <--', (x,OJ; n (~ x {O}) abiertos 

· Xx{O}.: 51 
':":'._:_: c.~·,; 

topo logia 

:::d~;'.:-=~. 

(1) 

(11) 

( 111) 

,· é_. __ _¿,;:;_o_• -.c..:__::_:_o_o: ·.~:~.~~;·: ~"~~~-~~~-~--~~-~~:_{·. -
Si A~e;tB ·_. Cr\toné:CS .. (A, B) -, , cs. '.uri:- hueco ·:1ritrlT1óZ:'.,_ de -X- --i::le·-

otra manera (A, B) · ·; -_es un_._·,;~e~~ -_-~xt-;em;;·, d~ :- X --(e~- h~eco -~~tJ:.eniO 

1zqulerdo si A=a y es ln:Zeco eXtreiná.- derecho_ si . ~0) ·:_,-_·· 
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Obsérvese que: 
(1) 

(2) 

De ( 11) se slgue que AnB="· 
Sea xeA .• · · SI X es prlmer elemento de A, 
slgue .que exlstc a e A tal que X E! [x,a[ e A 

tiene prlmer elemento existen a,beA tales que 

de e 111) se 

Si A no 
xe]O,¡-b[- e· A • 

Entonces . A e~_,~bier-to. En. i"orma ané.loga B es a:bier"to~: . 

·s1 : - X· -rlo· ti'ene huecoS iriteriores; entonces·, todo. sub~ol'!j~t;.o, ~--_ 

no. vD.~1~.-,'ti~'~.t"~d~-.'-Ct~- X tlene· suPf.emo e- 1ñr1ino;·:- en Cúy0-;'._ca5Ci;··:; -::-;(-'.-;·'.' 

se dlée ser completo en el sentldo de Dedeklnd. b: ,; . i .:::; i 

1. 20 _ Dcf'in1c16n [ 15]. Un subconjunto A de un : -~.º-~J'~~~~ ·~:i_~ B, (.:·~-~, ~._,: 
coflnal en B sl para cada beB existe a.GA · · t:ai·-'; qu_e '.':.:Y,a~b ,~:-:- -:c'E:ií\>:·· 
í"orma similar se_ deí"ine subconjunto colnlclli.1.: ... ~!.;.-·' ··\;o,";~~:,~:\'";-~--::-~~-'..~"" 

:·,··:'.-',· ::.~·~ _.,_. 

(a) Un mlmer.o ordinal.•• ex•·.,~ b~,1.~~~jjit~úe /. é 
no tiene antecesor inmediato. ,. ... ,-~~~-: -,, "· ,., :--:'"'-:·;.:- ,-~--" ''' 

1.21 Definición (10). 

si ex 

(b) Un n6mero ordinal 

'-- ·,:;:<-~;_l¡-.· '" '.~;'. 

- ~- -- :- - c~C~. 7;2:-:~hsi~~~º-~, -t;;::~~~;:,:~-.~~]':;i;~.- ' ;'- ~' ; -
ex es cardlnBl :¡;.;.-:.;~~rdJ~~:!·: ?ib·'JCJJ'.i) ::-Si:--~ci-, ~-~---'e -
paro. .t~d~,. #~Ci"'· ._,--"- :-·.-,, '·'·~,:.- <''' es equipolente con (3 

- - _, ' ·:;e>_,__;'" . "' • \:;. ~ 
' . ---~- _ .. .- "' . ',·<:'~, ' ' \'\':' . --:,,_:~~---

(e) Un nllmero cardinal --- ~- ~\,:i~º~~-: regular ---sl-' 6ti~'i~iJi._~~---~~Ub~_~nj~tO 
coflnal en - « es, orden 1"~o;cirf~· -~::;~:·:·ci :._~ .. \':;:·-· ';;~_--: .. 

es ordln~l l lm~C." ~~tonces la coflnallda: de 

cr Cexl _·es'"'.e f: ~iri'~-~~~; '> ~~dl-~~1'\- · t; -~· 't~:l < quº _ .. 

(d) SI " ex • 
denotada por 

¿ _, --<~- ~·(~: ~~p :'{éi ·-'- -.fl<t;}'. 

en donde ex~ < ex• ~~~ ~a~~c;_< ~~ 

"· 
Por 10 'tantci :~~~,·~~d1~~-l- ~··~'ex ._.es regui'ar ·s·~.-~_y,~_6lo-·:~°Í'. .;-.'cf(u) = 

. ·-~X. 

___ 1. 22-_ Lema. ___ CD.da: __ corijunto '.i-:1·~~-~-i~e~Í:.e -=-Ordenado- '·A ~º:~:~á-.~-Y~9-~º-~~.~,~-e-~ 
un subconjunto coí"inal bien-ordcr:i~?o ..... 
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Demostración~ Hay dos casos: 

(1) Si A tiene último elemento p. el conJunto cof'lnal es {p}. 

(2) Si A no tlcne último elemento, entonces tómese x
1
eA , Sea 

a un ordinal. Habiendo escogido x
13 

para todo f3<ct. hay 

dos posibilidades: 

(a) Existe por lo menos un elemento en A mayor que todoS loS.: . . '-~13-<: 

(b) 

en cuyo caso se escoge xct mayor que todos los 

No existe tal elemento. entonces 

bien ordenado. 

Por el axioma del 

termina en un ordinal ~ 

ordenado en A • 

buen orden el 

Entonces {x/3 

:;~::ado51 A": ::d~::~l v:r ::e::~::~ ;: :;.•¿'JJt~~~~1t~~~~~~~j;"•!,.,,= 
:;~;;~:>ie: e;¡~, p~:6:º :;~0 10.c~cf}e;·t1~·~;~:1~frl~t?f.'~~~i~~ff~i' · ·" 
subconJunto-, l i neai mente~'~:o~d~~~db'.,~-~SC~\;~ 1:~~J};~~'ri'J~~l~k6b;~ :Í'ri~{~ -ci~,~~~'.;· ?4, . .;,-_._ 

· · --- -, · -· -· '"' · -:'.i~t;.~.'-~\i; ~'° -.,,,>,,,;.,~ -c;;::,,º.<:<7 ·:~; ·. <--"·.,,~~:'.r.:e;x~_: -'.f~s~ ;~\ __ _ 
i somorro a -un cardinal -.i:egular..~-:-~-L . .. -''-·0·:0:;~:.e;:'.o'-:\~:0;:{!~~~--~-('..~t~//'~-~~~~? :>:;:·<' ___ _ 

1. 23 Pr::::1t:16;J!:11~}:;.~Yii~~'.f ~Ur~i,u.:J.fsf f f ~,'.¡f~~~~f¡:L.·q~~~.[¡:g'~~ 
A~0 _ }i~ ,;_·~- _ .. , _, '-'." _ '· -. 
red estrictament~-~ \;r~~-,:~~~~,~-~ºIB/{~~:~JJ~r:].~'ti~~}.~j:p;,J~ '; punto;,·:_r~ ~~-,.-.. . ;1.A --;·. /~:;¡· ... 
cof'inal en A -; --<·. ·,: '·--· ·¡-.-.o:·~: .. :;:_L,·,~-"·- ·''.·;~~:·.·_-~-.;· .,_-~ ..• ,. ~,::·:.:: · ·'.:.:;·,_. 

: ,-- ,( C .. :·~·_--:>'-: , ::.?· '.;::::'.:· ,~-; ,,. '~~~-: -.. •_; , "~0. ,~;~-;; .· -.-,,,; ;~;~,t::)'~{:~, ;:;¡¿~;j(t·;.<:'.'~; ·-.: ~\:- . -. ·:~ <:; _. ~ 

Dcmoatraclón. La --e~lstenc·.i~,::~l~~~ ~)~n.1.~Ct·~~~-~-~-hi_~·rfd~~: l_~_~a:~J.i}·~:;·i_:··i:~:i. -~,··
Dado que existe tal conJun~o {~~\.-:. ~~~~:o:~?.~.~>~.~~---,~:1:·~·.:::;~~~;~:~:>~~~·~.~/:;:#~~de··~-;·· 
dar por hecho que ~ es regular. ··:·Paro.·_.·lo:,:1J_niC:i_~~cl,;\.>'.ªº})Ó~~0o:5e_~ que··:_. 

~:~s::t;~~:nmo:~ien:lre~~~:~:l yr::~:;l ·~ A'.t:~e;~éi1[;;,.!i<%!<:.t; .. ·.· . 
y T = < y

13 
: f3 < ~· > -- . -Iktdo·,~qu·e- '~- 's-,y:-.:-To::--.;~-so_n_·:~º~~~ll~?~-:::~1.~.~~~,-- ··-'"' ¡;-i2:; 

ordenados por el orden de x. eritonces - ·.-s:-\..i:T :", es,·:,_un :·COriJúh.tCL blcin·: 

ordenado por el orden de X ( porque. ~~~í/.~iid~' \(j s:· S · u·.-T . se 
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tiene que infC = inf"(C n S) o infC = lnf"(C n T)). Sea 7 el 

ordinal orden isomorfo a S v T. Entonces ~ --":' cf'(~) = cf(7) = 
cf(li') = li' véase IV.3.5 en (18] ) puesto .que. li y li' son 

regulares. 

" ' ' ·-·,_ ··''-- - ~ . ,-:_•: -;.:; •. -.•. ·_:.< .. _,, . ' . .. 
~-<··.:-,:-:._e, -- . 

Sea: ; (X;·T~:$) }>~'_.-,:~:, t:~~~acJ.o-GO 1.24 Oof'in1c16n y seo. 
' - -•• ::, ·;_:.¿-:.· ,, 

X+ = X u· {u· .i U es hueco td~'[d, i°j':/·:_/!'t.Jíl ;·.'p_Si!údO~hueCo~lzqulerdo 
ex. T, :s) · - es.~ pUrit;O .:a· ,:d::é::·,,~tX_·;'~-:~·:f{~~~:~:=~~:;f:. ·:~': 

de 

•• ,-• ,"C;:.-_ • •..• ·o.'.;;;, .:;.;:¡;,_-e;-, 

·.·a• .;)Ji~t~;. [,if~ff j¡'r~~ 
_,·;-:-.·.,:;_::: .. , ........ _-

~~:r}~-c ':~~~~iJ_~-:~~~~erecho. _ Similarmente se . 

1·.25 Tcorema._[15). Un cspacio-:GO_::: X~'.; es compacto si y sólo si X 

no t lene huecos ni pseud~-.:.hu~coS-. 

Demostración. ~ 

digamos un hueco 

Si X 
u = (A.D), 

tiene un hueco o un pseudo-hueco; 

entonces se- presentan tres casos; a 

saber: A;ie~P. o A~0=B o A=r;,;eB.- Considérese el caso A~0=D 

los otros dos casos se tratan si mi lo.rmente. En tal caso, por 

(1.23) existe un único ordinal regular inicial i; tnl que 

red estrictamente creciente {xa : l::ia<li} de puntos de 

alguna 

A es 

cof'lnal en A . 

intervalos abiertos 

Asi que se puede construir una :familia de 

{]<-.. ,xct[ : a<~} ; -la cual cubre a X y no 

tiene una subcubierta f'inita. Entonces X no es compacto. Si u 

es pseudo-hueco tal que ueX y (u.~[ e T-~ se sigue que -u - no 

tiene lnmedlnto antecesor en X, asi que existe una _'red 

estrictamente creciente de puntos de ]f-0 U[ 

y en f'orma similar existe una f'amllla 

intervalos abierto::; que cubre o. ]<E-, u[ • 

{]<-,X¡¡[ 

0e dónde: ia,:·~~i·~c?~ló~----. 

cof"lnal en · J~;u[ __ 

ll<«} de· 

(3<«} V {[u,-->[} cubre o. X Y no- t fC°ri(i -uiiafsiilktb1i}rt'a:~- ,O o;· 

o.si X no es compacto. '~,-.-

-e- ] Dado que X carece de pseudo-huecos _entonces ·:X:: es -un· LOTS 
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• (porque en tal caso X = X ). Como además X no ti ene huecos 

entonces X tiene primer punto a y último 

co_mpleto en el sentido de Dedeklnd; por lo tanto, 

Helne-Borel, X es compacto. 

punto 

por el 

b y es 

teorema de 

1.26 Teorema [4]. Si X es un LOTS, entonces X es Hausdorff. 

Demostración. Sean x,yeX con J#y • Sin pérdida de generalidad 

supóngase que x<y . Si no existe zeX tal que x<z<y entonces 

xe]~1 y[ y ye]x.~[ con ]E--,y[ n ]x,-+[ = " . Si existo zeX 

tal que x<z<y se sigue que xE]<-,z[ y ye]z,"-+l con ]it-,z[ 

n ]z, -->[ -= " • Asi que, X es Hausdorff". 

1.27 Teorema [12). Sl un espacio-ca (X,T,:!i) __ .. es compacto, 

entonces (X,T,:!i) es LOTS, es decir Tes la ___ topologia __ de orden i\. 

Demostración. La func16n identidad 

por lx(x) = x es continua porque 

lX : (X, T) -->.(X, ?..l. definida 

;\S:-r • _ Además es 1-1 y corno 

(X,i\) es Hausdorff' (por 1.26) se sigue ,,que' 

homeomorfismo [6: teorema 3.1.10]. 

1 . 
. X es un 

1.28 Def'inicl6n. Sea (X, :l) 
.-'-:+"-. 

un LOTS Y. se~ x_- -= X u {u:u es hueco 

de X }, se define -Un orden_ :!i+ · en X~ co_~o sigue: 

(1) 

(2) 

(3) 

SI x,yEX ... entonce.s: ~+y 
.,·:~ 

si ?CEX_ -y :-.-u =·>C-A;~B1~x:~x·; ~:~~--~:~{6~C:·~s: 
.:~ '·.';e::._ .'-_':.'' , _ '•-: • •, e 

·\,~±u-é: :·~ l;:~-x~-1\ __ ~\~--- ·~+~-·.o -.--xes 

SI
· u,v·ex+ .... · .. ·.·~·-. ·X.-·:·,•.:: .• · .. -~<._._,, ____ -·:-.'.;::::-·.-,::-.- :-;t. - .-entOriCCS:•.·,::_:_o_ ,., .. _.-,.-.. ,, .. ., -' 

. -, - -:.-.. :,.;·.'- "/·. ,,_ .. '. --<-:'c0/ 
:-~¡_; -:?-~:_.¡~·:~P ;~,/y::.\f ~s-: •":, 

':o_·-.'.';!~ 

CA, Bl. •r ;;, ;, tc:;·J¡¡ :<,: 
•·" :' ·--~-:~ .e,,.._.- -·--

.¡ =~,..-·--~~::-. ·.-- _:___~~_.e_:_: __ __,_---,-

en donde u= 

1.29 Proposición. 
' "- ' .. _; 

nbiertos 'del orden :s + -- es un 'LOTS , ~o.nip0.:é:t~. 
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Demostración. Sigue inmediatamente del teorema (1.25). puesto que 

x+ no tiene huecos. 

Dado que se le 

DcmostrnCión. 

subespacio de un _compacto ,·: T 
2

, ces TychonOi'Í'- [a;· teorema· 3~ 2, 6). 

1.32 Teorema_ [12). Las .slguie_ntes propicdade'~ ·do -. un espacio 

topológico (X,-r) son equivalentes:_ 

(a) Existe un orden l lneal " de X tal que (X¡~,:s:) es un 

espacio-ca. 

(b) (X,T) es un subespaclo cerrado de un LOTS. 

Ce) (X,T) es un subespaclo de un LOTS. 

(d) (X,T) es un subcspaclo denso de un LOTS compacto. 

. ' -

Demostro.clón. 

Cada punto de 

(a) .. (b): Considérese el LOTS X .-dado en ( 1. 15); 
• • : .. -.. 

X -x es aislado en X Por_· lo --tant·~·- X>-X es 
• • abierto en X • De donde X es cerrado ene X:-~ ----

(b) ~ (e): Es trivlnl. 

(e) '"". (d): Supóngase que (X, T) 

Sen (Y+.~+} la compactli'icaclón 

·i'-c. ./ ~- '.:¡-/-' -:;-::. 
es subcspaC.~~ :··d-~:- Ü~\'L6t'S. ·:::_;(Y~-i\)-,>_
del orden·:dc_ ;~·-y_·~ ,:-.·c~~~:~':~·;·1~3Q-') ;'~ 

",._.-. 
y+. Topologlzando::;;n-~:,:>z_-~: _:·como" 



Z). De 1.27 se sigue que Z es LOTS. 

(d) -> (a): Inmediato de 1.12. 

En este trabajo, por lo general se considerará a X como 
• subespacio de X Sin embargo la equivalencia de (a) con (d) en 

(1.32) puede también ser usada para estudiar espacios-CD como será 

visto en (1.42). 

1.33 De:f1nici6n [6]. Un espacio topológico X es de LindeltS:f si 

X es regular y toda cubierta abierta de X tiene una su:t>cubicrta, 

numerable. 

1. 34 De:fin1ci6n • Un espacio topológico x·· es heZ.ec:iitBi-1amehte 

L1ndel8f. si todo subespacio H de_ X_: es de Li_nde~_t?_:r~ __ , 

- ' - -

1.35 Proposición Sea X -un cspiici0ot0pol6gicoi -º.:.~t-oli.ceS_--- X :'_e_s __ --
- ' - -_- ,-,_- -.- ,-_, __ :- ,_-__ - _' '· - . ____ ,__ ' - . --, ' 

hereditarlamente LlndeltSf' si y sólo sl\_to~ó ·sUbe~p~~-i_o __ '· a"?iert_o·_ H 

de X es de LindelOf'. 

Dcmost.rnci6n. .. J Inmediato de la deÍ'fri-t"CiÓ~~ 
X • Sea " "{U 

• 
es abier·t"o. de X para cada 

de n H: seS} una ea ] Sea H un subCspaclo 

cubierto. abierta de H (U 
• 

SES): 

esto es H = uoES(Uc n H); o sea. -:H ~ -cyG¡~u~) " H Como UDESUG 

es subespaclo abierto de X ; '_.:entorices ·. U .U es de LlndellS:f, 
_.aes n 

asl que existe {U : l=l,2 ••• ~}',c:{u: "SES} tal que 

u7 .. 
1
u

0
• De donde ;

1
= Uco ·(U· n. ;;,-i·;i-:s· deCir 

l 1=1 ª1 . . <-<:_:.~; 
~~,, .,_- '-;_.· - -::~~.' 

H _ es .de Llndel8:f. 

1.36 De~inclón [17]. Un espacio ··topól6-glé::o.---: X. tlene celular1dad 

numerable o satlsf'ace lá cond1C-i6~;dei"ckderia ·cani~ble (CCC) si· 

toda. :ro.milla. de subconJunt.os. a;~1~~t-o·S-:_~J~~~~: .. -:no.··-~~~1o:s. de 'X es 

numerable. 

1.37 Proposición. Sea X un es¡:)~cio <topo_lógico separ~ble, 

entonces X satisf'ace la ccc. 
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Demostración. Sea {U
8

: seS} una f"a.mllla de abiertos ajenos no 

vacios de X y sea D un subconjunto _denso y numerable de X 

Entonces D n U 
• 

U
6 

para cada 
" " 
ses 

para todo ses . Asi .-_que, existe x
8 

e D n 
_Ses}- es f"amllla ajena, 

entonces x ~x • 
o • 

¡s¡ ,. ~o 
sl 

Dado que 

~s· 'J como 

'{U: 
. ·a; 

{x : > seS} 
"';~-- -~::~-;· - . 

. -·-;,.>· .,_,., 

se slgue que 

1.38 Lema [14). 

y supóngase que 

Supóngase· qu·e.;. X .,es';;\ID:-.LOTS.-quC-':satisfo.ce la CCC 

Y~X. Sea·_ ·zeY;·_.-:_- 'í::iit.:6J6~~,;~: --~Xi's.ten subconjuntos 

numero.bles p y Q 

to.les que s1 

que P"Y-Sq • 

ye Y 

de ] ~··, z] n. y··" ;;_ ;~-0*:{':-A\'{~·;:~[' respect 1 vrunentc y 

entonces -~·,¿-1.~~C~~:::;~~t~'~" . .' · pc:P y qeQ tales 

Demost.roc16n. Sea zeY • 

ordeno.da {y a.: a.<fl} creciente y cof'lnal __ en_ Y 51 13-<=c.>
1 

el primer ordinar no numerable, entonces_ la·_' colccc16n 

Ya+2n•2{ a es ordinal limlte menor que ~ y nEIN} es una 

:familia ajena de abiertos no vacios (pues Ya+2n+t E Ya.2n' 

Ya.2n+2{) y n~ numerable, lo cual es-·una contro.dicci6n porque X 

satisface la CCC Asi que (3<w
1 

En~--'-_cuyo----caso 0 t6mese 

Q = {ya.: a.<(3} S: Y n [Z,,.....)[. -En forma tmá.loga existe P = ,·{y(x: -._«<13}~._

S: l+-,zl n Y colniclal numerable en Y 

1. 39 Teorema [ 141. 

heredltarlrunente LtndclOf. 

Un LOTS que sat tsfa.ce 18. CCC · .. es 

~'.' 

Demostración. Supóngase que X es un LOTS que sat'~~f~~·, .1¡::·-~CC. 
51 se demuestra que lodo subconjunto abierto de .-x ~S-- d~-'.->Ll·~~~l-~f"·. 
se ho.brá establecido por (1.35) que X es -:--~~-~cál't~l~~~i--~>- . 

. ••' '· ,_, ·,-. 

LlndelOf. Pero todo abierto es una. un16n 'de lnt.crvalOs·'.-abieJ-t:os; 

(básicos); asi que, si se demuestra que toda coiec~i6~< : .. ·v.':' ::·d~-, 
intervalos abiertos, tiene una subcolecc16n numcrá.ble -~,'U ;s:; :-V. -~tal--. 

que uv = U'U se habró. demostrado que - X - e~-,:~-1l~rCdi f~i-WnCP.téc_ 

Llndelor. 

Sea y= w. Para cada xeY , sea Hxl = {yeY 'cil 
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conjunto de todos los puntos de y entre X y 

V}. 

y puede ser 

cubierto por una subcolecci6n numerable de 

X y y 

U6tese 

(x<z<y o 

que sl 

y<z<x) ye!(x) entonces todo punto z 

es tal que ze!(x): as1 que, 

entre 

toda VeV 

V~I(xJ. En general 

con ye V 

ICxl 

Asi que 

yel(x) 

ICxl 

implica que 

U(VeV : yeV 

con xeV es tal que 

VS:I (x) para cada VeV 

para algún yeI (x)}; o 

sea, es abierto. 

Nótese además que 

entonces se tienen las 

y,zeICxl ., zeI(y); porque, si y, zeICxl 

.o z:sy=ax siguientes posibilidades: 

o x=>z:!iy o "'°T-'Z o T-'"'°Z o y:sz:sx y de aCuerdo con - lo. 

definición de I(yl cada una de las posibilidades anteriores 

implica que zel(y) siempre que y,zeI(x). Asl que yeI(xl .. I(xl 

= I(y) Entonces para cualesquiera x,yeY se tiene ICxl = [(y) 

o I(x} n I(y) = 0 . De donde, como X satisface la CCC entonces 

la colección :J. = {I ( x) : xe1:1 es numerable: o sea, 

xe'G'} en donde '€ es algún subconjunto numerable de 

xe~ : usando (1.38) existen subconjuntos numerables 

de I(x) n 1+-,X] y I(x) n (x,-->[ respectivamente: 

;¡ = 
y • 

PCxl 

tales 

{ICxl : 

Fijemos 

y Q(x) 

que, si 

yeI(x) entonces existen puntos peP(x) y 

p~ysq • Por la forma en que fue definido I(x) 

qeQ(x) tales que 

existen colecciones-

numerables VCx,p) y V(x,q) de V que cubren a Y n [p,x] y a 

Y n (x,q] respectivamente. Sea 'U= U{V(x,r) : reP(x) u Q(x) y 

xe~}. Cln.ramente 1l es numerable y como Y = Uxeti' I(x) se sigue-. 

que UV = UU. 

t.40 Corolario [14). Sup6ngaso que X es un LOTS quc .. satiS_f"ace_ )~··_: 
ccc y que y es un subcspacio discreto de X Cdi-ScretO',,e·n·.- i~· 

topo logia relativa). Ento"nccs Y es numerable-~ 

Dcmoslraci6n. De 

Lindelüf; entonces 

- . -.. .,;:/-,: -;_._- -·_-_:·_:_:·<::>-.::_:;; - , .. · 
(1.39) se sigue que ·x:?'eS·-_,hered1táriS.me.nte 

y es de Linde1ar· ye· un· 'e·spl!:c~O:-:· di~CÍ-etO .. -.. de 

LindclOf" es numerable. 

1.41 Teorema [14). 

scparnble. 

Un LOTS separable es hercdltarinmente 
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Demostración. Supóngase que X es un LOTS separable y que JU;X 

Sea I(A) = {aeA : {a} es abierto relativo en A} . Por (1.37) X 

satisface la CCC. Por (1.40) I(A) es numerable. Sea D un 

subconjunto denso y numerable de X . Sea !D = {lr.sl: r,seD, r<s 

y A n ]r, s{ $ 0}. Dado que A n J $ " para cada Je'D se puedo 

considerar- la Cunclón de sclccclón « : 'D ~ A tal que tt(J)eArU • 

es numerable: entonces, Sea D(A) = I(A) u {cx(J): Je7l}. Como DxD 

el conjunto de parejas ordenadas {(r, s) 

]r, s[ $ 0} es numerable, de donde !D 

{tt(J) : Je'D} es numerable y como I(A) es 

D(A) es un subconjunto numerable de A • 

r, sED , r<s y A n 

es numerable y entonces 

numerable, se sigue que 

Se concluirá que D(A) 

es denso en A demostrando que si U es un abierto en X tal que 

U n A $ " ; entonces D(A) n (Un.4) D(A). n U "' e 

Sea a.eUnA. Sl aeI(A) , entonces aeD(A) n U-. ·.51 aEI(A) 

entonces es claro que 

(1) 

(2) 

)x,a( n A$" 
]a,y( n A "' io 

- - --,') .--:-~ : . .. 

cons ldérese la primera ~s1b1 l ldad. ···Dado.- -~i.ie:: u · ~-_-es·-'.:"vt'!9_1_~da~f 
de a en ~. existe z<a tal q':1e · ~-z. 8'r ''C u __ --;--:.,- · Apl lco.ndO -

repetidamente (1) se escogen·pun_tos bE)z,ar- n::A .-_.~EJ_b.:_~i:---.i A y 

de]c,a.( n A. Sl~rid_o qüe D es· denso-·en X :.-y-com0·--7 ]z~-c[~_ .. ,,t.0 ~ 
]c,a[ (porque ~e]z:c( _Y. de]c~·a[)~ ·cx!Stcn puntos relz·,cl n ·n 
y se]c,al n D ·Nótese que·. ·J;¡~-(·--~-~A- '*" "' porque ·ceJr,s('-n A 

entonces j'=, ~Ji~-sl_E:o:.-:_·. ~6i.ese:.;_.tamblén_:·:que ·A n J e -J- e lZ,aC 

entonces· a.cJ)E)z,~l-:ri-D(A).·: ·(--porque tt(J) e ArV e ··]z,al y 

a(J) E D(A)).:s1éndÓ ~u~>J~,a[c: U entonces ]z,a( n D(A) ~ Un 

D(AJ·· Asi que ;'"'(J'Jeu n ÓÍAJ. 
:-:· -"· :~-.~-~ .~· ·.· '.,?- ·' 

1.42 

(o.) 

Teorema [ 12] .·:,'-.: ~'~-::;·_<~; un e~~:c'~.~~~. 
X ':-~6i.6_· .. -5·1;:· . .-. 

separable.· 

Entonces: 

X es, heredltariD.mento 

(b) X so.tlsfncc --1a CCC s1·.;·y ·:·s6io .si._:·. X ·es hcrCdltB.rlmcnte 
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Lindeli:Sf'. 

Demostración de (a): ~ ] Es obvio. 

~ ] Sea X un espacio-ca separable. Por la cquivalCncia_de _(a) 

con (d) en (1.32) se sigue que X es Un subesPacio dcnso-."de. un. 
LOTS compacto Y. Sea D ·un subconjunto denso y n~mer~blc de X 
Por ser 

Entonces 

X denso en Y se sigue.:. que D es denso en 

y es separable. -:_-De' cioTI..dc-:: por_ c~cl'.~41) y 

y 

es 

heredi tarinrnente separable-.· _ Asi.,. que 

separable. 

X ·es:'. hereditariamente 

Demostración de Cbh .. J .··· Sea X un espacio-GO • Por la 

equivalencia de Cal con 

de un LOTS compacto y·. 

(d) en, Cl•32); •.X 
Si X satisface 

e_s un subespacio denso 

la CCC se demostrar~ que 

Y sat isfacc también la CCC. Sea {U: ses} 

X 

una colección de 
• 

abiertos ajenos no vaclos en Por-ser denso en Y, U 
D 

n X 

~ " si U ~ " • • 
Además 

y 

{U nX:seS} es una colección de 
• 

abiertos ajenos y no vacios en - X y como X satisface la CCC, se 

sigue que 

numerable. 

{U f\ X : seS} es numerable; o sea. • 
{U : ses} 

• 
Asl que Y es un LOTS que satisface la CCC. 

es 

Por 

(1.40) Y es hereditariarncnte Llndcli:Sf, Dado que todo subcspacio 

de X es subespaclo de Y se sigue que X es heredltarlamcnte 

LlndelOf. 

.. 1 Sea X hcrcdl tnrinmentc Llndeltsf' y sea {U seS} una 

f'amllla de abiertos ajenos y no vaclos de X . Y 

Llndeli:Sf' y {U
0 

: seS} es una cubierta abierta de 

los U
0 

son ajenos, se sigue que S es num~rable; 

• 
= UoESUu es de 

Y • Dado _que 

: ~ . ., :.<.·_:_ Jc-,;, -__;______: 

El espacio x· deflri1d0 ~ri""-c-1~15,-t~~-:t,~~~-it'.Yd-léré~--~·~crifliici·~ --:~éi:O:-~
mínimo LOTS que contiene o. X como tih.i_~~:u~,~~~~,r~:_-. d~·rr·a.d·Ó~~ ·. · ·ESta 

o.firma.ción es hecha en la pro~Ó·s~~-1.Óii" tj~~~/~~-~~~>.~: ·-;-;, 

1.43 Proposición [12). Sea X ·. un e?p~~1d~~·; y su~n~aSe que. h 

es un homcomorf'ismo que pr~se~va.- el :"orden'.·,'. de ":":,¿:~·-_·: ·~6b~e · un 
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• subespaclo cerrado de un LOTS Y • Sea e : X ~ X la inmersión 

definido. en (1.17). Entonces existe un homeomorf"lsmo 11 que 

preserva e 1 orden de x" en un subespaclo de y 

siguiente diagrama conmuta. 

x" 

. (!· 
y 

~;,.. . . . ~- _, . ' - . ·,_ -_ 

Dcmoatraci6n. Supóngase que 

es 

la slgulcnte_colcccl6~ 

en done 

(3) . 

(4) 

(5) 
--

tal que el 

=--

- . o_'"'-~_:;.o'-~-.°'::'.t:,, ~~:_.':-'-'·7::L· ·~_,:;,co~~-:---'---'~"'---

CD.50 ·e 1): Si , ··x-- ·_es: LO~s~ cntonccs··'.C: -~-~ -=· j{:"; .-·-:·-~en: cuyo 'éa!:IO-·se ·:ton\a 

H=h. 

Co.so (2): 1 • 0 L = _-R 
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(a) 

(b) 

(el 

más elementos, se hace con ellos lo mismo que con xo). 
{x

0
} e 

[Xo'~[ 

entonces Nótese que {x
0

} E T 

T-i\. 51 {x
0
} e i\ se sigue que 

o 

e ;\ y 

• • e i\ , por lo tanto X = X x {O} o sea X = X en cuyo 

caso tómese 11 = h Sl {x0} _ _.t! i\ , 

alguna de las slgulentes poslbllld~des: 

)f-,XO) E T-;\ y (_xo.~[ ~ T-;\ o 

[xo,'."""")[ E _"t'-i\ y ]~1 x0 ~ ~ -r'.;.i\ o ... 

]t-, x
0

l E T-;\ y [X '..,,>[ ; . º· .- ·' .E. "t'~i\ 

-;.,· ---- - . 

entoncés ocurre 

·-_~::; ,-.- ·- - ' 

Sl '0Curre'--'1a>··-pos1bi~:~·¿a~-.~_-:c~}.:·~~-,'_tle~e-- que x· = CXX{O}l--u 

{(_~o,' m~~, ;.,_'.~j'._q}_; __ ;.~4,;,-,-~~~~:~~ .. /-'.~~I~~~ef~_t:~:~~-~;,~~-~ _·-_lmpl lea que lx0 , ~e es 
-r-ce"rrD.dO" ~Czl'- '·'X~:-;:-y~'-no::·tlcne:-:prlmer elemento. D:c donde por ser h 

·Un ho~~~~~~-f-í.~~6~:-_--q'"J~~,~:-~~~~\;~-~~-~~-].'/'_~~~d~n· Sobre un subcspaclo cerrado 

de '.y_ se -~-i~O;e::,:,qu~-':~' -:~B:.1_·:~~::.'.¿-c>_ :- no -·tiene primer elemento y __ es 

cerr~d~~-~ri·:~ iy:_:-,.-:_~:·:_;:~~·,(:::~. !¡-:'_=:_i<Y~~-:_h(X) h_Cx0l < y-< y' V y'_- e-'·············· 
l1(1x

0
.2,cí}.' :s1L'.Y{=.i}entonces .. h(x

0
l. = lnf' h(lx

0
,->l) y por. 

ser--h(Jxo•'.~,[_) .-:-cerrado:"en:·<·Y---/_s~·:.:sl.gue' __ que h(x) ·e-'h(Jx-.~c) ,10·· 

cual es una·: ~ont-~a~l~·~-1'6~~'.-'. "-:~ .. A'si· ; ciue exlst~ 
0 

·.-Y
1
eY

1
--.:,_ 

0 
··tai·> que 

~: ~;~. ·'.~'.Y•<~ ~-h7~i'• ·€~{~kl~~~}x~c%~'·~ .. ·•Y, 5,~P~:::;. ;~~e¿e¿¡;~i{• .· ..... ' 
y V y' e· h(lx ; "'->[),'>Consldérese•é'Y••<•.: =• {yeY-,.hCXJ :• yC·• <• y.:<•:•y•,•,;•x. 

~~~, ·:' ~::_,~~i:q~~ptf .~~~~~f Üi<~~Jf;~~s~~:}x~*r.[0,~i~\~i0g'.~·iz~•·.·. 
De donde existe-: una·: suces16n·-/.{y·;.-: nelN} ·";.é ·._,,Y:-:-h_( X).::,';· (no ;;·necesarln.Jnente _·;; :--

:;~~:.r:[~~e i ·s::1• A~f :;i~lÉt~f 1~I~~~t~;~~1t§2~~~l~~~~N~j'G~~:;·t;;;•. 
de:flnlda por:_--·· 

,, . -'"i-· ~:=;;f~~'.~';~~-_:_~~~ ;~~;~~¿~~;*f~~~~~:~~iJ~-~~--~¿~!f~;;t~t~~ -: ~-

• X. 

.. ,-'-_ ._ ;,~~ :,-_·~'--.~-.... ,. _,,;:·_,, e:·~._, ; [;:· '·"-~-e .-~'t.'·:::-:- . ··;-o:r~-~?t~;'~\-::~ ;__-..._-¿,.--•• ,.-.~~-o --~. '.,~_,·-;.' 

• l/(x,nl· .~ 'Kit~il•;{_j;~~jfx1~~l~f;~j~;;.,i~;~f ·' .. / 
-);h --~\-,'- .... :~-w. ~ ~ ,, '-e-.• •. '·'"'-'·,,.,;,(· e-~~-'----¡"·' <·;_{_;_,;/: .. 

Nótese . que;~ ~~~a<'. '("*;:-~_)"' -:~~:/<E~~\':~1;:.;~tr :¡~~;?}~~- -:_,}:'~~- ::p~~t:o:-~\ afá_1ado_'. de 

Anó.logamente_:;_.;dd~ (-:<ii>: ·~:·-~~tfabi'Cr~O .:'en:/:_\'fi'~~-' C\-E~t6~~~-S_:· 11: x· ~H-



es un homeomorfismo que trivialmente preserva el orden. 

Si ocurre la posibilidad (b) se-- procede en forma análoga a la 

posibilidad (a) obteniendo un homeomorfismo H que preserva el 

orden, def'lnido asl: 

n =o 
l/(x, n) = { ~~=) si 

s·! Cx, n) e {Cx
0

, m) m<O} 

Si ocurre la pósiblidad (e) entonces 

m>O} u {Cx
0

,m) : -m<o} y en forma aná.loga a 

• X ':' Xx{O} u "{(x
0
,ml 

las poslblidades (a) y 

(b) se def'ine el homeomorrlsmo H como sigue 

·• tiene // X ->H. 
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as! 

'·: ·_ -' - ' ' :·<:~ . 

V (Ú ¿,.x •: llEN}).> , 
, __ -,. .. XEL -__ n ,, 

caso (4l: s1 R" " ;< I J Lfúf.~ :~~f~.ih~¡, i11 ·~dmeomort1stri~ 
en f'orm_a_ análoga al' caso .:('2'):;;~~~g::;·~'í'-~~~, -~·-·:éó~\' _:·,'> ;,. .,_;-;>: 

... '"··'· ) . .·-e'-.··;'~-

~--'.:{;': >~:-~_:_:··: ~-:~:~, 5~i~~~:~:~-.;~~r;:-~t~~~f_;~~lf-: t~~ .:;~~~ -. __ :'.L.••·>·····. 

""·"' -~~~~~~,~-'''!~~;~-" 
'\··.·:.'~ -:,;· ~-~;:~~- :.-~:}; ~,:: 

• X = H = h(X) en donde 

11 . 

en donde • 
X ___ = 

Caso (5): en ~/lOs casos 

aná.loga se- obtiCne · -

• en donde X.-· _f';j H 

1.44 Obscrvo.c16n. En el 

que no se puede eliminar 

en la proposición (1.43)~ 

. en. rorma· 

m>o}' 
:.'· 
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CAPITULO 2 

LEMAS TECNICOS 

En este capi~ulo se desarrollan ciertos resultados ·técnicos 

los cuales serán usados en los capitulas siguientes. 

2.1 Definición [12]. Sea X un espaclo-CO y sea S~X convexo en 

X. Se de:flne I(S) como 

I(S) .= {xeS 3 a,beS con a<x<b} 

. - - ' . • Se de:flne tamblé-n -'"Un subconJunto 5 .... de _X como-

- s- -=: {Cx; kl e X~ - ,- xeI(Sl} u {Cx,Ol :_ xes __ - I CSl)_ 

-- - -· - . 

2.2 Lema (12]. Sea (X,"t,:!i) un espa~lo~cO~ 

(b) 

(e) 

s-

Si 

es 

J 

abierto en 

es convexo 

Demostración. 

• X si 

• en X 

_<_ ~;::~-:~-
y.sólo .sl. 

: --_ --'.-_ •:/<-

. S -~-~-~-~-~bi~-~tci- en X 

- .<.-
y·sl S~J_ 

:._~:-.:~·~,t~-~-~-~~-: ·:-·s-CJ-
·\:·_· ._--,/·>· 

-- -

porque 

(a) Sea (x,k)es .... _. '.Sl'.·.T·xEiCSl ·::·(t <~rit~~ces - xeI(T) 
de donde . ·(x.'kl·-~f: ·:/;~_::~~.-~'J.,;~;: -X~I C Sl -~ __ _, · CritOnces 

Por lo -tanto ·c::·_:f~::Jcr.á~~?-~\~-:_ ,_,~----- "-~>· 
I(S)cI(T) 

k=O Ademfl.s xeS~T 

:.~ -.,· __ :L::i.:·~~t. ·::~\-:::3-·· :·-;·:-"-:.---.:.· 
Cb) supóngase que s es abierto en -x :-=.'t !Séü.·';?-tX~~kYES:_: ~:~:~~~ú.- x es 

. ._._,., .. ;"'' 'º" -.-. 

punto aislado de X o- IPO se ·sigue que_.~·-.-_(~;~_k>>::~--~_g_·j·:P,ürit·a,::.:ni_slndo 
de x", o sea {(x,k)} es abierto en x" y Cx,~~~~x,;~i:~~sf: 

k=O 

.,.- :;:;-;_.,/_'_',;: '·"~'":--.. <.:-·~.--. ~~.:_-. _,~~-:~'~ 

Considérese eLcáSo_ en;qÜ~~~,¿:;,;o 'e~', puntiicálslado de ~·L y 
entonces, como- - (x, k)_es .... :. -h~¡~;-,:·ci~~~- -;o:t~~--i;(~~d~~-t-::.~~::"--. ;--.,--. 

-- .·."' -· :--;:(,--;::-··" .. -:·.:.·,',: ,-

(1) xeI(SJ y k=O (2) ')~; g I (S) y k:o • 
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51 xeI(S) y k=O.. escójanse a,beS tales que a<x<b . Si 

]a,x( = " tómese p = (a,O) y si no tómese p = (a.', O) con 
• a' e]a, x( • En cualquier caso peX , 

• 
Ané.logamente se escoge qeX . tal que 

Entonces Cx,O)e]p,q[ss-

p<Cx,O) 

q>Cx,O) 

y )p,(x,O))<:S

y [(x,0),_ q[<:S-

Si x~I(S) y k=O entonces para cualquier aeS se-tiene que 

X:Sa o a~x ; o sea, xeSS(x,-+[ o seS~l<--,X] Considérese el 

caso X:Sa para todo aes (el caso a~x para todo aeS se trata 

similarmente). En tal caso xeSs(x,--t[ y dado que S ~s abierto 

en X se sigue que x tiene un inmediato antecesor x'eX; en cuyo 

caso tómese p = (x' ,O), o sl no (x,--t[ es abierto en X y en 
• este caso tómese p = (x,-l)eX sl {x,-+[e-r-i\ Como además se 

esté. suponiendo que x no es punto aislado de X se sigue que 

{x} no es abierto en X asl que por ser S abierto s~{x} ¡ 

de donde, por estar en el caso x:sa para todo aes • 

no es aislado en X , 

existe X CES 
2 

tal que x<x
2 

Pero como x 

inmediato sucesor en X , asi que existe 

y por ser s convexo, Sea q 

X 

tal que 

(x
1

, O) 
• 

no tiene 

x<x <x 
1 2 

Entonces 

Cx,O)elp, q[<:S- De donde cont lene una X -vecindad de cada 
• uno de sus puntos, asl s- es abierto en X 

• Supóngase ahora que S- es abierto en X Como X tiene la 
• topo logia relativa como subespaclo de X y _como 'S=S-nX, 

entonces S es abierto en X . 

(e) 

a, b 

que S s; J • Sea (x, k) e, S-_- •. 51,:.~. ,X;_e :I(S) ,_,_existen 

a < x < b • Entonces (a,O), .(b-~-'Ó),S'_~:- J.- _,~~::·p~~--:·;¡:~·ci·~-d~-~ · 
lexlcográf'ico de x• se sigue que Ca,01-:-::<-;\'(;~;k1\(:c.;-,:(·b.{Ó)---:--:, ;:-s1C-ndo 

que J es convexo en x•, (x, k) e J.'- 51 ~::-~~:;~:~>fi"'(S);;; '4:~nt;:¡ú:ib~-~><.-k=o-----·-
_::;'· -~,;-, .-,.,, ·-~·.;~"¡ "·'~';' -_,t;-:, >-Y:" 

Supóngase 

e S con 

asl s s J Implica que ex, k) E J.' '~ D<~;;.;~~¡ \tt ;~) > 

2. 3 Dcf'ini e 16n [ 12 l . Sea (X, :s) · un: _c.OnJUri~_O>-lJ·tj~_~l.~~~~~-f-~yd_~n~~o \;:· 
y sea G un subconjunto _no ~vaclo_ de--·- :<"·;:-~-:\ Ento~c::;s-·: ~,., ... '·O:-~'-_:'.,:,l',. ;. '.-:;: :.';:.: __ · _, 

~ -~:-:-~;~~;,-:;~, j;~,~~-~:~~-?t{-C-j;; "' -~----~-

(a) A es subconjunto convexo maxlmal _:éte"-. ~-·;·.-~:! .. P~~-:_--c-~aa::. ~é'A: ,-y· 
cada subconjunto convexo B de G tal :-_qúe -~~n_·-~ ~-~·_. .. t"i:ene --~~e 
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xe.&.;A • 

(b) Cada subconjunto convexo maxlmal de G se llama componente 

convexa de G • 

2.4 Proposlcló~. Sea X un espaclo-GO y. G S: X • 

(a) Si C
1 

y C
2 

son componentes convexas de G dl.ferentcs, 

·entonces clre2 ::; 0 • 

(b) G es la unión de sus componentes convexas. 

( c) Cada componente convexa de 

cerrado de G • 

G es un subconJunto abierto y 

Demostración. (a) c1ne2~ " ->' existe xeC
1
rC

2 
-> C

1
&C

2 
'Y C

2
&C

1 
~ C=C. 

1 2 . 
(b) Es tri vln!. 

(c) Dado que en un espo.c1o-GO, cuda punto tiene una base local de 

Intervalos los cuales por de.flnclón son convexos, entonces por ser 

cada companente convexa de G un subconjunto convexo maxlmal de G 

se sigue que cada componente convexa de G es abierto de G De 

(a) y (b) se tiene ademas que cada componente convexa de G es un 

subconjunto cerrado de G 

Nótese que de (a) se sigue que la representnc1ón de G como 

la unión de sus componentes convexas, e~ ~nlca. 

Se extiende ahora la def'lnlción (2. l) a subconJuntos. 

arbitrarios de X 

2.5. Derlnlclón [12J. Sea X un espacio-CD. Sen cs;x. Si G=0, 

sea C-=0 . Si G~a • y G--v{S1:1e!} es la representación única. 

de G como unión de sus componentes convexas. entonces se def'inc 

C- como 

2.6 Observaciones [12]. 

vaclo de un cspaclo-GO 

G- = u {S- ' Jel} • ·· 

SupóngEise. que G 

CX,T,$). Entonces sl 
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relativa sobre G, (G,TG,:s~ 

asi que, se puede construir 

es también un eSpaci6-GO (véase 1.12); 

a· ~·.·c~-~~G··:si·~~~~·.·S'í'_ --;-a;.;·· está:-.def'iriido 

con respecto a x·-, entonc~ .. ~,>~~~-:_tl:~n~ ;-qu,~:_··.' .. --;~:-;·.>, ·. "::·~;-:-
• .,.~;. :~. '. .. ':.:.'.·,~~r h~-;. :-:'.~~;- r~;j_ ')!!~,-!;:,.~ ---'--~ .. ,:: -;-¡,·::' ;.: 

(a) Si G es (orden ,l~_o_:~~~~~.~·;:::-Q'f-:~ :sUbconJunto·-:de,.:-;<X'. -; ... ,,_ .. entonces 
•,- - -.... · . ~-· ,,,_,,_ ~ 

a- s: G • ;_ Y. C: '::~\(~i'~_;';~~·~g;ª¡~~~t?~'~ J~~h~í~~:: ~~~ '-~- a~:~-~~~-: ~uruld~ 
G sea co,;~exf/,~~;\~t0t/!\f;~~·'~ffJ m( 'r ;ifJ~,: ,: • ','.; '.''' .···,,. 

Cb) Si · G ·,,'.Cs,'.cOnvE:xo·:\·:~~;~'.~ :¿?'~ "o;":ent·o·ncé·s·: :'-G ··cX:, ~,,;·-.· · 

=; -~:~r-é-::-="<- ,.,,~~i,:\i~~·~:~~¿}_:_~ -~/~{-~_;.~ -.,j_-;--; ,~~~~ ~~~, ... _: ;:~::: - ··::.;_'·>·-e 

-nemost:ro:c1~ii' de ·,e B> {e;' ,~~=:: :'·»~_:; =;~?.·- --:"<'~·- _:,,-,:, ,-.· 
- --==-- ,'.-~--'"""" ::-~:·= 70~:..,.~·-c-,'-',:~--.. 1,_:,_; -~ ---- -

-.--c;c~·ki~C.: \:~ -~<~i~_--_::/~'.~iE!_~ ::,;';':(~;_k>:.E~f--. .- _~ara alguna J.er * ex. klex· 

con ~-~i,c~_1 _ _)_ __ o-.- ~~o_· ~on Xes1~I(S1 ). Sl k=O es obvio que 
(x~ k)eG . Si _. (x, k)eX con xel (S

1
) y k'#-0 entonces 

(~1 -4[E't"..;.i\.--.con-k<O·-o lE-.x]eT-i\. con k>O de donde [x,-4[nG = 

-{yeG: x:sy}eTG-i\.G con k<O o 1<-,x]t'\G = {yeG : y:sx}eT
0

-i\.
0 

con 

k>O . La primera relación sigue de la convcxldad de S
1 

y el 

hecho de que [x,-4[e-r-i\ ; porque: [x,-4(1'\Gei\G implica que x 

tiene un inmediato antecesor z en G pero xel (5
1

) entonces 

zeS
1 
cG y por ser 5

1 
convexo en X no cxlste ye.X tal que 

z<y<x , o sea z es tambi6n inmediato antecesor de x en X 

de donde lx,-->[ = )z,~[ei\ , lo cual contradice que [x,-->[ey-i\ 

Asi que 

(x,-->[eT-i\ 

convexidad de 

de donde 

Análogamente la segunda 

5
1 

y el hecho de que 

relación 

siempre 

sigue de 

que 

la 

]<--, x]eT-i\ • Asl que 

Para- darse cuenta de- que - G- - no -néCes'a~i-~~~t~·~:_-ci6iri~1de_~con· 

a• aun cuando G sea convexo en X- , ci;;;~--i~¿t~~·~:· -:;--j¿~i{~!; Y- sea. T 

lo. topologia de IR que tiene como sub~b~Ígg5·/á'.:}].C>S·~-CiementCis de 
' " ';:;:.-~· ••• ¡-.., ' 

:~r . . ))~ ;:;, 'i~ :r Y 
O<-, 1]) u Úá;_::,.É} u ~x 

.·'< - ;,· "-", '·~::::· 
. ,,_ .:~.:.;· :_·: '! . .-::-- - :: : ' :: . 

x" = CIRx{o}l u {C1,l1J: W-D} \J <c2;~í, 

la siguiente colección: 

Entonces 
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gráf'ica es asi_ 

o 1 

-_: -- -- ·: _:_-:- ; -::-~·,_·: ·'_'; .. -,>··~·;:_~· . .-- ,_--
. Dcmost~9:ci-6~--d~_·cb>: 

; ~ _. _--
_:_•. 

.-.-,, 

nO!:O} u 

porque 

--a~:-:~ -es --un -sUbCon-Jtiritc{:; convexo: _de::- ---x, __ ~ :-:_-si -

Cx. Jc)eG ~-- -- ·--i~·,_x-l_~T~~;\~--:::_ co_n --~ ;-·¡á~_. -_, ·o 

'.:: _· __ - . --_ 

Supóngase qUe _ . . 
(x,k)eG - entonces 

LÍc,:_,[e-iiAa 
-[x.~{e-r~-XG 

""º . Si 
' --- ' . .· 

-(x,· k)eG .. 'eJ-itéinces _'·:::·(x,.-k)eX :"~-- -51 

(x,-'.;t(~-r-~~- '~-con;;~-~~º¡)- _-;~--P~-~~~~·:·---:~' 
-- ·- -":-"'"--"-""-~-":i-::~---'-'---'- .. ' 

con k.<O _ entonces 

.(1) [x,_,[ei\ ~ x _tiene inmediato an~~,c-~~"c;~-,.~ Z'' ;·~ri: .. /X_';.r~f?: __ -n,ó·- existe? 

yeG tal _que z<y<x· ~ {X,-4( =--:,.cex~-_::-.-~ .. -·~:·.c-~_~:-~'[~~~_::~-~~--:'.0·-· .. ·s~a 

::~:~e~:nG :~:·~::A tal que UN>= ci;'~~'t~e Henique Uc:G 

--cn~o~ces- __ poi- ser_- G convexo se· s·ls¿~-:-;q~~\-:X:-G-_:i:~;§:c'_~-~-~-{:-. __ i· de. donde 

~::~.[::~ q~~ e~~ ~n~:~~~e~q¿:~~'¡:~:¡~~;Tif{~~ 'i:~:~es= c;::tc 
Aná.logruncnte _Jt-¡_xJec-i\_G_ con-: _.~;k;9~~-->i:~ -~~~~ f~~-XfE~~;\·'· con k>O 

·':~:12::: ' -.,-. ;-\ ._:(;'. - ·-.>·: -
--~-~-' ' • <:'. - ·:· < • ',,-,. ' , -- -- ' 

' - '";,_:'_ :,:·:·;·_-·: -!·:· 

general_~ pucdCn > e;~Í~~l0~: ~~~~,~~ ~:':·.~.~.-ri-
• - - -- -- -- --·- ~--""· ~"'-: -- =----=,,:,- -;;=;:, ~--o;-c: -,,,c,~:-,~/,;c:-~~~-c;o.::~_;~ 

X ·Paro..vCr--·Cst~'o~_. CO'nS'ldé·rcsc --x~!R-:; con f:_°'·-i;.);'.'_;~~2:__ __ seO:,o:-

Entonces • (x,k.)eX • 

•'' 
"ª '_'que. no 

'·-'-

pertenecen o. 

G =IR - ]0,11. En éste caso 

entonces existe 
.. 

{(O,n): nzO}c:G 
-_: : ___ "' '-. ; '', ,- . - ._._ . 

tal que .lCD.-il):'·-rP-O}cX-- ::.-ya· que 

• en este caso X = XX{O} 
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2.7 OcEinic16n [6]. Una colección ~ = {A
0

: seS} de conjuntos es 

un reflnamlento de una colecc16n :B = {Bt.: teT} de conjuntos si 

para cada seS existe t
0
eT tnl que A

0 
-!; Bt. • 

• 
2. B Ocf'in1c16n ( 15). Una colección t' de subconjuntos de un 

conjunto X es punto-flnlta (punto-numerable) si todo punto de X 

pertenece a lo más a un número f'lnlto_- Cnwnrirabl"e) de elementos de 

~ . 

2.9 Proposición (12). Sea (X,T,S) un espaclo-CO. 

(a) Si G<:ll<:X entonces c;....s;11- • 

(b) Si G es abierto en X • entonces G- es abierto en X 
• (c) Si ~ es una colección de subconjuntos convexos de X y sl 

(d) 

!1 es una colección de subconjuntos de X que ref'ina o. J. , 
entonces asl lo hace la colección !1- = {G-: GE!:;} • 

Sl es una colección punto 

punto-rinlta) de subconjuntos de 

numerable (respectivamente, 

X , entonces r; ... = {G-: G~!1} 

es una colección punto numerable 
• punto-rinita) de subconjuntos de X . 

(respectivamente, 

Demostración. (a) Sean G = u{G
1

: lel} 

respectivas representaciones \lnlcas de 
y 11 ,.= ~(11/ JeJ}. las 
subc_onJuntos convexos· 

maxlmales de G y /1 • Dado que G~ll. ?6r ·~~~;:_ .. --~~h~C~~-~ y tijenas 

~n~eJ sl t::S q::mpo::n~es11;e: u~0 c:::~nt~~~i'ir:{~17"i·~,;11;1lTex~::: 
2. 2(a)), de donde G- s; 11-. _O:(,_-:.?: :~~::_.-,'.{;.·::\~~::· -~~~j~ .~~L- ~~~. 

·;,-, :_:->:~'.: :~;::~ 

Cb) Sea a un e;ubcon·Junto --a~iert?, .. de' ~:'.CX::~;-:~1.·:·_.<:y:_~~·s~~,·c~·~~,,=· 0·c~~::·-: 
leI} su reprcSentacló": : 1lnic·a ·-·en~. súbe-ofi:J;iri(~s .. ;.:.mWc·i~·aies:.;¿oriVcxos, 
entonces G

1
- es_ convexo. 0.bí'~;·~-~'.·.<~~~-::?.~d6::_. ::~1~J}.'.~;_'~'1'tq'~~i':r;ó~; 2~ ¿cb") 

Se sigue qu_e •--·~~! __ ._ ·es ;'--~b~c~;~~~~~~~--''·~:di~~~~:~ ·~;~~:~~!U{~-;i~~---~~},~_Jj.~-·~:2:é_~.;~ -
ablerto---en.- x .~ ·. 
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(e) Sea 3 = {Ja: aeA} 
• 

X y sea r; = {G
1

: le!} 

una colección de subconjuntos convexos 

una colecc16n de subconjuntos de X 
de 
la 

cual ref"lna ·a 3 . 
que G ~J· · 
- - ' 1 . ª1 

sea 
Entonces, para cada 

G1 = u{G
7

: 7er1} la 

lel , existe a
1
<;Jl tal 

rcprcsentac16n única de 

subCoOJunto~i-_- conv~~~S: .mri.Ximos- _de G. 
l' 

entonces 

7.er
1 

·•.·. de-'dondc-:Pór'-·2.-2(0·) sa· sigue que G-c:.J 
7 "1 

~asf. ··qti_~: /-'.,cif.·:::~;:,'.;0<~-- _; .:.i-~r1}cJ a • Entonces !1- = 

rerl~-l~~t-~;-;_-cie·:; :J..=. 
,.~i->,~-~~: __ ·,_ -

Úl .. s~;; . · 'il = {G": aeA} 

1 

una colección 

G;cJa
1 

·para todo 

para todo ;er 1 , 

{~: le!} es un 

punto-numerable o 

· Purito~_t:fit1~~- de- subconjuntos de X. Se demostrará enseguida que 

!l-. = {0..: • aeA} - a" 
·punto-f"lnltá. de 

es respectl vamente una colección punto-numerable o 

-· subconjuntos de X., Que ~- seo. punto-numerable 

o P'úO.t~.:.:.r1n1t.a- siempre que 9 Sea- res¡:lectfvarñent.e punto-numero.ble 

o punto-f'inita., sigue inmediat.amente,~el--heCho-_de que si G y G' 

-_so": aubconJun_tos de·- X y, ·si ,( __ x.;k)EG-:'nG'- entonces xeGnG' 

po~que en general C_X~ k_)_ec.-;· l_~p_l}_~~- q~e:_-_:_· ·xeG • 

2.10 Observación [ 12] ._.:.· s~J;:6~~~~~: ~-ue:º:: S-:;_"_ es,,un subconjunto convexo 
·'~/· 

de x. Es f'ácll .ver qüe;:}~l_~~:-:.~_:(;;i()'::'_~/x~,~-~·.s- -C~t~-nce·s: x-ti s .. o 

x e se~ rcsr ··.-Y ·-:~·- ·~ o;;:,,:;~~'.-J~"~~~:~~~:~:··~~~-1~{i~'.:ºci~1 k·)~.". ~:'./~~-~-,':~_:· .. i~ se ·sigue 

que no c_~1Sten: ao~-- b--~e-.:·5 ~~~,t~'l~~S-:.'.'.Qu~~~:, .'~·~s-~--~~ .. ;-~_.:Pf.~ pof'que:~ 
- '.:~:- -~·::" ';-_:G · -~~- ¿_~::{ -,/;-:; · -:..~.: .. ~-- -:_;~;(_;<--:·-'::;:--: i'r-

:':;:','. :::f;'. --o·¡-~;.;,-;,:-:'·' ;c;c-):':C-~'".j·- ~·e: 

Si exiSt1er8.n ··:a, -b e s .t-O:lCs- -~1.:~a:1:.:i~d;f~e:~~r·_;1~n-;~;:1:c~~;;1_~6 __ fn:€~~d'.~;!e}P.::o ..... ·t.·
1

.C,ss. el~· s convexo 
se. teridriá.-:-que_ -·:::fc_:'.~·,_.S>.:~.: Y±¡>c:>~- se. tendr1u. 

~~,;'.-' ,;'-p-,- .:·:·::: :--,.-.-.' •· .. ; 

también· que x e· ·icsf, ',::··-'i:a·-_.:.;--~¡:_._1 .. ';(;~iit'r'ád1~~ .que<':.' 
-.._, -. -., -, ... , ... "''--i.-~ ·»·;;': '-":•-> ·' ,,-, 
'.-':- :,: ··Y·:·:;::: .,e; .'}ii.·t.; :-.;,_-_,'.,_'., 
~-.-. ':), ;t:'/ "'' .<·,-:=-.; - :/:.>';.'. 

2.11 Def'inlc16n [2] •. ;"-~::·:l!h~.J.~el~.~ª;!:!>~;~~~:-,'.-~~-. ::·~de - subconjuntos de un 
- conjunto x --es - Coh~r'erltC~Si#~ iif~-~~-~7-Q~~\c:~;~:z," ---'e-Sen-: una -·sube o 1ccc1 ón 

propia no vacla. de \!: '\f~~;},,~~~~~q~~g~·,~;~· u·-.. v · y u(t;-V) no son 

ajenos. 

Lo.. dcf'ln1ci6n anterlOi- e·quiva.lé a dcci_r que t:' es colección 
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coherente si para cualquier subcolección propia V no vac1a de ~ 

existe un elemento de V que tiene intersección no vacía con algún 

elemento de ~-V . Se acepta convencionalmente que toda colección 

de un solo elemento es coherente. 

2.12 Dcf'inición [21. Una colección 2) se dice ser_ subcoleccí6n 

coherente má.xlmal de una colccc16n ~ de conjuntos· si no- existe 

una subcolección coherente 

subcolecci6n propia de 9 , 

de tal que sea una 

2.13 Lema. La unión de dos colecciones coheretites A y !B · de 

subconjuntos de un conjunto X tales que CvA)n(Ú'.B) ~ 0, es una 

colección coherente. 

Demoalraci6n. Es obvio que sl ,J;;7J o 7J<:.a entonces AJ1J es 

colcccí6n coherente. Supóngase que .1c7J y 7Jc.I Sen 71 una 

subcolecci6n propia no vacia de AJ1J Entonces k!D "' " o 7Jrl!J "' 
" No se pierde general ldad al suponer que k!D "' " 
Considérense dos casos: Arl!J<:d o .arllJ = .a Sl Ar.7)!;,¡J entonces 

por ser A colección coherente existen DeArl1J y AeA-(AnD) tales 

que Drvt ~ 0 , de donde existen Ae(AIB) - :D y De2) tales que 

AnD~sa. 

51 A n :D = A, entonces A s; 2) &A u :B. Por lo tanto, sl A = V 

el resultado sigue del hecho de que Cv10 n (1.1.B) ~ -21; ·-.--y sl As;- :D, 

dado que :B es coherente, entonces· (\.ID) n cuc~·- 2)))·~ ~. 

Asl que Ar../B es colección coher"cnte,::c::.~ 
'--~'-. '~';': 
-;,.' 

::':~. -:·-. 

2.14 Lema [2]. Sea U _,una· colección ~:ri_~~:;~·i~i;~·~·~'-dJ~:,:·~~~~-~J-~rit~-~. no 
vncios de un. conjunto ·_·X: · :~t-6~~-~~: ,- ':!;' _:-::). -.--,.~ ~---}-~~; ··>f· ··.;,· · 

; . ;,_, . , ;__:;... _ _-.· .. _- :;;> O-> ·. \ ,-~~'.'.. :\·;'. ., - '-._ '.-<·, ''-', . 

Ca> Lá. · f'am1il~-:;~-~:. ·-a~ :·~~llcó1e·cciOticiS;· ~~~:;~-~i:~~·: ~{~i~~;i:~~~: _ci~ '-' !1-
. '. -- ·- ·,::. -<:'''._ ; ~--\:';_-:.:::: .. ,,-; 

no :vaci.a·.·y;··:.U;-·;::-.lAt '':.· :t::. .. --- ·'·-!:;; 

(b) --_ Sl~"--· t:i -:y ··-:~2:FsOn eiCmentO~.~:d1_St-i~tO~"-di:! ~-J~ :-~·~0 crit_~tj.ces' 

es . 

= " y -(u~· )- n. Cut:----) = '0 . :·~-
. - 1 -- 2 
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Demostración. (a) Sea U = {G
7

: ;er} una colección no vacia de 

subconjuntos no vacios de un conjunto X • Es obvio que, cada 

elemento de !l está contenido en una colección coherente. Para 

completar la demostración, basta probar que cada colección 

coherente está contenida en una colcclón coherente maximal. Se 

demostrará enseguida que cada cadena 

coherentes de ~ tiene una cota superior. 

{:1 a: aEA} de colecciones 

Sea \'.:' = u{:1a. : aeA} y :D !'.: ~. Si existe a tal que :De '!/-a. 

el resultado es obvio. Si no, sea a.
0 

el primer ordinal tal que 

'!J «o e 7J y :D~ a~ "· Puesto que !1 ªo es coherente, u(:Dn7 a.~ n 

u('!J -:D) * i;, implica que (lA)) n (":'(e-!D)) *. "; o ::;ea, ~ es 
"o 

coherente. Asl que por el lem~ d~ Zorn, ~ *. "· . Es·triV1al que·~ 

2.15 Deflnlcl6n (12). 

conjunto X y sea p 

xCll = p = ycü; e a.l 
(b) Si existe .'zeX

0 
. ·.tal:.' que.~-. ··z<s para ·:cada 

entonces se· PUed~ ·escoger x(n.f.1) con 
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propiedades: x(n+l)<x(n), x(n+1)\'!St(x(n),'G') y St(x(n+l),~)n 

St(xC n), !;) "' " . 

(e) Si existe zeX
0 

tn.l que z>s para cada seSt(y(m), t:), 

entonces se puede escoger y(m+l) con las· siguie-ntes 

propiedades: y(m>l)>y(m), y(m>lJ,.St(y(mJ,111) ySt(y(;,,+1),111} n 

St(y(m),11) "'". 

(d) Sl los subconjuntos S = {x(nl} y T = {y(ml} ·.. han !l1do 

definidos con las propiedades Cn), (b) y (el e~t~ri~es· 
X

0 
= (u(St(x(n),111) : x(nJeS}) u (u(St(y(m),11) y(m)eT)) 

Demostración. Sea a un buen orden de X
0 

y sea x(l) = p = y(1) 

el primer elemento del orden a. Supóngase que x( 1), x(2) •• ~. , x(n) 

han sido definidos. Por ser t' una colección coherente se sigue 

que St(x(n),I'.;) n (u{t.'-S(x(n),l:J)) "' " .Entonces exlstc &!S(x(n),t.') 

tal que Df\A ~" para algún Ae'G' - S(x(n),"€); o sea AnSt(x(n),'G') ~ 

IZI para algún Aet' - S(x(n), 'G'). Considérese An = {Ai:::r:-s(x(n), "€): 

AnSt(x(n),C) ~ 0} y para co.da AeA
0 

considérese SA= {xeA-St(x(n),tn: 

x<x(n)}. Si u{S,.: AeAn} ~ " tór:iese x(n+l) el primer elemento 

en u{SA: AeAn} bajo el orden a.. Si u{S,.: A~A0} = 21 entonces 

la sucesión x(l),x(2), .••• x(n) termina en x(n). Es claro que si 

x(n+l) existe, entonces x(n+l) satisface las propiedades dadas 

en (b). En ~arma nn~loga se construye la sucesión {y(m)}. 

Supóngase que se tienen construidos {x(n): nelN} y {y(m): 

me~} y considérese 

.lt = (u{S(x(n),111): neL'l}) u (u(S(y(m),l;J;.JnEIN)) y 

1' = {l/ell1 : )Lc:).?.lt}> . ·· .. _:_· __ -,· 

' -.-:. _-,_·--·:·. -__ <;::.::--·:::~;\ .. ~:-:··/;_._.-~~(~--:: 
51 J( ~ 'G' , por- ser ··t' . cÓl~C-~lÓh :c_~lj~~é-~-tC ;_º~~í-~tcn Ce~-1( y 

11~1( tales que Cnll ,¡:: ·" . con .. Cf;-lf" _(.~St.-ó:·{(l1't,·~k\6:_':~_S .-.porquQ C~II et 

Ce1( lo cual ·contradice que _Cet;·.:. 1t1·~-,--:· Dado: que-. ·HeJ( y Cnll ~ 0 

se slguC qlie Cn.St(xCnc,)-¡'"é') .. ·~ ---0 ,:o:-.-:~a;a,~~l:SUn.~ ~~:_n0e~.:-~" ~~Ade_m~-• para 

cado. li!!n
0 

exlste xeC - uJ( tal ·que·_ x<x(1) -: .porq~e: 
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51 existe l==n
0 

tal que para todo xeG - uR se tiene que 

x( l ):sx , entonces Cc.uH = u.At de donde Ce1( lo cual contradirla 

que Ge~ - 1( • 

Ent'onc_es el primer elemento de 

un elemento x(m) y es tal que 

(1) 

(2) 

(3) 

x(m)<xCll para cada 

y porque para cada 

lell 

12'n o 

'~;---:~:-\::.} 

porque x(co):sx ~---~~:~·:=~~d~;-;;_;~~~::.-f 
exist.e xec·:.:. V1t·:-.-:.tal;:qUe'!.~;;x~x(1)" 

· e--· •· - "'C--· -<:-·- --., ,-_ 

x(co)l!St(x(l), ti') para cada le~ porque_-. :x(~~~-q:_-.~:,_~~-:~.-~-~; 

st(x(.,¡, b) " (u{stCxCl J.°"' 1em> "' .. . . ~rcjuci>''. :····:xc"'J 
. ---/-·, ':F·'--- . .. 

.. J."- . . : -~\-;:;;'' ':.':•;-(; 
- ,_ _:~~:,::_-~---

CES(X(0>), t¡) ~ "-· 

ull 

Pero de (3) se sigue-- que ·existe <;-~E~(~-¿i'.~)~¡:;j-¡-,'.-~!;~rira. alglln 

tal que nre ~ 0 • : Ad~ii\Os~~- ~i·(~)'~<x·c::t~-;¡::l~:iX(l~:-i~i:~:-l~\-pOr-~:tn>~ 
·-·- -. ·._.--_·,~ ''_-:;.'J._:f.~./~i,-,:-:,•Op_-_ _-_:--~··:;-:-,.------- - -,, 

construcción x( 1
0 

+1)ti!St(:X(1
0

) ;~). 'entonces ~:por,:·-- ser/'.- :·cun ·._convexo 

con x(03), xC1
0

)eDvC se ,-sigue:_: que,>: ;-~~-~-.i~~-~),·~~-;_:_~-.X;~-;· d.~:' donde 

xcm> estcxc i 0 +i >. t') - cOnt~a~_1c1éndose_--: c2>"~-:" ... ~-:_~;}:·1I!~~i2)~ ;:::~~~---~-~;-:: .. 
Entonces 

''J. ' 

11 = ¡¡ . De donde· {xCnlí .nElii}; yc·;{y!mli .kL'l} .son: 

... 

2.17 Lem<l (2). 51 es una c·olec616~ ¡-~~he'~~nt-e ·i-~~~'~:6-: nufuer·ablc 

de subconjuntos convexos de un conJtin·t~.:-'li-ne~Í:~~~tEi·::-_;--~t~é-~~'a X_ , . 

entonces existe una subcolecc16n nU~~~~b].'J .\-:frH:Jl:~--d¿:'.~--~ ~--, _to.l ·::qu~-: __ :· 
.. .. <: '·:.' ---·:::;'.-: ;,;--;;"· .;,--,.' 

··· · · ··· '., i7 ~''., "' '!F f ~; i . 
Dcmostracl6n, Por el lema (2;16) e><lsten ~~º.~~~É~~~'.; ~:t.¡{xCnJ~ y, 
T - {y(m)} tales que .·._/·::. · :.,_: ....• :.l •. ':.~ ,,,; ~-, ,. _ _... ·.e:-::. - ··~:· .• ;. . <•.> •i;i'.>.•.:.1 ;:c·: ••••.• :;· .. 

u~= cu<stC><CnL~l:.x(r)~~j~~~~iit~Yl~r·.;r~.~~c~;"Í:!~~ • ~.: •• 
Por ser ~ col-ecci6n-P:~~)~~~~~;i'~;~~-'~~-}~~'~~::·:·~~~ {\S(J,.~-)-: es 

numerable para todo p -~n;~ .. -. ~··.:· ... :}_~·~tese ·'.{t~\~- :¿J. e• es ,_un: --conjunto 

uU = u'G. 
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numerable. Entonces la familia de la unión de todos los 1<(1) 

tales que 11u J = se p, 1:1 para algún pe{x(nl} u {y(ml}, es 

numerable puesto que cada H(l) es numerable y el total de ellos 

se corresponde bl uni vocamcnte con un subconjunto de puntos p en 

{x(nl} u {y(ml} Entonces 

11 = u{l!( 1) : lGIN} 

es la subcolecc16n deseada porque además: 

xeu'G' ~ xeSt (p, ~) 

CGS( p, !:) = 11( 1) 

= uS(p, ?:) 

para algún 

paro. algún pe{x(nl} u {y(ml} " 

leN tal que xeC ~ xeu1t . 
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CAPITIJLO 3 

PARACOMPACIDAD EN ESPACIOS-GO 

Este capitulo incluye al principio una serle de propiedades 

relacionadas con la paracompacldad en LOTS. Básicamente se 

comienza con def'inlclones y propiedades relativas a la teorla de 

huecos en LOTS lo cual permitiré. establecer la caracterlzaclón 

fundamental de los LOTS paracompactos dada en { 8] por lo que se 

recomienda tener p"resente lo expuesto en 1.10. 1.19, 1.21, 1.23, 

1.24, y 1.25 de este trabajo. 

3. 1 Dei:inici6n [ 13]. Sea u = (A,Bl un hueco de un LOTS X con 

A ,. " y sea S = {xa.: l<a.<_i;} una red de puntos da A 

A ·con -ordinal inicial _ regula;. _ Ento_nces.::- s - es .-·una· .. __ ~-:;- ~~~~:_- _ 

Q-red-creclente, s1 para cada ordinal l iml te < 

determina un hueco de X .• 

Decir que sup {x ' 
" 

s1gn1fica que si se dcl'ine 

l::ia.<;\} 

_,, .. 

'·-- .. -,:~:> --~.<>~T:: :-:;::i - -
determ1~----_un_-:·-11ueco ':~de~-_:~::~-~-X~--.

- ~;¿: _¿_);-{;.~'.;:~ ·-----
e = {xEX: x::x - paro. _:a1gful (cl<i\}::/.Y.:··:~ D _= 

a. - _ _./ ·¿: _(·, .-;,_:_-_.-:-'.;°::('~:_:<;:-::·:~::,;;--:~::. .. .- "?:· 
{xeX: x>x para cada a.<A} entonces v = (C, or·e·s::u~-,-~U_~·c,~~:-~c_;'~/>>;En<-

a. ·- ·- _, -:,:·-: ----- ,_, :-:_,,_-· '-';;.;-, .,> --'r ".· ' -~ .. , 
lo sucesivo o.ún cuando sea abuso de lenguaje ·:se_:;·,d1,,i:-~'.,:,".l~;~-i;:-~_~P,':--~~~:/ 

l:!itt:S;\ } es un hueco de X. 

- ; ; 

'.O"~''-.< '.0:: ._:\.~.::: -, ·,·.~-o.--.-'·--·:'-.-·-~'_-
·.~ ~~ --N,-- ~·· '• 

En rorma análoga se dcf"ine Q-red:...decreCl8'1t!i].. ::;'.'.~~> ·T;:. r;:, -;::.;--- _.:.'." ·: 
·°'(·.~-"-:::<O:_:;·~--~- oc;-'.·;-f.'io ~~~;; :·./¡( ;~- ,_. ~ 

~~ 2 ::~:::~:~óndl[s1c3:~to L:s e:~;::: ~: m;~\~~~i~JJ¡!~~f~t~i:.iJ[;t~::; 
creciente cerrada ·y discreta en· -:-x--'. :··cUyo'~-5~~-~e-~6~-:--tiS.{Uri-~·hu~·co-,~-:: es 

... ,,., ,_;,-, .:,, -- . .-.;,,.;~ ·- ... -,. -,~----.' 2:" . . .-:--.~.; 

__ una Q-rcd. 
-·.-- ~-~---··, ~----~~~ e'." .~-''•é-·::, ;~ ~:'.;,:;"',d~C f;: .~i~ .u· 

;e-; ;-:_~-~,. ·-
-·-,}-. • ....... : 

Demostrrici6n •. Se~ 

" o 

~ =· {~«:~:- ·_ l:$a~~> '.·tina.-·o~i··~Cr ·c;:;c-~tent~ \'de .' ·x si 
es un.-Ordlnal no limite. menor que ·.;_._--, ~~-Í:.6~cé:~, ~~i~t'.e ___ Jxa.-;..i; 

. o 
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abierto de X tal que lxa. _1 , xa. +l [ n S "' {xa. }. 51 " o 
o o o 

es ordinal limite_cntonces el supremo de {xa.: a.<a.
0

} determina un 

hueco de X en el sentido de -la -definición (3.1). Sea A= {xeX: ~xa. 

para algWl B = X - A. Dado que xa. eD (pues xa. >xa. para 
o o 

todo a.<a. ) 
o 

existe yeB tal que y<xa. (porque D no tiene primer 
o 

elemento), entonces ]y,xa. +l[ es abierto de X tal que }y,x« +l [ n S 
o o 

Asi que S es un subespacio discreto de X • 

Puesto que S es bien ordenado y creciente en X peclS .., 

p es el supremo de elementos de un subconjunto de S • 

inmediatamente que p determina un hueco de X o peS. 

tanto S es cerrado. 

51 S es Q-red decreciente se procede en forma slmlln.r. 

Sigue 

Por lo 

Inversamente, sea S = {xa.: a. < ~} una red creciente, cerrada 

y discreta en X . Para cada ~ < ~ , {xa.: a.<~} es cerrada en S 

y por lo tanto, para cada ~<~ sup {xa.: a.<~} es un hueco de X. 

3. 3 Dcrinlc16n ( 131. Un hueco u = (A,Bl de un LOTS X es un 

Q-hueco por abajo o un Q-hueco por ·-la 

Q-red creciente 5 = {xct: l:Sa.<~} en X 

regular y sup S = u. 

1zqu1erda, si existe una 
con ~ ordinal inicial 

En t'orma análogf:>. se define· Q~hue~O_-_''j,ol<'_arJ.-1bD. ·o Q-l2ueco por_ la 

derecha. , ,, ~'/I, g. ~~) ' [,\,,;e•• 
Por convención, ___ s~ ___ ,_º-. ---~-~\~~'.:h_J¡6:-º~·~~t~_e_?nó:_/1'.Z_q~~1,C~_d_ó __ . __ se acepta 

que u sea autOmá.t1c'rune:¡;t~~-,'~ri::,,Q~hU'.Ei~'.;j·0}~~f¡:,¡:a~f~'J.:zq'~1~·rdá.':. y·:. si u 

es un hueco-·~xtremo:·· d~-~~6'h~-·-~-·,~~~'~:~Í~-.~~i::;-~5-~~~~\;_~)~:.'. ::.;;~~~~~~~;~:~~ti'Camente 
un O-hueco por la dere~éllt;f,~" ;;~~t!i% i~,j~0j,~(Z~!i•~~ .... 
3. 4 0ef'1n1c16n rs1. ,. ·Ú~-:·:.--~;~;~~::i- ~~1'.:µ-;:X:~?d~~::1*~--~r_:,~t~;~::·,c":.:eS llamado un 

Q-liueco de X si 
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Q-hueco por la derecha. 

3.5 Proposición [13]. Sea u un hueco-extremo derecho de un LOTS 

X. Entonces u es un Q-hueco si y sólo sl existen dos 

subconjuntos cerrados y ajenos de X cofinales en X 

Demostración. .,. Si u es un Q-hueco entonces existe un ordinal 

que s = {x : l:!a.<t;) es' una-, Q~red 
--

inicial regular . t; tal 

creciente en X con sup s = 
, __ u: 

u. ·Considérense a e =.{;>.:i· es. 
ordinal limite menor ~~~ ·i; O_:-y- a ··1os slgui-C-~t-es --;~u~o~j~t:~~-:::':d.c: x-:-

,._ ... 
- , ___ ,_ -_ ---~!:: .:: 

A = <?'i\~2n_:1-:·~ A'~d;~·,: ~;N>·l\ n = ~xX.;2n:_~: i\ec.·~ ne~) ,~ _ 
-:_c:ii~ ~---~-; 7 

__ , L~,~~::_:~p :(': 

:~ºº~;:::: ª:.::::0s:~u:;j~ª~08~0 t:~~~Jif t1,~tt~~!f f ~ : 
establece que A y B son ~errad~s. "-~r,i;~-\{~~-t~'~t'.~~"¡}~f~-

<- Sup6ngo.sc que existen dos-,: s~beoil.JtiritoS'.i:r(A ;y_~J3;~:1_cérrados. 

~~~~~~~~~~~i~t~ill~~~:·;: 
·~-'.· ;•;:·:··· .. .:~:" :--~- __ , ~} .-:· >.", 

<~~-'.: :_.:;:·:_::·:.:· _.)_:•_:, 
- ·-,. -~ - ~--.'' 

ª1 <b l <a2 <b2 < • .- • <a¿,«~,~~--:·:~;--'.'.:~{'~ ~,\;_;-, _:_:~_}. '-~~~-· 
:,~,: ;. -t~;, ':~-~-

Adcm6.s para cado. ordinal limite.·: ;.¡v · -Ó-Xl-~~:e:·~{ :\:~:-·:~~--~-(= 
-,!~ - . i\ 

compactlficaclón de X deflnldO: en C l. 24)) ::;ta) ¡qJ~ :~-~p}_·~~~:_'.:·:·«".'i\)-_:i 
sup {bcx: cc<i\} = sup {aet, bcc: u<i\} = -~i\·--- ;:s.·i'_>>~~~x::;> ·p~ri_-:·:.0.1.8\lii · i\ 
se sigue que ci\&MD (pues A y n son CerrD.dOS_-:··cn .--~,_~f-' :.ib \h~~Í es 

falso ya que por hlpótesls MlJ = ,,- .. ,-:E~~·on~~s_::;;:,:_''Ci\t!x_:.:>· -0:·,~Ca>··. ªi\. 

es -hueco de X _para cada ordlno.l lir.tl te A· ... ··«·--~1 '_qU~~-~-a_~ red 
. .. -.""=.=o°- ,,--. --

a <b <a <b "< •• • <a--<b <~--.-. · 
1122- "'"'; 
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es una O-red cuyo supremo es u. o sea u es un O-hueco. 

3.6 Def'inic16n [8]. Sea J un intervalo de Ün-LOTS X. Un hueco 

u de J es cubierto en J por un Jntervalo K· = lX, y[ de· X,- si 

x<u<y o X o y es hueco extremo. de· J que-. coincide· 'con u • 

El hueco u es cubierto en J por un ~ubCorljiÜJºt~·;:~b'1er:fo'\' U de 

X si existe un intervalo o.blcrto K d.~··' ·:x:·-: '.·6-Cl'ht~~ld~·--_~n ·-U tal 

que u es cubierto en J por. -, x:-·: . El· h\ie~6 ~{:ú -·{·:J·s;'.-~i~1/1;;'-z.~6-·--,~-¡:.-~ J · 

por una famJ1Ja 'U de sUbconJtÚltóS~·;·ab·1e·rtOs~,:de:~ .. '.jx\·:· s1:: ~~-'.:·~~bi~r"f6 · 
en J por alglln elemento de,-, _,¡:.-,<fL~ ;:::o· ;..c. ·-<:·· f( j:'.{ >:--- i>:'S; · .. 

--'\::: :~,;:. , .. ~;'::: ',e_~,; --,~~º --~;;:. :::_.~--; 

-. :_- -.. :_.: -.-::~: :\~~ .-~~~;: ;~~;! ,:_/'.;: ... ~:(. ----~.l: :,'~·º,~- -.:L_.'i·>~'- ~~·::: -- - .. : -.·· 
'.".'-C._/;l};'¿ ·/;:;.•-0 : ~~';,:e ;;i;.-\~.,5·,:~¡·, ·:·-·--· ._.-,,:. -:";,~t ··: .:;- -- .- ·,, :-·.: 

3. 7 Lema rs1. · · · '··' · 'IFi '.iJ~)Turs '• · ' · 

~;:;::~~·ii~WíB~i~~~, 
u· de x+ dado ·ense·g1:1'1d~~~t<·:.S~;:,'/~~}. ::::t~::·;;~: ~i;~::·~~Yj#~;;;':~~1_{'{.:~·~ -~;f? -·/i~ .~::;·,-- .---

u• = ,j'._~{~~·:ú-il'.~C~:~-b~~·¿¿:_~"d~):: Xi~ :·CUbf(:ft;:J_:,PQ~ :·,; ~~- ;;-;.::, . 
: · ···· -._<,:, '~- :,, · . ~',-:--.· :-~;-_:::; ·. ¡:,':·"-~-'---~···.-::·..-: ·:".'.'.: .J_i-_1?;1---~~¡,·;'.'-~",;;':"''' -~~·;·~.-;,< __ ·:_;·<;_>e,.,,-;•·:·:::·:,·,~·_:_-·:_-:· -·:.. · 

entonces de_, lo.- deflnlcl6ri~ (3; 6)~:'6E!:T: Sigue~,qUe:·':-f:;·U1.,·>?;-:'-~es'.;ó':abiE!:rto~- e:n; -
+ .. ""-- :--:-::~·. _. ~,- ;-:";:c::;:.-.;~~7;¡,;_~~~·:~":;~·:"'-"~! .,:;·;i"--'.~\;.-!--;~::::~~~~-i::~:'~ .. ---:::.'C:.-;'-. ·+.' _-.i i .. ', · .. _._-_ _-._-- ,7 ,.· - - ' 

X . As1 qu_e _·'ll' __ '°_i::_:; _{U'_,_:_~·.~ó[l~'U)_''· ~-~ ,\Wla,:::,c_~b-~e~_~a--~:fLP1_.e.r_t0.~'~:d_e:;)_!~_- _.::X_:'ll_}.,:~_t_~_c:!_Jle:-,_--=:-' --
una subeubl-ert.a _ _.f. t~i't~:_-~J:::'li;~~· J~F~~ci'Z;~~~~;'.f(V)~';~t_{~~;.~:· ·:~if '.:~·v;~}¡¿- ~-~~--~-~~_.._, · 
subcubierta f1'n'rt~'.-·J~ ~f",~·I~(~~- .:,\~:·:_:;_--:;.- '-:;):.; '._ff:; ;:: /'.:R: ··· · .,,_.,_ ·:::¿:: 

.:t;; .~;_.'.tY>; '"- <~o· ;~-.>/. .:.;:~ -.-.-:_?:·::-_ ~;, :,_;'.'{ .. 
·•.';- ~»'.-:~; ··"' .. ·"''. -_ ... -¡/;.·:.,.,,"·•'' ·,e;,·;~- e·:_;:·:·/- ,,'---f' 

3. a Dor1n1Cion .,c_~1:~-;~;~:~;~:::·~;-~·'~-:~-~::·~~~J~~t~~'.{i~ca.1m~nt-e' ·~f-d.;~~dci 'Y-:·S'ea 

~:m;t:. t1{~lii~cJ:~~~~~.'~~d{~f>~:~~t~~:~·~wjiea•;Jhjfn~f,Jª ·:nw~••··~ . · 
::::~:~i~~~;z.~€ít~~~\:~t~:1¿~.u:~ t . . ;=,~;-u ~.;;i;;L s = u 

····~~¿~~~~~mli~Jl~~t~~,~ic··.········ '~:01cc61~~-y ··-··"-:.:/;'· · :~i\> ---:.:r1'. · ~------ -~:fo-.· ~/-: · 

(2)·>'u~~- '"6~-i~b~f~~--~-'dri ' ... _Su~ó-nJ·ii~~~~ ·.-:d~ ·"un: ~-~J>Jói'·9 .. ~.0~~681~~ X ~s· 
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localmente flnlta s1 todo punto xeX tiene una vecindad abierta 

que lntersecta solamente un- n(lmero f'lnito de elementos de la 

colecci6n. 

(3)_-Un. cspaClo t0po16glco. X -es_. paraCOmpacto ~~ X ~es_,u~· __ csp_aclo 

::l:~=d~:::l:e?tº:ticn~:~~~~a · abl~rt~.;~e (' ~;r~~~:: -~~·.::r.1na¡;1ento 
·''~;; " - _':·--. -::.:-;' ---

:::~ _, ____ i:¿:1-. ::_r_,_:;;:_ i-.~r;_·'· __ ,,,. ~:~«'. 
' - . . __ , . " . . . ' -. ·- :~' -,.- . 

3.10 Lema [8]. Sea J __ = l_p,~( un __ 1~~;~~-~~i:~~:-~~:}~~~-~,~~---~~;Y~---~?T-~-~-,:,::· 
_en donde v es . un hueco que no' es_\iun_/Q_~~:ué:c~)_;poi::>_-1a~I;.~-~~ui~t",da~_-: 

::::::··::::,=::::~7: ~:;~f l:~P~~.:t 
no vac1o. y por lo tanto 'U no es localmcnte-f'~~lt~-~:-'. :.~;:.<}/·>~.(·--{;--~;'-~--·.o:.--

; r:: ,, - . - • 

DCmost.raci6n. Da.do que J es abierto se :·~~~;J~·-, :upan:;, :~h~··?-~:¿·d~., 
elemento Ue'U es un subconjunto de· 'j~· ;·;~-~-~AJ-i',~;;::t,-'cj·J¿;~;'.66~p~:~~~tc --· 
convexa de u es un subintervo.lo abi~r:tO:- ·::'i-:~~;_:, ik-~-·~:r'-·:-de:--:·_~;--Jo" __ '' seo. 
1)¡ = {K: K es -componente convexa de U} y ~Ca·. ·1( --= -0:-~{l<;¡;-·::7Úe1.L}-:~" ~D~o--
que 'll no cubre a v. entonces cada K G 1{ es --de··--10: forma 

]x, zl con z<v; Por ser v un w -.:."1ln\ite ~n X-· existe una red 
et .. · : 

_(y~: i¡<wcx.} crecicnte'de J cuyo 'limitcc.es __ v. Por ser 'U· 

cubierta de J. cada y G es Cubierto __ PO.f. 8.1 menos un U<:.'U, 

entonces cada Yi; es cubierto por a lo ·m\s una componente convc-xñ. 

K de U porque lan componentes convexas- de cada U son ajenas 

entre si. Sea Xt;: = {KeX: K cubre a Yt;.}. Dado que Kel<t; es 

convexa y cubre a y~, entonces u{K:Ke1<~} es un conjunto convexo 

de la forma Jx,.,zé. Sea Ki; = lx.;,zi;! = v(K:KeK¡;>. Sup6ncnsc 
ahora que el lema es falso. Entonces, dndo que n1(~ • o pues 

yP.erJ{~ y do.do que por ca.da KeKG existe un único UE'U tal que 

yt;:eKcU entonces el cardinal de 1<t;. debe ser distinto de ~a.· 51 

el co.rdinal de Xt; es mayor que X.ce se · sigue que existe una 

subfamilia de U de potencio. lgua.l a Rc:t. y de 1ntersccc16n_ no. 

vo.cia. lo __ 9ua.l no puede ocurrir ·puesto _que se esté. ,suponiendo que 

el lema es f'also. Asl que, el -c~dina.l-- -de-_ l( 
~ 

__ es _1_!'.e_~~r _que. l\,· 
Nótese que zl; = sup K.; entonces Yt;<z.;<v parn todo ~<wcx.. Pero-

V es c.>cx.-limlte, entonces ., es regular •. de.donde {z.;: l;<w"} y 

" 
40 



son orden-isomorfos con un subconjunto H de w -· el 
a: 

cual es coflnal en wa. Sea_ a-
0 

el elemento m1nlmo de H. - Por lo 

ant~rlor exls~e ~a-0 <z~0 ~: ·· Supó~ase ~ue se tlcne . Hf:J:.:= ~~~·-~· -.-~~~t;.:· 

Yv 0<z.;.~ <Y<r~~,~cri<_ -.·::.~ _;_:·:_··---~·-_,_/:a-l; <zO:t;, l;<(J). Por ser y cr¿<~~~ ~.Y)-_.,.~_·_~;:,~::::~-

::: <;:>:z;~z~t:t0;nt~:~:1;:~1::"'> :.;<Yif fJ1Jú·(¿~~:>~;;t;~:~~· ···.·· .····. 
11m('<~ 5-~v:-~·?_,r?.~-.--~(~_.~e~-~.·s '··s·- no es Q-red entonces existe y',eJ ·~'~que 
- "a ·,·e·:-- .-.-·:-·:.~ _--':-- -_ -.·-:~"-: _·;ce._-:: ·-' _-:; .: · . ..;;-.,.:''-; ;· _:_-, --~·-. _:;-c.·. )::-:~ --,~-~~.;::;-- ;~~~:~''.:~~~1:~::.-;i?-~--:~·;'-.'-i:~:· "-',~ ~ ·----'~~- ·- .: ---. 

es 11 ~1 te ~e . ~1~~. ,r~d ~ {y~ (: ' ~~;l;<~} ~-~i~~;0;~;~:t~:l~~;~~:~?~.r~~-?~7-:~{t:?.~;~-:- :'.-~{) -- .. 
-i\<w«~:;·:~ _sea'::·o "K'; ·-:~· J x', z' CeK_; tB.1 · que tYt.EK;_:~-:~:(: CZ.c9'!.iér:cies"e.'{qµef.:; :x,.,·:.: · 
cubr~ _._a' :.-: J) ~ --~<- ·ASii" q:~e ( x',<y! <z' .' '~ Dad~·~ .qJ'~ .. ·~~·~·;--~~-~~;c,J:"!'~:~;'{; ,--·~;,~-f~i\}, · ;_;:.<" 

'•·:",'' ·-·-·" 

):~:~to' "'- ·P·~_rq\Je. :''..;;.;::,-_~ 
-,;::e'- .. - ., '1· .. : 

_ .. .-,: .. ,.~-'~t' , ;,:~\. ·-;f;;- _·;r;L-,~~~~;; i~:o,, ;1;,, .•. _·-Pf--~ '·' . ~;-:;.-i 
-f;2:':~'--:",' --. .-,-,.-,._ .. ,~:~~·;o.{; . ,;;)'.- -

- -~~~~' ''":!.~,, :~-~-"'-:~'- ,._:,;: '"- ,~tt: '.~;; ·:fJJ'.~ ~::. ·~.~-'" ~~~·:i~,:){_-. )p:':~',: --;-

exls t:ln:l meennt~la~~:r~v:t~:~nt(,J~c?fü~~~;Br~Af~fÉt~t~l~~t:o:::~:. 
Rª tal qu~:--. to·d~ --v~·¿J._"~~~~--?~7:l·~1i:·:~{:f{::.~:~s;~~~-~d-t'~:~'riº-::: 7iJri'./n~er~ no flnt to 
de elémcntos _de 'iL ., (toda·'.-ycclndad(de:~s-~·-~~i~'.inte~~:e·cta--a todos los 

elementos de la subf'aml lia :-de·/~~ '..11.':~;-;;i~j'~?'._' p¡;t,~-~:ci'a ~ en cuya 
',~·:-."o:;;"-., <<.: et 

lntcrsecclón está. x),' '._':~~(,%~:· .'.'.:~;~\··.~:·: >:_:·-~;-_ 
·:, .::¡:_-

3.11 Teorema [8]. Un., LOTS . x~ es"-:- ~~~-~,~~C~to 
hueco de X es un Q-hucco.:·'J: _:f.,:.:.-.__:-:-';,'. ·;'-i:_ , .... 

--:--'· :·,,_:,_ .. _,-. , ... ,. -· -· 

---,:,:;:;'.:' \~:'' ;.J.t<.-.·}:\- ' :.-·' .- ' ... ' 
Demostración. -> J supóri.&~~.~-~~c:;.~;_v;/ es _Un -huec.o_.de· '_X. quc.no--,cs_,_ 
Q-hueco; digamos, v ~ .. ::·._no~·:-es--2·Q-hlieéo:.:c~:"pci_t~ ____ !.~ --~)-~~éltilc.rcfu_~~,-:-~~--j~é-a_:__;· __ _ 

<xo:= «<ti> una ·rccf-c~e-c-1ent~~:~~li"5_XTrcii~~'.~~,tipr.e_-~c;_:_:;~ .v. -L~-~--~-~bl~~t~ · 
abierta 'U de X cli.ri?1di 'j,oi:>u "' {J.::.:,x

2
[} u {Jv,..C:,r} u 

{Jx
1
,xa.{: a< li}.·no·-:~Ub~e./[{_' ,v.:.:~'Adé~fu:i sl V e·s:uri-rerlnMfcnto 

de U, V tampoco cubre.-a·~· v; ;·Po~_<-:10:;:·tant·O~: s18Ue ~Ú!l---l~'ma.3.-10 q~·e 
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~ ] Sea 'U una cubierta abierta de X y supóngase que todo hueco 

de X es un Q-hueco. Se demostrará que 'U tiene un refinamiento 

abierto localmente finito. Sea F+ el conjunto de todos los 

huecos de X 

primero que 

hueco de X}. 

que no son cubiertos en X por U. Se o.f'irma 

F+ es un f::UbconJunto cerrado de X+ = X u {u: u es 

Para demostrar este rcsul tado, sea p E el F+ - F+; 

entonces p e X y por lo tanto, existe U e 'lL - tal que p e: U o 

p es un hueco de X cubierto por un elemento U de 'U. Puesto 

que pe el F+, existen elementos de F+ cubiertos por U, lo cual 

contradice la def'inición de F+. Asi que F+ es un subconjunto 

cerrado de X+. Su complemento en x• es entonces cxprcGo.ble como 

la unión de intervalos K+ abiertos y ajenos en X+ 

componcn~cs 

intervalos 

convexas abiertas). Cada punto frontera de 

(sus 

los 

K+ es un punto extremo de X+ o es un hueco de X 

cubierto por 'll· en ef'ecto, si p 

que no es extremo de X+ y que 

pEX+ -F+ de donde pe.11+ para algún 

en X+ y 11+ nK+ = " se sigue que 

lo cual es :falso. 

es un punto f'rontcra de un 

entonces es cubierto por 

11+ ~K+ y como es abierto 

no es punto f'rontera de . K+ p 

Obsérvese que XnF+ = e , entonces 

x e x+-F+ = un 

en donde U = {K+: ~+ es· componente- convexa 0.blcrta de x+-F+}. 

X.- (X~t)~"'-'~(11;,,¡{ (11~ ;. . K+ 
;·;;- ._,._ .· -.--.--

; .. (.) 
--< ·-.~-' ·:-;;. ':".::-

.- ·-·_ ·:- _ _. .,----.. :-:·_:· :.:.-:-:·_:·.,::·_· -·-'- .,_,·_- .. _._'>'._ : .. , . ·., .· ::·.~·x+ 

Como--.- los · K_:::~;) ___ s~.n; e ~f.1:erto~/-y ,;_~Je110~ _._en· los intervalos 

K=K+ nX_-~ son -t~bl~~~·~bi_Crtcfs-=:'Y ájcri~~:._:'e_~: __ ;:·x;· 
cerrrui0' en :_::)C • .,:.-.,,.,,,_:,\\>~-- '~:.}J:::.-:.f'.' >~-'· ~······ 

·- - -~·:-:-.'-·-~ .• "'.:.:- :·L:_;_ 
=. _--,.,~ ::--:~~~-:--"'-'::C' ';1~-: .::~-~-:':0~'f~"::;:~:;---:~~f-;-.t=:¡-t;~. 

. ,-'. ·.':-· 
' -~ 
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X es cubierta abierta de X. Consldérese V = {UK = UnK: Ke:1<, 

Ue'U}. Nótese que V es cubierta abierta de X pues 'U Y X son 

cubiertas abiertas de X. Nótese también que 'l.l.K = {UK: Ue'U} es 

cubierto. de 1-: para toda Ke:K. Entonces es suf"iclcnte encontrar 

un refinruniento localmente finito de 'UK para CD.da KE:K. 

Considérese entonces cualquier Ke:K fijo. Digamos K = Ju,v(. 

Sea p cualquier punto interior de K y considérese 11 = Ju, p] Y 

J = [p,v{. 51 existen refinamientos localmente finitos U'u y WJ 

de 'UK cubriendo a H y a J respectivamente, entonces existe un 

ref'inamicnto localmente finito de 'UK que cubre a. K (W11vtV J serla 

el refinamiento localmente finito de 'UK). Entonces el problema se 

reducirá a encontrar un refinamiento lV J localmente finito de 'UK 

que cubra a J = [ p, v( porque en forma análoga se encontraría W1r 
Ahora bien, por lo. construcción de los todo hueco 

interior de J es cubierto por 'l1 y entonces es cubierto también 

por 'UK; asi que si veJ es cubierto por 'llK se sigue que 'UK 

cubre a todo hueco de J. de donde por el lema (3. 7) 'UK tiene 

una subcubicrta f'inito. WJ la cual resulta. ser un refinamiento 

finito de 'UK. 

cubierto por 'UK. 

Supóngase que 

Por hipótesis 

V es un hueco de J que no es 

V es un Q-hucco y en este caso 

es un Q-hueco por la izquierdo., entonces existe una Q-red S = {_Y1:;= 

l:;<w«} creciente en X+ tal que supS = v. Se puede suponer_ que 

y
0
=p· y que todo Yt;+l es punto de X. Se puede suponer también 

que los limites de los segmentos de S han sido incorporados n la 

.réd¡ o sea, paro._ cada ordinal límite A<w«, y= 11mt';<A Yt;ES, Y:YA 

y Y;\ es un ·hueco .de X. 

-~ EtlSeguida, para· co.da - l:;<wcx considérese _el __ 1nt~rvalo ~ti = 

·[ya?•: YE+t~_-· Recuérdese que por hip6t.esis· el único hueco de J que 

no es cubierto por· 'UK es su_ hueco.-extremo v •. : Eritonces para todo 

_ __I;<"'~_'. _ .:_t~~~~---~ue~-º-,~e Ek -~ª _·cu~~er.~ó .l-'.°~. _- 'llK'- porque ··F.~~·K+ para 

-- - --todo---;.-~-c<W~~-;;_-_·_ ~As~qu",;'iP9_r0;_i;!_~~~~-~!~~o0-~~=-!_:7_) _,:_cxist_e __ una subfruni 110. 

r1n1ta' - w-- -:: de - -'11 .. K----~;y,qú.C --~lib.-r-~.- ~--ª.-· - F.._ e~ ~O :-que· --cuaresquiern dos 
. . . •. . i¡ . .. 
inte.rvalós . _Et;' ·y ·.~ii.~1-) · ·t.1éiien ·: e><á.c't.MnentC 

(y~-~ 1 _1_ y siendo :·que y~- es un-·hueco de J 
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liml.te i\<wa.' se puede refl.nar 

stgutentes propl.edades: 

por una f'nm\ l ia w· t¡ con las 

(1) Para todo ii<wa.' Wk u Wk+t u 1Vk+2 es una cubierta i'lnlta 

abierta de EE'+l ¡ 

(2) para todo ordinal 1 imlte 11.<w<X'- W~ V W~+l es una cubierta 

abierta f'inita de ~ ; 

(3) para todo t¡<w" y todo ~>1¡+2, Wk n W~ = l2l pOJ'a todo likGWk 
y todo W~eW~ • 

Cada ref"inamlento W~ se toma como sigue: Supóngase que « 
es ordinal no limite, eritonces existe un ot"dlno.l li tal que 

a.=f'.;:+1. Sean Wt; = {Wii,l'l/~12, •.. ,tJli,n}, WJi+l = {\l~+l,t'111;+l, 2 , ••. , 

W'i+l,,J Y Wt¡+2 = {Wt¡+2 , 1,Wt¡+2 , 2 , ••. ,Wt¡+2 ,p} las cubiertas 

f'l.nltas de E~, Et;:+t y E.i;+z respectivamente¡ entonces Yt;+l e 

Wt¡,! n Wl¡+l,J Y Y¡¡+2 e lili+l,k n Wt¡+2 ,t para nlgún l"!"n y 
algO.n t:sl$p y algunos l~J. 1<$m i en tal caso tómese 

Yli+l' Yi;+2ew~~1-~-s 

($.<J;kl 

w·- _- __ . --= -
~+1,s ~~; 1rw¿t~;J'~]y~.Y¡;+2l~ ·.si: }'i¡+ 1e~l¡,!~t;~Í;J 

Asi que -w•_,·.· -
. " 

l"q"m( n+¡>+ l) :-1 

Si 

Sean 

' •~·, ~.\ C~ i;;; ,; :~ ···•,•< ) : (~;): ... ·.e~ 
,,,~;;_-~:--'~ -'-:·,:' '-'·::-·-;'.;,,::- -:'.( ·-~~---- _. 

;"_;,,-,---

~< .-. 
. ;·~::: -·-'---.~·. 

- -· - -- -c;o;::o~'-- ""°"---o ··-:-0:::0'--''.'.-é-;-:;;_~7'.-~-'-"-__ ·--_~'._:;;·, 

. con 

J. 



W' 
- i\.s = 

,.--
. ·-. '~ - ;_:;-· -~- ' ·, -~;-

si'-

(S"j) 

. Y;..+¡c.w:>.,Jn11ú1, 1< 
< > ls;=Jl 

"-' :;·.. "- 2::r ~-.:»- - . - '":-:.~·.: 

Entonces : se :: t1~~~ (:~~ •. ;}'.~-~~~ -~;.:: :~{&"/}.';, ; .. ~;·:·.:·'.:-.. --- '-~·.:-_. .-:¡J-,· --')'.. 

l:ir-sn(m+t)-1· - es -<~\¡~-1~~-t~~> ;·f"lriitD.~ ;de }:-.-~.}.;::~ ... \,,~~~~~~:~--~--~:~·{t~--~-'-::~;·1~ 
., ,- , ,~.,--. -:;-:;: - ::A 

__ con·, 

v1Sta·_ 

preguntarse, en· Cué.1 · : v~:~-;~~ -\~-~~:~,:~\j~·(;- ''.~-Pe~~- :-:C_á.~.: ~ep()~d~ 
es un_ hueco de -J_ entonces·. ;-.]_y~',_!~~i~' :-~[·y¡~-Y~~-i·L_.-·c ~n~- :J.· .. 

~'-·/: /.--· 

que . yi\ 

Es claro que· l:6'm~~ti:<. ~f :~-\_os·-· -·wE se_:_,sa,t1s~aceÍl las 

propied~des ( 1), _(?}' :~<:· C:i): mencionadas con o.nterlorldad. Entonces 

la f"amlllo. wj ·=- v~<c.i. wk·; -ª~- un:rer1riB.mlento localmente f"lnito de 

. " 'UK , que-_ cubre_ O:~ ·_J. -Ser - 1~j-,'_-~_rcfinamlento ablert_o _.que cubre a_ J 

es obvlo._ -:p~~----~er::_- qÜ~:_ -W.J eS-_ ·localmente :finito, __ Sea -XGJ_·.-

entonces xe[y~~y~~1.] ;=-Et; para algún t;<wa;. 51 t; no es Ordinal 

11.ml. te, entonces xe1J p~a algún We1Vk-t v Wk u -~Vk+t _ que ~~-r-; i_a 

propiedad (3) _de_ los _ ,~k~- -se sigue que: W 1.ntersecta: 861~.:----,-~·-, 

elementos de Wk_1 _u~_1V~-,v_1_Vk+1·_ los cuales son un-númcro,f"lnit·o.--_-c 

Es ané.logo sl ~ es ordintll -11mltC. -·..:_-' 

. __ . -·_· .· . .... ..· . :· .-

3.12 Corolario [13] •. Un i.oTs- X e~- ·p~~ompacto;. sl: __ .y ___ sÓl~· sl p~ . - . - -- - - - -· - - . - ._ •' ; -
cada hueco (A,B)_ de X eXt"Stén-·su~sPa:crOs:.::.-cerrados·.-:·y--:·'d1S·crétC:ls-_ 

- ----· . ' " - -- .. _, - '· -· -_, _--;·- ·:·.' -- ''• - . 
LcA y RcB los cuales· sCn~:,_,-res-Pe.~tiY~én_t_~-~'cOr.~~al ::en,:-'. .'A-~; y:_ 

co!n!clal en B. ·• ;; 1! ,1 2 -~.? ;~ :~ :'.; : '.}'~··: ;¡ ~ .. / •• 
Dcmostro.c16n. sea u . er:; hueco _.;~:;;{~:;_-~)7;~--,~:-;s:tina,:;¡;;¡~-:/~;~~-~~~te ~~~-';/L~:-A 
con supromo u y una re~.}~~r-;~1,~;t.~\~e.ihf!;} gs°'~·;\';fc\iÓ\~ ~:s 1 ca<Í~· •.. 
una un subespacio cerrad~~·~:_:c;l_i_~_cr{t~,~-:-'d_e;,;'.:·~--;~--=~I'-,/~a·::_PrO_po_!;¡~P_16~_::-3_:-.2;: :, 

~::: .. ~:~ de dichas ,red~t~-~~}~~f?:.~JI.",~; ·;'~~~¡;ffo, ';1~~~;J"·d·- .~~ ··· Ún 

Inversamente. -s l ~,:·,u·::-.:: ~:-:~:~~~~:;;~~~¿~~~-:{'.t6~:~~:·:~'.¿~~}úi\~~-~-:-,~~L~-~7;~ Y~·~-o-,R-:" 
existen pueS una Q~rt.?d ·.-es·:._Uri :-sube·~~-~d:i~ -/¿"¿rrD.dti: Y" dlsCret.O-- dC .. -X 

';<·-, '' ·,-:· ·.>C':. ::;~_,-: .,_;:. - > '· 
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{por la proposición (3.2)). 

3.13 Dei"1n1c16n [6]. Un espacio topol6g1co X · es numerablemcnte 

paracompacto si es un espacio de HauSdorff y toda cubierta abierta 

numerable de X tiene un refinamiento abierto localmente El.nito. 

3.14 Teorema [8]. Todo LOTS es nume~ablcmente p~acoñl.Pac_t·o.' 
. . . . . 

Ocmostrac16n. Sea 'U una ·cubierta. ~b¡Cirt~· nUmerabl-e -:~e un -LOTs· x; 

Se demostrará que 'U 

finito. Si 'U cu~re a:: t~~o--hu~~;O-,_-.d~~r x-: ·~-~·n:t:ciri~es ·''U'.-· tiene_ .una 
subcubicrta finita. (po_r .. C3.-'7 l) ~ in cual ''es u~ .':~~fiii~Í-ento- · 8.~1.erlo 
localmente finito- de.-'':ll.:'.: ::-iS-1'· .:.1i" ::-~o.·::~u~re;:-0: tod~-.-huec·o· d~ ·-x~ como 

en el "teorema·' (3 •. 'i1f;· -se···: pued_en .. _·_ dcfiTI:1r int~rv~ioS - abiertos; 

cerro.dos y ajenos ~:_'dti - '\-X ' de ---1á: forma -K;;K+ ~ y __ ·: s_uS _ resi)ect-1 Yas -
cubiertas 'UK =.-{UK:-,.:ue'tl}. -en donde. UK = UnK tales _que X= ·u·,:r
con .v =u {'UK::-. K~_X}_ como, {"ueron definidos en la· demostra.c16n del 

teorema l3_, 11). Aqui también, como en dicha ·demostrn.ci6n, es 

suficiente ·encontrar un r~fina.niicnto localmente finito WK de 'UK 

que _cubra a K para cada KeX; 

entonces xeUnK para o.lglln 

porque, si este es el caso y ~ex, 

KeX; asi que exlstiria un abierto 

G(K) do K que contiene a x y que intersecto. a lo más un número 

finito de elementos de 1V'K; pero K es abierto, entonces G(Kl 

es abierto en X y dado que los elementos de ~ son ajenos entre 

si y G(K)cK, entonces G(K) no ·i~te.rscctal'~a' ningún elemento de 

1VK, paro.- todo K'eX con K"~K. ello:signiflcaria que W =-u{lVK: 

Ke:x} seria un refinamiento localmente fi~ito _df.?_.-- ~. Y.. por tanto de 

'U que cubre. a X. 
. _-,_ - : -.'' 

C~nsÍdt:rese -eril~~c~:, ··~~a·i·~~'¡:e~::'.~_- ·k~x- :::· fi°Jo·_: Y sea K = ]u,v{ = 
llvJ ___ con :_ll:_ ]u,p]~ - J'"= [~,'~[··~~y,_ p /_Ün:/P:wito_-··c\1alquie_ra en el. 

interior·, "de;_¡· K?~7-:c~~~-,~;:~ii"~.-1ri.'~:-'d~mo~t-r'á~i:6~~·;de1_-:~-t~orc~a. (3. 11 l -º~ 
Proble_m~\,.-Se."; ~e'd~Crr¿~·.;·i~{e-~c·6~r~-,-ün ·:·~~f t"riaínie.nto 1r J localmente 

-.f:i.ili t~:_··d~''.·.~,j~ é~~~:. ~J~rá-/ii·:='.A.·.J.+}'pÜ~~)!~~:'.f~_ormn. M6.logo. se obtendria un 

refinámiCri.t:ó.- .-)Y1j-):i-1~·~~1e·m~n.tó". ii~rto -de. '!lx que cubra a 11; Como 
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en (3.11) si veJ es cubierto por 'UK se sigue por el lema (3.7) 

que UK tlcnc un reflnamlento WJ localcrncnte finito que cubre a 

J. 51 v es un hueco no cubierto por 'UK. entonces v es un 

Q-hueco por la izquierda, porque supóngase que v no es un Q-hucco 

y considérese el ordinal a: para el cual v es un e.>a:-11.mitc, 

entonces por el lema (3.10) se 

subf'amllla de potencia !< «' asl 

cual es una contradicción porque 

sigue que 1LK contiene una 

'UK no podr1a ser numerable lo 

!'llK! = \'ll\ y 'll es numerable. 

Entonces, exactamente como en (3. 11), 'UK tiene un refinamiento 

abierto WJ:::: ui;<wa: W~ localmente :finito que cubre a J •. En :forma 

análoga 'UK tiene un rcflnamlcnto abierto 1V
11 

localmente :finito 

que cubre a U. Asl que 1V K = w11 u 1V J es un ref"lnamiento abierto 

de 'UK localmente f'inl to que cubre a K. 

3.15 Proposición. Sea X un espacio para.compacto (numerablemente 

paracompacto) y sea H un subespacio cerrado de X, entonces H 

es paro.compacto (numcrablementc paro.compacto). 

Demostración. 

(numerable) de 

Entonces 'U' 

(numerable) de 

Sea 'll = {U 
5

nH: s 
H con cada U

5 
{Us ,X-H:~ s e S} 

X, O.Si qüe -Por Ser X 

e 5} uno. cubierta abierta 

Subconjunto abierto de X. 

es una cubierta -abierta 

para.compacto-- ( numerablcmcntc 

para.compacto) exlste··un ref'inamlcnto abierto V' = (Vt: teT} 

localmente finito de tl' que· cubre. a X. De donde V = (VnH: 

VeV'. VnH ~ 0} es·un refinamiento abierto localmente·r1nlto de 'U. 

De donde H es paracompacto (numerablcmentc paracompacto), 

3.16 Prop_osición. Ln suma ªses X
5 

de la f'am11 ia {Xs:- seS} de 

espacios topológicos ajenos es particompacto (numerablemente 

para.compacto) si y sólo si X
5 

es paro.Com~acto (numerablemente · 

pnrncompo.cto) para todo ses. 

Dcmostro.c16n. q ]__ Sigue_ irunedia.tament'c ·de - (3.:15) • 

.. l 

47 
• 



para cada ses y X
5
nX

5
, = 0 si ~s·. 

3.17 Propos1c16n. Todo subespacio convexo abierto de un LOTS es 

LOTS. 

Demostroc16n. Sea U un subcspaclo convexo abierto de un LOTS X y 

sean -r y "'u respectivamente la topologta relativa de U y· 10. 

topolog1a de intervalos abiertos del orden en U. Entonces "t' = 'AiJ'-
puesto que lt.,?-r y porque la 1ntersecct6n de 

sub-báslco de X es elemento de "'u· 

3.18 Proposición. Todo subcspacio abierto 

numerablemente paracompacto. 

U con cualquier .-

de un .LOTS es 

Dcmostraci6n. Sea U un subespacio abierto de _un ~-'LOTS. :x-:: ··<.far 

numerablemcntc paro.compacto. 

nurnerablemcnte paracompacto. 

3.19 Dcf'inic16n. 

numerablemente 

Un espacio topológico 

paracompacto si todo 

X es '~hCre.-¡i1tD.'ri~~f!nte 
subespacio ·~odc '-'.~:~---~--)': ·-ce·!i{'_-

nwnerablcmentc poro.compacto. 

3.20 Proposición. Sea X un espacio topo16gi'co. Entonces ..... x· es 

hcredttnrio.mcntc numcrablcmentc paro.compacto si Y- s6lo si·-.- todo 

subcspacio abterto H de X es numerablemente para.compacto-~ .. · 

Dcmostrnción. q J Inmediato. 

• ] Sea H un subespac lo 

cubierta ablcrta numerable de 

X y sea 'U = {u¡: 
Sea Ui abierto en 

-Íea--i}: uno.

X .. :tal :que 

c. __ --

U i = Uj n H para- cada. 

de 

H. 
iEN. Entonces U __ =--,--U~= 1 ·_c_u¡ _ _ es ___ . 

numerablcment.c paracompa.cto. o.si que existe un reriñütCnto~- abierto,:-~ 

V' localmente f'init.o de {Uj_: le.IN}. Oe donde V = {Vnn;: :VGV• ~- ·Vivt 
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~ 0} .es un refinamiento abierto localmente finito de U. Entonces 

H es numerablemente paracompacto, 

3.21 Proposición. Todo LOTS es her"cdl.t8.rlBmente~ numcrablemente 

paracompacto. 

Dcmostro.ción. Inmediato de las proposiciones~· (3.1_8) y (3. 20). 

3.22 Definición [6]. Un espacio topol~gico X -es heredltarlamente 

paracompacto si todo subespacio de X es paro.compacto. 

De manera análoga a la demostración 'de_ (3~20) se establece la 

siguiente propiedad. 

3. 23 Proposición. Un espacio topológico_ X --~es .'hef'_e_di_tnrl~cnte 

paracompacto si y sólo -si todo subes¡)aclo abl_ertci:<de _X es 

paracompacto. -:, --7-

3.24 Def'inición [171. Un espacio topológit?~ X -,~es · prlmero 

numerable si todo punto· xeX tiene -una base·,-tocal_ ,num~~·able. 

3.25 Proposición [13]. Un LOTS primero numerable y paracompacto es 

hereditaria.mente paracompacto. 

Demoslrnci6n. Sea 

Por la proposlclón 

subcspaclo abierto 

X un LOTS primero numcro..ble y para.compacto. 

(3.23), es suficiente demostrar que todo 

Y de X es paro.compacto. Dado que un 

subespacio abierto de un LOTS es homeomorfo a la unión ajena de sus 

componentes convexas abiertas (véase (2. 4)), y dado que una suma 

topológica es paracompacto s1 y sólo sl. cada sumando es 

paracompn.cto es suficiente considerar el caso especial en que Y 

es convexo. Sl y es convexo, entonces y es un LOTS (por 

(3. 17)) y un hueco u de Y e_s un hueco de X o es _un_ p~~() -

extremo de Y el cual pertenece n X pero no a Y. En el primer 

caso u resulta ser Q-hucco por el teorema (3.11) y en el segundo 
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caso u es el l 1mi te de una sucesión creciente de puntos de Y 

(porque X es primero numerable) en cuyo caso u es un Q-hueco de 

Y y por el teorema (3.11) se sigue que Y es parncompacto. 

Una condición necesaria de paracompacldad es el concepto de 

normalidad por colecciones [6; teorema 5.1.6]. En [16} se 

estableció que todo LOTS es heredltariamente normal por 

colecciones. Enseguida se presenta esta propledo.d comenzando 

primeramente con lo siguiente. 

3.26 Definición [6). Sea X un espacio topológico, entonces X 

es normal por colecclones si X es un espacio T
1 

y si para toda 

Camilla discreta {F
5

: seS} 

una Ca.milla discreta {V 
5

: 

de subconjuntos cerrados de X existe 

seS} de subconjuntos abiertos de X 

tal que __ F 
5

c'f! 
5 

para todo seS. 

3. 27 Definición. Un espacio topológico X es heredl tar lamente 

normal por-- colecclories si todo subespaclo de 

cO 1ccc1 Diles. 

3.2~ Definición [6). Sea 

nrbltrnrlos. Entonces, 

Nótese que 
.'.-!' 

A- CJI s s 

. ;::.~.- •_:_ ----
· ~:_ p~_rque . Paf7a:: Cada,_-

50. 

X és _normal por 

·'--•· 

'._;(: :~_. ' __ :~_: : !'-~- --. _- -:_ . . . 

xeA
5 

·---:·.-:~-º- .-t(icnC -qué 



{x, x] = {x} ':/ {x, x] n Ar = .. para cada res con r>'S • Asl que 
• 

A " "' para cada ses tal que A " .. Como {A : seS} es s s s 
discreta, se sigue también que As n As' = "' sl s*s'. 51 

• • x_eAsnA
5

, con s*s" entonces xe[a, b] n [e, d] para- algunos 

a,beA
5 

y c,deAs• con (a,b) n Ar= " para todo rES con rls 

lo cual es una contra.dicción pues en tal coso· cEAs• o dt!A
5

, 

(porque s'""'-s y [a,b) n [c,d] ~ "-> ce(a,b] o de[c,d]). De 

• • • 
donde As n A

5
, = " si s*s', en realidad {As: seS} es una 

familia discreto.. Para demostrar ésto, considérese un purtto xeX, 

entonces existe un intervalo abierto IX que contiene o. x el 

cual intersecta a lo más uno de los conjuntos As. Si I xnAs = " 
para toda ses entonces IX intersccta a lo r.tás uno de los 

• • • conJuntoS A
5 

porque en este caso I~r\As * " -> I xcA
5

.- Si I x 
lntersecto. exacto.mente uno de los conjuntos A

5
, digamos que 

lntersecta sólo a As• y si x no· es punto extremo de - X, se 

puede entonces tomar a Ix como un intervalo de la forma ]p,q[ • 

• 51 !X 

tales qu? 

intersecta un A
5 

con Ps', entonces existen 

Ix"{a,b] * "--·con· --[a~b]nAr = 0 '</ res con 

donde !xc]a,b{ .porqúe 

• • A
5

nA
5

, *-0 lo cual no es posible. 

• lntersecta sólo a As' 

• pero, [a~ b] cAs- entonces 

- -- -' - -~ . --: . - . -- - ' - -:_· ;: 51 
tómese a como un interValo de 

y x ._es·:·Pltntet_:·e~tr_~m~_· de- ···x, 
ia:; r_6r~~---~ _:; . .-1 ~;::;;rif:/~:./. ~j~~_q{ 

seg(m sea X 5::trp::0dl:r::h;en:rn~{~;dj~u~:~~*~~~~~~d,~x ···e: 
X. En. tal .·caso ! x~:~,~~:'._. .con·,?';;;~,;- ,-:::<_.p·~{í~t~~ 

respectivamente. 

extremo derecho de 

:.::10 -~,:¡~1- 'c;~'-r:t-~~di:~~;_; .. 
.·,·,.,; 

· -s*s' ··-
. _, ··-'' <A ;-.. , S_G~ ··es'-~,.~--una.~¡-t-ó.n\ti1a· 
' .. s,' ·,__.' •,;;.::_ ~::,_·.-

t.ñmb1éri.°'-es -diScr'e·t-iit'; ·-'t:::~~~7,_:;.~~--'-0~--o--:-~~ 

tales que 

que = " si 

discreto.. De donde 
.. -.---;--;:-, .. 

{cl(A ): sES} --- -.. s - ,,. ' - -
:_.c.:;' ·.~:-/o: _ _. -;:_::t.- ; : :~-:~. '>:_. -·\-:_';_,~-'_-:·, -_ · . 

Represéntese ahorn~n c~~o-:-'--i~~;_·~n·i·_ór{· dC __ : s~~ _· 

51 



respectivas componentes convexas, esto es 

la colección M -= {As C,..: cxeA. 7er} hereda un orden l incal·· de X; 
IX' • 

a saber, para cualesquiera dos conjuntos A, BeM, A=-b u cada 

elemento de A es menor o igual que todo elemento de B . 

Entonces Ji es un conjunto linealmente ordenado. Cada A~eJl 

tiene un inmediato sucesor en .Al siempre que A: 1ntcrsecte la 

cerradura de L 
5 = {xeX: x es cota superior estricta de 
IX 

{xeX: a<x, V aeA:}. Veámoslo: 

peA5 n cl(Ls) ~ As n cl(L5
) = {p} porque si existe qeA: n « a. « cr; .... 

cl(L:) ~1gamos con p<q, entonces existe una red N = {xu: ere~} e 

Ls 
IX en que converge a p y por consiau1ente 11 esta.ria finalmente 

no estaria Jx, q[ paro. algú.n 

finalmente en lx, pl pues 

frecuentemente en Jp,q[ 

x<:X 

'!/ 

con pe}x,q[ '!/ 

NcL5
, · de 

IX 
donde N esta.ria 

lo cual es una contrad1cci6n porque 

es convexo y p, qeA: con p<q. Asi que A: n cl(L~). = {p}; . 

Ahora bien, 

• colección es discreta, {As: ses} 
• --:-- ·-:>\-;:_ :.·.···-·::. _ _.·--:_.;-<:<,-;,'·;;-:' _ _-:_: --

abierto. )x,y( de p que es ajena con uz-$~~r· ~' -~-~?-~~,:,\):~~:~-~~-~").\ 

entonces 

est{ln los 

)x,y{ n L5 ~ D; 
IX 

de donde, J°p~ ~[-.--~-·'.; ~--~:,·::~~9~~--~:.º!1, _:-,.-Ls' -
p. _ _.- - -··cri~¡;-1,:, ~:\1 ¡;--;, Yt'.--~f2·:<;;1·;c~·y(_~-:-estrictamente mayores que 

. ,~;· . ' ·~~_:· .,:.;:.-· i'<-~--:- .:-~: .. :," ; ':. '' ::--.: - -

:::onc~:s~:· Y~r::enJ•:;c:;n ·P~~::~~;1~;:~1f~~~~~~~~if~t;~~~;~~. ·~.~·~· 
l p, yt es nJeno con As• porque.- · ze. 1p,-~yt> ~:'.:Á~.~-,::,': ilriPl_i-~[f'~i~--:: ... e~i·s .. ':t .. ·.é .. "n'.:_: 

e, deA
5 

tales que ze)p, y{ n [e, di, con ·/:·;~:~~:·;L~~.0>:~~:'_~~ "::,::.PaJ'.'~' €Oda 

s'~s y por estar existen .. ~.~~Á~·:? ~fo.~_es·::qUci"~\,',,Ec~·,bi .con 

.. 
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{a,b] f\ A
5

,= 0 para toda s'*S y como también ]p,yl n A
5

, = " 

para toda s'*s, entonces [p.-z]c[a,d] con' a,deA
5 

y (a,dl n 

A
5

, = " para toda s' *S, de dondC • [p,z]cA , 
•S 

pero 

algún IXEA As 
IX es el rnáxlmo convexo contenido . ·en 

que contiene a p, entonces lo cual contradice que 

pues en tal caso ninguna red contenida en estarla 

:finalmente en Jx,z[ con x<p. 
H 

Dado que • Jp,y(ruls = ., y 

)p,y(n(U,-,.
5

A;J = 0, entonces de donde 

Jp,y(c(U
5

es'1s>c = u(0
7

: 7er}. ·Así que, 

En el orden lineal de At, esta e; es 

y se denotará· por as· IX ' 

lp,y[cC
0 

para algún 7G.r. 

el inmediato sucesor de A
5 
IX 

~: : ~~~·~~i~~;~~~~t:~·:> ; ... 
entoncés~'- '.A- .::,:::.tiene/. un'! inmediato~.- .antec_esor·>que:·i-: se; ---~~ri~·to:r:-~·c por 

.•. IX---~·> -~:\.:---~.?.;~;-_l_:,i; .. -:.:._0,·:'.;.·,·.'.'.:~_~;· .. i~+.\ ~:;~t--'. j::·. '~ti"."--~,i;:_~-.;_: .. :· _. >' .. ' .. -.:: ..... : .• · 
y· __ , ·¡_:·::> ~;-· · , (,:-:-.'. _ _ - _(.';:\ -~::;.;,~ '·-:,'-. ·~:.~~o-ic".[\·"? "' . '·· 

·~/- .,.-,,.,,•;.· .. • 'ú;:1:.:·, :.,·f.o\ '''¡> -__.;:, -.oc·.-··~-;, --- '··'..:~: • .<'' ;·:<:· -.. ,,.. ·--·-, e·¡;• ·-,·:, _ : •.. ;,·. ':•'(!:':··---.•-c.- ;,~á·<,'' '·k '-<;-.'~ , 

; '"• ;~~:·:- '-;i~'-;:-r--- ;·:¡;~~-:;:;:;y?:'~-t~~ ;.'·:-:t ·:::;)~; '.-);~} :;;_~~- ;:~0ií ;.;,:~~ -,_;,_-:- -i::~;: 

-~ Pár"a -:-d-~d·~;:\'. :;~~- }:·:~_:S'~i~c'Ct'6·~~s~·:f .... -- ., ., 

'-:;:.~' 

considérese, 

o. ; . N6tese_-. C¡úe 

y --l'?orque-

L5
1X u ¡i'IX =' X asi ·'que .. x~A51X -~l(RS \~{'-is')~-,~--~:.:-'.·~- :~·Co.·: -;,.s-: es ·nblerto sl 

·.-_ .IX-:--- IX'. -_-,_ .•. IX _ 
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As 

" 
es ajeno con cl(R~ y con cl(L:). Como Rs u 

"' 
L5 u A5 = X. 
" " 

entonces si As " 
" 

cl(R:) = " se- sigue que u_Ls As 

" " 
= X - cl(R:) 

es abierto en X, nná.logamente si As 

" 
n cl(L:) = " se tiene que 

Rs u As es abierto en X. As! que u5 = .f' u As u is es un 
" " " " " " 

abierto di'." X que contiene a 

• 
Entonces A. cU = u(rT: <XEA}. 

s s " 
Haciendo lo mismo para cada Ar con ~s habiendo tomado los 

mismos puntos FlJos k
7 

seleccionados, se tiene que A;cur = u{~: 
~EB} en donde u; = ~ u A; u I~. Ahora bien, dado que A:cA: y 

A(3rcAr• y A• nA• = " para toda ~r se sigue que A5 nAr = o. 
s r a ~ 

Además ~u!: es ajeno con {ur; porque se toma.ron los mismos 

puntos y no es posible que 

inmediato sucesor o o.ntccesor en M 

ajenos). Entonces rrn!f.: = " 
" (3 

para 

tengan el mismo 

si r-1'-S (porque A; y A: son. 

!#r. De donde U
5

rJJr = 0 si 

~r y entonces X es normal por colecciones. 

3.30 Proposlci6n [15]. 

hercdltarlamcnte normal 

subespaclo abierto de X 

Demostración. ~ ] Obvio. 

-·'--. 
Sea X un ·esp~cio_ ---T :-,,_ ~·ñtOOCeS:-; .~-x- ·_:,~~-/-.-

por colecciones ,-~1-~' ·y __ ;·.~~¡-~- s·i, · t9do · 

es normal por:.· colcc-~i~:~~a~·'.~'. -

*" l Sea S un subespaclo de X y sea {A~: aeA} , una: faml l la 

discreta de subconjuntos cerrados de S, entonces ·para cada. ses 

existe U
5 

vecindad abierta de s en S la- cual lntersecta a--lo 

n:.:1!3 tin elemento de la faml lla {A,.,.}. Considérese ,U == U _11 - ses-s· 
Nótese que ScU, entonces AacU para todo· aeA. Pero l~ familia 

{A«} es discreta en U porque para cada ueU_ · eX.iste .ses tal 

que ueU
5 

y U
5 

es abl~~-~o de U _quq__c_-_in~_C~?_ti?.c;:_t~---ª- lo ___ rná.s ___ un 

elemento de la familia (AJ. Eni6~~:~s ·;,~- --~~~- .- U normal por 

colecciones (hipótesis) existe una ·:fwnllla1 dl-.s~:rcta -. {Uu: aeA} de 

abiertos en U tales que Aa".=Ua _:pai-n·--~odo ª~' ComO ·.'U es abierto 
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en X entonces U a. es abierto en X para todo ex.. De donde 

{Ua.nS: cx.eA) es una famllla discreta de abiertos en S to.1 que 

Aa.cUcx.f'S para todo ex.. ·Entonces· -;x . es ,_hered1 tariarilente normal por 

colecciones. 

3.31 Proposición [16]. 

colecciones. 

Todc:> -LOTS ·es heredltariamente normal por 

Demostración. Sea X un LOTS y sea H un subespaclo abierto de 

X. Sea H = UseSC 
5 

la única representación de H como la unión 

de sus componentes convexas. Por (3.17) y (3. 29) cada C
5 

·es 

normal por colecciones. Sea {Aa.: a.eA} una colección discreta: de· 

subconjuntos cerrados en H. Para cada seS, {Aa.nC
5

: cx.eA} es una 

colccc16n discreta en C
5

• Entonces por ser cada C
5 

normal por_ 

colcccioÍles existe para cada ses una colección {W«(s): a.eA} 

discreta de abiertos en c
5 

(y por tanto abiertos en H-- y _en Xl 

tal que para cada o::eA, Acx.nC
5

c.Wcx.(s). Obsérvese que para cada - o::eA 

se tiene que 

Para cada o::eA sea Va.= Uses Wcx.(s). -Es obvio que cada Va. 

es un subconjunt.o abierto de H y que - A«cV a. - ·para --todo cxeA. Se 

demostrará. enseguida que la colección {V a.:· a.EA} es discreta en 

H. Sea xeH, entonces xec5 para algún ·ses lo cual implica que 

existe una vecindad abierta W de x en C
5 

(y por tanto abierta 

en H) que intersecta a lo más un elemento de {Wcx(s): a.eA}. De 

donde por ser 

intersccta a lo 

{C : seS} colección ajena se s 
más un elemento de {V a.: a.eA}. 

sigue que W 

Entonces todo 

subcspacio abierto H de X es normal por colecciones. De donde 

por (3.30) X es hereditarlrunente normal por colecciones. 

En LOTS, la paracompacldad puede ser caracterizada en·t6rminos 

mti.s débiles que los _7xp_~_es_tt,_~os en la dei'lnici6n. Para el lo se da 

enseguida la dci'lnlc16n d~ espacio subparacompacto y se establecen 

prev ltunente algunas equi v.a1Cnc1as· de subparacompo..c ldn.d. 
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3. 32 Definición [ 12, 15]. (a) Una colección 'U en un espacio 

topológico X preserva la cerradura si para toda subcolección 'U' 

de 'U se cumple que 

u{c! (U): Ue1l'} = c!{u{U: Ue1l'}). 

(b) Una colección de conjuntos en un espacio topológico X, es 

a-localmente fln!ta· (a-dJ.screta) si puede ser expresada como la 

unión numerable de colecciones localmente finitas (discretas). 

(c) Un espacio top016gico X es subparacompacto si toda cubierta 

abierta de X tiene un ref'inamiento cerrado a-localmcnt'e f'inito. 

3.33 Lema [15]. Para un espacio topol6glco 

condiciones son equivalentes. 

C 1) Toda cubierta abierta 'U de X tiene_ un f.e:rfílamferi.t:O .. CEirr8.do 
.·e:,;_-. 

_ ·<<;_, ';-,o--,''"'-°'-"""--.-~,· --=.c.--C:=="c_--- ·:i~-'.· __ -":_:o;-

'U de X tletie ·un ·re-fi'~~ie!l:'f~' C'érrruié{ 
a-discreto. 

(2) Toda cubierta abierta 
-,.~-\- ,;; "'• -~{,;oi-.-'-~;o;~;~,; -}::.'::·· --

,· -.-.. -;,'.{-c .. ¡;- _¡_,;j·:;t_\'->"-".:·-.'-~--, ., ' 

(3) Toda cubierta abierta 'U ·de -x--;~- 5' __ i~~~:~~-~:~=-~[~~~~-~.~~~P:~:~--~.~:~.~t_ac10\ 
que es unión numerable de f'ami1iás'tque.~prese~VB:l\~la::,:cerrad_ura.;, __ 

_ ·;,·"~-:·~,;-~~~·~:~-.'.~;:~;t~~'.~·~*'h~ft.+~~~;~~fiftfk;¡~-~s';, ,:'.~': ·---. -c,·o; -

:~::::::::: ~1(::t.ª~ .. (2J:·····l•~'~~~~~!~~~~U.~t~~'.S~]i:li~i\•d\~cret.a· • 
(2) ~ (3): Séa · '11 . ~n~· 9uble_~t~·:_~?-1.:~_t;ª~,d~ .'".~_.x.¡:-'.:~:-~_~<'.~-~-~,~ip6t~s,is ·se 

sigue que · 'U '.= t le~~·~·~- ~'.i~·~-i~~~'.f~~~~.~~~-~~~~~~~·;·R~'.'.~;::'.:€~-~~~~#~~·-_, · V~:·'~- V: a¡ 
!81 ·en· dOndC: :.~i :.:es::una'~f'ainilla··:dt?~cCrrS.doS~;localrnente .:finita-=para 

todo i: = .--i·; 2~-~:'~-:~:_::)'._-.·~0I< ~-i- ;'t~6·'i~~'.-f~;f~:~'~];~·:~;~i~·{}:'.6:;;:JáS;_:· .. :zJ
1

· - prc~ervo. 
1-a c¡;~r~d~~a~" --.-· - .~. ~ :- _;,,:::·, _::~.~·;~ {-jfa_.;_:-o_-/:?Ü·,;::~;~t~~: - __ _._,_,:+:~-~ -~· ¿ .. ~.;-.. -

. - .,'):;'~ ··,:,,.: .d;~- ::~-, ··=·'•: --:'::> ;3:·-
.,c,,; '-\~-~'. ' <'.t\;::.: ---; •.;.,-, ;:·:;•;; 

(31-_. ~;·- t-{·;·_:·\ : ~u~~-~~::.L.q."~~~:itJ x:{::: ·~:;f{r~~r~~-'.~~~¿c3·>~-~-.:~--~_,q¿~· i::'U 
'" ,,,_~-' •.-,,. - . -· ' . ' - -- . 

· .. :;:~:~:7~:b~;f~~·~xzª~~l~:~TI~~~:6~~J~;1 :~rn:or::n~ua~u1:~ 
colecc16n cerrada.-0-·en :: .. : ·.x:;"°'~qU'e".'f:prqse~_va"f'la ;-cerradura,'"'- ~-~-eritCln·ceS .. se 

a-localmente finito. 

es una 

definen·· 
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Nótese que V(~.~) es una cubierta de X porque: Sl xeX, sea a
0 

= min{ «' xeU«, para algún O:S:«' <E;}, entonces xeU« y xfi!.F(l 
o 

par~ todo (J<a
0

, o sea xeU«
0
-uf3<«

0 
F~. Además V(~.~) es ablerta 

porque u(3<« F(3 es cerrado pues ~ es una colección cerrada que 

preserva la cerradura en X, de donde U«-v(J<«F (3 = U «r(u(3<«F (3)c es 

abierto para todo «. Se usar~ esta construcción en lo que sigue. 

Sea U~l ~n un refinamiento de ~ en donde cada ~n es una 

colección cerrada que preserva la cerradura en X. Entonces para 

cada nelN considórcse la cubierta abierta V(~.~ n) 

hipótesis existe u==t ~nm que es un refinamiento de 

Por 

en 

donde cada ~nm es una colección cerrada que preserva la cerradura 

en X. Para cada melN considérese la cubierta abierta V(~. ":Je ro) 
de X . De la hipótesis existe U°' ~ que es un refinamiento 

· p=l nmp 
de V('U.~ ) en donde cada ~ es una colección cerrada que 

nm' nmp 
preserva la cerradura en X. Continuando este proceso se define 

una fe.milla de colecciones cerradas que preservan la cerradura en X 

{~ : n
1

, ••• ,nk = 1,2, .•• ¡ k e: 1,2, ..• } 
n

1 
.• • ni<: _ 

Recnumerando las colecciones, la familia_ anterior se puede.escribir 

asl 

·_,::_ -

en donde cada . . 'Y 
1 

: es .'a_¡g~~·~·c~1~·~·c·i6ri de la :familia . 

Esta sucesión . ~.:::i~1::~~ii·r;~~-: tiene. las slgu_lentes 

propiedades: 

(n.) 51 xeX 

-- --·existe 

por ser 

·-,¡ 

entOnceS _ :XeGcti~ ~:~,p·o:¡:.:~ -·a:~·~~- -et _y ~lgíln .Y l . con· 

porque: _ _.,,. Por :scr.':~.'--:U~:¡:\:;~:.~ .'-.-n~-i~ .- cubl·ert~·-,.-do_· : X,_ 

GE!1nc¡ •• :lik~{izl;;··~~-I~~~ n.l~~i .. ~,, tt>.l ~"" x~e!J¡.¿ '{ 

u;·i ~ n1.:_-~\ ~~~,l~· un refinamiento de V('U, ':J n~·: ~, n~-~) 
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(b) 

existe Ve('U, !'1 ) tal que xeGcVcU et para alglln a.. 
ni.· .nk-1 

Para cada JelN y cada xeX, existe JerN tal que xeG' c:V 

para o.lg11n G' e?J j y o.lgQn VeV(U, tt 1), porque dado lelN y 

xeX, sl se considera la cubierta V('U,!1
1

) de X, en donde 

Y 1 = !'1 para algunos n
1

, n
2

, ••• , nk 
ntn2 ••• nk 

1,2,... y algOn 

k = 1,2, .•• , entonces existe un reClnamlento 

:'f =u"' :'f m=l n
1
n

2 
••• nkm 

de que cubre a X. De donde - - xeG'-e!'1··,.,_ .- :'- _ · '=: !'l · 
; : _-_:"1~2.~,-:~--~--~km, ... ·_ .J 

.Y algún J = .1~2.:<:~~:;-~''''"YJ~·"''G'_cV.:y· para>-para algún m = 1,2, ..• 

nlg11n VeV('U, !1
1
). 

Ahora def'inase, _ un conjunto_ ." 2;~!,~~·-
pareja (1,Jl ·de nWncros natui-ales 

a. -_, . ' :·~,~":._-' 
y_-: c_adB>:-.' a-~,-~~·,::f:;,~}'.,~{~!g;~: -"'-~,_-._c_-c_ 

en donde 

Nótese-que a11 es cerrado~en ·-x -~-~~~ueº u¡ ·y u
1 

son 

familias .de cerrado~ _que preservan 18. ~~r~~dü~a~-;·'.·--:·. 

Para cada 

entonces 

yeMD. 

Ñ\Gl 
7 

As1 que 

1,J 
":~G·--:. 

1, 2, •• _. -· C:on~-1d·é·;;e·s~ ... :~~-
·'-""'' 

· .. ,~ú-:·<~~·,e~~~~};,···· 

a.=;r. 
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Nótese también que u 1
1 

_es una colección .d1_s_cr_Ct.á.<,Porq\ie: 

Para cada xex.- se tiene que xeG!J para a~gún ce· o xtia!~ para 

todo a. 

SI · xeG1J. 
. " para ___ algím a. 1 entonces ·existe G' eU J -tal- que 

• G'n(v • c1J = .¡. . . .fl<ct. 11 .. Y xeG'cU4 (o sea xeUce - ufl<a. G~) y existe 

xeGcUa. (es decir xeG!), Considérese el abierto 

V.= U - u .Gl 
. «-- ': fl<ct- 13'· Obsérvese que vne1J = "' paro. todo 7<a. 

7 

(porque : vne;J .. "' con existe ye V y· existe con 

y~GcU7 q, existe yevna; con ,-<a. 10 cual contradice que V Ua. 

1 
- v/l<ct Gil). 

Considérense ahora r;;J = {Gerl J' Gn(u/1<
7 

G~) = </>, GcU
7

) y r;l 

= {GeU • c:eglJ para algún ,->ce}, entonces por ser UJ colección 
j' 7 

cerrada que preserva la cerradura en X se tiene que ur;J es un 

cerro.do en X, de donde 

U = V - ur;J 

es abierto de X. Nótese que xf.ur/J (porque xeurJJ '* existe 

GeU J tal que xeGcU
7 

para algún 7>a. con Gr(vfl<'ir' G~) = tfJ "* 
1 

xeU'a' - (uf3<l' G(3) para algún 7>a lo cual es una contradlcc16n 

puesto que xeG1). Entonces xeU. Además 

" 
UnG1J = o/> 

7 
para todo 

o>a (porque yeUriG1J con 7>a q yeUn(vrJJ) 
7 

lo cual contradice que 

J 
U = V - (u!1 )) . Como ademlls UcV y v,..¡;11 . = 4' 

7· 
intersccta a lo mé.s un elemento de entonces u 

para. todo 

Supóngase ahora_ que xtidlJ_.: para:todo· :ce, Por ser V('U.P1) " . 
cubierta de X existe a.EA ~ {ci: __ -. o·~:~<t;} ·o tal_ que xeU - u(J<a. G~. 
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Entonces 

-gil' 

para todo Para cada considérese 

/3 considérese como fue def'inido antes y 

entonces GJ.j = (utl1 j) n CutT!). 
fl /3 ... 

Definanse adem6.s en este caso a 

las colecciones gi y uJ como 

-g1 = {GE!f J' xeG E -g~J para algún ¡3>CLO} 

.xea11 
o: 

para. todo entonces -gi y no son 

slmul tá.ncamente vo.clos. _ Considérese, 

u = V - Cutlf) V Cvif.Í> 
--,--

·~eú y -.que 

intcrsccta a lo má.s un elemento de ·.u
11

· .;.:: .. .---· EriiO'ñces·- -'.g-:_, ··. J.J 
coleccl6n cerrada discreta. .0':~ ---

Es f~cll ver que u es un. abierto de · x-. con 

Además para cada o:, a!l cu"' porque . a!l = (v!f!J> n cul1!> 
demostrare\ que r; = u~. J=l !i' lj cubre a x. 

u 

Se sigue de la propiedad (o.) que xeGcUa para algún a y 

algún r;
1 

con Gerl
1

; entonces A= {a'; existe Gerl
0 

poro. algün 

n con xeGcUoc,} es no vaclo, por lo que tiene sentido considerar 

oc = min A. Por la propiedad (b) se sigue que existe j tal que 

xeG'cV para algún G'eri 
J 

y algún VeV('U, !1
1
), 

Si se demuestra que 

o sea V = U ., 
para algún 

dernostro.ción pues en 

imposible pues existe 

7>a entonces: 

., . 
ese ca.so xeG!j. Nótese 

G'e!i'J tal q~~- xEG __ • __ cv~~7 _ Y 

. 60 

termina la. 

que 7<cx es 

ex = min A. Sl 



de donde G' r(u/3<1' G~) $ rfJ por lo tanto G' cV lo que contradice 

que G' cV. Asi que 'l=a. 

3. 34 Teorema [15). Las siguientes condiciones· son equi~alentes 

para un espacio topológico. 

( 1) X es un espacio subparacompacto. 

l2) Toda cubierta abierta 1t de X tiene un refinamiento.cerrado 

cr-dlscreto. 

(3) Toda.cubierta abierta 1t de X tiene un rerlnamientO cerrado 

que es unión numerable de familias que preservan la cerradura. 

(4) Para toda cubierta abierta 1t de X existe una sucesión 

{V n: n = 1, 2, .•• } de cubiertas abiertas de X ta.l que para 

cada xeX existe ne~~ para la cual St(x. V n)cU para algún 

Ue1l. 

Dcmostraci6n. (1) o (2). -u (3) fue demostrado en el lema (3.33). 

Se demostrar6. aqui quC (2) at (4) y que. (4) ~ (2). 

," · .. • 

(2) .. (4): Sea . X un ;·c-spaci~~-~f~~bparacom-pncto y ·sea una 
é-,_~'--o,t 2i;:.~ ·~'.-';-;'.-=:'":' -. <:~ -· -

cubierta abierta de x;· .-POr_·;:hipÓ~e-si.S~-·,\~'U -,. ::tiCne -.;Ü~,--,-r~~inM\lérltO 

'.1 = U~=l 11 n tal que; pa~O:'(~o~~}11.:ri.' ,:¡o¡¡ .,;j.<F~: C<eAJ es uno. 
co1ecc16n cerrada .dt~~~~i~:~~ ;/~~·6:~L·Efe'r·.f.~>.~ ~f. un:,rri'f.i~Wrii.entO .. ·de : 11. · 

::aA~~~c~;::~,::::;n U.~i~Y,1~1~1'.J,t•"• - ' 
... .... ' ·"·' ~.-... · ' '::);:·; ' -

- ' "·' -'··· -, ·;.;;;, ";'_;";;): .·.,::},,;>'"' "(i':··-- .,/, . :,,:\'' :=;-.'. 
Vn =X - u{Fa: aeA¡.¡}·-~·_:y:.:~}_<~~~~(~:-\:~~·;:.:.~;\p} '·"c;r: ·~'.i;;'.:'Lc: -~- .. -~~~ 

.. . '" '.;•'..j:_: .• ¡· ~{i}i_~,- c:.r; '· :;,... .., __ .., 

{V A}. ·.{V~ .. },_:·_-,_,_'.-'.'. ~~~¿': ·.;;.~-x-'';V-:: ·';~:.; :e;..···.''··:·~·-;·,-:•;··"·,--; .•. ;-.. --·· : «• u ,; :·· :§. ::<·. . ... ·.·· . . . .. a n _, n :-.-"- · . '>',.,:·0 •·• :-·._~ .. ,' ,._ .. ,__-., .. _.,, ...... ·~.e,·· '-:,-:;: .... ~:~?. ,,,., .· .::~'· -:c.· <L·.:·: . 
·_::;>.:: ' ; .. '.,i-;'4·.:-: ,__: .. ~~:·~'~ .. :~:·:·:~~'·'-·-~.~-:.-.. - ., ' . , ,. 

H6tcs~ q~e ~r ·ser 11~ ?1.t~f&":t~;"~;n~~nc~s f t,; :fes~ uno. 
colección abierta. (véase·· teorema' .4·; 4. l. en ,JB] l•. 'Ad'e.~fi's:-~1--.: 'x¡!-" u·.~ -

'.1 n c?li;,ni:~s \~e#« parO: ri.11111~ .·· ~eAn~ ·· se sigue que Si xe u 
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pero tal que o:' ;ca., o sea xeX -

v {Fa,: o:".~«} .y como F«·c-U(a.) entonces xeVu 

cubie:rta·-:·ab'ier:-_ta _ d_e X Para todo n. 

Asi que Vn es 

/.po-!~· ot·ro ·'lado~ si xeX entonces xeif.J; de donde, existe n 

tÉl.1-·que~·--xeFo: --.para alglln aeAn, asi que xeVu e U(a.)e1l y xiv«, 

para··todo .o:'EAn 'dlf"erente de a y Xi!Vn. Oc donde St(x,Vn) = 
VcX c.U(ii). 

(4) ~ (2): Sea 1l una cubierta abierta de X. Por el principio 

del buen orden 1l se puede bien ordenar; digamos 1l = {Ua.: O~a<~}. 

De la h_ipótcsis se sigue que existe una sucesión {V 
1

: J=l, 2, ••• } 

de cubiertas abiertas de X, que satisf'ace la condición (4). 

Aplicando nuevamente la hipótesis, para cada existe una 

sucesión {v11: j=l,2, •.• } 

para todo xeX existe J 

de cubiertas abiertas de X tales que 

VeV1 • Continuando con el 

tal que 

mismo 

colección de cubiertas abiertas de X 

entonces existe una sucesión 

satisf'acc la condlcló_n (_4) _para 

se obtiene 

St(x, V 
11

) e V para algún 

proceso, supóngase que una 

ha sido definida 

.. ::-- -_ ,· . 

. Wj =<Vi" ~;(;•:v:?°:~f~V{;Q°:~~"'c,g)(~r~f~;i!{:~:·i~J~fj>"c: •:-·· ... ~. 
;¡i-,. :}:- -~-'.. :;_:-,' ' .,, - .,;<,. 

una 

• "' >----_-· :;_:·\· ::~1;,:-. ,::: . ·,(':· -1-.{::'/ .--. 
Cada ~J _es. una :~~b1ri~~n-.;:d'~:_; "·X ~!-.'pórqu~_,;··cn:da :,''.-_Vi~:_:_ con· . l;SJ es 

cubierta de X • . ··:··~_{ -q~e:·:·d~do·_:: . .':ie,/:·, c-x-iSÍ:-ezl :·.: v'-~. iÍ~·,,, :>~ 
1 
v
1
·· eV_

1
• 

: 1' 1 . 
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tales_ que 

sucesión de 

xe ílj V eW Entonces 
l=• l J" 

cubiertas abiertas de 
{WJ' J 

X tal 

= 1.2, ... } 

que wj+1 

es una 

es un 

rcf'lnamlcnto de w
1

. Entonces se observa que: 

(1) Para cada xeX existe J tal que St(x, WJ) --e_ U para algún 

Ue'U. Esto es cierto porque la colecc16n {Vj: _ J = 1, 2, ••• } 

satlsf'ace (4); y por lo tanto, dado xeX existe· J tal que 

para algún Ue'U 

e 11) Ade~ás·~ la' -~olecclón.:_:. <Wj'~ ~-_J =_,_1,_.2.~ .--:--: }~ ,.--.e~;-.t~~- ._que;:. para cada 

J y,_cada xeX eXlste-,,':J'..>J_-,'t0.1~;:~uc: ~~-(~-~WJ;,l--~ __ w para 

a:1gún - WeW J·.-~ "-·~to-_'~ e_f(-: ~ lert_o:_~ ~~~;iié: :.:::-:_: Dadi:f ·' ~'.J, · ' '.e o ns ldérense 

:~:~:¿. ·.·:~t_-_._~_,_:_.~-~·~¡¡~_'._~_._
0

_._)_l_'_,_._i_·_~_t_~_¡_.f_x_·~-·-n_i~_¡_~~:.:::: 
. ·--- - '~-"-:;_-,-_~~~-:-:,=':';'; :~·;i·-~-, .. 

:·~.::f .·~tr~it~t~li~1~~l~·· .:.:z:: 
·:. -_,.o_,,;--;., .. ~-,-·c.·;·, '•</' ''·;;0,~-·-..• ¡

2
. -~",:, ·~·:{>·""'' 

s~cx:~}-"JcJfh~I-¡ic~_l_ü_I;_· __ -> __ . __ -_l_ -_;_,_._e __ •• • ;9;f~y~j(;;_~í e bi) 
''/: .. :O':;:-: .·--.·.:.>-r_.-_,. \~ ., .<·"'--· ~·::Z0 :-:~:.:~ -··:~,~- >:' 

--- ·:; ---·-· ':~- @: 
·con~fdé-~e'~;J .--~~~~'.t.: y .'i:ádO:·-;; ·asá:<·-'i los 

sigul_~~t.e·~ ~~nJw;,_·t·~---~~ \::i_¡!t ~:'::-::;· '.:~-:-' ~:f:': -; ;_~;ft ::;\¡;.: :·-~:·;_: <::,·.;:- -·-. 
<-:-:-· .. ·' :,{-; :t/~"- ;,,;,~ :~i{/ ::;:;:-: ._,. '~.;;_. ,:.'{.:-. 

(a) 

(b) 

con 

~~a·'-"' 
:. amo ,_,,,-

::·_::;=:_, __ ; '':;.-,., ... ,, ,, 

~---::·,_ '~:.:., . ... :,-~- . '-:··•" _,·._ 

Cada '-coriJU~,t~_·:~ F~ ', ,_"_ª' 6er_r~dOY'Yi-Y~-~~>ª~::;i:~,~~-~:~~é_F~)~<:-· si 

xell, y ·s1 ye~nF~~:(' eritOiíCcS.'· ~~~~-~-~· .Jfn)_:::~ '!ix.~ :'·· POr lo 
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St(x, W n) e Va.: Es decir, xeF 0U1º 

Obsérvese que F OU1 e U a. q. Ganm e U a: Ademtis como F OU1 es 

cerrado y v{St(F lln' W J: tl<a.} es abierto, entonces Gcxrun es 

cerrado. Asi que, cada Gcuun es un conjunto cerrado contenido en 

u"_. 
Considérese además la familia 

es una familia discreta. En efecto, sea xeX arbitrarlo 

y tal que xeV. Supóngase que WnGanm~ ti> y que WnG(Jnm* ~. 

entonces WnFOU17- r/> y WnFtln* r/>, o sea llcSt(Fcm,WrJ _y_ Wc:s~.~.~f3n'· 

W,J. de donde a.=(3, pues en caso contrario se tiene que W~(3~m=_1' 

o WnGanm = r/> lo cual es una contradicción. 

Se demostrará enseguida que tF !'1 = 11 _ · es':<_una_-:c~bierta n,m=t nm 
de X. Sea xeX. Por ( i), existe n tal _9_~c:? ... '._~~-C~i}~n~c-~~~~": para 
algún a.. Supóngase que .-.--_~-- --~ _ .-. ·v o::~;:::-:' :-_·--:::'.~( -

-;.'·;~~~;.~~,:gú_~,-. -~~ (e) " = mln{ce' er: .s~(x;W n)c:u,.. 
-.-.... ,, _. __ , - ' ----·; .·,:;_·-- . ~<-' 

De· la lgu~ldO.~- (a)- se" ~;1·-~~,::~·e:; ,·,: · ··':. "·'·::,:_:f;: ·.:;: 
.";":'~\-:/;/ -. ·--¡,;~ 

(d) ·xef · ; 
.-\> ·.-,---- ::~;.:· . - :'.; ~ --.-~ 

-De·: la ,-.¿;~~,~~-&~¡·'~~~:- '.:C
0

i·~~ ·-::~a~i' --:~tes, ·extSte ·. m>n ·tal que 

st(x, 1r J~~. ·P~-~ ·::·'~l'~a~::: __ ~---V~l_f~-~-::-~· ?-~-~~--'-/ :-~_t-Ci:ir,rt-,.iF~~ -= "' para todo 

(1<«, · si no ~~~n-·-.-:-4'_.- ·'-:Sea_ ,Ye~0f13n; __ :·Por: ta· hipótesis (e)· se 

sigue que St(x_~ W,;~~13::-,::·.- (:po:r~~e:·_~.<~_) ._ -. ·_E_~~-onc~s WcUf3,- de .donde 

St(!·_~n~--~u13~--· -----~ sea_ : __ ~_;Y~_F~~-;_'.~-:~-º ~--~-~~~---~-e~t~:D:~lce q1:1e ye~/~ f3il' Asi 
que St(X. W J~~~~- ,---~,--::-;:, - 7'~ para c':-to?o_,:--,-, · f3.<«.:_,, -~.~>-El 10_ -~~_lmplJ~~ · _q~e~_ 

xESt(Fl3n'1VzJ para tódo::f3<a.. Ent.:onceS de" (b) y (d)·se-:-tiene que 

xeGanm lo · cua( .cdem~~st-~o.:: que ·_y __ · es una.• ~~~iJ:~t-~-· ce~rcldci. 
cr-dlscreta de X. 

3.35 Proposición (12]._. Sl X 
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X es paracompacto. 

Dcmoslracl6n. Sea 'U= (Us: sÉS} unD..cubierta-abierta do X. Por 
el lema {3.33), existe V ~=1 v1 ref'intimlento cerrado 

a-discreto de 'U. Por (3.29), X es normal por colecciones, 

entonces para cada 1 = 1,2, •.. existe. 

abiertos tal que para cada VeV
1 

existe 

para cada 1 e N y cada VeV1 existe 

que Vcl/nll. Sea 

W 
1 

colección discreta de 

We1V
1 

con VcW. As1 que 

Ue'U y existe We1V 
1 

tal 

U 1 {tJf'lll: Ue11, WeW 
1 

y existe VeV 
1 

con Vctlf\U}, 

entonces rr
1 

es colección abierta discreta para todo 1 = 1,2, ••• 

tl=lF. u 1=1 1 es un ref'inamlento. nbler.to a-discreto de 'U. Como 

Y es a.demás a-localmente f'lnlto se sigue que X es para.compacto 

(Véase teorema 6.1.5 en [6]). 

3.36 Dcfinlción (12). Un espacio X- es metacomp.iCto C=:· __ dóbllmente 

paracompacto) sl toda cubierta abierta de X tiene un ref'lnn.mlento 

abierto punto-f'lnlto (Véase 2.8). 

3.37 Corolario (12]. Todo LOTS ·~UbP~~~~~par;;t~:-;,~s metaC_ompacto. 

Dcmoslrnción. 

mctacompacto. 

Inmediato de 

La metacompacidad también e~¿-cOridi.'C16i1Xs'hi')C:1:e:n-~;é-': P_ar~ -_qUC ~-un 

X sea paracompacto, ellof e~j,~i~J:~f::.1~:·:.1;8:~1:cgt~ propl~dadl LOTS 

,_. ',',.~,--.: ... v.--"',.--.. _.,-.. ~,,,, •. -,;~, ''· -.;._,,, ·~ __ , __ , ,_,_,,, ...... ., -"'"'; ·'".--',,' ·-;· 

3. 38 Proposición [ 121 º-" _s1~'j;, x :~~-ei:::-tünt-LOTS~:rii'JftiéóniJ)á'.C_téf.~:o~~nfó-riC-6~_.j'.X~ 
- .<;:,;, ,,:;: ~ --,~; -,,,, - ' 

es paracompncto. ... ' ;;\ ;.é;#··c ----- ·, __ ,~·):'_'-Ce;.,,- ·--:~f ·- ·-:,-· 

Demostración. 

SES} 

Sea 
' .• ~-.. ~~.: .•. ·-:.¡ •. '.- ~:-, ,, ->:-: . '? :;-

: e,--:,:, ,,~ c-1'.~": 

11 unn c~b·{~~--tc.~~~6i_:¡;ft~ :~e-;·.;_~'", y~:~~¡" -·g· cG-.';-
abicrtO . púnto~f'_1nlfO :~de·.:;· u·~·.: . .- -:pri·r~:'. -~~da_·.: s!S un rcf'lnamlentO 

sea 
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ªs = UteT vSt 
s 

en donde V st es componente convexa o.bl.crta de 

teT5. Considé.reSe . la colc!Cci6n 

V "' {V st' (s, t) E S X (Uses T 5)} 

Para cada xeX se tiene xeG
5 

= UteT V st e: U para algún 
s 

Ue'U y algún ses. Como además ·Y es una colección punto-finita y 

las componentes convexas de cada GE!J son ajenas entre. si.. se 

tiene que V es una colecc16n punto-finita. Entonces no se pierde 

generalidad al suponer que los elementos de !l son subconjuntos 

convexos abiertos de X. Por el lema (2.14) Y = u{G'a.: a.eA} en 

donde ~a.- es una subcolección coherente maximal de g, Por el lema 

{2.17) para cada a:eA existe una subcolecci6n numero.ble "J(cx. de 

'G'cx. tal que u"J(a. = ut;a.· Básicamente en el lema (2.17) f'ue visto 

que para cada aeA existe Ha= v{l<(a., 1): JelN} en donde :l{(a..1) = 
S(p, "€ex) e tl'a. paro. algún pEX. Pnro. cado. 1e1N sea X

1 
= u{Jt(a:, 1): 

a.EA}. Es claro que x
1 

es subcolecc\.6n de ~ poro. todo .ielN. 

Adomft.s para cado. lc:u-1, J{ 
1 

es localmente fin\. ta porque xc:X e> xeG 

pn.ro. alglln Ge§ con Ge'G'cr. para algún cr.eA. Nótese que esta G 

es tal que GnK. = tP para .. todo Ke:lt((l, 1) e 'G'(J con {3-;ta. porque 

(\M"') n (ur:
13

) = <I> si «~ll (véase lema 2.111). Entonces G 

intersecto. cuando más o. los elementos en H(a, 1) de X
1 

los cuales 

son un número finito porque lt(a, .i) = SC_p, 'Ca.) para algún PEX y 

!SCp,t"«)j < N
0

• Entonces la colección 

X = u(X
1

: ielN} 

es un ref\.narniento a-.;.1ocalmcntc fl.nl to·~ abiCr"to·· de , .'U 

x. Entonces X es pariicomPacto_·.- {Vé.aSe·f·s:'·1·~ .. 4·:_:~n ''.f6.1 >.;·· 
que _cubre a 

.. ,._,,: ;_·. ~:··- -<:~': .. \.::;~::.:~··:-e· 

Otra co,;dl~I{,;;, ~;J[r;1,#~t.e '~éiit;;J:~b'~·1·te:?r~!st'n:x.·d{se·:~.-~ª-~ :~.··pX'.~···· ~8Q_t¡tp~;-~~ • lo es el hecho .. ,.de.".':-_C¡Ue.::. tOdo..-::.·cUbl.ert-D>: ... ...... ·::·.tan~~::Un-

refino.mientó 8.biert':> P~n~o+nume·r~~·i~~~~'..~? . .:¿~aí<?'~drá.:· Vt~·fo" .. ·~~· '.>1~. ~ue 
slgue. 

' .. ; -:· .,,.,., ·.s..,, ·~:.:..,,, :"~.:.: 
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3.39 Dc~inic16n 112]. Un espacio topol6glco X es meta.llndelOf 

si toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto punto 

numerable (véase 2.8). 

3.40 Proposición (12). Todo LOTS metalindelOf es paracompri.cto, 

Demostración. Es análoga a la demostración de _(3. 38)\ _ 

3, 41 Dof"inlción [ 15]. Sea X un espacio topológl'co, entonces X 

tiene dlagonal-G
5 

sl en el espacio producto XxX _el, conjunto 

diagonal ll = {(x,x): xeX} es a
0

• 

Será visto en el siguiente capitulo que todo LOTS con diagonal 

c0 es metrizablc y dado que todo espacio metrlzablc es 

paracompacto (véase corolario 1 pág. 211 en [6]) cabe preguntarse 

si todo cspnclo-GO con diagonat-G0 es paracompacto. En realidad 

ello es cierto como será visto en (3. 47) para lo cual téngo.se en 

cuenta la siguiente propiedad, 

3. 42 Teorema ( 15]. Sea X un espacio topológico, entonces 

b. = {Cx,x): xEX} es G
0 

en XxX si y sólo si X tiene una 

sucesión 'U
1

, 'U
2
,... de cubiertas abiertas tal que 

neo St(x 'U ) - {x} para todo xeX. n=1 ' n -

Demostración. ~ l Supóngase que A ªº' entonces fJ. = 
·m 

l/n es ..... íln=1 
donde W n es un conjunto abierto de xxx. Para. cadO:.::---.' xeX.' -,se-

puede o.signar una vecindad abierta de ·x :tal __ ·: que 

Un{x)xUn(x) e Wn. Considérese 

'U .e' {U Cxl 
n". -n: _.-:: 
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e W
0

.Entonces {Un: ne~} es una sucesión de cubiertas abiertas de 

X tal que íl~t St(x, Un)- = _{x} . Pf'.ll'ª. _todo XEX. 

~ ] Sea {Un: nelN} una sucesión. de cubiertas abiertas de X tal 

entonces 11
0 

= A por la siguiente- razón: 

para todo nelN "4> para cada nelN 

(x,y) e· 

neo ll q (x,y) e 
n=t n 

UeUn tal que x, yeU ~ yeSt(x, 'Un) para todo nelN q x = y. · 

existe 

Enseguida comienza el estudio de la paracompacldad en 
cspaclos-CO con la siguiente propiedad. 

3.43 Proposición [12). Todo cspaclo-GO es hcredltarlrunente normal 

por colecclones y hereditarlamente numerablemente poracompacto. 

Demostración. Sea X un espacio-CD. Dado que todo subespacio de 

un cspaclo-GO es un espaclo-GO, es suficiente demostrar que 

normal por colecciones y numerablemcnte paracompacto. Por. 

X. es 

e i. 32¡ 

se tiene que X es subespaclo cerrado del LOTS x•, asi que· d~ 

(3.31) y (3.21) se tiene que 

numerablcmentc paracompacto. 

X es -normal por colecciones y 

3.44 Teorema [12). Sea X un espaclo-GO. Entonces las sigu.1entes 

af'irmacioncs son equivalentes: 

(a) X es mctallndeltlf. 

(b) x• es paracompacto. 

(c) X es paracompacto. 

Demostroc16n. (a) .. (b): Supóngase que X es metal indeltsf' ~- A, 

fin de demostrar que el LOTS x• es paracompactO- -CS:' S\iri-cle'r\_t-e:~~p:O·r:,: _________ _ 
la proposicl6n (3.40) demostrar que x• es metallndeltlr. 

Sea 'l1 una cubierta abierta dc x•. No- se plefodo ·g~~e~8.i'1dad 
al suponer que los elementos de 'U son convexos·· ya que cada 
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elemento de 'U puede expresarse como lo. unión de sus componentes 

convexas abiertas, 

abierta relativa de 

Entonces §' = {UnX: Ue'U} es una cubierta 

X. Por ser X mctalindclHf' existe un 

refinamiento 'Jt abierto relativo punto-numerable de U que cubre 

a X. Trunbién aqui no se pierde generalidad al suponer que cada 

lle'Jt es convexo. Consldérese 

V= (/1- : //ell} v {((x,n)} (x.n) ex• - X}. 

en donde 11- f'ue def'inido en. (2.1). Por el lema (2.2) cada 11-

es abierto en x• y como cada (x.n) e x•-x es punto aislado en 

x• se sigue que {(x. n)} es abierto en x• para (x, n) G _x•_-X. 
Asi que V es una colecci6n de subconjuntos abiertos de x•. Por 

ser lt punto-numero.ble, del lema (2.9 d) se sigue que {11 ... : -11G1(} 

es punt~-numerable, de donde V es punto-numerable; Como 1t - es 

refinamiento de V y consecuentemente de 'U; del lema·· (2. 9 ·e) se

sigue que lt- = {11- : HeU} es refinamiento de 'U. - En~¿riée-~-~-'· t,--~. ·es 

refinamiento de 'U, Ademfu; V cubre a x• porque: 

yex• ~ 
algún 

yeX o 
neZ-{O}. 

yGX•-X 
Asl 

~ xell- para algún lle'Jt o y·~{CX~ n)} '-- para. 

q:e x• es metnllndelBJ:, )~:,Sl~ue d<; , In 

proposlcl6n (3.40) que X es paracompacto.-- ,---

(bl ., (e): 
para.compacto 
(e) ., (o.): 

:/' - ·:,.:.' 
Es inmediato porque todo subcSp~~-?. :i;~~-~~dci'i _de· un 

·-· ¡-;; i::>· ~,, 
es paro.compacto (véase (3, 15)) ,: >~. ~;.>--, .. ~¿::,¡ 

Es inmediato puesto que toda· cOi~CCión /.fóCO."lriiente 
' • , -r,, 

finita es punto-numerable. 

En lo 
suficientes 

que resta de este co.pitulo se 
., 'O 

para la paracompacldad en espaclo~""."¡;;o,~~.-:pOr:,· f0:' qUf:? se. 
>./ ,.,..,, 

estnb::::r:l p:::~am:::• s:::~os c::o.s~clnrnr qu:. ·~'l i;:I~; !~)'.~n . 
subconjunto parcialmente ordenado: 

puntos a ambos lados de un Punto 

a, b E 1\ tales que a < x < b. 

3, 45 Lcmo. [ 12]. Supóngnse que 'U 
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espacio-GO X formada por conjuntos convexos. Sea E 

ningQn- elemento de - 'U_~ contiene_ .Puntos a ambos lados 

= {xeX; de x}. 

Entonces para cada yeX ·;-: existe_ ':!na vecindad abierta · G(y) de y 

tal :qu~.-.- G~Yl _n g,. ~:<Y>-~ ES decir~ ·\E .es .un -sUbespac.iO cerrado y 

discreto. dé·'.~ X/.· ,,~_::);' · - - · ··,-,':. 
·-,-:-.)e:\-- ·,-¡o, - '·"·" -·-:r,~:-'~':.::-,_-;·-<_:_,_._,,.- -__ , :_ 

._._ -"-:o:-;;.:!::;- ';:' ·~:;: ~-; 

nelll<>st;~~i~ri:\h~áf.,:;>¿~~i3t~~~t~~~~g"r .·U(y) e 'U tál que.¿~ e U(y) 

Y -ad~~ _sty-.:j_Y:,~é.l,~--::..t.~~.-~-~.'.-.~;{.:.l.;.tU·· .. · .~.f.>_ ·'.t6·o~t·1'~,~~ puntos ,':~:.Wn~s. i~~-~~~~ __ de . y. 
':~. ;,"'!'i; ~-:r.:-r,;;;<.:'./ :-:x_,~-.:. - - - - . . -:.;_- c:t:-' 

. :e:~S~t~]~~~~~~~~? ~~::::e~~t~::~::n i~:~~ird~ .. ::~ ·rc:Ndis:: 
toma'.·. GCyl\;i;~c§J ;_>J~,zl. S! y e X - E, E~~ =~~=:e~r:;~c::~~;~ 

··tiii-0 qu~ :-d~~i_~i_'.~ ~~-~-.-t~-~a GCy) = lx,-zl. 
,-_;/"· . '.:~t,j2 .",:.-~/º_. ,__, _. 

-'---~:::J'~.'~s· "-~tci~-~~i~16ñ e 121. 

Lindeltsr~-- -entonces x• 

-,Detnostroc16n. Sea U una cubierta ab1~rt8. ·de';·;: x-~-''. --~~~:_s~~fli~_é '-sln 

. ~:;d~.: s::c:::1:::1:~:a c::~cr~:!ide és X~~n~~;~:~~t#;~cf{n~~io;L 
existe una subcubierta V numerable de 'll. sea:: .'.:'ET-J {xex::c~ nlngOO 

'·', 
elemento de V contiene puntos n ambos ladoS de· ·_J(};::':_: 

Por el lema (3.45), E es un subespaclo cerrÜ.do:-yc'diSCi-étO 'de· 

X. Dado que todo subcspacio cerrado dé, un L1~~~l6C'-:.::~s~:-d~--'.~i~1~d"eÍlfr 

:~::;:t:· 7 ~~ e:s 1:~Lrsa:1:'.su~:ue n ~ <v:: :Jnjt.nd!~J'q:~~~ · s:: · 
un refinamlento de rl, entonces por .. -,·2. -9-~-: ~,}-:'.-'\:.;t:?::-. es ·:un·:_-. 

rerinamicnto de g formado 

Ademfts, si (X, k) E X• - V 1(, 

(X, k) e x• - V 1f = (x, k) , ~ 

por subCo~Juhf~~ _--;-:-~b_Í_Ó,r_~~-~ ~-i- de 

entonces xE.E, <' · pues_t.-~' :_~qÜe.i>·,: 
V --j~ .- ~,;_ t_~-~--·k) '~,:~:.'.:-r+::~)'· p~~8:< :t6d~· VeV ~-,: 

nlngó:n _ vev contien:e- -pUíiiOS·::~'--i-am~S/-1ados?.:de;~-~-~--x~~~--~:~X(si8uC -~-de~-- io.·-

observaci6n ( 2. 10)); Entonces'· ::·x• ·:: ~ :\~1(· _:'.'--'_: eS·-:-:·¡{~er~b-1-~--~- De ··donde 

lfU{{(x, k)}: (x, k) e· x• ___ ;-~if.-:: k~Qj' es; uri': ~ef {~'i.e,~t~---ni.i~er~blc'·_--de: 
abiertos en x• de.· r; que:~~b~~ a·· X• .. -.. --.-~;:c- ·x• -·e~'.-de t:incÍ~l-6~. 
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3.47 Teorema (12). Un espacio-GO con dlagonal-G
0 

es 

hereditario.mente paracompacto. 

Demostración. Supóngase que X es un espacio-GO con dlagonal-G0 • 

Dado que todo subvcspaclo de un cspaclo-GO es cspaclo-GO Y todo 

subcspaclo de un espacio con diagonal G0 tiene diagonal a0 • es 

suf'iclente demostrar que X es paracompacto. Como todo espacio 

subparacompacto y normal por colecciones es paracornpacto (ello está 

lrnpliclto en la dcraostraclón de (3.35)) y dado que todo espaclo-CO 

es normal por colecciones (por (3.43)) es suf'lclentc demostrar que 

K es subparacompacto. Enseguida es 

subparacompacto usando la equivalencia 

se demuestra que X 
(4) n (!) dada en (3.34). 

Sea 1L una cubierta abierta de X la cual sin pérdida de 

general !dad puede suponerse f'ormada por 

X. Sea E = {xEX: ningún elemento de 'U 

subconjuntos convexos de 

contiene puntos a ambos 

lados de x}. Para cada ye X, escójase U(y) -e 1-l tal que y e 

U(y) y tal -que si y tt E, entonces U(y) contiene pun_tos a· ambos 

lados de y. Por el lema (3. 45) para -cada ·y e_ X existe un 

abierto G(y) tal que y e G(y) y · G(y) · n E.,;; {y}. Se puede 

pensar que G(y) & U(y) · (eri-,: cnso ·_·:que - .:_/-~Gc".Y> ·_s;--;_ U(y)~ se puede 

sustituir por GCY> n :uCy)).: ·--~~·-:.~'.qUci ___ '.'._;---:-k(-' __ -<t_iCne dia_gonal-G
0 

entonces por (3~ 42) ·exist'e Una.-~:-~u~éS'iófi';-.'.-:: ·{3lC11)) · de_ cublertn.s 

ab'iértas ·_de X tal ·Ciue:·pa;-a·: éc;:dci-'lJ~i~.\:~--;~·;._;;'": ,,,-.~---- --
-~"";~-,---- -- . --- -.;-· ___ - - ·r,;\ 
m. .~;¿: ~t,;1;'~~{in ~> . 
n~~ -:~~ ;· 'r-_: _;::~ ·:·_~',:/J\ :)-~·¡:::· '-'-~~': . .. ~:-' ,, 

Enton~e~ ; l'nri·~~~a';;•; E~!1,fü~~J}p~i~~át,:'Hbn~ f 11sh>\= {uC~.xl: .. 
xeX) . en donde:- cádá ·'.'.-~HciJ;xl\~;: .. es ::ün\ subcOnJuritCi\ convexOfó.btCrto_ .de 

... :u::: ... q::~':~;i~:;~~~t[~~~~c}l~~ff $~{i~*~-.. ~.-e1te;}:i~ªl'iu,~~- ,, . 
' ,. ·'-'·:.' - ' - ' . ·. -!~ -. ! -: 

t6mase //' (n; x) = n~~rj¡ .. ·. h. :i.'.'i. ;'.\ ••.•• •.· .· .....••. ·.'.·.·.¡ ...•. ·.·. - o-,_--;._''.:'-_{:::-···, 

sea U(jj) --= ·-{dCx) A;~;_¡¡_é·ii~ ~) ;- :-:1eX}·~- .. ~l~~m~~t~, 
~ubiei--~~-- --d~-- x;:. . :_·.,s~-~--}'v~~-1-rl~a;á. que 

Para cadn 

cada 'U(n) es unn 'UCnJ 
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satisface la condición (4) dada en (3.34). Seu. yeX. Si yEE. 

U(y) (por 

xeX se 

entonces existen puntos a y b tales· que a<y<b y [a.b) e 

la rorma en que se escogieron los U(y)). Como_para cada 
.. : m . 

tiene que ll(n+l. X) s;:; ll(iJ. x) Y: a~~-~ _íln"=i St(y. 

a<y<b entonces existe. _mi=t'_. ·t~t.-_."éíUe'" nl' :a ni_ b 

St(y, 1f(m)). Dado que, los- ~{~~~i\'t~~"<-~~ 1f(m) · 

convexos, St(y, :K(m) )_ s;; :[~-~-bt~·:. : ... >i:i:Eit.tOriCCs. co~o 

l!(n)) =: {y} y 

son puntos de 

son conjuntos 

'U(m) re:flna a 
' -;.:.i 

'.·_:~<':--...... ;.~.~.: ji~':- .;v».-»::''i_ 
.. ;~:.- - ~-':.-'. , __ _ 

11( ml, se sigue que 

St(y, 'U(m)). o::·.St(y/·l!(m))n;;qa,b] o::. U(y) e 'U. 

Como 

con 

-::~~-,,:::~;:;;;/-~:~"-'· ,:;~- t:-~:~:~ .. :\-;~~--; . -v 

Sl yeE, entonc_es ;}y1i1GCX)';··:~~S1--_~;·:::X-Y~ )"~~~~~_.:> G(x) n E ~;;-::_:{~} •. 

adenm.s los eléméntos-::·ii~:'"~:-·_íiC.~'l-~:\:~-~~i(c1e: ia :f~rm~-.-: _Gcx·>··:~:-.. ~c-~.x,--
xex se -s1gu~--- q~~ -:~~ y~GcX) _'.~r:-~iic i-~~XfL;°~p-~a'i~iodO,-~ _'-~X; :c~n~ __ :·'~Y.·_ 

,_ .: ·-. -- ''.- -.- ,, -- - ... --. __ . ---··-, 

- -~~;o ·:~'.: :--.~~;~;,:~~t:'.~;{~_;_--~;~,,-lj; ~--~_-~" 'i,~;: -~'-'' 
St{y, 'U(l)L= GC;l n ucl,yl "G(y) "uc.YJ.'~if ;·; 

:··~_,.· ' -- '"~º' -.-, ,, 

De donde· 

lo cual completa. la. demostración.·:. 

3. 48 Dcf'1nlci6n. 

subconjunto cerrado de X es 

3. 49 Lema 

perfecto. 

[12). Supóngase que .X · eEJ:,'~-un· ·esp~~i"o;--· ~~po(ógi~o 
ex1Ste ~- :-~;;~·üceSt60-, :'"· '<~Cil>} -. de -Supóngase que 

colecciones de subconJunto_s abiertos ·:de x ·_;'·~con · 1a. prop~eda.d de 

que. dados dos puntos distintos '.:,·ic-~ ;~X:::'.~; ~~!~'te -\líl_ entero n~l tal 

que x e St(x, rl(n)) S X-{y}. _ _-,'.·E~l~-~~~·s··:;_:;· X·: '.(t_i-~n~-- --~iaBonnl~Gó. 
-- -_.:.::.:: 

,-_,¿.·. 

Demostración. Por Ser :,-x·< P~~f~·~t·'~::--: ~~~---C~~a 
03 .. - ·'.<;::· c;:i.?'.' ~_--. ·_· . 

X - un'(m) = íln=i- WmC-~>.:-_;i_::c?n -~m(n) ·,::abl'erto de 
Para. cada me.IN, coÍl_s"td-ér¡;;!¡;e ., .-;,-.. :;,: 

'".---
'·• - __ ,_,_. - -.~--.. 

;;=_.,: __ -~::____-

. ··· !l'~ =';(i,i~u
0

-{W~ClJ} 

!"I! = !l'Cml u·{llm{2)} 
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'lf es numero.ble y yll es 
m 

cubierta abfertii'; de · __ x_;\.:parii. ··:c:ac1a m,neN. Sea peX. Si cpp 

entonces ~xlst~c .. ~?Lifli%Ct~i. q,Í~ peSt(p, !l(m0J) <: x - (q} .. q " 

St(p·, 11(m0)): Y;· '~ .. ~,.t íln=·l~llm (n). _;-.P~r '1_0--t~to .. existe n0G.~ '--ta-~> 

que • ,f ~;S;J~c~¿~~f ~~3t;\~~~~~-)ii<r· u=~. = s~(p, !1( mo)): con. · · q " 
: .,, .. ~ .. -.. -;~--

- m- -.. 

nm~~t · --De donde por 

e¡:.· ~-~'.~~~~~ 
-~'. 

'~';:.. :-:~~-;-~ 

''·x -tiCtl.e ·diagonal-G
0

• -
,-: -;·;__: .. 

;..;_:"" ·-::-,~-=';-';".~;_;;_· 

3.50; Lema.·-:'(1'21~-- :n-,_~5~-~-! ··¡·)(_; _'.·~-'- espácio-GO pr!rfecto con un punto 

ex~remo · ~zquierdo :_e~' :-u~:. PuntO .·-extremo derecho) p y seo. 'U una 

cUbicrta.'abterta de X·. de conjuntos convexos cada uno de los 

c~ales C(oriti~"nc - a p-~ -Entonces '11 tiene un ref'ino.miento abierto 

punto-numerable. 

Dcmostro.c16n. Se dcmostrarA el ca.so en que p sea punto extremo 

izquierdo (el otI"o caso es anti.lago). Seo. T lo. topoloain. sobre 

X. Sea p punto extremo izquierdo da X. Si además X tiene 

punto extremo derecho, entonces un solo elemento de 'll es 

suí'icientc para cubrir X. Supóngase que 

derecho. - _Entonces se puede tomar S = {x«: 
X no 

O:scr.<A} 

bien ordenado corinal creciente en X, en donde A 

inicial regular ( t11l conjunto existe por el 

sUpórigO:sc que xo=p y que para cada ordlnal limite 

t lene extremo 

un subconjunto 

es un ordinal 

lema (1.22)). 

lnCinlto µ<A. 

sup{xcx: O:scr.<µ} = X o sup{x«: Q:scX<µ) = Vµ es hueco interior de 

(X, '5). 

red 

µ 
Sl X es punto de ncumulaci6n de s entonces 

{x. : Os~<µ} e S- para algún ordlnnl limite 
"'¡; 
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sup{x : o=:~<µ} = x. Como {x : o=:~<µ} es sub-red de 
. °'¡; °'¡; 
se sigue que x=xµeS. Entonces S es cerrado en X. 

< A : µ es ordinal limite y sup{x«: o=:a<µ} = xµ>· 

{xµ: µeL}. Entonces S(L) es cerrado en X (porque 

o..cumulac16n xeX de S(L) es punto de ncumulac16n de 

{xo:: º"o:<µ} 

Sea L = {µ 

Sea S(L) = 

todo punto de 

S, o sea es 

tal que 

e::; ªa· 
todo n 

xeS(L)). 

de donde 

Asi que, por ser 

S(LJ = ílm V(n) 
n=1 

X perf"ccto se sigue que 

con V(n) abierto en X 

S(L) 

1,2, •.. No se pierde generalidad al suponer que V(l) ;;!: 

V(2) 2 ... porque dada una colección de abiertos {V' (n): ne~} tal 

que S(L) = ílm V' (n) se toma V(l) =V' (1), V(2) = V' (1) n V' (2) 
n=i 

"'V'(l) = V(l), ... , V(n+l) = n~:: V'(l) "'n~=· V'(l) = V(n),. .. 
m m 

:formándose asi la colccc16n {V(n): nEH} tal que íln=t V(n) = íln=t 

V' (n) == S(L). Sea µeL. Si _ Ixµ• -+[ es abierto, def'inase 

f(n,µ) = µ para cada n~l. Si [xµ' -+[ no es abierto en X, 

def'inase f(n~ µ) = ce en donde a - es el primer ordinal menor que 

µ tal que Jxcc' xµ! s: V(n). 

Para n::!:O, derlnase u·na col.ccci6n WCn) de: __ subc_onjuntos 

abiertos relativos de S como sigue 

W(O) = {{xo:}: o:~L o .Co:eL': ir;:.cx.;;¿r es abierto en X)} 

Nótese que aeL y [xa' ¿_C ;::_--~b_iC~t-O :(;~' :: X_: 7 impt1C8._---~~-e -~'.i.;J·~·-x~~l[ 
n Cxa' --+[ n s = {xa> - es- EÍble.rt~J:é·ñ\ _,S.\·~ -si:, ?_;;·a:t!i<_~'érltOfiC:es ·.¡~ -"1xd~i-.---

xa+t ( n 5 = {XIX} es también ~bii;~t:~::--~~"-~·. s;,~·~.: ~~~(- .:~,>·.;:~';_·..:::~::,. i:;·g~ ;:::·:-. 
~'.-~:: ---.~t':" ;:', ;:_--),}~:¡~· .. :~:;:, :~1!'.'<' -· ! •• : 

·-~~:;:'. ·:o·;;-'.~:{:~,;,~·-~;(,.·:;:_~:-._'·,:~.~;.·:.:.:·· _:·:J;- ····e-·> 

:; -i~,' ·~:r:t -~,-~(li::::~~~~'.:~bi~~;: ¡:· •. ~ :~.;,;::; -';_~'._~::-Para 1'<1, soa 

{ l x;¡~, ~1 •·· x~~' en· s:~ E~t 'f-Y!'~¡5~~~~\~ij~[f~~~1t.t~ cf5 :~~1. 
~~~-::;_'._: :: : <~~ ~-~, ,:--~-:. -~o}·:~F :~:'.:~~t'í'sfO:éc : _ _.: _ la -

W(ri) 

Se demostrará- enseguida 

hipótesis del lema (3.49).; 
,;;;,\-: . />. ~-?:-'···:·;---.~~y.'~ 

::..:::;':.-E.'-'.-_-<:·:- -
s es un subespilc!o perfecto ·ae· ~X _porque ft·o:d~ ·subospacio de 

un espacio pcrf'ccto es un ·espacio-: ~r~~~t·Ó:: _;'.:'';· 
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e 1 i 

Considérense dos puntOs dlstlntos x«. x
13 

e S:. 

51 

e L 
y _fl. ~ · L __ -_.~~-n ~-.'~f3~ 

y .. lxf1•. ,~-(--~<~~~-~-rtOs_.· 

--)( abierto o 

entonces 

xa: e {x
0
y= .st(x~·l!'Iºl~ ~5;;- (x13} .·y 

:~ ·:~· :'~<' 

a:, 13 

·-:.)~<(:;¡~::: _. ;~;-/{?,t:::-:~:?:'·-.--·-~ --_ -- --
(2) Si o:«L y /3EL con .:\r~_XJE~-;-~~:-;:r~}1f .:--o.¡;·1e~,~_ó'~·.-:-~entot1cCs, xa:¡!S(L) 

= n:=t V(n). Po_r l~ _·t_~~~--~.-~t:·:~~,~-~~~#.)<'./~~~-~ ::_:·~~-~~-~--.- _qu~ x~~V n• de 
donde x ~ ]xf(~ '3)'- -xp~i[-~::~~~;o'Cs¡éá._.:;:~~xº-~~:lxfc --,ii' ;.-x13,.: 1 l p~a. 

:::~). 13~nto:::s' ¡::~ Tt~?13\~~~li~~.ii,~~~~}e~l: x:a:: :::;ll: 
stcx ... wcol) ~ s - (x

13
¡; "··· .·::1:·,·c:;': •.•• (::. 

_., ___ ·.~: -~~--;-~: ~"'::,'L > .. 
(3) Supóngase que cc,{3 e ~ _ con ____ ~-I~~\Jb.!¿h:~~~f-~~:~:~_~;-:_-_,t~~/_-,_~C . no 

abierto. Entonces xa:.- e {x~}:·::~::-:·St(x-\·:~º~'.W(O)) ):-_-.~::--~~---{X~}; 
' . -~i--. !X-;,-:.;-:,:,,,~ ~-'"c;,_'.-o¡::,_~,-~0_'- -~0,:Y-°=·;',c;=--:_·_ ·-:-'-'---· t' 

Además x« • xf3 '* a.<(3 o· 13<0:~:·~-:-:· En:· e1.::~-~"..~m7r ·-cD.so -~~_-'(i(fl~'- por 

tenerse que V(n) 2 V(ri+1) para·: tod.O::~\~:-<nil~·: º:,se .. Sigue que 

existe n?:l tal -·que ~- fc~~:~'l,~~-x·.:;./~·~::·do~d~::·:/~!::~~:'.,\.:.-~·; __ ,)_xfCn,fJ)' 
xj3+t [. Además x e ]x _ · .,. __ :·'x -r~ -~'para algün ·2.7eL con 

Cxa-• -i( no nbl:rto !c.~_'.llf_:·~)j~~i~~·;'_f~;~:~:~-~(-~~~*n .. :~nc~_s :_:-:' .. X~:« 
St(x13 , IV(n)). Do donde · x11 ~ S~(~~}•Jt':C~/?'~> S,~,,;;cx~} .sl 

a:<jl. •. . ,,{;§f fji;;,f~·,í*C \.····· 
En el segundo _caso,· 13<cX _-> x' I! ~] '.'~f'{+;::·p')";;;:'x~j··-[~~ /-~;:: ~~-~:-.-. · 

;,: . ·?:;:··~=::;;~~~~~j~j,i\tf 
· x

11 
e 5t(x~, 1VCTJ))~;~ :_ '.{x~}Y ·~i;(2íi<c<•i; " t 

0 

•• 

::.-:!;::·.' ~:--;·· ·_<;"::; ::J::;:_~· ?·:~:'(-.-.(:_.,:' _;;;'' 

(4) 51 «,(1 e L con (x«, "~[ y;--'.. ~-~'1·,:; -~[- -.. ,·n0: ¡_:a,b'i~~t~s: se 

procede como en el punto 'c3_)~ .-y _:-Se ·.::t1é'riC :;·que_.: e_~lsten n, ~1 

tales que 
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· x
13 

.e St(x
13

; IV(m)) s: s - {x,.} 

.Entonces- por el letna (3_. 49), (S, -r
5

) tiene dla.gonal-Gó. Como 

ademas es: -·-r5 l _ es espaclo-GO, del teorema (3.47) se sigue que S 

es para.compacto. Dado que 'U es cubierta abierta de X y ScX 

entonces 'll' = {UnS: Ue'IJ} es cubierta abierta de 

Entonces existe un refinamiento abierto localmente finito 

teT} de 'U' que cubre a S. 

es, -r5 J. 

'll = {lit' 

Nótese que s es normal porque todo espaci_o-CO es -

hercdltariamcnte normal por colecciones (véase (3.43)). -Entonces 
existe una cubierta abierta Y = {Gt: teT} 

para todo teT (véase propiedad C p~g. 95 

tal que 

en ¡ 15]). 

cICat) '2 irt. 
do ·_d.Orlcie--'Por 

ser s para.compacto existe un refl.namlcnto abi~rto · -~di's·~~e,to _ 
K = lf' K(n) de Y que cubre a S n=t 

cada ne\N tómese :'f(n) = {clCKl: Kel<(nl}. Entonces t.-:;-U;¡,;~~ihyc 
es un refinamiento cerrcid.O a-discreto de 'U que cubrÍ? a:: ___ S.'.,}-~:._:p¿¡.. 
ser S cerrado, la. colección 9= es de subConJunto~--C-cr-~_o:d;;~~ en .':---x 
y como X 

l.fn=
1 

V' Cnl 

a S. 

es no_rmal _ po_r ·<;:ol~cciones existe una_ ·-°66f~¿~-~-6-ri~-:~ ·:·V,'- = · 
- r - - :),•;_;;,. 

abi.C'r_t_os de<.: X: :~~:'.¡~:_;;·:~~~:i ~-~tb~~ 
~--:\:, ';f:·.'._:_;~_;:_ ·>;,;~'.e·;}¡~~~:_:',:;:,:_: 

"'-:-e- -- ,·.¿._-'~ ~:r--'-;::,~ ·~·._e.)::: .. 
. - ,. - '\::: '_.-.~,\: -' .::.; -~-;--~ ~ :;·:'.'" 

;::~::::r~~r~~~t]tI~~~~j1f I~:~··· 
donde ceXIStO- una. colección ~~".; 1 V(nl-- o--:-discretn.-que cubre- a s y 

- ~ ,_.,.,,..~~- --~~:r. n=:~-~~~- --::ff;'.:-??-;,_~,,~~'.'.,:::.;;:""-"';;i?f.~~1;-7·.·~.'.~.~,;~.-~~:,;:,,:..:_:_::: -·-~.:;,. refina- a- 'll.-'': "'",· :-<';·· -,~··;;·. :.---::f;'· --~-.:;:_ ·~;:_: •... ---,<' -: - _ -.·· -~,,:,,_,~:, -,._.¡-,.:e:::,-. -~·.r-;;: -----

. cons1d¿~e~et•1~~~-~~f:~~1if Y¡~ij~~1~t,~.":J1J;.!,'f,.0}1,~~, ?b~l}A>;··· u 
{lv ;x [-: .. µ<A~ es--·uncor'dlna:l--:-;limltc··:;quc· no·.:está",;_cn.\.'L}_. --~E1ltOriccs 

v :Ü»n=µ ... o_._. i/c.· .. ~;-~---:;·~·~:1:-~i~~~~(c :_.j~~;:'b~~;·,~,~,~~-'.~~i-~~t-~,i.d~·;:, ~': y .-,~~-·:pu~-t~ 
_,-!,.,--:: -
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numerable porque cada. V(n) es colección discreta-. V refina a 'U 

porqU:e l.r tréiJ> - . refina· a 'U :·y 'todO. elemento: de V(O) _está. 
contenido:':~-~ alg1ln~ e1Cme~i·o~:.~·de-_:::\-·.11 .. - -·;·-~-~·_qu~_.éta:-do --:-- -~·- ___ . ·e~iste- · Ue'U-

:lo::e~tf~+jf f sbc~2~~;t~:;~ª:1~a·3e:a~Jl1• :~}xf :~¡·J.· { u. 
'.;__ - ; ,:·:. - -- - . - . ;\"'.·:-:;:-, - - -

3.51 Toor~m;r_. Cí2]~·:-·.-- -~\~ü~~·'}~'5·~~~~:1·o~qo ;:~r~~ct·6 ·cs-~-.:~-~-~~'~i'-~=~i~~~~:~:·_::.' 
_::;,~-- .·::,- P_D:rB._~o~PD.ctO. -.-~:¿· . .::-.-'.>·:·-e:, 

ncmostrac16n.',_ . :·~¡~e-~:·--.: >.X. ··:;-_un'. e·~paciio-Ga · Perf"écto; naeto· ~-que- ·:t:;;-d~·--
suoospa_c~o de ·:uh- -~-~~,~~~1'~-~-GQ; ~rre-~t-~--\ ~~- · e~PaCi~:-Co ·· ¡)ef-rc-c·to~- Ce~··~ 
suf'iciente· d_e~~~_tr~.<~ue"_~\X·_, ·_es _paracompacto. Sea 11 · una·· ~Ubl~'rt~:-:: 
de X la_,cual_;:;_~J~~---~~~~l~a. ~-ri- g~_ner~lidad-se_ puede _suponer cÍ~~:~-~~-~--~~--7 ·• .•..•.•. 
rormada por ,co~J!-;lll_tos_:·_convexos. _ Por (3. 44) es suf'iclente· dcmost~ar.' - . 

que 'U ,tlerie', un -.i_:_ef"lnami:Cntó áblerto punto numerable. ~ -"-:'::-__ ~;:;~_:;;~:r:-:~ 
Cons-idérés·~ prlm~ro el Caso especial cuando 'U es _--~ol-_ecciq~-::-. ,--_, .,·,,.,-. 

coherente. ·_Poi:-__ (_2. 16) existe. un subconjunto numerable C ·de:-- X 

to.l que X = U{st'CX.1l): .XE:C}. Se demostrará que si -xEx, .: ex'1StC 
punto-nwnerable de subconjuntos abi~~t'oSi·\i'é-~-:.'-:X~''···'· 'º···. 

la· cual cubre a St(x.'U) y refina a 

espacio RSt(x,'U) St(x,11) n [x, 

'U. 

-->[ el cual . .- .. 
perf'ecto (porque todo subcspaclo de un espacio perf'ecto :es-_ C:s~~clo'" 

perf"ccto). De donde por el leme. (3.50) la colecc~ón "- {Ú~cX:_-' -.:_;[ ·:·· 
U e S(x,'U)} tiene un rellnamlento abierto punto:_numerable. 

LSt(x, 'lll ;;· ·stcx.·11¡ nl Análogamente considerando el subcspaclo 

(-,X] se sigue que la colección {Un]f--. x] 
. - -·-- .. -- . 
iles(x, '11)} tiene Un· 

ref inamlcnto V L (x) abierto punto-numerable; Seá.-_ 1:'Cx)_,_--·= ---Y"i.. C_X·) ___ LJ _ 

V R(x). Dado que X = u{St(x, 11) : xeC} . y _. S:~:Cx,,11) .·:~ .:_~st·~~··-~) u· 

RSt(x, 'U) entonces u{V(x): xeC} es una ~cÓ-1Ccc't6rÍ'. pUrito-·nume·~~blc 

que rellna a 'U y cubre a X. ·De donde X es metallrideléif'";. y_·:··pOi- · 
··-: ... 

(3.44), X es paracompac~o._ . ·>.:o:· ~- --··.·;· 
ConSldércsc ahora-el- caso (Icneral. -.-·sea'":;' .-{_~~:,~~~c:~j~---:0'~1~.:~~fáriil\-fi{ -- ·e~;-:-;--,·

de subcoleccloncs coherente·~ m~lmai~S-, __ de-"::'11'.':. se_~_ :·.~a. ;_~:_-_l./_-~it~:X:Cj,fl~·:·i'aJ_'- ., 
topo logia de subespacio de : X. Por:" el'_ lema-. (2~~14 \~) .. ,Xa:_-;:-:f.'!i'.?'a.'~:~.~ ·:"rf>_.: 

si a.~a:·. xa. 
abierta de xa.. 
Entonces usando 

es espaclo--:00 :_~_r!C~to. 1·_y_ . 'U«: ,es,-·una:,_c\Jbi~'rí:.O.~ 
Nótese quC- X·: ·-e~ .un,subCOnJunt-~ ~~fe-~t-6'Yd~:,_:::; x~

la prlm~rn Part~ di:' ,10.-. élem~~f::r~C-i.'Ó;b~ ~~~~-,;_:c~d'a : \'l:éA·~· 
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existe una colección punto numerable de 
en 

que cubre a Xa. y refina a 

la colección V = u{V a.: a.EA} 

= u {Xcx: a.EA} la cual refina a 'U 

distintos Xcx son ajenos y cada V 

"' 

de subconjuntos abiertos V°' 
'll. 

"' 
Como cada Xa. es abierto 

es una cubierta abierta de X 

':/ es punto numerable porque 

es punto numerable. 

3. 52 Observación. Dado que X es un subespacio cerrado del LOTS 

x•, cabe preguntarse si (3.51) puede deducirse usando el hecho de 

que "todo LOTS perfecto es paracompacto". Es decir, ¿se. deduciria 

(3.51) del resultado mencionado si X perfecto Q X• perfecto ?. El 

ejemplo que será visto en (5. 2) da uno. respuesta negativa a lo. 

mencionada pregunta. 

- ' . ,c·. 

El siguiente teorema establece otra cond1Ci6n--Süficlente:"P?Í:'l?

que un espaclo-GO sea paracompacto. 

3.53 Teorema [ 12). Supóngase que (X,~) 

linealmente ordenado, sea i\ la topo10Sia--dé lntefv~i-~~~~-~bi:~r't.·~s, 

(a) 

(b) 

(X, Al 

51 .. 

hcredltarlumentc para.compacto. 

paracompacto. 

Demostración. (o.) -> (b): Por (3.23) y el .tcore~0:-!i>i.·4;'\~n';lÉ>1:'. es 

su.flclente demostrar que si 'U es cualquié~:_-c-~lc~~~Ó-n: d~:-~~~~:~j~~t~~ 
convexos -r-abiertos, existe un!J- colección de ~UbC:~-r;J-\int.«j~-- .:'Jbi~rto'~ 

~:~~~:v::~d;es~~~= a~a t~:a:~::a cru:;:u:a :~ ~Y§=t~9;;.l:c~~~e 
i' , -;·" 

Sea E = {xEX
0

: ningón elemento de 'U conticile .:Puntos,: a: amb(is-".· 
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lados de x}. Por (3.45), E es un subespacio cerrado y discreto de 

Como además cada {x} con 

(porque todo espacio-ca es T
1

) y X
0 

es normal por. colc.cc~oiies se 

sigue que existe una colección V' (O)·= {V' (xl.: -_,xeE} discreta en -

x
0 

de conjuntos -r
0
-abiertos tal _que·. xeV(x) ·.para· co.da xeE. 

Para cada xeE existe U(x) e 'U tal que x e-U(x). Sea _V(x) = 

V' Cxl n UCxJ. Entonces la colección V(O) = {V(x): xeE} es 

discreta en X
0

, cst~ rormada por conjuntos T
0
-abiertos, rerina a 

'U y x e V(x) para ca.da xeE. Sea X
1 

= X
0 

- .u V(O). Entonces 

asl -que· C)Clstc,-; un _conJuntci convexo ,_A-abierto W(x). con __ -xeW(x)cU 

para·· aig11n.';'= UÉ'll :_:_- Ci:>Orq.ue · ·.-Xt!E -> ·existe- Ue'U qu.e cc:>nt.ie11;e · p~n.t,~s- _a 

ambOs 0 lados: __ ·~~·;;{~/;·_ o'.~_:se~-'-cx-lsten' __ x
1

; x
2 

E - X
0 

·'. · t.af~'s_-;·:que L_-:-~-~'~:._~·~,JCi,' 

xC~.~éxid~i.. ·'"''2 · · 2 __ - --- ·i - ' ·~·o:;.-, c:x·.~t7~ _.;·_-_-;:··'""";'o'.-º''-

; e-,__ , • • r :: '~'"'"''.'~· -~--. -- J:;,~-S_· ;(;-~-:-_.: 
.--,·-.';:.- '.'.,.o . .-c1;.-;·.-,· ·;:¡ __ .; 

<11< x> :·~ xi~ .-. ~Xi 1·:_ ~Et.; ~~.t~~·~~'.~-;;{':\~¡C_!~;~~S::;~-:~~?<c:_~~.~r,~~ª < 
ex¡, ·.AX> el ·~U.al> porJh1p6tfi:!sis;1-::.:cs/.parí:ico~pacto;. 

Sea· · W 

abierta de· 

además ex,. :>.x l ~s nor.mn1 ;.·po~~~~/'~.:cs~~-:~~·;~~;i:~;'.~~·t;~t::~:O~~c'6:f~~~s~-
.-.. ::, ~:/'_:·)::_··:·,e'.(:>: '.;_·P_ ~'.-~~,a-::r~~';-_:\~,:f, _··. ··'· 

arsuttientO ~~d·~~.,_· en-.. ,.:Jn·-f:'.demostrac16n -..:;_del·:.· 1e·m:a., Entonces 
1 

usando el 
, , . - , .. ~ ""''···- -- .. --- ·;;..-.e· : . ·e_,:~.:··· 

(3.50) existe 
:¡ ~ •. ¡¡c,;ix ~~d~i·~~tr~B~~i,lº~~r'.~~~, 11 

cr-discrcto en <X,. '<x/C ento~ce~~ ~("b,lé~,¡:,~si ~~lscretci en {X~; 
sl yeX - ·tal =.'que_:>_>·-:.yti!X"o·:~- -:-ent.OncCs ·c.XiS.tc·-x~;:XEE '..·/ta.1:· .. 

O'·.:-.. ··:>::··- ,_._;;:·:::.-.-;''.'.1-'.'.c: ·:;·,-.;~., ·.¡;;_' ):'.'_:--·,;>:.;• ¡:'.;-~·:·'--, 

y _como v.cx) >n_:'x~\_-·:='_?'tJ1 ·';:;-se"?S1&Ue~:éiue··.~·- ~~x_> __ ;;.·n'.~:l:'--:.,;.;,~4": para 
·_:::"::- ,._ ,_::._- ;- ... _: __ ~ ',:(!:- '~.,'.·:<·_;· .. :·<:'>: '·::. :; . _?·._._::_- ~·' 2_;.-... :-''·'--, •• ·-::'~.::-. ·:.'.,_ -:. "''.;; >:-:- - ~:,- -_ -._· -_ 

de, _donde ~: ._ v_c _x).,::·_·n ·_:_F,:·:~·:;_~_ ~:-__ P,ar_a_.:·. t.~,d~-- :.~·;· ~e5'\;:::-.P~(?-~ _,:._:~ .. r_:'._:c_ .. 11~-· .. ~~w·;~e~i~t1~:~f~~Z~ºA~~~ex&.;fi:í?J~~~i;~~;'.;,d~~. ······· 

'<x l porque 
o 

que yeV(x) 

lodo WelY, 

para n.lgún 

nblarta de 

también 

porque 

~ = _ ~:i,:_c ~é~>:~)·:.}: c¡9·,.-~~:-.:\~01~c-c16-~~ _d~~raaO: '-ºn: _ cx
0

• -r<». 
es_ ce~;~ª~¿---~~: .::~O· ~::!.';E~~ºh~.es .. -Po.~, ser ' C:_<

0
.- _-c

0
) normnl -X 

1 

·. ESTJ\ 
SM.U\ 

'iES!S 
UE LA 

no urnt: 
milUflILGA 



por colecciones existe V'=·. ~1 _ .. _y.' (n). · _colecc16n abierta 

CT-discreta- en (X
0

, T
0

) tal que ·.para: .-cada." nelN y Cada. Fe::J(n) 

existe V'(n,F) e V'(n) tal que F_--c:·v~Cn,F). Además para cada 

ne~ y cada Fe!'l(n) cxl~te W(F) e·--_w,: tal ·que, F- e W(F). Entonces 

para cada """' y cada 

tal que F e V(n,F), 

cada neL"L Sea VCn) 

ref'inamicnto de U se 

abierta a-discreta de 

subespaclo abierto de 

Fe!l'(nl eXiste V(n,F) =- V' (n, F) n W(F) 

V(n,F) e V' (n,F) y V(n,F) e W(F), Para 

= {V(n,F): FE!l'(nl}, entonces pcr ser w 

sigue que V = lf' V(n) es una cubierta 
n=l 

(X
0

, -r
0

) que re.fina a 'U. De donde, todo 

X es paracompacto (véase 5.1.5 en 16)), o 

sea (X,T) es heredltarinmente paracompacto (por (3.23)), 

(b) -> (e): Es obvio. 

(c) '* (o.): Para demostrar que es hcrcditariwncntc 

paracompncto, es sUficicntc demostrar que si S es un subconjunto 

convexo abierto de X, entonces (S,i\
5

) es paracompacto (porque 

todo subcspaclo abierto de ex. i\) es la unión de subconjuntos 

abiertos convexos y ajenos de X, y por el teorema 5. 1. 9 en [6J 

tal unión es un paracompacto si y sólo si tales subconJuntos son 

paro.compactos, y de ln proposición (3. 23) se sigue que ex.~) es 

hcredltnrlamcnte paracompacto). 

Sea s un subconJunto abierto convexo de (X,A). Por lt1 

hipótesis (e) el espacio (X,T) es paracompacto. Como .:~~!• 
entonces si s es A-cerrado, el subespaclo (S, AS) es. 

paracompacto (véase el coroln.r1o de 5.1.8 en.[6]). SL s. ·,_nO-,C:CS· 

A-cerrado, entonces S tiene al menos un pu_nto.,_.e)(,~-~e_m,~_.--_:_~!\'._·· X el.:;·" 

~~~r:~:~~.;:~:::~~iii:~i¡~9~t~f 1~\t~~]'~ 
·.·:<·. '~· . .-•- .;:;;;2·~ -~.,.,_.,ce""·,+-,..·:·::::·:·' --.·-- "'i'!'·''-·é;'; --·:- ... -- ;:\··'" ,. .. ,.·~ ;._:t 

En este caso S :es ,_"~:-~·~;r:~6;-·.~~que~~;~¡-.~~·6:~'1-1·;ri~f~:.;,d~ :-s ;:.eS 
''.·_' ".--·.'- .• ;·-··.· .;.,;<:_-.:;.e;:···-.''.,"'.:--,'_. :e- .. ,.:;:_~:-·'.'..-,.- , . -

A u (p, -)[ .en donde·.:· A:,=-:{xeX: _,_x<~'.-_V_,·::-_se_~.··-~·~.es <.J+;-; XQ[_.v 
[p,->l ios- cual~~ s·on· ~·-abi~rt~ni~·. 
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51 s tlcne un in.fimo q en X con q~S. tómese T la 

topologia sobre X cuya base es la colecc16n ;>. V {{p}, {q}}, as! 

que s resulta ser T-cerrado porque su complemento es ]<--, ql V 

[p, ->[ el cual es 't-ablerto porque ]<-, ql = l<-. q[ V {q} y 

[p, ->[ = {p} V Jp, _,¡ son T-ablcrtos. De donde, s resulta 

ser subespaclo T-cerrado del cspaclo-GO (X,T,~). Por la hlp6tesls 

(e), (X,T) es paracompacto, nsl que Cs,-r
5

) es paracompacto porque 

s es un subcspaclo "['-cerrado de ex, T). Pero Ts = As· asl que 

(S,A5 ) es paracomp~cto. 

3.54 Observación. En el ejemplo (5.4) se muestra que los 

condlclones dadas en (3.47), (3.51) y (3.53) no son condiciones 

nccesarl<:'-5 para que un cspaclo-GO_ sea· heredltarlamente paracompacto 

Se concluye este capitulo_- .cQri:,la'.'8enerallzac16n o. espaclos-CO 

del teor~ma (3.11) de par~o~pa~l_d-~~1-:-:.:~:~_- __ LoTs. Para ello ténganse 

en cuenta las denn1c1ones (1.1si; . (3.1J; C3. 3), c3. 4l. e 1. 24¡ y 

lo que sigue. 

3.55 Definición [13). Una pseudá~Q~i-ed--:ér_ec1ente en un espacio-CD 

(X,T,S:) es una red {x : 

" 
ordenada de puntos de X tal ql1C :---_ · :.·~;'.-"0-,_j\:<: :- · 

e al 
[b) 

~ es un ord1na1 inicial re:g-~¡~":~:i:'-Y-:'<:.-:·-: 
s1 A<li es un ordinal· ¡j~m-ii'~/;7~-rithn~~~s"-:- C'i · sUp{x : 

un pseudo-hueco lzquie_rd~<--d~:;;c'X::'~-;!~j"·.~<;:. ~;;-':d-~nde :i 
. - ·,-· _.-- ';-.\- -----~.,; .,.,.. ___ .;. ,_ ... 

ts:a<A} es 

supremo es 

tomado en el conjunto-~. /X_~;~--~-;fX··;:9~~;{ti~~j:'~:'.:~~~-_;'-~ueéo de X}. 

En forma antlloga se:·.d~fi'h~·-;_'pi~hd~~-Q~~~id d¿crec1ente • 
. '; --. .-:."---)~1\':~j/~"-;;i·~'.f:~:u::~?:iJ::(:':·-:'·- ,: . .-. '• 

3. 56 Lema [ 13). Sea :./::C-:_¿{~~::f~:) '.:~<~~( .. -.;~~~~-l~:.·90. Entonces a todo 

pscudo-_hucco ___ c_!_~ x: ·'COrrCsPO~dC';".-'C·an6n1CáinCnte·\itl hueco úniCo de x•. -- ---_ ·-=------ -~----- --:o--"c;c;;----"---;:-~~----·---·--=;;-;--_---,,---_-----; - -

-~- -:·;, ' ·-:'~-- : ~- ',· 

Dcmoalrac16n. Sea ·u - -, un :--~-~-~J~~~~~rico 
que 

u e X 
u 

y 

es un pseudo-huecó' i~qu1erd0 de 

{u1 ~[ e -r-A. 
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Si uex•-x. se sigue. que u es hueco de X y asi u es 

hueco de x• pues xcx•. 

Si ueX y [u. --+[ E i;-A entonces los puntos 

con n:iO deter~iil~ Un hueCo de x•, a saber: 

u• = (u, - m) = inf' {(u;n) E X•: n:sO}. 

(u;il) -e x• 

(u, - m) resulta ser hueco de x• porque [U, -->[ E T-A implica 

que u no tiene inmediato antecesor en X; de donde, éxlste una 
red {x a.: O:six<a;} creciente en X tal que sup{xa.: _-Q:$ix<a;} = u. 

Asi que u• = (u, -Cll) es hueco de x•. Aná.logamente _si u es 

pseudo-hueco derecho de X se tiene que u• = (u,m) = sup{(u,n) E 

x• : W:O} es hueco de x•. 

Invcrsrunente, si u• es hueco de x•, entonces u• es hueco 

extremo o u• es hueco interior de x•. Si u• es hucCO extremo-

de x• tarnbión lo es de X. 

entonces existen sucesiones 

Si u• es hueco interior de x•, 
{x" n ""º} y n~O} 

estrictamente creciente y decreciente respectivamente en x• tales. 

que sup{x~} = u• = inf'{y~n}. Si para todo N>O, X n {x~};..N ;t; ti> 

y X n {y:n}~=N :;e 9, entonces u• es hueco de X en cuyo caso es 

pseudo-hueco de X. Si X n {x•}'° = rfJ para alg\ln N>O, 
n n=N 

entonces x~ = (u,n) e x• para todo n~N y algún ueX, de donde 

ueX y l<-, u] e T-h (véase definición (1.15)), o sea u es un 

pseudo-hueco derecho de X. Aná.logrunente si X n {y~J;..N = 4' 
para algún N>O se tiene que existe ueX con (u. -->[ e T-A, es 

decir u es un pseudo-hueco izquierdo de X. Por la forma en que 

fue definido x• en (1.15), u es \mico. 

A la correspondencia u ~ u• se le llama blyecc16n 

can6nlca.. Debido o. este. biyecci~n. es· costu'mbre ·decir que· todo 

pSCUdci-hucco de X -es un- hueco dC_._--X~ __ ;,: Y,~·-V'.l~eY'ei:~?-_,.--

3.57 Teorema [13]. Un espacio-CO . (~,;.~). es Slcompacto si y 

sólo sl todo pseudo-hueco izc{uief.do (d~;~~~~ó·)' cie. es el 
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supremo ( 1nf1mo) de una pseudo-O-red creciente (decreciente) en 

lX,'t',:s). 

Demostración. .. 1 Sea (X,'t',:S) un espacio-GO parncompacto, 

entonces x• es paracompacto (por (3.44)). Sea un 

pseudo-hueco de X, digamos pseudo-hueco izquierdo, entonces u• 

es un hueco de x• (por el lema anterior), de donde u• es un 

O-hueco de x• (por (3.11)), asi que existen O-redes {x;: O::Stt<~} y 
{y~: O::s~<~} estrictrunente creciente y decreciente respectivamente 

y tales que 

Si u e X+-X. entonces u = u•; de donde, existe una pseudo-O-red 

creciente· {za. : Ó~a.<~~ :::·--<x:: ·: -_O::set<fi} n _}( tal que sup{za.} = u . 

."Si ueX ·y- -;=~u~-<~c--.-e--T~A:~" 'eritonces -~~--{~~.,,~~1~~.Í\ ~>~- \4!-:~-L~F-~_· todo 

N>O porque si no: ~xls~~. 11>~ . ~al qu~ n;~~ = (u,n) ~ Xº para 

todo n>N, - de doridC_-:: --1<::-1_U] --:·ec"t.:.?---~''.--_!o_';--·entonceS -~':_-{ui·=·· ](..:..... u] n 
[u~_--ir e -r -·es-:' decir' .-.'·u-:.=_-:_'.;:eS~\~¡·~i~~:~-~h :·:~X-:,·'.~:~cici'~~~~~l -_'és. f'also. '. As1 

que·, -si - .. uex·.-~º~ , y ::·- :;;'_-[ ~:;\_ -:~[ ;j~;~:~f~~~X-~:: ;::-:·~e- ~'.-s igUe ___ que existe una 

pseudo-Q"."red' {Z ; · ·W:ol =:::·{ic.-- {':-~o} ··n··x '.--:-·ti-]_; cÍue···s~p{; }_ ~ u. 
n. - ._ «n_-' ,- -., '--.' . n 

En-forma similar, si 

una pseudo-Q-red :{zn:·-- n~O} 

lnf{zn}. 

u· . e_S _':lfl: pseudo-hueco derecho, se t icne 

decreciente-en (X,T,:5) tal que u= 

.. J Se demostrará que x• es paracompacto. Sea u• un hueco de 

x•, entonces u es psCudo-hueco de X, digamos que u es 

pseudo-hueco izquierdo 

creciente {xtt: l:Stt<'i} 

que sup{xa.} = u, Si 

de X. Entonces exlste una pseudo-O-red 

para algún ·ordinal lnlcial regular ~ tal 

entonces u= u• es hueco de X, 

X 

51 

t.al que 

uex y 
de- donde existe __ una·_req __ .,.~~-;.; .. ',.S~?,-~5.),-:-cc~-~-~r":~_ic_":tc -~n 
inf"{yt3} = u, as1 q~e u -= u• .... ~ie~-· O-hueco de x•. 

[u,-io[ ET-A, entonces . u• = lnf",·{(u~n): ir->O} y también en este 

cuso u• es un Q-huecO .·de· x•. ·::Entonces x• es paro.compacto (por 

(3.11)). Oc donde ._x 'és.-ParacompactO (por (3.44.)). 
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CAPITULO 4 

llETRIZABILIDAD Y PROPIEDADES AFINES EN ESPACIOS-GO 

Este capl tulo incluye al principio uno. serle de conceptos y 

propiedades relacionadas con la metrlzabilidad en cualquier espacio 

topol6gico. Luego siguen propiedades de rnetrlzabilldad 

relacionadas con LOTS y se concluye con aqucllaa propiedades de 

LOTS que pueden extenderse 

nccesarlruncnte son LOTS. 

a espacios-CD los cuales no 

4.1. Dcf'inición [6]. Un espacio topológico X es metrlzablo si 

puede dcf'lnlrsc una métrica p en el conjunto X de tal manera 

que la "topologia lnduclda por p sea idéntica con_ la_ topologia 

inicial en X. 

4.2. Dcf'inic16n [12]. Sea X un espacl.o T. Se dice que X es 
1 

casi-desarrollable si existe_ una ramilla. ·numerable 'i' de 

colecciones de subconju~_~os __ ab~ert-os de .X tal que si u es 

abierto en X y P e U, entonces p e St(p,!1) ·,; u PaI"n alguna 

colecc1.6n 17 e '!>. Si además cada Ciement.O'· -de 'i' es cubi.erta 

X, entonces X es dCsarrollable. 

4. 3. Nolo.c16n (151. (a) Para cuálC:squiera --Colecci.oncs 

A < !B o :B- > d - den0ta_-qu!3- - A e~ un· ref1na:.:ni~~tO dé!. !B~ 
b) Para cualqui.cr" co.ie~Ci._~n __ .<:'.li ' .. :~ , _ ~--~~:-l'{;; . -· ;·___ -·->: __ :e 

··• .. 'Uº.~ <~e. cd.~.>-.:.· J .i:m~: ·.··.• · 2 ,.,,- - .·--> ,:::;:>- :"'-:-,. ·;~~~-:' ·_-,__ ___ ----

de 

.--:::-~- ,-:..:},• .. ~-·. 'C°•'-' .:··~(~/- .;:'.' 0::;.1 .. .-/,'.' ~~;~.--: .. ?·-v). ::::-::_-
' "' '·'~T c'c.'.~-- ,_.-_:¿~~-:· ::~~:::t ':if'.'._,.·--~~::.;'··:~;1Sf_.:'i~~:-, .::_r,_/:~\ ~.-,,.,- ; -:">:·.:.,' _. ·- -- :. 

4. 4 •. - Dei"inici6n ·'('15']""_:-;/.~ Un espac1.o·;.topol6gico:_:::·;, 'X:/'.:- :·es- completamente· 

:~r::: s:~-ZJ¿r&T~t~-~~l~~i~~tff~~~~~f~~~~~R:~:r~~~'ll ~:·:_ 
:.-1·,;,· ,; :- - ·:) -- - .'--· -;:;:<:::'.' :;~ " . __ •q'.' .. ,-.- ·;_•; ___ ,_._, __ .--,-:-:;, .... -.:~· v.•r-<.''i}ú:?:-~i --.-·-~;-,-- ~\> 

·-\~ •.. •. - .. _-<~----.·
·'U'· -.~: 

:e-:: :"-:><e ,,- ' _. ~'.,· '· -~'.--_;· .\:.'.--.'O-.,:.:·;-~;:, ;-_.i::·:. <:.:. 

-_._o:o-· 

Sed . 'X '.un 'espact<:' de ·l¡~h~-d~r=f~. 
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es metr1zablc s1 y sólo s1 X es pa.ra.c<?mpacto y desa.~rollable. 

Dcmost.ración. q Por._ el' t"eorcma' de . ·mctr.1zac16n ·de 

Alcxandrof'f-Urysohn (véase---Vl ~ t ·en -r'isJ.)_;.-~~-i~te:-' una sucCst6n :,_'l:l
1

; -

'li
2

, ••• de cubiertas abiert'~-~~~"',~,-x-·-'·~~ ta1es··'c:ille·;·. - ~-:Ó_··---:.-;J· , -. _,;-~:~:-- :;~>,, -~:.::./ /~:·e.,;~/ ... :· . -· ;--~~),_:: __ , .. ~ 
.-~f -- ·- . ' ':.- ,.,_- - :_~:_):--:'º .. -". ,., :, ; -~º G.~-:,:- -~'.-.';"' "<· - .· _,· 

( i l 'lL > 11• > 'lL > .. 'U•.'.;>:--.-_.·~:~~{- .· .. :5- _;i:,.G_:·: .;:~zc;· ,·:;_-t<: "::;!~:: ;'.~::,'.~:· <:~;--- .-- -,;··· -.. 

{~t(p, ~nl. ,
2

n = i:2}R;; ~;; ;1~9\tlit~t~" ... ~.::.c.J.•.~tc:~~~ ~u~to •·.·P ·.dé (H) 
---r- . -. • ,, -,,,.,·:·:- .... - . ~·,;;--.~ - . _.·,_-_,:-c:-<f< :" 

x. . .•. '/ '•.• ·•••· .;¿I; ·•.f•.· .. " ',• •· ··•·· . . 
.. ·;;;:.;·:· ;··-;_,o_ : .. '~e~::~'· ~/: -- -·•e- ·:·C""··· -,~"' ·'·.-:;'.'.' ~:::: '.'-:,'.::_f'; 

-<·:\~- '·'' " - . _::-:-~-:" ,-;;,~'.':~ ,;·,~-~¡;. ;--. -~· 

_condlCl~~~ ~ i{~¡--j;~" ~~ ·~:-~i:su~:' :: ~~-;~:~·.-·::-~·-::;, Entonces de es 

desarrollable. Por- ser. :-x '·<mCt~-iZá.b1~;·:::··t-oda.~:_CUoi~f.tá~·a.bierta 'U· 

de X tiene·- \in. refinaiíi1:~~-to·::.nb'1~:~t~-::-··'d-i-dis"<:~~t'6> l(Véás'C .· t'cOre"ma 

4.~.3-en {6]), de-donde .x --~s_p~c·o~aCt.o· lV"éaS''e'.-"-t·~~r"i:~-s.1:.5 
en [B]l. 

.. l Por ser X desarrollable existe una sucesión 'U.' -~u··----<- . 
-_ 1 1 "_2·.· ···,:. 

de· cubiertas abtertas·de X tal que para cada 

: n =-_-1,2,·- .•• -._}-es base local en p. Por SCI" 

X - es ·completamente. -normal (véase 111:3. E 

implica __ que para cada cubierta abierta 'll 

en 

cubierta abierta lf de tal que 'lL > v•. 

'U = 'U' 
1 1 

entonces existe ·una cubierta abierta 

Tómese·enseguida 
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De nuevo, .. por ser X comple_tamente normal_ existe una cubierta 
abierta V 

2 
de X ta.l que 'U > v•... Tómese., ahora 

2." '2 

. :;-~ J: ;~:,~3::_;[~----'U~~:·:_~,Ar2;,~?:.-- · . 
:,._:-~ '-; ;'~~.: -~,,_ ·-;~:~~- :'.~.¡;:. :'.;~-:· 

·entonces en· f'ornla ·aná.i~-~~::_· -.-i;~! ~:y·:'. :iHL~- .;:·J.'~¿· }: .,,. 
' -,,:: ':~:.,:- ']::t.,'..-~:;\~ -~§,'. ::;;!.•-',· 

····' --'~·~:: · :.\·,· ::,:;~~--"v•·'. . .-:>:: ·.:u.· .• ~-:~.~.>.•.·.• .. ·.u .. ... :. 
-:-:.; ; ·-·~ -'.'~:~. > 2 ~-- :,;.-

-·. ·:f: ~-- ~-)Jf.+· -->f.;~'·:;./;::-,~:,~: 

continUiri~~~-:~-~ ;-~;:s·~·t'.\:_1cne:~'>.·. · ,:;: _ :'-· 

-. >~:·~- >/ v-:~~~ ' ... :.u ... ·.·.~ ._:·~~~-~:L > ·-.~.·.~ '.> u
3
• > ·u

3 
> • • • 

,',, l " '' l '·'' O 'v 2 . >~·- --·--.. · ':-~ 
.:-'.~·_._:?:¿_':-~~-'.O;,·-·'.·_:·-_,_ 

-:~·~>/S~~.·{;'· o·c-;¡_c~~-: ~-',.;, •-·;;:_;{;; -~'.~~~~--~-~~=- --,,·-- -/~, -'"-~-"-" 

0 Sf?_a, 

.;.'·.:::;-:·. :,:;, }_~:·:,.- ''.:e_•;;.~ · :-:;~"· e~ 
Ahora. ·t;1e~'; :'·S-1···::.:u ~,-~~y--v ... .._:-son ·"cub1erto.S· .entonces- . 'U ... v es 

cubierta. ·'_f:~_t:ó,~~~~;~:~;/%-.~~:-~-;~'_;:~t::·:;~~ -una'. -SUCé~ió'~' de- ··c-ublertas. ---
-·-. -.:-o;,-::.-·.f::=;-~ ':~:~--:-'·~--~~ .'.·'."-_:I:_ .. :"'.:t·'~ ;·:;·::·- --- -- ,< .. 

Se. dernÓstf~á. tj.;;i¡;.U:a ·~,¡d~ , I' .. xi ~~ú~:'U,;l : n = 1, 2, ... } 
es· base -l~c~l·:, ~1!:._-~ ~; .\'.?S~~::.' ·GJ/.:_un~1:;.:ve~lnd_a~ :.d~·>:'.i'-~·.,:·:_~-~J1 ·;-'.'.:X:•': >:--~iit~~c~-5·'. 
existe n0 e N¡••·;~1)~;¡~1 f,etJtC~.~~0>,i.c'gi',~~~iº~.u~~ = .11~0 • 

V n _
1 

< u~.-:_ •. : .-.:~ntcúi~C~ :<" :::.:-::: ·-'.'~::~· _., ·<··-,,~, ~_,·:: ,.:c,·,o . .-.:;·-:~:., ·~~-· .-::'.~.'~- ~":~.,, 
O Q e ', ... • \J,\i >-;'. "•C' ~¿-:;. -·~t~,_--,,~t~~'.~~~~~;:;,· __ ,~)." :,'-_'·~ •.-,;; '"'" 

-'-··,~-· };,:'.-- .. •.-'.'_ ' ' " ,, - ' ,., ,-;1:::-_,:.¡;::· :·.>--.· 
·_:,;:_'.~. - -.-.• ::.~.;.·-•' .;:,;;· ,:.,·.-.:·:· :;º~'}: '-{ ;',:·,,~ _,.' · ·;;:, -2.1' <;'i:,: ·. 

_,,:,-._;~~:'-- . ~-::- , .. ,,<tr;. _ .. ;,_~ .. -~;':.:; .. , -~~0.:~Y}-··- .. .._., 

·•.•, . : ; ~ ~.G~.tf¿·;Y;,,/t'.':5;f"J;~;,:i ~ a;• • ii ·• 

As! ,que, ·~~ ei ~~º~tm~Íj~¡·m~~J{ª~io~J·~~]~lexd~:rorr-urysohn 
se tiene que--· ·x·:;~·-~-~~~~~:~~~i~'ribY~}!i~i:- ~~~:/:":;.{:'-:~~-;;: ,~;.',~"·.- _." 

: ·_ ::-.:'.:_: _-- -~_;;:'::~::~?:~1~~*~~\~~-~.:-;t~~~~#i~~~~~~:;~i::~,_-,:~· 
4.6. Corolario ;(15]~:'.~'~Un·':::~spacio:.~,tripológlco,._'X · es mCtrfzable Sl_ ·y

sólo sl x -es 'ilor;~¡ :-Pó~,-::~~-ófcc·~:-.1~ritiS -:~·--d~:~u;ro_i:lo.ble. 
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Demostración . ..,, En este caso, por (4.5) X es paracompacto y 

desarrollable. De donde X es normal por colecciones (véase 

teorema 5.1.6 en [6]). 

~ 1 Por (4. 6) es surlcierit~-:-dCmostrar que X es paracompacto. 

Sea W = {W : o ::s a._ <--.-~} ~:.:tin~- ctlbierta abierta de X con c:c y 

t; ordinale~.-- :. Por·' ser _:L'X::: · d~Sarr011°8.blc existe una sucesión 

{11
1

, 'U
2

, .-.-.} ~~:- ~~~l,~rt~ ~bi
0

É!rtaS de X tales que para cada 

p e X, {St(p,'llA>: ;n e IN} · es una base ·1ocal en p. Entonces 

para cada númerO nat·urar --·.'n' ·y cada número ordinal ex. con O ::s a. 

Por ser __ : 'U - :~-~~l·~·rt·~- de X para todo n sei -tlcnC -que

c st(X~w---/.:~~-,'i~-:~:;pe·0·d~ndé>''--X-St(X-tw"-,-,---,1i ,--.~-e :W, ··--p~o>:-tociO·- n. 
ex, -,n ,-;_~.---: . ______ -',·.'«-- _n/.::-,-.-;_c:c~::~--.-- -.,>--º-">-'·'-_c:.-

que F e W para tOd~·-·- n. 
cm "' 

~X-IJ 

"' Asi 

. . ' ' . . 

:;~.::·:·:;~ ;q~:;i~·,~ii§i~~,:~· 
demostrará. enseguida- que>~:: U.t"=i' St(p,'·:~'U-,·-) ::n-._W·<:''_:c;1ntcrsccta~ a:; lo'_vmó.s 

·· ' · . .-. ;.·,-;;: •· -;_<:<¡ '''.;-~_¡:-.~:':'-''' -· '~-tn -:y.:;-,·:- 'p• «_ ·x:::~.: '-'. \:./:·_ ·--(~~.:;:- .... \·;-~ __ :_;_;,e\:·.,-_;.,_,.- . · 
un elemento de· -1a:_- colecc16n;.~,,_(F'---"::.f:.o·:::s:.- ic\'.'(:.'..'!}.}j:,Cl_aramcnte ·: s_c _• __ t lene 

:~e do~d: Fµ;; ~-r:;ª~ºC,:.tf~\~~tif~21~i1~~~~~1~f~~t:.:icf~~::· 
'Un). o sea u n ~~~l'i''.· .. ~-;:~~._;j~i~,~:~~~7-~~~~ :;:11.:·;c{«.',:_: '.·Entoncesti:li1ra :cu~~~-~.,'·.~· 
{F ctn: O ~ :· « < l;} ·;'.~:.-~~::'60~<~-(;~1°?ri'.:'.;di~6~~i~-~:~,: ,-: -, ::,-:-~~!·(~?::'(_-;- ;il:: -'-'~~-- _-;;~·i: ::·_::s ~'.:~~~--:, 

··~~:fJ~í~t~j~~I~~~ef ~~i~~L.· 
Fa:n e u:xn-__._~: ll~)·<-·:,Consldéresc :ahora-. -_;__, · 
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Se- derilo~trar~ que .::-'U .,es ~-rer_l_nanlieh-to _nb:lerto.~dlscreto de 

1V que cubre· ·a -x. ES·-:-·obvlo-,'.-qu~ -'Ü es colección_ cr-dlscrcta que 

rcf"ina'·a·."·w. _51'- -p-e;.x--· t6mése el primer ·ordinal -« tal que pe 

W« y·un natural ·n :tal que ·_p e·st(p,'Un.) e ll«, de donde pe Fa.n 

e Ucxn. :in~ori~c'~=':_ 'U - cubre á · ·X. As1 que, X · es ·paracompncto 

(véase t_-~~re-~ ·s·. 1 ... 5-. eIÍ·;_ (EfÍ) Y. como además X es· desarrollable, se 

stSuc que X·- ·=·~s:_ meir1z8.b1e 'c~r (4. Sl). 

4.7.. Dcfln1~16n [5]. µn · . espacio topol6g1Co X es 
SemJ..:.-estZ.éltiiJ.cilbie ,-·s1 ~-ª .. -~-ci.da conjunto abierto -- . u:_.c; X, _se --puede 

D."slgne.r-- _una SüCCS16_i\-· -.::<u-:-_·· n e_ rN} de_ subconjuntos --cerrados- de X 
ta1--q~e- --- ·;-;:_-: .n ~--:-_--_-, '--_, __ ,___ -: ... -_:.-~ .... · ··-"" 

. :> 
~::!,.S-; ·---· :.~?·" -;\ :·.- .. 

Cal Umi.,u, 'U· · 
n=t ri -2::'. .,-.-, ;_._.-·· .::-=;:·_: ;~~;;+·' ü;~--- :-~-' 

(b).-;- ~n~- cA:v.·:b:::ii,:~·i'.{~~~f;~:-,-j~-.;-v;= : :,- en- -d~ri~~-~x.~-, .í~l·:_::~~~p;~~--~ N}- =- :-es la 
. - - ... ' . . . ' .- - .:::;·:· ::.'.-~.-:-; -'-·'·-- -·--' ._ ::.·-
~-~suées 1~n.~as1sna.Cta;_a.:~ .. v.~éc-· ·_"'.-~,;. ,- · ~~~-:!: - _-·:,__~ .. 

-:-<·· ·:{;:.:-.··, <~t:_._¡\_/'.:-" -:-;;; <~,, ·--:'. :_¿,,._ ;.7. ·--·::sr.?~:- ::..::,;. -.~I~-'_·--_ 
~: ·::'.,;'.i;:. \;~ .-·:.; -. :"~,.:-·.-, ~-:.:~:." ~S;i.' · '\:3._:, .. ,. ·· ú~ :: ·.-":>-~·,<?.: _:_:'.-<iP : -~-';;:;::-

: ·::::~c:~¡¡;tf~·ij~~~~jqj:,,~'.:iL~::;~.; 

:::.~;iij¡·~~:f;:-~1~:·~¿;, ~ -: 
converge_:'a::-1'Y·:·z-'i. ~:;¿_---_);.: ,,._; :-:;~-::;;-:, ::·;;;:):;_. ~-'::.-_..-,: -'~~1 <<-~P:c· _-;-,·.\:>'_·:/· 

'. ... -,-;. .,,.-,,. 

-~ :,:~~~:_~~ ~,:~--=--~~~'"-;:~-~~ ~~:,,_;:~--·~ ~:::~-;-.:~-.. ~ ~>;_--~~:~·: --:~~;~~, ~:.TI.~_:,-~:~;~~-:~!);i~~ -s;~:_::_·_:_,_~-~~~'~ 
Dcmosl-~ació-n~ '':~·:_-·-f-. 'Sel'l:_-:;.:> -··r*,'~) -~--:·,,un espacio "sem1-estratlf'1c~b1e, 
cntoncespai-a cada·. x ~J~ ~~l~~~r~,;;,J~~~ge~f{>~J;<~P~úi,'~'-~'~}' de .• 
subcOnJuntoS c~~-r-adoS--'~ de··: 'X:., -~·~,~-{-~~;~~~~-~~ .- X :'lY~1(~} ::~ _;:~,~; .. u~ (x~.-~ de 

'.-/•':.;-!_:,:=; .... 
=-.- n~1c~:.--~·::_,_:-un·(-!')_>>-.:·>--r~~ ·cada- ·ri·: -~-:º'N ·: _;:d~·r1ri~~':'.\1~ 

gn(x) ,.•X,• UnCxl, ~n{~11J~s 
donde cl{x} 

función 
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(al cl{x} para cada x e X. 

(b) ·Si y e X y S = {x 1}~=t es una sucesión de puntos en X 

con y E- g 1(_x 
1

) para todo 1, por ser X seml-estratlfica.ble 

existe una· coleccl6n numerable de subconjuntos 

cerrados de X tal que X-clS V {Un(S): n e IN}, de donde clS = 

n., (X - U (SJ). 
n=1 n Para cada 1, c1{x

1
} e el S, 

c1{x1} = n;:,.,cx - U
0

Cx1 J); 

o sea X - el S e X 

- c1{x
1
}. Si entonces por ser X 

seml-estratlficable, para cada n, 1 e IN se sigue que U
0

(Sl e: 

en·· p_artlCular gn(xnl e: UnCx1 ). De donde 

X-U (S) .-para cada 
n 

n E IN y·como n e· IN,_ 

:entonces y e X_._-:" ~--Un($:) __ :c__P~,°.'-· __ ::__,~-~,d~ . ., .--~ ·'.:"'.e':.'iN;·::f-·.'. "-W:i·i -·que y e 

n;:,.1(X-U0 (Sl) el S. Anl>lo~:.ine~te;! J:.e]zl~i~]f;~+r•-~;a cada 

- subsucesl6n --- <X--- }co ·de ,;-,S~·ii- :-~t~~~~~:~~- xs.-- :cci·n,;~¡.;g~- ·ri;.;~y;:~_:.:: 
:;:;~ --~~"-'~%~:'.L --~0~;,,~~~> ·:? ~-~2!~i:t~:2 2~C/:_{~f-:-:~~r2J:i}!:-:~~:~~-::~-~---

·.\'-i~ -;:/ -.:s:o,- .-:;.~_ :-~':( ·';'{(' ":·)':"- -;": '.".C" "--

- .-., ~-. .- -,_ '-'--.~·;.:'. }j:~~-~c_.:_.:o;·: :.j;'_j .~0 ~~;.;::c;-;!_.;_ • • _,,. __ ,-., '~i'<:O '·º -._- · -. .. sea _(gi}~=~ -. una sUCCSi6ii.quc Si1t"1~,~,ª:-~{-;-f·~--~'.--S~~-~~,fff_~~~~~~-;_:Jll Y 
( 11) del teorema~ Pa.i-ii ;,ci'~d:~_::; >-Ji~: :::i~_-.' _cada-0 :"conJunto·r.-;ablerto~ ·: '!· 

' •"-;_ \.'. \-:·· ·--::> -:· ::_~.: . :.-:!. -·':· . 
considérese .. ::·. ·':f'" ,_.,-· --,~~ - ·,:L~i~'.:="!}:-· 

Un = X - u ~~n(~J j'~ e x''_, U) :f :"' , 
·:._: ·' ~f- '.·:' _,:,,_ - -=-;~:-~-. --

, '-'::·'•·' \"_.-, ;e,•.• .;;o>,~, 

Claramente· -u es. cerrado -para ·-cada·~~:-zi;:_~-'. :_:-.~Se;j'{d~~h~t~·ar·~_---

cnscguldo. que la su~es16n · (U : n. 'e - U>!}'. _-:sri:t.1-~'1'"~6J~- ~"~ 
de lo. deflnlc16ri de espnclo ·se~1:...fi~tr~ti'f1~a'-til"~-~'. ___ -::~.->/'!'.-·,. 

---.-;:;.'-. --¡ 

--< ;::.·:· ,,:·tf--~ .---~-- -~:>'.:~ 
.- ~ -· ;_i./. :-_'::!' -.:_:~F:_. __ ,~_:_;~.-:-" --

n e ~ -> para_'..c~da ·;:'."n E-: IN.:;;·:~.e~:,~,s~-~-~-- :--~~ ·;~ (al parn cndn 
---: ';: -----.<.- <:-:.: ·m··~'.;_ .. :'<";c .'-.<-> .:..:=> --.->::·,:.·-_;· ,._-- -

tal que y e gn(xn) z) existe un~- _su~·ª_-~.1'.;'~i·_·;:_.<7_r?ir-i'_·c;,_.:~-u_C.-_:·_c~~v~_r~-~--::o._ ~-: 
y .. y E cl(X-Ul = x-u .. y~ u: o ~?~~-u~~:,Df<f~~~"1~~~>.f:i.de~¿ 
obsérvese que X-U e u {gn(~): · x e·:::X~U} ·:_.}:'.:- p_~a:·:-,co.dri:-.·_zr:·~~'--.e .. ~, 

entonces Un e U para cada n e ltl, ---';Es~:-d~~;1r :'{'~~i:'_Ü~-,~»''.·_"u·;_/-\ · 

(b) Supóngase que u e v y sean (Un:> ... n_'.'_e:· ~}_:::Y.- .(V~:-::_.n e_ IN} lns 
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respectivas sucesiones asignadas a U y V. Entonces Y E Un st 

y e u {gn(x): x e X-U}_ '* y ~-_-_cnCx) _ par.~_-cad~ x e x-u ~ y ~. gn(x) 

para cada x E X-V ,., y _e u <B"n<_~)-.~-- ~ :~ X-V}- ~:-Y _E. X - u {gn~x): x· E 

X-V}= Vn. o sea Un-e ~n ·si u··c·v. 

4. 9. Proposición~ Un espac10 . t'?iJ0~68tc?c.' --~~'~}~~~--~~ri:'f'{fJ.ó¿:~bi-~-v- í:le·~--
Hausdorf"i" es espaclO perf.~~-io· Y tlcn~ ___ di~gcn~~i~g~,nfff' -:~i;": )<_.,. ··_:·~~-' 

. - . __ ,_-, ~ ';·- .:::;~.:--·- :-.\:<: ·:-.;;. ;:·, ;- ·,-_,,_.,, ::;-._<;-:-;._~:;· 

Dcmost.ración. Sea X 

Hausdorfr. Es obvio que 

sucesión {g 1}~""t de 

subconjuntos abiertos de 

un eSpO.ci~ . :~~~i~~;~t~~t·t·i·{~~b'í:~--;~~·d~'; 
X es perfecto.· P6r:)~.t-~;s)::::e;íste::~una:~· 

funciones de · X ,--.. -e~·;_:_. -1a:_,·---¿-¡j¡~¿él6n·-,:.dC': 
X tal -que ·--'.-'':~_- __ ,: '°'~'~-~~f '\-;;;':-: :,~:;:~'.~'. 

(l) 

e 11 > 51 y e X 

Y e gl(xl) 

Paro. cada 

X
. e ·X· •.'y':.·,· Le ' E :1[. t ;é < .. 

para cada . -~:·~; .. ":'.:'"'--~, 
"·:,:::i· -. 'º""';•'' .. :.:~; -::;-.,~ 

es una sU:Cés-ió-(í":'.:éiC::_'PiliitCúit-~:~cn.~~,-,'_X-.'.< c_on~_-,:·~ 

l. entoQCe~_-: -~-(~~,}~~¡~ }~~:{t~~~:-·: a
0 

-~-,;. para cada 

n e IN considérese 
::· 

·1:,-

, ~--"-. ---- ---~'-- --~;~- :- - -- -

Obsérvese que para cada X e X, -p~a· i-~d,~~-,: n, e ~- :':.:~. 

Asi que po.ra cada n e ti, '/ 
demostrará que para cada 

m 
que íln=t St(x, 'Un) = {x}. 

X e X la sucesión {'U : n e IN} . ~~ tal'. · n . , 

Paro. el lo supóngas~- que - :.:y; ·e _:;·~~-~:c_X,:·:u~·).> 
para todo n e IN, entonces para cada n e N existe _,xn e-.-X-- ::tD.l' 

que y e gn(xn) con x e gn(xn) de donde {x~}~1 . convefS!! -a, - x

':I también a y. Por ser X Cspacio de Hausdorf"f .. sc_· ~ifi~e.;·_'C:iu-~' y = 

x. Asi que 
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4.10. Def'inicl6n (5). Un espacio topológico X es semi-métPico si 

existe una f'unci6n distancia d definida sobre XxX tal que 

(1) d(x,y~_ =o· si y,s6lo,.si X =:-oy· __ :-~· 

::: :c~:tpJn~~Y'1ii1~~ºfk~ t;n~~rito .:n }sly sólo si· 

4.11. 

1

::::~l!~~~~~~f:I;¡~]\~'' ~· ;¡' f I;L • 'T .• En¡b~ries x es 
::~!~m~! ~o ·¡a;J~~~f~~;7.¡~tf11~~~:¿~e~.~f w}.~;;;:f·62.. ~:e ,r~c.!ones. 

. <>-í· . ' '- ,_' ~,_. ___ :~·-•. ; :_ ·;,¡_;: ·,._,;,._:, .;-;·::,,· .··.·.·•• .. ' -:,,,, 
¡ ,,\'" ':?~_(_,\•?: .-·-:.';":::;:- ,. __ ,,,~. - -- ·-- ,-,,-;,·, ---,_- . ·. --;,- -,,- -._-_,;;::';:.;¡:~l\:.:,:-;:,:/'.:--'-·",' :::;-~- .. -<.-. 

e 1 > _ PB.ra '; cD.da'.':~.:Ix- i a: . 
:··º"' '-_.,; 

(2) SL ·+x· 
·tal ---s_-_,,. 

•··c-.·-';c<. -i·.C 

::::;;;; ::~ló .• ~iiitlñ~~,~~f:.f: 
dos puntos distlntOs ·:de ---:---X~:5'.-'.:;,Pot~st~~;-·'.'.:'~XJJ:~:~~6ici-'.'.~. ~2:· .. ~--~~-~St~::· ünc. · 
vecindad U ablepta dC --x:-::·'ta't:· _ _.qüC,• :;;-~_:'.·~-'-(/'-:Y Pá~;-.l_a--_-cond1c16~_ ·{i)-

. -:~'. ·,,:.<::· ;,;_~·-:- :_ .. -,-. "· 
del teorema x· e g-'(x) c-.,u:>par'a.'.-:aig1.1n:--: n·;e ·N~ ,'.~i~ que_.-ex1ste::n· e N 

· n, __ '-,C ,• • .-·.··,' ·' ;·- ·,.; , ',_'",::-":.'. 

y E c~c_xi. :=:·E:nt··6n~·es·:: s~:~.'P~~-d-e __ ,d·e·f-1n1~· \ma·-::rúné"i.6-n ·-m '::::de·--_-_·· 

a los números n'n.t~-a~-es --c~-m-o s'1Sue -~ 
tal que 

X x X 
;~~-.0= -: . . . 

= { min {n ~···IN: y " gn(xl} s! 
'O si 

m(x,y) 
X= y_ 

-- 0Cr1rias"Ci -ahopa:-uno. f'ünC16n -dlstancio: --d - para·- X-'-- como· sigue 
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{.-

min {.,¡~._y_) __ d(x,y) = · ·-

- - o - - - - .. 

m(;,x)} sl x "' y 

si X-_= Y 

Es fácil- ver/-~¿~;_ ._.:cic~;'y)~;';;.S·dc~~~ .. X)'_~~?i;.·o :i-Y:·--~~e.-;,-. d("x,y) o si 'Y 

s6 lo s l ,·~:'.:x -=.';y·~:·-~,; - ::-;:~~' _, ~i!~~i:~t·' ::-')'.'.·;··;~;:·U)-'.- -~--·t~<-:~J~---, -.-:.-.' 

s1 -·-····1ij,~~\¿:~>~[~~-!:i~~~~~;º;~ :'~ -];j'.> :ntonces para cada 
n:_e · tf _:. e>C.l~te::,.:~:y-.:·;,e-·;H;;{~t.al·'.-.qu~-,f,' d(x,'y :.-)_ ,~_-:,:~:-_:_ -~;\.-·: dC donde existe una 

suceslOn -~[3~l~J~t1~t~~~~i~¡-~~?;~-~i~fr~~~- a .x. Entonces 
X e _el n.- ._,,·es7_dec1r_'~i.-·X_~"'es:;'punto<lim1te:;·de·.,;_· H;- ' 

--- "- -,}d .. ,,_. '~·'.. _:<--:: -~~ .. ;§;:·.;>;;.'. .-_.-_'._'.-_\_:_· __ f.;i_,;;_i:_:~---_--_-_-::.:_:_-~-~-<.~._-_k_:: .. _. ;:} :; <~--- _:: ____ 1 __ • __ - -.-_:'---> -
----~~ '/ -~'-;_,-~?~-~;.:e-~~=:~;?;·: " :,'.·.;,: ,:·,·.· 

>~:Pof,'·: ~~fu'-:''¡Jirt.e~-t~_-s1-~·.:;~~:)~:~_:_/~s~{P~t.~:~:J_~!n_1:~~ ·dé ~Xiste: una"· 

--~~~ce~-16~:~ ~-:~{-f~}~f'.~º~~~-~ :~-,q~_e_· _ _-co_nfi~;~_-l_tL'. ~;<4:=--~~t-~-~·Ces -ParO:-'_Cnd~ ··-.:_i _ _-_~:_, __ -. 
IN exláte · ·n ¡ , E :··IN :',~:~~~-:- ~~~¡:-~-~- y n e ~:BcX~ -__ }):,-:.~~'.'~;~-: ~7;éj~<:~~~-t;l'·:~(- _j}~' ,-!iÍ ~'.:·,: -

"'o·-· • .--;-.. - -~i/:'."'' ~' ~>:- · ,. -- .-'-,o:_~·_. 
de donde lnf {d(x,y): y EH}'= O. 

del teorema. 

Supóngase ahora que y E X 
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puntos en X tal que para todo m E~. y E gm(xm). 51 U es un 

abierto que contli:i:ne a- y, ex.fste· - k: e N tal- qu'C 

(1) 

.--'-;·,: .. : - · .. : -:·-·~- ~-; '':'.~ ~:fi'::+~- ·--- -,-'_ ----- --,-...-· 
- -· --- '":-'-''.-':;;;_: . - -· ., .·. . '' .. 

. -; ': ·. ---- e_-.,·:;_ :~:;_,7-· ~:- :_c_':':;7; • -~~f---.~~~;k-S':C.\~~ 

-- .<c1 ,,~:l>~~ 1 :~·.es .. -una sucest<>n n,;, ere~i~-~-t~;Ll~_{'.C~~~·-= es_:)laSe 

(2) 

' loca}~:-~n __ x;· · para·_~'t'Odo:.; x~--~_{:-·~: .. ;_Y~-~ ~.:;-,)/~~:::;~i-,Ó~;~:l~: ''.~. -
si e-~- ,·y;--e,-_,x~. y : {.1c1>~~1:';::- eS·_:üria-fsµccs~,~~%d~j-P_uni~s _de-,- X tal 

que ' y :E_ -~l'f~~-) ''·P~a· todo ~ -~~;~· ;'.'~~~:~h:c~'~ ~~~{~}'>7¿1_-.- :;converge a 
"··?:::-; . .-¡;;:, ·--;'~' ___ , .. _. ,--.. ;, . 

.. .. ,.. ·:/' .. :;:~~-~ _'.-~_,~:· 
. ;~,:-,;-, ,:~.-- ·{; _._,_, 

«-,. 1 .. ·: ~-;:;: ·''"" '~¿-;:.:~. ;'-~ ,->'-
y. ~--

---~<. 

._ -• - ". ___ > :: :-.:; _--::·,::·_:/;~--,-•. _ .;;·- - --.-~:;~t'.- ,__:';·:,: :·,_;~,· ''·'> - '.:· .- ~.: ,<.-: 
-Por-~~;-·~:::. X<-- Url :~s¿~~--~~ ::-;;¡_~~;(··{X};-; '.:0.d~. donde, --el {x} e 

' , ___ . }º-:~··, _.,.~;' .. ·:' ;,!:"~~-
·-,~" ·~~- .. --· 

X 

X tal que --~Y-- :~;:·:-6; 
e·xlste · 1~- e ·:IN lo cual 

lmpl leo. ~ue · el {x}. 

Ent_onc_es '~po~- _ ( 4~ B) ::. X .'~~_es_~_s_~mi-es,tr-at.lfl~e.o.bl_Et:~'<:J.Cl~ám'crit_C~ __ ,. x· 

Prlmero 
.. · n.umer. o.b .. 1.e'':__.·~·:-·····.-'.- -,. ·:.,;~-0~- ~,,, ~.-·· ;.=;;·-_-~-;~-~-,-,': ... _ ... -~~r:c~---~-i~~ ~~-;7·;~--~~-- --

' "o"_,--,o-';"'' ':·~~_:,:~-'\ ;·!'~:~;·~:, .,.. . . , 
:;?:. . .. -.·:.·.·,-.1,. ;: : ':,:· ' . Ú.";~-·-~ --::: ·:::~:;.~--·~ ,, ~:·;;.:;; 

; ¡, ._ .. ;;·:: -
' ._,.,,. :--\ :>._ -,. :~--::;; 

'" l Por (4.BJ existe uná:suéesl6~ '<el}~.,{• J~f\l~~lo~es de 
en lo. eoleeel6n de subcónJ"únt?s'·_ ~~l_ert~s :·:de :--'X: tal ·_quC· 

es 

X 
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e 11 
., 

g1Cxl ~ el {x) para cada X E X íl1=1 y 

(2) sl 
·. ., 

puntos de X y E X y {X 1) 1=1 es una sucesión de tal 

que .y .E g1 Cx1 J para todo 1 E IN, entonces {x1}~=1 
converge a y~-

Por ser·· X primero_. numerable, paro. cada . x e X cxlstc una 

colécclón numerable ¡u·cxl: n. e IN) . n de subconjuntos abiertos de X 

que _es base _locS.1 __ -eri_.: x la cual sin pérdida de general ldad se 

puede suponer.que no·Cs creciente. Considérese la runcl6n f de 

U-1 x X · en ia· c·ofEiCclóli' -de. :sUbconjuntos abiertos de X def'lnlda 

como 

paro. cada X e X. 

Nótese que es base local en X y Si y E .X y 
., 

{x 1} i=i -es una- sucesión de puntos de X tal que y.~ ·r
1 

CxJ.) paro.. -

todo 1 e·IN, entonces {x1}~=l converge-a y, asl--,.que--por--:(4.-11)_> 

x· es semi-métrico. 

4.13. Corolario. Todo espacio topológico metl-120.ble es 

seml-estratlflcable. 

Demostroc16n. Sigue lnmcdlrit~e~t.e de. (4.~ 1~) ~ 

4.14. Propooicl6n. 

94 

--,.c ... -.--, ,-_, _._,_ . 



g -u 'Jt A_n r; 
1 2 ' · • • '. n = 1=1 1 '• • • 

/\n ~ { n 
en donde l=t :s 1 = ni=iUJ: 

para cada n.· ·Entonces l! es también un desarrollo para 
,, ,- _,_, ·:. 

X. ··Por ser--· ti Cui:;ie~t·~:-~'.-de-:· X existe· U
2

(x)_ E- !1
2 

tal q~e X E 
. ,,2;. :::.:. ... ·,"·~·> 

U2 (x) ,· .. asi _q~-~- ~-~'l~¡~:? (~-~i(~--~~· 0. -~~~-x}) e ,.1_~2 tal' que x e ir1 (~~· n 

::~~,t~;~~'~i~ .. l •.. L .• ~..:.r.~·~·~~ g: ::';' .. ·:: 
~·· ·.~ ·'·- .-~·· -~' 

,_·;_;~: -:'.:~·:.~_::~:-· -~ .. ~L:·. ~·; :ÍA· :;;n~¿;g;,·,·:.c.1.--'-~:x::c:>g~:~'c ~-~---: .--. 
· - - .- - .. ·~<~·:••.·._;,;-2;; __ ;;.- .. , ,,:·;i,o,,--; 

Asi .q~~~· ii:-.:.~~-?~~~;~~:~~:~;ii-~~~lidD.d al ~~~ner. que ;·et :desarrollo 
de : ·x·:;: e~.: tiii-?q'\.i.e.· .. i: \'.<';; · -,,..,"_ ;,Cjo_:,y. ~·-'.:~:~-~·; ·'"- o-: ·-· ·., --:.; · ,,,~:_,, .. _,.: -.;--':--_ 

- '. ··::;.;.:~; ·-- .. -.-.. " ' :· ' ' 

... ,· ... :~ 0~'f t¡~~~;i~~~~!\;~n'~·~j+f >;~··~;···•·•.····· ;~ ·. 
y--- se . Pii~-d~-:~--~ü~~~~ti~~~~~"l~ºIif~qü~r~f~"\.~~,fü~"°J:~'::Jüé~-íi 1:6_~:~~ J~~<~i > !~1\~:=, ta1, · que ,_, ·------~-: .. :~_; . ., .... ~'.e ~;..,_;,::'.'¡;, ';.i-'' :i,:i{t; '-·~-- ;·;·, ---·~: __ -. 

--"'" ··.<:• ''':-·,,- ---,-'.~~:'~/::~·--:_-, ,,_,,, • '''""' ~,--

·•• g····cxJ···· _;···· ····~-~·:;~~~~--~~l~1i~~;/tm{s;~nr~ 

~:f ,;SL~f i~[~t·~~ '.;,:~s:~~:,;:¡ 
e St(x,• '111) ;::u,: .• """ y;;·•• :';; •;• ,,., 

' - . ,,._ :~~~~ - -,... ,_-,,, ..---¡·: ·,::.e: --.".'-_' ,-:;,::: "··"- ·,:.·- :lt~{:-,;.;:·.-~7c-,. -~'.;'.> -/( -··,.--.- .-,. -: 

Por • ~t~~· ~;,:~e~~~~t ;~~X ; 0. '{xS~iL _es. una suces16n de 
P~.t~~-'-;~~ \-·X\,_ tal'~':~ "---~--E _c1C_x1 r.·;~;;:·:~~-·_t_~--~~-,,·._:_·1.e N/ --~nt-bn~~-~ '-~¡.: 
u-es ·u~ ·a~l~_~tó,\~e~::~j:~-~'.;~ _q~e'.i;·9on~1~ne_',-~~-:-::~_._:sa_; ~i_Su.~ -~~e,:::~x-~:st~~ '--~o··: e. N: 

.· · · :::i::le:t:;:¡(~iri'll1t~Y;~lt;02~uiYI~i~:~~~~:~~0~::n+~ es 
"-·.:'.'::::·>i:~: _~ .. ,. -. ·. ";_,::.¡,' '"" ,._,_> .',::~. 

cSt(y, ·u
1

),.'c St(y, '11¡'.> '.sl 
~- __ ,,·,. ·.' _·:;_ o 



De donde o_.sea .{xi>~=t _co~verge a y. 

Entonces por (4. 11) X es· semi-:-riléÍrlco_ Y. -por· (4, 12) X es 

semi-estratiflcable. 

4.15. Proposic16n [12]. Un espacio" re'.Zul~ -Cs =de~ai'roÍiable sl y 
s6lo si es casi-desarrollable y perfecto. 

Demostro.c16n. q ] Sea X un espacio regular dc~arrollable. -Por 

(4.14) X es seml-cstratlrlcablc. De donde por (4. 9) · X- es 

perfecto. Es obvio que X es además casi-desarrollable. 

.. Por ser X casi-desarrollable existe una colección numerable: 

11 = {l( : 
n n E ~} de familias de abiertos en X 

abierto de X './ si p E U entonces 

p E 

para algún m e V'~. Por ser - X ' ,,,,.,,rre~to 

íl~=t llm(n) con Wm(¡}). a.b1ert-o 

m e W considérese 

Sea '1'- = {~: m,n_ e---IN},:_:- ·entonces '1' c_S numerable_ y U: es 

cubierta abiertá de'. X· para todO· m,n e·~. Si· U es abierto de 
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X y p E U 0 entonces m e IN, 
.O 

as! que pev1t-
mo 

es 

puede 

(a) 

(b) 

(e) 

"'-'., 
- -·- _,,-~ .. -- ~ -

cl'Un e U;.-

v;:.., 
u -e n 

::·:;- ' 

l!~- =.-·u:·.<---~ .. ::, ·,··~':< ;.,~'\,-<·:-::_:. 
V----;--\'~:,:~·~·~~~: 'clua'"oo U- _c-.V.'. 
:n - ~;,i'j-i-: - ,--. ~----

de X 

-- -- .-- ;-;:,_~~ ~;'!~1~',:"i;:· 
4.17. PropOsiC.16ii--·:c12·f.·-: '.: TodO · espacl.o 'toP~l6glc~ , estratlf'icable es 

.·-'. -, .. ·-C: ·::·>:. 
scml-Cstratlf'lcabte~''' :' , __ , . -

~--·-

Demostración •. -' Se-a· ·X~- un. es?hci~ ta"J,0168ic·o·'.~:e~-t'r-O:tlr:ibO.bte. y sen 

u un-abierto :~oñ~C~¡-~~, en .. ·-x; ::~/eitt,,oncc!S~;e~:¡~-l~;J~·a:;-~:6e~ión' ·:{u-: 
- . --- -- - - . . - . - ··-:·:·-~ -- n 

n e ~ de subconJunt~~_.-~.n~'i_e;~o~=:~'.di--'~- .X _:·· __ ::~-~~~~~~~-~-: ~i~~~,L~#~:~~-~:-::~!'~:->-__ u;;=it __ un-

u y un e v ·si - u-_·-~ 'J; -.--- ---~~~-- ~:Ge:\"-~~;¡;~·t/;~_;;i~i-~t·¿~~i6i::1- <_-~:i· ___ • __ -_un:_._ 
n ;"::-. ·:- . . ;::-;;.:: ;, .. _,_._,;-:,:,;::·.,~'.-¡1;l- ·"};!·--' ")::.· ;_ 

n E ''} de subconjuntos cerrad~s de x.'"'ta."1, Que"·-, t.fi 
1 

el, U =·u ---y -
______ ,_'~-~------":':~_,.. __ -~ .. '..':._.,-~,1 ...... .", .. _1:° -",'-" -~ 

el U e ·el V al: U··c··:v.·:;_·.--a .. ,seá"':x,_::;·es>SeJni..::.cStfoatlf'lcable.;~--:-

4.10~ . ncr1ri1:1o~e~; ;-i:1JJ&'~i~J~í;~~if ~;;~~~~:{;o~~~~i'~~'~ -0 

espacio topológico:::/ X :f~f: es·-'.-. ,.'..0'7".'pJinto/f Jn1 tii:J.~. ( cr;:pu"nto,; nümer:lll?le)). · si · . 
. .;.-_ ,;. _ _-·-_,_;:~-,, .:i '.·_ '/--1.0oo~/-f:'. -. ::_-_:,~'; --~:~.--?:~·.-.~\ ';;:·:-.;; .. ~:.:;·,; _ }:;~;_, _.¡,·~;,e-; e·;;_•_._.··~·_.::-'.: . . ':.;_', __ -. 

es 'la-"· urit6ri--:'. n~Croabfe_,;~~dc/,:ColéCCtoñé'S: '.;fpu·nt~\~f'lni tas~''~- (punt·o 
.---<--:---• .. :---,-- - -.,-.-':.' --';_,_:·:,-t~ '--~ :·::r_:_.t-·:'':i'.:-:-:.:t ·"';-,:.- ~~~- - ·;::_ .. _--

-·;· :;:-- __ ,; ;-: ":.'.·'· ,_.' :'...;)~~ --~--·:·:'-:'·:. 
--- ,_ ,- " - . . - :.-.;._ - '.-.-

riumerB.b~Cs); 

Una có·l.~~61~h ·de· s~~oJJ·~·i;io·~-: ¿¿\~: ·~:~-~~~~:~,--~ t0j)~_i._6_g~Co. X, 
··',· -;,-· 

(2) es 

si 



localmente numerable s l todo pWlto X E X t lene una vecindad 

abierta que lntcrsecta a lo más- un número numerable- de- elementos de 

la colcccl6n. 

(3) Una colección U dó subconJuntos_.-de 
: '· 

Un;espD.c10. top~16glco X 

es o-localmente numerable si es lB:_:_:-:Un16·~·::_,n'~erablc de 

colecciones localmente numerables. 

4.19. Proposición. Un espacio topológico __ ·. X. :_--,.:ko~- una -base pUnto 
, ___ ·.--

numerable es metalindelBf".-:-'::'' 

Dcmostro.ci6n. Sea 2J = <~t-: ·t. e·-·r} 'una.-~·.b·a~·e'/:·pu~to>_-n\PnEn~ablc de 

X. Sea 1L = {U5 : _s e S~ ---~':'.:-cüb1e~~-~'.\_~P~it:o~~~:.?~~:;_:~~-:/:"-P~a: cadn 
se s. sea. Ts s T tal -que---- -.. ,:._: ':~';-::·_~,:-:.-,--· -·:;;:""_-::.·--: '"'.,,,. ~-- .. ,¡~;:.· 

•;':~·- '.} '"-- ·;-" o''.':':'.. ,<\•C;-o '~",:, .::,; :::• _.-;,· -·--., __ ¡'_o~·/.-~.-·-. ;.;_e···;-;°".:-:-¡'",~_;_,.- .::·· 

Entonces 

abierto punto 

mctallndelOf. _ 

4.20. Teorema [1). 

··u,,. ,.·.::~;:T~~~í'··~K~ir~~i~¡8,···~"·f~·-.; · · 
"" ,- -,,,._ ':-::'g(;~j~ -• .;;;;~: ,,:~'-~ oN· ."-;;j>i. -~ .. ~;- ~->:: 

'~--- ·''"' 
~'-éC-' - -

--··:i.T: 7.~:''.' --.,. -T.': • -
i·;~·'·.-;.; ";!·':-. ~-;.· -_/~' 

~¡-; ,c.C• ·.·.:.· .• ::.·::, ,-'_ 
. . ·:;~-~ . ·,:-:;./- _.:~::.-:;; . 

·.- ·:' -;- -;;J;~rJ1:1, · ,:;;: i~~~'.~'}Jt!.~- ;-~l~J:i::~~;_:~rg:~ ,_~;(:-_:·_iI~:----~,,~---

:::~:ª:: ::~ og I::ª .. ~~ "fJl'i:t¡l~!~ . ~, 

de todas las:. x_-0 e ,x 211< (ello 
finita). 

U(k, x) 

colecc16n

para X; 
existe 

·.oc-_~o----o· .. 

colecc16n punto f"lnl_t_a __ :!:i~ -, __ f:i_lg_u~ '_qué~ ·X _:_:p_erJ:.e-n~C-~_:.:e_xn~--t'.a'ti\_Cnt:e :·a.-:'::.~-- .. ,, 

~~::·:~t:s u:~ n' 

21~b~~v:::~t:~s;~·=·~[~k~ ~yj:ºtieJ~_¡;; ••. e~tlI:~: 
U(k,z) =- U(k,.x) (sf·.-no:::· '.x.,--,_pe-r,_t~n_ec::_~, "a:·más·.:de'.:. 11' __ :-~l~~e-~~6~~ .. -d;.j_ 

98 



:Bk). De donde existe- 'Uk, n_ e '1' _ tal que 

.,-_· :',·:·-' 

lo cual d'emuest~~:::_·~-~~--: ~'1'. :es· un -C~1-cÍesar~0:11·0 pal-a- X. 

4.21. 

- ,>·-;._; -'¡-"..-' 

To0rem3 /c-2i~ _,. __ ~~::-{riT~> __ ~~-- éasi;..des~rollable si y- sólo _si 

tlene:una-base a-punto ~inita. 

Demostración. ,.._ l Sea X uri LOTS con un casi-desarrollo -~tri. 

!12.- ••• }. 

de cada 

Sin pérdida --de generalidad supóngase ·que los elC_me~tos 

son conjuntos convexos en x. 51 

{~(n,a): a e ~n}- el conjunto de todas las subcolecclones 

coherenteS maxlma~~~ de !1n. Sea. ll(n, a.) = {x( 1), x(2) .- .--/~'-, YC i-r; 
y(2) •.. : ; } la sucesión __ de puntos de u l1(n, «) descrl ta- -en e1·-"1emá: 

'·-=-- ·'--'', cc.----c--c-• 

(2.16). Sea lln = U _{H(n,a): et e An}. Prira c~d~-=- x'e'. ~In 
consldérense_.los. siguientes conjuntos: 

. . •, -._::'' 
( l r_ St(x~Of1·), '.c.- -' .- . .- . ·_-,_-__ --n --

(HL' RSt(x'.!1 )•=-{yce St(x/ 

o H l iStc;: '.'u Zt.=-~ e sicx, 
!l ): X. < y} . n· 
!l ): y < x} ··-. n,, 

Sea ~~;, l/Usj(~;/ !in):; ) ~ HJ u <"kcc~~ !1n)i ~ e. Un} u 

{LSt(x, Un): x e llJ.' ·N6tesé que' RSt(x,•,ll°n) ;,; St(x, Un) y 

LSt(x;. !l );s:; St(x;>u ). Por (2.16 '(b)) pará cualenqulera·: p, q E :- ----- ._n _, ___ _. ... ,_,_n . . .- _ . 
lln con p_ • q ·' se·_tlene que p --.!_ St(q;-:!l~) y\-_(¡ ·>l!>~.~(p-~ __ rin)_._..- Asl. 

·que. --:si _ p e /~~- entonces p está. en- Un único ·e1Cm~nt:O de ._, ~n·· 51 

p t! Hn entonces existe z e lln ·::tal que P . . ~~-~-~-_ci'/:·~-~~)._ Sup6ngo.se · 

sln pérdida ·de generalidad que z <;:-p.·.-:: Ent~nces·:;,taiTibl.én _P_' e 

RSt(z, l1 n). Sup6ngo.se además que_ existe ~·::.e'· lln . dlStltitO dé z 

tal que St(t_, r;n) n_St(z. ·'fin) *_f/1. sL~·:t::..¿,·_z_·-;·entOnces. p::·f!:stCs.-

!1 ~) -- para- todo -s :S t-~~-- - Si-,~- z-, '~:_~-·t·:~-~·~~~~~~~~~~~;~_P-~:~_.-/S_t_~ ~~,~~!i n)_;.'º-~:-~--~~:'p;: __ ~_:~ 
St(t, rln) y St(z, Un) n St(s 1 rln) .=: 4> p~~~;:_to~o.::_-5'.,>--:-t con .. ·se 

lln' Asi que, si p ~- lln :'e~t:on.:i:;:~c:~/- p ·_·Cs~{¡--_·c~~-~~r·.~~ --7~·-_cu~~ro:, 
elementos de :Bn. Po~. lo tnn,~~---~-1J~_-;,:-_cs'-C01CCCf6n punto flnlta·"·-

Consldérese 2l = v {2ln: zi e h. Se 1~mosSaJ"i que 2! • es base. 

99 



para X. Sea p E X y U un conjunto abierto de X con p e u. 
entonces por ser {§'": ne IN} un casi-desarrollo para X. existe 

ne IN tal que p e St(p, tln) ~ U. Si p e /In entonces St(p, 'fln) 

e :nn. Si p e lln por (2.16 (d)) existe z e lln digamos z < p 

tal que p e St(z~ '!/ iJ)_. . Por ser RSt(z, rJ n) convexo y estar p 

en RSt(z, tln) y _z e St(p,· '!111)-- ae sigue que 

.. 1 

·-·- - . 
" ,., -,. -

~ e RS~(~; !1n) ,; St(p, !1 n),; U • 

-.. :_·:,·.·_.-.. 
'.,___,;.___ 

Entonces. _'.·::~'_:·:_. ___ 7_::_~-----~--.·;_•,tr.~'2-1-.;~~;r~~- e:~~ ~e· ~punto f'inita. de 
";',-~;_.. ' ¡\~?:_;-;::-,.'-~~- :.~;' ,,_, 

sigue i-iinl~diD'.ta.me·nte -de ·-:-c·4t~-~j~--

=-'-~-.::., :.:~~j-._~~c~-;;::~/~c-o 

X •. 

4.22. TeOrcQ'.13.- [7l~ -Un- LOTS con una base- u-localmente numero.ble es 

metr1zo.ble. 

Dcmost.raci6n. Sea :B = \.f--- !B una base u-localmente numerable de 
n=t n 

un LOTS X. Entonces ~ es punto numerable. De donde por (4.19) ·x 
es metalindellif, por lo tanto por (3.40) X es paro.compacto. 

Para cnda punto x e X existe una vccindo.d abierto. U(n, x) 

que lntcrsecto. a lo más un número numerable de clcm_entos de !Bn. 

Para cada n e IN considérese la cubierta 'Un = {U(n,-x) :-:. x e X} 

del espacio X. Por ser X po..racompacto-· eX1StC .:un:f.rcfirm~icnto 
::·'·-<::~<_(_:,: --._: .. " :·--:---

abierto 'U~ = {U u: « e An} localmente :f_ln~to ·;d~:~~ ,1~n·;~;{$~~~-\~-~-b_rC. -.a . 

X. cada elemento uª de 'U' i~-ters~~,t'.~ -'.ri,:i(].--~'S-~~·)_~,ú'.~{~- n~e-~o 
.. . - - ----~ .. "·.- -~ '1 -~';_:',-2·~:::~·-,'.~1:~::~:'._~:'.~~-·:·.~;L~:~.::_:;~- ._:ó:,: . -

numerable _de _elementos de :B--~---- -Sean:·-'=·V·-··,-,,_:-v.--,:,;_:.:.:.-.-,.,:e.-.. 2J __ .,-J::;::.,talcs.:-_que 

uª n v! ~ 9 para t.od~ 1 ~ni\~·'tT'~r.~~;s~e~f;~¡~,t~~Ír7~·i~-. 
An}. Como 'U~ es c01ecci6n~:_local'!'t?~~,e/_f'l~;~·~;~;},s.!f;f'',}S~.~:.-:q~~-ii-"~n ·:.-·_es 

co1eccl6n iocalm~nte_ ·~1n~t~ •• ~ft~~~*iC1#'~i~~~~~¡6g\í.~;,'j"(!.r~; -~-~ ···_· 
es un rcf'i'riamlcnto ·abiCrto o-loé::alnlentc ·::rlri.l to'· de.-;;: ::S- ~·:;,::--.considérese-·. 

- -- • ' - -- - • • - e ·-.::::::'_·-;n-_.· -~·,'·:-~~:;:.· :;--.!:,. 

la coleCéi6.n ,_ :B::·; ··a ~1 ::Sh· <~\-~-~t~i~~~~·- ·-:~~'. .. :~-~-,,:-:- :·:~-~:i'..Üii'.'. ·~~:f-_l~~~~r;to 
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o-localmente finito de ~. Asi que X tiene una base u-localmente 

finita. De donde, por el teorema de metrizaclón de Nagat.a-Smirnov, 

X os mctrizablc. 

Ló.. siguiente propiedad es una consecuencia inmediata del 

teorema anterior y (4. 5). Sin embargo puede demostrarse 

directamente corno se muestra enseguida. 

4. 23. Proposición. Sea. X un LOTS con una base u-localmente 

numerable, entonces X eS casl-desarr·ollable. 

Demostración. Sea 2J = lI' -2J-. una:.·b~~ :~10calme~te .. numerable de 
n=t n -_ ·.-· -. - ._,_--- -<·.---· 

X. Exactamente como en la demostración aflterlor -éonsldérense las 

colecciones 'U' 
n {U :_ IX- e A } loc?.im~Iité·_i_-~ih_i~D.s.:. que cubren a X 

IX - n · · -·- - ~- ·,-.. __ 

;n ia;;:l::::on:s e ::. = ::: nx:~.G'Jln~~":.tt:s:~n~:::t::nt~:e~ 
k elementos de :a;;>. Se~ :ucn~:zdi:'5> ~-~:.'= :· r\ --{v: x_ e V e :B~}. 
Considérese 'U k = {U(n,~1 ~).::-.:~·;'.Jc-~~-E:_::;x---:_,_-- __ ·_·l. Se demuestra 

n,m. _ . ______ ._. ____ ._-, __ .·.- n,m,I< 
enseguida que 1¡t = {'Un,m,k: n,_m~·k;-E_:,__-IN}~; __ es~-,un ,casl-dcsarralla de 

X. Sea U un abierto de X y:- ~-e·~ >:~-'x e U. Por ser :B base, 

tal que x·e B S:- U.¡ para algún ne IN. 
. ' -' -. . Por ser 'U' 

n 
existe B e !Bn 

cubierta de X existe IX e: An t~l\_:que · .·x E-.Ua: Como Ua.nB*f/J 

se sigue que 

algún m e n-1. 

D = v: para algútl: .--.a{·e .N. o .SCD. X E 

Supóngase_ qu~ x _ é~tá :-~Xá~ta:m·ent-o 'Cn 

de ~ para cierto k e 

ua. n V: para 

k elementos 

Nótese que,·. , z: __ e·, __ ~n~'.-~,;'1A· ·.-~.-_; -~/ffU'c-~}'~ .. :z·?_i:*,:~Ürn_.· ~~-Zl s:'.U_(n, m. xl 

Csi - no, -x-- Cstaria:· en -~é.·s -;·d~~~~_.a<-A~:ei~mei-itéis-~:'¿c-~-;-_:$~)·:~- ~;~~:~--.,d~nd~~:
existe 'U - e· i¡. 

n,m,k tal :~~e-;:;: 

-,,·.-:. 
x e St(x, 'U -= k') "". U(n~'m;x)- e U"'·:_ no_Vmcx ___ ,c· y'l2cx = B S:-U i 

· n,m, . 
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lo cual demuestra que ~ es un casi~desarrpllo do _ X. 

4.24. Teorema [111. Un LOTS es n;ietrizable Si y_ sólo si tiene 

diaso'J?.a1.~c5 • 

Dcmoatración. .. J Sea X un LOTS matrlzo.ble. Entonces -por 

(4.12) X es sem1-cstrat1f1cable. De donde, por (4.9) X tiene 

d1agona1-c0 . 

~ l Sea X un LOTS con diagonal-G
0

• Entonces por (3.42) X tiene 

una sucesión {'U.t: 1 e ~~} de cubiertas abiertas ta.l que 

"' íl.t=l St(x, U1) = {x} para !=ada x e X 

En LOTS, se puede suponer que cada u
1 

consiste de 

subconjuntos convexos y también se puede suponer que 'Ui+l 

refina a 'U1 . Se demostrará que {St(x, u
1

): 1 e IN} es base 

local en x para cada x e X. Sea 

x en X. Sin pérdida de generalidad 

U= Ja,->( o U = ] <-,b(. Si U 

U una vecindad abierta de 

supóngase que U= la,b[ o 

= Ja,~!; cntonccu, como 

"' nl=i St(x, '111) = (x} y a < x, existe n e t"l tal que a • 
St(x, Un)' de donde 

-·--:;: 

- ·-._•-_X e ~1:,_x:- 'Um>. " 1'-:-· b( 
-. ;" . ;'; ' -~ ·-~::·:>. -----~ . 
: ':·"· '<·:-·· ~''. ;;;~- . -'°':.-.:\-';;,~e·:··.· 

: :·,,:.~ :}~i~~~F~~lltm_~~-·-~i~~¡, ... " 
·.':~: : -""~-.. :--.:: ' --

Entonces -ru·~ ::..:_ j G '~-: :.:,-:·~~:~- ~~::; dC~-~r~1 i~\J·:~~',/ X~ :'•/.como ndcnié.s 

por (3. 29) X 'es" nOrma.1 'por '.~o'iCCCt"c>nes'•; :-~·cntOjlc"C·s ';Pó~'. ~c4' .. ,6'). X es 

-



metrizable. 

4.25. Observación. En el ejemplo (5.3) se demueotra que sl 

(IR,µ;·:s) es la recta de Mlchael, entonces el LOTS (IR,µ~:s)• de~lnido 

en (1.15) es un espacio casi-desarrollnblé y·no.ti~.ne.di,-~-&onal-C0 . 

4.26. Proposición. Un LOTS es metrlzable ·si :.,_·~·:·sólo si es 

scrnl-cstratl~icable. 

Demostración. ~ ] Inmediato de (4.13). 
-.':: 

·.;0~2 .. ' <~:;-};:~-· -,._, 
(a ) Sea X un LOTS sernl-estratl~lcable~ .. - iJt~'ii'6~~:. '::._':~~-: _(4. ~)· 
tiene dla.gona1-c0 • De donde por (4.2~)· -x j~~_'?~¿€~i·~~~;~;~_":~~:-.;_> ._." 

X 

4.27. Proposición. 

Demostro.c16n. .. J 

Un LOTS es sernl-est~atl~lc~bi·~;~:Si '.'Y: .k~{~=>~,i~,: 
desarrollable. 

Por 

(4. 5) 

(4.26) X es metPtzable. --·be?·~~~dc_ .por 

X es desarrollable. 

<- ) Inmediato de (4.14). 

A continuación se tiene una caro.eterización simple_ de LOTS 

casi-desarrollables. 

4.28. Teoremn (12). Un LOTS X es casi-desarrollable_ sl y sólo si 

existe una sucesión (!1(n): n.E IN} de co 1 ecc i enes de subconJu~tos 

a.blertos de X tal ·que si p ~ q son puntos de X 
. '· ~xlste un 

entero n " 1 con la propiedad de que pe St(p, !1(n)) s;·X - (q}. 

Demostración. 

Por ser X 

puntos de X, 

.. J 
LOTS, 

Sen 

X 

{!1Cnl: n e 11} un casi-dCSarroí lo'~ para --X. 

es -espacio -

entonces existe n 2: 1 
T, 

tal 

~i~+~ti~~·_:.:~-i;· .-:~r~~i·~-,.:~~- --
que, 

p e St(p, !1Cni) s; X ~ (q} _" 

son 

.. J Supóngase que (!1(n): n E ll} existe.'. Sin:_:.·pérdida. de 
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generalidad se puede·· suponer que cada r;'(n) es una colección de 

subconjuntos convexos de - X. Para ca.da_ m,n?:. 1, def'1nase 1t(m,n) 

= {G n .G': G e !1(m), G' e !1(n)}. Se demuestra enseguida que 

{lf(ID, il): .in, n 'z: 1} es un casi-desarrollo para X. 

Sea 

extremo 

u 
de 

un abierto de X 

X existen puntos 

y sea 

a,b e 

pe U. 

X con 

SI 

Pe 

p no es· punto 

la, b(. s::.u.· Por: 

p e St(p,l:l(m' )) ,;; hipótesis 

X - {a} y 

existen enteros m' y n' tales que 

p e St(p,!1(n')) " X - {b}. Dado que St(p, 11( m' , n' )) ·.· 

es un subconjunto convexo de X que contiene a p sin c~rite·ner::a: 
a ni a b, entonces p e St(p, H(m', n' )) S: ]a, b[ S: U. 

punto extremo izquierdo de X, existe q G X tal que 

,;; u. Como en el caso anterior existe un entero n ?: 

p e St(p, l!(n, n)) ,;; )<-,q[ " U. p 

- Si :p ·.::'..Cs-:-

P e -i'~·.·qc; 
1 tar' qll~~:~:. 

.:~~::·-:p~t:~~~:-
- . -."----'' ,.: ... ·_.::_ 

extremo derecho de X, existe 

Ané.logamente s1 

q e X y existe n ?:.- 1 -~-~~.t-~_l __ ::_gu~-~~;: 

p E St(p,ll(n,n)),;; Jq,->[ ,;; U. Entonces {ll[m,nl: m,n E IN} 

cas 1-desarro 11 o para X. 

Se concluye este capitulo con una serle 

caracterizan lo. metrlzabl l idad en espaclos-GO. , .:·.:i·::F---- .- ·-'-'.:.:~~.,_~ 

csp=lo-GO·e~ i c. 4.29. Proposición. SI todo punto de un 

Demostración. 

todo X E X. 

{U lxl: n" IN} n ·--

. ' .. '-, '• ·t·-· u 

entonces el espacio es primero ,num:erñb1e·;':·. 
,:;..-

Sea (X, -r, :>) un espa.clo~GO·_-__~f,~': ~~},~~:··.-uri·:.'-;.. f.~ .':·-~ar.a 
Entonces para cada ·x ~ .. e::~_, ~~,ex·1s·~~.:-;·U~~fc'01CcC16ri ·-

d~ ~-UbcoñJunto~ · O.bie.~~.º~,·-d:~_.,_._~_; :;',~-~~:~;',q~.~- ),·~:~ ~~~:~'., 
' - -, ;/}; .,._. .,,.. "·.·' 
-:.- .: ~!;. ',.,,. ' 

-·. ·'""· .•. , .... ··.·><· .:,.·· ~{{.~~ --,~:r· >f,' 

. .. . -: · . J ·. • . i•: ·~" <;l Z ~;!~nI,;t):r4··.i~· [~· i{ :;· •···· .. ·. · · ·· ·. · 
· Sin•spérdldaccdec•generall?ado~s>Jpóm¡asec•·que;c cada ;~ªulix)_ . es 

convéxo y q~~- f ri~,liJi',;;~u~~*}}t~i~t~~~!f~~~-;~Ti~r .... ·. _ 
Para ·e~~~º:' ',x ··e .x:=-·. ;ho.Y·'.~c~~t,ro-·~ poslbllldadcs; ',:,-~_: ~ii~r:. · 

(1) 

(2) 

{x} 

{x} 

E T. 

-:.:.;:. {.e;· ' ·.';:' .e;-_:,:. ":'.'.;·:-:t~t~-' ·, '~'- :~;> .. :; .-.-.}~· 
,.__;•·.;.:..,: . ' -,:·;_., :.: .. : ..•• ·.· 
"<:~ .-'' •(.' .,;:-::' 

· .. ,' 



(3) {x} 'li! T y ]<-, xl E T o 

(4) {x} e • y [x,-+[ e • 

Si {x} e T entonces !8(x) -1:1 {{x}) es base local numerable en x. 

Si {x) E T y ]E-,x} 'li! T y [x,~[ ti! T , se demuestra 

enseguida que !8(x) = {Un(x): ne ~} es base local en x. Para 
ello; supóngase que, x e Ja,b[ con a,b e X y a < b. 

Entonces¡ como n~1 Un(x) = -~x), existen m,n e~ tales que a 

I! Un(x) y b I! Um(x) y por ser Un(x) y Um(x) convexos se 

sigue que Un(x) s; ]a,_~[- y Um(r) s: }E-,b[. De donde, existe 

n
0 

= má.x {m, n) tal que_. 

_'__! - -- ._-

Sl {X) I! T -Y°" i-l~;--~j:~_;:;~-~~i~;;.C>;~~~-1~-~ ::_(~>.?;~\:~0_; ~~y_~_,-,_ [_-~,-_;;J I_~-~~T_,:,-, se 

demuestra en :f'~r·~-a:-::·~i~ii"~--~-~).!_ici·' h~cné;_'·C'Ofí ;'{~,',:--:~:5·1b1ii·dO:d'·_ é'2l .--:----qu~-
2lCxl = {Un(x) n 1---:'.'.'1: ;; e•N} o. ~(~1,.: ;<_u~c~1,Ff~ ..• ~c~-n E N}· 
es respectivamente base· 1-0Cai- :~·ñ·::_ :x.-.--;-· _ ">~: ·--' · · 

. - -· ____ o-e_:;-::·,;, . .:-.-·~-,,-·;_;--~.-; ... ,.,~,-~,~:.:: :'-~~-~- /~~; ~;ttL'.~-~c·.:.,_,,-_-·-- · ·-- :, 
'~ .;'·'o' ' 

4. 30. Teorema [12]-. Un '~~~~6-i6~GQ;)·~~--~--~~f-;!'~~bi~--~~~~7{f'~.~~6iC:, :-sl :: es 

Dcmostro.c16n. ., 1 Sea 

(4.6) X es desarrollo.ble. 

seml-estratlf'icable. 

--, -"· ---~--·_-,_;::_: 
. _·;_;'; · .. '-:::::·:::>-:'.' 

un esP8.clO~~o_ ~at;i'~'~b-1~.' <·_:-Por'. 

Entonces pÓr ·'¡¿'14); .,X es 

.. -. _: :.:;:;:·: . . , .. :;-; 

: -.~~:_'ia ~dO!"ln1c16n -e- ] Sea X un cspaclo-GO seml-estratlf"lca.ble_~: 
(4. 7) se sigue que X es perf'ecto. Por (3.'31L-~ :'X;~{~s. ~o-~·ma.t-: pOr 

colecciones. Entonces por (4. 15) y (4. 6) ·es --~-~Í~I~~t~-;-demostrar 
que X es casl-desnrrollable. 

.. 
Por ser X pcrf'ecto, de -(4~ 29) ·_,se'. S_ig~e~-'.qüe~- o·x- _ ,~_es_-: primero 

numerable. Entonces por (4. 12)_ >f' es Sem.1...:ñiétr1CO~ De ·:donde por 

(4. 11) exlstc una f'unclón G: ~ x X -+"-r, t~l .. ·que .si · p e X, 

entonce~: 
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(i) G(l,p) 2 G(2,p) 2 .•. es base local en p. 

(li) Si {q(n)} es una sucesión de puntos de X tal que pe 

G(n,q(n)) para todo n ~ 1, entonces {q(n)} converge a p. 

Se puede suponer además que 

(ili) cada G(n,p) es convexo en X para todo ne~. 

(iv) si [p.~[ es abierto en X, entonces G(n,p) s; [p,~[ 

para todo 

s; ]-E-,p] 
n " 1 y sl l<-,p) es abierto en X 

para todo n ~ 1. 

puede tomar G' Cn,p) = G(n,p) 

Esta hipótesis tl~ne 

n [p,~[ o G' Cn,p) 

para todo n ~ 1 según el caso. 

entonces cic~,·p)~· 

sentido porque se 

= G(n,p) I'\ :1~~-p1.' 

Para cada n e IN considérese la colección !'l(n) = {GC.ñ~'.-PJ::-~ 

e X}. Por (4. 9) X tiene dlagonal-Gó. Si /J. es la diagori~·Í·:_\ici_--

entonces· A = n~=i W l con W l abierto de 

-JN. Sin pérdida de generalidad supóngase que 

X X X para.: 

Wl+t S: W¡. 
pe X y cada 1-e IN existe n1 e IN tal que 

Supóngase o.qui también que G(nl+i•P) s; G(n1 ,p)~ Nótese que,. 

para cada ne IN existe n
1 

~ n tal que G(n
1
,p) s;; _G(n;p). __ D~ 

donde {G(n 1 , p): 1 e IN} es base local en p. Entonces no se 

pierde general !dad al suponer que para cada 1 E IN, P(1) = 
(G(n 

1
, p): p e 1''}. Asl que para cada p E X, St(p, !r( 1)) >< 

St(p, !7( 1)) S: 11
1 

para todo 1 e IN. De donde: 

(v) íl~=t St(p,!7(1)) = (p} para todo p e X. 

Sea ~ la topologia de intervalos abiertos del orden dado 

sobro X. DcElnanse cuatro subconjuntos de X como sigue 

A = {x e X: Jx} E T} 

B = (x e X - A:: [x,-->[E -r - ~} 
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C={xex-A ]<-, x]e T - i\) 

D = X - (A V B u C) • 

Es claro que sl p e B entonces ninguna sucesión de puntos de 

]<-, p] converge a p. Obsérvese que p E v{G(n,q): q < p} para 

todo n e a-l -t para cada n E a-l existe q(n) < p tal que p e 

G(n~q(n)) "* {q(n)}~1 converge a p con {q(n)}~1 e 1<-,p( lo 

cual es imposible. Asi que sl p e B existe un entero H(p) tal 

que p o! v{G(ll(p).q): q < p}. Como adem6s G(n,q) S: G(ll(p),q) 

siempre que n " ll(p), entonces p E v{G(n,q): q < p} 

p e B existe un entero H(p) 

siempre 

tal que 

que 

p .. n-~ H(p). Asi que sl 

v{G(n, qh q < p} siempre que 

p,q e B con q > p. entonces 

n i!: H(p). Nótese además que sl 

p ~ ]p,-4( 2 G(n,q) para cada n e 

a-l (por (iv)). Obsérvese también que 

u{G(n,q): q e B - {p}} = (u{G(n,q): .q 

De las 

q e B-. {p}} siempre que 

An~logamente, si 

u{G(n,q): q e e- {p}} 

Para· cC.da'. 
como sigue·-
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U_<nl = {G(n,d) d E D} 

Se demostrará que la i'a.rnllla .~---.= ... <~i~!-1)"::,--1-,:s 1_-·:s-<4". n z: 1} 

es un en.si-desarrollo para x.: .. :~ Se'a :_: u_:J.un-~-1~úJbCónJunto abierto de 

X y sea p e U. 51 . p-· e ~-A~; ·:·:-~-~~~~-~~s};\_:{_~~: ¿~~ .. ~~,;abierto; de donde 

)<-,pi = {p} v l<-,p[ es. abierto y·c,;.[p,'->[ =· )p,-->[ v {p} es 

abierto, asl que G(n,p) s:'·i~~-p](:_·y __ ;.~-Gcli~'-p) s:·· [p·.~[ para todo 

n z: 1, o sea G(n,p-l s: -l~~·p·i_'~·fi:.'.:i[p;;~~-'..-_.-:;;;_·: {p} para todo n z: 1, 

de donde G(n, p) = {p} ·par~ _-:?~·a:;: /n·- z:":'._·1·./ __ .-:51 . además p. - q son 

puntos de ... A entonces --p··-¡(-GCri'~:q)~·¡'='_'.{Q'l'': para-todo n_ z: 1, as1 

que p E St(p,t:1 (1)) = {p}· __ s:_-u··· (en:; 8~~er~1. para este caso se 
t : '-· -.'.--.• ,' . -~,: ·_::'. _- -·. 

tiene: p E St(p,\1
1

Cnl) =-=~-~~-n~_P,_>;;~s::s __ {p}';-,!; __ U __ .,para-todo_ n 2: l). Si 

p e ll 

G(n,q) 

existe H(p) e '' ta1-~:q~é--.----~-i~--~-;_-; q:_":-·e-·::_:B~{p};- entonces p ~, 

para todo n 1= H(p) ·,':i:c:·-··¿·~,:~.~~~~~~: ~~-~~~-~~~-~~~~~l?_,,_ .. ~::·c_Cn, p) -_-pa:a 

todo n 1= H(p) y por- ser {GC_n·,::~-)-}~~~~~: b~~,:~·1'~c~;-:: n~ ~rcci~~t-~----e~
P se sigue que existe m e IN· tal; que 1_:_, .p·_/~:->Gc-~;-';)··:· !;;:: U.- ·sea·· '--!lo 

·. ·--- ~:·:t i:/~;- . ,._ '.:-"-~:: _ _. 
-- -- _:- -~~~:_: _:~2~:-~~;:o'.:i!d~:l.::;~~:- JM~-~-~~::- .;.~::;;--;~_/·:. -. 

pe st(p,!1
2

Cn
0

J) = acnó.;p.l í:'..a(;;,,~\'.i:ru:J i'ffi• f·>· ··~ 
.. :~'·· ':~_,,: __ ,_;_, ,,.- ,.'-.-_. ~-;;~~---;=-

·:'.;.' ·_- ''.'.i '·'. ;~:-~.;-,<;,:~;" :·,:·.?;:~ ;-.. 2-: -,_,; ,'; ''.:.:· - . 

entonces mOO< {ff(p),m} 

. -.... <. -- .. --·.·.· .. ;-_e-~··'.?)> 

El caso p e e es semejante ~1_;-~~~:~ -:~t·-~-:~~;~e~\:~J,t~-~~f,~-~~-~: ·. P e 
D. 51 p no es punto extremo ·de-: X,-_:..;_-__ entonces--/exlsten':.c.~:.Y e ·x 

tales que pe Jx,y[,; u. Dado que 'n;:i,~ecf~~cWiii=({~> existen 

n1 ,n2 e IN tales que x e St(p,!1Cn~?l_'.-S:-:·y,~~·-:~--~'-e~~t~_i,-~.-~.C_Ó~~-)~~:.-. ~-i _K-= 
máx {n

1
,n

2
) entonces ni x ni y·_eSt.6Jl:·:éíi'.-~;:-:s_t(p;'Y(K))_-'-(porque (1) 

.. St(p,!1(KJ) .. St(p,!1(nil) i = Í;2i{ '. 'Ei·~~·c St(p;!1.(KJ) .. 

St(p,!1(Kl), e.si que x,y ,. St(p;!Í.(KJ)/:'.;. p()¡:.. ser · St(p,!1.(KJ) 
· .. , ·,. __ _._. .. ,_;.,t.'.::-:;:,>-':O-o\::'-:::_:).i'.; :--; 1 '. > 

convexo que contiene a p sin contenCr_">·,á_;-x,c·ni'-·,_:a: ':y se- sigue que 
';\:'.,:·-;/::_- -·~;_;--

p E S~(;r·ltK{~ilÍ)~;~J~=f:·:i. . . 
Si p 

l<-,q( .. u. 
St{p, !T(KJ) 

contiene D. 

es punto_· e_xt_r~_m_o_:: l.:2_qtli_e~d~-:Y--e~i_s~e <_-q -_E X 
Como· eri :·~el.:"~~~·- Mt~~l~,r--~~-1Sté3". K e-~ 

y q ,.\st(p,!1 {/¡¡); _Por.ser st_.(p,!1.CKJ) 
4 ·-.. ' 

p 'J no ,co.nt1cnc o.-.- q. se:"s'1gÜe_,c\ue 
.. 

iOB 

tal que 

tal _que 

p E 

q ~ 

convexo que 



pe St(p,!1
4

CK)) i; l<-,q[ i; U • 

An~logamente si p ·es punto extremo'derecho de X. Entonces 

1't es un casl-deSarrollo para X. 

De acuerdo con 

semi - estratlrlcable 

(4.11), (4.12) y (4.30) en 
implica la existencia 

espaclos-GO, ser 

de la f'unclón 

G: N X X ~ T usada en la demostración del teorema anterior. 

Entonces la siguiente proposición es una consecuencia inmediata del 

teorema (4. 30), Sin embargo puede establecerse sin el uso de 

(4.30) como se muestra a continuación. 

4.31. Proposición. Sea (X,T,:S) un espacio-CD. 

metrlzable si y sólo si X es semi-métrico. 

Entonces X es 

Demostración. ~ Supóngase que- (X,-T,:s)- es',., un '~_e-s~ác::J:O..:cq--' 

seml-métrlco. Entonces por (4.11) existe u~ui_,~uriéi~-n ·,-:/G:'IN_-.x-_'.x -.+·T · 

que satisface las siguientes condiciones•;\" fü>} ·~ .. :~;·.·.·.; ·~ , .· 

fil G(l,p) ~ G(2,p) ~ • • • es base.locaLim·•:.p,:•; p¡i,;O:;t6d~~ pe X 

fiil ~i {qCn)} es una suces!Ón de'puntoS~~¡tc.~~;:~·~~I~~iff •pe. 

X con p e G(J?, q ( n)) : ~-p:8:\Lt-~d9 ~~~t1~.:·~.·}·0:i'ii_~~:- f ~f~:~6~~ ~;-~ .-{rj C n-)} -
converge·ª p. '.". ,;::~'.i' ·_fri' '~~-; __ ... -~:~z~ '.ir~. '.:'<" ·:7· -- .•·, 

.. _. ::'(: '.-;_-:.' ·::c~-Ó ~:'< _:¿;~ --~": :,:{¡:· kt;<_: ... ;_._;.: :~<-
·º: ·.-. .. - .,•-,-,.··?'.e·-~'.';:-¡--;,~¿;:;- ·:·; --~>:'~ -:<.":;- ' _-:-:;•:;•::o-·.<;; 

·:\-:i;;_ --"'+-·-.:~~-<, ;·:;,-,;!f'.. ~--';f ;:.t -~?,\V::)\' ;·~;;_; ___ .:,,< -.:~'-'(-~·· .. 
·; -· · ·i;-:-;c ;:1 · ''

0
·; '.'.J·>' ·:-,.--;.; 

Sea F .un. s·~¡,~~~J-\in{~·-: CerrQdO,"de":'- xr. :<·cntOfíC'ei:;-_;párfu:·_'badá.. 1_n e 
-· -. _ _: :._: · :.._;.; :;_,::~ ·;::s:: .;.-.:..·~- ~-~> ·.,._._~·<:e·"·.-,-- - .. --'-'--~_------

- - . . -,,_··;.,.-:-=. -'~~-~:~{~,: ""~~~/'.~--~~-~"~-- ~}l~t;~, ---~=.-~-_-;-,;-:~-o-~:--:: 
.,,-_, . - f,~-~-
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Obsérvese que: 

(1) Como e G(n.x) cada n e IN entonces. f' s: .. u X para ; íln .. 1 n 

(2) x e-un para. cada n e IN '*' ·para cada n e IN existe q(n) e f' 

tal que .x-e G(n,q(n)) .. . (q(n)}~=1 .converge a X .. X e f'. 

Entonces F. = Ílm --U-. O sea 
--- n=1- n Asi qu~ X es 

perf"ec;:to. .Dado que todo espacio-GO es normal por colecciones. por 

.(4.15) y .(4;6) es suf"lciente demostrar que X. . es 

casi-desarrollable. ·Para ello supóngase como en la demostración 

del -teorema anterior que: 

(3) Cada G(n.p) es convexo en X para cada n e IN. 

(4) · _Sl .. [p,~[ es abierto en X, entonces G(n,p) S:: (p,--+[ 

para cada n ~ 1 y si ]<-, p] es abierto en X entonces 

G(n,p) s; ]<-,p] para cada n ~ l. 

Para cada n e IN considérese !1Cnl = (G(n,p): p e X}. .. Obsérvese que: r e íln=1 St(p, !l(nl) .. r e St(p, !i'(nl) para_ cada 

n e IN .. para todo n e IN existe q(n) E X 

G(n, q(nl) con P e G(n,q(nl) "' {q(n)}~, converge 

(por 

(S) 

(11)) .. p = r. -O sea n'" St(p, !i'(nl) S: {p}. 
n=t 

n., St(p, !i'(n)) = {p} para todo p .e X . 
n=l 

tal que. r e 

a p y a r 

As1 que 

Tomando para cada n e IN cuatro subC:Ólecciones de ~(n) como 

en la demostrnc16n del téoremá. - (4.30), se demuestra en f"orma 

nná.loga que ~ = {9'iCnl,: -,1 :S-1-.:S.4~ -n-~:_l} -.--es un·co.sl-desarrollo 

para X. 

.. 1 Es obvio. 

-.·.- ~~·, - : \.: 
- . -,_-,-

4.32. Teorema [12]. --Uri- ::esp~~-i.Ó'~ci)< ~~~~~'.~a - base ·.--á'-·:localmentc 

--~ri~~er~bi~ ·:~'~ ~'~t-~'i~~b1-~-. 
.. ,,. 
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Demost.raci6n. Sea X un espacio-ca con una base cr-localment.c 

numerable $ ~ ~r-t $(n). Dado que los subespacios de un espacio 

metrizable son metrizables y como X es un subespacio de x•, 
por- (4. 22) es suficiente demostrar que el LOTS x• tiene un<;i. base 

a-localmente numerable. 

Para ca.da 

x e G s; [x.~[} 

!: ]<-,xi}. Sea 

n ~ 1, sea A(n) = {x e X: existe G e $(n) con 

y sea D(n) {x e X: existe G e :B(n) con x e G 

y e X. Dado que :B(n) es localmente numerable, 

existe un subconjunto abierto J(n,y) de X que intersccta a lo 

más un número numerable de 

generalidad al suponer que 

elementos de 2l(n). No se 

J(n,y) es un intervalo en 

pierde 

X. So 

demostrará que J(n,y) n (A(n) v B(n)) es numerable. Para x e 

J(n,y) n A(n) existe G(x) e 2l(n) tal que x e G(x) s; [x.~[. 

Nótese que, si x y x' son elementos distintos de J(n,y) n A(n) 

digamos con x < x' entonces x e G(x) - [x' .~e ~ G(x) - G(x' )-. 

Entonces G(xl ;t G(x' ). Asi que la. correspondencia x ~ G(~)·~--C:~
uno a uno del conjunto J(n1 y) n A(n) en el conjunto {Ge :B(n): ~ 

n J(n,y) ;r: 9}. Dado que el (altimo conjunto es numerable, a.si'-lo es 

J(n,y) n A(n). Análogo.mef1:t.e J(n,y) n B(n) es numerable. PD.r8:-.>·· 
cada 

t'(n] 

todo 

donde 

x•. 
cual 

n e Ul considérese ln colección - --- - --- ~-::~ -· .. 
:~-:-~_~:~~~-::· ~{~ --~- .; -

= {G-: G e 2l(nl} u {{(x, kl}: (x; k] e X" -. X '·con x ·.··e. 'Ac.rl1 
u D(nl}~ · :-: .->: 

. . - . 

Se de.rRost-~~tL"_ que ":::--~.-(~) .. ::·es --:1ocÓ.lm-~~~á . 
. n e·:_N~'---- Poi< ser 'G ·::D.biCr~ó 'f_-_c,on_vex~_<e~ ·\"~~·~_!:'..~·::-~·Jea).-_·. Dei 

: ~-·-=e _{"(X~~k-f~'e· x•: ·.·x ·e __ c:f> ··.Y. Pof.'\c2:2·1>-:-·e-' :es· abiert_o -de x•. 

Es claro que si m ;t: O, entonces {Cy,ml} es un nbierto de 

Asi que m " O ,. {(y, ml} es vecindad de (y,m) en x• la 

lntersccta un elemento a- e t'Cnl s6lo si Y e G e 2l( n). 

Por ser 2l = lf' 
n=1 

2l(n) una base cr-localrnentc numerable se sigue 

que y pertenece a lo má.s a un-n(amero numerable de ·elementos de 

~(n). de donde la vecindad {(y,m)} de y intersccta a lo m~s a 

un n(amcro numerable de elementos de ~(n). 
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Si m = O considérese J e J(n, y)-. Entonces J es una 

lntersecta a lo vecindad de (y,O) en x•. Se demostar~ que J 

más un número numerable de elementos de ~(n). Nótese que J n 
sólo sl 

demostrar que J 

(x,k) de x• 
porque {x E A(n) 

X 

J(n,yJ n G • .p. Asi que. es sUficlente 

numerable de puntos contiene un subconjunto 

con x e A(n) u B(n); 

u B(n): Cx, kl e J - X} S: 

pero 

J(n,y) 

ello es cierto 

n (A(n) u B(n)) 

y este último conjunto es numerable. 

localmente numerable en x•. 
Entonces \\'(n) es 

\\' = V" Para completar la demostración se demostrará. que 

\\'Cnl es una base para la topologia de x•. Sea (x,k) E I 
n=• 

en donde 

I es un subconjunto convexo abierto de x•. Si k * O entonces 

[x,---?[ e T-i\ o ]of-,X] E 't'-i\, entonces por ser :B base existe 

G e S(n) para algún n ~ 1 tal que 

X E G !:: ]of-,X] o x e G !:: [x, ~[ 

o.sea, x e 4_(n) _y_-~(_n) ·,P~ra ~1~ n ¡:-1- siempre-que (x,k) e I 

e x• con k *·a. Entonces-: {CX, k)} E t:(n) ·y es tal que 

(x, k) .e {(x, k)} s; i . 

.Si k =o entonces el conjunto !nX ·es una: vectild.ad de X 

en X. Como 2J es base para X existe G E 2J(n). para· algún n "' 
l tal que X E G S: I n X. Dado que 1 es convexo en x• por (2.2 

e) se sigue que (x,O) E G- s: I con G- E \\'(n). Asi que \\' es 

base a-localmente numerable para x•. 

Como toda f'amilia a--localmente f'inlta es o--localmcnte 

numerable y dado que todo espacio mctrizable tiene una base 

cr-localmcnte finita, entonces la siguiente proposlc16n es una 

consccucncio. inmediata de ln demostración de (4. 32). Sin embargo 

puede csto.blcccrse sin usar el .teorema de metrización (4. 22) de 

Fedor~uk como se muestra enseguida. 

4. 33. Propollición e 12]. -. Sea X un cspaclo-CO. Si X es 
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metrlzable, as1 lo es x•. 

Demostración. Sea '1J = ~1 'll(n) una base a-localmente !'1n1ta 

para X (tal base existe por el teorema de metr1zac16n de 

Nagata-Sm1rnov). Deí'inansc A(n) y B(n) como en la demostración 

de (4.32) y deC!nase 

li'(n,m) = {e;-, G E !B(n)} V ({(x,k)), (x,k) E Xº - X, X E A(n) V 

D(n) con jkj "' m}. 

Por ser 21 una base a-localmente í'lnlta entonces se pueden 

tomar los intervalos J(n,y) dados en la demostración de (4.32) de 

modo que intersecten a lo mO.S un nllmero !'lnlto de elementos de 

'll(n), en-cuyo caso de manera semejante a la demostración de (4.32) 

se tiene que J(n, y) n (ACnl v DCnl) es !'ini to. Asi que, de 

manera análoga a lo hecho en la demostración de (4.32) se establece 

que la colección ig"(n,m) 

t'( n, m) es base para la 

<T-localrnentc í'1n1 ta de 

es a-localmente !'lnltn y que 

topologia de x•. O sea 

x•. Entonces por el 

Nagata-Smirnov, x• es mctrizablc. 

¡¡ = lf" 
m,n=1 

igo es base 

teorema do 

4.34. Corolnrio [12]. Sea X un cspaclo-GO. 51 X es separable 

mctrlzablc, entonces x• es separable metrizable. 

Demostración. Si X es separable mctrlzable entonces X es de 

LindelO!' {véase el corolario de 4.1.s·en [6])·.~ ·oe donde por (3.46) 

x• es de LindelOf. Dado que por (4.33) x• eS metrizable, entonces 

x• es separable. 

4.35. Obacrvac16n. En el ejemplo_- JS. 2) ... se muestra que un 

espaclo-GO X puede ser hCf-Cd1t:Elrf~e~~C-·i.j.J)éiC_1or 0- ficpnrablc 

sin que su corPcspondlcntc · .LOTS x• ·· sea LlndeléSí' o separa.ble. 

Dado que los conceptcis Llndel6f, _seSundo numerable y separa.ble 

son equlvnlcntcs en espacios met~lzables (véase el corolario de 

4. 1.6 en [6]) ol corOlario . (4.34) muestra que sl X es 

espacio-CD segundo nuinerable metrlzable, -asi lo es x•. 
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Póngase 

diagonal-G
5

. 

atención ahora a espacios-CD los cuales tienen 

En (4.24) se demostró que un LOTS con diagonal-Gó 

Se presenta aqui otra demostración la cual es es metrizablc. 

simulté..ncamentc más directa y aplicable a cierta clase de 

espacios llamados subcspacios p-inmersos de un LOTS. 

X es (homeamorf'o a) un 4.36 Dei'inición [ 12]. Supóngase que 

subespacio de un espacio topológico · 

p-lnmerso en. Y 

(la imagen de) X 

si existe una sucesión 

Y. Entonces X es 

{'U(n)} de cubl"crtns de 

f'ormadas por subconjuntos abiertos de 

que si x E X entonces 

n:, St(x, 'U(n)) S: X 

La sucesión {'U(n)} se llama emplumacJón (, 

X en Y. 

y tal 

A continuación se dan dos propleda.des- relacionadas con._,_ 

Cal Si X es un subconjunto G
5 

entonces X está p-inmcrso en 

de un ~spaci~· :.J~.P~ló~iC~-. 
Y. 

·,.·:e 

Ocmostrnción. Por ser X G
0

, 

para todo 1 e ~- Considérese 

<"}; '. :.'. ~-·: 
X = neo w - "Col{'-; w .. '.•1'"'·.:;'· ~0.bfcrtO ,en 

1=1 -l--
po.ra cad.a -1 e:-.r{~::-1a cOt'ección · 

-~:-i-·_. ·:_._ ~<-

y 

N6tcse que cada 'l.11 es cubierta de X ·Y ·~a·· sucesión {~1} _._es 

tal que 

p~a cada X E X. 

(b) Corolnrlo. · Si X es subconjunto abierto de un espacio 
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topológico Y, entonces X está p-lnmerso en Y. 

4.37. Teorema [12]. Sea CY,A,~) un LOTS y sea X un subespaclo 

p-lnmerso en Y. Sea T la topologia relativa sobre .x. 51 

CX,T) tiene d~agonal-G0 , entonces (X,T) es metrlzable. 

Demostración. Sea {'U(n)} una cmplumación de X en Y. Dado que 

CX,T) tiene diagonal-G
0 

existe una sucesión {~(n)} de cubiertas 

rclallvamcnle abiertas de X tal que n~1 St(x, !1(11)) = .(x} para 

cada x e X (véase (3. 42)). Como 'U(n) y ?l(n) son cubiertas de 

X paro. cada ni: 1, entonces sl X E X existe Un(x) E 'll(n) y 

Gn(xl E !'.l(n) tales que x e Un(x) y x e Gn(x) .• Por ser Gn(xl 

abierto relativo de X existe Wn(x) abierto de y tal que 

Gn(x) = Wn(x) n X. Sea V(n,x) = U Cxl n W CxJ;. n - ,_ n .. Por ser Y LOTS 

se puede suponer que V(n, x) es subconJunto convexo de Yo Se 

puede también suponer que V(n,x) s:; V(n-1,x) si ni: 2. Asi que, 

para cada x e X y cado. n i: 1 se- ___ _.pue~e~ escoger subconJuntos 

V(n, X) convexos y abiertos en Y · tales q1:1e: 

e u V(n,x) contiene a x, 
e i u V(n,x) está contenido en Blgún elemento de !'.1Cnl. .. 

e 1111 VCn,xl esto. contenido en algOn elemento de 'll(n)' 

(lv) sl n"' a entonces ,·v.Cn,x) !: V(n-1,x). 

Sea VCnl {V(,;;x): :,lC· e X). . Para cada x e X, St(x, V(n)) !: 
. - _·._ ;'; m·:---:: _;.·--. .- ---_: __ , ---_:·,- -.-.-~ 

St(x, 'U(n))~ . ~i_';q~;-->.:.n~_1 :-,:~--t(~_ •. VCnl)_ · s: X. Dado que para cada x 
e· X, -vcn_~x_> __ - -~·:·-;G·':,C\':.x_/-~._-':·i'.'af;á ,·a18ün G e. t'l(n) se sigue que 

St(x, VCnl)= x n'st¿;,úc~i),'< ele donde · 

- - - -~--'-- ------'-=--- --- - -,'c-a,--""""----,------,---cc--·--- - -_ --- ---m-"--
íln=~· St(x, V(nl) .= íln=1 [X'n St(x, VClll)] 

- ,. e , ·;.". 

Además X n St(x,V(n)) !: St(x,!:l(nl). Entonces m 
íln=1 [X n 

St(x, V(n))] ~ íl~, St(x, !l(nl) =. {x}. Entonces 
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., 
On=i S!(x, V(n)) = {x}. 

Sea :1((n) =-{V n X: V e V(n)}. Por (3. 43) (X, "t') es normal por 

colecciones, asi que par (4.6) es suf'lciente demostrar que lf(n) 

es un dcisarrollo para X. Soa x un punto de un conjunto J n X 

básico -r-ablerto, - donde J es un intervalo nblerto o una semlrccta 

en Y. Considérese el caso donde J es un intervalo abierto en 

Y, digamos J = Ja,b[. (Obsérvese que los puntos a y b no 

necesariamente son puntos de X). Como n"' St(x,V(n)) 
n=l . 

a < X < b, existen m, n e N tales que a " St(x, V(n)) 

{x} y 

y b " 
St(x, V(m)). 51 N 

entonces a y b 

má.x {m,n}, como V(n,x) ~ V(n-1,x) si n ~ 2~ 

no son puntos de St(x, V(N)). Como además 

St(x, V(N)) es convexo en Y que contiene a x, 

St(x, VCN)) S: ]a,b[. De donde 

entonces.: --x··e 

x e St(x,ll(N)) = St(x,V(Nl)·ri X s:.• )a;bf•fl·X 
<:·--

exlst:or :t:aNPar::; J~~ •Ja =t ~~i~1v~~l~~f~f-¡jg}"nsce·~.::-.~sEt[C:!.rv~nCtN1/1lj~)t'~;-~-:0--~·~:-.-
convexo en Y (iUe:,--~~?li-1~~-~;::_·~,:/ __ x .. · __ ·s-~_-::~_-lS~e-}:·q~~-;_: " :-·s; 

Ja,->[. De donde "·" StCx,llClii)=. St(~,VCNl) n.X{1~.2'r n'~x!· 
--:"'.:-.'.'i~- -.;;"· ·-/> 

Aná.logruriE!nta ___ -Sl -·-J --~ Jc-2.~-b[ ~-,. -A~i_>qu~' . il'·=:i{ú'fi)~ :~:~~\-~~:~~-'.-;:··es 
un desarrollo __ par~ X , -_~rq~~---~de_m_~·:_c~dn :'::ifcn):<: ~~-;-~h-úb-1\~-Í~-t·~~::cie' -. X. -

Entonces X .es mctrlzable (por (4.6)). - <jI'.7 _;;· - \,\ .. 
-.'\'::• ';'_,:>>>'.-··:. 

A cont1nUEic1on se da - una -'.·propOSi'C:tón'-~t ~<~ti~\ :\~;:es·tO:bie·ce 
"~',.-· .. ,-; 

4. 38 •. Propos_1c~6n. Sea. X . un esp~cl_O~_c_o;_ ~:·}f~t-~~~~-~ la.S .Slgulcntcs 

·.-·.·· •. · ----artrmti.Clo.neS- Son ~~-(¡~~'!4,!i~~t_c~~- _:~: -~~ '·''•.•.--"' ... , 

(o.) 

(b) 

(el 
X 

x• 
X 

tiene una base . cr-localmen~e. ~urncr_~~I-'e:~:. 
es desarrollable. 

es desarrollable. 

.. 
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Demostración. (a) ... (e): Sigue inmediatamente de (4.32) y (4.6). 

(e) * (b): Dado que todo espacio-ca es normal por colecciones. por 

(4.6) se sigue que X es metrizable. De donde por (4.33) x• es 

mctrizable. Asi que por (4.6) x• es desarrollable. 

(b) .,. (a): Como X ~ x•, entonces X es desarrollable. De donde 

por (4.6) X es metrizablc. Asi que por el teorema de metrizaci6n 

de Uagata-Smirnov X tiene una base o-localmente i'lnita. 

Se concluye este capitulo con algunos resultados sobre 

espacios-CD casi-desarrollables, 

4.39. Proposición [12). Sea X un espaclo-CO. Ento.nces las 

siguientes D.f'lrrnaclones son equiValentes. 

Ca) X tiene una base a-punto finita. 

(b) x· es casi-desarrollable. 

(c) X es casi-desarrollable. 

• Demostración. 

u-punto f'inita. 

a-punto f"ini ta. 

(b) * (a): Por (4. 21), X tiene una base 
Dado que x- ~ x• entonces ~-X-- tfene una base 

(11) ,. (e): Sigue de (4.20). 

Ce) .. (bJ: Sea {!l(n): n e IN} un casi-desarrollo para x. 
Sup6ngase que cada g(n) es una colección de subconjuntos convexos 

de x. Definase lt(OJ = {{(x, k)}: Cx, kl e x• con k "' O}. Para 

cada n ~ 1 sea l((n) = {G- : G e: !1(n)} •. Por el hecho de que 

(x,k) con k ~O es punto aislado de x• y (2.2 b) se sigue que 

para cado. n 2: O, l((n) es colección de subconjuntos abiertos de 

x•. Se demuestro. enseguida que {ll(nJ: n >o O} es un 

casi-desarrollo de x•. Sea (x,k) e I, donde I es un abierto 

de x•. No se pierde generalidad al 

subconjunto convexo abierto do x•. Si 

es nbicrto, de donde existe M(O) tal que 

suponer que I es un 

k ~ O -entonces _ {(x. k)} 

(x, kl E St((x, kl, ll(OJ) 

= {Cx, kl} s; I. 

vecindad de x. 
de X, existe 

Si k = O en f. onces e 1 conjunto I n X es' una 

Como {U(n): n = 1,2, ••• } es un cnai-deSarrOt10: 

n z: 1 tal que x e ·st(x~ !1(n)) !: I n X, -de 'dónde. 
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por (2.2(c)). Existe ll(n) tal que Cx,kl E St(Cx,kl, l!Cnll) ~ I. 

Asi que {:ll(n): n = 1,2. , , .} es un casi-desarrollo de x•. 

4. 40. Corolnrlo [ 12). Un espaclo-GO casi-desarrollable es 

hereditaria.mente paracompacto. 

Demostración. Dado que todo subespaclo de un espacio 

casi-desarrollable es casi-desarrollable. es suflclentc demostrar 

que X es paracompacto. Por (4. 39) X tiene una base a-punto 

f'lnl ta. Entonces X llene una base punto numerable. De donde 

por (4.19) X es metallndelOf'. Entonces por (3.44) X es 

paracompacto. 
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CAPITULO 5 

EJEMPLOS 

En este cap! tulo se presentan varios ejemplos los cuales se 

han mencionado a lo largo de este trabajo. 

5.1. Ejemplo (12). 

un homeomorf'lsmo 

Se presenta aqui un cspaclo-CO X, un LOTS Z y 

h : X ~ Z que no necesariamente preserva el 

orden y para el cual no existe un homcomorf'lsmo 11 : x• ~ Z que 

haga que el dlagrwna dado en (1.43) conmute. 

Sea· X = ~1 + 1 donde w
1 

es el primer ordinal no numerable, 

y sea ~ el orden usual de X. Sea i\. la-topologia de intervalos 

abiertos del orden :s de X. Ai:¡ul, i\. tiene como_ sub-base a la 

siguiente colección 
- ---

{lCÍ,x[:•x eX}\Gox;,.,¡;,, x eX} 
__ ,:"~ :_ ,.,,-, __ '"--°'-' :_:-_-: ___ ~ o-->-'.-~--='-'' - · · :- i :,- ---:. _, 

.,., ' 

º --N6tése .. ~_,q_u~ -.:;_:-__ :~_-,'. __ ,-.--~~- ::_e.lslado. en - i\. - p~~~-t~· que {O}.-==. (O-~ 1 [. 

Nót~se·-._también:.·,:C¡u~'. :S.i_ ->~'1- ~·,-, .. 9; Cniorice·s. ,~l'· -~-6nJuÍl_to~ [~+1. _ 131 es 

y la 

Sea 

,,- :~·t·-,'·~-· 

[a+l¡ 131 = Ja, ¡l+l[ 

col~cc_~-ón·:d~-- todos ellos f'orma una base para -la- topologla 

I_·=. {o_-.e· w
1 

+ 1· : 7 es 'ordinal limite numerable} y .sea -r 

topolo&:1a:·que. tiene ·Como sub-base la siguiente colección 

{{x} xEI}u;\ 

;\ . 
la 

·Por:-ci".10)
1 

"c"X>r·,;s) es un-cspacio.:.Co'~- Sea, Z el conjunto (w
1 

x 

Z) u {(w
1

._q)}' _y_13:ea,::s el o~_de~·-lt:i:?Clcogr6.:f'lco_ Crl.' _z. Sea a la 
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topologla de intervalos abiertos del orden ~ sobre Z. Se sabe 

que si m y n son n\uneros cardinales y m ~ n, entonces 

= ~n (véase el corolario 10.1.2 en [10)). Por lo tanto 

l< •l< m n 

y como 

l., X Z f = l< • l< = l< · • l< = l< 
1 1 o o. --1 1 

jw
1

1 = k
1

, entonces existe una 
sobre w

1 
x 

dc:finida como 

Z. c0ns1dére.se~\~.:i-á'.:~:i":~¿'1'6ri'.~~:·-- h 

h¡.,
1 

= r. y .,;(,);i ·B cc.>;Jai .•• 

uno·-a-uno de ti> 
1 

(X,-r.~)_ ..) (Z,cr) 

::>:v·:·r,·,,_: ;·; i·_;::,-

Considérense ahora -las '-~:i~~\·~-~t:~~ ·observaciones: 

(1) Fue visto que {O} e A~ ·51 ~- > O no es un ordinal limite 

entonces existe a < ti>
1 

tal que {~} = Ju, a+2[ por lo que 

{I;} E ?.. 

{'!'} E T. 

aislado. 

Si ;_ es un ordinal limite numerable se sabe que_ 

Enton~es to-do · __ Punto en ·X -- di:ferente de . 

(2) Todo punto -en ti>
1 

x· z tiene -un: .1nmediato --.-~teces~r-~_-~'y_: ~-
1 nmedl ato sucesor 1 entonces __ to~º-· ~~~~-\~~-~:~~ ~~t~~::i~- ~,:_~~-~-~-i~~lado. · 

<~,~~--:-~--~~ --;-,i· 

(3) De ( 1) y (2). si A· __ e w
1
·<+ _ .. :.·~·:_:.'·y ;:.:;_-,ii¡.i_-.~ __ ;;:_·4_.:'f_-.. e~~~Ó~~CcS ~-~'-:-'..\--::-: c-s

ablerto en CX,"t,~) pues en-'tá1::'.'Ca50-., -,~A ·=,_-u ·{{a}' : a e A}.-_. 

Análogamente, sl A ·c--z <>y·:¡,;:(~i/:~:_-?) :;·:-<:_.'¡{~/e~Íon~es' _-A es 

(4) 

(5) 

abierto en (Z, cr). - .-_~.--

De ·(3), si k e Z y 

abierto en CX,T,:!ó)_· 

An~logamente, si A e X 

pues en tal caso 

y 

·-~~t.On~~s h.:.1 cA1 es 
0>

1 
e -h-Í(A). 

h(A) -·es ablCrto ti>
1 

e A -entonces 

en CZ, cr) pues en este caso (w
1

, O) _ti! h(A). 

Si w
1 

porque: 

tal que 

~ A y A IAI ='l<o 

ti>1 e -A.= cl(Á) __ _. _existe_ _]_u~_-.,-"'i} __ :_:__c~~-C::in_~e.~- d~~- w1 
]«, 0>

1
] n A=·.¡."' A. e [O, «] .. iAf = !<~:'"-.-----··-· --~-- ~-

es cerrado en cx.-r,:S). entonces -
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entonces A es 

-> existe. - ce < w
1 

A e: [O,. ce]_~ ]cc,·~~1-~--n·-~-.:_=.-'f';:~'_t.>1=_e.cl(A) ,a>-,Jec:.,;. 

IAI = Ro 

· IAI ,;. Rº 
Reciprocamente, sl w1 e A e X y 

cerrado en (X,T,:s:) porque:. - c.;
1 

__ e -A -··y_-
tal que 

todo x e cl(A). De .dOnde·, · x E :Cl(A)::-_a>:--{x)'.-. es :-abierto_ en 
~1 para 
~X, T,:S:) 

a> {x} n A ;t r¡, a> x ·;_•. --l.-> ·' .- ·:¡;;: '':': ~.t.~. ,•; . 
E-:A, · . -,, -é".;. ·,';\ :·L{:h~5t:: --"-.-, ~:~-{~ .:. ~~/:"-·~e,. -:-j. 

\'..<-' ;r-,: --.::;.-~ -~:,_:-:_:;;;:;;:.-: ::J:'i,·,~.--:;~. -.~·~ ... -:: .. · .... ;'.·J!C ii>' ¡i'/· Y-::,-.:-. 
.. ,-- ' -· ·... -,, :.•:. - ':: _..·,~ . - ,. . - - .. 

A Análogamente se tlCne <que(;: -~-i ·;z~~r-~- ·~o.>·:~!:-;~-~-¿'.:~·~-:~~-- ·;rito~n·c~-;-
es cerrado en (Z, cr) .&> JAf ~-~o'_· .-.-~ ·:,.:.·.:::-;-:;·:.·-

;:;:·.-:-. - -

(6) Sea U un abierto en (Z, o-); _ · 51 --(~~~;:_.O) e U é.~-~-o~ce~ ~or 
la observación (4). h-1(U) es 'nblertO -en-.. ex, T, :s.). 51 '_(c.>l, 

O) e U entonces (w
1

, O) _e z-u de donde por la observación 

(SJ, ¡z-u¡ = R
0

• As! que, por ser h blyectlva lh-1 (Z-Ul 1 = 

R
0 
•. Como a.demás w

1 
t!: h-1 CZ-U) entonces-- por la·-·Observac16n 

(5), h-1 CZ-U) es cerrado en (X,T,:s), Pero -h-1CZ-ul = X -

h-1 (U) entonces h-1 (U) es abierto en (X,"t",:S:). Por -,'ló 

tanto h es continua. 

En forma análoga se demuestra que h-1 es continua. 

tanto h es un homeomorf ismo. 

Por lo 

Cabe mencionar que el homeomorf'ismo h no fue def'lnldo de 

modo que preservara el orden. Por otra parte, si l; es un ordinal 

limite numerable (i;,n) E x• y (l;.n) e X x {O} ~ X para todo n -:f:. O, 

Entonces x• - X ~ 9. Por lo tanto no existe una función uno-a-uno 

Il : x• -t (Z, 11') que haga que el diagrama dado en ( 1. 43) conmute. 

Este espa.clo-GO (X,T,s) tlenc otras propt°cd~des, a s8.ber: 

(l) (X,T,'") es LlndelHf 

(11) CX,T,:s:) es hcredltariamente:paracompacto._ 

Ocmostrnci6n. (1):-· -oacto- que--:· "b-.:._-:-.~ es--.un-.-Ji~~-~6~~¡:~Ísmo, -. baSta 

demostrar que _ ( Z. IT) es· de· Li~de18f! ~'. -S~ti:; ·-'U ~~:·:·cubierta·· de Z 
y u E 'U tal que (w .-of·"e -'ü',c - z·-::- --u '"eS-f.;num .. ::_e~~ble.-,Pór, lo t'~to 
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'U tiene una subcubierta numerable. 

ii): Por las equivalencias en (3.53) es suficiente establecer que 

(X,T,~) es paracompacto. Dado que h es un homeomorfismo, basta 

demostrar que CZ. cr) es paracompacto. Sea 'U una cübierta 

abierta de Z y U e 'U tal que Cw
1 

,O) e U . Dado que todo punto 

z e Z-U es aislado en {Z, u) , se sigue que V = { {.z}, U : .z e 

Z-U } es un refinamiento abierto localmente finito de 1l • Por lo 

tanto CZ,u) es paracompacto. 

5.2. Ejemplo (la rccln de Sorgcnf'rey). Se presenta aqui un 

cspacio-GO que tiene propiedades interesantes, entre - las cuales 

destacan las siguientes: 

(a) Lo. recta de Sorgenfrey es un espacio-ca 

y no es metrlzable por lo que (4.24) no 

espacios-CO. 

que tie~e-'O.iagonal;...Gá 

puede -g_e'?:~raliz~se a 

(b) 51 s es la recta de Sorgenfrey entonces .-s• definido en 

(1.15) no es espacio separable ni perfecto; No obstante, S 

es espacio separable y perfecto. Por- lo tB.nto, (3.51) no 

puede deducirse usando (3, 44) y el hecho ~e que 11 todo LOTS 

perfecto es paracompacto 11 (veflse ln observnción (3.52)). 

Seo. tR con su orden usual. Sea T la topologia sobre tR 

que tiene una base que consiste de conjuntos de la forma [x,z[ con 

X < Z. Este espacio (IR,T) se llama ln. recta de Soreenfrey. 

Por lo visto en (1.10) (IR,T,~) = S es un espacio-GO. Dado que O 

es un subconjunto denso y numerable de S se sigue que S es un 

espacio separable. De donde por 

que tlcnc celularidad numerable 

(l. 37) 

(CCCJ. 

S es también un espacio 

Entonces por ( 1. 42) la 

recta de Sorgenf'rcy es hercdl tarlrunentc separable y 

hcrcdltarlamcntc Llndellif. 

Para cada n e ~ considérese 
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Es fácil ver que cada Un es abierto en S X S. Es también 

fác.~l ver que, si D es la diagonal de S X S entonces D = íl~t 
Un. Por lo tanto S tiene diagonal-Ca· 

Sea 

Supóngase que 

X = { 1nrn
0 

S tiene una base numerable 2J = { Dn: n e IN }. 

n e IN }. Entonces X es numerable. De donde 

S-X no es numerable. Dado que [x,--+[ e T para cada x e S-X, 

se sigue que $ no es numerable, lo cual es una contradicción. 

Por lo tanto, S no es segundo numerable. 

La recto. de Sorgenfrey no es metrizable porque si lo fuera; 

como adurr.t.s ca separable, entonces serio. seeundo numerable lo cual 

es ~also (véase el corolario de 4.1.6 en [6]). Entonces (4.24) no 

puede generalizarse o. ospacios-GO. 

Si A es un subconjunto cerrado de la recta de Sorgenrrey S, 

entonces S-A = v {Ut: t e T} en donde cada Ut es un básico de 

la f"orrna [x, z[. No se pierde general idnd al suponer que la 

familia V = {Ut: t e T} 

{ub t;' e 1"} en donde 

es ajena; s 1 no lo rucra, tómese 'H = 
1" es la frunl l ia de subcolccciones 

coherentes maximales de Y. que de acuerdo con el lema (2.14) es 

tal que, si b
1

, 

t/J. En realidad, 

b
2 

e 1" con b
1 

~ b
2 

entonces 

lt es tal que vrJ = uU porque: 

y e v'fl t> y e Ut para algún te T ~y e u~ para algún t: e 11'.1 _0 y~ v:n 

Entonces por satisfacer s la condlción de- celularldad 

numerable, !1 es numerable. Asi que S-A = lf'n=
1

. _Un" · De donde A 

m 
= On=i (S-U). 

de S porque: 

Nótese que para cada n = 1,2,·~ .-~-,; 

s-un = s [x.z[ para:_algunos 

[x,2[ = l<-.x[ u_ [2.~[. en donde 

lf°n=
1 

(z,n( son abiertos. 
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Entonces la recta de Sorgcnfrcy S es un espacio perfecto. 

Fue visto antes que S es hercditariamente LindelOf". _Asi que 

S es Lindeltif. Entonces si 'U = {U 
5

: s e S} es una cubierta 

abierta de S existe una subcubierta numerable {U1: 1 = 1 0 2, •.• } 

de 'U que cubre a S. Considérese :8
1 

= {U
1
}, :8

2 
= {U

1
, U

2
}, 

••• , !Bn.= {U
1

: 1 = 1,2 •••• , n}, .•• 

un refinamiento cr-localmcnte finito 

entonces S es paracompacto. 

Nótese que 2l = lf' 2l 
n=t n 

de 'U que cubre a 

es 

S, 

La recta de Sorgcnfrey no tiene una base a--punto :finitB:; 

porque si la tuviera, por (4.20) serla casi-desarrollable y_ c_omo. 

ademti.s . S es un espacio perfecto y regular¡ entonces ·por-. (4; 15) 

seria desarrollable, pero como también es paracompacto _ ent_onCc~ __ p~r 

(4.5) seria mctrizable lo cual es falso. 

Por tener S diagonal-G0 y no ser metrizable, de (4.37) se 

sigue que s no puede estar p-inmerso en algún LOTS. En __ 

particular S no es un subconjunto G
0 

del LOTS s• = CR;T,:s)• 

porque si lo fuera, entonces por lo. propiedad (a) que prece.de 

inmediatamente a (4. 37) S cstnria p-inmerso en s• lo cuo.l es 

falso. Entonces s• no es perfecto. 

Por otra parte :fue visto que. [x.~[ e T para-cada x e S, 

entonces para cada x e S = R y cada ne z- se tiene que (x,n) 

G 5• con (x,-n) punto aislado de 5•_. 

ex, n) en 

. A ,; <e~;,;¡ ,'.'?e ;,.~J ~ -r .~··.·]. · 

Asi que __ para cada _punto 

,~::.':_~-:~:·::·~_;, - . ; ' ;,:j: :-·; ·. ·. ::.;;'. . ::-~: -: 

se t 1en~ .,que.~f:''{CX ;ni}~.;~";~~:c'~~í~i Jo~~-~~~~t~S-·.i~~-~-;Ad~mfili·~~:;~-1 ~Ti~~·~~ ~-:;:~~f ~~,.,,, -_ _,,, -
c. Erlt~·~c'éS:\''.¿~~Y~Jie~;JJ.~~~~-~riJünt:~'~;:·:;i;·n~O''/~'/:fi-.:~:· ·Yde·:~;,~~-~}s•:,·{o no ~·.-es 
nume~Et:bl~~:>_· -~~1'.{~~~}.- ,-s~.- ~;:no;-_c~/S~-~:~fblC._.-:'i-:-~ ~t~~~~~ -~~f~, ~~-~f~ :;-s .. ·de 
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Sorgenfrey es un eJemplo de un espacio-Ge tal que 

separable ni perfecto aún cuando S sea ambas cosas. 

s• no es 

A continuación, se cnlisto.n algunas definiciones y prop~edades 

que deben recordarse para la mejor comprensión del cJemplo (5. 3). 

(Para más información de 6sto. se recomienda consultar (6]), 

Def'inlclón [ 6, 1. 3]. La unión numerable de conjuntos cerrados en 

un espacio topológico, se llama conjunto F~. 

Dci'lnlción [ B, 

(Y,c) en donde 

3.4]. 

y 

Sea X un espacio 

es un espacio compacto y 

topológico. 

e: X~ Y 

Un' par 

es una 

inmersión homcom6rf'ica tal que cl(c(X)) = Y, se llMa una. 

compactl~lcaclón de X. A una compactificaci6n 

X, también se le denota por ex. 
;~'.;-_' -~-;~ -; : 

Def"in1ci6n [6, 3. 41. Sea t:CXl la 
-~~_:-~b~:as 

las 

compactiflcaclones 

un orden parcial 

de un espacio de Tychonoi'f-C::_ ,t·;~-~~db:. · ·se·- def'ine 

en t:(Xl 

existe una función continua f' 

como:.- ''.--~~X/_-~:- ~íX.:'.~, si', y '_sólo sl 

cix-- ~''._c2X./ :;--t~~"-~que\ fa~= c
2

• 

Dcf'inición (6, 3.5). 

Tychonoff X en 

La mé.xlma compactlf'icación. de ·un-_espacio de 

(l'.:(X),:s) se llama l~_ ·_c6mp_ac.tir_Í~aé16n. de 

Stonc-Cech de X y se denota por (3X. 

Dcf1nie16n (6, 3. 6). Un espnclo topológico ·X es lOcalmente 

compacto, si para cada x E -x existe _una vecindad U _de x __ tD.l 

que cl(U) es compacto. 

Def'inic16n (6, 3. 8). Un espacio topológico X es b'.~~P:i~to en. el. 

sentldo de C'ech, sl X es un espacio de TyChonoff~.·.-y:::·~~tlsf-~Ce 
- alBuna de lns slguiCntes -condiciones: __ ;_c~,~--;:~~-:;:,<_~S-~~~i~. ·--. _ 

( i) Para cada compact1f'lcncl6n cX del espaCio_'· X. 

es un conjunto F rr en X .. 
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( 11) f3X - f3(X) es un conjunto F cr en (3X. 

(111) Existe una compnctlficac16n cX del espacio X tal que 

cX - c(X) es un conjunto Fer en cX. 

Def'inic16n [6. 3.9]. Un espacio topológico X es numerablemente 

compacto. si X es un espacio de Hausdorff y toda cubierta abierta 

l~ numerable de X, tiene una subcubierta finita. 

Dc~inici6n (6, 4,3]. Un espacio metrizable X es 

tal.que 

completamente 

(X,-p) es un metrJ.zable sl existe una métrica ·p en X 

espacio completo. 

. . . 

(6, 3.8.B]. Sea X un _espaci~ c~~~i~~d·::;·~n, ei~--::_~i3-~:~¡·!áric:'de~~ c~-~h ~-y>--, 

:ª:::s1:n=~1J,
0W1··~t11n1~~~ttr~0~~~lr·~~~;~~:ii •;"; ·']·;.,;._·, 

de x. Entonces 

sea 

:: ·_: )~"- :::.~·-· \'¿;-_:~.; -.:.- ~::.~:-"; ·f··L';· :::_:~: '. :;·· -- ,~- ,,:,_ -. 

es; coro1.,,:10 2 ~; 4; 1:~1·t~o'do '~~,%f~iffJf¡,~~¡.'f~O::aJ• Gt;c~;a:U~ 
-'o-e"(,,.,~-';'--,-;; __ ;-'.--:. _ _;_; __ ,_,;,j,,-~---;::;;/- -~~.' _,_, ~--· ,_;"-.,-· 

metrizable es._ -_~8 ~, _ . " .-, .. >/::.;·;.:::<·.; .. ,;::~-:_.; __ =_z:::_.·~.::·>-\&_ .. ·::_~:--:.-·:--:~<'.-_~:':::::-_· -;, 
_.-,-;:· 

[6 0 4. 3. 9]. Sea . 'cX0~ ·=::_p
0
) ·.un :>~Spac·~-~-- ·._mét_~.i~~. é~~Pl~to :·en:'-dci~de 

p
0 

es una int:trica ,'.aCófaciD.'· Por:<e"l '~ núinero ·~-.-~~-Y; ·~~O:-".'- . X {C-- ~~·' ·:un ; 

conjunto :, ªa< .:-EnfoncCs:' X es cOmpletamente'-met'r1Zab1e. 

- - . --· 
[6, ·:4.-3.11) ~---> .Un ;e~pacio t'opológlco es compl".!tam~n~e m~trizabl_~-- s.1 

y· sólo s~ .. es_ mCtrizab1e -y ·comi:>lcto ·en el sentido -:ci~- CeC}l~ ,-: 
. -. ,., 

(6, 5.1.7). 

es compa.Cto._ 

~odo espacio paracompncto y num~~~b'ieffi.~ri~~ _--~ompacto;-

·'· .... ,_. 

S. 3. Ejemplo. [12). (Lo recta de. ~Hiéh~0-1 i~-"--oe·ntro-~:de~:_ i~~7-ci·iis~-,~-de·;_ 

espacios LOTS 0 ser_ espacio cclsi-desn'r_rollábl~~- no ·-_cs-.'~-"c0i1ciici6ri'. 
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suficiente para ser espaclo metrlzable. Se presenta aqul un 

ejemplo de un LOTS (X,µ.~)· para ilustrar este hecho. Se presentan 

además varlas propiedades tanto del espacio (X,µ,:S) como del 
• . espacio ex.µ, :S) • 

Sea :S el orden usual de IR y sea µ la topologia sobre R 

que tiene como sub-base la siguiente colección 

({x}: x e IR - ll} u ;>. 

en donde i\ es la topologia de orden de 

visto en el inciso (e) de (1.10), (IR,µ,:S) 

R. De acuerdo con lo 

es un espacio-GO. Este 

espacio (IR,µ,:S) se llama la recta de Michacl. 

Po.ra cada n E ~. considérese 

u = {(x,y) e IR X IR: X - ! < y< X + !} n - - n- . n 

.-'"-' / 

- . 1 . 

n 

, 

:,·_-. :;;{>-,:T _< --.-_ 

Es rii.cil ver qUo 'cada u•'.t ;;~,.,·{brerto en IR x . IR con la 

topología usua1-·_:·dél:.--P,~~~~~~~~:_fj,'.~_,~'~:i.~~:J:6l~t. 'fnc.i"i:-- ver-- .~u~- .. si .-,D es 

la ~l1~0-nai~~:d;'~t~7-:;~F~~~€i~:~;!:n:E~r1;:;·_~,qriº~- ;;-;~ co·rno :~--x~'c~·µ -~::~~~~nce~>--
CIR, µ, :S). ~_lene¡ __ dia.sOria~-~~~--(- · _, ·:_.~-- ;·_, · "· 

'.'·:(-·:'-'.'· 
Ademé.s· :·_,{{X}-~· x·.e ·IR -.:'.o}·- v ~ - 'es- básc-,·de la· ti:>polog~a ,. de 
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la. recta de Micha.e 1 (~.µ.~). Entonces todo abierto en (~,µ.~) 

tiene alguna de las Eormns siguientes: U, J o U u J. con U E ~ 

y J es unión de elementos en {{x}: x E IR - O}, 

Se demostrará. enseguida que , O no· .. <:'.~ ,;.un :_cóOJWitO G0 . . -- :en -

~:~:~:!~ cnp::a5::t1;~0 ::l~:::•nte s~o ~!~º~~j;u'~ ~~1~):;~'}n<>,; os' 
·" ~.-. ;1., ··:o,=·''", .. ·:i:_;_:¡:·-· 'f/:.-s~:-~, .. _.,_, ::J" -

-. _. ,- -;." <";::_·,:_.-:·:,}{ ,: :fi·-.;~J~·-;~'.~{\;¿ .. :·:.'.· ... .,_::.:: ::¡:;:_;r~~.'·. ~::::·: · 
Dado quC-" para. cada _q e: O/,j:._ {q}~-')es;:,O.ensó.:(e!l/ninguna,;·~te en 

IR y· el. hecho de' que o es.': n~~·~-~bi~(·{~~'~"i1.~~;trit~~i~'f'/d~~::;_~Yo·;'.j/~~:· es 
~ '-~_'.: .. ·/.·;~:~-.:---:'-- }::-;:· ;·..,_:·.:- ¿'.';_;:": >,~;::_,.:;;':,.' --'-:.- ;: '._;-: .;,, <... . 

vacio.,en O; _se_ sigue que· O .:,pe,·~ es compl_eto':'en·:_el:sentido'de·,ccch 
(véase 3;a,s en (6]).···· ··'.:.:,:· .·:: ··· ·· ,;, ':.•:: 

-Ahor?:•- _si.tp6_nga.Sc_ :9ue o .entonces o = 
m íln:=t Vn con Vn =Un u Jn en donde ·un_c::--·i\ :y- Jn es unión de 

elementos' en {{x}:- x E ~-e }, de donde ·o e Un_= _p_~a todo n e IN; 

entonces, O e n°' U • Pero también n°' U e O (porque Un<: Vn 
n=1 n n=1 n . m 

para todo n e ~). Por lo ~anto, o = íln=l Un con Un e i\ para 

todo n e ~. O sea, O es G
0 

en (~ 1 ;>..), De donde, D- es 

completamente metrizable (véase 4. 3. 9° en [6)) .- -Asi~_ qu_e_ · Gl _ es 

completo en el sentido de ~ech, lo cual es falso. -Ento~ces,_ O no 

es G
0 

en (R,µ,~). Esto tlene algunas consecuencias¡ a-saber: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Como a.demás IR-O es abierto , en 

cerrado en (R, µ, :S), 

perfecto (véase 3.48). 

Asl que, 
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por ser • (IR,µ, :s:) un LOTS y por (4.24), seria 

metr1zable lo cual es f'also. 

- ... ' -. 
(S) Sea q e O y V una ·:_vecindad :de_ - q. Escójase ! E Vn(UHl) 

y una sucesión A={":·nelN} .-. , __ -_n --_;,-· --- -. de puntos d1st1ntos que 

converge a l -en 

de acumulación en 

(IR,-;\)":· ·: A es. 1ni"ln1 to pero 

e-IR,-~~~)~;' Por lo tanto 

no tiene 

(R, µ, :s:) 

punto 

no es 

localmente compacto.·: 

Por otra parte, . 

casi-desarrollable. 

se demOstraré. que (IR,µ, :s:) es un espacio 

Para lo cual, es suf"iclente establecer que 

(IR,µ,:s:) tiene una.base:Cr-punto finita (véase (4.39)). 

Paracada peo y cada ne~ 
•1 ·.• .·.· 1 - -

tómese - S(p. ñ) = .-]p ~ ñ ; 

p + ~[. Sea :B~ = {S(p, 

r E al - D}. La colección 

·a-punto f'lnlta de 

casi-desarrollable. 

Dado que (al,µ, :S) 

(6) Por 

!7) Por 

y sea !Bo =. {{r}: j.>: l = t. 2, ••• , n} 

!B = (u{~: 

(IR,µ, :s) • 

es base_ 

.····-~"--•· -:-_-~c-_CIRj_~;:S>_- es 

(8) por_que sl lo f'uera, 

por 1:1º~ paraComp~ct:O · (IR~ µo :s:) seria. t~bl~n Compacto C véase 
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5.1.7 en (6)) lo cual es falso puesto que (IR,µ.~) no contiene 

a sus extremos (-m y +col • 

• (9) (IR,µ,:S). no es espacio perfecto porque sl lo fuera; como es. 

ca.sl-dcsarrollable, por (4.15) seria desarrollable y como 

ademfls • (IR,µ, :S) es paracompacto; entonces, por (4~5). 

• (IR,µ,~) seria meatrlzable lo cual es falso. 

S. 4. Ejemplo 

paracompactos 

[12]. Existen espacios-GO hereditarlnmente 

los cuales no satisfacen las hipótesis de (3. ~7), 

(3.51) o (3.53) las cuales afirman respectivamente que, la. 

existencia de dla.gonal-Gó' ser 

hereditaria en la topologia débil de 

perfecto, y paracompacldad 

intervalos abiertos del orden, 

son cada una condición suficiente de pa.racomp~cldad heredltnria en 

un espaclo-GO. 

(a) Sea X el cuadrado unltat"'io 

intervalos del orden lcxicográ.f'ico 

si a = c y b < d }. 

I " I 
( (a, b) 

con la topologia 

< (e, d) si a < e 

de 

o 

51 a=b=O entonces 21 = {[(O, O), (O, !.)[ n 
local numerable de 

51 a e [O, 11 

(a,b+ ~)[ : ne IN} 

51 . a E }_O, 11 

X= (a,b). 

y o ~ b ~. 1 entOn~es 
es_ baSc local nl.lmera.ble. de-,. -· x 

Y. b=O 

ne IN} es.base.local numer~ble de 

n E IN} es base 

. • •. ·.··• .· . ·· ... · . il ; 
··21 = {l(a,b--), 

·,:."' -< - :n 
;(a,bl.' 

--- "C'i 

Si a e [o, l[ y. b=l cntónces 21 = 11(~,l:_ ~l, (~ + ~· O)[ .. 
X =(a, l);:· . ;· (::. n E IN} es base loéal numerable-- de 

51 a=b=l 

local numerable de x = (1, 1). 

Entonces X es primero-nume~able~< 
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Dado que X carece de huecos entonces X es compacto y por 

lo tanto es paracompacto. 

heredltariamente paracompacto. 

De donde por (3. 25) X es 

Por otra parte. obsérvese que la colección 1'i' = {](a,O), 

(a, 1)[ : a e I} es una colección de nbiertos ajenos de X y es 

tal que l~J = e, entonces X no puede tener una base numerable. 

De donde X no es segundo numerable. Por ser X compacto, X es 

LindelOf. Dado que en espacios metrizablcs, ser LindelOf es 

equivalente a ser segundo numerable, se sigue que X no es 

metrizable. Asi que por (4.24) X no tiene diagonal-G0 . 

(b) La recta de 

casi-desarrollable. 

Mlchael 

Entonces 

(IR,µ,=>) 

por (4.40) 

visto. en (5. 3) es 

X es heredi tarlamente 

po.racompacto sin ser espacio perrecto como rue visto en (5.3). 

(e) Sea y = "' l el conjunto de ordinales numerables con la 

topo logia discreta. Considérese en y la·métrlca ':. 

P(cx·.··º.l·.•.· .. =.· .. ··.·•{··.0L·· .. ·.·•·. si ex ~.-'~~)}.L.¿ d:á Y; . "' _ _ __ s-~ _ __:- «:. =·_:13 ,.- -:~; -·'~'-:+_:-- ·-.. ~,,~:· ' , 

~::::::~: ~::u:~; .. ·::: ::~:1~\Iti:Jrtii}~1tz/if i~~g~>~d0i:1:Lt:7 
Entonces, Y es mei~l~~:b_í~~-~-:~;·,:.:: ·-"• ~- ~!;k"' :"~:~~- ~~~ ;:;;;::· ~:'/}_ ~:~-~· ·· ;. ;--~~'-/ · 

~ -, . ·- ;. •.r·:;,:~_;" o;:;"·;; ; ',·' • -.";}::'· ! _ .. ·-, ·. 
'< ,-;-, _;·:>:,-;y;·_ ·'i·-' :·-~·i:>~~:~--:' - - .. 

Fue visto en -el eJemplo-. (5, 1) ;· Ciut:i"'::~·-''~W;_:· ::~ Có'n .'·':~a_·: ·_t~polOgia

discrcta es homeomOrfo ;i _ w
1 

· x -Z con' .. '._la·.:, tOPQ_1éi'g1U.: de·','lntCrvalos 

abiertos del orden .1Cx1cográfl'co. Enton_ccs·:: c~·i~t~ un'·:-Orden ' => en 

w
1 

tal que la topologia i\ de i'~tcrvalos ~biert6s- del- orden :s 

coincide con la topologla discreta y (w
1

, i\) es un LOTS 

metrlza.blc. Dado que todo subcspaclo de un espacio discreto es 

discreto, se sigue que, todo subcspacio de (w
1

, i\) e~ metrlzablc. 

Dado que todo 

corolario 1 de 

espacio 

la pá.glna 

metrlzablc 

211 en 

hercdltarirunentc paracompacto. 
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Por otra parte considérese a w
1 

con la topologia T de 

intervalos abiertos de su orden usual y sea A un subconjunto 

et E w
1 

tal 

contiene un 

infinito numerable de 

que· A e et+l. Pero 

subconjunto numerabale 

"'1 • 
[O, a] 

s. 

Entonces existe un punto 

= et+l es compacto y A 

entonces existe una 

que converge a un punto de [O, et]. De donde 

subsuceslón de S 

Ad ;e <f>. Asi que, 

Cw
1

, T) es numerablemente compacto (véase el corolario de 3,9,6 

en [6]). Además w
1 

es hueco de (w
1

, T); entonces, Cw
1

• T) no 

es compacto. De donde (w
1

, -r) no es paracompacto; porque sl lo 

f'uera, Cw
1

, T) serla compacto lo cual es f'also (véase 5.1. 7 

en [6]). Entonces, Cw1, T) no es heredltarlamente paracompacto. 
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