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I :iTRGDUGG!üN 

Un problema fundümental en eotadíotica es lu "atimaci6n da la fu!! 

ci6n de densidad de una muestra da observacionas. Por el problema de 

ustimación de una dansidud de probabilidad querumos decir que dada la 

muestra alcuLoria x1 , ••• ,Xn' estimumos f, la funci6n de dansidud de 

prallubilit.J~d quu tilo lutji.lr u usta muustra. 

fluudcm smJUirsa duCi tipoo de proccdimicntus puru ld l.!Stimaci6n de 

una densidad do µrob"bilidad: ul puram6trico y el na paramétrico. U 

p1·acedlmlcmto puram6trico cunuilitL? en supunor la forma funcional tJa la 

danuldad da prollabllidud y, antances, sa estiman sólo los par6motras. 

El no parnml!trico consista en ast1.mar directumsnta lü densidad de pro

babilidad, oin uupusiclanes pravias. 

La primera soluc16n al problema da aslimuci6n no param~trlca de 

densidades fuo al histograma que es todavía uno da loa estimadoras m6s 

usados. Las ideas b6sicas del histoyrama fueron aplicadas primero par 

Jahn Graunt an 1b62. 

En 1695 r.arl l'uarson propuua una familia de dlstrllluciunes qua i!! 

clu!a muchmi da las dcnsidudou de prol.Jubilldad univarimJas que camun

mente so utilizan .(lliporgoom.'Jtrlca, binomial, beta¡ gaussiuna, ate.). 

3in embargo, no fue sino hasta 195& cuando M. Ho"e~blutt µraµusc un t!. 

po da ustimador "despli.lzat..lo" de histograma. 

En 1962 l'arzan construyó la claou de ustimadores (da kernol) de 

histograma y uxuminó 5WJ propit;!duúas do con!liutanclih himeldurf y 

U:uhlm, un 1970, introdujeron la apllcuci6n du las t~cnicao de upline 

an la uotadbticu de nu¿stros d!ao. llonevu, r.endall y :;te.fanov ( 1971) 

y 5hounbury ( 197?) ex"minuran ul uso de lus t6cnicas de selina, para 

obtcnar, de histagrur.ma, "ostimodos suaves 11 da unu funci6n da Uenuldad 



do probobilidud. 

Un resultada importante un astad!stica, que se obtuvo ol usar el 

método de momentos can la fcmilie Peoraan, apareció en 19DB en un ar

ticula de w.s. Gosaet ("fitudent") 1 lo distribución conocida cama la 

11 t de Studi:mt "• 

2 

Cn eaa 6paco sa pencó que illiln a darse más" resultados ulrededor 

de laa generalizaciones importantes de la Familia Peorsan. En vaz de 

eoto, H.A. Fisher se premmtó con al concepta de estimación da m6xima 

varasimili tud y daovi6 ol empuje de la metodología da Poaroan. Lo CD!), 

troversia f'earsan-Fisher r~present6 la pugno entre el m6tado da momen

tos y el do máxima vorosimilitud. Lu victoria da Fiohur Fue cusi com

pleta. 

ílunque lo astimaci6n de m6xima verosimilitud tiene m6s de media 

aigla de odad, es todavía lo m6a usada dentro do todoB los técnicoo de 

estimación. U.íl. Tapia y J.R. Thampsan ( 1978) establecieron lo exis

tencia y unicidad del astimadur do m6ximu verasimili tud en al caso Fi

nita dimensional. r.aad y Goskins ( 1971) introdujeran estabilidad al 

estimador de m~xima veroaimili tud en el coso infinito dim1.muiom.ll, oñ!!_ 

dienda un t6rmina de ponulizeci6n. Gcatt (1976) y ~catt, Tapio y 

Thampsan ( 1977) llevaron al estimador de m6xima verasimili lud µanali

zada u lo práctica. 

El probluma de la ostimaci6n no µaram~trica di:! dcmuiduduo tiene 

aplicaci6n en muchas lireas de conocimiento, incluyundo: 

1) 1icconacimienta da Modelas: ldontiFicur modulas, as dacir, 

reconocer de 4u~ µobluci6n viune un moc.Jcla dado. 

ii) Estudia o de óimuluci6n: Par mudia de lu estimuci6n da un¡¡ 

función da densidad, sa pueda decidir si una aparento ''protuberancia" 



en la runci6n lle dansldüd furmü µurto gonuinamonto do la pcbluci6n, a 

m~s ganaralmonta para oecidir si ciarta Función do densidud os majar 
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es ti mudar que cuulquier otra y par cuanta. GegGn Urear y t.:assel ( 1~71), 

11 1'1 validación de protuber~ncioa 11 r.s um.1 de lus actlvidndef:i du los fí

oicos cxparimantales qua requiorc de la ayuda du lo estudíatica. 

iii) hn5l!sis del Diucriminonte. t:n lliveruaci aplicacicnou uurye 

can frocuencia el problema de clasificación, ol cual puude doscrlbirso 

de la siguiente manara: 

Je observa un frm6meno que ue sabe fuu gencradu pur unu de k µo

blaciones pasibles. Estao µoblaciones oan to6ricamonta distintas paro 

difíciles de di!lcriminnr en base a aboervrJcionm1 emp!rican. 

El análisis dal discriminanto prasonta un grupa amplie do mutodc

log!us para lograr esta clusificaci6n. 

Hay b~aicamanta deo prop6si toa qua se puodon distinyuir un ul usa 

del análisis do! diacrimlnanta: 

1) Descripción de les diferencias entre las poblJciunos cun basa 

en dutos muestrillcs. Esto se llamo éln~lisio descriptivo del dim:rlmi

nante. 

2) La asignación 6pt1ma de nuevoo elamontas de origun inciurta 

a una de las k pal:Jlucionaa, usondo lu informaci6n contenida un lou mo

didus do las p vuriilblus do ~atoo nuevos olemanton. Csto tipo do pro

blamJs da us1umic16n puoden oar subdivididoa on dos cntcuor!as princi

pales: 

2. a) La 1dantificaci6n du nuevos alumontos. El término "iuanti

ficoci6n11 ea uuada con el prap6si to de aaigmu· nuEJvas ulument.as a su 

pcbluci6n de origen m6s probobla. 



~. b) Lo afjignuci6n du acci6n-oriEmtada de nucvuu olcmentou. La 

usignoci6n da un olamanto ca ahora SC!Juida por una acción pdrticuh1.r

monk inducido por lu pobloci6n e la quo fuo asignudo. t::sta si tu<Jci6n 

as m6s compleja quo el problema tJa idontificaci6n parquo luo aleccio

nes do acción no E:Jdm:uadas pueden tener consacuencias muy tJiforentes, 

dnpondiondo do la población do origon do la" elomontau, así camu do la 

poblm::i6n a lu cual sun érnicJníldas. 

Lu finulidud dol ucorcomienta eotodíaticu o ustaa prublom.is da 

asignacl6n puede ser anunciada así: usar lu información ostudíutica do 

mucrntras de ontronomientu (muestras con clementes cuya población de 

origen ue conoce) par.a cmccntrar una ustratuoia paro la asignación do 

nuevos olemontos do urigon inciorto 1 tal que la probabilidad do asig

nacionau arr6nnas soa minimizada (problemas de identificoci6n) 1 o la 

11 p6rdida" incurrida por las consecuenciua (dusagradulJl1rn) do acciones 

no 6ptlmas sea minimizndu (problemuu de occi6n orientada). 

•.lgunos ejcmplcG aul an6liuio del tliGcriminunte se prem:mtan a 

canLinuoci6n: 

1) f,n6lisis descriptivo dul discriminante. 

:.is tamun muustras tfo lun individuas do dist.intuu yrupo~j indí~i:mao. 

Lü ustotura, le 1rntnturu de luu lndivlduaa Gont.adas, la prufundidud º!!. 

Sill y lo ültura nuzal uon luu v..iri<lllles mudldas en allou.: ~e busca 

describir las difuronciuu untre Bstus ~rupus. 

?) 1 dantificoci6n. 

L:rurnosomas: unn c6lula humanu contiene l1G crumoscmos; 23 relacio

nadm:i al acxa femonina y 2lt ul masculino. .:ie hacun uluunmJ mutlidao DE_ 

brc caractoríntic..is rJP. lou cromoaaums en lmi mucntras de ülyunos liµon. 

Las difurancias 1.m lu dictrllluci6n do las curttcterísticas Ge lau tipas 



serfm usadas pílra idantificc1r cromooomnu de nuuvns c6lulas. 

3) Clasificación de acción-oriuntada. 

Una 11ctividud imµortnnto as lu de diagnósUco m6dica. Un ojemplo 

da diagn6atico difuroncial ua ol quu "ª ti1?na on la siuuiontu ui tuución: 

lloemo'philiil ri: L:1s mujeres pueden sen· portucloras abliyotoriu& a 

na. Ln dutuccHin Lle' in~ portoc..lorus us un µrobll!mü quu liurtJC un invaa

tigoci6n ycm6tica. Uuf:l m11didiJS bioqu!micrm uc hacen l!n muunt.ras do cn

tronmnionto da portudorns y no purtodarus. hJra una !lomuda 11 pusiblc 

portüdoro'' luo miomus mudidnu trnn re'-llizudou y comµriruUns con luu madi

das da las muootras c..lu untrennmicmto de µortwJorau v no purtm.Joroa pura 

ns{ tomar una clcciui6n sabre llJ posible nat.urlllezu µurtmlora c..lr. lo mu

jer on estudio. 

L:sto t.rnboja llu t.usis ti1.:me como objetivo ostudiur <.Jlgunui.¡ ospuc

too del problumí.l du r.wtimilci6n tle denuidadus Lle pral.mbilidud. Consta 

de cuatro cup{tulas: 

En ul primor cup{tulo !H.! prusuntn ul mütada úu crntimwci6n no pa

ramótrica de dunr>idildus conocido como l!l mi!LmJo da kurncl. ..lo lmlJlD 

del kernul univarim1o y sus propiedados y m!m auulünte uc prm.rnnta el 

kernal mullivuriada un el cual lou di.Jtas quu su ;iroporcianun pueden on

ccntrarso medidos un diferentes usculo~: llinilrill~, nwnini.tlos y ordina

las puru el cauo continuo y µüru ul cuuo mixto (cont.inuo v discrata). 

En ol SOIJUIHJo cap{ tulu su h.:11 . .:.li1 llul n•{:tucJo de m~xima verosimili

tu tJ un ul 11un se marcll ul prolllumu c..11~ u~t;:1tJilidaLl quu !:3C prouunto E!n 

el caso inl"ini tu-dimun~ional pt.r la que sa añude un t.{irmino du 1rnnoli

zaci6n nl trntimmlor du m6xima vurauimi 11 t.ud. ,, contl nunci6n su pro!:IBU 

ta ul ajusto c..IHl csti1:ddur Uo mSximil vuruuimllit.u~ par modio del usti

mac..lor discreto du m~xima vurauimili tud µenuliznda. 



t:.n al torcer capítulo se µresuntun otros m6tod08 paril L..i c.ntimü

ci6n no param6t.rico, en concrotu ul tle uericm ortogonull!s y EÜ mótada 

de proyccc16n aduptativa ( "proj"ction purnui t'') pura la eolimuci(,n no 

parum6tr1ca mull1var1<1da. 
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f'in•1lmunta, 1-11 cuCJrto ci:lpÍtulo prammto un ujemplo úe uutimacián 

de? Uen5icJtafas utilizuncJo el m(,:1.utJu tW kiunl.!1 1 oplicado <.Jl Einfiliuio del 

discriminnnte. 

llpéndicun 111 finul intrutJucun u lau us¡h.1cios de Hlll.Jcrt y u la 

taorín de splines, cnncupt.an utilizadas en el desurrulla Ua la tuaiG· 



CAl'lTULü 'I 

f:lTl.DL DtL Ktl!fJCL 

1, 1, U Caso Lni vari udo, 

úe loo mútudoa usadou para lLJ 1rntlmaci6n no µuram6trica Ue dunui-

dado~ de µrallabilidod, el del histmjromíl es ul da mayar uso • 

..iup6ng.rnr. qua t.rmnmm1 una mwrntra aleatoria x1,••• ,x0 uo una 

Uonuidod do probubilil.lmj dusconocida ut.nmlutumant.c continuo con domi

nio da posi tividud [a,b). t:n al cm:m un quu lu dcnsidud duscanocidu, 

dluumos g(x), tonlja un rnngo infinito, 1:rnrfl ~uficitmte trntimar la den-

siUad trunci..ldo 

n<xl 
( 1) f(x) 

-5:~<~i~~-
pura ü ~x.!: b 

o do otra 111.:anara. 

l::n lo que 1:1iyua vamua u auponur qua loo puntos fUl~ro del interva

lo (o,b) hun sido d10ocartodou y que cado uno de las {xd , i=1, ... ,n 

ootan on al intervalo (a,b) • 

!;eo a=t0 ( t1 < "' ( tm=b uno partición del intervalo la,b), onton-

celi ~u ubt.im10 un B!:1t.imndor f¡, dt~ LJ forma 

(2) i=O, ... ,m-1 

por<i t rj.(a,b), 

:..ii q¡ us el n6mero t..Ju cll!:HHVocianus que Ci.rnn un ul intorvalc 



a 

(3) para i=D , ••• ,m-1. 
n(t1+1 - t¡) 

p~rn eotlmnr cp 

[l núml!ro Uu ubsorvcJcianus l.IUC culm en un intervalo es unEi vüria-

.ble mullinomi..il. LnLunces q¡/n, que es li:1 frut::lJt.mcio par inturvolo, 

f
t,., 

estimu a F( t)dt. Ue!do quu IH!muu ~upuaut.c.1 4uu f .:u 
i.¡ 

.JlrnolutamL:nto 

paru t;~t<t1+1• LnLonc1rn q¡/n estima" (t1+1 - t¡lf(t) pues 

outlmn a 

f ( t). 

/\ 
[ntrn c5lir:iaúoroa do lo furmn (~), fh mrndmiza únicumLnte la Fun-

ción de vorouimllitud 

(11) .lT f11(xjl ,., 
= if' e¡ q¡. 

l•<> 

11 •. ,. Tüpia y J.H. Thornpson ( 1:J78) .. emutitnJron la c::ansi!.ltuncia riu 

eotu uutim<ldar bJjo ciurtus cunciciunus: 

t.:'..n ;ll'im~r lug~r ::rn su¡iunll quu f ti rmu durivJdus conlinu•.m h.::ista 

de urdun :! nxcE!pt.a un las puntos cxt.remus {a,u} 1 y :..¡uc f uo hullu ac::o

t.1du un c~1,b]. r1r1icionulmunto si SI! l.Otni.I ld P·1rt.ici6n do iljUiJl tomuño 

C!O (n,b], tnl í]UE! ti~ 1,n - tt,n;:; rhnt f.!Ot.OnCU!> ~ii n ... go y hn .... Üt tal 

qun nhn.,. ao (por lu cuul n-. o:> m~u rfJpi daml!ntu de lo que hn _. rJ) se 

" tiene 4ua x E.(u,b) y al error cuudrfit.icu m1:?Uio para fh cistur{u dada 

por: 

(5) 



,., 
por lo que, f 11 (x) 1ui un .;Utimt1dor conuiuLcnte po.ira f(x). 

En 1c;5b r·:urríly l\mmnbllllt. praµu:::m otra t.iµc dn ostimí.Jdor bmmdo 

on unn muostru ulcmtorl<1 {x1}, 1::1, ••• 1n rJa una thmaid(Jd continua pE-.:ro 

uosconocidn f. El eotim11dor out6 L1udo µar: 

(6) -~~~= r~ _~~_e~~~~~-~~~:!~ E~!~~_~~ _s ~: ~º l~! ~o!_ 
?nhn 

donde h11 ns un número roul poui ti.va cant:itante pi.Jrü cadu n. Cntanceü 

padumoa rwcrilli r 

(7) " f n(x) Fn(x•hnl - F11(x-hnl 
---------;:¡;~--------- • 

donda 

F0 Cx) nú1nnru LJe ¡~untas muu::it.r.JlcD ~ x _______________ ñ __________________ • 

[n otrLS p.JliJbr¡¡s Fn(x) rirnulta ~l!l' lu t'unc16n !Je ublribuciGn 

r.mp!ric" µul"l lu vurioble alualuriu x (f',ood ot. al. 19711). 

i .:1r<1 obt1.:1.ur lJ fúrrnula cal l!rror CUíJLlrút.icu muc.Jio tJo f 11 , doar.n-

blatt va qu1! ui purticiona lü ruct.a uc lou ru•Jlcs un treo intl!rvalo~ 

y V;:: 1-F n (x~), entancus {nV 1 t nY (-', nY 3) e~ unu Viiri utJla ul1rn tariu tri

norniul con probubilidddes (F(x1), F(x~)-F(x1), 1 - F(x,.ll=(p1,P¡;•PJ)' 

donde F ua lll funci6n da diJLribución ucumulut.ivu du x, o oea, 

F(x)= f''r(t)dt. Entuncoa tonamoa qua . .., 

Cul EÍrnCxl] = F(x) 

(9) . ( ) J f(x1)FCx?l FCx1) 
Gov FnCx 1 ,F 0 {x~) = - -----ñ------ + ---ñ---, 

uuµaniem.la sin pérdidu de ycnorulidad qua x1 'x,_. 



LnLoncus, sin 11ucur restriccicmns an x1 y x2, 

+ F(x 1 + l1nlF(x;: - hnl - F(min(x1 t ''n•x;· - hnll 

+ F(x 1 - hn)F(x; + hnl - f(min(x 1 - hn 1 X~ + h11 )) 

- f(x1 - lln)F(x;: - hn) t F(minCx 1 - hn,X; - tlnll) • 

. :ii X 1 -= X; = X 1 r.:n toncmo 

( 11) Var[Í,,Cxl) 

, --20--[r<x + hn) - F(x - hn) - (F(x + hn) - F(x - hnll"). 
l1ht:n 

n 
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Lntoncoa tJi tJBCmJtimos x1 < x; y hn r.uficiantcmunta pw¡ue:-1._. de tal mane-

Cavfrn<x 1l,Fn<x,-l) 112 { h3} 

, :~- f(x 1lfCx;l - ¡;~[rcx 1 Jr'Cx;) + FCx 2)f''(x 1l) + L -ñ~-

( 1<) 

ouponiondo quo f uo diforf!nclublu 1.rus vccuo an x1 y x2 y u{-~~-) im-

(13) mH?ncxll E(<rn<xl - r<xll'), Vur(fn<xl] t Uiuo 2(Í~n(xlJ 

--2-[FCx + hnl - F(x - l1n) - (F(x + hn) - F(x - hnll'J 
411~n 

t [ ~~~(F(x + hn) - F(x - hnll - f(x) J 2 
• 

I~ 
\·oro F(x + l1n) - F(x - hn) , 2hnf(x) t -T- r''<x~ , l:(h~),( ouponh<Hlo 

que f os Lros Vl!COS diferenc~CJl..lld un x). 



L, 

= _rs~L + ~~<r''Cxii' 
2hnn ;G 

+ a(--~-- • h~) . 
hnn 

trmiemlo.io r.ntoncuo que si hn_.n, cuunúu n_.,oo üu tul munerd qur.! 
,.. 

nhn-.00, LGM(f0 (x))-.Q. Hucir:nda f,x y n cunat .. ntou¡ 1Jodmnus mini-

miznr loo primaras du:J túrmir10s on ( 1lt) y llugumm; a 

( 15) 

cun el carrus¡1cndiontu error cumJr6t.ico raudio i.l!.iintGt.ico (un n) da 

(16) tXli(f nCxll 

11 . 

Lotuúiu:1 Lic un.i vuricuud e.Je mudidm1 de cun:üBtl!nciu dt? o:;timmlo:,_¡ 

dr! tJunoidudou :.Jan c.!í1duu un: iJick1!l ut. ul. (1973), Viim ut. Hl. (1971+), 

r~udurüyu, L..:,. (1961J), .Jchw,ter 1Jt. ol. (19'JC), Vnn :ty:;;in, J. (1':.lú9) y 

·11ootJroafo, I·:. ( 197ll). 

:je pumJo rJucir quu ul ·~!:.itim\Jdor du llDGlmlJL:itt. i::u un llistugrdmLJ 

dospluzadc da tal müncrü que x Cill.! rm al c1.mtro tJu un inturv;_ilo du la 

purtición. CunmJo uc l.!valúw la rh.m~.ildrnJ un ot.ro ~1unlo 11 y 11 , ul int.l!r-

vulu 1.m cicrnµlüzmJa ülru vuz t.1u tul 1;1unern quu 11 y1' ·~uté un t.!l Clmtru LJL? 

un intl!rvulo d!! 1.1 pc1rticián. Lu vunt.;:ij,1 dul H:.>timmJor t..Juuplazmlo !iO-

bro ol do int.urv¡¡la fijo L?U ·1ue huy unü rmJucciln un nl ucuyo. Ltra 

v1mt<.Jja ool.Jrt.: ul 1Je int.t!rV.Jlo fijo u~ yu1i l<.1 tu~o t.Jo c.Jucremunto del 

praccdiminnto Lla dotJr.nl.Jlutt. es t:l! n-t./:i w1 vez Uu n-~/:! (m6u ltmtt1). 

ih"• Tupiu y J •. :. Thumpsnn ( 1lJ7B) formu1.:m at.ru rcpre~untc..1ciún 

1Jol histo1JrtJmu t.Jnuplozcil..lo: 



12 

( 17) 

dando 

U(u) 1/2 si lul < 1 

IJ de o tru m . .mcru, 

y loa {xj} , J=1, ••• ,n son ldc obc,H'Vccionuu, y ¡rnru tuLluo loo (xj) , 
J::1, ••• ,n nul!VLJmento fü! cumplo que: 

Int.uitivumcnta lo qur. JlJUil m.i c¡uu ;1 luEJ v¿1luruu de Xj curc.muu a 

x ou 11rn m1ignu un pmm y u las lujanus i.J x ue leu Lli:rncurta. 

t:l histo~1r~1m.J 1Jubplazmln mi un¡:¡ funci6n ue dunsidud de 1,robubili-

dud con hucm compartumicmto ol i:,1ual quu iÜ hiutuur.imü can inturvnlo 

fijo. 

liruce :.:Jahbu ( 1Y77) halllLJ de liJ munuril un que so lrncuyu ul fhirlimu-

tro h y comcmla qu~ el cwt~df!.itico t.iun~ qui; uuco;Jur el p...irú111utra h 

quu Vll u cant.rolur lo üuuvldi.Ji..J vl~ui.11 de lu ucmÜLlí..!d ru~iull~mtu. r·;ntu-

mótic.imentu lmtJlando, cumunlu Wtthbu, h cuntrulu l!l trnLmca 1.mtre ul 

GC:ago ul C:Wjdf,JdO Y. li.i Vüriunza¡ cntLllCC~ l.J h l 1• tima dW.JdlJ el punta 

du vista dul Et;f·i dopP.ndn clel tamüíla Uu lCJ muuu Lro y di.: l.i úenui dad do~ 

cunocida. 

(17), H.;;. Tüpi" y J.;,. Thum¡rnun (1Y7Ll) mrnliwn ul errar cuodrático 

medio int.uurnda 



4ua cm esto coso os propurcion.::l ü 

de aquí so ti ano quu 

( 19) 

y cmtancus 

(ríl) [ r 1115 
5/4 ) (f"(xll 2ctx J 

::unqu" l!ouenblott uugl ri6 lü genurulizac16n do lu forma ( 17) u 

ustimi.Jdorau w:mndo bm:ms Uifcrentes quu liJS funciom.m crnculonndtrn, ln 

1;;xplicaci6n det~lludo de loa ustimodares du kurnel ua t.Jebe u l-'arzen 

(1%2). 11.n. Taµla y J.I!. Thompaon (197L:) non dan ln forma ~" "ste 

eutimddcr, demuestran ou consistunciil y propunen un procedimiento paro 

ol1tunar al valor de h. 

Conoidáraou un catimiJdor do f(x) 1..hJ li.1 ~llJulcntc Forma: 

(21) 

donda 

(?2) ¡ )_:1~.(y) 1 dy <: 00 

Sup 1K(y)1 < 00 

-ao< Y< CJl 

Llm 1 yl;(yl\ = o 
y .... 00 

(23) K(y) ?_ O 

~=f\(y)dy 1. 
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Est11 es ti mudar sujeta iJ las conuiciones ant1rn duscri taa WJ osin-

t.6ticmncmte insc!Jgi.ldo ni hn ... D cu¡:mdo n - oo, o mm, 

Lim ~(Fn(x)) = F(x) 
n 

y llS consistente, si uñadimuo la ru&tricci6n m.acionul 

Fara al histovrumo deapluzí:ltlo du Hu:rnnblutt la tmrn de decremen

to 6µtima dol ECM os :Jal ord"n da n-'•15 • Pora la claea da entimada-

ros de kernel da 1 orzan salisFaclundo (22) lB tuoo do dacri.mento úal 

ECM as úel orden do n- 2r/C 2r• 1l • i·or la tanta en la pr6cticü no de-

Lmmo!J esperar un decremento más rftpido del LCM µara eatirnudores de es

ta claoe qu" n-4/ 5 , al ubtanido uoanda el hiatogramu dosplawdo. 

Un procndimienta, pura gemn·llr el ke1·nc!l en el cuso da la ecua-

ci6n (í1), oo obtiune ul minimizar al ECMI, rcapucto u h0 , esta ea: 

(24) [" 1 1 í"' " hn<'r •,r2 J"'/rCrl (x) l 2 ECMI Fn rv ----- 1/(y)dy + ,, dx 
nhn -oo -oo 

do nqu{ ue li 1.mu qua: 

(25) n-1(2r+1) <"-(K) /3 (F), 

donde 

tX (I~) 

y 

(J (F) [ ( j (r) / 2 J-1/(2r+1) 
} r Cyl dy 
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1 uustu quu el métGdo Ce r urz1m supuno qu13 lo formé:! funcionnl de Vi 

(y por lo tunto de rl eotá d:ida, lu ov"luoci6n de n- 1/(;'r+ 1l O(.(V,) no 

es prublamLJ, uin cmb¡:irao, piJra culculur /:J (f) l!S necesario conocer f. 

líl h 6ptimu ta6ricn flirvc µiJr..i vur quó tan buuno es numitro usti

modor. 1·ura el cillcula tJ13 la h
0 

un lu pr6ctlca, !.HJ racomiunda umpuzur 

con volares muy grw1des du h0 y Llccwmcialmente hJcer decrem1mtoo cm 

hn huütü que :;o abt! unen us tlmmloo de donoldüd do probuiJi lidod altomo.':! 

te ruit:mmn y untonccs so hncu un rctruc1.:wo hosta lloaur u lü hn con 

la que cluramente se ve liJ forma de r. 

1. ('. Ll Cuso Mul ti variado. 

l::l mútodo de kurnnl puude :Jer axtendida pura unt.im.ir dmrnidaoas 

mul tivtJriudun. Un kernel ne ucamuda alrududor de cada ab~arvuci6n da 

lil mucnt.ra. .qu! 1 las funcionus de kornul pueden t1mcr cut.Jlquiur far-

ma, poro sir.mpru dol11m siltiufucer luo supuesto~ Uo lu funciGn de den-

sidud Ue proh.ibilidnt.J y dol.lE!rfin nstur cuntrudu~ un las obt:.arv .... ciamrn. 

Ll crntimudor no p.1ram6trico ue dun!.Jidud de ~rububllidud rc:.JultiJn-

te puru un.: pol.Jloci6n su alJLlcmu calcult.Jndo al pramudio da los k.urnels 

lle um.1 muootru carrcspamacmte. Lu 11 suavidad 11 do loa kurnnls tiune que 

sur fij;.1dn !! priori o t.iP.ne que sar esLimm.Ja de lu mu1rntra. 

Unu vcntaju del método 1Ju kernel as quu tudu ti¡10 de rJcnnilJadm; 

Lie prclrnbilidLJd Buhyocentes ::;o puudan daocribir. llrm dE~svcntuju es 

quu uluun,_,a obsarvi1ciancs dlut;.mtos puadan t1..mcr un yr¡,m impt1cta en ul 

volar oel estim.ida do lu densidad de pralrnbiliumJ en lu vecind .. d de 

eStiJS uln::mrvucionoo. tstu ~1uudo sucuder, particulorrmmtu, cut:tnda los 

tC1maños lle rnucstra san puqueñoEJ. 

·lup(inumrn 1mtunces quu tunemos .¡uc estimLJr la funcilin de dun~idnd 
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p-dimonsional f(X) de unu diütribuci~n deucunucida,lo informuci6n de f 

estó dada a trav~s de N ubaurvé!cianes lndupondientos da asta disLribu

ción, o oaa, Yi=(Vi 1 , ••• ,Vim•••• ,Vip) con 1=1, ••• ,N. 

La ideu b6sicu del mátado de kernal es la lle calacur unu función 

cun los propied<Jdas de una distribución de prabubilldud ulrededar de 

cada abuerv"ci6n Vi y tomar el promedia du estas funcionea sobre lali 

N observaciones con10 el l:!stimoda do dansidud. 

tiea K(f') (X¡ V¡ ,u) una lliutribuciún de probabilidad o función de 

kernel c:antrada en v1 y sea u ul µur6mutro de suuvizamionto de la fun

ción da kernel K(I'). 5e uu¡iona aquí que u eo independiente de V¡, usí 

4uo ul parfimatra de buavizamiunta u tiumi un vulor fijo uobru todos 

sus posibloo vulores. 

(?6) 

Ctl! 

ll estlmurrnr no µur .. métricu da f(X) eutá dada por 

.. 
f(X) • 2.LK(P) (X;V¡ ,u). 

N 1s1 

So ticmun 4uu lrncur dos aleccionas paru lleyor a un ct;;timado úni-

o) la cspucificuciGn da t'.(P) y 

b) lo estirnuci6n de u. 

t.:on respecta a la esµecificuciún da ~.(P) nos rastringimas a lua 

Funcionan da kurnel K(P) cun p caorllanadoe indupundientes. Asi, en-

toncas, 

(?7) 

con K(m) indicJnllu al componente de lo función de kurnal úe lo vuria

l.Jlo Xm; u as inar.p1..muil~ntc de m. 
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Como una camrncuencia du ootL ~upue~tu nudu más tunemos 4ue l::!B-

µaclficür al componente da kurnel l\m) poru cudu una de las p dimunsi2 

nas la cuul na" permite obtener a través da (<6) y (27) la Funci6n de 

kernel K (I') el cotirnudor no purum~tricu de d1msidad f. 

f1qul hay que cnfutizar que el supua"to da li.J independuncia de lus 

coorden.,dau h"cho on (27), no implica indapundencia en la f finul. 

Por et.ro lddo, el suµuusta de (27) lluvJ i.1 un.:t subestim.:iciún da 

lu ootruct.urn da corr1?luciún UL! los ddt.os. ~bto ho ulda exuminudc por 

tliJas1:mbrood ( 1978) tunto te6ricanmnta como en un ustudio ttu simulación. 

"u canclu"i6n gunaral fue que ul oupuasto da indeµandencia da (27) 11.!! 

vt.ibu o l::!Stimuci6n da tJarrnidudes ~oca satisfuctoria en ul caso cu tama-

ne.a de rnuuotrü ¡iequuños cuundo lu currclaci6n untru varia1..Jlm1 as Ue 

O. 9 o mtJyar. Como esta cuau es muy raro en aplicucionas, se m.1pera 

qua (?7) nu sea re"Lrictivo. 

Pul' la que? su roriare al p~r6metro do suavizumiunto u, lu !Üljuia~ 

ta maaificaci6n del mGtado de m~ximu verusimili tud ful! propuuota por 

Hal1buma ( 1971,) y por Uuin ( 19?G): 

can 

~ 

max L(u) = Jr rjuck(YJ) ,,, 

.. 
1 } (P) 

-~:r?-K (Y.; 
1:' J 
i1l 

El eutimüuur 4uu "" obtiune e& uel tipo Jacknife. 

i1hora veremos los compommtes du ~a.n·nel µi.Jra 1..h.1tm1 cont1nuos, asl 

como pura datoa mixtos (continuos y discretea). 

o) Un Compummtu de Viornel para Dutos Continuos. 

Eucogl!lnos pora V'(m) (XmiYim•u) unu dcnsidud normal can media Yim y 



(30) 

(31) 

¡;2 
m 

1 

N-1 

.. 
L (Vim - Ym)

2 

i•I 

"XP (-
1 

2 

b) t:omponento" ue Yoernel para !Jutoa Mixtos (r;ontinuas y Discretea). 

18 

Unn ucuuci6n yLmcrul qua dofina un camµancnte Ll~ karnol pí.lra du-

tau t.Hscrntufi (urtJonadm1 y c.Jusurlicmadas) dUÍ cuma purq dLJtus cont1-

nuos, está d<Jdil µur 

(3<) 
_____ j ______ ud?ti~a (m)(Xm¡Vim) 

ctiµo(m) (u) 

can: m=1, ••• ,p; 1=1, ••• ,N¡ O<u<11mlepond1unte del tipo m y 

r 
si lus diJlOH uan binuriull 

Gi loo datos ~rnn nominiJles 
tipa (m) = 

si laG dütO!j son urc.Jindlc:m 

al los dato~ "º" continui...s 

El factor t:(u) vu u de¡mndor de la oscula de Xm· Paru vuriablos 

diucretas vumos i;j dcnotLJr 11..Hl cLJtugarías de µosibleu rcuultcitJou µur 

Xm(t), t=1, ••• ,Tm' y determinaromoa el factor G(u) µor 

r~ 

(33) L 11 t1po(m)(Xm(t)¡V1m'") = 1 • 
-f::I 

Lu funci6n cJ; cu unu funci6n du distuncia narmalizuda, o ~ea, su 

µremudio r.ntre µuntos muestrulus toma algun valar com;tante normaliza-

do: 
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(34) di d< (V V ) prame 0 ti"u(m) im' i 'm 
i. i 1 ~ 

cunutanta 

i=i' 

can 

(35) ct2 (V V ) o~ (V V i/s~ tipa(m) im' i 'm = tipa(m) im, i 1m Upo(m) • 

En r<l cosa continua (Upa(m)=c), lli narnmliwci6n tiena lugar di-

vidiundo lu diutonci..1 Euclidmmo pur lu vurL:mzu: 

(36) 

Lo canotante en (34) tamn al valor da 2. Pura los otros J tipos 

au siguu oxactumante ol mismo ruzcnHmientu: se ospaciflcu una üC y una 

!i' uc derivu u~mnda lü roluci6n (34) ctm lu conatJnte i{Ju..sl ü ('. 

c) Componente du hernel Uinurio. 

La distancia O~ y lu varianzil :!.J~ son lou mismCJU quu l;ll el Cct80 

continuo, vuwrn (35). ComµutJcionc.Jlmentu se aiii1Jnun contaos u los dut.i 

rusultm.lao Xm(1) y Xm(2). ~u1.uncmas qua la~ contuoo son a!icuyit.Jou Lle 

tnl manurti que su diferencia 5ua 1 ¡ uoí 4ue D~ = O si Xm ~ V im Y 

D~ = 1 oi Xm 1 V imº El factor C(u) us un tunees 

(37) 1 + u 
1/G~ 
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d) Componente oe 1.ernol Nominol. 

E.l companuntc de kernul nominal solcmtmtl:! ...,uudi:! ser establecllla 

reconaci1.ndo cuando Xm eu igual a V im y cunndo nu la es, por lo tanta 

lu especiflciJci6n de lu diatuncin ea 

(36) {: 
ui xm vim 

o'cx v > n m' im 

"i xm I vim • 

La vuricmza muoatral se dC!fine uLru vaz du maneru que uua aatis-

fecha la normali zaci6n en 04): 
T ... 

(rJ' -;..N~(t>)/aHN-1), (3~) 

donde Nm(t) es igual ul númf:!ru de ubuurvacioncs, pruvanientus de 

V1m•··· ,YNm' cun C(jtegaría tic rtH .. ultm..Ju L· Ll fdClur e (u) unloncrrn 

os: 
T.., " 

(40) 
= Lud~(Xm(t),Vim) 

t'' 

e) Gampononte do hernul Urdinal. 

Suµoni.::mos quu :..l.! iWiynaron CiJliflLi.Jclanuu (m;urcs) u las Cütuuo-

rías ardenttUut.i LJe rw ... ultudas Tm' a seu, .<m(t) y Vim t.un i.;ulifícacia

neu. En Uilac ¡,¡ euta!l cwllficacionern tie dcJfinc unJ uislunciet t.imilur 

al caso cantinua: D~(Xm,Vim) = (X"' - v1ml;/ ~~. v"r (35). 

~l foctor e (u) es untances: 

(41) 
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Una complicación para al trillrnju num~rico "" quu C
0

(u) oa expl!

citamonte depenlllontu do la culificación abservuda du v1m; asto ea CO!! 

trario al caso blnurlo y ul nomimll, véusu (37) y (110), ~a tiene que 

ver quu lu nnterior m.ipf:!ci ficuci6n de lu diutuncia ruquiere de la rwi;¡ 

nación dE! calificuci.umrn u lcrn cutuyuríus du r1rnultilllus, par lo tt:mto, 

hw variat.Jleu urdimilr.s son munojddüa corno vuriülllao de u!3culo do in-

tarvalos discrE?tas. 

f) Compunonte de hernel Continua. 

La distunclu ü~ su ""IJBCificu on (JG). Ll F.ictar G(u) as, µura 

O¿ u <.1 el aiuulonte: 

(4?) {--rr~~ /ln(u) 

El comr.ommtu c!c kurnol Cúntlnuo 88 ahuru, p1ua o (u< 1 

(43) 
- ln(u) u(.<m - vim);/;;,~ 

y,c(Xm;vim'u) = --.:¡;:--¡;--
"c 

Oe hnchu, (43) ~• olltiune ¡.ar lu sustituciGn de u=uxp(-1/< o-<i 

un 

quo ra~ul t1:1 sur ul cumµonente de kernel Gauusianu can ViJrianza ()'i ti~. 

Keaumun Uo Camporn;ntes de Kernel. 

t..n la tabla 1 se µrescnto un rc.rnurncm µuro h1 ecuuciún yt:.rit.rc.Jl de 

curnpummtus du kornul: 



1 -------------
clipu (m) (u) 

d2 (X V ) tipu(m) rn' im 
u 

li.1 CJitjtJncia d 2 , lu variunza J¿ y t!l ÍíJCl.Or de 001'í1lalizoci6n C para 

CJdu uno dl! las Upas ele vuriublc:H:i cun~ideradns. 

Tabla 1 

itefiumm Ue diutuncios, variunzau y fuct.ares G(u) 1m la ecuuclón del 

cum¡:.ammta c..le kornol \Jtlrd loo distintos tiµus de Vttriobles. 

lipa distancio d2 VcJri;.mza se fllctur de 
nurmulizaci6n G 

N 1/S~ 
V im) (: /~~ 1 L - . bino ria (b) (X - ¡;,:1 (Virn-Vm)' 1 + u m 

i:-1 

{:,,~ 
si Xm=Vim 

T., 

rl - L. ri 2
Ctl 1/52 

nominul (n) -----~~L-~1 __ ... 1 + (T - 1)u n 
"i XiVlm ?rl(N - 1) m 

... 
T.., (X (t)-V )2/'"2 

ordinal (u) (X - y ) 2 ¡~2 1 L - 2 Lu m im ;Jo 
m im o r,:1 (V im-v m) 

I= 1 t• 1 

... 
continuo (e) (.< -m 

V ) < /S 2 
im e 

1[_ " ,-1 (v
1 

-Y )' 
;~- m m /-11"~~/ln(u) 

i.::.1 

Pura VJriLtblcm di~iCri!ttts ul runyu del porlinmtra tlu t:iUiJViziJmicntu 

es O< u< 1, Un nxtrcma nus lll!Vd ü li.l distril.Juci6n unifCJrme y ul utru 

d una dh;tribuci6n degunur ... du cm un punto: 

u ' 1 K(\n;V im' 1) = 1/Tm 

{ ~ si X =V. 
[I K(.<m;Vim'O) 

m im 
u 

ai .<m4V im 



1-éua variublm; continuas ul rtm1jO es U< u ( 1 y u=1 y u=Ll ti unen 

que ~or c11nuidr.rudüu camu cmmD l!mi tao, véauo (43): cuLmdu uf 1 tenu-

mm~ ld LJiotribuci6n unifurme sullru lu r~cL~ L:e lou ruultrn 1 i.:u.-mdu u~ O 

tennmon lu funcH~n d11 lJi rt1c Lii tu<:it.Ja on V im • 

1.l t.i3mu s1~ trntu con muyur ,¡rnpli t.uLI pur J. HrH·mann, J.u.F. lltit.Jb-

cmu, r.r .. J. rim.wnmacntolib, J.;·i. 1~aat1JBVur (19132). L!:lt(HJ autorcm de-

st.1rroll.:1ron un prooramu puru ruCJlizur un ~mfilinii.J (JUl 1Jiucrimin:.111t.u 

no pt1rmn6trico víu ont.imacit':n úe tium.:.ill.Jdus ut.ili.: • .mdo 1;l mt'!tm.Jo do 

kurnel 1 cm10ciUo comu t1LLLC80. 



C"i-ITULO ~ 

F,ETlJDlJ OE ~t.1XIMh VERü~mILITUD 

2.1. Introducción. 

El mGtodo da ustimución de· mllxima verosimilitud es hastü ahora la 

t~cnlca de estimación m~s usada. La t"unciOn de vero5imi 11 tud de n vn-

riBbles aleatorii.Js X1,••• 1 Xn se oufine como la densidad conjunta do 

lao n variables oleatorlaa, sean f X
1

, ••• ,Xn (x·1, ••• ,xni t9), que su con

aldaran como una funciém de 8. En µarticular, si X1i••• ,X0 es una 

muestra aleatoria da lu densidad f(x; e). entonces la t"uncibn de vero-

La función do verosimilitud L(6 ;x1,••• ,xnl du lu vorouimilitud 

da que las variables aleatorias tomen el valor particular X1i••••Xn• 

La verosimilitud as el valor de la función de demiit.lad, así que paro 

vurinbles aleatorias diocrctas os una prcb3biliLli:.1d. 

~i t~numos los valoras otrnervuuoa x1 , ••• ,x0 queremos f:ial.Jer du qui! 

demildad ea mfis probable que huyan vunit.10. queremos un vnlor e. que 

maximice la función do v"rosimilitud L(8;x1,••••xnl• entonces 

6 •cx1,••• ,Xn) en el estimador de mltx.imo verosimilitud du e. :_ji 

X1,••• 1X0 es una muestra alaatorin da lo ucnsioad f(x¡ e) tenemos en-

toncas que la función d~ vcrosimili tutl o maximizar ae: 

" ( 1) L(6) =1Tt'Cx1;6), 
\_'2.' 

El ""timador de máxima verosimilitud es lu solución a la ecua-

c16n: 

(2) d L(e) ---a0--- = a • 



Como L( 6) y Lag L( 6) tienen su m1Jximo en el mioma valor de S, 

a voces ea más fácil oncontrilr al múximo del logaritmo ae la verosimi-

11 tud. 

Ahora veremos el método de eotimacion no parnmHrica de máxima 

varosimili tud. 

2. 2. Estimadoroo Na Parambtricoo do Máxima Veroülmi 11 tud. 

fl,,.. fopia y J.1l. Thumµuon ( 1978) mwwtran 11, ux!"L"nciu y unlcl-

dad du lti soluci6n i . .idru el problema de uatlmm:ión por ul m~todu du 

múxima varouimili tud en i:!l caso fini tu dimensional. 1~rmmntun al hls-

touruma como un tmtimuuor úa m6ximu vuruulml li t.ud y que un el ciJso in-

finito dimensional el Funcional de vorosirnili tud no va u uotor ocotuda 

v ol eatimador de múxlma vurosimilitud no vu u uxistir. 

Gunsidért;~rn ul lnturvulo {a,b). úuUu una l:lUL:!ltra ;.1lc<Jtoriu 

x1•""" 1Xn E (a,b) da una poblHción can función de aenaidad f(x) 1 nos 

lntereoa estimar la función de densidad da probabilidad dascunacida 

f €. L1(a,b) (integrable anal sentida de Lebesgue en (a,b)). 

Dada lo muestra aleatari:a x1, ••• 1Xn al funcionul de verosimilitud 

v €. L 1(a,b) está dada por 

n 

l(v) = ::r: v(x¡), 

Sea H un espacio vocturlal (un espacio de funciones) en L 1co,b) 

y conoidóreoe el sigui1mte problw11u du uptimizüci6n con r1.mtriccionrrn: 

(4) maximlzar l(v) sujeta a 

V E. H, s:v(t)dt v(t)~ü VtG(a,b). 



GuanrJo nus referimos u unu ustinlílci6n de múximu vm·usimili Lud IJa-

sadu en lu muuotra ulc:rnturia x 1 ,. •• ,xn y currespondiuntn nl ua¡H.tcio 

vecturinl H, nos rofarimus a cu"l4uier ualuci6n del prublemn (11). 

!1haru nm; ra:Jtrinuiramo!;l ul cu8o en 1~1 cunl ti cu un oubl:Spocio 

finito dimenoional (ao¡rncio vactoriul linr.ul) de L 1cn,b). "i H es un 

subaspacio fini t.u Uimensiunnl do L 1(a 1 b) lmLanccs un B:.iLimudar uu m{1x.!, 

rna Vl!ronimili tud btJ~rndo en x1, ••• ,x0 y corre;.;pundiundo u H uxiutu • 

.-idamf.iu de existir os único ~1uus, 5uµonienc..lo que H us un subi..:upucio r1-

nito dimonuionnl de L 1cn,b) ccn lu proµiadud 1Ja que existe µar lo mo

nos un 'f ti. H sntist'uciendo que 'fCtl ~ fl poru tudu t E (u,b) y 

~(x¡))D, 1=1, ••• ,n µuro ld muust.ru uluotoriu x 1, ••• ,xn• ~a tiune quu 

si 'f, y 'f1 ~an astirn3darus oc mt1ximri vurasimili tud lli.JSados cm 

x1, ••• ,xn y correopondlcm.Jo tt H, untances 

o uea qua cuulooquiura dau ustimadorus datmn coincidir nn las puntos 

muustrales. 

:;u ticnr. ant.oncus ue lo ttnt1.:rior qui~ el 1.rntimadur tJc milxima vuro-

simill tud uxi!lta y cm único, si H us tJo dimr.n:..iiún finita. 

r. 3. El HiutrnJr<..lm:J cumu un Eatimudor t.JH r·:~xima Vuru~imili Lud. 

Cansidórmrn ln partición dul int.urvalo (u,b), !il! daflna como 

B=t1 < ••• (. tm 1. 1=b. ~iua T 1 un intervalo currado por la i zquiurda 

abier'.:o µar lu <laraclla, o ocrn, [t1,t1+1) pura 1=1, ••• ,m. Uújcua a 

ICT1 ) dunot<ir lo funcián indic;Jdaril del int1uv(jlu T1 1 o sua, 



fara la muestra aleatoria x1i••• 1 xn E. (a,b), dejamoa que M(Ti) 

dono~ al número de ootaa muestras que caan en el intervalo Ti. Se ve 

que .L M(T i )=n. La teoría clásica nos dice que s1 queremos construir 
1=.1 

un hietogruma con intervalos de clase Ti, hac::on1os las al turas de los 

ruct6ngulos con baue Ti, proporcionuloa a M(Ti). Esto nos lleva a que 

el histograma va n tonar la siguiente forma: 

"' 
(5) • """ ol. f;(Ti) f (x) = L -¡--------~¡ !(Ti)• 

'"' tt+1 - ti 

para alguna constante de proporcionalidad o\,. Dado que al broa debajo 

do la función escalonada f'(x) tiene que uer igual a uno, tenemos en-

toncas que 

W\ 

(b) 2_ o( M(T1) = 1 
(-:.¡ 

y µar lo tanto O\ = -~- y al histograma astur~ dado por 

(7) 
• ~ M(Ti) 

f (x) =L..--¡---------¡- !(Ti)• 
'"' n ti+1 - t1 

La gr6f1ca do f°(x) sar!a parecida u la siguiente: 



este histograma es un estimador ue máxima veroaimili tud única ba-

auda en la muestra aleatoria x1 , ••• ,xn y carraspcndienta ul subespacio 

de L 1Ca,b) definida par 

Lu notación 5i(t1 , ••• ,tm)• i=1,2, ••• usada danota la clusu du 

splines• (polinomios por secciones que se ajustan en algunu forma 

Eiuavo y los puntea en donde se ajustan los podEtZDB polinamiuleo aon 

llamados nodos palinamialea Ue grado i can nodos sn loa puntos t 1 , •• , tm• 

V~ese apúndice JI). 

2.4 El Casa Infinita Dimensional. 

!Je pueda decir un general, quu si c!l espacia vectari al H en el 

problema (4) es infinito dimensional, entonces un estimador de m~ximn 

vurosimili tud na vn n exi!itir. 

Pnrn canfirmnr rmta ollsérvmm qua la sulución est6 idcmlizudn por 

(8) fº(x) = -2-l_ó (x - x1l, 
n l 

donde O es ln Oelte de !Ji rae en ei origun. Esta función va a dar el 

vular de oo si x=Xi y de cero si •l•i• La combinaciOn linual de Deltas 

de IJlrac f'(x) "setlst'ace las rastriccionaa dul problema (2)" y maxi

miza (hace infinito) el foncianal du varusimili tud. Hemos entrocami-

llado µarque tal coment~ria tiune múo bien un valar de forma qua de 

hacho, µuea Ó no e>Cinte como un miembro da L 1(a,b). ~in embarga, un 

cuulquier osnaclo vectorial infinita-dimensional ti C L1Ca,b), que ti~ 

nu la propiedad de qua es µaoiblo apraximur Deltas do Uirac, es doclr, 

• Usamaa lu pnlat:Jra Splino porque lu unica traducción que conocemos 
(cercha) nas parece inapropiada. 



que dada una t' E. (a,bl existe fm €. H tal que fm integr.i u uno, 

r .. (t)<:o ""Td totJu t €. (u,b) YMl::'! fm(t'l=•co, ul funclunul lle v"ros_!. 

mili tud no V<J ü elitur i1CDtCJ(10 y ul ~utiruuuur de mc'iximil vuruuimili t.ud 

n...i vu u uxi ti ti r. 

El hecho do quu en 1Jeneral el ustimauar ac méximo verosim1li tud 

no existe pura el ti int'ini to-dimrmGional tiene una interpretación muy 

importan to en términos de la H fini to-cimensional. Eapucificamente 

para H de dimunsi(m grande pero t'ini ta, el método de mlixima verouimi-

li tud va a llevar nec1.Hmriamentu Li cm ti mudares tÍsperos ( qua contie-

nen picos ) y a un problema num6ricilmentu mal condicionada. Si se sa-

be _'.: priori que lu funciún dB denoitJad de probubilidatJ desconocida ea 

u11 miembro del aspucio vectoriü.L rini to-dimunsianal H, entonces el me-

todo de máxima verosimilitud va a dar probablemente resultados satis-

factorios. ~an cmbiJrgo, este conocimir.nto adla so tiono on casas muy 

oapucialuu. 

Las observaciones anturiares nos llevan a la siguiente crl ti ca de 

la estimaci6n de máxima vora:.ümili tud en gcmo1·al: Para uno H de dime!! 

sión pequeíla no hay mucha t lexibi lidall y la solución va u estar muy i!! 

fluenciada por la elección subjetiva de H; mientras quo paru una H de 

dimonsión grande lu soluciún va a ser nacusariument" á"pera y al µro-

1.Jlomo de optirnizuci6n va a crear nucosariamunte problemas num6ricos. 

ÜU r·:ontriL:hnr, 111\. raµia y J1{. Tl1umµuun ( 1:!7!i) dieron un ejemµlo 

para iluotrar muchos ou cu toa puntas. Para un untara poLJi tivo n dEJdo, 

parUciune el intervalo (a,ll) un n intervulou mutJio-abiortou, modio

corrados dinjuntos T1,••• ,Tn lle iuuui longitud h ~ !?-~-!!, Déjose que 

!(Ti) dunate la función indicadora del intervalo Ti y dbJasu que v' i 

denoto ol número do muestras an el intervalo T 1• ll as timador de his-



tagrama bien conocido auté oada por 

n 

(9) f
0
(x) = L-¡¡~-- HT1>. 

l=l 

Este es un estimador de una densidad da probabilidad para la mue.!! 

tra aleatoria x1,••• 1Xn corresµond1cmte al espacia Vt.:lCtorial n-cilmun

siunal H, donde H es un eapecio cuyn base son las funcionan indicado

ras { I(Ti) : i=1, ... ,n}. Nótese qua paru une muestra fija cuando 

n ..... 00 al eutlmodor r 'ex) dado par (9) tiene lu proµiudad de qua 

r'<xi) ..... oo, i=1, ... ,N miantras fº(x)-oO si X t/. { x1•'"•xN}· ~eta 

na ve en la sigui en tu grMica: 

Entonces paru unu n grande nuestro ustimador de mftximu vurusimi-

li tud ce muy áspera a inaallefactaria y ai obtenernos un ce timador re-

zonable dependa completamente del dc:?licado y uny~fiouu art.e de asco-

gar la n bien. 

Por estas razones y otras basadas en consideracionos heurlsticaa, 

Gaad y Gaskins ( 1971) sugirieran aíludir un funcional de penalización 

al funcional de vcroslmill tud que castiyara as timadores úsperoa. !:ju-
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1Jiricron e.las funcioniJles oc pcnulizüci6n pr.ro no ~irobüron lLl uxiotun-

ci a do oGtos. T ~mili 611 uuui ri uran un mútndo al turno pura con~trui r un 

outimdt.Jor du máximu vm·or;imili tud punallzüdu qua evito liJ rostricci6n 

da nu-nolJLitividi:1d, puro tamµoco üquí probaron l¡j uxistunciu dt:! usto m~ 

todo nl que ÓlJlu dur!n el mirnna rmmltudo quu 1!l rn6tudo orlyinal. 

G.f. do /·'.unt.richcr, H.í •• Tú¡Jiil y J.H. Thum¡.uon un 1975 l~Stablu-

cieron un1..1 tcmríu grmJrul du líl uxistunciu y uniciLlud purti unti cliJUl:! 

orundo du untimJtJorc:w Uu m/1ximu varm;imili tud pumilizddo. is tu taor!o 

su una püru Umnustrar t¡uu unt.J clu!Ju bien ccmocidu de uspucion do Hil-

bert de k~rnel reproductor (o~¡,uciou de ~oUulnv - v1!r up~ndica I) lle-

~~olinomiules con nodou cm lua punlos mucot.ralcrn. Uemm. .. truron lu cxia-

lonciu y unlcidud ti!.! Lmu de 10!.J ,.rnt.imallorur. liL? m:1J1.~llld vurut.l111ili t.uU P.!! 

n:.ilizadn do Guod v Gu~kins v que éste ou un .:ipline cxponenciül (ver 

opí!ndice 11) positivo con noduti !:mlumuntu un loo puntas mulmt.rnlac; y 

qua el m6tadu ül terno uuuuridc pur .:Jooc.J v :..iu;;kinn du un ustiumdor odc-

cundo (quu tlu ocurca a lu funci6n vurUatJr.riJ can una apruxlriinci6n rozu-

noblt: y que m.1 ccnnlstfJnte, o uea, qua un r.l 1{11Ji t.e ns ln función var-

dodern). Tombi6n demuastron lo 1~xiotoncin y unicidod del atro ont.irno-

dar du [iaod y rioskins. 

?.. !). Lutimaci6n tJc Húxir.m Vcruuimili t.ud hmülizodn du Lh.:n:..;irfodcm. 

:;ua H un (.Wpncio vect.ariol en L 1ca,b) y con~idÚrEH.m un funcional 

<!> : H ... n. Dadu um.1 mu1.rntrn ~lcrntoriu x 1 , ••• ,x0 6 (u,b) la verouimi

lltud punilllzarla cp da v € H uutá definid:i par 

" (10) P(v) = lT v(x¡) uxp <-<fl(v)). 
\.•\ 



Considérese el siguiente problema de uptlmizaclón: 

(11) Maximizar l'{v), uujeto a 

V €. 11 1 f ~ v{t)dt = y v(t)~U, Vt E (a,a), 

La r'ormu gunerul de la varoslmllitud µunJlizoda (1lJ) se daba a 

Guod y Gasklns (1971), 

Cuul4uior solución ul µroulemu ( 11) se uicu 4ue aG un astimudor 

da mbximu verosimlli Lud µenalizodu bauado en lu muestra aluatariu 

x1•• •• ,x0 , correapondlente al espacia vectorial H y a la función de p~ 

naliznci6n d:>. Vamou a estar cspcc1almontl? int.erosudoa en el caoo on 

que H sua un espacia da lli lbert infini to-dimenoional. 

En el caso da qua H as un espacio de llllbart, una función de pe

nalización natural que se usa us $Cvl = llvl/ < dondu 1\ •\I denota la 

norma en H. Ccnsccuuntemcnte c:uundo H rrn un eoptlciu de Hilbort y nua 

referimos ul funcional de verosimilitutJ pen¡¡llzada un 11 u a la estima-

ci6n de m{udma veraolm1ll tud punulizada c:orrespondiunte a H cun ningu

no referencia u la func1.6n de pcnulización q>, crnLumou i.Hlumiendo que 

et> ea al cuc.Jdrado de la norma en H. t:l prullucto interno dul espacio 

de Hilbert seril danotado par ( • ,• ) de tal manura que (x,x) = l\xll 2, 

Para quu el problemu (11) tunyu uentiaa nas uu,turia quo H tuvie-

re la praplcdi.Jd cJu quu poru x,, ••• ,xnE.Cu,b) axistiara µar lo memos 

una v fó H tul que 

b 

S~v(t)at = 1, { 12) ve t) :':!u 'v't ECu,bl 

y 
v{xi) 2'! lJ 1~1, ••• ,n. 

Gupfmgase que H os un uspucio do Hilbcrt da t'11nnel reproductor, 

la integración sobra (a,b) es un funcional continuo y existe par la 
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menas uno v E H quu .satisf'acu ( 1t¿). Lntcnccii 1~ estimación de máxima 

vurasimlli tud penalizada cor1·crnpondiuntl! a H ex.iut.u y es única. 

La restricción de no-negatividod en el prolJlema ( 11) lo conviurte 

en un problema muy dlflcil du optimización a menos qua se trabaje con 

algoritmos que tratun con densidaUes continuas qua son lineales por 

secciones. 

Par c:rnta raz6n comunmente encontramos ejamplaa cm lu 11 tcratura 

estad1sticu donde un probluma con una restricción de no-neyativlded sa 

resuelve trabajando con un problema equivolentu planteado en t6rminos 

do la raíz cu:;drada de la densidud deeconocldn. Entonces la restric-

ción da no-negatividad ua redundante. Cupec!ficamunte, dnda 

H C L 1(a,b) y J:fl ... ll cunsilluro lus óiyui1.ntoe uou problemus de lílaxi-

mizaciún: 

( 13) Maximizar J(v) ¡ sujeto a 

V € 11, 
b 

tv(t)dt= 

( 111) Maximizar J(ué) ¡ sujeto a 

Entonces tcml!mo~ quu: 

v(t)~ U 

b J. u2(t)dt 
a. 

V t E(a,b) 

1. 

1) Si v• reauelve el problema ( 13), tmtonccs u• -=P resuelve el pr.a 

blBma (14). 

ii) Ui u" rasuulve el problema (14), entonces v• cu•) 2 resuelva el 

probl ama ( 13). 

[st.o se ve claramente hacienda el c.1mbio de variable v=u2 y por 

lo tanto u=fV • 



Tenemos cuma consecuencia de ya no trabüjilr con la rm1tricciOn de 

no-negatividad que la restricción de la intuyral ahora es no-lineul. 

Cuando considcrumoa lau estimadores e.Je mtixima verooimili tuct pena-

lizada de Good y Gaskins, autaremob tratando con problamaa da uptimi-

zaci6n con rest.ricciunus oe lü forma 

( 15) Maximizar J(v) ¡ sujeto a 

b 5.,, v(t)dt•1 /VE.'H, v(t)~O, V t6Ca,b> , 

donde J estu definido un llC.L 1(u,b) y H tiene la prupieoad do qua 

w t H implica que w: E. ti. Fara ovi tar trabajar con la reutricc16n 

de no-neg<Jtividad, Good y Gaskins suylrleron qua so traoajura con la 

vera16n an~loga dul proclama (14) 1 o sea, 

( 16) 1-'.aximizar J(u~) ¡ oujeto a 

" u E:ll 

i\qui tencmoa que los problemas ( 1~-1) y ( 1G) no uiumpre oon aquiva

lantas. tnpec1t"1cumontl!, tenemos lu siyuiante relación entre eatuu 

do~ problemus: ül u• rasuelve el problema (1ú), entonces v•=(u")2 re

suelvu el problem¡¡ (15) si y uóla si tenumob una condición adicional 

de qua \ u•¡ E H. 

2.6. El Eotimador Montrichor -Topia-Thompuon. 

Considérese ul espucio du ;jubolev: 

con producto intorno 
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.:1 o~timador du mflxima vorosimili tud pumtlizadu corre~pondilmtu til 

espacia do Hllbert H¡J(a,b) y n la !"unción do penalización <l:>Cv)=(v,v) 

axistu y rw único. 1\Uemfm, si el notim'3dor ns po5i ti va on al int~riar 

del inturvala, untancm.; en aoe intervt.110 BS un opline palinon1ial de 

grado f's y de clusu da continuidad 2s-(' con nodu5 exactamrmte en los 

µun tos muo~ t.rull:n.-i. 

"l.?. El l 1 rimar Lut.imador de fiood llaskins. 

Como yu oe habla mencianmJo, por cunuiduraciamrn tuóricus, Guod y 

Guskins cont.ideran el estimador tJe mllxima verooimili tud penalizadu ca-

rrespondientc éJ la runci6n d~ pumllizuciún 

( 17) lo< >U) • 

c.lloti no us.Jccificun en yu¡; U!ip.iciu vcct.oriul trü::uju tHit~ usti-

m1:1Lit:.r, pi..lro ~:unt.richur, Tuµia y Thum1Jsun ( 1975) comrmt.uri qui~ t..li.Jtlus laG 

ruu'i.ricciunmJ u cumµlirna y ul t10Gllu uD qur.: 

( 18) 

nl cspuc;ia vnct.1.Jrinl 5ullyoccntu H, u t..ubcr v 
1/l. E. 11

1
(-ao,ex>) d.anda 

r:1 E-oo,°') u:J l!l u~µnciu uu :..iulluluv 

H1(-m,oo) = { f:íl-it:f' existo casi en tudas laúau y f ,F'E L2(-oo,oo), 

con producto in turno 

(F,g) ~S.: f(t)g(t)dt + r: f 1
(t)g'Ct)út 
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l\qui se premmtu una si tur.tción delicada µarque cm µouible demmi

trur qm.: el funcional du int.cgraci6n no cm continuo en u1( .. oo,oo). tl 

problema ( 11) toma la sigui anta farrna 

" (1~) Maximizar P1(v) ~ JT v(xi) axpC-<fliCv)), sujeca a 
1.=' . 

V 112f. 11\-oo, o<>), f"' v(t)clt~1 _., v(t)~O 'r:/t(.(-oo,o>) 

Pnru nvudir lu rttst.ricci6n du no-n1?9atividaiJ 1~n el prublemo (16), 

Gaad Gaskino can~idllruron trabajor can v 11 ~ nn ve:. 

v. :H c.Jcjomos que u=v 112 , entonces rcrnxµrUJi:tncJu el proliluma ( 16) un 

t{~rminos de u obtemdramas: 

(20) 
" 00 

Maxirnizor Tí u(x1 )2 uxp(-1,o({ u'(t)<' rlt); oujnto u 
l=1 ) . ., 

00 

u(.Ji1c·0>,oo) ( u(t1<.1t=1 
)_00 

El µrolllcma (<C.l) cm resuulto ¡Jura u• v cntunc1rn v·=cu•)~ se acoµ-

ta coma solución al problwnu ( 19). La transformación fuu diocuticla en 

lu aocci6n 2.5 y lu reluci6n lmtrc lou prulJlem;:rn ( 1~) y ( ·1u) demueu

trun qua coma astamos trabajando con u1c .. ~, oP) cnt.oncm1 1rn vftlirlo. 

El problema (:?U) na puede tt:in!.lr una :mluci6n única porque si u• 

es una uolución también la es -u• 

;1íludiendo la rcatrlc:ción de no-ncuutividad al 1;rablrnno (iti) y 

rcaxprcoándalo al !HJC:nr lu ru1 l cuadrada al f unc:i om.tl ollju ti va (ya que 

os no-negntiva), ll~íJüffi05 ül giguicnte µrublemu tJc aµtimizaci6n c:un 

reatriccianes: 

(21) Maximizar F(v) 1T v(x¡) axµ(- 4JCv) ! ; hujelo u 
\:¡ 

S"" v(t)<'dt=1 ... y v(L)~u. 



donde 

O> 

Q)(v) = ~o( ( v 1
(t) 2dt 

)_"" 

"'- estJ dada por ( 1'/), Ln Lances, 
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1) ~i v rasuelvu el probloma ( 1~), rmtonces v 112 resuelve nl probl~ 

ma (?U) y al (;1), 

li) tji u rosuulvu el prct.Jlemu (~U), entonces \u\ rusu~lvo t!l ¡noble-

ma 0'1) y u2 resuelve el µroolr!ma (1Y). 

lii) Ji v reour.lvo al problema (é'1), entanc1~s v rcsualvu ol problema 

(20) v2 rm;uulvn al problemu ( 1Y). 

ii partir de éuto, T.:µlu ·~ Tnompr.un ( 1978) uumostruron que el 

primor eslimudor clu móx1mn vurosimi li tud panoli Züda ue Gaod y ll<1okins 

axi ato y 1:rn úni r.u; espcci f icamtmto, l?l ustimudor de m~xima verosimi 11-

Lud ponulizuda correspondiente a la runción penalizudora 

f,,, v'(tJ 2 
cp (V) = O( --¡¡~¡;r--d L 

·oo 
(O\ >U) 

y ul P.Spacio vuctot•itll 

li={v:vi!U y 1/~ 1 } V t 11 (• <» 1 o>) 

axititL? y co único, mJemá!:i ~l uutimmlor us punitivo y mi un apline CXP!! 

ncnciul con nodos nudil més un las puntos muastrnlus. 

é.e. El ;;l!.Jumlo t::uLi:a<Jdor de liood y fiü!Jkins. 

Dado un númaru Ue ouservacicmou x1 , ••• ,xN• el uayundo método con-

oi~ta on µanulizur la HSparanzo dul logurilmo dol funcional de vurosl

mili tud. !tquullus usullos oon combinacioncrn lineales de ) y'2 dx y 

S y' ' 2 dx, donde y : !f. l:ote método pareen sur consistante bajo am-



pliaa condiciones, aunque mátodos con~iutcntes pueden ser c'Jsparos. 

Good y Gaskinn demontraran que para cinrt.ou valores de lau cacficion-

tes un os la uxprosion lineal, la función da densidad rosul ta sar muy 

suuve aún cuando N l?S pequeña. 

Considurun el funcional <\) (v): H2(·00,0>) .... ll definido µar 

(22) 

paro uluunus O( ~O y /3 > ll. 1 ar ul seuundu astimadar ue m!Jximu vara-

aimlll tud penalizada de Goad Gnskina nos referimos a cuulquiur solu-

ción del siguiante prablemu do optimización can rastriccionua: 

(23) " '1/2 Maxlmlzur P1(v) = lT v(x¡) exp<-<P<v ) ) ; sujuto a 
l• 1 

v112e H;(·a>,DD), f'"v(t}dt=1 v(t}:=:o V'tE:(·oo,0>). 
"()o 

r.qu{ suairieran eliminar la rostricción de na-negatividad calcu

lando la solución del sluuiente ¡iroblemu do aptlmlzación con reutric-

cionuu: 

.... 
(2lo) ~:aximizur 1Tv<xi) 2 exp(-cj>(v)); sujuta a 

1=1 

donde cp ast~ dada µar ¡;·;,). 

Junta can el prabluma (211) cansicJaramas el problema de optimiza-

cián con restricciones: 

.... 
(25) t:aximlzar f'(v) = 1f v(x¡) exp(-1/;• cj>(v)); aujoto a 

l.= 1 

vE:H'(·ao,ca), í"'v(t) 2dt=1 y v(xi)~u, i=1, ••• ,n • ... 
D problemu (?5) fue abtunlda uel problema (?4) sacánaale la raiz 



cuadrada al funcional que no va a maximizar (dada que os no-ne9dtivu) 

y requiriendo no-negatividad en lou puntos mui:rnlr~lu5¡ ant.oncl!S, lau 

doü problcma5 Llifiercn en la restricción t.Jc no-n~yHtivic.Jud cm lus pun

to~ muuatralcs. Enta diferencia cm la que ¡mrmili6 ctitulllecur unici

dad l.m la ~;ulución Llel probicmu (:;5) 1 mientnw quu el proJlBma (t-1,) na 

pueda tL:nor unu :.mlución Única. n.; .. Topiu y J.H. Thompuan Llumost.ra

ron qua lus oolucioncs del problema (rt1) y al µrol.Jlt!md (CS) no Gen nr:

ccsoriEJmentu no-nogativus. De aqui au niCJlH? qua nu podBmo5 allt,mor la 

aoluci{m del µl'oblama (23) consicleranclo lo" µroolamus ((4) y (?5). DE_ 

da la mucntru ulcatorio x1 1 ••• ,x0 , oi usamos v.t·, donoo v. resuelvo 

al problema (<'5), como un cstinmdor para la función du llunsiddd de prB_ 

halJilidnd, L!ntonces v.2 vu a oer no-nnuutiva y va a integrar a uno 

por lo lanto es una danuidí..ld do probétbilidnd. Jln umbiJq¡o, el c:stima

dor obtenido de esta manera na va u !:l1:?r un uslimador de m.Jximu vuro~i-

milit.ud pan(jlizadLJ en al sentiLlo ustrict.o LJu la palabra, corrospandie_!! 

to al problonm (~3) 1 es decir, al segunda crntimuc:Jor de mflximu vurosiml 

li tud punuli zuda de fiocd y lia~kins. l1 ar r.!:i td razón trn rt:r i urcm ü us te 

último estimatJor como al pseudo uGtimt!dor du m~xi1uu vurosi mili t.ud µen!!. 

lizuda. 

H • .¡. Tapiu y J.il. Thompson (1Y7U) ~n uncargurun da dumostrur, n 

partir du lo ~ntcrior, quu: 

l) El problema (t'5) tianu unu ~oluci6n única, o uoo, que al p.suudo 

oatlnmdor de m~xima verosimilitud penulizuda uxistu y es único. 

ii) El segundo ostimLJClor de m(JximLI verouimili lud pr.nulizada t.a~ Good 

y Gmikins exi str. y es único. 

iii) C:l seoundo antimudor de mflximu verm;im1ll tuc.J ponulizadu y ul 

psl!udo cstimndor de mltximil vcrosimilit.ud pcn<Jlizada de \load y Guskina 



1,n 

san tJi ot intos. 

:..;._,. ;,jilvnrrm:m (19U1) tia rcficru a lü vsrauirnilltud panalizm.la da 

Gaad y Gi.:Jukins y lu µune rm L..1 si~¡uiunte fonn1:.1: 

(;6) 

dOlldC h(f) CB Un l'uncionul CO/ílU f (f 11 )~ y Ll 1j.Jf~ml!tra o( t;ontrult1 lJ 

cc1ntldmJ µor lJ cu.:.11 lns Lfot.os :iun :Juuviz~1tlos p..Jl'11 llt.Jr ~l t;..,li;uulh·f• 

nltJ.JdlW tiwwn l<..1 1,rapindud :10 1;ut.: :.1 uútimuuor límitu t:u.J11do L .• c...in-

tit.JiJU lle CU~Vizuci(¡n dUCfl!CO (.!U lu GUffit.J UU lu5 íát..:OC Un ld!:i Ul.J:.H..:fVEIClfl 

n...:u, tJUJ'O lu quu ~1uc·~Ue cuunu. in cnntiú•ul rJa ouuvizuciún uu1ncntu úu-

µunúa 11u uxucti:imunto qu~ mótmJo Ht~ í-!Btj uLilizundu. :,;ilver1~1an uicu 

4uu lu~ p!.muli.:auorl:!S de o.JSµcrczc...u t.:an un funcic:mul c..lu ~,nnulizcciún 

.:.tducuudo t11.nun una µrupiuoi.JtJ muy atrilctivu qun él iluutrn con~ic.wr .... n-

do un cuna Ltipt..ci al. 

Supónumrn r¡uu l<l pun.ili zoci 6n 

c;?J <P~cn = )''
0

fcd/dxl: iº'J rcxi} 2ux . .., 
r.u u~utJ.i. é)1toncnu 1 ~l lHJLimatJor lími,t.u cu.muo ul µur~mi.=l.ru °"-. l.i¡¡ndu 

a inffnil.o vu iJ Hllf lu dunsiUüd narmuf cun li] mlsrnu muuli..1 y vu1L.inu.1 

que lo:.; datos. Ent.uncur;, ougún ~ vnriu, 1.l métoiJu vu u rJur un rungu 

do Ujtimi..1L.1orcs c.JusLJu lu infini t.mnt:inLa Lfuperu ~u111c .Jo funcionu5 tJul tu 

huutu úl infini tamuntc &UúVC o.Jjuutu 11urm...1l Ue múxii:;a vl!ro~irnili t.ud du 

loJ r.:utos. 

UificultullmJ cumµut.ucianali.;s y rnutem{Jt.ic.:.ti up<.1rtc, l!~tu obi.;urvri-

ci6n µrescntu un Cii&D muy f'ucrtu 1;11 Hl uuo du ustlmucH1n llu Gansic1é.ldcs 

dul m6todu uu pum.dlzúci6n Lle ;rnp1!rozus cun ld ... amnlizuci6n ~W lJmJu 

qu~ uno llu los iJB¡.Jectau del m1~todo de ;;1stimJciún Lle dcnsidadE!ti nu püf!!, 



m6trico es el de invl..!~tl ~ar r!l e fue .. a de lau vularou Lle purúmotrau 

filJU cuntrolon lu r.u<1vlc.JocJ uel l!Stir.i.:HJor. PLJrucu G1.maible qu~ P.n !:!l 

cuso lími tu Hl 1.rntimüdor do 11lmuitl1.Ji.J na p~run1~trico UL!EI un uutim,Jdor 

p.Jrt:1m6Lr.i.co nntur:.il. 

L:.. ¡JU!.iilllu 1Jufinir otro!'3 pernüizm;orus de i.JS~crezérn do ucui.!rda 

con ut.rm.i purcepcioncrn du 1'1 "i11finitarnt.mtn ciU.JVU 11 far,iilin 11;-;ponun-

ciul ele dcn!.iil.lud~s lJl? prul1i"Jt.Jl liJ.id. La prupll!dou rrncencinl L!U 1¡ue 

H(f) liDbu !IUr CE!I'O ui y utílo :;i f e~tú un lu r,1mlliu ro.-.¡uoridl.J. 

:?.9. t:stimuci6n UiEicruto llL? háximd Vcroui111ilituc.J Furrnllzudo. 

l.J 1rntlmi.;ci6n úc: m6xin1;.i vr.ruuimili tud pl:!nolizmJa vu u uur ahoru 

llevmJa t1 lu prf;ctict1. Lu:; ~rl_Jurarmtus uo dotum ¡JrincipühHmta a .icott 

(1,·7G) y il ,;catt, Tuµiu y Ttmmpoon (1~77). 

vc1da 111 mmrntru ul!.rnt.urln x 1 , ••• ,xn quormnm.; 1-:stimt.1r, l!n un inte! 

vulo (a,b), lt..1 funci~n Uu Llwrnl1.iud dcaconccic.Ju f. Comú yu uo 11<.Jb!a 

vinta, lou oulinHH.laro1' íll!CP!ii t;m ini.c•Jrar u uno cm (a,b) v timar t.10-

porte un (t1 1b); (!ílt.unceu t.u uirJUI:! 1iuc ~i ul :..aporte de lu aenuioud LJoE_ 

cunocldu f no rrnt6 cont1midu lm (r.:,b) untonc1..rn v,imu~ ..J 1.rntrJr uulirr.rm-

tJo lp funcHin da dmrnidad f, quu érnt{1 cr.rca do f un el !:ientido uli_,uiu.!! 

tu: 

~i ü (X ( b 

(?B) f(x) 

du ut.ro muriera. 

fJ6tm.m 4uo f y f von ;1 coincidir ui y s(1lo si (a,b) contiene :Ü 
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so¡.arlo de f. l í.Jril lo.J mue::JLra •. .ill:utr.riú x 1 , ••• ,xn LiU z.itium...: qu;.: Lodoo 

lus ol.J!.it~rv.Jciúnt.Hi üfuera da (a ,b) hün tilOu i.:unliuruLJuti • 

. in vc:m '1 construir i.l¡:iruximuciomrn iJl uslimaüur au míixi111a vorwJi

miliLud µon..Jlizouu corrcrnpunui1:mtco ul Eb;...iciü dL' Hiluert hJ(a,b) por 

n11idio ue lu l'l:!!.~uluci6n t~l? vl!rtú1Jnl.:.ti finita dimi..:m•iun.ilcs drd prublcrno 

( 11), ~ui..: son dprúximúclc.nL·:3 razun...1bll?~i ul µrublema inflni ta LJiml:!nuiu-

n1Jl. L.l tl.rmlnu 11cJlscretü 11 se.: usa poryuc luu vl!raiuncu del prol.Jlnmu 

fini tu dlmm1sllJn.Jl ( 11) Vdn J cier olJt1:nid .• Hl t.r.JlJuj .. mtlu con luti cs 1~...i ... 

cios vect.Lriulus limrnlt..:n finl tas quo uurgun di.. inLruducir uni:l purti

ci6n diticrot.u un (u,b) y t.Ju~pu{rn cunuidar.Jndu Bl:if,ocius Ua splines µa-

llnornialm.i da funcianno que !:30n t;Unbtüntus pur ueccioneu o lincolos 

µar sccciuneu en ust.a ¡wrtici6n. Específicament.o, µ¡_irr.J un entura µu

~i t.i va di;:H.ll! m, cum.il c.Júnrnu l.i por ti el lin uni furml.! u-= t 0 l t 1 < • • • < tm=U, 

LionUu ti=i.J-.ih, i=O, ••• ,m, can h=(b-u)/m. ol!jesn LiUU Ti Lll!nule al in

turvt.Jlo mediu-ubiurto y mtidlo-curri:ldu ft1-1 1 t1) 1 ¡.n.1rí3 i=1, ••• ,m, y lJ{;! .. 

jusa que l(T 1) Genot.c lu funci6n inUiCJOor¡_¡ u1~l int.urvulu T¡, us decir, 

l(T¡)(x)o() el xjÍT¡ y l(T¡)(x)o1 ol xt.T¡. Ui'.:j""" quo 50 (tC/ 1 ... 1 tm) 

UE!nolu lutJ funcionr:s cc.m :....uµurta un [ t 0 , tm>, uquivalHntwnuntu [ ü 1b), 

y que son cunut .. mtes cm lLs lnt.~rvulus T1• Fini.Jlmcntu, ul!jmrn quu 

j1(t
0

, ••• ,t
111

) dcnule lf.lb funciurn:ti cont1nu.:rn con !..o~~urtu un (t0 ,Lm) 

quu E.un lint!rilua un le.ti lnLt!rVúlas Ti• Un miumlJru típica da 

;j
0

(tu 1 ... 1 tm> LL!ndr!u un<J yr:ífica ~imilur e l.l tii.Juiunt.t!: 



micntra5 que un miembro típico de !J 1(t0 , ... 1 tm) t~ndría unu ijrÚfica 

similar ~ lu si~uiuntu: 

r 

~ 
)(ti X, Xa. >- > 'l('f ICs )('-

:1hO.l'C: t ct~1da lu mu.:!Litr..i \Jlm.r:..urla x 1 , ••• 1xn, cun~itlúramrn lo:; ui-

iJulfmtus prabll~mnn rl!~trictos cJa optii.1izuci6n: 

"' "' C<~l F,oximizdr LR<Yo•••• •Ym-1l = Tf ~0 <x1l cxp[-0(11- 1 .L.<Y1-v1_1l 2 ) 
l=1 p·, 

Yi !! O, i::;, ••• ,m-1, 

Uamk S
0 

m;;t6 di.Jdü par lu ::.i{Juiontu nc:uuci6n: 

""' 
(30) 

Y Ym=O. 

sujola d 

~onde y0 

(;2) 

_;o(X) =l... Yi-11 (Ti)(x) 
l-i.1 

" .lT :; 1<x1 l exp (-"11- 1 L<v1-Yi-1l']1 
lªl \..:q 

Yi ~O, i=1, ••• ,m-1, 

Vm = O y s 1 uut{1 dudo por la ~i..;;uiontu ucuuci6n: 
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lJ i;aluci6n del problema (~9) y ol Llplino lin"ul (mic111brn do 

;j1(tLit••• 1 tm)) t=Ol'l'~~•¡;unui~nt.1! u lJ :.mluci~n del t;ratlli:mu (::1) i;;on 11,!! 

mm1o~ ur..t.im.JL!urus uiucrt.t.UEi w.: m~x.imu VtffOblmili tuu µcnulizorJa (EUf1VfJ). 

Ln con r.r<.rntu cün lü:. t1i ~ t.uu ri.:lnli.Ju dm..ic1·i tu~ l!ll lu~ :;ecci uneu ('.. 2 

:.iau h el tdmuílú rJu l.J ¡..urt.ic.;lón u~.JUil .~Llro ol.Jt.tmcr el Lur:.v¡..., un-

toncm.J ul fil!!..;~ conutunt.u U.Jf-'.Vf· convuriJE? en ~ulmurmo cuundu h-D ol 

~nuopllne cuadrúticu o;vf1 Pill'O Hci<u ,tJ). u ~Hli.J 1 COrlVC!l'~í! <J lü uoluci6n 

Llul prol..Jlumu inflni to Uimunulan•Jl cu . .Jndo el tora•Jño del 1 nt.ervalu :..o vu 

ü cero. ;,LJumús, ul ;Jµlinu lintJdl LiJhVt· ct.:invr.rcjt.: Bn li.J nurmu u~ 

Hd(d,b) cu~mdu h-O a rrnl.1! mi:Jmu m1mü:...plin~ Lf.Vi. 

lJ~juoo quu :..ih t.hmot.8 ul ~¡Jlino cum;t..int.u Li.JF.VP dilllo por ul protJlE, 

mü (29) µurc1 un Vi.llar µ.JI'ticular tJc h. Becuerde :¡111.! f i!ut¡j d'=!Lla ~or 

(<'C) y qun x1 , ••• ,xn e~ nul!::;tru mu1H .. t.ra ulrmtorio. LanüiLlt!fC! el 

~~.!!.!:. conuttJntt..: c.ühV1' 1 cu11 nl númuro da purt.iciarHrn uuc.Ju µür m-=(Cnq] 

(tlu out u nu1niira h=~(n-q)) uuncil! ~ >U 1 G < q < 1/1, y [a) uormlu ul "ntera 

mfrn cercano iJ d. ..:u;.unyH que f ·J!, cuntlnun l!n (í.l ,ll). r_nLuncuu pura 

X f: (u,b) 

( ~3) lim Sh(x) :-: ftx) Cll!..iÍ :.w1Jur1Jmlmte (c. n.) ., ... .., 
por lo qut.J el EDMVI· es cunr;istente. LGtu ror.ult.ullo qulorc decir que 

can lu interacc16n oproplildtJ entre el t..Jmwio dl!l int.LJrvulo y al t.umaRo 

do ln mucmtrn el Eüf·~VI· converge puntu .1 puntu c. !i. u la cJcn~üc.Jt1U ver-



Tuµia y fhornp1.>on (1978) uil!ron ;,.;lt:mplo:J num:í:dc:::os quE: cal1:ulé.1-

ron UBdnda ul tiplinu linm.:.11 E:1.Jt.'.VI quu ao obtenido lle la v~rouimili t.ut..l 

pont1lizallCJ 1 us.Jndü unw sovundí:I doriv.Jdu diucrctw un el términLJ µ1mnli-

ztiUor. Hicieron ost~ olecciún ¡;rincip<Jlmimt11 µurquu ul tjpllnt.! limrnl 

d.:.¡ un e!-Jtirni.Jt..lor continuo y el wrn Llo lu liBvunllü deriviilliJ un ·1?1 t.f:rmim.i 

prmnliz<:.HJur parece dnr estimuuoruu "mÚ!J llunuu 11 • 

C:.tipac!ficurnrmtu, diJdil un.J muu~tril uluiltoria x 1 , ••• ,xn, un intl;!r-

VEilo (a,b) 1 un usci.ilcir pa!:lit.ivo O\ y un ttntero ptJsitivu 111 1 LlBjumc!l quu 

h = (b-a)/m 

( '.!5) t¡ o + ih i=D , ••• ,m 

(:'G) Pa Pm = O 

Y rrrnulvHmL<G l:!l prol1luma restricto tJu uptimlzución m-1 Uimunuicnul: 
t\ W11-l 

(37) f·:.:iximizor L(p1, .. • •Pm-1>=Lluy p(x¡) - -'fi-L[Pk+1-<Pk+Pk-1) < 
i ~ 1 "1: 1 

"ujota a 

k=O, ••• ,m-1 

donde 

I· iJrü concluir, µodm:ios afirmar quu lur, mútullt1~ Uu máxlruu Vl!l'uuim!_ 

litud bun ut.ilitml1JS i.;Ln frocuunciil L:n lil µr.'1ctiCi.l· LxiuLcn 1.uqu~Lo~ 

t..lu cwni,¡utat.:iún quu implerm.mtun olt.Junuu Ol! lou m~t.tJdu~ ocucri f.Lti• 
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L.n concret.n, lcJ libniría l/':~L ( 1~86) incluyu un ~1ro1;1ramu µuro ra

sulvur al ¡.rutJlr1mu (.?ú). 



C1;¡¡ TULL 3 

l:THL3 F.~ TUJL:..i 

3. 1. Ll l·:Vt.oUu i.le í·ru·1 ccciórt .idiJµtutlvc (Pro }ocLion ~). 

L:l rnótl.i.~o Uo ¡.n.vuccil.n mlu¡.ti::!tiva o~ unu m.b du luu quu puu:Jan 

Llcm .. ic.LH!uu lW ul du t::..tim...1r lu tltJrn.iidut.l trn µrutJi.JtJiliLl.JL de un vuc.al.lr 

~l u:..1t...;riu ¡1-úi1.11:11sit..n1:l X E. Hp Un tid!..iU ,;:: úb;..iCfV,tciunou ~ni:.;...:punlli WH.U!..i 

ilJént.icJrn1:11t.e di..;t.ril:uidu!..i x
1 

, ••• ,x¡; sin lldCUl' nin~unll ~u 1~uLiici6n bU

La·11 111 f.imili.1 ¡:.JrdmÚt.ricu ..1 lu 4u~ pu~th.! tJí~rt.enucur lrnta. 

t.11 lts priJcticLJ :1.iy un ubjet.ivo r;:uy iwpurt.untu 4ud ~u ul ele tener 

un. vi~ilin gr.Gml:t.ricu du lo cti!: .. t.ribuciln Llu lo~ tJut.ou l!fl HP. 

LtJ l!x.lrm~iún Lli? lu l!tilim.1ci6n nu ~ ... Jr,Jmút.ric;_¡ ne funclonu!.i ue dun

~1u .. 11J L!IJ prul.J.JUi lirwll univ.1rLid1Js u lo~ funcium:~ du UEmuidt1d tJu ¡nLJ

b.1!Jilla.1d mult.iv.Jriuu.:i~ na hil tiidu l!xi tu:.;L1 un liJ pl'!.ctit: .. .h Ltit.u be Lí,!d 

bl! un ¡.;_irt.c ul dcturit.rll dl! !.iU r1..? .. iliu;.JL1 u~t.ad!i;ticu couuud1..1 µLJr L ... 11!::!, 

llluLhl 1'muldiciún clL! dimuri~io:wliUud 11 1 e;::.tu cti 1 su ru.¡uiLrcn um~liu:.; ux

tun~ic11w;; du luu r;1oitw tJu vui.:inUi..ú p.:;i·;_1 ulcunz1.1r tJuficient.wu conteos 

1 ar .. !:..H .... raz6n, llJ!. u~t.i1 1.uLlt•rns n.::iulttmtuu ucn muy t:HJSgmJcu. lid.~ 

no[i;.; :...to:.. mÚtL-lllrn no i.rt.¡...urciunLln o.inguni.J infurmtJciGn L.:U1;1µrunuilJll:! 

~uhru l;:, Cormu L!ll c.¡w: Ju coloci..ln lau µunta u 1..m vtJrias dimcmsiorn2s (un

t.ructura 110 culacuc:ión) • 

~;w~:..t.ru <1pruxiti1 •• 1.;i6n iJ L.J 1;!..it.im . .1ci6n nu 1J¡¡ramát.ric.J de L1cmsiL1u-
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dou mult.lvúriudi.l!:.i eutj lJL1~i:Jdi1 un la nuci6n de ~royocciún édllµti:Jtivu 

(projuction µt1r~ui tHFrioUmun y Tuha.:y 11J711 ¡ Frli.cJmun y .Jtuutzlu 1901). 

Int~nta uuminnr (:;o~Jru._;IHh;n.iu a) lJ 11 mi.Jldici~n ca Uitncrnüunulidcd 11 ex-

t.,:mliundu lo.; ml:todu~ cl~:;ico:; tJc ustimüciün no 1J.irum6trlcu de úcm.iit..!E_ 

ú1.!U univ~riuduu iJ dir;1¿,n~iunm:. m.'1u yrund1.rn u t.ruvés e.Je ldti icJuU!J pro-

explor;,,ir y l:nt1.ml.Jl!l' ml..!jar la tJi: .. t.ri!Juci6n mul tivi.Jri.idU du luu dütuu. 

El ol.Jjallvo d1::l múLL.LlL 1lu ¡,ruyL.Cciún utJwpL:tivu ~:::¡ rd nu u:;;timur 

funciomrn mul l1 v.1ri .JdiJ~ pur mtJdiu de combinuciomw Lfo funciorn.m uni va-

rlm.:.lüo oulcccionundo cuiúudo:;t.Jmcrntn Cúmt.Jin<lciurrnti line.Jlu~ du l..J!i vu-

rlat1lm;. 

Ll m{ilcdo c1m:.Jt.ruyl! l!:Jtimnt1cruti t..!ü lu furmi.J 

11 

(1) ¡."(X) Trrm(Bm·X), 
... ,. 1 

ucmJe 11

1 .. , es tü e5tln. itlor LIL lu dcmt.illüd (e mudulu uctuJl) i.:.o~puún llu t·1 

i tcrucicnua del tirucLdimilmtc¡ p0 t:m unu funci6n do tJcmsitfud multlViJ-

rludu PiJfU !Jl~r UUiJdil cuma ul mCJr1ulo lniciul; em ...:S 

cspc.:ci ficundu unu di rcccL~n Em Rp. pur lo ljUl! e m. X 

un vector uni turic 
p 

~ L e.,1x1 ª" unu 
\~ 1 

cumbimn:iln lint:al dE? lü!i medidas du lc.rn ccurdonJdao uriyinulcs; y fm 

us una funci 6n UE! dunui L!l.ld uni Vdri ¡_¡i.ju. 

Uü ( ... ) ml:Lt.ti~ dB pruyuc:ci6n OdúpliJtiVG tJ¡u·uxirnu li:1 t..Jen~it:uLl mult.l 

v.:iri_du por mL:dio c!e unu Ut.HH:ili.1.:iLl lnic.:ial pru~ut.::Stil µD, mult.iµlic~1d<J 

(aumunt.adu) pur el µrui.Jucta du lar. fum:iunus unlv<:iriudt.1s f m Uo lus CtJ!!.! 

bin~1ciunrrn linuulo:.. e m· ,( da luü courdunm.Jau. 

Lu ulocciún uo li1 dcmt>idao iniciul eEj Uejal.Ja al u~uiJrlu y dl~bu r_y_ 

flejar uu mojur cur1ucimiuntu ~ priori Ue lm~ Llt.1t.CJ5· 

Unu u~nnidm.J Li.Jutrni unu ccm mudln mucGtrul U:.J ijcnerulwuntc una 



elucci6n milurdl. t.l µruµG~i to del métuLlu de pruyt:c:ciln adaµt.utivu as 

cucuuur LH.J dlrocclonBti em y can:;Lruir hrn funcione!.i carrcsµundiente.'i 

Fm($ 111•X). El producto do u~t.¡rn funcionas e!:itimu el cuci1mt.u L:ntr~ 

lun r1.1lus IJ[! 1~1 chmsid..:d dr:l morJulu y ln dcmuiúJd ini.ciul. 

l.il! ( 1) ubLlH11~mL:i lu rulaciGn rucur~ivu 

(~) 

¡)~lJU ~jlll! r,.. !;;(? U~íl ¡ .• ;rü r.lULific..;r i't·,-1 Vll'i.J úl..llnnur l'r·~' nu~ r~ft.!l'imuu 

ü l.1t; f
111 

CUílllJ 1ü!3 funClUíHJ!.i ruulti¡JliCiJ1.Ul'UUe 

L1 uurinici6n rucur~ivi.I dl!l madL:lu Cé) ~uoi1..H'l! uh1 uµl'aximuci6n 

¡;""calun~id.: pi.lru t.u c ... n:...Lrucciún. Ln lu m-l:uima i t~rrn:iún 11uy un modt!-

lti .-J¡;t.u.il f'r·~- 1 CX) c:unulruidl. on lti!..i ¡J.iuos unt.uriorus. (Pc:.ru C!l primer 

prn.rn, 1'1=1 y el liJGtJull.J <Jt:Lu~l l!!i ul mucJulu inicial p
0

(X) t~uµucifit;uLkl 

¡.ur 1d u:..>udrio). •Htdil í\;_ 1Cx) bu::icamLu un nu; vu r.icdulo 1·
1
:(,\) (¡Ut.:: yu

nr.:ru l.!ílü mejor upl'oxir.1ílCiÓ11 o L. 1.:umiilliJJ r.lUl!¡jLf<Ü p(X). LnlL11Clfü 1 

... Ln U!..it:u_idUG un:J ... ireci.:iún e,.: V !jU!j func1u11c:.; mulliµlii.:adorau corrl!l,! 

, ont::icmll:!; r,.'.ce~ .. ·X) ¡. iru m.1xii.1izur 1<1 boruJmJ uu <JjuLltc de p,.,,c.o. ~~ 

miU1:: lt.J ta.Jnd<ld do i.Jju~t.n ruldtivu µur r.1udiu ocl tCirminu uu untruµíu 

cruzudíl de. lu dintunc:ia da t'.ullback-Luiblur 

cuyo uuj1.tivu LIS ~1ro.,..urc¡uriur una mudltlo t.le informuc:iün, t:n lu miLlmu 1 

:.;c;bru lu m:nsid.:ill yuu ~e ut.tÓ Ln .. timuntJu. l'Ul' ujt;ril¡,lu, cl.1dr.Hl au~ don-

~iLJuLJuo f y g, tl núr.i .. ru e.Ju r.ullbac:k-LE?il.Jlur 1~nt.ru r V y Ul.l dofinu ca-

mo: 

l(f ,y) ~ f f(x) loy(f(x)/y(x))dx • 

dando f(x) >O y g(x)~O. 



l(f ,g) uG no nngat.ivu y bS i~udl u curu sOlu cuundo f u:; i<Jual r; g, 

por lo qui.! pu.nle ser inturprutudu cuma umJ muLJida cw ú1~t.anciu .. mtrc 

f y IJ• Jin 1~mll;Jrgu, nt:1 es unil Uiutunciu va quu nu U!i simL·t.rico 1J nu 

s..:t.itif .:!CU 1.1 uu~iljLIJldm.J del tridruJulu. 

Ju (:::) puudc Uumoutri.lr:Jo quu :.J lluyt.1 .i :...u 1ndxir.1u cm ol r.;itin:u lu-

(1,) 

Lt1 cc;u-:.cl{m (lt) !:jU muximiza baju liJ r1rntricciún du quu ¡:1.:C.<j 1..rnla 

nurmulizudu, asto us, ) p 1.~(X)dX::1. Fara unu Uirm:ci6n 6 h ü.Jtln y p(i\)° 

cur1t1cidu 1 

(5) e¡., e . / er:,,, . 
p < r:· A) p1,,_ 1 < v 1.: Al 

maximizu iJ (l1). 

e1· e1·1 
J.quí µ ., y p~_ 1 rcpra~untun lcmtu u lu~ ú11t.tnJ cumLJ •J l¡j:..i drm-

ITIU11Slunal) extom.:iliJo 110r f)~:· 

Uuanctu U:...ilü f f{ l•üru un 9'h d~idu, qur.dtl uncunlri.Jr lu tJirccciÚn 

íJCHU lt.1 CUGl lt.1 CCUt.1Ci~11 (4) lluy<.J i..i !JU VE.Jlur m~xil¡jO• Ll l~Lil11ü e, .. , 
ou ccrrm;r.umHuntu fu:ci~n multi~.lictJLlara r

1
.,ce 111•A) crnfi111.m el nu1.vu 

rnudl:lo u pt..1rtir Llu (C). 

Ln lil ~1r.1ctic:a lu duirniaud mu1:strul p(X) us llu!..icum:i..;idu. TL!nu .. 

mus, un !..iU luyi.1r, unJ muBtitril du íJ obuorv..:ciuno!:i indu¡,tmdiunt~!S e it.:é!! 

tici.Jmunto distribuidas x 1 , ••• ,xi\' de µ{i(). Lu untra¡.;iu cruzmJu :iJ LlU e_!! 

tirnu u trnvús Llul luijal'i tintJ Llu li.1 vuru~imi li Lud 

(G) 



;..¡nÚlO[li.Jllhml.i! 1 w(ef·i'fl·" C!:i l;Stiinnda pur: 

rJ 

::;<~\.r~;l = -~-Llay ff:<ªr:·x1l, N i~ 1 

(?) 
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llande rMce,.:·X) es un ustlrnarlur pdru el cociunlt! tlo luu dut.u!i y loa 111~ 

d~lO:J m:iryinalo5 i.J lu LJr~ü Ol! Br: Ll Vólur 6µlimu 8 1.; que maximiza 

Ccer.:•r¡)• y par lo t.¡inlo r.1 lUL.F!rit.1110 Llu lu vurutiimilitud Q úr:ll nueva 

ruudelo, di dnlul'min,H,:L: ¡-1t.;1· ~.ptirnizuciún numúricu. 

i·1't:JCL!tiimiw1to d1; ,;~~ln.dci(;n: 

.'I ccntinuü[:iGn ~¡u pre~u1tíJ lu cst.i11H1cil111 dE:! f(S • ,\) 1 el C11cicntu 

unt.ru loa dwtu:J y lii!.J Ui:.ilril.Juciunu:; r.¡¡..1ryinaltH.i u lo l.~riJG UtJ líl dirc;_s 

ci6n e. l·rim1~ru CLnsllil!l'C! L1 ~!~t.ri!;ucl~n mi.lr!Jim1l rih-1 e ce •X) • ...iin 

µÚr, idü da IJl!llUl'ülidut..J, :.,t,;Q e l.!} pfirilOI' U.JH CUuflll!lli.1ClU 1 O Lll!lJ1 

cmt.unc:us: 

(e) 11, 1
6tx'1l = Ci

1
. 

1
CX)tlx,dx,··•tlx. 

·- ) .,_ ' ... n 

(9) 

(10) 

tlontlc 

1 (u) ~;i " UD vorUilUerLJ 
( 11) 

o tia L1tra manura. 

~e (8) uu licn~ 

( 1r) í'11.-~Cx 1 ) = lim 1 J 1 (x 1-h !':y 1-;x 1 +h)P~;_ 1 (Y)dY 
h-• :11 
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6 
L1 u!.'.>limiHJa dl! l·r- 1 Cx 1) Hi~ -UtltJm: da (r) uuundu un vr.ilar finito 

~equurlu 1 •• 1ru h y l!m,.l1rnnL!c· el mltul!u Ue l·:onLc L:orlll ( harrinon, 1:.J76 ) 

(1;) 

u~11::ii :..::.HJ i ~~- 1 C·\) 

N, 

~-~- T_:cx 1 -ti'!::yj 1 ~x 1 +h) 
, nf.L j~ 1 

~E? t1..n1:1 t.:•~r.:a 1:1 1::.Jtim.:.H.Wr ~w l·:._.1 6cx 1 ~. :)m~i.. .¡ul! liJ r.:l1!cc.:Gr. Ui.! x1 

m~{ Culn\.J 111 ce lt1 tH:uccil111 i9 fu:.! 11r~itn1riü, (1]) !>!.! i•Wl~Ut.i t:~Crioir 

i .. 1unlmunle t:rn11u 

A {j 
1 1·'.-1 ($ .... ) 

N, 
' '>-__ _:_ L! ( 8· ::-11:;, B· V,!::. 8.X+h) 

: t"'.: . . J ::¡ .J 

!..u ... tlutc~ rt.:~11· .. ~ .... untan un.; mul·:.tru lic r (x) quv µuc~.:e ~or u~.11JdU 1 un 

un:1lo;jÍ:..i con (11,), ¡i,ir;J t:.JLim·1r i:.! 1;:dr;innl du lu!i u.:ilui..i r 
8(6·)~) o 

travéu ae 

( 1:·) 

on 

(1(,) 

Ñ 

_]_ l_ i <e ·X-h !: e.x1= e ·x+11). 
~hf, ¡::.' 

vu (!") el c:Jtin.i~ur í.lll 1.J.l funciunut.. ttulliplic..-Jt!uru~ st: ccmviortr.: 

N 

r. f;;r<8·x-11!:8·x.~0·X•h; 
5 l -- ~'------------------------ . 
1. L; <e •.<-h ~e.v. !:8 ·X•hl 

j'l.1 J 

[:.llu lHi el ccci cmtt ucl cun~unt.u lll; ci.;11t.0L1~ 111uu:...trulc:.i 'jl cunjun-

to du cantOU[.. t!u l'untl..! CnrlL 11n un lnt.t!fVitlo de luni::,i tud 'h c1.mtrudll 

cm e•;\ • l'ar~ ÍrJCili tur 1.1 Wo~l~:lJiliG<HJ :!ol L!enümini:..1\JUft C~CU~Ulh05 h 



cJo t.::l munur .. 1 4ut.J :.iam¡Jra incluyu exuctomrmtc d ~ r.ti cbi:n~rvwciuncti t.:u 
/ 

r:onto L:i1rla. [n l?~lu cd:.a ( 1G) :.,e conviurtu en 

( 1?) 

~ 

rece.x) ~ -~-L.1(e·x-h.=::-e.x 1~9·X•t1l. 
o<. N 1=1 

l.H fr..icciún o<.. !W llamu ln uxt.an!;iGn (~i@D) ¡ r.u un ¡,iJrGmi.lru dul 

p·ucwHmil.!ntCJ. t.::11 .1.1liCíJciunu::; act.uulcm 1;:1 ~xt.unuiún pul!Uu ~.ar Llju~-

LlHJft IJJJÚIH.Ju •. H! un ltJ im.1pl!Gt;iÚn vi~U1ll da l;-n; funciL..llU;J mult.iplii::;,n.J¡;¡-

luti y mmlnlu 

v1!ntw1~1 1101 hl~t.uurmr..i (t1irn>JicJths) LJul.Jl! uscuuer~L: ¡rnqu1!fl.1 Ll: 1.1.inuro 

quu l!:.itime li.it> m.irrJiri<Jlt.rn cun ¡.ucu ~~syu. El fin 1:5 u~ct:ger la m~-

yar t~xt.enui6n puultlln, que twrá !.iUílVl!5 !JU funciunes mult.iµlicuúur<J:.... 

rmt Uujut.tJ iJ lü J't:ULJ'lcciún L1u quu lt1tJ hi!:ilt..1.Jrurr,i:~ du lut. Ll.JLL..~1 y ul 

maoeltJ u la lwrua Je lrrn LJirecclumrn rrn dE:b11r:Jn úifurir !.3ist.um!1Lict1-

muntt:. 

3. <. ~·.G tmJa tJn .iurl rrn l. rtuyunoll.iL. 

LL:it:i m.1timudtlrl!!J LJu uurius artoyuntJlcs hun 1=ido eslul1iudcw ¡iur ~in!_ 

uon ( 1%9), r.ronmol y Tortcr ( 1Sú0) y reciuntcmente µur IJrunk ( 197(,) 

par t:roin ( 19?G). 'uahbo ( 1977) hizo unu 1•reucntucién del mútudu. 

[o, 11 

(10) 

[1 ust1mauar cJe !H.!rlus ortagunalcrn 1wru 1..hmull.Jdllc.rn cc;11 uu~urtu en 

1rnU1 e.Judo ¡.or: 

'(' 

~(x) ~ >'f <j> (x), 
LV V 
y.:q 

done.Je r (( n, la~ fv ~.en lt.rH cal:!ficl€nt.ou muustrcleu L1e fuurlur 

( 19) 



fcbvl os un conjuntu du L2{L:,1) funciomrn urt.011ur11nlus. 

Ll ¡.:1r.Jm1!tro i· que tien~ ¡¡uo 5er eticuuidu cunlruln ln ''bulanza 11 

untre ul lHl5ga cu~1drüda y lu ViJriunza. Lu r áµt.inm Llepcntle del twnu-

fio U1J lllUl!Gtri1 y Lle l.:J donsitlw.l Ucrnconuciliu. 

, iilhl1.i ( 1'J77) ·prupuuc un u~timudor rlu dcn~itJmJm.; t..Juu~oo (!fl surieu 

ort.u~Gnalrrn quu tionc un nl1Jt..l'it.mu vi~itJlu purn la 1.rnlimm:i6n U11l µi.1rf1-

mutra rln !HJüVi znmicntu 6¡itimo. 



CAPITULG .4 

;,¡ L!C,¡CJ[Jf'l DE U: CJT!Vii\CI~r; DE DH::.i!O,;;J[J 

Lf·) CL ~r,.,Ll!iJ.:i Dl~C~JMJi;lll.T( 

11.1. lnt1·0Uut;clln. 

Ga menciesn(, cun <:1nler1.uridmt quu el ~JJ·cblum<J de ;mlJll!Jis Ui~cri-

11,inuntu l!S llÚ:JiCílfllUíllC el U~ cla:..iil'ic;uL:iCn. lJ5Uitlment.o Dl ¡;¡nÚllalu 

discrimin.~nte su n¡;licn de lm. 5i.Juir.mtE!G dou munuri.J!.I: 

H) lu identi ficuci611 Ue nuuvc.;u ulem~nt.an y 

b) lri ~1~i~¡mJciéJn Uu ;:Jcciün-criuntuUu Lio nucvoD r:lemenlas. 

i 1
• cunLlm1i.;Li(m t;n tluGcri:1u br1~V¡:m..;nt.r? liJ ft1rnw en que :.w ;.1µlic:u 

l!l Jn;lililü lll :.Jcriml11unte. (1 aru cuLJlquic:l' ll~ct.or intl?l'f!UL.ldti un ¡;rot'uf! 

diZilJ' m[is l!rl 1.l t.cn1u, üi~ LlU!_¡i..:rl! CLl1LlUlt.;jr U T·:urriuon (19l.\1) U fHlJ'r.lill1!J 

ot. al. (19!l?)). 

!.je curni1.Mzu ¡.ar ubteni:r muuutru~ c!u li11:> k pu:~lucianus de inl.1~réu. 

lü ¡~o!ú;Jcii".n de urí ~;lll t.illnc l;ue cunucoruc ¡1ui·¿1 CtJdél clBmi.!nt.o. L5Ldn 

muc.:;truu sui.!lLn 11:.HnCffJl! mul]strao Uu ont.rl!namirmto. 

'idiCilJtl.Jlml!nLu se dctw ¡.J"o,.iom~r ur1.:J rl!ylu qua cmtuLilezcn u cwH 

de lus k lJOblucionuo UolJC!rfJ ¡,oigndrnu CéJdü una da lou nuevuL ulumi;;nt.as 

mue~truadoG cuya polllaciln Go urL.,;cn uu Ucmcanm;idti. t:ntu rcglu Ucl:Ju 

lfünr la informJciln Ua luEi µwLruntrn lle vurlabi lidud tfo cadn uni.l tia lú!.i 

k poblaclunoo, 4uu as d~du ¡1cr lr1~ muculruo oa ~ntrun~miuntc, v L~m

bil:n ló infurmuciGn .!! prior~ dul fJOuibll: or!yun rlel nuovu ulcm1.:nto. 

Una vez dofinidLJ lu reglu da uui1Jnüciún µurll un \J.l'ülllur.ia en µur-

t.iculcr, ea irn,~ort .. mto evuluur ou cum.1Lrtümii;nt.o, o~to 1.w, cunoi:ur al 

µorcl!ntujt. 1.k <J!iiCJni.JCÍClncs orrlmrns y el nivl.l de µéroiduo usµarm1ü3 

en qua uc: incurre por cJccic.iLJmrn ne 6ptimuu. [atu µrolJloma !rnró tra-
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tuda rnáu mJulante con rnL:vcr tlut .. llB. 

:.:n lu µrúctlci..l cxi~trm Llifl.!runt.us mutcalulugíun cu11 li.!~ 4uu µui..:oun 

i.Wil_i11uciún un l.HJGt~ u lifü ¡.:.rcüL.UiliL.J .... uu~ de purtununciu do uut.Li:.; 1ilwne:!J. 

t.ns d ln!J 1.H fl!runt.rrn pLt1iacicmm; l¡.1jo er>t.udlu. Un µrocmJimicnt.o plc.1u-

uilllu :,;¡ur{a íl~L.::rrnr al ulw:umtu .:1 aquullu ¡,a\1lociln quu lJIHH?ru lu µru-

IJ.J:1lli:J .. w m~~ oltu ~u ¡.urt.u1L"11ciu. 

n~1ciGri Ll1~~icríu l1,;C1!I'UI.! tlc .JCunrllu con ul curn.JcimiL;nt.o .!:! (Jriuri que !10 

:.:.iunllo c1Jo1nl.ilut.ivJraant.1: l.J ¡;rLl.J .. l1ilidm.J .!! priuri au ¡1urt.u11m1ciu u luu 

di f nrcntus ¡.obl .it.:i cncn. 

(1) 

,:cu 

Lu prCJtJ.11.Jllid1:11J _g Hriori du la 

µut.Jlm~iún r,j. 

j" 1, ••• ,k. 

[n lcJ iJrt1cticn c:...l.J:.i probilbilldw..Jus nu !:.l? cumicl!n y nu t.iunun quu 

uutimur. Cu...:m1u lirn muutit.I'i.rn Lh..J unt.rtm...imiunto !:H.! unen, farmJnda un 

cunjLmto Lotal, lo~ ¡.rull..tlliliiJ .. HJvs 1:! priori, µucdu11 fiCl' unt.imaUa1.1 de 

laá t....imniia~; du lü:..1 : .. uL?!.ilrd~ c;c; unt.runumicnt.u (rJ 1, ••• ,Nk). 

fü.1! misma, ui tu? juzga quo cuda poblaciln ti1mu la mismn probabi-
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lidttd do mu oscul]idu¡ Ludun las ~rob;:bilidílde5 E E.Ei.uri !:.cr.L:m 1/~:. 

l~cJsionalmunt.e lau t .. 11·01Jc1bilidur!u!..i .~ fili_r;Jri trn c•1lcul¿m cu utru~ 1:-ionu .. 

ras; cm ul cjl!m;.lo tJu los crumtJ!iUíllü!J, v-:. citudo, púrucu <..1ciucu;JOU fijur 

cromu!.iOnms du cJLliJ tipo ·en unu c6lult.1 hu111unil tn excepciún U!:! lou ero-

rna~mmas c..lel ooxo IDi:i!..iCulinu). 

~in umbi.lrgu, cu:mUo Ulli.J ansc:n·vJci6n X=<x 1 , ••• ,xµ) csLÚ diu¡iunible 

puriJ ul olenumto ü idcnt1ficur, X nuu dw l...J inl'urm.iciún ¡1rul.J..1t.JilÍLlticu 

de lu µablt.1ci6n de or{gcn. Lu" ¡;rcbubiliurnJ Lle ucurrum.:iti vu c.1 :.mr gu-

nurulmuntu diuti11tLJ puri.J cuda una de lus k µubL.Jcianes. 

En cst1~ c~rno, lu funciún vcrosimilitwl o L1unuidi3d t!n µrübübiliúüú 

puude denuturoe µar 

(í) Lut.J Llunsillutl µroµwrciun.i Lrn 
p1·ot1<..1biliduduu t.!u purt.~nunciu Clu lil 
oll:.JurvüciL·n x t.1 la publaci6n r.j • 
.J:-: 1, ••• ,k. 

lJ.uadil e la ro entuncu.i .:¡uL w.itu:; Uunsi di..ilh.!:i t.1t: ¡.roll:..ibi li d~il! f ( n \ r, 1) , 

••• ,f(.i.ll\.> Uutmn da rrnr c~timütlilU du L1u ut.rnervac.iunuu cm li.i!i muua

t.rJtJ Lle entrunumiu11to utiliz¡:mdo í..!llJ(Jn m~;tuuu tia estimuci~n. 

La infurmaciún cunturii1fo l!n L.i prLt1c:1t.JlliG.Jl.! .:.:! 1;riürl t.iL::nu quu 

aur combinm.Ja con lu infCJrm.Jcl.l~n cwntenitfo l.!n la \Ji~rusi1:ii li tud pdra 

os{ ubtnncr h1 µroll~ilJllidiJU dl! parl.tncnciu Ll lu ¡.c.:tJlm:iún ,.-,j' unu vez 

quu se obtiuno .<. 

Eo líl probubilil1ad-ª l!!!llteriari 
úu µurt.ununclli du la potJluciún 
;¡j: crntu 1rn l.i prob<1biliduL! lJe 
vt.mir du ló ¡JU\Jlüc.;iln ;q d:id.J 1...1 
eibucrvuci 6n l.. 1 J= 1, ••• , k. 

La probubilidad -ª.fil!.~~ puudo i;cr culculudu u pürtir da lo 
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probabilldud ¡¡priori y lu verocimilitud por modio úcl Leoremu de na-

yes: 

(11) 
P(I\ .) f(XIA .) = ____ J_ ______ J_ __ 

Lf'(/im)f(Xjnm) 
j= 1, ••• ,k. 

..... ;. 
Da ilquí vemos qua la prolh1tiilicl..it.l B. poBLurluri us pro¡mrciorml al 

µrod~cta .de lu ¡Jrobubllid;:1d .S! priuri y la vm·uuimili t.uu. Ll dnnuminu .. 

dar;[_ l'(Am)f(XjAm) "" "olamenta un factor norm¡¡liznnta. 
h'\:q 

Conocimiantu !o! ~ 

LbGurv11ci6n X
0 

de un 

nuovu nltmunto que 

t.i une qun SIJT UBÍIJílildU 

,::iGtruti~ 
untrtlnLJmi~ 

Probuhilidodas !o! priori 

H•1 1) , ••• ,í'Ci•k> 

[Gtimadurun de Ll1.muic.hld 

Toorum~ ·de 

Uuycti 

Frcbnlli lldwdc:rn !! puuturiori 

pura un nw?vu ulumunt.u 

úe probuuiliúmJ 

Fiyura 1: Unu iluut.raci6n üsquurni'Jtica del cúlc:ulo de prababilidaUua 

E. pusteriuri puru un nuuva t.:lurm.mt.u. 
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Unn rugla común p.:JriJ L:i illenllficnción tk nu..;vo5 t::lL!n11.mtu11 us 

vuci6n :<., cun k po:;ibhrn r~:t1ultiJdm;: lu .wignaci6n u uníl do lus k ¡m-

bl~1clunus. 

tlunde o(X) es 1..1 rugli.J au il:..iunución y •Ji l?:.i 121 ruuul Lude 11 asiym~r LJ 

la pobl;Jci6n i~i 11
• 

Ln 1,'uCIH:JLi uµli cuciunao, la 1 dcm Li f1 cuci ún o6lu :.rn acep t.n cuundu 

li.J prub.itJilidad l! J!º_Utí~riuri mlrn altü t!XC1ide u un valur µuest.u de unt.};! 

rn;.mu, diyamao Ó. l'ur njum¡ .. la, lm ul µrolJlcrn¡j Uu Lliagn~:;t.icu múcJica 

dende hay tJu5 cnt.~tJGr!us tH! 1..mfurmudud, la iLllmliflcnciún (hc..ccr un 

oiwynúut.icu) µucde !IUr uµrcµLn1a :..;lilu ui ln ¡;ratJJbiliuur.: il uostcriu1:.1. 

ficu a: 

{

¡¡¡ "i • (i•¡ J ;.) = mox {1·(;1 11 >:) ,. •. ,1 (llkl t.l} 

a(X) = 1 (H1 Jx)> Ó 

Liuda t.:1J wt.rü :;1wnon..1. 

m6xinm, 1w minimiza la prul.Ju!..Jilic.l ... HJ du uno u5i~nuciln fffr·~nuu, la i:ual 

Qut?dLJrÍn mnLlidr.1 i.l trnvú~ dt! 1 - r·<n1I X) poru lil ¡:HJiljíliJt:iún ui. 

r;o !:i8 twco dl::¡tinclún unlre !un ti •• tis de iJlii1jn<:1ciGn errÚllUi...lt la 

Cui.Jl quif!rn decir qul! !.il! ju.;:yun como i9uolmcnte oeriG!J. 

El tipo e.Ju .:wii.Jn.:.ici6n urr6ncm •1LIL! uu cumE.:lc LJG ruluv.mlu un lus 

problum1.rn de iJUi1.Jn.Jt:i6n du <Jci:iún oriunt.LJt.Ja. l"ur .. c;JdiJ comüinuciún de 



un¡1 IJO~l~ciúr1 du or!g~n y la µoblación Ll liJ cual uti uoiynucJu, uxiuLo 

una µórllidu c"¡;udficJ: seu 

(G) Lu p~rdidcl incurridu cuundu 

un l!lar11unLa que vi~na du la 

püblé:1Ci6n f,j ~5 uuiyn<JtJu U 

la µul1luci6n :11• 

L(a
1 

,,1j) 1.rn unu funci6n :Jabro lJ 4uc! se i1;ipuncn lau ~l1.Juior1Luu 

reotriccianc!j: 

(?) L(u
1

,A¡) = IJ 

L(a
1 

,.1j) ¡: O. 

c:sto uu, la p1jrdldJ incurrldu en urm Uucir.i6n curructu t.:l:i c1:.ro, 

mil!nLraG qul~ cfü no nCHJaLiva un ül caut.i du und incurr~ct.u. 

Ln cst.e Cii!ia, ul prup6ui tu uer{J el de ü:JiiJnur c.ilJu ;~lui. .. !ntu LJ li1 

pr.:.bL;cilm, dl! manuru ~¡uu lu pércJida 1wpurutüJ tJül' una i.Juit.,11aciún i111.;u-

ciún Uc la pollL.1cl(in 11
1

, IJi.JIJo L1 ob!.iUfViJci6n ..:, (Jlmut~uu corr.tJ Ll(a
1

) t 

uu Ll .;;;umu llu lut.; µ6rdidau L(t1
1

,i·.j), j-= 11 ••• ,k, dondu c~~la Llrminü Liu 

ln suma lHi pum.Jcri1do cun la prububllit..H.1d . .'1 pu~teriori Lle µl..!rtunum:iu ü 

las polJlaciunuu Lle arí~1.m carrErnµumJienteu. [uta us: 

.. 
(8) [L(a1 ) = LL(ai,:'j) 1 (¡;j\;\). 

J:o 

Entuncus, lu ragL1 de LH.iiynilciún µL1r'1 el probl~mu Uu •Jt:t:iún-uriur? 

t.udu sería: Lrniljn.Jr ul nuuvo ulcmuntu u ln pt.lllucién µuro lü cuLil lr: 

púrc.Jitlu canrticianal uupuruda bea minimizut.Ju: 

(9) u(X) = a
1 si EL(ai) = min { Ll(o1) ,. • • ,EL(akl} • 



l·i.Jril el cu::w de un.:i funciún l.linnriu Lle párdidu (p6ruittt1 ctn'L: purí..l 

i..i.::il!Jnuci6n co1•ructn y 1,¡j1·Ll1.tiL1 uno puru inccl'rectu) 1 lo r..:gl.-i úu ... nsl"Jn.!! 

ci6n LIU nccién ariontndil (9) oo ulmµlificn n lJ ruylu úu iduntificc-

ci6n (?). 

1·rolrnt1ilid;..itlcs g_ !JGDt.uriori 

¡:.arn un nunvu 1:!lmncnto (X0 ) 

1'(1; 11 ;\u),.•• ,l'('-kiX
0

) 

Func16n e.Jo pJrllillu L(c11 ,.:\j) 

i,j = 1,. .. ,k 

C6lculo l.!e lus piJrdiU1.w 

a!:iperudns contHclun<Jluu 1E------~ 

~L(u 1 ) , ••• ,C:L("k) 

·ll3i ijílür O /)i 1 i;U:!llcJtJ 

lLCu1 l = min {aca 1l, ... ,LL(ak)j 

fiyurn 2: Una iluutri..lciún uuquomf,ticu Uel ;ll'LiCULlo !Jlll' mmliu dul cuul 

un alumnnio us üuí~nddo. 

L1.;. Un (jl!mµl.:i de [stimución ciu !Jun~id..idun 1m ul 11núliniu ..,1~crimi11i.Jnto. 

Pari.l ilustr~r lu utlli zuci6n de la ustimaciún da dr?nuicJ.JWW Lle 11ru-

lmbilicJad, un pruscnta a continuoci611 ul ui.m que puuden LHfllJf ricntro tk:l 

anltlisis Uiocrlminunta no 1JJr;.im6trica. 

En lu sección ;_mtoriur ue explicó la utiliUno du conac(~r ln funci6n 

do Vt..:rosimlli tud do Lrn muostros da cmtrunc1mit:mto y su liga cun lü u:Jti-

macl6n ua las prabi..lbiliUudcs l! post.uriori da µertununcia il c<ilJd poblu

ci6n. Lo ustimiJclón tJn osta Vl;fO!.ilmlli t.ud pum.le llovur::;e .... culla muoiun-



te len procetlir.1iunt11~ rrn t?Stimaclún LJu urJnuitladuu Uíl protJublliU<Jl1 pra

scntndoti can unt.urioridml. 

¿n concrntu, rmru llfJtc tratrnjo, ~w :.:;ulm;ciun6 ul m6tmJo úul k1~rnal 

r.m L!l cmm multivnriario puru estimilr, duntru úu un prol.Jlumu úu 11n6liuis 

llol r1iucrimin:111tu, L::u prollé.JbilidadEfü !! pu:Jluriuri Uo cli1~üíicLJciln. ll 

prut1lcmn pumJe dt!uGritiinrn de ln ni .1uif:ntt! 1;:¡,m1:ra: ~e tienen lJou f'urmau 

1Jc cln~-.ificar ciertnn HU¡:aciofj veuetuluu, :rnrl.Jbce?au u ...;rllu~tuu. i:n mu-

chmJ ocnsionus uo cl;·ro <1 cu61 L.l1J n!.i tou cJo~ Jl'upa!.i purtuni..:c1~ el urti.J trn

pr·ciu; ~in dl:ll1~!J'1Jll, llxistr.:11 oc¡1:,ianou t.!n l:rn t.;uu fa.lo no c!J trn!. Ln b.Q. 

m! w ut.ran caruct.ur!utir.nu 011 rrntau últim;.w l!~i¡wciuu, uu Lh.!Ul~:Jr!u r.l¡:-

uiíic\..jrlnu 1lm1tro t.Ju lu;; dns -Jl'upan mE.!ricionüduu vín ,Jlqún p1·acetli111l1mLu 

•:ur. tomaru ~!íl i:u1mt;i 1!r.t.-:1 i rifurrn~1r.i1~n. 

::n cunt;ruto l·i lnf"orm.iciún ,:t.Jiciun .. l 

l.Ji tLJt, !J) cult1r Ld! luu flureu, e) r'urrn.:i Uc ln µlunLu (hil!rlJ.1 o •;rliuu

t.o) 1 d) ¡1r[.Jr.1..;¡!ÍU t.1 1 ~ llaju:; 'J u) prcmt.:cJio Ol! íl1.rm,. C~itU p<;rt:i L:1.lla t;!3-

1il?L.:ÍD• :ir. ut1Luvc unll 111uuuLrit Ju 1mlrcrwmiunt.u lle tJruufiu 3Q, 11 ¡wrt.u

nm:iunt.mJ o ]u potiluclún dt! 111.irb{u:mw v 19 Ll lu ~!u ~!I'l.Ju::.;tus¡ r_; l:iHJtJ nlg 

oicnt.o ln runron mm!ld<:i!.l luo utr•w caructurf5llcnu uu intnrl!u. :...n b<-1!.a.! 

u 1~tiLU inforrnuci1',n 1 !ll! Uu~ca cl. .. n.iificur il ocho nwNuu uujutqu. 

t.:on L1 f'in11lidud t.11! llevar 1.1 cubo U!.JLH •mfilisi!i, uc w.cril!ió un 

pra'.Jrw:m Ch! curnpuLwJorn ~ul.! ir11plr:rn1tmt • ..iro el m(iturJu ,:el kurnul rnul tiv~i-

1·imJa purti t.ro5 tipoti nu r11t!diduo (cont.lnu,J5 1 numini...llus v 1.Jin<Jrit1s). Ln 

ul op(:mJico IV ti8 prcrnint.nn lo:J rrn;ul LrJlJUs quu r .. r.run ulitunitlou ¡rnru 1!1 

pralll1~um drrncri lo 1 cui¡os tJn tuu bt! 1.rc! .. H?n Lan ,,m ul nplm.li CE.! 1I1. 

:..;umu pumJu ol.J:111rvurria E.!n lü ~i!juiunle l;¡lJln, luu r1.HH1ltdtJon !iOn 

muy :...ntl~fuctorius pnru clu:Jificar en la putJluciú11 1, ,,in umllt...:l'l..JO u~to 

no succúu cun la palJluciún ~. Lbt.o pu1:Uu úellortm f.l l;J ust.ructuru üu 



car1•alaci6n du luu variulJlus. 

S1IUI>(. 

11 

19 

TlPU 

El.'THIJ.'l\1·1. 11 
1(10'', 

o 
o~ .. 

G3 

l·uro corrutmrar ul µroblema, !.iU decidió uuti111or una función difl-

criminante norianl. h..1ril ·hacurlcJ ne utilizó ul ~,uquota :i;i...i (1:J05). 1t 

cont.inu·1Ci6n so prmrnnto lt.J mcitri z de uuignación quu ~C! ubtuvo. 

fJl,. Tlf'l. 

11 um:w .. 1-1. 10 
90. 91'.", ~. o:;:M 

19 G 11 

t.;oma puado olrnnrvíH'DE!, los rcmultodou uun muy oimiL..1res u lun ob-

tonidon v!o ul procedimiento no JJlJrum6tricu estimando la~ dunsidades 

con nl mótoúu del knrm!l. 

lJ;HiaUo!.l un untos rusulti.Jduu, !.:iU procur116 o clduificor víu kernel 

los uct10 C'-1: . .ma do intur{Js. 1 ora t:H:ilua cauau, su ol..Jt.iunun loa !jiQt:i1.m-

tes dos clasiflcoclanon; unu libro y otro ru~tringido o prulrnbilidodon 



supnriuruo El o. a. 

tLL:t·:UlTL 

r~u. 

~ 

3 

5 

f, 

7 

8 

fiUE.,Titn " CLil:iJFJ~/<H 

l iilil.lfl[Jl LI ü,.l:JLJ a.iul'u ,1:;Jc. 
L!Uil~ 

0.11(' o. Sil 2 

1.0 O.ll 

1.0 o.o 

O.G1 o. 39 

0.78 0.2~ 

0.99 0.01 

n.o 1.0 

0.9~ n.01 

Gttlll·ü i,JJG. 

i~L3Tr11Nül D.1 

(2) 

( 1) 

( 1) 

2 

2 

Efl intur1!SiJnto r.mnciomir nlgunil!l coructer!oticus L11? lu upllcaciún 

d!!l mHadu rJul kl!rnol: 

u) lla LU 1·11Jce nin11ún ~;upu1rntu f:'Dbru ul cumpurlumientu prubabilÍ!:!, 

tico da ninuuna tJa loo variüblos utilizm.Jns. 

b) r~o oulu ~e trabaja con vurinbles cuntinuuu. La vuriable ha

bi t.:..t ao bin<1ria y lo vuriobll3 color U!:! lu flor es nominul. 

e) l:.l probll!ílliJ en multivi:!rladu. 

d) . .)f? cla~lfica rm tCirmino:J d~ µrobübilid<Jdeo y no do diutun-

ciao. 

a) fJadría c:rntudii:irGe el comportamiento quu gunerar{a el postulur 

difnrento5 µrolrnlJilidados !! priori. 

l~ntas carLicturíoticiJS uofialan lu::; caµucidudcm do udoptacl6n dul 

m6Ludo u circunut.ancli:m que suclun oncuntraroe ~n la prúctica y qua 



violnn lou uupuootu~ con quu ~a construyan ot.rLm nmtutlolog! au. Hmsa

mris llntonces que rfwultn Ul! urrm ut.illdi1d tJl contar can uno h1?rrmnian

t.a UrJ ~~te tipo. 



11PENDICE l 

ESP/lCllJS DE HIL8Ef!T 

En asta sección ne dar6n los conocimi antes bbaicos que na nucoui-

tan como respaldo a oste texto on lo que se refiere a eaµocios de 

Hilbort. 

El par (H 1 ( • , •) ) se llama oopacio de producto interno ai 

Has un espacio vectorial y ( • , •) :H x H -ofl uatioface las oiyuion-

tea propiedades: 

i) <x,x) ~ O con igualdad si a6lo ni x=D • 

ii) (x,y> = (y,x) V x,y E. H 

iii) (ot.x +,Oy,z) = o((x,z) + f-><y,z) '\/<><,(>E Ji y 'l/x,y,z.:;. H 

Por la ncrmn dal espacia de producto interno H nos referimos o 

\l • 11 : 11 -fl dufinido por 

11 x\I (x,x) 117 

Por simplicidad, cuunda el producto interno oe sobreentiende, el 

espacio de producto interno (H, < , ) ) os denotado olmµlomentc como 11. 

Las propiedadea del producto inturno y du la norma son los oiguio~ 

tes: 

i) 11x11 ~O con igualdad si y a6la si x=O • 

ii) IJo<xlJ = IO(j\\x\l,Vo<ERy 'dxE.11 

iii) l<x,y)I f. 11 xll ll vil Vx,y EH (Couchy-tichwarz) 

iv) \llxll- llvlll ~ llx+vll ~ llxtl + llvll• "ix,yEll(igua_! 

dad del tri6ngulc). 
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Cuando H y J non ospnciau da procJucta lnturno 1 entancl!s 

F: H __,. J as llamada un operador 1 v f:ii J = H, el aperador !Je dice 

que as un funcional. i\damfrn, el operador f se dice que es lineal si 

f(olx+pyl ol.f(x) + (Jf(y), '<Jo1,p€.H y'lix,y€H 

La norma en H na uu un funcional linaill ¡ sin emt:lílryc, el funcio-

nal f(·) ( x,· ) paru uno x fijo x G H os lineal. 

~aa H un espacio de producto inturno. Entonces, unu secuencia 

{ xm ] C H no dice que converge a x • t H (qua se denota xm _. x), si 

dada uno E> O existe un enturo N, tal qua 11 x"' - x' I\ !: E. cuando 

m ~rJ. Tamblbn, unci secuencia { xm} C H se dice qua as unél secuanciu 

Cauchy si dada una E. >O existo un un toro N, tal que 1\ xn - xm \\ S ~ 

cuando n ,m ~ N. 

Un espacio da producto interno H se dice que us completo ni cada 

secuencia Cuuchy an H converge a un miembro de H. Un ospacio de pro-

dueto interna c:omplut.a U:J llnm¡uJu un Espucio dl:! Hilburt. 

Ejemple 1. [l asp"cio vuctorial L''ca,b) • ( f: (a,b) ... H: f os intagr!! 

ble en Lcbasgue cuadr¡;¡dc) con producto interno 

b 

<r.g) • L f(t)g(t)dt 

es un espacie de Hilbart infinito dimensional si identificamos a loo 

miamhres de L2(a,b) que se diferencian en un conjunto do Lebasyua con 

madida cero. 

Ejemple 2. (Espacies de Sobolev on la recta de los reales). Para 

s • 1,2, ••• el eopacio vactorial, 



con producto interna 

os un espacio dn llillJert inflni to dlmenaional. l'odemos µensar en 

H°C· 00,a>) como L 2(-co,co), 

Ejumplo 3, (Espacios do Sobolev reutrlctoe). Seo (u,b) un intervalo 

finito, Entoncao al espacio vectorial 

o, ... • fj-1} con producto lntorno 

as un espacio de Hilbart infinita dimenGlonul. 

Un espacio de Hilbert H(T) de funciones duflnldes en el conjunto 

T se dice que es un Espocio de Hilbert llopraductar de Kernel (EHRK) 

si existe un funcional reproductor do r.ernol K(• ,. ) definida on T x 

con los olguientos prapiedudas: 

i) K(• ,t) E. H(T) , V' tE:T 

ii) f(t)= (f,Y,(•,tl) ,V'FE.H(T)y 'v't<=T. 

Como ojemplos de EHllK tenemos al espacio de Sobolev H5
{·..,,o:>) 

dado on el ojumplo 2 y el ospucio de ~obolev restricto H~(a,b) dudo 

en el ejemplo 3. ( l'ura mayor informoci6n uobre "1 temu consultar a 

11./\, Toµia y J.R. Thompson (1970),) 



a) oplinos í'ollnomlolcs. 

l·HrJ ~.uder llar li:J C:efiniciün ue ~plim! e~ nei::usnria definir el 

cunceptü de pc;linumios por !.mcclumJG G µulinu1uiu!..i ;.iur 1 .. m.JiiZL!J. 

Pullnumiuu ¡Jur pcdt1zos: .l!íl a::x0 ( •• • < xk+1-=t.J y U1m6tu~e a 

A= fxJ cun l=ll, ••• ,k+1. ..1 cunjunltJ t::. µurliciona ul intcrvolu fn,b) 

en kt1 cuiJlntr:rv¡;luu, li = [xi ,xi,'·), i-LI, ••• ,k-1, y lk = (x,,xk+ 11· 

iJatJa un 1:mteru i..cwi tivu m, !HH! 

(1) r f: cxbtan pollnoiniL•· ['/'"'( AJ=µu•··· ,pk 

fm Pm can f(x)=µi (x) t--ara xe.1 1 , i-.::O, ••• ,i.:f 

;;r~ liunu cnt.om:uti que un clumentu f6d'm(~) cun:Jitite tJu k+1 µ11tJ!i 

ZO!.i pulinomi.üeti. ....u µum.:1~ vur un t!¡.icll ejt..:mµlt: ue h•~ ¡ .. -.;llm .. mii..u 

¡ .. t1r ;rnDüZLúj dt ardan tr~u con lluo flL)dus: 

K, b 

Glurwnunta he.mu" gonadu flexibilldud al ir da pulinumiou u poli-

nomiuo por ¡;cd:JltHl, f·E.ru lmmau perdido una propiudud im¡:.orti..!ntu: lus 

pulinom.os por µud.J:o9 nu .sun 11oce1.rnrirnncmte Guaven. L:LJmu su vu un lil 
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fi:,,,ura C1nturiur, incluuo ,riut:dun sur cJi.Jcuntinuu!l• 

f'unciunl's do Spline. 

f aril miJntl!nCr lJ fluxitJilidm.: ue lar. µulinomiu!:3 ~.~r ¡.ui.:a~uu mi cm-

ll'ílS quu se lugru cierto yrttcJo du bu~viu...1u glubol, uu dt~finu lo clmrn 

Ue funci onuo de E,Plinu can nodo:.; 5im¡..ilt!:...• 

.ie;:i Ó. una pdrtici6n t..Jel inturvulo fu,b] curnu un 1'1 Uefin.i.t;iCn ue 

pulino111ius ¡Jur pui.Jozua y s1rn m un 1.mt~ru pt1t;i t.ivu. ._jufi 

(<) 

cJonde l'Pm(6) 1w 1.:l crnp.-iciu du pulinumio:; ¡u..1r putlülU5 Ll1!fi11itlu un ( 1) • 

.::u l!? llamo a :_jm(~) ul u~µucio tJ1~ ~tlirh.:;! µullnumirlus dl! LirLlun m cún 

ni.dc.s en loo pu11to!:i x 1 , ••• ,xk. 

Cu fácil definir v nl;:is clnue5 de ¡.clinumio::i 1.ur 1.1!1J<Jlu~ reluciú-

niJdiiB cun diutintos ¡;rdtiu!.l LlC! ~;u.-ividacJ cnt.ru h•!i ¡.mJa..:c_;. ;, LJ!,jt.Oti cw-

~.ücios Uu funcionot.. luG llür:\.JITIO~ ::itJlineu µLli11wmi<Jll!tu L •• lt.!..i t.iL.ntrn 

lm1 biljdicmt.us cciroclurÍ:Jt.icilo: 

1. Lo:; un¡rnciuu t.Ju Etl.~~ ¡iulim1ml:1lcs :.;un t!o¡~<..1ciu~ lineulus flni-

ta-Llimonsiunuleo can b;Jbeu muy cunvl!íllunt.1.n..1. 

t• Len ~ini.:s 1.1ulinomiuluG ucn funcionr:S n:lali Vdlli1mtu ~uavt.rn. 

3. Lm.i ;,µlini:l! pollnr.minlcu Gon f~cilmL:nt.u ul1:1acw11Lus 1 r::LJf1t.jaLlo!.i 

cvnlum.Ju:i cm unJ cum¡.utt.11.Jüra uiyl lnl. 

t.. Lu.=i Uarivodtm v untllierlvumiti Llo lt:rn ;:;µlim:u ¡,ulirrnn;L,lu::> son, ü 

una COJ:iµut,.daril. 
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la t.acl'!n ¡zu la opru.<imacién t.:n tJl r1nlilisi~ numúrlco, Uc:rwn cunve-

niontcu prupiodudua du Sitjno do Uet.urminnnlcs. 

?. Lo uutructuru di.! uit_Jnc ld form~ ül~ un 5¡,lini! t,olinuruial pumJu 

l.l. Tuda func:i6n c'í..Jnt.inuu ¡n¡ L!l inLurvalo c~,b] pUL!dU uor u¡.ruximt1-

Uu urbi ll'Jl'lamunta bien ¡.;cr ~pllnc.s.o pulinomitüt.rn t'ij.1nt!u el urdan m, 

símnpre que uu µurmi la t.enur un núm1.ra suflcil~ntt! t!u nol~t.:ti• 

da runciuiws ::;uuVl!Ei por spli1ll¡G; no lil.lo !.itln i.lµruxlmdU<J5 l.tu funcioneu 

a un ordun nlt.u, uinc.. 11lll! l11ml1ii!n ~.ub :JrJriVi.Jl.!uu Mm ,:;.in1ult:Jn..:u11nmtu 

10. jt,llni~:¡ tiu urt!cn b.JjL. ~.c,n ;-,·;Jv l luxlUles y nt.. niuu:..t.1·un l.1n oscil,!! 

J.atfc cual,1ulur o<..< •••<o<, ;.....!n U~ l:xt~:n:.iLn (~pun){t.!°'•><, ••• ,u°'"'x) 
' m m j 

Comt.: lo:; t.Jltllll'..mtu~. twl 1., .. µ.iciu 1.'m :..un u-u,¡l1J1 ntt.: l!dtiut_;Lu 11c..lino1;1iuu 

cxi.un1.nci..Llus 1 cu noturul lL.m •• rli! ü 8(Um ; A) L'l ¡:u¡.;uclt. do ~plino~ 

cxi,ont;nCiúlun. 1i~u! no~ rt!f1:.rirr,..,~; a runciunt::u ¡¡uu ~Ln i.:xµununcitilos 

¡.or pedazos. 

l uro prafu11olznr m1t1ru o!:>te t~m¡:i, cumiultur ri .,chuc;wkur (1961). 
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