
DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO 

FACULTAD DE INOENIERIA 

ESTRUCTURA DE DATOS APLICADA A REDES DE FLUJO 

MARIO GUTIERREZ LAGUNES 

TESIS 

Presenlada a la División de Estudios de 

Posgrado de la 

FACULTAD DE IJ4GENIERIA 

de la 

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 

como requisito para obtener 

el grado de 

MAESTRO EN INGENIERIA 

INVESTIGACION DE OPERACIONES 

CIUDAD UN! VERSI TARI A 

OCTUBRE, 1 988 

rrrrn el'!' 
ll~L' A rr ¡·1• ! t•"l ,, t. ·~ ... :,:\.. 

·. ·• 



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



ESTRUCTURA DE DATOS APLICADA A REDES DE FLUJO 

INDICE 

INTRODUCCIÓN GENERAL. i 

CAPÍTULO l. ANÁLISIS DE UN ALOORITHO. 

1. INTRODUCCIÓN. 

2. DEFINICIÓN DE ALOORITHO. 

3. COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL. 

4. ESTUDIO DE UN ALOORITHO. 

5. ALOORITHOS DE ORDENACIÓN. 

6. ANÁLISIS DE LA ORDENACIÓN RÁPIDA. 

1 

2 

6 

21 

26 

28 

CAPÍTULO II. ESTRUCTURAS DE DATOS BÁSICAS. 

1. INTRODUCCIÓN. 

2. LA NECESIDAD PARA ESTRUCTURAR EN 

CON.JUNTOS DE DA TOS. 

30 

31 

3. ESTRUCTURAS DE DA TOS. 32 

4. ESTRUCTURAS DE DATOS ESTÁTICAS Y DINÁMICAS. 37 

5. ESTRUCTURA MODULAR DE PROORAHAS. 

6. RECURSIVIDAD. 

62 

64 

, 
CAPITULO 111. ESTRUCTURA DE DATOS EN REDES. 

1. INTRODUCCIÓN. 

2. CONCEPTOS BÁSICOS. 

3. ARBOLES BINARIOS. 

4. BÚsauEDA BINARIA. 

70 

72 

75 

77 

5. BÚsaUEDA SECUENCIAL. 79 . , 
6. MoNT1cULos. 00 

7. ANÁLISIS DE LA ORDENACIÓN POR MONTÍCULOS. 89 



CAPÍTULO IV. PROBLEMAS DE APLICACIÓN. 

1. INTRODUCCIÓN. 

2. CONECTIVIDAD DE UNA RED. 

3. FLUJO MÁXIMO. 

4. CORTE MININO. 

5. PINTADO DE LA RED EN FLUJO MÁXIMO. 

CAPÍTULO V. PROGRAMAS DESARROLLADOS. 

1. CONECTIVIDAD DE UNA RED. 

2. FLUJO MÁXIMO. 

3. PINTADO DE LA RED EN FLUJO MÁXIMO. 

CAPÍTULO VJ. CONCLUSIONES. 

APÉNDICE : 

PRUEBA DE HIPÓTESIS ENTRE LA DIFERENCIA DE 

MEDIAS DE LOS ALGORITMOS DE FORD-FULKERSON 

90 

91 

94 

99 

104 

110 

114 

117 

123 

V EL PINTADO DE LA RED PARA FLUJO MÁXIMO. 126 

ANEXOS 

PROGRAMA: CONECTIVIDAD DE UNA RED. 

PROGRAMA: FLUJO MÁXIMO. 

PROGRAMA: PINTADO DE LA RED. 

BIBLIOGRAFIA. 

130 

134 

139 



.i lNTRODUCCION GENERAL 

INTRODUCCI ON 

La in~ción es sólo un proceso· de intercambio. El proceso de 

recibir y utilizar información consiste en ajustarnos a las 

contingencias de nuestro medio y de vivir de manera efectiva 

i:Jentro de él. Las necesidades y la cornplej idad de 1 a vi1ja woderna 

plantean este fenónem1:- del intercarr1bio de información den·1andas 

más inteiisas gue en cualquier otra época; la prensa, los museos, 

los laboratorios cientificos, las universidades, las bibliotecas y 

los libros de texto han de satisfacerlas. Vivir de manera efectiva 

significa poseer la inforrnac ión adeCLiada. El lugar que ocupa en la 

actualidad el análisis de datos no es trivial, 

nuevo, PO\' lo que se ha generado un avance 

ni fortuito, 

pa1·alelo en 

ni 

la 

computación para satisfacer las necesidades que nos implica la 

diaria existencia. 

Se puede decir que la década de los sesenta en el car.1po del 

"software" fue la época de los lenguajes, ya que en el la se 

di fundió el Fort1·an (diseñado en 1954), y se desarrollaron otros 

lengL.rajes considerados fundamentales, com•:. Algol 60 y 68, COBOL, 

PL/1, etc_ En la década de los 70' s hubo un cambio, y se desarrolla 

la programación estruc t.urada que, encabezado por E. W. Di jkstra, 

puso de relieve la di f i cult¡,d que la c 1·ec iente c·~mplej idad de los 

lengs.Jajes reF•resent.aba para la con8t.rL~cc i6n de los programas, 

prop1::i11i e11;:1., como nt~evi:• e Pi t.er i o de va lc1rac i 6n de un 1 e11gua je sus 

pc•sibi 1 idades para cr-ear, a par t. ir de sus ci:impi:i11ent.es básicos, 

pro•3ramas fiables e int.el igibles. Con bci.se a est.as i1:leas, se 

constituyó el diseño del lenguaje PASCAL, realizado por N. Wirth 

( 1971), el cual taro1bién participó con su metodologia de 

refinamienl.o gradual para la const..rucciórl de ppogramas. 



F'1:.r ot.ra F•arte, 

Operaciones ha 

11 l IJTRü;)\.IC:C: lüN CiE!lC:í<AL 

la ex t.ensa actividad e onoc ida p1:ir l nvt:-s t. i ·~ac l l"in de-

l.en ido un avance l.2.fl1bién explosivo, debi1:t.:i 

pr i ne i pal flient.e i:•orque la gen te de es l-a A rea t-1a estad•:• t. ratia j and·:i 

inicio de la en di versas e i rcunstanc ias. Recuér·.jese el 

1 nvest. i gac i6n de Opera e Iones, l i:• qu2 e<.F·i:i1· t.~. i~i:.n 1 os e i en ti f i e os a 

este:... fue su coni\•ibuc ión p1·1nc ipei.l. Hport¿._1~on ide2.s nuevas, 

1je;conf iar•:in 1je l•:is concept.i:i=. preconcebic1·:is y i:•brar1:in sól•:i ante la 

evidencia. En l~ acT..uci.ll•jad, 1•:13 nuevús pr•:·t•lern.;..s n•:. so11 tan 

accesibles ci:irn1:• li:• fueri:in rt"t 0.Jch~s de las OF'er·ac iones roi i i t.¿i_res.. 

El objetivo ·3eneral de este l-r2bajo es sint.et.izar y d2scribir los 

conceptos ft~ndC\r1ient.¿..les d12 la est.ructura de d.~tos, 

a red12s de flujo, con particular énfasis en 

y su aplicación 

la coruplejidad 

cor1tput.ac ia:•nal cc1r111:i una r11edioct a:i2 ef ic ienc ia 02 los als:i:iri t.r1.üs. 

Ctt.1~0 asF·ecto fund¿..r11ental de i::st.e t.rat•ajo es la irnpl..:tntación di? 

algun•:is algoritmos tipicos, en es¡:·ecial, el algoritmo del pint.ad•:• 

de la red para la solución del Flujo 1'iá)<irü1:i. Cabe mencionar que 

este algorit.rn•=' ditauja. y F•inta l•:1s .arcos de la red, además 1je 

hallar el Flujo M'ximo. 

Est.e trabajo pretende unificar las ideas trascendentales <\Lle 

e~<isten sobre el terna de algoritmos, sus principios fl~ndame11tales 

y haciendo hincapié en los conceptos de diseño de algoritrnos para 

que sean más fácilmente F·ensado:;. Asi, el decidir es propio del 

t-":imtire, ya ciue la decisión implica la selección consciente ent.\'e 

varia.s s1:-luc icines posibles. 



iii INTHOOUCC ION GENERAL 

DESCHIPCION. 

En el capitulo uno, Análisis de un Algoritrno, se rouestra todo lo 

relacionado para ciue se real ict:- un análisis ci:1rnplet.o de un 

alg•:irit.m•~, sus ventajas y su relevancia en la época actual. En el 

capitulo dos, Estructuras de Datos Básicas, se describen las 

principales estructuras de dat.os y su irnp•:.rtancia que t.ienen para 

la eficiencia de algi:1rit.mos. En el capitulo tres, Estructura 

1je Datos en Redes se definen algunos concept.1:)5 en la l-eo\"ia dt? 

redes, y se da el análisis de el los. En el capitulo cuatro, 

Problemas de Aplicación, se tienen algunos problemas de aplicación 

com•=' son la conectividad de una red, el flujo máxirno 

<Ford-Fu!loersonl y el Pint.ado de la Red, t.ar<1bién para obtener el 

Flujo t1áxir110. En el capitulo cinco, Prog1·ar11as Desarrollados, se 

describen los prograrnas desarrollados para las aplicaciones 

anteriores. Por últirno, en el capitulo seis, Conclusiones, se dan 

las conclusiones que tuvo este trabajo, señalando su contribución 

hacia la corounidad y sus posibles usos. 
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INTRODUCCION l CAPITULO UNO 

INTRODUCCION 

El estudio de al9•Jrit.mos es el corazón de la ciencia de la 

comput.ación. En l•:is últ.imos años se ha caract.erizado por un avance 

significativo en el campo de los alg•:irit.rnos; dich•:is avances se han 

desarrol lad•:i principalrflente ~1acia alg1:1rit.mos roás rápidos, asi corno 

a ciert.1:is problemas para l•)S cuáles 

i nef i e ie11les. 

los a lg•:ir i trnos eran 

Los resul lados 1je estos avances han sido de gran int.erés en e-1 

est.Lldio de li:•s algorit.mos, substancialmente en el área de diseño 

y análisis de al91:iritmos. El tfso de modelos matemáticos en la 

actualidad es cada vez mayor, y nat.ura.lmente, los algoritmos 

usados deben de ser buenos, por lo que es necesario medir su 

eficiencia, independient.ernent.e del equipo que se L~se, asi cor''º de 

su cor11prensi6n y e Jaridad. Este capitulo trata estos temas; y 

valoriza la imp•jrt.anc ia que tienen l1:lS algori t.m•)S en la resolución 

1je problemas. 



ALGORITMO 2 CAPITULO UNO 

DEFINICION DE ALGORITMO. 

La notación de un algoritrno es básica para todo pro9rama de 

cornputac i ón, y asi corni:nzarnc•s con un anAl is is cuidado se• de este 

cor1cepto. 

L" palabra 1 algor i trno 1 ella mi srna interesante; en 

pr· i rne1· i r1st:.anc i a P•.tede ser pensada cc•rno un i ntent.c• para eser i bi r 

'logarit.rno' pero en diferer1te c•Pden las prirnet·az cLtatro letras. 

La pal dbr a al g•:•r i t.rno apa1·ece después de 1957 e1·1 el Webst.er' s 

New Wc•t·ld Dict.iona1·y; F·1·irnerc1 se tenia noticia de 

'a 1 gor i srno' , qi.te t. i ene 1..tn si gn i f i cadc• ant. i 91.tc•, .=.-=- decir, 

el proce::.o de hacer· aritmética usand•:• métodc•s at·At•igc•s. Si g1..1 i er1do 

en la edad rnedia7 

preter1di o:ndo ad i v l nar s1.1 de1· l va•: i ón haciendo c•:1rnb i naciones corno 

(núrne1·0); otras Personas opinan 

q•.~e la palabra vine• de "Kino;t Algor of Casti le". 

Por 

q1.~e e 1 c1r i ger1 V!E!rdadero de la pa 1 abra a 1 go1· i srno vi n•:• de 1 nombre de 

lH"'I famoso' a1.~tor- persa, Abu 

al-Khowarizrni,que literalmente 

Ja'far 

dice: 

Mc•harnrned 

"Padre 

ibn 

de .Ja 1 far, 

Moharnrned,hijo de Moses,nativc• de Khowarizrn". A 1-Khc•r ar i zrn i 

escribió el libro célebt·e 11 l<i.t.abaljabr w 1 al-rnuqabala 11 (reglas de 

1·esta•.~raci6n y red1.~cci611); c•t.ra palabra, • á.lget•ra', cap! t.1.~lc1 de 

dicho libro, aunq1.~e ne• f1..~e muy algebrai•=c•, dió origen al 

ta 1 corno se 1 e concice en 1 a actualidad. 

a1·ad1..~a lmente la forma y significado de 'algorisrno' 

álgebra, 

se fue 

rnod i f i car1do, fue 'err6nearnQr1t.e ajustada' P•:•r cc•t"1f1..~si 6n er1.~di ta cc1t"1 

la palabra aritmética. El r.::arnbio de al·3•:•risrno pc1r al·;orit.rnc• no es 

dificil de cc•rnprender en vista ·=11.~e~ de hecho, la gente olvidó la 

derivación original de la palabra. 



ALCi(IRJ TM(t 3 C:AF'JTLILO LINO 

En 1747, un diccionario alemán de rnat.emát..icas da la 

definición de Al•31:.rit.hrnus: 11 Baj1:i est;:1 designación si:in cor11bin;:1das 

las nocic•nes dt:! lc+s 4 l.1pos cif' cálrulos arit.rnét.icos: adici6r1, 

nultiplicación, sustracción y división". Asirnisrno, la frase en 

la t.i n '1 al gor i t.h111us i nf i ni t.es i 111n lis 11 f L'f.' llSadEt e 01(10 1 1 os e awi nos de 

cálcL,lo con cant.idades wuy pe·::¡ut:-fias, invente.das por Leibnit.z'. 

1 '350, 1 a palabra fue rnás frecuentemente 

asi:iciada con el '.:-ilgr:iritm•:i de Euclides' cc•rn•:i un proceso para 

~ncont.l"·ar t:~l Má)\'imo (:(1tí1ún [livisor de 2 nú111t:.!f'OS c-nt.eros pc•sit.ivc•s. 

' 



ALG(IRJTM(I 
IMPORTANCIA DEL ALGOR !TMO. 

4 (:AF"lTlll.CI llNO 

El rnc•derno· signi f i cadc• de algeiri t.mo: es cc1r1·1plet.ar11ent.e sirfd lar 

al de fórmula, pr1:icesc•, rr1ét..odr.:i, técnica, prc.1cedimiento, rut.ina, 

et.e., t-xcept.c• que la pc1lctbra algorit.rno connc1t.r:1 algunas cosas un 

pocc• diferentes. En esencia, es un C•:injunto de re·3las ·=t1...1e da una 

secuencia de operaciones para resolver un t.ipc1 especifico de 

problema. 

Un al•;J•:rritmo tiene .S caraclerlsticas importantes: 

1. FINITO. Un al•3i:iritrf11:i debe sieu.pl~e t.errr1inar 1jespués dt? un nÚH1erc1 

f i lli ti::i de pasos. 

2. DEFJNICION. Cr:1da paso de un algorit.rnei debe:- est.ar bien definidc•. 

Las acciones a ser ! levadas a cabo deben se1~ rigurosamente y 

sin ambiguedad especificadas parci cadci p~1so. 

:3. ENTRADA. lJn algoritr<10 tiene cero o más el1tradas, es decir, 

ca11t.idades •:¡ue son ijadas para inicializarse ant.es de que el 

a]9orit.mo comience. E::st.as ent.r~das son t.ori-1adas de cc1njunt.os 

espec 1 f i e C•S de objet.os. 

4. SALIDA. Un algc1ritmo tiene una rJ más salidas, 12s ,jecir, 

c~nt.idades gue t.ier1en una rt-lación especifica ron las ent.radas. 

5. EFECTIVIDAD. Un algori two es también •3eneralrnent.e Pt?nsado para 

ser efectivo. Esto significa que todas las operaciones a ser 

ejecutadas en el al•3c.1ritrno deben ser suficientemente básicas, 

tales ·que el las pueda\"\ desde un principio estar 

e•xac t.aJfu?nt.e y en un t.i eu1po f i ni t.o por e 1 hc•Jobre usar.de• pape 1 y 

lá.piz. 



ALGORITMO 
Se hace la observa e i6n 

5 
que- 1 a 

C:A~' lTllL(I llN(l 
caract.eristica de la de 

'finito' debe ser fuert.eu1ent.e usada. Un algoritmo útil debe 

requerir no so 1 arf1t.~nt.e un número f i ni ti:• de pascis, si ni:. un núrnerei 

f i ni t.c• de PC•SC•S razonable. Por ejernpl o, e>~i st.f4 un al -::ior i t.rnc• que 

det.errnina cuand1:1 e_, no el jueg1:i de ajedrez es u11a victoria forzada 

por las piezas blancas. Aqu1 e_..st.á un a]9c•rit.r110 que puede resolver 

un problerna dt- int.eré:, grc.ndt: Pt-1rc1 la 9t:-nt.e, se1lvo que nunca en 

t.ieropc1 para su ejecución, aun·=iue el st:a 11 finit.c•". 

sino que ~€:' 

desean buenos a 1gori1.mc•s en a 1 gún sent.i clci. Un e r i ter i o de bond~d 

es la lc1n•3itud de tiempc• que t.ardfa la ejecución del al•3oritmo, 

esto puede ser e>~presadQ en t.éru.ini:.s del núr11er1:. de veces que cada 

paso es e jec ut.ado. c.1t.rc1s e r i t.er i os puedc.•n ser la adapt.abi 1 i dad del 

alg•:iri t.rno a las cc•rnput.ad1:iras, su sirnpl ic idad, su ele•;ianc ia, 1?t.c. 

En se t.i enf:'n var i C•S algori t.rnos parti el mi srno 

pr1;,blema, y se tiene que decidir cuál es el mejor. Est1;, nos 

permite i nt.r1:iduc i rn1:.s a 1 i mpor t.ante e amp1:. de 1 análisis de 

alg1:iritm1:is, es decir, ,jada un algoritmo, el pr1:iblert1;::~ consiste en 

det.erudr1ar sus CCiract.erist.icas de ejecución. 

11 Análisís de algorit.rnos'' es el norobre gut> se da PCiI'a describir 

j nvest.i getc iones cor11c1 est.as. Lci idea ·general es el 

algori t.mo particular y deterroinar su c1:importarf1ient.o pr1:irnediei, asi 

también cuand1;, o no un algori trí1c1 es ópt.irt10 en al·;3Ún sent.idc1. 

/• 



COMF'LEJ I DAI> COMF'UTAC IONAL 
COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL. 

6 CAPITULO UNO 

Para es.tL~diar la eficiencia de algoritmos, se necesita un 

rn1:idelo de cc•rnpLrtaci6n. Unet posibilidad es la de desar·rollar 1 é< 

Hi st6r i carnente, "'1 prirne1· 

rn:t.qL~ina de TLn·in9. En su forma simple, Lina rn~quina de Turing 

cc·1·1sist.e de Lln est.ado de control finito, ur1 camino bipartito de 

rnernoria infi1-.ita en la i:::ir1ta, dividida en c1.1adros, cada uno de los 

•.n-.o de LH1 núrne1·.o f i r1 i t..c• de si robo los, y 

leer/escribir en la cabece1·a. En un pase• la rnAqu1na p1.1ede l~er el 

cor1tenido de lH"1a casilla de cint.a, escribir 1..in n•Jevc• simbolo en la 

casilla, mover· la cabeza 1.11-.a casilla a 

derecha, y •=arnbiar el est .. eo..do de contr·ol. 

La sirnplicidad de 

t.e6r i carnente .de 

izq1.1ierda o a la 

la cornp 1 ej i dad útiles en lH"• altc• t·1ivel 

co1npl~tacic•r-1al, pero no sor1 lo bastante realista para permitir 

anAlisis cor1·ect.os de al9c1ritrnc•s prácticos. Para este propósito u1·1 

Una rná.ql~ i na de 

acces.c• aleatorio cor1siste de lit"• programa finitc•, lHia colección 

fi11ita de registrc•s, ett la q1.~e cada ln·10 p•.~ede su.Jarciar ln·, entero 

sencillo o un número t·eal, y una rnernc0ria cc:itisistente de l~n ar1·e9lo 

den palabras, cada l1t·1a de las c•.~ales tiene una úr1ica direcci611 

entre 1 y n <incl•.~sive), y puede i;.c1rna1· 1.u1 r1úmerc1 er1tero sencillo e• 

tui núrnero real. En un paso, lH"1a má.ql~ina de accesc• aleato1·io puede 

ejecut.ar 1.~na operaci611 aritmét.ica se11cilla u ope1·aci611 l69ica 

sobre los contenidos especificados de registros, busca en un 

regist1·0 especifico el co11t.enido de lH"'la palabra c1.1ya direcci6r1 

está. er1 un re9istro, C• guarda el conte11idc• de lln registro en tina 

palat•ra Cl1ya direcci6r1 está. en 1.u·1 registro. 

Las rná.quinas arriba 1ner1cior1adas tienen dc•s p1·opiedades: son 

secuenciales, y sor1 deterrninist.icas, esto es, el cornport.arnier1tc1 

la máql~ina únicatne:r1te: deter rn i r1ado POI" Sll 

config1.~raci6r1 preset1ti.:. 



CúMPLEJ l DAD (.(1;1F·t.JT AC l ül'JAL 
Habiend·~ un f¡'¡(uj.;?} (1 

7 
máquina, se 

C{;F'ITIJLO UNO 

d2bc Bh.:-ira 

selecc ii:1na1· una r11edi 1j.z.. de c.:ir;1plcJ id~d. Una p•:•sibi 1 idad es hled1 r la 

ci:impleJ1dad -:Je un alg1:i1·1t.ruü por la l1:1n•31t.l~1j 1je sus progrci11ias. Esté\ 

medida es estát..ica, es decir, i11depe-ndic-nte iJt:.• 1.:is valorf!S d.;:· 

entrada. La 1011git.ud del p1·og1·ama e:; la r1it:01J11:ia relevante s1 un 

algoritmo sólo se va a correr una o pocas veces, y esta medida 

tiene un U5•:" teórico interesante, sin er.,tiürgo, para nuest.ro 

propósito, Ln1a mejor medida de complejidad es d1nárnic~, tal COí1)0 

el t..ier,)po de eJecución o el e5paciQ cte memoria como una función 

del t.c.mailo ch: la entrad¿... 

Se usa el tieropo de ejecución coroo nuestra medida da 

complejidad, asiffiismo se considera ~ua la mayoria 

al9ot'it.rn•:•s t.ienen un espacio lir11it.a1jo ·:¡ue t1an2 una fu11c1ón l1n2~l 

de 1 tar,,af'ío 1je la en t. rada. 

En el análisis del tiempo dl~ ejecL~c ión se ignoran 105 

factores c1~nstantes. Esto no sól•::i simplifica el análisis, sino 

perrui te ignorar det.al les i:lel modelo de ruá·;t~ina, dan1j.;i e-i.si una 

rr1edida da corJ)p}tojidad qL~t::- es it1d2pend112nt.e d2 la rnáguina. En la 

fisura 1. 1 se ilustra para Pl'oblernas 1je tarnafl.:i b¿\stci.nt.e grande la 

eficiencia relativa de 1j•)S alg•:1ritmos qL~e dep211ij2 d2 su t.iemF·o de 

ejecución como una función asint.6t.1ca del lafl"laño da entrada, 

c•:inst.a11tes. Aunqua el 

término 'bastante grande' es relativo; para algunos p1'oblemas que 

se pu.eden resol ver por métodos sene i l los, por ejemplo por 

una multiplicación de r1)atrice5, la rnayo1' eficiencia asintótica 

cor1oc ida de los algori t.mc•s d>.?scart.a t.ales mét.odi:is sirnpl ist.21s 

Se usa la siguiente notación para ti ernp1:is de ejecución 

asintótica: si f y ~ son funciones con va,""iables no-negativas 

n,r,;, ... ,se dice que f es O(~) si e;dsten constantes positivas 

c! y cz tales que 

' o;::i ,,~ t.i:1da n J rn J ••• 
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6 CAPITULO llNO 

As! también, se dice que f es 0(¡¡') si 8 es O( f), Y PO:•r 

últirno, se dice .que f es <liC5) si f f!S 0(5) y n Ce>. 

TAMA!10 20 50 100 200 500 1000 

COMPLEJIDAD --------------------------------------------~-------

lOOOn 

lC>OOnlgn 

100n2 

10n
3 

.02 .05 

Sf!g seg 

.09 

seg seg 

.04 .25 

seg seg 

. 02 1 

seg seg 

.4 1.1 

seg hrs 

.0001 .1 

seg seg 

1 3.5 

seg aflos 

rilin siglos 

. l 

seg 

.6 

seg 

1 

seg 

10 

seg 

220 

di as 

2.7 

hrs 

siglos 

.2 

seg 

1.5 

seg 

4 

seg 

1 

min 

12.S 

siglos 

3x104 

siglos 

.5 

seg 

4.5 

seg 

2.s 
seg 

21 

mi n 

5xl0
8 

siglos 

Figura 1 .1 Est.iro1ación del tiempo de corrida. 
\ 

1 

seg 

10 

seg 

2 

íllll1 

2.7 

hrs 

Es ir~portant.e señalar que una computadora realiza en pror11edio un 

millón de instrucciones por segundo. 
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Gel11?r a 1 me11 te se debe u1e•ji r el tiemP•:i de ejecución de un 

algc•rit.rt10 tC'•t11c• una función del peor casó de dat.eis de ent.radB. lln 

aná.lisis provee una 9arantia de ejecución, peri:- puede dar una 

est.irnación r11uy pesirnis1.a de la ejecución act.ual si el pf:'or caso 

ocurre rara vez. Un8 alternativa es un análisis del caso pror11edio 

s.:•bre las entradas posibles, sin embargo tal análisis es 

generalmente más dificil que el análisis del peor cas1:i, y se debe 

tener cui1jado en que nuestra probabi 1 idad de distribución refleje 

fielfr1ent.e la realidad. 

Un primer tipo de promedio dt:l t.iernp1:i es la amortización. La 

amcirt.ización E·s apropiada en sit.uacic•nes en donde los Ct.lgc1rit.rnc•s 

particulares son aplicados repetidam~nt&, e orno ocurre con 1 as 

operaciones sobre estructuras de datos. Para prou1ediar el tiempo 

algunas veces se obtiene un tiemp1:i arriba de:-1 limite que el tiempo 

del Pt~or CC'ISO por· ciperación mult.jp)icadc• por el núrnerc1 dt~ 

operaciones. Se usa esta idea repetidamente. 

Por un al•3oritrn1:1 eficiente se entiende aquél cuyo tiempo deo 

ejecución del peor caso es lirnit.ad1:1 J=•or una función polinr:•mial del 

t.<im«l'fo de al gc•r i t.rnos eficient.es 

cc•rrespc.•nden a alguna est.ruct.ura significat.ivet en el problerna, 

mientras que los al·3ori t.mos i11eficientes frecuentemente buscan la 

cant.idad de la fuerza tirut.a. 

La mc.yor1a de los proble111as de C•pt.imización de redes son más 

sencillos que cualquier trt.ri:i problema cuy1:i limite e>lF'Onencial ha 

sido dad1:i. El los son de la e la.se de problerr1as solubles en un 

t.jernpc• polinou1ial en una 111áquina de Turing no dEtt.errrdnist.ica. 
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en que el problc.·1oa 

pert.ent:-ce a ~sa clét~·e de probleméts sc•lublc~s si puedE! ser dt:-scrit.c• 

por preguntas del t.ipo 'si-no', tal que si la pregunta es 'si' 

ent.onces exist.e una prueba del t.ctruaNc• del F-·ül inc•r,1io para t.al 

problema. Como por ejeff1plo, un problema de esta clase es 

· e 1 prc.bl eri1a de la rut.a u1l ni u1a: dadi1S n e i udades y sus respec t.i vas 

di st.anc i as ent.rP ellas, encontrar una rut.a que pase pc•r e ada 

ciudad una vez y cuya longitud total sea u1lnirna. ~3e puede expresar 

este Prc•blerna cor"o preguntas del tipo 'si-ne•' para resp.:inder si 

hay una ruta d1: lcn1gilu1j a le• más de>~, y si es que existe, se 

puede verificar e>.:hibiend1:1 una ruta apropi;:1da. 

La de la cc.wplejidad cornput.ac ic•nal puedí::' dar 

información ifnPC•rt.ant.e acerci"t del cornpc.rt.arnient.c. práct.ico d~ los 

algorit.rnos, lo cual es fundau1ent.al para estar atent.os a sus 

1 irni t.ac iones. 
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O - GRANDE. 
11 C:AF'JTLILO LIN(> 

introducida por Bacl-.r11ann en 1892. Esta notación es la >)··Grande la 

cual permite reemplazar el signo " ~ " p1:.r " = " 

Por ejemplo: 

Hn = In n +y+ 011/nl 

En general, 1·a nc.t.aci6n (l(f(n)) pL1~de ser us~da cL~ando f(n) 

es una f une i 6n de un entero pos i t. j vc:i n; la (J-Cirande res i st.e L~na 

e ant.i dad gue no es exp l i e i t.é1.111ent.e <. onoc i d~1, exc ept.o que SlJ rnéi9ni t.ud 

no es rnL~Y grande. Todo as.pecto dt: (l(f(n)) significa est.o: 

e>~iste una ccinstante positiva M t.al que el núrnerc• Xn representado 

por O(f(11)) satisface la condición 1 Xnl ~ M 1f(n)1 para t.1::ido 

n ~ l"\o . Nótese que no se dice qué constantes M y no son, y en 

rt-al i dad est.~s e cins t.ant . .:-s son f rec u~nt.erf18nt.e di f erent.es paca e ada 

aF•arienc ia de O. 

As! PC•r ejemplo, 

Hn = In n +y+ 0(1/nl significa que 

ln n Y 1 ~ M/n 

la cc.nat.8nt.e M nc1 est.á especificada, peT'o aún si se desea conocer ... 

su valor, se sabe que la cantidad 0(1/n) debe ser arbitrariamente 

peqL,E-ft°a si n es muy grande. 
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Veau1os al•3unc•s ejemplos. Se lie11e que 

t .. 2 
1 + 2 + + n = <ll<:l11(n + ·112nn + 1) 

3 z = (113ln + lll2ln + (!16)n 

se sigue que 

... 2. • O<n"l 1 + ,, + • .+ n = ( j) ~ 

.. .. • .. .. 
1 + 2 +,..t n = < 113 ln + O<n (2) 

La ecuación (2) c .. s roás pc1derosa que- la ecuación (1). Para 

justificar estas ecuaciones se debe probar que si 
' 

F' ( n) = + a,n + + "' ª"'n 

es cualquier polin1::.rr1io de gradcr roen1::-Jr r.:i i·3uc.l ét u1, PCn) = OCntn ) . 

\ F'(n) \ S \ao\ + \o.,\n + 

= ( lo.o\ In"' + \o.,I In"'"'+ 

S ( \Rol + \a,\ + 

+ \,.,,,\ n"' 

+ 1 ª"' l ) 
+ 1 o.onl ) n"' 

cuandc• n ~ 1. Por lo que se pu~de t.omar 

M = \a,l + laz\ + y 

"' n 

no = 1 . 
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La not.ac i6n O-Grande es una gran ayuda en la aproxima e ión del 

t.rabajc1, Yé1 ·~uf:' bre-ve-rnent.e describé' un ccincept.c• que cicurre 

frecuent.ement.e y supriu1e detalles de la i11f.-:irmación que son 

irrelevantes. Por consiguiente, la nr::•t.:1ci6n O-Grande puede ser 

manipulada álgebraicarnent.e po1~ cau1inr::•S conocid1Js, teniendi:1 sólo un 

p1:.co de cuidado en cuanto a su utilización. 

Varias de las reglas del ál·;iebra pueden ser usadas al rnisrf10 

1..ierflPO con la not.ación 0-Gra.ndí:', perCi e i ert.as difert?nci8s 

i rnpc1r t.ant.es deberán ser mene i onadas. La pr i ne i Pé.1 l e einsi de rae i ón es 

la idea de un caroinr:i de igua ld.::td: 

se escribe (1/2)r/ + 

pero nunca se escribe 

= 

n = ( ' ~' 
ll n .1 

n 

.o en otr•::i cas1:1, puest1:i que (1/4)ni = O<nz ), se puede llegar a la 

relaclón absurda de (1/4)nz = (1/2)nz. + n 

Siempre se tu;a lct cc.nvención de que el lBdo derecho de una 

ecuación n1::i debe dar rnás información que el la1j1:i izquierdo. Esta 

convención acerca del uso del signo de '=' PL~ede ser est.ablecida 

r11ás precisarner1t.e corno sigue: "Lc.is. fórrnul~s qui;. involucren la 

not.acjón (l(f(n)) pueden s~r vist.as corno cc1njunt.c1s de funciones de 

r1. El slu1bolc1 (l(f(n)) es út.il para el conjL~nt.o de t.cidas las 

funciones g t.c:-..les que e:.-riste una co11stant.e 1"1 con 

\ g( n )\ ::; M \ f ( n l \ para t.c.da n grande. 
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Si S y T . so11 conjunt.1:1s de funcicn'*s, ent.onces 

S + T den•::it.a al conjunto \ ·3 + h I g e S y h e T J 

De una manera similar se definen :; +e, S - T, S T, log S, etc. 

Si a (n) y (3 (n) son fórmulas gL~t? involucrnr1 1" nc•t.ctc i ón 

l)(f(nll, entonces la n•:•t.ac ión a(n) = (3(n) signi f icc:-c ·:iue el 

e on j L'nt.o ele f une i ont.~s dt..•not.adc. PC:•P a(n) est.á cont.enida en el 

conjunto den1:it.ado p1:ir (3<nl. 

Consecut:onteroent.e, se pueden realizar ¡,. mayor la de las 

opera e iones que se ac1:istumbran hacer con el si•3nc1 de '=' 

Si a(11) = (3<n:> y (3(11) = yCn), ent.onces a(n) = y(n). 

También, si a(n) = ~(n) y si 6(11) es una fórmula resultado de la 

subst.it.urión de (j(n) por- alguna ocurrencia de a(n) en una fórrnula 

y(n), entonces y(n) = 6(n). 
' 

Est.as dos afirff1aciones iropl ican, por ejt-lf1plo, gue si 

g(x1 ,>lz., ••• ,>{"') t!'S cual•::¡uier función real, y si 

a._ <ñl = (3,._ (n) para 1:5 k :5 ,,~ 

g(a1(n),a._(n), ... ,a.,(n)) = 9((3,(11),(3,Cn), ... ,(3.,(n)). 

, 

.. 
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Algunas de las operaciones siu1plt?s ·~ue se pueden real izar con la 

f(nl = l)(f(n)) 

e ((l(f(n)l = O(f(n)) , si e es una ccinst.ant.e. 

l)(f(n)) + l)(f(n)) = O(f(nll 

(l((l(f(nlll = (l(f (nll 

O(f(n)J O(g(nll = Olf<nJg(n)) 

(l(f (nlglnll = f (nJO(g(nll 

La 11otac i ón O-Grande es ta111b ién usada en funciones de 

vc.riable rec-al ::<. Un rango part.icu1ar de :>{ t?s especificado, por 

b, Y SP 

cualguier cantidad g(x) 1 tal gue 

escribe O(f(>~)) petra seiport.ar 

\ ·3(xJ\:S 11 J f(>O\ cuand•:• 

( Cor11c1 ant.f!'S, M es una e onst.ant.e no t-spec i f i e ada) . 

La neit.ación (l(f(r.)) discutida c:int.eriorrnent.e es en el caso 

especial donde la variable:>~ es rest.rlngida a valc1res enteros 

positivos; usualrne11te se llama la variable nen lugar de>: en este 

casc1. 

Supongamos que g(x) es una 

infinita 

g(xl = E,,.:.,~ , lxl :S r 
"-?º 

dr.:1nde la suma de valores absolutos 

función dada por una serie 

E \a.x•\ existe. 
iqo 
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Poderor.:•s ent.r.:•nces siempre escribir 

g(xl = + . + "'" 0(>: ) 

Para g(x) = Ctc + + . + "'" X ( éln1t1+ a f!ltt.>: + ... ) 

debt?rnc•s sólo rnost.rar que Ja Céiflt.idad que 512' hal1a ent.re parént.esis 

es lA. 1 i rn i t. a da e ua nd.:1 \ >: 1 S r , y •:¡ue f ác i l mente se ve que 

\,.,,,.,\ +\,.~.,\r + es LJna e ot.a superior. 

Por ejernF•lc1 1 cr:insidere l&s funciones generatrices siguientes, 

las cuales t.ienen import.ant.t-s relaciCines: 

e')C.= 1 + >: + (1/2!)xz+ 

donde \x\S r, cualqL,ier r fija. 

In(! + >:l = :.-< + 
fl'\i\ W\ mil 

(-1) /rn ){ + 0(){ ), 

donde \x\S r, cualquier r < 1 fija. 

.i. 
(l +X) ; l + ('i)x' + ... +(~).,'" + • . 1'14"1 

LHX ) , 

donde \ x \ :$ r , cualquier r < 1 fija. 

La afirmación que res fija, significa que r debe \.e11er 

valc•res definidc•s cuando la notación (t-Grande es usada. Obviar(Jent.e 

se t.iene- que e._.. = O< 1) •cuand.:i l xi ::S r, puest.o qutS- le""I r 
e, 

¡:·ero la cr.:rnst.ante M irflpl icada por la notación O-Grande depende 

sc•bre n. De hect-1c1 se puede ver f ác i 1 rnent.e que si x est.á sc•bre el 

rango de -m <~ X 

cualquier rr1. 

< ro entonces 
,.. 

e 

Por ejernplc•, considere la cant.idad ~ 

) para 

e uandc• n es muy 

grande, la operación n-ésima raiz tiend..: et decr..:ment.ar el valor, 

pero no es inmediat.arnent.e c•bvio cuándc• dec rement.a e• 

incrementa. Se tiene que '4/11' decreroe11ta a la unidad. Considere 



'' 

CO~lPLEJ !DAD C:ül'iF'UTAC 1 ONAL 
ahora una cant.ti:IFid r!lás corupl1cad~, 

17 
n(Vn - ll. 

CAF' ITVLO IJNO 
Se t. i en~ qL'e 

< V'n - 1) obtiene valores ít'1UY Fequefios cuando n se va h~ciendo 

muy grat1dei e qué pasa con nl.:.Jñ' ... l .l ~( 

reses l ver 

fórnlulas anteriore:;. Se tiene 

= = 1 + On n/n) + 0((ln ntnl) 

Es ta ecua e i ón Pt~ueba de que ~ ... 1 . 

f'or cons1gu1ente, se dice que 

n(-.rñ' - 1 ) = 

= 

nCln nin + OC(ln nin>ª ) 

ln n + 0( (! n nf /n) 

) 

asi encontrarnos que n(\?ñ' - 1 ) es apro~<irnadar11ent.e igual a ln n; 
z 

la diferencia es OCOn n) /n), la CLJal se aproxima a cero cuando n 

tiende a infinilc1. 

Por otra parte, nuestro inl.erés en la eficiencia importa 

sobre to,jo en la resolución de probler1)as de gran tar+1ario. Si el 

arregle• (array) qt'e hay que cirajenar con\..iene sólo 10 element•:is, ni:• 

importa si la ordenación es eficiente o no, puest.o qL~e el problema 

es pequefio y el número de comparaciones es razonablemente pequefio. 

Pero conforme crece el t.amatío del arreglo, el número de 

coroparac 1oni:s crece aún r11ás rá.pid.:i. 

Asi pues, una aproximación de la relación ent.re el tar11año del 

f•rc1bler.1a y la cantidad de tr-é<_t1aj1:i 11ect-silado para hacerlo es la 

O-Grande, también llamada orden de rnagni tud. La O-Grande de una 

i J función es el orden del término de la función que crece más rápido ... 
con respect•'.l a n (el tamaño del pi·obleroa). 
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Por ejemplo, si 

fCnl = n' + 
4 

ent•:inces f(n) es del •:irden n 

18 

100 n
2 + 10 n + SO 

(t-n not.ación O-Grande, 

CAPITULO UNO 

4 
OCn ) ) . Es 

• 1jecir, para grandes valores de n, n deiminará la función. 

Un tiempo de cálculo constante se esc1·ibe OC 1). Puesto que, el 

objetivo es minimizar el trabajo, 011) es mejor que OCn), tiempo 

1 ineal, el cual a su vez sera mejor que el tiempo cuadrático 

OCn 
z 

) ' el tiempo cúbico ocn
9

l el tiempo que es peor, y 

exponencial 0(2N) que es malisimo. Otro tiernpo de cálculo que se 

ve frecuentement.e es 0( logz n), el cual es mejor que OCn). 

La siguiente figura 1. 2 muestra el tiempo d2 ejecución de una 

computad·~ra que se tardaria si tuviera los siguientes datos, donde 

N es el número de datos, y la expresión que está en el renglón 

principal es la complejidad del al9Qril.r1l•). Dichos t.ier11F•Cis están 

en unidad de nanosegund1:is. 
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N LOGz N NLOGz N rl N3 2N 

1 o 1 1 1 2 

2 1 2 4 8 4 

4 2 8 16 64 16 

8 3 24 64 .s12 256 

16 4 64 256 4096 65536 

32 5 160 1024 32768 2147483648 

64 6 :;:34 4096 262144 Alrededor de 5 afíos 

con las instruccio-

nes de una supercorn 

F·ut.adora. 

128 7 89E. 16384 2097152 Alrededor de 600,000 

veces mayor que la 

edad del Universo 

en nanosegundos (pa-

ra una estimación de 

6 billones de atlos>. 

2.S6 8 2048 65536 16777216 NO PREGUNTAR. 

Figura 1. 2 

, 
i 
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Se hace mene ión que el nún\ero de compara e iones que puede 

real izar una cornputadora en un segundo es de apro:<iroadamente dé 

un millón . 

Cor1\0 puede observarse en la figura 1.2, algunos de los tiempos de 

cálculo crecen dramáticamente con respecto al tamaKo de N. 

En part.icular, observe qu,;, N y l•:•gz N crece mucho más lentamente 
z que N . Es interesante F·ercat.arse que l•)S valores de la úl tirna 

columna crect:n ian rápidamente que el t..iemp•:i de cálculo 

exceder Ja 

duración de vida estimada del Universo . 

... · .•... -. 
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ESTUDIO DE UN ALGORITMO .. 

Sea M un al gc•r i t.rt10 t.1 pi e o . Sf! dt:.•st-a ap l i e ar algunas. t.éc ni e ei s 

para estudiar est.e algoritmo. 

ALGORITMO 

X (11 
M. ( Enci:•nt.rar el Valor Má.>~ i ruo) . Dadr:is 

, x(21 , ... , X ln] , se desea encontrar m y j t.ales que 

''' = X(j1 

para el cuL:,,l j es tan ·3rande cor11•:t sea posible. 

Ml. Inicial izar Sea i • :;:: . . n . 

f-•= 11 - 1 . 

rn:= X (n) 

M2. Todi:1s Pri:1bados Si k = 1) I el a 1 g•:ir i tmo termina. 

f-1:3. ComParar ir a M.S. 

M4. Cambiar '" Sea j: = k 

Ahora ro es el val 1:ir r11á:>~ i mo. 

M.S. Dec rement.ar k Decrementar k por una unidad, es decir, 

k := k -

Después ir a M2. 

El ciná.1 isis de etlgori t.u1os es irnpc:•rt.ant.e en la prc19rau1ación de 

computadoras, por•=1ue e>{isten varios algoritmos disponibles yara 

una aplicación part.icular-, y se debe seiber cuál es el 10ejop. 
( 

' 

-
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n-1 

INICIALIZA~ ¿ TODOS. 
PROBADOS COMPARAR 

1 S!. m;¡J! X[kj 
n-1-A 

De Ja fj·3urc1 l.) del AJgorjt.roCl M, las et.iquet.c1s seibre las 

flechas indican el núrnero de veces ·que cada t.rayect.c•ria es t.omada. 

Nót.t-se que la la. ley de Kirchhoff debe sat.isfacerse, es decir, la 

cant.idad de: f!ujc• qu;, e:nt.r¡;¡ ero cC1d<1 nc•d« debe ser igu¡;¡l a la 

cantidad d'e flujo que sale. 

El al9oritr110 M requiere una cantidad fija de memoria, as! se 

debe analizar sólo el tiempo requerido para su ejecución. Para 

hacer est.cr se debe cont.ar el número de veces que cada paso es 

ejecutado. Por ejernplr:1, de la figura~]se tiene 
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Ml 

M2 

M3 

M4 

MS 

TABLA 
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n 

n -

A 

n -

C:einc•c i ende• el nú111e .. ro de vec. c•s en qut? e ada pase• es l 1 evade. a 

cabo, nos da la inforri1ación necesaria para det.c-rrninar el t.iernpc1 de 

ejecución sCibre una cori·1put.adora en pei.rt.icLJlar. 

En la Labia l, se conocen t.odas las cos21s, t?:i,ct:-pt.o la 

cantidad de A, la cual es el núwer1:• de veces que se debe cambiar 

el VC1lc1r del u1á>{irno. F'ara cornplt:.•t.c.r (•} análisis, se debe est.udiar 

esta interesante cantidad A. 

EJ análisis usualment.e conslst.e en encc•nt.retr el valc.:•r rniniroc• 

de A (para ·3ent.e optimista), el valor rná::-~imo de A (para gente 

pesirnista), el valor Pr•:imedir:• de A (para gente prcibabillstica), y 

la desviación estándar de A Cuna cantidad indicativa de saber c6mc1 

cierra el proun?dio que se puede esperar del valc1r de A). 

~;i el valor r11i ri i rr1c• d.- A es e ere•, sucede qut? 

x[ n) = Max X l k 1 
l!: l<.~n 

~;i el val c•r Má>~i rnc1 de A es n -l' sucede qL~e 

X ll} > Xt2l ) ' ·' Xtnl 

'~ 
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Por consiguiente, el valor pr.:1rnt:.-dio ose i la entre O y n -1.d Será 

l/2 n ? ¿ l/3 n ? 

Para f.esponder estas preguntas se necesita definir qué 

significa el promedio Cvalor medio>; y para definir propiamente el 

prc.u1a=dio, st:o deben hor:er algunas supc1siciones acerca de las 

car<1ct.erist.icas es~·eradas d" la ent.rada de dat.os X~ll, Xl2J, ... Xln] 

~:e debf:" suponer qui? las xt kl t. i ent~n val ores di st. i nt.os, y C!Lh? e ada 

una de las n! perrnut.acii:1nes de estos valores es i•3ualrnente 

posible. 

En la ejt.·cución dí:'} al9oritrno M c.lt:• lc•s ve.lores que t.ier1en las 

X\kl sólo E·l orden rf!'];,t.ivo int.r:rv::ient·. 

Por f~ jeu1p lo, supcinga111os que n ::: 3. [h~c i roos que e ada una de 

las siguientes 6 F•1:1sibi lidades es i•3ualrnente probable. 

~;j t.L~8C i ón Valor de A 

xl11 < X [2) ( X[:<) (1 

X [1] < X [3) •, X ( 2) 1 

X (2) < X (l) < X[3) (1 

X (2) < X [3) < x[ 1) 1 

X (3) < X (1) < x(2] 1 
X [3) < X (2) < x[ 1) 2 

TA8LA 2 

Por lo tanto el valor promedio de A cuand•:• n = 3 es 
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(0 + 1 + o + 1 + 1 + 2)/6 = 516 

Es e 1 are• ·=1ut:- se t.orna X ( 1) , X (2J, ... , X ln) por lc1s núrneros 1, 2, , .. n 

en algún or1jen, bajo la suposición de que cada una de las n! 

permut.aciones es igualrnr.:~nt.e posit•le. 

= 

( núff1€.:'rC• de- F-·t:f'H1ut.é1c iC1nt-s ele n C1bje1.c1s 

p~ra el cu~l A = ¡, 

n ! 

Por ejemplo, en la tabla 2, 

.p30 = 11:< 

.p:s1 = 1/2 

f3l - l /E. 

El valor prou1edic1. (media) es defi1'lid1::i corn.:1 

An = L 1:pn1t. 
k 

) 

La varianza V111 es definida com•:i el valor prome.jio de 

es clec ir, 

z 
CI: - Anl 

v. L n: - A, >':pn< L. z ,, A.:z.1:p • ._+ A![¡.~ = = "f·• - ~ 

I<. ... 
" 

... 

L klJril<. 
< 

= - 2 A• A, + A. 
• 

L ' z 
= "f!·· - A,.. 

I<. 

Finalme-nt.e, la desviación. est.ándar O'" es definida coroo a,,. = \./v: 
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Se ha di cho que el al g1::ir i tmo de ordena e ión rápida es un bu12n 

alg;Jritmo de c•rdenación. ¿qué se:- ·:iuiere decir C•.:in "bueno" ? 

c!Córoo se pui:.-den corr1parar dc•s algori 1.111os que,. hcicen la f(1isrna t.area ? 

t.a l ccirnparación, se debe de-finir pr:ir.-1toro un 

cada c·onjunti::. de me,jidas •:•bjet.i vas que puedan aplicarse a 

algc•rit.111c1. El análisis de algori1.rnos es un ár(oa irnport.ant.e d~ la 

inf•:irmát.ica teórica; aqui se e>~ar11inar-á una parte pequef1a de este 

t.ema, suficiente como para deterrilinar cuál de dos algori tm1:is 

requiere menos trabajo par¿:"\ rectl i::B-r una tarea en particular. 

d C:ómo medi ruos el t. raba jo que 

La priri)t-ra SO:-•lución c~s obvi¿-1, y es codificar leos algorit.r,ros y 

lueg1J cr.irnpa1"ar los tiemp1:is de ejecución, ejecut.an,jo l•::is dos 

prc•graroas. El que ten•3a rnen.:rr 

evi1jentemente el roej1:.rr al<.31:1r i tm•:.i. d 
t. i err1pi:1 de 

O no lo es 

e:-jecuc ión será 

? :3ó lo pQdemos 

decir realrne:-nt.e gue elprc1grau1a A es rnás ef ic ienti:.- que el programa 

8 "en tal computadc1ra". Los tiemp•::is de ejecución son especificas 

de cada corr.putad1:ira. Por supuesto p1::idriamos probar los alg1Jri tmos 

sobre todas las corr1putadoras posibles, pero deseamos una r1h::.-dida 

más general. 

Unes posibilidad es el de 

instrucci•:•nes o re•3las ejecutadas. Sin embar·30, esta medida varia 

con el lenguaje de pro•3ramac ión usad1::i, asi como el es ti lo de cada 

programadcri". Para est.andar izar de al 9t~na f crrma es t.a roedi d~i, 

podrlarnos contar el núrrier1::i dE: pas1:is de un bue le e rl t.ic1::i del 

algc1rít.rfío. Si c;.,da it.eración conlleva una cant.idad ccinst.ant.e de 

trabajo, esta medida nos dará un criterio con sentido de la 

eficiencia. 
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Estos pen?ctrnientos n•:•s conducen a la idea de- aislar una 

núrfle..-rei 

de veces que se ejecuta esta 1Jperación. Por ejerflplo, supongam.:.1s 

que est.arr1os buscando un e iert.o valor c .. n un t:1rreglo. f"c1dert1os cont.ar 

cuá.nt.~s cc1rnpc·,racic.nes se hacen c""nt.re el valor buscad<.• y los 

elernenl-1:.is del arl~e•3lo f-1ast.a localizar el valor. !3i est.ábarnr::is 

sur11ando los elernent.•:•s de un arreglo de e11teros, 

las opera e iones d12 surn~ de t?l1 teros que se necesitan. ( IJbserve que 

c .. st.a cuent.a es una función dt·l núr11ero clt::- elt-r11f!'nt.os del arreglo. 

Para un ar1~e·3lo de n elerneni•Js, habrán - 1 operacic1nes de suma, 

peir lo t.ant.o pode1nos e Ctrnpa r&r 1 os et l geir i t.1,.1eis para e 1 e aso general , 

no para un arregl1:1 de tarni:.-trio espec (f ico). Si desearnos 

algeir-it.111c•s para mult.iF·licar dos rnat.ric~s de rt-ales, 

su9erir una wedida ~ue combine las operacic•nes de 

comparar 

podernos 

SUíf1a Y 

rnull.iplicación necesi1.ada$ ton la rnult.iplicación dtc' rot1t.rice:-s. 

conside\'ac ión muy 

interesante: al·;unas veces un\:.1 i:1peraci6n d•:1rnina\'á el algoritrn.:1 de 

tal· forma, ·~ue las ot\~a.s operac.ic•nes se desvanecerán colfl1J ''r·uid•:i 

de fondo". Por ejemplo, si quererf1•::.s comprar elefar\tes y peces de 

colcires, sólo necesit.are1;1c1s realHn::-nt.e coJoF·arar los precieis de los 

elefantes; el costo •:iel pez de colQr es trivial en la comparación. 

Igualmente, la multiplicación de l'eales es rnuct10 rnás cara que la 

suroa en t.érwinos de t.ier11po de cc1ff1put.adora, pc1r lc1 qL~e la operación 

de sur11a es un factor trivial en la eficiencia del alg1::.ritri"1C1 1:ie 

rnult.iplicación de rnat.rices; pode111ei:. perfect.c.rntont.e cc111t.~r sólc• léis 

operaciones de rnultiplicc..ción, igni:ira11do la suma. En el análisis 

de algori tweis, enco11t1 .. aremos f recuent.err1ente que una C•pe1 .. ac ión 

domina al alg1:iri tmr:i, relegando efectivau1el1te a las Qtras al nivel 

del ruidco. 
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ANALISIS DE LA ORDENACJON RAPIDA. 

Ahora que se tiene una medida (núrnero de .comparaciones) 

y una forma de decir "rnuch1:i rná.s eficiente", se analiza el 

alg1:iY.i t.r"o denorni nad•:i de ordena e i ón rápida.. 

En pr i li1t-r~ 11 aroada, e ada t:ol (•rnent.o del arreglo se 

compara con el valor de part.ic ión, por lo ·~ue el trabajo hecho es 

(l(n). El arregle• se divide e:-n dos partes, las cuc1les se e-:){c11ninan a 

con ti nuac i61l. 

C:ad<t uno dt:- es t.os segrnent.c•s es 1 uego di vid i de•, guedal1do 

cuat.ro part.es. Est.e análisis se i lust.ra en l <t figura 1.4. En cada 

nivel, el núr11erc1 de partes se dupl ic <t. d En qué nivel heH10S 

acabad.:• de dividir los elementos ? Si la partición de cada 

segrnent•:1 es cada vez, 8prox ir11adament.e, en l c. mi t.ad, t.endrernos 

log n part.iciones. En ceida petrt.ición, ht1cer1ros (1(n) cc.ri1Pal"'aciones . 

Por tanto, e11 el • caso medio la ordenación rápida es 
z ¿ OCnlogz n), Jo cual es roás rápido que OCn .. ) . C:L1ándo la 

ordenación rápida no es rápida ? Ci:•nsiderar una rutina de 

c•rdenación rápida cuyo algorit.u1c• de part.ición ut.iliza el prir11er 

eleroento del arreglo Co del segr11ento del arreglo 

cc1nsideraci6n) ccirno valor para la part.ición. d (~ué sucederin si el 

arreglo está ya ordenado 

despropcirc ic•nadas y 1 as 

? Las 

sigui ent.es 

particiones serian muy 

<tl algori t.mo 

ordenarian en un se•3rr1e11to con sól1:. un elemento y un se•3rf1ento que 

cc•nt.iene t.odc• el rest.o del cif'reglo (o segrnent.o del arreglc1). 

Claramente esta situación producirla una 1:.\'denación que ne• es del 

t.c•dC• rápida. De t-1echo, en est.e caso la ordenación rápida seria 

'ü(nz ). La posibilidad de que se presente esta situación es muy 

pegueña. Por analogia,' considere lo rarQ que serla barajar unet 
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baraja de cartas y que quedaran ordenadas. Por cilra parle, en 

algunas apl j.cac iones se pufrde conocer ·=iue el arreglo original está 

probablemenle ord1211ad•:• 1:i casi 1:rrdenad1:i. En ta les casos, podría 

usarse una ordenación diferente i::i un algoritu1f) de part.ición 

dift:rent.e para l(~ ordenación. rápida. 

PIEZAS NIVEL OkDEN 

l) O(N) 

-, • 1 O(N) 

4 .-, 
~ 1 l)(Nl 

8 3 [ (l(M) 

LOGzN 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 O(N) 

Figura 1.4 Análisis de la ordenación rápida. 
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INTRODUCCION 

Las máquinas más antiguas funcionaban como el mecanismo de un 

reloj, sin admitir variación después de iniciado el 

pero las modernas, poseen órganos sensoriales, 

movimiento; 

es decir, 

mecanismos de recepción de i nf ormac ión que provienen del exterior, 

tales corno los proyect.iles teledirigido:is, el mecanismo de apertura 

automática de las puertas, etc. Claro está, la información no se 

toma en bruto, sino que pasa a través de los rr12canisr1lOS especiales 

de transformación que posee el aparato. Por consiguiente, los 

datos adguieren una nueva forma utilizable en las etapas 

ulteriores de la actividad. 

La riqueza de la información que se tiene que manejar en la 

actualidad da a entender un inc1·emento en el sistema cor11putacional 

cuyo manejo autowático de esta información, deberá asignársele 

una estructura gue facilite al sistema recibir y guardar 

información, y poder restablecerla para propósito:is espec1ficos. En 

cualquier proceso de gestión de base de datos eficiente, la 

planificación es un punto vi tal. El proceso de disefío de una base 

de datos requiere que se piense primero en la forma en que lo:is 

usuarios van a preguntar sobre los dat•:is. Asi, dato:is y atributos 

son los t.érmin•:is important.es en el disefío de programas. Los datos 

están c•:instituid•:is por la información que llega al programa. Los 

atributi:is son los tipos de dat.i:is que conforman el programa. 

En este reSF·ecto, la necesidad para estructurar la inf•:-rmación 

requiere relaciones intrínsecas del sister1ia. Agui, en este 

capitulo, se estudian estas necesidades y relaciones, Y sus 

diferentes formas de concebirse. 
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LA NECESIDAD PARA ESTRUCTURAR EN CONJUNTOS DE DATOS. 

La abundancia de la información que se tiene qL~e Manejar en la 

actuali1jad conlleva a la creación de un sister1\a computacional 

existent.e con la realidad representada pi:1r dicha inforrnac ión. Así, 

para el Manejo aut.oroático d.: esta inforrnac ión, det•erá asignarse 

LH1a estructura que facilite al sist.erna recibir y guardar 

información, y por ci:1nsiguiente restablecerla para propósitos d..: 

procesamiento especificados. 

Con este respecto, Ja necesidad para estructurar en el c·~njunto de 

inform2\ción a ser procesada por un sistema computacional resulta 

de Jos siguientes requerir.lientos: 

1. La estructura es necesaria para caracterizar la t..ecnolc191a 

dinámica de la actualidad, y a.si 10·3rar sc•luc iones automáticas 

de los problemas: 

2. La estructura es útil ordenadamente porque permite analizar 

de manera ad2cuada la t.ecnolog1a actual en térrnin•Js de 

abstracciones (relaciones entre las component.es del sistema) 

que faciliten la posibilidad de tomar decisiones acerca de las 

propiedades esenciales, y por consiguiente, perhlitir Ja 

separación de los aspectos ftmdamentales de aquéllos que no lo 

son. 

3. La estructura es, por consiguiente, necesaria para . facilitar 

Ja organización de las caracter1sticas prirr1ordiales de Ja 

realidad, para que de esta manera e:<ista el desarrollo de 

nuevas rriáqui nas. 
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ESTRUCTURAS DE DA TOS. 

Acttta 1 mente las jltegan un papel i mpc• r tante 

en la comodidad y rapidez para la realización de cálct..tlos 

complicados y onerc•sos de tiempo, siendo la característica 

principal la gran capacidad de alrnacenarnier1to y accesc• a grandes 

masas de información. En la mayoria de las aplicaciones, la gran 

abstra•=ción de la realidad. Es pot· el lo -=11Ae Ja información 

uti 1 izada par la cc•rnputadc•ra consiste de •Ana selecci6r1 de datos de 

la realidad, esto es, 1_u·1 conJunt•:i de datos gue es relevar1te para 

el problema bajo estt..tdio. 

Al resolve1· cualquier es necesar i C• elegí r 1..n·1a 

abstracción de la realidad 91.tiadao. PC•t" el prc•blema a resolver. 

DesPLtés debe seleccic1narse la de representar 

información en base a las posibilidades cc•ncretas que c1frece la 

cornpl,tadora. Generalmente est.as dos etapas de disef"io no son 

totalmente ind.=:pendientes •.~na de c•tra. 

Pero e! cómo elegir et1tre dos e• más posibles estructl~ras 

de datos ? La elección de la t·epresentación de los datos e~ a 

met1udo bastante di fici 1 y tio está determinada excll,sivamer1te por 

lc•s instrumer1tos dispotiibles, ya qi.~e al ig•.,al -=¡ue en la elecci6t1 

de algoritmos distintos, debe primero los 

requerimientos del prc19rarna (por ejernplc1 1 la necesidad de ahorrar 

memoria o la posibilidad de dcceder fflcilrnente a l'n registro 

particl,lar). Si r1c1 existen di ferer1cias entre las estructl,ras, 

et1tonces debe cor1siderarse la elegancia y claridad relativa de 

dichas estructuras. 

El objetive de la estructL,ra de datcis es el de PC•der 

rnaniPl,lar los datc•s de los pt·c.grarnas en de 

ri::preser1taciór1 lógica en ll,9a1· de su alamacenamientc• fisico. En lHi 

grupo lirnitado, de programación SL,mi ni st.rati 

estructuras de datos ir1corpor·ados que enrnas1:arar"t la colocaci6n 

fisica de los datos en memoria. 
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Un lenguaje de prograr11ac ión es represent.ada por una cor.-iputadora 

abst.ract.a capaz de entender los tér101nos utilizados en este 

lenguaJe, que pu2den ser más ab·3tract.os qLJe los d2 los obJet.os 

utilizados por la rnáqL,ina real. 

La inlpor lanc ia de ut.i l 1za1· un lenguaje que ofrezca un 

conJunt.o conveniente de operaciones fLJndar1ient.ales para resolver 

la r.1ayoria de lo5 problemas que se presentan en el pri:)cesamiento 

de da\.os, reside princ1palrne11\.e en la confiabilidad de los 

progran1as1~esu l lantes. Es más f ác i 1 di seña r un programa razonando 

conjuntos, sobre los COl1Cept.1)S núr11eros, 

sucesiones y repet.icicines, gue razonando con bits, 11 palabras 11
, y 

sal l-•:-s de sec LH?nc 1 a. 

Q~f.!!}if!~!}- Ahora bien, se def i11e como est.ruc tura 1ja datos a la 

colección de dat13s cuya orga11ización se caracteriza por las 

ÍL~11c iones de acceso que se u5an Pal'a almacenar y acceder a 

elementos individuales de datos. 

Cada estrllc tura de da tos puede analizarse desde tres pe1•specti vas: 

l. NIVEL ABSTRACTO O LOGICO. En este nivel, se esquematiza la 

01·ganizac ión y se especifican los pr13cedinlientos y funciones 

generales de acceso. 

2. mVEL DE IMPLANTAC!ON. Aqui se exarili nan las formas de 

representación de los datos de mernoria y cómo implantar los 

procedir11ient.os y funciones· de ac ce:;o en el lenguaje de 

programación. Se e;<ar11inan las distintas formas en que pueden 

ir.1plantarse las estruct.Liras de datos. 

:::: . NIVEL DE APLICACION O l.JSO. En este nivel se presentan 

ejemplos relativos a los niveles anteriores, y se exarnina11 en 

det.alle a!9unos casos en los c¡ue la est.ructura de dat·~s 

representa con precisión las relaciones entre los datos. 
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A ust.ed le han .dado un probler1·1a que requie1·e que obtenga y 

alr.iacc~ne algLlnos datos de ent.1~ada, procese los dat.os e irr+pr1rna o 

guarde los resultados. ¿ Cór1·10 puede saber qué estructura 

conceptual es apropiada par-a los datos ? ¿ Por dónde empezar ? Un 

lugar por dónde comenzar se SlJ91ere en la pregLJnta: "¿ Córnc• lo 

haría a mano?". La respuesta a esta pregunta puede conducirle a 

los primeros borradores de la solución del problema y de las 

est.ructL,ras de datos. 

La elección de las estructuras de datos es tan importante comü la 

elección de los algoritmos. De hecho, se necesita un conocimiento 

de los algorit.rnos a aplicar a los datos para hacer una acertada 

elección de las estructu1~as de dat.os. Inversamente, la elección de 

bL~enos algwrit.mos reqctiere el conocirnienl.o de las estructur2.s de 

da tos usad2s. t.Jna de 1 as ven t.a jas ,je l mét.od•:' 1je di sefi•:i d2scendente 

sc1bre el diagrama de f luji:1 1 es que las est.ruc t.1_.1ras de datos para 

el programa pueden desarrollarse de un~ forma análc1ga y están 

integradas en el diseffo. Los diag1~arnas d2 flujo tienden a 

preocuparse nlás del flujo de control y ponen menos énfasis en l•:is 

datos que se manejan en el programa. 

Las ventajas y desventajas de las diferentes organizaciones de 

dat.os e implantaciones deben considerarse con respecto a las 

operaciones re~ueridas por el problema. Por ejemplo, una de las 

desventajas de usar listas enlazadas en vez de listas secuenciales 

en un arreglo, es la limitación de tener gue hacer una búsgueda 

secuencial; sin embargo, si el programa reguiere muchas 

i11serciones por el comienzo de la list.a, esta desventaja es 

irrelevante. ~;i se decide usar una representación enlazada da una 

lista, debe decidirse si debe ser lineal 1:- circt~lar, sio1pleme11t..e 

enlazada o d1:ible. Los enlaces dobles son más caros Cha y que p1:1ner 

ln1 campc.1 apunt.ad1:ir e~<t..ra), per•:a si el pr1:igrar1\a requiere rnucha.s 

supresiones de la 1 ist..a, el gast.o PL~ede merecer la pena. 
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¿ Deben implant.arse las list.as enlazadas en un arreglo o en 

nodos dinámicamente con variables apuntadores 

(suponiendo que el lenguaje fuente tenga variables apuntadores> ? 

Para est.a decisión hay que tomar ell cons1derac ión si se puede 

predecir o no el número de regist1'os que se necesitan. Si no se 

F·uede, un arr&glo puede ser pel í·3roso Cest11..-1ado demasia1jc1 pequefio) 

e• derrc~chad1Jr (est.imaijo demasiad•) grande). 

La pregunta " ¿ 1~ué estruct.LH'et de datos ?" t-s 1jifJcil de 

resp.:inder; la resF•ues ta depende 1je los f ctc to res '1Ue hay que 

c1:inside1'ar en cada prc1grama especi fíco. A cont.111i..~21c16n se dan cor(lo 

guias unos cua11tos cr1 teric•s para r-1acer 

estructura de dat.1:1s: 

•...1na elección de 

La estructu1·a de datos debe reflejar los requerimientos de las 

operaciones a ejecuta1" sobre los datos. 

Si uno de los tipos de datos incorporados (es decir, los t.ipos 

priMitivos, arreglo o registro> es adecuado para solucionar el 

problema, 1jebe usarse. ~;i ne•, la est.ructura de dat.~s disefíada 

det•e parecerse al dibuj1~ concept.t,al de los dat.os. Los t.ipi:1s 

primitivos son los 11úrneros ent.eros, reales r los caracteres 

lógicos. Pensar sobre cómo resolverla el problema a· roano. 

La implantación debe dejarse a los subprog1·amas de niveles 

inferi.:,.res, transparente a la parte de aplicación del programa. 

Esto hace que e 1 código sea más f ác i !mente legible, asi C•)mo 

modificable. 

Si la eficiencia es una consideración imporlante, la elección de 

la est.ructt,ra ,je datc•s y 1je la irnF•lant.ación debe reflejar el 

origen del factor limit.ant.e. La limitación de memoria puede 

requerir una estruct.ura 1je dat.os meni~s complicada. F'•::ir ot.ra 

part.e, rigurosos requerimient.os 1je t.ieroF•Q pueden hacer qt~e las 

est.ructL~ras de dati:•s sean rnás cornpl icadas paJ'•a aumentar la 

velocidad del algorit.rni:•. Nc1rmalmente, 

t.ierr1po y espacii::i no puedt?n a la vez satisfacerse -~~mplet..ament.e. 
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Sin ernbargo, er1 rnuchc•s casos la eficier1cia del programador 

pLlede ser el factor 1 imitar1te, rer.:::i1.lirier1do qi.le la estr1..lct.1.lra de 

datos sciporte la sirnplificación del disef"(o del prc19rarna. 

- Finalmente, resistir la tentación de sobrecargar el disef'lo. Si 

el programa realmente necesita tHia lista enlazada lineal simple, 

no usar una lista doblemente enlazada, con cabece1·as y finales 

par a una b•~ena rned ida. Esto claramente despe.rdicia espacio, 

t.iernpo y esfLlerzc•. t>iserlar siempre las estruct1..lras de datos, as1 

corno 1 os al gc1r i trnos, de tal forma reflejet1 las 

especi ficacic•nes del programa. 
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ESTRUCTURAS DE DATOS ESTATICAS YDINAMICAS. 

En la declaración de una variable arreglo, la especificación 

del rango del indice es un tipo, y por lo tanto no puede 

ser una variable. En otras palabras, el compilad•Jr debe saber 

cuántas posiciones asignar al arreglo. Los arreglos y todas las 

estructuras de dat.os almacenadas en mernoria son 

~arieQ!§:§ ~§1!!!.f~~; su tamafio se fija en tiempo de compilación. 

Una variable estática e;<iste rnientras se esté ejecutando la 

parte del pri:1gr~r11;.. en la que est.á d>?clarBda (t1l1:i·4ue). 

El Pascal t.art1bién tiene un rnecani sr110 para e rear variables 

significa que se puede definir un tipo 

en tiernp1:> de compilación, pero realmente no crear una variable de 

ese tipo hasta el tiempo de ejecución. Estas variables dinámicas 

pueden crearse o destruirse en cualquier momento durante la 

ejecución del programa. Pueden dei ini rse de cualquier. tipo simple 

o estructurado. Referenciamos a una variable di11ámica no por su 

nor11bre sin1:i rnediant.e un apuntador. Un apuntador es L'na variable 

que contiene la di rece ión (posición) de memoria de la variable 

dinámica a la que referencia. Cada nueva variable dinámica creada 

t.iene un apuntad1:t1' asi::iciado para referenciarla (seleccionarla). 

UTILIDAD DE LA VARIAE:LE DlNAl1ICA. 

Las variables estáticas tales cor110 arreglos y registros 

para estructurar nuevos datos funcionan muy bien para muchas 

aplicaciones, pero presentan algunas desventajas. Un registro 

puede contener componentes de diferentes tipos de datos y 

frecuentemente es una forma lógica de describir nuestros datos. 

Sin embargo, n1)rmalmente necesi tam•)S una ci::•lección (ci l ist.a) de 
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estos regist.ros, para lo que usábar1lüS u11 arreglo de rt?gistros. 

Se put~dc~ r.lant.f.•nt:r una lista dt"? dat.os en un a1·chiV•) o, cuando 

se t.rabaja con la l ist.a en rner1loria principal, en un arreglo. Se 

puede pensar en una l 1sta como un arreglo uni-dir11ensional, 

in.:lependient.er1;ente de lo cornpleJas que sean las cor1lponentes del 

arreglo. 

La narr.,al es declarar LJn arreglo lo bastante 

grande c1:1rni:1 para almacenar la cant.idi4.d máxima de dat.,,s que 

lógicamente cabe esperar. Puesto que normalrnente se t.ienen men•Js 

1jat.os q:.Je ese rná~(imo, se anota la longitud del sub-arreglo en el 

que se t.ienen almace11a1jos lc•s vclores, y as! sólo se accede a esa 

part.e del arreglo con valores. Est.e sub-arreglo PL~2d2 variar en 

1011·3it.ud i:'lur·ant.e la eJecución des•ja ce1·0 componentes al máximo del 

arre9li:•. 

¿ Qué se puede hacer s1 no se saba cLJá11tas componentes 

se necesi t.a.11 ? Se puede siempre dar una longitud y prever en el 

programa qL.¡e put?da ocurrir un error al tratar de almacenar dat•:is 

cuand1:• el arreglo está lleno. 

¿ 1~ué hacer s1 se desea que la lista de componentes esté 

almacenada 1je una forma ordenada ? ¿ Cóm1:• insert.ar o suprimir una 

cc•mF·onente ? La inserción o supresión de corf1ponent.es de una lista 

supi:•ne el •::i2splazar F•art.e de la list.a en una u otra dirección. E;i 

la 1 is ta es muy larga, la i11serc ión o supresión de cc•mponentes 

necesitará una ceintidad significativa de tiempo. 

Se puede utilizar variables dinámicas para evitar estos 

problemas 1je las variables est.á.ticas tales corno el arreglo. Se 

. --... ' - " 
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pueden e rea.r nuevas cor<1ponentes para nuestra 1 i st.a sóli:.1 cuand•:• se 

necesiten, ust::~ndo vc:1\"iables din!rt1icas como compcinen!,.es:. Haciende, 

que cadi., comF•C1nent.e:- cont.enga e:l f!lll ace· C• apunt.ctdc•r C1 lc1 siguient.to 

corr1p•:inente de la lista, se puede crear una estructura de dati:.1s 

V~áse' la figura 2.1 para visualizar dicha est.rl..1ct.ura dinárflita. 

' . 

' . 

' . 

< • 

' 
Figura 2.1 i::structura de. Datos Din¿mica. 

. ··-' ..... ;_.:_ : 

.. 

i 
! 
1 

.I 
1 
! 
1 
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lista. Ahora la única li~11lación E5 la cant.id~d de memoria 

de las 

cor1.pont~nt.t'?S cambiando sólo los valores de.· los apuntadores. (ve1" 

figura 2.2). La inserción y supresión de cor1)ponent.es son más 

fáciles y n.ás rápidas; sirnplerut-nte hay que car1ib1ar uno o d•)S 

valore5 ijt·: los apunladores (ver figura 2.2). 

O:~DENAC ION INSERCJON ::;UF'RES I üf'J 

D 
i 

Figura 2.2. Manipulación de una estruct1...11"a de dat.os dinámica. 

Se usar variables dinámicas y apuntadores para 

crear listas y est.ruct.u1"as de dalcas r.1ás complejas .:::¡ue pu2dan 

e>-:pandi rse o contraerse dur~nt.e la ejecUc ión del pr•:•gr.ama. Est.as 

estructuras de dat.os son ext.reu.adarnerrt.e f lexiblesJ perrni t.iendo ·una 

más fácil inserción y supresión de lcts comp•:•nent.es. Algunas de 

est.;..s estructt~ras de dat.os son: l ist.as enlazadas, pilas, cc•las, 

árboles binarios, etc. 
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LA ESTRUCTURA ARREGLO CARRA'() 

El arreglo es, pr1:ibablewente, la est.ruct.ura de dati::ss más 

cc•nocida, debid•:i a que en muchos lenguajes es la única estructura 

expiicitarnente disponible. Un a\~regli:1 es una estructura hori1Cl'3énea, 

1 c•rrí1adc• por una col ec e i ón f i ni t.a de el ernent.os ordenados, t.odi:1s del 

rnisrno tip•:i. El acces•:i se realiza rnediante un indicé que perrnite 

especificar cuál es el elernentc• deseado dando su posición e.-n la 

ci:1lecc i6n. 

La sintaxis y semántica del 'l enguéije especifica la 

fl,nción de accesCt. En Pascal se declara un t.iF·c1 de datos que 

defint. .. córr.o debe ser un arregle• L~ni-diruens1c1n~1l. 

El arreglo se dencirr1 i na est.ruc t.ura de ac cese• 

aleat•:i\~ io, es 1:Jec ir, t.odas sus cofflponentes pueden se lec e ionarsc

arbi t.rari ar11ent.e y son i·3ualment.e ctccesibles. F'ctra designar una 

c1:imp1:ine11te aislada, el nornbre de la estructura total se amplia con 

el denorr1inad1::i i11dice de selección de la c1::.rfl!=•onente. El indice 1jebe 

-ser un valor del tipo definido co11)0 el t.ipo indice del arregl•~. 

Peer t.ant.c1, la def i ni e i 6n de un t.j po arreglo T espec i f i e a t.ñnt.o un 

tipo base To coro•:. un tipo indice l. 

t.ype T = array r 1 1 c•f To 

Ejemplos: 

type Fila = arra y ft. ·51 of real 

type Tarjel.i:'i = arra y f!. . :::o1 of char 

t. y pe Alfa = arra y fl .. 101 eof i nt.eger 

type Nct.a = arra y f1 .. .sol of boolean 
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ARREGLOS E:l ;-Dl MEN:;;J üf.JALE~;. 

Aderr1ás de arre-glos un i -di roensi c•na les, la rnayorlc.. de 

los lenguajes de programación suministran arreglos 

bi-dimensionnles. Lc•s arrt .. 3lc1s bi-diu1(~nsieinc1]t.;>S pueden definirse 

de dos f orrf1as: 

De 

1. Un arrt?glo bi-diun?nsional es un arre·3]c1 uní-dimensional en 

el que el t.ipo de los dati:.s de cada cou1ponente es a su vez 

un e1rreglo L~ni-dirnensional. 

2. Un arre•3lo bi-dirt1ensi.:1nal es un tip1:.i de datos estruc t.urad1:1 

forrnadü i=•or una ccrlección finit.a de elernent.os, t.odCts del 

rnismo tiF·O de dato. Cada eleroentr:i est..á ordenadc• en dos 

dimensir:1nes. El acceso se hace usando un par de indices ·=iue 

perroit.en especificar a qué elemento de la colección se 

desea acceder. El priu1er 1ndice referencia a la posición 

del elt::ff1ent.o en la primera dimensión; el se9un1jo indice se 

refiere a la posición del element.o en la s~gunda dimensión. 

nueve', la sintaxis y sern~ntica del lenguaje de 

progrartiac i 611 que se use esF-•ec i f i e a la f une i ón de ac e eso. En 

Pascal, se puede declarar un arrE-·310 bi-dirnensional de acue}~dcc con 

CL~alquiera de las ant.eric1res definiciones. 

Por ejemplo: 

t. y pe vec t.or 

tipotabla 

var tabla 

= 

= arra y 

Í1 .. <'1 of i nt.eger; 

Í1 .. Sl of vector; 

tipotabla; 
' 
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La función de acceso es ccimo sigue: 

t.abl a fl l r-11 

~ ~ 
especifica que VECTOR especifica que posición 

dentro de VECTOR 

La segunda forma de definir el arreglo bi-dirflensicinal TAE:LA es: 

type tipotabla 

var tabla 

= fl .. S,1..31 of integer; 

La fur1ci6n de étccesc1 para la segunda definición es cc1u1c1 sigue: 

tabla fl , Jl 

/~ 
especifica el eleu1ent.o de especifica el elementc1 de 

la prirr1era diu1ensión la se·3unda dimensión 

Aunque est.as est.ruc t.uras 

diferentes, las estl"Uct.uras de datos definidas por estos dos 

rnét.cidos san idént.icas. 

lln arreglei bi -di Jfn?nsi cinal es la esl-ruc t.ura de 

ideal para representar datos que estén estructurad•:is lógicament.e 

corno una tabla con filas y colur,1nas. La primera dimensión 

representa las filas y la segunda dimensión represen1ta las 

colurt1nas. Cada celda del arreglo puede cor1tener un valor de alg(.-,, 

tipo escalar. Cada dimensión representa una relación. 

1 
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LA ESTRUCTURA REGISTRO. 

El Pase al t.iene un t.ipc• de dat.c•s incürporado 

que es el registro. Esta es una estruct.uY"a muy útil que no está. 

disi:·onible en tod•::.s l1:1s lenguajes de pro·3ramac ión, P•:Jr ejemplcr en 

Fortran. Sin eri·1bargo, el len·;iuaje de programación Cobol, utiliza 

e>~t.ensiv8.rnent.e los re .. 3istros. 

Lln PS un t. i po de da t.c1s est.ruc t l~ retdei 

por L'nél colección finita element.os neo nec esar i af{Jent.e 

t-1t•r11eigéneos, l lamadc•s carflpos. El c.ccesc1 se rer,l iza mediante un 

cc•njunt.c• dt.• st-lt·ct.ort-s de CiiTilPc•s. 

Un ejemF•lo, en proceso de datos, es la forma de 

describir a las persi:1nas wediante unas pocas caracterlst.icas 

rt?levantes, como su 111:rmbre y apel 1 id1:rs, a-si como su fecha de 

naciroient.o, sexc• y estad•:. civil. 

En genc-rcil, e.l t.i PO regist.ro T se de.fine de la manera 

siguiente: 

t. y pe T = record Si T1 

Sz Tz 

Sn Tn 

end 
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Ejemplos: 

l. Type ro111pleJo = recürd re r-eal; 

irn real 

end; 
,, 
L, Type feth« = recc•rd dia . 1 .. 31; 

u.es 1" 12; 

afie• 1 .. 2(1(1(1 

end; 

8. t. y pe persona = recc•rd apellido alfa; 

nombre alfa; • 
nac i rn i ent.o f ect1a; 

sexo (varon,hembra); 

ecivil (sol,cas,viu,div) 

end; 
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LA ESTRUCTURA CONJUNTO CSET) 

Los con Juntos son un t.ipo di? dati:is estruc~urad1)5, únicos 

l.fSa1j1:is. En malemát.icas, un conJunt.o e~ une.. colee e ión, grupo o 

restricción 1ja que los objetos de u11 conjunto debt!n se1· 1j2l mism·~ 

!:!E~· Asimisri)ü, en r.)at.emáticas un conJtH1to pt~ede tene1· cualquier~ 

tarnaf'ío; s111 er.¡bargo, en F'ascal el tamei.íío da 1.Hl ci:1njunto va a 

Q:§f.!D.!E!9!J. Un con junto es un ti p1:> d2. da tos es t. ruc tu raijo compuesto 

pij\" LH1a colee e ión 1j¿ eler11ent•:is distintos esco911jos entre · 1os 

valores del t.ipo base, y se declara de la siguiente forma: 

type T = 

1. type entconj = set of O .. :3o; 

set of ch~.1·; 2. type carconj = 
·~ ., . type É<stad•,cinta = set. of excep:: ion; 

f'or i:atra parte, los i;iperadores elementales qui? se 1j¿f in.:n ~n las 

~ i ntersec e i6n de ci:1nJLH1t.os 

+ L.fn16n de ci:1n junt.1;.;; 

1jiferenc1a 1je conJunti:is 

it1 perteriencia a un ci:>nJunt..•:a 
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APUNTADORES. 

Un apunt.adc•r es un t.ipei de dat.os sirnple5, constando de 

un conjunto ilimitado de valores, que direcciona o indica la 

posición de L'na variable de un det.eru1inadc1 t.ipo. Un apunt.ador es 

un t.ipc1 siff1ple, ceorno el e:nt.erc•, el r·eal y el booleano, si11 embargo 

el apuntador 11(• es un identificador estándar. 

La declaración de lc•s RPUnt.adc.res es cc•rnc• sigue: 

t. y pe enlace = 't obj et.e•; 

y se lee asi: 

" el tip1:1 enlace es un apuntador que seft'ala hacia objeto", donde 

la flecha ( t ) es la •=tue nos. dice q1..1e enlace es U\1 tipo 

npunt.adcn"'. 

llnñ variable del 1..ipo eibjet.c• PL~ede ser asociada con un 

a.puntador del tipo enlace. Al•3unas veces tenernos un apuntadi:ir para 

el cual ne• e:i<ist.e variable del t.ipo (lbjet.c• P.ara asociar, y en est.e 

caso se escribe 

1: = ni 1 

E 1 si rr1beo 1 o ni l es una pal abra reservada en Pascal. Es 

impcirt.ant.e ent.ender la diferencia ent.re apunt.eidores y las cosas a 

las cuáles esl.os apunt.an. 
p 

• e> ~ l 
~ 

• l> ~ 

figura 2.3 
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Lét figura 2.3 muestra dos variables. P Y Q, de tip•:. enlace, 

eipunt.Bndci ci di 1 C:-rent.t-s objet.os. 

La asignnción p:= q t.iene.- el efect.c• de as?gnnr el valor 

del apuntador q al c:.puntad•jr p, Tal situación se muestra en la 

figura 2 • .4 

p 

---· ----+---;,. I ~ 

Ambos ~1.PUnt.ad1Jres apuntan hacia el plano, y el barco se 

t-ia perdido (a menos gue existiera otro apuntador a él, dos 

apuntadores pueden apuntar a la rnisma cosa). Ahora bien, la 

prc.peosirión p t' := g t tiene un efect.c, bast.ant.e diferent.e. 

Se est.á. ahc•ra copiandei el valc•r del objete• qt 
e uyo resul t.ado se mueSt.ra en la figura 2. 5 

p 

• I> .¿; 

Cl? 

• I> ~ 

Figura 2.5 

'1 

' 

i 
.1 
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SINTAXIS DE. LA FLECHA HACIA ARRIBA. 

El seguido de un ident.ificadeor de tipeo, . 

define un apunt.etdc•r, aunque t.ar,1bién se usa de otra forma. 

NOME::RE llE VAR 1 ABLE APUNTADOR 'f' . Denot.a la variable a la que 

ent.re LISTA y LISTA 'l' es que la priroera es una variable punt.erei 

(una dirección), r•oient.ras ·~ue la se9unda (LISTA t l es el dat.o 

real al que est.á apunt.andei (un rt:·gist.ro). 

NOMBRE DE VARl AE:LE APUNTADOR 'i' . C:AMPCr 

caropQ nodo al que apunta la variable punter1:i. Por ejemplo, 

WRITE <LISTA'!' . JNFO) ;,,.,priUoe el cont.enido del caUopo !NFO 

·del nodo apuntado por 1 is ta. Nótese la diferencia entre LISTA y 

LISTA t . lNFO 

LISTA '!' . INFO 

Se pueden 

.LISTA es un regist.rc• cor11plet.c1, rí1ient.ras que 

es 't!-l date. de un campo del registro. 

hacer algunas e:>{presi ones con punt.erc•s 

complicadas. Por ejewplc1, para irnprimer el valor del campo INFCI 

del tercer nc•dü de la lista enlazada 

Ll5TA -~ l~__._.l-· I --o~ 
se puede escribir WRITE(LISTA f .NEXT 't .NEXT , . INFOl 

" ·' - ····-·-



H;TkllC:TLIRAS DJNAMIC:AS 50 C:APITLILO 0(1S 

para crear un nuevo nod•:i, se utiliza un 

prc.cedi mi ent.o, i ne orporado en Pascal, NEW. Est.e 

procedimient.o t.iene:- un pc.rámet.ro: el nc•rflbre del punt.ero al nueve• 

nc:•dc•. Por ejeu1pl o, F·a ra e rea r un nut-vo nodc•, apunt.ado por P, se 

puede escribir NEW(Pl. 

Asirni Sff•C•, exi st.e un procedimient.o para eliminar un nodo. 

Este pri:1cediroiento, lla1oado DISPOSE, tiene un parámetro <un 

puntero al ni:Jdi:i ·:iue se guiere quitar). 

~1ANIPLILAC:ION DE VARIABLES PUNTEROS 

Da.do el diagrama de una 1 ista enlazada, donde P y 

sc•n apunt.adores, se pued(•n manipular para hacer varias cosC1s: 

i) Hacer C1Ue P apunte al siguiente nodo, con la inst.rucción 

P:= Pi' .SIG 

LISTA ~.__I _4...._.l-·I -~1~6 -+--11.-r-·l -~Ó 

LISTA 

·-
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ii) Hacer gµe P apunte al cor,1ienzo de la lista., con la instrucción 

P:= LISTA 

donde P y LISTA sc•n ar11bos del mis"'º t.ipo. 

i i i ) Poner el valor del carnp1:i INFO del primer nade• de la 1 is ta a 

,, 
CC•ÍI la inst.rucc ión LISTA i' .INFO ·- 2 k' ,-

p ~¡ 
usrn---i> 2 l· I .¡ 6 l · I ·O 
iv) Poner 1:.it.ro puntero, 1~, apuntando al segundo nodo de la 1 isla, 

con la inst.rucción Q ,- LISTA 'l' .SIG 

I · 1 
~ 

LISTA ~1 2 I> 1 6 
1 1 l>I 7 VI 

E,TEMPLOS. 

1) Most.rétr lr:i ·~ue escriben los siguientes segroentos de códigos! 

NEW(P); 

NEWCQ); 

P 'i' . I NFO : = .S; 

Q '/". INFO ,- 6; 

P:= Q; 

P 't . 1 NFO , - 1 ; 

WRITELN <P 4t . INFO, Q ~ • INFO>; 



p 

s 11 

ll 

• t> 1 
G 11 · 

- -·- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

p 

5 11 
SOLUC:JON: 1 1 

'~ 
1 

11 • 



ESTRUC:TllRA~; Dl NAMI CAS 53 C:AF' ITllLO DOS 

2) NEW(P); p 1t . INFO .- 3: 
NEW<Q); Q 'i' . INFCt .- ,,. 

'·' 
.NEW(Pl; p 'i' . 1 NFO := ·~ 'i' . INFO; 

Q'!' .INFO := (J; 

WRITELN <P'i'. !NFO, 1~ 'j' . INFO); 

p 

2 1 1 

.P 

2 1 1 
Q 

2 11 

p 

--· _ __,__ ___ [> ,__¡ _ 2 __._.I 1 

r-• ---+----t> L-1 _<_> _.1 ....... 1 

:30LUCION 2 o 

i 
1 

"' 1 ¡ 
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LISTA ENLAZADA. 

llna 1 ist.a de elementos es algo que la mayor! a de la 

gente uti 1 iza 

familiarizado 

frecuentemente en su 

c•:i11 el concepto de 

vida diaria. Se 

almacenar los 

está Ya 

elementos 

secuencialment.e t?n una 1 ist.a, como si se estuviera escribiéndolos 

uno detrás de otro en un trozo de papel. 

A menudo se usa un arreglo para hacer este papel en las 

soluciones por computadora de problemas que usan listas. Los 

elementos de la lista se almacenan en posiciones consecutivas del 

arreglo. 

Ahora bien, pensemos en el siguiente caso. Supongamos que 

una gran compafiia va a tener una reunión de accionistas. Habrá 

600 asistentes, alojados en 5 hoteles diferentes. Los 

organizadores de la reunión necesitan tener list.as de asistentes 

por hotel, y se desea escribir un progr<ima con esa finalidad. 

Como se observa, se podría usar un 

hotel, pero entonces se necesi tarian usar 

capaz de almacenar al número máximo de 

arreglo para 

5 arreglos, cada 

asistentes, aunque 

cada 

uno 

cada 

accionista puede escoger cualquiera de l1:is 5 l-1•:ileles, es posible 

que todos elijan el mismo. 

El uso de un arreglo para cada hotel· supone un desperdicio de 

mer11oria, porque 

5 hoteles x 600 accionistas = 3000 celdas de memoria 

Sobradan 2400 celdas de memoria. 

'-···· 
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Idealrnent.e,. la inrc~rrnación sobre cada accionista se 

deberla alrnact?nL"lr de t.al forrna que sólo se necesit.arC:t declarar una 

est.ruct.ura y soli.cit.ctr i:_..spacio cuando realmente se vaya a usar; 

porque de hecho, lc1s inconvenientes de ut.i l izar un sistema de 

alroacenarnient.o secL,encial pare. represent.ar pilas y colas sc•n: 

a) Las cant.i,jades fijas de almacenaroient.o permanecen asignadas a 

la pila o a la cc•la aún cuando la est.ruct.ura est.é realu1ent.e 

utilizandc• una pequef'ia cantidad de almacenaroient.Q. 

ti) No pUede cisignarse 111ás de la cantidad fijada de alroacenc..r11ient.o, 

porque se puede presentar 1 a posibi'l i dad de sobref lujo. 

Asi pues, volviendc• al problerna de los accionist.as, no 

exist.e una forma sencilla y práct.ica de almacenar lc•s element.os en 

orden secuencial. !;i se hallase una fi:1rroa de conectar l1::is 

ele1"ent.c•s de cada arreglo, se podría al1oacenarlos t.odo~ junt.crs, 

Los enlaces entre elerf1entos de una 1 is ta particular roat1t.endrla 

unida a la 1 is ta sin depender de la contiguidad secuencial en 

111e1ooria. Podría declararse espc-.cio de memoria para 600 asist.ent.es 

y las listas de los hoteles estarían enlazadas.Aún si se 

considc-rara la memoria e:>~tra necesaria para alarf1cenar los enlaces, 

se ahc•rr-aria rnucho espacio. 
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Se visualizri. este problema asi: 

HOTEL 1 HOTEL 2 HOTEL :~ HOTEL 4 HOTEL 5 

1 1 1 1 1 
,, 
L 2 ,, 

L 2 

3 :3 :3 :3 3 

. • . 

. • . • 

. . . i • 
600 600 600 600 600 

Fi9LH"a 2.6 Espacio t.ot.al para 3000 reg~st.rcis, de los cuales se 
i ' 

desperd i e i an 240<). 

HOTEL HOTEL 4 HOTEL 2 HOTEL 5 

* • 5'39 600 

Figura 2.7 Espacic1 t.c!t-al para 600 regist.rc1s, no·hay desperdicie•. 

El concepto de enlace entre los eleff1entos de u11a lista, 

permite almacenarlos fJ.sicarnent.e en cualquier orden cc1nvenient.e. 

Los enlaces preservan el orden ló·3ico de los elementos. 

1 
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Aungue el arre•3lc1 corn•:r tal es una estruct.ura de ac e eser 

directo Cse puecle. localizc(r cL~t.1lquier Ple-mento di rec t.arnent.e 

u1edi ant.e su 1 nd i e í•) , sól C• se puede ac e eder ct 1 os e 1 ernt-nt.os de 1 a 

l i st.a en) azadCI según i mpc1nga el t?sque111a dt- apunt.adores. Es decir, 

si la list.a enlaz;1da est.á ctlr11acen~dct en un arregle• llamado DATOS, 

¡10 se seibe nadei ctCf•rcc1 de la posición r·t•lc1t.ivci. clt~· los elernent.os de 

la lista accedit?ndo directaruent.e a p1:1siciones del arreglo. 

Dett.osf.Sl puede st::or el pri111ero, quint.c1 C• cual•=ruiel' ot.ro eleu1ent.c• de 

la lista o puede que no s:•ert.enezca a la list.a.:5ólo da sentido a la 

estructura el uso de un apuntador e>{t.erncr para acceder al cornienz1:1 

de la l ist.a y luego seguir lc•s aput1t.adores elernent.o a elernent.ei. 
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LA ESTRUCTURA PILA 

º~!!!!!~!é!!· Una pila es una estructura de datos en la que los 

elef11entos se afladen y se qui tan sólo por un extrem·~: esto es, una 

pila es una estructura "último en entrar, primero en salir" (last. 

in,first out: LIFOJ. 

A nivel lóg1co, una pila es un grupo ordenado de 

elementos. La supresión de los eleme11tos de la pila y la adición 

de nuevos elementos se hace sólo por el tope o cabeza de la pi la. 

En cualquier momento, dados los eleuientos de una pi la, un elemento 

está. más a 1 ~':i gue el oti·o; es decir·, uno está más ce1·ca de la 

cabeza de la pi la. En ese sent.ido, la pi la es un grupo ordenado de 

ele;nentos, >' puesto que los elementos de una pila pueden cambiar 

((.111st.ant.ement.e, se co11si1jera una est.ruct.ura 1jináf11ica. 

Debido a Gl~t? los element . .:is se añaden y SL~prirn2n de la 

quit.ar. E:<iste una regla nemotécnica para recordar este 

comportaroient.o de la F·ila: una pila es una list.a LIFC1 (last. in, 

first out), es decir, último en entrar, primero en salir. 

Po1• consiguiente, la función de ac e esca a una pila es 

buscar los elementos sólo por la cabeza de la pila, asl corno la 

asignación de nuevos elementos a la pila tarnbién se hace por la 

cat•eza. 



ESTRllCTllR?lS DI NAMl CA~; 59 C;API Tlll(I DOS 

LA ESTRUCTURA COLA. 

Se operan 

manera cor<1Pletau1ente inversa a coU11:i lo t1ace una pila. Esta forma 

de ciperar inversa de est.as lif.i.as se le concic:e cowci c:Ctla. 

Q~f.!.!Ji.~!_2!:!· llna col a es un grupo ordenadc• de elernent.os en el que 

los eler11ent.c1s se affaden por un e:>~t.re1f1Ct (el final) y se supriUten 

por el ot.r•:i ext.rer1¡1j (el frente). Las colas tarí1bién se les conoce 

corno listas FIFO (first in, first. out.: primero en entrar, prirnero 

en salir). 

La función de acceso a una cola es: 

l. Parn fafíadir eleroe-nt.c•s, se accede por el final de la cc•la. 

2. Para suprimir elementos, se accede por el frente de la cola. 

Por consiguiente, se tiel1e que los eler.)ent.os de por en 

u1edio sc•n inaccesibles a nivel lógico, aunque fácilment.e se 

alu.acene la cola en una estructura de acceso directo como el 

aT'T'egl o. 

' Exist.en rriuchas aPlicacionf!'s en las que las colas figuran 

co1110 la est'ructura de datos prowinente. Una de el las es la 

si mul ación por e C•lflPUt.aPora de una si t.ua e ión del u1undo rea 1 . Así peir 

ejemplo, antes de que los astronautas fuera11 al espacio, gast.ar·~n 

rouct-1as horas en un simulador de vuel1:i espacial, un modelo físico 

de un vehiculo espacial en el ·~ue podian exp·e rirr1entar los 

astronautas to,jas las cosas que les sucederian en el espacio. 

--¡ 
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Este simulador de vuel•ri espacial es un u1odelo fisicc• de 

olro objet.r.:1, y la técnica •=lUt? usaban se llames siu1ulaci6n. En 

inforrnát-lca se usa la rr1isu1e1 técnica para cc•nst.rulr rJ1üdelos en la 

computad•:ira de 1:ibjet.os y suces.::is en ve;: de rr1odelos fisicos. 

Un rnode lr:• puede verse como una serie de reglas que 

dt!oscriben el cou1port.au1ient.o de un sist.t:111ct d~l rnundo rea 1 . Se 

carnbi&n las re·3las y se ve el efect.•:i de est.•:is car11bios en el 

cornportaroiento de l•:c que se está i:1bserval1do. 

En una siwulac ión por cciurput.aclora, cada objet.o del 

sist.erna del mundo real se represent.a norrnalment.e cc•rnü un objeto de 

da tos. Las ac e i 1:1nes del mund•:. real se representan corno opera e iones 

Las reg) Cis r.iue dt:'SC r i ben el 

corrrportar11ient.o determinan las acciones a realizar. 

De hecho, el se llarnti un sistema 

de colas. Un sistema de colas está forr<1ado p1::.r servidores y colas 

de objet.os a servir-, y el cornpc•rt.a1nient.o qL'e se exc.rnina es el 

tiempo de espera. 

Lc•s objet.ivos d~ un sist.eri}a de co1as son ut.ilizrtr a los 

servidores t.an coroplelarnente corno sea posible,· y mantener el 

tiempo rr1edio de espera de11trc• de unc•s llrni tes razonables. Este.is 

objetivos necesitan f1~ecuent.ernent.e de un cornprQUriso entre coste y 

sat.isfacción d¡,l client.e. 

Est.o a un nivel pers(rnal, es de que a nadie le gus\.a 

esperar en una fila. Si f-1ubiera una cajel~a por cada cliente e11 el 

super mere adc•, el e 1 i ent.e est.c:tr 1 a ene ant.ado, pero e'l sUF•eru1er e adc• 

no duraría torne• negc•cio r11ucho t.iernpo. Pc•r t.ant.o hay que hacer un 

. ' 

-··· - ... -····~-
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ceimPrüJ1)isc•: el núrut.•ro de ci1jt?ras debe de est.ar dent.rc• del 

presupuesto. 1jel C1Jmerc io, y el el iente ni:1 debe tosperar por téru.ino 

H1edio dernasia•jo tiernpQ, Esta es una aplicación idónea para una 

simula.e i 6n pc•r Cüfí1Put.adortt para e>,arni nar est.e e c11f1prou.i so de un 

'sisteroa de colas . 

. . ·. 
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ESTRUCTURA MODULAR DE PROGRAMAS. 

E;<ist.en varios niveles para dei1ni1· la est.ruct.to·a de datos 

por el usuario. En el nivel uno, se definen las estructuras 

lógicamente: ¿ Cuál es su "f1:>rma 11 y ·cuáles son las operaciones 

lógicas si.:1bre ellos ? Al sigL~iente nivel, se const.ruyen una o rnás 

implantaciones posibles de las est..ruct.urei.s de- dalos, usando 

decla1•aciones en Pascal y escrib1e111jo st~bprograMas para 

desarrollar las funcii.:rnes d2 acceso r i:it.ras operacion2s útiles. E11 

un t.ercer nivel se usan las t:st.ruct.uras en varios eji::u1pl1.:is d2 

aplicacicines. 

Es impor·t.ant.e mant.ene1" el r11LH'O entre los diferentes niveles, 

ya qt~e esta sepa rae ión siftlpl i f ica el diseño, perrt1i t.ienijo aplazar 

las decisiones sobre los d2t.alles de 1r11pl~nt.ctción t.ant.o t.iempc• 

como se¿1 pi:1sible. Est.a 1:icult.ación de la inforrnación nos per"1it.e 

concent.rarnos en el diseño global de la estructura d2 datos1 si11 

caer en l•:is niveles superiores del disefio d2 programa., en ld 

fang•:isidad de l1:is det.al les. 

Por otra part.e, si se separºan los procedimientos que usan una 

es true t.ura de da tos de los procedimientos y funciones de utilidad 

que los implantan, se t.iene la libertad de cambiar el nivel de 

imjiJ. an tacicSn sin una ruodi f i cae ión sustancial de los ni veles más 

altos del programa, quizás con sólo cambiar parte de las 

decla1•aciones. Este ~~E~e~~!~~.!.~!J!:2 de las est.rt,cturas de dat..os 

hace a nue5tros programas más fácilr1)ente rr1•Jdificables·. 

Definición: -------- Por encapsulamiento de datos se entiende a la 

separación de la representación de los datos de las aplicaciones 

que L~san a los datos en el nivel lógico. 
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Asimismo, otra vent.aja de st-parar la truplant.ación las 

estructuras de ·~al.os de su usi:• es la .!:~~~~E:~!!-~~!!!9~9· Si se 

dasea u:;ar la r111sr11a est.ructLH'a i:J2 datos en un progr.ctíiia diferente, 

se puede ahorrar el esfuerzo de la iruplc.ntación ,je los 

procedimientos y funciont?s. Se pueoe usar la estructura de datos 

para una aplicación completa.r11ente diferente, pero dejando sin 

cambiar las funciones de acceso y las operaciones. 

PROGRAMA 

ESTRUCTURADO 

FIGURA 2.8 

PROGRAMA 
NO, 

ESTRUCTURADO 

MODIJLAC ION DE UN PROGRAMA 
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RECURSIVIDAD. 

En n\atemáticas se definen rnuct1os objetos presentando un 

proceso para prc1ducir dicho objeto. Un ejemplo dt? uni:t. definición 

especificada por un proceso es el d.: la función factorial, función 

muy import.ant.e en matemáticas y estad1st.ica. Dado un entere• 

p1~sit.ivo n, el factorial den se define ci:•mo el pr1:1dL~cto de todos 

l•:is enteros entren y 1, y se ,jefine de la siguiente forma: 

{ 
si n = o 

n! = 

n ;¡: Cn-1)! si n ,• (1 

Esta definición puede parecer un poco extrafía, puesto que 

define la función factorial en términos de si misma. Esto 

parece ser una definición circular y totalr.>ente inaceptable hasta 

que nos dan1os cuenta que la notación matemática es solamente una 

forma concisa de escr-ibir el número inf'init.o de ecuaciones 

necesarias para definir n! para cada n. o! se define 

directamente cc•mo igc.al a 1. LJNa vez def inicio O! , el definir 1 ! 

como 1 :~ O! ya n•:- es de ninguna manera circular. Igualmente se 

ha definido 1! , definir 2! como 2 t 1! es una forrna directa. 

Se puede argumentar que está últiro>a notación es más precisa que la 

definición den! como 

n ;¡: ( n-1 ) :t ( n-2) :t • ;¡: 1 para n > O 

puest•) que no le deja al lector la OP•)rt.unidad de llenar por 

' intuición lógica los espacios que están puntead·~s. Tal definición, 

que define un objeto en términos de c.na forma simple de él mismo, 

se dJ?n1:1m i na ~~f!!2!~!2!J !:~E~!:§!Y~. 
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C1bsé1·ves12 qLJ8 la recurs1ón aparee& no sólo en rnat.erná t. i e as, 

sino en la vida diaria, e orno en los anuncios 

que se contienen a si m1sr1105. O t. ros E!Jemplos conocidos de la 

recursión son l•::>s núme1·os naturales y las estructuras de árbol: 

al Números Naturales: 

A. 1 es un núrneri:i natura.1. 

8. El siguiente de un núrne1·1~ nature..l es L'n número natural. 

bl Estructuras árbol: 

A. o es Ltn árbol (denorninado el árbol vacio). 

y tz son árboles, entonces 

t.1 tz 

es LHl ártu:i 1. 

La potencia de la recursión re::;ide evidentemente en la 

posibilidad de definir un número infinito de ob.ietos mediante un 

enunciado finitci. De igual forma, un infinito dE-

operaciones de cálculo puede describirse mediante un progran1a 

recursivo finito, incluso si este prograroa no contiene 

repeticiones explicitas. De todas maneras, los alg1~r i trnos 

recursivos son apropiados principalmente cuando el problema a 

resolver, o la función a calcular, o la estructura de datos a 

proce:;ar, esi...án ya definidos en forma recursiva. 

El i ns t.rtJrnent.o necesario y suficiente para expresar los 

(procedurel o 

subr·ut.i11a, ya GL~e ptormite dar un nombre a una instrucción p1::ar el 
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cual ésta puede ser llarna•ja. El uso de la recursión puede no 

t-1acerse p;.t.ent.e de 1 c•rrf1a i nwedi at.a en el t.ext.o del prograu1a. Ahora 

bien, pares que una función procedirnient.o recursivc1 

funciont?, debe de verificarse: 

1. E):ist.a una se:tl ida no recursivct del procedimiento o función, y 

que:- adernás 1 L~nc j c•ne e cir rec t.arnent.e. 

2. Cada llametda al proce1jirnient.o o fu11ción se refiera a un caso 

más F•e•::iueHo del problerr1a. Más pe-=tuef'í•:r significa que hay una 

part.e· dis11dnuida del prc•ble-1oa que se deja parci e>{arr1inar. 

que las llamadas recursivas f une ionar~ 

corrf:.4 ct-drnent.e, probar qut:-, efect.ivarnent.e funcic•ne t.odo el 

procedirnient.o 1::i función. 

F'or cit.i-a part.e, las asaveraciont-s usfldas para los procedí mi ent.c•s 

o func ic•nes recursivas, pueden también ut.ilizarse comc1 

guia para escrit1ir prcicedirnient.os e• funcieines recursivas. El 

111ét.c1do siguient.e puede L'sarse pare' escr-ibi)~ cual-:::¡uier rut.ina 

recursiva! 

1. Ob\.ener Lmc. definición e>:c.c(.c. del prc•blemc. que hay que 

resc•lver. DE-sde luegc•, ést.e es el prirr1er paso en cualquier 

problema de programación. 

2-. Det.errfli nar el t.arnafic1 del probleura corflpret.o -:::¡ue hay que 

re~ol ver .. As! se det.erroi narán 1 os val ores de los pa rárnet.rc•s en 

la llamada inicial al procedirniento o función. 

3. Resolver el caso base en el gue el problerr1a pueda e>~presarse 

r10 recursivar11er1t.e. Est.c1 asegurará gue e:Kist.a una salida no 

recursiva del procedirrriento o función. 
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4. Pc•r últ.~rnc•,resolver correct.nrnent.e í:·l caso gent-ral, en t.érmincis 

de L'n e aso fflAs pé·=1uef1c• de 1 rni srno prc•bl eu1a (una 11 arnada 

recursiva). Est.o asegura 1 c.s af i rrnac i eines y de las 

verificaciones a11t.eriores. 

,, _,_,._,_ ·--·- .,., ..... , ______ -- ·-·--··-·"- ··--··--
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EFICIENCIA DE LA RECURSIVIDAD. 

En general una versión no rec1.H·s1va de un prograff1¿._ será 

real izada más ef ic ienteri)ente en términos de t1ernpo y espacio, qt-le 

una versión recursiva. Esto es debid•J a q1_.1e la sobrecarga '' 

sobretrabajo c1Jr.1prend1do al ent1·21.1· y salir de can bloque es 

elim.inado en la ve1·sión 110 recL~rsiv~. Es posible i1jentificar un 

buen número i..ie va1·iables locales y ter11po1·al2s qLJe no reqLJie1"et1 ser 

gua1'd«das y restaL"radas " través •jel L;S1) de L~ll-3. pi l~ .. En L4l1 

prografüa no recursivQ est~. necesidad d2 apilar puede ser 

el inlinada. Sin er1)ba 1·90 1 en un proced i rii ient.o rectH'Sl vo el 

e Oíi"\P i l ad.:i 1· ne• es e apc.z d2 i•:Jent1fica1· este tipo de vc.1· iat•les, y 

p1::ir consiguiente, son col1:>ca1jas en tuia p1 la y vaciadas de la pi la 

AlgLn1as veces u11a solt,ción recursiva es la más natL,ral y 

lógica para resolver alg1Jn p1·,~blema; por tantQ, la recursividad es 

una herramienta que puede ayudar a redc,cir la complejida1;1 de un 

pro91·arn¿._ C•CL'l t.and•j a 1 gun1:1s de t-al li:s 1je la imF· lant.ac ión. (:Qnf orme 

, 
disminuye, y aumenta el C1)St.1) 1jel t.ii:roF-·1~ del progran1adc•r, PL'e1J>? 

ser út.i 1 usar soluciones rect.irsi vas para tales probleMas. Aunque 

en general, si la 51)lución 110 recu1·::;iva ni:• es m1Acho nlás larga que 

la versión rect,rsiva, usar la no l'ect.irsiva. 

'~tra parte, usar una solt.fC ión recUt'siva una 

conflicto entre la eficiencia 1je 1~. mil.quina y la efici2nc1a •J2l 

aumenta co11tinuamente y e 1 e os lo de la ccimputac ión di smi nuy¿., 

ht?r111:1s l lega1j1:i al punto en el cual en u,1.,chos cas•:is ni:> se justifica 



RE CURSI VJDAD 69 C:Af-'lllll.CI U(tS 

gast.ar t~empo dt:o prü·:p~a1ilac ión para c 1:•nst.rui r una solución ni:c 

recursiva a 'un probleri1d que puede ser resuel ti:1 en fc•rr¡1a rnás 

f-'or supues t.c.•, un 

pro9ra1ondor ·:¡ue nü t.engél 111uchc1 experic•nc ia put.-de resul t.ar con un8 

solución rc·cursiva Utll)' [Cl'1'1pliccid8 parct un preot.ler11c1 sirupli::·, el cuE1l 

podi et ser re·sue l t.o di rec t.ar11ent.e por LJn ff1ét.odci no recursivo. Sin 

ernbar91:1, si un prr:••3raroad1:ir Cc•n e>~periencia identifica una soluci6i1 

recursivet C•::irno la rflás simple y C0!(11:1 el rr.éti::11:J1:1 rnás direct.1:i para 

resolver· algún preiblert1ct en pctrt.icular, no si::.• just.ifica perder 

t.iernp•:i y esfuerzo C:-il t.ralc:-ir de dl~scubrir al·3ún i:1t.r1:i rnét.odi:• más 

eficiente. Aun·~ue clarr:r, esle ni:• siempre es el ca.si:•. 

hi1Y que tc•rrt?r un prog~t1ri1C1 rnuy í rt:clu:-nt.erf1ent.e de t.al 

rna.neri1 que aur11ent.a la eficiel1cia en la velocidad de ejecución 

significativamente, la inversión en de 

prograrr1ación se justifica. Aún en esi:1s Ci:'"\SOS, es mejor crear unet 

versión no ri!cursiva ri1(·dic1nt.(• una t.rctnsíc1rrnación y silí1ulación de 

la scilución recursiva a petrt.ir dttl rnisu10 enunciadc. df:'l probleu1a. 

Para realizar est.i::i de una forma más eficiente, 11:. que se 

requiere primero es escribir la rut.ina recursiva y luego la 

versión siri1ulada. La versión final es L~na forma l'efinada del 

prc1grau1a or i 9 i na l y e on seguridad más ef i c i ent.e. Por supues t.o la 

el i rn i nación de t.odas esas operi'tc iones superfluas y redundant.es 

roejoran la eficiencia del prograu1a resultante. La extensión en la 

cual una solución recu1'siva puede ser transformada en una solución 

direct.a dependerá. en un buen grado de't prc1blema en part.ict.&lar y de 

la 1-,abi 1 i1jad d.:l programador. 

As i rf• i srflo, la recur-sión PLJede sir11pliíicar mucho el disefiei ·y 

codificación de ciperaciones sobre algunas est.ruct.uras de dat.c•s, 

cor11C• por· E:-jernplei, el árbol binario. 
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INTRODUCCION 

Con el transcurso del tiempo st.argieron nuevas aplicaciones. 

Durante este proceso la matemática pura fue siempre por delante, 

tant.o en forma cor110 en contenido. Lo:; griegos increr1rent.aron 

enorr1iemente lo que hablan l1eredado de los babi Jonios e inclu50 

af'iadieron alg•:'I nuevo. Transforrnar.:in la r,-1att~rnát.1ca en un s1stefr1a 

lóg1co, ..:¡ue cor,·1ienza con cie1~tas hiF·ót.esis fundar11ent.ales y 

prosi9L~e mediante deducciones lógicas, l lar1iadas premisas, hasta 

! legar .a conclusiones. Est.C1 idt?a d'2 las r11at.emá.t.icas ha perr11aneci1j1:• 

hasta hoy en dia. En r11at.emát.icas en mL~chcts c.1casion2s es suficient.e 

con.:icer únicaf1'1ent.e que LJna cosa procede de otra de una cierta 

r,·,anera; cualqL~iera puede convencerse racionalr11ent.e de la valid2z: 

de t.ales deduccion~s. 

Po1' otra parte, el tipo 1je modelo más ir11port.ante dentro 1ji;:~ la 

lnvestig-:.ción de Clperaci1::ines es el modelo simbólico o maten-~ático. 

Tales moi::Jelos si:in a•jecuad•:is para el aná.l is is mcttt-mático, lo cual 

usualmente e rea la F·i:1sibi 1 idad de encontrar la rr1ejor solución por 

medio de herramientas nlatemát.icas convenientes. Para el desarrollo 

de algL~nos aspee t.os deo la Investiga.e ión dt? (lperac ionesJ fue 

r1ecesario el cree ir1lient.o 1je otras áreas de las ma.temát.icas 

aF·licadas, cor110 fue el caso de la Tt:-i:rria de Redes. La Teoria d.: 

RedE:os se ut.iliza mucho c1::ir110 r1)i:rdelo en las distintas ram.as 1je.l 

conocimient.1:i J-1urnanc1. En rliL~chos C<:tsos las gráficas se 

desarr•:•l lan pi?rr.-1i ten vi su.al izar lc1s dist.int.i:as elemenl-os gue 

const.i t.uyen una situación, y las relaciones que. hay entre ellos. 
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La teori a de redes aporta una ayuda muy eficaz en ciertos 

problemas de carácter combinatorio que aparecen en diversos 

dornini1:is. Por la riqueza que encierra esta área, es fundament.al en 

Ja concepción de la est.ruc tura de dat.os y sus múltiples 

aplicaciones. En este capitulo, se definen las ideas y los 

conceptos principales de Je. te.~ria de redes, asi como su relación 

con Ja estructura de datos. 

! 
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CONCEPTOS BASI COS. 

La teoria de rt-~des puede aport.ar una ayuda muy eficaz en el 

t.rat.arniento de c1ert.os prc•blernas de carácter cofflbinatorio qut-

aparecen en diversos dor1li ni os económicos, soc ioló91cos 

t.ecnc•lógicos; asir111sm•:t, P•:ir su cont.en11jo, la t.eoria 1je- redes t.1ene 

un si t.io muy import.ant.e en la ensefíanza. 

• PUNTOS Y ARCO::: PARA REPRE::=ErffAR ESTRUCTURA::: . 

"" Consideremos un ceinju.11t.o de punt.•:is finit.os, dist.intos, como los 
., 

punt.•:is 1, Esos punt.i:•s que llamaremos también 

vért.i ces o nodos est.á11 unidos pc•r 11 neas ya sea or ient.adas .e• 

conjunto de arcos y nodos, tal q•.Je existe una función f 

definida de la siguient.e r1\ane1'a: 

f : N x N ______,,. A 

f(a,b) = e V a, b e N, e e A 

donde N es el conjL~nli:• de lii:u:jos y A el conjt~nto de arccis. 

1 -
~• 
' ! .. 

.. 
1 1 Figu1•a 3.1 Red. 

"' • 
. .... ., _,. ·--·--· 



CONCEPTOS E:f1S J COS 73 CAPITllLO TRES·~ 
Po1jernos representar estructuras muy diversas me1jiante u1ia red, 

como por ej~roplo: 

i) Un SisteH1a de caruin1::is o de calles. 

iil Un SisLeMa Eléctrico. 

i i i) Un gr upe• hurr1ano. 

iv) La circulc1ci6n de infc•rt11ación de un sist.ema. 

v) Las relaciones de pr~rentesco entre un ·3rupo de i11dividuos. 

vi) La superioridad dt:o lc1s PRrt.icipant.es en un t.c1rnec1. 

Oebernc•s de co11siderar que la red de cada unc.1 de los ejemplos 

anteriores no debe de c•Jnfundir el concept.i:• al ·~ue est.á asociad•:.: 

es solamente la estruct.urrt para la cual adff1it.iu1os que una 

descripción c:on la ayuda cito nc•dCts y arcos es plena"n?nt.e adecuada 

en lo que cc•nc i er11t:· a e i er·t.as propi edadt-s i nt.eresant.es. 

CONCEPTOS ORIENTAD0'3. 

CAMINO. Es Ul-ia sucesión dt- t.1rcos adyacentes que F·errnit.en pasCir de 

L~n vért.ice a ot.rc• si'3Uii~ndo lo5 arcos. 

C:IRC:LIITO. Es un cawino en el cual t-1 nodo inicial cc•incide co11 el 

nodo final. 

LONGITUD DE UN CAMINO O CIRCUITO. Es el núrr.er•:> de arcos en el 

camino o circuito. 

LAZO. Es un circui\.o de longil-ud uno. 

RED SIMETRICA. Si un nodo X esLá cc•necLado a un nodo Y, entonces Y 

debe est.ar conect.ado cc1r1 X. Si se cuu1ple pnra t.c1dc1s los nc•dos 

entre los que existe una correspondencia, entonces la red es 

simétrica.· 

RED FUERTEMENTE CONECTADA. CualesquieN que sec.n Jos nodos X y Y 

(X 1 Y) considerados, e>{iste un carnino de X a Y. 
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ARJ~;TA. E>d'st.e- una arist.a ent.re dos vért.i ces X y Y si hay Lm arce• 

de X a Y y/i:1 V a X. 

CADENA. Es una sect,enc:ia de aristas conse-cut.ivas. 

CICLO. Es· una cadena cerrada. 

RED CONECTADA. Cualesquiera que sean los vértices X y y 

considerados, existe una cadena entre X y Y. 

º~!.!.~!~!.~!:! de Arbol. Es una red cc1nect.et<!1a gue ne• cont.iene ningún 

cicle•. 

. ' 

FIGLJRA 3. 2 Arbcol e-n una re-d 

: 

• 

i 

1 
j 
l 
1 
l 

l 
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ARBOLES BWARIOS. 

El ccincept.c• de l ist.a enlazada F•UE·dt? e:•{t.t-nderse a est.ruct.uras que 

CC•nt.ienen ne.deis cc•n u1á.s de un ceirnpo apuntador. Una de est.as 

est.ruct.uras se conoce cou10 árbol. Se llarr1a árbc1l binc,rio al árt•ol 

e11 el cual cada nr:1d1:. tiene corno rn!>:irrio dos descendientes. 

El ¿rbol se referencia rnediant.t· un c:1punt.ndor e>{t.erno d L~n nodo 

e~pecial llamado raíz. La r~iz t.ien~ das apunt.~dores: uno a su 

hijc1 izquierd•:r y otr·ci a su hiJ•:-r 1jerecilo. Cada hi.jo t.iene a su vez 

deis apuntadores: uno c:1 ~~u hijo i:;.:·:¡uierdo y ot.ro ét su hi jc1 derect-10. 

Los árboles binari1:1s de bús•4ueda son árboles que tienen la 

propiedad de que lc1 inforrf1aci6n de cualquier nodc• es r11c1yor ~t..ie la 

inforroación de cualquier nodei de su hijo izquierdo y de 

cualquier no.jo de sus hijos, y rr1enor qut- la inforroación de su hijc1 

derechei y cual-:¡uier nod1:1 de sus hijos. 

Figura 3.3 
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El árbol anterior es un de árbol binario de 

búsqut-da. La riizón de SL' ut.i l iciad .est.á e-n qUf-:" si s12 busca un 

e ierto número, se puede saber después de una cor11parac ión en qué 

u1i t.ad del árbeil est.á . C:on c•t. ra e cirnpet rae i ón se PLh?de seiber en qué 

mitad de esa mi t.ad esta ria. As! se C•:•ntinúa hasta que se encuentre 

el elemento, e• se sepa que nc1 est.á en el árbol. 

4- e •:impar a e i ón 1 .so } 20 

9 hi jo derect10 

4-- comparación ·o 
~ .so > 2:3 

9> hijo derect-1c• 

ci:irr1parac ión 3 .so = 50 

'9 ENCONTRADO 

Figura 3.4 
Veamcrs ahora para el 1E:, un r1úr11erc• que no est.á en el árbeil. 

<l-- compara e ión 1 18 < 20 

~ hi jc1 izquierdo 

4-- coroparac ién 2 18 > 17 

~ hijo derecho 

comparación 3 18 < 19 

~ hijo i z·=iu i erdc1 

Figura 3.5 

El í1i je• izquierdo de 1:1 (.~s NIL <Vac1o), por le• que el númerc• 18 ne• 

está. en el á.rbol. No sól•:i sabernos o:¡ue ni:. está alli, sin1:i que si 

queremo·s insertarlo, estamos en el lu·~ar en el que se insertarla. 

-
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BUSQUEDA BINARIA. 

La vent.aja df1 la búsqueda secuenclc1l es su siurplicidad. En el peor 

caso, habrá que hacer N cc1r11parac iont:s, puest.o que sólo se 

exarnina u11 registriJ cada vez y F·uede t.ener que buscarse el último 

regist.ro de la lista. Sin eroba1·"31:1 1 si la lista está ordenada y 

almacenada en un arregl1:1, st: puede mejorar el t.iernp•:i de búsqueda 

en el peor cas•:. hasta OC l1:i•3zN). f_le5de luf190, se r11f•jc•rctrá la 

eficiencin a expensas de la simplicidad. 

La idea de una búsqLü?da b i nE1 ria SL" dt~::.c r i bt:- rn~ j or rec ursi varnent.e. 

Veárr11:1s 11:. en u11 pseudo.e ód i go 

Exarninar el eleroent.o rnit.c.d de la list.a 

IF el eleu1ent.o mitad contiene la e lave deseada 

THEN parar la búsgueda 

ELSE IF el eler"ento mi t.ad ec 

111C1YC•r qu~ la el ave dt-i-eada 

THEN búsquE·da binaria en la primera udt.ad de la lista 

EL:::E (el eleu1ent.o u1it.ad es más pequefi'c• que la clave) 

búsqueda t•i nar i a en la segunda mi t.ad de la l i st.a. 

·Por ejernF•lo, con?idereu1os cómo· podría usarse est.e algorit.rnce 

para enco11t.rar la pá•3ina con el nornbre de 11 Diana" en la guia 

t.elefónica. Abrimc•s la guia t.e]efónica pc•r la rnit.ad y veu1os que-

los. nombres que hay all1 comienzan con M. M es mayc1r que O, por lo 

gue haceu1c•s una búsqueda binaria dt-sde A hast.a M. Vc•lvernc•s al 

punto mi t.ad y ver,1os que los nc1mbres de al J 1 comienzan con G. G es 

rt1ayor que O, p1:rr lo que hacernos una bús-:¡ueda binaria desde A 

hastc.i G. 

--
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que hay al 11 c1:imienzan con C. C es má.s pec¡uef'ío que O, por lo que 

hacemos una búsqui:·da binaria en la sE:gunda mit.i"1d (es deci1', 

desde C: hasta G). V as.1 sLJcesi vart1t.-nt.e hast.a que dart1os 

página •:iue- cont.ienE.- el nombre de "Diané1". 

con la 

Por e onsi gui ent.e, la búsgueda e or11c1 1 a c•rdenac i.ón, es un t.erna 

que est.A ligadc1 est.rechc1Un?nt.e nl objetivo de la eficiencia. 

Hablamos de la búsqui:.•da s.ecui:.•ncial como una búsc¡ueda O(N), puesto 

que necesita N comparaciones para localizar un eleu1ento (N se 

refiE.•re c1l núu1ero de l't?Slist.ros de la list.a). La búsqLh?da binaria 

está considerada OC l1:•g2f~) y es e.propia.da sólo en arreglc1s. 

Asiroisroi:r, para :F·erroit.ir la bús.:¡ueda binaria en i:-s true turas 

en] azadas, put?de usarse un árbc.l binCiric• de búsqui:oda. 

1 

i 
i 
i 

! 
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ES1'~ TESIS 
SALIR UE LA 

C:AF'l HILO TRE~: 

NO DEBE 
SIBLIQTECA 

La técl1ica de búsqueda más sene i 1 la es la búsqueda secuencial. Se 

co"1ienza por el principio de la list.a y se va buscandc1 el 

registr1:1 de-se~-i.dC•, exarnil1and1) los re·~istros secuenc iallf1ente l-1ast.a 

qu~ se t~ncue-nt.ra el regist-rc. deserldo o aerecorre t.oda la list.a. 

Esta \.écnica es apropiada lant.o para l ist.as seClh::•r.cié1les cc1r1io 

f:'nlazadas. Ln lisi..a no tiene qL'e est.ar ordenada, aunque la 

ef ic ienc ia de la búsqueda F·Ue1je roejorarse si la lis ta está 

ordenada. 

[:-:asándonclos en el núrnero de C(IH1Pé\rac ic.1nes, e& evidente qLh? está 

b1Ís·~ueda. es ü(N), dc1nde N .es el númer•) de elementos. En el peor 

caso, en el que est.aroc•s buscando el últ.iri10 regist.rc1 cito ln lista c1 

un \~egist.rr) no e>~istent.e,. tendremos que J·1acer N Ct:•ff1paraci1:1nes. En 

el caso 111edic•, suponiendo que e)tíst.e la rnisu1a probabilidad de 

buscar cualquier· eler11ent.o de la lista, haremos N/2 CC•U1paraciones, 

t::~st.{• es, en el caso u1edíc1 t.endreu1c•s que buscar la rr1í \.cid de la 

lista. 

-----....... ,, 

1 
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MONTICULOS. 

Un r.iont1culo se define cor110 una secuencia de llaves 

ht , h2 , ... , hra tales qLJe 

t-1i. :S t-12i. 

hi :f hzi.+1 

para todos los valores de i =1,2, ... ,n/2: Si se representa un 

3.rbol binario como en la figura :3.6, se deduce que los árboles de 

ordenación de las figuras 3. 7 y 3.E: son monticulos, y que en 

part.icular el t-leme-nt•:- 1"'11 de un rn1jnticulo es el element1:l rninimo. 

h1 = min ~ t-11 , hz , ... , hn ~ 

Figura 3.6. El arreglo h en forma de árbol binario. 

: 
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Figura 3.7. M1:int.tculo con .siet.e elementos. 

Fi•3ura :;:,:;: . Hundimiento de la llave 44 a t.ravés del monticulo. 

D~ acuerde• a la defi11ición anteri•Jr, l~n 

est..ruct.u1 .. a. de dat.r:is abstract.c.. consist.e11t.e de 

m•:•nt.i CL~lo es 

una colección 

una 

1jat.i:1s, c~da L.fni:• as1:-c1ado a una llave. Dos ciperaciones son positrl~s 

en L~11 rn1:•11ticL~lo: 
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Inserta el da l.c1 en el t.' 
f•reviamenl.e · n•:i c1:int.eni1j.:i en h. 

·-::· ELIMlfJriR. Elimina y ret.•:irn~ un i:J.?it.o •Je llave rnlnir11a d~l 

ffiont.iculo h; si t1 es vacic• retorna 'nulo'. 

Asir.1ismo, la siguient.e OF't?ración crect un nueve• rf1ont.iculo: 

son los elt-rnent.os ótE!l c1:injunt.o s. 

F'or ci:1nsi9uient.e, estas t.res 1:iperac iones al91_,1nas vec¿.s no:; 

F·el•mi ten 1Jt.ras, ci:•r111J son: 

4. E-J./(J)NTRAR. Ret.c11·11a pe1·0 110 2l 1rn1na un dat.o de 1 lave mi nirna 

desde el rnonti culo h; si h t-5 vacio ret.1:irna 1n1Jlo'. 

-5. ELIM!tlAF:. Elimina el dat.-:• i del r>l>:•nt.iculo h. 

6. 1"1EZCLA. Ret.orna el r111:inticulo forrú?.d•J por la combinación 

disjunt.a de lo:; r111='nt.i culos r-11 y hz . Esta opera e i611 destruye 

h1 y hz. 

Vec1r.1os el caso de insertar. Se puede insertar un nl.ievo dato como 

sigl~e: 

Se e rea lH1 sitio para el dato i, se arlade un nuevo nodo x vacante 

en el árbol; el padre de x, p(:<), es arbitrario, pero :< no debe 

tener hijos. 

Se alr1lacena i c-n ~<; si el pacire de }<, p(;<), contiene un dato cuya 

llave e~<ceda al de la i, se viola el i:1r1j2n d2l rnont.iculo, sin 

emt1ar•30 pue1je rer.h?diarse hacie•1do t.in e~-.:aroen hacia arrit•a cor110 

sigue: 
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Mientras que p(x) eRté def1n1cJo y contenga un dato cuya llav~ 

exce1:1a a la l.lav2 .:i2 i, 9LlC..roa;,).:is en x el dat.o ..;1..ie está en 

p(~<), (Jespu?.S Se ret::•l,•p}a;:ct f:"l ncu:Jo Vé<C.:tnt.e >< por p(~(), y 58 

rep1t.e. Cuando el e;.:aru~n para, se almacena i en x. 

figura 3.9). 
,,. 

Figura 3.9 Inserción de lei llaVf! b por e~(arnen superior. 

SS 

(ver 

a) Creación de una nueva hoja. Puesto que 6 < 99, 

hacia e 1 nuevo nod•:i. 

99 se rfüeve 
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9 

6: 

55 

b) PL~est.o que E· < 11, 11 se mt~eve hacia el nod•:i vacd.nte . 

.s.s 99 

e) F°lJesto que 6 < 7, 7 se mueve hacia el nodo vacante. 
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9 

d) Pues\.o que 6 <:: 2, 6 se mueve hacia el nodo vacante y el 

examen superior se det.iene. 

La elirni11aci6n de un dat.o es rnits ccir11pl icado que la 

inserción. Para eliminar un dat.i:, i , comenzarnos pClr buscar un nodo 

>' que 111) t.en•3a hi jc1s. ::;e reroueve el dato, di9~i.r11os ;' d2s1j2 

y y se elimina y del árbol. Si i = i t12meis acabado; 

del nodo, digamos X 

Si la 

llave( i ) :ó llave( i ), reinser\.amos f un examen 

hacia arriba empezan1jü desde x .~::i la llave( J. ) > llave( i ) 

rei nsert.¿..rüos j por tJn ex.;i.roer1 hacia atiajo comenzand1:i 1jesde x 



' • 

" ' 
" 
" 
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t'lient.ras ..;-.~e le, llave( j ) sr:a mayor que la llave dtr algún 

h130 de x , se ¿l1ge un hijo e de> X conteniendo L~n dato dt:4 

llave ti'lin1frlct, alri1acenet.r11os en x el 1jato de e, reemplazarnos x por 

e y se 1'epite el proceso (ver figura 3.10). Cuando el 

ex~rnen se 1je t. i ene, se almacena j en V " . 

Figura 3.10. Eliminación de la llave 6 por examen inferior. 

40 

A.S 

.:;.s 99)-----C> 

a) El úl tinio nodo creado contiene la llave 99. Se destruye la 

últir.ia hoja. La llave 99 puede ser reinsertada. 



. 
' 

., 
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99: 

.s.s 

b) La llave n·.ás peqvef\a de Jos hijos del nodo vacante es 7. Pt•esto 

qL.h? 99 > 7, 7 se mueve hacia el nodo vacante . 

c) La llave r.1;\.s pequef'ía de los hijos del nodo vacante es 11. 

Puesto qLJe 99 > 11, 11 se rnt•eve hacia el nodo vacante. 

: 

-
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d) PL,é'st.o qL,e t-1 ni:ujo vacant.e nQ t..iene hijc•s, 99 se mueve hacia él 

y el examen inferii:1r se 1jet.iene. 

' 



J 

Al~ALI S l S DE LA Of\DEl<AC IO:' F'OR MONTI CIJLI)~; 89 CAPITULO TRES 

ANALISJS DE LA ORDENACJON POR MONTICULOS. 

Es d1flc1l creer que la por r11onti culo sea 

realmente eficiente. Parece e~i.:trafio tener c¡ue mo•.¡er el rlienor 

valor por varios sitios hast.a llegar al t.ope, ant.es de 

peinerlo en su lu·3ar final. Y de ht:-ct"lo, para pe·::iuefíos valort?s 02 

N, la ordenac10n por rnonticulo nó es r1·1uy efic1ent.e. 

arreglos 

roi:inlículo se convierte en un ruét..:ujo ri"11JY efic1enl~. Cc•ns1derar que 

un árbol binario c.:;;,·.plet.o con f\! nod.:-15 t.1en2 log(N+l) niveles. 

Aunqc1e cada elemento fuera unn hoja y tuviera que pasar por 

la c•rdenctc ión p•:.r rnont.1 cul•:i, -21. rji lí:'reric ia d2 la ordena.e ión 

r~pi1:Jct, es O(r'J li:19zN) independient.erúente del 01"den inicial de 

st's el ernen t.i:1s . 
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INTRODUCCION 

El presente capitulo trata sobre algunas aplicaciones en el flujo 

de redes. Algunas aplicaciones de la Estructura de Datos a la 

teorl.a de redes son: la conectividad de una red, flujo r11áximo 

(Ford - FL~lkerso11), )' el Pinl.8.do d2 le Red en flujo rnáxifllO. Aunque 

exist.en •::itros pr•::iblernas d2 re•:les t.ales como el ártu:il de expansión 

rninima, flujo a t1:ist.o rn1nimo, flL~jo a cost.o filinimc• en redes con 

ganancia , t.ransport..e-asignación, rut.a más cort.a, etc. estos 

prob l ernas n~:. se tratan a qui . 

Para el Flujo Má:.-:..:ir110, aplicando el algoritmo de Ford-Fulkerson, su 

fundamento radica en la factibilidad de un flujo inicial igual a 

cero. Con respecto al Pintado de la Red para hallar el flujo 

máximo, su trascendencia c1:insist.e en la búsqueda de trayectorias 

de un nc1d1:i fuente a un nodo dest.ino por mediCl del pintado de los 

arcos, teniendo como inicio un flujo fact.ible ne~ negat.ivo. 

' 
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GENERALIDADES. 

Et1 el ar1ál is is de redes de fl•.1JC•, le.. re:::t.ri•:ción más común e;. 

~cot.ar el flL1jo a t.ravéz do:: LO"! arco; es dec~r, 

valor del flUJ•:i est.é en 1.u·1 intervalo cer·rad1:i r10 vaclo. C(j) l larnadc• 

intervalo de capacidad pat·a J• U11 flL1jo x e11 la 1·ed G es . factible 

co11 respecto a las capacidades se xlJ) e C(j), para toda J e A. 

Los inte1·valos de capacidad se denotará11 as!: 

e< j > 

en dor1de e- (j) 

respectivamente 

satisfacer e ( j ) 

-e ( j ) s 
e+ u> > -e ( j ) '· 

y C-+ (j) sc•r1 las capa•=ida•jes inferior y sL1perior 

el a1·co J. Las únicas rest.r iccio1·1es q1_1e deben pa1·a 

y 

e+ ( J ) 

- "' 
"' 

Estc•S interv&lc•s de capacidad tienen cc•mo consec1.1encia ir1directa 

q1.1e puede pasar a través de un cc•t·te. El flt1jc1 de>~ a t.ravé::;"de Q, 

doride x e~ lH1 flujo definidc• en la red G y (! e~ un corte de G, se 

define ccirno la cantidad: 

E >«j> E X (j) 

jeat jEQ~ 
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CONECTIVIDAD DE UNA RED.· 

Sea G L'r1a red, N el conjln-.to de nodos, Y A el conjunto de 

arcos de qL,e consta la red. Se d l ce ci•Ae una gr á. f i ca e:s cor1exa si 

pa.ra tc•d&_pareja de r1odoz (i, j) e>~iste una trayectoria. P q1.,e los 

l'ne. 

Figura 4.1 

3 
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Defir1ici6n. La matriz de adyacencia X de la red G se defir1e sobre 

N x N de la siguiente matiera: 

f 1 si ( i ' j ) es un arco. 

A(i,j) = 
1) Sl ( i ' j) no es lH"1 arco. 

AL~nq•.~e es muy f ác i 1 detet·rn i r1ar desde t.1n di a9rarna cuando una 

gráfica es conexa o t10, es más di fici 1 c1.1ar1dc• las cc1mponer1tes de 

la red son dadas en f•:it·rna numérica pat·a s1.1 LISO cornpL1ta•=ic•nal • 
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FLUJO MAXIMO 

Considermemi:)s un sistema de tuber1as de t.ransport.e de agua como se 

muestra en la figura 4.3 . Cada arco representa un tubo y el 

número de ene ir11a de cada arco representa la capa.e idad rJe esta 

tuberla en galones por minut.o. Los nodos repr2sentan puntos en los 

cuales las tuberias están unidas y el agua es transportada de un 

tubo a otro. Dos n1:idos, S y T, representan la fuente de agua, y un 

usuario de ésta, respectivamente. Esto significa que el agua nace 

o se origina en S y es llevada a través de la tuberia del sistema 

hasta T. El agua fluye a través de la tuberia en una sola 

dirección y no e::<ist.en tuberias ·entrando a So saliendo de T. Por 

consiguiente, la red con los números asociados a cada arco 

(factores de pese•> es ideal para mr.:1delar esta situación. 

Figura 4.3 Problema 1je Flujo, 

' -•. 



FLLJ,1(1 MAXJMC1 95 C:APJTLIL(1 C:LIATRO 

1~uerernos U1a>{irf1iza\" la cant.idi:1d desde 

la fuent.e hasta su punto de consur,10. Aún cuando la fuente puede 

prQducir cualquier cantidad de agua a un deterrninad1J flujo y el 

usuario es capaz ,je consumir agua en la misrt1a proporción, el 

sist.ema dE- t.L~ber!a pu~de que nc1 t.engci la ccipacidad suficient.f-:' petra 

t.ran5port.arlc1 desde la fuente hasta el l~suario. Est.o es, los 

fact1Jres liu1it.c1ntes de todo el sistema es la capacidad d12 la 

t.utoer1a. 

Otros prc1blemas del wund•:i real son análo·3os en cuanto 

su naturaleza, cor111:i por ejer<rplo, una red eléctrica, un sistema de 

transp1::irl.e, un sistema de cornunicacic•nes, o cualquier otro sistema 

de dist.ribución eli el cual LH10 desea mairir;1izar la cant.idad de 

algún eleroent.ei que es enviadc• desde un pun1.o hast.a c.t.ro. 

Ahora bien, consideremos los resul tadr:•s dados a ccintinuac ión 

referentes al flujo rná>{irftc• en u11a l"ed. 

-
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CONCEPTOS SOBRE TRAYECTORJAS DE UNA RED. 

IJna t.rayect.oria P en una red G es una secuencia finita de la 

f orr11a: 

i., ,j, ,i1 , .. lz, para r > O 

dclnde iK E N , pa 1~a todo k = 1, 2, ... , I" y 

j""' ( il(. , 11i!.-I ) . Es decir, no iri-.;:oort.;.. la 1jirección d2l arco j\i(, 

:::1 el arco es de la forma J" nJ ( iK.-\ , 11'!. ) se dice qu'2 ji.! se 

reci:1rre posit..ivarni?nte; si p1:ir el contrario J.,,~ (i"' , ii.:.-l) se dice 

que jK se recorre negat1vamenle. Una trayectoria para la cual 

ni?•3a ti vament.e, 

enti:111ces se tiene un~ trayect.ori.ct negativa. 

los recorridos p1:isitivar11ent..e y l•:•s recorridos negal.ivar11enle, 
+ denotándose estos conjuntos como P y P respectivamente. 

+ Sea N el conjunto 1j2 nodos dünde i11ician las tra>·ectorias de P, 

y sea t~ el conjunto de nodos donde finalizan las trayectorias 

de P. 

Sea S' · =(N1sl CComplernenf...1::i de e· ·-· en Nl. 

Se definen los siguientes conjuntos de la manera siguiente: 

+ 
Q = l S, s•l + = { j E A / j {V (i 1 i I ) 1 i E s i • E C• .., } 

Q = [s. s·]- = e j E A / jtV(i',i ) . i E e v • i. E s• } 
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E.ti lHlct r12d pueijen dist.1n9ui1'se cuat.ri:• clases 1je B.rci:•s, st29ún stJ 

aquélla que se puede recorrer en arnbc•s sent.idos, la e lase negra 

es aquélla que se recc>rre en sent.ido cont.rar10 al suyo, la clase· 

t•lanca í:!s la que F·Ue•je ser recorrida s6l1:1 en su si:?nt.i1jo:i, y 

finalrnent.e, la clase roja es la ·::¡ue n•:• Plh?•je reci:1rr~rse en ningún 

sentido. De est.a r11ant:-ra se ,jef l ne una F·arti e ión 1je un cc•l1JLu1t.o d2 

arcc•s A t?n cud.t.ri:i suocon5unt.os l larri21.da coloración de A. 

(:1:i11 el concept.c• 1je ci:•li::•ración t:=s po5ible caré\cterizar las 

re;tricciones de una det.torr11ina1Ja t.rayect.oria; POl' ejernplc1, que 

ésta sea positiva. /1sirnisfl1•:.i, se desea det.errrlinar L~na trayectoria 

en la cual se- respet.en las restriccic1nes de recorrido para cada 

arco. En t.érmi111JS de la coloración de A, el p1•oblerna puede 

establece1•se de la siguiente manera: 

Trayectoria compatitile C1=1n la col•:iración: Es una t.rayect.oria 

conSist.ente en l•:is colores Verde, Bla11co, Negrea y Roj-:1 tal qJ2 

es decir, 

arco d,;, 

P : i--¡. ir 
+ P es Verde o 

+ 
E N i 

Bla11co, y tod1:> arco de 

E 

p 

N y todo 

es Verde o 

ALGORITMO DE ENRUTA11IEIHO. 

Sea G 
dominii:i un 

::; con base 

arco. 
+ 

en N 

la cual asigna o eti<weta a cada nodo del 

Esta func i6n recibe el nombre de en rutar.liento 

y debe satisfacer: 

+ 

de 

a) F'ara ca1ja ncido i de SIN , ( i) es L~n arco que- une- i con algún 
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b) Cuand•:i se 9t~nera una secuencia lo , Q( i0 ), it , 9 ( i1 ' ... 'iK 

en donde i es el otro exlrer1¡..:1 de 9< i~ 
+ 

"lcanza un nodo de N 

entonces una trayecloria 

El reverso 
+ 

de l.i a i 

) , eventualu1ente se 

de esta secuencie.. es 

+ 
Propósito: Deterr>linar una trayectoria de N a I~ compatible con 

la col•)1•ac ión dada. 

Descripción: 

+ 
F'asc• 1. Sea ::: = N y sea e Vctcl (1. 

Paso 2. De\.err11i nese el conjunto Q = ( S , N/S l 
Si e;.:1ste J e Q + tal q:.Je j es Verde o Blanco 6 

si exi st.e j E G! tal que j es Verde o Negro ir al paso 3 

Si no e}(lste tal j terminar. En esl.e caso no e~<iste 

solución al problero\a. 

F'aso :;: . Sea 9 < i) : = j, en donde i f ::; . 
Sea S:= ::; \J Ci) . <El enrL~l-aro1ent.o es corlipat.ible con la 

coli:•rac ión. 

Si i E N terminar. Los arcos del e1wutamiento forman 

una trayectoria p de t·t a i E N compatible con la 

col1:irac ión. 

Si i f 1-J se tiene sn N = rp . Ir al paso 2. 
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CORTE MINIMO. 

PROBLEMA DE FLUJO MAX IMO. 

Maximizar el flujo de N+ 

factibles ci:in respecte, a las capacidades. El suprer110 en el 

problf•rí1B ele flujo r11á)~i1110 es 

de vali:ires de flujo de M't 

la rninirna cc•t.a superic•r del 

a N- de lodos lr.:•S pr.tsibles 

val•jr b!S la solución requerida del probleu1r"( de flujo má>~imo. 

Como s& puede observar, t.od~s las trayectorias de N+ 

utilizan algún arco di:- cucdquier cor·t.e Q : 141"' __. N- y de 

fluji:is 

est.(• 

rnodCi los cortes const.it.uyen "cue-llc•S de bc1t.ella 11 para el valor del 

flujo de N-t . Es decir 

~!:.~e~~!.~!.9!:!· Sea:>( un flujo qL'e satisface las resl.ricciones del 

entonces 

e -t ( Q) 

El probleH1a de corte r1~inirnc1 es el problema dual del flujo má>tirno. 
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PROBLEMA DE.CORTE MINIMO. 

Minirnizar Q 

Nótese ·=1ue un corolt:1ri•:i de la proposición anterior es la 

desigualdnd siguient.e 

[~::upreroi:1 . en pr~b 1 eu1a 

f lUJO má1:.lh11:i 

[Mi ni ro.o en problema de corte J 
mi nim1:1 

La rC!lación wás irnport.ant.f! ent.re los dc•s problerrias es el hecho de 

que la i·3ualdad se cumple en los óptiu1os. 

Unéi t.rayect.oria P : 14t---0 t~- L•s c1urnent.Br1t.e par8 el flL~jo·:i{ si 

x(j) < c~(j),\¡/jE.P+ s, ><(j) > c(j),\jjG P-

Claramente, el flujo x puede mejorarse a través de una trayect.c:•ria 

aurnent.ante. En efectc•, puede •3t1rant.izarse la e>{istencia de un 

núrne re• ot > O t.a 1 que 

1 
x(j) +o( • jE p+ 

X' ( j) = >« j) +otep(j) = >« j) -o( j E: p-

)(( j) • j .¡:. p 

.... '"-''----'•- ... ., •••• ' --- > 
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TEOREM DE FLIJ.J0° l~ill: 1"'0 - Cüf(I E Vi¡ N mo. 

Supóngase qL~e e;.:1ste al r•1211os un flujo ;e; que satisface t.1:1das las 

re5tricciones del proble~a. E11tonces: 

= 

.Cabe sefíalar que si e;.:iste un¿¡_ treo.yectoria d2 capa.cida,j ilimitada, 

entonces ambos prool2~1as t1en~11 valor + ~ en caso contrario, 

los val•,res de ambos, iguale;, son finitos y el pri:•::1l2r1\a d2 :1uJ1:1 

11.:i.!<irno - Corte 1·11 nir;,o es c.v.;e ai1,bos pPoblemas ptJeden ser resueltos 

sirnul tánearnente. D.::be recordarse '1l~e, pu2·5t .. •:• q1_~2 est.os probleMas 

son di..~ales, a partir de la solución de t~no ptJei:Je •Jbtenerse la 

solución 1je] ot1~i:1. 

f'ara construir lJll flt~jo c.t-Htienta.nte, 

flujo qu.: curt1Pl2'. las re;t.ricc1ones y en c.ci.o.:i iteración s.:- t1L.15Cará 

" a través 

de capacidad i 1 irni t.ada, el valo1· rná.;( i MtJ de }( no e5 finito, y p1:ir 

1 (1 t.ant1:.i, el SL~F·r€'ír10 ,;,n el F•rot•lema 1je fltJjo r.iá;< 2 r111:i ¿.5 + (l) .f'or 

i:1tri:1 1 ad·:i, el e r i f...i?r i o •J2 t.erm1nac16n se 25t.at1lece mo::-diant.e ! a 

existi:nc ict de L.01 cor te lt. 
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ALGOR 1 TMO DE FORO Y FlJLK.ER:>OM. 

E!:~E:~~i:!:Q: Det~rlí1i nar el f lujc. Ji1á:.,iu1ei de N+ a N- en una red G 

en la cual no e:l{ist.en t.rayect.orias de capacidad iliu1i1..ada. 

Paso 1. Det.eru1inar >,, un fltljc• que 

restricc icines del problema. 

vt?rde si e- ( j) < x(j) 

blanco si e- ( j) = ){ ( j) 

negro si e- ( j) < >« j) 

rojo si e" ( j) = x(j) 

sat.isf aga t.od~tS las 

< c+(j) 

< e' (j) 

= e'"< j) 

= et ( j) 

Paso 3. Oeterrni11ar una trayectoria c.:.1rí1pat.ible con la coloración, 

es decir, una trayectoria aurnentante pare.. ·x. 

Si se det.errnina la t.r.ayí:'tt.ciria P 

la colorar ión, calcular 

\ 
e+ ( j) >:( j) 

' 
a = Mi n 

-x(j) e ( j) 

j E p+ 

j E p 

Hacer >t = x + a ep y regresar al paso 2. 

, 

cornpat.ible cor1 

-
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+ Si se deterr(lina un corte Q ~ N ---b N- compatible con la 

coloretclón; t.erminr1r ccin e] 11ujc1 rná.>{]lflC• )~ y el cort.c:~ rnlniwc1 1~, ya 

que este úl t.irt11:i 
+ e (j) = >:(j), j 

satisface 
.+ 

E l.i.? & 

flujc. de x a t.ravés d~ Q = 

e ( j) = >~(j), j e q 

[ -[''(j) = 

" 
il 
! 

5 
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TRAYECTORIA DE UNA RED. 

Vna considera.e ión imp1:i1·tc..nt.e en la det.e1•r1i1nac l<~.111 d2l flujo máxir11.:1 

en u11a red es la d1recc1011 en gue pu~d2 c1rctJla1· flujo a través de 

un a.rci:1; e5 d-=c1r, debt! tenerse en cuenta si ':"'?! flL~J1j pu2i:Je 

aur•lf!lllarst=~, decreiuentarse, ~mbas cosas o n11191Ana de el las. En e5te 

a.SF·ect.o es 11¿.c12s¿...1•10 11 et.1qU>;-!t.a1•'' los arcos pa.1·¿.. que se distinga 

qué cio.Mbios requer1i:J•:•s scin fz..,ct.ibles para el fluJo a tl·avés de tJll 

arco. Esta et.1q:_J2ta t:5t.:\rá d.;..da poi· la introd1Acción de una 

''coloración'' d~l arco5. 

CORTE Y DIJriLIDhO. 

E;e dice GU?. el c1Jr te ·~ separa N 
+ la forma de N si e·;; i:ie 

(<· Wººl oJ 1 I' .... l para algún e· 
·~ e f·' '' tal que r/ e E; y N r1 <-v = ú 

f'RQ!:i.t.,Fl1B P~E~~ ~üRTE p:;\.Clf(E6_QI). 
/ 

:::ea11 t~+ y ¡. <: u t.ales Gl~e t~+ n i'~ = o ::;2a una 

coli:.11·a.c1ón en la re1j con los colo1·es verde, blancQ, 11egro y rojo. 
+ 

El problema es d.:t.err,}inar l~n ci:.1rt.e 1~: t~ -7 N tal sue t.1J1j1~ arco 
+ o.: 1i sea r 1JJO o negrJ:1, n1ient.ras gu¿. t-odo arco de 1i sea rojo o 

blanco. 
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Un corte qu~ cumple las restricciones de color se dice coropatible 

de t~ 

solución al pr.:rblema del corte coloi~ead1:.. Nótese la dualidad entre 

ltts rest.ricciones de color pctret t.rctyect.ori8s y coi~t.es. 

Nt - N+n - 0. ~;ectn e N y N e t~ t.;1 l i=-s que:: N = 
Entcn1ces, para toda coloración de 1 t'1 red, llámese G, con los 

colores v~rde, blanco, ne·3r1:.i y ri::1jo, una y sóli:t una ,je las 

si•3uientes afirmaciones es válida: 

1. El problema de la trayecti:iria col1:.ireada tiene solución P. 

2. El problema del c•:irt.e c•:.iloread•:1 t.iene solución Q. 

Si t.eru1ina en el paso 2, ent.•:inces se t-18 ci:rnstruido un corte 
+ 

c~:N ---t>N cc1rt1Palible t•:tn la coloración; la e:.-~istencia de este 

corte garant.iza entcrnces la no e>~istenc ia de una trayect.•:•ria 

compatible con la coloración. 

ot.rei result.adc• fuert.ernent.e relacjc1nado con el t.t-orE-rna de 1a red 

coloreada es el lema de Mint.y y se ut.i 1 iza frecuentemente de 

manera ccinst.ruct.i va. Est.e resu1 t.ado ut.i liza el concept.o di? cort.e 

elemental paralelo al de trayect.cria elemental. 

---··-. ___ -,._._,.,, . .., ...... --·-- --·-· .... ,----~ 

l 
i 

\ 
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núr111::-rc• d~ cc•UIPOnt:>nt.e-s cc•nexns se incrf:-mt:'nt.H en una unidad. Si la 

red Ges cone)'ª' est.o e•::¡uivale a que Q t.enge< la forma [t;,N/sj 
deor1de N >' s >' 0 , .t.odo par ele nodos d€• S pu,,den ser unidos 

roediHnt.f! una t.rayect.c•ria gue sólc• utilice ncu:los de S y todo par 

de nodi:•s en N/S pueden ser unidos con t.rayectorias cuyos nodos 

Dad~ unci cc1)c1ración t."'11 LH1r1 rt: ... d y un arco blanco e• nf:gPo de el la, 

se cur11ple que est.e t.=trco per·t.f•nece a un ciPcuit.o eleu1e.-nt.al 

compatible con la coloración o bien a un corte elemental 

tomF-·nt.ible cün la coloración. Est.e result.adü si:.:- est.ab]ece en el 

lema de Mint.y. 

LEMA DE MltffY. 

negro y rojo, y cualquier arco Tblanco e• n~gro, una y sola una de 

las si•3uientes afirmaciones es válida: 

1. E>'i st.e un e i rcL~i t.o (elernent.al) p cou1pat.ible CC•n Ja 

ccloraci611 que usa J. 

'• L, Exist.e un cor t.e (el f!í11ent.a l ) Q coropat.i ble con Ja 

coloración que usa J. 

Est.e lema de Mint.y PL~ede der11ost.rarse a pnrt.ir del t.eorerna de la 

red coloreada del si•3uie11te rnodo: 
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Si::a J r'\.J ( i., i') un arco, y denót.ense sus extremos c1::in s y s' del 

siguiente rni:ido: si J es blanco sean s = iz y si 

r es \le·~ro 1 sean s = i.t y s" = iz F'(1r C!l ctlgc•rit.fí10 

enrutarí1iento para est.ablecer una trayectoria 

la coloración, clond¿. N + y 

N { s'\ 
El. No e>,ist.e solución al problt-rut.1 de lc1 t.rc:1yt:oct.oria coloreada; 

este• es, sto det.~·rrnina un cort.€· q = [ S, N/~:J cornpEit.ible con la 

b. 

c1:.iloraci6n. En este caso, puestc• qUE: s e::: y s. f. se 

J E Q y por- t.ant.c• se sat.i sf c1c e la segL~nda 

condición del lerf1a de Mint.y. Inversc11oent.e, si Q es un corte 

que S[tt.isface t.c1das las condiciones ant.eriores res.ut?lve el 

problema 1jel corte coloreadi:•. 

este casi:• se determini:I. unrt trr:1yecti:iria P' :s--P s' 

•::iue esta trayectoria es eleu1ental y ·~ue tii:i usa J. 

en 

Supóngase 
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La e::~isten~i;: .. de P' puede ser garantizada a partir de:-1 s1guientE

t·1t!tho: sólo e:i(ist.e t~na t.rüyt!ct.ciria c·lt:·H1ent.r1l de IJ+ ct f\J a 

saber: - ' 51 J / S F-•t'.:.'ro est.M t.rayt·ct.orict nc1 es ce<wpat.iblt· 

rolc•retcjón. De-f1nc:1st- f-• = P', T, 

e i rcui t.c1 c-J efirt~nt.cil ·~UL"' rc•rd.i en0 i:1 

color·ctc i ón. 

5 

con l ft 

clase 

tC•rre.-s~·c•nden biunivocei1uent.e t1 lc.s circuit.os P (lt:- est.ri clc:1se. Por 

Por otro lado, el t.e1:1rc-u1a de la red c1:iloreada puede ser dewost.radi:• 

dos subconjunt.os ajenos del ronjunt.o N de nodos de Ja 

red. :3ea G' una red construida i:1.gregand•:• a Gel arce• TN (s' ,s) >' 

los arcos Cs,i), para t.odc• i e Nt , y (k,s'), pctra t.odo 1,.e N 

(véase 1 igura 4.4). (:olorét:nse t.ociL1S los nL~&vcis arcos dt- blc1r1co. 

Lci. apllcaclón del lerna dP Mlnt.y para el arco J ) leva a dos 

posibilidades: 

la. E>~iste un circuitc1 elemental P compatible con la coloración 

que CQntiene al arc1:1 J. Puesto que J es blanco, este ci1•cuito debe 

ser de la f orrna P: s' , J, s, j, , F'' , jz. , s' en donde j 1 rv (s, i), 

i E N+ jz N ( k 's' ) e on k E N- y P' es entonces una 

trayectQria de i a k compatible con la coloración. Con esto se 

establece una corl"espondenc ia biuni v1:.ca de los ci rcui ti::is P' con 

e:•st.as car-act.er.fst.icas y las t:rayect.orlas P': i ---b k, con 

y k e N-, de ,jr,:,nde se deriva la primera cc•ndición del 

de la trayectoria coloreada. 

teorema 
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2a. E>~iste un corte eleu1ental l~ cc1u1pat.ible con la colo\~ación que 

conlieru? el arci:1 r. En este caSQ (J ll•) puede contener ningún arco 

nuevo distint.c• de r, puesto que, siendc· ést.os blancos, lló se 

satisfarian las rest.ricci1.:1nes de col.:•r (nótese que r E fl.- ) . De 

¿-1qu! quC!- los demás arcos de Q sein arceis de la red ori9ineil G y pCir 

tanto constituyen un corte compatible con la coloración en ella. 

De nuevo estet c1:.rr1?spc1ndencia de ci:•rles es biunivoc¿., p1:ir lo •:iue 

se deriva la se'3U\1da alt.t:.-rnat.iva d~~l t.ecireroa de la red coloreada. 

o 

Figura 4.4 
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CAPITULO V. PROGRAMAS DESARROLLADOS. 

1. CONECTIVIDAD DE UNA REO. 

2. FLU.JO MÁXIMO. 

3. PINTADO OE LA REO EN FLU.JO MÁXIMO. 
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CONECTIVIDAD DE UNA RED. 

En e·::it.e algorit.111>:• se u:;a la rnat.r1z de adyacencia X de la gráfica. 

Est.a es la rnat.riz do;;- c1ri:12n 

nodos da la gr¿fica, cuyas entradas son ce1"0S o uno5. Para l& 
z Matriz cuadrada. X . las entradaB corresponden al núrn2ro d2 

d1 fer2nt.es t.ratec t.or1as >:::-nt.r2 •:J1:•=:. n.: .. jos los cuáles usc..n di:.s 

..:.·nt.onc2s las entro.das en 

la (1,3)-ésima posición es el nú~~ro de dif8rente:; trayectorias 

entre los nodos i ¿, J as i ff1 i sr.10, 

ni:ujos qu.::- usan e u.~ t.1"ü a re os. bier1 
n-1 

rn~t.r1z X , entradas en la ( i, j )-ésirna 

posición indica el núr.1ero de diferentes trayectorias que e~<ist.en 

entre los nodos i & j los cuáles u~an n-1 arcos. 

una gráfica eslá conect.ada, es P·~sit.le encont1 .. a1" una 

trayectoria entre t.od.:i. pareJ.a de nodos l1:1s cuáles usan a lo más 

n-1 arcos. Asi al menos, una de las roatrices X , 

debe tener 

xz. n-1 
. .. 'X 

(i,j)-ésima si existe una trayectoria entre los nodos i & j 

En rt;=suu1en, para probar cuando una ·31"á f i ca es conexa o 110, la sur1)a 

X + xz + x" + . + x"-' = y 

es enc•:intrada. Est.a rnat.riz debe1"á tener entradas cero para al91...1n 1:•s 

nc1d1:is qL~e no est.én conectaijos, pJ:ir lo quo::o la gráfica es no-ccinexa; 

si la rnatriz es ti:•t.alme11t.e diferente •je cero (par-a toda pal"eja aa 

nodos i,j su entr.e..d~ en la posición (i,j)-ésirna de la r1latriz Y tos 

diferente de cero), e.nt.i:•nces la gráfica es conexa. 
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F'or } CI t.ant.o, Ja matriz que ni:1s 

'=iUi:: exi st.~n para ir del n•:1di:1 i 
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[º 1 J "-

y = 1 1 

1 1 1 
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indica e 1 número 

al ni:1do j' gue usan 
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t.rayect.orias 

lo tf1ás n-1 

X + xz 
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Por ejen)plo, nótese que del nodo 1 al nodo 1 f'}<ist.en dos 

t.rctyector1as: 

i) Una "llli'> sigue est.« secLJenc ia: Q)-(D--0 
it) Ot..ra qLlt"! usa est.a secuencia: 0---0--CD 

( L~Sa 2 arcos) 

(Usa 2 arcos) 

Asi también, en este mis1110 ejen-1plo, t:}<lst.f~ unci. t1'ayectoria que va 

del nodo i a 1 ni:•do j , p~ re-. t.i:uj.:1 l i , J ) ;11. ( 1 , l ) . 

EJEMPLOS . 

Figura 5.2 GRAFICA CONECTADA 

42 21 21 . 21 21 21 21 

21 49 35 14 14 7 7 

21 ::::s 49 7 7 14 14 

y = 21 14 7 14 14 7 7 

21 1'1 7 14 1á 7 7 

21 7 14 7 7 14 14 

21 7 14 7 7 14 14 
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1 3 

FigLH'<t 5.3 GRAFICA NO CONECTADA 

3 7 3 o o (l 

7 6 7 (l o o 
y = 3 7 3 (l (l (l 

(l (l (l ·:• 7 3 -· 
o (l o 7 ¡= _, 7 

(l (l o 3 7 .-. 
~-

X + = y 
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FLUJO MAX!MO 

Antes de form.3.lizar, se cor111s-11ta la l•:Jea centl'al de est.2 algoritmo, 

qLJa e:; el al9,,rit.r1t•:> de F1:>rd y Ft.i:lkerson. Se inicia con tJn flUJo 

bá.s1c1J fctct.1ble i~uAal a cero. El p;..=:io sig1.Jit-nte c1:ins1ste e11 

2ncontrar lrayecto1·i~s del 11odo in1c1al S al nodo fi11al F, y 

ite1•at.1vi:i y se int.e1·1·v'1'i='>=.! al no e; .. 1st..11· t.r.;._yectoi·1.:.. algun.;:., de S c.. 

F. 

Paso 1. in1c1a1• con U\1 fluJo factibl~ cero , 1 .>::'.' fi.j :: o 
V (i, .. i) arc1). 

- Se asigna la et1qu2La (+FJ al ~~rt1ce S. 

(()11 (+::;J. 

j s1 j ni:l está etiq1 . .i:etadi:1 Y el flt.i:jo de (i,j) ni:• 

está satu1·ado. Se le asigna la etiqueta [+iJ. 

k si k ll•J tiene etiql~eta y el fltJJO de (j,k) es 

mayor qi....12 ceri~. Se lr. asigna la et.isuet.a C-iJ. 

Se' repite el paso 2 hasta et.ic:vet . .:..r F (ya encont1·ani1)S una 

trayect.1:iria di:: S a F). La et.iqi.,et.a 1je F 11•:1:; in,jicct el nod1:i 

anterior a F en la trayectoria, y la da este el otro nodo. 

J Paso :3. (hi..Jt11ento). Si F h¿.. sido et.iGth~t.ad•J se elis2: 

,_, 
' i \,..; 

. .. ~ .. 

cü = f1in 

y se pasa a (2) . 

f~ si j tiene etiqueta [+1l 

si j tiene la etiqueta [-iJ. 
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f lvJo r~;,.~<ir.· .. ~ = ¡: "' 

valo1~es t.·nt.~ro5, ya ..:;:.;e P.·:ir con;t.rt~rc1CJn .:,¿.} .al9.Jr1tr1;.:i, rc,~n2J.ct 

lJll co11Jt111~c· 02 vaior8s ~;1t2r0; i1111to, y 

~:olui:1ón: 

' 

~ 
\..!;../ 

Fl9Ul'¿"I, .5 . .4 

11 o ,:. l--'=~---0 

{1z.,01 

si.~; 

© 

((1 ::= '3 

C<Z = 7 

--·~~-..... ,.,.... ·--............ _,__. ............. '""'~ 
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>------<>@ c.,:n t>~Q) 

[z:i,o"J L12,o) l 
~,,.~ 7 

t;(3 = 9 

t14°~1 \1'•' 

1-'l;.;.,'l'-'-';:fl,__t> ~ 

f¡il\.1) (1?,0J 

~ 

<l<• = 1 

Figcira .S.A e 

FltiJO M&:.:imo = E <>« = 9 + 7 + 9 + 1 = 26. 
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PINTADO DE LA RED EN FLUJO MAXIMO. 

Se tiene •.ina r·ed cc•lo1·eada, Cl,YC• pintado de lc1s arcc•s significa le•' 

s 191_, i ente: 

V - verde - es posible enviar flujo por arnboz s~nt.idos del arco 

B - blan•:c• - es. posible enviat· flt..'Jº sc•larnent.e en el sentido q•Je 

tiene el arce• 

es po::.ible enviar flujo únicamente en sentidc1 

co1itrario que tiene el arco 

De aci..,erdc• a esta ir1t.erpret.ación, se p1..1ede pensar a la red pintada 

de 1..u1 sólc• cc•lor, ya so;.a de color blar1cc• 6 de col•:•r ne91·c.. Pot· 

cc•nsi91..1ier1te, se elige, sin pérdida de genet·al idad, el blanco para 

pinta1· la r·ed, es deci1·, Ee cambian lc•s cc•lc•res de la red original 

al color blanco de 1 a manera si91..,iente: 

1) Lc•S arcos pinte.dos de col•:•r V (verde) se descr.:•rnponen en dos 

arcos de colc•r blancc1: 1..n·1r.:• cc•n el ser1tido •=!l..le tiene originalrnet·1t.e 1 

y el otro con sent.ido inversr.:• al ori·~inal. 

2) El arco pintado de colc•r N <negrc1) se descc•rnpc•ne: en l..ln arce• 

blanco con sentidc• ir1verso al q1.le t.iene i11icialrnent.e. 

N6tese q•.le todavía ne:• e>~isten arcos de colcq· R <rc1jC•); éstos vat-. 

a existir cuando haya iniciado el p1·ocesc• del Fl1..ljo MA>,imo. 
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F'c•r ejemplo, sea la red G que se rnllestra abajo. 

[o,5) 
N 

(-1.~1" 
a,s] 

s (-z.sl" 

0 
Figura 5,5 

CAPITULO C:INCO· 

Los núrnerc•s qLle e.stá.n sc•bre los arcos es el ir1tervalo de 

capacidad. 

Esta red es equivalente a la sig1..,iente red G': 

(o, 0:.1 

1 

Figura 5,6 

Nótese que ahora se tiene una red únicamente cc1n ar·cc~s de colc•r 

B (blanco). 

Ahora bier1, para cada arce• e>::iste 1..u·1 intervalo de capacidad 

CCx> = (c-Cx>, e+<>::> J , y LH"• flujc• factible f(>::>. S1..lpor1garnos q1..le 

el flujc1 inicial de la red es factible, y qLle es posible aLlrnentar 

ese flujo. Se recuerda q1..le el objetivo es encc•r1trar el flLljo 

rná.xirno de la red de Llt"t ru:1do fllente a un nc•dc• destino. 
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T6mese la red del ejemple+ 21.nt .. erior, y ~hc1t"a se procede a dar un 

flujo factible, esto es, se a~aden flUJO f(x) a todos los a1·cos, 

donde e-(>~> f ( :<) 6L1pon9a1nos que el flujo factible 

ya está. dado, tal cc•rno :;e mt1estra en la fi91.1ra. La idea es cc1n+:icer 

el funcic•narniento d,al algc•ritrno del pintadc• de 121. red para hc.-.llar 

el flujo mA.>~imo. Se hace hincapié er1 que t•:idos los arcos de la red 

son de color blat-.co. Ver la figura~ •. 7 

(o,51 

ITERACION 1. 
Figura 5,7 

Para cada arco se obt.ie11e la (Capacidad Mé.>~ i ma - FlLIJco). I)espués 

se el i9e el rninimc•, es dec i 1-: 

CAPACIDAD FLUJO IGUAL 
ARCO 

MAXIMA 

< 1, Z>: 6 5 = 1 

(2, 3): 6 o = 6 

(3,5): ·7 3 = 4 

(5, 4): 5 3 = 2 

(4,€.): 4 3 = 1 

Por le• tar1to, el M1nimo de { 1,6,4,2,lJ = 1. Asl, el flujo 

aLunentante es •.1nc• para lB trayectc•r i a anter i c1r , es dec::ir, Ct1 = 1. 



J 
,~ 

; ... 

1 1 
1: -

PINTADO LlE LA REL> EN FLIJ.JO MAi<IMO 120 CAPITULO CINCO 

Ahora se tiene· 1a nl1eva red dada ei contir1•.1ación, d6r1de a cada arce• 

de la trayectc•t·ia ar1te1·ic1r se le ~i"iad16 cu. 

Figura 5,8 
(0,5) 

Cornc• se p•Jede observar en esta r·ed, los arcc•s saturados <color 

rojc•), son: <t,2> y <4,6). Est•:. es, RF' = \ (1,2>, (4,t.)} 

ITERACION 2. 

y at1~logarnente a la p1·imera iteraci611, se tiene: 

CAPACIL>A[l FLUJO IGUAL 

ARCO MAXIMA 

( 1 '3) • E: 3 = 5 

(3' 2): 1 o = 1 

(2,5): 8 5 = 3 

(5, 6); 10 5 = 5 

Por lo tanto, 0t2::: Min f 5, 1,3,5} ::: 1. El fl1.1jo aurner1tante es 1. 

A cada arce• de esta t.r·ayect.oria se le aríad.: lH"la tn1idad a su flujo. 
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Se tiene ahora la 1·ed s19L~1ent.e: 

F 
(o,s] 
o 

i 
g 
u 
r 
a 

5.9 

Se C•bserva q1.Je se sat.•.u·a el ar•:eo (:i, 2}' el •=•-~al se agrega al 

cc1r1 j llt"1to RF es decir·, RF { ( 1, 2) 
' 

(4, 6) ' (3, 2) 1 · 
ITERACION 3. 

Para esta trayectoria '!.e tiene: 

ARCO CAPACII>AD FLUJO IGUAL 

1'1A}·!IMA 

( 1, 3): 8 4 = 4 

(3, 5): 7 4 = ~< 

(5,6): 10 6 = 4 

Sie hace co = Min ·\ 4, 3, 4 1 :::: 3 • Por cor1si9uiente, el flujo 

al~ment.:..nte es 3, y a cada arco se le aumenta 3 llnidades. Cc•n este 

r1uevo fll~jo, se tiene la red si91..~iente: 
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RF:::; ~ (1,2), (4,6), (3,2), (3,5) 1 

CAPITULO CINCO 

Nótese en la red qL~e ya no es PC•sible •·1c..llar una tr·&yectoria del 

t1odo al nodc• 

FlL~jo Má.)~imo == Flujo Inicial en la Red + 
E "' 

8 + 1+3+1) = 13 . 
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CONCLUSIONES 

En el transcurso de su desarrollo las matemáticas han trascendido 

no sólo más allá de sus propias fronteras, sino también a través 

de los limi t.es que separan las di ferent.es part.es de la matemática. 

Antiguamente era posible distinguir, aunque con cierta dificultad, 

entre la matemática pura y la aplicada; hoy es imposible decir 

dónde comienza tn1a y dónde t.erlt"iina la otra. Esta creciente 

imprecisión en las fronteras de las diferentes ciencias 

caracteristica del desarrollo c1entlfico. Del mecanismo 

es una 

de una 

computadora al mecanismo del uni\1erso o al mecanismo de nuest1~os 

pensaroientos hay sólo un pequeño paso. 

En la presente década hubo un incremento en el uso de la 

computación; de hecho, sus apl i cae iones siguen e}< tendiéndose a 

campos jamás imaginables. La importancia de este trabajo reside en 

haber precisado el alcance gL~e tiene el uso de los alg1Jri trl)os, 

realzando sus bondades ya defini•jas, as! como el de señalar la 

trascendencia que tiene la complejidad cornput.acional ccimo una 

herramienta útil para la eficiencia de los algol'it.mos. 

En lo referente a la Estructura de Datos, se concluye que es 

esencial por estar 1 ntimamente ligada a la ef ic ¡'encia de los 

al91jritmos, .jest.acando su comodidad en el estudie• •:fe la t.e•:-ria de 

redes, ader.1ás de sus múltiples aplicaciones en los problemas 

reales. 
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Con respecto a las apl i cae iones que se ! levan a catio en esta 

tesis, se destaca la iroplantación ,jel algoritruo del p1nt.ado de 

la red para hallar el flujo má~<imo. Cabe serlalar que existe rnuct-1a 

t.eoria sobre 

ir.iplantac íón 

redes, sin embargo, la aportac1ón en est.a 

basado en particular, fue la de crear un algoritmo 

en los c•:.lores .j¿. una re•j, y de alll 1 ni e 1 .ar un;.. búsqLh?da 

elo':íiaust.1va 1je t.cuj~.s las t.rayect.or1¿..s 1je un nodo: fuente ~ un nodei 

destino, cc•n un f lL~ji:i inicial qu2 pueae ser 1ji fe1"ent.e 1je cero, 

vis~al izándose tales car,1inos en la pan tal la. 

Otra aportación, fue la conjunción de los aspectos 

cci;.iputac i ón-redes, ana 1 iz.indose pr i rüerarnente 

después combinarli:1s en las aplicaciones Ya 

enfoque desead1::i. 

por separad.:), 

descrit.as, con 

para 

. e 1 

Asir.lismo, los algori t.r,1os presentados pueden en1~iquecerse con 

nl~t-vas i1jt<as, come• son para la conect.1vidad y Flujo f"láx1fi1•:' a..:.

Ford-Fulkerson, ,jitiujar la red en pant.al la, y F·ara el alg.:1ri t.mo 

dal pintado da la red, qua t.enga varios n.cidos fuente }' varic-s 

n1:>dos des t .. i no . Acier11ás de los mue hos usos que se 1 e pueden dar , y a 

c¡ue la crea ti vida•j del hombre es no medible. 

C:or.io cornplerúent.o, se analizó la eficiencia de lc1s algorit.rn1::is de 

FluJo f1áxirnc:1 CForij-Fulkerson y Pint.ad.:a de la Re,j) con base a su 

tiempo de ejecución. Se hizo L.n1a prueba i:fe hipótesis para 

si e}:'.istia diferencia significat,iva entre las medias 

t.ie;r.pcis 1je estos algoritrnos, estando 2rabos algoritmos 

misr11as cc1ndiciones: f+)isma computadora, mismos datos de 

con.:i,cer 

de los 

en las 

entrada, 
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rnisrnas redes, et.e. Para real izar tal F·rut:-t•a se generaron númer•:•s 

aleat.01'1os los cuales const.ruyer•:in las red2s, asi 

caract.erfsticas que tenian los arcos. Cabe frtencionar qL~e fueron 

genera1jas t.re1nt.a redes para llevar ii. catu:i este análisis. Y 

habien1jo reali;::ad•:i t.al prueba se l le96 a la conclusión de ~ue el 

algorit.r1lC• del F'int.a.jo de la Rt-d es frtit.5 eficiente con resF•ect.i:• al 

t.iernpo de ejecuc i6n. 

Finalmente, hay que tener en cu2nteo. que los objetivos 

.! e:;tablecidos de este t.1 .. abaj1~ se cvmpl ieron, ;· que en lo personal, 

1 
toda:;¡ia queda r111..~cho por hacer en estas áreas (Computa.e ión e 

Investigación d2 Operaciones) , ya qt1e cor110 se observa en 

nuest.ro diario acont.ecer, ha habido un cambio i nieresante: en un 

mundo probabilistico, ya no mane j c._ri"1DS ni cantidades ni 

af i rmac ion12s relat.i vas a un uní versi:i 1j2.di:i. re-al y espt:-cJ f i co, sini:1 

que t1acernc•s pregunt.as que pueden h2.l lar respt-tt:?st.a en un gran 

núr1lero de universr:•s sirnilar&5. Asi, 

cont.ribL~idc1 c•:in su granito de arena para el coni:•c imient.c• 1jel 

h1:irobre. 



COMENTARIOS: 

Los PROGRAMAS FUERON DESARROLLADOS EN TURBO PASCAL VERSIÓN 3.0 V 

FUERON PROBADOS EN COMPUTADORA PERSONAL. 

~ ~ 

LA PRUEBA DE HiPOTESIS FUE HECHA CON LOS PROGRAMAS DE FLUJO MAXIMO 

DE FORO - FULKERSON V EL PINTADO DE LA RED, QUE POR NECESIDADES 

PROPIAS DE LA PRUEBA DESARROLLADA, ESTOS PROGRAMAS SE PASARON A 

TURBO PASCAL VERSIÓN 4.0 

LAS CORRIDAS DE LA PRUEBA DE HIPÓTESIS FUERON HECHAS EN 

COMPUTADORA PERSONAL 'PRINTAFORM ' • 



APÉNDICE 

ANEXOS 
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COMPARACION ENTRE LOS ALGORITMOS DE FORD-FULKERSON Y EL PINTADO 
DE LA RED PARA FLUJO MAXIMO. 

METODCILCIGIA. 

1. La cunst.ruccién de las redes en las que se efectuó la 

cOi1~?rtración se llevó a cabo de la siguient.e rnane1,a: 

a) ToCJas las reijes poseen tui nodo fuente y un nodo dest.ino, 

ade;nás ,je SL~s nodos int.erff1t?d1os. El núr11ero de nodos de cada red 

t.iene co<•lü r.1á~<:1r,;o E.I) nodos, y ffl núr11ero de arco::; e;;t.d entre 

( n-1) r E.O, d·::inGe n e3 e 1 nú1i"1t!rO 1je ncujos de la r-ed. 

2. Los datos pcq'a lo~ algo1'it.r.-ios van a est.ar dadüs de la forrna 

s19¡_J1ent.e: 

a) Cada arco v.¿¡. a quedar d~finid1:- dando su n•:•do inicial, su 

nodo final )' su capacidB.d. La capacidad de cada arco PL~ede ser 

rt\aror o i~ual a cero, r va a sel' generada aleatoriamente. 

3. Generación de números aleat.orios. 

a) Se genera aleat.oriarnent.e el núrtn?ro ,je nodos de la qL~e va a 

estar compuesta la red. Est.e número aleat.orio est.á entre 2 y 50. 

b) Se genera aleat.oriarf1ent.e el número de nodiJs que van a estar 

conectados al nodo fuente. Este número est.á entre 1 y n-2, y va 

a estar en función del nút1)eri:• de nodos n. 

e) Se genera aleat.oriar,1ente el núrr1ero 1je nodos que van a estar 

conect.:idos al nod1:. destino. De manera similar al nodo fuente, 

este número generad•:- est.á en función de n, y se halla entre 1 

y n - 2 
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red. Este n·úf!1t!ro t"?ll gt~netal, s2 h~.llt~ t:-n el in ter va lo 

( n-1, !].\.!:!:.!..!.) donde n es e 1 núrni~ro de nodo5 de l c.. r~.:J. 

Para 11uestr·os fines, el nlJmero de a1~cc•s generadi:. va a estar 

entre n-1 y 60. 

e) La capacidad de cada a.reo es gener~da aleatoriarnewnt.e. 
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No. COfifi!DA N•:I. N(tl)O::; l·J·). AílC:OS FLlJJ(I 11AX 1110 D 1) R A e 1 o N 

FORD PWT.lfl(I 

FUtJ:"ERSON DE LA BED 

:;::::: 49 4:;: 1.710 1.(14(1 
' 
' =;.: ·"'.•-"::• &.·-· 41 43 1 . 980 (1 • .s~.(1 

3 1 () 9 24 (1 . :::::::o O.O&Ci 

' o. 770 o. 720 4 2::: :;:::: 1 1 

5 31 :;:4 74 1 .:::6(1 o.-~·ºº 

6 l ·:· ·-· 12 ::: 0.440 0.110 
' 7 29 3.S 47 1 . 7E.CJ o . .s.so 

.-. 
<• 1 o 20 ::: 0.380 o. o.so 

• 
' 9 24 42 2 0.770 0.&10 

1 o :;:;:: 4·:• -· so :::.~<10 0.940 

1 J :;:s .so 161 :?.. 740 o . ::;:;:o 

12 44 .S9 6::: 1 . 160 0.490 

¡ ·:· -· 2~:: 37 76 2.410 o. 61 o 
14 9 9 11 0.390 o.oso 
1.S 7 s o (1, 2>::0 0.110 

16 2.S 4.S ~:o 1. 100 O. 9:30 

17 1 ""' ·-· 28 4.S 2.420 (J . :3::·0 

IS 11 20 15 0.440 0.220 

19 10 1 ··· ..:• 2-~ 0.660 0.110 

20 12 29 .-. •:• 0.490 0.440 

21 2::: "':•"':> ..... _. 83 o . .s.so 0.220 

22 16 ;37 43 0.930 0.83f..) 

23 ::::.s 39 106 2 .::a;o 0.660 

24 14 14 " 0.270 o. 22<) ..:• 

·')C 
-~ 20 47 64 1.530 1. 040 

26 20 24 11 0.270 0.010 

27 4E. 48 E· 1 . 1.SO :::: . 4SO 

23 12 20 7E· 0.930 0.280 

29 ::~::: 46 11 1.160 1 . 04(J 

:;:(J 20 19 4 o .500 o .110 

T Al=ll A -;¡ Tu-................ -- ~ 
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No.CORRIDA N.:i. NOiJC1S iJo _ AHC:o::; FLIJ.J(I l1F1X 1110 D IJ R A e 1 o l-1 

FORO f' 1 NTAfl(1 

FULl"ERSON DE LA f\ED 

1 ·:··:· ._ .. _, 49 43 1.710 1 . 040 

2 2:;: 41 43 1. 980 o . .s.so 

" _, 10 9 24 o .3:;:o o.oso 
4 2::: :;:::: 11 0.770 0.720 

.s 31 :::4 74 1 . :::E.O 0.500 

6 1 ~· ·-· 12 :;: 0.440 0.110 

7 2'3 :3.S 47 1. 7E.O (J • .s.so 
::: 1 (l 20 ·:• ·-· o. ::-::::o (l . oso 

9 24 .:!2 2 1). 770 0.610 

10 :;:::: 4·:· ·-· so :::: . 31 (l 0.940 

11 ·:-e: ·-··-· .i:.o 161 :;:, 7 41) 0.K:O 

12 44 .59 E.:::: 1. 160 0.4$0 

1:3 .-.. -. 
.!.O 37 7E. 2.410 0.610 

14 9 9 11 0.390 o . oso 

1.S 7 s o 0.280 0.110 

16 2.S 4.S :::o 1.100 o. '3:3(> 

17 1-:· ·-· .-,.;_, ,¿_,_. 4.S 2.420 o. :;:20 

18 1 l 20 IS 0.440 0.220 

19 10 1 ·:. -· 2S O. E.E.o 0.110 

20 12 29 .-. 
·=· o .490 0.440 

21 2::: :;::3 :;:3 o.s.so 0.220 

22 16 :;:7 4·-· ., 0.930 0.830 

2:3 ~:.s :;:9 106 2 .~:6(1 o.i:.~.o 

24 14 14 :;: 0.270 0.220 

2.S 20 47 64 1 .s:::o 1 . 040 

26 20 24 1 1 0.270 0.010 

27 46 4:;: 6 1. !.SO ~:.4E.O 

.-.-=.· ¿ .... 12 20 76 o. %:1) 0.28.0 

29 :;:::: 46 11 1. !E.O 1 . 040 

3(1 20 19 4 o . .soo 0.110 

TABLA 3. TIEMPOS DE EJECUCION EN CENTESIMAS DE SEGUNDO. 
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PRUEBA DE HlPOTESIS 
DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS: 

A ALc;ormMo uE Fo1~D - FULKEl~SON. 

8 ALGOí~ITMO DEL PINTADO UE LA R[D PARA FLUJO MAXIMO. 

XA = 35.65/30 = 1.188 
XEI = 17.10/30 = 0.570 

5A:!. = 0.809 ,5A = 0.899 
s .. o-= 0.399 So = o 6''') • ::>c.. 

HIPOTESIS NULA }Jn=jle 
HIPOTES18 AL TERNA p11<)lB 

O"i: - x,., = ~ SA;f + 
z 

=~ Ss/ne C0.809)/30 
llo 

= J 1.208/30 = J 0.0403 

z - XA - XB 
X - X 

1.188 - 0.570 
0.2007 

0.618 
0.2007 

l7A = .30 
l{r» = .30 

+ C0.399)/30 

= 0.2007 

3.079 

AL NIVEL DE SIGNIFICANCIA DE 5 % EL VALOR DE ZETA EN PRUEBAS 

UN EXTREMO ES DE 1.645 
DE 
' 

COMO Zc = 3.079 ) , 1.64.5 • SE RECCHAZA LA HIPOTESIS NULA, 

ES DECIR, NO SE ACEPTA QUE LOS DOS PROMEDIOS SEAN IGUALES. 

AL NIVEL DE SIGNIFICANCIA DEL 1 % EL VALOR CRITICO DE ZETA ES DE 

2.33 EN PRUEBAS DE UN EXTREMO, V SE TIENE 

Zc = 3.079 ) 2.33 , POR LO QUE TAMBIEN ES RECHAZADA LA 

HIPOTESIS NULA. 

CONCLUSIOI~: Es MAS EFICIENTE EL ALGORITMO DEL PINTADO DE LA RED 

PARA ENCONTRAR EL FLUJO MAXIMO. 
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PROGRAMA CONJ;CTIVIDAD DE UNA HED 

I~ KO~~RH:·¡ •.))¡ ~1:.: X(,: [ !·~.:-¡} .. 1 :~ • 1 : 
C(IN~;·¡ r·¡,·~¡;:;¡~.:1u(1::. ;;. . ',:;; 
T'fFE 

MA"ff.¡j). = {-á.i-;t;·~·L J .1-.:._:.;~:~1,i::1:: 1 i ¡-;~·,i;:r~1:11i;)!~:J ,(1F JNTE:Gt:.f\j 

C 1 I,.í,i.',:~:-.,j1:r:;:; !r~~L·:;3 1::,::.: 
(:(1¡.~¡.,; __ \;·¡ : ,:.: •. : •• F~·:i.; 

' ' . J , .• 1' f. 

e 
[·.t-: (; J , J 

F(1F~ J ; ~
¡ ... ·o,:,' 1:.::...: 
fH:;J r·: 

j :J'¡ f.:C-f:_r;, 
~··:,; ÍÍ\: }'. 1 

¡ ., (i ~: ' .· ¡1 •• : 

1 [(1 i: :):~I 

(:[ I ,t:.1 :;.:: O; 
~-1:.r.· .J: =- J ·i (1 ¡: r ... _; 

C(i 1 f-:.·J:=-= (.l.1 1 1. 1 ¡:¡(I,.JJ:ft:C.J,t:.'J 
- !·I \' 
• '"'' I 

f· (1;·: j : :. J ": (l : • ¡:;,_¡ 

~-.. 01~ ._i • = ·: ru r: e ~1 
t'-: ~ l ¡ ._í :i ' - (: ~ j 1 ·-· .' 

Ei'JO ( r··1;~ i ;·; . .i1._ í) ; 

r·;-;(1(.t_·.OUf{F Vi~1·1 t';f1[l ( 1.·;,:-; :~, t·:: ¡:,:1-i'f¡J X; i~ 
( f·:L (.1·::1L.ll):~ ;(I t..;,·1 ~1 ::.:-:h L~1 .:/);•¡¡".¡ OC 
'' .. 

: JUTF:GER); 
{\ y 8 ) 

.... r1•\ ' 

J l .J : J i:"¡'f (:.~_i;. .: 
1;,1.-:1~ílJ 

t-•:H~ J:;..) 1(1 i. fi;:; 
;::r:::\ .J: = í. Tü r-~ ;:·o 

;; [ J I ,J ) : ~ {i [ J J .J :; •; t·: [ ; 1 .J J 
Ei:ü {MA íhCO); 

f·:t. (-; l ;·~ 

( ;:.~. ·ó(1,: J 1 íiO [>L Lri (:(INt~c·r 1 ...... J [)(¡[; lJ.:;{;N[l(I Lo~:; EXF'flNE:NTE;;; [l[ l.{{ 
·Ti~ ;·;:;ii"\I¿ AO'l~iC:Er'Jff,: 

\/{,~~j {';f-:Lt-::;; U.::A¡i{¡:;; ! 
X : L{1 f"J1TRIZ ¡j¿ ri1-J~·:~C.~·:NCLH 

:".· ; FL l:~.-1 Jr'.C! r.>.r·1:1:·:: r.:·1~· [1;-:: Lf1 i1~1"ff\1:;:· r .. ;~ f,0·1'{:1Cr~uc:I{1 ri ::;t-J·: 

·;' t.t·i ::-;1.J;.-¡.:i ur-. t.i:1::-. r· .'.~ .... ~- :~·1 r-::; lif- ;, 
e cu:~r;:.ouR L:::L. ,, •. _,;·: .. ,, _, e-:: ,:;,,,:.::i::: 

í'o!(J[;:.'i.;;: ;'~:)i';~_ñ'(I [iF_ í .·1:¡1 i:: .. :; f· i·. i. _:, (;f,','.1F· j (:~1 
r 1.J,1.:.: v1;1, r;:ic:1_1~:!:; Luu.: 
(:(!:·.;-~( (;"(: !/;"'iF-:;;·;[-:LL i:.:!.iE ::.:_ ci:.:~\1 Ir:;.··¡c: Fr~ Cli~.=(iH (;ll;;N()r) LA GRAFJCA 

~t· .=-.::. co¡-,;~:s:A ; 

f~Er·t· ~~·¡ 

·-~r, i ·1 r- '· 1 c.u;,;·~1 o.:: 1-..:i:1~:{1:;; 'i' • ) ; 



...... ... 

i,...:¡:; j ·1 L L 1 ~ ( ' [JC· t ·r Ht1f:t-. ;~ {1!_ i•ifJ :1_-1:~; ;._;¡.~ r·:(l~·)!) 1 l i .i-1 f- i·,' ·1 f (1 1 r,·¡¡ VL:. ' ·¡ 

\.IN ílL 
li~i:1fl(i::; > (l); 

IF ( NCiiJü::; > 1'11-lXNüUü.;; i Th;;:¡ J 
t::f:(;JN 
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f:.f·,"¡) 
Et.!~ .• :. 
[:F{;J N 

í-(1¡:¡ j ::.- j "11:1 ¡~;:1._:::c~; r~~l 

Füi~ J;..: 1 i'ü :·.:);1 j:1:~. 1:1:1 
X.[] ,.JJ ;:.. ~>; 
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: 
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~[.J,lJ::. J; 

El~ü 
1.J;·:T 1 l. 

({::()); 
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VEZ' J; 
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); 

l...'~\ I TEL N ( ' t-.JO ¡-liCi Y E:A~:;T ANT r,::; Af\'(.ü:; F'A~;iA 1 
) ; 

t,..,ir;J1Ll.N( 'FOh'r-i?;f\ Ll. {:.71i":01. (;t-; i.:XF-"AN:;.;J(lN' ); 
C-}~lj; 

) 

;~::¡::i::i: :¡::r:.;:::: 
Fí2'::.o o 
:t::;:::::r:r.r ;::r 

f··i:1r--1 J:~ J ·¡c1 r~,: . .-ici:;; u¡:j 
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.. ,.· 
.. ---· ........... ·-· .. 

. ) 
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PROGRAMA ~'LUJ.O MAXIMO ( FOHD-FULKERSON) 
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:;;·¡ f.;.:-:•:1 ; 
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C 1;1;ir1::1 l>i·.::;·¡ J l·W ) 
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1=·or'· c1:;u,:1 AR1:.o J 
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!'1'.:0 ) 
l·~~_,,"l;. f1'.(1 [¡~ rJ·:(:(¡:;; (ií- l {1 r.,'¿ ii ) 

{ lf\:l)lCAOOI~ F·1:,:.:.·¡:-; E1_ FLU.)1) F,·,.· i Li:•L-: 

i-t.U.JC1:.•:):~J(I :.. {':í-'\'F;:;'1'í/.1:1rir:~··1·HJ (IF JNT[Gt:r:; 
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FLl.J.Jüi\1~11>::; 
FLU.J ::1r·r;•::·¡ ; 
INff-:6t:F;..; 
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J F (f;;.~;r· = · :;;J · )(!;-..· fí\'f .. ~.,r· :.:. 1 sj '> i:•r ff,·t·_:;.r-· == ':;;, 1
) lt-;rr~ 

L:.:_:._:[1 i f'J 
] i".'() : ::.. J i 
i~'(t;7; I : = 1 f1~i ;;1:;::·1:1:;, Dü 

í-(Jf\ .J::...J ·1.:1 ¡ •• :1[i(1:;; ll(l 

FAC'íFLl.1.F I ,.J] := O; 
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); 
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I : ~ T + l ; 

u;·~·¡ j, 1. l r·~(1,ii::::~ .1 (1;; r 11~; 
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i.·.i•U; t_.;. f-J;\' L\L Lt·, f-"!.,.:(:;.:.:.; ;:~:-.··,, .;: 
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l·.i·h·;; 
Rt:r=·(·:A r 
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i--i-: (-¡ j 1 ~ 
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.::; 

J F J Vif-'f;1:r,,·f· [ I·.¡~ · :1 < Í' l i.J.J .:1 l J 1 1·-~i) ·1 h~J~ 
í i·:1=·R1~1:J:._: C ¡ ) : = I 1·;¡: 1:.:1:1·./t: ( ;·~iJ J 

f-.L:;.E 
) r.f.•f:!:iVi: t]): =-Fl UJ(IL J 1 i·~)·):J 

L:i-~ü ( lEf\:¡·; Ir·:;; Ei.. f::t·:G I f·J ) 
t·.i~;i { TE·J-~:1 J t;;i FC·~·:. t:.'.! í·.i .. ,:; l f'J J 

El'!:); ( íEf~'l""IIt·J¡:.¡ EL 4'Hí!.1.::. .•• iJO E:t-:•JIN) 
1r r-:r~·(:("iÍ'Íl )) Tr;f_'¡2 { ::-;E f:;)f.f 1 ~ {.;:_i;"',i-J---;~1í; f-.L Fl.t..IJ(l é-IJ l A :;;Er~J\I]{; f¡ l) 

t:CG I;~ 

i- i :~¡ 
lJI i í LL 

'/. : =] l";~·¡.:;(iVf. L r J ; 
¡·:LU.JüfOf:;;:.r:i.l.J.Jüf(•f + :;.: 
r :[¡ : :.:. i ; 

".Jri I Lf- f.:¡ < ·:· :;.. L<i 
bEGIN C R~G:~~:~.E -~C:G~i l:~ ~ 1 JA ) 

f-'f;r·-.o: =-f 'f\E-.Ci~.c.:: [ r:t):j; 
IF AV~NCEC~RE~J r¡~;~N 
( t"iU:'ít-.f)l't: f·_t F-LU.JiJ [ii·.:;;[;f: f'REfi ) 

FLU._it)( f·,\1::G 1 ~~,) j : .:.:¡'..·LU.JO CPí\t'..]) J :·~O J+ X 
H.::.-t. 
{ DJ::;¡·;J; .. \1Yf·¡ LL. FL.U..TO H:;:::lP1 F'Rt·J) ) 

Fl_IJ.J(1[;·~011:·1;:soJ :;;:FlJ.J,JO(i·JO,F·1\EOJ - X; 
r·;[): =~'íiE.Ci; 

t::·Ji) 'fl~::.ní~.;. EL 
·¡r·;:.i-;ir~;i t:i. t-:r-.;..jr: ) 

l~ü:" Ei~C.L;;·-,[¡j 

r.~;-.u { ·¡ ~ =.:·1; r::~ ~-~- t'f;;::::::~::_;;=..¡· f'f i ,_ !,_;._:.::;·,;,::, :, ; 
P;,1)::;¿0 . .)i\.~ :·· ... ~.::,ro; 

L.1;:.;J; t 1 '[:;·~:":-· EL :·~uf'.t-.f-.;(i ·¡(iT{;~. riE: í'J::1~:.:1:;; t-_¡~ l {¡ Rf.Ci ') ¡ 
;;:1_:,,:~:· ... /-J 1: ;,·;),)ü::.); 
1,,,_:r: i ·; f t • r- r-.'::1r·1:1h'Cj c1r..:.:i LL 1.:;:1;¡(1 r. ; . .Jf.i·~·¡ E ' ) ; 
;·:.:t·:~1j~ .• u 1. ::. ) ; 



1,,,1r;·í iE ' 1;>:,•:i1=•· .• 1\·1 ·11:11·: .. --. 1·.•. r·.: ~;o fA:·:':. r 1r~1:1 
Í\('h'.'',~.f. ¡' ·¡ :i; 

::·u1\' I . ;_; 1 ilJ l·~·::::.1~~::: [;.) 
FC1:; .:; ;;. i ·11.; i.~.;: .. :i:~. [1·1 

CNF'hC.. l ¡)i'.'11:i L I i .J J · = u; 
{,(\(:(1.;;: ::.'.>; 

1.~·¡\ 1 TE ¡ 't.,¡;_¡¡·¡;::Rü OE A¡;:ci:1·:·= 1 
1 A:i:Cn3) ; 

F'it·f¡[lt .f·~ ( {1F;(:(1::;) .: 
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r:~:(.;JrJ 
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\,'F\[Tt.: ( 1 1·~1~:•~1(1 Ir.<I 1~:l{;I_.: 
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\.,1¡;: 1 f :·-: ( ' f·J(1C:O ;:: i i ~1;L.: 
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Y.'¡\ 1 T:-: 1: . (.1.:...:- ... • .. ~: l [•i'.<·: 

1 '1::); 
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' '' '' 

f;t_r-~1Lí~ 11:.~·.~·,·· .. ::Jt1~;:i[,, . .i::.;, 
Cf~.?;;·.:.:1);,i~•[ i 1 .J·1::...; 1::;.,;:(,'~.i(.:~,.JL ! ,.J:.; 

1-: .. ;, (r ·:tJ l-~l r·i:1i: 
1-:1·~,J :_ ·-"·· r·¡ .,,;_ r 1~1 J 

i .r-·c.:J r~ r ~,·,:.·~:.i,'i'.i··¡,'.: r·¡·: I ,.~~:J r-·.-
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, ;-- ~_ l_!.J 1:1_; ¡'.'¡(:T ti_¿~::.;, 1 í- L ·_ ... _:,~:-! (1·¡ 1 
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íít: >~;.·l.·._.;._! 1:C ( (:(¡,:-·,:·:,:. j [i:.~ j: ::-; .. ·¡ , ;. ~-U-.1(• 1 f-- l. t.J.J (IT(l1 ti: .. ) ; 
\.l'!~ITC-__ ¡, t 'i·~i .. Fl.\ . .')(¡ :·~;)XI:·;o /jf: LA :;:r:o ¡:.::::: 1 ,FLl.!.JOíOT~~LJ'; 
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PROGRAMA PINTADO DE L19RBD (FLUJO MAXIMO) 
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f. !.1)Ci - ,.,. ! 

f¡ - u, 

¡., ~ ; i J r·/i r.'Vi .. ,F f :, ' 1 . ,. :l[ici·:. 
( ;· '.;.; i 1 r·iü r .,.1.J;·.,-:;.;:;~1 ¡~.;_: ; ,,7./.(1 

-; -· 1'; 
r~1 :;. ~ , 

r:: =: .:: ; 

r. 1. t· :... j 1 •• ,· 

\"ii. . .:::1 ;... ..::,,r:/11 [l .t:}~!:1~1J (1:-'.. Ji~·1r··(·,Fi:; 

1\,_'.1~·1)1-~._::; ..; i·1F•.-1,·1·1• (l .. t·;.;.~NOGi .. ~.j (;1·: ¡;.o.:11_í-:1:\¡·~; 
\.1:1; •.. : .·,··._) 1 {, 
(1.J1: . .ii.;f·J f (, 
i:· .. -.:f,•é \:1_·:,\) 
{,.~:;;;t}J ¡-1 

t:;; 1;;'l.f1't': 

-- ·:., 1 ( .~ j 

·- ·~ .. ~ T (fr·· 1 . 
;,r-¡ ,'(1 '1' [ í 

~ (;ti·¡:.'~\·~· ( 1 . 
~ {;.;;..;(¡''¡' [ l 
~ ~.¡:;·;{{1'{ ( 1 . 

. f: ¡.; 1: I~) ; 

. r·;::i:~ ;-~1J01~1::;; 

. ;-,;1~.i-~1:1í;1:1-:: 1 l. :<,:::.:rJ:~ii.<i::;J 
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,, ·' 

~1 ~:::..c. r iJ,-..: 
r .. :1\)r- r ,.¡ r: 
;.·:;:.;:cr~H 

ht~! \: _¡: 1 

¡::,_:,¡:,:f;t~:!__ 

~'(\,:·.'._i 

~ Ai;1~AY (1 .. 11~>~·~·~1~S,i. 
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::: h:;t~AY (:. :··,;~,~.:·~(11:·~1.:.' 1 

. r·,:~.i:..1:.~1~.-.:i:'.-:) 

~·;;~,~: .:;¡~{· ;; ] C;¡": 
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1·11·, "1' 1 .:1:~:1)::. j (lf: 
: {;F·:F-.'.': ¡' Í. ~ 
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l ! ~ ¡ (: ¡ 

(: I ¡-._·.~1 .. ' 
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Í _ ¡ ~ :i ; 
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r-· ¡· .,;:, ·¡ f- L. U I 
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u·::;....~-ü, 
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1•1 i:(.;~·: .. \J .· ~ 1 A i l, 
f" .:.e:¡ Í ~.:1>::ir-.::;(: 
\.'t:(. í(:¡.;: 1 

F-Lí.i.Jü:;:;;L, 
~ LiJ.J (tf_i~ ¡ 
Ft·;, !·~JJ 1 f·~GC!:1S 
e .i. r :r :-: :(11·~.J 
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¡:: \:(;¡-~.J; 
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CüN..T r~u í r:; 
1-;¡;:r.·:::cu1·.' .. r; 

r;:.1t:c·1 i.1f;; 
1 .. f·;,; XN1::¡;;:i_·::; 
c:i:1r·~-Jur~T(1; 

C:1:.: ..! l;;·~·¡ (1; 
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i r J 1 r: l~r:f.; ; 
f::•:•1=u-l-:AN ; 



.;,J 1 ! • ¡:' 
¡\;_1, r ;;.: 1 l., J i~U, 
/'iii• ~t·;1j ! ::-: ¡ hi.1'. 
t·l u .. ~(1i·1¡·,\·, 
i'lliJi·1c.1:.1:.. r ,· .• , '°''~·i:i1;: r E., 
r J;:it :< ~:c1r :·1 L, r ~e, t10, 
t~.;·c.1:i:::, I , .J, ;~X, E•:(, C, O, 
Vil'1A J ¡.¡.:1, f\.J, Fr1t1XC:C1h:, 
t·J1.1¡·i¡:'.,¡~co·::, Xi),:< 1 , 
Y(l 1 Y l , (:(l[ .(Jf.'., 
K, 1·1: :·;l •. ·r·:;·~üCIJ 1 

l ~ (i, i.f· i 1 Y r.· u , Yf l 1 

,¿;:;:e, 1::::.L• 
1··11:1' f .1:~ 1 1> j 1 
ALI~-~ 1 i·:1.:T ;1 1 

(·.:,:•.,",' i ·1(;1 

I ,:, : ~·1 ! ;:_H1: ¡., 

í1CG 
¡;_:,_: ' ¡; __ (.1_,,¡ i"' 
1:.::.:-\.;,..'¡x_ 
l"'\U 1;;:.::. 1 L I::. 1· .:. 1 

f ,,_; i { ,;.;(•.~:~. 1 i,:(1.3 J ·¡ (1 ¡ 

cu;-:,=:c·c ro 

r.: .. J°::;;·:.~!.~.:.::.:. ¡:(;t.::-:t:; 
Ri~1 .J I íO: = ¡:: ?;i_'.:.r:·:; 
.,, . . 
.-·. ' - 1.1, 

\.'f-º: = (i; 
f;'.J : ::;; (l; 
FL\)._!0;·1;x: = O; 
t·:. : =·'); 
.J: = 1: 
J: :...} ; 
AllJ:=l; 

kEF-·t-:r»i" 

llHt:fit::R; 

.~:'."::';!..; 
i·1t·· (-¡] .:-:·1 f\(1; 
''''l~A\'[ í. ,;".(1>:;._¡:a_,ü:::, t .. 2j OF !NíEGéR; 
t·;;. ~;í; '1· l j . r·ir"L\ r ~:)[l~i::;, l . l J (1;:. t ~CtüLf: {¡;·~; 

lf:.· ( <I Ii·J CCrJJ[l}) Ai'~O (t·1ATCO~_.l)R(l 1 IJ-= 8) ANO 
< f'ii; ·¡ f-.rici~_ ( i 1 J J = f- ~i:...::;F :. H:-~ü ( USA(i:.:1 e l , J J = r·r~L.O:;E) J 1 t·IEh' 

c:;.::i~Ir. 
.J;:::. .J ..¡.. J ; 
:,c.J~:= I; 
r:.:= t·:· + 1; 
;-,~~·rc:.·L!.J[ j 1 J):::. M.::11c;1F-'i'":(;fl,1) - r·· . .;·¡ F-LU[ j 1 1); 
V~:CTüi~L i]:.:: FMH fFLl.JC i 1 i J; 
iF 1 ::. ·1· 11·:rJ~ 
;:.;:.:c-¡ Ir·J 

h\Jlf:f:(1(;t_;:.; -ff¡·t..ir-.·,· f f:-.XJS-i"E ;:;L ViEi."O::: U;-~:1 TF\HYECT(lf\J~l) 

2 

··-·····--"··--· "''··-~-"-



¡•;."¡·¡ F- LU~ l, J :1::. !',:;·11 i t. ~ 1 J .i ·: r :·,.'.,·¡ f , '.'i l, J ·¡ 
;:¡ __ l.J.J(1;·i1~I.: ~: 1--Li).J 1~1:-11:~ • ·:- /'l(i f;·1 .• 1.'l l, I J.: 
r . .r: ~ r~ . .r + l ,· 
vr: = vi:: + 1; 
~·,¡ 1 ll.L.i-;; 
~~fli"fé:"Lr·~ ('Jlt-t-.(:C::i:;;.,¡ 1 ,Vf,': '.>; 
V1"U'/Fl:= /'1,'.1iFUJ[l,Il; 
Vi-~T (.(ll.OF.:f l , J): = í\; 
,;1:i.rncR-.1 j: = 1'1:~ rc1~1=·r-;,;c 1, r l; 
(:(l;"J.J ri:(1.J(1 ¡ F-~..! J : == t":f;C:CIN.J [ {\ [ J J 1 l) ,· 
E:l.J [ R.J , 1 ) : :..:. rl ( "i ) ; 
f :UL ':..I, ~-... :1 : :.. ·1 ; 

t.;,:-:1·1rLr.1 i. 't.:::.-~ r1: .. ;;{, E-:.-:: l j, ', 1, 1 :1 1
, 'C::iN c:i'.IL(in ',Mt"1TC:(1LflriíJ, J)j; 

¡~:1~:;.1) ( i .t:;iJ 1 (.r~ ·: .•; 
r,\:·1·n~;.~::: f· t:~.:~.; 
L: =l; 
(¡~i._);:.j; 

¡;[;_+l): = ¡-~ü:~--~ :;.: 
F.!::..11 ·1 (!: :;. ·1 i~1_.1:- · 
r1:· i\ü.J I Ti:· ;.: T;:· 1.'1~: fl-l~]'J 

( f-.1•;'.~'IE~~{l Li.. ~;·;(!(.f:[lJr1lFU.:(i [iE- (:{;;~f-:J1.i f-.·¡::.J(I 
8·~Git! C CA~;~~:J ~i:1.JC1 ) 

( (rL.(r,1(; = 1 ; 
X0:~ XCESCl~[L.JJJ; 
YO:~ YCE~;(:[~;[LJJJ; 
l.l := X[E~::. 1:~P1CL+l 1JJ; 
Yi ;e y¡¡::;;(:[(,[L_+J J:;J; 
/'10:= CYI - Y01/(X! - i01; 
f·:(l::... (-:--¡(> i:; \¡) ·: '11.:; 

L·l := 1.Xl -- ;.;1:0.c/i~Li"·:; 
F· (:ñ' f·~:::. (i ·1 ,:; j ¡_: l J::: 
e ::.·~ or-:·:.r-:r:.,;~ 11) ::.;~:(::·;~_.-., ,-,:1.:. u:~: :.::.-{; r-::.::::: 11-·1 J 
ht-. (-;] f ~ 

:~ r= O::. ~:Ci:.1;~~li. ;; ·.> -:- 1: l [l; ·¡ 

AFl :.::: f-..:01)L.)(,1'.:) r i.\::1-1 > :.1Ji 
] F- 1(. ¡-¡(1U :·: = O ·1 i-:~.t-

';'t o 
't-;..·¡ 

: -- f;(:: .. ·;..:[i ( ViO 
-- F~Ut.t¡ :1~1 ( r·10 

.,. XFO ·•· :.r XFt 

[ )r.:i; ' ... 1 
( ~;. •:, J ·1 · r· o , x r j , ·, 'r ; , ;·:(';1 ci: ·~ .• : .¡ \ e t 't t- L :i , { ii L ·:· 1 J J :; ; 

I F I'. ¡·; >i :2 '~ 1 Tl.f.i! 

ENO; 
RtJ1Li 

ENO; 
[-.¡~,) 

f-rrnJ ri 

DF\!~1~-1 ( ;... r7 1) , ·1· ¡:.· :> , ;t._ r· j , i F 1 ¡ r,:. o .1 : 

C ¡:: itJ C<:L. 1::c::.: t: ~· 
( t~·r:L, 1 C.t=-1f,:) ; 
( F I !'J DEL F'Rü·:.r::ot_1r:~~: Chf·¡¿: I O_Rü.JO ) 

¡;:u: =2; 
cr.:r.·~·ic:i:::~.:;:;..: [ 1 :i; 

.-, 
-:· 

+ f·:O) 
+ t..:;(J) ; 



.) : ~ .J j· l; 
1"1C.J:¡ :~· hu; 
';:.: = 1: + l; 
t;v:~.~·;F\(:(1::-;: ~- ¡,·; 
lnt:·1lf Lt.J[{)f.J-1 J ,ri[.Jj~¡ ;;... 1··,;,-,(.t-iF";\/¡({1(.J-j) ,H(.JJJ 

- Vi1:;ffLUt~4(.J-t J _.;\(.Jj j; 
v~crOR(l(J:= FMAIFLU(A~J-!J,A(Jll; 
J ¡. . F-;v = 1 ·¡ HEJ~ 
E;EGIIJ 

f\l.11 !\E:(i:)L.: ~ ·1 Rui·; ( EX¡ :;:1 f: f;l. l·.i-.r·<(i::; \INil TF;f1\'l·.C:ll>f<I !\ ) 
i'ílf~t:·¡:);~ VECf(;RC 1] 1' 
f-'(if\ J : :.. ;,. T(I t::. t<i 
f:;¿G I :,; 

JF 1'\lt.CT(ih'fJ:1 f'ljr·.·ir11:1) ·¡r;E:i: 
MINl:~O:= V~CíúG[i~; 

¡::¡.,.); 
Vf-';:.: v¡:. -t j; 
~;;;: 1 ri:::'._:·!: 
;,..·f·.: ¡ ·¡ f· L.N t. 1 j ·1-~·'Fú"1::: J (tN ' 1 \,/t-' 1 

1 ' l ; 
1,.,1,;· i T EL N 1. 'ur·.:14 r~u rn t:'.:~: · :i ; 
f-Of; L.::.· ~ .í 1:1 l~1.Ji··.t1h'C(l.;; [i;:i 
1~: ::-: •:: I rJ 

r;:.:·i.f.L~.:~i'~;(l."J ,t·:[L.+j )J :~ í'1f:TFLUlí-:[L} 
1
i1CL+j )) + 

f•¡ I ¡·~ l !"11_1; 
I F L = Nl.Jr·1;:",C\(;1)S t r.1?l1 

lf' r:i:1i:1u~;:1xrM1.:i, L• = i·t:~::.r· ·:r-.i.1; 
8E(i IN 

[J·:~l 

FLU.J(1f·IAX::: f-l U.J(1;';:1.1. •.· r··¡,·';.1F-.LUl~·1[L) 1 ~1fL+lJ); 
800Ll~AXCACL~,·r~:~ T~.:¿; 

EL:;;::: 
f-LU.)(1;•,:1x ;:.;. r·~.U.J(1¡·,,,::. + l·t.í.ijj'¡.:1; 
A:\C1::iJ.J[{.l,(L.J .. HLL+ljj ;:;: i·ll~l .. iJN.J[{,(LJ ,H(L+1)] T CVFJ; 

Ji ¡·;t;"í(:A . .:·¡··1i:1[r:ll.J,t-;ll.+~ )J :..; j'",;¡"IF·Lt.J[{;LL:1,;1[L+1 )) Ti-:ErJ 
E:i:üW 

f\.J : :..: h.J + ¡ ; 
CC1r·J.JRt1.J::1L kJ J:;;. 1·:;-1c.1:•¡\ . ."l [ ;., .·LJ, r1Ci.-l; :i :i; 
t;IJ[R.J,iJ:= HCLJ; 
[·:l.J[fl: . .112:1 :~ {¡[i.+) ::; 
1·:(.fíCC:L.C~-.:CH[L j I HCL·t-l j j: ;.; f\; 
t.¡(l._!(lff\.J J::.. f·:t:TC:i-·:t-·1··¡,::f t.)LL :i '1 r~LL+j J); 
!,.,1 1~ r Tf( 'C;'.;t·1r;: I r-i H ¡.:,•1JJU 1 ·i; 
f\( .. Jl ·¡(/; ~ lf;l .. f.; 
!F ROJlíO = TR0E Th¿N 
( t-L. f-'t-;1:1CE[)jtiJ[:tf(1 [:~ C:~1i'1t·:](1 F-~{J.Jli ) 
Et:Cii/J ( CA:·í.~:IO_RO.iO ; 

CCii.C1~¡:= l; 
XO:= X[ESCL~(L.JJJ; 
YO:= Yff~:(:CiirL.~JJ; 
X1:= /C~SC[1;(L+l~JJ; 
Yí ;:... 'i'LE-'~;cf~·;lt ·: i :•J:i; 
/"i(i:~ :.Yl -- Yt))/l.Xi - XI)); 
80;~ l•·M0JA.;0 ~- ''0; 
01:- lX1 - X(l)/ENE; 
,·(Jk t<:::.c: o i(1 10 UCI 



•. :;.¡.: [1t:::.t·.{:f'.; 10 :;.f.v.~·;tJ{f(1.;. ~:~ t·:::t1 í\L·C·1;'1} 
E:,~GW 

XF(l: = f\(::.JN[H :«:> + 1: ·• i>J , ; 
YF(l: = RC:t.Jr·~ij( l•i(1 1. ! ¡-·(· t- l:(J 
X F- l : :.. ROUr~l 11. X 1:1 .¡ ¡ 1 :. ;- 1 .i lLI l 
Yf-' 1 : ::..: r.;cn ... 1·~iJ i. ;·~o :t: :\ ,·.- i -r r; .. ·¡ 

' 

-

CH.!:.i::~:ifJ ¿: .. ~ º·· ;,,:~¡ 1' ___ .··¡A[LJ '(L"llll \ 
•/-"./1wC.,\r!) 1 11-t),;..rl 1 )1· 1 ·;,-i11 •. ljl_1)h ,t., ·r ;¡ 

Jf t:: Vi(I() ;· ~ Í ·11·: f; Í 
[)fi:AW( XFl), YFt:1, xr:1 / y;:1} F-.:~'.:í)); 1 

Fí~L>; ( f"JN [lf_L f-J:1í; t: .. 
1\'.1:-:,;o ( i..t:O, C.1~1\:) ; 1 

EUOi ,f 
E/'JIJ; i 

( FlN [JéJ. r·f1::1(.i.f>H;J¡.¡;·,,-, :,-·.···• ¡,-,;,-, ., 1 
l,:,IHITF.l:J1 'E!.. ¡:~;,C(• ,L. 1' :·~::::·:·c·1:r ·:~1(L~, 1 1 , ',ACL+l]J"' )') 

Ei~d; ¡ 
WHJ"/f-:l t~ ( 1 f-.L. f-t.U.i(I 
Rl..' : = RU - l ; 
fNr/1:-::;:: ~f-l:LS: ; 
REAO ( kt:o 1 C.H6:) ; 

Er~;i 
EL:;.,:; 
hE-J; j N 

i\1., : =r-i:u; 
Ru:~- l; 

~:Nu; 
f:N~l; 
liU: -~ li:U + 1 ; 

t.11\llL. <r-,\J > /;,:1l>U::;i (1f\ (f-it.JIP1':n;:==FAl.:~;f:-'); 

I F ( RU > NOCii:i:;) TI·,.~] J 

f·,f-"(-¡JtJ 

Ef<O; 

i~~1·1t:(1t)t.[f:1[.J-J :i .. f:L.JJ) :=-= "Jf\i.JE; 
F,l.J i (r:1:3 : = F Hl .'.:.E; 

J F f\i.JT?l:;.;: ::. F?1L:~;E lt·;EJ~ 
BEG!tl 

1<: :.. (i; 
I: = 1 .: 
.J: ~ l ; 

END; 
ENO; 

l:i-~{;; 

j; ~ 

I > •f", .... - ' 
1'~1-.. JU :•' 

'·· fin ;:J~,J ~·r-i:1ce.:íjr;11f"'nt.r:i r.-,;i.).;flt1jo ) 



i : ~ l 1' 1~(:1),\ re:: ;.! l : 
? .• ': .. ~1í(I í.[ i, i :1: ;... f-';1)( j, i :1; 
MA1\ i 1)::..:. (;01'~.Jl,t)'.JI)( t:; 

f;(:(1f(ILl j ,;::i:~- [:i.J(j ,:¿·J; 

( ;~:;'.1;·~ .1 : ~ ¡ :1 ; 
f: 1J;\' t-:. ; ....: 1 l ü VF Uü 
{¡(:f,:·~.J ;:::. f¡(;(¡;~.) + (¡;); 
Rfft::i\f 

( f i(.(tf"J.J ;. [ l , :~·, ... VF J ) 

Ff1(; I~: ~ l ·¡ (1 fi,1 [l(I 
r:ou, ni 

JF" C:OU . .iR(J.J(JL~:.j t MriF;J(I ;.. ( ] ºfHEi~ 
~ 1i1:1 !.';'~:: \ 5 t.c• J...Ul 1=: l i:?(u1?J1 t.•) ::n ( 1:1f1"1l.JJ1 ) 

t-:t-~Gl i~ 
'~(.(Jí;'1 !·"::... t'1-:":1:+;·¡ f -t ; ; 

R(:J."o¡\ íE~l~(.1J1'\ if::, l J; ': ~:U(f.:.', l ~; 
f\C1>,,. ·1 t· [ f.;~: e 1i ,· ·: r:· 1 ¿· ) : =- [.u ~ 1·: , ;.- :j ; 
:·~,';Ki1:1:~ :·;¡: .. .:.;JU 1- C(:¡.i.JF~O.iüli·:.j; 

f I~,°>; 

l~ i'í;~;¡1i:1 =- f¡C:1:1r·~ .. : ·ir-,¿_:: 
( .::i:: r,.;, l l,:;'.~:.,1..1 1 .:• -: ¡ .:•:1nJ1_,;·1to d.--:i c1:.rt.2 rt)l\llr1~1) ) 
t:1:,;;~¡t-:ClC1::: ·1 f:1.!t~ 

~.i~Gjr~ e c.;un n.:1 ~ . ..-· t.it•l"1t-· t·l 
I:~1+1; 
r·1~·:;..:JO;:::. {.(;;~ .. :¡¡·::1.J::1l i J:' 
¡:¡(..¡_¡~:.- ít"-: C 1i1 J:..: 1: •• i)( I 1 1 J; 

: ~;.) ; 
l.JI'~ f i : __ CiJ;ir\:t:.:C í1:; ::: TF'~-i:; 
l.1R J ·, Ll.i'.' 1. 'FL. (:(1F-{I L :··i J ¡·; 1 :'";(1 fo.:;;; 1 

) ; 

r:c,:~ :. : ;.: ~ T:~. H:: .. : .• ;: r t: L1~: 
t·;t. (i 1 j•J 

( (-;;~1·1(IX1' ( / 1 ::-:~:) ; 

i':(:llk"f r: : ~ J ; 
RC011TE[ 1, 2l: = 8\J( ! , 2l; 

li.:t\"r ri:-~ ( · [', FCü1~ rc.c21¡J1 '¡ '¡ ;;:.:~.(¡,:..: rt-:L.:, ~::J,' J, J; 
~(;;:o· >. [i-~~:;C.f f-;:.Jl~., i)) J; Yi): = 'l1 [[.:;(:f [-;1.J[? 1 l J) J; 
~l;; X[E:3~[8:_l[Z,2JJJ; Y1:~ YCE:;C(8U[Z,2JJJ; 
ji 1. ";. l -· r .) ) :.; O 1 •. t ,,:.n 
~;.(i:;::: ·~·~ _1 

·~ L·f\ J ·1 E-. l 1 ~ l - X O L'.:;: ' , t: . .i ; ) 
~0:= CYl - YOl/(Xl - XOl; 
RO:= (-NO)~:xo + YO; 
01:= rx1 - XO)/f¡~¿; 
f-(1F-: t<; =.: (l T(I j (; [i(t 

{ se O•::s2ctn 11) 5a9i11~"?11t.os de ~;¿... 
E·:EGI N 

xr:o:::. f-,(H.H •. i<XO + ¡;:.t:[)j ); 
AFl:= ¡\,~,'. .. ;~1.Jtf:.C1 + (i< r i.i:f:l)l); 
jf- t:. r·,1:1Ci .:-. ~ 1) ·1r-;r~:~ 
[\~'f:.1,.j( ,' f(i 1 ';', ... "(:·' ~ t-• 1¡y¡:1 ' i); 
l r r. ¡•,,:.;) ·:;; ~ i Tr·:Ei; 
GR~~:(~FO,YF0,Xf1 1 YF1,2i; 
1 F ;.:: r-.:~!n .:·: :.; ~·,· T r-:r.r ~ 
:.;..;:i;1,..:r.XF(i 1 '/F(i 1 /r·i,YF1,3); 

FT.il i 
f-J,¡ij; 

(, 

YF:);:.: f\:(!Uí'J(l(M(l ~· XFO ~ 

YFl:= ROUNOCMO ~ XF1 ·~ 
E-:O' ; 
Ea)); 



f·'f-;1::( ,¡ :i H.Jf·f·. í'1'rJJ::;tJ.J\:: ; 
J~:t;'.(J ilJ ( lu•:OllS~~li:? ) 

(,f\{1Pr·;C(1L.ühi~o..1L:f. ; 
6li'.rlF·hBACKG:;;cu; ~01. t•L.:.:.Ct·: ) ; 
fa•:iH:X\'( l, 1); 
Uf.illfl.N ('i:L f·'f1t-:::;i··.í~1-f' {1Ll,(.f\j·1r1J [·.f"~C:UEt~lf\t1 1 ); 
~11\ I H-:u; <. 'EL H.l)JO 1-;,:;;¡ [1·10 e<: l.JNA l\i':D. ' ) ; 
'.,.lf-"1"rt l r: ( '~::JLi'IF-'r;E ~;:;y G'')E. [l~¡;:¡ t.JN FL.U.J(¡ INiC:J{¡L'); 
1 .. :ll n-:U! '·r-·r;c rrnL.E ,.-:, l-:L Al.Gt)•'í!Tf-ii)'): 
1,..'f\l.ié-.Lr~ ( 'f-.l t~C1[)(1 j1~J(:J{1l :~;Jf.¡',:=•f:f F::; lJi~O' .·; 
,,,.·.~rTt:LtJ ( 1 t:.L r~l):J1J FI;·~1~i. ·:.IEl·1 . .:·1~E 1 )j 
Wf;J"lf:!_f.,; c. 'L~; f.l UL ·~ It·;C; r:·.):--,c··;.¡::i Uf: u1:1iJ(1' ); 
:_..¡¡;:¡ íELiJ ( 'C¡.:·1~1;:._2 ur •. :; t.~:.~:.,. F,:,.¡-¿;._ .:ont.in1...i·.~r 1 ); 
t\f-.?~fl ( ':J·:,) ¡ (.~;!"-~ ) ; 

~~1); C ¡~¿~~:;A.J~ J 

,: .. ¡:\·1~i(.fJ1~ •. ·.-;r f-· J rJ"1'f1f-· t .U.J(1; 
1:.,·.6If'J ::PIIJ-iA;·.-1_.uJC1) 

CL.h.:.i::;:; 
t,,.1f; I ·; r1.i·~ ( 1 liP;i~f·_ Lt t-~uv1r f\·:: ., c1·1 ~1~. ri~: Nüni:1::; 1 _); 
!,..,'1~r·r:.·.~.hi 1 E1J L.C. iii:o: · )i 
hi:-J;í:·Li"~i :~:~1íl(!::;); 

Lr:.1·ffl_;.1_ 1 f'í¡(1¡..·(1F\~.J(¡:~.~1 El. f'J1:(:>(1 FlJEf4TE: ')¡ 
f;:t-:h1:1LJ; ( S >; 
i...·,:;JJt·L.U( 'í-h\¡t-\1f--¡(:](1;.,,:¡ f:.l NÜ~i(í LL:;;·¡ INCJ: 1 ); 

Rt:AOUH T ) ; 
F(1k .J::.:: J ·10 i·~(l[Jf!:~; - J (}(L 

E;1~~(.t_V1:~/.CAC.JJ J í) := ;.-¡:.,;__:;-¿; 
F(IÍI' ] : ::: J 1 (1 í'>i(1[1::i~:: [;{i 

fü:GIN 
c:or·J.J l 1 :r : ~ r :: ; 
r;;;;:CJIN 

f-"(Jf" .J: ~ j ·, (1 t~:::~·.;1.1:;; l1::1 
E:i:G U·J 

f":{¡j'(:{1f-•, .. ;(1[ 1, .J J: !.-: (l; 
11ATCAP11iCI 1 .JJ:= 1): 
r1A1~L.U[J¡J);~ o; 
t·h:\TE;1:1C¡_( I 1 .) j: = FrlL~:;r:; 
\L;;A[l(I ( j , .J J ; ~ f. (;L.:;;:: ; 
f...;RCO; J.J [ I , .J 1 : ;,,;; [" j ; 

f-NO; CFJU Ui-.1. F(IF< .J) 
EiJO; 

l:f-~f>; {FIN flEL F(1i: 1) 
l,i.!Jii TE(} F'RiJr·l)i~C ICr~::-; EJ. l~dí'i1_··:1;·(1 u.:: .-·,;~e.o~:;: 
f~EAflL.i'J( r1Fi:°C(1::;); 
WfilTFLIH 'F.,;(:fU f;:,: L::i:;: f.LCil :;;·¡ f;(i:;; í.:i F;;n-: 
~\i~iTELt·J( 'N(l!)(I It~I(.lhL 1-~1:1¡)¡) r1r~r:;l. COLOI~ 
F-"OR :-~:;;. 1 ·ro t-if.-c.i:1:;: li(1 

E:E6ii·J 
i ;(1 ; I / i'1 ) ; 

'l' 
'' 

1:.r1r:o~ .. i·~; 1 
) ; 

CA::'f"~r:¡XIMA CAPMIIJil·~A FLU.Jü 1
); 

'~f;j Tf.U~< 'REC,J::;Tf.:(I ¡;:_;¡, 

R~AC·t.N ( REG. I i'~ í C 1 r::E13. F 
;~· fF-iL\-;_FL.l.!.JC1 :· ht.G.C 

:~1:;L, 1;,EG. C.CLOí\, f.:'.~6. c,~F1'1A, ~.l::G. c¡.:¡¡=·1·11 , REG. FLu . .rc1 > ; 
f.'ViA> (1r; (REG.Ft.U.J(l < RC.:Ci.CAr'i•1I) Tl-!EN 
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[;:i.'.IÍ [ i J 
r-~o i.::; r-Ll.J . .1(1 rr~c.lJf;Lf· '·;· ~¡;]"¡ El.IH' 

11-JI):~ 1) ( 

E-. r J( i ; 
r::~:; íE INOIC.AOOR /\!(1::·; ~;IF1'.'C: F·H;''.Lt ~-~u(: ~:L. F·Rüt:ll~Hf1{; 1~1) l·IAG:'.'t :·JAOI¡ 

1 

f'l,C¡ l (;( 1._ Gfú~I [ h'f: (i . J ; J 1 (. 1 F\é: t:.. . f- ] /~,(;L. J : :... t-:t. (1 . ..: :.: i¡ ' ( ih ; 
I F l~EG. (.üi..Uñ. = V Thl~)-j 
[·:f(;JiJ 

1·il:l(:(1l.(1f((f;t:(,. Ji·Ji\:,f\i-.6.FJ1;;,1.:. ; .. f:; 
:-lf~ fCüLül~( l\t:b. F iNhL 1 1~i;:\j. I t·J IC J : ::: i::; 
l~A ., C~1F'i1(1 l f\f. b . J f-~ l (: 1 n·r:-:c;. f. 1 u:1l. J : :.: : ·,'t \1 • (:, ¡.:·;~i:-·:; 
1·1HTC:Me1·11-i [ REG. F I Í'J1~L' Rt.:G. I r·J l (: J : :::: - 1: i=:r<G. C.A:=·r1 I ) ; 
1·1i1TC:i'1r'l1l l f,·f (;. J IJJ (:, f .i-.(i. F Ji'~.:.~.) ; ~ (:; 
t·JA f C1;~·1·1! ¡ l'.i::C; . F ll'JAL, fü:CG . li H C; : ~ (1 : 
ci:1:-J.J [ r:t-:l;. 1 r-~ r \::i: ==- C(1N.J r Rt:Ci. J r. I C:J ·' L ;.,¡._G. ¡:.: iut;~.); 
CüN.J [ Rt:·:rj ' F ir ~;;L] : ::.:. Cüf\l.J [ ¡;.~:t°J . r- I ¡·~1~¡;_ J ·J· e l\'t-:G . I f'J I 1:. J i 
)f- b{f(i.F-LU.J(I ;·:..:. 0 ·¡ht:N 

l<GUJ 
r--1:1 ·1 F- L !.J l f <l· (; . 1 u j e : h t: l-: . r l r ~;,l. :; ; ;.;. r-, ~:: (; . t L. e:.,.; ci ; 
MHí1._.LiJ(l"\E·~:i.Fii'~.~ .... il~. 1.:.:ú it~lC.J:= (;. 

rr~t:· 
EL:~L: 
l-:é~GJ ;~ 

f'1;:1·1i·L.Uff.¡t:G. liJJC: 1 r::·(;_;-·¡¡~;;L.) :=- Ci; 
:·;A T ¡-·l.U [ f;El1. F I 1·1r:;1_ ¡ 1.;;L::6. Ií .: re):~ -( Rt:G. FLU.J(i); 

1--.r~ii; tf· J r~ ri~·:L J r-:: 
.·-..: :-.;lj; 

l t- .~-;r. (; . (:(1¡_ (1f\ ~ ¡-~ ·¡¡ :t-J~ 
E:EG ItJ 

/'1{1'1C(rL.(~F;Lf:i·.(-.. r1r~.~;l.,f\~:\.l. j¡~j(:J ~~ t:; 
r~A f CAf·f·tA ( ;~~·:G . ¡.: í ;·~(~l..' F1¿ G . Ir j ¡ 1:. ~ : == Í\EG . (.¡:;¡:·1·1;~; 
ViATC::1F-'f'il [F."EC-;.t-1f\\'.·;L.,f.:f:~(;. ];'JJ(:j ;:.;: ht:'6. c:;i.=-·MJ; 
:·~Aif-'LJ)[fJ·:G.FI!'t,!_ 1 1\ 1:·:<~. ¡;·~lCJ :~ ,:,:_~:ri.!.-í_t_!.Jü; 
{:(1;·~ .. 1 f hl':"(-j. f- j i~i:¡L);;.: c:1.·.;.;J [~.f-.G. r-·¡¡-~;·:~.) -;- íF\f-(-.. lUJ(:J; 

E!'I); 
J r r-1~:c.,. ci:.1..i:1h: =- E: ·1 h¿_u 
E:EGit"J Ct:-:L Ai~C1_t :~:::;; OL: C.Ci.O¡:: t:,_¡::,;~ .. ~ .. ~tJ 

f';;1TC:(JL(1t.'.[f~l:(;. Jt4JC: 1 ~,-é·(-:.f·Ii::;~_:1 :~ [:; 
1•1,:\ rc.1;:= /'iA ( f,:EG. Ir·. I e' REG. F I i ~·.-;¡ __ j : = 1'~::-..:G. e ,.)¡f'¡·:.;: 
f'i;1TC?iF-'r1J [f\EG. lUIC,RECi.Flr-~:.t.:1 := f.E·:-;.C.?iF-'ViJ; 
l'lATFLlJLREG. IIHC,REG.FrnAU :~ f:.~G.r'LU..iü; 
(.:(li'JJ[F\t-~(-i. IfJl(.j := CUN.JLF\i:0. lí~IC) -: ff~C~\i.F;i·~.";L.); 

ENI); 
E-J~O; { Fli'~ Lit·.L F(1f~ [iE. ¡:.~r;(:(¡_:;) 

Ei'Jü; C FIN úl·:L F'ROC€GUl~r:·: F'!tJTAFLU.JO ) 

f-'f\(;C:Ef.i!.h·;t: (-;;,·~·,;: 1 C:{-1; 
8.~:t:J I ¡-¿ l. (~:::f;F I ·.~:{~ ) 

{-.F~{¡~·r·,-1 J ;°'Jl1:)~!( :;; 1 1), .:-:¡ (l, j -~,(¡ _); 
(ii=í:At=·1-:cc1_0;;·¡-;c¡j¿; 
b"Hf -¡. ,: ;p,(:f~ ·~.t;(lt..Ji·~t> ( í :Lf°:1C:t:: .l ; 
F'ALt:T ~¿(:~:); 
c.:1L.C1F-: : :..: 1 ; 
Gü í01. 'r'( 2, .;:(¡); 
iif\?", '..! ~ ::-: 1 :20, ::: 1 o 1 ~'._·(l, 1 ) ; 

·:.• ._. 

1 

¡ 
l 
' 

1 



Í:':~ú;:,..'t_ ) 1;.:.: •. -~;1(•. -;;:;:;.., 1); 
fih'Mi..~,. ,,·'(, 1 • .-., i:::.~ .• ji.: 

0:;·¡;1,.1 ! i (i l .~~(1 1 :; l\i 1 \ ::;1_; ' 1 :i ; 
_"¡., [ l ) : -- l 1· .• ' 

1'lli.= :_,, 

t;~;(.[ 1 l : ~ 1 ; 
(; I f1'ClJ· t" X ( 1 :i 1 1' L._ j J , 7, j i ,· 

6Ufü,<Y(X[lJ i)lt..' :=;,·r'llJ DIV :3); 
t...1f\l.li:('j 1; 

X ( N!J:):i::.) ; -= ::::.:. ,:,; : 
Y e r ~(it .::i : .. : : :.. ~- :.: ; 
1·~·=:~;1:¡,_~:::.(. [ i :u:: 1:i.·::. j ; = i·:(11:·1::·:; ; 
f· ~.(: [ r;.:.~i.':r:; J ; :.: 1:-::~;.:1.;;; 

e I f-.: 1:-LE :. ;: e :·.(.l)ü:::. j ¡ y ( 1·.',)l~·U::; j ' J 1 1 } ; 
c .... :i"1(1"·r, ;,;¡.·.:.ci.:i .. ;;; [iJv :::, Yir~::;[J(1::::-i (iJV f:); 
\...'K I íEt ¡,·.: .. ),~(; l; 
t.,:[.;;~: 1. r::f;~¡; (:{;F; ! ; 

¡¡: f':J ~ ; fH.·: 
[:[~(; 1 f! 

H2l := ~o; 
y:~ .. ·:: : :. .;:.::; 
Cll~(.,_L·:1.X[_~~J, l'[.~·j 1 7 1 1 > .: 

¡.-f.;Uj 
lF ¡~·;~ > 1 r¡.;.-~::. 

t:E-.·~11 i. { L.1:1::; i ~._":, i(1.;; ( .. J;,_ ~~(.1 {1~)!:1:;; (:(H·J Lti r·lJEr·~TE ) 
~,:~:\:::= 1-~.1) 1.it 1•1 (F{·.'-1 i; 

.e t-:::: L.A ·;.tr·r:1rif1-"::1ei:-.: r.:r¡r.'f-. Ct"1f1r·1 ¡.,¡;::Li~1 ) 
FSR l:= 2 fG Ftl ·i- G1J 
[.2:(->Jí.! 

{~¡ _r- ~!;:;; 1 o.: . .; \ ) - :.:.· i .:. ,:4[:{.; 
!:: . .-:T;:;.~= (hLFi-1 :.;: ._:: l~ii:. 1 /l:;:::J; 
.XL 1 J;: f-;1:1'..;¡-.¡:11_ :·;:O + ·/1:1 ... (:r:i:;; 1. f·,f- ·¡ ,:¡ l) 
~'[lJ:~ RO~J¡·,1)l~~ + /¡) ~ SIN (8¿TA)) 
(:JF-;C.i..t-.(XL 1:: 1 Yl J) 1 :. 1 j .i; 

ti·;¡); 
t--;r:.:::fl ¡' l'..i:[l 1 c.~·1;..· l; 

Ef·;1J; 

IF 1·~:) = t ·ri·.:::n 
i::é:(;J;~ 

;.: [ r ;:)lii:i:::-1 ) : ::. -:::.·;o ; 
y t ¡ ~000:;-1 ] : = 1 7-.-~; 
c:;r.:C:LEfXft~~)~:c1:::-:i :i 1 Y[r~::irii:1:::-j J, 7, l '; 

Ei'JO; 
1 F ¡,¡¡ ;. l H·:EJ: 
8EGW 

f·:~:¡¡;;;.. l.~.(i f.ilV t ¡-~~¡ - l.>; 
F•Jr .. J::..:: ( i';1~:.Jü:; - r-:1j) Tü ( Ni:;O(I::; - 1) Oü 

(:-.;,:'i~;:= ¿,:;E . .:- (.J - 1.1~1:1~:{1.;:; - ¡,:l)) ~: f:(:[i; 
ETA:= (G~~A X 3.1416)/180; 
A(.J);=. F--;Cn.JN(i(j:::.:. -t- 7~) :f (:(1.;; (Fl;:1)); 

'3 

\ 
t 
¡ 
¡ 



'1'(.J):.:. (ll'JV: .• ~ii ·j~'., ·r 70 .f. ~:¡ltJ 1.1: íA'i 1; 
(:lhC.~.i· i .-.[ ..• ) 1 y¡ .J :¡ 1 ·¡, 1 _); 

EN:); . 

C:;~ t·.Oüü:::; - CFrJ + f~i)·I- ~'.::); 
Jr (: > <) "¡¡,~::; 

1:::- i~ = 1 íHi:J.J 
r:f:6i I' 

);(¡..¡.; -i· ::·) ! ::. Ji·.(;; 
Y(¡:·;~ :- -:~J :;..;; ·.:.·:.i' .. ' 
(:J~·:CLF t. A [ t.J, ·~'(r:.J 1 i' 1 j); 

é-.L-~.,:.. 
E.1:(1iU 

o::::. ¡_:;:.;.1:i.1 [1j\' e 
Fü::: k: = ( F r J -;. .: ) r.·:1 !.1';1)1)1J::. - ( 1 + f·~o) ) DO 
f·:i-(iJ¡; 

J;:n~·;::::. l.:·.-> (f." -- :.f:. ,.. :·J·i .1. ri; 
l::At="A::.;; 1.I(lf;:~ .t. :::.1.i1r:.;;1:::0; 
:\ll'..-J := f,•(1.);·JU(i.:,~:: -;- E.O .1 (:(1~:. i_l',t-'1f-'{Ll J; 
1'(\.:J; = R•:.1.1¡-~i)( ·;.·:1 + 60 :f: ::;lf·J (f:.Ar:"f-i)); 
{:Jf~-:.t.t-.1.~_[f.),'{[t:.),"/¡) i; 

E;.1:1; 
f:-J ;i1; 
G.i.~:(,1j 1 ¡ .1.: .• ~· l (.~,·,); 

t-.::.;-1 i:: ¡::l_;r-: ::;(1L.;,;•,rlr!'r: f·i·:f¡;¡ l ;:, F·::1:::1 c:1 i:11~ fiF Lc1.:; r-~uo:~1::; J 
ENO; ( F I 1; fj¡:.:1_ ¡:·¡;_cci··~O\ __ ,;;:~ 1;J,; ~-,,:·¡(.A ) 

F·Roc:~-:ou,;·c-: íRH~2H; 
[-:EGJ N ( ;:.·r:i-ic::.l:·'.Jf<~~ -¡f._•;:~:{; ) 

Fo;=: .J : :: 1 TO r ~i:1i:.1:r;. Gü 
t-:t-.G l i; 

rc1n J : = l -, Ci r~C1[:::1::; u::1 
E:t::GIN 

iF j Ii-1 C.(:;·~~ii..JJ ·¡¡-;¡:-:¡~ 

E:t::G ilJ 
(iF-;h'.,.,'.( ;i.. [f.:;.(:[.J J j ¡ '¡' lE::;cz . .: J) 1 X( E-::;:cc j) J 1Y[E:::c.-LIjj1 f'";{~"f(:(1Lf.f\~1[ ~1, I]) i 
ARC:t. xcc:::;cc r; J, YCE . .::cc l J J, ~?o, li), h:'., rcor .. Gf:ri[.J, r J); . , .... 

l:1-~1 l 

Jf _ _., J'.~ (/,¡-~ .. 1;-]:: "lf1-:.:~ 

:;:_::,~, 111 
[;r·,;.;~.''. ;.,_ rr:.:;.::r l J J: 'r'Lt:::ct j} :i 1 ~-f t:~;(:[.J) J, Y[t:.::;r;[.JJ J, f'1ATC:C1L.c-:;..;Ac I, .JJ); 
hr:(. ( i (;;:.:;e c..r·~ J, 'r'C(·::: . ..:.c..i J J J ~~·o, 11) .. 1·-;A1ccu_1:.;;::::ic r ,.J J); 

t._:.~¡; 

[-.¡_) ( F 1 I~ LEL Fi:1R 1 

E¡.~O; :::r¡~ Dr.::L F(1,°' .J } 
F-,'é,"{1[;. ~::t;~j 1 (:{¡,t:\·); 

Ei:.O; { F i 1·J c.-::L PF:üCEGIJRé: THA,:::A ) 

1 (l 

' 



• 
i 

.. 
1 1 ¡,, 

J 

1··KGci:-:1)1 •• ,,.._: 1~:;.c1;: 1i:.1.:.; 
¡ u; l.H [· :;;(.f\] ·¡ Uí;~¡ l{ó ui::; IJi)[l(1:'; . ) 

E;f:G !l'J ' 
JF ;:·r: > o ll;t-r.1 
bC:GW 

~(lf; t:.:~ ;,: 'i(I ~f< + J [l(I 
E:b; ll~ 

(;1)1(1 X\' (X [ n (; J V ~:, \'[ n ¡;¡ \1 ~·) ; 
~'I~ !TE ( IK•C1:11::::.cc Ll ! ; 

!-N~l; 
E'NO; ( FHJ Oi-:1. IF r:;i l 
jV 1~[; .'> t) ·¡~·:tJ~ 

1;:1:1111·~ 

FC1f~ t: : ;._ ( r~UD::1::; - u;.i 1 i c1 ( r-~~~1D1:1::; - l ) Dü 
E.:;.:\:i ¡ IJ 

(..;((1(1;~1'(\(t~J DlV :;:, Y[f.:.) [llV :::); 
1,:,1;;.• I T~: t. l~·OC1~1f::;(. [ t-~ J); 

E."I'~ .~1 ; 

ENO; ( Fir··! Di::L. IF 1·~0} 
J F ( !·~:~(!:)·;; - (FU + 1.i~i ·I :'..')) > 1:1 ·¡ HEr~ 
r::;;:1; I i ! 

F(1t-: 1 .. ::: (r¡¿ + ~:·.; ·1.:1 ~.1.\1uc:;; -- (j + ¡~:>)) [>Ci 
~;t.(Jl:~ 

(-i(!l(:.r,.¡". )..(1,J í:JV ;;:, Yfkj OJV :;:J; 
WRlf~1.J·~.:-.~01~:;ct¡;J); 

t-.r.•:i; \ FJr·~ [·,;--L. lf f·;(l[i(1~;; •· •._r-¡~ + l~O + 2)) 
f:'..h.t.J; l F i!J DC-:L Pi\(.(:f-])i.-'RE E::;c.1:;_11::!~: ) 

¡:·;.;:0.:.1:-:c.u,;·i:: i~:.JE•:.u r ,~; 
E·:t:GIN { L.Jc(:U-1H ) 

c1_1~:3CR ¡ 
F(1f¡ ] : :... ) ·¡ (i U(1[i(I.~; (i.:1 

E:f.G!li 
r·~Olii:i c 1 :1 : ~ r ~1L'.:;f-.; 

ENQ¡ 
1,.,1n 1 ·¡ ELi·i ¡ ' fJ1.Jr·1E.F:i:1 [iE ; ~C1[10::; ci:1r~EC:Tt1[io::; 1 ) ; 

Wf-:ITELNC 'COiJ EL NOOO Fl.i:::iJTE: '); 
REAOLr·J ( f-"¡.;); 
WRl TE'-.Lf~ ( 1 l~l}r.-;t~HO DE l'>!CJ[;::;::; C:C1t·~t.CT~1(lCt::;'); 
~·1\ l T EUH ' C:ül'J l::L r·<iJOO Df.::; r rno : ' ) ; 
f\E{:{H.N ( t~[i); 

e r--.:i,:: I·'.: = ¡ TO í;RCO::: OC< 
f";i:('iJt: 

r·i:1 ·1 C:1)L(1;:.~ [ F1t."(-i. J ¡~ I C: 1 RL C-i. F J ¡~{iL. J : ; Rf G. (:(1L_(1f\; 
f·>); i''HJ C·L''~- ¡:·.::,; GE ARCO::: ) 

Jr Fi; .> (1 "fH.-:J~ 
!::t-.:Cili~ 
LH!Ti·:u;; 
~1RilF ( ·c~uE i·JCIP!~1::; E:::·1{)i'~ C:(1i~~:c.TA[i{l.~;' )j 
!,_t¡i:IT[::lJ~(' c.01i E.t_ r·~(1i)1) FUCr·JfE: 1 ); 
FUfi r·:. : ;:: ;: l (1 F- ;·~ + l [l(I 
:':EG l ri 
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1 -·~ 
' 1 : : -

1.i,1¡;: I TE 1_ ' ;·~;)1~1 0 ' 1 1-. 1 ' > : 
f.¡L;-¡(ill~ ( f'>IU/'1i~:)[i(l .i; 
l'JCiiJOf.::.( C•··. J :·= f.:t.i:··:N(:IJO; 
E::-:cl rJt.JVir>JC1;1c1:; ~::;. i:; 

Ei'~Ü; 
[_¡;¡1; ( F l N [lf'L lF f·I' .> 

lF l<I) > t) THf.:ll 
¡.:¡ (;j ¡; 
~1 ;;: 1 TELi~; 
wri: j l F \ . (.~Ut· 'J(lfl.:L;. {- ::.1 frN (:(I[ ~r~ C:T ;l[l(l~; 1 ) : 
1.,.1t=.:ITf:.1_i·J( 1 COt·J El_ 1~(.t~·O Dt::::;fif'JO: '); 
r 1_1f·: t: : =-- 1 1·~¡~1L">(1:~: - uo :i -ro ( r :1:1rics - 1 .l r_1::1 
bf.GiiJ 

~:f\J 1 t· ( ! f·~1~1[l(l 1 / i .. , ! : 

REAGLI~ 1.1\1 U!•i1·~(1i:.~1_1; 
l·J::it:i::iE:~;(: l ;::);:.: ¡~,_ .. ;•,;,::.t.1(1; 
E::.i:. e r-~u:·:r·!(HJ1) J : :-: 1-·; 

f _f','U J. 

t·.t~::i.: e r·1r·~ [;f_t lt-" ¡ •.. 

'' ,·' 

11: (f-~(11)1."1::; - (i-·r·~ t- iJO ·1 .:: : ) .:= (1 T1·¡,_::JJ 
Hf·H J le 

\..!R I ·¡Ei __ :i; 
wr-;1 ·: L '- '<:.:•.5f. r-~üLi¡:J::-: i 11:1 c.;;·¡{;:·: c:(1r;¡:-~c:1 F1í.'D::-;' .>; 
1,i,1¡iITELi"J<.' COrJ L.ü::. t~1):)1)·:; FL!¿f·Jí~-: 'i lJ.~:STii~;); 
f:(:f: [¡;:;. (f-'I'~ + ;.::i "1(1 (i".:1:1~¡;:1:;. ~· ( j ·I t-~~l) ! [1(1 
¡:,¡::¡;, [/'J 

wr; I ·1 E<. • t-~1:1n::i 1 , u¡ , ; 1 ·j; 
RihOLU ( Nl.ihf'~1JüC: .J ; 

1-~·1:1LJ¡~1E.::;C.(flJ; ~ u...:1 .. 11~·-~1L:::1; 
t:::;C ( Nl.J1·H~1:1i:•i:1 j : ::: D; 

E1~~1; 
l:i~O ¡ { F- J 1;.' f1EL l i 1,\1(l(i:;:; -· ( ~ ¡-~ + r,,~> + :-:· .l ) 

Ef;;O; { E.J:':Ct.ITA l 

, '' .•, 

{ Er~¡:.·jE:·_'f1 EL F--'F;üCE(iJ;1JFi·~l(1 íi~~ t ACi.)t:JL.j()~·1[i [lE FLU.J(I ) 

PROCt:Dl.;F:E FAC: f I8 l LI CAO: 
f-.:EC;JN ( f'fiOC:~[il.JRE~ FA1::Tit-:Il.l[:;¡[1 ) 

( f'JI): = 1 ; 
F(lf\ M: = J ·1 (1 r·~(i[l(1.;; [iC1 
81".Gl:J 

H. U.Jli:::é1U 1'í J : ~ O; 
FLIJ.JO(:J' f [ i"i J : = O ; 

Efl.'li; 
f- Of; ~; : ~ 1 TO N(l::J.:i:~; [;::i 
FOii .J : = 1 TO NOOü::; 00 
E·:EJ; JI J 

FLlJ.J(1:::;ALlViJ ;:::. FLU-J1:if;(;,__[MJ -:- f'1;1TFLUCr~ 1 .J); 
FLl.J.jijEN f él'll: = FLl.l.J•:Od·Vi·[l'il + MATFLIJ(.J, l'1l; 

EUfi; ( F l N DEL Füf-~ .J ·¡ Vi ) 
IF FLlJ.jO::.rHlT J u FLl.J.JC•l::Al .. [:::J Tli'o;J 
t-.r:c;1 r-~ 

li.líiiiELtJ ('f·J;J E~::; Fi..U.JO F-f;CTI[-:L.E EU t.(i:;; N(lf);:¡::; FUE:r·~TE-DE~:-IJNCI' ); 
rr·.o:= o; 



f·:NIJ; 
;- 1:1F1' f·¡:::;. .:·· ·1 (1 /1,'(1~,.:1:;. •· i (i,;¡ 
lf' Fl.IJJ(,:::1-<r [ M J' :· > Fli.J.J1Y:1:;1.. [ Ml Tlii::I ¡ 
i-:H1Jf~ 

Wf\l"ií:-LI~ l 'f,<1 fS F~·1,::1ll-:L.t: E:r,,.· LL. t·J(1llt1; ',t1'l¡ 
r 1 ~;:o: =.: ci; 

Ei~[¡; 
1 F rn.; = 1 TH1::1 J 
¡,,/f,'1.fI:l.N ('[i. f"i...\., .. i(J Jr~l(:J{1L [i,;[)(1 t::; Ff;C:TJE:LE '); 

r-:: Ji); ' F rn C•d. r-;:":··=·''º'"'~" FACT !E: I L rn,;o ) 
¡ 'í1';:r:.f.f JUíif- F1'E:.~;r H·) .\; L_ !_.i._l f 1; 
é::::G IN 

\i.1r:J1[L.N ('fl r··p:;,:.J1·~1:: FLt.JJ(l !:::; 1 ,F'LU.Jl1Vif:X); 
E:~o; 

f·;í-.(-;Jr; Cf-·i1(1(..¡~·f.,~'i,::; í-"f\:r-.(:Jf·tiL) 
::- r r-~ TA:·l.t.J.Jn; 
1 :;(;·¡ J [': i L j l1/'.¡() 1' 

¡¡.: 11<1:1 ~ 1 r1-.c:;, 
f.HC.JIJ 

1 iC:U:31~.Jl-:; 
i· .. _l: (:t.J1 ;1; 
(;;;:¡:;,:..- l (:{~ ; 
L::: 1:.1~: J f-;t-' .: 
·rR1:·1 . .=1'..i; 
¡;¡¡:¡;;.:. LU-J~I; 
lF RU iiil:aj(I:_ = Tf:IJt:: Tht::M 
f-:ESl í'~ 

í-\E::a·1i'.';lf_.LU..iO; 
c:c;i-\lFr1 J ¡ ~ i r.-:o; 

El'O 
i·.L.:::r: 
E:CGHJ 

Wf;JTEL.f'.1( '1\1Cl f:".~; Ft;CTJf:LE::' ); 
\,.'i~ I T t:Lu ( , Er J El_ f' w f.'+l}i) Dt:: LA RED' ) ; 

f..Nl.J; 
cr..:o: 

( lTFi111 NA H. f-•f;•:tGiié1Vil'1 J 
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