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·P~e. poder llevar a· cabo estudi.os _de seguridad ó -

conti11genci.2n crl. .'3istaoo.s de potencia , y aplicc.ciones :ta 

les· como Centro). ele Ge11.~r.L>.ci6n 6 De:::;pacho Ec0n6m.iCo de 

Cai-ga , es neces~rio contar con una base ¿e datos confia 

ble i;ue dé infor:'1.::..ci611 acerca ó.el estado y cstri.:ctura del 

sistema. -TaJ.. base de do.tos se obtiene por medio ele un Es

timador de Estado. 

-El nétodo de c~timaci6n analiz~do en este trabajo , es un 

·estimañor estético bn.sado en el tre~bz.jo de Scl1\':eppe 

( 1.970 ) • 

. a.ó.emé.s clel c::;tim~C.or , se ~"l.cliza el ~pro1lleroc1. ó.e 

Observt.Oillclad ; cU~,ro r~~ultad.o nos in6.ica si con Ul1. con-.·· 

junto ci.c r:1.e6.icio1i.es d:".do es ?osi:"olc obti:;ner un<?. soli.1ci6n-

lt.."l.Íca pa.ra el est:Lnuc".:.or~ 

KL m6to0.o ó.e Obscrvabili.ó.ad .. utilizado es el C.e I~onti.ceili . 

. - iñl .( 1.985 ) • 

. ;.; .. ·'' 

•· 
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INTRÓOÚCCION"'
1

' uu 

Lá estiíllt':~c.:ión de eE.tc-:\dO es al núcleo anál i. ~i ~:. de 

seg1,ri-idad en-line.:1 d.~ la r~d. Otros problemas 1-<?laciontHJos con la . .. ; 

É?stimac:ión clt:~ e~ta.dcJ incluyen, Análisis de la Obser"vabilidad de la 

.f~ rj::!·d;Identific:ac:ión de datos falsos, y el Modelado de la red. En el 

pt--esente trabajo sc-1 ha inc1Lt1do ·el método de estimación má.s 

robL1~ta, por c:cH~1sidei-c-:1r qLlP. si se cc1noce bien ést.e, será más fácil 

1:onoc::er alg,ún otro .. [)e i gue.l modo, se trata con un método 

especí+ico de observabi l i dad, porque ar1-oja buenos resultados y ·.SU 

pra9ramaci6n es relativa,nonte fáci 1. 

Se penso que el t1-nbajo si1-va cama una -fl.\ente tocl,.:-, persona 

i"nteresada en el terna. l'lunc:a se pensa en método de 

estimación original, ni en crear L1n programa para pre1ducción. 

B.n.álisis de St'.'quridad ::¿_ c:ontrol 

Hay tres elemento!:~ ba.sicos d"l análisis de segLtridad y 

c::ontrol 1 a saber : 
e> ·- i 
Monitoreo, Estimación,· y Control. Et->to se 

' 
. enla:::a' en el ~iguiente m~\rc:o: 

l. Monitoreo. Usando mediciones en tiempo real, identificar si el 

sistema opera normal o no. Si el sistema está en_ L~na emerger1ci a, 

va a"i: paso 4. Si se ha per·dida car:_ga, va al paso ~-

determinar si es 

segura ·o ·no, con .nl conjunto de "Sigui entes ";.·.: ... :,,_ 

contingencias". 

3. Control Preveritivo. Si es inseguro, esto es, haY- al men.os :vna. 

co.r1tin9encia qLte puede caLtsar una emGrgenc:;i·a ,- deter.miO.=:u ... · 

ac:Ción coi'rec:tiva cie:-be1-á tomarse para hacer segLtrO el sistema.· 

4. Con_trol·.:.de ·EmergBnt::ia. Ejec:utaºr acciones c:orrec:ti vas 

para ;hace:-~:que i:l sistema lle9ue a la normalidad. 

5, Con·tro1 ReS:taurati vo. Reestablecr=r 121 servicio a las car.gas .de•l .. ..-.·-

l 



si ~~tema. 

El análit.:.is de s~1]Ltrideid y cor1trol ha sida in~plementado como 

Utl paquete de sof·tware en los ce11·tros con~rol mode1-nos. Las 

n1ayores componer~tes del análisis de seguridad en tiempo se 

muestran en la fi9. l. La p~~te de monitoreo empi ez.::i las 

mediciones en tiempo real, ci'":: lc;i.s can"l:.idades fisicas del· sisl:.ema 

de potencia tales como, Flujos de potencia an lin~au, inyeccion~s 

dt::o potencia, lni':l.<,;Jni tudE<s de c:omo status de 

s~·Ji tc:hes e interruptores. Los de.tos en ·el lugar, san 

mandados a la compL1tadora del centro de control. D;ntos falsos 

notorios son rtZ!chazados, al filtrar lo~; r:l2.tos transmitidas· ~t.ravés 

de un chequeo ~;imple ·de sL1 ra:!onab"ilidad y consLstencia. F'rimero, 

los datos son si5temáticamenta procesados para determinar 

configuración del si~;tema, o ºtopo!ogi a d11 la redu. Luego, 

datos disponibles son procesc,do~~ para obtener L1na 

le.s variables de estado del sistema. magr1itudes 

á.r:fjulos de fa~c J~ 

er;timación 

de 1.'oltaje 

Antes de la estimación de estado, a uno le gustaría saber ( i ) 

es pos~ble.la estimación de estado < si la red es obser l' ab 1 e 

(ii> .. si no, para qué parte del sistema, es · todav.1 a posible 

la 

los 

de 

y 

si 

) ' 

la 

estimación .. A. uno le gLtstar.ia también saber si hay algún dato· 

falso presente,.y si es as.1, cuál es el malo, 

análisis de observabilid.;td y detec:ción " 

y descar·tarlo.. ,El 

identificac:i"6n · de: 

datos fa__!.sos, son pai-te di= la estimación de estado .. 

operación .es seg Lira o ·no, se 

necesita un conjunto de contingencias. La . selec:c:ión de 

con ti ngenc.ias empl t:!a un esqL1ema adapt.ativa para un 

conjunte: de disturbi"os importantes y pcJsibl~z .. ·La 8stimaci6n :de i·a· .'~\ 

seguridad, cor1-ie>ntr,~11n:!11te involucra un análisis de flL1jas de carg~., 
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los Por lo 

·'tanto, para estimar la respue~ttO>. del sisteni."'- a las con·t.i ngenc i as, 

se lleva a cabo la e~•aJuaci6n de cv~ti1lqcnci~s, 

carga en-linea. 

usando C?l T-lujo de .. 
El objeti ~.-o del pr-t::?sente tr-abajo, e~.::t.á enfocado los 

problemas de t:lbservabilidad, estimación df;2 c;:stt:"\dl:l 1 y la 

e identi.ficaci6n de ei-r-t:it-es. 

detección 

Observabi l ic:lad 

Si el conjunto de medi.ciones, e~ sufic:iE!nte ·en nóo11:~ro y bién 

distribuido geográf i c:.am•=nte, la estimación de estado dará un 

estimado ~el sistema euto es, las ecuaciones de e:::t"imaCi6n 

estado tfenen solución J. Por lo tanto, i:\l diseñar, surgen 

.siguientes cuestiones, respecto al conjunto de mediciones: 

a: ... Son SLlf i ci ent.e-s lüS mediciones, para hacer posible 

estimación de estadtl ? 

b. Si no., dónde: deb~rían de colocarse adicionales, 

modo.-que l~~ e:=-timac.i6n de estado sea posible? 

Si el conjunto de mediciones es suficiente para t1acer po5ible 

estimación de estado,1 decimos que l" red es observable 

de 

las 

la 

la· 

La 

observabilidad depende del número de mediciones disponibles, y de 

su distribución geagrA.fic:a.. La primera CL\f=sli6n su1 ... gida se. 

relacicaa c:on la prueb.a de obseri•abili..dad. La segunda CL\es·t-ióri, ,_es· 

la colccaci6n de rnedi:dores para la observabilidad. 

Un sistema 5c diseFte.>. para.-se.· observable, en -1a m~yor1.a 1de 

las coA.riciones de op1~raci6n. PLu~dE.! ocurrir una inobservabilidii\d 

temporá, debido a c.:ambios ?.nticipados de 1.:-1. topología de la ·red,". 

El anfil.isis obsf.:.1-vabi l·idad, que incluye la prUeba de 

3 
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observabi lidad, J.dt:rYLi{ i caci61, dt:: isl c\s observables y cbl c1c.:\t:: i ón 

.:\nte!."'". c.l~ 1~"3.. estimación de 

est<?.cio. 

Hny tres tipos de 
t;; 

mediciones en siz.tema ( i) Las 

mediciont;S anal6gic:as, qL\Q incluyen f·lL1jos de pote::•nc i a real y 

reactiva, en l,;;ts líneas di::; transmisión; i nyecci cines dG> pott'!ncia 

real y reactiva en lo\:; ·bus~.s f. i;¡r.:ner.:1c:i6n o cJema.nda ) magni tL1di=s 

de vol tajes de bus, y -f l. Ltjos corriente de linea; ( i i) Las· 

mediciones lógicas, qLle consisten de los stci.tu~-=, ··de switches 

interruptor~s; ~iiil ps~udom~dicior1es, i ncl Lli r 

p1-on6sti cos de carga_s y gl::'neraci ones. 

Las medicion~s analógicas y lógicas, :;on en vi ad as al centro de 

control. E~ los datos1 puede haber er·rores y ruido. Las fLtentes de 

er1 ... or incluyen fallas en los equipos di=- medición~º· telemf¡!dl.ción; 
.e:. ·- ! 

t?rr-ores en la inst1 .. um~n t:a.ción d~: medición; l'"Llida en el ~5istema. de· 

· cocfú.:.~nicaci6n; · r·etardo en la tí-ansmi si6r1 d~ datas. 

La eStimación de estado es un procedimiento matemá.tica, 

cai"~Lt-1ar e!. mejor estimado de las variables de estado del sistema 

de potencia-: basado en los datos con "ruido". Una vez 1--as 

··var-i•ables d2 estado Sf? han estimado, otr.~s.cantidadt?s, por- ejemplo-

pueden obt~nerse rápidamente. 

El médula topologí.a de .la red procesa 1 as mediciones· 

l ógi c:as par.a. determi na1.. la configuración de la red. 

El estimadcr"""d-E estado, usa el conjunto de mediciones analógicas, 

jLtnto con I.a. cunfig~1rc:;.ci6n de :!..:..->. t«~d, p~rámetros cJE? como 

~mpedancia de lin~?a.s >, y qui ::á al qun"-<.S pscLtdomt:::di c:i onc:s, pctra · 

hacer su est.i mac i ón. 

D~jenrs qur-: = denote el conjunto de mediciones; x el vectcir 



d1::> .~··,: ... 1-iablc~s de h relación 

_vüi!j.:~ble!; de estt;1do y l~s v.:>.r-i.!lbl(;:!-; l!lf:::dirl.:~~.; y 

er-1-or de las mt:o>dl.cioneo::.. Tt;?nemos 

z ::;: h(>:) + w 

"' 

w, 
~ 

entr1'? 

veCtor 

L.r. t'-'St i m.ic i ón dE·l vecto1- e.lo es,tado >~, se obt i ene_~or mec.1 i_o ele 

mi1iimiz.i:.-\ci6n de:~ la función de minimc.1~ ponde1'"adc1;; (.:.:o,péndic:o A>: 
'.\' 

J Cx) = [ z - .h.Cx} .JL l•J [ z - h (") J 
' 

las 

de 

<a> 

la 

( b) 

donde, .. VJ es Ltn.:.'l rnatri.::: di,:..goi:-i-=t~.:i· 7 <=L\Y5::ln elementos ""<;;on los factor-es 

de f._~'n'ct~_i-:.8ci6n de l ús mod i e i O~~'"~;:·:~f;j:)S <!.•rrores de medición, se 

c~nS.i,cJ°~r.3.n var i .::~b 1 es al uator i ªS: _c_ori ... medi u CP-t·o-. La varianza. del 

err:or pr_oporci t:Jni:\ una. int.iicac(Ó;¡~;dJ"-ia e:·: .. ·.ci:.i lLtd.>c..ie medición •. ... ·. - ------ . . - .... 

Grande-s varianzas indican que -i~_:_'!\l~t_ici6n correspondiente es menos 

e}:actB.. 

ha gai:iadO. a:npl i a acei;,tación. Lá ~·~4~ mación se r-e~u~l ve 
. '· 

de U.n. ~~qúOOa iterativo, 

'}'··'· 
dand·e· 

:-:-: i 

··•. 

H (X) 

que cai:c_l.\l a 
··.·-r~:;;;--,:7"-..!-·-, __ _ 

--· - . ;_-. 
- -·---

'-·-r ,-. 

1 as cc1rrecci enes 

t:.:z f~-z: ::·':'.'.i_'-h e>: > 
·~-~'.!.!:...!".'.::.i';'~"2";~ 

. -;~g~i~tj~M~triz jacob;;na 

~:!Sta.do 

par 

en 

: . .,·. 
G <x > Ht CX) ·~tL~j"7~~¡:..t·,(:~_J~~ l·latr i z ele ganancia 

- - ~~ ·., . ..__; .. 

asi 
·-:"'.: 

-.nOrmales'' -del problem.;1. ct~ min~:Rios~l:ua.dradcJ-s pondera.dos. 
·:· 

que 

medio.· 

cada 

<el 

(d) 

(") 

(f) 

\ 
' ' 
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$011 resuelta~. al des.nrrol l .::11-

prim~ro la ~actorización -t.1-iangLlla1- c:le lt1 matriz d1~ ganancia: 

(g) 

Lá -fac:tori~ión st= lleva a cabo norm;:1.l mente. por el método de 

·chalesky. 

BAsicamente, hay tres va1-iacione:-. en el enfoque de ecuaciones 

normales, piira la estim,':1Ci6n de estado l•ILS : 

1. Método it..S Pási co.' Las ecuaciones norm<::\l es son 1-esuel tas 

honéstamenb!· en cada i terac:i 6n, 1 o que significa que, ya la 

matriz jacct::iana H y la matriz de gan.:..'\nci<:1. G son funciones de k 

" 
en cada i te:-ac.i ón, H y G y f;;H:torizadas en cada 

i teraci6n. 

2. Método G constunte. La misma H se usa por VMrias ite,raciones, 

antes d.e re::alcul ars;e. 

~- .Método "cfesacopl .?.do. Después de dividir las medi ciont:?s de 

potencia _reí. )1 reactiva, 

' 
usa una H const.¡1.nte 

ecuaciones':mt"'males en todas las iteraciones. 

B. Enfoque rie transformación ortog.onal ~:1 9l 

Se ha :i:ó=;:et'7vado en la práctica y repor.tado en la 

para l&s 

literatura, 

qLte 1 as ect.Sione5 normales pueden 11 eg.;lr a "mal· condicionarse". 

·n enfoque citernativo par.:.>. la esti1naC:i6n de · eStado, basado en 

..:.r-ansformae=zi.es ortogonales se ha propLtesto; es numéricamente más 

estable al.l:'eSolver el problema LoJLS. El método está. basado en la 

factorizacitlm. de la matr i:: jacobi a.na H, por medio de 

transforma.C:dcl ortogon.:11 < Househol der o Gi vens >. 

De manera .S:ci l ai- .:'ll enfoqu~ de ec:Ltaciones norm<'\les, hay tres 

métodos deUplt:rilentaci6n .. básico, G constante, y desacoplado. 

Aunque ffiej~ la robus.te::ó de la e!:5timación de estado, el enfoque 

de transfor.Eeión ort.ogonal puede presentar Ltna ffiLlY seria pérdida. 

6 
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de di spcrsi ciad. 

C. Enfoque h!b1-i dt:1. 

Los métodos de transformación c1r·togonal par a e!:5timaci6n de 

E:?stado, han mejor.';\do Gl comporta.mi entc1 numér i t;o, pe:~L~D gene1-al mi:u1te .. 
SL\ dispersidad sufr-e cuc.1nda la redLlndancia de medición es alta. Se 

ha ¡:irapL\esto un 8n-foqLte h!br·ido, ql-te ti8ne la 1-obust:e:: numérica de 

los cnélodt:lS 01-tog'cin,::o.les, y a'l mi$íl\l:..l tiempo retiene la 

dt? 1 as ecuac: i enes normales. El método 

iterativame11te las ecuaciones donde la 

tr- i 1;lngul C.l.r" se l. leva· a cabo usando transformacion~s 

dispersidad 

f-ac~~~~~~ión 
or-ti·u;1oi-l.?.1 es. ,. 

_.._;.· 

Nuevamente, el método h1 bri do puede impl emerit.:.1r~-:;e ~!1-·~.:-.·~ tres 

versiones básico, G c:onsLante, y desacopladw. 

Detecci6o.. g Idc~nt.ifica.ci6D.. de datos fulsos 

lmpl.ic:itamente se h<."1. asumido en la farmulctc:ión del '~f-Ob 1 ·ema, 

son p~queños ..... ~ Oc<."\!=.i on..:il mer1te 
- ·- f 

E-i-rores, debida a falla de medidor e::. ra:: on<?s. muy 

i mpoi- t.ante Ci) dE?-tec:tar l" presenc: i a de tales dato'.5 ,. ( i i) 

identificar cuáles met:liciones <;;:.on fal5as, y (i ii) 

los datos -falsos~ d~ modo que no corron1pan los 
.~~--:~""·''"·: 

resl.tl t;:>.dbS'-- ·:-de la 
.: .::.._._•_; 

estim..;1ci6n de Uno ] os mayores- berteTicios de la 

estimación de e=.tE1clo~ ha sic.Je¡ le.o. idr-2ntificac:ión da datos.-:f"B·lsos en 
.+-e~ .... 

el sistema. 

In tui ti v.::-...mente, si hay datcis falso~ presentes 

eStrL\Ctur al es, los residuos o el err-~f~~;l~~~:~ -. ( . 

J<x> ) , sera grande. Esto sugiere una manera de d etec:~~§;i~¿~atos 
. "!{:~;-~!;~::;-·~ 

estad.1 s·t::1-cas de -::c\lsos. Puodroi L\SL."\rse i.\n3.lisis de técnicas 
... ::_! ·.~~~"-·::.:.. ;.. 

prueba di=! hip6tesis., parct d&terminar si t=l .er1-or e.os muy ·g¡::-añ-a-~·. 
::;¡ .;.:;..;:.:_:·: •. 

' ",•--"·-=~o--

Se ha mostrado qLte para·uno ~olo, o múltiples datos -fá~l'SOS;'.- el 

r-esi dual norma 1 i. ::·ado más . gr~nde, corresponde 

7 



EsL~ hecho ha ei~o u~ado como une':\ un al~ori tmo 

iduntificación de dalos f~lsos? esto es 

Pa.:..:;o 1. Seleccion.:u- lfa medición ct:H• e-l t"E?siclua.l 

gt,..ande. 

2. 
.. 

F:emover l a med i c i 6n. 

Paso Estimación de estada. 

Paso 4. Detección de datos falso~\ Si e::iste'n, ir a 1. 

Se requiere una prL1eba de observabilidad, para que al 

remover la medición sospechosa, no se haga la r:ed inobservable. 

Hasta aqu1. he presentado un panorama del campo en el que 

mueve el problema de la esti maci6n de e=;tc1do. En los $igui entes 

cari1.tulds se presenta cada. L~no de los tópicos con más detalle . 

.e. ·- ·.; 

·.···· 

... -

8 



••• INTRODUCCION 

t·áp id amen t:~? 1 C1S 

a. L.:ot t~:q.=~flsión que• h1:1n i~c:::·riido lo~ sisl·_emas de potenr:i~~~ r~qtderen 

y control, 

\ 

b. Lc1 

C:C:.•nf i .:.1l:J L", 

r: i t:o11oc::i m:i en to 

complc:.•lo úc· .1.::.. si·l:L1nt:i6n pasada y un 

c::omput:ador;;.; 

de:: 

c:léc:t:1-ic-?. ecqnómic:<..". y confiable.. 

d·?.tos no pur.~d~~ coi;f i ab 1.1:::! !.\SO 

c:ompu.t<oidora dlgit:•=-.l, p,::1.ra apcr aúor aqut:l 1 <.•. 

in·fc1rr11Ht:i6n qui"! c:.·~~ r·;,..]·cV<'-\11tt": Pa:-.::: 81 problema que clebe rro:-solve:.~1- en 

' 
c.<·td~ :i nst:0:1ntr? d!: ti E•upo. El "objet.n de i;~~-->t-e tr-.c1bé'\jo !:-..'S d:i s.c•_d:ir:- t?l 

can-t:rcd mod1:•rn2. ti t::nc:! do'-.i 

µrir-tcipe.les: 

<·1i:-1.if1iC 

¡::c-.·:rl:ll''-n.l.-,-,~; ;n·-r::·::--,<.::- ;• 

Utl<.'. i 1 Ll$:: ti-.~c: i ón dt;! 1 L1'.'.F-

.:·" 



1 ... 

4 
' ..J 

·-¡ 

J 

., 

-¡ 

e<:-'.t2.do del 

sist~ma x, son a-fectnd<:\S poi- distLtrbios aleato1-ioS". w. En 

las vnriables de estado x, no son todas direi;.tamunte accesibles. 

El si stG>n:a de medición, ~.61 o produce Llliú ~.elección de las 

cantidades requeridas c~otudo $i u tema. 

Además, l~s mediciones z están cor1taminodas por de 

observaciórt. v.· Asi ~ le-·.= ce:i.ntidade$ z, pueden o;:::;ei- insatisfacto1-ias 

para fijar el desar-rol lo del sistema. 

Desde el ¡:;iunto do vistn ds i ngcnic;r1 a de control, he.y dos 

p1-oblE=mas fuá.s.icos por resolver; 

1. La 1.:.earli.a de estirnaci6n proporciona los C:\ntecedentes, p~ra 

d~terminar un estimado !!.. del estado del sistem.::i. x. 

2.· La teorl!a de control, trata con el proble.ma de calcular las 

var'iableis a:.ontrol u, de ruado que el sistema de una 

D\i! ac\.u;;rdo a la Ti9. ., -· el estirnacJpr prod\.\C:e un valor apro>:imado ll.. 

del __ estad.o.del sistema >:, usando ·observaciones "ruidosas" z como 

variables cle entrada. 

De1~·ir1ición·: Un estimador :de estado está.tic:ó". es un algoritmo de 

proc:esamie:ita- de datos, que transformi?< las lecturas medidas en el 

tiempo pri::::>~tc i' otr~o:;; informaciones, en ·un estimado· del estado 

del sisteaa 6 vii?ctor de estado estático en ·e_l tieffip_a prese_nte. 

Por s:s.pu:esto, so desarol lan a menLtdo cálculos ele -flujos de 

carga para abitener- el ~~tado ·del ·sistemi:\. La principal diTerencia 

entre cálo:.tlcs de -Flujo$ de carga y lo-..5 métodos de esti1oac:ión de 

estado, se uwestre.n e.2n l.o. Tiq. 3. 

Los cálculos de flujos de:? carga dependran de la suposición de 

los dato!r. <le entr0:."'l.da ( esto es~ las n inyecciones de· bu=.es son 



c. 

\ 

r----- ----

: disturbios 

w 

1 

sistema 
físico 

~- -

medio ·ambiente 

X 

regulador l'.,~-----l 

Fig. 2 

dálculo d 
flujos 

parámetros 

mediciones 
inciertas 

- -- -- -¡ 

errores 

sisteDBade 
medición 

1 

- - --- J 

estimador 

voltaje· 
de bus 

·--~·''r-"------
.::~·.:'.;::~: -2':· .....:..... e.1goritmo n·.·varia·. ~-

'.!;~~S~-~}nedicióne.J-~----l>i estimación 1-----t..i b~i~o de es 

. -· "'":";-.:"·-·. -
·-··_ 

... -.7'.i:::.:- -

··· . .:_-__ ,___ 

:..;~'-~. :.~~¿:_. 
"":'.-;"::-· ···:.: Fig. 3 
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J 

Par>.. cibtencr un,,,. rnajor- ~_,olut:l.6n, los; 

La upcr .-ic :i 6: 1 1le µw l.e11c i .:1 

reyu l dUo~·c::. 'tult.:..i.jc, 

ontrada debe1-1an 

" 

t.lt:t'"-:nciE> de 11;ucho::::. 

c:on 

L.(.,¡ 1 l. r (_,) • '.:::11 

-., ·i ;:··J ,.·; .·cu. 1 ;_· -·:.!ic·¡·,. 'ion (i1~'~ ·;i ._,.\ ,:·1r1 . .o:·.~ L• i.~-J ._1 

u 

CC'l"t Q~~p;;:111rJi.1•tit1.o.: 

noUo~">· 

nodos. 

3) Los flujos P 
i.j 

ra111ales. 

AqLti 

l~s otr¡:.s 

G! .. 
" 

e)éc.t.rir.:;;1!.::' 

V '"t·· i ,_\C i (.H1 loe';_; 

real y 

V .y e 

y r- c.-act i va 

e.le t·r:1c:l pu1-·d~n 

Le.<E; rnedici1::ir1e!:z y· p':",r:-udGmt.!di•.:irJn~::'~', pud!.:ln °::011~_..1.~.;l:i1- (le 

1 1 

bi (~rl 

<~n 105 

en lo~' 

los 

i.:odas 
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,;;l. 

-1 
....1 

····-

·· . ..;.-

1) L.:~s inyeccici:1es F' .. y Q~ dt~ 

nodos. 

nodos. 

3) Los flujos P i.j 

di. r 8ct.:\1n1"°nte. 

y D .. ,, 

po1..enc:.i ,,_, 

1 1 

"'' 
r!c: J 

LJ~,·.::1L.lc de 

c:on 

bi ~ .. n 

"n 

V e en· los 

y reactiva en los 



de las variables, pero en la práctica, son p~edominantemente del 

ºtipo P, o, y Plj. 

·La 'figur;.a' 11 >4, ilu~i'tra las entradas y salidas del estimador 

"de estado, donde : 

z_ = medi cienes con " ruido " 

·• r 
z = mediciones sin _ruido, como podri. an obtenerse 

' 
de sensor 

perfecto. 

w =.ruido por telemedi c\6n .. 

:.estado.estimado,, con si sti en do de rriegni tud: d~ vol taje y 

de fase, en cada""nodo.~~1:•. 

ángulo 

medición. procesada; si la redundancia. · projJor~ionada es 

~ 

sufí ci enté, ·ocurre. yn efecto:.d~ Ti l tracio -y!.·el er;ror- de ~ es menor 

que _el de z. 

z - ~ = resi'dual o diferencia entre la medición.real ·Y estimada; 

el residual .se usa P.ªr?i detectar anomal.1.as. 

R = matriz de covarian:za del .. ruido;. el'.e:?lemento¡ diagonal-. Ri.i. es el 

error promedio de la componente wi.. 

La salida del E¡Stimador··de estado::.:::consti 1¡-Uye . , una base de 

datos, de la cual· se llevan a .cabo las Tunci·ones -del ·centro-.. de 

control. Esta base de datos .es óptima en e.l sentido de que toda i·a 

información disponi~le ya Tué procesada, como 
1
para proporcionar 

una estimación más-, exacta del - estado .. del sistema. 

Un sistema de N nodos, tiene" 2N -,· 1 :variables·- ·de. ·estado" 

apareciend~ en las· ,2N --::e-cuacio':'es de flujo, ·~a: saber·,-·-·:-_ N ·1 

Angul os-. e,. y N voltajes .V. -Esas· __ ,2N ...;..· ¡1 ~variables'. .:de .:estado.·'-. 

pueden calcularse· de ·l2N -·:1 variables- medi·.das,--.a .saber~ . .-· N 1 

inyeCciones P,.y N, inyecciones Q. En adicicrin, - ,hay· nt.lmerosas 

variables que también se miden,, 
. ! 

Cuando se miden· solo· 2N -- 1 variables; el estimador,.de ~stado se '. 
" 



mediciones sin. 
ru.ido-. y.' 
pse.uC.omedi_cio .. 

I IDediCione s·::. 
ruidosas. 
. , 

·.1.iuido o.e 1~edici 6n . ->' 

":Jr co1~unicc.ci611.~ 
m~!.triz R : · 

i'1i.oüeio 
ri1u:tcmátiCo de la 

r~d 

e 

instrwnc11.taci6n 

üeJ. 

oisteina 

'\ 
estadó estirne.do x 

coV8.Xi.:::.nza del estado 
1 

1 :s' 

.medici6n eotim~da Z 

covdian.Za de .tncó.ición 

estimada 

reSiüutl -:¿¡ - z 

,.-: .é:ntr~dao y ·so.lidi..-1.s del- 0titi;.i...lc1or d:c estado 

'. ·. 

. :--· 

·-

• .. 
' '. 

' 



c:ált:ul ,-:) 

d12 la cov.;u-i <-.1n;~..-t. CU."\nc.Jo se miú<.:n más de:? 

esto 

Va CJLtE· E:l número do mecliciones re-almr2nte-~·~:?.n·d~1df.'I~. ele 

.l 

CDflOt: i clos; 2) gcner ac: i ón ·1 :·' ~ coi1cic i t).::1; 
·r·--·o' 

3) 

pronos l:.i c:uda. 

17} 
MODELO 

El modelo 8!.',truci:ural 

"!- ~~--

' ·' 

t=státi co ~s-t:á · ~-·:\~~~~:-~~nr 
' 

1 ~l ilH .. '\tr i:: de. 

adniitancia v~ que inclu•¡e <;;ól CI 10~ t:l"Jtrit=.fritóS'.· im;::iort~nt'='s del 

si~;teffl<'"-· Todas la;:; tnndic.:ior11?:::~ snn modeladd:oL.c::omo 

e, e:; c-:.ol c:>rror y 

y CY • 

En lo que sigue 7 

l.syes d~ l(ircl1cff 

se modcl~ como ur1 

el mode?l o ·s~ 

--·. . 
1 ~- . 

p.c=t:fec:t.1:i 

Obviamc:nte, 1=1 madt::!lo en ~1 mi :,,;mt:J ~ monudq, Gs 
__ .__.._,_;;.~.-.. 

los el ernen tos de.? l ''' red 5C! incluyen al t:i)·rt:U-i ?.!'"'"··y, 

si:e pi0rde ine~per::2ldamente Ltr_1a line<.\ 1 Y,y 

...:i ~::;..:~.:.,,_.: . 
per-fcc"l:.amente; pLtE)du tiabt:ir· i.:r-1·ol"lc!S i:1e modt?J-·.~cto::por·. 

(1) 

-f (x) ~ se 

Y· 
. ' 

con ·mc..~~fi a ._.7ero 
'·· • ,_ .. · 

<Y, -f ex">~,. _e> .. 

po_r ~'j ein.P 1 a ; 

·-FCx>, 

no· \5i~'. 

. f.-~. l !,.";<;J!5' 

r esLti l:üdt:1 de f.:i.l. l ;:-.. ·.;; dr~ rn8Ui dnr~s: r.omt.1ni c•~:~~~~S'~~- .:-.l: a 1 ¿;. 

¡ " 
u. l 

•1 .. -.... j i .-.: i º"''. n:u~h'Cf}.1f'á!:: - ~Jr :•.n.JP~-> 
! "•>'_'--'·---

c.i•-'.t::· lus 

' 
.,.. .............. 

;._; .:·_n ! .~-,.. l'lf.-c{jñ C-::< 

\ 



j 

'\ 

J 

' J 

1 

1 '' dc•l CC.r:::.~611 

f'jumolo 

t:ot~ri•':'rd.fo" y VQ1l..:01jc•, ~~-.1 
'\ 

i.ndic:<:>.do~ en la. -:---.::~~'· !5. 

con rt:,:.olto-: f•r 

ide11L i. f ic<:>.c:ión 

lns 111ed i C: i.Oli~'..<> 

J. e•~-: 

1 
11------------1 

Fig. 5 

¡v = 

zm.z.di.dor-
:: 

\.daul + &m&di.dc.r 

Z = -f (X . ) 
i.d-.al 1·eo.t -.· 

::, as el voltaje V dé la batei-la. 

" 2 

'•/ 
I ---------

E + R 
' 2 

,,.-:; f ( }~) 

' 

. _:~---· 
¡; 

' 2 

•) 

t'Í 

r- \.; 
?. 

1 

Ca> 

Cb> 

Ohm 

" 

es, 

(e i_ 

! 



z 
2 

f 2 ( :: ) 

r~· ... 
'z" ·---·------

R + F~ 
2 ' 

(d) 

L<'.\S ·funciones (e) y (d) son lineales y, poi- lo t.:1nto,fác:iles de 

mc.\nejar. Se c:ensidera que los errores son 

La -función .J(x) 

2 

J (" ) E-----
k= 1. O'k 

Dioferenciando cc1n r1::.-specta a x, e igLtal.:olndo 

mejas'"" estimado ll. 

R + R z ___ .!-_ ___ ...,..!___ ( __ ,! __ 
+ 

"' i ' 
Rz 

+ --~ 
"' e 

' 2 

La ·~t.:Lli:i.c:i6rl (f) , e5 un,:i. 

var i ab 1 es aleatorias 

a 

R 
--~-
"' 2 

la 

z J 
2 

--,~

~ .·~ "";"'~-:.-.:- _-; 

resulta. el 

minimos cuadrados de ;.: a partir de mediciones :::1. y ._
2

.:. ... ~ los 

par~metros RJ. y 1::;:
2 

Obsérvese tjue los 

y varianz<O\s "' ' y '?2 
pesos relativos dados ~ lam 

-~¡~~~=;-~ 
. :: ·~~~.:~~:-~-

medi ci one~-~~~~~~~~i,id~n 
.:::::.·:::::.;_~:-- . 

lc1~ ._:ºa.r·ámetros .. ·.:r·::-:-, .. -... "--· - _. inversamente de las vari an:::as de 1 os ~rrot"'es y de 

del c.i.1-·cuilo. (V. ;:,,péndicc .·1) 

Estimación !1Q. linHal gg mio.i.!!!.Qs. cu¿:i._drc-..dc1sc61 

S~an -las vari an::.:.ls 

que: 

R 

La cc:L.1ac::i6n <e i , 

de errores, 

,-
2 

15 

elementos de una 

r ]· 
" 

COlllO 

\ 



J (X) ( z·· f (x) )t r.:-s. 

en general, Ltn<,\ función nci l i ne.:\l ~ 

e::p.~ncliendola eri una sc~ric: de Taylclr·, como SiQLte: 

f (X) + f'(>:r::)(>: 
o 

8 i' \ 
F -f'(x)' .----- F 

o 
f ' (X . ) 

o 

F .. ,, 
8 f. 

' 
{J X .· 

J 

.b.>: = X 

z 

Asi. que 

f (X } 
o 

+ F · ti.x o 

8L1stitL1yendo en (3) .se tiene 

J <x l ( Az - F .6.>t) l R-1 ( ~z 
o 

J<x> se minimiza ciifer·enci ando· con· respecto 

1~esul t.3.do a cero, y resol vi en do para Ax : 

-~-~i~l.-
IJ X • 

Ax = 

x se corrige haciendo 

::: X 
'º 

F ·Ax 
o 

a x·:, 

Dado que.se utill~:a Llrt~\ ap1~oxim~.ci6n Lineal de f <x> 

(3) 

Se linE!ali;:a 

<4! 

igLlalando el 

(5) 

X no 

minimiza J(x) en forma e>:acta, y li.:\ ec:uación (6), se utiliza ·en un 

proceso iterativo como: 

(7) 

16 



(0) 

Dado que bu~e5 par- a _ 

los que se r-eali~a la estimación 

fOr-ma e::plJ.cita, sino que SE.• t-e5ue_lve el si!3tcm~·1 de ecllaciones .(9) 

para 1-eal izando una -f.-=:,cta1-i::aci6n y hi:lci a 

·adelante y hacia atrás, e::plotHndo l¿\ di~,pe1-sic.!utl de la matri::. 

z ( 9) 

E}:iste un problema asociado con (9) ' y es su 

f-~ 1 "núme1- o 

condición" de la mc:\tri:::.u.::1>. 

El núm8ro condición de un.:--1 matriz C se define cpmo: 

Cond (C) 

donde, O'~ denota el má:-: i mo ei genv.;;11 or de y es el 
'· .t 

1ninimo eigenvc?.lor de CL C El nómero c:ondiC::.~6n. d1:> C puede 

interpretarse c::omo una m"'dic::i6n de cuánt0~.:'. ··~¡;a pequeña. :JJ~~J 

::::~::a~:::a~~b::y:o:a::::e::o:0:: i :: .,::::t:: ~;0,~~:~c::titud de c1n ~fifi.~; 
Asuma pot- L~n momento que R = I, la. matri:: id~:,;h·~¡'.:d~d esto no 

io1plica pérdida ds yeneralidad, 
-J. . ' .-:_··-~·. ._ 

ya q1.1e R pod1-i.-.o:···haber sido 

1 O .C:Lt-&l en los r~sult<..;.dos fi~~l·.~~'. 
.· ·,· 

indic.:...,ción de ;:\t:lvertencia~ . : .. ~. 
F·or ·lo anter i oi--, se h~n .·.,. en-foqL1es 



r·e~~)l1 ve1~ •l O~i dr,.• mini mo~c. CLtya~.; 
; ... 

ecuaciones normalt~s (9J. Los pr-t.:1cedimient:os, st:>n c.:\pacc'!s 

r8ducir signifi(:ativa.mente::- los problemas de m.;11-condicionamiento, 

asegurando asi un nivel más all.o d17 e::acti·tud parw las ~,o} uci enes 

itera ti vas .. 

Estimador d~sac:op 1 adoU.i.> 

El desacopl ami en to activo/reactivo introduce en los es'l: i madores 

las mismas ventaja.s.computacion;ó\les que en el. cálc:L\10 ·de flujos de 

carga.. El 1 o reduce el tiempo de cá.l c:L\l o por ite1""aci6n y el 

i:Almac:en.ije. .Us.:i.ndo apro::imé:<.cionfO.'s pc11""c• tener una m.:i..tri::. 

gan~ncia constante, la convergencia ~s rápida y confiable .. Sea 

G = Ftf,-1 F 
k k 

Se s~be que G no c.;:,mbi i.\ lnL\cho de i ter-ación iteración .. Poi-- lo 

6 _,"t;:anto 'i en impl E)fnentaci ones prácti c<:-\5, se usan los mismos factores 

de la matriz de ganancia para a.lgL\nas iter<aciones, con ¡:ior::a 

pérdi-da de ,:rapidez de convergencia o conf i abi .l.i d.;;1d, y con 

considerables ahor1'""os en la construcción y retr.iangulari::,C\ción .e.Je 

G. Las aproximaciones en la matriz de gan.:;u1cia afectan la 

convergenci~ y el ~ie1npo de cómputo, pero n·o· el pLtnt~:jc,ie sol'uciÓn .. 

Las principales caracteristicas .de lós esti~adpreS de estado 

desacopladas san : 

Desacoplamiento activ"o/reactivo 

El uso de matrices constantes G y/o F que son función de 

l.::\s admita.ncias de la red solamente 

A continuación -=:e pr~scntei un re~umen de las ecL1aciones usadas en 

es ti madores desacop l <.:o.do~. 

El vector de est.:-:1.do >:, se de-fine.- como 

>: = < e , V ( 11) 

18 



T. 
' 

l. 

' 

u 
l 

K' 
i 

p ____ .!_!!) __ 

Q . 
---~.!!!, __ ._ 

" . t 

e 
-- !._,_ 

mcd ... t j · 111•. ·-· 

p 
t 

-., •.!_.:·. ti_; ·:l.~ lv 

T,1,U,fC,E 

o 
,,~ 

flujt) de pol~·· J~ 

Q 
l 

l.a matri:-: J.:\cobi;,..,_n," r~!~l·.á. d.:.,.d~:, ¡:io:·-

[
[; 

P9 

Gae 

-=re 

8 J PV 

G 
QV 

G 
PV 

.,,-, 

G 
QV 

' . ' 

(.1:?) 

" 

'( 13) 

(14) 

pueden:. 

t?~cribirse como. ·func:ic..nc5 de l;?.s .::;Llbmati-ic:f?.g jo.cobitinas Fi..j 

s~ hacen las e::;·,- o:: i m.::::~·_: i cr 1 •-=-=·, p¿\ra ol:il:ent'-'r el 

\ 

·¡. 



\ü) 

' 
Se ignoran 

dc~s2.•.::oplBdd rápido' i. 

· .dondE.•, 

¡1. ,_,., y e 

[

Gº 
re 
¡ 

~J 
i 

_( r=º ) t. lo! Fº 
22 2 22 

"!ntr~d~ciPndo (15> y (16) al \lrocc~o iter·~tivo <9> 

e 

Fº) t. \•I 
H 1 

K .. ·J 
·1- /::,.e ,, 

t.r·an~~misi6r1 1 

( 15) 

( 16) 

( 17> 



Gº A Vk = <>V 
Fº )l W 

22 • 

[ 

L>u <ek+< , vk J l 
L:J< (G lc+J.., V k) 

L>E k 

" 
vJc:+i. = vk + Avk 

( 191 

donde, W
1 

es la matriz de ponderación para la~ medicione's ac.tivas, 

y W es la matriz de pond~raci6n para las mediciones reactivas 
2 

incl~y-endo magnitud de voltaje ) • 

. . 

~ ·'- .:; . 

.. , . ·': 

.-"\. 

.. 
,- .. 

21 
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CAPITULO 2 

FORMACION DE LA MATRlZ JACOB!ANA 



ESTRUCTUf.:A DC: LA l-1ATl~IZ JACOS 1 ANA< 
1 6 

> 

·-~= en t'-1~2.l j tJ¿•d L·11~ •na"li-l:~ j<.;Lnbir1nio1, cuyas-. 

f?l em~ntos son i 2.~~ dnr·· i. v~.•.1-\.::\~'· r.!1:~ 

del 

poi~ E:: is t1..•n, s.in 

di{pt-1,,._•nc.:i~~~ y.:a t¡ltL' F 110 l·J~~ c1.1tHJ1 .. ¿:Ua si 1..:.·:·:i~-.te 

mc!diciones 

prbl-iucidas. por rnedit:i.onc:s 1ó!n lint?o':'.s y l:n.l~.;t:s-

i> H~diciaue5 de flttJo de potencia en li11eay. 

E::sta~ ffi~::!diciones san más •?.b•.tndari l:C!~:> 

.,.-ig. 6: 

Fic;¡ 6 Ci r·c.::Lti l:.c.1 n (C:t¡Lti v¿~l b;nte de unu 

lin0~ rje trans111isi6n 

V ') 

§. r, 

C"j6 

+ jf·:! 

6 
k 

f L1.nr:: i c1nr')~:.s f cun 

lo Lanto, 

1 lujo 

al ':]unas 

r"'dund.::·:Sici '"1 en 

rná•.:; út:ilQS 

t:ransud •sión 

Dc.>finiei"1dcf: 

') 

"' 
y 6 

m 

las 

la 

d1~t·ivadas con respecto a todi:~t.: les demá~ v·-11. l:.¿<jaS i •JU~\~ c...:S.,, a.· 
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Fil.as para inedi 
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Columnas para buses k y m 
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k m 
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\ 

Fig. 7· Elementos distintos de cero de una 

f"ila· doble de F, para una·· medición 

de· potencia compleja· en :La linea 

que conecta los buses k y ro. 
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_:i_:!?.1! :J pkm Colunm.as para buses .. <lvk :isk / \ 
-~~1'~ _;:~~ le m 

<lvk Cl ~k 

;)Pmk JPmk -----
;:,vk .:isk 

!-~~ J Q,,,¡,, -----. 
;i vk ~ák 

]'i·lns paru Iñ.Cdi 

cfones en wnbos 

·cxtremos~de ra . 
1inea entre l.os 
buses k y m 

Fig. 8 .Elementos distintos de cero de 

un~ fila cuádruple de F, para
mediciones de potencia compl.ej a · 

en ambos extremos de la :t:.í.nea 
conectacio. entre buses k y ·m 

k y m 

J Qkm ------

¿, V 
m 

1 
;;i º1on ------
d~m 

;¡.p ... 
mk · ------

. 

. ¡. 



La 1 ::r;' ·¡, tuLIP·~-";t.r "' l .:·1!=.·. du<.: -f j 1 .-. .. 1~. ti~'~ F c:oi-1·1: .. ~poncJ:i ~11lc:s 

mt~dj c:i6n §km 

l i ne.;i., l <:> e.•s Lruci:.1..\ra de F $'2rá la 111o~tr· 21da en '1 ¿o, Ti g 8 M ., : 
ii) H~dicione~ d~ i•oltajc de bus 

1 [-'. 

la 

E:~iEtC! una cc1rr-k·srH1ndt::!nt:l.:--\ unc:.1 ,:.~ ui-10 t:.·nl:.rp le.!:. n1;:;d1cion~~"" dE> 
\ 

l.?, ·fj le>. de; F 

para dna n1i=dici6:1 un UT1 O ~n 

cor-1-espondiente .:-11 bus:, y 1111 

Estas metj i ci on12n no dar1 i nf arm<."'c i ón ¿,¡ guna acere e. de 1 ~ ?-str·t.1C:tLu- a 

-fi9 Uf"\ bt.lS y 

ecuación tie inyección de poLenc.:i;ó\. 

Si. en do ·§k fwnc:i ón de V b, .!,;;) 
k / h'I 

m F t.-:!ndr-á 

L\O bus 

Esl.a malr i z ") una 

mSdici6n de pot1=-ncia ccimpleja p¿.r-a cada or.cdic:i6n dr::> · 

rnagnitud de· voltaje cada bus, ·=) 10c;:~di ción todas las. 

inyeccio11es de potunc:ia en los buset:.. 

d~l la 

;·.•· 

D<ll.clo qu;·? ~ I:~!=. i;lii.•.9011~1, na .:...f-t:-ct::, li' c.;struc.tura de? C, por- lo que·· ···.~-

la aten·=i6r1 !.e.a cl~bG> cc:r1t rttl El) 

un increm(.•nt.u.· de.-
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bus k 
sk. 

___.._ i 

bus i 

5 km = Pkm +jQJan -- [9.____.¡ 
bue m 

Fi%• 9 Mode1o de inyección·de potencia compleja 

en e1 bus k. 

. ' 
' 

Co1umnas para J..os buses'· en e1 conjunto 

Column:o.s para 
el bus k 

.k 

conjunto 

o( k ., 

Fil.as:'.para 
~~i---.,--,-.-'""~,-,...,.~~~~~~--,.....,.-,--~...,--,...,-~~-1 mediciones· 

Fig. 10 
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comp1eje.,-. 
ei:i e1 bUs k 

Elementos distintos de cero pe.r¡e . .,,ma fi1e. 
doble de :F, para-une. .medición· de flujos de 
potencia coml'leje. de la inyecci6n en bus k 
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~. ~ ~· q 
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Fig. 12 Elementos distintos de cero de F, para la red 

ejemplo con mediciones de : 

.~ •'-· -.. .-. ~-. 

a) Flujoa de' potencia en ambos extremos de todas 
las lineas 

b) Todos los voltajes de bus 
c) Todas las inyecciones de potencia de bue 
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C 1 CO,_•fuf,~OL t CJ'_ nLIE'VD~> qt1f-' CUL)PC lt'=tl"I 

vecinas s~cL!11di..\rios de l.:\ 1-t:o!d or-:iginal .. 

En t'-'l cn!'.t:.l de l~C'I w,-:\t.1-:i:: de:-· le:; fi9 11, ]a d~nsidad dt:• los elementos 

distinto;.:; de Ct-~íCl ~1pr-a:: i madamen te 307.. Pt\ra 

grandes, estD valor puede disminuir paca, pero .:;:i.ún· result~ 

prohibitivo par;\ alm.::-1:t?namiento trt..i.dit:ional. 

Lo-.;. reqt.u:•i-j nriE-~nt:os de elmacE?namic:.-nto, y c?n g1-Bn mc-tlid.::.., e.le 

tiempo para la estimación de 1~st~"\dci, e!;:;tán determinados no por la 

sino par SLLS factci-e~. 

Definiendo:. 

C se puede .factor~:-:t.\r cama LDU, dtlncie: 

L 

..,, ·- ·¡ 

u 

D 

¡ .. ,, 

u .. 

" 

d 
i.j 

t.¡:nto, -si=: conoc::r':' implicitaílH:,•nte; 

<:'.l macen ar-. dichos 121 <::·)men l:os. 

•.: l 1-~1oen tos .. 

{ 
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i. :,.. 

i .,.: j 

t1DCE'Sttrio 

implica qLIE" no hi?.y qLl-~. 

p8:-i..:.ia1E-s ue 

analí l:ic.:<?S cte tales 

-,· . . . , .. 



Mediciones de flujo de potencia en lineas 

De' la fig 6, se pLlede obtener la siguiente ·expresión para la 

c·q?-ri ente que va del nÓdo k al m 

I 
km 

vk - vm 

--------- + 
z 

km 

-f'' V •· km ~ 

---------• 
zkm 

<2l .. 

Considérense· las 6iguientes·definiciones: 

v. = V ej6 

z = r + j X 

r - j Y. 
y = ---------2 + 2 r Y. 

g + j b . 

Y' g' + jb' 

De estas defini·ciones, se tiene 

como 

V vf!I: 
k m 

s . = { 
km 

= 

___ ! ___ . = 

• 2 km 

0
-j6m 

1 
+ V"• .. ,_ V2 

km . k 

g - j b 
JCm km 

25 

y 

= V •·V m [ cos (6 -6 ) 
,.. . . k m 

+ 

V V 
--~---!!l-• 2 km 

v•• = 
km 

sen_~6k--+6"' >_ ·.~ 

'[ cos <6 -6 ) •. + 
IC wn- .-., 

J sen <6 -6 l · l IC. m · 

( 1) 



' 
J 

J 

:Jl:m 

(g .¡,q' ) Vz 
"km - km k 

j 'b + l 1 , ) :i 1...12 
l:m k11·1 k 

Óml +jSf"_'!"\ (Ók 

[rJk
10

t:us(Ók - Óm) + b sen <6k 
km 

\ 

6ml ]V V 
k n1 

6m> JV V · 
k m 

••••• ( 1 •1) 

- ( ~m +l~_:O ) ~z rim st=n (Ók - 6111) -h t:()<:. (6k - 61n> JV V 
1:1n k Trl 

a r-· ____ !:.~ 

V 
k 

lt 6k 

ü p 
----~!!!-

ª. v, 

.Js;~.11•.'.u < l!j) 1 
a P 

\1 ______ !::.1.!!_ 
k 

r ··1 
l.1n 

- \Jm 

r-' 

1i1,•.l 

ob:.: i L'I"\ C!n 

J .·,e~,.-.·, ;~110 \ 

h 
krn 

+ b; \ ~;2 
km "k: 

N "'= 2 (o + 'J ' > V 
2 

km~k km km k 

M 
km,k km 

e 6 

+ b 
km 

'J,, : \i2 
km k 

•.••• ( 15) 

J \1 V 
k m 

d(;~r i va.das 

6k, 

. (-16) 

.. 

'"·-· 

' . ·' ·.~' 
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{J 6m 
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' 

éJ F· 
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éJ 6m 

V 
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éJ Q 
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l·J 
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.·~in,k 

J 
km,m 
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,_ (b -l· b' )'.'2~ 

km km 
0

k'·, 

[•._¡)-;m. Óm) 

p ·k1n 
. ·¡2 

,m ):In t~m • 

l:m 

,;_•1.''.::, 

~m 

D 
k1T1 

~· 
J:m 

H 
km;m 

•Jl:m 

; -~ 
l:m 

•;• ,, 

)• \}2 
k 

b + b, . 
kTu km 

. _. ;¡ ~ I; '1 ~ < : ' ) ._, ~' 1 t. : · ; .l 

•:•.lt·.' 

:. ··¡ 
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son 
A " ___ .. ~ 
,, 

k 

.o 

iJ <.' 
··------t-

iJ V 
k 

a '" ·------~-
a V 

m 

a " ·i: ------
a 6m 

V 
k 

L.:.s t?::¡::•r l~~.;i u111c!~ 

p 
k 

G 
kk 

1 

"' 

(,'¡ 

c1 •,J _____ h 

. 

a V 
k 

cie 

y~ 

kk 

G - j 8 
km 

k 

1.c:dc..1 

V 
k 

\)2 + 
k 

) 
km 

( 

"' m 

m 

r'ttcs·Lo 

V 
k E 

rn e et 
k 

:en~-.. (ÓI: 

j~i:!n (6k 

6m: 

.Sm) 

v* 
m 

"· 

J 

Y ~º i:-1n .i c1s !~·) emc•n t.n~'. Ue 1 a m~;t.1 · i :: c.!<;:< 
l:lTI 

'. l._J}:n1 ·I b 
\:rn 

... ', __ : 

l!Si<n 

p.~1-¿ ... 

t¡l\(:1 '.-:·c.I: 

-. ~- .. 

V V 
k m 

' 
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+ 

(27) 

Donde g~k y b~k son admitancias a tiérra en el bus k que no 

están asociadas a alguna linea o transformador incidente en .el bus 

k. 

Separando partes real e imaginaria de (25>, res~lta 

a 
k 

[ Gkmcos (6k-6m> 

ªk 

+ B sen Cók-óm) 
km 

B V 2 + E [ G,_msen <6k-6m> - B ces <6k-6ml JV V 
~~ • ~ km 

m & ak 

(28) 

(29) 

Diferenciando estas ecuaciones, se obtienen las componentes de F, 

correspondientes ·a 1 as inyecciones. 

Después de ciertas simplificaciones se obtiene 

-ªpi: 

a 6k 

av 
k 

V ,.-:IJPk = 
m .. · a·v 

• 

(30) 

(31) 

= CG.. sen<ók - 6m> - B" cos(ók - 6m)JV V 
- . ~ . km 

••••• <32) 

= CGkmcos<ótc - 6m> + Bkmsen<6k -. __ 6m) JVkvm. 

• •••• C33l 

29 

\ 
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i 
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J 
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-~-~~- = 
,, 6k 

V 
m 

,~km = 

-~-ª" 
iJ V .. 

L,.,_ = Q - B V2 
"'"' k kk k 

[ G senC6k - 6m> 
km 

30 

E\o.., c:os (Ók - 6ml 

(34) 

(35) 

(36) 

JV V 
k m 

• •••• (37) 
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en-.s. , es igual a e, excepto que s6lo contiene n-1 c:omponenetes. · 

Enunc~·ado H es de rango completo 

Hé=o => B=o 

Si H es de rango completo Hl H es matriz no-singular~ 

H es de orden m x <n - 1> 

Hl H es de orden <n-.s.) X (n-.s.) 

De111os-traci6n : 

[ H' H ] (3 = O Ca) 

~ es un vector de <n - . .s.) componentes. 

~uponga que ,existe solución \•de ·(al con f3 " o; entonces, 

premultiplicando por ~t 13'. H' H f3 = o ; <Hf3>' cHf3> =o 

pero se que :.: 

v' Y 

v' Y 

es sólo t.tna suma de cuadrados·, por lo qu~-

0,->-y=O 

Por lo tanto, 

¡:¡ (3 o ~ (3 = o 

o sea que la combimac:ión es.linealmente independiente. 

AsJ. que Ht H .es no-singular. 

Tehi amos .que H e = h .. 
n-• n 

¡:¡• H e = "H' h 
n-• n 

Premultipli~ando 

e = <Ht H1-.s. 'H' h (b) 
n-• n 

Suponga que 
H e = o 

H e + h e = o 
n n 

H e h e 
n n 

e·ntonc:es, 

que puede convertirse en 
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ilccomcn.dn.cio11.CS p::tra tr:~bc.jos futuros. 

Dur2.l1.te la el.:'-bcr:i.ción U.e éste tre.b:::.jo se proo;ra"lló 

u..'"1 aJ..gorit1no de esti1no.ci6n desacoplado , utilizenó.o oJ.gu-

n.us rccorncnC.o.ciones ce1i.crpJ.o:.=o 11::tr:::!. clcso.coplé.r, J..ogré.ndose 

h~ccr convert;er le. cstimo:.ci6n con rcsul t;J.f.los r:1uy ar.rox~m_'? 

dos ::. los obt~niclos CO;! el pro0rrunc.. :.1ostr2.t:.O r-.. quí cuando-

l.:! relo.ci61i. Z / H. es Grt!X!de. 

Sc:i.."'ía conveniente tr2vb<::.jL.:.r toi.ios los métoci.os C.e la refere 

cie. { ll •. ) sobre el proble1n:::. ele eDtirn::ci61L cJcsnco;)le..d.ó 

y e.bordar 12. 6.etecci6n e· iC::.e:n"tificc-.ci6n de er::·o:!:·cs como 

lo propor1e tal referencia. 

Tembién üer1:tro ci..el ~!'::;.:bito 6.e .Sstimaci61i. , 11odría i1i.vcsti-

g2.rse 0011 Ll.lc;Lm sistcr.-.<?. ó.e potencir·. i;rande { 11o.r~ lo que-

se requeriría LID proc;r:::-1r12. c1u.e lttilice tácr1ic::i.:s o.pro:pi<.?.das 

ele pro[.:;rc:r~lt•.ci6n ) el problemz-~ del 11 i:•c.J.. conciicio11o.miento 11 

de l<!s ccuacicnes norr;,r.>.le:o , y tr2.b:;.j:::.r con ·alcún m6toó..o-

ele ovi tc.r ése problcrr.3.. 

fu lo referc.ntci tl }1robleT!"1('. ele Q"occrv2:oiliciad , tcclavÍ.a 

l:J.6to6.os e.obre loo Cli.e se ~ocirír.:. tr~--.b·"'.jc.r , j?. !:!j IEB~. 

T-PliRS ae.yo 1987 , :·::. 331. - 335 

Por otl."'O l.uüo '· u1'1:.·. vez ·tenientlo l::.1. base ele elatos que pr_2 

pol"cion.:.. un csti1no..CJ..or , puede invc;stig~se sobre ap1ica ·~· 

cienes r:osibles , t::.les cor.10 i:.n{J.isis üe Sec;uriC.aci , Bstu 

dios 6.e ContinG:en:cie.s , Dezpncl10 _¿-con61nico cíe Cnr-G"r-.. , . ó -



Con los proc;r::>.mc.:J ao.uí liotnt:os , se ¡;oü.:r·ía fi;;,cer mucl10 -
,,,. '!.~ 

G!'l lr>.. :11a11.ero. ele 11::.cerJ.os intcr~tcti vos , sobre toó.o peno:;,;} 

do_ c:u& .se pued.en ut:i.liz2X con fines didácticos , e.poyando 

a c:U5unc-. in:;;¡_tc:ci::. ele le. mé:..estríc.. 

Tc't.IDbilin scrí'a. r.1uj~ interesé"V\tC conocer l1c.zt::: c16ncie ha lJ.e-

e;o..do Comisí6n ~\ecicr2.J. üe: El::.;cti .. iciclc:.d en. la. i:.nplcmentc. 

ci6n el.e técr1icc~s rnodcrna.::. ü.c oper.::-.ci6ri. y conti"'o). ciel sis

tem~ de potencia. 

<'•." 

. "··. 
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De.ri vac:i 60.. Qg_ 1 as ecuaciones de m._1 QÍ..!!l.Q.§,_ c:uadr~dos 

A menudo uno se enfrenta con problemas 
!'· 

en los 

por medio de medi cienes o tomahdo 

que se han 

muestras de c;btenido datos, 

algún proceso. Además, las cantidades medidas son función de otras 

váriables que deseamos es ti mar. Esas otr:as variables, serán 

llamadas las variables de estado, y designadas por "• dÓhde el 

número de variables de estado es N. Las mediciones serán 11 amadas 

:z • Asumiremos aqui qL1e el proceso que nos interesa puede. 

modelarse usando un modelo l:iºneal. Entonces, decimos que cada 

= h 
t 

es una ~unción lineal de los estados 

<x l 

Podemos escribir todas las ecuaciones de medición 

compacta : 

z = H X 

donde, 

z = [::] 
[

h h • h J .t.t ..t.2 .t.N 
h h • • • • • h 

~~: .... ~~ ......... ~~ 
h h • • • • • h 

m.t m2 mN 

H = 

esto es, 

<A. 1) 

en una forma 

<A. 2l 

Con m mediciones pueden presentarse tres casos; esto es, N 

el n(Jmero de estados··) es menor que m ; igual a m; o mayor que. m .. 

El.. ~ sobredetermi nado J.m. 2. ~) 

En este caso tenemos mtt.s mediciones que variablesde estado, 

por. lo tanto, podemos escribir mtt.s ecuaci enes hi. <x), que nLte5tras 

incógnitas Una maner.a de estimar las es minimizar la 

suma de cuadrados de la diferencia entre los vlaores medidos y los 
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c~.ti.mados; que a su. vez, ~on función de_.. 107, c::s\:init'ldds 

deseümo~, nii ni mi= i.1r . .. 
= E t = 

\. i:::.t 

Esta ecuación puede e~cri bi rse como 

J ( X ) 

.. 
E r 

i. =1 

y esto pued!2' escribirse también como 

" ) 

.. 1( X)= ( Z - H X )t. ( Z - 1-1 X 

Si deseamos encontrar el valor de>:, que n1inimiza 

·tomar la primera derivada de J<x> con respecto a cada 

igual ar esas deriva.das a cero. Esto es, 

Es tu 

<A. 3> 

CA. 4) 

CA. 5) 

podGtmos 

o para j =1, .... N CA. 6) 

Tenemos qLle <.::.. 

como 

i 

V J·(x > = 
X 

{} 
" j 

_!!_!!i!!.l. 
a x.t 

-º-~i~l. 
iJ 

"' J (>:') = o 
X 

Para resol ver este problema~ primero expandamos <A. 5) 

J <x) < z - H x>t. < z - H x 

- z t. H X + x l Hl !- :-: 

el segundo y tercer tlfai-mino de <A.9) son idénticos : 

J ( X ' = :;::: z 

<A. 7l 

escribirse? 

<A. Sl 

<A. 9) 

<A. !Ol · 



Antes de proceder, derivemos unas relaciones. 

El gradjent:e, es siempre un vector de primeras derivadas, de 

una función escalar que es en si misma una -fLtnción de un vector. 

As1, si definimos F (y) como una función 

gradiente "1 F 
y 

es 

De-finiendo como F-

"1 F = 
y 

-~-E-
a Y• 

_!!_E_ 
8 y

2 

·] 

donde, b es un vector de constantes 

que F pL_1ede expandirse como 

"1 F = 
y 

F = y b , +,·y b + 
it. .. 22 

-~-E-. 
ii b y· • b 

-~-E.:.c. 
= .. ~ Yz 

b. 
' 

• 
• 

b 
_!l_E_ 

a YN 

Es ob'l.i o qL1e 

Por lo tanto 

n 

F = bL° y = v' b 

"1 F <b' yl 
y 

b 

Suponga que escribimos el vector b 

matriz A y urr· vector u. 

b = A u 

ese: al ar, entonces su 

.. 

" 

[;>] <A. 11l 

l 1 , ••• n; tenemos 

<A. 12) 

= b <A• 13) 

<A.14) 

como el produc~o· ·de:.uña 



"·[Y, V 
'2 ,,. ·-

Enl:.oncc:: 

'V F 
y 

. . " ] 'n 

N N 

E ¡:; Y, 
i =.t j=i 

-º·--!:-~: 
8 )'.l. 

__ Q __ ~_ 

{J ,, 2 

. . !! .. r 
a Y 

n 

¡:; 

'V F '"" A L1 
y 

'V F 
y 

l 
A y 

"'' e, 
u 

c. <::; 
z 1 

Pi L U 

y 

1Z 

2Z 

ª·. yj ,, 

[ 
..-.•- ... -:1 ' 

, .. 
2f.: 'y' 2 

. ' . 
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~ ,_ A y <A. 18) 

l::'.n ~l\ffitl' tcr\crubt; 

F ' b "l F = b .. y 
y 

z. F = b' y "l F = b 
y 

F = ' A "l F = Au •• y u 
'º y 

<A. 19) 

F ' A "l F = A' ... = u y u 
y 

F = ' A ". y y "l F 
y 

= 2A y 

Usemos ahora la ec: .. <A.19> para derivar el gradiente de J <~:) que 

muestra la ec. <A .. 10). El primer té1~mino, zl z no es función de 

x, asi que puede descarti.\rse. El segundo térrui no es de 1 a misma 

Terma que (.c..) en oc .. (A19), de modo que 

El tercer término es igual a 

reemplazando a A, entonces 

V 

" 
De ecuaciones <A-20) y <A.21) 

o 

(:;. ) c:n ec .. <A. 19>, COI"\ 

2 H\.. H X 

Si hubi~ramo~ qLv::::1~i do poner t.tn peso di-fere:?nte \•\ "'' c;-d.:i 

podriamos haber escrito l.!'1. ec. <A.4> como 

1.: 
J ( X = E '" [ 

\.=1 ' 
Z - h~ C X > Jz 

' ' 

que puede escribirse como 

J ( y. = <z-H): >Ll•l (z -Hx) 

donde, \IJ es una matriz di iO>.gonl'l. Entonces 
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H 

<A .. 22> 

<A.23) 

nicd:!.c.i6n, 

<A.24) 



Si Volvemos a usar la ec:. 1<A.19), obtendremos 

" J = + 
X 

y " J 
X 

o 

nos da X = <A.25) 

o 

\ En este c!"so, el número de mediciones es igual al número de 

·variables de estado,. y puede ser resuelto para X di rectamente al 

inver.tir H : 

<A. 26) 

Ca~o indeterminado ..!.. m.. ~ ~ L 

En este caso tenemos menos medicioneS que variables de 

estado. En tal caso, es posible resolver para muchas soluciones 

x•11t. que causan J <x) sea cero. La técnica de solución usual 

es encontrar el que mi ni mi za la suma de les valores 

sol Ltción. Esto es, encontramos una solución tal qLle 

" (A.27) 

sea miniaizado. Para hacer esto, -tratamo's el problema como uno de 

minimización ·restringida, y usamos .multiplicadores de Lagrange •. ; 

Formulamos el problema como 
N 

lfin imi zar E 
2 

J =.t. 
xJ 

<A. 28) · 

N 

z. = E h .. X, l 1, ••• M 
' J=.t.. 

,, J 
su;etci a 

Este prc*lema de Optimización pL1ede escribirse asi 
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Sujeto a z = H X <A. 29l 
·. 

El ~agrangiano para este problema es 

+ X.1 
( z - H X <A.30) 

Debemos encontrar el gradiente de L, con respecto a >< y 

Puede demostrarse que : 

' H' "' L = 2 X - ;>.. = o 
X 

que da 
>< 

_!._ 
H '> ;>.. 

2 

y "I;>.. L = z - H >< o 

que da z = H X 

Entonces 

z = _ _!:._ 
H H' ;>.. 

2 

o ;>.. 2 ( H H' ) -· z 

y, TinallE.flte 

X = (A. 31) 

El 1 ector: debe darse- cuenta· que 1 a matriz inversa mostrada en 

(A.25), 5'1.26) y CA.31> puede no ser posible. Esto es, que 

sea singuliar en CA. 25); H sea singular en CA .. 26>; sea 

singular en (A.31) .. En los dos primeros casos, la singularidad 

implict!'ll 1o que es conocido como un sistema no-observable. En el 

caso indl!lf:erminado m < N >. la singularídad imp1ica· qu·e-no hay 

una solucf.6n ~nica al problema • 
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Enunciad os estad J. sti cosu.o3.t.t 43.t.t!!n 

1 ........ El teorema del limite central establee.e que si un término de 
• .. 

es una suma de errores de varias f"uentes 

-·en:t.onces, no importa cual sea la distribución de probabilidad de 
.• 

los errores individuales, su suma & tendrá}J una distribución que 

tenderá mAs y mAs a la distribución normal en tanto el nómero de 

componentes ·se incremente. 

2. Cuando x es N<0,1) entonces ~ x~ tiene la 
t 

con n grados de libertad. Asi, cuando 

distribución 

x es N <O, 1) y u = entonces u es 2 
X 

La función de densidad es 

f" <u) parau>O· 

donde,. reo. ~n) es 1 a función gamma con argumento 1/2 n 

Para un entero -positivo n, rtn> <n 1) ! J • La función 

·generadora de momentos correspondiente es 

M <t> = 1 - 2t ) -o. t:ln 

por lo que la media y la varianza de u son n y 2n 

respectivamente. 

3. Una v~iable aleatoria igual una combinación de 

variables- aleatorias normales, se distribuye normalmen.te. 

4. La relación de una variable distribuida normalmente a una que 

ti ene lUnao ·•distribución 2 x. es la base .de 1 a. distribución 

t-Student: •.. As1, cuando x es N·co, 1 > y u es x-~ 

:x:, entonces 
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= n .l 

la distr-::.buci.6n l. 11 de~ :Ju función 

dr-!nsidac! en. : 

e 
r(o.~n+O.!:i) z 

f (z > :o: -·----------·-·----- [ 
+ _-3:__ 00 < < "' 

\ ~ r<p.:;r,'• 

i; .. (11·-=: 

di S8i'1c.~da 

donde:c un,01. v¿;t i. ;::-.IJ 1. ·- ., ._, 111~-

, ~~r<.- J 1.:l.1j1 .. i.u. Un pl · c.1¡ 16~~1 to 

···. ••: I' ·.• <·~ r.:' J'.--, 

:··.·.1· ~-t '•.:;•:; r·! n 1 1 .' ~--- .. , 1· 

y L-1 llÚ11n-'I C! .j,~ ;.~;!,\)'..i ¡J:-., ,,_. .. ,c:al ~r l d<.td, 

';'•j ·~1 lJl-'C lLi L'.l.il.id.:.{d .-:nu2.l de un 

q!.t'2 p<:&.r-a ui: f·.on1!Jt'F2 q•_1r,~ hu l:i;.~11ido t::(.::1··.:1 ¿_f1os d~~ c~::;cu1~la C.',nt:ic.:i p~111CJs 

q1-1c• 

As1, pare-... 

Ltn horubre qLtO ti Pnl2 e~poramos SL\S 

r~,c1- j bimos 

Fí y =" a + b { b. ::1 ) 

F1 modPl n_ .:.;qui, e:, E<y> 

a· b 
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·¡ b 1runt:a 

'.'' (...J: \ • :.r-. ~ .. pohl ""''" ló~t p <.·.r- ·-. 1 e!. Ct.\~?.l \ 

( "· • 1.~·i::;i On. 

·~~Ct.LH.:: ión l. i IH.~61 1 

r~g1·e~i6n line~l. 

a + b CC•f: a )' b 

·- ~y) a -1· b ,. 

y "' a ·i- b ,, 

si ¡ -'1 11 + ~ l i. d ¡ \f'¡ l'rl COl1 

l"!SL.llaridad~ ~sr.::r-ibi1nc;>=; 

l!·i ·fpr·p1·1c.i ~ y 
' 

I l ·' 
t. _, ¡. e r _a.;; tJ. 

~. -.. ,,., 

rur· l•.• ~.::.:(¡\-u l '·' ¡; + bx 

...... .cC..: ó•· r: 

i.::!=.. ¡ ¡,-,· ~-=1 - ,... '. ~ i 1 n "•ll• .. 

• ] ;,:.· 

,_-: _"¡(' =~ ._, ,_ ! ~· 

\ 
•1 ·•1.r·l~) 1 incl-_1;··-'1 ,. 

" " •-t,_-., l Cll'' 

i-~ l '-' i.i· :· i"-•dri<: r"''. ._·: ·.,;:ácl.<-.m·'.·11:1· l,~: vlJ J'.l· _.. 
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Este l:!S el método Lttilizado al resolver el problema de estimación 

de estado en sistemas de potencia. 

c. Náx.ima probabi 1 idad 

Consecuencias de !.-ª. estimaci6~ 

Ya que b tenemos que 

As!, el valor esperado de b es b , y se dice que 

estimador insesgado. 

La ff!atriz de covari anza de b es 

Var ( h ) E [ b - E Cb) J 

= E <x'x,-•. x' t v 

[ b 

E<y> J[ v' 
·= <xtx,-J. xt. E<e et.> ·x cxLx>-J. 

= ( x'" X >-J. a 2 

.. 
b es 

(b. 16) 

Es conveniente usar el símbolo y para ECy> , el vector ·de 

val ores est;i mados - de y correspondiente al vector de 

observacimies ~y; esto es, 

y =. E Cy l '· = X b 

El vector de desviaciones•i entr.e•_; los valores observados y los 

val ore~ predi ch os es = · 

Y. y =y - X b =·y x<x'·x>-•x• ·v = r r - x<x'x¡-• x' J v 

• •• ;.cb.16al-

La matriz involucrada .. aqu1 ... es idempotente, 

1- X<X~X>:-J.. ·x1- -es sim6trica 

y e 1- X<x'x¡-• x' .Jx = o 

y adem6.s ... 1 · 

(b.17> 

La-ª· ·de cuadr.ados' de las desvi·a~iones, entre lbs valores 

observadas .. y 1 os· .:-valor.es .7--~ eSp.erados·.. estimados,. se conoce 

general.ate como.·el ·tes idual, · d error-suma· ·de· ·· cuadrados;1 
..... y se _: 

usa el sWJ·ol:o·-.SSE. Asi · ·.:. 

SSE·,;, (-y-y>'=<y 
l l 
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SSE 

"! N - r CX) 
:· . 

Propiedades 

Asumimos que e se distribuye normalmente 
e 

N< o , CY
2 

(b. 20) 

a. De y = X b + e tenemos y - Xb = e , por lo tanto, 

'y _.v NC Xb,;;,_2 I 

b. b es una función lineal de y, por lo tanto, se distribuye 

normal mente : 

N [ b , C XL X> -.t o 2 J 

e. Tenemos que 

b cxt.x,-1 xt. y 

SSE = y1 ( I - X ( x1x) -· x'i y 
Pero, por tb.17> 

e x'x i-• x' e 1 xosx>--• x' l v = o 
~ 

por lo que las estad.1sticas de b y 
~z 
O' SE! distribuyen 

independientemente. 

d. Prueba~ que suma de normales al cuadrado, se distribuye como 

Chi-cuadrada : . 

dejemos que x , l denoten variables al eator i as · 

' mutuamente independientes que son N< ,.., z 
) . Entonces 

' ""• 
n 

Q :!: z 
I 

z z <n) • = "• - µi.) O'. es ;¡: 
i. =.t • 

La función de densidad conjunta de las v.a. '& x"c es : 

_____ !_ ______ _ 

<2alº" "n ./JWI 
( X - µ ) l W-.t ( )( - ,.. ) 

exp r - J ' 
2 

donde, ta .-atri::z de covariari:za W es definida. positiva. Tenemos 

que la -fLlllC:::i.On generadora de momentos M<t> de Q es -: 
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definiendo P como p = I - X <X'x>-i x' 

SSE / 
2 

cY = YL ( .t. I oz P y, por lo que· 

que por <b.17) se reduce a 

SSE I c:r2 z 
xn - r 

, donde r = r CX> 

e. Sobre las bases de la normalidad C¡ue hemos visto, 

'distribución normal 

rJ'NCO,I> 

para \. =o, 1,2 ••• ~k, donde por Cb. 16), 

diagonal de 

Reempl azaado z 
·O' por ~z. , tenemos 

A 

b. b. 

es 

(b. 22) 

\ 

b tiene una. 

(b.23) 

la i_...:ésima 

____ .!:,. ______ ,!:.. __ 
,., t 

n - r 
, distribución t-Student 

/
ª·· az . "" ... 

. . 
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