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INTRODUCCION 

Dentro de la inferencia estadística, el problema de estimación por intervalos 

ha sido presentado ampliamente en la literatura, tanto de estadística básica como de 

estadística avanzada. En general se le han dado enfoques variados, siendo el más común 

el basado en cantidades pivotales. El objetivo de esta tesis, consiste en presentar un 

panorama de los distintos métodos que existen de estimaci6n por intervalos, así como 

una descripción de la filosofía en que se sustentan, por lo que éste se puede considerar 

como un trabajo de investigación bibliográfica. 

En cada etapa de la tesis se optó por ilustrar, a través de ejemplos sencillos, 

la aplicación de los conceptos discutidos, así como las limitaciones y alcances de los 

distintos métodos asociados. Algunos de estos ejemplos, también sirvieron para ilustrar 

las coincidencias y discrepancias numéricas entre los diferentes enfoques. 

Se espera que este trabajo, cuya profundidad se limitó al caso de un parámetro 

escalar de..c;conocido 1 motive el estudio de problemas más complejos en esta área, que se 

presentan al generalizar la teoría al caso de un vector desconocido de parámetros. 

La forma en la que se presenta el material es la siguiente: 

A través del Capítulo 1 se pretende subrayar la relevancia del problema de 

estimación por intervalos, así como proporcionar la herramienta básica para introd.ucirse 

al tema. En la Sección 1 se analiza lo importante que resulta el no quedarse tan sólo 

con un estimador puntual del parámetro, y el reflexionar a.cerca de las características 

propias de la distribución particular con que se trabaja. En la Sección 2 se definen, de 



manera general y desde el punto de vista clásico, algunos conceptos fundamentales de 

las regiones de confianza, mencionando de manera somera su relación con la teoría de 

pruebas de hip6tesis. 

En el Capítulo 2, se aborda el tema desde el punto de vista frecuentiste. de la 

estadística clásica, haciendo una descripción de las limitaciones y alcances que poseen 

los distintos métodos para la construcci6n, mediante la utilizaci6n de las conocidas 

cantidades pivotnles, de intervalos de confianza. En la primera sección, se definen 

e Hustran las diferentes técnicas que se conocen para encontrar cantidades pivota.les 

exactas y asintóticas incluyéndose, como un criterio para su elección, el Principio de 

Verosimilitud de Fisher. Posteriormente, en la Sección 2 1 se presenta una extensa 

descripción de la utilización, en la construcción de intervalos de confianza, de las 

cantidades pivota.les vistas en la Sección 1 y se menciona una teoría desarrollada por 

Sprott, la cual, por medio de reparametrizaciones, permite utilizar resultados asintóticos 

con una mejor aproximaci6n. 

Finalmente, en el Capítulo 3, se aborda el tema desde otros dos puntos de vista 

que conducen a los métodos Fiducial y Bayesiano. En la Sección 1 se introducen, 

de manera breve, las diferencias filosóficas entre estos dos enfoques. En la Sección 2 

se presentan, con una notación sencilla, los conceptos esenciales del método Fiducial 

explícito basado en la utilización de las cantidades pivotales vistas en la Sección 1 del 

Capítulo 2. En la tercera sección, se plantean los conceptos fiducialcs sin hacer uso 

explícito de cantidades pivotalcs. Este planteamiento es referido como método Fiducial 

implícito. Por último, en la Sección 4 se expone, de manera suscinta, el conocido 

método Bayesiano para la construcción de intervalos de probabilidad que, en cierto 

modo, es paralelo al problema de construcción de intervalos de confianza. También en 

esta secci6n se comenta brevemente sobre las distribuciones a priori informativas y 

no-informativas, dando en cada caso referencias que se espera resulten útiles. 
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CAPITULO 1 

NOCIONES BASICAS 

1a1 Importancia del Problema 

Cuando se desea hacer inferencias sobre una poblaci6n determinada, en general 

se desconocen los valores de los parámetros de interés que caracterizan a dicha población. 

El procedimiento que se sigue en la práctica consiste en tomar una muestra al azar de 

Ja población y 1 a partir de ésta se hacen inferencias sobre los valores desconocidos de los 

parámetros. El tipo más común de inferencia consiste en estimar los valores de dichos 

parámetros. 

Cuando se trata con el problema de estimación puntual, se obtienen como 

estimadores de los parámetros, funciones de la muestra. observad&.. Los métodos 

desarrollados para tal fin proporcionan, para cualquier muestra dada, estimaciones 

únicas de los parámetros de interés, es decir que, al substituir en los estimadores los 

valores observados de una muestra en partjcular, se obtienen estimaciones únicas de los 

parámetros que pueden diferir de Ins obtenjdas por otra muestra de la misma población. 

No parece ser de mucho valor el contar tan sólo con estimaciones únicas que 

pueden diferir de los valores verdaderos d~ los p!ll'ámctros para cualquier muestra en 

particular 1 a menos que se cuente con alguna medida del posible error cometido en la 

estimación. Esta incertidumbre usualmente se expresa en los libros de texto en términos 

de Ja desviación estándar muestral de los estimadores. 

Intuitivamente, se dice que es "probable" que un parámetro 0 1 cuyo estimador 



es 8, se encuentre en el rango 

iJ ± ../var( iJ) , 

donde v=;;.(Ó) es la varianza estimada de fi. O bien, se dice que es "muy probable" que 

y "casi seguramente" que 

Este método de construir intervalos aproximados para un parámetro, funciona 

bien en situaciones prácticas, cuando la distribuci6n de 8 es aproximadamente Normal, 

o bien cuando posee una forma acampanada parecida a la de la Normal (ver Regla 

Empírica en Mcndcnhall 1978, p.56). Sin embargo, cuando la distribución del estimador 

es muy asimétrica o tiene colas muy pesadas, este método puede llevar a conclusiones 

equivocadas sobre los posibles valores que puede tomar el parámetro. 

Pa..ra ilustrar lo burdo que puede resultar, el estimar puntualmente a un 

parámetro por medio de una función de la muestra y una medida de incertidumbre 

basada en más menos una o dos desviaciones estándar 1 se dan los siguientes tres ejemplos. 

En el primero de ellos, la distribución del estimador está sumamente alejada de la 

Normal y, en los siguientes dos, la distribución del estimador es muy asimétrica. 

Ejemplo 1.1 

Suponga que se desea estimar la media µ de una distribución Uniforme con 

varianza conocida, y que el tamaño de muestra n es igual a l. 

En este caso el estimador P, de la media (que es la observación en sr) tiene como 

distribución a 

f(p,) = 2la l¡µ-a,µ+•J (jl)' 

con a conocido, µ E !R, y -oo < µ - a < µ + a < oo. 
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La esperanza y varianza pa.ra este estimador son iguales a 

E,.(¡1) =(µ-a)+ (µ+a)=µ, 
2 

V; c·i - ((µ+a) - (µ - a))
2 

- 4a2 
- a2 

arµ I' - 12 - 12 - 3 • 

Aplicando la regla empírica sin reflexión, se llega a afirmar que 

(1) 

aproximadamente en un 95% de las veces. Sin embargo, evaluando la probabilidad 

anterior como 

µ.+ 2a 

;z; a· 
= J 1¡µ-o,µ+•J(¡i) 2~ = 1, 
µ.-~ 

se encuentra que es igual a 1 y no a 0.95. Este hecho implica que los extremos del 

intervalo aleatorio en (1), caen fuera del rango[µ- a,µ+ a}. Si se hubiese construido el 

intervalo con más menos una desviación estándar que, según la regla empírica tendrfa 

una confianza aproximada del 68%, un cálculo similar al anterior da una confianza real 

del 57.7%. Así, en el primer caso, se dio un intervalo aleatorio que incluye valores del 

parámetro que no son posibles y, en el segundo, la confianza real fue menor. 

El ejemplo anterior pretende ilustrar que aun en e] caso de contar con una 

distribución simétrica para el estimador, el aplicar la regla empírica sin reflexión, puede 

llevar a obtener intervalos confidenciales cuyo nivel de confianza real difiere del previsto, o 

bien, que se incluyan a valores no posibles del parámetro. Por supuesto que, al aumentar 

el tamaño de muestra se mejoraría la aproximación que proporciona la regla empírica. 

Más adelante se abunda en ésto. 
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Ejemplo 1.2 

Este ejemplo se tomó de un estudio realizado para probar la bondad de ajuste 

de la distribución Gaussiana Inversa (ver O'Reilly y Rueda 1986). Aquí se encontró 

un parámetro desconocido 8 1 cuyo recorrido natural son los reales po~itivos, es decir, 

que siempre () > O. El estimador puntual para este parámetro se obtuvo como un 

escalamiento del de máxima verosimilitud y se denotó por O. 

Por consideraciones de la distribución Gaussiana Inversa, se encontró que la 

esperanza y varianza para este estimador son iguales a 

- 1 Eo(O) =O+-, 
n 

" 0- 202 (n+l)O 2n-4 
varo( ) = -- + + ~~~ 

n-5 n(n-5) n2(n-5) 
n> 5, 

dando como resultado un estimador consistente. 

Aplicando la regla empírica a este problema, se obtendría que 

o e (u± Jvarcoi) . (2) 

aproximadamente en un 68% de las veces, con 

- - 282 (n + l)B 2n - 4 
Varo(O) = -n---5 + n(n - 5) + -n~2(~n---5~) n> 5. (3) 

Aquí es importante observar que para valores pequeños de O (cercanos al cero), el límite 

inferior en (2) puede ser negativo. Por ejemplo, si O= 0.01, aun con n = 50, Ja varianza 

estimada en (3) para este estimador es igual a 0.001084, y la cota inferior del supuesto 

intervalo para O en (2) resulta ser 

8 - Jvar( 8) = 0.01 - 0.032931 = -0.022931. 

La raz6n de este resultado equívoco, es que la distribuci6n de 8 es altamente asimétrica, 
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como se puede e.preciar en la gráfica 1.1. 

GRAFICA 1.1 

DISTRIBUCIONES DE 0 PARA VALORES DE 0: 0.062, 0.125, 0.25, 0.50. 

(Entre más pequeño es O más asimétrica es·la distribución.) 

Ejemplo 1.3 

Este ejemplo ee tomó de Sprott y Viveros (1984), p 29. Sea X = (X1,X2) 

una muestra de tamaño 2 de una distribución Exponencial con media O > O. El 

estimador puntual para este parámetro desconocido 0 1 obtenido por el método de máxima 

verosimilitud, es igual a 

O= X1 + X2 = '.!'.. 
2 n 

(4) 
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La esperanza y varianza para este estimador son 

E 0(0) =o . º' Va.ro(O) = 2· 

Aplicando la regla empírica en este problema se obtendría que 

(5) 

(6) 

aproximadamente en un 68% de las veces. Evaluando la probabilidad anterior en 

términos de la variable aleatoria T/O, se llega a que 

p(ii- ~so sti+ ~) =p(e(1- ~)sos 0(1+ }z)) 
= p(0.2929 s ~ s 1.7071) 

= p(i.1716 s ~ s 6.8284), (7) 

dado que T/O se distribuye como una Gamma con parámetros a: = 2 y /3 = 1, esta 

probabilidad se puede evaluar exactamente como 

6.8284 1 J r(2) w exp{ -w} a,,, = 0.66; 
1.1716 

T 
COU W= o· 

En este caso los niveles exacto y aproximado son muy cercanos, por lo que no parece 

haber problemas, ni en cuanto al nivel de confianza del intervalo confidencial obtenido, ni 

tampoco en cuanto a los posibles valores que puede tomar O. Sin embargo, al tomar una 

confianza mayor, digam.os aproximadamente del 95%, se tendría según la regla empírica 

que 

es decir que el supuesto intervalo cubre valores del parámetro que no son posibles, ya 

que la cota inferior en (6) siempre será negativa e igual a -0.41420. 

La regla empírica aplicada a este ejemplo en que el tamaño de muestra n es 

muy pequeño, produjo resultados aceptables para un nivel de confianza del 68%. Sin 

embargo, al ponerse más estrictos con un nivel de confianza del 95%, los resultados ya 
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fueron equívocos. Aquí al igual que en el ejemplo anterior, esto se debe a la e.simetría de 

la distribución del estimador utilizado. Más adelante, en el capítulo 2, se retomará este 

mismo ejemplo con n = 2, para ilustrar cómo, a pesar de tener un tamaño de muestra tan 

pequeño, Sprott y Viveros (1984) obtienen intervalos confidenciales aceptables aplicando 

teoría asintótica al repara.metrizar. 

Los resultados encontrados en los tres ejemplos anteriores en donde, no se tienen 

distribuciones Normale3 1 crean la necesidad de buscar otros métodos más confiables 

para inferir sobre los valores desconocidos de los parámetros de i~terés. 

Otro hecho importante por mencionar, es el gran énfasis que se da en estimación 

puntual a los estimadores máximo verosímiles. Las propiedades 6ptimas de éstos, para 

muestras finitas, son el insesga.IDiento y varianza mínima, en la mayoría de los casos y, 

para muestras grandes la consistencia y la normalidad asintótica (bajo condiciones de 

regularidad). Debido a esto se dice que si el tamaño de muestra n crece, entonces el 

estimador má.ximo verosímil O del parámetro 8 tendrá como distribución aproximada a 

la Normal, es decir que 

donde IE(O) es la cantidad de información de Fieher para X> definida como 

¡, (O)= -E [ª'Jog/(X.;O)l 
E o ao• . 

(8) 

(9) 

En la práctica, para el caso de muestras finitas, usualmente la cantidad en (9) 

se estima por medio de la información observada de Fisher l(J, definida como 

lo= -

y, a partir de aquí, se dice que 

a• lag f(;i;; O) 

aíi• 
(10) 

(11) 

en un (1-a) X 100% de las veces, donde z0 ¡2 es el porcentil a/2X100% de Ja distribuci6n 

Normal(0,1). Sin embargo, como menciona Sprott (1975), el criterio correcto para 

exhibir un estimador puntual del parámetro y su varianza, como un resumen de los 
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datos, no es el tamaño de muestra sino la normalid~d de las funciones de verosimilitud 

que resulten. Para ilustrar este hecho, se retoma el ejemplo 1.2 de la Gaussiana Inversa, 

en el que se estimó al parámetro 8 por medio de un escalamiento del estimador máximo 

verosímil 8. 

Ejemplo 1.4 

Suponga que el estimador del parámetro O en el ejemplo 1.2 toma el valor de 0.001 

y que el tamaño de muestra n se hace crecer al valor de 1000. Entonces, el estimador de 

la varianza de O en (3) es igual a 3.010 x 10-6 y, haciendo uso de la normalidad asintótica 

de 81 se tendría por (11) que 

6 E (ti± .995VVa:r(ti))' 

en un 68% de las veces. Sin embargo, aquí al igual que en el ejemplo 1.2, se obtiene un 

límite inferior que cae fuera del rango de valores permitidos para el parámetro 8 (>O), 

siendo igual a -7.263 X 10-4 , Este resultado erróneo se debe a. la gran a.Bimetría que 

presenta. la densidad de fi para valores pequeños de 8 1 como se pudo apreciar en la gráfica 

1.1. 

El resultado obtenido en este ejemplo muestra que el criterio de "n grande" 

llega a ser insuficiente en una situación práctica. 

1.2 Reglones e Intervalos Confidenciales 

En esta sección se pretenden definir los conceptos fundamentales asociados a las 

regiones e intervalos confidenciales basados en la teoría frecuentista de probalididad, así 

como, introducir parte de la notación que se utilizará en el resto de este trabajo. 

Sean X1 1 ••• 1 Xn variables aleatorias, cuya función de distribuci6n conjunta, 

dependiente del parámetro escalar O, es /(;I;.¡ O), en donde X. es el vector aleatorio 

(X¡, ... ,Xn) y~ es el vector real (x¡, ... 1 Xn.)- Sea e el espacio paramétrico. 
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En la práctica, generalmente el interés consiste en resumir toda la información 

que proporcionan los datos ~ sobre el parámetro escalar 8, a través de regiones que se 

espera resulten en la forma de un solo intervalo. En el caso en que los datos ~ sean 

consistentes con valores paramctrales contiguos, se puede resumir dicha información en 

un solo intervalo confidencial¡ en el caso contrario en que los datos~ sean consistentes con 

valores parametrales no contiguos, el resumen se hace a través de una región confidencial 

consistente en la unión de un cierto número de intervalos disjuntos. 

En términos muy generales, se pueden definir las regiones e intervalos 

confidenciales como subconjuntos aleatorios del espacio para.métrico 0, en donde la 

probabilidad de que contengan al verdadero valor del parámetro O es 1 - a:. 

De manera más formal, se define una región confidencial para el parámetro O de 

nivel (1- a), la cual se denotará como R 0 (X1 1 •••• Xn), como la región aleatoria de 0, 

tal que 

p(O E Ra(X¡, ... ,Xn); 8) = 1- a para cada O E 0, (12) 

es decir, que desde el punto de vista frecuentista, Ra (X1 1 , •• , Xn) contiene al verdadero 

valor de O en un 100 x (1- a) % de las veces en muestras repetidas de tamaño n¡ aun 

cuando en la práctica la interpretación de muestreo repetido pueda ser hipotética. La 

interpretación anterior que se da a la región confidencial en (12) es la misma para cada 

valor de a:. Así para exhibir la mayor información posible sobre el parámetro 8, conviene 

considerar, al menos de manera implícita, a la familia de regiones confidenciales 

(13) 

que se obtiene al variar a: en (011). Esta familia de regiones confidenciales debe poseer 

la propiedad básica conocida como anidamiento, la cual consiste en que, si a 1 y a 2 

son dos valores en (0,1) tales que a¡ > 0:2 1 entonces las correspondientes regiones deben 

satisfacer que 

Ra1 (X¡, ... ,Xn) CRa2 (X¡, ... ,Xn), (14) 

es decir que, entre más confianza se tenga, mayor resultará la región correspondiente 

y deberá contener a la construida con los mismos datos pero de menor confianza. En 

el caso extremo en que se consideran n. todos los valores de a en el intervalo (0,1) de 
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manera simultanea, se genera lo que se conoce como la dlstrlbucl6n confidencial del 

parámetro 8, la cual consiste en una sucesión infinita de regiones confidenciales cada 

una de ]as cuales está contenida en la anterior conforme el valor de a: decrece del 1 al O, 

debido a la propiedad de anidamiento en (14). 

El criterio más común para formar las regiones confidenciales, consiste en que 

todos los valores para.metralea en Ro (X1, ••• , Xn) tengan verosimilitud más alta que loe 

valores param.etralcs fuera de R 0 (X1, ••• ,Xn) y, en este caso, se dice que Ra(X1 1 ••• , Xn) 

es una regi6n confidencial basada en la verosimilitud¡ sin embargo, pueden existir otros 

criterios diferentes de éste, en cuyo caso se hace necesario especificarlos claramente en 

cada aplicación. 

Como se verá en c~pítulos posteriores, existen diferentes métodos para construir 

regiones confidenciales, por lo que se hace necesario contar con ciertos criterios que 

permitan comparar entre ellos y elegir alguno como 6ptimo pn.ra el problema en 

particular que nos ocupa. 

Un criterio adicional comúnmente utilizado es el de lnseegam.iento. En este 

caso, se dice que una región confidencial de nivel (1 - a) para () es insesgada, si se 

satisface que 

p(01 E Ra(X1, ... ,Xn);8) S: 1- a para todo 81 of O E 0, (15) 

es decir, que la confianza de que la regi6n confidencial contenga a un valor parametral 

equivocado 8 1 ,es menor o igual que la confianza de contener al verdadero valor de O. 

Otro criterio de optimalidad para comparar regiones confidenciales es el de 

escoger aquella que sea estocásticamente más pequeña. Esto es, dado algún valor 

pequeño de a: y dos regiones confidenciales distintas RL1l (X) y RJ;l (X) del parámetro O, 

se dice que Rl.'l(X) es preferible a RL2l(X) si se satisface que 

p(81 E RL1l (X); 8) s: p(81 E RL2l (X); 8) para todo 81 of 8 E e,. (16) 

es decir, que R~1)(X) es estocásticamente más pequeña que R~2)(X), si la confianza 

de que R~l) (X) contenga un valor parametral equivocado 01, es menor o igual que la 

confianza de que RJ.2l (X) lo contenga. 
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Los criterios de inscsgamiento y regi6n confidencial estocásticamente más 

pequeña ya señalados corresponden, en teoría de pruebas de hipótesis, al insesgamiento 

y búsqueda de mayor potencia. de pruebas, respectivamente (ver Rao 1973, pp. 449 y 

454). 

Como se mencionó al principio de esta sección, en ocasiones la información 

proporcionada. por los datos a:. sobre el parámetro escalar O, se puede resumir en un 

intervalo confidencial más que en una región. De manera formal se define un intervalo 

confidencial para el parámetro O de nivel 1- a, el cual se denotará. por ih1(X),h2(X)], 

como aquel intervalo aleatorio de e, tal que 

p(h1(X)::; O::<; h2(X);O) = 1- a, para cada O E 0, (17) 

es decir que, desde el punto de vista frecuentista, [h1(X),h2(X)] contiene al verdadero 

valor de O en un 100 x (1- a) % de las veces en muestreo repetido. A h¡ y h 2 en (17) 

se les conoce, respectivamente, como los límites de confianza inferior y superior. 

Dado que los intervalos confidenciales son un caso particular de las regiones 

confidenciales, todo lo antes mencionado para los últimos se aplica a los primeros. 

Habiendo descrito brevemente los criterios generales para la conceptualizaci6n 

de regiones e intervalos confidenciales, se verán en los capítulos siguientes varios de los 

métodos desarrollados para la construcción de éstos, restringiéndonos al caso particular 

de intervalos confidenciales para un parámetro escalar O. Estos métodos en general 

llevan a resultados diferentes aunque, como se podrá apreciar posteriormente, en ciertas 

ocasiones llegan a coincidir. 
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CAPITULO 2 

1.1 Cantidades Plvotales 

PIVOTALES EN LA CONSTRUCCION 

FRECUENCIAL DE INTERVALOS 

Un tipo importante de métodos para construir regiones de confianza cuando el 

espacio paramétrico es un intervalo o todo el eje real, se basa en las llamadas Cantidades 

Pivotales. Estos métodos pretenden encontrar cantidades aleatorias que dependan de 

la muestra X... y del parámetro 8 y cuya distribución sea única¡ en este caso se tienen 

pivotales exactas. Si la distribución de dichas cantidades no es única pero al aumentar 

el tamaño de muestra n, tiende en el límite a una única, entonces éstas se conocen como 

Cantidades Pivotales Asintóticas. A continuación de definen estas cantidades de 

manera formal. 

Sea X.= (X¡, ... ,Xn) una muestra aleatoria de la función de densidad /(x¡O) 

dependiente de un parámetro escalar O, esto es, la densidad de~= (x1 1 ••• ,xn) es 

n 

/(;¡;;O) = fi f(x;; O). (1) 
i=l 

Una Cantidad Pivota! Exacta U= U(X; O), se define como unafunci6n de la muestra 

Jy y del parámetro O con distribución Fo( u) independiente del parámetro O 

p(U(K; O) :O: u)= Fo(u) para todo O E E>, (2) 

es decir, que es fija para todo O E 0. 



Al ser Fo(u) independiente de 8, ninguno de sus momentos dependen de ella, en 

particular los dos primeros momentos de Fo(u) siempre son cantidadP:s fijas, es decir, 

que la. media y varianza de U no dependen de 8, como se puede apreciar en el siguiente 

ej~mplo. 

Ejemplo 2.1 

Sean X¡, ... ,Xn variables aleatorias i.i.d. N(µ, 1). Se sabe que X= k Li=I X¡, 

el estimador de la media µ, se distribuye como N(µ, k) y, por lo tanto, una cantidad 

pivota! exacta es 

U= .Jñ(X - µ), (3) 

qUe depende únicamente de la muestra X. y del parámetro µ. Su correspondiente función 

de distribución es 

p(U(X; µ) :::; u) = p(.Jñ(X - µ) :::; u)= Fo( u), 

donde Fo(u) es una. N(O, l) fija. para. cualquier valor deµ E !R. 

Podrían haberse construido otras cantidades pivota.les basadas por ejemplo, 

en la mediana muestra! X((n+I)/2) (si n es impar), o bien, en el rango medio 

(X(1) + X(n)l/2. 

En los casos en que se utiliza. la teoría de muestras grandes, es decir, al ·dejar 

tender n a infinito, se define una Cantidad Pivota! Asintótica como la funci6n 

Un= Un(X¡O) de la muestra y del parámetro, cuya distribución Fo(u), en el límite, 

es independiente del parámetro O, es decir 

p(Un(X; O) :::; u) --+Fo( u), n- oc. (4) 

Barnard (1973) define las cantidades pivota.les asintóticas de una manera un poco 

menos general, ya que pide además que sean estables en la media, es decir que 

Eo(Un(X; O)) =O para cada n, (5) 

- 15 -



y estables en media cuadrática1 es decir que 

Varo(Un(X; 8)) = 1 para cada n. (6) 

Ver Sprott (1975). 

En algunas ocasiones1 se encuentran pivotales asint6ticas con sus primeros y 

segundos momentos exa.ctos 1 es decir 1 independientes de n y 9 y, en otras, éstos solamente 

son exactos asintóticamente. Pareciera que lo ideal sería encontrar una pivota} asintótica 

cuya media y varianza sean cantidades fijas para n finito, pero como se verá más adelante, 

no siempre resultará esto en un beneficio. 

El siguiente ejemplo ilustra la construcción de una cantidad pivota} asintótica. 

Ejemplo 2.2 

Sean X¡, ... , Xn variables aleatorias i.i.d. con media comúnµ y varianza común 

igual a l. Se sabe por el Teorema Central del Límite que la cantidad aleatoria 

Xn -µ '-(- ) 
Un= l/.,/ñ = yn Xn-µ, (7) 

tiene como distribuci6n límite a la N(0 1 l). 

Aquí Un es la cantidad pivotal asintótica y Fo(u) la distribución Normal 

estándar. Esta pivota} en particular tiene sus dos primeros momentos exactos, es decir, 

que son cantidades fijas independientemente de los valores que tomen µy n. 

En los dos ejemplos anteriores, fue posible encontrar cantidades pivotalcs de 

manera bastante sencilla¡ sin embargo, en la práctica puede suceder que no se tenga 

idea de qué función utilizar para un problema determinado, es más, podría suceder que 

ni siquiera se sepa si existe una pivotal o no. Mood, Graybill y Boes (1974) aseguran que, 

siempre que la muestra provenga de una población con función de distribución continua, 

existirá una cantidad pivota! y proponen un método para construir dichas cantidades. 

Este método consiste en lo siguiente: si X1, ... 1 Xn es una muestra aleatoria de /(x¡ O) 

cuya funci6n de distribución F(x¡ O) es continua en x, se sabe por la transformaci6n 
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con la integral de probabilidad que Z¡ = F(X¡¡ O) ee una variable aleatoria con una 

distribuci6n Uniforme sobre el intervalo (0 11), es decir que 

p(Z;::; z) = p(F(X;; O)::; z) = p(X;::; F-1(z)) = F(F-1 (z)) = z, (8) 

donde F-1 (z) se puede definir como 

F-1 (z) = inf{x; F(x) ~ z}, 

o como 

F-1 (z) = sup{x; F(x) ::; z}. (9) 

Si ahora se toma la variable Y¡ = - log Z¡ = - log F(X¡; O), esta nueva variable tiene 

distribuci6n Exponencial con parámetro 1, es decir que 

p(Y¡::; y) = p(-log Z;::; y) = p(log Z; ~ -y) = p(Z; ~ exp{-y}) = 1-exp{-y}. (10) 

También, se sabe que la suma de variables aleatorias i.i.d. Exponenciºales, se distribuye 

como Gamma¡ por lo que al tomar la suma de Y¡, ... , Yn, la cantidad pivota! 

n n n n 

U= L Y;= - L log Z; = - L log F(X;; O)= - log II F(X;; O), (11) 
i=l 1°=1 i=l i=l 

tiene una distribuci6n Gamma con parámetros a = n y {3 = 1, la cual es independiente 

del parámetro O. 

También se podrían tomar como pivotales a 

o bien a 

n 

-2 L logF(X;;O) - Gamma(a = n,{3 = 1/2) = xf2n)• 
i=l 

n 

-2 L log(l - F(X;;B)) - xf2n)• 
i=l 

(12) 

ya que si, Z¡ = F(X¡;O) se distribuye como una Uniforme(O,I), también 1 - Z¡ se 

distribuye Uniforme (0,1). 

El siguiente ejemplo, presentado por Mood, Graybill y Bocs (1974) p.388, ilustro. 

la aplicación de este método de construcci6n de cantidades pivotales. 
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Ejemplo 2.3 

Sea X1, ... , Xn una muestra aleatoria de la densidad 

8>0 

y con función de distribución 

F(x;O) = :z:61¡o,l)(:z:) + 1¡1,oo)(:z:). 

Utilizando (12), una de las cantidades pivota.les que se puede construir aquí, es 

n n 

U = -2 L log F(X;; O) = -28 2:; lag X;, 
,·=1 i=l 

la cual se distribuye como una Ji - Cuadrada con 2n grados de libertad. 

En ocasiones, este método para construir cantidades pivota.les puede llevar a 

expresiones de U muy complicadas que, como se verá más adelante, impedirá despejar 

al parámetro de interés. Un coso en donde se presenta este problema se da al aplicar 

este método al ejemplo 2.1, como se muestra a continuación. 

Ejemplo 2.4 

Retomando el ejemplo 2.1, en donde se tenía una muestra aleatoria X 1, ••• ,Xn 

de la densidad Normal 

f(:z:;µ) = }z,;exp{ 
(:z: - ¡.¡)2} 

2 ' 

con función de distribución N(µ.¡ 1) 

J• 1 { (t - µ)2} 
F(:z:;¡.¡)= -ooV2ii'exp 2 dt. 

Aplicando (12), la cantidad pivotal resultante es 

n n JX' 1 { U= -2 L logF(X;;8) = -2 L lag . =exp 
i=l Í=l -oc V 271'" 

(t- µ)2} dt 
2 ' 

(13) 
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la. cual ee distribuye como una Ji - Cuadrada con 2n grados de libertad. Observe sin 

embargo lo difícil que resultaría utilizar el conocimiento de la distribuci6n de U para 

hacer una aseveración probabilística que pueda. traducirse en un intervalo de confianza 

paraµ. 

Otro camino para encontrar cantidades pivota.les en las aplicaciones, es el de 

buscar aquellas que sean funciones de la estadística suficiente mlnlmal T(X). Estos 

métodos, a diferencia de los dos anteriores, siempre serán consistentes con el Principio 

de Verosimilitud. Este principio, en esencia dice que toda la información de la muestra 

~acerca del parámetro O, está contenida en la funci6n de verosimilitud L(O;~), por lo 

qu~ toda inferencia respecto a O debe basarse solamente en ésta (Bimbaum 1962, Sprott 

1984). 

La heurística de estos métodos se basa en que la verosimilitud, que es vista 

siempre como función de O para ~ fija L(O;~) (ver Kendall y Stuart 1979), se 

puede factorizar para T suficiente como el producto de dos funciones (Teorema de 

Factorizaci6n de Neyman) 

n 
L(O;;¡¡) = TI f(x¡; O)= g(T(;¡¡); O)· h(;¡¡), VOE 0, (14) 

i=l 

donde la funci6n hes fija ya que únicamente depende de la muestra observada~ y no del 

parámetro O, y la función g depende de la estadística suficiente T(~) y de O. Así, se puede 

decir que, la verosimilitud es proporcional a una función de la estadística suficiente y 

del parámetro, esto se, puede expresar como 

L(O;;i;) tx g(T(;¡¡); 8). (15) 

En particular, si la estadística T(X) es la suficiente minima.1 1 entonces al basar en ella 

toda inferencia sobre 81 se esta cumpliendo con el principio de verosimilitud. 

Aplicando la definici6n general de cantidad pivota! exacta dada al principio de 

este capítulo, lo que se busca es, una cantidad aleatoria que sea función de la muestra, 

a través de la estadística. suficiente minimal T(X), .Y del parámetro 6, cuya. distribuci6n 

sea única para cualquier valor de 6 E 0. 
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En el ejemplo 2.1 1 se obtuvo la cantida<l pivota} exacta en (3), funci6n del 

parámetro desconocido µ y de la estadística suficiente mínima} paraµ 

n 

T(X) = 2:; X;. (16) 
i=l 

Observe que pare. dos muestras 2i. y ;¡f, te.les que T(;!;) = T(;¡f), se obtendría el 

mismo valor de U y, por ende, la misma inferencia paraµ. En el ejemplo 2.4, sin embargo, 

la pivota! que se obtuvo en (13) no es función de la estadística suficiente minimal en 

(16). Es obvio que si se tuviesen dos muestras*- y*-' tales que T(í!:) = T(*-'), éstas no 

necesariamente tendrían el mismo valor de U 1 violandose el principio de verosimilitud, 

que afirma que, las inferencias obtenidas a partir de dos muestras equivalentes en 

verosimilitud deben ser idénticas. 

Se dice que dos muestras ~ y ~' son equivalentes en veroslm.ilitud si 

L(O;;¡;) ex L(0;2i.'), VOE 0 

y que, la estadística suficiente T(X} es minimal si, para toda ~ y ;r! equivalentes en 

verosimilitud se tiene que 

T(;¡;) = T(;d). 

Ver Sampson y Spcnccr (1976). 

Un método aparentemente universal que se utiliza también para construir 

cantidades pivota.les exactas, se basa en la transformación con la integral de probabilidad 

utilizando la función de distribución de la estadística suficiente minimal, si dicha función 

es continua. Sea a• (t; 9) la función de distribución continua de T(X), a la que se aplica la 

transformación con la integral de probabilidad, definiendo así la cantidad pivotal exacta 

U(T(X); O) como 

U(T(X); O) = G'(T(X); O), (17) 

que tiene una distribución Uniforme(0,1} independiente del parámetro O. Para poder 

apreciar mejor la aplicación de este método, se da el siguiente ejemplo. 
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Ejemplo 2.6 

Sean X 1, ••• ,Xn variables aleatorias i.i.d. Uniformes sobre el intervalo (0,0), 

con funci6n de densidad 

f(:z:;O) = { ! si :z: E (O, O) 

en otro caso. 

La estadística suficiente minimal en este caso es igual a T(X) = max X¡ = X(n), 

con funci6n de distribuci6n continua 

G'(t;O) = p(X(n) :5 t) = p(X1 :5 t, ..• ,Xn :5 t) 
n n 

= II p(X;::; t) = II Fx(t; o), 
i=l i=l 

donde Fx(t;O) es la funci6n de distribución común de las variables X¡, ... ,Xn, definida 

de la siguiente manera 

Fx(:z:;O) = { f si x:$;0 
si :z: E (0,0) 
si X~ 0. 

Por lo tanto, la función de distribuci6n continua de T(X) es igual a 

{

O si t<O 
G'(t;O) = (~¡n si -t E (O,O) 

1 si t ~O. 

Aplicando (17), la cantidad pivotal exacta que resulta es 

U(T; O) = G' (T; O) = (-
T
0

)n, 

con distribución Uniforme(0,1). 

(18) 

En el ejemplo anterior fue posible encontrar una expresión sencilla para la 

pivota! exacta U¡ sin embargo, al aplicar este método a otros casos, se pueden obtener 

expresiones muy complicadas para U, a partir de las cuales resulte dificil despejar al 

parámetro de interés, para encontrar el correspondiente intervalo confidencial. 
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Ejemplo 2.6 

Del ejemplo 2.1 en el que se tenía una muestra aleatoria de la densidad 

Normal con media común µ y varianza común igual a l. La estadística suficiente 

mínima! T(X) = E?=t X.¡ para. µ., tiene como funciones de densidad y distribución, 

respectivamente a 

• ( n )1/2 { n(t - µ)2} 
g (t; µ) = 2,. exp - 2 ' 

G'(t; µ) = foe> gº(z; µ) dz. 

Dado que a•(t¡µ) es continua, la cantidad pivota! exacta U(T(X)¡µ) con distribución 

Uniforme(0,1} que resulta de aplicar (17) es 

U(T(X); µ) = 1-:0<> g'(z; µ) dz. (19) 

Más adelante se verá que, gracias a que se cuenta con tablas de la distribuci6n Normal, 

resulta más o menos sencillo encontrar el intervalo confidencial para µ utilizando esta 

pivota!. 

1.2 Método de Construcción de Intervalos de Confianza basado en Cantidades 

Plvotales 

El método basado en cantidades pivota.les para construir intervalos de confianza 

para el parámetro O, consta de dos etapas¡ la primera consiste en encontrar una pivota} 

por alguno de los métodos ya mencionados en la secci6n anterior y, la segunda, no 

siempre posible, es la de poder "plvotear" 1 es decir, despejar el valor del parámetro 

desconocido 8 de la desigualdad probabilística hecha sobre la cantidad pivota! con su 

propia distribución, como ya se ha venido mencionando (ej. 2.4). 

Para construir un intervalo confidencial para 6 1 dada una cantidad pivota} 

U::::: U(X¡ O) con función de densidad /o(u) y, dado cualquier nivel de confianza 1- 0: 1 lo 
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primero es construir un intervalo de probabilidad 1- a para U. Para esto, se encuentran 

cantidades a y b dependientes de) nivel 1 - a, tales que 

p(a $ U(X;8) $ b) = Fo(b) - Fo(a) = 1-"' para O ·- 0. (20) 

Si pn.ra cada posible valor que tome X, la desigualdad en U 

a$ U(X;8) $ b, (21) 

se satisface si, y s6Io si,** 

(22) 

en donde h1 y h2 son funciones que dependen de la muestra X, pero I o del parámetro 

O. Entonces, por (20), se deben satisfacer las siguientes igualdades 

p(a $ U(X;8) $ b) = p(h1(X) $O$ h2(X)) = 1- a, (23) 

las cuales llevan a encontrar el intervalo aleatorio (h1(X), h2(X)] 1 e nocido como el 

intervalo confidencial de nivel 1 - a: para O, como se vio en el Capítul l. Al intervalo 

para O en (23) se le da la interpretación, desde el punto de vista free entista, de que 

en muestreo repetido, el valor del parámetro O se encuentra entre lru estadísticas h1 

y h2 en un 100 x (1 - a)% de las vecen. A las estadísticas hi(.K) y h2(.K), como se 

mencionó en el Capítulo 1, se les conoce como los límites de confianza in erior y superior, 

respectivamente. 

Veamos cómo se puede encontrar un intervalo confidencial de ni el 1 - a para el 

parámetro µ del ejemplo 2.1, utilizando la cantidad pivotal exacta (3). 

Ejemplo 2.7 

En el ejemplo 2.1 para una muestra aleatoria X¡, ... ,Xn e una N(µ,1), 

se encontró la cantidad pivota! exacta, función de la estadística su ciente minimal 

**E1taa de1l¡uatd11dH en I ruultiui 11 U{Xi') como runddn de' pa:ra X fija, ea una runddu mo dtona tn!clente; en el 
caao en que U{Ki') 1ea monótona decredente, lM dealgualdMln en (22) 1e c:onvlerlen en ht 2: I 2: h:ii mlentru que, 
cua.ndo la funddn U(~;') no es ~on6tona, lo que f"elulta N una reslón con8denclaJ para I (defl Ida en el Capitulo 1), 
n decir, una unión de Intervalo• dbjunto1. 
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T(X) = L:~ 1 X; y del parámetro µ 

U(T(.K); µ) = y'ñ(X - µ), 

que tiene una distribuci6n Normal eatándar independiente del parámetro desconocido 

µ y definida como 

ll>(u) = p(U :5 u)= J:"" </>(t) dt, 

con</>(·) la densidad N(O, 1). 

Dado cualquier nivel de confianza 1 - o:, se pueden encontrar valores a y b, tales 

que 

p(a :5 U(T(X;µ)) :5 b) = 1- a (24) 

es decir, tales que 

<I>(b) - <I>(a) = J.6 </>(t) dt = 1 - a. 

A partir de la desigualdad en probabilidad (24), el parámetroµ se despeja de la 

siguiente forma 
p(a :5 U :5 b) = p(a :5 y'ñ(X - µ) :5 b) 

(
a - b) 

= P y'ñ :5 (X - µ) :5 y'ñ 

(
- b - ª) =p X- y'ñ:5µ:5X- Vn 

= 1 - a:, 

y el intervalo de confianza resultante al 100. X (1 - a)% paraµ es 

Se pueden escoger muchos pares de valores a y b para cualquier nivel fijo 1 - 0: 1 

tales que satisfagan (24). Sin embargo, como se mencionó en el Capítulo 1, en general 

se busca que el intervalo confidencial sea lo más corto posible¡ esto se logra escogiendo 

aquellos pares de valores a y b que hagan la longitud h2 - h1 lo más chica posible. Si la 

longitud del intervalo h2 - h1 no es aleatorja, se pueden escoger cantidades a y b tales 

que fo(b) = fo( a) ya que así, la distancia b - a será mínima para un nivel fijo 1 - o:. 

Si la longitud h2 - h1 es aleatoria, entonces se puede recurrir al intervalo más corto en 
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promedio, es decir, con longitud esperada más pequeña, o bien, al intervalo que resulte 

más corto para la muestra particular observada. Existen puntos de vista controversiales 

al respecto. 

Para el ejemplo 2.71 en que la función 4i(u) es simétrica alrededor de u = 0 1 el 

intervalo confidencial más corto para el nivel fijo 1 - 0:: se obtiene cuando a = -b en 

(24). 

La etapa principal del método de construcción de intervalos confidenciales basado 

en cantidades pivotalcs, consiste en poder encontrar una desigualdad doble en la que el 

parámetro O quede contenido, a partir de le. desigualdad doble obtenida pare. la cantidad 

pivote.1 1 es decir, que las desigualdades en (21),lleven a ésas en (22) para cualquier posible 

valor de X. Como se observó anteriormente en el ejemplo 2.4 1 existen algunos casos en 

los cuales no es posible llevar a cabo esta etapa, debido a que no se puede despejar el 

parámetro de interés. En los siguientes ejemplos se trata de encontrar un intervalo de 

confianza para el parámetro µ del ejemplo 2.1 1 a través de las pivotales obtenidas en los 

eje1nplos 2.4 y 2.6. 

Ejemplo 2.8 

La cantidad pivota! en (13) 1 obtenida en el ejemplo 2.41 fue 

n ¡X· 1 { U=-22:;log ' =exp 
i=l -~ v27r 

(t -µ)2} dt 
2 • (25) 

que tiene una distribución J i-Ouadrada con 2n grados de libertad. Dado cualquier nivel 

(1- o:) es posible encontrar valoret; a y b que, en particular, podríbll ser los porcentiles 

(or/2) X 100% y (1 - or/2) x 100% de una xl2n)' respectivamente. 

Las desigualdades probabilísticas en (21) que se obtienen para la pivota} de U 

en (25) son 

( 
2 /2 n ¡X· 1 { 

p ~,2:1 s: -2 E log -~ ,121r exp 
(t - µ) 2

} dt < 2 (1-a/2)) _ l _ 
2 - X(2n) - °'· {26) 

Observe que tratar de despejar al parámetro ¡t de (26) para llegar a una desigualdad del 

tipo de (22) no parece ser nada sencillo. 
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Ejemplo 2.9 

La cantidad pivota! en (19) que se obtuvo en el ejemplo 2.6, fue igual a 

¡T ( n )1/2 { U= - exp 
-oo 27r 

n(z - µ)2} d 
2 z, (27) 

que se distribuye Uni/orme(0,1). Dado un nivel de confianza (1 - a:), se pueden 

encontrar cantidades a y b que, en particular, podrían ser los porcentiles ( a:/2) x 100% 

y (1 - cx/2) x 100% de una distribuci6n Uni/orme(O,l), respectivamente, tales que 

p(i :5 J~oo (2n,J 1/\xp{ n(z; µ)2} dz :5 1- ~) 

= p(~ :5 <I>(y'n(X - µ)) :5 1- ~) 

= P( 'l>-l(i) :5 y'n(X - µ) :5 .i;-1 (i - i)) 
= p(x - <I>-1 (i - i) .Jn :5 µ :5 X+ <I>- 1 (~) .J,.) 
= 1-a. (28) 

Asi, el intervalo confidencial resultante al 100 X {1 - a:}% para el parámetro µ. es 

( - -1 ( "') 1 - -1 ("') 1 ) X - 'l> 1- 2 Vn , X+ 'l> 2 y'ñ = {h1 , h2). 

Como se pudo apreciar del ejemplo 2.8, en ocasiones no resulta fácil construir el 

intervalo confidencial de nivel (1- a) para el parámetro de interés, con el uso de ciertas 

pivotales. En este ejemplo se pudo despejar el parámetro, gracias a que existen tablas 

de la N(O, 1), ya que los extremos del intervalo resultante requieren de la inversa de la. 

funci6n de distribuci6n, o sea, los conocidos porcentiles. 

En el si¡;uiente ejemplo se construye un inten"Ulo de confin.nzn. hn.cicndo uso de 

la pivota! en (17). 

Ejemplo 2.10 

Retomando el ejemplo 2.5, en el que se tenían variables aleatorias i.i.d. 

Uniformes en el intervalo (O, O) y donde la cantidad pivotal exacta obtenida en (18) fue 
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igual a. 

U(T;O) = Gº(T;O) = (~)n, 

con distribución Uni/orme(0,1). Con objeto de obtener el intervalo confidencial de 

nivel 1- o:: para O, se parte del intervalo de probabilidad correspondiente para. la pivota! 

anterior U, de la siguiente forma 

p(a5 U(T;8) 5 b) =p(a5 (~)n 5b) 

( 
T T ) 

= P bl/n 5 O 5 al/n 

= 1- "'· (29) 

Así, el intervalo confidencial resultante al 100 x (1 - 0::)% para el parámetro O es 

(h1(T),h2(T)) = (b~n' a~n)• (30) 

donde T, la estadística suficiente minimal, es igual al max{X1, ..• 1 Xn} y el par de 

valores (a, b) se escoge de forma tal que el área contenida entre los dos sea igual a 1- a:. 

En general no parece haber un criterio a seguir, al utilizar la distribuci6n 

Uniforme(0,1), para. elegir las cantidades a y b en la. desigualdad probabilística. para 

la pivota} (29) del ejemplo anterior. En el caso en que la pivotu.1 tenía una densidad 

Ji - Cuadrada, como en el ejemplo 2.8, se propusieron los porcentiles o::/2 x 100% y 

(1 - a./2) x 100%, pero podrían haberse propuesto aquellos que dieran el intervalo de 

longitud más corto para la pivotal¡ éstos son, los valores de a y b tales que 

fo(a) = fo(b) sujetos a que J.b fo(t) dt = 1 - a, (31) 

donde /o es la densidad Ji - Cuadrada. El intervalo de probabilidad resultante para la 

pivota} U(X;O), contendrá los valores de u con densidad máxima. En la Uniforme sin 

embargo, todos los valores d~ u en el intervalo (0,1) tienen la. misma densidad y por ello 

la ausencia aparente de un criterio para elegir los mejores valores de a y b. 

Por ejemplo, suponga que en el ejemplo 2.10, se escogen los valores a y b como 

los porcentiles (a/2) X 100% y (1 - a/2) x 100% respectivamente, de la distribución 

Uniforme(0,1). En tal caso, el intervalo obtenido en (30) resulta en el intervalo 

(32) 
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Sin embargo 1 también se podrían haber escogido los valores a y b como los porcentilcs 

(a/4) X 100% y (1- (3/4)a) X 100% de le. misma. distribución, de.ndo como resultado el 

intet'Valo confidencial 

(33) 

De la misma manera en que se generaron los intervalos (32) y (33), ee puede 

generar una infinidad de intervalos para. el mismo parámetro y con el mismo nivel de 

confianza¡ aquí cabe preguntarse cuál de entre todos es el mejor. 

Como se ha venido mencionando, lo que se busca es que el intervalo confidencial 

sea lo más corto posible, por lo que podría pensarse en escoger valores de a y b tales 

que a= qa. y b = 1- (1- q)a:, para un cierto valor de q entre O y 1, y que minimicen la 

longitud del intervalo confidencial de nivel 1 - a: para O. 

Para T fijo, o aun para T sustituido por su esperanza, en cuyo caso se minimizaría 

la longitud esperada, la longitud del intervalo confidencial para () en (30) es 

y el intervalo será el mós corto si, se escogen a y b tales que minimicen 

{

1-a-b=l-a 
sujetas a que y 

O< a+ b < 1, 

o, equivalentemente, si se escoge q tal que se minimice 

Q(q) = (qa)-1/n - (1- (1- q)a)-1/n. 

(34) 

(35) 

(36) 

Resolviendo lo anterior, se tiene que la derivada parcial de la función Q(q) con 

respecto a q es igual a 

8Q(q) " ( !!±! !!±!) -- = - (1 - (1- q)a)- n - (qa)- n 
8q n 

a-1/n ((1- a )-~ -!!±!) =--- ---+q -q n ' 

" " 
la cual siempre es menor que cero, por lo que la funci6n Q(q) es mon6tona. decreciente 

en el intervalo [O, 1) y, por lo tanto, alcanza su mínimo cuando q es igual a l. 
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Asf, el intervalo más corto para el parámetro (1 en el ejemplo 2.10 se obtiene 

cuando q = 1 o bien, cuando a = o: y b = 1 en (30), es decir, 

(37) 

Otro aspecto que en general puede inquietar respecto a este método, es el hecho 

de que, si bien U(T(X); O) tiene una distribución Uni/orme(O,l), también Z = 1 - U 

tendrá. la misma distribuci6n. En este caso, la nueva pivotal Z aplicada al ejemplo 2.10 

es 

por lo que 

Z=l-U=l-G'(T;O) =1-c~r. 

p(as1-(~)n Sb) =p(l-bS (~)" s1-a) 
( 

T" T" ) =p --<0"<--1-a- -1-b 
_ ( T <O< T ) 
- P (1- a)l/n - - (1- b)l/n 

= 1 - o:, 

y el correspondiente intervalo confidencial de nivel 1- o: para O, serfa 

(T(l - a)-l/n , T(l - b)-lfn), 

en lugar del anterior en (30). 

(38) 

Si lo que interesa es encontrar el intervalo confidencial de longitud más corta 

para. T = max{X1 1 ••• ,Xn} fijo, éste se obtiene, como en el caso anterior, al encontrar 

q tal que minimice la función 

Q(q) = (a_ aq)-lfn _ (1- qa)-1/n, 

cuya. parcial con respecto a q es mayor que cero, siendo la función monótona creciente 

en el intervalo [O, l}, por lo que su mínimo se alcanza cuando q es igual a O, dando ahora 

como resultado que el intervalo confidencial más corto de nivel 1 - o: para el parámetro 

O, se obtiene al tomar a= O y b = 1 - a: en (38). Observe que este intervalo es igual al 

que se obtuvo en (37), pudiéndose concluir que; siempre y cuando se miniD~.ice respecto 
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a q, el intervalo confidencial más corto de nivel (1 - a:) pe.ra 8, resulta ser invariante a 

haber utilizado cualquiera de las transformaciones 

U(T(X);9) = a•(T;9) 

Z(T(X); 9) = 1 - U(T(X); 9) = 1 - a• (T; 9). (39) 

Sin embargo, cuando no se busca el intervalo más corto, la. elección de U o Z en (39) 

lleva a los intervalos {30) o {38) respectivamente, que en general son distintos {solamente 

son iguales cuando q = 1/2). 

Finalmente, para ilustrar la aplicación del método de la cantidad pivotal en el 

caso asintótico, se hace uso de los siguientes tres ejemplos. 

Ejemplo 2.11 

En el ejemplo 2.2 se encontró que, para cada posible valor de n y unB. muestra 

aleatoria X1 1 ••• , Xn de una distribución con mediaµ. y varianza 1, la cantidad pivotal 

asintótica 
Xn-P. 

Un= l/..¡ri , (40) 

tenía una distribución límite N(O, 1), la cual no depende den ni deµ.. 

Como la distribución Normal estándar es simétrica alrededor de cero, dado 

cualquier nivel fijo 1 - a:, se pueden escoger valores a y b tales que 4>{a) = 4>(b); dichos 

valores, como se mencionó en el ejemplo 2.7, son a= -b. Así, se puede afirmar que 

p(-b ::; Un ::; b) "' 1 - a, 

de donde despejando el parámetro µ., se llega al correspondiente intervalo confidencial 

más corto de nivel 1 - a: 

(41) 

El valor de b corresponde en este ca.so al porcentil {1 - a./2) X 100% de una densidad 

Normal estándar. Es importante preguntarse qué tan preciso es este intervalo, ya que 
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corno se vio en el ejemplo 2.2 1 la pivota} Un se construy6 utilizando la apr0xlmaci6n 

a la densidad Normal cuando n, el tamaño de muestra, tendía a infinito¡ sin embargo, 

no se sabe qué tan rápida es esta convergencia a la Normal. 

Ejemplo 2.12 

En el ejemplo 1.3, se trabaj6 con este problema tomado de Sprott y 

Viveros (1984). Recuérdese que lo que se tenía era una muestra de tamaño 2** 

X = (X1 • X2) 1 de una distribuci6n Exponencial con media O > O. Los resultados 

que se obtuvieron al aplicar la regla empírica para obtener un intervalo confidencial 

aproximado del parámetro O 1 fueron equívocos, ya que, para niveles mayores del 68% los 

intervalos cubrían valores incorrectos del parámetro. 

Una cantidad pivotal asintótica explícita para este ejemplo, se puede construir 

haciendo uso de las propiedades asintóticas de los estimadores puntuales máximo 

verosímiles descritas en el Capítulo l. En (1.4) se encontr6 que el estimador máximo 

verosímil de O era igual a 

O= X1 + X2 = ~ (42) 
2 n 

y de (1.10), la información observada de Fisher 19, para este caso, es igual a 

2 
~=p· ~~ 

Obsérvese que en este ejemplo la información observada de Fishcr coincide con el 

recíproco de la varianza estimada de O obtenida en (1.5), hecho que en general no es 

cierto. 

Por las propiedades asint6ticas de 8, enunciadas en (1.8)-(1.11), se sabe que 

o -" N(o; ~) 
así, una cantidad pivotal asintótica se puede construir como 

Un= ..[io¡o - O) (44) 

**No pul!ce ra&ooable aplicar teor!a aalat6Uca a un ejemplo con un tiun•i'io de muutra tan pequeño; •lo embar11:0, el 
objetivo aqul, es preclaazii.ente Uu.trar cómo a peear de 4tto, •e pueden obtener re1ultado1 preclaoa. 
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cuya distribución aproximada es una N ormal(0,1). El intervalo confidencial aproximado 

de nivel 1 - cr para 8 viene dado por 

p(a::; Un::; b) = p(a::; .¡i;(O - 8) ::; b) 

(
• b • a ) =p 8---<0<8---../Ii - - V7i 

= 1- cr. (45) 

Si lo que se desea es el intervalo confidencial más corto, éste sería igual a 

(o± Jro). 
donde bes el porcentil (1- cr/2) x 100% de una Normal estándar. Sustituyendo a Io y 

O por las igualdades en (43) y {42) respectivamente, lo anterior resulta en la ascveraci6n 

(46) 

aproximadamente en un (1 - a:) X 100% de las veces en muestreo repetido. 

Suponga que se quieren intervalos de confianza al 75%, 90% y 95%, es decir, que 

a:= 0.25, 0.10 y 0.05. En este caso, se tendría por (46) que 

O T ( 1.15) E- 1±-
n .j2 ' 

aproximadamente en un 75%, 90% y 95% de las veces. Para ver qué tan buena es esta 

aproximación, se puede calcular la probabilidad exacta de (46) a través de la variable 

T/O, que tiene una distribución conocida e igual a una Gamma(a: = 2,/3 = 1), de la 

siguiente forma 

si e¡ ~ O y c2 ~ O, entonces la probabilidad anterior es igual a. 

( n T n) j¿¡- 1 { } dw p - ::5 - :::;; - = --wexp -w , 
c2 O c1 f,- r(2) 

pero si c1 < O, entonces la probabilidad es igual a 
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Las probabilidades exactas x100% que se obtienen son: 69.76%, 76.30% y 79.50%, las 

cuales difieren mucho de los niveles de confianza aproximados x 100% del 75%, 90% y 

95%. Estas diferencias en resultados, pareciera que se deben tan sólo, al hecho de que se 

utiliza un resultado asintótico en un ejemplo con un tamaño de muestra muy pequeño, 

dando como consecuencia que la pivota} utilizada en ( 44) no resulte ser aproximadamente 

Normal. Sin embargo, como se veré. más adelante, Sprott y Viveros opinan que la 

diferencia también se debe al hecho de que el método utilizado es ineficiente, en el 

sentido de que no refleja la asimetría en la función de verosimilitud del parámetro 81 que 

para este mismo ejemplo resulta ser igual a 

L(B;X) = :, exp{-i}· 

Suponiendo que T = 12, la siguiente tabla muestra las verosimilitudes para varios valores 

de O. 

8 
L(O;;i;) 

2 4 6 8 10 20 30 35 
.0006 .0031 .0038 .0035 .0030 .0014 .0007 .0006 

Observe lo asimétrico de esta verosimilitud, valores a la izquierda del estimador máximo 

verosímil Ó = 6 son mucho menos verosímiles que valores a una distancia igual a la 

derecha de Ó, presentándose una asimetría a la derecha. Sprott y Viveros proponen 

hacer una reparametrizaci6n, reemplazando a O por una funci6n uno a uno TJ = g(O) de 

modo que, aun para muestras pequeñas, se garantice que la aproximaci6n Normal es 

razonablemente buena, como se ilustra en el siguiente ejemplo 

Ejemplo 2.13 

Suponga que en el ejemplo 2.12 se utiliza el nuevo parámetro TI 

estimador máximo verosímil en este caso es 

= 0-1/s. El 

;¡ = 9-1/• = ( 2 )1/• = (.!:)1/•' 
X1+X2 T 

y la informaci6n observada de Fisher para este nuevo parámetro resulta ser 

8 2 log f(;i;; B) 
Iq = a;¡• 

- SS -
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(48) 

La construcci6n de una cantidad pivotal asintótica similar a (44) pero ahora en 

términos de ,,,, da como resultado 

" - Ir¡, e· J - 3V'2Cii - ,,¡ un - y~,, r¡ - r¡ - ~ , ,, (49) 

cuya distribución ll'mite también es una N(O, I). El intervalo de confianza aproximado 

correspondiente para r¡ es 

Este intervalo.de confianza en términos del parámetro original 8, resulta ser 

(51) 

donde b sería igual al porcentil (1 - c:t./2) X 100% de una N(O, 1) 1 si el intervalo de 

confianza que se desea es el más corto. 

Siguiendo un procedimiento igual al del ejemplo 2.12 para verificar la precisión 

del intervalo de confianza en (51), se obtiene que, para valores de a de 0.25, 0.10 y 0.05, 

correspondiendo a valores de b de 1.15 1 1.64 y 1.96 respectivamente, las probabilidades 

exactas x100%, obtenidas de la distribución de la varia?Ie aleatoria T/fJ son: 73.4%, 

89.1% y 94.7%, siendo muy cercanas a los niveles de confianza aproximados. del 75%, 90% 

y 95% respectiva.mente. Comparando estos resultados con los obtenidos en el ejemplo 

2.12, se puede apreciar la gran m~orfa en precisión que se logró, aun con un ta.maño de 

muestra tan pequeño como 2, al aplicar la rcparametrizaci6n T/ = 9-I/3. Así mismo, la 

verosimilitud para este nuevo parámetro q, resulta ser simétrica alrededor del estimador 

máximo verosímil 1), como se puede apreciar en la siguiente tabla, que muestra las 

verosimilitudes para diferentes valores de r¡, suponiendo T = 12 y 'Í¡ = 0.5503 

0.1503 0.3503 0.5503 0.7503 0.9503 1.1503 
0.00001 0.00110 0.00376 0.00112 0.00002 2. 71 X 10-B 
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Este método estudiado por Sprott para construir cantidades pivotales asint6ticas 

con ciertas propiedadr.s que serán discutidas más adelante, se basa en la estimaci6n 

máximo verosímil. La teoría de máxima verosimilitud trata con las propiedades 

frecuenciales del estimador máximo verosímil O, el cual es soluci6n de la ecuaci6n 

S(X·B) = 8logL(8;K) = 8logf(J;:;8) =O 
_, ªº ªº ' (52) 

donde S(X.i O) se conoce como la función de puntuación o función "acore". Bajo 

condiciones de regularidad apropiadas, se puede demostrar que, la media y la varianza 

para esta funci6n son iguales a 

Ee(S(X; O))= O (53) 

donde IE(O) se definió en (1.9) como la. cantidad de lnformac!6n de Fleher para. la. 

muestra X. Estos resultados son exactos con muestras de cualquier tamaño, por lo que 

S(X; O} es exactamente estable en la media. 

La funci6n de puntuaci6n en (52) se puede expresar como la suma de v. a. i. i. 

d. 

( v. O) = a lag n¡'=1 f(X¡; 8) 
s "'-• ªº 

n a 
= ~ ao lag /(X¡; 8) 

1.=l 
(54) 

y, por el Teorema Central del Límite se implica que, asint6ticamente S(X¡O) tiene una 

distribución límite N(O, IE(O)). 

Por otro lado, máxima verosimilitud ha sido visto como un método para producir 

estimadores puntuales 8 que son asintóticamente insesgados, es decir que 

Eo(B) ""o, para n grande, (55) 

y con varianza asintótica mínima, igual a 

• 1 
Va.re(B) ""Ip; (O), para n grande, (56) 
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--, 

por lo que O tiene como distribución aproximada a 

íi .:..N(8,Ii1 (0)).• • (57) 

Todos estos resultados son estrictamente asint6ticos, por lo que la cantidad 

(O - Íi), (58) 

que puede verse como el error de estimaci6n, es asint6tica.mente estable en la media. 

La mayoría de las cantidades pivote.les que surgen de consideraciones asintóticas 

asociadas con máxima verosimilitud, se basan en la. funci6n de puntuaci6n (52) y en 

el error de cstimaci6n (58). En Sprott (1975) aparece la siguiente lista de cantidades 

pivota.les asintóticas 

S1 = S/VIE(O)..:.. N(O,l) 

U1 = (Ó - 8)..jIE(O) .;., N(O, 1) 

S2 = S/.¡i;..:.. N(O, 1) 

U2 = (Ó- 8)../Io ..:.. N(O, 1) 

Ss = S/VIE(Ó) ..:.. N(O, 1) 

Us = (0 -0)../IE(O);., N(O, 1), 

donde lE(O} y lo son estimadores de IE(8) y se definen como 

¡, (Íi) =-E (a• Jog /(X; O)) 1 
E o ao• -

8=8 

Io = 82 log /
2
(X; 8) 1 . 

80 B=Íi 

(59) 

(60) 

(61) 

(62) 

{63} 

(64) 

(65) 

(66} 

Las pivota.les S1 y U1 surgen de estandarizar (52) y (58) con respecto a su varianza 

exacta (53} y asintótica. (56) respectivamente, mientras que las cantidades (61} a (64} 

surgen de reemplazar estas varianzas por sus estimadores dados en (65) y (66). 

Bajo condiciones apropiadas de regularidad, todas las cantidades pivota.les 

asintóticas listadas anteriormente, son asintótica.mente equivalentes, es decir que, para 

**Por la. propiedad •BAN•(•But AtymptotlcaUy Norm&J.•) qu111 poteen los 111tlmado«11Dii.xlrii.o verolllrii.Ue1, vtu .. en d 
Capt\ulo l. 
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valores grandes den, todas tienen una distribuci6n límite N(O, 1) por lo que, un intervalo 

de confianza aproximado de nivel 1 - a: para el parámetro 8, se puede obtener a part~_r 

del intervalo de probabilidad para la pivotal utilizada como 

p(-b ~ Un(X;B) ~ b) ""1- cr, (67) 

donde bes el porcentil (1- cr/2) X 100% de una N(O, 1). Los intervalos obtenidos como 

la soluci6n en 8 de -b :5 Un(X¡ 8) ~ b, contendrán el valor verdadero de 8 con una 

frecuencia relativa de (1 - a:) aproximadamente. Sin embargo, todo esto es cierto s6lo 

asint6ticamcnte, pero para muestras finitas, que es lo que se encuentra en las aplicaciones, 

no es claro cuál de entre todas las pivotalcs (59) a {64) converge más rápidamente a la 

distribución N{O, 1), ni qué tan rápida sea esta convergencia. 

La precisión y validez de los resultados obtenidos al aplicar teoría asintótica a 

muestras finitas, han sido investigadas por Sprott y Kalbfieisch {1969), Sprott (1973 y 

1975) y Sprott y Viveros (1984), quienes demuestran, a través de varios ejemplos, que In. 

precisión y validez de la aplicaci6n está condicionada más a la normalidad de la función 

de verosimilitud del parámetro 8, que al tamaño de muestra n. 

El efecto que tiene la forma de la función de verosimilitud del parámetro O en 

las inferencias, ha sido estudiado por varios autores; en particular Sprott {1973 y 1984) 

ha encontrado, que cuando dicha función se aleja de la forma Normal, ya sea porque es 

muy asimétrica o con colas muy pesadas, entonces afirmaciones de la forma O = O± o 

en términos de un estimador puntual y una "varianza", son engañosas ya que esconden 

; dichas "anomalías". Se propone así, como un primer paso para resumir la información 

relevante en los datos respecto a un parámetro, graficar la verosimilitud estandarizada 

o relativa del parámetro, R(O¡ X), o dar un conjunto de rangos anidados que converjan 

a 81 estos últimos son conocidos como rangos o intervalos de verosimilitud. 

La funci6n de verosimilitud relativa se define como 

R(B;X) = L(B;,X) = L(~;,X) 
- supo L(B; X) L(O; X) 

{68) 

Esta función mide la verosimilitud de todos los valores específicos de O relativa al valor 

más verosímil de O, que es el máximo verosímil 8. De esta forma, R(B¡X) da una escala 
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de verosimilitud, que varía de cero a uno para todos los valores de O. Esta función 

también posee la propiedad de invarianza funcional ante repara.mctrizaciones. 

La forma de esta función queda determinada por los primeros t~rniinos en su 

expansión de Taylor. Sea O un parámetro escalar con función de verosimilitud relativa 

R(O; X) como en (68) y sea Íi el estimador máximo verosímil que satisface (52). Observe 

que de (52) y (68) se obtienen las siguientes igualdades 

S(X·O) = 8logL(8;X) _, ªº 
Blog R(O; X) 

88 =O. (69) 

Entonces, si R(O¡ X) satisface condiciones apropiadas de regularidad, la expansión de 

Taylor del logar{tmo de R alrededor de 8 hasta el término cúbico, da la aproximación 

siguiente (Sprott y Viveros 1984) 

(70) 

donde la pivota} U2 se definió en (62), la información observada de Fisher lo se definió 

en (66), y 

F (Íi) = ¡a' log L(O; X) 1 -] c•/2 
S 80' O=O O ' (71) 

Si Fs(D) en (70) es cercano a cero, entonces 

' 1 2 1 ·2 logR(O;X) =" - 2u2 =" -2(8 -0) lo 

R(O; X).=" exp{-~(8 - Íi) 2 lo}· (72) 

Es decir que fJ tiene aproximadamente una vero!'iimilitud Normal, centrada en O y con 
. J.-1 varianza. 0 • Si éste es el caso, la verosimilitud de 8 se podrá representar por el 

estimador puntual {j y por su precisión lo, la cual determina la precisión de {j como un 

estimador de O en la función de verosimilitud aproximadamente Normal de O. 

Si Fs(O) en (70) no es pequeña, entonces la verosimilitud presenta asimetria 

apreciable, como fue el caso del ejemplo 2.12, por lo que ésta. no podrá resumirse 

adecuadamente por (Ó1 lo) y las inferencias tendrán que hacerse, no a. partir de 8, sino 
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de un nuevo parámetro 17, que sea funci6n uno a uno de O y cuya verosimilitud sea 

aproximadamente Normal, como se hizo en el ejemplo 2.13. Esta funci6n r¡ = g(O), 

existirá. siempre que la verosimilitud sea una función "bien comportada". 

Para encontrar la reparametrización apropiada, se escoge una función g(O) 

que remueva completamente la componente principal de e.simetría, es decir, tal que 

F:i(rj) = 0 1 donde rj = g(fi). Anscombe (1964) encontró que estas funciones son soluciones 

de la ecuación diferencial 

- 3 "3 
'(B) = d~ = C ex {!/ éJ logR(O;K)/éJ~ do}. (73) 

g dO P 3 éJ2IogR(B;X)/éJ02 

Recuerde que en el ejemplo 2.13 se reparamctriz6 con r¡ = g(O) = o-113 ¡ este 

nuevo parámetro surge como resultado de aplicar (73), ya que 

entonces 

y 

a•1ogR(O;X)/éJ~· = (~T) (- º") = -! 
éJ2logR(B;X)/éJ02 o• T o' 

g1(8) = C exp{-~ logt} = C t-4/o 

escogiendo por simplicidad, e = -1/3. 

En general cuando se desea cxan:ünar el efecto que tiene cualquier transformación 

del tipo 1J = g(O), en producir verosimilitudes aproximadamente normales, se puede hacer 

uso de la igualdad siguiente obtenida por Sprott (1973) 

1 Fs(>i) / = (74) 

Se puede verificar fácilmente que, para el ajemplo 2.13, se obtiene 

/ Fs(>i) / = 1 
~ - ~i-11•. -ª-· ü 1 .¡n 3 ü-•!• Vn = o. 

Este procedimiento de obtener verosimilitudes aproximadamente normales, 

evidencfa el hecho de que, en algunos problemas prácticos es posible lograr una 
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verosimilitud aproximadamente Normal, sin tener necesariamente un tamaño de 

muestra grande, mejorando así la precisi6n de las inferencias al aplicar resultados 

asint6ticos a muestras finitas, como fue el caso del ejemplo 2.13 en que, aun con n = 2, 

se pudieron obtener intervalos de confianza bastante precisos. 

Las ventajas de tener una funci6n de verosimilitud del parámetro O, o bien, de 

un nuevo paré.metro funci6n uno a uno del original, que sea aproximadamente Normal 1 

también se ven reflejadas en las cantidades pivotales (59) a (64). Observe que de (69) y 

(70) surge la siguiente aproximaci6n para la funci6n de puntuaci6n S 

(75) 

y, suponiendo que F:i(O) se pueda hacer igual a cero, se tiene que 

(76) 

por lo que las pivota.les en (61) y (62) resultan ser aproximadamente iguales, es decir 

(77) 

lográndose también con ésto que (61) sea aproximadamente lineal en O. Esta linealidad 

en las pivotales nos permitirá despejar el parámetro O para obtener su intervalo de 

confianza. 

En ocasiones, la información observada de Fisher 19 en (66) no se puede expresar 

como una funci6n de O, por lo que resulta más conveniente utilizar el estimador IE(Ó) en 

(65) y la expansión de Taylor de E{log R(O; X)}, la cual fue obtenida por Sprott (1973) 

y resulta ser igual a 

En este caso, Sprott (1973) también ha demostrado que al lograr una buena aproximaci6n 

Normal de R como en (72), se logra que la distribuci6n de la pivota! Usen (64) sea más 

cerca.lle. a la distribuci6n Normal, as( también la de Ss en (63), mejorándose con ésto la 

precisi6n de las inferencias basadas en ellas. 



Resumiendo, se puede decir que, cuando se obtiene una buena aproximación 

Normal de R, existe muy poca diferencia en cuanto al uso de las pivotalcs {61) a (64) 

ya que éstas resultan ser aproximadamente iguales. 

En cuanto a las pivotales S1 y U¡ en (59) y {60), las cuales, como se mencionó 

anteriormente, surgen de estandarizar la función de puntuaci6n S y el error de estimación 

(8-8), con su varianza exacta y asintótica, respectivamente¡ pareciera que estas pivotales 

son preferibles a las pivotales (61) a (64), debido a que no se presenta el problema 

de pérdida de información como resultado de reemplazar la varianza muestra! por la 

varianza poblacional; sin embargo, Sprott y Viveros {1984) y Sprott {1975), demuestran 

que esta aparente desventaja en las pivotales (61) a {64} puede compensarse por la 

posibilidad de incrementar la precisión de Ja aproximación Normal y la linealidad de 

estas pivotalcs, como se puede apreciar en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2.14 

Aquí se continúa con lo visto en el ejemplo 2.13, para el que Sprott y Viveros 

(1984) obtienen las siguientes gráficas, donde la línea continua (-) corresponde a la 

densidad Normal, la línea -- corresponde a la densidad 

de la pivotal 

en que se utiliza un estimador de la varianza asint6tica y la línea -- - -- corresponde 

a la densidad 

de la pivota} 

f(v) = 12/c{l + kv)-1 exp[-2{1 + kv)-3], 

v. - (~-</>) 
.¡, - Var{~)' 
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en la que se reemplazó r¡ 1 en u~ por Var(<i>J = (kQl)2 , k = 0.3520. 
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'" ¡;¡ 
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'· 
~3,0 -t.e , .. ... '·' 

FUNCIONES DE DISTRIBUCION 

Como se puede apreciar en esta gráfica, se logra una mejor aproximación a ia 

Normal cuando se utiliza el estimador de la varianza del estimador, que cuando se utiliza 

la varianza del estimador, además de que la pivota! U.p resulta ser lineal en q,, 
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CAPITULO S 

ENFOQUES FIDUCIALY BAYESIANO 

S.1 Introduccl6n 

En este capítulo se hace una exposición de tres métodos, el Fiduclal, Flducial 

Implícito y Bayeelano, a partir de los cuales es posible hacer inferencias acerca 

del valor de un parámetro escalar desconocido 8. Los dos primeros tratan a O como 

constante, mientras que el último como una variable aleatoria y, en los tres casos se 

pueden construir intervalos para O: para los primeros dos métodos se llaman fiducinlcs 

y, para el último de probabilidad (a-posteriors). 

En la primera sección se presenta el procedimiento de construcci6n de intervalos 

fiducialcs, basado en la distribuci6n fiducial del parámetro 8. El objetivo de esta sección 

no es juzgar la validez de este método, que ha sido sumamente controversial desde su 

aparición en 1930 sino, más bien, exponer de una manera sencilla y clara el procedimient~ 

de construcción y aplicación del mismo, sin dejar de comentar algunos de los puntos que 

han sido m.ás discutidos y criticados por muchos autores: Barnard (1963a,b, 1987}, 

Dempster (1963), Fraser (196la,b), Lindley (1958), Neyman (1942), Pcderzen (1978), 

Sprott (1963, 1966), Sprott y Kalbf!eisch (1967), Tukey (1957), por citar algunos. 

En la siguiente sección se presenta otra versión del método fiducial, para el caso 

en que la distribución fiducial no se exhibe explícitamente en la construcci6n de los 

intervalos fiduciales, sino que queda subyacente en un procedimiento aquí referido como 

el método Fiducial Implícito. 



Finalmente, en la tercera secci6n, se presenta el método Bayesiano de 

construcci6n de intervalos de probabilidad ( a-po.!teriori) de densidad máxima, basado 

en el Teorema de Bayes, comentando algunas de las diferentes técnicas que se han 

desarrollado en torno a la búsqueda de la distribuci6n inicial (a-priori) del parámetro O. 

3.2 Método Flducial 

Fisher en 1930 introdujo por primera vez un procedimiento alternativo al de 

Bayes 1 conocido como argumento fiducial, para poder hacer inferencias sobre el valor 

de un parámetro escalar O. Este argumento permite obtener una distribuci6n fiducial 

para O, basándose tan sólo en las observaciones disponibles~' y su aplicación es válida 

solamente en los casos donde no se tiene un conocimiento inicial (a-priorsj sobre el 

parámetro. 

Existen en la literatura diferentes planteamientos del argumento fiducial¡ por 

ejemplo, Pcderzen (1978), utiliza los conjuntos de referencia de Fisher y Frascr (1961) 1 

modelos de transformación de parámetros. El planteamiento del argumento fiducial 

elegido aquí, requiere di? conceptos mencionados en el Capítulo 2 el de cantidad pivotal 

exacta y el de estadística suficiente minimal. 

Recuerde que dos de los métodos presentados para la construcci6n de cantidades 

pivotales exactas, se basaban en la estadística suficiente minimal, siendo así consistentes 

con el principio de verosimilitud. El primero de éllos consistía. en encontrar una 

cantidad pivotal exacta U (T¡ O) 1 que fuese funci6n de la estadística suficiente minimal 

uni-dimensional T 1 y del parámetro 81 cuya distribución fuese conocida y única para 

cualquier valor de O E 0 1 es d.ecir que 

p(U(T; O) :<:;u; O)= Fo( u), voee. (1) 

El segundo método consistía en encontrar la estadística suficiente m.inimal uni­

dimensional T, con funci6n de distribución F(t¡ O) que se supone continua en t, para 

después construir la cantidad pivota} exacta como la transformación con la integral de 
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probabilidad utilizando a F(t¡O), es decir que 

U(T;O) = F(T;O) Uniforme(O,l), 

p(U(T; O) :$; u; O) = p(F(T; O) ~ u; O) =u, vo e e. (2) 

La utilización hecha en el Capítulo 2 de la cantidad pivotal exacta U(T; 0) 1 

consistía en construir primero un intervalo de probabilidad "/ = 1 - a: para U, para 

después ver si era posible "pivotear", es decir 1 construir una desigualdad en la que el 

parámetro O quedase contenido, con la misma confianza ""1· Para lograr lo anterior fue 

necesario pedir que la pivotal utilizada, vista como función de O, fuese una función 

monótona para cada valor posible de t. 

En el primer método se llegó a que si la cantidad pivota} U(t, O} era una función 

creciente en O, para cada t fija, entonces se cumplía 

U{T,O) :$;u *= o~ u-1 ¡r,u). (3) 

Así por (1) y para cada 'Y en (0 11) 1 se tenían las siguientes igualdades en probabilidad 

p(U(T,O) ~u-,) =p(O ~ u-1(T;u-,)) = Fo(u7 ) = '"f, (4) 

donde u..,. es el porcentil 'Y de Fo (u). En el caso en que U(T, O) fuera decreciente, entonces 

la desigualdad en (3) simplemente se invertiría. 

Para el segundo método se tiene que las propiedades pedidas a la pivota! U(t;O) 

resultan ser por (2),las mismas que las de la distribución F(t; O) por lo que, si F(t,O} 

era una función creciente en O para cada t fija, entonces se cumplía 

(5) 

Así por (2) y para cada '1 en (0, 1), se obtenían las siguientes igualdades en probabilidad 

p(F(T, O)~ '"t) = p(O ~ F-1(T,'"f)) = '"I• \JO E 0, (6) 

donde obviamente"/ es el porcentil de una distribución Unif orme(O, 1). Si F(t, 8) fuera 

una funci6n decreciente, entonces la desigualdad en (5) se invertiría . 
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A las cantidades aleatorias u- 1 (T,u~) en (4) y F-1(T,"I) en (6), se les conoce 

como los límites de confianza superiores para O de nivel '1' y, en caso de trabajar 

con funciones monótonas decrecientes, lo que se obtendría serían límites de confianza 

inferiores para O de nivel "'1 • 

Desde el punto de vista frecucntistn, las aseveraciones probabiHsticas en (4) y 

(6) son válidns, ya que antes de observar la muestra~' los límites de confianza superiores 

u-'(T,u~) y F-1(T,"I) estarán por arriba del valor de O, en un 100 x "!%de las veces 

en un número grande de muestras. Aquí O es una constante desconocida y los límites de 

confianza superiores son variables aleatorias. En particular, los límites superiores que 

resultan al haber observado T = t 01 u-1 (t 0 ,u..,) y p-1 (t 0 ,¡), también se les identifica 

como límites de confianza superiores para O de nivel "'1· 

Hasta aquí no se ha introducido ningún nuevo tipo de ra.zonam..iento, de hecho, 

todo lo expuesto anteriormente se utilizó en el Capítulo 2 para plantear la teoría de 

Intervalos de Confianza de Neyman. Justo en este momento del planteamiento, es 

cuando el argumento fiducial de Fisher introduce un nuevo tipo de razonamiento en 

el que 8 juega el papel lógico de una variable aleatoria, sin ser variable aleatoria, y T 

llega a jugar el papel lógico de un parámetro que define a la distribución fiducial de O. 

Para hacer Ja exposición un poco más clara, se obtendrá la densidad fiducial 

para el-primer método, en el que se utiliza una cantidad pivotal función de la estadística 

suficiente minimal, as( como sus intervalos fiduciales y, posteriormente, se obtendrá para 

el segundo método, en el que la pivota} es justo la función de la estadística suficiente 

niinimal. 

El argumento fiducial supone que la muestra ~ ya ha sido observada y, en 

consecuencia, T = t 0 , por lo que la desigualdad en (3) se convierte en 

(7) 

y, a ésta, se le asocia una "probabilidad fiduclal" similar a (4) 

(8) 

Al número u-1 (t 0 , u 1 ) se le llamará, por simplicidad de notación, o•. Este 

obviamente depende de la probabilidad -¡y del valor t 0 que tomó la estadística suficiente 
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minimal T 1 como se podrá apreciar de las siguientes dos ecuaciones 

(9) 

y, reescribiendo {8} en téminos de o•, se define la función de dletribuclón fiducial 

como 

Fp;d(O') = PFid(O $O')= Fo(U(t 0 ,0')) ='"Y· (10) 

Para poder obtener la densidad fiducial, se debe suponer que Fo, la distribución 

de la pivotal U, tiene una derivada continua y que U(t 0 ,-) es diferenciable con respecto 

a O, de donde se obtiene que 

f . (O') = dFFid(O') = dFo(U(t 0 , O')) = , (U( O')). 8U(t0 , O') 
p,J dO* dO* JO to, ao• , 

donde fo es la función de densidad de la pivota! U. 

(11) 

En el caso en que la pivota! U sea una función monótona decreciente en O 1 para 

cada. t, (10} se escribiría. como 

FFid(O') = 1 - PFid(O $O') = 1 - Fo(U(ta,8')) = '"'f, (12) 

y la densidad fiducial entonces resulta ser 

f . (O') = _, (U(t O')). 8U(t0 , O") 
Fid JD º' ao• . (13) 

Tomando en cuenta (11) y (13), es usual que en la litera.tura aparezca la función 

de densidad fiducial para O como 

IF;d(O") = fo(U(to, O")l· I au~;; O') ¡, (14) 

con o• relacionado con¡ y t0 (que está fijo}, a través de 

(15) 

y la función de distribución de 8, simplemente como 

{ 

Fo(U(t0 ,0')) si 
Fp;d(O') = 

l -Fo(U(t0 ,8")) si 

U es creciente en O 
(16) 

U es decreciente en 8. 
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Con objeto de ilustrar la aplicaci6n del método anterior se da el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 3.1 

Sea X 1 , ••• , Xn. una muestra aleatoria de la densidad Exponencial (O> O) 

f(x; O) = O exp{-:i:O)l(o,00¡(:i:). 

La estadística suficiente minimal en este caso es 

n 
T(X) = ¿x¡, 

i=l 

con funci6n de distribuci6n continua y monótona creciente en O, de acuerdo a una 

Gamma(<>= n,{3 = bl 

Si se elige como cantidad pivotal a 

U(T,0) = OT Gamma(<>= n,{3 = 1), 

entonces 

rº' i Fo( u) =lo r(n) exp(-z)zn-ldz. 

La distribución fiducial en este caso, aplicando {16), es igual a 

y la densidad fiducial, aplicando {11), resulta ser 

IFid(O') = rtn) exp(-O'to). (O'to)n-1. t., 

que corresponde a decir que, dado el valor observado T = t 0 , O tiene como distribución 

fiducial a una Gamma (a= n,{3 = /;). 
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Suponga que se desea obtener un intervalo fiducial central para 8 (es decir, con 

límites inferior y superior), con probabilidad fiducial "'Y y basado en el valor observado 

T = t 0 como parámetro. Este intervalo se puede obtener encontrando cantidades Oi y 

o; tales que 

(17) 

Si adicionalmente se desea que este intervalo sea el más pequeño, entonces, 

además de (17), Bi y 82 deben satisfacer que 

(18) 

Para el ejemplo 3.1, Di y B2 serían tales que 

y 

La interpretaci6n que se da a los intervalos fiduciales en (17) es que, para la 

muestra particular que se observó y que produjo el valor t 0 , el v~lor desconocido del 

parámetro 8 se encontrará. entre las cantidades Oi y 02 con una probabilidad fiducial "'Y· 

Ejemplo 3.2 

Sea X = (X1, ••• ,Xn) una muestra aleatoria de una N(µ,1). La estadfstica 

suficiente minimal en este caso es 

1 n 
T(X) =-LX; 

ni=l 

con función de distribuci6n continua y monótona decreciente en µ., de acuerdo a una 

N(µ, !¡) 
F(t; µ) = f oo :;,, exp ( 

(z - µ)2) 
/ 

dz. 
2 n 
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Si se elige como pivota} a la cantidad 

U(T;µ) = (T- µ)V;i N(O, 1), 

entonces 

l u 1 
Fo(u) = r.= exp(-z2 /2)dz. 

-oo y27r 

Una vez observado el valor T = t 0 , la distribución flducial, aplicando {16), es 

igual a 

1,¡ñ(to-µ") 1 ( z 2 ) 
FFid(µ*) = 1-Fo(U(t.,µ*)) = 1 - . = exp -- dz 

-oo v27r 2 

1= 1 ( z2) - --cxp -- dz 
- Vñ(t,-µ•) V21i' 2 ' 

y la densidad liducial aplicando (13) resulta. ser 

f . ( ·¡ = _, (U(t •¡¡. au(t.,µ') = .,¡n (- (µ - 10 ¡•) 
F•d µ. JO º'µ aµ• -./27í°"P 2/n > 

que equivale a decir que, dado el valor observado T = t 0 , µ tiene como distribución 

fiducial una N(to, k ). 
El intervalo flducial más pequeño para µ de probabilidad fiducial 7, dada. la 

muestra observada que produjo el valor T = t01 se obtendrá, encontrando cantidades µj 
y µ; tales que 

y 

y'ñ(t.-µ;) 

P Fid(l'-i :,; µ :,; µ.2) = J 
v'ñ(t.-µ;J 

1 

,/27r 

=> exp( (µ' - t.)·) ( 1 = exp 
2/n 

(µ2 - !o)2
) 

2/n · 

Como se podrá apreciar a continuación, el planteamiento del argumento fiducial 

a través del segundo método mencionado al inicio de esta sección, resulta ser un caso 

particular del método anterior, ya que se utiliza como pivota! a la funci6n de distribución 

de la estadística suficiente minimal T. 
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Una vez observado el valor que tomó la estadística suficiente minimal T = t 0 , la 

desigualdad en (5) se convierte en 

(19) 

con probabilidad fiducial asociada igual a 

(20) 

Igual que se hizo en el caso anterior, el número p-1 (t 0 , -y) se denotará por o•, 
sin olvidar que éste está. relacionado con la probabilidad '1 en una Uniforme (D, 1) y el 

valor fijo t 0 , como se puede apreciar en la siguiente ecuación 

(21) 

Así, reescribiendo (20) en términos de o• y por (21), se define la función de 

dlstribucl6n fiducial como 

FFidco·¡ = PFid(O:;:; o·¡= F(t.,o·¡ ='Y· (22) 

Para obtener la función de densidad fiducial es necesario pedir adicionalmente 

que F(t, ·) sea una función difercnciable con respecto a 8, para cada t; así se obtiene 

f . (o•)= dFFid(o•¡ = 8F(t0 ,o•) 
Fid do• ao• ' (23) 

donde F en este caso es la función de distribución continua de la estadística suficiente 

minimal. 

Suponiendo que F(t, O) fuese una función continua monótona decreciente en O, 

para cada t, entonces (22) se escribirá como 

FF;a(o•¡ = 1- PFid(O:;:; o•¡ = 1- F(t., o•¡= '1 (24) 

y así, la densidad fiducial resulta ser 

=-
8F(t0 , o•) 

ao• 
(25) 
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Por (23) y (25), es común encontrar en la literatura las funciones de densidad y 

distribución fiducial como 

y 

f . c8·¡ =I aF(t.,8') I 
Fid ao• 

{ 

F(t0 ,0') 
Fnd(8') = 

1 - F(t 0 , 8') 

si F es creciente en (} 

si F es decreciente en 

(26} 

(27} 
8. 

Para ilustrar la aplicación del método anterior, se dan los siguientes dos ejemplos¡ 

el primero es el ejemplo 3.1 y el segundo el 2.5 

Ejemplo 3.3 

Suponga que en lugar de haber elegido como cantidad pivotal a fJT, como se hizo 

en el ejemplo 3.1, se elige a 

U(T, 8) = F(t, 8) Uniforme(O, 1}, 

donde la función de distribución F(t,O) de U, es una Gamma (a:= n,/3 = iJ. 
Una vez observada la muestra, es decir que T = t0 , la función de distribución 

fiducial para O aplicando (22), es igual a 

FF;d(O') = p(O :SO') = F(t0 , O')= -y, 

donde 

F(to, 8') =fo'º rtn) o•n exp(-8' z)zn- 1dz, 

y la densidad fiducial aplicando (23) resulta ser 

( ') 8F(to, 8') 8 f'' 9•n ( , ) n-1 
fFid o = 80, = 80 Jo r(n} exp -O z z dz. 

Para derivar F(to, o•) se puede hacer el cambio de variable V = ()• z en la 

integral, reduciendo el cálculo de la función de densidad fiducial al del ejemplo 3.1. 

Alternativamente, se puede intercambiar el orden de integración y diferenciación. Por 
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cualquiera de los dos caminOs, se llega al mismo resultado del ejemplo 3.1 1 es decir que, 

dado T = t01 O tiene una distribuci6n fiducial Gamma (a= n,{3 = t>· 

Ejemplo 3.4 

Sean X1, ... 1 Xn. variables aleatorias i. i. d. Uniformea(O, O). En el Capítulo 

2, se obtuvo para este problema, el intervalo de confianza más pequeño para O de nivel 

1 - a:= ""Y que resultó ser igual a (ver 2.37) 

O E (T, a~n)· 
Aquí se desea encontrar el intervalo fiducial para O aplicando el planteamiento anterior. 

La estadística suficiente minimal en este caso es igual a 

T(X) = maxX¡ = X(n)• 

con funci6n de distribuci6n continua y monótona decreciente en o. para cada t, 

F(t,8) = {
0

1

(b)n sisi 

si 

y función de densidad 

t <o 
o :S t :S o 

t >o 

f(t,O) = {n(bf-1 
·b si O:St <8 

O en otro caso. 

La cantidad pivota} aplicando (2) sería igual a 

U(T, 9) ,;. F(T, 8) = (~) n Uniforme(0, 1). 

Una vez observado el valor T = t 0 , la distribución fiducial para O, aplicando (24), es 

{

O si 
Fp¡d(8') = 1 - F(t0 , 8') = 1 _ ( ff¡-) n 

O S: to 
si t0 < O* 

y la densidad fiducial para O, por (25), resulta ser 

¡ . (O*) = dFnd(8') = 
Fid dO* 

8F(t 0 , 8') 
a9• {

O si 

= ;.-(ff¡-)n 
8' E (O, t 0 ] 

si o• >to. 
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Para obtener el intervalo fiducial para 8 de probabilidad fiducial igual a "1 se 

necesita encontrar Oj, tal que 

de donde 
tn 

o:n = 1 - "1 = a: ==> 
1 

por lo que se dirá que, para la muestra observada, que produjo el valor T = t 0 , 

con una probabilidad fiducial "1 = 1 - o:. 

Para este ejemplo coinciden el intervalo de confianza más pequeño de N eyman y el 

intervalo fiducial para O. Obsérvese que este último es más rápido de obtener, ya que no 

requiere minimizar la longitud del intervalo de probabilidad de la pivota!. 

En los ejemplos anteriores, fue siempre posible resumir toda la informaci6n 

proporcionada por la muestra completa sobre el parámetro 8 en una estadística suficiente 

minimal T de dimensión igual a la del parámetro¡ sin embargo, no siempre es posible 

encontrar una estadística tal, aunque puede suceder que dicha estadística esté en 

correspondencia 1:1 con (R,S), donde R, una estadística uni-dimensional y S, una 

estadística ancllaria (i.e., que su distribución no depende de O), son tales que la 

función de verosimilitud se puede expresar como 

L(O;;r) = f(;r;O) = f(R,S;O)f(;;;jR,S), (26) 

donde la distribución condicional de*. dado R y S no depende de 8, por lo que 

L(O;;b:) oc f(R,S;O) = f(R;B IS)· f(S). (29) 

Como S es ancila.ria, la verosimilitud resulta proporcional a 

L(O; ;b:) oc f(R; O 1 S) (30) 

- 54 -



y así, uno puede sin pérdida de información, basar las inferencias sobre O en la 

distribución condicional de R dado S, en este caso se dice que R es una estadística 

exhaustiva o condicionalmente suficiente. 

Si la distribución condicional F(R; O \ S) de R , es continua en R y monótona 

en O para cada posible valor de R y el valor fijo y observado de S, entonces, se puede 

encontrar la distribución fiducial de O como en (27) si, adicionalmente F(R; O 1 S) es 

una función diferenciable con respecto a O para cada R y el valor fijo de S, entonces la 

función de densidad fiducial se puede encontrar como en (26) (ver Sprott 1967, Pederzen 

1978). 

Otro punto importante por mencionar es que, una vez que se ha obtenido la 

función de distribución fiducial de un parámetro O, ésta se puede utilizar para obtener 

ia. función de distribución fiducial de cualquier funci6n 1:1 de O, r¡ = g(O), por lo que 

ambas O y fJ juegan el papel lógico de variables aleatorias. Sin embargo, cuando r¡ no 

es una función monótona de O ésto no se puede hacer como sucede en el caso clásico, es 

más, Barnard y Sprott (1983), demuestran que la función de distribución fiducial de fJ 

no existe, cuando O varía en el eje real. Así, si fJ = 02 , entonces desde el punto de vista 

fiducial, 02 no puede jugar el papel lógico de variable aleatoria. Este hecho contradice 

la definición de Kolmogorov de que cualquier función medible de una. variable aleatoria 

es variable aleatoria, por lo que las llamadas probabilidades fiduciales no se pueden ver 

como probabilidades en el sentido de Kolmogorov. Pedcrzen (1978) demuestra que no se 

puede obtener la distribución fiducial de µ.2 a. partir de la deµ. en una. N(µ, 1) y Barnard 

(1987) lo demuestra para un caso discutido por Laplace (Stigler, 1986). 

Como se pudo observar de lo expuesto anteriormente, en el argumento fiducial 

O juega el papel lógico de una. variable aleatoria, sin ser varia.ble aleatoria y T llega a 

jugar el papel lógico de un parámetro que define a la distribución fiducial. Este tipo de 

razonamiento iniciado por Fisher ha creado grandes controversias entre los estadisticos 

clásicos y Bayesie.nos, ya que los primeros, niegan el que se puedan hacer aseveraciones 

probabilísticas sobre una constante 8 del tipo (10), a menos que dicha probabilidad sea 

1 ó O de que o• sea mayor o igual a 6; los segundos por otro lado, aseguran que siempre 

es posible obtener una distribución a-priori de O, por lo que resulta más conveniente 

utilizar el procedimiento de Bayes. 
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3.3 Flduclal bnplfclto 

En la sección anterior quedó establecido que para obtener los intervalos fiduciales 

de un parámetro escalar O, era necesario encontrar de manera explícita la función 

de distribución fiducial de O. Esto se logró, en general, con una cantidad pivota} 

exacta, función de la estadística suficiente mínima! cuya distribución fuese conocida, 

o bien, cuando no se tenía a la mano una cantidad pivota} exacta, con la estadística 

suficiente mini.mal T y su función de distribución F(t¡ 8), la cual se supone continua. 

Desafortunadamente, cuando la distribución de la estadística suficiente minimal posee 

una expresión analítica complicada, no se puede obtener de manera sencilla la 

distribución fiducial de 8. 

En esta sección se presenta un método al que se refiere como fiducial implícito, 

que viene a ser otra versi6n del fiducial, y que permite obtener intervalos fiducialcs para 

el parámetro O sin necesidad de exhibir de manera explícita la funci6n de distribuci6n 

fiducial de O (aunque esta última también se podría obtener). 

La aplicaci6n de este método resulta muy conveniente en los casos en que la 

función de distribución de la estadística suficiente minimal, posea una expresión analítica 

muy complicada, evitándose el algebra. necesaria al derivar dicha función para encontrar 

la densidad fiducial de O y con ella, los intervalos fiduciales para O. 

Para la construcción del método fiducial implícito se necesita de una estadística 

suficiente minimal y uni-dimensional T con función de distribución F(t; O), que sea 

continua en t y monótona en O; con éllo y para cada "Y = 1 - a: en el intervalo (0,1) 

existe t.,(O) tal que 

p(T :o; t-,(0);8) = F(t.,(0),8) =-y, (31) 

donde t-,(0) es el porcentil -y de F(t,8). 

Lo primero es construir un conjunto de valores de O, para lo cual se supone por 

el momento, que F(t, ·) es creciente en O para cada posible valor de t, y que la muestra 

ya ha sido observada, es decir que T = t 0 • Este conjunto de valores de O se define como 

A(to) = {O;t0 :o; t-,(0)} (32) 
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y suponga que 

81 E A(t0 ), o sea que to~ t,(01), 

donde 81 es un posible valor del parámetro 8, por lo que 

F(t0 ,81) ~ F(t1(81),81) = '1· 

Sea 02 < 8¡; como F(t, 8) es creciente en 8 se tiene que 

y de (34) y (35) se implica que 

Esta última desigualdad implica que 

y por lo tanto 02 E A(t0 ). 

Así el conjunto A(t0 ) de valores de O en (32), tiene la forma del intervalo 

(-oo, 8*], 

donde o· es tal que 

t 0 = t1 (0*). 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

{38) 

(39) 

El conjunto A(t0 ) en (32) que tiene la forma en (38) es el intervalo fiducial de ·o 
de probabilidad fiducial ""f1 para T = t 0 , o sea que 

PFid(8 E (-oo,O'j) = '1· (40) 

Para obtener la distribuci6n fiducial de O obsérvese que 

O E A(t0 ) <=> O E (-oo,O'j <=> t 0 E (-oo,t1 (8*)], (41) 

y que en la obtención del valor o•, t 0 está fijo y 'l fue elegido en (0,1), así para cada 

valor de 'l existirá o•(""t) que satisfaga (40). Al observar 'l como funci6n de o• a través 

de (39) se puede escribir a (40) como 

PFid(8 E (-oo,8'1J = '1(8'), (42) 
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y al hacer dicha descripción variando o• los va.lores correspondientes de 7(0•) serán los 

de la funci6n de distribución fiducial de O, es decir 

Fp;d(O') =,(O'). (43) 

En caso de que F(t,O) sea decreciente en (J para cada valor de t, el conjunto de 

valores A(t0 ) de O en (32) dará como resultado un intevalo fiducial para O de Ja forma 

[O',oo), (44) 

con o• satisfaciendo (39). 

Se enfatiza que este método implícito permite obtener intervalos fiduciales para 

el parámetro 01 sin que sea necesario obtener la distribución fiducial de O explícitamente, 

como era el caso en la sección anterior. 

Aquí se ha ilustrado el método para obtener intervalos de la forma (38) y (44), 

la obtención de intervalos centrales de la forma (B¡,o;J es inmediata. 

Ejemplo 3.li 

Sean X1 1 ••• 1 Xn variables aleatorias i.i.d. Uniformes (0 1 0). En el ejemplo 3.4 se 

obtuvo que la estadística suficiente minimal T era igual a 

T(X) = X¡n)• 

con funciones de densidad y distribución, respectivamente 

{ 

¡Jirtn-l si O < t $O 
f(t,O) = 

O en otro caso, 

{

o si t<O 
F(t, O) = ( i) n si O :$ t $ O 

l si t > O. 

Con f(t, O) una función creciente en t para cada posible valor de O y F(t, O) una función 

continua de t y decrecient~ en O pará. cada posible de valor en t. 
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con c(n), una constante y Kn¡2(·), una función de Besse/ de "segundo tipo" de orden 

n/2. 
La evaluación de la densidad resultó factible solamente desde el punto de vista 

numérico y no fue posible obtener una cantidad pivota! exacta¡ por lo que se utilizó el 

procedimiento referido como fiducial implícito, pe.ra obtener inten'"Rlos de la forma 

¡o•' oo), 

de probabilidad fiducial -y. 

3.4 Método Bayeeiano 

Dentro de este enfoque el parámetro escalar desconocido 8 es tratado como una 

variable aleatoria, por lo que se supone que, antes de realizar un experimento para 

obtener información a través de una muestra ~ , éste posee una distribuci6n inicial 

7r(0) 1 comúnmente conocida como distribución a priori. Esta distribución juega un 

papel importante dentro del análisis Bayesiano, y representa el estado de conocimiento 

sobre el parámetro desconocido 8, antes de que se observe a ~· Para los estadísticos 

Bayesianos esta probabilidad inicial siempre existe, ya que se rigen bajo el supuesto de 

que la probabilidad es una expresión matemática de nuestro grado de credibilidad con 

respecto a cierta proposición (ver Ramsey 1926, De Finetti 1937, Savage 1954, 1961a, b, 

1962 y Edwards, Lindman y Savage 1963). 

Dado el valor de 8, se considera a la densidad condicional de~ como 

f(;; j 8) = f(;;;O) (en la notación clásica), (45) 

y una vez observado ~ 1 la distribución condicional de 8 aplicandd el teorema de Bayes, 

resulta ser 

donde 

h(O j ;¡;) = C(;;) f(;r, j O) ir(O). 

= 
{

E /(;¡-, 1 O)ir(O) 
e-'(;;) 

f f(;r, j 8),,.(0)dO 
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ESTA 
SALIR 

TESIS 
OE LA 

NO IlERE 
OltiliOTECA 

es una constante normalizadora que asegura que la probabilidad total en (46) sea igual 

a. l. 

A la. densidad en (46) se le conoce como la distribución final o po:1tcrior de O, y 

representa el estado de conocimiento sobre O después de que se incorpora al conocimiento 

inicial la información proporcionada por la muestra í&.· 

Dado~ 1 /{~ 1 O) en (46) 1 visto como función de O, es proporcional a la funci6n de 

verosimilitud de O, 1(8 1 ~). Esta función juega un papel muy importante en la fórmula 

de Bnycs, ya que a través de ella la muestra ~ puede modificar el conocimiento inicial 

sobre O representado a través de :7r(O). Combinando ambas fuentes de información sobre 

el parámetro desconocido se describe la distribución posterior de O como 

h(O 1 ;¡;) ex l(O 1 ;¡;) "(O). (48) 

Resumiendo, aplicando el Teorema de Bayes cuando 7r(O) es conocida se 

encuentra una distribución~de probabilidad para O, en la que se incorpora la información 

proporcionada por ~ , y desde el punto de vista Bayesiano todas las inferencias sobre O 

se deben extraer de esta distribución final o posterior. 

En el contexto Bayesiano no existe el concepto de intervalos de confianza para 

8 de nivel 1 - a, sino más bien, se maneja el concepto de intervalos de probabilidad 

posterior 1 - o:, los cuales pueden poseer ciertas propiedades óptimas como: 

a) que la densidad posterior para cada valor de O dentro del intervalo sea al 

menos tan grande como la de los valores fuera del intervalo. 

b) que para una probabilidad dada o: el intervalo contenga .el menor número 

posible de valores de 8, dicho de otra manera, que el intervalo sea. lo más pequeño 

posible. 

Un poco de reflexi6n hace obvio el hecho de que ambas propiedades son equivalentes. 

Así, si el intervalo de probabilidad posterior para 8 posee alguna de las propiedades 

anteriores entonces a éste se le conoce como el intervalo de máxima densidad poster:a'or 

comúnmente abreviado como hp d 1.1highest posterior density". 

De manera un poco más formal, se puede decir que dada la distribuci6n posterior 

h(O 1 ~) de O, un intervalo en el espacio parámetrico 0 se llamará de máxima densidad 
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po:1terior y contenido (1 - o:) si 

{
9
' h(O 1 a;) dO = 1 - a, 

Je. 

y para 81 dentro del intervalo y B" fuera del intervalo, se tiene que 

h(O' 1 ;¡¡) ;;:: h(O" 1 ;¡¡). 

(49) 

(50) 

La interpretación que se les da a estos intervalos de probabilidad es que O se encuentra 

entre 01 y 82 con una probabilidad (en el sentido de Kolmogorov) igual a 1 - o:. 

Hasta ahora se ha supuesto que el conocimiento inicial sobre O se puede expresar 

a través de una distribución inicial 7r(O). Este se pudo haber obtenido por experiencia 

previa y expresado en términos de frecuencias (ver Fisher 1959), o bien pudo haber sido 

expresado basando los argumentos en la teoría de decisión Bayesiana (ver Schlaifer 1959, 

Raiffa y Schlaifer 1961). En la mayoría de las aplicaciones, sin embargo, se desconoce 

cómo expresar este conocimiento inicial sobre O y es precisamente éste el punto crítico 

del método Baycsiano 1 donde el uso del teorema de Bayes ha llegado ha ser controversial. 

Siendo el objetivo de este trabajo el dar un panorama global de los distintos 

enfoques para resolver el problema de estimación por intervalos y, dado que resultaría 

imposible presentar una discusión de las distintas formas que pueden existir para 

expresar el conocimiento inicial a través de una distribución a prion·, se hace a 

continuación una mención breve de algunos de los métodos para encontrarla. 

Las llamadas distribuciones a priori conjugadas surgen como una respuesta 

de Jos estadísticos Bayesianos al caso en que 7r(O) y l(~ 1 O) poseen expresiones 

matemáticas complicadas, haciendo difícil la aplicación del teorema de Bayes para 

obtener la distribución poaterior del parámetro 8. Así, para cualquier modelo y 

función de verosimilitud en particular, se intenta determinar una familia conjugada 

de distribuciones a pn.ori, cada una de las cuales puede ser combinada con l(~ 1 O) sin 

dificultad. 

En general se pide que la familia conjugada de dietrlbuclones, posea 

propiedades tales como que sea matemáticamente tratable, en el sentido descrito 

anteriormente¡ que sea rica, en el sentido de que incluya, lo más que sea posible, 
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distribuciones con diferentes localiza.ciones, varianzas y formas para que puedan 

representar diferentes estados iniciales de informa.ci6n 1 y por último, que sean fáciles 

de interpretar. 

Las familias conjugadas dan una amplia variedad de modelos de 7r(8), en los que 

se espera exista uno que describa el conocimiento inicial sobre 8. Existen ocasiones, sin 

embargo, en las que no se quiere expresar dicho conocimiento inicial a través de alguno 

de estos modelos, o bien no se tiene un conocimiento inicial muy definido sobre 81 para 

lo cual, los estadísticos Bayesianos han desarrollado las llamadas distribuciones a priori 

difusas, no-informativas o de referencia, en donde, el problema es seleccionar una 

7r(O) que proporcione poca información relativa a la informaci6n que se espera de la 

muestra !!:_ sobre el parámetro O. 

Los trabajos desarrollados en este campo se pueden dividir 1 a grosso modo, en 

tres grupos. Existen quienes buscan una transformación uno a uno cP(O) del parámetro O, 

cuya verosimilitud sea aproximadamente conocida a pn"ori excepto por su localización, 

la cual será determinada por la muestra~· Comúnmente se le llama a esta verosimilitud 

"transladada por los datos". Esta misma idea es equivalente a pedir que la distribución a 

priori para ef>(O) sea localmente Uniforme (ver Jeffreys 1961 y Box y Tiao 1973). Dentro 

de este mismo grupo, estan los que además encuentran a 7r(O) basados en principios de 

invarianza, es decir, encontrar una a priori que sea invariante ante transformaciones 1:1 

del parámetro (ver Hartigan 1964, Jeffreys 1946, Perks 1947 y Villegas 1971, 1977a, b). 

Otros enfoques se basan en el uso de formas límite de familias conjugadas (ver 

DeGroot 1970, Novick y Hall 1965 y Novick 1969). 

Finalmente, existe el grupo de Bayesianos quienes modelan el conocimiento 

inicial mediante una a pri·ori seleccionada de acuerdo a ciertas medidas de información 

(ver Bernardo 1979, Jnynes 1968, Lindley 1961yZellner1977). 

Es importante mencionar, que en ocasiones cuando se aplican algunos de los 

enfoques antes mencionados para obtener la distribución inicial '1f"(8), ésta resultn ser 

Impropia, en el sentido que 

L;ir(O) = oo 

f 7r(8) d8 = 00 
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Sin embargo, siempre que la distribuci6n posterior h(B 1 ~) resulte propia no habrá 

ningún problema en utilizar distribuciones a pnºori impropias. 

Los intervalos de máxima densidad posterior y contenido 1 - a obtenidos a 

partir de estas distribuciones a priori no-informativas, en muchas ocasiones coinciden 

numéricamente con los intervalos de confianza más pequeños para fJ de nivel 1 - a (ver 

Lindley 1958, Welch y Peers 1963). 

Ejemplo 3.7 

Retomando el ejemplo 2.5, en el que se tenfa una muestra aleatoria X 1 , ... ,Xn 

de una distribución Uniforme(0, 8). Suponga que se da la distribución a priori propia 

para 8 

"1(8) = 20' con 8 E {O, 1). 

Dado que la verosimilitud de 8 es proporcional a la función de densidad de la 

estadística suficiente minimal 1 se puede obtener la distribución po3terior de 8 como 

h(O ¡ ,,¡ = G(;¡;)gº(t i 0),,-1(8), 

donde gº(t 1 8) es la densidad de la estadística suficiente minimal T(X) = X¡n)· Del 

ejemplo 2.10, en que se obtuvo la función de distribuci6n de esta. estadística, se tiene 

que 

{ ··-· gº(t 1 O)= ~ si t E (0,8) 

en otro caso, 

por lo que la distribución postenºor de O sería proporcional a 

si OE(t,1) 

en otro caso, 

La constante normaliza.dora O(~), se encuentra por (47) como 

¡1 ¡1 2ntn-1 
a-1 (:!<) = 1, g"(t ¡ 0),,.1(0) = 1, o• 1 do 

= 2nt (l _ t•-•) . 
n-2 
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Por lo que la densidad posters'or de (} es igual a 

si O E (t,l) 
{ 

(n-2)t"-' 
h(O \ t = "'(n}l = (1-tn-')9n-i 

O en otro caso. 

Para encontrar el intervalo de máxima densidad posterior y contenido 1 - a, es 

necesario encontrar la constante k01 tal que 

J."- h(8 \ t = Z(n}l d8 = 1 - ex. 

Esta constante resulta ser igual a 
1 

l:a = t (t"-2
(1- ex)+ ar=' 

por lo que el intervalo hpd de contenido 1 - a para 8 es 

(t ~O~ t (t"-2 (1 - ex)+ ex)-~). 

Suponga ahora, que se da la distribuci6n a priori no-informativa impropia 

1 
"2(0) = 9 ' con O E (O, oo). 

Con esta a priori la densidad posterior de 8 resulta. ser proporcional a 

{ 

nin-1 
• on-rl 

g (t 1 0)7r2(8) = o 
si Oe(t,oo) 

en otro caso, 

y la. constante normaliza.dora G(a:;.) en este caso, es 

-1 J."" • J. 00 ntn-l 1 o (;i:;) = ' g (t 1 0)7r2(0) = ' "(jn+l d8 = t' 

por lo que la densidad posterior de 8 es igual a 

l nt" 
on+l 

h(8 \ ! = "'(n¡} = 
lo 

si BE(!,oo) 

en otro caso. 

En este caso la constante k 0 necesaria para. obtener el intervalo de máxima 

densidad posterior y contenido 1 - a para O, es igual a 

t 
kcz = o.1/n' 

- 65 -



por lo que el intervalo resulta ser 

Observe que este intervalo es numéricamente igual al intervalo de confianza más pequeño 

de nivel 1 - o: basado en T(X) = X(n)' en el ejemplo 2.10, así como a los intervalos 

fiduciales obtenidos en loa ejemplos 3.4 y 3.5. Aunque aquí la interpretación que se le 

da, es que el parámetro O se encuentra entre t y ta.-l/n con una probabilidad 1 - a.. 
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CONCLUSIONES 

Resulta sorprendente constatar que en la actualidad, aún existan controversias 

respecto a la forma en que debe ser abordado el problema de hacer inferencias sobre 

un parámetro escalar. Alrededor del método frecucntista tradicional se ha suscitado 

una serie de críticas por parte de los estadísticos Bayesianos y fiduciales, quienes opinan 

que en ocasiones se llega a resultados err6neos para la muestra en particular que se 

observó. El método Bayesiano también ha sido criticado por los estadísticos fiduciales, 

por el hecho de requerir de una distribución inicial del parámetro, ya que opinan que no 

siempre es posible obtenerla, así como por los estadísticos clásicos quienes opinan que no 

es posible dar una distribución de probabilidad a un parámetro que es fijo. Finalmente, 

el más criticado ha sido el método fiducial 1 no sólo por los frecuenciales, quienes opinan 

que no se puede dar una distribución de probabilidad a un parámetro fijo, y por los 

Bayesianos, quienes opinan que no es posible dar una distribución final del parámetro 

sin haber utilizado la información proporcionada por la distribución inicial, sino también 

dentro de los mismos fiducialcs existen diferencias pnrn. descifra:, esclarecer ;· formalizar 

lo que Fisher ya no pudo decir respecto a su argumento fiducial. 

A pesar de lo mencionado en el párrafo anterior, resulta reconfortante observar 

que, al aplicar la filosofía correcta en cada uno de los enfoques vistos a través de este 

trabajo, se llega en ocasiones a resultados numéricos similares para un mismo problema, 

aunque las interpretaciones que se les da, marquen la diferencia. 

Finalmente, creemos necesario mencionar una serie de dudas que surgieron a 

lo largo de este trabajo y que se espera puedan motivar futuros estudios. Dentro del 



enfoque frecuentista, ¿qué hacer cuando se aplica teoría esint6tica a un problema donde 

no es factible reparametrizar para obtener resultados más precisos?. Dentro del método 

fidu~ial explícito, ¿cómo se puede garantizar la unicidad de la distribución fiducial 

cuando se escogen direrentes cantidades pivotales 1 todas funciones de la estadística 

suficiente minimal?. Dentro del método fiducial implCcito, ¿ cómo se pueden obtener 

los intervalos fi.ducialcs de transformaciones 1:1 del parámetro, a partir de los intervalos 

del parámetro?. Y finalmente, ¿cuál sería la generalización de todos estos métodos en 

la presencia de parámetros de ruido?. 

Como ya se mencionó en la introducción, se espera que las dudas anteriores y 

muchas otras alrededor del prob1cmn. tratado, se exploren en trabajos futuros, y que este 

trabajo haya cumplido sus objetivos de informar y motivar para que exista un mayor 

interés en el área. 
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