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INTRODUCCION

Dentro de la inferencia estadistica, el problema de estimacién por intervalos
ha sido presentado ampliamente en la literatura, tanto de estadistice bidsica como de
estadistica avanzade. En genera! se le han dado enfoques variados, siendo el mis comiin
el basado en cantidedes pivotales. El objetivo de esta tesis, consiste en presentar un
panorama de los distintos métodos que existen de estimacién por intervalos, asi como
una descripcidn de la filosofia en que se sustentan, por lo que éste se puede considerar

como un trabajo de investigacion bibliogriafica.

En cada etapa de la tesis se opté por ilustrar, a través de ejemplos sencillos,
la aplicacién de los conceptos discutidos, asi como las limitaciones y alcances de los
distintos métodos asociados. Algunos de estos ejemplos, también sirvieron para ilustrar

las coincidencias y discrepancias numéricas entre los diferentes enfoques.

Se espera que este trabajo, cuya profundidad se limité 2] caso de un pardmetro
escalar desconocido, motive el estudio de problemas més complejos en esta éree, que sec

presentan al generalizar la teoria al caso de un vector desconocido de pardmetros.
La forma en la que se presenta el material es la siguiente:

A trevés del Capitulo 1 se pretende subrayar la relevancia del problema de
estimacién por intervalos, asi como proporcionar la herramienta bésica. para introducirse
al temna. En la Seccién 1 se analiza lo importante que resulta el no quedarse tan sdlo
con un estimador puntual del pardmetro, y el reflexionar acerca de las caracterfsticas

propias de la distribuci6n particular con que se trabaja. En la Seccién 2 se definen, de



manera general y desde el punto de vista clisico, algunos conceptos fundamentales de
las regiones de confianza, mencionando de manera somera su relacién con la teoria de

prucbas de hip&tesis.

En el Capfitulo 2, se aborda el tema desde el punto de vista frecuentista de la
estadistica clésica, haciendo una descripcién de las limitaciones y alcances que poseen
los distintos métodos para la construccién, mediante la utilizacién de las conocidas
cantidades pivotales, de intervalos de confianze. En la primera seccién, se definen
e ilustran las diferentes técnicas que se conocen para encontrar cantidades pivotales
exactas ¥ asintéticas incluyéndose, como un criterio para su eleccién, el Principio de
Verosimilitud de Fisher. Posteriormente, en la Seccién 2, se presenta una extensa
descripeién de la utilizacidn, en la construccidn de intervalos de confianza, de las
cantidades pivotales vistas en la Seccién 1 y se menciona una teoria desarrollada por
Sprott, la cual, por medio de reparametrizaciones, permite utilizar resultados asintéticos

con una mejor aproxXimacién.

Finalmente, en el Capitulo 3, se aborda el tema desde otros dos puntos de vista
que conducen a los métodos Fiducial y Bayesiano. En la Seccién 1 se introducen,
de manera breve, las diferencias filoséficas entre estos dos enfoques. En la Seccién 2
se presentan, con una notacién sencilla, los conceptos esenciales del método Fiducial
explicito basado en la utilizacién de las cantidades pivotales vistas en la Seccién 1 del
Capitulo 2, En la tercera seccién, se plantean los conceptos fiduciales sin hacer uso
explicito de cantidedes pivotales. Este planteamiento es referido como método Fiducial
implicito, Por iiltimo, en la Seccién 4 se expone, de manera suscinta, el conocido
método Bayesiano para la construccién de intervalos de probsbilidad que, en cierto
- modo, es paralelo al problema de construccién de intervalos de confianza. También en
esta seccién se comenta brevemente sobre las distribuciones a priori informativas y

no-informativas, dando en cada caso referencias que se espera resulten titiles.



CAPITULO 1

NOCIONES BASICAS

1.1 Importancia del Problema

Cuando se desea hacer inferencias sobre una poblacién determinada, en general
se desconocen los valores de los pardmetros de interés que caracterizan a dicha poblacién.
El procedimiento que se sigue en la prictica consiste en tomar una muestra al azar de
le. poblacién ¥, a partir de ésta se hacen inferencias sobre los valores desconocidos de los
pardmetros. E} tipo més comin de inferencia consiste en estimar los valores de dichos

parametros.

Cuando se trata con el problema de estimacién puntual, se obticnen como
estimadores de los parimetros, funciones de la mucstra observada. Los mnétodos
desarrollados para tal fin proporcinna.n, para cualquier muestra dada, estimaciones
tinicas de los parimetros de interés, es decir que, al substituir en los estimadores los
valores observados de una muestra en particular, se obtienen estimaciones finicas de los

paridmetros que pueden diferir de Ias obtenidas por otra muestra de la misma poblacidn.

No parece ser de mucho valor el contar tan s6lo con estimaciones tinicas que
pueden diferir de los valores verdaderos de los pardmetros para cualquier muestra en
particular, & menos que se cuente con alguna medida del posible error cometido en la
estimacion. Esta incertidurmbre usualmente se expresa en los libros de texto en términos

de ]2 desviacién estindar muestral de los estimadores.

Intuitivamente, se dice que es “probable” que un pardmetro #, cuyo estimador



es §, se encuentre en el rango
i + \/Vax(d)
donde Var(6) es la varianza estimada de . O bien, se dice que es “muy probable” que
b e (é + 2\/\71;}(5))
v “casl seguramente” que

0 (é + 3\/\7&(5)) .

Este método de construir intervalos aproximados para un parémetro, funciona
bien en situaciones pricticas, cuando la distribucién de & es aproximadamente Normal,
o bien cuando posee una forma acampanada parecida a la de la Normal (ver Regla
Empfrica en Mendenhell 1978, p.56). Sin embargo, cuando la distribucién de] estimador
es muy asimétrica o tiene colas rmuy pesadas, este método puede llevar a conclusiones

equivocadas sobre los posibles valores que puede tomar el pardmetro.

Para ilustrar lo burdoe que puede resultar, el estimar puntualmente a un
pardimetro por medio de una funcién de la muestra y una medida de incertidumbre
basada en mas menos una o dos desviaciones estdndar, se dan los siguientes tres ejemplos.
En el primero de ellos, la distribucién del estimador esti sumamente alejada de la

Normal y, en los siguientes dos, la distribucion del estimador es muy asimétrica.

Ejemplo 1.1

Suponga que se desea estimar la media p de una distribucién Uniforme con

varianza conocida, ¥ que el tamano de muestra n es igual a 1.

En este caso el estimador & de la media (que es la observacién en sf) tiene como

distribucién a
- 1 -
f(p) = %a ll,u-—a.,,u.+a](ﬂ)s
con @ conocido, p ER, ¥y —0 < p—a < g+ a < 0.

_‘_



La esperanza y varianza para este estimador son iguales &

B = Umer e,

a) = (g — al)2 a? g2
Vor(p) = LA e el g o

Aplicando la regla empirica sin reflexién, se llega a afirmar que
e[a-22,a4+2] |
WE|A- Bt 5,

aproximadamente en un 95% de las veces. Sin embargo, evaluando la probabilidad

W

anterior como

- ~ 2a 2a “ 2a
p(u- Su$#+7§)=1’(#——$n$#+7§)

al®

w3 .

= f l[u—a,,u-i-u](p'}% =1,

se encuentra que es igual a 1 ¥y no a 0.95. Este hecho implica que los extremos del
intervalo aleatorio en (1), caen fuera del rango [n — a, u + a]. 51 se hubiese construido el
intervalo con mds menos una desviacidén estindar que, segin la regla empirica tendria
una confianza aproximada del 88%, un cdlculo similar al anterior da una confianza real
del 57.7%. Asi, en el primer caso, se dio un intervalo aleatorio que incluye valores del

parametro que no son posibles y, en el segundo, la confianza real fue menor.

El ejémplo anterior pretende ilustrar que aun en el caso de contar con una
distribucion simétrica para el estimador, el aplicar la regia empirica sin reflexién, puede
llevar a obtener intervelos confidenciales cuyo nivel de confianze rea! difiere del previsto, o
bien, que se incluyan a valores no posibles del pardmetro. Por supuesto que, al aumentar
el tamafio de muestra se mejoraria Ja aproximacién que proporciona la regla empirica.

Mis adelante se abunda en ésto,



Ejemplo 1.2

Este ejemplo se tomé de un estudio realizado para probar la bondad de ajuste
de la distribucién Gauasfana Inversa (ver O'Reilly y Ruede 1988). Aquf se encontrd
un parémetro desconocido &, cuyo recorrido natural son los reales positivos, es decir,
que siempre § > 0. El estimador puntual para este pardmetro se o'btuvo como un

escalamiento del de maxima verosimilitud y se denoté por 4.

Por consideraciones de Ia distribucién Gaussieanae Inversa, se encontré que la

esperanza y varianza para este estimador son iguales a
~ 1
Eg(8) =0+ o

. 20°  (n4-1)0 2n—4
Vs (0) = — n{n—5) n?(n-5)"

n> 5,

dando como resultedo un estimador consistente.

Aplicando 1a regla empirica a este problema, se obtendria que

6e (6 V(0), (2)

aproximadamente en un 68% de las veces, con

262 (n+1)8 2n —4

%}9(6) = n—5 n(n_s) nz(n—ﬁ) H

n> 3. (3)

Aquf es importante observar que para valores pequefios de f {cercanos al cero), el limite
inferior en (2) puede ser negativo. Por ejemplo, si # = 0.01, aun con n = 50, la varianza
estimada en (3) para este estimador es igual a 0.001084, ¥y la cota inferior del supuesto

intervalo para # en (2) resulta ser

6 — \/Var(f) = 0.01 — 0.032031 = —0.022031.

La razén de este resultado equivoco, es que ]a distribucidn de § es pltamente asimétrica,



como se puede apreciar en la grifica 1.1,

GRAFIGA 1.1
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DISTRIBUCIONES DE §# PARA VALORES DE §: 0.062, 0.125, 0.25, 0.50.

{Entre més pequeiio es § més asimétrica es'la distribucién.)

Ejemplo 1.3

Este ejemplo se tomé de Sprott y Viveros (1984), p 20. Sea X = (X;,Xq)
una muestra de tamafio 2 de una distribucién Exzponencia! con media 8 > 0. El

estimador puntual para este pardmetro desconocido #, obtenido por el método de méxima
verosimilitud, es igual a

(4)



La esperanza y varianza para este estimador son

. R g2
Ep(d) =0 ;5 Varg(d) = 7. (5)

Aplicando 1a regla empfrica en este problema se obtendria que
6 (é + \/vz:r(a)) , (6)

aproximadamente en un 68% de las veces. Ewvaluando la probabilidad anterior en

términos de la variable aleatoria T'/8, se llege & que

-~ 4§ = 8 . 1 . 1
9——<a<a+—) = (9(1——) 5659(1-!-—))
o g ==t E) T vz IV
8
= p(0‘2929 < i < 1.7071)
: T
= p(1.1718 <7< 6.8284), (n
dade que T/0 se distribuye como una Gamma con pardmetros a = 2y f§ = 1, esta
probabilided se puede evaluar exactamente como
4.8284 T
f‘-ﬁ)—w exp{—w}dw =0.66; conw= 7
1.1716
En este caso los niveles exacto ¥ aproximado son muy cercanos, por lo que no parece
haber problemas, ni en cuanto al nivel de confianza del intervalo confidencial obtenido, ni
tampoco en cuanto a los posibles valores que puede tomar #. Sin embargo, al tomar una

confianza mayor, digamos aproximadamente del 95%, se tendria segiin la regla empfrica

0e (6:&2\/\73}(6) ) = (5(1 i%))

es decir que e] supuesto intervalo cubre vnlores del pardmetro que no son posibles, ya

que

que la cota inferior en (6) siempre seré negativa e igual a —0.41424.

La regla empfrica aplicada a este ejemplo en que el tamaiio de muestra n es
muy pequefio, produjo resultados aceptables para un nivel de confianza del 68%. Sin-

embargo, al ponerse méas estrictos con un nivel de confianza del 85%, los resultados ya



fueron equivocos. Aquf al igual que en el ejemplo anterior, esto se debe a la asimetria de
la distribueién del estimador utilizado. Mds adelante, en el capftulo 2, se retomaré este
mismo ejemplo con n = 2, para ilustrar cémo, & pesar de tener un tamafio de muestra tan
pequeiio, Sprott ¥ Viveros (1984) obtienen intervalos confidenciales aceptables aplicando

teorf{a asintética &l reparametrizar.

Los resultados encontrados en los tres ejemplos anteriores en donde, no se tienen
distribuciones Normales, crean la necesidad de buscar otros métodos més confiables

para inferir sobre los valores desconocidos de los pardmetros de interés.

Otro hecho importante por mencionar, es el gran énfasis que se da en estimacién
puntual a los estimadores maximo verosimiles. Las propiedades éptimes de éstos, para
muestras finitas, son el insesgamiento y varianza mfinima, en la mayorfa de los casos v,
pars muestras grandes la consistencia y la normalidad ssintética (bajo condiciones de
regularidad}. Debido a esto se dice que si el tamafic de muestra n crece, entonces el
estimador méximo verosimil § del pardmetro # tendré como distribucién aproximada a

la Normal, es decir que

éaN(a,fm), (8)

donde Ig(f) es la cantidad de informacidén de Fisher para X, definida como

IE(Q) =-E, [ﬁiﬂ%%&]_ (9)

En la préctica, para el caso de muestras finitas, usualmente la cantidad en (9)

se estima por medio de la informacién observada de Fisher Ij, definida como

3% log f(z; 0)
g = — ——— 2 L 10
7 257 (10) |
v, a partir de aqui, se dice que
(7] (S (é =+ Zafg(ja)_i) L} (11)

en un (1—a) x 100% de las veces, donde =, , ¢s el porcentil /2 x 100% de 1a distribucién
Normal(0,1). Sin embargo, como menciona Sprott (1975), el criterio correcto para

exhibir un estimador puntual del pardmetro y su varianza, como un resumen de los

-5 -



datos, no es el tamano de muestra sino la normalidad de las funciones de verosimilitud
que resulten, Para flustrar este hecho, se retoma el ejemplo 1.2 de la Gaussiana Inversa,
en el que se estimé zl pardmetro # por medio de un escalamiento del estimador méximo

veros{mil &,

Ejemplo 1.4

Suponga que el estimador del pardmetro # en el ejemplo 1.2 toma el valor de 0.001
y que el tamano de muestra n se hace crecer al valor de 1000. Entonces, ¢l estimador de

la varianza de § en (3) es igual 2 3.010x 10~% y, haciendo uso de la normalidad asintética

g e (éi 995/ Var(d) ) ,

en un 68% de las veces. Sin embargo, aquf al igual que en el ejemplo 1.2, se obtiene un

de 4, se tendr{a por (11) que

limite inferior que cae fuern del rango de valores permitidos para el parimetro 4 (> 0),
siendo igual a —7.263 x 10~%, Este resultado errémeo se debe a la gran asimetrfa que

presenta la densided de § para valores pequefios de &, como se pudo aprecinr en la grifica
1.1.

Ej resultado obtenido en este ejemplo muestra que el criterio de “n grande”

llega a ser insuficiente en una situacién prictica.

1.2 Regiones e Intexvalos Confidenciales

En esta seccién se pretenden definir los conceptos fundamentales asociados a las
regiones e intervalos confidenciales basados en la teoria frecuentista de probalididad, asf

como, introducir parte de la notacidn que se utilizard en el resto de este trabajo.

Sean Xj,..., X, variables aleatorias, cuya funcién de distribucién conjunta,
dependiente del pardmetro escalar #, es f(z;0), en donde X es el vector aleatorio

(X1y...+Xn) ¥ z es el vector real (z1,...,zn). Sea O el espacio paramétrico.

- 10 ~



En la préctica, generalmente el interés consiste en resumir toda la informacién
que proporcionan los datos = sobre el pardmetro escalar 8, a través de regiones que se
espera resulten en la forma de un solo intervalo. En el caso en que los datos z sean
consistentes con valores parametrales contiguos, se puede resumir dicha informacién en
un solo intervalo confidencial; en el caso contrario en que los datos z sean consistentes con
valores parametrales no contiguos, el resumen se hace a través de una regién confidencinl

consistente en la unién de un cierto ndmero de intervalos disjuntos.

En términes muy generales, se pueden definir las regiones e intervalos
confidenciales como subconjuntos aleatorios del espacio paramétrico @, en donde la

probabilidad de que contengan al verdadero valor del pardmetro § es 1 — a.

De manera miés formal, se define una regién confidencinl para el parimetro # de

nivel {1 — &), la cual se denotard como Ra{Xj,...,X4), como la regién aleatoria de @,
tal que

p(0 € Rp{X1,...,Xn);8)=1—oa paracada d € O, (12)
es decir, que desde el punto de vista frecuentista, Re(X;,...,X,) contiene al verdadero

valor de  en un 100 x {1 — &) % de las veces en muestras repetidas de tamafio n; aun
cuando en la préctica la interpretacién de muestreo repetido pueda ser hipotética. La
interpretacién anterior que se da a la regién confidencial en {12) es la mismea para cada
valor de . Asi pars exhibir la mayor informacién posible sobre el pardmetro 8, conviene

considerar, al menos de manera implicita, a la familia de regiones confidenciales
{R(x(xla-- -sxu)}a:\-ﬂ (13)

que se obtiene al variar a en (0,1). Esta familia de regiones confidenciales debe poseer
la propicdzd bésica conocida como anidamiento, la cual consiste en que, si o3 ¥ a2z
son dos valores en (0,1) tales que o > ag, entonces las correspondientes regiones deben

satisfacer que

RQI(X]_,...,Xn) C Raz(XI,...,xn), (14)

es decir que, entre més confianza se tenga, mayor resultard la regidn correspondiente
y debetd contener a la construida con los mismos datos pero de menor confianza. En

el caso extremo en que se consideran a todos los valores de o en el intervalo (0,1) de

- 11 -



maners simultanes, 6e genera lo que se conoce como la distribucién confidencial del
pardmetro #, le curl consiste en una sucesidén infinita de regiones confidenciales cade
una de Jas cuales estd contenida en la anterior conforme el valor de o decrece del 1 al O,

debido a e propiedad de anidamiento en (14).

El eriteric més cormin para formar las regiones confidenciales, consiste en que
todos los valores parametrales en Rq(Xj,...,Xn) tengan verosimilitud més alta que los
valores parametrales fuera de Ro(Xy,...,X,) ¥, en este caso, se dice que R4(X;,...,X;)
es una regién confidencial! basada en la verosimilitud; sin embargo, pueden existir otros
criterios diferentes de éste, en cuyo c¢aso e hace necesario especificarlos claramente en

cada aplicacién.

Como se verd en capitulos posteriores, existen diferentes métodos para construir
regiones confidenciales, por lo que se hace necesario contar con ciertos criterios que
permnitan comparar entre ellos y elegir alguno como 4ptimo para el problema en

particular que nos ocupa.

Un criterio adicional comiinmente utilizado es el de insesgamiento. En este
caso, se dice que una regién confidencial de nivel (I — ) pare @ es insesgada, si se

satisface que
p(0' € Ra(X1,...,Xn);0) €1 —a paratodo §' #de 0O, (15)

es decir, que la confianza de que la regién confidencial contenga a un valor pararnetral

equivocado #',es menor o igual que la confianza de contener al verdadero valor de 4.

Otro criterio de optimalidad pera comparar regiones confidenciales es el de
escoger aquella que sea estocésticamente més pequefia. Esto es, dado algin valor
pequeno de a y dos regiones confidenciales distintas Rg) (X)y R‘{,,z) (X) del pardmetro 4,
se dice que Rs_,l) (X) es preferible a R.Lz} (X) si se satisface que

(¢ eREV(X):0) < p(¢' € REV(X):0) paratodo ' #oc @, (16)

es decir, que RL”{K) es estocdsticamente més pequefia que RE) (X), si la confianza
de que R.(,l) (X) contenge un valor parametral equivocado #', es menor o igual que la

confianza de que RLz) {X) lo contenga.

- 10 -



Los criterios de inscsgamiento ¥ regién confidencial estocésticamente mis
pequeiia ya sefialados corresponden, en teoria de pruebas de hip6tesis, al insesgamiento
vy bisqueda de mayor potencia de pruebas, respectivamente (ver Rao 1973, pp. 449 y
454).

Como se mencioné al principio de esta seccidén, en ocasiones la informacién
proporcionada por los datos x sobre el pardmetro escalar §, se puede resumir en un
intervalo confidencial més que en una regién. De manera formal se define un intervalo
confidencial para el pardmetro @ de nivel 1 — a, el cual se denotard por [h; (X), he(X)],

como aquel intervalo aleatorio de ©, tal que
p(h1(X) €0 € hy(X});0) =1—a, paracada § €0, (17)

es decir que, desde el punto de vista frecuentista, |hj(X), h2(X}] contiene al verdadero
valor de § en un 100 x (1 — &) % de las veces en muestreo repetido. A hy y kg en (17)

se les conoce, respectivamente, como los limites de confianza inferior y superior.

Dado que los intervalos confidenciales son un caso particular de las regiones

confidenciales, todo lo antes mencionado para los dltimos se aplica a loz primeros.

Habiendo descrito brevemente los criterios genersles para la conceptualizacién
de regiones e intervalos confidenciales, se verin en los capitulos siguientes varios de los
métodos desarrollados para la construccion de éstos, restringiéndonos al caso particular
de intervalos confidenciales para un paridmetro escalar . Estos métodos en general
llevan a resultados diferentes aunque, como se podrai apreciar posteriormente, en ciertas

ocasiones llegan a coincidir.

-18 -



CAPITULO 2

PIVOTALES EN LA CONSTRUCCION
FRECUENCIAL DE INTERVALOS

1.1 Cantidades Pivotales

Un tipo importante de métodos para construir regiones de confianza cuando el
espacio paramétrico es un intervalo o todo el eje real, se basa en las llammadas Cantidades
Pivotales. Estos métodos pretenden encontrar cantidades aleatorias que dependan de
la muestra X v del pardmetro # y cuya distribucidn sea tnica; en este caso se tienen
pivotales exactas. 5ila distribucién de dichas cantidades no es inica pero al aurnentar
el tamerfio de muestra n, tiende en el limite a una \nica, entonces éstas se conocen come
Cantidades Pivotales Asintéticas. A continuacién de definen estas cantidades de

manera formal.

Sea X = (Xi,...,Xn} una muestra aleatoria de la funcién de densided f{z;0)

dependiente de un pardmetro escalar 8, esto es, la densidad de z = (z1,.-.,2n) es

7@ 0) = 11 f(e30). | (1)

=1

Una Cantidad Pivotal Exacta U7 = U(X; 6}, se define como una funcién dela muestra

X v del pardmetro # con distribucidén Fp{u) independiente del pardmetro 8
p(U(X;6) < u) = Fp(u) paratodo d €O, (2)

es decir, que es fija para tode 8 € O,



Al ger Fg(u) independiente de 4, ninguno de sus momentos dependen de ella, en
particular los dos primeros momentos de Fa{u) siempre son cantidedrs fijas, es decir,
que la media y verianza de ¥ no dependen de 8, como se puede apreciar en el siguiente

ejemplo,

Ejemplo 2.1

Sean Xj,..., Xy variables aleatorias i.i.d. N(g,1). Se sabe que X = iswm X;,

n &~i=1
el estimador de la media g, se distribuye como N{u, %) ¥, pot lo tanto, una cantidad

pivotal exacta es

que depende inicamente de ]a muestra X y del pardmetro p. Su correspondiente funcién

de distribucién es
PU(Xin) € u) = p(v/n(X ~ p) < u} = Fo(u),

donde Fy(u) es una N(0,1) fija para cualquier valor de p € R.

Podrian haberse construido otras cantidades pivotales basadas por ejemplo,
en le mediana muestral X, 1)/2) (si n es impar), o bien, en el rango medio
(X + X(n))/2.

En los casos en que se utiliza la teoria de muestres grandes, es decir, al dejar
tender n a infinito, se define una Cantidad Pivotal Asgintética como la funcién
Un = Un(X;0) de la muestra y del pardmetro, cuya distribucién Fp{u), en el limite,

es independiente del pardmetro &, es decir

P(Un(X;0) < u) — Fp(u), n — oo. (4)

Barnard (1973) define las cantidades pivotales asintéticas de una manera un poco

menos generzl, va que pide ademdés que sean estebles en la media, ez decir que

Byg(Un(X;68) =0 para cada n, (5)
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v estables en media cuadritica, es decir que
Varg{Un(X;8)) =1 para cada n. (6)

Ver Sprott (1975).

En algunas ocasiones, se encuentran pivotales asintéticas con sus primeros y
segundos momentos exactos, es decir, independientes de n y 0 y, en otras, éstos solamente
son exactos asintéticamente. Pareciera que lo ideal serfe encontrar una pivotal asintética
cuya media y varianza sean cantidades fijas para n finito, pero como se verd mds adelante,

no siempre resultard esto en un beneficio.

El siguiente ejemplo ilustra la construccidén de une cantidad pivotal asintética.

Ejemplo 2.2

Sean X),..., Xy variables aleatotias 1.i.d. con media comiin u ¥ varianza comiin
igual & 1. Se sabe por el Teorema Central del Limite que la cantidad aleatoria

Xn ~

Un = —F—+— 1/\/— _\/“(Xn F’)s (7)

tiene como distribucién limite a la N (0, 1).

Aqui Un es la cantidad pivotal asintdtica y Fp(u) la distribucién Normael
estindar. Esta pivotal en particular tiene sus dos primeros momentos exactos, es decir,

que son cantidades fijas independientemente de los valores que tomen u vy n,

En los dos ejemplos anteriores, fue posible encontrar cantidades pivotales de
manera bastante sencilla; sin embargo, en la prictica puede suceder que no se tenga
idea de qué Tuncién utilizar para un problema determinado, es més, podria suceder que
ni siquiera se sepa si existe una pivotel 0 no. Mood, Graybill y Boes (1974) aseguran que,
siempre que la muestra provenga de una poblacidn con funcién de distribucién continua,
existird una cantidad pivotal v proponen un método para construir dichas cantidades.
Este método consiste en lo siguiente: si X3,..., X, es una muestra aleatoria de f(z;0)

cuya funcién de distribucién F(z;0) es continua en z, se sabe por la transformacién
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con la integral de probabilidad que Z; = F(X;;0) es una variable aleatoria con una

distribucién Uniforme sobre el intervalo {0,1), es decir que
p(Z; < 2) = p(F(X;36) < 2) = p(X; < F~H(2)) = F(F7'(2)) = 2, (8)
donde F—1(z) se puede definir como
F~(2) = inf{z; F(=) 2 2},

0 como

F~1(z) = sup{z; F(z) < 2} ©

Si ahora se toma la variable ¥; = —log Z; = —log F(X;;8), esta nueva variable tiene

distribucién Ezponencial con pardmetro 1, es decir que
p(Y; < y) = p(~log Z; < y) = pllog Z; = ~y) = p(Z; = exp{—y}) = 1 —exp{—y}. (10}

También, se sabe que la suma de variables aleatorias i.i.d. Exzponenciales, se distribuye

como Gamma; por lo que al tomar la suma de Y;,...,¥n, la cantidad pivotal

n n n n

U= Y;==-3 logZ;=~ logF(X;;0) = ~log [ F(X;;0), (11)

i=1 1=} i=] 1=1
tiene una distribucién Gamma con pardmetros «a = n vy 8 = 1, la cual es independiente
del pardmetro 8.
También se podrian tomar como pivotales a

n
—2 3" log F(X;36) ~ Gamma(e = n, f = 1/2) = x{5,), (12)
=1
o bien a n
—2 3" log(1 — F(X::8)) ~ X{an)»

=1
ya que si, Z; = F(X;;0) se distribuye como una Uniforme(0,1), también 1 — Z; se
distribuye Uniforme (0,1). '
El siguiente ejemplo, presentado por Mood, Graybill y Boes (1974) p.388, ilustra

la aplicecién de cste método de construccidén de cantidades pivotales.
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Ejemplo 2.3

Bea Xy,...,Xn una muestra aleatoria de la densidad

f(z0) =021 y(=), 08>0
y con funcién de distribucién

F(z;0) = =19 1)(2) + 1) o0) (2.
Utilizando (12), una de las cantidades pivotales que se puede construir agui, es

n n
U=-2) log F{X;0) = -20_ log X,
=1 i=1

ia cual se distribuye como una Ji — Cuadrada con 2n grados de libertad.

En ocasiones, este método pera construir cantidades pivotales puede llevar a
expresiones de IV muy complicadas que, como se verd més adelante, impedira despejar
al pardmetro de interés. Un caso en donde se presenta este problema se da al aplicar
este método al ejemplo 2.1, como se muestra a continuacién.

Ejemplo 2.4

Retomando el ejemplo 2.1, en donde se tenfa una muestra aleatoria Xj,...,X,
de la densidad Normal

fziu) = \/——15—_—_%{—(—3:2—”2}

con funcién de distribucién N{u;1)
oy 2L (t—m)? }
Flzin) = f-—oo 2o exp{ 2 dt.
Aplicando (12}, 1a cantidad pivotal resultante es
= L X 1 (t—m)?
U=-2) logF(X;0)=-2)_log -—-—-exp{-———-——-—-—-}dt 13
Y los F(Xi0) = -2 3 108 [ S-ta, 09
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la cusal se distribuye como una Jf{ — Cuedrada con 2n grados de libertad. Observe sin
embargo lo dificil que resultarfa utilizar el conocimiento de la distribucién de U7 para
hacer una aseveracién probabilistica que pueda traducirse en un intervalo de confianza

para u.

Otro camino para encontrar cantidades pivotales en las aplicaciones, es el de
buscar equellas que sean funciones de la estadfistica suficiente minimal T(X). Estos
métodos, a diferencia de los dos anteriores, silempre serdn consistentes con el Principio
de Verosimilitud. Este principio, en esencia dice que toda la informucién de la muestra
z acerca del pardmetro #, estd contenida en la funcién de verosimilitud L{#; z), por lo

gue toda inferencia respecto a # debe basarse solamente en ésta (Birnbaum 1962, Sprott
1984).

Lz heuristica de estos métodos se basa en que la verosimilitud, que es vista
siempre como funcién de @ para z fija L(8;z) (ver Kendall y Stuart 1979), se
puede factorizar para T suficiente como el producto de dos funciones (Teorema de

Factorizacién de Neyman)

L0:z) = 1] f(z:30) = o(T(2);0) - h{z), Vo€ O, (14)
1

{=

donde la funcidn k es fija ya que vinicamente depende de la muestra observada z ¥ no del
pardmetro 8, y la funcién g depende de la estadistica suficiente T'(g) y de 6. Asi, se puede
decir que, la verosimilitud es proporcional & una funcidn de la estadistica suficiente y

del pardmetro, esto se, puede expresar como
L(8;z) o< g(T(z); 9). (15)

En particular, si la estadistica T(X) es la suficiente minimal, entonces al basar en ella

toda inferencie sobre 6, se esta cumpliendo con el principio de verosimilitud.

Aplicando la definicién general de cantidad pivotal exacta dade al principio de
este capitulo, lo que se busca es, una cantidad aleatoria que sea funcién de la muestra,
a través de la estadfstica suficiente minimal T'(X), y del pardmetro 6, cuya distribucién

sea dnica para cualquier valor de 8§ € ©.
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En el ejemplo 2.1, se obtuvo la cantidad pivotal exacte en (3), funcién del

pardmetro desconocido p y de la estadistica suficiente minimal para u

L2
T(X) = 2 X.. (16)

=1
Observe que para dos muestras z y Z/, tales que T'(z) = T(2'), se obtendria el
mismo valor de U ¥, por ende, la misma inferencia pera g. En el ejemplo 2.4, sin embargo,
la pivotal que se obtuvo en (13) no es funcién de la estadfstica suficiente minimal en
(16). Es obvio que si se tuviesen dos muestras g y z' tales que T'(z) = T'(z'), éstas no
necesariamente tendrian el mismo valor de I, violandose el principio de verosimilitud,
que afirma que, las inferencias obtenidas a partir de dos muestras equivalentes en

verosimilitud deben ser idénticas.

Se dice que dos muestras z y zf son equivalentes en verosimilitud si
L(8;z) x L(;z"), V8e©

v que, la estadistica suficiente T(,E_I_) es minimal si, para toda £ y ' eguivalentes en

verosimilitud se tiene que

T(z) = T'(').

Ver Sampson y Spencer (1976).

Un método aparentemente universal que se utiliza también para construir
cantidades pivotales exactas, se basa en la transformacién con la integral de probabilidad
utilizando la funcién de distribucién de la estadistica suficiente minimal, si dicha funcién
es continua. Sea G*(t;8) la funcién de distribucién continua de T(X), a la que se aplica la
transformacién con la integral de probabilidad, definiendo asf la cantidad pivotal exacta
U(T(X);8) como

D(T(X): 6) = G° (T(X); 0), (17)

que tiene una distribucién Uniforme(0,1) independiente del pardmetro #. Para poder

apreciar mejor la aplicacién de este método, se da el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.6

Sean Xj,...,Xn variables aleatorias i.i.d. Uniformes sobre el intervelo (0,9),
con funcién de densidad
1 .
7 si ze(0,6)
f(z6) = {
0 en: otro caso.
La estadfstica suficiente minimal en este caso es igual a T(X} = max X; = X(n)s

con funcién de distribucién continua

G*(t:8) = p(X(n) S t) =p(X1 <¢,..., Xn<2)

n n
= [ p(x: <) = II Fx{t:0),
=1 =1
donde F'x{t;#) es la funcién de distribucién comin de las variables X3,...,X,, definida

de la siguiente manera
0 si z<0
Fy(z;8) = { g si z€(0,8)
1 si xz>4.

Por lo tanto, Ia funcién de distribucién continua de T'(X) es igua!l a

0 Bl t<0
G*(t;0) = { (5" si te(0,8)
1 si t>40.

Aplicando (17), la cantidad pivotal exacta que resulta es

U(T;0) = G*(T;6) = (%) " (18)

con distribucién Uni forme(0,1).

En el ejemmplo anterior fue posible encontrar una expresién sencilln para la
pivotal exacta U; sin embargo, al aplicar este método a otros casos, se puedeh obtener
expresiones muy complicadas para UJ, a partir de las cvales resulte dificil despejar al

pardmetro de interés, para encontrar el correspondiente intervalo confidencial.
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Ejemplo 2.6

Del ejemplo 2.1 en el que se tenfas una muestra aleatoria de la densidad

Normal con media comiin g4 y varisnza comin ignal a 1, La estadistica suficiente

minimal T(X) = X%, X; para g, tiene como funciones de densidad y distribucién,
respectivamente a
. n \1/2 n(t — p)?
i) = (55) " ew{-T5 5,

G () = /_tw g*{z;u) d=.

Dado que G*(¢; 1) es continua, la cantidad pivotal exacta U(T(X); 1) con distribucién
Uniforme(0,1) que resulta de aplicar (17} es

UT(X) ) = f_::o g*(z; 1) d=. (19)

Mis adelante se verd que, gracias a gue se cuenta con tablas de lz distribucién Normael,
resulta mds o menos sencillo encontrar e} intervalo confidencial para g utilizando esta

pivotal.

1.2 Métedo de Construccidén de Intervalos de Confianza basado en Cantidades
Pivotales

El método basado en cantidades pivotales para construir intervalos de confianza
para el pardmetro @, consta de dos etapas; la primera consiste en encontrar una pivotal
por algunc de los métodos ya mencionados en ln seccién anterior y, la segunda, no
siempre posible, es la de poder “plivotear”, es decir, despejar el valor del pardmetro
desconocido 6 de la desigualdad probabilistica hecha sobre la cantidad pivotal con su

propiz distribucién, como ya se ha venido mencionando (ej. 2.4).

Para construir un intervalo confidencial para 8, dada una cantidad pivotal

U = U(X;6) con funcién de densidad fp(u) ¥, dedo cualquier nivel de confiznza 1 -, lo
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primero es consiruir un intervalo de probabilidad 1 — o para IF. Para esto, se encuentran

cantidades a v b dependientes del nivel 1 — a, tales que
ple<U(X;8) <b)=Fy(b)—Fpla)=1—-a para 0 ¢
Si para cada posible valor que tome X, la desigualded en U
a < U(X;0) <b,
se satisface si, y sélo si,**

hy(X) = U HX;a) < 0 < UTH(X;b) = Ra(X),

en donde h; ¥ hz son funciones que dependen de la muestra X, pero z

0. Entonces, por (20), se deben satisfacer las siguientes igualdades

= 0. (20)

(21)

(22)

10 del pardmetro

ple SU(X;60) <) = plh1(X) <0 S ha{X)) =1 — o,

(23)

las cuales llevan a encontrar el intervalo aleatorio [h1(X), h2(X)], conocido como el

intervale confidencial de nivel 1 — a para &, como se vio en el Capitul

para @ en (23) se le da la interpretacién, desde el punto de vista frec

en muestreo repetido, el valor del pardmetro # se encuentra entre las

¥ hz en un 100 x (I — a}% de las veces. A las estadisticas hy(X) ¥

1. Al intervelo
uentista, de que
estadisticas Ay
hz2(X), como se

menciond en el Capitulo 1, se les conoce como los limites de confianza inferior y superior,

respectivamente.

Veamos cémo se puede encontrar un intervelo confidencial de ni

pardmetro p del ejemplo 2.1, utilizando la cantidad pivotal exacta (3).

Ejemplo 2.7

En e! ejemple 2.1 para una muestra aleatoria Xj,...,X, d

se encontrd la cantidad pivotal exacta, funcién de la estadistica suf

**Eltu desigualdades en # resultan sl U{X;0) como funcidn de # para X 8in, ¢ una funclén mo;

caso en que J(X;0) sea mondtona decreciente, las desigualdades en {22) we convierien en k) 2
ceando la funcién U (X;#) no es monstona, lo que resulta es una regién confideiclal pare & (defiy

es decir, una unién de Intervalos disjuntos.
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T(X) = %, X; vy del pardmetro u

U(T(X)i ) = vVn(X — ),

que tiene una distribucién Normal estdndar independiente del parimetro desconocide

p v definida como
B(u) = p(U < u) = j_wc,b(t) dt,

con ¢(-) la densidad N(0,1).

Dado cualquier nivel de confianza 1 — o, se pueden encontrar velores a y b, tales
que
placU(T(X;p)) b} =1~a (24)

es decir, tales que

®(8) — @(a) = /: S(t)dt=1— a.

A partir de la desigualdad en probabilidad (24), el parimetro p se despeja de la

siguiente forma s
PlasU <t =plea<Vn(X—-p)<b)

=P(%S(f-u)s %)
=p(X—LnS#ST—%)
=1-—n,

y el intervalo de confianza resultante al 100 x (1 — a)% para s es

(Y — %,f — :}r;—) = (hy, Az).

Se pueden escoger muchos pares de valores ¢ y b para cualquier nivel ﬁjo 1—a,
tales que satisfagan (24). Sin embargo, como se menciond en el Capitulo 1, en general
_ se busca que el intervalo confidencial sea lo mas corto posible; esto se logra escogiendo
aquellos pares de valores a y b que hagan la longitud ky — &) lo m4ds chica posible. Sila .
longitud del intervalo hs — k1 no es zleatoria, se pueden escoger cantidades e y b tales
que fo(b) = fo{a) ya que asf, la distancia ¥ — a serd minima para un nivel fijo 1 — .

Si la longitud hs — hj es aleatorin, entonces se puede recurrir al intervalo méds corto en
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promedio, es decir, con longitud esperada m#és pequeila, o bien, al intervalo que resulte
mids corto para la muestra particular observada. Existen puntos de viste controversiales

al respecto.

Para el ejemplo 2.7, en que la funcién ¢#(u) es simétrica alrededor de v = 0, el
intervalo confidencizal més corto para el nivel fijo 1 — & se obtiene cuando & = —b en
(24).

La etapa principal del método de construccién de intervalos confidenciales basado
en cantidades pivotales, consiste en poder encontrar una desigualdad doble en la que el
parémetro # quede contenido, a partir de la desigualdad doble obtenida parz la cantidad
pivotal, es decir, que las desigualdades en (21),lleven a ésas en {22) para cunlquier posible
valor de X, Como sc observé anteriormente en el ejemplo 2.4, existen algunos casos en
los cuales no es posible llevar a cabo esta etapa, debido a que no se puede despejar el
parametro de interés. En los siguientes ejemplos se trata de encontrar un intervalo de
confianza para el pardmetro u del ejemplo 2.1, a través de las pivotales obtenidas en los

ejemplos 2.4 y 2.6.

Ejemplo 2.8

La cantidad pivotal en (13), obtenida en el ejemplo 2.4, fue
= X1 (t —p)?
U=-2 lo f —=ex {————}dt 25
Soe [ 7 ee{-E5 e (25)

que tiene una distribucién Ji— Cuadrada con 2n grados de libertad. Dado cualquier nivel
(1 — @) es posible encontrur valores ¢ y b que, en particular, podrian ser los porcentiles
(a/2) % 100% y (1 — e/2) x 100% de una xfzn), respectivamente.

Las desigualdades probabilisticas en (21) que se obtienen para la pivotal de U/
en (25) son

o n X: 1 t — p)? -
p(df? s -2 obon [0 e { - b <) =10 9
=1

Observe que tratar de despejar al pardmetro u de {26) para llegar a una desigualdad del

tipo de (22) no parece ser nada sencillo.
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Ejemplo 2.9

La cantidad pivotal en (19) que se obtuvo en el ejemplo 2.6, fue igual &

o= [ (2) " oo o5 2

que se distribuye Uniforme(0,1). Dado un nivel de confianza (1 — o}, se pueden
encontrar cantidades a ¥ b que, en particular, podrfan ser los porcentiles {/2) x 100%

¥ (1 — «/2) x 100% de una distribucién Uniforme(0,1), respectivamente, tales que

(5= L (F) "ol -5 <1 5)
—p(S < o(AE - <1- )

- {2 (8) = v 5 (1)

=p(f_q)_l(1_g)'vlf_a5“57*“1’“1(5):/1—;)
=1—n0. (28)

Asi, el intervalo confidencial resultante al 100 x (1 — a}% para el pardmetro u es
— 1 _— ay 1
x-«»“l(l-f"-)— , X @"‘1(—)-—) = (hy , ko).
( 2/ /= * 2/ n (hi . o)

Como se pudo apreciar del ejemplo 2.8, en acasiones no resulta ficil construir el
intervalo confidencial de nivel (1 — a) para el pardmetro de interés, con el uso de ciertas
pivotales., En este ejemplo se pudo despejar el parametro, gracias a que existen tablas
de la N(0,1), ya que los extremos del intervalo resultante requieren de la inversa de la

funcién de distribucién, o sea, los conocidos porcentiles.

En cl siguiente ¢jemplo se construye un intervelo de confianza haciendo uso de

la. pivotal en (17).

Ejemplo 2.10

Retomando el ejemplo 2.5, en el que se tenian variables aleatorias [.i.d,

Uniformes en el intervalo {0,8) y donde la cantidad pivotal exacta obtenida en (18) fue
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igual a
7

con distribucién Uniforme(0,1). Con objeto de obtener el intervalo confidencial de

v(T:0) = 6"(730) = (7) s

nivel 1 — o para 0, se parte del intervalo de probabilidad correspondiente para la pivotal

anterior U, de la signiente forma

plasumo) <t =p(as(F) <)
=p(g§;sas a—;% \
=1-a. (29)

As{, el intervelo confidencial resultante al 100 x (1 — «)% para el pardmetro 0 es
T T
(ka0 52T = (5570 =7 ) » (30)

donde T, la estadistica suficiente minimeal, es igual al max{X;,...,X,} ¥y el par de

valores (a, b) se escoge de forma tal que el drea contenida entre los dos ser igual a 1 — e,

En general no parece haber un criterio a seguir, al utilizar la distribucion
Uniforme(0,1), para elegir las cantidades ¢ y b en la desigualdad probabilistica para
la pivotal (29) del eijemplo anterior. En el caso en que la pivotal tenfa una densidad
Ji — Cuadrada, como en el ejemplo 2.8, se propusieron los porcentiles /2 x 100% ¥
(1 — «/2) % 100%, pero podrian haberse propuesto aquellos que dieran el intervalo de

longitud més corto para la pivotal; éstos son, los valores de a ¥ b tales que
b
fola) = fo(b) sujetos a que f fo{t)dt =1 — «, (31)
a

donde fg es la densidad Ji — Cuadrada. El intervalo de probabilidad resultante para la
pivotal U(X; #), contendri los valores de u con densidad méximea. En la Uniforme sin
embargo, todos los valores de u en el intervalo (0,1} tienen la misma dcnsidad y por ello

la ausencia aparente de un criterio para elegir los mejores valores de a y b.

Por ejemplo, suponga que en el ejemplo 2.10, se escogen los valores a ¥ b como
los porcentiles {a/2) X 100% y (1 — «/2) x 100% respectivamente, de la distribucién
Uniforme(0,1). En tal caso, el intervalo obtenido en (30) resulta en el intervalo

(T(1 - a/2)~Y/",T(a/2)"1/"). (32)
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Sin embargo, también se podrian haber escogido los valores a ¥ b como los porcentiles
{e/4) x 100% ¥ (1 — (3/4)a) x 100% de la misma distribucién, dando como resultado el
intervalo confidencial

(T(1 - (3/4)a)~Y", T(a/4)~1/"). (33)

De la misme manera en que se generaron los intervalos (32) ¥ (33), se puede
generar una infinidad de intervalos para el mismo pardmetro y con el mismo nivel de

confianza; aqui cabe preguntarse cuél de entre todos es el mejor.

Como se ha venido mencionando, lo que se busca es que el intervalo confidencial
sea lo mis corto posible, por lo que podria pensarse en escoger valores de a y b tales
que a=gqay b=1-—{1-q)a, para un cierto valor de g entre O y 1, y que minimicen la
longitud del intervalo confidencial de nivel 1 — a para 8.

Para T fijo, o aun para T sustituido por su esperanza, en cuyo caso se minimizaria
la. longitud esperada, la longitud del intervalo confidencial para # en (30) es

T (=" -7 1/) = T ({go) /™ = (1 - (1 - q)a)" /"), (34)

y el intervalo serd el mids corto si, se escogen a ¥ b tales que minimicen

l-aea—b=1-«
an —pmln o sujetes aque{Y (35)
0<a+b<1,

o, equivalentemente, si se escoge ¢ tal que se ininimir.e
Q) = (ga) V"™ — (1 = (1 - g)a)H/". (36)

Resolviendo lo anterior, se tiene que la derivada parcial de la funcién Q(g) con
respecto a g es igual a

290 _ 211~ (- e~ — (g %)

a~t/n (1 e, )——i—"nl _ntd
= e n
n o K a ?

la cual siempre es menor que cero, por lo que la funcién (g) es monétona decreciente

en el intervalo [0,1] ¥, por lo tanto, alcanza su mfnimo cuando g es igual a 1.
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Asi, el intervalo méds corto pare el perdmetro f en el ejemplo 2.10 se obtiene

cuando ¢ =1 o bien, cuando a = e ¥y b = 1 en (30}, es decir,

(. 5) o

Otro aspecto que en general puede inquietar respecto a este método, es el hecho
de que, si bien U(T(X);0) tiene una distribucién Uniforme(0,1}, también Z =1 -U
tendrA la misma distribucién. En este caso, la nueva pivotal Z aplicada al ejemplo 2.10

es

Z=1-—U=1-—G'(T;9)=1—(%)“'

por lo que

-

s(osi- () =0)=sla-s5 (D) s1-0)

n n
=p(T <o <L )

1—-a 1—b

= ooy <0 < o)

=1-ea,
v el correspondiente intervelo confidencial de nivel 1 — o para &, serfa ‘
(T(1—a) ¥, T(1 - )=/, (38)

en lugar del anterior en (30).

Si lo que interesa es encontrar el intervalo confidencial de longitud mds corta

para T = max{X,...,X,} fijo, éste se obtiene, como en el caso anterior, al encontrar
g tal que minimice la funcién

Qq) = (e — ag)™¥/® — (1 — ga) 1",

cuya parcial con respecto a g es mayor que c¢ero, siendo la funcién monétona creciente
en el intervalo [0, 1], por lo que su minimo se alcanza cuando ¢ es igual a 0, dando ahora -
como resultado que el intervalo confidencial més corto de nivel 1 — o para el pardmetro
#, se obtiene al tomar a =0 ¥y b =1 — & en (38). Observe que este intervalo es igual al

que se obtuvo en (37), pudiéndose concluir que; siempre y cuando se minimice respecto
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& q, ¢! intervalo confidencial més corto de nivel (1 — a) para 8, resulta ser invariante a

haber utilizado cuslquicra de les transformaciones
U(T(X);8) = G*(T;6)
Z(T(X)i0) = 1 - U(T(X)i6) = 1 — G*(T;6). (3¢9)

Sin embargo, cuando no se busca el intervalo més corto, la eleccidén de U o Z en (39)
lleva a los intervalos (30) o (38) respectivamente, que en general son distintos (solamente

son iguales cuando g = 1/2).

Finalmente, para ilustrar la aplicacién del método de la cantidad pivotel en el

caso asintético, se hace uso de los siguientes tres ejemplos.

Ejemplo 2.11

En el ejemplo 2.2 se encontré que, para cada posible valor de n y una muestra
aleatoria X4,..., X, de una distribucién con media p y varianza 1, la cantidad pivotal
asintStica -

_ Apn— M
Uﬂ. - 1 ﬁ 3 (40)

tenia una distribucién limite N(0,1), la cual no depende de n ni de p.

Comeo la distribucién Normal esténdar es simétrica alrededor de cero, dado
cualquier nivel fijo 1 — a, se pueden escoger valores a. y b tales que ¢{a) = $(b); dichos

valores, como se menciond en el ejemplo 2.7, son 2 = —b. As{i, se puede afirmar que
(-0 Us€b) =1 —

de donde despejando el pardmetro pu, se llega al correspondiente intervalo confidencial
miés corto de nivel 1 —

— b - b
p(Xn——\/—Esp_{Xn+—ﬁ)z1—a. (41),

El valor de b corresponde en este caso al porcentil (1 — «/2) % 100% de una densidad

Normal estdndar. Es importante preguntarse qué tan preciso es este intervalo, ya que
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como se vio en el gjemplo 2.2, la pivotal U, se construyé utilizando la aproximacidn
a la densidad Normal cuando n, el tamano de muestra, tendfa a infinito; sin embargo,

no se sabe qué tan ripida es esta convergencia a la Normal.

Ejemplo 2.12

En el ejemplo 1.3, se trabajé con este problema tomado de Sprott y

Viveros (1984). Recuérdese que lo que se tenfa era una muestra de tamafio 2**
X = (X;,X2), de una distribucién Ezponencial con media § > 0. Los resultados
que se obtuvieron al aplicar la regle empirica para obtener un intervalo confidencial
aproximado del pardmetro #, fueron equivocos, ya que, para niveles mayores del 68% los

intervelos cubrizn valores incorrectos del pardmetro.

Una cantidad pivotal asintética explicita para este ejemplo, se puede construir
haciendo uso de las propiedades asintdticas de los estimadores puntuales méximo
verosimiles descritas en el Capitulo 1. En {1.4) se encontré que el estimador méximo

verosimil de 8 era igual a

s Xi+Xp T .
=== (42)
y de (1.10), la informacién observada de Fisher Ip, para este caso, es igual a
2
Ig = 5—2. (43)

Obsérvese que en este ejemplo la informacién observada de Fisher coincide con el
reciproco de la varianza estimada de 8 obtenida en (1.5}, hecho que en genernl no es

cierto,

Por las propiedades asintéticas de §, enunciadas en (1.8)-(1.11), se sabe que

§ ~ N(o; -1-)
Ig
asi, una cantidad pivotal asintética se puede construir como

Un =1I(é - 0) (44)

**No porece mzonsble aplicar teorfn asintética s un ejemplo con un tamafio de muesira tan pequefio; sin embargo, el
cbietiva aqul, es precisamente Hustrar cémo a pesar de dato, se pueden abtener resultados precisos.

- 91 -



cuya distribucién aproximada es una N ormal(0,1). El intervalo confidencial aproximado

de nivel 1 — & para @ viene dado por

ple<Un<b) =pla</I(i—0)<b)
- & " a
=p(i-gp=o<i- %)
=1—a (45)

Si lo que se desea es el intervalo confidencial més corto, éste serfa igual a

M b
s ),
( Nz
donde b es el porcentil (1 — «/2) x 100% de una Normal estandar, Sustituyendoa Iy v

§ por las igualdades en (43) y (42) respectivamente, lo anterior resulta en la aseveracién

9e§(1¢%), (46)

aproximadamente en un (1 — &) x 100% de las veces en muestreo repetido,

Suponga que se quieren intervalos de confianza al 75%, 90% y 95%, es decir, que
a = (.25, 0.10 y 0.05. En este caso, se tendria por (48) que

1.15 T 4
86:-2(1:1:—-, (1:i:16 (1:&:196

V2 V2
aproximadamente en un 75%, 90% y 95% de las veces. Para ver qué tan buena es esta
aproximacidn, se puede calcular la probabilidad exacte de (46) a través de la variable

T/0, que tiene una distribucién conocida e igual a una Gamma(a = 2,8 =1), de Ia

siguiente forma

p(S(-p) sos S0+ ) = (F=7<32),

sl ¢; > 0y e2 2 0, entonces la probabilidad anterior es igual a

p(c_2<_sc1) f r(z)“’exp{ —w} duw,

pero si ¢; < 0, entonces la probabilidad es igual a

n T T n) & 1
P e Yo1-p(2 <Yy =1 —— - )
p - < 9) 1 p(a =g 1 j; I‘(2)h\u3.x1:b{ w} dw
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Las probabilidades exactas % 100% que se obtienen son: 89.76%, 78.30% y 79.50%, las
cuales difieren mucho de los niveles de confianza aproximados x100% del 76%, 00% v
95%. Estas diferencias en resultados, pareciera que se deben tan sélo, a] hecho de que se
utiliza un resultado asintético en un ejemplo con un tamafio de muestra muy pequeno,
dando como consecuencia que la pivotal utilizada en (44} no resulte ser eproximadamente
Normal. Sin embargo, como se veri més adelante, Sprott y Viveros opinan que la
diferencia también se debe al hecho de que e] método utilizado es ineficiente, en el
sentido de que no refleja la asimetria en la funcién de verosimilitud del pardmetro #, que

pera este mismo ejemplo resulta ser igual a

L(6; X) = 3}5 exp{—%}.

Suponiendo que T = 12, la siguiente tabla muestra las verosimilitudes para varios valores
de 8.

[ 2 4 6 8 10 20 30 35

L(0;z) .0006 .0031 .0038 .0035 .0030 .0014 .0007 .0008
Observe lo asimétrico de esta verosimilitud, valores a la izquierda del estimador méximo
verosimil § = 6 son mucho menos verosimiles que valores a una distancia igual a la
derecha de f, presentindose una asimetrfa a la derecha. Sprott y Viveros proponen
hacer una reparametrizacién, reemplazando a § por una funcién uno a uno 5 = g{#) de
modo que, aun para muestras pequefias, se garantice que la aproximacién Normal es

razonablemente buena, como se ilustra en el siguiente ejemplo

Ejemplo 2,13

Suponga que en el ejemple 2.12 se utiliza el nuevo pardmetro n = 8-/, g

estimador méximo verosimil en este caso es

1= () " - () w»

v la informacién observada de Fisher para este nuevo pardmetro resulta ser

_8%log f(z:0)

L= anz
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a6 18
= ( ) =2, 48
5 (35 7 (48)
La construccién de una cantidad pivotal asintética similar a (44) pero ahora en

términos de n, da como resultado

Un = /Tyt —m) = 22021, (19)

cuya distribucién |fmite también es una N (0,1). El intervalo de confianza aproximado

correspondiente para 7 es

p( 3‘/-(’7_”)<b) ((1—3\5/5)5 S_r‘j(l-{—s\/_))zl-—a. (50)

Este intervalo de confianza en términos del pardmetro original 8, resulta ser

p(§(1+3bﬁ —55055(1—5—%)_3)z1—a, (51)

donde b seria igual al porcentil (1 — «/2) x 100% de una N(0,1), si el intervalo de

confianza que se desea es el mas corto.

Siguiendo un procedimiento igual al del ejemplo 2.12 para verificar la precision
del intervalo de confianza en (51}, se obtiene que, para valores de o de 0.25, 0.10 ¥ 0.05,
correspondiendo & valores de b de 1,15, 1.64 y 1.96 respectivamente, las probabilidades
exactas x100%, obtenidas de la distribucién de la variable aleatoria T/8 son: 73.4%,
89.1% y 94.7%, siendo muy cercanas & los niveles de confianza aproximados del 75%, 80%
¥ 95% respectivamente. Comparando estos resultados con los obtenidos en el ejemplo
2.12, se puede apreciar la gran mejorfa en precisién que se logrd, aun con un tamafio de
muestra tan pequefio como 2, al aplicar la reparametrizacién i = 6-1/3_ Asf mismo, lar
verosimilitud para este nuevo parémetro 5, resulta ser simétrica alrededor del estimador
méximo verosimil 7, como se puede apreciar en la siguiente tabla, que muestra las

verosimilitudes para diferentes valores de 17, suponiendo T = 12 y 7 = 0.5503

n 0.1503 0.3503 0.5503 0.7503 0.9503  1.1503
L(n;z) 0.00001 0.00110 0.00376 (.00112 0.00002 2.71 x10~8
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Este método estudiado por Sprott para construir cantidades pivotales asintéticas
con ciertas propiedades que serdin discutidas m#és adelante, se basa en la estimacion
méximo verosimil. La teoria de méxima verosimilitud trata con las propiedades
frecuenciales del estimador méximo verosimil f, el cual es solucién de la ecuacién

dlog L{0; X) _ dlog f(X;8) _
a0 - ag =9, (52)

S(X; 8) =

donde S(X;0) se conoce como la funcién de puntuacién o funcién “score”. Bajo
condiciones de regularidad apropiadas, se puede demostrar que, la media ¥y la varianza

para esta funcién son iguales a

20 .
BaS =0 5 Varg(S(xi0)) = -Bg (TRUIED) _ ey, (59

donde Ig(#) se definié en (1.9} como la cantidad de informacién de Fisher para la
muestra X. Estos resultados son exactos con muestras de cualquier tamafio, por lo que
S(X;0) es exactamente estable en la media.

Le funcién de puntuacién en (52) se puede expresar como la suma de v, &. i. i.

d.
) dlog ML, f(X;;6)
S5(X;0) = ala
= Z log F(X;:0) (54)

|=1

¥, por el Teorema Central del Limite se implica que, asintéticamente §{X;9) tiene una
distribucién limite N{0, Ig(6)).

Por otro lado, méxima verosimilitud ha sido visto como un método para produc1r

estimadores puntuales a que son asintdticamente insesgados, es decir que
By(d) ~ 0, para n grande, (55)
¥ con varianza asintética minima, igual a

Varg(§) = Ig(0), para n grande, (586)
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.por lo que § tiene como distribucién aproximada a
6~ N6, I51(8)).+» (57)
Todos estos resultados son estrictamente asintéticos, por lo que la cantidad
(6 — 86, (58)

que puede verse como el error de estimacitn, es asintéticamente estable en la medis.

Le mayoria de las cantidades pivotales que surgen de consideraciones asintéticas
asociadas con méxima vercsimilitud, se basan en la funcién de puntuacién (52) y en

el error de estimacién (58). En Sprott (1975) aparcce la siguiente lista de cantidades

pivotales asintéticas

51 = 5/\/Is(8) ~ N(0.1) (59)
Uy = (6 - 8)\/Ig(0) < N{0,1) (60)
Sz = §/\/T ~ N(0,1) (61)
- Ug = (§-0)/F ~ N(0,1) (62)
ss = 5VIg(d) ~ N(0,1) (63)
Us = (0 — 0)VIg(d) ~ N(0,1), (64)

donde Ig{f) y I; son estimadores de Ig(6) y se definen como

= EL X:0
IE(G) =-E, (_ﬁga_‘zg:;‘_l) i (65]
__9%log F(X;9)
C W ©

Las pivotales §; y U surgen de esiandarizar (52) 3 (58) con respecto a su varienza
exacta (53) y asintética (56) respectivamente, mientras que las cantidades (61} a (64)

surgen de reemplazar estas varianzas por sus estimadores dados en (65) y (66).

Bajo condiciones epropiadas de regularidad, todas las cantidades pivotales

asintéticas listadas anteriormente, son asintéticamente eguivalentes, es decir que, para

**parln propledad "BAN"(“Best Asymptotically Normal®) gue poseen loa estimadores miximo verosimiles, vistas en el
Capitulo 1. . ’
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valores grandes de n, todas tienen una distribucién lfmite N (0, 1) por lo que, un intervalo
de confianza aproximado de nivel 1 — « para el pardmetro 8, se pucde obtener a partir

del intervalo de probabilidad para la pivotal utilizada como
oS UL X0 sb)ml—a (67)

donde b es el porcentil (1 — a/2) x 100% de una N (0,1). Los intervalos obtenidos como
la solucién en 8 de —b € U,(X;0) < b, contendrdn el valor verdadero de 8 con una
frecuencia relativa de (1 — &) aproximadamente. Sin embargo, todo esto es cierto sélo
asintéticamente, pero para muestras finitas, que es lo que se encuentra en las aplicaciones,
no es claro cudl de entre todas las pivotales {59) a (64) converge més répidamente a'la

distribucién N(0,1), ni qué tan répida sea esta convergencia.

La. precisién y validez de los resultados obtenidos al aplicar teoria asintética a
muestras finitas, han sido investigadas por Sprott y Kalbfleisch {1969), Sprott (1873 ¥
1975) y Sprott ¥ Viveros (1984), quienes demuestran, a través de varios ejemplos, que In
precisién y validez de la aplicacién estd condicionada més a la normalidad de la funcién

de verosimilitud del pardmetro 8, que al tamafio de muestra n.

El efecto que tiene ia forma de la funcién de verosimilitud del pardmetro ¢ en
las inferencias, ha sido estudiado por varios autores; en particular Sprott (1973 y 1984)
ha encontrado, que cuando dicha funcién se aleja de la forma Normal, ya sea porque es
muy asimétrica o con colas muy pesadas, entonces afirmaciones de la forma § = § + ¢
en términos de un estimador puntual y una “varianza”, son engafiosas ya que esconden
dichas “anomalias”. Se propone asi, como un primer paso para resumir la informacién
relevante en los datos respecto & un pardmetro, graficar la verosimilitud estandarizada
o relativa del pardmetro, R(6; X), o dar un conjunto de rangos anidados que converjan

a 0, estos iltimos son conocidos como rangos o intervalos de verosimilitud.
La funcién de verosimilitud relativa se define como

L(6;X) _ L(B:; X)
supg L(6; X) L{g; X)

R(6; X) = (68)

Esta funcién mide la verosimilitud de todos los valores especificos de 8 relativa al valor

mis verosimil de 8, que es el méximo verosimil 4. De esta forma, R(0; X) da una escala
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de verosimilitud, que varis de cero & uno para todos los valores de 0. Esta funcién

también posee la propiedad de invarianza funcional ante reparametrizaciones.

La forme de esta funcién queda determinada por los primeros términos en su
expansion de Taylor. Sea # un pardmetro escalar con funcién de verosimilitud relativa
R(8; X) como en (68) y sen § el estimador méaximo verosimil que setisface (52). Observe
que de (52) y (68) se obtienen las siguientes igualdades

dlog L(G; X dlog R(6; X
5(X;8) = gars ). aé ) _o. (69)

Entonces, si R{#; X) satisface condiciones apropiadas de regularidad, la exprnsién de
Taylor del logaritmo de R alrededor de 6 hasta el término cibico, da la aproximacién
siguiente (Sprott ¥ Viveros 1984)

. (80— ) 8% log L(8; X7 0 - )3
1ogR(9;_}_c_)=-( . ) I+ %93(’ ) ]9=5( . > .

. 1 Us =

= ""EUE [1 B (“:?)FS(E)]’ (70)

donde la pivotal Us se definid en (62), la informacién observada de Fisher Jj se definié
en (66), ¥
5y _ [8°log L{8; X) ~3/2
Fs(8) = [—————555#——- !a=§] I I, (71)

Si Fg(f) en {70) es cercano a cero, entonces
. 1 ~
log R(6; X) = -%U«} = ——i(e -6

R(0: X)= exp{~5(0 - )* }. (72)

Es decir que 8 tiene aproximadamente una verosimilitud Normal, centrada en & y con
varianza Ia_l. Si éste es el caso, la verosimilitud de # se podré representar por el
estimador puntual 8 ¥y por su precisién Iy, la cual determina la precisién de 6 como un

estimador de 8 en la funcién de verosimilitud aproxirnadamente Normal de 8.

Si Fs(a) en (70) no es pequefia, entonces la verosimilitud presenta asimetria
apreciable, como fue el caso del ejemplo 2,12, por lo que ésta no podrd resumirse

adecuadamente por (8, ;) v las inferencies tendrdn que hacerse, no a partir de 8, sino
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de un nuevo pardmetro 5, que sea funcién uno a uno de & y cuya verosimilitud sen
aproximadamente Normal, como se hizo en el ejemplo 2.13, Esta funcién n = g(8),

existird siempre que la verosimilitud sea una funcién “bien comportada”.

Para encontrar la reparametrizacién apropiada, se escoge una funcidén g(@)
que remueva completamente la componente principal de asimetris, es decir, tal que
Fy(77) = 0, donde 7j = g(§). Anscombe (1984) encontré que estas funciones son soluciones
de la ecuacién diferencial

ey . 97 _ 1 1 dlog R(6; X) /36% -
g'(8) = B C exp{—a-/ 3%log R(ﬂ;i)/aﬁz d&}. (73)

Recuerde que en el ejemplo 2.13 se reparametrizé con 5 = g(f) = 0‘1/3; este

nuevo parémetro surge como resultado de aplicar (73), ya que

Yo ; g3 5
s yon ~ () (%) =i

entonces
g@)=c exp{-—glogt} =3

g
ﬂm=q=th4ﬁa=—xm4ﬁ,

escogiendo por simplicidad, € = ~1/3.
En general cuando se desea examinar el efecto que tiene cualquier transfermacidén
del tipo n = g{#), en producir verosimilitudes aproximadamente normales, se puede hacer
uso de la igualdad siguiente obtenida por Sprott (1973)
3(d?%5 /d0?)

Fy(R) | = | Fs(f
| Fs(7) | = | Fs(6) + @i

(74)

Se puede verificar ficilmente que, para el ejemplo 2.13, se obtiene

|Fs(i) | = | == 257

Fste procedimiento de obtener verosimilitudes aproximadamente normales,

evidencfa el hecho de que, en algunos problemas pricticos es posible lograr una
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verosimilitud aproximadamente Normal, sin tener necesarinmente un tamafio de
muestra grande, mejorando as{ la precisidn de las inferencias al aplicar resultados
asintbéticos a muestras finitas, como fue el caso del ejemplo 2.13 en que, aun con n = 2,

se pudieron obtener intervalos de confianza bastante precisos.

Las ventajas de tener una funcién de verosimilitud del pardmetro 8, o bien, de
un nuevo pardmetro funcién uno a uno del original, que sea aproximadamente Normal,
también se ven reflejadas en las cantidades pivotales (59) a (84). Observe que de (69) ¥y

(70) surge la siguiente aproximacién para la funcién de puntuacién §
. U i
5(X:0) = Ua\/Bo[1 - () Ps(d)] (75)

¥, suponiendo que Fg (5) se pueda hacer igual a cero, se tiene que

S(X;6) = U/, (76)
por lo que las pivotales en {61) y (62) resultan ser aproximadamente iguales, es decir
s .
2 '\/IE 2 ( )\/- ( )

logr&ﬁdose también con ésto que {B1) sea aproximadamente lineal en #. Este linealidad

en las pivotales nos permitird despejar el pardmetro § para obtener su intervalo de
confianza.

En ocasiones, la informacién observada de Fisher Jy en (68) no se puede expresar
como una funcién de §, por lo que resulta mas conveniente utilizar el estimador Ig{f) en

(65) y la expansién de Taylor de E{log R(8; X]}, la curl fue obtenida por Sprott (1973)
¥ resulta ser igual a -

. . 1 2 U3 ar‘log R(B‘__X_) —3/9,2
E(log R(6; X)} = —3Ud {1 + (?)E{——-é-ég—-’-—}zE / (a)}. (78)
En este caso, Sprott (1873) también ha demostrado que al lograr una buena aproximacién
Normal de R como en (72), se logra que la distribucién de la pivotal Uy en (64) sca més
cercana a la distribucién Normal, asf tarmbién la de Sy en (63), mejoréndose con ésto la
precisién de las inferencias basadas en ellas.
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Resurniendo, se puede decir que, cuando se obtiene una buena aproximacién
Normal de R, existe muy poca diferencia en cuanto al uso de las pivotales (61) a (84)

yva que éstas resultan ser aproximadamente iguales,

En cuanto a les pivotales S1 y Uy en (58) y (60), las cuales, como se mencioné
anteriormente, surgen de estandarizar la funcién de puntuacién § y el error de estimacién
(8—5), con su varianza exacta y asintética, respectivamente; pareciers que estas pivotales
son preferibles a las pivotales {61} a (64), debido a que no se presenta el problemsa
de pérdide de informacién como resultado de reemplazar la varianza muestral por la
varianza poblacional; sin embargo, Sprott ¥ Viveros (1984) y Sprott (1875), demuestran
gue esta aparente desventaja en las pivotales (61) a (64) puede compensarse por la
posibilidad de incrementar la precisién de la aproximacidon Normal y la linealidad de

estas pivotales, como se puede apreciar en el siguiente e¢jempla,

Ejemplo 2.14

Aqui se continiia con lo visto en el ejemplo 2.13, para el que Sprott y Viveros
(1984) obtienen las siguientes grifices, donde la linea continua (—) corresponde a la

densidad Normal, la linea —— corresponde a la densidad

=2 ) el 2 (s 550}
de la pivotal
U=Us=($-¢)/Ts

en que se utiliza un estimador de la varianza asintética y la linea —— — —— cotresponde
a la densidad )

Flv) = 12k(1 + kv) ™7 exp]—2(1 + kv) ™3},
de la pivotal

_ (-9
Var(¢)
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en la que se reemplazéd I;'l en Uy por Var(@) = (k$)?, k = 0.3520.

0.4+

9.3

DENSIDAD

-3,0 -1.8 ] c.o 1.9 a0
FUNCIONES DE DISTRIBUCION

Como se puede apreciar en esta grifica, se logra una mejor aproximacién a ian
Normal cuando se utiliza el estimador de la varianza del estimador, que cuando se utiliza

la varianza del estimador, ademds de que la pivotal Uy resulta ser lineal en ¢.
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CAPITULO 3

ENFOQUES FIDUCIAL Y BAYESIANO

3.1 Introduccién

En este capitulo se hace una exposicién de tres métodos, el Fiducial, Fiducial
Impli{cito y Bayesiano, a partir de los cuales es posible hacer inferencias acerca
del valor de un parametro escalar desconocido 8. Los dos primeros tratan a f# como
constante, mientras que el \dltimo como una variable aleatoria ¥, en los tres casos se
pueden construir intervalos para §: para los primeros dos métodos se llaman fiducicles

¥, para el dltimo de probabilidad (a-posteriors).

En la primera seccién se presenta el procedimiento de const-ruccién de intervalos
fiduciales, basado en la distribucién fiducial del pardmetro 8. El objetivo de esta seccidn
no es juzgar la velidez de este método, que ha sido sumamente controversial desde su
aparicidn en 1930 sino, més bien, exponer de una manera sencilla y clara el procedimiento
de construccién y a.p]icacién del mismo, sin dejar de comentar algunos de los puntos que
han sido mis discutidos y criticados por muchos autores: Barnard (1963a,b, 1987},
Dempster (1963), Fraser (1961a,b), Lindley (1958), Neyman (1942), Pederzen (1978),
Sprott (1963, 1968), Sprott y Kalbfieisch (1967), Tukey {1957), por citar algunos.

En la siguiente seccidn se presenta otra versién del método Bducial, pare el ceso
en que la distribucién fiducial no se exhibe explicitamente en la construccién de. los
intervalos fiduciales, sino que queda subyacente en un procedimiento aqui referido como
el método Fiducial Implicito.



Finalmente, en la tercera seccién, ee presenta el método Bayesiano de
construccién de intervalos de probabilidad (a-pesteriors) de densidad méxima, basado
en el Teoremn de Bayes, comentando algunas de las diferentes técnicas que se han

desarrollado en torno a la bisquede de la distribucién inicial (a-priori) del pardmetro 4.

3.2 Método Fiducial

Fisher en 1930 introdujo por primera vez un procedimiento alternativo al de
Bayes, conocido como argumento fiducial, para poder hacer inferencias sobre el valor
de un pardmetro escalar #. Este argumento permite obtener una distribucidén fiducial
para #, basindose tan sélo en las observaciones disponibles z, y su aplicacién es valida
solamente en los casos donde no se tiene un conocimiento inicial (a-priors) sobre el

parimetro.

Existen en la literatura diferentes planteamientos del argumento fiducial; por
ejemplo, Pederzen (1978), utiliza los conjuntos de referencia de Fisher y Fraser (1961),
modelos de transformacién de pardmetros. El planteamiento del argumento fiducial
elegido aqui, requiere de conceptos mencionados en el Capitulo 2 el de cantidad pivotal

exacta y el de estadistica suficiente minimal.

Recuerde que dos de los métodos presentados para la construccién de cantidades
pivotales exactas, se basaban en la estadistica suficiente minimal, siendo asi consistentes
con el principio de verosimilitud. El primero de éllos consistia en encontrar una
cantidad pivotal exacta U (T;0), que fuese funcién de la estadistica suficiente minimal
uni-dimensional T, y del pardmetro @, cuya distribucién luese conocida y \inica para

cuzalquier valor de # € ©, es decir que
p(U(T;8) < u;0) = Fo(u), Ve € O. 1)

El sepundo método consistia en encontrar la estadistica suficiente minimal uni-
dimensional T, con funcién de distribucién F({t;#)} que se supone continua en ¢, para

después construir la cantidad pivotal exacta como la transformacién con la integral de
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probabilidad utilizando a F(t; 0}, es decir que

U(T;8) =F(T;0) ~ Uniforme(0,1),
p(U(T;8) < uw;8) = p{F(T;6) <v;0) =u, Vi € G. (2)
La utilizaci6én hecha en el Capftulo 2 de la cantidad pivotal exacta U(T;#8),
consist{a en construir primero un intervalo de probabilidad + = 1 — a para U, para
después ver si era posible “pivotear”, es decir, construir una desigualdad en la que el
pardmetro ¢ quedase contenido, con lp misma confianza ~y. Para lograr lo anterior fue

necesario pedir que la pivotal utilizada, vista como funcién de &, fuese una funcién

mondtona para cada valor posible de ¢,

En el primer método se llegé a gue 5i la centidad pivotal U(L, §) era una funcién

creciente en ¢, para cada t fijn, entonces se cumplia
U(T,0) <u <= 8<UYT,u). (3)

As{ por {1) y para cada <y en (0,1}, se ten{an las siguientes igualdades en probabilidad
p(U(T,80) Suqy) =p(0 < U_I(T; uq)) = FD{“'T) =7 (4)

donde u. es el porcentil v de Fy(u). En el caso en que U(T,0) fuera decreciente, entonces

la desigualdad en (3) simplemente se invertiria.

Para el segundo método se tiene que las propiedades pedidas a la pivotal U7 (¢;6)
resultan ser por (2),las mismas que las de ls distribucién F'(t;0) por lo que, si F(t,6)

ern una funcién creciente en # para cada t fija, entonces se cumplia
UT,8) <~ <= FT0) <7y <= §<FYT,9). (5)
Asf por (2) y para cada <y en (0, 1), se obtenian las siguientes igualdades en probabilidad
p(F(T,0) <) =p@ < FYT\7)) =, WBEO, (©)

donde obviamente -y es el porcentil de una distribucién Uniforme(0,1). 8i F(t,8) fuera

une funcién decreciente, entonces la desigualdad en (5) se invertiria .
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A las cantidades aleatorias U~ (T,uq) en (4) y F~1(T,v) en (8), se les conoce
como los limites de confianza superiores para # de nivel ~ y, en caso de trabajar
con funciones monétonas decrecientes, lo que se obtendria serfan limites de confianza

inferiores para @ de nivel #.

Desde el punto de vista frecuentista, las aseveraciones probabilistices en (4) ¥
(8) son vAlidas, ya que antes de observar la muestra z, los l{mites de confianza superiores
U_I(T, U~) ¥ F~1{T,~) estardin por arriba del valor de 6, en un 100 x 4% de las veces
en un niroero grande de muestres. Agqui # es una constante desconocida y los limites de
confianze superiores son variables alentorias. En particular, los limites superiores que
resultan al haber observade T = t,, U'l(to,u-,) y F~1{tg,~y), también se les identifica
como limites de confianza superiores para 0 de nivel ~.

Hasta aqui no se ha introducido ningin nuevo tipo de razonamiento, de hecho,
todo lo expuesto anteriormente se utilizéd en el Capitulo 2 para plantear la teoria de
Intervales de Confianza de Neyman. Juste en este momento del plunteamiento, es
cuando el argumento fiducia! de Fisher introduce un nuevo tipo de razonamiento en
el que @ juega el papel l6gico de una variable aleatoria, sin ser variable aleatoria, y T

llega a jugar el papel 16gico de un pardmetro que define a la distribucién fiducial de 6.

Para hacer la exposicidn un poco mas clara, se obtendrd la densidad fiducial
para el primer método, en el que se utiliza una cantidad pivotal funcién de la estadistica
suficiente minimal, as{ como sus intervalos fiduciales y, posteriormente, se obtendra para

el segundo método, en el que la pivotal es justo la funcion gde la estadistica suficiente

minimal.

El argumento fiducial supone que la muestra z ya ha sido observada y, en

consecuencia, T' = ¢, por lo que la desigualdad en (3) se convierte en
0 < U {to,u), (7)
¥, a &sta, se le asocia una “probabilidad fiducial” similar a (4)
pFia(0 < U7 (toyuq)) = Fo(uy) = . (8)

Al nimero U'l(to,u-,) se le |lamard, por simplicidad de notacién, 0*. Este

obviamente depende de la probabilidad ¥ del valor ¢, que tomé la estadistica suficiente
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minimal T, como se podra apreciar de las siguientes dos ecuaciones
0" =U " loyuy) <= Ulto,8%) = uy (9)

¥y, reescribiendo (8) en téminos de 8*, se define la funcién de distribucién fiduclal

Fpig(8') = ppig(6 < 6*) = Fp(U(t0,6")) = 1. (10)

Para poder obtener la densided fiducial, se debe suponer que Fy, la distribucién
de la pivotal U, tiene una derivada continua y que U(¢t,, } es diferenciable con respecto

a f, de donde se obtiene que

Friator) = SEralC) _ SBo@0e %)) _ 1 rr,, 0. L) )

donde fg es la funcién de densidad de la pivotal U.

En el caso en que la pivotal U sea una funcion monétona decreciente en 4, para

cada ¢, (10) se escribiria como
Fpia(0%) =1 — prig(0 S 0°) =1~ Fo(U(t0,0%)) = 11, (12)

¥ la densidad fiducial entonces resulta ser

AU (to,6")

fFia{0") = —fo(U(t0, 0%)) - —53

(13)

Tomando en cuenta {(11) y (13), es usual que en la literatura aparezca la funcién

de densidad fiducial para € como

: . U (ts, 8"
Trial0®) = foUtar 0%))- | L0 ) (14)
ﬁon 0* relacionado con ~ y ¢, {que estd fijo), a través de
v = Fo(U(to,0%)) = Fo{uy), (15)
y la funcién de distribucién de &, simplemente como
B (U (to,8')) si U es creciente en #
Fria(6%) = (18)
1—Fo(U(to,9*)) si U es decrecienteen 6.
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Con objeto de ilustrar la aplicacién del método anterior se da el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.1

Sea Xj,..., Xn una muestra aleatoria de la densidad Ezponencial {6 > 0)
f(z:0) = 0 exp(~26)1(0,00) (%)
Lz estadistica suficiente minimal en este caso es

T(Z_f_) = i X,

=1

con funcién de distribucién continua y monétona creciente en 8, de acuerdo a una
Gamma (@ =n,8 = §)

—_ t 1 n . n—1
F{t,0) = j; I‘(n)a exp(—f#z) - 2" d=z.
8i se elige como cantidad pivotal a
U(T,60) =0T ~ Gammalae=n,8=1),

entonces . p
t 1 —
Folu) = j;) ma{p(-—z)z" 14z,
La distribucién fiducial en este caso, aplicando (18), es igual a

8%,
Fpiq(8*) = fo-t ﬁﬂp(—"-)zh‘dz

y la densidad fiducial, aplicando (11}, resulta ser
] 1 \ .
fria(0®) = 'f'f;ﬁexp(_e‘ta) - (6%,)" 1 + 1oy

que corresponde a decir que, dado el valor observado T = ¢,, # tiene como distribucién

fiducial 2 una Gamma (a =n,f = 11;)
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Suponga que se desea obtener un intervalo fiducial central para # (es decir, con
limites inferior y superior), con probabilidad fiducial + y besado en el valor observado
T =i, como parimetro. Este intervalo se puede obtener encontrando cantidades 47 ¥

@; tales que

Pria(0] €0 £03) = Fpya(03) — Fria(0]) = - (17)

Si adicionalmente se desea que este intervalo sea el més pequefio, entonces,

ademids de (17), 8] y 83 deben satisfacer gue
fria(01) = frig(02). (18)
Para el ejemplo 3.1, 8] v 83 serian tales que

GEta 1 n—1
./;;to Ftn—)exp(-—z)z dz =+~

exp(—0it,) - 0]" % = exp(—03t,) - 637 1.

La interpretacién que se da & los intervalos fiduciales en (17) es que, para la
muestra particular que se observé ¥ que produjo el valor ¢,, el valor desconocido del

parametro § se encontrard entre las cantidades §} y 65 con una probabilidad fiducial «.

Ejemplo 3.2

Sea X = (Xj,..., X5} una muestra aleatorin de una N(g,1). La estadfstica

suficiente minimal en este caso es
1 n
T(X) =~ 2 X
=1
con Tuncién de distribucién continua y monétona decreciente en u, de acuerdo 2 una -
N L)
t /n (z— #)2)
2o ) = — dz,
F( 'p) f-—co V2T exp( 2/n 2
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Si se elige como pivotal a la cantidad
Ui = (T-mvm ~ N0,

entonces

Fo(w) = [ “m# exp(—2%/2)dz.

Una vez observado el valor T' = fo, la distribucién fiducial, aplicando (18), es

igual a

Friale) =1~ Fo@ltouN =1 = [T L g (- 2z

= fﬁu,—p-) Vzm P (" z?) 4z

¥ la densidad fiduciel aplicando {13) resulta ser

U (to, k') _ V/n (1 —t0)?
- Y = — t R * . — (—-———)
thd(P' ) fO(U( o B )) EPT \/2—“_‘33‘9 2/!‘1. 1
que equivale a decir que, dado el valor observado T = 14, g tiene como distribucién
fiducial una N{t,, 1).

El intervalo fiducial més pequefio para g de probabilidad fiducial ~, dada 1a
muestrae observada que produjo el valor T = {,, se obtendrd, encontrando cantidades .u.;

b p.§ tales que
n(to—ps
Vlto—nu3) 1

2
- =
prig{p] Su<py) = Tar P (*—2—) dz =+~
\/E(to"'ﬂn

Frealud) = Traalud) = exp( (_EL:_‘_Ol_) exp( (#2—to)2)

Como se podra apreciar a continuacién, el planteamiento del argumento fiducial
a través del segundo método mencionado al inicio de esta seccién, resulta ser un caso
particular del método anterior, ya que se utiliza como pivotal a la funcidén de distribucién

de la estadistica suficiente minimal T'.
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Una vez observado el valor que tomé la estadistica suficiente minimal T' =t,, la

desigualdad en (5) se convierte en
0 < FH{to,), (19)
con probabilidad fiducial asociada igual a
pria(8 < F71{to, 7)) = 7. (20)

Igual que se hizo en el caso anterior, el niimero F~1(t,,4) se denotard por §*,
sin olvidar que éste estd relacionedo con la probabilided + en una Urniforme (0,1) y el

valor fijo {,, como se puede apreciar en la siguiente ecuacién
0 = F~Hig,y) = F(lo,0") =7. {21)

Asi, reescribiendo {20) en términos de 0" y por (21), se define la funcién de
distribucién fiducial como

Frig(6®) = prig(0 < 0°) = F(t,,0%) = . (22)

Para obtener la funcién de densidad fiducial es necesario pedir adicicnalmente

que F(t,:) sea una funcién diferenciable con respecto & 8, para cada ¢; asi se obtiene

o dFpa(6*)  OF(to,6"
Iria(ot) = Heidl?) _ O7Ue ) (23)

donde F' en este caso es le funcién de distribucién continua de la estadistica suficiente
minimal.
Suponiendo que F{t,#) fuese una funcién coniinua mondiona decreciente en &,

para cade ¢, entonces {22) se escribird como
Fpia(0*) = 1 - prig(0 < 6°) = 1 — F(t,,0%) = (24)

y asf, la densidad fiducial resulta ser

rigton) = a0 98, 0T) (25)
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Por (28) y (25), es comiin encontrar en la literatura las funciones de densidad y

distribucién fiducial como

" _| OF(to,6°)
Iria(8®) =| =—2— | (26)
Y
F(t,,0%) s8i F escrecienteen @
Fria(0*) = (27)
1—F(ty,8%) 8i F es decreciente en 8.

Para ilustrar la aplicacién del método anterior, se dan los siguientes dos ejemplos;

el primero es el ejemplo 3.1 ¥ el segundo el 2.5

Ejemplo 3.3

Suponga que en lugar de haber elegido come cantidad pivotal a 81", como se hizo

en el ejemplo 3.1, se elige a
U(T,0) = F(t,0) ~ Uniforme(0,1),

donde la funcién de distribucién F(¢,8) de U, es una Geamma (a=n,8 = %)
Uzna vez observada la muestra, es decir que T' = ¢,, la funcidén de distribucién
fiducial para ¢ aplicando (22}, es igual a

Fpig(0°) = p(0 < 0°) = F(t,,6%) = 7,

donde

* te 1 * - _
F(-‘.o,ﬂ )='£} r—(n—)ﬂ n e.xp(-—ﬂ Z)Z" idz,

y la densidad fiducial aplicando (23) resulta ser

(6%) = OF (e, 87) _ 8 rto 877 *,)2n-1
fF,_d(a ) = 50° = "é"b'j; -Iwexp(-—ﬂ Z)Z dz.

Para derivar F(t,,0*) se puede hacer el cambio de variable v = 6%z en la
integral, reduciendo el cdlculo de la funcién de densidad fiducial al del ejemplo 3.1.

Alternativamente, se puede intercambiar el orden de integracién y diferenciacién. Por
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cualquiera de los dos caminos, se llega al mismo resultado del gjemplo 3.1, es decir que,

dado T = t,, 0 tiene una distribucién fiducial Gamma (o = n, 8 = ?1;)

Ejemplo 3.4

Sean X}, ..., X, variables aleatorias i. i. d. Uniformes(0,8). En el Capitulo
2, se obtuvo para este problema, el intervalo de confianza mds pequefio para & de nivel

1 — a = -y que resulté ser igual a (ver 2.37)

T
ve (r.-2).
' l/n
Aqui se desea encontrar el intervalo fiducial para 8 aplicando el planteamiento anterior.

La estadistica suficiente minimal en este caso es igual a
T(X)=maxX; = X{n),

con funcién de distribucién continue y monétona decreciente en 4 para cada ¢,

4] nBi t<0
F(t,a)z{(g) i 0<t<#
1 Bi >0

¥ funcién de densidad

f(2,6) = {“(5)n—1-% si 0<t<6
0

en otre caso.

La cantidad pivotal aplicando (2) seria igual a
. mn
U(T,6) = F(T, 6) = (%) ~  Uniforme(0,1).

Una vez ohservado el valor T = t5, la distribucién fiducial para #, aplicando (24), es

0 Si 9 S ta .
Fpig(') =1 F(to,0°) = {1 - (5*)“ si to < 8*

¥ la densidad fiducial para @, por (25), resulta ser

_ dFpig(0*) _ 8F(t,,8%) _ |© si 0% €0,z
="asr EY 3"‘(5“) i 8> 1,
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Peara obtener el intervalo fiducial para & de probabilidad fiducial igusl a ~ se

necesita encontrar f}, tal que
- - tO n
pria(f < 01) = Frya(8)) =v=1~ (@) ,
de donde

ta

61"

to
al/n’

=]l—-7T=a => 81‘=

por lo que se dird que, para Is muestra observada, que produjo el valor T = ¢,,

to )
8 toy —
= ( ar Q‘l/n ]
con une probabilidad fiducial v = 1 — o

Para este ejemplo coinciden e! intervalo de confianza mdés pequefio de Neyman y el
intervalo fiducial para 8. Obsérvese que este ltimo es méds répido de obiener, ya que no

requiere minimizar la longitud del intervalo de probabilidad de la pivotal,

En los ejemplos anteriores, fue siempre posible resumir toda lz informacién
proporcionada por la muestra completa sobre el pardmetro # en una estadistica suficiente
minimal T" de dimensién iguel a la del parametro; sin embargo, no siempre es posible
encontrar una estadistica tal, sunque puede suceder que dicha estadistica esté en
correspondencia 1:1 con (R,S), donde R, una estadistica uni-dimensional y §, una
estadfstica ancilaria (i.e., que su distribucién no depende de #8), son tales que la

funcién de verosimilitud se puede expresar como
L(8iz) = f(z:0) = f(R,5;6)f(z/R,5), (28)

" donde la distribucién condicional de z dado R y § no depende de @, por lo que

L(0;z) < f(R,S5;60) = [(R; 8| 5)- f(S). (29)
Como S es ancilaria, la verosimilitud resulta proporcional a

L(0;z) < f(R;6| 8) {30}
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v asf, uno puede gin pérdida de informacién, beser las inferencias sobre 7 en la
distribucién condicional de R dado S, en este caso se dice que R es una estadistica

exhaustiva o condicionalmente suficiente.

Si la distribucién condicional F{R;0 | S) de R, es continua en R y monétona
en 0 pare cada posible valor de R y el valor fijo y observado de S, entonces, se puede
encontrar la distribucién fducial de § como en (27) si, adicionalmente F(R;8 | 5) es
una funcién diferenciable con respecto a @ para cada R y el velor fijo de §, entonces la

funcién de densidad fiducial se puede encontrar como en (26) (ver Sprott 1967, Pederzen
1978).

Otro punto importante por mencionar es que, una vez que se ha obtenido la
funcidn de distribucién fiducial de un pardmetro 8, ésta se puede utilizar para obtener
la funcién de distribucién Bducial de cualquier funcién 1:1 de 8,p = g(8), por lo que
ambas § y n juegan el papel 1égico de variables aleatorias. Sin embargo, cuande 1 no
es ung, funcién mondtona de 8 ésto no se puede hacer como sucede en el caso clésico, es
m#s, Barnard y Sprott (1983), demuestran que la funcién de distribucién fiducial de n
no existe, cuando # varfa en el eje real. Asi, si 5 = 02, entonces desde el punto de vista
fiducial, #2 no puede jugar el pape! légico de variable aleatoria. Este hecho contradice
1z definicién de Kolmogorov de que cualquier funcién medibie de una variable aleatoria
es variable aleatoria, por lo que las lamadas probabilidades fiduciales no se pueden ver
como probabilidades en el sentido de Kolmogorov. Pederzen {(1978) demuestra que no se
puede obtener la distribucién fiducial de u? a partir de la de i en una N(p,1) y Barnard
(1987) lo demuestra pare un caso discutido por Laplace (Stigler, 1986).

Como se pudo observar de lo expuesto anteriormente, en el argumento fiducial
? juega el papel 16gico de una variable aleatoria, sin ser variable aleatoria y T llega a
jugar el papel légico de un pardmetro que define a la distribucién fiducial. Este tipo de
razonamiento iniciado por Fisher ha creado grandes controversias entre los estadisticos
clisicos y Bayesianos, ya que los primeros, niegan el que se puedan hacer aseveraciones
probabilisticas sobre una constante § del tipo (10), 2 menos que dicha probabilidad sea
1 6 0 de que §* sea mayor o igual a #; los segundos por otro lado, aseguran que siempre
es posible obtener una distribucién a-prieri de 8, por lo que resulta més conveniente
utilizar el procedimiento de Bayes.
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8.3 Fiducial Implicito

En la seccién anterior quedd establecido que para obtener los intervalos fiduciales
de un pardmetro escalar §, era necesaric encontrar de manera explicita la funcién
de distribucién fiducial de #. Esto se logré, en general, con una cantidad pivotal
exacta, funcién de la estadfstica suficiente minimal cuya distribucién fuese conocida,
o bien, cuando no se tenfa a la mano una cantidad pivotal exacta, con la estadistica
suficiente minimal T" ¥y su funcién de distribucién F(t;#), la cual se supone continua.
Desafortunadamente, cuando la distribucién de la estadistica suficiente minimeal posee

una expresién analitica complicada, no se puede obtener de manera sencilla la
distribucién fiducial de 8.

En esta seccién se presenta un método al que se refiere como fiducial implfcito,
que viene a ser otra versién del fiducial, y que permite obtener intervalos fiduciales para
el pardmetro # sin necesidad de exhibir de manera explicita la funcién de distribucién

fiducial de # {aunque esta dltima también se podria obtener).

La aplicacién de este método resulta muy conveniente en los casos en que la
funcién de distribucién de la estadistica suficiente minimal, poses una expresién analftica
muy compliceda, evitdndose el algebra necesaria al derivar dicha funcién para encontrar

la densidad fiducial de & y con ella, los intervalos fiduciales para .

Pare la construccién del método fiducial implicito =e necesita de una estadistica
suficiente minimal y uni-dimensional T con funcién de distribucidén F(¢;8), que sea
continua en ¢ y monétona en 6; con éllo y para cada 4y = 1 — a en el intervalo (0,1)
existe t,(f) tal que

P(T < 14(8);6) = F(t(0),0) =, (31)

donde t (0} es el porcentil v de F(t,6).

Lo primero es construir un conjunto de valores de 8, para lo cual se supone por
el momento, que F(t,-} es creciente en § para cada posible valor de ¢, ¥ que la muestra

va ha sido observada, es decir que T = t,. Este conjunto de valores de & se define como

Alto) = {85t < t4(6)} (32)
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¥ suponga que

6) € A(to), oseaque i, < ty(f1), _ (33)
donde 8; es un posible valor del pardmetro 4, por lo que
F(to,61) < F(ty(61),61) = 1. ' (34)
Sea 0y < 01; como F(t, ) es creciente en 0 se tiene que .
F(to,02) < F(to,01), 4 (35)
¥ de (34) y (35) se implica que
F(to,82) < F(ty(82):02) = . (36)
Esta 1ltima desigualdad implica que
to < ty{02) v porlotante &2 € A(l,). (37)
Asf el conjunto A(ts) de valores de § en (32), tiene la forma del intervale
(—o0,0%, (38)

donde §* es tal que
o = (0. (39)

El conjunte A(Zo,) en {32) que tiene la forma en (38) es el intervalo fiducial de ¢
de probabilidad fiducial ~, pata T =t,, o sea que

pFid(8 € (—00,8%]) = . (40)
Para obtener la distribucién fiducial de & obsérvese que
beAte) <= 0€(—00,0"] <= € (—00,t4(8%)], (41)

¥ que en la obtencién del valor 8, i, estd fijo ¥ = fue elegido en (0,1), asf para cada
valor de < existird 6*(+) que satisfaga (40). Al observar 4 como funcién de §* a través
de (39) se puede escribir a (40} como

prid( € (—o0,8%]) = 4(87), (42)
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y al hacer dicha descripcién variando 8* los valores correspondientes de v(8°) serdn los

de la funcién de distribucién fiducial de 8, es decir
Fpia(6*) = ~(0%). (43)

En caso de que F(¢,0) sen decreciente en & para cada valor de ¢, el conjunto de

valores A{t,) de @ en (32) dard como resultado un intevalo fiducial para # de la forma
[8°,00), (44)

con §* satisfaciendo (39).

Se enfatiza que este método implicito permite obtener intervalos fiduciales para
el pardmetro &, sin que sea necesario obtener la distribucidn fiducial de & explicitamente,

como era el caso en la seccidn anterjor,

Aqui se ha ilustrado el método para obtener intervalos de la forma (38) y (44),

la obtencién de intervalos centrales de la forma (87,6;) es inmediata.

Ejemplo 3.5

Sean Xj,..., X variables aleatorias 1.1.d. Uniformes (0,0). En el gjemplo 3.4 se

obtuvo que la estadistica suficiente minirnal T era igual a
T(X) = X(n)»

con funciones de densidad y distribucién, respectivamente

nin—l o 0<t<O
(¢,0) {W

0 en otro caso,
o5 t<0
F(t,0) = (f, i 0<t<@
st 1> 4.

" Con f(¢,8) una funcién creciente en t para cada posible valor de & y F(¢,6) una funcién

continua de ¢ y decreciente en # para cada posible de valor en &.
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con ¢(n), una constante y Kn,!z(’): una funcién de Bessel de “segundo tipo” de orden
n/2.

La evaluacién de la densidad resulté factible solamente desde el punto de vista
numérico y no fue posible obtener una cantidad pivotal exacta; por lo que se utilizé el

procedimiento referido como fiducial implicito, para obtener intervalos de la forma
[9.! oo),

de probabilidad fiducial ~.

3.4 Método Bayesiano

Dentro de este enfoque el paridmetro escelar desconocido # es tratado como una
variable aleatoria, por lo que se supone que, antes de realizar un experimento para
obtener informacién a través de una muestra z , éste posee una distribucidn inicial
w(0), cominmente conocida como distribucién a priori. Esta distribucién juega un
papel importante dentro del andlisis Bayesiano, y representsa el estado de concecimiento

sobre el pardmetro desconocido #, antes de que se observe a z. Para los estad{sticos

Bayesianos esta probabilidad inicial siempre existe, ya que se rigen bajo el supuesto de
que la probabilidad es una expresién matemditica de nuestro grado de credibilidad con
respecto e cierta proposicién (ver Ramsey 1926, De Finetti 1937, Savage 1954, 1961a, b,

1962 y Edwards, Lindman y Savage 1963).

Dado el valor de &, se considers a la densidad condicional de z como

f{zj8) = f(z:0} (en la notacién clisica), (45)
v una vez observado z , la distribucién condicional de 8 aplicandd el teorema de Bayes,
resulta ser
(0| z) = C(z) f(z|0) ~(0). (46)
donde

> Sz | 9)=(9) si 0 discreta,
Cia) = (47)
I flz|8)w()do si 8 continua,
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es una constante normalizadora que asegura que la probabilidad total en (46) ses igual
al.

A la densidad en (48) se le conoce como la distribucién final o posterior de 0, y
representa el estado de conocimiento sobre 6 después de que se incorpora al conocimiento

inicial la informacién proporcionada por la muestra z.

Dado z, f(z | #) en (48), visto como funcién de #, es proporcional a la funcién de
verosimilitud de #, {(0 | z). Esta funcidén juega un papel muy importante en la férmula
de Bayes, ya que a través de ella 1a muestra z puede modificar el conocimiento inicial
sobre 0 representado a través de n(#). Combinando ambas fuentes de informacién sobre

el pardmetro desconocido se describe la distribucién posterior de # como
h(6lz) o U8 ]z) x(6). {48)

Resumiendo, aplicando el Teorema de Bayes cuando w(#} es conocida se
encuentra una distribucién de probabilidad para 8, en la que se incorpora la informacién
proporcionada por = , y desde el punto de vista Bayesiano todas les inferencias sobre @

se deben extraer de esta distribucién final o pastertor.

En el contexto Bayesiano no existe el concepto de intervalos de confianza para
8 de nivel 1 — &, sino mds bien, se maneja el concepto de intervalos de probabilidad

posterior 1 — a, los cuales pueden poseer ciertas propiedades éptirmas como:

a) que la densidad pesterior para cada valor de @ dentro del intervalo sea al

menos tan grande como la de los valores fuera del intervalo.

b) que para una probabilidad dada « el intervalo contenga el menor nimero

posible de valores de 8, dicho de otra manera, que el intervalo sea lo mis pequeiio

posible.

Un poco de reflexién hace obvic el hecho de gue ambas propiedades son equivalentes.
As{, si e} intervalo de probabilidad posterior para § posee slguna de las propiedades
anteriores entonces a éste se le conoce como el intervalo de mixima densidad posterior

comuinmente abreviado como hpd *highest posterior density™.

De manera un poco més formal, se puede decir que dada la distribucién posterior

h(8 | ) de #, un intervalo en el espacio pardmetrico © se llamard de maixima densidad

~ BL -



: pgstcffor_ ¥ 'c'o.ntenic_.io' (1—a)si
. _ . : "
ja h(6|z)dl = 1—a, (49)
1
y para & dentro del intervelo y 8" fuera del intervalo, se tiene que
MO |z) 2 A" | 2). (50)

La interpretacién que se les da a estos intervalos de probabilidad es que @ se encuentra

cntre #; y #s con una probabilidad (en el sentido de Kolmogorov) igual a 1 — a.

Hasta ahora se ha supuesto que el conocitmiento inicial sobre & se puede expresar
a través de una distribucién inicial #{¢#). Este se pudo haber obtenido por experiencia
previa y expresado en términos de frecuencias (ver Fisher 1959), o bien pudo haber sido
expresado basando los argumentos en la teorfa de decisién Bayesiana (ver Schlaifer 1959,
Raiffa y Schlaifer 1961). En la mayoria de las aplicaciones, sin embargo, se desconoce
cémo expresar este conocimiento inicial sobre 8 y es precisamente éste el punto critico

del método Bayesiano, donde el uso del teorema de Bayes ha llegado ha ser controversial,

Siendo el objetivo de este trabajo el dar un panorama global de los distintos
enfocques para resolver el problema de estimacién por intervalos y, dado que resultaria
imposible presentar una discusién de las distintas formas que pueden existir para
expresar el conocimiento inicial a través de una distribucién a priori, se hace a

continuacién una mencién breve de algunos de los métodos para encontrarla.

Las llamadas distribuciones a priori conjugadas surgen como una respuesta
de los estadisticos Bayesianos al caso en que w(f) y I(z | #) poseen expresiones
matemdticas complicadas, haciendo dificil ]z aplicacién del teorema de Bayes para
obtener la distribucidn posterior del pardmetro §. Asf, para cualquier modelo ¥
funcién de verosimilitud en particular, se intenta determinar una familia conjugada
de distribuciones a priori, cada una de las cuales puede ser combinada con (g | 8) sin
dificultad.

En general se pide que la familia conjugada de distribuciones, posea
propicdades tales como que sea matematicamente tratable, en el sentido deserito

anteriormente; que sea rica, en el sentido de gue incluya, lo més que sen posible,
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distribuciones con diferentes localizeciones, varianzas y formas para que puedsn
representar diferentes estados iniciales de informacién, y por dltimo, que sean féiciles

de interpretar.

Las familias conjugadas dan una emplia variedad de modelos de x{0), en los que
se espera exista uno que describa el conocimiento inicial sobre §. Existen ocasiones, sin
embargo, en les que no se quiere expresar dicho conocimiento inicial a través de alguno
de estos modeclos, o bien no se tiene un conocimiento inicial muy definido sobre 4, pars
lo cual, los estadisticos Bayesianos han desarrollado las llamadas distribuciones a priord
difusas, no-Informativas o de referencia, en donde, el problema es seleccionar una
7m(0) que proporcione poce informacién relativa a la informacién que se espera de la

muestra z sobre el pardmetro 8.

Los trabajos desarrollados en este campo se pueden dividir, a grosso modo, en
tres grupos. Existen quienes buscan una transformacién uno & uno ¢(8} del parémetro 8,
cuya verosimilitud sea aproximadamente conocida a priori excepto por su localizacidn,
la cual serd determinada por la muestra . Comiinmente se le llama a esta verosimilitud
“transladada por los datos”. Esta misma idea es equivalente a pedir que la distribucién a
priori para ¢{0) sea localmente Uniforme (ver Jeffreys 1961 y Box y Tiao 1973). Dentro
de este mismo grupo, estan los que ademis encuentran a 7(#) basados en principios de
invarianza, es decir, encontrar una a prieri que sea invariante ante transformaciones 1:1

del parémetro (ver Hartigan 1964, Jeffreys 1946, Perks 1947 y Villegas 1971, 1977a, b).

Otros enfoques se basan en el uso de formas lfmite de families conjugadas (ver
DeGroot 1970, Novick y Hall 1965 y Novick 1969).

Finalmente, existe el grupo de Bayesianos quienes modelan el conocimiento
inicial mediante una a priori seleccionada de acuerdo a ciertas medidas de informacién

(ver Bernardo 1979, Jaynes 1968, Lindley 1961 y Zellner 1977).

Es importante mencionar, que en ocasiones cuando se aplican algunos de los
enfoques antes mencionados para obtener la distribuci6n inicial 7 (), ésta resulta ser
impropia, en el sentido gue

3 ow(8) =0 si 0 discreta,
f?t'(ﬂ) df = oo si # continua, (51}
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Sin embargo, siempre que la distribucién posterior k(# | ) resulte propla no habrd
ningin problemsa en utilizar distribuciones a prieri impropias.

Los intervalos de mixima densidad postertor y contenide 1 — « obtenidos =
partir de estas distribuciones a priori no-informativas, en muchas ocasiones coinciden

numéricamente con los intervalos de confianza més pequefios para § de nivel 1 — o {ver
Lindley 1958, Welch y Peers 1983).

Ejemplo 3.7 . i

Retomando el ejemplo 2.5, en el que se tenfa una muestra aleatoria Xy,...,Xn

de una distribucién Uni forme(0,8). Suponga que se da la distribucién a priori propia
para B

=1(8) = 20, con &€ (0,1).

Dado que la verosimilitud de 8 es proporcional a la funcién de densidad de la

estadistica suficiente minimal, se puede obtener la distribucién posterior de # como
k(0 | z) = C(z)g*(t | 6)m1(6),

donde g*(t | 8} es la densidad de la estadfstica suficiente minimal T(X) = X(n)- Del -

ejemplo 2,10, en que se obtuvo la funcién de distribucién de esta estadistica, se tiene

que .
nt"~ :
B si & (0,6)
g*(t|0) = {
0 en otro caso,

por lo que la distribucién posterior de # seria proporcional a

w5 ge(t,
g‘(tlﬂ)r1(9)={-§_r €

0 en otro caso,

La constante normalizadora C (z), se encuentra por (47) como

cle) = [l o' 10m(0) =

= :f’z (1-t7).

1 gptn—1

. o1 do
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Por 1o que la densidad posterior de 8 es igua! a

n—2}tn—* .
h(alt==(n])={n‘-t—~’-’f'>w s o€ )

0 en otro caso.
Para encontrar el intervalo de maxime densided posterior y contenido 1 - o, es

necesario encontrar la constante ko, tal que
ftkah(alt=::(n})d9=1—a.
Esta constante resulta ser igua.! a
ko=t (t"*(1-a) + a)"‘_l_’ ,
por lo que el intervalo hpd de contenido 1 — o para 8 es
(t <0<t(t"Hi-a)+ a)_Wl_'-‘) )
Suponga ahora, que se da la distribucién a priori no-informativa impropia

wo(0) = -, con @& (0,00},

o=

Con esta a priori la densidad posterior de 8 resulta ser proporcional a

ntn—1 .
9‘(t1a)w2(e)={m si 0€(too)

) en otro caso,

¥ la constante normalizadora C(z) en este caso, es
—ipn _ [ _feennl 1
C™ =) —ft g' (¢t | 8)m2(0) —fz v 40 = 7,

por lo que la densidad posierior de & es igual a

ne? i fe(t,o0)
h(Blt:x(n))={g_—I 81 ( m)

0 en otro caso,

En este caso la constanie k, necesaria para obtener el intervalo de maxima

densidad posterior y contenido 1 — « para 6, es igual a




por lo que el intervalo resulta ser

(=05 3tm).

Observe que este intervalo es numéricamente igual a!l intervalo de confirnza més pequeno
de nivel 1 — o basado en T(X) = X{(n)» en el ejemplo 2.10, asf como a los intervalos
fiduciales obtenidos en los ejemplos 3.4 ¥ 3.5. Aunqgue aquf la interpretacién que se le

da, es que el parimetro 8 se encuentra entret y ta—1/" con una probabilidad 1 — .
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CONCLUSIONES

Resulta sorprendente constatar que en la actualidad, aiin existan controversias
respecto & la forma en que debe ser abordado el problema de hacer inferencins sobre
un parimetro escalar. Alrededor del método frecuentista tradicional se ha suscitado
una serie de criticas por parte de los estadisticos Bayesianos y fiduciales, quienes opinan
que en ocasiones se llega a resultados erréneos para la muestra en particular que se
observéd. El método Bayesiano también ha sido criticado por los estadisticos fiduciales,
por el hecho de requerir de una distribucién inicial del pardmetro, ya que opinan que no
siempre es posible obtenerla, asi como por los estadisticos cldsicos quienes opinan que no
es posible dar una distribucién de probabilidad a un pardmetro que es fijo. Finalmente,
el mds criticado ha sido el método fiducial, no sélo por los frecuenciales, quienes opinan
que no se puede dar una distribucién de probabilidad a un pardmetro fijo, y por los
Bayesianos, quienes opinan que no es posible dar una distribucién final del pardmetro
sin haber utilizado la informacién proporcionada por la distribucién inicial, sino también
dentro de los mismos fiduciales existen diferencias para descifrar, estlarccer 3 formalizar

lo que Fisher ya no pudo decir respecto a su argumento fiducial.

A pesar de lo mencionado en el parrafo anterior, resulta reconfortante observar
que, a] aplicar la filosofia correcta en cada uno de los enfoques vistos a través de este
trabajo, se llega en ocasiones a resultados numéricos similares para un mismo problema,

aunque las interpretaciones que se les da, marquen la diferencia.

Finalmente, creemos necesario mencionar una serie de dudas que surgieron a

lo largo de este trabajo ¥ que se espera puedan motivar futuros estudios. Dentro del



enfoque frecuentista, ; qué hacer cuando se aplica teorfa asintética a un problema donde
no es factible reparametrizar para obtener resultados més precisos?. Dentro del rnétodo
fiducial explicito, jecémo se puede garantizar la unicidad de la distribueién fiducial
cuando se escogen diferentes cantidades pivotales, todes funciones de la estadistica
suficiente minimal?. Dentro del método fiducial implicito, ; ¢cdmo se pueden obtener
los intervalos fiduciales de transformaciones 1:1 del pardmetro, a partir de los intervalos
del pardmetro?. Y finalmente, jcuél serfa la generalizacién de todos estos métodos en

la presencia de pardmetros de ruido?.

Como ya se mencioné en la introduccién, se espera que las dudas anteriores y
muchas otras alrededor del problema tratado, se exploren en trabsjos futuros, y que este
trabajo hays cumplido sus objetivos de informar y motivar para que exista un mayor

interés en el Aren.
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