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CAPITULD I

I1.1.-INTRODUCCION, -

£n 2! qundo moderno, las 4ilas de espera han pasado a scer
parte de nuestro vivir, vy en orasicnes, pasamos gran parte del

1ia en evotac +ilas de espera.

A medida que la pnblacidn aumenta, lag pequenas tolonias van
decarrollanduse, v as{ e convierten en comunidades urbanas de
muy divereoe tamafies. As{ pues, la vida de los hombres ha tenido
qe organizarse, pues depende en mucho de los servicios
orestados por otros para satisfecer sus necesidades, 8§ se
adoptera una filnscfla de "servicio inmediato al ser solicitado*,
e! resvitad> ser{a muy malo, pues no solo ser{a antieconomico,
sino que tawti€n se desperdiciar{a una gran cantidad de potenciel
humano (o maquinariol, ademds de originar problemas muy ditfciles
de superar, Por 1o tanto, 1las filas de espera o “colas® han

rasado a ser parte de la vida cotidiana.

La teor{s de las colas trata de! estudio matemdtico de dstas
{ilas de espera, meciante el estudir de esta materia es posible
deducir datos como! promedio de longitud de lag filas de espera,
promedio de tiempo dque una unidad (persona, maguina o suceso)
debe esperar para ser atepdido, nimero de alementos que se

calzul> en el csistema *otal, y otras muchas cosas.



Cabe mencionar que una fila de espera no necesariamente es
formada por seres “umancs, hay diverspos vy muy variados ejemplas
de coles, por ejemplo? mAquinas que “esperan’ ger reparadas por
un mecdnica (en este caso las que farman la l{nea de espera son
las miquinal), veh{culos que egperan el *siga" de un iemé{nro.
barcos gque esperan ctruzar cierto canal, ropa que espera el

servicio de una tintoreria, etc.

La teor{a de la formacion de colas tiene mucha importangia,
Y @k necesario eatudiarse, pues las filas de espera forman una
molestia y desorganizan muchos aspectos de 1la vida, Los
conocimientos que nos brinda la teorfa de colas nos ayuda a
modificar e! proceso de decisipnes con respecto a las #ilas de
espera, Yy con ello mejorar las perspsctivas de que la decisidn

sea acertada.

ta teor{a bdsica de lam colas puede dividirse en dos
eaturios matematicos, uno trata de distribucliones de tipp
esprcfico de los cuales se derivan +druulas matematicas,
mientrns que el otro trata de distribuciones clasicas, emp{ricas,
o hipotetfzadas que siempre %e analizan mediante métodos de
swimulacion. E1 primero de los dos enfoques exige comunmente gque
1a entrada (o abastecimiento de poblaclén) sig9a una distribucidn
de Poisson, y gQue la prestacidn de servicios siga una
distribucisn exponencial. E1 segundo anfogue (sinularion} permite
urn  eatudin mas amplio, auhfgue @3 anr pocu  nas  complicado
dzzarrGliar dichd  estudiu.  Chn o buww wdludew pubide  edludiarag

far {Imante muchas rombinaciones en la formacinn fe cola:z.



1.2.- ESTRUCTURA BASICA DE LOS MODELDS DE COLAS.-

€l procesa béﬁice_ gque se supdnz én 1ai mayor perte de los
modelos de colzs es el siguiente! *Clientes” gque requieran de
cierts seruvicio, detos clientes =5 generan v el tiempe Tediante
una "$uente de entrada". tos clientes entran al sictema de zolas
Y € urnen a una cola, En diversos memzntos Se seiscciona a algﬁn
cliente formado para darle servicio. El1 "mecanismo de servicio®
25 1p que proporcinna al cliente el servicio demandado, después

de 1o tual el cliente sale del sistana.

En l1a siguiente figtra se muestra el esguema de este

proceso;
T Floura 1.1
SISTEMA LE COLAS
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Foente de Entrada

Uno ¢v Jos datos gue nos proporciona !la fuente de entrada es
el *tamadno®, esto quiere decir el nimers de ciientes patenciales
distintos que pueden reguerir el servicio y puede suponerse

finita o infinita.

Los coalculps para el case 4inito son mas complicados, pues
la entrada de un cliente al sistema afecta al nimero de clientes
potenciales que se encuentran fuera del sistema, los calculos
para el caso infinito son mas faciles en virtud de que la
pnbla:i&n potencial no es afectada por el nimero de clientes que
ee encuentran en ¢l sistems, y a menudo pues, se hace la
suposicion de un tamano infinito aun cuando el tamaho real sea
cierto ndmero finite muy grande {en adelante se considerara que
el tamaiio es infinito como una hipétesis impi{zita en cuslquier

modelo de colas, a wenos gue se especifigue lo contrariol.

El patrdn estadistico mediante el cual se generan las
entradas en el sistema es un proceso de Poisson generalmente,
esto ee, &1 nimero de clientes generados para cualquier instante
tiene {en la gran mayor{a de los casos) una distribucicn de

Poisson.

Trnbien febe especificarse cualquier anomalia en el
comnortamierte de los clientes. Un ejemplo es la “contrariedad"
cre siopificn gue el zljente rechaza ertrar al sistema v por 1lo

tante se pierd:z) ci 12 cola es demesradao laraa, Ctro eremplo es

W



Ia “rerunctia® gue significa gua e! pliente pierde la paciencia

“bandona le linea de omapera,

Cola

ral se caracteriza por el nimero ndximo acwisible de

gue puede co .tener., Las co'as son finitas o infiritas,

plina d= una czola espe .tica el orden en gu: se
gselecciona a low clientes ten ! gola) para recibir el servicio
deseadn., Por o, splec el que Jies. primero recibe  primesn ol
servicio f(nue 3 'o mds  comued, alsatoria, procedimieato de

prinridad, ete,

Mecoanismn de Sorsicin

El mec aiamp de2 o cvicip consiste en uno o was medios  de
servitin  Yos  cuales cortionen uno = mas canales parzlelos dwe

servicio Jlamadns ‘“servidores®, Los sistemes de tolas deben

i ‘ " N 4’
especificar la disposicion de los medios ¥y e} numero de
seyvidores, Los modelos 13, atales establecen un nedio de
servizin gor un admers 4 - o 4> garvidpres.

El tiempn que transcurre desde que para un clisnte se iragd
el servicio hasta su ' yrminacidn se denc 'na tienpo de  servicin
. .
Hn mnodeln de colas  getw  puper JFicar  ja  diziribucion e

probabilidad de 1

ge ServiCio Fara césa  servidor [y
. .

pusiblenente para Yodr o enateg tipos de clientes), aun rcuando

v
@ i puda wet ; Draed st iguaien para todos  jos



servidores. L& disiribuzion mas trecuen'e &2 3a  distribucidy
Lt

exponencial, aungue her ct-en come 1a distribucion 2z Pmreson, la

distribucidr de Erlans, , o distribucion “degencrada” (tismpo de

serviciao constantel,

1.9,~ EJENPLOS DE PROBLEMAS QUE PUEDEN GER RESUELTOS
MEDIANYE (A TEQRIA DE COLAS. ~

Problema 1.~

Una pequefa compaife de cijzarray: tiene quince mahuinas
empacadoras de los cigarrillos que esta produce, o) problema de
esta peguens :ompnﬁ{a es que estas mahuinas 6& deicomponen  muy
frecoeentenente,  por  tanto, osto rovrafif/a ka contratsde a solo
doce persoras goe pueder tocerse carga de una de estas méquinas.
de tal forma que ge cuents £on tres maguinas  le  rese va  para
podar  epr uspdas cuardo las otrsz zufres alaue desperfecto.  AsS
pire,  la compai{a trabaja con dove walyiuas empacadeoras, siempre

Ler

v cuandn nn evicten mas Ade
reparades. ¢ =) nimerc de mdguinas que trabajan se rrduce er vno

smr rada ndpuirn adicional nie erpere cor rengrada.,

Peherne  decir  cfcoac g s e tebrica he e abajase
wagta bac car v gnin wecAnitt  pere  vEporar estr tipuy g«
mdpeivan, o0 Ioe 4atge gue 1o 4abn ins ho chtenide respstio @

tegereerse Sasta o0 0

T - LR AT LI



las msquinas en trabajo se descompone sigue una distribucidn
exponencial con una media de 45 dias, ¥y €l tiempo gue trancscurre
desde que el mecdnico empieza a trabajar en una méquina hasta
terminar su  reparacidn, tiene tambien una distribucidn
expaonencial con urs media de 3 dias. Esto hace que en oDcasiones
Ia compadfa trabaje con menos de 12 miquinas, vy por tanta, la
$abriza plensa en la contratacidn de un nuevo mecdnico con el fin

de poder reparar dos maquinas a la misma vez

Cada reparador le cuesta a la compahfa & 2,000.00 diarios,
pero la wutilidad perdt@a estimada al dejar de trabajar una
empacadora adicional a las tres de reserva es de & 1{,000.00
diarfios., El problema consiste pues, en la toma de una decisibn

para la contratacidn de un nuevo mecdnico.

Problema 2.-

Una oficina de gobierno ofrece cierto servicio para los
trdmites del Registro Federal de Causantes (R.F.C,). Debido al
incremento de personas que splicitan hacer estos trémlteé, la
oficina ha pensado en contratar a un muchacho para ayudar a la
persona encargada de! trabajo de revisar los datos, sellar vy

archivar la solicitud,

La oficina ha descubicrtiu mediante algunos dias 4e prueba,
que cuendn la persona sncargada de éstos tramites trabaja sola,

log tiempos de servicio siguen una distribucidn exponencial con



una mnedia de 4 ninstos por persons, wmientras qQue cuando es
ayudada por el muchacho, sigue también uns distribucicn

exponencial, perp for una media de 2.9 de minutns por persona.

La oficine ha descubierto también, mediante un estudio
astad{stico, que los solicitantes de los trimites del R.F.C.,
pcurren o ta pticina siguiendo una distribucidn de Poisson con
una media de 12 personas por hora (estp es, una persona por cada
5 minutos), durante todas las horas gue se presta este servicio.
MNotemos pues, gue 1a oficina no piensa en ofrecer un nuevo
servidor, sino bfrece una mejora en el serviclio, lo cual desde
luego afectard @] costo del servicio, pero en ambas situaciones
al hacer el estudio nos debemos remitir al modelo bdsico que se

estudiard en la seccidn TV, ).

Consideremos gque en el caso de que siguiera trabajando tan
esole una persona, la nfitina gastar{a en el costo del servicio
% 450.00, mientras gque con el nuevo ayudante gastaria $ 1,000,00

{ambos gastos considerados por hora de servicio),

Ademds de &sto, 1la oficina ha hecho una encuesta con los
solicitantes del R.F.C., vy haclendo una estimacicn, los clientes
han censiderado en promedio, que lp que les ruesta a ellos
esperar una hora en esa oficine para poder hacer los trémites, es
% {50,00. Ademas de €sto, se les pidio que estimaran el costo
adictfonal Ave les provocaba 1a ruptura de la continuidad en sus
tabores, a o que ellos respondieron que una ruptura de media
hora les =rovotab2a un costo de ¢ 30.00, mientras que si tuviesen

que esperar una hova, e} costo ascendie a $ 120.00



Co» tado estp, + comnsiderando gue @] jofe de zsa wviicina es
ura psrsona gqua ouizre tomar una decisidn justa, {¢se debe hacer
ura mejora er €! servicio®, es decir, ¢5€ contratara 3 un

ayudante para la persona encargada de los tramites del R.F.C.?

Praoblems 3

La Companfa ®"Maderas da Mdxico® esta planeando 1la

construccidn de ura nueva sucursal, en el disefo de esta nueva
: . N .

sucursal se estima npecesario incluir uno o mas depositos de
herramientas en el area de la carpinter(a para poder almacenar
todos los wutenrilios gue necesitan sus ‘trabajadores. Las
harramientas son manejadas por los expleados del alwmacen, y se
les otargan a los carpinteros cuando dstas se necesitan, pero

cuardo son »cabadas de utilizar son devueltas al almacen.

En los otras tres suzursales que tiene esta compaffa, 1los
inspectores se ran guejado de que los carpinteros .desperdi:ian
mucho tiempc en ir a los depésilos v esperar ser servidos, as{
pues, =oliritan md:s almacenes v mas personas gque trabajen en
estos. Pero los swucios de est: compania quieren reducir los
vgaﬁtns en la nueva sucursal, Toda esto ha creadp situaciones muy
conflictivas para el Presidente de "Maderas de Meéxico", y por
tanto se esta haciendo un estudio en las optras sucursales
tratando de obtener datos que ayuden en la toma de una decision

que pueda favorecer a la compahia.

10



Los datos que se obtienen son los Siquientes! cada almacen
{orma un sistema de colas, ademas, el tiempo utilizado en atender
2 un carpinteru tiene una distribucian exponencial con media de
un ninuto. Los carpinteros ocurren al almacen de una manera
aleatoria pero con una tasa media de llegadas de &0 carpinteros
cada hora (bajo estos datos se decide usar el modelo bdsico Que
se estudiara en la seccidn IV.1). Ademas el costo total por cada
almacenista es de $ 500.0D por hora, mientras que el valor del
tratajo de unm carpintero se calcula en $ 1,200,00 por hora. Con
estos datos, y con otros que seran presentados en 1la secclén

VI.4, dcual seria la decisidn del Presidente de la compania?

Hasta aquf, pues, hemos visto una pequtﬁa fntroduccidn a la
teor{a de colas, y hemos visto algunas de 1a aplicaciones que
esta tiene, en el siguiente cap{tulo veremos la notacidn que se

vsard en el desarrollo 4e los modelos de colas,

5






capITING X¥

IT.8.- NOTACION,-

En este capitula estudiaremns algunas de las princiaples
variables que influyen en un sistema de colas, y algunas de las

relationes que erxisten entre ellas.

Definicidn.-

Llamaremos "cola® al conjunto de unidades (o clientes) que
jlegan W esperan ser servidas en las instalaciones que

proporcipnar el servicin que solicitan,

Definicidn, ~

Llamaremos “estada de) sistewa® al nimerc de clientes en el

e colas,

m
)
-
o
2
-1}
-5

Detinicidn. -

Llamaremos "longitud del sistema® al nimero. de clientss gue

esperan recibir el serviclo.

Nota: £l estado de) sistema v 13 lerngitud “a 'a 2ola  son
diterentes. por ejewplo. suppngamae qur &r wrsy tagaills de

boletos hav dae servidares ¢ crha slisates, g tanlo  dos
cl{eatas  aeabler reritiends 31 -erviclio, er ssle c250, ol estado

AR ety stiectre aienlras nmue la longitud de la cola
sm M= np iy 2lenter,

12



- ’
To #300 tbhiiremos gue!

awzited de A cela 2 Estado de) sistera - Nimero de clientes
recibiendo servicio.

Detinicion, -

Liamaremos:

N(t)] a e! nimero de clientes en el sistema de colas en el
’ instante t {t 3> 0O),

] a el nimero de servidores en el sistema de colas.

An a la tasa de llegadas (nimero esperado de 1legadas por
unidad de tiempo) de clientes rnueves cuando se
encuentran n clientes en el sistema.

‘“q a la tasa media de servicic en e] sistema {(nimerc
esperadoc de clientes a los gue se les proporciona el

servicio en unidad de tiempo) cuando se encuentran n
clientes en el siatema,

Nota:
si )n‘)\_{ Vi,j¢N  entonces Au=X

Sy Yiyjcll  entonces M=

En estos casos /A sera el tiempo esperado de llegadas vy
L 37 sera el tiempn veperade de servicio,

Si definimos & p = Are s, entonces f signiticars el tiempo
o:ﬁeradu en gue los zervidores estaran brindando servicio por
unidad de tiempo, estc =3, la raidn entre el nimero esperado de
clientes ¥ la capacidad de -.~+vicio de un negocio. Obviamente es
de esperar gue P sea menw nue §, pues de lo contrario,
significars que e] ectado ce:! usistema tiende a crecer
continuamente en !a med.da g - el tiempo transcurre, en este casc

en que la cola srece =’ medir. decimos gque la eola restallarfa®.

14



11.2.~ ESTADD EETACTONARIO. -

Cuando un sistema de cola inicia su servicic (o empieza
a funcionar), el estado del sistema sera en gran parte afectadeo
por el estado inicial y el tiempo transcurrido desde gue conenzé,
el lorvlc!ﬁ, cuando esto sucede decimos que el estado se

encuentra en una condicion transitoria,

Despues de un buen tiempo de servicio, e] estado del sistemd
se vuelve {ndependiente del estado inicial y del tiempo
transcurrido, en este caso podemos decir que el siastema ha

alcanzado un estado estacionario.

En nuestro estudiao de la Tear{a de Colas consideraremos
inicamente los vistemas dentro de un estado estacionarioc, pues el
caso en el que el sistema esta en una condicidn transitoria es
mucho mas diffcil de considerar desde ¢! punto de vista

analftico.

La siguiente notacion supondra el sistema dentro de un
estado estacionario!

n significars el nimers de clientes en @l sistema de colas.

P significera la probabilidad de que . me encuentran

exactamente n clientes en ¢! sistema de colas o gque el

estpdo de) sistema sea n.

L staniticars e) nimero esperado de clientes on ¢! sistens
de colas.

Lq sianificers 1a longitud espersda de 12 cola,



1) sigmificard el Lisnmps de espera en ¢l sistema de colas

pare cada cliente por separadc f{incluye tiempo de
serviciol,
W signiticard el valor ezpzrado de (E(W ),

uq significara el tiempn de espera en la cola para cada
cliente por separado {excluye tiempo de servicio}.

Waq signifi:aré e! valor esperado de (E(Uﬁ 1.

11.3.- RELACIONES ENTRE L, W, Lg, ¥g.-

Supnhgamos que ka=X ) ne M . Se ha demastrado (1) gue en
un sistema de colas que se encuentra dentrp de un estado
estacionario! L=\ W (Esto es, el nimere esperado de clientes
es igual a la tasa media de lliegadas por la media de el tfembn de

espera an el sistema),
Ademas, @n esta misma demostracicn se prucba tambien que:
Lg = A Wg,

Nota: Si las é« ro son todas iguales, entonces A serd
reemplazada por A que significard la tasa promedio de llegadas.

(L) Ver 21 librpo Stidham S., (1920), "A last word on L = A W*
paginas 170-183, Mc Graw Hill.

16



8% sguponencs gue ;“\1/1 q ey s BegiiflEar s Gew i
tiempo medio de servicio es una constante (1/4). De agui puede

dedutirse que!
We=wg+ i/

El!l; relaciones seran muy Importantgs ya gque encontrando el
valaor de una de elias, es ficil deducir los valores de las atras
variables, y esto nos represgnta una gran ventaja, pues si éstas
relaciones no existieran, nos ver{amos frecuentemente en graves
problemas -pnrn deterninar ciertos valpres gue nos  “seran
indispensables para la toma de una decisidn, como pueden ser el

valor ecperado de el tiempo de espera, €l costo de la espera, el

costo del servicio, etc.

Despuée de haber visto en este capftulo la notacidn que
usaremns, analizaremos en el siguiente capftulo un procese
ilamado "Nacimiento-Muerte" que serd de gran importancia en et

desarrollo de nuestro estudio.

17






CAPITULO 111

I11.1.~ ElL PROCESD NACIMIENYO MUGRTE.-

Urnz gran parte de los modelos de los sistemas de colas
aoturren basados en un proceso  llawmado “Proceso HNacimiento-

Muerte”,

Con el término nacimiento entenderemos la llegeda de un
cliente nuevo que se incorpora al sistema ae colas, ¥y por el

.
térming nmuerte entendcremos Ja salida de) sisztems de un cliente

gue ya ha recithide el serrvicino.

L#s bipdtesis necesarias para gQue un proceso  se  considere

core un proceso Nacimiento-Muerte, son las siauientes!

al &) Nit) = n, la distribucion d¢ probzbilidad de tiempe hasta
¢! siguigpnte npaciniento ee exponencial con parametrp A .

by £3 NtY = on, la digtributign de p-ohatilided de tiempo hasta
la siguviente nmuerte ec expererctzl ton parametro e,

ante rwaluwiera snln puede covsrie vn machimients o

1 siguiente d1agrara nDE s lestre 1as tasas de antresda y de

eolida ern &) toeodwioan Moeny te,




Figqura I

Dias

T.1.-

rams de tasas en e) proceso nacimiento-muerte.

e @ UIXT - L LB

/‘l' /l‘. /ll ﬂl /l"l

IXX.2.~ EL PRINCIFPIO “TASA DE ENTRADA = TASA DE SALIDA®.-

Anal

icemos ahora el sigu.ente proceso en un sistema de

.

colas, Supongamos gue una librer{a peyuefia con un solo servidor

empieza

salida de

fic0
7:03
9:09
e:108

9i09

P13
?:14

9117

a brindar servicio a las 9100 A.M., y gue la entrada y

clientes ocurre Je la siguiente manera:

Mo hav clientes sasperando (el estado del sistema es 0)
l.lega un cliente,
Llega ui cliente,

Zate un Llizote “nervido®.

Liega un clivnte,
Fale un © ‘e "jervido”,
Liega un cliv . te,

Llega un cli:ante,
Sale un clicntn “servido”.
Sale un clier “servido*.
Sale un cliente ‘nervida®,
LLlega un cliente,
Llega un cliente,
Sale un cliente *servida”,

b reateat cabasa bt b sany

an



Por tanto ios cambios en el estado del sictens c=  ban

realizado de la siguiente manera:

Sale del eatado O e ingresa al estado |
Sale del estado 1 e ingresa al estado 2
Sale del estado 2 e ingresa al estado !

Sale del estado | e ingresa al estado 2

-

Sale del estado 2 ¢ ingresa al estadp

Sala 4zl estado 1 e ingresa al estado

W N

Sale del estado 2 e ingresa al estado

Sale del estade 2 e ingresa al estadp 2

¢ale del estado 2 e ingresa al estado 1
Sale del 2stado ! e ingresa al estado O

Sale de! eatado O e ingresa al estado 1

S#le del estado 1| e ingresa al estado 2
Sale del estado 2 e ingresa al estado !

as{ pues nos damos cuenta de gue el nimero de veces gue el
proceso entra 7y el mnimerp de veces Que @) procesoc sale de un
estado determinado es el mismo, o sc mira afectado por tan salo
uiia  unidad. Perp ecta diferencia de uno, al +4inal se puede
corsiderar como despr2ciable en las tasas pronedio {nimero total
de ocurrarcias poar unidad de tizwmpo), por tantn, a "largo plazo®,

estas tazas de snirads y de salida deben de ser iguales.

Ecte ins conduce a ls siguiente conclusidn:



Principio de “La tasa d2 entrada eg igual a la tasa de
salida®“.-

Para cualqguicr estado n del sistema, la tasa media de

entrada es igual a la tasa media de salida.
‘

Analizando un poco el sistema en el estado O, nos daremos
cuenta que el proceso entra a este estado dnicamente desde es
estado |, la tasa media para entrar al estado 0 es ). Pero la
probabilidad de que el proceso efectivamente se encuentre en el
¢stado | es P, Por io tanto, la tasa de entrada al estado 0 es

*claramente” R .

Figuierido el mismo razonamiento, obtendremos gue la tasa de
salida del estadn O es MR, ¥y con el principio anterior,

obteremes que! R = AR .

En los dends estados, las transiciones ppsibles son  dos

{tanto de entrada como de salidal.

Do agqui podemos resumir anuestros resultados de la siguiente

forma:

Estado Tasa de entrada = Tasa de salida
° MR = AR
1 ) AR + R = (A + 4 )R
2 MR o+ B = Ak kR
n-1 Aai Pz t e Py = Lk 4 ) P
n Kot Pact ¥ thai Pase 3 A+t ) Pa
n+1 A Pa # phuPan = ¢ At du } By,

22



Aplicarda metp podemos lleagar a 105 s:adientes resultados?
Poo= os R
Poo= Ml R4 L tdeR - Ao By V= Ap R o= Moty g, R,
Py = Aluy B+ I (g P - LA o) s Ay Bo= A‘J..Aogu_,//‘/. R,

Pa = )‘"‘/,‘l. Rut 1da Loy Poc = R By} =hnofy, Ry = PR YY) oy de B

Simplificando la notacidn hagamos

Co = Anv ...‘k.ln/ﬂ‘._._w'/‘h

Por 1o tanto P, = C, P,
{
Corn estos resultados es facil verificar el siguiente

teorema:

Teorema V.
En un sistema de colas, la probabilidad de que el sistema se

encuentre en el estado 0 es!

1
Pn R et GU e mm————
I+ L Cq
an
Demostracion. -
- w
Tenemos que Y P, =4 = P, + L PR =1
iy *
-
== P, v+ Y, =1
== P (1 + F Cu) o=
AT
== P = 0/08 +5L Cat

23



Ademas, "clarcments”  poiasmud ver gQue e} nunero espel ado ae

clientes er ol sistens st

11

*

n e,

Y =i existen s s2rvidores, enlunces s remesenta el nimero
de clientue gue estan siendn atendi1dos (y poe lo tanto €liminsoos
de la colal), gpor lo gae!

w
Lg = % tn=s) B,

Y por las relaciones dadas en 1 capitulo anterior,
obtenemas gue:

W= L/A Yy Wwg = Lg/7.

dande * es la tasa promedio de llegadas, ertv as, = ;E P An

Una dJdlitima cosa que guisiera hacer rotar, e3 gue dzbido &
que las tasas medias Ay, Ay o o b, Aa, . .oy i, My - oy
ey . . pueden  tomer zuslguiar valar ro aegat:vo, eato oos
ofréce una gran flexibilidad en lus sistemas de filas de espera,
can lo gue los modelos basades en este proceso (Y que
estudiaremns en e! siguiente capftulo), son Jlos mas usados
comunmente., Ademas, debido a la hipdtesis a) v bl gque hemos visto
en la seccion III.1, se dice que estos modelos tienen un entrada

de Polsson y 'iempos de servicios exponenciales.
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CAPITULO IV

IV.1 EL. MODELO BASICO.-

Es murs cow'n encortrar en los sistenas de colas que las
tasss medias de llegadas v de salida permanescan canstantes {esto
es, A= Xy Ha=a dnefl), por tanto, cuando ei sistema
tiene un solo serwvidor, el diagrsma de las tasas resultantes se

desarrolla como se muestra en la figura IV,!L.

Figura IV, 1.+

) A A A A A
R T e B e | TN
we QOO O - @ @ @ - -
T TS [N S SR
A A u Ao
En este modelo es de suponerse gue la tasa media de )lagadas
es meror gque la tasa media de salidar, ya gques de otro modo la

cola tender{a a crecer sin medida, o dicho de otro modo, la cola

"estallar{a"

Basados en estos fundamentos, prdemos deducir facilmente los

siquientes teoremas!

Teorema I, 1.~
S{ 12 tasa media de lleggadas y la tasa media de serviCio son
censtantes, \ y M respectivamente, y si s=1, entonces!

g donde ¢ = Afy



Demoetracicn. -

Tenemos  que si A=Ay Ma= g,

[ ] (lI/A)", por tanto,

siguientet

=5

Teorena IV.2.-

Ps

si hacemos
-3
1/(1+“L (]

o
10 5 ¢
nt

[rru-p0]"

v-f

entonces tendremos gue

f= ;\//1 vamps a obtener lo

donde Q= Aa

Con ias condiciones del teorema anterior, L = A/(u~RA)

Demostracicn. -

o0
Tenemos que L = Z n R,

mne

o

]

Intl-py g

“‘f”l’%, 3:
ooprp 1,

(e p g—?(}nf“3
(a-frp j’f—(Vu-fl)
(L-91pu _j,)-z

?/u -po

.A/(/J- 9]



Teorema IV.2.-
Car las condiciones del teorema IV,1 tenemos que!
L
= i -2
Lg = Msluu 1]

Demastracicn, -

o - “
Tenemos que Lg ="§ (n=1)8, = Lg = “Z; nP, ~ E‘ =X

=D Lg=L - {1-PR)
=2 Lg=1L-p
= Lg = Alua-L} = A
=> Lag =N ueu-1]

" Corolario IV.1.~

a) Wg = A/{ utu-23]

BI W s 1/(d =)

Demostracion. -

a) Tenemps que Wq = Lg/A =) o= (1721 [N uta-4 )]

= ug= hrjpie-ay
b) Tenemos que W = L/ A ==p w= [Arca-a] tran

==y W= 1sy-A)

Los calculos para obtener W y hfq son un poco mas complicados,
;ura obtener la.distribucidn de probabilidad del tiempo de espera
en el sistema (incluyendo el servicio) ¥, para una 1leqgada
aleateria, supongamos que el cliente que 1lega encuentra n
clientes en el sistema2, por tanto, tendra gque esperar (n+l}
tiempos de servicias exponenciales. Si Ry, Ry, + ¢ « 35 Ray Rnay

sov variables aleatorias independientes de los tiemppns de



servicio., v estps tierer 1ms AjeteibapidAs acppransialg S
pardmetro s, y definimos Yeu = Ry ¢ Rg # . . . *+ Ra * Ray
entonces, Y., representa el tiempo de espera condicicnal cuando
se tiemen n clientes en el simtema. Ademas, Y., tiene una

distribucidn gamma, por tanto se puede concluir que:

-
P(W) t) s L P, PlY. 2t}
L1 )
Dupue’s de alsunps paspos algebraicns, esto lo podemos
reducir a (2):

Prwy b o= eAtmt

Por tanto, W tiene una distribucion exptnencial con

pardmetro _u (1 -p),

-]
Ademas, Pl Ujg>t) = Z. Py P(Y> )
L

== PLUty = LU - g PIYO

Ay

= PLUPL = p 2 OB PiYad t)

y
== p(w"su =7 P > t)
=9 PLUHL) = P ol

Por t¢1time, tambien podemos decir gue

P(]qum = PR =1 -f

{2 Har-is W,, t1981), “Introduccian 2 1s Tecr{s de Colas”,
Mz Graw Hill, pp. 153-158



IV.2.- EL MODELO BASICO CON VARIOS SERVIDORES.-

Cuando e! modelo de crlas tiene mes de un servidor, el

diagrama de tasan es como en el model: siguiente!

Figqura IV,.2,~

SN oJoJoJONEE 3 0 ®
y Lu kYl (S}t su sal

Ademas, podemos dejucir facilmente los siguientes tecremas:

Teorema IV.4q.-
Si 1a tasa media de llegadas y la tasa media de servicio soh
constantes, A y M respectivamente, y si el nimero de servidores

es s, entonces:

Demostrac&én.-

8§ 21 nimero de servidores =5 s, entonces
Ca =

Por lo tanto,

Fe " “LA_L" (_A)‘f!)}

20



P
B A (Y S
ae M ST - 5@0

Teorema IV. 5, -

Con las mismas condiciones gue el teorema anterior

"
-L}?L R i 0¢ngs
R, =
_f‘_’f_l‘ ., 1 nys

Dencstracicn, -

La demostracicn es trivial, pues P, = Cu &

Yeorena IV.4,-
Con las ctondicicnes de) teorema IV.4,

Pot AV p
L ® —reercocrcaermanan. donde ¢ = Alwg

Dexastracion. -

Detinsmos & p como p= Arsg
Ademas Lg = _‘é in-s) R

urey Lqﬂ- {l‘. Y

10
( [T

sus) Lg = E_ -—Z"_——— F

&
e L) ogve 1

=) Lg = i\_A_P‘F.

Gy

sxd) tg = F M f Z fl-l

[€1)

31



ey La - f, B, LT )
Y Lg P, —f.-l— P gp -?—;ﬁ f
> —t
o e g £ ()
r £
* , g = ...?E_.k_‘ly)__f.-_
. S'_ l'“‘f’)‘
Corolario IV.2,- .
. ammem P Cay f
31 va X st Gep T
B) W __-_f"._L\./M)_s-'f _____ + -_I-_
A 8! (l-P)‘
RS S /A SO s A
st (n-f\‘

. Demostracion, -

a) Tenemos que Wa = Lg/ X , por tanto, la demostracidn es trivial,
b) S1 consideramos que W = WgQ + 1/p , llegamos al resultado.
c) Tambieén tenemos que L = AW = A(Ug + 1/ ) = Lqg + 1\91 y
con estn concluimos la demastracidn.
El metodo para encontrar la distyibucion de probabilidad
para los tiempos de espera es similar que en el caso de un solo

servidor.

El resultado en este caso es el siguiente (3):
3 -e.«[(é-u%)]

“ -
P by om et [1 . Pl S A

st - s -1 -~ A
)

3
P LUyt = [1 - Plug= o) M gonde puge 0122 6

-l g () ]
{3) S1 s=1- A u = 0, entonces P> ) = &' |14 Tff:(-f)l-‘ﬂ{a!

"
I8



1V.3,~ MODELOS BASICOS CON COLAS LINITADAS, -

En e analisis fque hemos hecho en la seccidn anterior, hemos
visto colas que pueden crecer (por asi decirlo} ilimitadamenta,
aurque 1a probabilidad de que llegquen a un nimero M *muy grande®

es wmuy pequeha.

En csta seccidn estudiaremos colas que aun teniendo una
fuente de entrada {nfinita, sea una *cola limitada*. Esto
signitica que 1 nlmero de ciientes en el sistema nunca serd

mayor que cierto nimero M especificado.

Los tasos #n que esta condicion se cumple son muy variados,
puede ser que los tlientes que lleguen no entren al sistema y
"Jleven sus negocios a olras partes® cuando observan gque en la
cola hay demaajados clientes (M), que el *negocioa” no permita la
entrada al sistema cuando e] estado del sistema ¢ muy grande
(M, que el “"negocic” no pueda tener nas de algin nlmera muy

grande (M) de clientes e la cola, etc.

Por ejemplo, supongamos qﬁe un camidn urbano recorre la
Ciudad de Mexico, gue los clientes son los pasajeros, los
servidores son los aslentos vy que el servicio gue los clientes
salicitan es &l poderse sentar, Si el camidn tiene 30 asientos
te-lvyendo €1 asiento de! chofer dei camidn), a treinta personas
2 13 vez st le eetard prestando el servicio, sin emtargo, ta cola
cera limiteda, pues la ceols lo fceman las perscras gque estarn &n

2} cewidn . wiajar zivadaz, v aungque conlinsanentes suban , bajan

y
“w



percsoras, v aunnoe la $vente de entrad2 es "ilimitada* (er este
caso es una cantidad wuy 3Irande!, podemos estar zeojuros de  gue
e} estado del =istema nunca serd mavor de 300 clientes, as{ pues,
aunque l2 fuente de entrada ltiene una pnbla:ién-"inilnita', la

zola serd Jimitadsa,
Cuando e1 plmern de servidores es uno, el diigrama de tasas

es similar 21 que se muestra en la figura IV.1, excepto que el

modelo =2 suspende en @l estado ¥, 2zto es!

Figura IV.3,-

A A r A
NojolcroE:gcJo
L e &
MAoopu A A
De aquf, pues, regulta ¢3cil ohterer los siguientes

teoremas!

Tenrsma V. 7.~

Cuando la cola es linitada, y la tasa media de llegadas y de
salidas s mantienen constantes hasta que ia cola alcanza el

estado M {donde M es la limjtacicn de la cola), y s=1, entonces:



- ‘
Denostracian. -

Tenemos que (th ngn

entonces

! [
R AT A G 72"

" o I /7 S
) Pn . '("’A’“"
1= ()
1) P m e Mo
% L. (A/ﬂ)m\

I Bl GO

y si definimon = Al == P, -
-f

Teorema IV.8.-

€Con tas condiciones del teorema anterior,

L=
Py = memecte-ae gt si 0K ngN

1 - Fuu
Demostracidn, -

|
Pr = CqPp = {h/y f mommsomeaen I A !

Yeorema IV.9.-
Can las mismas condiciones del teorema anterior,

p (Me1) f""

L T =retcnes = mawacs-mca.

-0 - o ¥
1 ; 1 Y



.
Demastracion.-

H ] -p
Teremos que [ zb n g ==p L=)a (ff?ﬂﬁ)fﬂ
" Al
= L=-tlos i oaf
|—§4 Ao
4.4 0
R e
\ :’, 4 ) a
R T
el

. _ - 4 {1
= L= e fdp o )
S NPT TTTRN Aol Y IR RO Sa
== L g 4 - F]L
e o LB o ) BN aweg PR e e

=2 L s P o
P AL AT A IE 00 fGE N

Uyt {o-pl

P CITIT € JAAE Sl NIRRT A

7 ("fm")("P)

it

- S opmneRiey o LR

? b= (-9t - piey . G- pil-pHy)
e Lom ceme- LS BN UETIINE Sub

| - e - Flhl

Corolario IV.3.-

tg =1L - {1 - Py}

‘
Demostracion. -

Trivial,~
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Come las M\« no son fguales, entonces L # AW vy Lg # A Wg
pero podemos aobtener los tiempos esperados de permanencia de los

clientes que entran al sistema por las fdrmulas

W= Li Wg = Lg/A

-z H-1
donde A=I Aa P, = ) A.B, = A{l - Py}
L]

nie

Nota! Observese que estos resultados no regquieren gque A<

IV.4.~ EL. MODELO DE COLAS LIMITADAS CON VARIOS SERVIDORES. -~

Como er este modelo np se permiten mas de M clientes en el
csistema, es ldaico persar que el nimerc marimo de servidocres es
precisamerte M, es decir, s ¢ M.

E) disgrama de tasas para ecte modelo, es el siguijente:
Figura V.4, ~

Eatade @ @ @ @:@i/@ @C@

K3 Ry 5/41 “u

Por tanto, podemos obtener los ciquientes tegremas:

37



Tearera IV.10.-

En 2] modelo de colas limitadas con s servidores,

Aig\?
giil [ n s
al
A
Pa = _"}/';, A s<ngn
. Bl
0 n3>HM
Demostracign, -
"
2 n¢s
Aoal® 1a ey
Tenanos gue Ca = L{#l (ﬁ@u) s¢n¢M
0 n M
|
De aqui obtenemos fue P, = =~r~u-cu-= Mmop e

Q IYRG nay
£ vz L)
S
¥ por lo tanto P, = iﬁ&ﬂ—; ? s <¢nd K

Toarema IV.IL. -

Con las condiciones del teorema anterior

3 .

Bemosktracicon, -
-3
"
Tenemas que Lg = L th-s P, = Lg=)(asif
ALs EST]
“

==) Lg =“Z_ﬁ(n-5) R,

38



Teorema 1V.12.-

sy, 4§15
Lg = EA 3 L,j@;,‘ (A
Heg e
ta = Il (',
A/, d 3 LE3 :
ta = WTe, (i) £ 0
£ = '\’5,“
A 5 H-s d ( \
Lq"%@% p Lo Y
, 3'0
i\ :\/ \" _d_ uz-s a!
Lg = -A—A‘:,‘ ¢ 49 et a3
¢ APLat AL
ta - B {“P(‘—f-.r)
: - o218
Lg = "’_dﬁf_l.!; [ &Lii_l.ﬂ_éiﬂzﬁl’“‘%ﬁ_\.;,f____.]
Lg = ELL;\/ALL om phsts hesny PN ?l\-Sﬂ)
ste-pt
Lg = 7,‘;_%[; 1‘_ s,u-s_m_h) s,u-) (“?)}
M-y

Con las mismas condiciones que el teorema anterior,

At
L=? n P,
K30

Demostracion.~

Tenemos gque

et
+la+s 1 -1L R
wro

n F,
n P,
n P,

"
NPy -L sR+] =P
E LYY T

"
{n=g) P + Z_ 5 P,

H
‘2
azs
o
+ 1
nis

St
tLgts il -2 B
ALl



Al igval! que en ¢! modelc anterior, en este nodelo podemos

ubtoner Wy Wq comn

W= L wg = Lgsi
- e

donte h=L Aom o= L dm o= ic-p)
fin . Ao

IV.S.~ EL MODELO BASICO CON UNA FUENTE DE ENTRADA LIMITADA.-

En estos casns, sSe supane que la fuente de entrada es
limitada, estn e5, fquz tiene una pabla:iﬁn finjta de donde
abaatecerse. £ate casc se da sobre todo en iibricas, donde un
mecanico tiens la responsabilidad de mantener en buen estado
cierto nimera de maguinas, o en casos similares, tiene tanto auge
en este tipp de problemas gque a veres recibe el nombre de

*models de colas de reparacidn de maguinas".

€n 2ste modela 1lamaremos "M* 2 2] tamaho de la  poblacidn
patencial, y es obviu que cuando un nimero n de clientes esten
recibiendo @) sztvicip en el sistema (0 & n { M, solo quedarin

M-n clientes pntenciales,

f.a poblacion potencial alterna entre estar “fuera®* o
“dentro® del Ilitcm: de cofas., Suppndremos gqus «1 tiempo gue
tranccurre desde que un miembrp sale del sistema hasta su regreso

a €1 tiene una distribucion exponencial con parimetrn A,



Cuando n mierbros esta;n "dentro", {ti~n) miembros se
encantraran *fuera®, entonces la distribucidn de probabilidad del
tienpo restante hastm 1a siguiente llegada al sistema seguh‘n' una

‘distribucich erponencial con parametro A= (M-nl A.

El aiguiente diagrama nos ilustra un poco este modelo:

Figura IV.S.-

HA [LT0H a4 (vl A I8
) TN Ty Ty
S JONOJORRC IO C,
A A A 4 A

Nota: Observese que Aa= 0 8i n % M

De agqui podemos deducir los siguiente teoremas:

Teorema IV.13.-
Si la 4fuente de entrada es linitada cn ¢! modelo de colas
ba'sicc, entoncea:

3
Py, = «- TUTTIATTIIIY
CL ]
Demostracion, -

En ecte nodelo cbeervamos que!
f M (M=1) (M=2) . . . (Men¢l) ngn
!

Co =



Teorema IV.14.-~

Con las condiciones del teorema anterior,

W
i

A-’\

G (;) E nen
P =
0 n M
Demostracion. -
Dado que P, = C, B, la demostracidn es trivial, -

Yeorema iV.15.-

Con las condiciones

Lgq = M -

e
Demostracion. -

Tenemos que Lg =
=w) Lg =
ne) Lq =
==) Lg =

del teorema IV.13,

A+ ou

S u t1 - Py)
e

L (n-1) P,

niy

H

nl“ (n-1) B,

Y "



H
=) tog=M (1 = 5% R S T -

M 4
s=) Lg = M- N B o+ L np -1 -PF)-HR
&

d

==y Lg M- 2 (tM-m B - (1L -R)-HR
A " \

=) Lgmt-p B K g Lo -HR
A (Menp

Obgservese que el M-ésimo término de la sumatoria es cero.

Het

2 =p -y B A e Loy - -
=) Lg =H _L: G (A R - tt-Ry-nR
- T T LN 1\ L

> tasme gt By -w-ra-mn

Her A

== 7 AR N VI 7\ - - -

>  Lg =M (A); i (,u) R-(I-R)-MNR

‘Cambiando el indizador m = n+f
2 H! am
= Lgah-| jt---_-----(;) B-(l=pi-HE

H
== Lq=r1-4)ZPm-c1-a)—rra

-l
== Lq=n—«f\Lu-P.—ﬁ,)-(1-Pq:-nP,
cw) quﬂ-f(1~P°)+%|=;-u-a,)-ng

Y come R = M jé' P = P, -;- =M R

Lq =M~ Z--cn- tt - R
q o 3

Tearema IV, fé&.-
Con las condiciones del teorema IV.13

L= N - 2o (1 =y
L i o
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.
DPemastracicon, -

H
Tenzmas cue L=% »n 8 ) L=z nkF,
ey h
; . "
' == L= Loin-b) B4 “);I £,
=2) L=Lge¢ {1 -~ R
M
== L=h- =5t - R
‘ -
Por ultimo podemas decir gue W = L/3 ¥ g = Lali
-
dende Ve L
Are
==> ] = [ A'\
no
- 23
== l=L (H-m A B
"o
. )
aa) A= X3 (H-n) P,
"o
=y A= A o(n-L)

IV.6.~ EL MODELD CON UNA FUENTE DE ENTRADA FINITA Y VARIOS
SERVIDORES. ~

En este caso, el diagrama de tasas se desarrpolla comp en la

sigulente figura!l

Figura IV, 6.~

S [H- 1).\ (pl 5--)-\ (n A

o
sojoyor:-B:Jc% @ @

-

rglers e
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Teorema IV.17, -

En el modelo de colas con una fuente de entrada limitada ¥ s

servidores,
L
Po = TmE Tl WO TR
e = ()
Y S LI R~
Demostracign, -
Tenemos que
S S A
(Meni! Al QE) nes
L3
PR S — Lo - (2\.) s&ngM
(T N R Y
Q n>M
. 1
R A e
P ES W el
Lowaran Ual T L Taema )

Corolario IV.3.-

En el modelo de colas con una fuente de entrada limitada y s

servidores

Fo 0O&ngs
P, = Pe s¢nEM
i 0 n >M
AN

Demostracion. -

Trivial
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En este rcasa, los calculos pars L 7 Lg no se pueden
simplificar, pero podemos poner a L en funcidn de Lg como !o

e#xpresa @) sigquiente teorenal

Teorema IV,18,.-

En ¢! modelo de colas basico con una Juente de entrada

limitads v w servidores
azf 31
Lel nk +Lg+s (4 -3 P
3T

rig

Demostracion, ~

© . Y
Tenemos gue L = I n B wady L= E n e,
LET) Aty
[ H
=s) L= nk o+ L onp,
nLa nis
3t M M
=) L= 3 np ¢ th-st P+ 5 8 R
Ao A Ay
=t Pt
=) L= £ nPF, +Lgesil=-L B
N o LAY

i

Los calculos de W y Wg son los mismos gue en el medelo para

. .o
un solo servidor, W = L/%i y Wg = Lg/x donde A= 3. Ra B,
b

Daspus’s de ver lan principales teoremas d4e jos wnodelos de
colas, estudiaremns otrns modelos de colss en donde Ay A

varian dependiedn deil estado del sistema,






CARPITULO V

V.1.- TASA DE SERVICIO GUE DEPENDE DEL ESTADD.-

N !
Hasta esta parte estudio 42 la tearia de las colas,

hemos supusstn medelos con une tasa de servicio constante
siempre. Pero no siempre cucede esto en los sistemas reales de
colas, generalmente ~uandp e! estado del cistema es 3ranrde sucede
que los servidares tienden a trabajar mas rapidamente gue cuando
e! estado del sistema es pequeno o cero. Ecto puede deberss a gue
las servidores incremertan su esfuerzo, o parque se obliena ayuda
en ciertas partes dol servicio, o tactien por uuwa mejor calidad
de! servizio (esto e3, urna warsar rapidez =in last.imar por esto la

eficiercia de) serulici

En esta 4zce del estudio se wve la conveniencia de

desarrollar un nuevd patron que represents €l incremento de  las

tagas reales de servicio cuando aunenta el tamafio do la cola.
Este nuevo modelo net debe dor una aproximacidn razonable sel
patrgn  real, v debe de ser muy sencillc para que e pueda poner

er pri:tlca facitmente,

4 N :
Lo dnico que haremas serd definir una nueva conslante , a la
que llamarzmes tuefic:ente de presldn, y recordar alzunas de las

definigipnes vistas en el Cepftulo II.



Plantearemps el caso para un sole servidos d¢ la siguierte
manhera. Haremos U, = n“)h donde
n significa el numero de clientes en el sistema (estado de
el sistemal.

M gignifita la tasa media de servicio cuando hay n
clientes en el sistema.

lgn signit4ica la tasa media de servicio cuando hav un
cliente en el sistema (tiempo "ntrmal" de servicip
esperado).

a significa et “coeficiente de presidn® {constante

positiva gue indica como se ve afectada la tasa de
servicio en el sistema por el estado del mismo).

Nota: Los modelos de colas del capftulu anterior suponfan que
= 0, sf suppnemos Q =1, nos Queda gQue la tasa de
servicio es directamente proporcional & el estado del

miomo.

2§ suponemos ahora que las entradas siguen una distribucicn
de Paisson con A.= A , y tiempos de servicios erponenciales i, ,

esto resulta un caso especial en el proceso "Nacimiento-Muerte®,

Ademas, el diagrama de tasas con la nueva costante vya

establecida, es el siguiente!

Fiaura V.1, -

N A A
e TR T

sescjojojoRt .@:@: o

-
A “:l:h‘ /'J!jq/"' /l...du-njjul ﬂu?ﬁq_ﬂl

Analizande estn, llegamos: a las siguientss efuaciones de

balarre!

arqe



Estado Tasa de zntrada = Tasa de salida

o AR = LR,
1 AP ¢ 4P = X 4,40 R
2 MPLv U, F = A+ R

n-1 A Pay ¢ MdaPa = O XN tatan ) Paoy
n APan *tian Pan = (SIS ’j"r\) Pa

Por lo tanto,

R M N

A-\
I T S
c ___\}./}_J‘.).‘__..
* (a®



Teaprana V.1 -

b
ay p = "“""7'";/_""""'
atg  (n')8
by n
Bl P = -J;!&L_- B
{a2)t

.
Demastracion. -

Trivial,

En este taso, no se cuenta con expresiones “sencillas™ para
obtener las sumas que nos determinan a L y Lg, pero podemos
obtener una buena aproximacion nediante el cdlculo de mimero
grande de terminos, 1o cual es $#dcil hacerlo por medio de una

computadora {1},

Para ®] casp de varios servidores, el d4iagrama de tasas es

el siguiente!

Figura V.2.-

z A ’ S A LA
T Nl Wl Wanhn e
ssclolomcR:Rok: oz
S P L N /\__/&7 Y
A l}l' 5 31 M
s sy, (z_)éu. {, )ﬁﬂ.
1y ltos  interesadns pueden recurrir & Gross, Harris, 1974,
!Fupdavertals of GQueveing Theorpy®, Wiley, DNueva York,

pp. 192-193,
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Par lo tanto, Ma vartard de la cijuiente foarmal

{ Al n{s

Ha =
a
fn/s) s, nY%s

Tecrema V.Z.-

En el caso de varios servidores, en una tasa de servicio

depende del estado, ¢, varfa de la siguiente forma’

tA ) n! n<s

+
|
'
1
1
1
I
)
)
t
.
+
]
t
3
‘
L
t
L
t
1
I
3
&
w

Demostracidn. -

Tenemos nque si n ¢ 5 , la demostracich en este

trivial,

Si n % s, entonces

»
c W e m e e R m e - . m & e
Ha fa et gl P
Y
() s R O A SRtV P I
c =
[of =
[+ =

que

es



Tanrora U, 7, -
En e} casp de¢ varjos servidores, con una tasa de servicio

que depende del estado!

a} P, B memremm e eeen e mcpmsem e e e Cemmne
° 4 Y g»m + z l&@)
ate [} niy St (c\‘ ,\ s&--ql(n-u
b)
(A7
————— e R ng s
P, =
A\t
-.---.---..-.(-/J‘-').-_---.‘----- |3 nys

5! lm/:!)ﬂ s(--nl(a-s)

Demostracion. -

Trivial,

Aungue al parecer, el determinar el coeficiente de presidn
puede ser dif{cil, en la prgctica resulta muchao mas facil de lo
que imaginamos, splo es necesario observar el patrdn de
comportamiento del servicio, ¥y tener algunos conocimientos
bisicos de las propiedades de loe logaritmbs., Un ejemplo muy
claro de esta determinacidn del coeficiente de presion es el

siauienrte!

En un supernercado, el gerente dzscubre que el tiempo gue un
~rierc emplea en dar cervicio 3 un Sliente disminuye a medida que

.
' rvaprn de clientes aumenta, en parte paorque el cajerc Lrabaja
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m;s rapidamente, v en parte porn-e no empacs todas las cosas,
sino que pide al cliente fu2 embolse las cosas mds sencillas. Los
nuevos datos gque el gerente obtiene son los sigujentes, si no hay
clientes esperando la tasa media de servicic es de ochd mipnutos
por cliente, mient~as gue &l cajero consume cinco minutos cuando

hay s=is clientas esprrande, por la tanto

M= 15/2  clientes por hora

My = 12 clientes por hora
A, = A &% =2 6% = 12/(15/2) = 8/5
=) o= IniB/SY / ln & 3 .47 / 1.7917 = 262312

V.2.- TASA DE LLEGADA QUE DEPENDE DEL ESTADD.-

Hay ocasiones en gue en lugar de variar la tasa de servicio,
o gue puede varlar es la tasa de llegadas, esto puede deberse a
que ae puede desviar a los clieptes a otro medic de servicio, o
porgue lps clientes renuncian a ingresar a la cola, o por otras

razones.

En este caso, el modelo er lugar de hacer variar la tasa de
servicia, debe hacer variar la tasa de llegadas ¥y esto puede

hacerse de la siguiente formal
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Definamos ahors . = (n+i)"
donde b es una tonstante cuya interpretacion es andloga a @

(esto e= en el caso de un solp servidor).

El diagrama de tasas en este casp es el siguientes

Figura V.3.-

Ao )\n‘l.bln Lt:jh‘\‘ ’Hh A".Lnnl/‘,

' TN AT T

Estadc @._/CD ﬁ/@ . @ @ @ .
A A ~

Por tanto C, nos gqueda de la forma

otAvdvaa i ool

Cac= -- g
em) ¢ ---ﬁE-é_ Ai:-- t_--)l_.&f_-
/(I"
L 1) = -S&b-/&l-\‘l\--
D € Tatye

Esto da lugar al siguiente teorema.

Teorema V.4.-
En un modelo de colas en gque la tasa de llegada depende del

estado, con un solo servidor,

a) B = -“f
1

\
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Demo~tracion, -

Trivial.

En el caso de varios servidores, el diagrama de tasas nos

queda de la siquiente formal

Flgura V.4, -
. &
SeNojoYo RNz BzRoR: o=}
M (st} 3 $a £y’

Por lo tante, C, nos gueda muy similar a &1 obtenido

modelo en que la tasa de servicio depende del estado,

-------------------------- n®s
ol (n!/‘s,v)“ 5“\1) nesh

Con esto podemos concluir <l siguiente teorema,

Sé

en el



Teorema V.3%, -
En e] caso de varios servidores, er un mpdelo de colas ©n

que la tasa de llegadas depende del estado,

I i i T et Il
re ¥ Qe N I_s.’“f{g YT
asy Al w50 (" /.5!) KY shins)
A
) .
......... P, n ‘e
!
b}y P =
Ac/l ]4
1
---------- S eeeeo nyoa

Demostracion. -

Trivial,

V.9.~- MODELOB DE COLAS EN QUE LAS TABAS DE SERVICIO Y DE
LLEGADAS DEPENDEN DEL ESTADC.-

Este modelp nos ofrece uns vision mas qeneral y mas real de
el problema, es muy similar a los dos patrones anteriores, pues
lo que sucede en este modelo es que hace varjar tanto a la tasa

de servicio comd a la tasa de llegades de la Sijuiente forms!

K
Bf U= "lh y Aa= (n41) Ao, d2finimos una cowctante nueva

s AQ+b . vy por tanto en @l raso de un solo servidor,

v por tantrm,

en



Tropena V.6.-
€n el modeln de colas en e! gue varfa la tasa de llegadas v

la de servicis dependiendo del estado, ton un socla servidor,

WY/ AN
a0 {n'jt
A A
p, = -Vl
inh)t
Donde (= a+h , v a yb son definidos como en las dos

secciones anteriores,

Demostracioh. -

Trivial,

En el caso de varios servidores, 10s resulitados son como a

continuacion se describen:

/ _-__(_A_"Z"_'f---- 1¢$ngs

____________________________ nys

¥y por lo tanto,

Teorema V.?2,-
En el caso de varios servidores en #] nodelo de colas en que

tantc la tasa de aervicio como la de 1llegadas dependen del

estado,



Demostracicn. -

Trivial.-

Hasta agquf, hemos visto otros modelos de colas Qque se
encuentran  dentro  del proceso Nscimisnto-Muerte, aunqué 1a tasc
de servicio y la de llegadas no son constantes ya que dependen de
el estado, con esto tenemos ya material suficiente para poder
resolver 1os problemas que se nos prasentan en la seccicn 1.3,
anlo nos 4alta analizar como se aplica la teor{a de decisiones en

jos modelps de colss, cosa que veremos en el siguiente capftulo.
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CAPITRD VI

VI.i.- LA TORA DE DECISIONES WODELOS DE COLAS.-

Las sitveciones en que denptro del analisis del problema es
neceagario tomar clerto tipo de decisiones, es de grap variedad, y
por tanto, no es posible tener un smolo prucedimlgntn que  nos
resuelva todo este tipo de situacicnes, pero si podemos plantear

un orocedimiento para las decisiones mas comunes romo spn!

1) Nimero de servidores en un medio de servicio
ii) Eficiencia de los servidores

{11} Nimero de los medios de servicio

Log problemas wvistos en la se:cién 1.3, ros {lustran
situacicnes a las que debemos responder con 2alguna de estas

sojucicnes.
Comao ya sabemos, 1la disyuntiva de todos log sistemas de
colas surge en estas 408 consideraciones!

1) Reducir los rostos de servicio (esta consideracion, por
tento recomienda un minimo nivel de servicio! «,

2' Reducir los larane tiempoc de espera (lo cual! recomiernda
un alte rivel d4e servicic).

at



Egtag dos consideraciones son las  qus
conflictos en la toma de decisiones, v la meta
obtener &1 mejor belance posible, entre el costo

reduccion de los tiempos de espera.

Las ciguientes graticas nes ilustran

consideraciones hechas anteriormente.

Figura VI.1.-

2

S
g
=
a3
g
o;:
o .
o

S&
Mivel de servicio

Figura VI.2,-

de

tso Esterads
- CARI Y

Liem

e

Nivel de servicio

provecan

en este caso

los

eg

de servicio y la

up

poco

las



Figura VI1.2,-~

do dz

¢ Fobeo

QA AGG,

Tim
?trvn

Costo de servicio por llegada

Nuestro problema en estos casos es poder medir en té€rminos
de costos, l!os tiempos de espera por unidad de tiempo, © lo gue
es lo nismo, hacernos la siguiente pregunta; *j a cuanto
desembolso es equivalente para un cliente la espera de una unidad

de tiempo ? ".

Este modo de wedir es muy subjetivo en situaciones en que
ta) cliente es externo a el “negocio® que presta el servicio, vya
gue aqui ‘el modo de poder medir las perdidas por la espera de una
unidad de tiempo se basa tan snlo en una estimacion que puede

parecer {ntanaible.

Pongamos el caso de urn cliente gque llega a un supermercado,
el costo 4de la espera de este cliente consiste en 1a wutilidad
perdida, va sea porgue el cliente se vaya demasjado irritado vy
decida no volver mas fa esto se le llama una perdida a futuro), o
bien, simplemente porgue e} cliente acabe por perder la paciencia

y lleve eus "weqacieoz” a otro lado.
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E! problewa 42 estimar los costos de espera en plientes gua
pertenecen a la organlzacidn que presta e} servicin, es mas fdcil
de estimar, pues podemos identificar estos costos de espera con

la ociosidad de los clientes.

Pongamos ahora 21 caso de un maguinista en una 4+3brica de
chocolates, los momentos =&n que el maguinista va 2 obtener a
cizrta parte de la empresa los rateriales que o1 necesita para
poner a trabajar su maquina (estos materiales pueden ser aidcar,
tacan, 3rasas, etc.!, y realiza dentro de la misma empresa una
tola para poder obtenar estns materiales, son momantos en gue su
manuinaria estara sin trabajar, y por tante, dejard de producir
cierta cantidad de utilidades, en estos casos, la productividad
perdida nos dara como resnltado una utilidnd perdida, que es
medible facilmente en 1ns costos. Cabe mencionar tambig€n gue esta
cantidad de tiempo decperdiciado se empieza a contar desde que
la wmagiina esta parada hasta gue es puesta 2 trabajar de nuevo,
esto es, desde gue el operador de la mdguina empieza su recorrido
hacia o1 lugar donde almacenen los materiales, su tiempo de

espera en la rela, ¥ el tiempo que tarda on volver a su mAquina.

En 1ns cases en gus los “clientes* no pertenecen a la
organiza:idn que brinda el servicio, debemos pues, obtener costos
tanaibles y poder ofrecer (aunque talvez en forma muy imprecisal
ronsideraciones de costes para poder utilizar ta ayuda de un

analisis matemstico mas clara,
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Despues de heber hechp este analisi=. ps “=lprn® mve voocdo-
objetivo se basa en poder minimizar el rcosto esperado de

servicio, y el casto esperado de Ya espera para ese servicio.
Esto es:! Minimizpr E(CT) = E(CS) 4 E(CE)

donde E(CT) <cignifica el valor esperado del costo total,
E{£S) signi4ica el valor esperado del costo de servicio,

E(CE) sasignifica el valor esperado del costo de la espera,

VI.2.- EL VALOR ESPERARD DE LA ESPERA.-

Para poder expresar el valor esperado del costo de espera,
esto es E(CE), plantearemns una funcidn de costo de espera Que
nos describa la variacicon real del costo de 1a espera en que s

incurre.

i rconsiderampos el raso en que 1oec clientes en el sistema
pertenecen a 1a orqanizacicn gue presta el servicio, observamos
que la tasa de rendimiento perdido es (en la gran mayoria de las
veces) propercional al nimerp de clientes en sl sistema de colas,
e=to lo rndemos observar en 2] problema 1 y 3 de la seccign 1.3,
8i observamos €] problema i, podemos observar gque a veces es
posible mantener algunos mirmbros de 1o poblacitn  petencial
inactivos, pern ur incrementc grande en =1 numerc de estos
mienbros oriosoe  puede lesionar en forma arave 1os  intereses

ecordnicos 42 la emprese.
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En estos casos. lo gque es necesario analizar es el ninero N
de clientes en el sistema de colas. v por tanto la +forma de
plantear las funciones de costo de espera es poder construir una
funcian que dependa del estado, a esta funcidn 1a denominarsmos

por c (M),

Esta #funcicon nos debe estimar la tasa de los costos de
espera cuando ocurre que N = n, y calculando las probabilidades
B, podemos obtener E(CE) mediante el cdlculo del valor esperado
de una funcidn de una variable aleatoria discreta, esto es:

ECE)= L ctn) P,
nag

Nota: Cuando c(n) es ura funcion lineal, es decir, l1a tasa del
costo de espera es proporcional a M { etn} = Kn 3,
entonces, la formula para obtener E{CE} es,

-
EICE) =KL nP =KL
nie
donde K esia representiantdo el wuste de la  espzra  por
unidad de tiempo para cada cliente.

En ¢l problema L, tenemos 3 maguinas de reserva, por tanto,
no  tendremos ninguna pérdida mientras gue el nimero de mdquinas
Qque renuieren reparacién no sea mayor gue 3. Mientras gque si el
mimero de clientes sn e! sistema es mayor que 3, 1la utilidad

perdida aerd de % 1!1,000.00 diarios por cada “clierts

adfeionral®, y as{ pues,

0 0¢ng 3
ein) =

\ 11,000 (-3} 44 n g 1S



Par 1o tanmtn Aandpenz —ms =d S Vo oo is e Lok a

s = 1 s = 2

N .# n cin) Fa cin) B Py ci(n) F,
o o | .180% o . 35800 )
1 o | .180% 0 . 35800 o
2 0 | .1680 o . 16706 0
3 0 | .1460 0 ,07240 0
4 11 000 | L1170 1 287 .02896 310
s 22 000 | .0840 1 892 .01062 234
& 33 000 | ,0870 1 e8! . 00354 117
7 44 000 | .0340 1 496 00106 47
8 55 000 | .0180 990 .00028 15
9 66 000 | .0050 594 . 00006 4
10 | 77000 | .0030 231 . 00001 1
11 ' 88000 ! .oot0 88 2 % 10° o
12 % 99 000 | .0003 20 3 x 10" 0
13 ! 110 000 | & x 10" 7 3x 10’ 0
14 ' 121 000 | 8 x 10" ! 2 x 10 o
15 E 132 000 E 3 x 10 0 6 » 10" °

CICE) = £ g 497 s 737

Anslizando ahora el caso en 21 probleme 2, en que los

clientes son exterros 2 !2 organizacidn gde proporciona el

servicio, coea qgue ocurre con mucha frecuencia er :zistemas de
cervirint conerciales, servicing de trensporte » sistemss que
brindan un servicic =sccial, los cestos de espera e deben
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considerar como un costo sccl'al, y la magritud de este coste, o5
atectada por 12 masnitud de ta espera experimenrtada por  los
clientes, ademu’s, en sistemas de servicios comerciales, Yy en
servicios de transportes, e driuen cnnsiderér tambien los
"negocine  futuros perdidas®, de lc3 gue ya hemos hablado en la

seccidn anterine.

En smbos casos pues, el costo de la cspera estd en funcidn
de h/, por tanto, nuestrn abjetivo es poder construir una funcidn

que dependa de IJ, a este funciodn la denotaremos por aldf),

tna manera de construir la funcicn aftt/i, es estimar el
costo de la espera para un cliente cuande Weyw (atw) 1, para
diferentes v.alcmee, de « y ajustar un polinomin a astos puntas, ¥
por tanto el valor esperado de esta funcion (notemos nue s una

f¢uncidn continua) podemns expresarlia como

w0
Elalw )y = S atw) fu(w) dw
3

donde 'ui fw? es la fuir.ion densidad de probabilidad para W .

Ahara, notemos onue Elaf{ v )} es e! rosto esperado de la
espera por cliente, y E(CE] es el costo esperado de la espera por
unidad de N‘ompo, y estas cantidades son diterentes. For tanta,
1o que nos falta hacer es multiplicar Efalw}) por el ndmero
esperada de clientes por unidad de tiempo. FPor ejemplip, si la

tasa media de llroadas es una constante X, entonces

Iz
E(CE} = ) Elatw)) = .\{ alw) f tw) dw

Y
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En el problema ? de 1a sercion I.2. oodemoe deducir ove si
un ctliente llega y es atendido de inmediata, el costo de la
espera es cero, mientras que si espera una hora, el costo es de
s 130.00, par tanto, la primera componente de alw ) es un
polincmio que pase por (0,0} y (1,150) y lo podemos expresar como

150 w {donde w es expresado en horaa).

La segunda consecuencia de la espera, es la ruptura de la
continuidad en csus labores, v aquf debemos considerar tres
puntos, (0,0), (1/2,30) y ({,120), por tanto esta componente la

pfodemos expresar como 1zouf.
Por lo tanto, afw) = 190 w + 120

Ademas, ajustandonos a la versidn del modelo basmico con un

solo servidor {vieto en 1a seccion IV.!), podemps deducir gque:

tgtw) = il - py X0

Par lo tanto,

- plpla d

<
L3
E(a(m)itﬂo (150 w+ 120-:_\)/1(1-?)0 w

Ademds, M {1 - J’J’ = M- - =4 - A , entonces nos gueda
que A

[

3 para la persona &vwcarqada fsola)

MiL=p) =
\!3 para 13 persone entargada y el ayudante
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Por 'ic tarto,

/ 7¢,7 pare la persong encargada (sola}
Etatu )y = 3

113 para la persona encarqada 7 =1 ayudante

Y eome A = 12, entonces

920 para la perspna encargada (sola)
EICE) = X €latw)) =

154 para la persona encargada y el
\ ayudante

Si atw) es una funcidn lineal, esto es .
atw) = Ku
donde K es el costo de la espera por unidad de tiempo,

entonces E(CE) = AE(KwW) = A K E(w) = KAw = K L

Nota: Observese gue tanto en el analisis de funciones discretas
tome en estos casos, si 1a funcidn obtenida es una funcidn
lineal, E(CE) = K L, esto es, el costoc de la espera es
directamente proporcional al tiempo tetal de espera.

En el oproblema 3, el valor promedic de produ:cién de un
carpinterpo trabajando es & {,200,00 por hora, por lo tanto!
alw) = 1200w = Kw donde K = 1200

y asi pues,
E(CE) = 1200 L



V1.3.- PLANTEAMIENTO DE LOS MODELDYS DE DECTRION, -

En la seccion V1,1, hemos visto nue las tree variables que
comunmente requieren de la toma de una decigion szon! el nimero de
servidores (=), 12 eficiencia de estos servidores ( 4 ), y el
nimerp de estaciones de servicie (observemos Que  la pub!a:idn
potencial respecto a cada medlo de servicio, variara respecto a
eate numero de estaciones de servicio). En esta seccidn se

planteardn los modelos para la toma de estas decisiones.

Modelo a) s desconocida

Este modelo se diseRa para el casn en mue J ¥+ son fljes,
y debe tomarse una decisidn para poder obtener el nimero optimo

de servidores gue deben trabajar en un negocio.

Definiremos en este caén:

ce Costo marginal de un cservidor por una unidad de tiempo,

Por tanto, conociendn a , A v CS debemos obtener s, tal

que ge minimice el valor esperads del costo total (E(CTYH),

En este casn, E(ZT)} = 5 €8 + E(CE), ¥y como normalmente solop
necesitamos algunos valorees alternativos de 5, la maners 2rn  gue
debemos tratar de resolver ecte modelo, es calcular E(CT) para

estns veloree alternativos vy selecciorar o) gue minimiza a E(CT),



Para el problema ! de la seccion 1.3, cada mecanico l&
cuesta a la companfa % 7,000,00 diaries, y ton los datos

obtenidos en la secrien anterior, podemos obtener la siguiente

tablag
s s C§ . E(CE) . E(CT)
1 7 000 ' g 497 15 497
2 19 000 737 14 737
3y 3 » 21 000 Yo % 21 000

Por lo tanto, la decision en este taso es contratar a otro

mecinine, y de este modp tenar dos mecanicos en la compania.

Modelo b) 4y = desconpeidas

Este modelo es8ta disefado para el caso en que necesitamps
seleccionar la eficiencia en e) servicio (U) y el ndmero de
servidores {s), En este caso es posible que se disponga de
diferentes valores de . pues podemos elegir la calidad de lps
servidores, por ejemplal tabricas gue dispongan de diferentes
maquinas gque realicen el mismo trabajo en cantidades de tiempos
distintas, o ajustar una misma maguina a upa velocidad djiferente
cembiando la cantidad de energia, otro tipo de ejemploc es la
seleccidgn del rimero de miembras de una brigada que realicen una
tarea determinada considerandc a toda la brigada came un sojo
servidor, €n estos casos los valores de 4 pueden alternar {estas

alternativas para u son generalmente finitas).
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Natinipewre «r w=te - - -

el ) Casto marginal del servidor por unidad de tiempo
cuande la tasa de servicio es A

u Conjunto de volpres $actibles de .

Par tarto, dados A, etd) y U debemos eéncontrar M ¥y s tal

que se mirinice €] valer experade del costo total,

Ahora tenemos que E(CT} = 5 gt} + ELCE) dande e U

En o) problema 2 de la seccion 1.3, A = 15 para la persona
encargada lepje) y U= 25 para la persona encargada y su

syedants,  Por tante, U = {15,z8]

Ademes, con los datos de este ejenplo

550 si A= 15

egu ) =
i 000 sl 4= 25

En este ejemplo tambign teremas restringido el nimero  de

servidores 2 s=!, por 1o tartoe

My s s elal E(CED . E(CT)
1% 1 550 920 ’ 1 570
25 1 1 Qo0 155 1 156

Por tento, la decision es cantratar et ayudante para la

perscra encargads del RLUFL.C.

)
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Modelo c) s y A desconocidas

Este modelo se disefia para el caso en Que es necesario
seleccionar el ndmeroc de medios de sersicio y el nimera de
servidores {(s). Esto ocurre mucho er plantas industriales, donde
una poblacidn de empleados solicita ciarto servicio indispensable
para el trabajn, por tanto, debe tomarse una decisicn sobre 1a
proporcidn de empleados gque debe asignarse a cada medio de
servicio (notese qgue al hablar de esta prnpnrcién estamos

involucrandn implicitamente a A},

Con el +in de siwplificar este modelo, se roquiriri que Ay

s sean iguales para todos los medios de servicliao.

Detiniremos ahora
Cs Costo marginal de un servidor por unidad de tiempo.

CF Costo +#ijo del servicio por cada planta de servicioc por
unidad de tiempo.

%% Tasa media de llegadas de la poblacion.

n Numero de medios de servicio.
Nota: Observese que 2p= nA , esto es A = Ap/n

Por tanto, dados A, CS, CF y *p, debemos encontrar Ay s,

tratando de este modo de ninimizar E(CT).

La primera impresion es gue E(CT) = n (I(CF + » CS) + E(CE}},
donde EI(CE) es #1 valor esperado del costo de espera por unidad
de tiempo para cada medio de servicio, lo cual es un error muy

grande, pues, lo que esto impll:ar{a es que n debe de ser |, ya
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que de no ser as{. gh alauaps semer-tes kot fa ool T an LT
en urp de 1os medics de servicip, mientras que en Dtros medios
habria ciientec ssperindo, de este modo la tasa media de servicio
ser{a menor gue si todos los nliientes tuviesen la acceso a tpdosn
los servidores ern un solo medio de servicio, esio en sf, ya nos
indica gue algo debe de eatar eguivocado. Ademds, estames
igrorando un dato que es la clave de nuestro error, ese dalp es
el tiempo que un cliente emplea en ir a uno de laos medios de
servicio., Al principio de este capftulo habiamos hecho ia
pbserverton nue lIa utilidad perdida es la suma del tiempo de
espera en la cols mas el tiempo empleado en el trayecto ({ir »

regresgar) 3 uno de los medios de servicio.

Si denotamos ecte tiempo empleado en este recorrido por la
variable alestoria R, e] t{empo total perdido por un cliente es
en vrealidad W+ R . Por tanto, si lismamos CR a ol costo del
tiempo que se emplea en ¢l recorrido pera cada cliente por cada
unidad de tiempo y si separanos el tiempo tptal desperdiciado en
€] costo de! tiempo de espara mas el costo del tiempo de!l
recorrido, tendrenos Que
B E(CT) = n ((CF + 5 C8) 4 E(CEY ¢ & CR E(RY)
donde A es ¢l wimere esperado de llegadas por unidad de tiewpo

para tada medio de servicio.

Por tanto, ¢! podemos evaluar E(R), podremos resolvel este
nodelo  para los diversos valores de s v n, obteniendo de¢ esta
forma 21 vale: afnino rpara E(CTY. Er la sigujente seccidn veremos

come poder ersluar E(RY,



VI.4.- E{R).~

A el wvalar £fRY, lo podemos considerar como el tiempo
promedio que utilizan los clientes para trasladarse a un medio de
servicio y regresar de el. Para poder evaluar E(R! consideraremos
que la pcb\a:ldn asignada al medio de servicio esta uniformemente
distribuida en toda el area asignada, gue la velocidad promedio
de recorrido no depende de la distancia del trayecto, y que todoes
los recorridos siguen travecterias rectilineas y que son
paralelas a los lados principales al area sobre la que se estd
haciendo el estudio. De esta forma, desarrollaremos un

praocedimiento general para evaluar E(R).

Consideraremps tin area rectangular y recorridos rectilineos

como en la siguiente flgura.-

Figqura VI.4.~

(~a,d) (c,d)

(=a,~b) (c,=b)
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Definiremos en este caso!
R Tiempo de recorrido (ir y regresar) por llegada.

v Velocidad promedio de los clientes en ir a un
mediec de servicio.

a,b,c,d Distancias respectivas desde el medio de servicio
hasta la frontere del area asignada para tal medio
lobserve 1a figura VI.4).

Por tanto, dadog v, a, b, c, d nuestro objetivo es encontrar

E(R) tel valor esperadc de R).

S{ usamos un sistema de coordenadas ortogonales (x,y), donde
i{x,y) representa la localizacion de un cliente, resultarda que
estas coordenadas son en realidad variables aleatorias X, Y, de
donde proviene una llegada aleatoria, donde X var{a desde -a
hasta ©, ¥ Y varf{a desde -b hasta d, y como la distancia
recorrida por ir y regresar en una llegada aleatoria es

D= 2 (E(|Xt) + ELIY]))
podemos decir entonces que:!
E(R) = {(2/v) (E([X]) + E(lyI))
as{ pues, nuestro objetivo ahbra es identificar las
distribuciones de probabilidad para IX| y |¥l y caleular sus

medias,

Analicemos en primer Jugar a lxl . La ds;tribucién de
probabilidad para {X| se puede obtener a partir de ia
distribucion de probabilidad de X, ya que con el supuesto de gue
los clientes estan distribuidos uniformemente en el area
2signada, ¥ debe tomar una distribucidn uniforme entre -a bALT

tal como se muestra en la siguiente {igura.
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Figura UI1.5,-

Funcicn densidad de probabilidad de X

1/ (asc)

La altura *claramente” as 1/{a+c)

Por lo tanto, comn [-xi = |x|, entonces se lleda a que la

distribucicn de probabilidad de iX| ec como se muestra en la

siquiente figura.

Fligura VI.6.-

2/{a%c)
1/ tate)
H
0 minia, c] max (a,c/
As{ pues, wasloel
EQX() = fo %t de
q
Im\q\nlq .l\ de A e da et A
= j [+X14
° ac wentg ]
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(min{a.c\)" 1 (max{a,c?)t - tminta,ct

a+c 2 a+c
1 . .
L oe—mm {(max {a,cl) ¢ (minta,ci) )
2 laeg)
at & ¢t .
B et e-i——-—-
2 (a+c)

El analisis de IY| es similar, por tanto, el resultado es:

b ¢+ d
E{Y ) ® ~cccrm—e-
2 tb+d)
Y
1 a+c b+ d
E{R) @ -—=  ccccroo 4 mmmomee
v a+c b+ d

Analicemos por dltimo, los nuevos datos del problema 3 de la

seccion 1.3 que se obtienen de un analisis de los planos.

Los planos de la nueva fabrica proporcionades por 10s
arquitectos son los siguientes!

Figura V1.6, -

{00, L00) (100,100} [ ] g
3 el Y
[~
LAt oy
£ -~
3 Sy
L] [~y
{.50,158) uc:: wB3
Lo, -
ey L

oo hed) 3

Lank

- [

(40,5¢) 340 wefs
i
o
— St s,
[T (ten,py =

7%



Los sitios 1, 2, 3 scr laz localijzaciosrez soaiblen para los
depdsitos de herramientas, lac coordicnadas ¢ d2n en metras, 1o0s
cerpinternos estan distribuidor 3e snpera ganiforwg en tada la
berica, ¥ooa cada carpinterg ze le asignarﬁ el degpdsiteo mas

cerzano, ia velocidad promedio de un carpinters para trasiadarse

a las plartas de aspvicia 22 v = £ ¥urhe = 5 000 w/hr.

Las tres alterastivas que tiene el Przgidente de "Maderas de

Mevico® son:

Alternativa 1! Tener 2 depdsitos (Plantas !, 2, 3!
Alternativa 2! Tener | depdsito (Flanta 23

Alternativa 27 Tenor 2 depdsitos (Plantas | v 3

Aralizando cada alternztiva chtensnos

Con 3 depasitos;

’

2i sz inztalpn trew depdsiton, cods une de 6llos  estarie

f

dande servicio a un araa de 100 x 100 n*. Por tanto, =&n esate

czzo analizande una de ectas areas, obtandreads gue a = o = 50, ¥

t 1 i 2
1 (S0 ¢ (30} (5G; + (501
EUR) = vrwo-= - P L L T T
S000 T o+ BO g0+ 50
i 5000 5000
L e et b e
5000 100 100
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Con depﬁsito
ta obtencicn de EIR) en este caso es mas complicada, En
primer Jugar remarcaremos al sitio 2 con las coordenadas (0,0) vy

de este modo el plann queda de la siquiente {formal

Figura V1.7.-

{10,150 (50,/50)
{~¢56,30)
50,50
€ 13
]
(0,0}
{-450,~50) (50,- 50}

As{ pues, dividiendo la altura entre el éreA total {(de tal
torma que 21 srea brjo la curva de la funcidn densidad sea unal,

nosg qued;ri cora s¢ {lustra a continuacidn.

Figura V1.2, -

50

300

150 -5 o] Jo

¥ por lo ‘anta, la funcide de dictribuzion para |l es como

er la sisujavnte fizra



Figura VI.9.-
s —

7300

Q 50 50

Y por lo tanto,

150
x| (x)ldc
EC(|X]} = j° }"
50 o
f L ﬂ’l . J 1 P P
= Jp 15 10 Jep
. ;50 y )ive
__L/ . _l_/
50 Io To0 150
500 20000
M omeneee 4 mmeem .-
150 &00
= 50

*Claramente”, s! utilizamos el mismo procedimiento para
obtener E( | Y| ), encontraremos que la distancia para (Y] es

fdéntica a la de |X|, y asi E(|Y]) = 50

Par tanto,

2
E(R}) & «==~-- (30 ¢+ SO0} = .04
S000
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Con 2 d!pésltns

Con dos depo%itns 125 areas agignadas a los sitics | ¥y 3 se
dividiran por un segmento rectilineo entre (100,100) y (200,0),
Ademas, las dos areas asignadas a los depositos y los mismos
depositos se localizan simetricamente respecto a este segmento
rectil{nen, y por lo tanto, E(R) es e) mismo para los dos

depositos.

Remarcando ahora 1 sitio 1 como (0,0) resultardn las

siguientes posiciones.

Figura V!1.10.-

(- 50,50} ( 50, 50)

(-3¢, -50) (r50,- 50)

Por tanto, la funcion densidad de probabilidad para X es

como se muestra a continuaclcn.

Figqura UI.11.-

e . E i



Figura U1.12,-

19
1 .
s {0 iz
o g0 150
For lo tanto 150 .
JUEE (SL Y IS S i (8 x750) dx
E(LRVY = 3% Jo x 100 <350
3 150
xl. 56 e &_)c: - _'s-:-)‘l
EE . 7YY L 450/ V3o
2500 25000
LRI b ommmm——-
150 700
400
9

La #funclon densidad de probabjlidad para Y se obtiene
similarnente utilizandn el ancho del arca asignada y  despues
dividiendos entre ol tamaio del & ea, cuno se nuestra @n la

siguiante figura.

)
Flgura V1.13.- {7 ™~
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¥ por tanto. 'a distribucion densidad de orohabilidad es

upiforme para !¥|, como se ilustra a continuacioh,

Figura VI.14.- .

50

\ L|‘°
- 91
= 2%
Por lo tanto
2 400
E(R) = -recw- Jocee- + 29

3000 g

= ,278

Ahora que ya hemos obtenido E(R} para las tres alternativag,
analicemos los datos que podemos obtener de la seccion 1,3,
M o= 60 Ar = 60

€e = 500 CiR)Y = 1200



Lo unico gue nos +alta obtener es el costo +ijo, y el
Presidente estima que el costo fijo por cads almacen por dnidad

de tiempo es de ® 400,00,

Por lo tanto,

EICTY = n ( (400 + SO0 3) + {200 L + (60/n} 1200 E(R} )

l.a sigujente tabla nos indica cual es la alternativa que nos

ofrece el minimo global:

n ] oA s L E(R) CF+s CS | E(CE) | CR E(R) EICT)
1] &0 t o0 .04 900 s 2 880 ~

L | 60 2| 1.933{ .o04 1 400 1 600 | 2 880 S 880
1| &0 3] t.0a5] .04 1 500 1 254} 2 880 4 034
2 | 30 1] 1,000 .o2r8 1 300 § 200 708 6 416
2 | 30 2 .533 | .o278 1 800 640 708 6 296
230 (%3] » o] .o27e )y 2 300 % O »708 |y 6 016
3} z0 1 .%00 | .oz 1 700 400 480 8 340
320 2 .343 | .02 2 200 312 480 8 970
32053y 1l .oz y 2 700 % o] »a80 |» 9 540

Por lo tanto la decision yue @) Presidente de "Maderas de

Mexico”® ha tomado es tener un deposito con dos servidores.

Despues de haber analizado en este capftulo 1a aplicacidn de
la teor{a de decisicnes en lo- nodelos de colas, estudiaremos por
dit{mo otros modelos de colas Que no se basan er el proceso

Macimiento-Muerte,
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CAPITULDC VIX
VIi.1i.~ INTRODUCCION. ~

En ios capitulos anteriores, hemos visto modelos de colas que
se basan en el proceso "Nacimiento-Muerte”, por tanto se requiere
que tanto sus tiempos de llegadas como los tiempos de servicio,
tengan una distribucidn exponencial. Esta distribucidn nos
proporciona  un  ajuste muy favorable para la gran mayorfa de los
sistemas de colas, pues la suposicidn de tiempos exponekciales
entre llegadas, implica que las llegadas pourren aleatoriamente
{un proceso de entrada de Poisson), lo tual es razonable en muchos
rasos, pero no lo es cuando las llezgadas se programan O reguian
cuidadosamente, Del mismo modo, la distribucidn real de tiempos de
servicio se desvia mucho de la forma exponencial cuando los
clientes solicitan servicios bastante semejantes., As{ pues, es
necesaria desarrollar ctros modelos de colas que usen

distribuciones alternativas,

Por desgracia, el estudino de estos modelos de colas con
distribuciones no exponenciales es muy diffcil y solo ha sido
posible obtener alguros resultadss para unos cuantos de estos
modelns, E1  andlisis de¢ estos modelos no los trataremos en este
trabajo (1), pero se resumiran log modelos y se describirdn los
resultados disponibles,

{1y Para 1los interesados en estos modelos pueden consultar el

{ibro de Gross, Harris (1974}, "Fundamentals of Gueueing
Theorvy®, Wile,, Nueva ‘fork.
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V11.2. -ENYRADA DE POYSSON Y TIENPOS E BERVICID
AN LTRNDIENTED. -

Supongamos Que un  sistema de colas tiene un proceso de
entrada de Poisson con una tasa media de llegadas. Si suponemos
{comp en los anteriores casos) Que los clientes tienen tiempos de
servicios independientes, con una misma distribucidn, pero sin
poner ahora restriccidn alguna para e)! tipo de distribucidn del
tiempo de servicio, necegitamos dnicamente conocer {o eslimar) la

media ru y 1a varianza § de esta distribucion.
Entonces, sf p= Alu ¢ t, st los resultados para este
modelo genera)l son loa siguientes!

Fge 1 - p

Wgs Lo/ )

W= Wg + 1lu

2
Mpotese que Lg, L, Wg, W, aumentan conforme 4 se incrementa,
esto pos indica que ademas de la velocidad promedio, la

tonsistencia influye mwmuchko sobre el rendimieto del medio de

serviciz (2).

(2) Los estuerzos para deducir resultados scemejantes aplicables
al coaso de varios servideores hasta el mowento no han tenido
exjto,

ee



VII.3.- ENTRADA DE POISSON Y TXEAPOO DE SERVICIO
CONSTANTES. -

Cuando el servicio consistr er desarrollar una misma rutina
para todos 1os clicrtes, tiende a haker poca variacidn en el
tiempo de servicio, y de esta form. supondremos que todos los
tiempos son i19uales a uns constants fija, Esto, junto con la
supcsicion de un proceso de entrada de Poisson y un  solo
aervidur,aeri un caso especial de el modelo anterior con f=0, Y

agLi pues

2 (1~ ?l
L, Wg, Yy W se obtienen a partir de Lq como se vid en la seccidn

anterior,

Notese que L.g vy Wq son la mitad del caso en gue ] tiempo de
servicio es exponencial, en donde AL= U/uL N asi pues,
decreciendo é* mejora mucho las medidas de rendimiento de un

sistema de colas.

V11.4.- ENTRADA DE POISSON Y TIEWPUS DE SERVICIO DE ERLANG. -

En o1 modela anteriar hemos visto la suposi:sdn de (=0 en
0% tierpos de earvico, migntras que en 1a distribucidn
exponencial suponiamos que ( = /4, lo cual es suponer un alto
grado de variabilidad. Entre estos dos casos (00d < L/g ), existe
otra clase de distribucicn de tiempos de servicio llamada
distribucion €rlang (3).

{3) Nombre dado en honor de uno de lps priweros investigadores de
1a Teor{a de Colas



La +funcion de densidad de probabilidad de !a distribucion

Erlang es

donde 4 >0 y weMN

Su media y su desviacidn estandar son:
Medin = 1/m
, 1 I}
Desviacion Estandar = ~--- «---
w 4
Por tanta Kk es el par metro que especifica el ogrado de

varisbilidad de loe ticmpos de eervicic con respecto a la media,

La distribucion Erlang es muy importante en la teor{a de las
colas, puee s! suponemons que T,, T,, . . . , T, son k varjables
aleatorias independientes con una distribucicn exponencial, ¥y
cuys media es 1/w , entonces su suma:

Ta T ¢ T, ¢ ...+ T,
tiene una diltribﬂcidn Eriang con parametros 4 y k. Esto se
utiliza mucho cuando se da la ocasich en gue el servicio total

requerido por un cliente hace gque el servidor realize una misma

tarea k veces. .

L
Los resultados pars el caso de un spic servidor con ¢ = 1/5&

son lps siguientes (4):

4y 3§ se decea mas informacion ver paainas 275-284 de el Jibro
citado en (1),
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VII.S.- WODELOS DE COLAS SIN ENTRADA DE POISSON. -

Haata ahora hemos tratado ecolas que suponen una eptrada de
Poisson, pere este supuesto seria violado =i de alguna {forina se
consiguiera gue se pudiesen programar o regular estas llegadas, o

evitando de alguna *orm? una ocurrencia aleatoria.

En este caso, si los ticmpos de servitieo siguleran una
distribucién exponencial, obtendriamos tres modelos invirtiendo
en los modelos anteriormente vistos en este capf{tulo los tiempos
de llegada 3 de servicio. Desgraciadamente no se han podido
desarrollar ecpresionas sencillas como las ya dadas en los
anteriores modelos, pero se han tabulado algunas Lablas gue han

sido el resultado de extensos trabajos (S).

(%) S{ se desea mds informecidn ver paginas 321-329 de el liora
citadn en (1},
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VII.6.~ MODELOS DE COLAS CON DISCIPLIMA DE PRIORLDAD.-

Estos son modelps en que la Jdisc:plina de la cola se basa en
un sistema de prioridad, y por tanto, el orden en gue se
geleccionan lps clientes se basa en up sistema de prioridad. Esto
sucede & merudo 2n muchos sigtemas de eolas, los  trabajos mas
urgentes so pealizan antes gue otros, © clientes importantes a
1pa ocue se !eﬁ 4z precedenciz sohre otros, D en hospitales cuando
se atiende primeru a pacientes de mayor aravedad, etcetera. FPor
tanto, el uso de mpdelos de pripridad nos brinda una mejoria que

resulta de mucha ayuda dentro de }a Teoria de las Colas.

Por desaracia, la tnclusidn de prioridad ha hecho que el
andlisis matematico se compligque bastante y que les resultados
gue hasta el momento se han podido obtener sean muy limitados, ¥y

casi todos se restringen al caso de un solo servidor,

El mpdelo que a continacion eatudiaremis, es para el caso de
varipng cervidores, ¢] modela supondra gue se tiene P clases de
prioridadas {la prioridad | supondra Ja prioridad mas alta y la P
la mas bajal, que siempre que un servidor gueda libre empieza a
atender a otro cliente de la cola, el cliente seleccionado sera
aguel cuya prioridad sea la mas alta dentre de la cola y gue haya
zeperado e] mayor tiempo. Para coda clase de prioridad se suptne
ung entrada de Poiscon + tiempos de servicio exponenciales, Por
ditimo, el modelo supone la hip&tasss un tanto restrictiva que la

tases medis de servicio g e 18 misma para todas lau clases de

prinridad, aurgue se perlate Que la tasa $dia de llegadas

difjera ent-r las didorentes zlaaes dz pric: idad,



Dividiremos ruestrc estudio ar -“os ramas?
a) Prioridedes No Aseguradas,

Eeto gsignifica 9que un cliente gue este recibiendo el
servicio no puede ser desplazado si entra al sistena de colas un
cliente de prioridad mayor, esto es, si un servidor ha comenzado
a servir a un éllente, ¢l servicio debe complatarse sin

interrupcion.

En este causc, Wy nos determinara e) tiempo esperado ae
permanencia en el sistema (incluyendo tiempo de servicio) para

un cliente de la clase k, y esta dada por:

1 1
Wy = cmmemmmomee P k=1,2,0043P
A B, B A
en donde!
s,
)
A = st [(s,u-x)/j] ,.Zo Pyt + s
B =1
[y
_Z )
B =1 - -Hta.. KL, 2y e00 4P
s
Y

s = numero de servidores
M = tasa media de servicio por servidor acupado

k = tasa media de lleqadas para la prioridad de clase i

A= LN
N1
f= M
"
(En estos resultados se supone qQue ZXK;I de modo que la

in
prioridsd de clase k puede llegar a alcanzar una condicion de

estade estacionario:.

?4



Ademas, La = AsWa

Con 2! +in de determinar 21 tiempo espsrado <o Ppermanencia
an la cola lexcluyendo el tiempo de servicio para la prioridad de
clase k, se restara 1/p de Wai  y para obtener la longitud

esperada d:¢ la cola carrespondiente se maitiplica par A,

b} Prioridades Asvyguradas.

Esto quiere docir qQue i un cliente de prioridad inferior
esta recibiendo servicio scra desplazado siempre que entre a la
cola un cliente de prioridad superior, ademés, cuando un
servidor tiene "exito® en terminar un servicio, el nuevo cliente
& QqQuien empezara a prestar servicio sera’ seleccionado de la
manera anteriormente descrita, de modo que un cliente Qque es
despiazado regresaré a recibir e! servitio, y despues de un

nimerp suficiente d¢e intentos terminara por recibirlo.

En este caso!

iy

Wy = —mmemomenom si k=1,2,...,P
Byt Ba

Lo = AWy

Los resul tadons cerrespondientes  para el tiempo de
permanencia en la cola (excluyendo el tiempo de serviciol, y la
longitud esperada de la cola, se obtienen a gartir de We y Lk

coma ya se describio anteriormente (&!,

{89 ${ se desea mas informacion consultar paginas 207-2Z1 de el
libro citado an {4},






CONCLUSTONES

Los sistemas de colas predominan en toda }la sociedad; y lo
adecuadto que estos sistemas se encuentren puede tener un efecto
sohre la calidad de la la productividad y e] mnejoramiento de

nuestro modt de vivir,

La teor{a de colas estudia los sistemas de colas planteando
modelos matemAticos de su operacidn, » a continumcidn usa estos
modelos con el fin de obterner mejores medidas de rendimiento.
Este estudip proporciona informacicn vital plra. disehar con
etectividad <istemas de colas gue logren un balance apropiado
entre el costo de proporcionar un servicio vy el coestn de la

espera por ese servicio,

En este trabajo se han presentado la wayor parte de los
modelps de colas, para 108 cuales se dispone de resultados
dtiles, sin smbargo, estos modelos estan muy lejos de agotar la
tista. Adn quedan muchos modelos de colas potencialmente Gtiles
que, hasta 1o fecha no han podido tratarse mnatematicamente,
Cuando no ce puede obtener un modelo gque proporcicne una
representacidn raznnable del sistema de colas bajo estudio, wun
procedimiento comin es obtencr los datos apropiados sobre el

rerdimiento y utilizar e) matodo de simulacich.

Hemos visto tambien la importancia de la aplicacidn de la
teor{a de decisiones dentro de ta teor{a de colas, , se han

.
p esentado los casos mas colunes de decicion, no obstante,

an



¢ <
taltarorn por analizar otras varibles de decision mas romplicadas
como es e) caso de calcular el tamano de una sala para un sistema

de colas, e! ditefo de un sistema da colas con prioridad, etc.

Les mpdelos recorrido-tiempo tambign pueden ser muy Utiles
cuando los servidores deben ir hasta el cliente desde el medio de
servicio {como es el casp de camiones de bomberos o ambularncias),

asi como tambien en otroa modelos.

atra area potencialmente dtil'para la aplicaci&n de 1la
teor{a de colas ¢s el desarrnllo de polfticas para controlar los
sistemas de colas, por ejemple, para ajustar dinamicamente el
nimero de servidores o la tasa de servicio, con el 4$in de
compensar 1os cambios en el nimero de clientes en el sistema. Se
egta conduciendo una investigacidn considerable en esta érna, de
manera gque Fpronto Js teorfa y los resultados de cdlculn  deben
haber progresado lo suficiente come para poder hacer uso de elles

con amplitud.

La tecr{a de colas ha probado ser una herramienta muy atil ¥
podemos estar seguros de gque su use  seguira creciendo, cono
reconocimiento 8 las muchas maneras en que se estan desarrollando

lpe sistenas de colas,

6
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