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INTRODUCCION 

Tradicionalmente, las limitaciones en la capacidad de los­

equipos de control, demandaron que las lineas de proceso fueran 

divididas en secciones para permitir que los operadores humanos 

tuvieran tiempo suficiente para hacer los ajustes locales nece­

sarios. 

En las últimas dos décadas, algunas de las industrias m~s­

complejas tales como la petroquimica y la siderúrgica, han rec! 

bido grandes beneficios de la aplicaci6n de controles por medio 

de computadoras centralizadas en sus procesos. 

Dichos sistemas han permitido a éstas y otras industrias -

incorporar diversas lineas de control y proveer lazos interac­

tivos entre procesos o secciones de procesos adyacentes, as! 

como rapidez en el procesamiento de grandes cantidades de datos 

y una sustancial reducci6n en la intervenci6n humana dentro da­

los lazos de control. Obteniendo como resultado considerables­

mejoras en las velocidades de las lineas, calidad del producto, 

bajos indices de desperdicio y flexibilidad de adaptaci6n en la 

producci6n; aunque los costos han sido muy altos y ha tomado m~ 

cho tiempo desarrollar los sistemas. 

~a ingenieria de procesos actualmente enfrenta dos proble­

m!ticas diferentes al desarrollar las especificaciones de las -

lineas o procesos. 



Una de ellas es la necesidad de obtener mayor productivi-­

dad, menor desperdicio, tolerancias más cerradas, mejor calidad 

y mayor seguridad. Siendo todos estos problemas f~cilmente i-­

dentificables y generalmente resueltos por desarrollos lógicos­

de práctica común. 

Los problemas más dif1ciles son los intangibles, tales co­

mo: por cuanto tiempo se fabricará el producto, que productos -

similares serán necesarios en el futuro, que nuevos cambios ha­

brá en la tecnología del proceso y que nuevas técnicas de con-­

trol se adoptarán en un año o dos. Generalmente estos argumen­

tos no son respondidos con facilidad, y es por ésto que los cur 

sos de acción que debe tomar el diseñador del proceso son incor 

porar al sistema tanta flexibilidad de control como sea posible 

y asegurar que la implementación sea lograda en el menor tiempo 

posible. 

Estas importantes características son logradas con seguri­

dad y oportunidad en los sistemas controlados por computadora-­

o control digital, ya que los algoritmos de control son fácil-­

mente reemplazados y la implementación es llevada a cabo Gnica­

mente haciendo los cambios necesarios en los elementos finales-

de control, 

De lo anteriormente expuesto se desprende la necesidad de­

que la persona que estudia y analiza loa &!temas o procesos -­

que serán controlados por computadora, tenga una concepción muy 
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clara de los conceptos aplicables para cada caso en parti­

cular. El presente trabajo presenta un estudio de las bases 

teóricas necesarias para el análisis de sistemas controlados en 

forma digital, desde la obtención del modelo matemático hasta -

la formulación del algoritmo de control. Procurando en cada c~ 

so hacer notar la semejanza que existe entre el estudio del si~ 

tema en el campo continuo y en el campo discreto, para de esta­

forma facilitar la comprensión de los conceptos que se manejan­

en el control de procesos por computadora. 

Como se ve~S más adelante, el análisis de los procesos se­

lleva a cabo utilizando los operadores hacia adelante "P" y 

hacia atrás 11 8 11
, herramientas prácticas que son una alternativa 

al uso de la transformada "Z". Siendo la principal caracter1s­

tica de dichos operadores que las bases matemáticas necesarias­

.para su aplicación son de menor comp~ejidad que las· inherentes­

ª la transformada 11 z 11 
• 



CAPITULO 1 

FUNDAMENTOS DEL CONTROL EN SISTE­
MAS CONTINUOS Y DISCRETOS, 

l.1 Introducción. 

l. 2 Control de los sistemas en 
el campo continuo. 

l.3 Control de los sistemas en 
el campo discreto. 



FUNDAMENTOS DEL CONTROL EH SISTEMAS CONTINUOS Y DISCRETOS 

l,l INTRODUCCION 

En este capitulo se estudian los dos tipos b~sicos de sis­

temas de control (lazo abierto y lazo cerrado) en los cuales se 

implementan tanto los controladores discretos como los control~ 

dores cont~nuos, y se plantean en forma general las bases mate­

m~ticas aplicables en cada caso. 

Para describir un sistema de control es necesario definir­

alqunos conceptos y componantcs que forman parta de dichos sis­

temas: 

Planta: es un equipo o juego de piezas de una m~quina fu~ 

cionando juntas, cuyo objetivo es realizar una operación deter­

minada. Comunmente se designa como planta a cualquier objeto-­

físico que ha de ser controlado (como un horno de calentamiento 

un reactor químico, etc ••• ). 

Proceso: se define como proceso a una operación o desarr2 

lle natural, progresivamente continuo, caracterizado por una s2 

rie de cambios graduales que llevan de un estado a otro de un-­

modo relativamente fijo y que tiende a un determinado resultado 

o fin1 o bien, una operación artificial voluntaria, progresiva­

mente continua que consiste en una serie de acciones controla-­

das o movimientos dirigidos sistemáticamente hacia un determi-­

nado resultado o fin. 

Sistema: es una combinación de elem:mtos o CCJl1l000entes que-



actaan conjuntamente y cumplen un determinado objetivo. 

Perturbación: es una señal que tiende a afectar adversa-­

mente el valor de salida de un sistema. 

Control realimentado es una operación que en presencia de­

perturbaciones, tiende a reducir la diferencia entre la salida­

y la entrada de referencia de un sistema (o un estado arbitra-­

riamente elegido) y que lo hace sobre la base de dicha diferen­

cia. 

Sistema de control realimentado: es aquel que tiende a -­

mantener una relaci6n preestablecida entre la salida y la cntr!! 

da de referencia, comparando ambas y utilizando la difcrcncia­

como par~metro de control. 

Servomecanism1': un servomecanismo es un sistema de con --

trol realimentado en el cual la salida es alguna posición, velo 

cidad o aceleración mecánica. 

Sistema de regulación autom~tica: son sistemas de control 

realimentados en los cuales la entrada de referencia o la sali­

da deseada son, o bien constantes, o varían lentamente en el 

tiempo, y donde la tarea fundamental consiste en mantener la s~ 

lida en el valor deseado a pesar de las perturbaciones presen-­

tes. 

1.2 CONTROL DE LOS SISTEMAS EN EL CAMPO CONTINUO 

La operación de los sistemas es generalmente en forma cent! 

nua e ininterrumpida, para el control de los procesos en esta --



forma se utilizan los controles autom.1ticos (capítulo IV)­

y la computadora an~lo9ica. 

Un control automático compara el valor efectivo de la sa-­

lida de un proceso con el valor deseado, determina la desvía 

ci6n y produce una señal de control que reduce la desviación a­

cero o a un valor muy pequeño. La forma en que el control aut~ 

m~tico produce la señal de control recibe el nombre de acci6n -

de control. 

En el cstud.10 de los sistemas y controladores dentro del -

campo continuo, la base matcm~tica requerida son las ecuaciones 

diferenciales y la transformuda de Laplace (cap!tulo lll), he-­

rramientas que permiten invcstiqar el comportamiento del siste­

ma completo o de cada una de sus partes por separado en el dom! 

nio del tiempo. 

Como se mencionó anteriormente, los s.t stemas de control se 

dividen en dos tipos: sistemas de control de lazo cerrado y si! 

temas de control de lazo abierto. 

sistemas de control de lazo cerrado. 

Son sistemas en los que la señal de salida tiene efecto -­

directo sobre la acci6n de control. 

Por lo tanto, los sistemas de control de lazo cerrado son­

sistemas de control realimentado. La señal de error, q~e es la 

diferencia entre la señal de entrada y la de realimentaci6n 



entra al detector o controlador de una manera que tiende -

a reducir el error y llevar la salida del sistema al valor de--

seado. En otras palabras, el término "lazo cerrado" implica el 

uso de una acci6n de realirnentaci6n para reducir el error del -

sistema. La figura 1.1 muestra el esquema de un sistema de con 

trol de lazo cerrado en diagrama de bloques. 

--ENTRADA--iC.0----ti CONTROLADOR 

ELEMENTO 
DE 

MEDICION 

PLANTA 
o 

PROCESO 

Figura 1.1 Sistema de control de lazo cerrado, 

SALIDll--f 

Como ejemplo de un sistema de lazo cerrado, en la figura -

1.2 se muestra un diagrama de bloques del sistema de control de 

la dirección de un automóvil, en el cual se puede observar que­

existen dos lazos de realimentación para lograr una salida 



SENSOR DEL 

~-----~---1 VOLANTE DE 

LA DIRECCION 

~R~U~M_a_o~+-'11.X 1--CONDUCTOR 
DESr:ADO 

MECANISMO 
Dll 

DIRECCION 
AUTOMOVIL 1----.-R-'U'-'M.;.;.BO ... 

MEDIClON 

VISUAL 'i TACTIL 

Figura 1,2 Sistema de control de la direcci6n de un 

autom6vil. 

REAL 

(rumbo real) de acuerdo a lo esperado. El rumbo deseado -

es comparado con una 1Rcdici6n del error, dicha medici6n se ob--

tiene por medio de una realimentacion visual y t4ctil (movi-

miento del cuerpo), y existe una realimentación adicional --

por medio de la sensación percibida en las manos (sensores) co­

locadas sobre el volante de la direcci6n, 

Otros sistemas de control muy conocidos tienen los elemen-

tos b4sicos del sistema mostrado en la figura 1.1. Un refrige-
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rador tiene un ajuste de temperatura o temperatura desea-­

da, un termostato para medir la temperatura real y producir la­

señal de error, as! como un motor compresor para bajar la temp~ 

ratura. En la industria hay una gran variedad de controles de-

velocidad, presión, temperatura, posición, espesores, composi--

ción y calidad, entre muchos otros. 

Sistemas de control de lazo abierto. 

Son sistemas de control en los que la salida no tiene nin-

gOn efecto sobre la acción de control, on un sistema de control 

de lazo abierto la salida no es realimuntada para ser comparada 

con la entrada. En un sistema da este tipo, para cada entrada­

dc referencia corraspande una condición de operación fijada de-

antemano de acuordo con las condiciones límitantes o recomenda-

das de operación. La figura 1.3 muestra un esquema de dicho --

sistema. 

~E~N-T~RA~O~A~--~-..,1 CONTROLADOR 1----~J PL~TA- LSALIOA 1 PROCESO' • 

Figura 1.3 Sistema de control de lazo abierto. 

Un ejemplo pr4ctico PS la ~quina de lavar ropa. 

10 



El remojo, lavado y enjuagado en la m4quina se cumple so-­

bre una base de tiempo preestablecida. La m~quina no mide la -

señal de salida en los pasos intermedios ni al final del proce­

so. De esta forrr.a, la exactitud del distema depende de la cal.!_ 

braci6n d~ sus co~ponentes. Una clara desventaja del sistema-­

de lazo abierto es que en presencia de perturbaciones la fun -­

ci6n asignada no se cumple, por lo que este tipo de sistema só­

lo es utilizado e~ la pr~ctica si la relación entre la entrada­

'/ la salida es conocida y si no hay perturbaciones ni internas­

ni externas. 

Cualquier sistema de control que funcione exclusivamente -

sobre una base d~ tiempos es de.• lazo abierto, como la lavadora­

del ejemplo. 

una vez definido el tipo de sistema de control, lazo abier 

to o, lazo cerrado, que ser.1 implomentado el análisis del aiste­

rna se realiza siguiendo los pasos que a contínuaci6n se mencio­

nan: 

Reducir el sistema a un diagrama de bloques. 

Obtener los modelos matem~ticos de todos y cada uno de los 

componentes del sistema. 

Manipular y resolver las ecuaciones resultantes que descrl 

ben matem~ticamente al sistema. 

Diseñar o elegir un controlador que satisfaga las necesi-­

dades de control del sistema. 

Evaluar los resultados por medio de simulaci6n anal!tica y 

en su caso diseñar o elegir un controlador diferente. 

11 



1,3 CONTROL DE LOS SISTEMAS EN EL CAMPO DISCRETO 

Aunque de hecho los procesos son continuos en el tiempo,-

la computadora de control existe en el campo discreto ya que -

tiene conocimiento de las variables de salida del proceso sólo 

en puntos discretos del tiempo, es decir, cuando se obtienen -

valores muetreados. 

En el an~lisis de los sistemas discretos o muestreados, -

la base matemática es la transformada "Z 11
, que es una herra---

mienta más compleja que la transformada do Laplace ya que los 

fundamentos necesarios para su comprensión y aplicación son en 

general más extensoo, tal y como se puede observar a continua-

ción: 

Ecuaciones 
diferencia les 

Transformada 
de Fourier 

Variable 
compleja 

Análisis del sistema en el campo discreto 

Control discreto 
(transf. "Z ") 

Ecuaciones Control lineal conti'nuo 
diferenciales!--~~~~ (transf, de Laplace) 

AnSlisis del sistema en el campo continuo 

Figura 1.4 

Debido a la complejidad que representa el analizar un si~ 

tema por medio de la transformada •z•, recientemente se ha 11~ 

gado a utilizar los operadores "B" (backward shifting opera---

tor) y "F" (forward shifting operator) como herramientas en el 

12 



manejo de sistemas discretos de control, Los operadores 

"B", conocido tambi6n como operador "hacia atrc1s" o de retraso 

y 11F" ,ta.'rbiffi CCOOC"ido caro operador "hacia adelante,o de adelanto, ser&l-

estudiados con mayor detenimiento en el capitulo III. 

Ecuiaciones i--~~~_.,Control discreto 
diferenciales operadores B y F 

Anlilisis del sistema en el campo discreto con la ayuda 
de los operadores B ;• F. 

figura 1. 5 

La~licación de la computadora digital para efectos de --

control puede ser de diversas maneras. El concepto m~s simple 

de todos es el de usar a la computadora como una gran recolec-

tora de datos y como calculadora, de la forma en que se ilus--

tra en la figura 1.6, y se conoce como control Monitor o con-­

trol "Off-line•. 

OPl:RADOR 

PLANTA, PROCESO 
O MAQUINA 

figura 1.6 Control Monitor. 

En los sisterras de rronitoreo ~rcomputadora, el operador ma--

nipula directamente los controladores del proceso en la plan--

13 



ta. Las decisiones y accionas para controlar el proceso­

son hechas por el operador basandoso en los análisis que la -­

computadora pueda hacer en función de la programación realiza-

da en ella. 

Por lo tanto, el control Monitor por computadora es del -

tipo de lazo cerrado, en el cual el operador es el encargado -

de realizar la realimentaci6n. 

Las computadoras son también utilizadas en sistemas de l~ 

zo abierto (figura 1.7) como un procesador de datos y progra-­

mas dentro de la línea de control, generando comandos específl 

cos para la manipulación de máquinas o actuadores de proceso. 

OPERADOR 

LC~O=~~P~U=T=A=D~O~RA:..:.r~~~~~~~INTERFASE DE SALIDA DE 
LA COMPUTADORA 

PLANTA, PROCESO 
O MAQUINA 

Figura 1.7 control por computadora en lazo abierto. 

Para lograr la automatización completa do un proceso, es-

necesario desarrollar sistemas por computadora que tengan la -

capacidad de comparar el conjunto de resultados reales, y po-­

der tomar las acciones correctivas necesarias para lograr los­

resultados esperados, es decir, control digital realimentado -

14 



o 1.1e lazo cerrado. 

Un sistema de control digital realimentado, coruc.i el que 

se muestra en la figura 1.8, acepta información operativa del-

proceso atrav~s de transductores adecuados, acepta también va­

lores de referencia deseados (set points) que le envía un ope­

rador, y la computadora cierra el lazo de control establecien-

do o entregando C'Cf."'._i.rdos de manipulación que producen cambios en 

las ~salidas'' del proceso. 

set point 
(valor deseado) 

OPE:RADOR 

variable 
controlada 

INTERFASE 
DE 

ENTRADA 

error 

medición de variables 
controladas 

COMPUTADORA 

llLGORITMO 
DE 

CONTROL 

PLANTA, PROCESO 
O MAQUINA 

manipulación 
e proceso 

variables 
manipuladas 

Figura 1.8 Control digital retroalimentado o de lazo 
cerrado, 

Dentro de la computadora se desarrollan dos operaciones -

distintas, la primera consiste en determinar el error entre la 

variable real y la variable deseada (set point): 

15 



Error = entrada - salida 

Y segundo, con este error y mediante los algoritmos de 

control (ecuación o conjunto de ecuaciones programadas para 

controlar el sistema) activar sobre el proceso. 

En el control digital realimentado, si la computadora­

se utiliza para ajustar las variables manipuladas del proceso, 

se denomina control digital directo, si por otro lado la com-­

putadora se utiliza para ajustar los set points de los contro­

ladores del proceso, entonces se llama control supervisorio. 

16 



CAPITULO 11 

MODELOS MATEMATICOS DE LOS SISTE­
MAS. 

2.1 Introducción. 

2.2 Modelos de los procesos clá­
sicos en el campo continuo. 

2.3 Modelos de los procesos en 
el campo discreto. 



MODELOS MATEl'.ATICOS DE LOS SISTEMAS 

2.1 INTRODUCCION 

Dentro del estudio y an~lisis de los sistemas, es necesa­

rio establecer las relaciones que existen entre las variables­

del sistema y obtener un modelo matemático aue represente su -

comportamiento, dicho de otra manera, un modelo matemático es­

la descripci6n matemática de las caracter!sticas din~micas de­

un sistema. 

Muchos sistemas dinjmicos,mecjnicos, el6ctricos, t6rmicos, 

hidr~ulicos, económicos o biológicos, pueden ser caracteriza -

dos por ecuaciones diferenciales o en diferencias (modelo mat~ 

mático) . La respuesta de un sistema din~mico a una entrada (o 

función de excitación) puede ser determinada por medio de la -

resolución d~ dichas ecuaciones, y si ~stas son lineales o pu~ 

den linealizarse, un m~todo do solución es la transformada do 

Laplace. 

Para la obtención de las ecuaciones descriptivas del sis­

tema o modelo matemático se utilizan las leyes f!sicas que go­

biernan un sistema en particular, por ejemplo: las leyes de -­

Newton para sistemas mecánicos o las leyes de Kirchhoff para -

sistemas eléctricos. 

Es necesario puntualizar que obtenor un modelo matem4ti -

co es la parte más importante de todo el an~lisis, ya que -

de la exactitud con la que el modelo represente al fenómeno -

18 



físico dependerá la exactitud de los resultados que se o~ 

tengan. 

Como se mencionó anteriormente, para poder utilizar el -­

método de solución de ecuaciones diferenciales de la transfor­

mada de Laplace, el sistema en cuestión debe ser lineal, Un -

sistema es lineal si las ecuaciones diferenciales que lo repr! 

sentan son lineales, y una ecuación diferencial es lineal si -

los coeficientes son constantes o son funciones (inicamente de­

la variable independiente, La propiedad más importante de los 

sistemas lineales es que se les puede aplicar el principio de­

superposición, el cual establece que la respuesta producida -­

por la aplicación simultánea do dos funciones de excitación dis­

tintas, es la suma de las dos respuestas individuales. Por lo 

tanto, para sistemas lineales se puede calcular la respuesta -

a diversas entradas tratando una entrada a la vez y añadiendo­

º sumando los resultados obtenidos. 

Aunque muchas relaciones físicas son frecuentemente repr! 

sentadas por ecuaciones lineales, en la mayoría de los casos -

las relaciones no son realmente lineales. De hecho, un estu-­

dio cuidadoso de los sistemas físicos indica que adn los deno­

minados "sistemas lineales" son realmente lineales rangos de -

operación restringidos. 

Debido a la dificultad matemática inherente para la solu­

ción de los sistemas no lineales, generalmente se recurre a --
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introducir sistemas lineales "equivalentes" en reemplazo-

de los no lineales, cuidando siempre de trabajar con dichos 

sistemas equivalentes en el rango de operaci6n adecuado. 

Por otra parte, la naturaleza de la computadora digital -

es de tal forma que es necesario pensar en sistemas discretos­

en los que la modelaci6n analítica es hecha con ecuacionesen -

diferencias. Y ya que el control por computadora es aplicado­

siempre a procesos y no a sistemas aislados, la modelaci6n en­

el c~npo discreto se analizará para procesos tales como el in-

tcgrador, de inu.!grilci6n doble, tiempo muerto y otros. 

2.2 MODELOS DE LOS PROCESOS CLASICOS, EN EL CAMPO 
CONTINUO 'i DISCRETO 

2.2.1 Modelos en el c~po cont!nuo, 

Como ya se mencionó, las ecuaciones diferenciales descri­

ben el funcionamiento de un sistema utilizando las leyes f!si-

cas que lo gobiernan, Este c~ino se aplica de la misma mane­

ra a sistemas mec~nicos, eléctricos, hidráulicos, tl!rriicos, etc. 

Para facilitar lacbtenci6n de los modelos, la tabla de la 

figura 2.1 muestra un resumen de las variables d~ los sistemas 

dinámicos, y la tabla de la figura 2.2 un resumen de las ecua­

ciones descriptivas para elementos lineales agrupados, se hace 

notar que las ecuaciones contenidas en la tabla de la fi9ura -
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VARIABLE QUE INTEGRADO VARIABLE A LO INTEGRANDO A 
SISTEMA INFLUYE POR POR LA LARGO DEL LO LARGO DE 

ELEMENTO VARIABLE ELEMENTO LA VARIABLE 

diferencia de po-
ELECTRICO corriente, i tcncial o voltaje cmlacc de carga, q 

v2l flujo, A.21 

momentum de diferencia de diferencia de 
MECANICO velocidad v21 desplazamiento 
TRASLACIO- fuerza, F traslaci6n,P 

y21 NAL. 

diferencia de diferencia de 
MECANICO momentum velocidad desplazamiento 
ROTACIONAL Par T angular, h angular w21 angular e21 

Tasa volumétrica diferencia de 
presi6n P21 momentum de HIDRAULICO del caudal, Q volllmen, V presi6n (""f2 1 

diferencia de 

~ TERMICO tasa de flujo de energ!a calo- temperatura 
energ !a calor!fica r!fica, H 

T21 q 

Figura 2 .1 



TIPO DE ELEMENTO ECUACION ENERGIA E o SIMBOLO 
ELEMENTO FISICO DESCRIPTIVA POTENCIA p 

L~ E= t Li 
2 L . 

inductancia v21 = v,~Vi eléctica dt 

1 df' E= 1 F2 K. resorte v21 = i< dt ~" traslacional 2i< 

inductivo resorte 1 T2 !<. 
w21= l dT E= w~T rotacional K dt 2i< 

inercia I~ E= l 10
2 ;: q_ 

del fluido P21= dt 2 
P,~P, 

capacitancia dv21 
E= t cv~ 1 

. e 
eléctrica i= c dt v-;+1F-v, 

masa F= 
dv2 

Mcrt E= t MVi 'F~l-v..d .. 
capacitivo 

inercia 
T= 

dw 2 
Jdt E= JW~ T~~,·~~c. 

capacitancia Q= 
dP21 

E= 1 2 G~ del fluido cf <it 2 CfP2 

capacitancia d]í 
E= c;Jí ,~ térmica q= ctdt ")"L "J; ac.+. • 

i= l P= ~ V~l 
ll . 

resistencia 
v21 ~v¡ eléctrica R 

amortiguaci6n 2 f 

de traslaci6n F= fV21 P= fV21 "'~. 
resistiva amortiguaci6n T= fW21 P= fwi1 T~, rotacional 

resistencia 1 
P•R\ p~l 

R.1 ~ 
del fluido Q= Rf p21 ?~P, 

resistencia q=R~ J21 P= lf )" 21 
1l.f , 

térmica "J"{\1\1\¡+-'Y, 

Figura 2.2 
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2.2 son descripciones idealiz das y sólo se aproximan a 

las condiciones reales. 

Como ejemplo de lo anteriorme te expuesto se tiene el sis­

tema amortiguador-resorte-masa mos .rada en la figura 2.3. 

rozamiento 
f 

Figura 2.3 Sistema amortig ador-resorte-masa. 

La ley que gobierna a este ipo de sistemas mecánicos es la 

segunda ley de Newton, que para ·istcmas traslacionales estable-

ce que: 

F = m• a 

donde: F es la fuerza, m masa y a la aceleración, 

Por lo que para el sistema se obtiene: 

2 
H~ 

dt 2 + ~ 
dt ky F 

(2.1) 
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Donde k es la constante de un resorte'ideal, f la constarr 

te de rozamiento y M la masa. La ecuación 2.1 es el modelo m! 

temático del sistema y es una ecuación diferencial lineal, de-

segundo orden y de coeficientes constantes. 

De la misma manera se puede obtener el modelo matem4tico­

del circuito eléctrico RLC mostrado en la figura 2,4. 

L R 

e 
V 

Figura 2.4 Circuito RLC. 

Utilizando la ley de corrientes de Kirchhoff se obtiene la 

siguiente ecuación integro-diferencial: 

L ~ + Ri + iJidtav 
dt e (2 .2) 

que es el modelo matemático del circuito RLC. 

La solución de las ecuaciones diferenciales que describen 

a los procesos puede obtenerse por varios mátodos, algunos de­

ellos, los aplicados con mayor frecuencia, serán estudiados en 

el capitulo III. 
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Con la finalidad de observar la estrecha semejanza que -­

existe entre las ecuaciones diferenciales de los sistemas elés 

trices y mecánicos, la ecuación 2.2 puede escribirse en térmi­

nos de la carga eléctrica q, por lo que se convierte en: 

L + R + l e q = V (2. 3) 

Inmediatamente se nota la semejanza que hay entre las e-­

cuaciones 2.1 y 2.3. Comparando dichas ecuaciones se vé que -

para ambos sistemas las ecuaciones son id6nticas. 

A este tipo de sfstemas se les denomina sistemas an§logos 

y los términos que ocupan las posiciones correspondientes en -

las ecuaciones diferenciales se denominan variables an!logas. 

La analog1a mostrada es la llamada fuerza-voltaje, y la -

tabla de la figura 2.5 muestra una colección de magnitudes a-­

n&logas fuerza-tensión. 

Sistema mecánico Sistema eHictrico 

fuerza r (par T) voltaje V 

masa m {movimiento de inductancia L 
inercia J) 

coeficiente de fricción resistencia R 
viscosa f 

constante de resorte ~ recíproco de la capaci-
tancia l/C 

desplazamiento y (des- carga q 
plazamiento angular e ) 
velocidad y (vel. angularé-> corriente i 

Figura 2,5 
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Otra analogia útil entre sistemas eléctricos y mecánicos­

es la basada en la analogia entre fuerza y corriente. Para e! 

te caso se considera el sistema mecánico de la figura 2.3 cuya 

ecuaci6n diferencial es: 

M + + Ky = F ( 2. l) 

Y el sistema eléctrico mostrado en la figura 2,6: 

iL iR ic 

fuente L R e 

r 
V de 

corriente 
iT 

Figura 2.6 Circuito RLC, 

Aplicando la ley de las corrientes de Kirchhoff al circui 

to de la figura 2.6 se tiene que: 

iL + iR + ic iT (2, 4) 

donde: 
iL H vdt 

i = V 

R R 

ic. e dv 
dt 

por lo que el modelo matemático del sistema se obtiene --
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sustituyendo los valores de las corrientes en la ecuación 

2.4: 

t J vdt .¡. V 

R 
.¡. e dv 

dt (2. SJ 

La ecuación 2.1 puede ser escrita en t6rminos de la velo-

cidad de la siguiente manera: 

V = <;!y 
dt 

sustituyendo en 2.1 se tiene: 

M 
dv 
dt 

.¡. fv + 1< J vdt = F (2,6) 

Comparando las ecuaciones 2.5 y 2,6 se ve que los dos si~ 

temas son análogos. Las magnitudes análogas mostradas en la -

fig,ura 2. 7 constituyen la llamada analogfo fuerza corriente. 

Sistema mecánico Sistema eléctrico 

fuerza r· (par Tl corriente i 

masa m (inercia JJ capacitancia e 

coeficiente de fricción reciproco do la resiste~ 
viscosa f cia l/R 

constante del resorte I< reciproco de la inductan. 
cia l/L 

desplazamiento y (despl!! enlace de flujo mangnét! 
zamiento angular e J co 

velocidad y 
angular e J 

(velocidad voltaje V 

Figura 2.7 

El concepto de sistemas an~logos es sumamente Gtil en el-
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modelado matemático de los sistemas, ya que para los si! 

temas eléctricos, mecánicos, térmicos e hidráulicos existen sis­

temas análogos con soluciones semejantes, La existencia de si~ 

temas y soluciones análogas permiten al analista hacer extensi­

va la solución de un sistema a todos aquellos análogos con las­

misrnas ecuaciones diferenciales descriptivas, 

Una herramienta muy Util para obtener el modelo matemático 

de un sistema mecánico y aprovechar las analogías con los sis­

temas eléctricos es la red mecánica intermedia, obviamente el -

modelo puede ser obtenido también directamente del sistema, 

El objetivo es convertir un sistema mecánico en una red 

eléctrica análoga (red mecánica intermedia) y por las leyes de­

Kirchhof f obtener su modelo matemático, lo anterior se realiza­

ya que en algunos sistemas mecánicos es más complicado obtener­

dicho modelo. Cabe hacer la aclaración de que las magnitudes -

no son convertidas a su equivalente eléctrico, sino que solame~ 

te es una forma diferente de arreglar el sistema para obtener -

con mayor facilidad su modelo, 

Para lograr lo anterior, se siguen dos reglas básicas: a)­

todos los elementos o componentes del sistema que están conect! 

dos a un punto fijo de referencia en el sistema mecánico, se c2 

nectarán a la linea de base (-) de. la red mecánica intermedia y 

b) los elementos cuyo comportamiento se desea estudiar o descr! 

bir se conectarán también a la l1nea de base 1-1 de la red 
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mecánica intermedia aGn cuando on el sistema mecánico no -

estén fijos a puntos de referencia. 

Para una mejor comprensión de la conversión de un sistema­

mecánico a una red mec~nica intermedia, a continuación se anal! 

zan algunos ejemplos. 

Se desea obtener el modelo matern~tico del sistema mostrado 

en la figura 2.8: 

r(t) 
M 

K f 

Figura 2,8 

El amortiguador f se encuentra conectado a un punto fijo -

de referencia, por lo que en la red mec4nica intermedia es co-­

nectado a la línea de base (-), la masa m no est~ físicamente -

conectada a un punto fijo, pero como se desea conocer la expre­

sión que define su movimiento, también se fija a la línea de b~ 

se. Los elementos restantes se colocan en la red en el orden -

en que aparecen en el sistema, por lo que la red mec4nica inter 

media resulta ser: 
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K 

r(t) 
M 

Unea de base (-) 

Figura 2,9 

Por lo tanto, utilizando la ley de corrientes de Kirchhoff 

la ecuación que representa a este arreglo es: 

M + ~ 
dt + Ky = r 

Como segundo ejemplo, se desea obtener el modelo matemáti-

co del sistema de la figura 2.10: 

X 

r(t) 

Figura 2,lO 

Los elementos conectados f !sicamente a puntos de referen-
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cia son: Kl, 112, fl y f J, y ya que se desea describir el -

movimiento en los puntos XI y X2 las masas tambi6n se contactan 

a la línea de base: 

r(t 

Figura 2.11 

Aplicando el método de nodos al circuito de la figura 2.11 

se obtiene el modelo matemático del sistema mecánico: 

r = ( HI 
d 2Xl + fl dXI + KlXl + fJ dXI) f3 dX2 
~ dt Tt - dt 

o = ( H2 
d 2Xl + f2 dX2 + K2X2 + fJ dX2) f3 dXI 
dt dt dt - dt 

En este caso, el modelo matemático del sistema es un sist~ 

ma de ecuaciones diferenciales, que para su resoluci6n requie--

rcn ser resueltas on forma simultanea. 

Tercer ejemplo, obtener el modelo matemático del sistema -

de la figura 2.12: 

JI 



Figura 2 .12, 

Donde VI y V2 son las velocidades de las masas y se quiere 

describir el comportamiento de las masas MI y M2, 

f2 y K están fijos a puntos de referencia y Ml y M2 son -­

los elementos a estudiar, por lo que la red mecánica intermedia 

es: 

K 

r(t) 

Figura 2,13, 
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Aplicando el método de nodos al circuito de la figura 2,13 

se obtiene el modelo matemático del sistema: 

r : ( !H 
dVl + f2 Vl + fJ Vl l - f1 V2 dt 

: ( :·12 dV2 + }( V2dt + fl v2) fJ VJ dt 

2.3 MODELOS DE LOS SISTEMAS EN EL CAMPO DISCRETO 

En la modclaci6n discreta lo primero que se considera es-

el proceso que se va a controlar, trabajando con una s6la va--

riable controlada ya que es ésta la forma en que la computado­

ra maneja el probl~na de control, sin embargo, los resultados­

obtenidos as! serán aplicables a procesos con muchas variables 

controladas. 

El objetivo inmediato os desarrollar un modelo matemático 

entre una variable de salida y la correspondiente variable de­

entrada, en el supuesto de que la dinámica del proceso os con2 

cida. 

Para la mayor!a de aplicaciones de computadoras de proce­

so, la entrada puede ser considerada como una serie de escalo-

nos dado que la computadora de control establece un nivel de -

entrada y lo mantiene fijo hasta el siguiente periodo de mues-

treo en el que puede generarse un nuevo nivel. En la figura -

2.14 se muestra la salida de un proceso que es "conocida" por-
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o 

ENTRADA (M) 

{PROCESO 
1 

SALIDA (C) 

Entrada (M) Salida (C) 

.---, '" 1 
1 1 ...---, 1 

1 1 
1 .---.. 
1 1 
1 
1 

tiempo ti'(1'Pº 
T 2T 3T 4T ST O T 2T JT 4T ST r 

Figura 2, 14, 

la computadora únicamente en los tiempos de muestreo, 

Se debe partir dol supuesto de que el tiempo necesario p~ 

ra muestrear la salida y producir un nuevo nivel de entrada -

es considerablemente menor quo el tiempo de muestreo T, 

El problama puede ser planteado de la siguiente foJ:"ma :. 

dada la ecuaci6n que define al proceso, junto con los valores-

de la entrada y la salida en un tiempo arbitrario t=O (junto -

con cualquier valor anterior que sea necesario)¡ conocer el v~ 

lor de la salida un periodo de muestreo después, es decir cuan 
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El procedimiento para obtener los modelos matemáticos di~ 

cretos se analizará en base a ejemplos, que pueden ser pansa--

dos como los que definen a determinados procesos o bien como -

aproximaciones del comportamiento de procesos más complicados. 

Proceso Integrador. 

Un proceso integrador, en su forma continua, está defini­

do por la ecuación: 

dC 
dt (2. 7) 

donde M es la entrada, e la salida y K una constante. 

En t=a, e es igual a ca y un escalón de magnitud M0 se 

introduce al proceso. 

La solución correspondiente a la ecuación 2.7 es: 

Haciendo t=T 

C(t) JKMa dt + Ca 

C(t) Ca + J<M0 t 

(2. B) 

La ecuación 2.8 es válida para cualquier otro intervalo -

de muestreo con la sustitución correspondiente de c
0 

y M
0

, por 

lo que puede aplicarse recursivamente en cualquier otro inter­

valo de muestreo para llegar finalmente al tnedelo discreto del 

proceso integrador: 

o bien: 
(2.9) 
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Proceso de primer orden, 

En forma continua un proceso de primer orden está defini-

do por la ecuación: 

¡; 2f. 
dt + C =KM 

donde 'b es la constante de tiempo del sistema. 

(2 .1 O) 

Con condiciones iniciales de C(O)=C 0 y M(O)=Mo (entrada -

escalón) la solución que se obtiene es: 

La constante Cl se determina a partir de las condiciones-

iniciales (t=O): 

y entoces: 
c1 = c 0 - KM 0 

por lo tan to: C(t) = c
0 

e-t/.,; + KM
0

' (1 - e-t/G ¡ 

El modelo matemático (ecuación de diferencias) se obtiene 

en forma recursiva, resultando ser: 

e e-T/5 e 
n+l - n 

K (1- e -T /g ) M 
n 

(2. ll) 

En este punto es conveniente ilustrar mediante un ejemplo 

que se obtienen los mismos resultados utilizando la ecuación -

de diferencias 2.ll o la solución general dada por la ecuación 

2.10, tomando en cuenta exclusivamente los tiempos de mues--­

treo. 
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Si en la ecuación 2.10 se supone que 'G =1 1 M0=1 y que -

c0=o, la ecuación diferencial queda de la siguiente manera: 

res: 

~+e = 2 

y la solución a ésta es: 

(2.12) 

De esta solución se pueden obtener los siguientes vale--

C{O) O 

Cll) l.264 

Cl2) = l. 729 

C()) 1.900 

Cl4) = 1.963 

Por otra parte, si en la ecuación 2 .11, se toma un tie¡npo 

de muestreo T=l, las constantes quedan corno sigue: 

e-I = 0.368 

K(l - e-T/r; ) = 2(0.632) = 1.264 

Y sustituyendo estos valores en la ecuación 2.11 se tie-

ne que: 

(2 .13) 

Con la condición inicial c 0=o y Mn=l para nll> O, los val~ 

res de muestreo pueden ser calculados recursivamente como: 

c0 = o 

c1 = o + 1.264 = 1.264 

c2 o.368(1.264) + 1.264 = 1.729 
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c
3 

o.368(1,729) + 1.264 = 2,900 

c4 o.368(1.900¡ + 1.264 = 1,963 

Se puede observar que estos valores corresponden a los 

que se calcularon a partir de la solución de la ecuación dife-

rencial dad~ en la ecuación 2. 12, 

Proceso de integración doble, 

Para mostrar un ejemplo de segundo orden so considera el-

proceso definido por: 

KM (2 .14) 

Cuando t=O, un escalón M=M0 se introduce al sistema, e -­

integrando dos veces se tiene• 

d 2c KM0 dt2 

de C(t) = KM0t + co dt 

C(t) = 
KM0 
-2- t 2 + c0t + co 

Donde c0 y c0 son condiciones iniciales, haciendo t=T se­

tiene: 

C(T) 

C (T) 

Las ecuaciones de diferencias resultantes son: 

(2 '15) 
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(2 .16) 

En este caso, la ecuaci6n 2.16 no es adecuada ya que en -

general la derivada C
0 

no se conoce y no se puede medir direc­

tamente, por lo que será necesario huccr un ..1rreqlo con las e-

cuaciones: 

te: 

de la ecuación 2.16 se despeja el valor en 

en+! - en - KMnT
2
/2 

T 

este valor se sustiuye en la ecuación 2.15: 

KM
0

T
2

+ Cn+l - C0 - KM11T
2

/2 
cn+l = T 

(2. 17) 

(2. 18) 

La ecujci6n 2.17 puede desplazarse un lugar hacia adelan-

Cn+2 - en+l - KMn+I T2 /2· 
T 

Sustituyendo la ecuación 2.19 en la 2.18 se tiene: 

KM T2 +e e - KMnT2/2 n n+ 1 - n 

simplificando: 

cn+2 = 2Cn+l + KMnT
2 
/2 - en + KMn+l T

2 
/2 

y desplazando un lugar hacia atrás: 

(2 .19) 

(2.20) 

La ecuación 2.20 muestra finalmente el modelo disc~eto --

del· proceso de integración doble en el que solamente se requi~ 

ren los valores presentes y pasados tanto de la entrada como -
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de la salida. 

Proceso con tiempo muerto, 

En muchos procesos se presenta el fenómeno de transporte -

de material de un punto a otro sin que sufra ningUn cambio, E! 

te fenómeno se conoce como tiempo muerto o como retraso en el-

transporte. 

Oc la figura 2.15 se puede obtener el modelo discreto del 

tiempo muerto. 

TIEMPO MUERTO 
RETRl\SO EN EL 
TRANSPORTE 

a 

M --1---L----I .....¡_.¡___¡ _,__._, 
1 

r--
T 2T 3T 4T ST 6T 

T 2T JT 4T ST 6T 

Cn Mn-2 

Figura 2,15, 
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Como se puede apreciar en la figura, la salida es idénti­

ca a la salida s~lo que retrasada por dos periodos de muestreo 

por lo que la ecuación de diferencias es: 

C = M n n-2 

Para el caso general, si D es el tiempo de muerto y d=D/T 

(un entero), se tiene el modelo del proceso de tiempo muerto: 

(2.21) 

Otros procesos, 

Los modelos discretos de otros procesos ttpicos pueden o~ 

tenerse de la mis~a forma que los anteriormente analizados. 

La tabla de la fig-.ira 2.16 contiene los modelos matemáticos 

discretos para varios procesos. 
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.. .., 

ECUACION DEL PROCESO 

!: Tiaip:> muerto (..O) 

2: dC +C=l'M dt' 

J: 'G"~ + c = rn .dt 

4: d2c a lQ1 

~ 

51 d2c + dC 
a l<M 

b dt2 dt' 

a) Sobre llllJrtiguaOO 

~ ') 1 

a = o 

MODELO DISCRETO 
(se sup:me que la entrada es o:instante 
entre tiEf!fús de muestroo) 

Ti"1µ> de muestreo = T 

a
0 

= 1 + e·T/w b
0 

=KIT - 11 - e·T/.., ll 

ª1 = -o -T/v bl = -r. (T e -T/f; - (1 - e -T/r;; ll 

-P T ·P T 
o 1 +.e 2 

-P
1
T -P T 

P2 e - P¡ e 2 

P¡ - P2 
, b

0 
= K 1 + 

Figura 2.16 



.. 
w 

b) Criticamente amorti9uado 

~ " l 

el Sub -amorti9uado 

~ < l 

Donde: JT:I' P¡ ~ wn + wn 

p2 = wn - w ~ n 

0
-w0T -

0
-W0T_ -w T 

ªo " 2 bo 1( {l Wn'l' e n ) 

-2W0T -W '!' -w T -W T 

ª1 " -e ' bl ~ 1( e n (e n (e n + Wn'l' -1)) 

W - ~W T - 'W T 
b º 1((1 - n e n sen W T -e 0 coa Wd'l') o w;¡ d 

Figura 2,16 continuaci6n 
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ANALISIS DE LOS PROCESOS A PARTIR 
DE SUS MODELOS MATEMATICOS. 
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3.2 Soluci6n de las ecuaciones 
diferenciales ttpicas. 

3.3 Soluci6n de las ecuaciones 
de diferencias típicas. 
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dad. 



ANALISIS DE LOS PROCESOS A PARTIR DE SUS MODELOS 

MATEMATICOS 

3,1 INTRODUCCION 

En este capítulo se analizan las bases matemáticas que son 

utilizadas para estudiar, a partir de los modelos matem!ticos,­

el comportamiento que presentan tanto los sistemas controlados-· 

en forma continua como en forma diEcreta. 

Como ya se ha moncionado, las ecuaciones diferenciales son 

la base matemática para el estudio de los sistemas en el campo­

continuo. Existe una gran diversidad de ecuaciones, formas y -

soluciones para dichas ecuaciones diferenciales, las ecuaciones 

que se plantean más adelante se refieren Gnicamente a aquellas­

que con mayor frecuencia se presentan al obtener el modelo del­

sistema, así como la sol~ci6n de las ecuacio~es por el m6todo-­

de la transformada de úaplace. 

De la misma manera, se estudian las ecuaciones en diferen­

cias y por Gltimo se pla.ntean las consideraciones que deben ser 

tomadas en cuenta para analizar la estabilidad de los siste~­

mas con base en los resultados obtenidos de las ecuaciones difen-

ciales o en diferencias. 

3,2 SOLUCION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES.TIPICAS 

Una ecuación diferencial es la representación matam&tica--
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de un sistema dinámico por medio de las derivadas de sus -

variables. Interpretando a las derivadas como variaciones o --

cambios de una cantidad con respecto a otra. 

Lo que se denomina derivada total: 

~ 
dt 

es la relación de cambio de la variable "y" respecto a la-

variable 11 x", y lo que se llama derivada parcial: 

es la relación de cambio de U(x, y ..... )con respecto a la 

variable 11 x 11
, cuando todas las demás variables permanecen cons-

tantes. 

Las derivadas de orden superior son interpretadas como va-

riaci6n de variación, como en el caso de la aceleración, la --

cual es en s! la segunda derivada del desplazamiento respecto -

al tiempo. 

De lo anterior, se puede decir que una ecuación diferen -­

cial es simplemente una igualdad en la cual intervienen varia -

cienes o cambios, esto es, derivadas ya sea parciales o tot~ 

les. 

Resolver una ecuación diferencial puede ser un asunto muy­

fácil o sumamente complejo, de tal forma que al intentarlo 

existe la posibilidad de hacer suposiciones, pero se debe de 
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tener cuidado de que ésto no altere la representaci6n fun-

damental de la situación fl:sica que se desea estudiar. 

Se dice que una función: 

y= lf<xl 

es solución de la ecuación diferencial: 

F = (X, ~,, Y 1 
, • ••o t yn) = 0 

sí se calculan les valores: 

y se cumple que: 

y'= 'f°<xl 
y''= lf" (X) 

yº= 'f" (X) 

F(x, 'f (X)' 'f' (X)' ... "."' 'f"(x)) = o 

La solución de las ecuaciones diferenciales más comunes --

para sistemas f isicos se estudia a continuación en base a ejem­

plos ilustrativos. 

SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES llOMOGENEAS 

Ecuaciones de primer orden. 

Como ejemplo se considera la ecuación : 

es decir: 

y' + P(x) = O 

~ + P(x)y = 

~ a -P(x)dx 
y 

Integrando en ambos miembros de la ecuación< 
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J~ = J -P (x)dx 

y= e- Jr(x)dx+c 

y= e-JP(x)dx ec 

por lo que la solución general de la ecuación es: 

y= e e- JP(x)dx 

donde c es una constante que depende de los valores de las 

condiciones iniciales. 

ECUACIONES DlfERE~ClALES DE SEGUNDO ORDEN 

La solución gen..,rol de uro ccuaciCin diforoncial de SCQUlldo orden se -

determina a p'1rtir de !a ecuación auxiliar o ecuación caractorr.s--

tica de la ccuaci6~ diferencial. Dependiendo de los valores do 

las ra!ces ue la ec~aci6n auxiliar, se pueden presentar los si-

9uientes casos: - Ra!ces reales repetidas 

- Raíces reales distintas 

- Raíces complejas (en cuyo caso re­
sultan ser conjugadas) 

Primer caso: raíces reales repetidas, 

Partiendo de la ecuación diferencial: 

y''+ 4y'+ 4y .. o 

la ecuaci6n auxiliar es: 

r 2 + 4r + 4 • O 

y factorizando se obtienen las ralees: 

(r + 2) (r + 2) = O 
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por lo que las ra!ces son: 

r 1 r 2 = -2 

La soluci6n general para el caso de ra!ces reales repeti--

das es: 
Y = ( el + c2 x) erx 

por lo tanto, para el ejemplo el resultado es: 

En este caso, as! como en los que siguen, c1 y c2 son :ons­

tantes que se determinan a partir de las condiciones iniciales -

en la forma que se ver~ m.Ss adelante. 

Segundo caso: rarees reales distintas. 

como ejemplo, se tiene la ecuaci6n diferencial: 

y''+ 5y'+6y =o 

la ecuación auxiliar es: 

r
2 + Sr + 6 = 

y las ra!ces de esta ecuaci6n son: 

la soluci6n general para el caso de rafees reales distin--

tas es: r 1x r 2x 
y = c

1 
e + c

2 
e 

para el ejemplo se obtiene: 

y = C¡ e-Jx + C2 e-2x 

Tercer caso: ra!ces complejas. 

Partiendo de la ecuad6n: 

y''+y'+y=O 
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la ecuación auxiliar es: 

r
2 + r + 1 = o 

y las ra1ces son: 

1 /3. l_hi 
rl = - 2 + -i 1 ' r2 = - 2 - 2 

Para el caso de raíces complejas la solución general es: 

>.x 
(Cl COS)'X + c2 sen)olx) y = e 

donde: ). es la parte real do la raíz 

..«es la parte imaginaria de la raíz 

La solución del ejemplo es: 

Para el caso más general, en el que las raíces r 1 , r 2 , .. r
0 

son todas diferentes, las soluciones particulares de la ecua--­

ci6n diferencial serian: 

r X 

, """" Yn =e n 

estas funciones son linealmente independientes, por lo que · 

la solución general es: 

e
r 1x er2x r 3x rnx 

y= c 1 + c2 + c3 e + •..... +en e 
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LA TRANSFORM/o.DA DE LAPLACE 

La transformada de Laplace es un método operacional que -

puede ser utilizado para la resolución de ecuaciones diferen -

ciales. Con esta transformada, se pueden convertir funciones-

senoidales, senoidales amortiguadas y exponenciales en funcio­

nes algebraicas de variable compleja, y de esta forma se pue--

den reemplazar operaciones como la diferenciación e integra 

ción por operaciones algebraicas en el plano complejo. En 

otras palabras, se puede transformar una ecuacidn diferencial 

lineal en una ecuación algebraica de una variable compleja y -

se pued0 encontrar la soluci6n a la ecuación diferencial con -

el uso de una tabla de transformadas de Lapl.ace (Anexo 1) o r~ 

curriendo a la técnica de expansión de fracciones parciales. 

Una ventaja del método de la transformada de Laplace con-

siste en que permite utilizar técnicas gr~ficas para predecir-

el comportamiento del sistema sin necesidad de resolver el si! 

tema de ecua.cienes diferenciales. Otra ventaja es que cuando­

se resuelve la ecuación diferencial, se obtienen simult4neame~ 

te las componentes del régimen transitorio y del permanente. 

La transformada de Laplace se define como: 

.t[f(t)) = F(s)= r e-stdt [f(t)J=i• f(t) e-stdt 

donde: 

f(t) : es una función de tiempo t tal que f(t)=O para t=O 
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s : es una variable compleja 

;t : es un simbolo operacional que indica que la cantidad -

o expresión que le sigue ha de ser transfromada por la 

integral de Laplace: 

F(S) =J:e-st f(t)dt 

F(S) : es la transformada de Laplace de f (t) 

La transformada de Laplace de una función f(t) existe si -

f(t) es seccionalmente continua en todo el intervalo finito en-

el rango t ">O: y si la función es exponencial existe si t tien-

de a infinito. 

Ejemplos: 

Obtener la transf romada de Laplace de la siguiente función 

escalón: 

f(t) = O para t = O 
f (t) = A (constante) para t >O 

La transfromada de Laplace de f(t) está dada por: 

%(f(t) J =J:A e-stdt 

;;!(f(t)) = F(S) = ~ 

Obtener la transformada de Laplace de la función rampa: 

f(t) o para t< O 
f(t) /\t para t;, O (siendo A una constante) 

La transfromada está dada por: 

-;l!f(t)] = AI~t e-stdt 
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-stJº r~ e-st 
F(S) At _e__ - dt -s o --:;¡-

F(S) ]'}_ J-e-stdt 
s o 

F(S) A 

~ 

La tabla del Anexo I muestra una colección de transforma-

das de Laplace, dichas tablas pueden ser utilizadas para obt~ 

ner la transformada de Laplace de una función de tiempo dada -

sin necesidad de obtener la inte:¡ral que define la transfot'll\lda de Laplacc, 

o para hallar la funci6n de tienp;> dada corres¡:x:>ndicnte a wia transform>da 

de Laplace dada. 

La notación para la transformada inversa de Laplace es ;L.
01 

de modo que: 

~··{F(S)] = f{t] 

Matemáticamente, f (t) se obtiene de F(S) por medio de la-

siguiente expresión: 

f (t) J
c•J-

~ F(S) estds 
.. J <-J .. 

lt )O) 

La otra forma de encontrar 'Oi.
01

es agrupando la solución pa-

ra utilizar las tablas de transfromadas del Anexo I. 

Ejemplos: 

Obtener la solución de la ecuación diferencial que repre-

senta al siguiente sistema: 
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3 

Figura 3.1 

Condiciones iniciales: x(O)=l, x'(O)=O, r(t)=O 

Como se vi6 en el capitulo I!, el modelo matemático del -

sistema mostrado en la figura 3.1 es: 

+Kx=r(t) (3 .1) 

Aplicando la transformada de Laplace a cada uno de los 

términos de la ecuación 3.1 segan las tablas del Anexo I se 

tiene: 

m ;f [d
2
x) mcs 2 

x(s) - s x(O} - x' (01) 
dt 2 

f .;t[~J = f(s X(S) - 1) 

K ;t'.(x) = k x(s) 

;C. [r (tíl = R (s) 

sustituyendo las condiciones iniciales se tiene: 

m t:.[d2t) = m(s2 x(s} - s} 
dt2 
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f ;t[~] f(s x(s) - l) 

k~[x) k x(s) 

;t[r<tl) = R(sl 

Y sustituyendo las transformadas as! obtenidas en la ecu~ 

ci6n 3.1 se tiene: 

m s
2 

x(s) - m s + f s x(s) - f + k x(s) R(s) 

aprupando: 

x(s) (ms 2 
+ fs + Kl = ms + f + R(s) 

de las condiciones iniciales se tiene que R(s)=O ya que -

r(t)•O, por lo tanto: 

x (s) = "m:=s-=-'+-"f ___ _ 
ms 2 + fs + k 

dividiendo ambos miembros entre m se tiene: 

x(s) = s + f/m 

s 2 + sf /m + k/m 

y sustituyendo los valores de f, k y m: 

s + 3 X (S) • 
s 2 + Js + 2 

(3.2) 

El siguiente paso es aplicar la transfromada inversa de -

Laplace para determinar la soluci6n de la ecuaci6n diferencial, 

por lo que es necesario desarrollar la expresi6n 3.2 en fracci 

ones parciales: 

X(s) s + 3 
(s + 2) (s + l) 
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X(s) = 
A + __ B_ 

(3.3) ST2 s + 1 

Los valores de ,, y B son: 

A = 
s + 3 

(s+2) J = -1 
(s+2) (s+l) s=-2 

B 
s + 3 

(s+I) Js=-1 = 2 
(s+2) (s+I) 

Sustituyendo A y Ben 3.3 se obtiene: 

x(s) = - -.-h + s ~ 1 

De esta manera es posible aplicar las tablas (Anexo I) P! 

ra obtener la expresión en función del tiempo que finalmente -

resulta ser: 

x(t) = - e-2t + 2 e-t 

que es la ecuación en función del tiempo que describe el-

comportamiento del sistema mostrado en la figura 3.1. 

3. 3 SOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS 

Las ecuaciones en diferencias son utilizadas en aplicaci2 

nes matem~ticas en las cuales las ecuaciones involucradas no -

dependen de la rapidez de cambio de las variables sino de la­

variaci6n finita de las mismas. De aqu! que dichas ecuaciones 

en vez de derivadas contienen "diferencias". 

Una ecuación lineal en diferencias con coeficientes cona-

tantes tiene la forma general: 
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en donde las A's son los coeficientes (constantes) y f(n) 

es la llamada "función de excitación" ( forcing function) o entrada­

del sistema. El orden de la ecuación es i, o es de i-1?Simo orden. 

Como se verá a continuación, el procedimiento de solución 

de las ecuaciones en diferencias es por completo análogo al de 

la soluci6n de ecuaciones diferenciales lineales. 

Utilizando los operadores, matemáticamente se define al -

llamado operador "hacia adelante" (forward-shifting operator)­

por la siguiente expresión: 

etc 

También puede definirse un operador "hacia atrás" o de r.!!_ 

traso (backward-shifting operator): 

De donde resulta: 

y entonces: 

l 
B =-p 
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Sin embargo, el operador •r• es más utilizado que el ope-

rador "B", por lo que dicho operador será utilizado para la 

discusión sobre la solución de ecuaciones de diferencias. 

Solución de ecuaciones en diferencias homogéneas. 

Una ecuación homo9énea es aquella en la que la función 

de excitaci6n es igual a cero. 

Solución de ecuaciones en diferencias de primer orden. 

Como ejemplo específico se tiene la ecuaci6n: 

Utilizando el operador F: 

FY -2Y =O 
n n 

Factori zando: 

(F - 2) Yn = O 

De aquí se tienen dos soluciones: 

Yn = O (solución trivial) 

F - 2 = 

A esta Gltima ecuación se le llama ecuación característica 

en función del operador F. La ecuación tiene una sola raíz que 

es: 

r = 2 

La solución general de las ecuaciones en diferencias de --

primer orden tiene la forma: 
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(3 .4) 

donde c 1 es una constante que depende de las condiciones­

iniciales. 

Por lo que la solución para el ejemplo es: 

(3 .5) 

Ecuaciones en diferencias de segundo orden: 

La ecuación caractcr!stica de las ecuaciones en diferencJ:. 

as de segundo orden presenta los mismos casos que para las e--

cuaciones diferenciales. 

Primer caso: raíces reales repetidas. 

Partiendo de la ecuación: 

Yn+2 - 2 Yn+l + y = o n (3.6) 

con el operador r: 

r2 Y - 2 r Yn + 1 n 

las ra!ces resultantes son: 

La solución general para el caso de raíces reales repeti-

das es: 

(3. 7) 

Y para el ejemplo resulta: 
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(3.8) 

Para comprobar que la ecuaci6n 3.8 es efectivamente sol u-

ción de la ecuación 3.6 se hace la siguiente sustitución: 

de la ecuación 3.8: 

y el + e 2 n 
n 

por lo tanto: 

Yn+l el + c2 (n + 1) 

Yn+2 el + c2 (n + 2) 

y sustituyendo estos valores en 3.6: 

de donde: O 

de la ecuación J.6. 

O, por lo que la ecuación 3,8 es solución-

Segundo caso: ra!ces reales distintas. 

Se tiene la ecuación: 

y 
n+2 - y 

n+l - 6 y = o n 
(3 .9) 

con el operador F: 

F2 - F - 6 = o 

y la ecuación característica es: 

F2 - F - 6 = o 

de donde las ratees son: 
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Para el caso de ra!ces reales distintas la solución gene­

ral es: 

(3 .10) 

Por la que para el ejemplo resulta: 

(3. ll) 

La solución dada por la ecuación 3.11 puede ser comprobada 

por sustitución en la ecuación 3.9. 

Tercer caso: ra!ces complejas. 

Partiendo de la ecuación: 

o (3. 12) 

La ecuación caractcr!stica es: 

r 2 - 2 F + 2 = O 

y las ra!ces son: 

r 1 = 1 + i l - i 

en forma polar: 

r 1 = r~ = fi ~ 

La solución general para este caso es de la forma: 

Yn = e1 rn cos (ne-+ e2) (3.13) 

Por lo que para el ejemplo se obtiene: 

Yn = e1 ( /2) n cos ( ~ n + e2) (3.14) 
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Ecuaciones en diferencias de orden superior a dos, 

Las solucionas de ecuaciones en diferencias de orden supe-

rior a dos se obtienen como combinaciones de las de primer or--

den. Por ejemplo, se considera un caso en el que las ratees de 

la ecuación caracter!stica son: 

la solución será, por lo tanto: 

yn Cl 2n + C2 Jn + n CJ Jn 

Consideración de las condiciones iniciales. 

Las condiciones iniciales son utilizadas también para eva-

luar las constantes asociadas con las soluciones generales. 

Por ejemplo, se desea calcular el valor de la constante c1 

de la ecuación 3.5 ·con la condición inicial Y
0
al, 

Oe la ecuación 

para n = O: 

Y = e 2n 
n l 

y la solución total es: 

Y = 2n 
n 

( 3. 5) 

otro ejemplo puede ser la ecuación J,ll con condiciones -

iniciales Y
0

=0 y Y1=1. 

(3.11) 
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c1 + c2 = O 

-2c1 + 3C2 = 1 

(3 ,15) 

(3 .16) 

resolviendo simultáneamente las ecuaciones 3,15 y 3,16 y~ 

sustituyendo los valores en 3.5 se tiene: 

y = - 1 (-2)n + 1 (J)n 
n "5 "5 

Solución de ecuaciones en diferencias no homogéneas, 

La solución total de las ecuaciones en diferencias no hamo 

géneas se obtiene de la suma de la solución homogénea (haciendo 

la función de excitación igual a cero) y la solución particular 

de la ecuación: 

La solución particular se obtiene asumiendo una solución -

del mismo tipo o estructura que la función de excitación, y su! 

tituyendo esta solución general para evaluar las constantes. La 

tabla mostrada en la figura 3.2 contiene las soluciones supues-

tas para obtener la solución particular (K,A,B y C son constantes). 

FUERZA DE EXCITACION SOLUCION PARTICULAR 
SUPUESTA 

K A 

Kn An + B 

Kn 2 An2 + Bn + e 
sen Kn A sen Kn· + B ces Kn 

Kn AKn 

Figura 3. 2 
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Para ver como es que se propone wia solución supuesta y se­

encuentra la solución particular, la ecuación 3.19 1 de la cual­

se encontró la solución homogénea anteriormente, se escribe de-

la siguiente manera: 

(3 .17) 

De la tabla de la figura 3,2 la solución particular supue~ 

ta que se elije es: 

y A 
n 

de donde: 

sustituyendo lo anterior en la ecuación 3,17: 

A - A - 6A = 12 

A -2 

que es la solución particular, por lo quo sustituyendo, -

se obtinene la solÚción total ( YT ª YP + Yh ) 

Yn • c1 (-2ln + c2 (3)n - 2 

Como segundo ejemplo, se ti eme la ecuación: 

Yn+l - 2 y 
n = n (3 .18) 

de la tabla, la solución supuesta es:... 

y 
n • An + B 

entonces: 

Yn+l = A(n + l) + B 

por lo tanto: 

An + A t B - 2An - 2B a n 

ó4 



igualando coeficientes de términos semejantes: 

A - 2A = 1 A = -l 

h + B - 2B = O B = -l 

por lo que la solución particular de la ecuación 3,18 es: 

Yn = -n -

Otro ejemplo, obtener la solución total de la ecuación: 

y - y = n+l n 

con la condición inicial 1
0 

La solución homogénea es: 

'int 1 - Yn = 1 

con el operador F: 

':'n(F-1) O 

o. 

por lo que la solución homogénea es: 

La solución particular supuesta es< 

de donde: 

Yn+l = A 

S1.Ao1'ituyendo en 3,19:. 

A - 11 

o = 

(3 .19) 

Con la suposición de esta solución particular no se llega 
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a un resultado congruente, por lo que el paso a seguir es 

multiplicar la solución propuesta por n: 

Y = An 
n 

Yn+l = A(n + 1) 

sustituyendo en la ecuación 3,19: 

An + A - An 

A 

Por lo que la solución total de la ecuación 3,19 es: 

y de lo condición inicio!: 

Y
0 

O = c
1 

con lo que finalmente el resultado es: 

Y = n 
n 

3,5 CONSIDERACIONES DE ESTABILIDAD 

Como se mencionó anteriormente, en los sistemas continuos 

al resolver la ecuación diferencial por el método de la trans­

formada de Laplace se llega a una expresión en función do 

variable compleja, El denominador de la expresi6n as! obtoni-

da se conoce como "polos del sistema", y son dichos polos los-

que determinan el comportamiento del sistema, 

Para conocer la estabilidad de los sistemas continuos, se 

obtienen las raíces de los polos del sistema y se grafican en­

el plano canplejo (11, iw). Es decir, que en forma gráfica 1 si las raf 
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ces se localizan en los cuadrantes II y III el sistema es 

estable, si. se encuentran en los cuadrantes I y JV es inestable 

y si est~n sobre el eje iw es críticamente inestab1e, Esta di! 

tribuci6n se muestra en la figura 3,3. 

E 
s 

T 
A 

E 
s 

T 
A 

B 

B 

L 
E 

L 
E 

iw 

I 
N 

E 
s 

T 
A 

B 

N 
E 
s 

T 
A 

B 

L 
E 

L 
E 

~CRITICl\MENTE 
INESTABLE 

l'igura 3,3 

Para conocer el comportamiento del sistema en el tiempo se 

utilizan métodos como el del lugar de las ra1ces 1 traza polar -. 

de ~:yquist o traza logoritmica Bode. 

En los sistemas discretos la estabilidad del sistema se d! 

termina también através de las ra!ces de la ecuación caracter1! 

tica del sistema •. 
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Para el caso de ra1ces reales, la forma general de la so­

lución es: 

Yn =el rln + c2 r2n + e3 r3n + .•.•• 

y para rafees complejas: 

Yn = e
1 

rn cos (n ét+ e 2¡ 

En ambos casos, si 1 rj>l, Yn aumenta sin Hmite, por lo -

que para que el sistema sea estable se requiere que: 

1 rl <. l 

Utilizando los operadores ll y F, cuando ~e está trabajando 

con el operador F la condición de estabilidad es 1 r 1 <. l y con -

el operador B se requiere que 1r1 > 1 • 

En forma gr~fica, las ~reas sombreadas de la figura 3,4 -

indican para cada caso la región de estabilidad, 

imaginario 'maginario 

r al eal 

PLANO F 

Figura 3, 3 
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Ejemplos espec!ficos del análisis de la estabilidad de 

los sistemas ser~n ilustrados en el cap!tulo IV. 
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CAPITULO IV 

CONTROLADORES CONTINUOS Y DISCRE­
TOS. 

4.1 Introducción. 

4.2 funciones de transferencia. 

4.3 Modos y acciones de control 
convencionales. 

4.4 Respuesta de los sistemas 
discretos. 



CONTROLADORES CONTINUOS Y DISCRETOS 

4.1 INTRODUCCION 

En este cap1tulo se estudia en forma general el concepto -

de función de transfer~ncia, el cual es indispensable para ana­

lizar los modos y acciones de control tanto en el campo conti-­

nuo como en el discreto, así como la t6cnica a seguir para obt~ 

ncr la respuesta de los siste~Js discretos a las diversas seña­

les de entrada o comandos. 

4.2 FUNCIONES DE TRANSFERENCIA 

En la teoría de control se utilizan con mucha frecuencia -

las denominadas funciones de transferencia para caracterizar -­

las relaciones de entrada-salida de sistemas lineales invarian­

tes en el tiempo. Aunque el concepto de función de transferen­

cia se aplica anicamente a sistemas lineales invariantes en el­

tiempo, es posible aplicarlo a algunos sistemas do control no -

lineales, 

La función de transferencia de un sistema lineal invarian­

te en el tiempo esta definida como la relación de la transform~ 

da de Laplace de la salida (función respuesta) a la transforma­

da de Laplace de la entrada (función .de excitación), bajo la sup9_ 

sición de que todas las condiciones iniciales son iguales a ce­

ro. Es decir, que la función de transferencia de un sistema r!!_ 

presenta la relación que describe la dinámica del sistema en 
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estudio. 

Sea el sistema lineal invariante en el tiempo definido -­

por la ecuación diferencial: 

a (n)y + (n-1) + . 
o ª1 Y ··· + ªn-1Y + ªnY 

(m) (m-1) b
0 

x + b1 x+ ••• 

(4. l) 

(n ¡,. m) 

donde ''y" es la salida del sistema y 11 x" es la entrada. 

La función de transferencia del sistema se obtiene aplicando la 

transformada de Laplace a ambos miembros de la ecuación 4.1 ba-

jo la suposición de que todas las condiciones iniciales son ce-

ro; por lo que se obtiene: 

Func. de transferencia = G(S) 

La función de transferencia incluye las unidades necesari-

as para relacionar la entrada con la salida, sin embargo, no -­

provee ninguna información respecto a la estructura f1sica del-

sistema de hecho sistemas diferentes pueden llegar a tener una-

misma función de transferencia. 

En el campo discreto, mediante los operadores B (de atraso) 

y F (de adelanto), es posible también obtener funciones de tran~ 

ferencia, diagramas de bloques y utilizar técnicas algebraicas -

para propósitos de manipulación, ejemplos espec1ficos ser4n ana­

lizados más adelante. 
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4.2 MODOS Y ACCIONES DE CONTROL CONVENCIONALES 

Dentro del campo continuo, y como ya se mencionó, un contr~ 

lador compara el valor efectivo de la salida de un proceso con -

el valor deseado, determina la desviación y produce una acción -

de control que reduce la desviación a cero o a un valor muy cer­

cano a cero. 

De acuerdo con su acción de control, los controladores auto-

máticos se pueden clasificar en: 

Control de dos posiciones (abierto-cerrado) 

Control proporcional 

Control integral 

Control proporcional e integral 

Control proporcional y derivativo 

Control proporcional,· derivativo e. integral 

Las caractertsticas básicas de cada uno de ellos se mencio­

nan a continuación. 

Acción de dos posiciones (abierto-cerrado). 

Es un sistema de control en el que el elemento accionador -

tiene sólo dos posiciones fijas, que en muchos casos son simple­

mente conectado y desconectado, por ejemplo: si la señal de sal! 

da del control es m(t) y la señal de entrada es el error actua~ 

te e(t), en este tipo de control, la salida m(tl permanece cons­

tante en el valor máximo o mtnimo, dependiendo de si la señal --
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de error actuante es positiva o negativa, de modo que: 

m(t) M1 para e (t) '>O 

m(t) M
2 

para e (t) <O 

donde M1 y M2 son valores constantes. 

AcciGn de control proporcional. 

Para un control de acción proporcional, la relación entre -

la salida m(t) y la señal de entrada, que puede ser el error a--

ctuante e(t) quedar!d: 

m(t) = Kp e(t) (4. 2) 

o en términos de Laplace, su función de transferencia: 

M(s) 
Efü (4. J) 

donde Kp es la constante de proporcionalidad o ganancia. 

El control proporcional es básicamente un amplificador con gana~ 

cia ajustable. En forma de diagrama de bloques, este control -­

queda representado de la siguiente manera: 

~~-~E_l_s_l~--'!l~~~--M-<s_I.__,,. 

Acción de control integral. 

En un control de acción integral, el valor de la salida del 
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controlador m(t) var!a proporciaialmente a la señal de en--

trada (error actuante) e(t) de la siguiente manera: 

ble. 

o bien: 

dm(t) = Ki e(t) 
dt 

m(t) = KiJ.~ e(t)dt (4 .4) 

donde Ki es una constante de proporcionalidad y es regula--

La función de trasnferencia del control en términos de la -

transfromada de Laplace es: 

M(s) Ki 
EfSf s (4. 5) 

Para un error actuante igual a cero, el valor m(t) se man--

tiene constante. 

En diagramade bloques: 

~~:-~E~(s~)~~~~~~~-=-i~~---------M~(_s_)~~~~ 
Acción de control proporcional y derivativa. 

La acción de control proporcional y derivativa queda definl 

da como la ;urna dada por la ecuación: 

m(t) = Kp e(t) + Kp Td de(t) 
(ft 
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y la funci6n de trasnferencia en términos de Laplace es: 

!:!__U;J_ ; Kp (l + Tds) 
E(s) (4. 7) 

donde Kp es la sensibilidad proporcional y Td es el ti~ 

po derivativo, La acci6n de control derivativa, a veces den~ 

minada de velocidad, se dá cuando el valor de la salida del -

controlador es proporcional a la velocidad de variaci6n de la 

señal de error actuante. El tiempo derivativo Td es el inter 

vale de tiempo en que la acci6n de velocidad se adelanta al ~ 

fecto de la acci6n proporcional. 

En diagrama de bloques se tiene: 

~-~-E-(s-l~~~-~~~~~~M-(s-)~~­L·------1, Kp(l + Tds) 

Si la funci6n de error actuante e(t) es una funci6n ram-

pa unitaria, por ejemplo, la salida del controlador m(t) es -

la mostrada en la figura 4,1, 

Como se puede ver en la figura 4,1, la acci6n de control 

derivativa tiene un carácter de anticipaci6n, Sin embargo, -

por supuesto, la acci6n derivativa nunca podr4 anticiparse a 

una acci6n que aGn no ha sucedido, 

Acci6n de control proporcional e integral, 

La acci6n de control proporcional e integral queda defi-
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c(t) 

error 

m(t) 

/ 
/ 

I' 

/ 
/ 

PO 

"'--proporciona 1 
,,'' solamente 

-+-,~~~~~~~~~~~~t. 
salida del control 

Figura 4,1. 

nida por la ecuací6n :. 

m(t) = l<p e(t) + ~ J: e(t) dt (4,8) 

y la funci6n de transferencia es términos de Laplace es: 

(4. 91 

Ti es el tiempo que regula la acción de control integral 

mientras que una modificaci6n de Kp afecta tanto a la parte -­

integral como a la proporcional de la acción de control, Al -

inverso del tiempo integral Ti se le llama frecuencia de repo­

sici6n, 
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La frecuencia de reposición es el número de veces por 111i­

nuto en que se duplica la parte proporcional, 

tn diagrama de bloques: 

M(s) 

) 

Por ejemplo, si la señal de error actuante e(tl es una -­

función escalón unitario, la salida del control m(t) es la mo! 

trada en Ja figura 4.2. 

e(t) 

esacl6n unitario 

K 
p 

.M-------------+t 

m(t) 

1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 ,. _____ .... 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

.+-----~l~~~~---~t; 

Pigura 4.2. 
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tsr11 rr1.¡ SAlJR ILvtS 
0[ 1.4 

Acción de control proporcional, derivativa e integral. 

Es la acción de control obtenida de la cambinación de los -

efectos de las acciones proporcional, derivativa e integral, co­

mo su nombre lo indica, y tiene las ventajas de cada una de las-

tres acciones individuales. 

La ecuación de dicha acción de control est~ dada por: 

m(t) = Kp e(t) + Kp -d de(t) +!E J'e(t) dt 
' dt Ti 0 

(4 .10) 

y la función de transferencia en t6rminos de Laplace es: 

M(s) _ 
E1ST - Np (1 + Tds + _}_) Tis (4 .ll) 

en diagrama de bloques se tiene· 

+ E(s) 
TiTds 2¡ B" (l + Tis + 

Tis 

M(s) 

Por ejemplo, si e(t) es una función rampa unitaria, la sali 

da del control m(t) ser~ la mostrada en la figura 4.3. 

Ahora bien, en el campo discreto, la computadora de control 

generalmente desarrolla las siguientes funciones: 

Obtiene el valor muestreado de la variable controlada en 

Calcula el error de la relación: En = Rn - en , donde -

Rn es la referencia (o valor deseado) que está almacena-
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o 

e(t) 

rampa 
unitaria 

m(t) 

/ 
/ , 

, 
/ , 

/ , , 

, , 

/ 

, 
/ 

/ 

/ 

, 
/ 

/ 

, '.,.,__proporcional 
/ 

t ol<f----------_. t 

Figura 4.3 

do en la computadora 

Calcula el valor adecuado de la variable manipulada Hn 

(que es la entrada al proceso) 

Inicia la señal de control para el elemento de control -

adecuado 

Continaa con la siguiente variable controlada 

En todo este proceso, se tiene generalmente que el teimpo -

para calcular una nueva variable manipulada es considerablemente 

menor que el tiempo entre muestras, de tal forma que al analizar 

los procesos es razonable suponer que la entrada al proceso sera 
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una seria de escalones. 

Por otra parte, es indispensable proporcionarle a la compu-

tadora un algoritmo de control de tal forma que pueda calcular -

los valores de la variable manipulada. 

Los modos de control convencionales en forma discreta son -

los que se mencionan a continuacidn: 

Acción proporcional. 

La corrección que se hace es de tal forma que sea propor--

cional al error. La ecuaci6n de esta accidn de control en forma 

continua es: 

m(t) = Kp e(t) 

La forma discreta de esta ecuación es: 

M = K E n p n 

o en forma incremental: 

(4 .12) 

Acción integral. 

La corrección se hace proporcionalmente a la integral con­

el tiempo del error. La forma continua de la acción integral es: 

m(t) = Ki r e(t) dt 

El 4rea bajo la curva de error (que es continua), o sea la­

integral, se puede aproximar por una suma de &reas rectangulares 
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., 
TZE. Mn Ki~ TEj = Ki 

J•I J 
(4 .13) 

en el punto n-1 se tiene: 

~·· M n-1 = K. r¿_ E. (4 .14) l j:o J 

y restando las ecuaciones 4.13 y 4 .14 se tiene: 

M - M = K. TE (4 .15) n n-1 l n 

que es la aproximación continua discreta del mbdo integral. 

Acción derivativa. 

En forma continua, la acción derivativa está definida por: 

m(t) = Kd 

y la aproximación discreta está dada por: 

E - E 
Mn = Kd 

n n-1 (4 .16) 
T 

por lo tanto: 

Mn - M = 
Kd 

(En - 2 En-1 - En-2) (4 .17) n-1 "T 

que es la aproximación discreta de la acción derivativa, se 

hace notar la diferencia entre esta aproximación y el modelo 

exacto de la tabla de la figura 2.16. 

De los modelos obtenidos se observa que los diferentes mo--

dos de control tienen la forma general: 

Y al igual que los controladores automáticos (continuos), -

se pueden obtener los modelos para las combinaciones de los dif~ 
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rentes modos de control. 

Habiendo descrito algunos modelos de las acciones de con---

trol, a continuación se analiza la forma en la que se obtienen -

las funciones de transferencia de algunos sistemas mediante el -

uso del operador B. 

Como ya se mencionó, el operador B se define como: 

etc 

Recordando el proceso integrador: 

de = KM dt 

donde e es la variable controlada y M es la variable manip~ 

14da, se asume que KT=l, por lo que el modelo discreto del proc~ 

so es: 

Moviendo un lugar hacia la izquierda (retrasando un paso) ~ · 

se tiene: 

y aplicando el operador B resulta: 

Y formando el cocie.nte de la salida (Cn) a la entrada (Mn)-
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o sea la funci6n de transferencia resulta: 

(4 .18) 

Ahora, para fines de ejemplificaci6n, se supone que el alg~ 

ritmo (modo) de control es de la forma: 

Mn - Mn-l = 1.5 En - En-l (tipo proporcional) 

aplicando el operador B, se obtiene la funci6n de transfe--

rencia del controlador: 

( 1 - B l Mn = (l. 5 - B l En 

Mn 1.5-B 
En = ( 1 - B) (4.19) 

De manera que las ecuaciones 4.lB y 4.19 permiten formar un 

diagrama de bloques del sistema completo. 

Recordando que la ecuaci6n En = Rn - en se representa como­

un punto de suma, el diagrama de bloques queda como se muestra -

en la figura 4.4. 

1.5 - B 
l - B 

controlador 

G(B) 

Figura 4. 4 
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Con este diagrama de bloques, es posible obtener la función 

de transferencia de lazo cerrado (C /R ) y de ah! pasar a la e--
. n n 

cuaci6n de diferencias del sistema completo. 

Del diagrama de bloques: 

R - C n n 

.!...2....::_! E = Mn l - B n 

sustituyendo la ecuación 4.21 en la 4,22 se tiene: 

en (\s_-sª) En (1 ~a)= G(B)En 

y de la ecuación 4.20: 

G(B) 
l + G(B) 

B(l.5 - Bl 
l - O.SB 

(4.20) 

(4 .21) 

(4. 22) 

(4 .23) 

La ecuación 4.23 se puede escribir de la siguiente manera: 

(1 - O.SB)Cn Rn B(l.5 - B) 

o lo que es igual: 

Y moviendo un lugar hacia la derecha (adelantando un paso)-

se tiene: 

que es la ecuación de diferencias del sistema completo. 
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A continuaci6n se obtienen las funciones de transferencia 

de algunos procesos típicos. 

os: 

a) planta integradora. 

En forma continua, su ecuación es: 

d~~t) = K M(t) 

en ecuaciones de diferencias: 

en (l - B) = K T Mn 

en = .!i....'.L.!! M 1 - B n 

de donde finalmente la funci6n de transferencia es: 

en K T B 
Mn r::li 

en diagrama de bloques: 

b) proceso de primer orden. 

En forma continua su ecuacidn es: 

o ~~ + e = KM 

y la ecuaci6n de d.iferencias correspondiente (tabla fig. 2 .16) 
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donde: 
a = e 

-T/r; b=K(l-e-T/r;) 

con el operador B: 

(1 - aB)en : BbM 
n 

y la funci6n de transferencia es: 

y el 

en K(l - .,-T~ J.!L 
M,; 1 - B e -T /G" 

diagrama de bloques es: 

__ M_n ___ ... J K (1 - e -ti&" ) B 

1 1 - B e -T/i 

e) proceso de doble integraci6n. 

En forma continua est4 dado por: 

y el modelo discreto (tabla fi9. 2.16) es: 
2 2 

en+l = 2en - en-1 + K~ Mn + K~ Mn-1 

retrasando un paso: 

y aplicando el operador B; 

2 (KT
2
B KT

2
B

2
) en ~ (2B - B Jen + -2~ + --r-- Mn 
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2 
Cll (l - 2B - B

2
) - E!:_! - 2 (l - B) Mn 

de donde la función de transferencia es: 

e 
n 

Mn 
(KT2/2) B (l - B) 

l - 2B - B2 

d) proce>o de primer orden con integración en casacada. 

En forma continua está definido por la ecuación: 

el modelo discreto (tabla fig. 2.16) es: 

Cn+l = ªo Cn + ª1 Cn-1 + bo Mn-1 + bl Mn-2 

atrasando un paso: 

aplicando el operador B: 

en (1 - a
0 

B - a 1 a2¡ = (b0 B - b1 a2)Mn 

de donde la función de transferencia es: 

en b0 B + b1 a2 

Mn l - ªo B - ª1ª2 

4.4 RESPUESTA DE LOS SISTEMAS DISCRETOS 

Cualquier señal variante en el tiempo, muestreada a interv! 

los constantes (iguales) de tiempo, puede ser representada por -

una serie do ndmeros llamados secuencia muestreada a la que tam-
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bién se le conoce como serie en el tiempo¡ por ejemplo, -

si un voltaje da la temperatura de un proceso através de un 

transductor, y éste se mide cada T segundos, un conjunto de 

lecturas de voltaje graficadas contra el tiempo es una secuen­

cia muestreada o serie en el tiempo. Dichas secuencias mues­

treadas pueden ser expresadas en función del operador ~. 

La respuesta de un sistema a cambios en el comando (entra­

da al sistema), se pueden obtener y resolver en forma directa -

utilizando t6cnicas de operadores, resolviendo la ecuación de -

diferencias o utilizando el m6todo recursivo. 

La habilidad para describir señales variantes en el tiempo 

en forma matemática, que es análoga a la manera en que la comp~ 

tadora maneja los datos, es un ingrediente esencial para formu­

lar un método conveniente para el análisis'de la respuesta de -

un sistema. 

El muestreo discreto en el tiempo de una función continua­

produce una serie de nameros que son todo lo que la computadora 

conoce de dicha función. Para comenzar, se define una muestra­

unitaria tomada en el origen del tiempo (o en un tiempo "n" del 

muestreo) denominada Sn , tal como se muestra en la figura 4,5, 
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o T T 

Figura 4.5 Muestra unitaria. 

De aquí entonces que s
11 

está definida por una secuencia de 

nameros dados por: 

( 

1 en 

o en 

n=O 

n~O 

La muestra unitaria puede ser movida o trasladada para de-

finir una muestra tomada por la computadora en un tiempo cual--

quiera T, tal como se muestra en la figura 4.6. 

f 
n 



en donde: 
.. T 

"'T 

De esta forma, una muestra de magnitud A se puede expresar 

por medio de la muestra unitaria multiplicada A veces, y as1, -

superponiendo (sumando) muestras unitarias adecuadamente tras--

puestas y escaladas, es posible expresar cualquier función mue! 

treada. 

Por ejemplo, se considera la siguiente función escal6n: 

Su funci6n muestreada que.da expresada por1 

~ t 
o T 2T JT 4T ST 6T , 

fn sn + 5n-l + s n-2 + ...... 
o bien: 

fn sn + B sn + B2s + B3S + ..... n n 
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o sea: 

que puede ser reducido a: 

fn ~(1 : n) 5n 

El término (l : n) S0 se llama función generadora, dado -­

que es una funci6n del operador de atraso (B) que est~ operando 

en la muestra unitaria para generar una secuencia de nameros --

que corresponden a los valores muestreados de la función esca--

l6n del e.jemplo. 

Analizando otro ejemplo, la función generadora de la se---

cuencia de la funci6n pulso, se obtiene superponiendo las se--­

cuencias individuales de las funciones escalón, segGn se mues--

tra en la figura 4.7. 

lí> f ( t) 

Al----------. 

O ~T 

FUNCION PULSO 

A 

, t 

Figura 4.7. 
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lf'. f (t) 

A r-~~~~~~~~ 

-A 

FUNCION ESCALON QUE 
GENERA UN PULSO 

en donde: 

... t , 

,,. n 

A 

SECUENCIAS MUESTREADAS 
INDIVUDUALES 

Figura 4.7 (continuación). 

, 

(l + B + a2 + .. I 

que es la función generadora de la función oulso. 

Como tercer ejemplo, se tiene una función rampa con pen--

diente A en t=O. 

f (t) 

la función muestreada a intervalos de tiempo T es: 
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o bien: 

de donde la función generadora resulta ser: 

La tabla de la figura 4,8 muestra una rescopilaci6n de las 

funciones generadoras t!picas. 

Ahora bien, la respuesta de un proceso a comandos específ! 

cos de la computadora o la respuesta de sistemas retroalimenta-

dos de control, puede ser f4cilmente conocida mediante el con--

cepto de función generadora, 

Recordando la función de transferencia discreta de un sis-

tema cualquiera: 

salida 
eñtrada 

resulta que la salida est4 dada por: 

(4 .23) 

si la naturaleza de In es conocida, entonces tambi~n puede 

determinarse su función generadora: 

(4. 24) 

sustituyendo la ecuación 4.24 en la 4.23 se tiene: 

ºn = G(B) F(B) sn (4. 25) 

La cantidad G(B) F(B) sn forma una nueva función generado-
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ID 

'" 

Función Con-
tinua f (t) 

Muestra unitaria 

f (t) 
función cual¿uiera 

con esc<il n . 

J(f (ti 
función cualquiera 

con rampa 

A(tl 
Escalón 
unitario 

t 
Rampa 

Unitaria 

-at e 
Exponencial 

f'unci6n di se rota 
en funci6n de s 

ll 

l para n = o 
o para n f- o 

2 
(fo+flB+f2B + .. ,)Sii 

. 2 
K(fo+f¡B+f2B + ••• )Sn 

(l+B+B2+ ".) s ( n 

T(B+2B2+3B 2+ ", )Sn 

(l+AB+A.2a2+ ••• )S 
-at n 

donde A • e 

Figura 4.8 

fu11cl6n T6rmino gral, de 
Gcncradoi·a la secuencia 

sil - - -

F (D) sil ( 
11 

KF(B)Sn Kf 11 

l -- ) sil 1 
1-B 

TB 
---S nT 
(l-8)2 n 

1 s 
--- n 

/\n 

1-AB 



ra de la salida ºn' Si se expande G(B) F(B) por el método 

de división larga, la secuencia muestreada en el tiempo se ob-­

tiene directamente. 

Como ejemplo de lo anterior, se desea conocer la respuesta 

del error En del sistema mostrado en la figura 4.9 cuando la ª.!! 

trada es una función rampa, esto es R
0 

= n. 

Figure. 4.9. 

Por algebra de bloques se determina que: 

En = (1 - B2) 

en (l - B2) + (l.S - B) B 

de donde: 

En 
- 2B - B

2 
Rn - O.SB 

En 
( 1 - Bl

2 
Rn 1 - 0.5 B 

La función generadora de Rn (rampa) (tabla fig. 4.0) es: 

R = ---'ª=-~ S n 
61

2 n (1 
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Por lo tanto la función generadora del error es; 

E 
(1 - B)2 e ~ e¡ 2) 

s n (1 - 0,5)B n 

E 
B 

sn n - 0.5 B 

haciendo la división larga: 

B + 0.5B2 
+ 0.25B3 + 0.125B4 + .•••• 

l - O. 5B B 

-B + 0.5B2 

0.5B2 

-O. ~B 2 
+ 0.25B3 

o lo que es igual: 

o 2 3 4 En= (OB + B + 0.5B + 0.25B + 0.125B + ..• )Sn 

Los coeficientes de la serie en B son los valores corres--

pondientes a los tiempos de muestreo, como se muestra en la fi-

gura 4 .10, 

Figura 4, 10. 
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Ahora bien, considerando una entrada escal6n unitario, su 

funci6n generadora es: 

entonces: 

R l S 
n = r-::-ií n 

(1,5 - Bl B 

en (! - Bl 2 
Rn 1 + (!.S - B)B 

(1 - B) 

en (!. 5 - B) B 
Rn = ( 1 - B)2 + (!. 5 - B)B 

en 
Rn = 

y sustituyendo Rn : 

e = n 

( !. 5 - e¡ B 
l - o.se 

( !. 5 - B! B 
l - O. 58 Rn 

B(l .SB) 
(! - O.SB) (l - B) s 

n 

En esta expresi6n debe hacerse un arreglo, ya que para ex­

pander en fracciones parciales, el orden del denominador debe -

ser mayor que el del numerador, entonces: 

en 1. s - e 5 -¡¡- = en+! = (1 - O.Se) (1 - B) n 

para determinar A1 Y A2 
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o.s 

entonces: 

y utilizando las dos 6ltimas columnas de la tabla de la f! 

gura 4.8 se tiene: 

cn+l = o.s (o.siº+ 

Para comparar la respuesta final, se puede llegar al mismo 

resultado por el método de división larga, tal como se hizo en-

el ejemplo en el que la entrada era una rampa. 

se haca notar qua la tabla de la figura 4.8 pueda ser usa­

da para obtener la secuencia de la respuesta sin necesidad de -

hacer la división larga 

Para el ejemplo en cuestión, la función generadora del ---

error En se determinó como: 

En = a(1 -\,se) sn 

De la tabla 4.8 se obtiene: 

l - O.SB 
+ O.SB + 0.2SB2 +,,,, 

De esta forma, se puede observar que las tablas pueden ser 
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utilizadas en ambos s9ntidos, o sea, que una función gen~ 

radora se puede transformar en una secuencia y una secuencia -

se puede transformar en una funci6n generadora. 

En algunos casos se desea conocer el valor final de una S.!!_ 

cuencia sin obtener los valores intermedios, en estos casos es-

conveniente utlizar el teorema del valor final, el cual esta--

blece que: 

donde: 

F Lim (1 - D)F(B) 
B-> l 

Para demostrar esta altima exprcsi6n, se tiene qua: 

Fn =(Fo+ F1B + F2e2 + F3B
3
+ ••.• )Sn = F(B)Sn 

truncando la secuencia en n=N: 

truncando en n=N-1: 

( F B + F BN-l)S Fn,N-1 =Fo+ l +. • • • • N-1 n 

(4.26) 

(4 .271 

(4 .28) 

Atrasando un paso la ecuación 4.28 y restandola do la 4.27: 

de la ecuación anterior: 

Lim ÍF - BFn,N-1] = (FN) sn 
e-1 l n,N 

y cuando N-4-, 
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por lo tanto: 

Lim fF (SI sn - BF (BI snJ = lF- ) sn 
s-1 t: 

Lim (1 - B) F(B) = r ... 
e-1 

Como ejemplo de la aplicación del teorema del valor final, 

se desea encontrar el valor de estado estable de la respuesta -

descrita por la ecuación: 

l. 

F(!ll 

ll (l. 5 - Jl) 
(l-B) (!-O.Sil) 

aplicando el teorema se tiene: 

Lim (1 - B) F(B) 
s-1 

Í:O-Bl B (l. 5-ll) J 
[tl-B) (1-0,SB) B-1 

c.., = l 

Es decir que el valor de estado estable de la ecuación es · 

Respuesta a un pulso unitario. 

El pulso unita.río tiene una función generadora igual a --
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.. ------, 
1 

T T 

Si el comportamiento dinámico está dado por: 

y < = G(B) 

y la entrada es un pulso unitario, entonces Xn=s
0 

de aqu!, la respuesta de un sistema a un puslo unitario es 

simplemente la secuencia formada por la funci6n discreta de 

transferencia operando en la muestra unitaria S
0

• 

Ejemplo de cálculo: se desea controlar el paso de un fluido 

através de un dueto por medio de una válvula conectada a un mo--

tor, tal como se muestra en la figura 4.18. 

Las ecuaciones dinámicas del proceso son: 

dq 
¡rr2 = Kv M 
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COMPUTADORA 
,------------ - - - -- -1 

Rn : + En ! Mn 
-......:'--'1-lOCl----'c:..._~ Kc 

1 ' 
1 qn : 
L-- --------------J 

Figura 4.18. 

Y la función de transferencia de la v~llvula es: 

de lo anterior, el diagrama de bloques del sistema es: 

de donde la función de transferencia del sistema es: 

qn Kc Kv T B 
Rn l - (l - Kc Kv T)B 

y la ecuación característica es:· 

l - (l - Kc Kv T)B = O 
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por estar trabajando con el operador B, la condici6n de -

estabilidad es que 1r1>1, por lo que: 

l 1 - Kc l Kv T 1 > l 

¡ 1 - Kc Kv TI < 

o lo que es igual: 

O ( Kc Kv T < 2 

Ahora bien, asumiendo una entrada escalón unitario: 

se desea conocer la respuesta en los casos; 

a) si Kc Kv T = l 

q n =(1 : B) BS n 

qn ~ l ~ B 5n 

de donde: 

T 
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b) si Kc KV T = 2 (limite de estabilidad) 

qn = (1 : ~) {i2! s) 5n 

qn = 1 2 ~ B2 sn = (OB
2 

+ 2B + on
2 

+ 2n
3 

+ on
4 + .•• )Un 

de donde: 

T 2T 3T 4T 

e) si Kc Kv T = 0.5 

qn = ~ : e) (i ~·~~SB J5n 

q e o.sn 2 5 
n l - l.SB + o.sn n 

de donde: 
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2T 3T 4T 
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CAPITULO V 

DISE~O DE CONTROLADORES DIGITALES 
Y FORMULACION DE LOS ALGORITMOS 
DE CONTROL. 

5.1 Introducción. 

5.2 Métodos para el diseño de 
controladores digitales. 

5.3 Algoritmos de control para 
una relación variable de re­
ferencia-variable controlada 
deseada. 

5.4 Algoritmos de control para 
relaciones señal de error-se 
ñales de referencia deseadas. 



DISERO DE CONTROLADORES DIGITALES Y FORMULACION DE LOS 
ALGORITMOS DE CONTROL 

5.1 INTRODUCCION 

Se mencionarán dos m~todos para el diseño de un controla--

dor diqital y dos caminos alternativos para la fonnulación de -

los algoritmos de control a programarse en dicho control digi--

tal. 

5.2 ME1'0DOS PARA EL DISENO DE CONTROLADORES DIGITALES 

El prilnero de ellos consiste en utilizar la aproximación 

discreta de los controladores continuos, tal como se mencionó -

en el capítulo IV. 

Por ejemplo, el control proporcional, derivativo e integral 

que incluye los tres efectos, y que tiene la forma general: 

en donde: 

Kl Kp + Ki T 
Kd 

+;¡r 

K2 = -(Kp 
2Kd 

+T 

K3 
= Kd 

T 

Kp , Kd y Ki son las constantes de proporcional, 'derivati­

va e integral, respectivamente, y Tes el tiempo de muestreo. 

El problema en el diseño de este tipo de controladores co~ 
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siste en encontrar el ajuste apropiado de las constantes -

(parámetros) del controlador, o sea K1 , K2 y K3 , de tal mane­

ra que el sistema de control se comporte en forma adecuada. 

La mayor parte de las técnicas de ajuste de parámetros r~ 

quiere de un conocimiento adecuado del modelo matemático, por -~ 

lo menos aproximado, del proceso de control. cuando dicho mod~ 

lo es conocido, las técnicas aplicables van desde procedimien-­

tos emp1ricos hasta complejas técnicas de optimización. 

El otro método para el diseño de controladores digitales -

consiste en obtener el algoritmo de control necesario para lo-­

grar un cierto objetivo de entrada-salida en el sistema de con-

trol. Para poder efectuar 6sto, es esencial un conocimiento a-

decuado del proceso a controlar, de tal manera que sea posible­

formular un modelo del proceso. 

hnalizando las formas bajo las cuales se obtiene conoci- -

miento de los procesos, éstos se pueden clasificar en: 

- En el caso de procesos simples, las leyes que gobiernan­

el proceso se pueden analizar, y através del an&lisis se puede­

formular el modelo matemático. 

- En muchos casos son dif!ciles de analizar desde un punto 

de vista matemático, pero su respuesta a cambios es relativa- -

mente simple. En este caso se selecciona racionalmente una fu~ 

ción de transferencia basada en datos de entrada-salida. 

- En otros procesos, la complejidad se presenta no sólo 
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en su análisis matemático sino en su respuesta, que gene-­

ralmente se encuentra contaminada por ruido y disturbios. En -

este caso se utilizan técnicas estad!sticas para obtener un co-

nacimiento aproximaGo del modelo del proceso. 

Como ya se menciono, el objetivo es obtener un controlador 

que permita una respuesta de lazo cerrado adecuada. La figura-

5.1 muestra un sistcm~ de control de lazo cerrado con retroali-

mentaci6n unitaria. 

Figura 5.1 

En donde la funci6n de transferencia 

e 
_Jl 
M 

n 

debe ser conocida. 

La forma en la que la computadora implementa el control es: 

l) Muestrea y convierte a "palabra" digital la variable en 

2) Formula el error con en y el comando de entrada Rn• 
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3) Mediante una subrutina resuelve el algoritmo de control­

en forma recursiva. Este algoritmo de control se obtiene de la­

funci6n de transferencia del controlador: 

G (ll) 

Por ejemplo; si G(ll) (1 - d)ll 
1-::ciB 

entonces Mn = d Mn-l + (1 - d) En-l sería el algoritmo de -

control. 

4) Convierte la nueva manipulaci6n para presentarla al prE 

ceso. 

Es conveniente mencionar de nuevo que el tiempo invertido-

en todo el proceso descrito, debe ser insignificante en relaci6n 

al tiempo de muestreo, para que el hecho en que se basa la too--

r!a de los operadores n y F se cumpla (este consiste en que el -

proceso debe recibir una manipulación constituida por escalones-

de duraci6n igual al tiempo de muestreo). 

5.3 ALGORITMOS DE CONTROL PARJ\ UNA RELJ\CION VARIABLE DE 
REFERENCIA-VARIABLE CONTROLJ\DA DESEADA 

La función de transferencia de lazo cerrado del sistema de 

control mostrado en la figura.5.l es: 

Ge (B) Gp (ll) 
(5.1) 

1 + Gc(B) Gp(ll) 
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en donde Gd(B) es la función de transferencia de lazo ce- -

rrado deseada para cambios en la señal de referencia. 

Manipulando la ecuación 5.1 se puede obtener la función de-

transferencia del controlador: 

Gp(B) (1 - Gd(B)) 
(5,2) 

La ecuación 5.2 proporciona una relación matem~tica que pe! 

mite encontrar la función d~ transferencia del controlador cuan-

do se conoce la función de transferencia del proceso (Gp(B)) y -

la función de transferencia de lazo cerrado deseada (Gd(B)). 

Se debe tener cuidado en no tratar de exigir demasiado res­

pecto a la función de transferencia de lazo cerrado deseada. 

Por ejemplo, si en un proceso integrador cuya ecuación diferen--

cial es: 

y su función de transferencia discreta es: 

~ 
1 - B 

se exige que dicha función de transferencia de lazo cerrado 

sea: 

esto implica que la salida sea siempre igual a la entrada -

por lo que el controlador requerido ser!a: 
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1 
K T B r:s- (l - !) 

-º-

El resultado obtenido muestra claramente un controlador que 

no es f1sicamente realizable, pues se requerir!a de una manipul! 

ci6n infinita. 

En base a este resultado, se debe ceder un poco en el requ! 

sito, por ejemplo se podr!a pedir que la respuesta igualo al co-

mando un periodo de muestreo dcspu~s, es decir: 

de esta forma: 

por lo que el controlador requerido os: 

B 
K TB 
~ (l-B) 

y el algoritmo de control es: 

M = n 

l 

~ 

De esta forma, un simple controlador proporcional con la 9! 

nancia ajustada al valor apropiado deberá lograr el objetivo de-

seado. 
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El siguien~e ejemplo muestra el procedimiento para obtener 

el algoritmo de control en base a lo anteriormente expuesto. 

se desea diseñar un algoritmo de control para un sistema -

de primer orden descrito por la ecuación diferencial: 

con un tiempo de muestreo T tal que: Cn+l = Rn es decir -

que la salida est6 un paso atrasada con respecto a la entrada, -

dicho de otra manera, que la salida sea igual a la entrada des-­

pu~s de un tiempo de muestreo. 

La función de transferencia de la planta es: 

en donde : d = e-T/Sp 

K (l - dl B 
l - dB 

de las restricciones se tiene que: 

as1: 

B 

K 

Mn 1 - dB 

B 
(1 - d)B 

- dB 

En Kp(l - d)(l - B) 

(l - B) 

por lo que el algoritmo de control se obtiene de: 
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y el algoritmo de control buscado:es: 

o bien: 

5. 4 ALGORITMOS DE CONTROL Pl•RA RELACIONES DE SEllAL DE 
ERROR-SEílALES DE REFERENCIA DESEADAS 

De la figura 5.1, el error puede expresarse como: 

y la función de lazo abierto es: 

(5. 3) 

(5 .4) 

sustituyendo la ecuación 5.3 en la 5.4 y rearreglando: 

l 
_l_+_G~c~(B~)-G_p_(~B~)- = Ge (B) 

Ge(B) es la función de transferencia deseada de transferen­

cia de lazo cerrado que relaciona el error con la señal de refe-

rencia. 

Despejando la función del controlador se tiene: 

l - Ge(B) 

En la selección de G0 (B) se debe tener en cuenta: 

- Que pedir que En = O no es f1sicamente realizable 
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- Que el valor del error en estado estable se puede encon­

trar utilizando el teorema del valor final: 

e.= Lim (1 - B) Ge(B) Rn 
B-t 1 

Esta a1tima ecuaci6n puede ser muy Gtil para llegar a obt~ 

ner una Ge(Bl apropiada. 

Si por ejemplo, se desea diseñar un algoritmo de control 

que lleve a un proceso a seguir un comando rampa con un error de 

estado estable igual a cero, lo más pronto posible, dicho algo--

ritmo 1c control se obtiene de la siguiente manera: 

la funci6n del proceso es Gp(B) y la del comando es: 

R = A(nT) = ATB 
n (l-B)2 

una secuencia del error podr!a ser: 

En= conº+ ATB + os2 + ..... >sn 

poc lo tanto: 

sustituyendo Rn y rearreglando: 

En• G (B) • (1 - B) 2 
Rn e 

por lo tanto: 

1 - (1 - B) 
2 

Gp(B) (1 - 8) 2 
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Que es el algoritmo buscado en función de una función de 

proceso Gp(BI cualquiera. 

La figura 5.2 mues~ra un diagrama de bloques de un siste­

ma de control en el que se puede observar la señal de pertur-­

bación: 

+ 

Figura 5.2. 

Un objetivo coman de los sistemas de control regulatorios 

es mantener la variable controlada en un nivel deseado a pesar 

de los disturbios que afectan al proceso. 

En el siguiente ejemplo, se supone que las perturbaciones 

entran al proceso en forma de cambios de escalón, que ocurren­

en los tiempos de muestreo. Esto no es cierto en un caso real 

pero es una buena aproximación si la razón de muestreo es ma-­

yor que la razón de cambio de la perturbación. 

Si se considera por un momento, para fines de an4lisis, -

que Rn = O, el diagrama de bloques de la figura 5.2 queda tal­

como se muestra en la figura 5.3. 
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figura 5. 3. 

de donde la función de transferencia de lazo cerrado es' 

en G (B) 
d~ l + Gc(B)Gp(BJ-- = Gf(B) 

Gf(B) es la función de transferencia deseada entre la per 

turbación y la variable controlada, por lo tanto: 

Gp(B) - Gf(B) 
Gp(B) Gf(B) (5.5) 

Para utilizar esta relación, es necesario considerar una-

secuencia de salida aceptable, y a partir de ásta, obtener la­

Gf (B) m~s adecuada. 

Por ejemplo, se tiene un proceso de primer orden, cuya -­

función de transfer~ncia discreta ea: 
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y la planta está sujeta a perturbaciones peri6dicas de -

tipo escalón, que pueden ser representadas en forma aproximada 

por: 

Se desea diseñar un algoritmo de control que minimize la-

desviación de la planta de su condición de equilibrio, 

Lo mejor ~ue puede esperarse es que: 

en= (O 8° +A 8 +o 8
2 + ••••• ) sn 

la desviación /\ está determinada por el comportamiento de 

la planta ya que la perturbación debe ser percibida primero por 

ésta y después, debido al cambio producido, el detector de e-­

rror nota la diferencia y principia la acción de control corre! 

pondiente de la siguiente manera: 

e = J(p (1 - dp) o (B + ( 1 + d )82 + ..... ) s n p n 

por lo tanto: 

/\ = J( p 
( 1 - d pl o 

de esta forma: 

e /\ 8 sn 
Gf (B) = ....!!. .. = J( (1 - dp) B (1 - B) 

dn o 
r=Jl s p 

n 
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Esta altima ecuación representa la función deseada, por 

lo que, de la ecuación 5.5, la función de transferencia del-

controlador es: 
Kp (! - dp)B 

-r.=a-s-

simµli ficando: 

(! + d - d B 

de donde: 

que finalmente es el algoritmo de control para la rela­

ción deseada. 
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CONCLUSIONES 

El control digit~l o control por computadora es hoy en día 

una herramienta de vit3l importancia en la industria, ya que pr~ 

senta grandes venta)~s sobre el control anal6gico o control co~ 

t!nuo. Dichas ventajas pueden resumirse en: 

Los controles digitales pu"d"n realizar complejos cál-­

cCHos con exactitud co:1stante a a.ita velocidad. I.as computado­

ras digit~l~s pucd~:1 rt!alizar los c~l~ulos hasta cuJlquicr qra­

do de cxa.-:ti tud desc~ich, con un incr0mcnto de costo relativa- -

mente pequeño. En 1.:"arr.bio, el costo de las computadoras anal6g!, 

cas aumenta r6pidarnente al hacerlo l.J complejidad de los ci:ilcu­

los, si es que se desed mantener ulla exactitud constante. 

Los controles 1.Hqitales son extremadamente versátiles. 

Simplemente colocando un nuevo programa o algoritmo de control 

se pueden cambiar totalmente las operaciones a efectuar. Esta 

caracter!stica es particularmente importante si el sistema de -

control ha de recibir información operativa o instrucciones de 

un centro de c6mputo, en donde se r..:-alizan estudias de optimiz!!, 

ci6n y an~lisis econ6micos de los procesos. 

Como se ha podido apreciar, los operadores "B" y "E" son -

elementos que facilitan en gran medida el análisis y estudio de 

los sistemas controlados por computadora, especialmente si se -

compara su complejidad con la de la transformada z. Aunque si 

bien es cierto, la trasformada z es una herramienta de utiliza­

ción m4s general y adecuada para todos los sistemas discretos, 
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los operadores "B" y "P" son de gran ayuda para simplificar -­

los c~lculos y operaciones en los casos que son aplicables. De 

esta menera, puede decirse que cuando el sistema lo permite, es 

preferible analizarlo por medio de dichos operadores. 

Por otra parte, la implementaci6n del control por computa­

dora es el primer paso en una industria para la automatización 

completa del proceso, la cual, en la actualidad y como se ha d!t_ 

mostrado en los países industrializados, es la base de partida 

para obtener incrementos sustanciales en la productividad y ca­

lidad, disminución de desperdicios y en general para mejorar -­

las caracterfsticas de los productos. 
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ANEXO I 
Pares de transformadas de Laplace 

f (tl 

impulso unitario (t) 

escalón unitario 1 (t) 

t 

-at e 

t e -at 

sen wt 

ces wt 

tn (n=l,2,3, ... ) 

tn e·at (n=l,2,J, ••• ) 

__ l __ (be -bt _ ae -at
1 b - a 

e·at sen wt 

e -at cos wt 
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F(s) 

l 
s 

1 

~ 
l 

s+a 

l ¡;:;:-;¡-2 
w 

ni 

ni 

(s + a)n+l 

(s + a) (s + bl 

s 
(s + a) (s + b) 

1 
s(s + a) (s + bi 

w 
(s + a)2 + w2 

s + a 

(S + a) 2 + w2 



ANEXO I continuación 

l (at - 1 + 
ª2 

0 -at) l 
s~(s + a) 

w n 

h 
_,. w t w2 

- .;,t e n sen w l _,. 2t 
n 

n 
52 + 2 w s + w2 

n n 

-1 -"ti w t ~e n sen(wn Ji::;;'I t - jÓ) 

s 

<j = tan-l ~ 
--7"-~ 

s2 + 2 "ns + w2 
n 

1 ~ 1 -¡;w t ~ t +¡6) ~e n sen(wn w2 
n 

~ = tan-1 )1 - '& 2 
'!> 

5(s2 + 2 w s -:;: ,,,2, 
n n 

124 



BIBLIOGAAFIA 

l.- ECUACIO~ES DE DIFERENCIAS - Apuntes 
Departamento de Ftsica y MatemSticas 
ULSA 

2.- INGENIERIA DE CONTROL MODERNA 
Katsuhiko Oqata 
Prentice Hal 1 

3.- INTEGRATED CONTROL, BUILDING FOR THE FUTURE 
Production Engineering, Agosto 1985 
pp 46-50 

4,- CONTROL DIGITAL - Apuntes 
Jos~ de Jesas Rodr!guez y Miguel Pérez 
I.T.E.S.}!, 

5.- SUPERVISORY CONTROL OF A PROCESS LINE 
Technical paper, IEEE 
Rubber and plastics conference April 2/3, 1984 
C. W. Bard.,ell Jones 
pp 17-21 

6.- ESTUDIO EXPERIMENTAL DE CONTROL ANTEALIMENTADO 
IMPLEMEllTADO EN UNA MICROCOMPUTADOAA 
Jorge Flores Calleja 
Tesis de Maestr!a I.T.E.S.M. 

7.- TEORIA DEL CONTROL 
Albert B. Bishop 
Academic Press 

125 



8.- TEORIA DEL CONTROL 
Pierre Fourre 
North-Holland 

9.- TEORIA DEL CONTROL 
Charlotte Striebel 
Springer-Verlag 

10.- CALCULUS OF FINITE DIFFERENCES ANP PIFFERENCE EQUATIONS 
Murray s. Spiegel 
Me. Graw Hill 

11.- SISTEMAS AUTOMATICOS PE CONTROL 
Richard C. Dorf 
Fondo Educativo Interamericano 

126 


	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. Fundamentos del Control de Sistemas Continuos y Discretos
	Capítulo II. Modelos Matemáticos de los Sistemas
	Capítulo III. Análisis de los Procesos a Partir de sus Modelos Matemáticos
	Capítulo IV. Controladores Continuos y Discretos
	Capítulo V. Diseño de Controladores Digitales y Formulación de los Algoritmos de Control
	Conclusiones
	Anexos
	Bibliografía



