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INTRODUCCION

Tradicionalmente, las limitaciones en la capacidad de los-
equipos de control, demandaron que las lfneas de procesoc fueran
divididas en secciones para permitir que 1os operadores humanos
tuvieran tiempo suficiente para hacer los ajustes locales nece-

sarios.,

En las Gltimas dos décadas, algunas de las industrias mis-
complejas tales como la petroquimica y la siderGrgica, han reci
bido grandes beneficios de la aplicaci6n de controles por medio

de computadoras centralizadas en sus procesos.

Dichos sistemas han permitido a éstas y otras industrias -
incorporar diversas lineas de control y proveer lazos interac-
tivos entre procesos o secciones de procesos adyacentes, asf -
como rapidez en el procesamiento de grandes cantidades de datos
y una sustancial reduccién en la intervencién humana dentro de-
los lazos de control. Obteniendo como resultado considerables-
mejoras en las velocidades de las lfneas, calidad del producto,
bajos indices de desperdicio y flexibilidad de adaptacifn en la
produccifn; aunque los costos han sido muy altos y ha tomado mu

cho tiempo desarrollar los sistemas,

La ingenieria de procesos actualmente enfrenta dos proble-
miticas diferentes al desarrollar las especificaciones de las -

lineas o procesos.



Una de ellas es la necesidad de obtener mayor productivi--
dad, menor desperdicio, tolerancias m8s cerradas, mejor calidad
y mayor seguridad., Siendo todos estos problemas ficilmente i--
dentificables y generalmente resueltos por desarrollos l6gicos-

de pr&ctica comfin,

Los problemas m&s diffciles son los intangibles, tales co-
mo: por cuanto tiempo se fabricard el producto, que productos -
similares serdn necesarios en el futuro, que nuevos cambios ha-
brd en la tecnologia del proceso y que nuevas t&cnicas de con--
trol se adoptardn en un afio 0 dos. Generalmente estos argumen-
tos no son respondidos con facilidad, y es por &sto gque los cur
sos de accibn que debe tomar el disefiador del proceso son incor
porar al sistema tanta flexibilidad de control como sea posible
y asegurar gue la implementacifén sea lograda en el menor tiempo

posible.

Estas importantes caracteristicas son logradas con seguri-
dad y oportunidad en los sistemas controlados por computadora--
o control digital, ya que los algoritmos de control son f&cil--
mente reemplazados y la implementaciém es llevada a cabo Gnica-
mente haciendo los cambios necesarios en los elementos finales-

de control,

De lo anteriormente expuesto se desprende la necegidad de-
que la persona que estudia y analiza los sitemas o procesos --

que serdn controlados por computadora, tenga una concepcifn muy



clara de los conceptos aplicables para cada caso en parti-
cular. El presente trabajo presenta un estudio de las bases --
tebricas necesarias para el andlisis de sistemas controlados en
forma digital, desde la obtencién del modelo matemdtico hasta -
la formulaci6n del algoritmo de control. Procurando en cada ca
so hacer notar la semejanza que existe entre el estudio del sig
tema en el campo continuo y en el campo discreto, para de esta-
forma facilitar la comprensién de los conceptos que se manejan-

en el control de procesos por computadora,

Como se ver& mis adelante, el andlisis de los procesos se-
lleva a cabo utilizando los operadores hacia adelante "F" y ---
hacia atr&s "B", herramientas pricticas que son una alternativa
al uso de la transformada "z". Siendo la principal caracter{s-
tica de dichos operadores que las bases matemiticas necesarias-
.para su aplicaci6n son de mienor complejidad que las:inherentes-

a la transformada "2",



CAPITULO I

FUNDAMENTOS DEL CONTROL EN SISTE-
MAS CONTINUOS Y DISCRETOS,

1.1 Introduccibn.

1.2 Control de los sistemas en
el campo continuo,

1.3 Control de los sistemas en
el campo discreto.



FUNDAMENTOS DEL CONTROL EN SISTEMAS CONTINUOS Y DISCRETOS
1,1 INTRODUCCION

En este capitulo se estudian los dos tipos b8sicos de sis-
temas de control (lazo abierto y lazo cerrado) en los cuales se
implementan tanto los controladores discretos como los controla
dores continuos, y se plantean en forma general las bases mate-

miticas aplicables en cada caso.

Para describir un sistema de control es necesario definir-
algunos conceptos y componentes que forman parte de dichos sis-
temas:

Planta: es un equipo o juego de piezas de una miguina fun
cionando juntas, cuyo objetivo es realizar una operacibn deter-
minada. Comunmente se designa como planta a cualquier objeto--
fisico que ha de ser controlado (como un horno de calentamiento
un reactor quimico, etc...).

Proceso: se define como proceso a una operacién o desarro
llo natural, progresivamente continuo, caracterizado por una sg °
rie de cambios graduales gue llevan de un estado a otro de un--
modo relativamente £ijo y que tiende a un determinado resultado
o fin; o bien, una operacién artificial voluntaria, progresiva=-
mente continua que consiste en una serie de acciones controla--
das o movimientos dirigidos sistemdticamente hacia un determi--
nado resultado o fin.

Sistema: es una combinacitn de elementos o componentes que-~



actfian conjuntamente y cumplen un determinado objetivo.

Perturbacién: es una sefial que tiepde a afectar adversa--
mente el valor de salida de un sistema,

Control realimentado es una operacién que en presencia de-
perturbaciones, tiende a reducir la diferencia entre la salida-
y la entrada de referencia de un sistema {0 un estado arbitra--
riamente elegide} y que lo hace sobre la base de dicha diferen-
cia.

Sistema de control realimentado: es aquel que tiende a --
mantener una relacifn preestablecida entre la salida y la entra
da de referencia, comparando ambas y utilizando la diferencia-
como pardmetro de control.

Servomecanismd: un servomecanismo es un sistema de con --
trol realimentado en el cual la salida es alguna posicibn, velo
cidad o aceleracién mecédnica,

Sistema de regulacidn automStica: son sistemas de control
realimentados en los cuales la entrada de referencia o la sali-
da deseada son, o bien constantes, o varfan lentamente en el --
tiempo, y donde la tarea fundamental consiste en mantener la sa
lida en el valor deseado a pesar de las perturbaciones presen--
tes,

1.2 CONTROL DE LOS SISTEMAS EN EL CAMPO CONTINUO

La operacién de los sistemas es generalmente en forma conti

nua e ininterrumpida, para el control de los procesos en esta --



forma se utilizan los controles automiticos (capftulo 1V)-

y la computadora andlogica.

Un control automdtico compara el valor efectivo de la sa--
lida de un prcceso con el valor deseado, determina la desvia =--
cién y produce una sefial de control que reduce la desviacibn a-
cero o a un valor muy pequefio. La forma en que el control auto
mdtico produce la sefial de control recibe el nombre de accidn -

de control.

En el estudio de los sistemas y controladores dentro del -
campo continuo, la base matemitica requerida son las ecuaciones
diferenciales y la transformada de Laplace (capftulo 1II}, he--
rramientas que permiten investigar el comportamiento del siste-
ma completo o de cada una de sus partes por separado en cl domi
nio del tiempo,

Como se mencioné anteriormente, los sistemas de control se
dividen en dos tipos: sistemas de control de lazo cerrado y sig

temas de contrcl de lazo abierto.

Sistemas cde control de lazo cerrado.

Son sisteras en los que la sefial de salida tiene efecto --
directo sobre la accifn de control.

Por lo tanto, los sistemas de control de lazo cerrado son-
sistemas de control realimentado. La sefial de error, que es la

diferencia entre la sefial de entrada y la de realimentacibn --



entra al detector o controlador de una manera que tiende -
a reducir el error y llevar la salida del sistema al valor de--
seado. En otras palabras, el término "lazo cerrado" implica el
uso de una accifén de realimentacién para reducir el error del -
sistema., La figura 1.l muestra el esquema de un sistema de con

trol de lazo cerrado en diagrama de blogues.

—=ENTRADA

PLANTA
CONTROLADOR o} = SALIDA—>
PROCESO

ELEMENTO

MEDICION

Figura 1.1 sistema de control de lazo cerrado,

Como ejemplo de un sistema de lazo cerrado, en la figura -
1.2 se muestra un diagrama de bloques del sistema de control de
la direccién de un automévil, en el cual se puede observar que-

existen dos lazos de realimentacifn para lograr una salida ---



SENSOR DEL
VOLANTE DE
LA DIRECCION

rumo "+

MECANISMO RUMBO
(< CONDUCTOR DE 4 AUTOMOVIL pr——————
DESEADO - DIRECCION REAL

MEDICION
VISUAL ¥ TACTIL

Figura 1,2 Sistcma de control de la direccién de un
automdvil.

{rumbo real} de acuerdo a lo esperado. El rumbo deseado -~
es comparado con una wedicién del error, dicha medicién se ob-~
tiene por medio de una realimentacion wvigual y tdctil (movi-
miento del cuerpo), y exlste una realimentacién adicional --
por medioc de la sensacibn percibida en las manos (sensores) co-

locadas sobre el volante de la direccién.

Otros sistemas de control muy conocidos tienen los elemen-

tos hdsicos del sistema mostrado en la figura 1.1. Un refrige-



rador tiene un ajuste de temperatura o temperatura desea--
da, un termostato para medir la temperatura real y producir la-
seflal de error, as! como un motor compresor para bajar la tempe
ratura, En la industria hay una gran variedad de controles de-
velocidad, presidén, temperatura, posicifn, espesores, composi--

cifn y calidad, entre muchos otros.
Sistemas de control de lazo abierto.

Son sistemas de control en los que la salide no tiene nin-
gGn efecto sobre la accién de control, en un sistema de control
de lazo abierto la salida no cs realimentada para ser comparada
con la entrada. En un sistema de este tipo, para cada entrada-
de referéncia corresponde una condicifn de operacién fijada de-
antemano de acuerdo con las condiciones limitantes o recomenda-
das de operacifn, La figura 1.3 muestra un esquema de diche ~--

sistema.

PLANTA
ENTRADA CONTROLADOR | o |—» SALIDA
PROCESO

Figura 1.3 Sistema de control de lazo abierto.

Un ejemplo prdctico #s la migquina de lavar ropa,

10



El remojo, lavado y enjuagado en la miquina se cumple so--
bre una base de tiempo preestablecida. La mdquina no mide la -
sefial de salida en los pasos intermedios ni al final del proce~
so. De esta forma, la exactitud del distema depende de la cali
bracibn de sus componentes, Una clara desventaja del sistema--
de lazo abierto es gque en presencia de perturbaciones la fun --
ci6n asignada no se cumple, por lo que este tipo de sistema s6-
lo es vtilizado en la préctica si la relacifn entre la entrada-
y 13 salida es conocida y si no hay perturbaciones ni internas-
ni externas.

Cualquier sistema de control que funcione exclusivamente -
sobre una base de tiempos es de lazo abierto, como la lavadora-
del ejemplo.

Una vez definido el tipo de sistema de control, lazo abier
to o lazo cerrado, gue serd implementado el andlisis del siste-
ma se realiza siguiende los pasos que a continuacién se mencio~
nan:

Reducir el sistema a un diagrama de blogques.

Obtener los modelos matemdticos de todos y cada uno de los
componentes del sistema.

Manipular y resolver las ecuaciones resultantes que descri

ben matemdticamente al sistema.

Disefiar o elegir un controlador que satisfaga las necesi--

dades de control del sistema.
Evaluar los resultados por medio de simulacidn analftica y

en su caso disefar o elegir un controlador diferente.

11



1.3 CONTROL DE LOS SISTEMAS EN EL CAMPO DISCRETO

Aunque de hecho los procesos son continuos en el tiempo,-
la computadora de control existe en el campo discreto ya que -
tiene cbnocimxento de las variables de salida del proceso sélo
en puntos discretos del tiempo, es decir, cuando se obtienen =~

valores muetreados.

En el and8lisis de los sistemas discretos o muestreados, -
la base matem&tica es la transformada "Z", que es una herra---
mienta mds compleja que la transformada de Laplace ya que los
fundamentos necesarios para su comprensién y aplicacién son en

general mds extensos, tal y como se puede observar a continua-

cibn:
Ecuaciones Transformada Variable Control discreto
diferenciales de Fourier compleja A(transf. "z2")

Andlisis del sistema en el campo discreto

Ecuaciones Control lineal continuo
diferenciales {transf. de Laplace)

Andlisis del sistema en el campo continuo
Figura 1.4
Debido a la complejidad que representa el analizar un sis
tema por medio de la transformada "2", recientemente se ha lle

gado a utilizar los operadores "B" (backward shifting opera---

tor) y "F" (forward shifting operator) como herramientas en el

12



manejo de sistemas discretos de control, Los operadores
"B", conocido también como operador "hacia atris" o de retraso
y “F",también oconocido como operador “hacia adelante,o de adelanto, serdn-

estudiados con mayor detenimiento en el capitulo III.

Ecuiaciones Control discrete
diferenciales operadores By F

Andlisis del sistema en el campo discreto con 1a ayuda
de los operadores B y F

Figura 1.5

Laalicacibn de la computadora digital para efectos de -~
control puede ser de diversas maneras., El concepto m8s simple
de todos es el de usar a la computadora como una gran recclec-
tora de datos y como calculadora, de la forma en gue se ilus--
tra en la fiqgura 1.6, y se conoce como control Monitor o con--

trol "Off~line”.

INTERFASE DE ENTRADA DE
LA COMPUTADORA

[PLANTA, PROCESO
O MAQUINA

Figura 1.6 <Control Monitor.

COMPUTADORA

En los sistemas de monitoreo porcomputadora, el operador ma=--

nipula directamente los controladores del proceso en la plan-=

13



ta. Las decisiones y acciones para controlar el proceso-
son hechas por el operador basandose en los andlisis que la ~--
computadora pueda hacer en funcién de la programacifn realiza-

da en ella.

Por lo tanto, el control Monitor por computadora es del -
tipo de lazo cerrado, en el cual el operador es el encargadb -

de realizar la realimentacifn.

Las computadoras son también utilizadas en sistemas de la
20 abierte (figura 1.7) como un procesador de datos y progra--
mas dentro de la linea de control, generando comandos especffi

cos para la manipulaci6én de mdquinas o actuadores de proceso.

| INTERFASE DE SALIDA DE
[ LA COMPUTADORA

COMPUTADORA

PLANTA, PROCESO
O MAQUINA

Figura 3,7 Control por computadora en lazo abierto.

Para lograr la automatizacién completa de un proceso, es-
necesario desarrollar sistemas por computadora gue tengan la -
capacidad de comparar el conjunto de resultados reales, y po--
der tomar las acciones correctivas necesarias para lograr los-

resultados esperados, es decir, control diéltal realimentado -

14



© Je lazo cerrado.

Un sistema de control digital realimentado, cone el que
se muestra en la figura 1.8, acepta informacibén operativa del-
proceso através de transductores adecvados, acepta también va-
lores de referencia deseados {set points) que le envi{a un ope-
rador, y la computadora cierra el lazo de control establecien-
do o entregando corandos de manipulacién que producen cambios en

las "salidas" del proceso.

IOPERADOR'
COMPUTADORA

set point
(valor deseado) S
J)‘\ error ALGSSITMO manipulacién
“\_/ ? CONTROL del proceso
variable
controlada
INTERFASE INTERFASE
DE DE
ENTRADA SALIDA

PLANTA, PROCESO,

medici6n de variables 0 MAQUINA variables
controladas manipuladas

Figura 1.8 Control digital retroalimentado o de lazo
cerrado,

Dentro de la computadora se desarrollan dos operaciones -
distintas, la primera consiste en determinar el error entre la

variable real y la variable deseada (set point}:

15



Error = entrada ~ salida
Y sequndo, con este erxor y mediante los alqoritmos de ~-~
control {ecuacién o conjunto de ecuvaciones programadas para -~

controlar el sistema) activar sobre el proceso.

En el control digital realimentado, si la computadora-
se utiliza para ajustar las variables manipuladas del proceso,
se denomina control digital directo, si por otro lado la com--~
putadora se utiliza para ajustar los set points de los contro-

ladores del proceso, entonces se llama control supervisorio,

16



CAPITULO IX

MODELOS MATEMATICOS DE LOS SISTE-
MAS.

2.1 Introduccién.

2.2 Modelos de los procesos cli-
sicos en el campo continuo.

2.3 Modelos de los procescs en
el campo discreto.



MODELOS MATEMATICOS DE LOS SISTEMAS
2.1 INTRODUCCION

Dentro del estudio y andlisis de los sistemas, es necesa-
rio establecer las relaciones que existen entre las variables-
del sistema y obtener un modelo matemdtico que represente su =
comportamiento, dicho de otra manera, un modelo matemdtico es-
la descripcifn matemdtica de las caracterfsticas dindmicas de-
un sistema.

Muchos sistemas dindmicos,mecdnicos, eléctricos, térmicos,
hidrdulicos, econfmicos o biolégicos, pueden ser caracteriza -
dos por ecuaciones diferenciales o en diferencias (modelo matc
mitico). La respuesta de un sistema dindmico a una entrada (o
funcién de excitaci6n) puede ser determinada por medio de la -~
resoluci6n de dichas ecuaciones, y si éstas son lineales o pue
den linealizarse, un método de solucién es la transformada de
Laplace.

Para la obtencién de las ecuaciones descriptivas del sis-
tema o modelo matemdtico se utilizan las leyes fisicas que go-
biernan un sistema en particular, por ejemplo: las leyes de -~
Newton para sistemas mec&nicos o las leyes de Kirchhoff para -~
sistemas eléctricos.

Es necesario puntualizar que obtener un modelo matemdti -
co es la parte m&s importante de todo el andlisis, ya que -

de la exactitud con la que el modelo represente al fenfmeno -



fisico dependerd la exactitud de los resultados que se ob

tengan.

Como se mencioné anteriormente, para poder utilizar el --
método de solucibén de ecuaciones diferenciales de la transfor-
mada de Laplace, el sistema en cuestién debe ser lineal, Un -
sistema es lineal si las ecuaciones diferenciales que lo repre
sentan son lineales, y una ecuacifn diferencial es lineal si -
los coeficientes son constantes © son funciones (nicamente de-
la variable independiente, La propiedad mds importante de los
sistemas lineales es que sc¢ les puede aplicar el principio de-
superposicién, el cual establece que la respuesta producida -~
por la aplicaci6én simulténea de dos funciones de excitaci6n dis-
tintas, es la suma de las dos resgpuestas individuales. Por lo
tanto, para sistemas lineales se puede calcular la respuesta -
a diversas entradas cratandé una entrada a la vez y afadiendo-

o sumando los resultados obtenidos.

Aungue muchas relaciones fisicas son frecuentemente repre
sentadas por ecuwaciones lineales, en la mayor{a de los casos -
las relaciones no son recalmente lineales, De hecho, un estu--
dio cuidadoso de los sistemas fi{sicos indica que aln los deno-
minados "sistemas lineales" son realmente lineales rangos de -

operacién restringidos.

Debido a la dificultad matemdtica inherente para la solu-

cibn de los sistemas no lineales, generalmente se recurre a =--

19



introducir sistemas lineales “eguivalentes" en reemplazo-
de los no lineales, cuidando siempre de trabajar con dichos --

sistemas eguivalentes en el rango de operacién adecuado,

Por otra parte, la naturaleza de la computadora digital -~
es de tal forma que es necesario pensar en sistemas discretos~
en los que la modelacifn analftica es hecha con ecuacionesen ~
diferencias. Y ya que el control por computadora es aplicado~
siempre a procesos y no a sistemas aislados, la modelacidn en-
el campo discreto s¢ apalizard para procesos tales como el in-

tegrador, de integracifn doble, tiempo muerto y otros.

2.2 MOPELOS DE LOS PROCESOS CLASICOS, EN ElL CAMPO
CONTINUO Y DISCRETO

2,2.1 Modelos en el campo continuo,

Como ya se mencion6, las ecuaciones difercnciales descri-
ben el funcionamiento de un sistema utilizando las leyes ffgi-
cas que lo gobiernan, Lste camino se aplica de la misma mane-

ra a sistemas mecinicos, eléctricos, hidrSulicos, térmicos, etc.

Para facilitar lacdbtencién de los modelos, la tabla de la
figura 2.1 muestra un resumen de las variables de los sistemas
dinimicos, ¥y la tabla de la figura 2.2 un resumen de las ecua-~
ciones descriptivas para elementos lineales agrupados, se haece

notar que las ecuaciones contenidas en la tabla de la figura ~

20
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VARIABLE QUE INTEGRADO VARIABLE A LO INTEGRANDO A
SISTEMA INFLUYE POR POR LA LARGO DEL LO LARGO DE
ELEMENTO VARIABLE ELEMENTO LA VARIABLE
diferencia de po-
ELECTRICO corriente, i carga, g :_’cncml o voltaje tf!rlx‘ljagc ic
21 18 Ay
diferencia de diferencia de
MECANICO momentum de
TRASLACIO- fuerza, F traslacién,P velocidad v21 despl;zamiento
NAL. 21
diferencia de diferencia de
MECANICO par T momen tum velocidad desplazamiento
ROTACIONAL ar angular, h angular w21 angular 021
: diferencia de
Tasa volumétrica
omentum de
HIDRAULICO | del caudal, @ voltmen, V presibn Py, gresion'f"v‘“
N de fluio d c 1 diferencia de
asa de ujo de energfa calo- temperatura
TERMICO energfa calorffica ri{fica, H P 121

[+

Figura 2.1




TIPO DE ELEMENTO ECUACION ENERGIA E O SIMBOLO
ELEMENTO FISICO DESCRIPTIVA POTENCIA P
inductancia v L4 E= L pi? .m,‘.
= v
eléctica 21 “dt 2 ~ i
resorte V.‘,1 % g—é E= 1 §2 ¥
traslacional 2 K g v
inductivo resorte 2 iy
i Wyy= 1d7T E= 1T TR 2> T
rotacional 21 K at 3K ot o
inercia P 1 40 E= 1 102 I 20
del fluido 21 dt 3 28 (iilied
: . dv ¢ .C
capacitancia = 21 _ 1 2 $ "
eléctrica i=C 3¢ E= 3 i d
masa vy L w? _...|:”_.-
F= MF- E= 3 H\I2 ¥ % Trcde.
capacitivo
: : dw
inercia o= J_de E= Jw; T u,-d;.
. . dp
capacitancia = 21 . 1 2
del fluido Q=€ 3¢ B= 3 ¢y |95
c . a3
capacitancia o 2 "
térmica 9= Cege E= C T M
. R R .
resistencia -1 = 1,2 g
eléctrica =g Yy P=r Va1 1;:/\/\/\"“"
. f .
amor tiguacibn _ eyl
de traslacién F= £y P= £V ""r‘z}—i
resistivo amortiguacién - - £l 3]
rotacional T= £y, P= £y T3 o
X R¢
resistencia Q
: 1 1
del fluido 0= Py e ko2 | VA
resistencia =1 Y M3
térmica TRt JS21 P2t 21 NV
Figura 2.2
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2.2 son descripciones idealizadas y s6lo se aproximan a

las condiciones reales.
Como ejemplo de lo anteriormente expuesto se tiene el sis-

tema amortiguador-resorte-masa mostrado en la figura 2.3.

N, 3 N
N
%
resorte
K
2 |y
rozamient i ;
M 2
4
7 fu%fza 7?2

Figura 2.3 Sistema amortigyador~-resorte-masa.
La ley gque gobierna a este tipo de sistemas mecd&nicos es la

segunda ley de Newton, que para fistemas traslacionales estable-

ce que:
F =ma
donde: F es la fuerza, m la masa y a la aceleracidn,
Por lo que para el sistema se obtiene:
{2.1)
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Donde k es la constante de un resorte ideal, f la constan
te de rozamiento y M la masa. La ecuacién 2,1 es el modelo ma
temdtico del sistema y es una ecuaci6n diferencial lineal, de-

segundo orden y de coeficientes constantes.
De la misma manera se puede obtener el modelo matem&tico-
del circuito eléctrico RLC mostrado en la figura 2.4.

L R

—{E: NN

O i

Figura 2.4 Circuito RLC.

Utilizando la ley de corrientes de Kirchhoff se obtiene la
siguiente ecuacién integro-diferencial:
di

LS o+ R+ éjidcu: (2.2)

que es el modelo matemdtico del circuito RLC.

La solucién de las ecuaciones diferenciales que describen
a los procesos puede cbtenerse por varios métodog, algunos de~
ellos, los aplicados con mayor frecuencia, ser&n estudiados en

el capftulo III.
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Con 1la finalidad de observar la estrecha semejanza que --
existe entre las ecuaciones diferenciales de los sistemas eléc
tricos y mecdnicos, la ecuacién 2.2 puede escribirse en térmi-

nos de la carga eléctrica g, por lo que se convierte en:
2
ayq d L q-
L e + R G% tzoa=v (2.3

Inmediatamente se nota la semejanza que hay entre las e--
cuaciones 2.1 y 2.3. Comparando dichas ecuaciones se vé que -

para ambos sistemas las ecuaciones son idénticas.

A este tipo de sistemas se les denomina sistemas anilogos
y los té&rminos que ocupan las posiciones correspondientes en -

las ecuaciones diferenciales se denominan variables an&logas.

La analogfa mostrada es la llamada fuerza-voltaje, y la -
tabla de la figura 2.5 muestra una coleccién de magnitudes a--

né&logas fuerza-tensién.

Sistema mecdnico Sistema eléctrico
fuerza P (par T) voltaje V
masa m {movimiento de inductancia L
inercia &)
coeficiente de friccién resistencia R
viscosa f
constante de resorte K recfproco de la capaci-
tancia 1/C
desplazamiento y (des- carga q
plazamiento angular ©}
velocidad ¥ (vel. angular€ corriente i
Figura 2,5
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Otra analogfa @itil entre sistemas eléctricos y mec8nicos-
es la basada en la analogia entre fuerza y corriente. Para es
te caso se considera el sistema mecdnico de la figura 2.3 cuya

ecuacibn diferencial es:

2
Md—>21+fg%+xy=r‘ (2.1}

4y R ic
4
f““g;e <> L R c=Twv
carriente
ip

Figura 2.6 Circuito RLC,

Aplicando la ley de las corrientes de Kirchhoff al circui

to de la figura 2.6 se tiene que:

iL + iR tig = i’l‘ (2,4)
donde: . __1_]'
iL =t vdt
=Y
TR
: dv
ic=C T

por lo que el modelo matemitico del sistema se obtiene -~
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sustituyendo los valores de las corrientes en la ecuacién

2.4:

1 dv
Ej"dt * R Y C FE&“~ip (2.5)

La ecuacién 2.1 puede ser escrita en términos de la velo~
cidad de la siguiente manera:
ved
sustituyendo en 2.1 se tiene:
MOSF o+ fv o+ kfvae=F {2.6)
Comparande las ecuaciones 2.5 y 2,6 se ve que los dos sis

temas son andlogos. Las magnitudes anilogas mostradas en la -

figura 2.7 constituyen la llamada analogfa fuerza corriente.

Sistema mecénico Sistema eléctrico

fuerza F' (par T)
masa m ({inercia J)

coeficiente de friccién
viscosa f

constante del resorte K
desplazamiento y (despla
zamiento angular &}

velocidad y (velocidad
angular @ )

corriente i
capacitancia C

reciproco de la resisten
cia 1/R

rec{proco de la inductap
cia 1/L

enlace de flujo mangngti
co

voltaje V

Figura 2,7

El concepto de sistemas an§logos es sumamente Gtil en el-




modelado matemitico de los sistemas, ya que para los sis
temas eléctricos, mecénicos, térmicos e hidrdulicos existen sis-
temas andlogos con soluciones semejantes, La existencia de sis
temas y soluciones anilogas permiten al analista hacer extensi-
va la soluci6n de un sistema a todos aquellog andlogos con las-

mismas ecuaciones diferenciales descriptivas,

Una herramienta muy (til para obtener el modelo matemdtico
de un sistema mecdnico y aprovechar las analogias con los sis-
temas eléctricos es la red mecénica intermedia, obviamente el -

modelo puede ser obtenido también directamente del sistema,

El objetivo es convertir un sistema mecinico en una red =~
eléctrica andloga (red mecdnica intermedia) y por las leyes de=-
Kirchhoff obtener su modelo matemitico, lo anterior se realiza-
ya gue en algunos sistemas mecdnicos es mds complicado obtener-
dicho modelo. Cabe hacer la aclaracién de que las magnitudes -
no son convertidas a su equivalente eléctrico, sino que solamen
te es una forma diferente de arreglar el sistema para obtener -

con mayor facilidad su modelo,

Para lograr lo anterior, se siguen dos reglas b8sicas: a)-
todos los elementos o componentes del sistema que estdn conecta
dos a un punto fijo de referencia en el sistema mec&nico, se co
nectardn a la linea de base (-) de la red mec&nica intermedia y
b} los elementos cuyo comportamiento se desea estudiar o descri

bir se conectarin también a la linea de base (~) de la red ---
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mec&nica intermedia aln cuando en el sistema mec&nico no -

estén fijos a puntos de referencia.

Para una mejor comprensién de la conversién de uh sistema-
mec8nico a una red mecdnica intermedia, a continuacién se anali

zan algunos ejemplos.

Se desea obtener el modelo matemdtico del sistema mostrado

en la figura 2.8:

r(t)
> M
K £
Figura 2.8

El amortiguador £ se encuentra conectado a un punto fijo -
de referencia, por lo que en la red mecidnica Intermedia es co--
nectado a la lf{nea de base (-), la masa m no estd ffsicamente -
conectada & un punto fijo, pero como se desea conocer la expre-
si6n que define su movimiento, también se fija a la l{nea de ba
se. Los elementos restantes se colocan en la red en el orden ~
en que aparecen en el sisgtema, por lo que la red mec&nica inter

media resulta ser:
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| ¢

1fnea de base (=)
Figura 2.9

Por lo tanto, utilizando la ley de corrientes de Kirchhoff
la ecuacién gque representa a este arreglo es:

2
d d
iy e £ f orxyer
dat de

Como segundo ejemplo, se desea obtener el modelo matemdti-

co del sistema de la figura 2.10:

xT X
r(t)
W= "
l(1 fz xZ
£y £ 7

Figura 2,10

Los elementos conectados fisicamente a puntos de referen-
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cia son: Ki, K2, f1 y £3, y ya que se desea describir el -
movimiento en los puntos X! y X2 las masas también se contectan

a la linea de base:

Figura 2.1}

Aplicando el método de nodos al circuito de la figura 2.11

se obtiene el modelo matemitico del sistema mecdnico:

2

- a"x1 dx1 axiy _ dx2

z-(m ShHoefl S v ko Tr_) £3 5
2

da’xl dax2 dx2 i . axi

o=(m SR v S 4 ka2 o+ 83 Te)’ £ SR

En este caso, el modelo matemftico del sistema es un siste
ma de ecuaciones diferenciales, que para su resolucién requie--

ren ser resueltas en forma simultdnea,

Tercer ejemplo, obtener el modelo matemitico del sistema -

de la figura 2.12:
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L —

Figura 2.12,

Donde V1 y V2 son las velocidades de las masas y se quiere
describir el comportamiento de las masas Ml y M2,

£2 vy K estdn fijos a puntos de referencia y Ml y M2 son -~
los elementos a estudiar, por lo que la red mecdnica intermedia

es:

r(t) #y I )

Figura 2,13,
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Aplicando el método de nodos al circuito de la figura 2,13

se obtiene el modelo matemitico del sistema:

r=(n1 Wy o4 flVl)- £1 V2
t
u=(:~nz 92 4k vaae + n vz) - £1 V1

2.3 MODELOS DE LOS SISTEMAS EN EL CAMPO DISCRETO

En 1a modelacifn discreta lo primero que se considera es-
el proceso gque se va a controlar, trabajando con una s6la va--
riable controlada ya que es &sta la forma en que la compuiado-
ra maneja el problema de control, sin embargo, los resultados-
obtenides as{ serdn aplicables a procescs con muchas variables

controladas.

El objetive inmediato es desarrollar un modelo matemdtico
entre una variable de salida y la correspondiente variable de-
entrada, en el supuesto de que la dinfmica del proceso es cong

cida.

Para la mayorfa de aplicaciones de computadoras de proce-
s0, la entrada puede ser considerada como una serie de escalo~
nes dado que la computadora de control establece un nivel de ~
entrada y lo mantiene fijo hasta el siguiente periodo de mues~
treo en el que puede generarse un nuevo nivel. En la figura -~

2,14 se muestra la salida de un proceso que es “conocida® por~
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ENTRADA (M) r SALIDA (C)

Entrada (M) Salida (C)
4‘ — N b
t '
t '
e I
]
[ p ! —
| t ! t | b
| ' ' [ '
I ! . ' !
r—l t
| : ! t ! 3
i 1 ' ' |
) t t | !
! 1 ' t i
IR
o
v 4 ¢ 1 tiempo tiempo
a4 1 1 L I AN S
T 2T 3T 4T 5T 7 0 T 2T 3T 4T ST 7

Figura 2,14,
la computadora f{inicamente en los tiempos de muestreo,

Se debe partir del supuesto de que el tiempo necesario pa
ra muestrear la salida y producir un nuevo nivel de entrada -’

es considerablemente menor gue el tiempo de muestreo T,

El problema puede ser planteado de la siguiente forma: --
dada la ecuacifn que define al proceso, junto con los valores-
de la entrada y la salida en un tiempo arbitrario t=0 (junto -
con cualquier valor anterior que sea necesario); conocer el va
lor de la salida un periodo de muestreo después, es decir cuan

do t=T.
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El procedimiento para obtener los modelos matem&ticos dis
cretos se analizard en base a ejemplos, que pueden ser pensa--
dos como los gue definen a determinados procesos o bien come -

aproximaciones del comportamiento de procesos mds complicados.

Proceso Integrador.

Un proceso integrador, en su forma continua, estd defini-

do por la ecuacidn:

o
3

]

KM (2.7)

=%
[ad

donde M es la entrada, C la salida y K una constante.
En ¢=0, C es iqual a Co y un escalén de magnitud Mo se --
introduce al proceso.

La solucién correspondiente a la ecuacién 2.7 es:

C(e) = IRMO dat + o
Ccit) = C0 + KMO t
Haciendo t=T7
ciT) = C0 + KMO T (2.8}

La ecuacién 2.8 es vilida para cualquier otro intervalo =-
de muestreo con la sustitucién correspondiente de c0 Y Mo, por
lo que puede aplicarse recursivamente en cualquier otro inter~-
valo de muestreo para llegar finalmente al modelo_dlscreto del
proceso integrador:

Cn+1 = Cn + KTMn

o bien:
[ - C_ = KM (2.9
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Proceso de primer orden,

En forma continua un proceso de primer orden estd defini-
do por la ecuacién:

dc

G gt + C=xry (2,10)

donde T es la constante de tiempo del sistema.
Con condiciones iniciales de C(0)=C0 y M(0)=M0 (entrada -

escalbn) la solucidn que se obtiene es:
- ~t/G
cl(t) = C1 e + KMO

La constante Cl se determina a partir de las condiciones-
iniciales (t=0):
C, = C, + KM

y entoces:

C1 = C0 - hMo

t/e

por lo canto: cle) =y e t® cxuy (1 -6

-t/e )

El modelo matemitico (ecuacién de diferencias) se obtiene

en forma recursiva, resultando ser:

LT - _ T/ '
c e ¢, = K{l- e ) Mn (2.11)

n+l

En este punto es conveniente ilustrar mediante un ejemplo
que se obtienen los mismos resultados utilizando la ecuacibn -
de diferencias 2.11 o la solucién general dada por la ecuacién
2.10, tomandc en cuenta exclusivamente los tiempos de mues---

treo.
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Si en la ecuvacién 2,10 se supone que G =1, Mo=1 Y que -

CO=°’ la ecuacibn diferencial queda de la siguiente manera:

dc _
at +C =2
y la solucibén a ésta es:
city =20 -e™ (2.12)

De esta solucién se pueden obtener los siguientes valo--

res:
c{o) =0
Cl1) = 1,264
C(2) = 1.729

C(3) = 1.900
C(4) = 1,963
Por otra parte, si en la ecuacién 2.11, se toma un tlempo
de muestreo T=1, las constantes quedan como sigue:

e T® . e} = 0,368

Kl - e } = 2(0.632) = 1.264

Y sustituyendo estos valores en la ecuacién 2.11 se tie-
ne que:

C = 0.368 Cn + 1.264 Mn (2.13)

n+l
Con la condicibn inicial C0=0 y Mn=1 para n® 0, los valg

res de muestreo pueden ser calculados recursivamente como:

Cop= 0
1 R0+ 1.264 = 1,264
C2 = 0.368(1.264) + 1,264 = 1,729
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C3 = 0.368(1,729) + 1,264 = 1,900

C4 = 0,368(1.900) + 1.264 = 1,863
Se puede observar que estos valores corresponden a los --
que se calcularon a partir de la solucidn de la ecvacifn dife-

rencial dada en la ecuaci6n 2,12,

Proceso de integracién doble,

Para mostrar un ejemplo de segundo orden se considera el-

proceso definido por:

&L - xu (2.14)
dt
Cuando t=0, un escalén M=M0 se introduce al sistema, e --

integrande dos veces se tiene:

2
€ -
dt

[N (Y
n

1}

dc _ B .

at * Clt) = KMyt + Cy
KM 2 .

Clc) = - t° o+ Cot + C0

pDonde C0 ¥ C0 son condiciones iniciales, haciendo t=T se~-

tiene:

C{T) = KM, T + CO

[1]
KM .
e R R

Las ecuaciones de diferencias resultantes son:

el = Cpn * KTM| (2.15)
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. kT2
Cn+1 = Cn + T Cn + 5 Mn (2.16)

En este caso, la ecuacibén 2,16 no es adecuada ya que en ~
general la derivada én no se conoce y no se puede medir direc~
tamente, por lo que serd necesario hacer un arreglo con las e-
cuaciones:

de la ccuacibn 2.16 se despeja el valor én :

Coep - C, - K4 T2

Cn = T (2.17)

este valor se sustiuye en la ecuacién 2.15:
2 2
. K.Mn’I‘ + Cn+1 Cn - KMnT /2

Car 7 T (2.18)

La ecuaci6n 2.17 pucde desplazarse un lugar hacia adelan-

te: 2
b cn+2 B Cn+l - KMn+lT z

Coey = 7 {2.19)

Sustituyendo la ecuacién 2,19 en la 2,18 se tiene:

2 2 2
- - KM = + - -
C 2 C 1 KM lT /2 KMnT c 1 Cn KM T°/2

simplificando:
- 2 2
Che2 = 2Cn+1 + KM T7/2 - C, t KM T /2

y desplazando un lugar hacia atrds:

. 2, _ 2
c = 2C, + KM T7/2 - C | + KM T7/2 (2,20}

n+l 1

La ecuaci6n 2,20 muestra finalmente el modelo discreto --
del proceso de integracién doble en el que solamente se requig

ren losg valores presentes y pasados tanto de la entrada como =
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de la salida.

Proceso con tiempo muerto,

En muchos procesos se presenta el fen6meno de transporte -
de material de un punto a otrc sin que sufra ningGn cambio, Es
te fenbmeno se conoce como tiempo muerto O como retraso en el-

transporte,

De la figura 2.15 se puede obtener el wodelo discreto del

tiempo muerto,

M TIEMPO MUERTO
% RETRASO EN EL [

TRANSPORTE
M
1 3. I e i
T T A v LB
T 2T T 4T ST 6T
Cc
3 - 4 Fy I}
T T ¥ T~ i
T 27 T 4T 5T 6T
Cn = Mn--2
Figura 2,15,
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Como se puede apreciar en la figura, la salida es idénti-
ca a la salida sflo que retrasada por dos periodos de muestreo
por lo que la ecuacibn de diferencias es:

Cq = M

Para el caso general, si D es el tiempo de muerte y d=D/T

fun entero), se tiene el modelo del proceso de tiempo muerto:

Ch = Mo (2.21)

Otros procusos,

Los modelos discretos de otros procesos tipicos pueden ob
tenerse de la misma forma que los anteriormente analizados.
La tabla de la figura 2,16 contiene los modelos matemdticos ~-

discretos para varios procesos,

41



(44

ECUACION DEL PROCESO MODELO DISCRETO
(se supone que la entrada es constante

entre tiempos de muestres)

Tiempo de muestrec = T

. . - D
1: Tiempo muerto (=0) C, =M g 6 Cyy= Mo al donde d = 7 lentero)
2: 4¢
T re=m Coyg = Cp *K T M,
kH dc o R ¥/ ) - o 5/6
'chﬁ +C=KM le-e cn+l\(l c )Mn
2 2
4 d% KT -
=R C,,=2C ~C , +5M +
el T+ n” M-l T T Ta T OS5-Mo
5’-5959+§Egm €, =aC +a C +b M +b M
dtz dt ntl o n 1 "n-1 o' n 1 "'n-1
a =1+e™ b o=kir- 0~y
a =% b1=-y.('re"”‘- 1-eT )
61 1‘12C+2_§_i‘3+c.< C.=a C +a,C . b M +b M
wl @l W@ = KM 2 "% % T % "t % Th TP T
n n -»T -P,T
T ~PT Pe " -Pe
a) Sclre amortiquado a = e +.e ,b°=K 1+ Pl'Pz

Figura 2.16
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b} Criticamente amortiguado

51

¢} Sub ~amorktiguado
g<

~(P1+P2)’I‘

a; = -a
-p,T ~P,T
~{P +P,}T P 2 P 1
bl ek o ! 277, e - :P le
1 02
Donde: 5
P1== W+h‘n§—1
= - 2;—
P2 Wn an 1
~W T W T ~W T
a°=20n ho=l-i(l-en-w“'l‘e")
~2W T WP «HW T AW T
a, =~ " ,bp =ke "fe "le "4WT-1))
1 1 n
~SW. T
a,6=2e cos W T
~26W T
a, = -e n
W~ gW T -~ §W. T
n n n
bo a K{l ~ —ﬁg [} seh wdm -8 cos wdm)
~EW T = WT €W
b, = K e n (¢ A4 =8 sen WM - cos W,T)
1 Wy d d

figura 2,16 continuacién



CAPITULO III

ANALISIS DE LOS PROCESOS A PARTIR
DE SUS MODELOS MATEMATICOS.

3.1 Introduccién.

3.2 Solucifn de las ecuaciones
diferenciales tfpicas.

3.3 Solucibn de las ecuaciones
de diferencias tfpicas.

3.4 Consideraciones de estabili-
dad.




ANALISIS DE LOS PROCESOS A PARTIR DE SUS MODELOS
MATEMATICOS

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo se analizan las bases matemiticas que son
utilizadas para estudiar, a partir de los modelos matem&ticos,-
el comportamiento que presentan tanto los sistemas controlados-

en forma continua como en forma discreta.

Como ya se ha mencionado, las ecuaciones diferenciales son
la base matemitica para el estudio de los sistemas en el campo-
continuo. Existe una gran diversidad de ecuaciones, formas y -~
soluciones para dichas ecuaciones diferenciales, las ecuaciones
que se plantean mds adelante se refieren ﬁnicamentq a aguellas-
que con mayor frecuencia se presentan al obtener el modelo del-
sistema, asi como la soluci6n de las ecuacioﬁes por el m&todo--

de la transformada de Laplace.

De la misma manera, se estudian las ecuaciones en diferen-
cias y por Gltimo se plgntean las consideraciones que deben ser
tomadas en cuenta para analizar la estabilidad de los sistem~-
mas conbase en los resultados obtenidos de las ecuaciones difen-

ciales o en diferencias.
3.2 SOLUCION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES TIPICAS

Una ecuaci6n diferencial es la representacifn matemdticar-
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de un sistema dindmico por medio de las derivadas de sus -
variables. Interpretando a las derivadas como variaciones o --

cambios de una cantidad con respecto a otra.

Lo gue se denomina derivada total:

dy
dt

es la relacién de cambio de la variable "y" respecto a la-

variable "x", y lo que se llama derivada parcial:

Qu.

o%

es la relacién de cambio de U(x, y.....)Jcon respecto a la
variable "x", cuando todas las demis variables permanecen cons-
tantes.

Las derivadas de orden superior son interpretadas como va-
riacién de variacién, como en el caso de la aceleracién, la --
cual es en sf la segunda derivada del desplazamiento respecto -

al tiempo,

De lo anterior, se puede decir que una ecuacib6n diferen --
cial es simplemente una igualdad en la cual intervienen varia -
ciones o cambios, esto es, derivadas ya sea parciales o tota --

les.

Resolver una ecuacién diferencial puede ser un asunto muy-
fdcil o sumamente complejo, de tal forma que al intentarlo --

existe la posibilidad de hacer suposiciones, pero se debe de -
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tener cuidado de que &sto no altere la representacién fun-

damental de la situacién fi{sica que se desea estudiar,

para

plos

Se dice que una funcibn:
y = Yix)
es solucibn de la ecuacién diferencial:
Fo= (X Yo ¥ eener ¥ =0

si se calculan locs valores:

y'= ¥
v =y )
y'= y" (x)
y se cumple que:
Flt, Y (), YU ,eeeesene, X)) =0

La solucibn de las ecuaciones diferenciales m&s comunes --
sistemas fi{sicos se estudia a continuacién en base a ejem-

ilustrativos.

SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS

Ecuaciones de primer orden.

Como ejemplo se considera la ecuacién @
y' + P(x) = 0

es decir:
gl + =
Pix)y = 0

Qyt = -P(x)dx

Integrando en ambos miembros de la ecuacibn:
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jgf = J—P(x)dx

y=e S pix)dx+c

y = e-] Px}dx ¢

por lo que la solucifn general de la ecuacibn es:

¢ = c e JP(xIdx

donde ¢ es una constante que depende de los valores de las

condiciones iniciales.

ECUACIONES DIFERENCIALES DL SEGUNDO ORDEN

La solucibn general de una ecuacion diferencial de sequndo orden se -
detemina a partir de la ecuacifn auxiliar o ecuacién caracteris-
tica de la ecuacién diferencial, UDependiendo de los valores de
las rafces de la ecuacibén auvxiliar, se pueden presentar los si-
guientes casos: - Rafces reales repetidas

~ Rafces reales distintas
- Rafces complejas (en cuyo caso re-

sultan ser conjugadas}

Primer caso: rafces reales repetidas,

Partiendo de la ecuacién diferencial:
y''+ dy'+ 4y = 0
1la ecuacidn suxiliar es:
r2 +4r + 4 =0
y factorizando se obtienen las rafces:

(r +2) (r+2) =0
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por lo que las rafces son:
ry =1, = -2
La solucién general para el caso de rafces reales repeti--

das es:
y = (€ +Cyx) et

por lo tanto, para el ejemplo el resultado es:
y = (€] + Cy x) o™X
En este caso, asf como en los que siguen, C1 y C, son cons-

tantes que se determinan a partir de las condiciones iniciales -

en la forma que se verd mds adelante,
Seqgundo caso: rafces reales distintas.

Como ejemplo, se tiene la ecuacién diferencial:
y''+ Sy'+6y = 0
la ecuacitn auxiliar es:

2 45 +6=0

y las rafces de esta ecuacidn son:
£y ==3,r,=-2
la soluci6n general para el caso de rafces reales distin~-

rlx I‘zx

tas es! -
y = Cl e + C2 e

para el ejemplo se obtiene:

3 2%

y=0C e ¥ 4 c, e”
Tercer caso: rafces complejas.

Partiendo de la ecuacidn:
y''ty'+y=0
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la ecuacifn auxiliar es:

r2 +r+l1=20

y las rafces son:

ol

(S
!

r=——+—-i,r I

Para el caso de rafces complejas la solucibén general es:

y=ar¥ (C) cosMx + C, senMx)
donde: A es la parte real de la ralz
M es la parte imaginaria de la rafz

La soluci6n del ejemplo es:

'E) 3

y = o H¥ (¢, cos Y5 x + C, sen *5 x)

Para el caso mis general, en el que las raices Eye Tgeenrp

son todas diferentes, las soluciones particulares de la ecua---
cién diferencial serian:

Ty X r.x r X
Y =e 1 ¥y = e 2 [AEEERERENES SO n

estas funciones son linealmente independientes, por lo que

la solucibn general es:

r.x r

x % r x
1 +C 3

2 n

Yy = C1 e 2 e + c3 e + seeses Cn e
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LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

La transformada de Laplace es un método operacional que -
puede ser utilizado para la resolucifn de ecuaciones diferen -
ciales. Con esta transformada, se pueden convertir funciones~
senoidales, senoidales amortiguadas y exponenciales en funcio-
nes algebraicas de variable compleja, y de esta forma se pue--
den reemplazar operaciones como la diferenciacifn e integra --
cibn por operaciones algebraicas en el plano complejo. En =~
otras palabras, se puede transformar una ecuacidn diferencial
lineal en una ecuacibn algebraica de una variable compleja y -
se puede encontrar la solucién a la ecuacién diferencial con -
el uso de una tabla de transformadas de Laplace (Anexo 1) o re

curriendo a la técnica de expansién de fracciones parciales.

Una ventaja del método de la transformada de Laplace con-
siste en que permite utilizar técnicas gr&ficas para predecir-
el comportamiento del sistema sin necesidad de resolver el sis
tema de ecuaciones diferenciales., Otra ventaja es que cuando-
se resuelve la ecuacién diferencial, se obtienen simult&neamen

te las componentes del régimen transitorio y del permanente.

La transformada de Laplace se define como:
- -
Zif(e)] = ””’L e %tar [ftm-L £(t) e”%tae
donde:

£(t) : es una funcién de tiempo t tal que f(t)=0 para t=0
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s : es una variable compleja
£ : es un simbolo operacional que indica que la cantidad -
o expresibén que le sigue ha de ser transfromada por la
integral de Laplace:
o
Fis) =L et fluyae

F(S) : es la transformada de Laplace de f(t}

La transformada de Laplace de una funcién £(t) existe si -
f(t) es seccionalmente continua en todo el intervalo finito en-
el rango t?0; y si la funcifn es exponencial existe si t tien-

de a infinito.

Ejemplos:
Obtener la transfromada de Laplace de la siguiente funcién
escalén:

£(t) =0 parat =20
£(t) = A {(constante) para t 70

La transfromada de Laplace de f(t) estd dada por:
b -
Z(g(e)) < A etae
@

Lif(t)] = F(s) = 55

Obtener la transformada de Laplace de la funcifn rampa:

f{t) = 0 para t<0
f{t} = At para t >0 (siendo A una constante)

La transfromada estd dada por:

S 1E(t)] = AI t e"5tae
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-st™ [~ _-st
Fis) = at & l - LA £ at

F{s) f e Stat
o

iy

F(s)

le >

La tabla del Anexo I muestra una coleccién de transforma=-
das de Laplace, dichas tablas pueden ser utilizadas para obte
ner la transformada de Laplace de una funci6n de tiempo dada -
sin necesidad de obtener la integral que define la transformada de Laplace,
© para hallar la funcifn de tiempo dada corvespondiente a una transformada

de Laplace dada.

La notacién para la transformada inversa de Laplace es i-'
de modo que:
Z'{Fisy) = ()
Matemiticamente, f(t) se obtiene de F(S) por medio de la-

siquiente expresitn:

(204
£(t) = ??IJ"J () eS%as (£ 50)

e-§
-
La otra forma de encontrarsf es agrupando la solucién pa-

ra utilizar las tablas de transfromadas del Anexo I.

Ejemplos:

Obtener la solucién de la ecuacién diferencial que repre-

senta al siquiente sistema:
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r{t}

Figura 3.1

Condiciones iniciales: x(0)=1, x'(0)=0, r(t)=0

Como se vid en el capftulo II, el modelo matemdtico del -

sistema mostrado en la figura 3.1 es:

m SXe e 2 4= e 3.1
at

Aplicando la transformada de Laplace a cada uno de los ~-
términos de la ecuacidén 3.1 segdn las tablas del Anexo I se ~-
tiene:

2
ne é__)s] = mis? x{s) - s x40) - x'{0))
at?

fz[g-:] = £(s x(s) - 1)
¥ Z{x]  =x x(s)
Jf.[r(t)]= R(s)

sustituyendo las condiciones iniciales se tiene:
m el 2
z[—f] = m{s” x(s) - s)
dat
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f{s x{s} ~ 1)

U

EI[‘%]
k;f[x]
Z[zi6)) = R(s)

%

k x(s)

y sustituyendo las transformadas as{ obtenidas en la ecua

cién 3.1 se tiene:

m s2 X{s) ~ms + f s x{s}) - £ + k x{s) = R{s})
aprupando:
x{s}) (ms2 + fs + K} = ms + £ + R{s)

de las condiciones iniciales se tiene que R{s}=0 ya que ~

r{t)=0, por lo tanto:

dividiendo ambos miembros entre m se tiene:

x(s) = g + f/m
s” + sf/m + k/m

y sustituyendo los valores de f, k y m:
xls) = —2 3 {3.2)
s + 35 + 2
El siquiente paso es aplicar la transfromada inversa de -
Laplace para determinar la solucidén de la ecuvacién diferencial,
por lo que es necesario desarrollar la expresifn 3.2 en fracci

onas parciales:

X{s) = s + 1
{s + 2) (s + 1)
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A B
s+ 2 YT

X(s) = (3.3)

Los valores de A y B son:

A= —S*3 (s+2)] !
{s+2) (s+l) s=-2

g = 333 (s+1) ] =2
(s+2} (s+1) s=-1

Sustituyendo A y B en 3,3 se obtiene:

_ . 1
x{s} = s+ 2t E

De esta manera es posible aplicar las tablas (Anexo I) pa
ra obtener la expresién en funci6n del tiempo que finalmente -
resulta ser;:

x(t) = - e 2% 4 26"

t
que es la ecuacién en funcifn del tiempo que describe el-

comportamiento del sistema mostrado en la figura 3.1.
3.3 SOLUCION DE ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Las ecuaciones en diferencias son utilizadas en aplicacig
nes matemdticas en las cuales las ecuaciones involucradas no -
dependen de la rapidez de cambio de las variables sino de la-
variacién finita de las mismas. De aquf que dichas ecuaciones

en vez de derivadas contienen "diferencias”.

Una ecuacién lineal en diferencias con coeficientes cons-

tantes tiene la forma general:
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Yoei t Ay Yeiog teeeeeet Ay Yoo AL Y L+ ALY = £(n)

en donde las A's son los coeficientes (constantes) y f(n)
es la llamada "funci6n de excitacion"(forcing function) o entrada-

del sistema. El orden de la ecuacifn es i, o es de i-esimo orden.

Como se veri a continuacién, el ptocedimiento de solucién
de las ecuaciones en diferencias es por completo anilogo al de

la solucién de ecuaciones diferenciales lineales.

Utilizando los operadores, matemiticamente se define al -
llamado operador "hacia adelante" (forward-shifting operator)-

por la siguiente expresién:

F Yn ¥ Yna
2 =

F _Yn = Y2
etc

También puede definirse un operador "hacia at;ras" o de re
traso {backward-shifting operator):
B Yn = Yn_l

2
B Yn = Yn-z

De donde resulta:
B {F Yn ) = Yn

Y entonces:

B ==
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Sin embargo, el operador "F" es mds utilizado que el ope-
rador “BY, por lo que dicho operador serd utilizado para la --

discusifn sobre la solucién de ecuaciones de diferencias.
Solucion de ecuaciones en diferencias homogéneas.

Una ecuacitn homogénea es aquella en la que la funcitn --

de excitaciSn es igual a cero.
Sclucibn de ecuaciones en diferencias de primer orden,

Como ejemplo especffico se tiene la ecuacibn:

Yoer ~ 2%, =0

Utilizando el operador F:
FYn-Z\’n=0
Factorizando:
(F - 2) Yn =0
De aguf se tienen dos soluciones:
Y, =0 {solucidn trivial)
F-2=0
A esta Gltima ecuaci6n se le llama ecuacidn caracterfstica
en funcién del operador F. La ecuacién tiene una sola rafz que
es:
r=2
La solucidn general de las ecuaciones en diferencias de --

primer oxden tiene la forma:
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_ n
Y =¢r (3.4)

donde C1 es una constante que depende de las condiciones-
iniciales.
Por lo que la soluci6n para el ejemplo es:

Y, = P (3.5)

Ecuaciones en diferencias de segundo orden:

La ecuacibn caracterfstica de las ecuaciones en diferenci
as de segundo orden presenta los mismos casos que para las e-~-

cuaciones diferenciales,
Primer caso: ralces reales repetidas,

Partiendo de la ecuacifn:

Yn+2 -2 Yn+1 + Yn =0 (3.6)

con el operador F:

2 =
Py -2FY +1=0

las rafces resultantes son:

La soluci6n general para el caso de rafces reales repeti-

das es:
= n n
Yn = c1 r, +n C r (3.7)

Y para el ejemplo resulta:

_ n n
Yn = C1 (1) + ¢, n (1}
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Y = C1 +ncC (3.8)

n 2
Para comprobar que la ecuacién 3.8 es efectivamente solu-
cién de la ecuacién 3.6 se hace la siguiente sustitucién:
de la ecuacién 3.8:
Yn = C1 + C2 n
por lo tanto:

Yn+l = Cl + C2 {n + 1)

Y =C, +C, (n +2)

n+2 1 2

y sustituyendo estos valores en 3.6:
Cp +Cyn+2) =210 +Cy (n+1]) +C +Cpn =0
de donde: 0 = 0, por lo que la ecuacién 3.8 es solucién-

de la ecuacién 3.6.

Segundo caso: rafces reales distintas,

Se tiene la ecuacién:

Y2 ~ Yan

-6 Y =0 {3.9)
n
con el operador F:
PP -F-6=0
y la ecuacién caracter{stica es:

F2 ~F-6=0

de donde las rafces son:

r, = -2 I, = 3
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Para el caso de rafces reales distintas la solucién gene-

ral es:

Y =c, r,"+c, .0 (3.10)

" (3.11)

La soluci6n dada por la ecuacifn 3.11 puede ser comprobada

por sustitucién en la ecuacién 3.9.

Tercer caso: rafces complejas.

Partiendo de la ecuacibn:

Yn+2 -2 Yn+1 + 2 Yn =0 (3.12)

La ecuacidén caracter{stica es:

FP-2F+2=0

y las rafces son:
r,=1+1 , r,=1-14i

1 2
en forma polar:
r1=r@= f;\45°
La solucifn general para este caso es de la forma:
_ n
Y, = ¢, r cos (n©+ Cz) 3.13)

Por lo que para el ejemplo se obtiene:

¥, = ¢ (VD" cos Tn+cy (3.14)
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Ecuaciones en diferencias de orden superior a dos.

Las soluciones de ecuaciones en diferencias de orden supe-
rior a dos se obtienen como combinaciones de las de primer or--
den. Por ejemplo, se considera un caso en el que las rafces de

la ecuacién caracterfstica son:

la solucién serd, por lo tanto:

n n

+ncC,3

- n
Y =¢C;, 2 + C2 3 3

n 1
Consideracifn de las condiciones iniciales.

Las condiciones iniciales son utilizadas también para eva-

luar las constantes asociadas con las soluciones gencrales,

Por ejemplo, se desea calcular el valor de la constante C1

de la ecuacibn 3.5 con la condicién inicial Yonl.

De la ecuacién ¥, =C 2" (3.5)

para n = 03

y la solucifn total es:
y = 2"
n
Ootro ejemplo puede ser la ecuacién 3.11 con condiciones -
iniciales ¥ =0 y ¥,=1.

De la ecuaci6n: Y = C =" + c, (3" (3.11)
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Y + Cz =0 {3.15)

0
¥) = =20 +3C; =1 (3.16)

resolviendo simultdneamente las ecuaciones 3,15 y 3,16 y-—

sustituyendo los valores en 3.5 se tiene;
n
Yh = % (=2)

Soluci6n de ecuaciones en diferencias no homogéneas,

+1 (3t
3

La solucifn total de las ecuaciones en diferencias no homo
géneas se obtiene de la suma de la solucién homogénea {(haciendo
la funci6n de excitaci6n igual a cero) y la solucidén particular

de la ecuacién:

La solucién particular se obtiene asumiendo una solucién -
del mismo tipo o estructura que la funcifén de excitacibn, y sus
tituyendo esta solucifn general para evaluar las constantes. La
tabla mostrada en la figura 3.2 contiene las soluciones supues-

tas para obtener la solucién particular (K,A,By C son constantes).

SOLUCION PARTICULAR
FUERZA DE EXCITACION SUPUESTA
K A
Kn An + B
2 2
Kn An” + Bn + C
sen Kn A sen Kn + B cos Kn
K" Ax"

Figura 3.2
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Para ver como es que Se propone una solucifn supuesta y se~
encuentra la solucién particular, la ecuacién 3.19, de la cual-
se encontré la solucién homogénea anteriormente, se escribe de-
la siguiente manera:

Yn+2 - Yn+1 -6 Y, = 12 (3.17)

De la tabla de la figura 3,2 la solucibn particular supues

ta que se elije es:

de donde:

Y =Y = A

n+l n+2
sustituyendo lo anterior en la ecuacién 3.17:
A-Ah-6A=12
A= -2
que es la solucifn particular, por 1o gue sustituyendo, -

se obtinene la solucién total { Yo = Yp + Y, |
n n
Yn = Cl (-2)" + 02 {(3)" - 2

Como segundc ejemplo, se tiene la ecuacibn:

Yn+1 -2 Yn =n (3.18)

de la tabla, la solucifn supuesta es:
Yn = An + B
entonces:

Yn+l =Aln + 1) +B

por lo tanto:

An + A+ B~-2An~2B=n




igualando coeficientes de términos semejantes:
A-2a=1 A= -1
A+ B-2B=0 B = -1
por lo que la solucién particular de la ecuacibén 3,18 es:

¥n = -n - 1

Otro ejemplo, obtener la solucién total de la ecuacifn:

Yooy = Y, =1 13.19)

con la condicién inicial Y _ = 0,

La solucién homogénea es:
\an - Yn =1
con el operador F:

F Yn - \n =0

Yn(F -1) =0

por 1o gue la solucibén homogénea es:

Yn = C1

La solucibén particular supuesta es:

de donde:

¥ = h

n+l
suntituyendo en 3.19:

A-A=1
0=1

Con la suposicién de esta solucién particular no se llega
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a un resultado congruente, por lo que el paso a sequir es
multiplicar la solucién propuesta por n:

Yn = An

Y = A(n + 1)

n+}
sustituyendo en la ecuacién 3,19:
An + A - An =1
A=
Por lo que la soluci6n total de la ecuacién 3,19 es:

+
Yn = C1 n

y de la condici6én inicial:

con lo que finalmente el resultado es:

Yn =n

3.5 CONSIDERACIONES DE ESTABILIDAD

Como se mencioné anteriormente, en los sistemas continuos
al resolver la ecuacifn diferencial por el método de la trans-
formada de Laplace se llega a una expresién en funcién de ---
variable compleja, El denominador de la expresién asf obteni-
da se conoce como "polos del sistema", y son dichos polos los~

que determinan el comportamiento del sistema,

Para conocer la estabilidad de los sistemas continuos, se
obtienen las rafces de los polos del sistema y se grafican en-

el plano camplejo (¥, iw). Es decir, que en forma gréfica, si las raf
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ces se localizan en los cuadrantes II y III el sistema es
estable, si se encuentran en los cuadrantes I y IV es ipnestable
Yy si estdn sobre el eje iw es criticamente inestable, Esta dis

tribucibén se muestra en la figura 3,3.

,le
1

N

E E

S s
T T
A A
B B
L L
E E
Ny
I ratd

B N

s E

T S
A T
B A
L B
E L
E .
*2_ CRITICAMENTE
INESTABLE
Figura 3,3

Para conocer el comportamiento del sistema en el tiempo se
utilizan métodos como el del lugar de las rafces, traza polar -.

de Fyquist o traza logorftmica Bode,

En los sistemas discretos la estabilidad del sistema se de
termina también através de las rafces de la ecuacifn caracterfs

tica del sistema,
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Para el caso de rafices reales, la forma general de la so-
lucibn es:
n n n
n 1% +C2r:2 +C3r3 RPN
y para raices complejas:

_ n
Y, =C r cos (n O+ C,)

En ambos casos, si |rj>1, Y, aumenta sin limite, por lo -
que para que el sistema sea estable se requiere que:

lric

Utilizando los operadores B y F, cuando se estd trabajando
con el operador F la condicién de estabilidad es | r|<&1 y con -

el operador B se requiere que |rl>1 .

En forma gréfica, las Sreas sombreadas de la figura 3.4 -

indican para cada caso la regi6n de estabilidad,

imaginario imaginario

PLANO F PLANO B
Figura 3,3

68



Ejemplos especificos del andlisis de la estabilidad de -

los sistemas serdn ilustrados en el capftulo IV.
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CAPITULO IV

CONTROLADORES CONTINUOS Y DISCRE-
TOS.

4.1 Introduccifn.
4.2 Funciones de transferencia.

4.3 Modos y acciones de control
convencionales.

4.4 Respuesta de los sistemas
discretos.



CONTROLADORES CONTINUOS Y DISCRETOS
4.1 INTRODUCCION

En este capitulo se estudia en forma general el concepto -
de funcibén de transfersncia, el cual es indispensable para ana-
lizar los modos y acciones de control tanto en el campo conti--
nuo como en el discreto, as{ como la técnica a seguir para obte
ner la respuesta de los sisteras discretos a las diversas sena-

les de entrada o comandos.
4.2 FUNCIONES DE TRANSFERENCIA

En la tcorfa de control se utilizan con mucha frecuencia -
las denominadas funciones de transferencia para caracterizar --
las relaciones de entrada-salida de sistemas lineales invarian-
tes en el tiempo. Aunque el concepto de funcién de transferen-
cia se aplica Gnicamente a sistemas lineales invariantes en el-
tiempo, es posible aplicarlo a algunos sistemas de control no -

lineales.

La funcién de transferencia de un sistema lineal invarian-
te en el tiempo estd definida como la relacidén de la transforma
da de Laplace de la salida (funcién respuesta) a la transforma-
da de Laplace de la entrada (funci6n de excitacifn), bajo la supo
sicién de que todas las condiciones iniciales son iguales a ce-
ro. Es decir, que la funci6n de transferencia de un sistema re

presenta la relaci6n que describe la dinfimica del sistema en --
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estudio.

Sea ¢] sistema lineal invariante en el tiempo definido --

por la ecuacién diferencial:
(n) {n-1) . m m-1
a, Yy ta y+ ,...%+a_ .y + ay = bo( )x + bl( )x+...
cee v b g% o+ boX (4.1)
(n2m}

donde "y" es la salida del sistema y "x" es la entrada.
La funcién de transferencia del sistema se obtiene aplicando la
transformada de Laplace a ambos miembros de la ecuacibn 4.1 ba-
jo la suposicién de que todas las condiciones iniciales son ce-

ro; por lo que se obtiene:

1o, L+ b +b

Yis m-1 m

bs" + b, S
Func. de transferencia = G(S) = =

|

X(s

n n-1
aos + als +...4 a + nn

La funcifn de transferencia incluye las unidades necesari-
as para relacionar la entrada con la salida, sin embargo, no --
provee ninguna informacién respecto a la estructura fisica del-~
sistema de hecho sistemas diferentes puéden llegar a tener una-

misma funci6n de transferencia.

En el campo discreto, mediante los operadores B (de atraso)
y F (de adelanto), es posible también obtener funciones de trans
ferencia, diagramas de blogues y utilizar técnicas algebraicas -
para propésitos de manipulacién, ejemplos espec{ficos serfn ana-

lizados m4s adelante.
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4.2 MODOS Y ACCIONES DE CONTROL CONVENCIONALES

Dentro del campo continuo, y como ya se mencioné, un contro
lador compara el valor efectivo de la salida de un proceso con -
el valor deseado, determina la desviaci6n y produce una acci6n -
de control que reduce la desviacién a cero o a un valor muy cer-

cano a cero.

De acuerdo con su accién de control, los controladores auto-
midticos se pueden clasificar en:

- Control de dos posiciones (abierto-cerrado)

- Control proporcional

- Control integral

- Control proporcional e integral

- Control proporFional y derivativo

‘ = Control proporcional, derivativo e integral

Las caracterfsticas bdsicas de cada uno de ellos se mencio-

nan a continuacién.
Accién de dos posiciones (abierto-cerrado).

Es un sistema de control en el que el elemento accionador -
tiene s6lo dos posiciones fijas, que en muchos casos son simple-
mente conectado y desconectado, por ejemplo: si la sefal de sali
da del control es m(t) y la sefial de entrada es el error actuan
te e(t), en este tipo de control, la salida m{t) permanece cons-

tante en el valor miximo o minimo, dependiendo de si la sefial --
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de error actuante es positiva o negativa, de modo que:

mit) = 4; para e{t) >0

m{t) = MZ para e(t)< 0

donde M1 Y M2 son valores constantes.
AcciCn de control proporcional.

Para un control de acci6n proporcional, la relaci6n entre -
la salida m(t) y la seiial de entrada, que puede ser el error a=-

ctuante e(t) quedaria:

mit) = Kp e(t) (4.2)

O en términos de Laplace, su funcidén de transferencia:

E{s) P (4.3)

donde Kp es la constante de proporcionalidad o ganancia.
El control proporcional es bisicamente un amplificador con ganan
cia ajustable. En forma de diagrama de blogues, este control --

queda representado de la siguiente manera:

+ E(s)

M(s)

>

Acci6n de control integral.

En un control de accifén integral, el valor de la salida del

T4




controlador m(t) varfa proporcimalmente a la sefal de en--

trada (error actuante} e(t) de la siguiente manera:

dmit) _ Ki e(t)
dc
o bien:
+
n(t) = xij' elt)dt (4.4)
-]

donde Xi es una constante de proporcionalidad y es regula--
ble.

La funcién de trasnferencia del control en términos de la -

transfromada de Laplace es:

{4.5)

Para un error actuante igual a cero, el valor m(t) se man--
tiene constante.

En diagramade bloques:

+  Els) M(s)

wla

Acci6én de control proporcional y derivativa.

La acci6n de control proporcional y derivativa queda defini

da como la suma dada por la ecuacién:

m(t) = Kp elt) + kp 7a 92{EL

(4.6)
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y la funcién de trasnferencia en términos de Laplace es:

Mis) o
) Kp (1 + Tds) (4.7)

donde Kp es la sensibilidad proporcional y Td es el tiem
po derivativo., La accién de control derivativa, a veces deno
minada de velocidad, se 44 cuando el valor de la salida del -
controlador es proporcional a la velocidad de variacién de la
sefial de error actuante. El tiempo derivativo Td es el inter
valo de tiempo en que la accibn de velocidad se adelanta al e
fecto de la acci6én proporcional,

En diagrama de bloques se tiene:

+ E(s) M{s)
= ’-i Kp{l + Tds) }-———;

Si la funcién de error actuante e(t) es una funcién ram-
pa unitaria, por ejemplo, la salida del controlador m(t) es ~

la mostrada en la figura 4,1,

Como se puede ver en la figura 4,1, la accién de control
derivativa tiene un cardcter de anticipacibn, Sin embargo, =~
por supuesto, la accifén derivativa nunca podr& anticiparse a

una accién que aGn no ha sucedido,
Accién de control proporcional e integral,

La accién de control proporcional e integral queda defi~
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v
s
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[ 4 ’ zE
? 7
erroxr salida del control
Figura 4,1,
nida por la ecuacién:.
)
2 |
m{t) = Kp e(t) + ,fg , e(t) de {4.8)

y la funci6n de transferencia es términos de Laplace es:

Mis) _ 1
W-Kp(l +m) (4.9)

Ti es el tiempo que regula la accién de control integral

mientras gque una modificacifn de Kp afecta tanto a la parte -~

integral como a la proporcional de la accién de control, Al -~

inverso del tiempo integral Ti se le llama frecuencia de repo-

sicidn,
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La frecuencia de reposicibn es el nfimero de veces por mi-
nuto en que se duplica la parte proporcional,

En diagrama de bloques:

E(s) M{s)
Y Kp(l + Tis)
- Tis

L 2

Por ejemplo, si la sefial de error actuante e(t) es una -~
funcién escalén unitario, la salida del control m(t) es la mos

trada en la figura 4.2.

A eit) AN\ mit)
2K Leconla-o PI
pl I
i
esacl8n unitario :
I
| A, 4
P i
i
1
1
]
1
!
: e
3t H st
0 70 [4
! 7

Figura 4.2.
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Accibn de control proporcional, derivativa e integral.

Es la accién de control obtenida de la cambinaci6n de los =~
efectos de las acciones proporcional, derivativa e integral, co-
mo su nombre lo indica, y tiene las ventajas de cada una de las-
tres acciones individuales.

La ecuacién de dicha accién de control est& dada por:

t
m{t) = Kp e(t) + Kp T4 dg‘“ + lq‘,fj et} dat {4.10)
-3

y la funcibn de transferencia en t&érminos de Laplace es:

M(s) | 1
FsT - Xp (1 + Tds + sz) (4.11)
en diagrama de bloques se tiene-
+ E(s) 2 M{s)
ko {1 ¢ Tis ¢ TiTds) Ly
- Tis

Por ejemplo, si e{t) es una funcién rampa unitaria, la sali

da del control m{t} seri la mostrada en la figura 4.3.

Ahora bien, en el campo discreto, la computadora de control

generalmente desarrolla las siguientes funciones:
- Obtiene el valor muestreado de la variable controlada Cn
- Calcula el error de la relacifn: En = R" - Cn , donde -

Rn es la referencia (o valor deseado} que est; almacena-
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Figura 4.3

do en la computadora

=~ Calcula el valor adecuado de la variable manipulada My
(que es la entrada al proceso)

- Iniclia la sefial de control para el elemento de control -
adecuado

- Continda con la siguiente variable controlada

En todo este proceso, se tiene generalmente que el teimpo -
para calcular una nueva variable manipulada es considerablemente
menor que el tiempo entre muestras, de tal forma que al analizar

los procesos es razonable suponer que la entrada al proceso serd
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una serie de escalones,

Por otra parte, es indispensable proporcionarle a la compu-
tadora un algoritmo de control de tal forma que pueda calcular -

los valores de la variable manipulada.

Los modos de control convenciocnales en forma discreta son -

los que se mencionan a continuacién:
Accién proporcional.

La correcci6n que se hace es de tal forma que sea propor--
cional al error. La ccuaci6n de esta accién de control en forma
continua es:

m(t) = Kp eft)

La forma discreta de esta ecuacién es:

M =K_ E
n P n

o en forma incremental:

My =M =K (E - Ep (4.12)

n n
Accibén integral,

La correccién se hace proporcionalmente a la integral con-

el tiempo del error. La forma continua de la accién integral es:
[}
nit) = KiL e(t) at

El drea bajo la curva de error (que es continua), o sea la-

integral, se puede aproximar por una suma de &reas rectangulares
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n "
M =K 2 TE. = K, TZE,
n TR TN TSR (4.13)

en el punto n-1 se tiene:

nel

Mn—l = K; T%Ej (4.14)

y restando las ecuaciones 4.13 y 4.14 se tiene:

M - M _) =K TE (4.15)

que es la aproximaci6n continua discreta del modo integral.
Accién derivativa.

En forma continua, la accifn derivativa estd definida por:

de(t)

m(t) = Ky at

y la aproximacién discreta estd dada por:

E -E
_ n n-1
M, o= Ky T (4.16)
por lo tanto:
K4
Mg~ Moop = 5 By = 2By - Bpy) (4.1m)

que es la aproximacién discreta de la accién derivativa, se
hace notar la diferencia entre esta aproximacién y el modelo --

exacto de la tabla de la figura 2.16.

De los modelos obtenidos se observa que los diferentes mo--
dos de control tienen la forma general:

My - Mpg = Ky B+ Ky By v Ky By

Y al igual que los controladores automifticos (continuos), -

se pueden obtener los modelos para las combinaciones de los dife
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rentes modos de control.

Habiendo descrito algunos modelos de las acciones de cone---
trol, a continuacién se analiza la forma en la que se obtienen -
las funciones de transferencia de algunos sistemas mediante el -

uso del operador B.

Como ya se mencion6, el operador B se define como:

B Yn = Yn-l
2

B Yn = Yn_2

etc

Recordando el proceso integrador:

g% = KM
donde ¢ es la variable controlada y M es la variable manipu
lada, se asume que KT=1, por lo que el modelo discreto del proce
SO es:
Che1 " G T My
Moviendo un lugar hacia la izquierda (retrasando un paso) = '
se tiene:

c -C

n n-1 % Mn

-1
y aplicando el operador B resulta:

c. - BCn = BM

n n

Cn(l - B) = BMn

Y formando el cociente de la salida (cn) a la entrada (Mn)-
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o sea la funcifén de transferencia resulta:

C

I

T -5 (4.18)

Ahora, para fines de ejemplificacibn, se supone que el alge
ritmo (modo) de control es de la forma:

M- Mn-l = 1,5 E - En-l (tipo proporcional)

aplicando el operador B, se obtiene la funcifn dc transfe--
rencia del controlador:

Mn - BMn = 1.5 En - BEn

(1 - ByM, = (1.5 = BIE_

M
n_1.5-8B
E (1 -8B) (4.19)

n

De manera que las ecuaciones 4.18 y 4.19 permiten formar un
diagrama de bloques del sistema completo.

Recordando que la ecuacién En = Rn - Cn se representa como-

un punto de suma, el diagrama de blogues queda como se muestra -

en la figura 4.4.

G(B)

Vo N
R E M C
no4 n 1.5 - B n B R

- 1-8 1-B 4
controlador proceso
integrador
Figura 4.4
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Con este diagrama de blogues, es posible obtener la funci6n
de transfgrencia de lazo cerrado (CnIRn) y de ahf pasar a la e--
cuacién de diferencias del sistema completo.

Del diagrama de bloques:

Rn - Cn =E (4.20)

E =M (4.21)

M =C (4.22)

sustituyendo la ccuacién 4.21 en la 4,22 se tiene:

_ {15 ~-8 B =
c, = (‘T‘T‘E‘) E, (1 B a) G(BIE,

y de la ecuacién 4.20:

c
“h_ _G(B) __ B(1.5 - B) (4.23)

Rn 1 + G(B) 1 -0.58

La ecuacién 4.23 se puede escribir de la siguiente manera:
(1 - 0.58)C = R, B{l1.5 - B)

o lo que es igual:

= _ 2
Cn - B 0.5 Cn = 1.5 B Rn Rn B

€, =0.5C | =1.5R 4 ~R ,

1
Y moviendo un lugar hacia la derecha {(adelantando un paso)~-
se tiene:

Coep - 0.5C, = 1.5 R =R _;

n+l

que es la cecuacién de diferencias del sistema completo.
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A continuacién se obtienen las funciones de transferencia
de algunos procesos tipicos.

a) planta integradora.
En forma continua, su ecuacién es:

dac(t} _
el K M(t)

en ecuaciones de diferencias:

Chpp ~Cp = KT M
€, = Cpy = KTH

en diagrama de blogques:

C
Mn

—j=
i3
wiw

b) proceso de primer orden.
En forma continua su ecuacién es:
'(,'g—€+c=KM
y la ecuacién de diferencias correspondiente (tabla

£ig.2.16)
ag:
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Cn+1=aCn+an

donde: a = e-T/r . b= K{l - e-'r,‘c )

con el operador B:

(1 - aB)Cn = Ban

y la funci6n de transferencia es:

T~
T

N I

M 1-Be

B

y el diagrama de blogques es:

Kl - et )p

1 - e 1R

c) proceso de doble integraci6n.

En forma continua estd dado por:

2

4 g "
dt
y el modelo discreto (tabla fig. 2.16) es:
KT KT2
Chel = 20, ~Cuoy Y T My Y S M

retrasando un paso:
2 2
+ KT M
2 "n-2
y aplicando el operador B;

2 2,2
2 KT°B KT'B
Cn = (2B - B )Cn + (——2 + )Mn
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2
- 28 - p?) = KI'B -
G -2-8H =52 0o

de donde la funci6n de transferencia es:

Sn_wxr¥228 01 - B
My 1 - 28 - 82

d) proceso de primer orden con integracién en casacada.

En forma continua estd definido por la ecuacién:

2
a°c dc _
® —5 t 5= = KM
dc2 de

el modelo discreto (tabla fig. 2.16) es:
C

+ by M g+ by M,

™ Cn ta Cn-l c ‘n=

n+l

atrasando un paso:

+b M +b M

G =3, Chy v 21 Gy # by My 4Dy

n o “n-1

aplicando el operador B:
2 2
Cn (1 - a, B - a BY) = (b° B - b1 B )Mn
de donde la funcibn de transferencia es:

2
Cn _ bo B + bl B
g
n

2
1 - a, B - ala

4.4 RESPUESTA DE LOS SISTEMAS DISCRETOS

Cualquier sefial variante en el tiempo, muestreada a interva

los constantes (iguales} de tiempo, puede ser representada por -

una.serie de ndmeros llamados secuencia muestreada a la que tam-
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bién se le conoce como serie en el tiempo; por ejemplo, -
si un voltaje da la temperatura de un proceso através de un --
transductor, y &éste se mide cada T segundos, un conjunto de --
lecturas de voltaje graficadas contra el tiempo es una secuen-
cia muestreada o serie en el tiempo. Dichas secuencias mues-

treadas pueden ser expresadas en funcién del operador B.

La respuecsta de un sistema a cambios en el comando {entra-
da al sistema), se pueden obtener y resolver en forma directa -
utilizando técnicas de operadores, resolviendo la ecuacién de -

diferencias o utilizando el método recursivo.

La habilidad para describir sefales variantes en el tiempo
en forma matemitica, que es anfloga a la manera en gue la compu
tadora maneja los datos, es un ingrediente esencial para formu-
lar un método conveniente para el andlisis’de la respuesté de -

un sistema.

El muestreo discreto en el tiempo de una funci6n continua=-
produce una serie de nlmeros que son todo lo que la computadora
conoce de dicha funcién. Para comenzar, se define una muestra-
unitaria tomada en el origen del tiempo (o en un tiempo “"n" del

muestreo) denominada sn , tal como se muestra en la figura 4.5,
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Figura 4.5 Muestra unitaria.

De aquf entonces que S, estd definida por una secuencia de
ndmeros dados por:

1 en n=0
0 en n#0

La muestra unitaria puede ser movida o trasladada para de-
finir una muestra tomada por la computadora en un tiempo cual--

guiera T, tal como se muestra en la figura 4,6.

f
n

4

I 37
o [ p5 j\r «T 4

™~ =
fn =B Sn S

n-e

Figura 4.6
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en donde:
lent= «7

Oent # ~T

De esta forma, una muestra de magnitud A se puede expresar
por medio de la muestra unitaria multiplicada A veces, y as{, -
superponiendo (sumando) muestras unitarias adecuadamente tras--
puestas y escaladas, es posible expresar cualquier funcidn mues

treada,

Por ejemplo, se considera la siguiente funcién escalén:

,r\M(t)
1
5 t
?
Su funcibn muestreada quéda expresada por:
ANEL
11
! st
0 T 2T 3T 4T ST 6T 4
fn =5, + .1 % Sn-Z + oiaaes
o bien:
f =S +BS_+ st + BJS tieoen
n n n n n
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C sea:

= 2 3
fn = Sn(l + B +B7 + B +....)

que puede ser reducido a:
1
fa "(1 - B) 5n

El término (%—é—i) §,, e llama funcidn generadora, dado --

que es una funcién del operador de atraso (B} que estf operando
en la muestra unitaria para generar una secuencia de ndmeros --
que corresponden & los valores muestreados de la funcidn esca-~

16n del gjemplo.

Analizando otro ejemplo, la funcibn generadora de la se~-~
cuencia de la funcidn pulso, se obtienc superponiendo las se~-~
cuencias individuales de las funciones escalén, segdn se mues-~

tra en la figura 4.7.

A E(t) ~EL
A A
Y
o S ~T > e
FUNCION PULSO fUNCION PULSO
MUESTREADA
Figura 4.7.
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A £l /\fn
A A
T 3t ‘ ‘ ‘ 3
7 ~T 4
-A L | =-A 4
FUNCION ESCALON QUE SECUENCIAS MUESTREADAS
GENERA UN PULSO INDIVUDUALES

Figura 4.7 {continuacién).

en donde:

F =ASn(1+B+82+...) -ASn!J (1+B+Bz +..)

-2 B
Fn = [1 - B 1~ B] Asn

., 1-38
Fo=AtTg 5

que es la funcién generadora de la funcién pulso.
Como tercer ejemplo, se tiene una funcifn rampa con pen--

diente A en t=0,

at to0
£(t)
0 tgo0

la funcifn muestreada a intervalos de tiempo T es:

F, = 0 TS, 4 ATS_ , + 2ATS _, + 3ATS, ;+...
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o bien:

F, = AT(B + 282 + 3p?

+...)Sn
de donde la funcién generadora resulta ser:

= ATB
F = ——73 S

"ot

La tabla de la figura 4.8 muestra una rescopilacién de las

funciones generadoras tfpicas.

Ahora bien, la respuesta de un proceso a comandos especifi
cos de la computadora o la respuesta de sistemas retroalimenta-
dos de control, puede ser fdcilmente conocida mediante el con--

cepto de funcién generadora,

Recordando la funcién de transferencia discreta de un sis-

tema cualquiera:;

n _ _ salida
Y; = I, 6B = Srada

resulta que la salida estd dada por:

On = In G(B) 4.23)

Si la naturaleza de In es conocida, entonces también puede
determinarse su funcién generadora:
I, = E‘(B)sn (4.24)
sustituyendo la ecuacibn 4.24 en la 4.23 se ticne:

o, = G(B) F(B) 5, {4.25)

La cantidad G(B) F(B) sn forma una nueva funcién generado-
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Funcién Con-
tinua flv)

Funcidén discreta
en funcién de s,

Funcién
Generadora

Término gral., de
la secuencia

Muestra unitaria 1 para n=20 S -~ -
0 para n £ 9 "
2
£ (t} (f +f B+f. B +...}S F (B} S
funcién cualquiera o 12 n n h
con escalon
- 3 +
KE(t) K(f_+£,B+£,B"+...)§ KF(B}s KE
funcifn cualquiera o m1mn2 n n n
con rampa
AM(t) 2
Escalén (14B+B“+ ...} S } s 1
unitario n 1-8 n
& 2.2 8
Rampa T{B+28°4+3B%+ ...}§ 5 nT
Unitaria n 1-m2 *®
e ¢ tsasraale. )5 s, A"
Exponencial donde A = e-at 1-AB

Figura 4.8




ra de la salida on. Si se expande G(B) F(B) por el método
de divisi6n larga, la secuencia muestreada en el tiempo se ob--

tiene directamente.

Como ejemplo de lo anterior, se desea conocer la respuesta
del error E, del sistema mostrado en la figura 4.9 cuando la en

trada es una funcibén rampa, esto es Rn = n.

Figura 4.9.

Por algebra de blogues se determina que:

E
o 1

g 15— B\/ 5
n 1*(1—5)(1-8)
En u - 8%

(g]

n (1 - B%) + (1.5 - B) B

de donde:
.1-28-8%_
By = TT-058 fan

2
(1 - B)
En ""1-0.58 Rn

ta funcibn generadora de Rn (rampa) (tabla fig. 4.8) es:
B

S
" a-m?

n
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Por lo tanto la funcibn generadora del error es:

£ = R, (-2 s
n (1 - 0.5)B Qa - 8)2 n

_ B
by 1T7TT353 5%
haciendo la divisién larga:

B + 0.58% + 0.2587 + 0.1258% +.....

1-0.588
-B_+ O.SB2
0.58°

-0.5B" + 0.2583
0.258°

o lo que es igual:

B, = (08° + b + 0,587 + 0.2587 4 0.1258%...)s,

Los coeficientes de la serie en B son los valores corres--

pondientes a los tiempos de muestreo, como se muestra en la fi-

gura 4.10,
A Rn \En
. | | 1
[} 7 27 T ar 7 0 T 27 ar 4T ‘

Figura 4.10.
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Ahora bien, considerando una entrada escal6n unitario, su

funcién generadora es:

Rn T8 Sn
entonces:
(1.5 -B) B
S _a-m?
Rn 1 + (1.5 - B)B
(1 - B)
Loy

n (1.5 - B) B
n (1 -812+ (1.5 -8B

Sh_ u.s -8 s
R, T-0.38

_ .5 -m) B
¢a= T-osB R

y sustituyendo R, 3

. B(l1.58) s
n % T~ 0.58)(1 - B °n

[
En esta expresifn debe hacerse un arreglo, ya que para ex-
pander en fracciones parciales, el orden del denominador debe -~

ser mayor que el del numerador, entonces:

[

n 1.5 -8B
B " Cn+l T T - 0.5BI (T = BJ °n
c .. = My + A2 s
n+l - T -0.58 1 -B n

para determinar Al y A2 '
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entonces:

y utilizando las dos @ltimas columnas de la tabla de la fi
gura 4.8 se tiene:

c = 0.5 (0.5)" + 1

n+l

Para comparar la respuesta final, se puede llegar al mismo
resultado por el método de divisién larga, tal como se hizo en-

el ejemplo en el que la entrada era una rampa,

Se hace notar que la tabla de la fiqura 4.8 puede ser usa-
da para obtener la secuencia de la respuesta sin necesidad de -

hacer la divisién larga

Para e¢l ejemplo en cuestién, la funcién generadora del ---

error E  se determiné como:
1
Eq = 5(1'—' o, B'B) Sn

De la tabla 4.8 se obtiene:

x -lf_ss = 1 +0.58 +0.258% +....

De esta forma, se puede observar que las tablas pueden ser
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utilizadas en ambos sentidos, o sea, que una funcién geng
radora se pucde transformar en una secuencia y una secuencia -

se puede transformar en una funcién generadora.

En algunos casos se desea conocer el valor final de una so
cuencia sin obtener los valores intermedios, en estos casos es-

conveniente utlizar el teorema del valor final, el cual esta--

ble¢e que:
F = Lim (1 - B)F(B) {4.26)
Bl
donde:
Fn = F(B)Sn

Para demostrar esta Gltima expresidn, se tiene que:

- 2 3 =
Fo =(F, + F\B + F,B" + FqB +....)sn F(B)sn

truncando la secucncia en n=N:

N-1 N
Fog =(Fg ¥ FiB 4ot FoyB + FBIS, (4.27)
truncando en n=N-1:
N-1
Fn,N—l =(Fy + FiB .00t Fy-1B )sn {4.28)

Atrasando un paso la ecuacifn 4.28 y restandola de la 4.27:

2 N-1 N, &
13 =((1-B)P0+(1-D)FIB+(1-B)FZB +...+(1-B)FN_l +FNB }Sﬁ

0,875 -1

de la ecuaci6n anterior:

y cuando N-e*:
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Fnon-1=F, y = FIBIS,
por lo tanto:

I;;.iinl [F(s’sn - BF(B)SnJ % {Fos )sn

Lim {1 - B) F(B) = Feo
Bl

Como ejemplo de la aplicacifn del teorema del valor final,

se desea encontrar el valor de estado estable de la respuesta -
descrita por la ecuacién:
F{B)
. .B (1.5 - B}
Sy = T Tso. e S

aplicando el teorema se tiene:

Cpom = Lim (1 = B)F(B)

B-e1l

O = (A1-B) B (1,5-B)
- 11-B) (1-0.58) _j Bl

Cog = 1

Es decir que el valor de estado estable de la ecuacifn es

Respuesta a un pulso unitario.

El pulso unitario tiene una funcién generadora igual a -~

e
Sn ,
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| Sn

) Y D,

PR |

Si el comportamiento dindmico estd dado por:

Y
2 = G{B)
n

y la entrada es un pulso unitario, entonces Xn=sn
Yn = F(B)Sn

de aquf, la respuesta de un sistema a un puslo unitario es
simplemente la secuencia formada por la funci6n discreta de -~

transferencia operando en la muestra unitaria sn.

Ejemplo de cflculo: se desea controlar el paso de un flufdo
através de un ducto por medio de una vdlvula conectada a un mo--

tor, tal como se muestra en la figura 4.18.

Las ecuaciones dindmicas del proceso son:

Ry =9 = By

Mn = Kc En
dqo
T - Kv M

102



COMPUTADO

Ity |

1
1M
Jxe L + B D/A
] ]
i
______________ 4
MOTOR
VALVULA
B g D q0
Figura 4.18.

Y la funci6n de transferencia de la v&lvula es:

% _ KvTB
Mo 1B
n

R E M
1 KvTB yin
- T-8

de donde la funcifn de transferencia del sistema es:

Eﬂ _.Kc Kv T B
R, 1 - (1 -KckvTB

y la ecuacién caracteristica es:

1 = {1 -~ Ko KvT}B =290
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por estar trabajando con el operador B, 1la condicién de -

estabilidad es que |r{>1, por lo que:

>1

I 1
1 = Kc Kv T
f1 - ke kv 7| <1

o 10 que es igqual:

0¢Ke Kv TL2

Ahora bien, asumiendo una entrada escalén unitario:

se desea conocer la respuesta en los casos:

a) si Kc Kv T = 1

B _ 2 3
dy = 7T—7F S, = (B+ B + B +...08
de donde:
~n qn
l-b—
1 i IR i %t
t er i 4T
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b} si Ke Kv T = 2 (limite de estabilidad}
_ 1 2B
9 = (1—!3)(1+B) 5a
28 _ 2 2 3 4 s
q, = N S, = (0B” + 2B + 0B” + 2B~ + 0B ACRRT)
de donde:
-~ qn
2 4
$ T lL L ’t
T 2T ar 4T

c} si Ke Kv T = 0.5

! 0,58\
9 *{T=B) \T - 0.58 /°n
0.58

9 T =158 70.582 5p

a, = (0.58 + 0.78% + 0.8758% + 0.9374B%+. . )5

de donde:
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CAPITULC V

DISERO DE CbNTROLADORES DIGITALES
Y FORMULACION DE LOS ALGORITMOS
DE CONTROL.

5.1 Introduccifn.

5.2 Métodos para el disefio de
controladores digitales.

5.3 Algoritmos de control para
una relacién variable de re-~
ferencia-variable controlada
deseada.

5.4 Algoritmos de control para
relaciones sefial de error-se
flales de referencia deseadas.



DISERC DE CONTROLADORES DIGITALES Y FORMULACION DE LOS
ALGORITMOS DE CONTROL

5.1 INTRODUCCION

Se mencionarin dos métodos para el disefio de un controla=--
dor digital y dos caminos alternativos para la formulaci&n de -
los algoritmos de control a programarse en dicho control digi--

tal.
5.2 METODOS PARA EL DISERO DE CONTROLADORES DIGITALES

El primero de ellos consiste en utilizar la aproximacién -
discreta de los controladores continuos, tal como se menciond -

en el capftulo 1V.

pPor ejemplo, el control proporcional, derivativo e integral

que incluye los tres efectos, y que tiene la forma general:

Mo "My S K B v Ry By Y K3 B
en donde:
X4
Kl = K_ + Ki T + L
2K
d
Kza’(Kp+T)
K
d
Ky =1
Kp f Kd ¥ K; son las constantes de proporcional, 'derivati-

va e integral, respectivamente, y T es el tiempo de muestreo.

El problema en el disefio de este tipo de controladores con
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siste en encontrar el ajuste apropiado de las constantes -
(pardmetros) del controlador, o sea Ky o K2 y K3 , de tal mane-

ra que el sistema de control se comporte en forma adecuada.

La mayor parte de las técnicas de ajuste de Pardmetros re
quiere de un conocimiento adecuado del modelo matemdtico, por -:
lo menos aproximado, del proceso de control. Cuando dicho mode
lo es conocido, las técnicas aplicables van desde procedimien--

tos empiricos hasta complejas técnicas de optimizacién.

El otro método para el diseifio de controladores digitales -
consiste en obtener el algoritmo de control necesario para lo--
grar un cierto objetivo de entrada-salida en el sistema de con-
trol. Para poder efectuar ésto, es esencial un conocimiento a-
decuado del proceso a controlar, de tal manera que sea posible-

formular un modelo del proceso.

Analizando las formas bajo las cuales se obtiene conoci- -

miento de los procesos, 6stos se pueden clasificar en:

- En el caso de procesos simples, las leyes que gobiernan-
el proceso se pueden analizar, y através del an8lisis se puede-
formular el modelo matemitico.

~ En muchos casos son diffciles de analizar desde un punto
de vista matem&tico, pero su respuesta a cambios es relativa- -
mente simple. En este caso se selecciona racionalmente una fun
cifn de transferencia basada en datos de entrada-salida.

- En otros procesos, la complejidad se presenta no s6lo --
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en su andlisis matem&tico sino en su respuesta, que gene--
ralmente se encuentra contaminada por ruido y disturbios, En =
este caso se utilizan técnicas estad{sticas para obtener un co=-

nocimiento aproximacdo del modelo del proceso.

Como ya se mencion6, el objetivo es obtener un controlador
que permita una respuesta de lazo cerrado adecuada. La figura-
5.1 muestra un sistema de control de lazo cerrado con retroali-

mentacién unitaria.

R
1+ LM c,
1 L
t GP(B) >
1
COMPUTADORA _ ___J
Figura 5.1

En donde la funci6n de transferencia
S
G (B) = o~
P L
debe ser conocida.
La forma en la que la computadora implementa el control es:
1) Muestrea y convierte a "palabra" digital la variable Ch

2) Formula el error con Cn y el comando de entrada Rn:



3} Mediante una subrutina resuelve el algoritmo de control-
en forma recursiva. Este algoritmo de control se obtiene de la-
funcién de transferencia del controlador:

;ﬂ = G(B)
n

{1 -d)s

Por ejemplo; si G{B) 1T d8

n

entonces M, = d M + (1 - q) E .y serfa el algoritmo de -

n-1
control.
4} Convierte la nueva manipulacién para presentarla al pro

ceso.

Es conveniente mencionar de nuevo que el tiempo invertido-
en todo el proceso descrito, debe ser insignificante en relacifn
al tiempo de muestreo, para que el hecho en que se basa la teo--
rfa de los operadores B y F se cumpla (este consiste en que el -
proceso debe recibir una manipulacién constituida por escalones-

de duracién igual al tiempo de muestreo).

5.3 ALGORITMOS DE CONTROL PARA UNA RELACION VARIABLE DE
REFERENCIA~VARIABLE CONTROLADA DESEADA

La funcibn de transferencia de lazo cerrado del sistema de

control mostrado en la figura 5.1 es:

[+ G (B) G_{B)
. e P -
= < G648} (5.1)

n 1+ GC(B) Gp(B)
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en donde Gd(B) es la funcién de transferencia de lazo ce- -~

rrado deseada para cambios en la sefial de referencia.

Manipulando la ecuaci6n 5.1 se puede obtener la funci6n de-

transferencia del controlador:

" 64(B)
£ = G (B) = TG (5.2)
E, ~ Cc G B) (T - G587

La ecuacién 5.2 proporciona una relaci6n matemitica que per
mite encontrar la funci6n de transferencia del controlador cuan=-
do se conoce la funci6n de transferencia del proceso (GP(B)) y -

la funci6n de transferencia de lazo cerrado deseada (Gd(B)).

Se debe tener cuidado en no tratar de exigir demasiado res-
pecto a la funcibn de transferencia de lazo cerrado desecada.
Por ejemplo, si en un proceso integrador cuya ecuacibén diferen--

cial es:

y su funcibn de transferencia discreta es:

[ XK T8
a6 p) s B
IS T-38

se exige que dicha funcién de transferencia de lazo cerrado
sea:
c
G, (B) = 2 =1
d Ry
esto implica gue la salida sea siempre igual a la entrada -

por 1o que el controlador requerido ser;a:
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Gd(B)
C/®) = T T -G
e & 18T T - GBI

- ST Y
o8 = K. T B =g el
ey 4

El resultado obtenido muestra claramente un controlador que
no es fisicamente realizable, pues se reguerirfa de una manipula

cifn infinita.

En base a este resultado, se debe ceder un poco en el regui
sito, por ejemplo se podrfa pedir que la respuesta iguale al co-
mando un periodo de muestreo después, es decir:

Cn+1 = Rn

de esta forma:
;ﬂ =83 = Gd(B)
n
por lo que el controlador requerido es:

B 1
6 (B) = ——5p =

Py e P

y el algoritmo de control es:

De esta forma, un simple controlador proporcional con la ga
nancia ajustada al valor apropiado deber4 lograr el objetivo de-

seado.



El siguiente ejemplo muestra el procedimiento para obtener

el algoritmo de control en base a lo anteriormente expuesto.

Se desea disefiar un algoritmo de control para un sistema -

de primer orden descrito por la ecuacién diferencial:

4ac _
Epa—e*C—KpM

Con un tiempo de muestreo T tal que: C = Rn , es decir -

n+l
que la salida esté un paso atrasada con respecto a la entrada, -
dicho de otra manera, que la salida sea igual a la entrada des--
pués de un tiempo de muestreo.

La funcién de transferencia de la planta es:

c, K, 13-4
= . B
Gy (8) 8 a5

en donde : d = e—T/Fp

de las restricciones se tiene que:

¢

n

A =G (8) =8

R T %

as{:

M

E;l“‘;“”"x {T=ars
P I, -
S 1-8)

B, K (T= (18

por lo que el algoritmo de control se cbtiene de:
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Kp(l -dj(l - B)Mn = (1 - dB)Bn

y el algoritmc de control buscado)es:

1
My =My ® R - ar By = B @
o bien:
- l -
Mmoo+ woc (£, - B _,d)

5.4 ALGORITHOS DE CONTROL PARA RELACIONES DE SERAL DE
ERROR-SENALES DE REFERENCIA DESFADAS
De la figura 5.1, el error puede expresarse como:
E = Rn - Cn (5.3}
y la funcibn de iazo abierto es:

Ch = GC(B) GP(B) En (5.4)
sustituyendo la ecuacibn 5.3 en la 5.4 y rearreglando:

En 1

— = G_ (B}
=
Rn 1+ GCZB) GP(B) e
Ge(B) es la funci6n de transferencia descada de transferen-
cia de lazo cerrado que relaciona el error con la sefial de refe-

rencia,

Despejando la funcibn del controlador se tiene:
1 - G, (B)

B = g G,
c Gp B) G, B)

En la seleccifén de Ge(B) se debe tener en cuenta;

~ Que pedir que E = 0 no es fisicamente realizable

115



- Que el valor del error en estado estable se puede encon-

trar utilizando el teorema del valor final:

ee = Lim (1 - B) G _{B) R
Bv1 ¢ n

Esta dltima ecuacibén puede ser muy Gtil para llegar a obte

ner una Ge(B) apropiada.

Si por cjemplo, se desca disenar un algoritmo de control --
que lleve a un proceso a seguir un comando rampa c¢on up error de
estado estable igual a cero, lo mds pronto posible, dicho algo--
ritmo de control se obtiene de la siguiente manera:

la funci6n del proceso es GP(B) y la del comando es:

ATB
R = A(nT) = ———— 5
n a-me "

una secuencia del error podria ser:

_ o 2
E = (0B~ + ATB + 0B" + ceevlSy

pox lo tanto:

E_ = ATB Sn = Ge(B) Sn

sustituyendo Rn y rearreglando:
E
=g (B) = (1 - 5)2
Rn e

per lo tanto:
1-0-82 _ B(2-8)

G (B) =
c G (B)(1 - B2 G (B)(1 - B2
P P
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Que es el algoritmo buscado en funcién de una funcidn de
proceso GP(B) cualguiera.

La figura 5.2 muestra un diagrama de blogues de un siste-
ma de control en el que se puede cobservar la sefial de pertur--

bacidn:

&

n
G_ (B}
c GP(B)

Figura 5.2.

Un objetivo comln de los sistemas de control regulatorios
es mantener la variable controlada en un nivel deseado a pesar

de los disturbios que afectan al proceso.

En el siguiente ejemplo, se supone que las perturbaciones
entran al proceso en forma de cambios de escalén, gue ocurren-
en los tiempos de muestreo. Esto no es cierto en un caso real
pero es una buena aproximacién si la razén de muestreo es ma--

yor gue la razén de cambio de la perturbacién.

81 se considera por un momento, para fines de anflisis, -
que Rn = 0, el diagrama de bloques de la figura 5.2 gueda tal-

como se muestra en la figura 5.3.
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n+ n
G, (B) y

G (B)

figura 5.3,

de donde la funcifn de transferencia de lazo cerrado es:

C G_(B)
T e < G (B)
dn 1+ Gc(B)Gp(B) £
Ge(B) es la funcifn de transferencia deseada entre la per
turbacién y la variable controlada, por lo tanto:
(8) G _{B} ~ Gf(B) 5)
ca=—PT——~—~—-—— (5.
c Gp B) Gg(B)
Para utilizar esta relacién, es necesario considerar una-

secuencia de salida aceptable, y a partir de &sta, obtener la-

GE(B) m&s adecuada.

Por ejemplo, se tiene un proceso de primer orden, cuya -~

funcién de transferencia discreta es:

<, K. {1l -d)s )
D BB . oG (B
Mn 1 - dp B P
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y la planta estd sujeta a perturbaciones perifdicas de -
tipo escalén, que pueden ser representadas en forma aproximada

por:

Se desea disefar un algoritmo de control que minimize la-

desviaci6n de la planta de su condici6n de equilibrio,

Lo mejor gue puede esperarse es que:

c = (08 +ap+ o8l

n + eees) Sn

la desviacién A estd determinada por el comportamiento de
la planta ya que la perturbaci6n debe ser percibida primero por
ésta y después, debido al cambio producido, el detector de e--
rror nota la diferencia y principia la accién de control corresg
pondiente de la siquiente manera:
K {1 -d)8B D

A Wl ) T-8
n P n

_ _ 2
cn = Kp Q1 dp) D (B+ (1+ dp)s + oiael) sn

por lo tanto:

=K (1 -4)0D
A o ( p)

de esta forma:

Cn AB Sn
G, (B} = 5 = =K (1-4 -
£ dn ) S P ( p) B (1 - B)
1 -8B n
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Esta dltima ecuacién representa la funcién deseada, por
lo que, de la ecuacién 5.5, la funcién de transferencia del-

controlador es:

K (1 -d)B
P P - (K (1 -4d) B (l-8)
1 -4d_38 P P

G, (B) = E
kp (1 -4,0 8 K(1-a)B{l-B5
=48 P p

simplificando:

+ -
€1 dp) dP B

Gc(B) = p
X 1 - 1 -8
o { P) ( )
de donde:
1+ dp ?P
Moo=+ - E - - E__
n n-1 Kp(l dp) n Kp(l dp) n-1

que finalmente es el algoritmo de control para la rela-

cibn deseada.
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CONCLUSIONES

El control digital o control por computadora es hoy en dfa
una herramienta de vital importancia en la industria, ya que pre
senta grandes ventajas sobre el control analbgico o control con
tfnuo. Dichas ventajas pueden resumirse en:

- Los controles digitales pueden realizar complejos c&l--
cfilos con exactitud constante a alta velocidad. Las computado-
ras digivales pueden realizar los cdlculos hasta cualquier gra-
do de exactitud descadn, con un incromento de costo relativa- -
mente pequefo. En cambio, el costo de las computadoras anal6gi
cas aumenta rdpidamente al hacerlo la complejidad de los célcu-
los, si es que se desea mantener una exactitud constante.

- Los controles digitales son extremadamente versétiles.
Simplemente colocando un nuevo programa o algoritmo de control
se pueden cambiar totalmente las operaciones a efectuar. Esta
caracter{stica es particularmente importante si el sistema de =~
control ha de recibir informacibn operativa o instrucciones de
un centro de c6mputo, en donde se realizan estudios de optimiza

cibn y andlisis econbmicos de los procesos,

Como se ha podido apreciar, los operadores "B" y "f" son -
elementos que facilitan en gran medida el andlisis y estudio de
loa sistemas controlados por computadora, especialmente si se -
compara su complejidad con la de la transformada 2. Aunque si
bien es cierto, la trasformada 2 es una herramienta de utiliza-

cifén mds general y adecuada para todos los sistemas discretos,
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los operadores "B" y "F" son de gran ayuda para simplificar --
los cdlculos y operaciones en los casos que son aplicables. De
esta menera, puede decirse que cuando el sistema lo permite, es

preferible analizarlo por medio de dichos operadores.

Por otra parte, la implementacién del control por computa-
dora es el primer paso en una industria para la automatizacidn
completa del proceso, la cual, en la actualidad y como se ha de
mostrado en los pafses industrializados, es la base de partida
para obtener incrementos sustanciales en la productividad y ca-
lidad, disminucién de desperdicios y en general para mejorar --

las caracterf{sticas de los productos.



ANEXO I

Pares de transformadas de Laplace

£le) F(s}
impulso unitario (t) 1
escalén unitario 1({t) é—
1
t
52
~at 1
e s+ a
e e~at 1 .
{s + a)
W
sen wt
8% + w?
s
cos wt
82 wZ
t® (n=1,2,3,..2 -
s
e (n=1,2,3,...) b
{8 + a)
1 -at -bt 1
p-a te  —e ) ¥ a5 5]
1 bt ~at ]
b - a {be ae ) (s + a){s + b)
1 -at ~bt 1
- 1+ gTplbe ae ")} 8(8 + a)(s + b}
€% sen wt w
—_—
{s + a)2 + w
e %% cos wt 8+a

(s + a)% + w?




ANEXQ I continuacién
L ar - 1+ emayy N -
a s (s + a)
2
v, W
n e "t senw 1 -wlt 3 n 3
1-3 B s+ 2 ws+w
n n
=L e ¥nt sen(w /1_-?7& -%)
1 -G n
s
2 2

¢ = tan~! ‘l.:L

k4

1 e-Ewnt sen(wn Y1 -8 ¢ +¢)

1 -5

#= tan’! L1 -8B

G
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