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1. INTRODUCCION
1.1 Gencralidades

Para estudlar el comportamiento de estructuras ante diferentes
condiciones de carga, en la etapa de disefo, es necesario idea-
lizar a las estructuras mediante modelos estructurales, ya sea
numéricos o experimentales. El método del elemento finito es
un mérodo aproximado parva resclver las ecuaciones de equilibrio
esfuerzo-deformacidn para andlisis de esfuerzos de medios conti

nuos. Para emplear cste método se requiere una computadora con

gran capavidad de memoria central v periférica.,

Actualmente con el desarrollo de las computadoras personales se
presenta la opcidn de plantear la solucidn teniendo como herra-

mienta de edleculo una microcomputadora.



1.2 Objetivos

Los objetivos del presente trabajo se pueden resumir en 1os si-

gulentes:

a) Desarrollar un programa de computadora para .a solucidn de’

estado plano de esfuerzos en forma eficiente pars una micre

computadora.

b) Conocer la magnitud de los problemas que es posible anali-

zar para una configuracidn minima en una computadora perso-

nal,

¢) Desarrollo de algoritmos eficientes en la solucidn de ecua-

ciones lineales.



2. FORMULACION INTEGRAL PARA LA SOLUCION DE ECUACIONES DIFEREN

CIALES

Un camino para la solucién de problemas fisicos gobernados por
ecuaciones diferenciales es obtener la solucién analftica, pero
en muchas situaciones ésta es diffcil de obtener, ya que la re-
gi6n que se considera es irregular y esto significa que matema-

ticamente es imposible describir su frontera.

Los métodos numéricos pueden ser usados para obtener una solu-
ci6n aproximada cuando la solucidén analftica no puede ser desa-
rrollada. Todas las soluciones numéricas dan valores en puntos

discretos de un conjunto de pardmetros independientes.

El procedimiento de solucién completa es repetir el cdlculo con

el camblo en cada paso de esos pardmetros.



Exiten varios procedimientos para obtener la solucifn numérica

de una ecuacién diferencial.
Estos métodos se pueden separar en tres grupos bdsicos:

1. M&todos de diferencias finitas.
2, M&todos variacionales.

3. Mé&todos de los residuos pesados.
2,1 Método de diferencias finitas.

El método de diferencias finitas aproxima las derivadas de la
ecuacifn diferencial usando ecuaciones en diferencias. Este mé
todo es usado generalmente cuando la frontera de la regién a es
tudiar es paralela a los ejes coordenados. Estos métodos no

son recomendables cuando la frontera es curva o irregular.
2.2 Métodos variacionales.

La aproximacifn variacional involucra la integral de una fun-
cién que produce un nuevo niimero. La funcién que produce un nf
mero muy bajo tiene la propledad adicional de satisfacer una
ecuacidn diferencial espec;fica. Para clarificar este concepto

sea la integral

D (& )2- o | ax 2.1




El valor numérico de m puede ser calculado dando unz ecuacién

especifica.
y = £(x)

El c8lculo variacional demuestra que una ecuacidn particular
y = g(x)

el cual tiene en su 1Imite un valor numérico bajo de ", es la

solucidén de la ecuacidn diferencial

2
p &2 s q =0 (2.2)
dx?

con las condiciones frontera

y(0) =y

y(i) = y

El proceso puede ser reversible. Dando una ecuacién diferen-
cial se puede obtener una solucifn aproximada al sustituir dife
rentes funciones prueba dentro de la funcional, si €stas dan un

valor minimo de 7.

Los métodos variacionales son la base para la formulacién del
método del elemento finito, pero su desventaja es que no es

aplicable a cualquier ecuacién diferencial que contenga térmi-



nos en su primera derivada.

2.3 Métodos de los residuos pesados.

Los métodos de los residuos pesados involucran una integral.
En estos métodos una solucién aproximada se sustituye en la
ecuacién diferencial. Dado que esta solucidén aproximada no sa-
tisface la ecuacién, éste resulta ser un término residual. Su-

pbéngase que

y = h(x)

es una solucidn aproximada de la ecuacidn diferencial al susti-

tuir se tiene

2
D é_hiﬁl + 0 = R(x) # 0 (2’3)
dx?
donde y = h(x) no satisface la ecuacifén. El método de los resi

duos pesados requiere
" -
jwi(x) R(x)dx = 0 (2.4)
]
Se requiere que el residual R(x) sea multiplicado por una fun-
cifén de peso wi(x) igual al ndmero de incSgnitas en la solucién

aproximada.

Dependiendo del tipo de funcién de peso wi(x) a escoger existen



varios métodos, los mds conocidos son:

2.3,1 Mé&todo de colocacién.

La funcién de peso es wi(x) = G(x—}i). El escoger esta funcién
es lo equivalente a considerar que el residual vale cero en pun
tos especificos. E1 niimero de puntos a escoger es igual al nid-

mero de incégnitas en la solucién aproximada.

2.3.2 Método de subdominios.

La funcifn de peso es unitaria Wi(x) = 1 sobre una determina-~
da regién, esto equivale a hacer que, en la integral, el resi-
dual sea cero para un intervalo de la regién. El niimero de in-
tervalos serd igual a niimero de incégnitas en la solucidén apro-
ximada.

2.3.3 Método de Galerkin.

Utiliza las mismas funciones de la ecuacidén aproximada como fun

ciones de peso Ni(x).

2.3.4 MEtodo de los minimos cuadrados.

Este método utiliza el residual como una funcién de peso y ob-

tiene un nuevo error definido como



F‘r = f[ R(x)]2 dx (2.5)

Fste error debe ser minimo con respecto a las incégnitas en la

Py .
solucion anroximada.

Fl método de los minimos cuadrados se puede utilizar para la

formulacidn de la solucidn por el método del elemento finito.

El método variacional y el de los residuos pesados consideran

una integral, por lo que se conocen como formulaciones integra-
les, El1 tipo de solucibén numérica basada en formulaciones inte
grales se utiliza de apoyo para formular la solucibn por el mé.

todo de Galerkin.

2,4 Ejemplo,

Para ilustrar el uso de los métodos integrales para la obten.
cidén de una solucién aproximada de una ecuacidén diferencial que

modela un problema fisico, se considera el sipuiente ejemplo.

Sea una viga simplemente apoyada sujeta a momentos concentrados

en cada extremo como se muestra en la fig 2,1,

La ecuacidn diferencial es



2
e 4% - M) =0

X

sus condiciones frontera

y(0) = 0 ; y(H) =0

en donde

E = médulo de elasticidad

I

momento de inercia

M(x) = es el momento flexionante
La solucidén exacta de la ecuacién diferencial es
Mox
y(x) = — (x - H)
2E
Método variacional.

La formulacién integral de la ecuacidn diferencial es

"
2
'n=f [E—I(d—z) +M°y]dx
. 2 dx

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

Se propone una solucifn aproximada de la deflexidn la cual es

y(x) = A sen %;

(2.10)
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donde A es un coeficiente indeterminado, esta solucidn puede
ser aceptable porque satisface las condiciones frontera

y(0) = 0 y y(H) = 0.
El valor de A debe ser una aproximacidén a la deflexidn de la
curva cuando 7 es minimo, al evaluar A, debe ser escrito en fun

cién de A y minimizar con respecto a A.

Al derivar la ec 2.10 con respecto a x se tiene

d An X
i X (2.11)

al sustituir la ec 2.11 en 2,9

L]
’ _ EI At X 2 X
n o= Jr [ 5 ( T °os ¢ ) + MoAsen m dx (2.12)
L]
al resolver la integral

EIn? 2M H

LT [ A2 4+ | ~—— A (2.13)

4H n

al minimizar la funcidn (ec 2.13) con respecto a A

an ( EIn2 2M_H
— v——— A+ = 2,14
9A 2 4H ™ 0 ( )

al despejar

4M_H
P —. (2.15)

w3 EL
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la solucidén aproximada es

4H°H2 mx
sen — (2.16)
n3EL B

y(x) = -

~ Método de colocacién.

Se requiere que la ecuacién residual para obtener la solucién
aproximada sea cero en algunos puntos para obtener el valor de

A.

Al sustituir una solucién aproximada (ec 2.10) en la ecuacidn

diferencial (ec 2.6) se define el residuo

2
R(x) = - BT 222 gen ™* _ y (2.17)
. n2 H °
donde
2 2
-“—1=-A1'—;senH (2.18)
dx?2 H

existe un coeficiente indeterminado ‘A, por lo tanto debe haber
un punto donde el residual R(x) vale cero, al seleccionar

x = H/2 se tiene

Al despejar A= -
EI n?



Se puede escoger otro punto diferente y obtener otra solucidn

aproximada.
Método de los subdominios.

El método requiere que j1R(x)dx = 0 se cumpla en tantos interva
los como coeficientes indeterminados existan. Se debe escoger
que tan grande serd el intervalo que se va a considerar, en
nuestro ejemplo hay Gnicamente un coeficiente desconocido por

lo tanto el intervalo puede ser de [0,H] se tiene

- - 2
f R(x)dx =/ - EI Am” sen XX _ Mo dx = 0
. . H? H

al efectuar la integracidn

2EIT ’
"'(-T)A - MOH = 0

A=_M°H
27EI
la solucién aproximada es
2
M H -
(x) = - sen -—
4 27TEI H

Método de Galerkin.

Cuando se usa el método de Galerkin, la integral wéx)R(x)dx

los valores de wi(x) son las mismas funciones que las que utili
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zan en la solucidn aproximada, en este ejemplo hay idnicamente
una funcién de peso wi(x) = sen %% por lo que la ecuacidn resi-

dual en forma integral queda

. 2
ur sen X - EI ﬁl; sen ¥ _ My J dx = 0
. H H H

al integrar EIn?A 2M_H
+
2H w

al despejar A de la ecuacibn anterior

4 Mol{2
A B ——
3B

y la solucién aproximada es

4 M0H2 Tx
y(x) = = ————— gsen-—
n3EI H

Esta solucién es igual a la obtenida usando un método variacio-

nal.
Método de los minimos cuadrados.

Un nuevo error Er =Jr [R(x)]zdx

es formado cuando el método de los minimos cuadrados al susti-

tuir la ecuacidn residual



al integrar

A%H ( EIn? ) 2 AM EIn
+

E B e—
2 H?

A+ M H
T o

el error es minimo con respecto a A

3E EIw? 2 4MoEIw
L - AH ( u ) + 2227
H? H

Al despejar A y sustituir en la solucidn aproximada

4 W TX
sen —
73EL H

y(x) = -

es la misma solucién obtenida por los métodos variacionales y

de Galerkin.

Con base en los métodos anteriores es posible hacer la formula-
cidén para la obtencidn de las ecuaciones de solucidn por le mé~
todo del elemento finito. Por el MEP se puede plantear la soly
cidn para problemas de equilibrio, de eigenvalores y de propaga
c¢ifn; al considerar el tipo de solucidn a partir de los métodos
de los residuos pesados o de los métodos variacionales, en el
capftulo siguiente se hace el planteamiento para ecuaciones de

equilibrio de la elasticidad lineal para el andlisis bidimensig



nal de esfuerzos de un continuo.



L

Fig 2.1

‘[9’

Esquema de la viga mencionada en el

ejemplo

16



3. ECUACIONES DE EQUILIBRIO PARA EL ESTADO PLANO DE ESFUERZOS

Y SU SOLUCION POR EL METODO DEL ELEMENTO FINITO.

El método del elemento finito en términos generales es un méto-
do para resolver ecuaciones diferenciales de problemas en la

frontera o de valores en la frontera e iniciales.

En la mecdnica estructural el método del elemento finito es una
extensidén de los métodos matriciales (estructuras esqueletales)
para analizar medios continuos, el éual se discretiza como una
estructura formada por un nimero de elementos interconectados
entre sI en los puntos nodales como se indica en la fig 3.1, es
te método resulta muy dtil cuando la geometrfa del continuo es

bastante completa.

Para plantear las ecuaciones de equilibrio de la teorfa de la
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elasticidad (estado plano de esfuerzos) y proponer su solucidn
por el método del elemento finito, se pueden seguir dos caminos,
uno es mediante el método de los residuos pesados en donde se
demuestra que el principio del trabajo virtual es una forma dé-
bil de las ecuaciones de equilibrio y mediante una formulacidn
de Galerkin se obtienen las ecuaciones del método del elemento
finito que se utilizan para la solucidn, otro criterio es por
los métodos variacionales que a continuacidn se expone, en am-

bos caminos se llega a las mismas ecuaciones.
3.1 Ecuaciones de equilibrio del medio continuo

En la teorfa de la elasticidad lineal la ecuacidén variacional
viene dada por el principio del trabajo virtual, el cual se ob-
tiene de las ecuaciones de Cauchy del movimiento, en forma es-

quematica el enunciado del principio es:

FUERZAS FUERZAS DE FUERZAS DE FUERZAS DE
+ = +
INTERNAS INERCIA SUPERFICIE CUERPO

esto en notaclén matricial es:
fdgTrdﬂ +fPGUTUdQ = f suTy dn +
AR AR [ O= =

j:?GUdeﬂ 3.1)
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en donde:

Q2 = punto interior de la estructura

s = condiciones frontera

é& = primera variacifén que opera sobre las cantidades que
.proceden

= componentes de las cargas que por unidad de superfi-

cie actdan
sobre la frontera del cuerpo:

f = vector de cargas de cuerpo

£ = componentes del tensor de deformacién
¥ = componentes del tensor de esfuerzos
U = vector de desplazamientos

= densidad de masa por unidad de volumen

Al considerar una solucidén aproximada del campo de desplazamien

tos

(3.2)

=
®
=1

la solucidn aproximada se propone mediante funciones de forma y

se tiene:

(3.3)

I~
L4

ley
n

1§~
(=FY
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en donde g resultan los desplazamientos que se van a obtener en
la solucién y N son las funciones de forma. De acuerdo a la
teorfa de la elasticidad se pueden definir las siguientes ecua-

ciones:

e=LU (3.4)

=)
f

De (3.5)

en donde £ y ¥ estdn definidas en la ec 3.1 y L es una matriz
de operadores (ec 3.6) y D es la matriz de coeficientes eldsti-

cos para el caso de estado plano de esfuerzos {(ec 3.7) .

3 9
La? 0
L = 0 2 (3.6)
= dy
2 3
: ay ax
L J
{ 1 v 0
D = —E_. ) 1 0 (3.7)




al considerar la solucién aproximada se sustituye la ec 3.3 en

las ecs 3.4 y 3.5

v

g=LNU (3.8)

s=pLnl (3.9)
se define

B=LN (3.10)
al sustituir la ec 3.10 en las ecs 3.8 y 3.9

r=0381 (3.11)

e=381 (3.12)

al considerar la primera variacifn con los desplazamientos apro

ximados se tiene:

(=23
=]

n

O
=3

[l
=
[0
([=54

(3.13)

(3.14)

O
=}
n
a
=1}
[]
(=]
(=4
-4

al sustituir las ecs 3.11 a 3.14 en 3.1 se tiene:

Lod ppnan ¥+ f eed® " nfon -

=

f&if’ Ty d,+f e 3T 8T fao (3.15)



al factorizar y simplificar

T . uf T A Jf T
i + v = N
d[ B D B df B “e N™ N ﬁ A N Y‘M d p +

N fdp (3.16)

n S
la ec 3.16 es vdlida para toda la regidén del continuo (0 + ),
pero al utilizar el método del elemento finito se tienen las si

guientes hipStesis:

a) El medio continuo se divide en un nimero finito de regio-
nes, y a cada una de estas regiones se le llama elemento fi

nito,

b) Los elementos finitos se supone estdn intercomunicados en
un nimero finito de puntos nodales situados en las fronte-
ras de los mismos y los desplazamientos de los puntos noda-

les son las incégnitas bidsicas del problema.

c) Se define en forma dGnica el campo de desplazamientos en
cualquier punto del elemento finito en funcién de los des-

plazamientos de los puntos nodales.

d) Conocidos los desplazamientos se pueden definir en forma

dnica, las deformaciones y los esfuerzos.

Segin las hip6tesis anteriores la regifn Q + p se divide en ele-

mentos finitos, esto es:



nelem e
Q = £ ﬂi
i=1
nel

nelem

em = N° de elementos

23

(3.17)

y 1la ec 3.16 se aplica en forma aislada a todos los elementos

finitos por lo que se tiene:

T o .
faTDsdn“u"+f.?Ne N § de® =
2 22 G0 PO

T
e
S n, erte [
Q® =
e
}' =

en donde:

T

e e

fdq

regién de cada elemento

frontera de cada elemento

matriz de rigidez del elemento

matriz de masas del elemento

vector de fuerzas de superfi-

cle del elemento

vector de fuerzas de cuerpo

del elemento

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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al sustituir las ecs de la 3.19 a la 3.22 en 3.18 se obtiene el
modelo discreto de cada elemento, esto es:

k®u® + ﬂege = £% 4+ ¢ (3.23)

para el caso en que dnicamente las fuerzas que actdan son inde-

pendientes del tiempo

% = o (3.24)

y la ec 3.23 para equilibrio estdtico queda:

keu® = £© + ¢°© (3.25)
- S -—C

en lo sucesivo el desplazamiento ge se escribe Ee para la solu-
cidén, una vez definida la ecuacién de equilibrio de cada elemen
to (ec 3.27), estos elementos aislados se ensamblan para obte-
ner las ecuaciones de equilibrio del medio continuo global la

A )
cual es:

XKU-="P (3.26)
en donde:
nelem
K = T Ei = matriz de rigideces del conti
i=1 nuo (3.27)
U = desplazamientos de toda la egs
tructura en los puntos nodales (3.28)
nelem e e
P = L + £~ ) = vector de cargas de toda la es

i=1 81 "¢y tructua (3.29)
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La ec 3.26 representa un sistema de ecuaciones algebraicas li-

neales simétrico no homogénea en donde los desplazamientos son

las incégnitas y cuya solucidn se describe en el capitulo 4.

3.2

Funciones de forma

En la solucidén aproximada considerada em las ecuaciones de equi

librio (ecs 3.19 a la 3.22) se deben definir las funciones de

forma, las cuales dependen de los siguientes factores:

a)

b)

c)

Geometria del dominio global.- Esto se refiere al tipo de
espacio donde se va a integrar las ecuaciones, puede ser

unidimensional, bidimensional y tridimensional.

El grado de aproximacién deseado en la solucidn.- General-

mente las funciones de forma son de interpolacién, las cua-
les son polinomios con funciones exponenciales o trigonomé-
tricas. Si son polinomios lineales, {nicamente se requie-

ren los puntos nodales en las esquinas del elemento, si se

utilizan polinomios cuadraticos se deben adicionar puntos

nodales en la frontera del elemento,

Facilidad de integracidn. sobre el dominio del elemento.- La
funcién de forma debe permitir la representacién de cual-
quier forma lineal, de manera que se satisfaga el criterio

de deformacifn constante.
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d) Las incégnitas deben presentar continuidad entre elementos.

Existen varias familias de funciones de forma que cumplen con
las caracterIsticas anteriores (polinomial, lagrange, etc) pero
al considerar un grado de aproximacién aceptable, se utiliza el
elemento rectangular cuadrilidtero de 4 puntos de la familia
"serendipity", en la fig 3.2 se presenta este eleﬁento con sus
funciones de forma, la obtencién de estas funciones de forma
fueron deducidas por mera observacidn de tal manera que al sus-
tituir en la funcién asociada al nodo su correspondiente coorde
nada su valor sea 1 y 81 en esa misma funcibn se sustituye la

coordenada de los otros puntos del elemento su valor es cero.

Una vez definidas las funciones de forma, existe la posibilidad
de mapear en dos sistemas de referencia elementos distorsiona-
dos (ver fig 3.3) y esto es posible cuando existe una relacién
biunfvoca entre coordenadas cartesianas y curvilfneas, un crite
rio de hacer estas transformaciones es mediante las funciones
de forma. En ese caso existen dos grupos de funciones de for-
ma, unas para definir la geometria y por hacer el mapeo de un
sistema de referencia a otro y otras a para hacer la interpola-
cifn del elemento. Esto en forma esquemdtica se puede escri-

bir.
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Aproximacidn Mapeo
L=pw XNy
Y = Nq
para n puntos nodales sistema de referencia x - vy

slstema de referencia ? -1

para m puntos nodales.

cuando se hacen coincidir los mismos puntos nodales y las mis-
mas funciones de forma para la aproximacidén y el mapeo, a estos
elementos se les conoce con el nombre de elementos isoparamétri

cos.

Al utilizar elementos isoparamétricos cuadriliteros de la fami-
lia "serendipity", se deben definir las ecuaciones que efectidan

ese mapeo y su influencia en las ecuaciones de equilibrio.

Las ecs 3.19 a 1la 3.22 estdn referenciadas con respecto a un
sistema local 217 para efectuar la transformacidn de estas ecua
ciones al sistema de referencia x - y se considera la ec 3.30
para el cambio de coordenadas

X, - Nixi + ijj + kak + lel

Vo = Niyi + Njyj + Nkyk + lel (3.30)
¥ =i, i, k, 1

pul

en donde las funciones de forma estdn referenciadas al sistema
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?,1, la ec 3.30 nos permite obtener los puntos en la referencia
% - y donde se aplican los esfuerzos al resolver las ecuaciones

de equilibrio en el sistema de referencia ?,?.

- Existe otra transformacidén a considerar, son las derivadas de
las funciones de forma, las cuales se deben expresar en funcién
de coordenadas locales ? ,7 y cambiar convenientemente los 1Iimi-

tes de la integracién, esta relacidn es:

1 ( 1
9N aN
B _n
2 3
X
-1
4 L = J 4 4 (3.31)
aN aN
_a'yﬂ “a—— m‘itjvktl
\ J \ J
en donde:
3y 1 _ 3y
3 3
a2 3= dxdy . Sx 8y (3.32)
X X 7 7 ? ?
] 3 J

definida la relacién de transformacifn (ec 3.31 a 3.32) se pue-

den expresar las ecs 3.19 y 3.22 en funcifn de coorcdenadas loca
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les y se tiene:

I=
"

: [l[ IG.P ET(?-?)P. E(?.z)d?dz (3.33)

_f_z’ tk[-[‘ e J(?.py_T(?,?)g "Z“l (3.34)

cos «
ef = pv (3.35)

sen <«

pv = peso volumétrico del material
« = direccién de la gravedad en el sistema de referencia

global

Para efectuar la integracidn de las ecs 3.33, 3.34 se utiliza

la cuadratura gaussiana por lo que las ecs 3.33 y 3.34 quedan:

2 2
K= D3 R H I 90BTQLT0D B0 (3.36)
m=]l n=l]
e P T £ (3.37)
e mt mEl nil o Hp J (?m'?n)"bi (?m'7n)e“ )

Una vez definidas las ecuaciones a utilizar se menciona la meto

dologfa a seguir para obtener 1la soiucidn.
3.3 Metodologla del elemento finito.
Supfngase una estructura que se va a analizar por los estados

planos de esfuerzo por lo que se utiliza un dominio bidimensio~

nal con elemento isoparam&trico lineal y se llevan a cabo los
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siguientes pasos:

Se divide el continuo en un niimero finito de regiones o ele
mentos, por lo que se procede a elaborar una malla de la es
tructura formada por elementos cuadrilidteros (de cuatro pun
tos) y puntos nodales, cada punto nodal admite dos grados

de libertad, un desplazamiento en la direccién "x" y un des

plazamiento en la direccién "y" por lo que cada elemento es
ti compuesto de 8 desplazamientos segilin se indica en la

fig 3.4.

Una vez definida la malla se numeran los nodos y los elemen
tos en un sistema de referencia cartesiano global, se obtie
nen las coordenadas de cada punto nodal con sus restriccio-
nes frontera, esto significa que el punto nodal puede tener
desplazamiento libre o restringido en alguna de sus compo-

nentes.

Se obtiene la matriz de rigideces de cada elemento con la
ec 3.36 con los valores correspondientes segiin los datos de

cada elemento como son el tipo de material y coordenadas.

Se obtiene el vector de cargas de cada elemento, segln la
discretizacién, Gnicamente se aceptan cargas en los nodos,
y cada uno tendrd dos componentes fxi y gyi donde 1 es el
nimero de nodo, esto significa que cada elemento tendrd un

vector de cargas de B8 valores como se indica en la fig 3.5.
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En el caso de considerar las fuerzas de cuerpo, &stas se

calculan con la ec 3.37.

Se procede al ensamble de la matriz de rigideces de la es-
tructura. Definida la matriz de rigideces de cada elemento
(matriz de 8 x 8), sus componentes ocupan una localidad en
la matriz de rigideces global segin el desplazamiento al
que estd asociado, en nodos donde son comunes a dos elemen-
tos se sumarin en la misma localidad de la matriz de rigide
ces de la estructura, la contribucién de cada elemento aso-
ciado a ese desplazamiento. En forma esquemdtica se presen
ta un ejemplo en la fig 3.6. La forma de ensamble mediante
el uso del indicador de ecuacidén para el programa de compu-

tadora se analiza en el capftulo 4.

El ensamble del vector de cargas de la estructura consta
del ensamble de las fuerzas de cuerpo y dg las fuerzas de
superficie. Las primeras se ensamblan en forma anfloga a
la matriz de rigideces en forma esquemdtica se presentan en

la fig 3.7 y las fuerzas que se aplican en los nodos segin

_el desplazamiento asociado ocupan una localidad en P, en la

fig 3.8 se presenta en forma esquemdtica la adicién de es-

tos elementos a P,

Con la matriz de rigideces de la estructura y el vector de

cargas se plantea la ecuacidn:

KU=P® (3.38)
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en donde el vector E son los desplazamientos. Esta ecua=-

cifn representa un sistema de ecuaciones lineales algebraf-
cas no homogéneas simétricas positivas definida y U son las
incégnitas, el método de solucién es el de Gauss-Crout con
arreglo en silueta. En el capftulo 4 se detalla la obten-

cifn de estos algoritmos.

Conocidos los desplazamientos de la estructura, se obtienen
los correspondientes desplazamientos asociados a cada ele-
mento y mediante la ec 3.9 se calculan los esfuerzos corres

pondientes.

Por la metodologfa de solucifn y el nimero de ecuaciones
que se puede llegar a tener es necesario el uso de la compu
tadora, el cual se pretende en este trabajo pueda ser proce
sado en una computadora personal con las restricciones que
ésta impone, utilizando los aspectos numéricos que desde el
punto de vista de computacién controlan la eficiencia del
programa asf como la organizacidn mds adecuada para que re-

sulte en lo posible lo més Sptimo.
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Punto nodal

Elemento finito
rectangular

\
‘\\Elemento finito
triangular
(a) (b)

Fig 3.1 1Idealizacidén de un continuo por elemento finito

a) seccién de la cortina de una presa.
b) cubierta



|

n=+ 1
e =1
7= -1
a) Lineal b) Cuadritico
c) Clbico d) Cudrtico

Fig 3.2 Funciones de forma para un elemento cuadrilitero
de la familia "serendipity"
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Representacifn Local Representacidn Cartesiana

Fig 3.3 Transformacién en dos dimensiones
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(=
L}
<

(8 x 1)

Vector de desplazamientos

Fig 3.4 Representacidn del vector de desplazamientos

para un elemento cuadrilitero



o
=

Fig 3.5

Repregentacién de las cargas de superficie para

un elemento cuadrilitero
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PLEMENTO |
/IndicaqEr de

2 3 4 5 6 7 SW ecuacidn n

K)1A S X X]X] XX

X)X ] XXX ]X]X]|X

XXX XXX X

KX [X]| X)X {x]x{Xx

XKIX X)X | X]X|X|x~

XX X1 X)X} XXX

X]X}IX| XXX X

L XXX | X]X X ]

ndicador de -
ecuacidn ®

Indicador de ecuacién

1/ 2 3 4 5 6 7 8
1 X X X X X X X x ]
2 X X X X X X X X
3 X X X X X X X X
4 X X X X X X X X
F - ; A
5 X X X X[ PX#Y [ XY | OX4y X+Y4
6 X X X X e X+Y | X+Y | X+Y | X+Y]
7 X X X X PX+Y | X+Y X+Y X+Y!
8 X X X X | ixey | oxev | x4y X+Y1
‘ﬁ;;;cador de
ecuacidn Matriz de rigideces de

la estructura

Indicador de

ecuacibn—_s ¢ 7 8 0 0 0 0

nodos 1 2 3 4 6 5 PY Y|Y T
despl. x |1 7 6 Y{Y[Y
despl. y [ 2 6 8 7 YlYlY

8 YIYjY(Y

0

0

0

0 -t

~=Trdicador de ELEMENTO 2
ecuacién

Fig 3.6 Ensamble de la matriz de rigideces



NT de Elemento

valor
Elemento 1 Elemento 2
1 [e ] s [r ]
11 12 y
2 F 6 F
21 22
3 F 7 F
31 32
4 F 8 F
41 42
5 F 0 F
51 52
6 F 0 F
61 62
7 F 0 F
71 72
8 0 F
- X

F
Z L 81 Zx 82
o =3 C
Indicador ndicador

de ecuacifn de ecuacidn

VECTOR DE FUERZAS DE CUERPO
DE LA ESTRUCTURA

o -
1
11
2 F
21
3
31
4
41
5 ¢F  + F !
51 12,
6 F_ + F 4
61 22y
7 F_ + F_ J '
71 32!
{ 8 F + F ¥

/ L 81 H
_J -
Indicador

de ecuacidn

Fig 3.7 Ensamble del vector de fuerzas de cuerpo de

cada elemento



=~ x
1 [ 1
1 ( 1 1 o 1 F
11 11
2 F 2 }l-a 2 |F - a
21 21
3 F 3 0 3 F
k) 33
4 F 4 0 4
4] + = 41
5 |F + 5 0 51F + F
51 12 51 12
6 |F + 6 0 6{F + F
61 22 61 22
7 )F + 7 0 71F + F
71 32 71 32
8 |F + F 8 |]-b 8]F + F -b
81 uzj 81 42
= > e o
Fuerzas de Fuerzas de Vector P
cuerpo superficie

Fig 3.8

Vector de cargas P de la estructura
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4. SOLUCION DE ECUACIONES LINEALES

Se tiene un sistema de ecuaciones algebrAicas linesles no homo-

géneas de la forma:

(4.1)

>
1%

"
lo

donde

A = matriz de coeficientes cuadrada de n x n

o

= vector de coeficientes independientes

= vector de incégnitas del sistema

%

estos sistemas en ocasiones son extremadamente grandes por lo
que se requiere trabajarlos en una computadora y utilizar mé€to-
dos de solucifn que resulten eficientes. Los métodos de solu-
ci8n m&s conocidos se agrupan en iterativos y directos, los mé-

todos directos se basan en la eliminacifn gaussiana y los que
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se adaptan a la computadora se denominan compactos, existen va-
rios métodos directos compactos segin las caracterfgticas de la
matriz A de la ec 4.1 (general, positiva definida), para el pre
sente trabajo se desarrolla el método de Gauss-Crout para matri

ces simétricas en versidn eficiente.

4,1 ME&todo de Gauss-Crout

Los métodos directos compactos se basan en un teorema del dlge-
bra lineal el cual menciona que cualquier matriz A no singular,
se puede descomponer en dos matrices triangulares, una superior
U y una inferior L con la condicifn que una de ellas esté norma
lizada, esto es que los elementos de la diagonal principal sean
iguales a la unidad, al apoyarse en este teorema se puede escri

bir:

A=LD ((..2)
al sustituir la ec 4.2 en 4.! se tiene:

LUx=b ' (4.3)
8i se define:

Ux=y (4.4)

en donde "y" se le llama vector auxiliar. al sustituir la ec
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4.4 en 4.3 se tiene:
Ly=»b (4.5)

con las ecs 4.2, 4.4 y 4.5 se presenta el esquema general de la
solucibn de ecuaciones lineales por los métodos compactos el

cual consta de tres pasos:

a) Obtencidn de las matrices triangulares L y U conocida A
(ec 4.2) a este proceso se le conoce con el nombre de trian-

gulacién.

b) Obtencibén del vector y conocida L, b (ec 4.5) a este proceso

se- le conoce con el nombre de sustitucién hacia adelante.

c) Obtencidn del vector incSgnita x conocida y, U (ec 4.4) a es
te proceso se le conoce con el nombre de sustitucién hacia

atré&s.
Para el caso de matrices simétricas se tiene la condicidén:

A= AT (4.6)

al aplicar la ec 4.6 en 4.2 y mediante transformaciones se tie-

nen las siguientes expresiones:



a) Triangulacién:

A=UDU (4.7)
U = matriz triangular superior normalizada
D = matriz diagonal
b) Sustitucién hacia adelante
vy = b -  (4.8)
c) Sustitucidn hacia atris
DU=x =y (4.9)

al desarrollar las ecs 4.7, 4.8 y 4.9 se obtienen los siguien-

tes algoritmos para la solucién del sistema.

a) Triangulacién

A = D ‘ (4.10)

Primer paso

G = A, J = 2,...,N (4.11)



i-1
G =4A - L U G 1= 2,...,3~1
1] 13 oy ki kj
J = 2,...,N
Segundo paso
Ugy = Gqq/Dyy 3= 2,...,N
1= 2,000,341
j-1
D = - I U - DI
13785 7k Yk Gy AT 2l
b) Sustitucibn hacia adelante
nos %
b it u =2
Yy; = - Yy = »eevsN
3 ] kel kj "k
c) Sugtitucién hacia atrés
X, = yn/Dnn
X, = ( p D,, U /D
3= Oy 33 Vi X /Py

k=j4+1

= n=l;...,1

4.2 Arreglos para almacenamiento en memoria.
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(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

La matriz A de la ec 4.7 en princio da lugar a arreglos cuadra-
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dos bidimensionales, pero existen otro tipo de arreglos que
aprovechan la simetrfa y la disposicidn de los coeficientes de
esta matriz para lograr un ahorro en el uso de la memoria cen-
tral, asi como en las operaciones asociadas a dichos algoritmos
(ecs 4.10 a 4.17) este tipo de arreglos son los rectangulares

(en banda) y los unidimensionales.

En los arreglos rectangulares (en banda) de acuerdo a la fig

4.1 los coeficientes no nulos de una matriz A se encuentran alg
jados a lo largo de una franja paralela a la diagonal principal
limitada por el contorno de banda, y se puede almacenar en un

arreglo rectangular con el nimero de columnas igual al ancho de
banda segilin se muestra en la fig 4.2 y al escribirla por renglo
nes y columnas se obtiene un arreglo rectangular mostrado en la

fig 4.3.

Al observar la matriz A de la fig 4.1 & compararla con la fig

4.3 se observa que los algoritmos de solucidn (ecs 4.10 a 4.17)
se modifican con una nueva localidad y las operaciones se limi-
tan (inicamente hasta el ancho de banda, en este arreglo como se
indica en la fig 4.2 existen localiéades en la banda que no for
man parte de la matriz A y se toman en cuenta en el dimensiona-
miento del arreglo esto da lpgar a un desperdicio de memoria al

utilizar este tipo de arreglo.

El arreglo unidimensional almacena la matriz A en un vector co-

mo se observa en la fig 4.4 y cuenta con las siguientes caracte
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risticas’:

a)

b)

c)

Se define un contorno de silueta que se forma a partir del
primer elemento diferente de cero de cada columna que consi
dera los coeficientes que se van a guardar en un arreglo

unidimensional indicado por NEA (nidmero de elementos de A4).

Para podér identificar los elementos del arreglo unidimen-
sional con el arreglo cuadrado se necesitan los datos del
vector MD formado con las localidades que ocupan los elemen
tos de la diagonal principal. La equivalencia de un coefi-
ciente en un arreglo cuadrado con un arreglo unidimensional
es:

arreglo cuadrado A ,, = A arreglo unidimensional (4.19)

1]

L= 1,...,N
3= Lyere N

mo=d+MD (§) - 3

En este arreglo no hay localidades desperdiciadas a diferen

cia de otros arreglos (en banda, cuadrado).

Desde el punto de vista de programacién al comparar el arreglo

unidimensional con el arreglo cuadrado y el arreglo en banda se

puede analizar los siguientes puntos:
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En lo referente a memoria central, al observar la matriz de -
la fig 4.1 en donde el arreglo cuadrado es de 324 localida-

des, en el bandeo es de 180 y el unidimensional es de 117.

Puesto que en el contorno de silueta se eliminan ceros que
reflejan operaciones no realizadas, se puede afirmar que
los arreglos unidimensionales conducen a un ahorro en el

tiempo de procesamiento.

Esto da como conclusidn que el arreglo unidimensional es el mis

eficiente de los arreglos vistos.

Solucién de ecuaciones lineales empleando arreglos unidi-

mensionales

modificar los algoritmos para arreglos unidimensionales se

utilizar el vector auxiliar MD, debido a que conocido este

dato es posible localizar cualquier elemento de la matriz A en

la localidad del arreglo vector y se pueden definir los limites

para efectuar la triangulacifén y sustitucién del método de

Gauss-Crout versifn eficiente.

Al modificar los algoritmos de solucifén para arreglo unidimen-

sional se tiene:

Triangulacidn

Con base en las ecs 4.10 a 4.14 y conocido el vector auxi-



liar MD

} = 3,...sn

£ =MD, ) +1

p = MD

8- -
j+MD, ;- MD

¥MD, - MD

i-1
U = (A ~ ¢ U D
u u kel v
3 & 35..4,N
i = gy.00,)~1

q =3 - MD, + MD, ,

t -1-mnj+(m)j+

8- 3 - MDy ¥ (m)j+

1

1

+

MDk

+

¥ MD(2) ¥ 2

¥MD(2) ¥ 2

1

~1 = 0 = U = A

Uw)/PHD

2

+ 1)

+ 1)
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(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)



i-1
Wo=k-@ 4+ M, o+
¥ MD, - MD, , - 1 =0 U, = A,
¥3-1 ¢ U, = Au
¥MD, - MD,_, -1 =0 U, = A,
3-1
Dnnj " Annj g up, Du

0 = j - MDj + (MDj+1 + 1)
W =k -6+ WD,y o+ L
¥ MD, - MD, , - 1 =0 Dypy = Awp

b) Sustitucidn hacia adelante.

Al temer las ecs 4.15 y 4.16 y el vector MD

yi = b,

3 = 2,..0,m

a = D, , +1

50

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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d =MD,

c=%k+ j - MD

c¢) Sustitucidén hacia atrés

xn = yn/Dnn
B 28
xj = (yj - k=§+1 Djj ujk xk)/Djj (4.28)

jmon o= 1,000yl

La sustitucifn hacia atrds de la matriz A en arreglo unidimen-
sional se presenta en forma matricial en la fig 4.5. Al efec-
tuar las operaciones correspondientes y despejar los elementos
del vector X (incégnitas) queda desarrollado como se presenta

en la ' fig 4.6.

Al analizar la figura para este tipo de arreglo, resulta mis
sencillo efectuar esta sustitucién por columnas e ir sumando a
cada elemento del vector X segin sea el rengldén correspondiente,
por lo que se debe definir para cada columna los I;mites para
efectuar las operaciones correspondientes. En la columna 5 de

la fig 4.6 no se efectda operacién alguna.
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Al comparar la ec 4.1 con el modelo matemitico a resolver

(ec 3.26) se observa la similitud que existe, en donde la ma-
triz A representa la matriz de rigideces K, el vector X (incédg-
nitas) representa el vector de desplazamientos U y el vector b
es el vector de cargas P. Debido a la metodologfa de la solu-
cién enunciada en el capftulo anterior, existen otras ventajas
al utilizar el método de Gauss-Crout. En el proceso de triangu
lacifn (inicamente se necesita la matriz de rigideces de la es-
tructura, la cual es independiente de las cargas que se apli-
quen, esto significa que para cada estructura que se va a resol
ver, finicamente se debe hacer una vez el proceso de triangula-
cifn y con ésta se pueden hacer tantas sustitucioﬁes (paso b y
c del esquema de los métodos compactos) con vectores de carga

P que se quiera resolver, ésta da un ahorro :é@bién en el tiem-
po de proceso en comparacidén con otros esquemas détﬁoluciGn.
por otro lado la triangulacién representa eivodheﬁfgly ocho por
clento del tiempo de proceso total, en fanco.queflaé sustitucio

nes (inicamente el doce por ciento.

Otra ventaja que se presenta es el dimensionamiento debido no
s6lo al tipo de arreglo unidimensiohal sino también a la dispo-
sici6n de las operaciones, las localidades que se utilizan para
almacenar la matriz de rigideces K, también se utilizan para al
macenar el vector de cargas P se utiliza para guardar el vector
auxiliar y y posteriormente guardar el vector de desplazamien-
tos U, es decir el vector solucién, por lo que ilinicamente se de

ben dimensionar la matriz de rigideces K, el vector de cargas P
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y el vector MD.

En el programa de computadora que se realiza el proceso de solu
cifn de ecuaciones se divide en dos partes, una es la triangula

cifn y la segunda la sustitucién hacia adelante y hacia atré&s.
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Fig 4.1 Representacidn esquemitica de la matriz A, con diferentes tipos de almacenamientos
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Fig 4.2 Organizacién de los coeficientes de la matriz A, en arreglos en banda (rectangular).



Fig 4.3 - Matriz de rigideces en arreglo en banda
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Fig 4.4 Organizacién de los coeficientes de la matriz A, en arreglos en contorno de silueta (unidimensionales)
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Fig 4.5 Elementos para la sustituciSn hacia atrds en el método de Gauss-Crout y arreglos unidimensionales
compactos.
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5. PROGRAMA DE COMPUTADORA

En log capftulos anteriores se ha hecho referencia a las ecua-
ciones de equilibrio, el proceso de c8lculo, asf como el método
numérico conveniente para obtener la solucién, ahora se propone
un criterio para organizar un programa de computadora para di-
cho anflisis, al utilizar una microcomputadora con una configu-
raciSn minima de 64K de memoria central, dos manejadores de dis
co, una impresora y dos discos de tamafio 5%" con una capacidad
de 256kbytes cada uno. El ptopésitd de elegir una configura-
cién minima es el conocer la magnitud de los problemas que es
posible analizar e intehtar identificar los parfmetros que in-

fluyen en la eficiencia del proceso.

Existen varios criterios para desarrollar un programa pero no

resulta ficil el elegir alguno que resulte ventajoso en todos
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los aspectos que se deben considerar, se mencionan algunos elu-
mentos para la elaboracidn del programa y la opcidn que se uti-

liza.

Para el desarrollo de programas en ingenierfa estructural el
lenguaje por excelencia es el compilador FORTRAN, la mayorfa de
los programas de elemento finito utilizan este lenguaje, para
el caso de la microcomputadora el compilador FORTRAN posee pro-
posiciones que lo hacen mids potente pero tiene algunas desventa
jas al trabajar en forma interactiva, esto resulta 16gico debi-
do a que fue el primer compilador ando en forma comercial y su
configuracién fue hecha para trabajar con lectora de tarjetas
para la entrada de datos. Otro lenguaje que se utiliza cada
dfa m&s es el intérprete BASIC, este resulta mis sencillo para
programar, contempla el manejo interactivo y el uso de archivos
es mis f&cil, tiene algunas limitaciones en las instrucciones
como lenguaje y la velocidad de ejecucidn es menor que en FOR-
TRAN. E1 lenguaje que se opts fue el BASIC, ya que al tener la
misma capacidad de memoria para ambos lenguajes, las limitacio-
nes en cuanto a instrucciones se podfa superar con otras opcio-

nes del mismo.

Por configuracisn de la miquina el tipo de procesador de 8bytes
también influye en el tiempol@e procesamiento, en programas de
M&étodo de Elemento Finito se’considera que un proceso no debe
ser'mayor de 5 horas continuas en memoria central ya que el

riesgo de falla o imprevistos aumenta en forma considerable,



con base cn este criterio se 1imitd el tiempo de proceso conti-

nuo a no mds de 3 horas.

Al congiderar dos manejadores de disco, comc dispositivos de me
moria periférica, se considera mds prdctico el utilizar un mane
jador de disco para cargar los programas del paquete y el segun
do manejador de discos idnicamente para guardar datos y resulta-
dos, esto da la facilidad de efectuar varios procescs en una SO

la sesifn guardando en disco los datos de cada proceso.

Al utilizar varios programas en el proceso €stos deben ser he-
chos con la finalidad de ocupar lo minimo de memoria central pa
ra tener la mayor capacidad posible para los arreglos del pro-
blema, también se considera en la modulacién la posibilidad que
con un minimo de cambios fuera posible elaborar otras versiones
del migmo paquete con otras aplicaciones (flexién en placas,
cascarones, etc) ya que en programas de elemento finito en su
esquema general tienen el mismo proceso de solucifn con algunas
variantes sobre todo en el cdlculo de la matriz de rigideces de

cada elemento.

En lo referente al manejo de archivos se utilizan los de acceso
directo y no secuenciales para permitir una mayor libertad en
la lectura de los mismos con la posibilidad de cambiar de dispo

sitivo de almacenamiento por ejemplo a disco duro.

En lo posible se intenta en cada programa el separar la lectura
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e impresibn de archivos con el algoritmo de solucién para una
mejor revisifn en el caso de cambiar el algoritmo éste sea mas

sencillo.

Al tomar en cuenta todos los aspectos antes mencionados el pa-
quete consta de & programas numerados en forma secuencial del
tesOl al tes04, a continuacién se explica lo que hace cada pro-

grama y los archivos que se generan.
5.1 TesOl.

En esta primera parte se leen todos los détos que gerfn utiliza
dos en el problema, esto se hace de forma iteractiva con manejo
de pantalla para facilitar la correccidén de errores en la entra
da de datos, los cuales quedan definidos en los siguilentes gru-

pos:

a) Iniciales

b) De los puntos nodales

c) De los tipos de material
d) De los elementos

e) De las condiciones de carga

Se calcula el nimero de ecuaciones que se van a generar y el in
dicador de ecuacién a utilizar en el ensamble de las mismas, el

que se asigna a cada elemento.
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Los afchivos que se generan en este bloque son:
DATINIC.- Guarda los datos iniciales
NOD.; Guarda los datos de los puntos nodales

MATERIALES.- Guarda las caracterfsticas de cada tipo de mate

rial

ELEMENTOS.- Guarda los datos de cada elemento

IDE.- Guarda los indicadores de ecuacifn

CARGAS.- Guarda las condiciones de carga
5.2 Tes02.
En este bloque, con los tipos de material se calcula la matriz
D (ec 3.7) después se obtiene el valor del Jacobiano (ec 3.32),
las funciones de forma y la matriz B.
Luego se procede al ensamble del vector de fuerzas de cuerpo.
Por Gltimo en esta parte se ensambla la matriz de rigideces de
cada elemento.

Los archivos que aquf se generan son:

MATRIZDT.- Guarda la matriz D para cada material



DB.- Guarda la matriz producto D B.
FZACPO.- Guarda el vector de fuerzas de cuerpo
MATKE.- Guarda la matriz Ee de cada elemento.

5.3 TesD3.

Este médulo calcula el vector MD (alto de columnas) para el

arreglo en silueta, definido este vector se sabe cuidntos elemen
tos formar&n la matriz de rigideces de la estructura en arreglo
unidimensional compacto, luego realiza el ensamble de la matriz

de rigideces de la estructura.

Después se lleva a cabo la triangulacifn para un arreglo unidi-
mensional compacto (ecs 4.20 a 4.24), se realiza el ensamble
del vector de fuerzas total mediante la suma de los vectores de
fuerzas de cuerpo y de superficie. Se efectda la sustitucién
hacia adelante y hacia atrfs (ecs 4.26 a 4.28 para arreglo uni-

dimensional), se obtienen los desplazamientos y se imprimen.
Los archivos nuevos en esta parte son:
F.~ Guarda el vector de fuerza total

U.- Guarda los desplazamientos
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5.4 Tes04.

En esta parte se obtienmen los esfuerzos para cada elemento y se

genera el archivo S para guardarlos.

Estos programas se presentan en un diagrama de bloque en la

£ig 5.1 la forma modular del programa permite efectuar el proce
80 de chlculo en varias sesiones dependien@o de la disponibili~
dad del equipo, envcada programa procesado se guardan los resul

tados obtenidos para continuar con el siguiente paso.

En lo referente a hemoria. se puede apreciar en la tabla 5.1,
él programa que ocupa mayor espacio es el de lectura de datos
(Tes01), el que menos memoria ocupa es el de cdlculo de esfuer~
zo8 (Tes04), mientras que los dos programas de c&lculos de ma-
trices de rigideceé y Bolucién de ecuaciones ocupan cada uno un

26% de la memoria total requerida para el total del paquete.
5.5 Manual de usuarios

El programa trabaja en forma interactiva, pregunta los datos
del problema en pantalla, por lo que a continuacidn se definen
los datos que se necesitan para correr el paquete.

Datos iniciales

1. NGmero de puntos nodales RS2
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2. NGmero de elementos (2)
3. Ndmero de materiales dife-

rentes (3)
4. Nimero de nodos cargados (4)
5. Condiciones de carga (s)

Aqui se da la cantidad de puntos nodales en los que se dis-

cretiza la estructura. Este valor no puede ser nulo.

Este se refilere a la cantidad de elementos finitos en los

que se discretiza la estructura. Tampoco puede ser nulo.

La cantidad de tipos de materiales diferentes de que estd

constituida la estructura.

Este es el dnico valor que puede ser nulo, e indica en cudn-

tos nodos se encuentra una carga.

Las condiciones de carga se refileren a si se considera el pe
so propio de la estructura o no. Para el primer caso se uti
liza el niimero ! y 2 para cuando no se considere el peso pro

pio.

El siguiente grupo de datos es el de los puntos nodales en don-

de se requiere la coordenada en x, luego en y, el grado de 1i-

bertad en la direccifn x y en direccidn y, para definir dicho

indicador de desplazamiento se emplean el ndmero 1 para despla-
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zamiento no nulo, 2 para nulo y 3 para el caso de desplazamien-

tos prescritos.

Después requiere el valor del dngulo de gravedad, s6lo en el ca

so de considerar el peso propio en el andlisis.

Para los diferentes tipos de material se requieren las siguien-

tes caracteristicas:

Modulo de elasticidad (E)
Relacidn de Poisson (v)

Peso volumétrico (pv)
este Gltimo dado en ton/m’.
Los datos de los elementos son en el orden siguiente:
Ndmero del nodo I
NiGmero del nodo J
Nimero del nodo K
Ndmero del nodo L
Nimero del tipo de material
Espesor del elemento (ml)

Nota. Un elemento NO puede contener mis de un tipb de material

Por dltimo los datos de las cargas que se requieren en la si-
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guiente forma:

Nimero de nodo sobre el cual actda
Valor de 15 carga en direccidén x (++)

Valor de la carga en direccidn y (+1)

Una vez definidos los datos se procede a cargar el intérprete

BASIC, se manda ejecutar el programa TesGl, al teclear.
RUN TESO1

Se dan los datos y al terminar éste de correr se carga el pro-
grama TESO02, en el cual al terminar de calcular la matriz de ri
gideces de cada elemento pregunta si se desea conocer la matriz

calculada (N = no; S = si; no acepta cualquier otro caracter).

Al terminar esta parte se llama el programa TES0O3 donde se im-
primen los valores del vector MD, CD = nfimero de elementos del
vector KT (matriz de rigideces K en arreglo en silueta), luego
imprime los valores de dicho vector KT, el vector de fuerzas y

por Gltimo el vector de deformaciones.

Después se manda cargar el programa TESO4 el cual imprime los

esfuerzos de cada elemento.



PROGRAMA N° DE BLOQUES % RESPECTO
OCUPADOS EN AL TOTAL
MEMORIA
TESO1 30 37.50
TESO02 21 26.25
TESO3 21 26.25
TESO4 08 10.00
TOTAL 80 100.00
Tabla 5.1 Niimero de bloques que se utilizan con

cada programa del paquete
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Fig 5.1

lectura de datos

]

calculo de K©

ensamble de KT

y
cdlculo de deformacién

cdlculo de esfuerzos

Diagrama de bloque del programa
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6. EJEMPLO DE APLICACION

A fin de ejemplificar el uso de los programas, presentar resul-

tados y conocer la capacidad del programa con la configuracién

descrita, se presenta el siguiente ejemplo.

Se refiere a una viga empotrada con una carga puntual con las

caracteristicas geométricas y tipo de material mostrada en la

fig 6.1, esta viga se discretiza con 4,

se muestra en las figs 6.2 y

En lo referente al tiempo de
ro de elementos, se presenta
ra cada uno de los programas

ceso y el porcentaje de cada

6.3.

procesamiento, al aumentar
los resultados en la tabla
asl como el tiempo de todo

uno en relacién del tiempo

16 y 64 elementos como

el nime
6.1 pa-
el pro-

total.



En las tablas 6.2 y 6.3 se presentan los resultados del uso del
disco, cudntos bloques de memoria ocupa cada archivo que se uti

1i26 con los diferentes programas para los diferentes problemas

con el total de bloques y el porcentaje en funcidn del total.

En la tabla 6.4 se muestra el nimero de elementos de la matriz

de rigideces para cada ejemplo.

Para trabajar con una mayor cantidad de elementos quizi se re-
quiera borrar del disco de datos los archivos que ya no se em-

pleardn mds adelante.



Programa 4 elem Z 116 elem % |64 elem| 2
Tes01 212 121.88} 245 7.32 | 1452 110,66
Tes02 505 152.12| 2063 |61.04 | 8078 |{59.28
Tes03 109 |11.25] 422 }12.61 | 1728 |12.68
TesO4 143 (14,75} 617 [18.43 | 2368 |17.38

seg 969 3347 13626

min 16 09 S5 47 227 06

hr 3 47 06
Tabla 6.1 Tiempos de procesamiento para cada ejemplo.
Archivos 4 Z 16 P4 64 %
DATINIC 2 2.9 2 0.99 2 0.46
NOD 2 2.9 3 1.48 7 1.61
MATE..TALES 2 2.9 2 0.99 2 0.46
ELEMENTOS 2 2.9 3 1.48 5 1.15
CARGAS 2 2.9 2 0.99 2 0.46
IDE 3 4.35 8 3.96 8 1.83
MATRIZDT 2 2.9 2 0.99 2 0.46
DB 21 30.43 80 39.60 60 13.76
FZACPO 4 5.8 9 4,46 32 7.34
MATKE 18 26.09 67 33.17 | 256 58,72
F 4.35 5 2.48 10 2.29
U 3 4.35 5 2.48 10 2.29
S 5 .23 14 6.93 40 9.17
TOTAL 69 202 436

Tabla 6.2 No. de bloques que ocupa cada archivo.




4 % 16 % 64 %
DATOS 10 14.49 12 5.94 18 4.13
RESULTADOS | 59 85.51 { 190 94,06 | 418 95.87
TOTAL 69 202 436

Tabla 6.3 Resumen de bloques empleados en disco.

No. de vector
elementos XT
4 88
16 388
64 1568

Tabla 6.4 No.

de elementos del vector KT.
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Fig. 6.4 Comparacién de los desplazamientos calculados cmpeando el programa de elemento f[inito y

los obtenidos mediante las férmulas tradicionales.



PV RTINS

310.9 310.9 222.2 221.9 132.8 133.7 46.4 42.4

-310.9 - 310.9 -221.9 - 222.2 -133.7 - 132.8 -42.4 -46.4
a) Calculado por programa.

879.280 T44.72 647.28 S512.72 | 415.28 280.72 183.28 49.72

-879.28 - 744,72 - 847,28 -812.712 -415.28 - 280.T72 -183.28 - 48,72
b) Calculado por foérmula.

Fig. 6.5 Esquemas comparativos de los esfuerzos{ obtenidos para los puntos gaussianos
XX

discretizando la barra de la fig. 6.1 en 4 elementos finitos.

Q%L




850.% 835.8 | 726.2 731,8 | 6169 817.6 | 504.0 505.9 | 392.0 393.7 | 279.4 280.6|167.6 171.8 |62.9 852.4
2239 208.8/177.0 182.7 11537 154.4 |124.8 126.6 ] 96.8 98.5| 69.6 70.8 | 38.9 432 15 .4 4.9
-223.9 -208.8 |-177.0 - 1828 |-1837 -154.4 [-1246 - 1265 |-97.] .98.8 [-684 - 70.0({-43.0 -44.3 |-IL7 -16.3
-8%50.5 -835% |-726.2 -731.9 [-6169 -617.6 |-5040 -505.9 {(-3918 -3935|[-280,2 -281.8 |-1665 -167.8 |-5..5 -5€.8
a) Calculado por programa.
|2|$.z 11248}10%59.2 $68.2{903.2 gl2.8 | 747.2 6568 | 5912 5008 }435.2 344.8 |279.2 188.8 [123.2 345
342.8 3i7.2 298.8 2732|2548 229.2 (210.8 185.2 |166.8 141.2 122.8 87.2 78.8 53.2 34.8 9.7
-342.8 - 317.2|-2988 -273.2 |-2548 - 229.2 [-2i08 -i85.2 |-166.8 -141.2 |-t228 -97.2 |-78.8 -53.2 |-34.8 -9.7
-1215.2 - 1124,8(-1089.2 - 968.8 |-503.2 -8i12.8 |-747.2 -656.8 |-591.2 -500.8 [-435.2 -3448[-2792 - 186.8|-123.2 - 349

b) Calculado por férmula.

Fig. 6.6 Esquemas comparativos de los esfuerzos

Txx

obtenidos para los puntos gaussianos,

discretizando la barra de la fig. 6.1 en 16 elementos finitos.
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7. CONCLUSIONES

Al considerar los resultados en el ejemplo de aplicacién es po-

sible analizar algunos aspectos.

a) En lo que se refiere al tiempo de proceso (tabla 6.1) en ge
neral el 55% se utiliza en el cdlculo de la matriz de rigi-

deces de cada elemento.

b) Al comparar la memoria utilizada para datos (tabla 6.3), es
tos ocupan un porcentaje muy bajo del 14.5% hasta el 4.13% .
conforme aumenta el nimero de elementos este porcentaje dis
minuye, en cambio para los resultados varia, en este caso
del 85.51% al 95.87%, esto indica que el archivo de datos

no influye en la capacidad del disco.
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c¢c) Para la memoria central al usar 64K de memoria, se tiene
32K para sistema operativo y el resto para programa y dimen
sionamiento de arreglos; con esta limitacién fue posible re
solver un sistema hasta de 48 ecuaciones lineales, esto ha-
ce patente la importancia del estudio y desarrollo de algo-
ritmos que permitan optimizar la solucién de ecuaciones li-

neales.

d) La capacidad que requiere el programa completo ocupa 30 blo
ques de memoria en disco, esto significa menos de la mitad
de la capacidad total del disco e implica que los programas

modulares no ocupan mucha memoria.

Con base en los incisos anteriores se puede afirmar que el uso
de microcomputadoras para la solucidn del anilisis de estructu-
ras en especial para problemas de elemento finito presentan va-
rias ventajas en relacién con el uso de computadoras grandes,
ya que con una configuracién minima es posible resolver proble-
mas de regular tamafo, con grado de aproximacidn aceptable.
Existe un porcentaje de error al emplear este método, el cual disminuye
conforme el nimero de €lementos en que se discretiza la estructura aumenta
como se puede apreciar en las fig. 6.4, 6.5 y 6.6, por lo tanto para un re-

sultado mis cercano al exacto se deberd considerar una malla més cerrada.
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APENDICE A

LISTADO DEL PROGRAMA DE COMPUTADORA
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