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1. INTRODUCCION 

1 .1 Genera J ldades 

Pnrn estudiar el comportamiento de estructuras ante diferentes 

condiciones de carga, en In etapa de dise5o, es necesario idea­

lizar a las estruvturns mediante modelos estructurales, ya sea 

numéricos o experimentales. El método del elemento finito es 

un métudc> uproximndo pnra resolver las ecuaciones de equilibrio 

esfuerzo-d..:furrn11c·ión para aniíl isis de esfuerzos de medios conti 

11 IJ(l s. Pnru ernplenr este m~todo se requiere una computadora con 

g r n 11 e a p a ,. i da el d e 111 t' mu r 1 a e: l' n t r ;1 l v p e r 1 f é r i c a . 

Actualmente von l') dc.,.:..,rr•> 1 Lo J,, las computadoras personales se 

pre :; 1: n t .1 l a n pe i ó 11 de p l a 11l e 11 r 1 :i so 1 u e i ó n t en i en do e orno her r a -

111 j e• n L ;¡ el e r ti l e u l o un a 111 i e r ne o 111 pu t ad o r a . 



1.2 Objetivos 

Los objetivos del presente trabajo se pueden resumir en los si­

guientes: 

a) Desarrollar un programa de computadora pnra ~~ so!ución Je: 

estado plano de esfuerzos en forma eficiente par3 una ~icr0 

computadora. 

b) Conocer la magnitud de los problemas que eh posible Jnali­

zar para una configuración m!nima en una computadora perso­

nal. 

e) Desarrollo de algoritmos eficientes en la suluci6n de ecua­

ciones lineales. 



2. FORMULACION INTEGRAL PARA LA SOLUCION DE ECUACIONES DIFEREN 

CIALES 

Un camino para la soluci6n de problemas físicos gobernados por 

ecuaciones diferenciales es obtener la solución analítica, pero 

en muchas situaciones ésta es difícil de obtener, ya que la re­

gión que se considera es irregular y esto significa que matemá­

ticamente es imposible describir su frontera. 

Los métodos numéricos pueden ser usados para obtener una solu­

ción aproximada cuando la solución analítica no puede ser desa­

rrollada, Todas las soluciones numéricas dan valores en puntos 

discretos de un conjunto de parámetros independientes. 

El procedimiento de solución completa es repetir el cálculo con 

el cambio en cada paso de esos parámetros. 
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Exiten varios procedimientos para obtener la soluci6n numirica 

de una ecuaci6n diferencial. 

Estos métodos se pueden separar en tres grupos básic?s: 

l. Métodos de diferencias finitas. 

2. Métodos variacionales. 

J, Métodos de los residuos pesados. 

2,1 Método de diferencias finitas. 

El método de diferencias finitas aproxima las derivadas de la 

ecuaci6n diferencial usando ecuaciones en diferencias. Este mé 

todo _es usado generalmente cuando la frontera de la regi6n a es 

tudiar es paralela a los ejes coordenados. Estos métodos no 

son recomendables cuando la frontera es curva o irregular. 

2.2 Métodos variacionales. 

La aproximaci6n variacional involucra la integral de una fun-

ci6n que produce un nuevo número. La función que produce un nú 

mero muy bajo tiene la propiedad adicional de satisfacer una 

ecuación diferencial específica. Para clarificar este concepto 

sea la integral 

( 2. 1) 



El valor numérico de n puede ser calculado dando una ecuación 

específica. 

y = f(x) 

El cálculo variacional demuestra que una ecuación particular 

y • g(x) 

el cual tiene en su l!mite un valor numérico bajo de n, es la 

solución de la ecuación diferencial 

d2y 
D + Q = O 

dx2 

con las condiciones frontera 

y(O) • y 

y(H) a y 

(2.2) 

El proceso puede ser reversible. Dando una ecuación diferen-

5 

cial se puede obtener una solución aproximada al sustituir dif~ 

rentes funciones prueba dentro de la funcional, si éstas dan un 

valor m!nimo de n • 

Los métodos variacionales son la base para la formulación del 

método del elemento finito, pero su desventaja es que no es 

aplicable a cualquier ecuación diferencial que contenga térmi-
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nos en su primera derivada. 

2.3 ~~todos de los residuos pesados. 

Los métodos de los residuos pesados involucran una integral. 

En estos métodos una solución aproximada se sustituye en la 

ecuación diferencial. Dado que esta solución aproximada no sa-

tisface la ecuación, éste resulta ser un término residual. Su-

póngase que 

y h(x) 

es una solución aproximada de la ecuación diferencial al susti-

tuir .se tiene 

D d
2
h(x) + Q • R(x) r O 

dx 2 

donde y • h(x) no satisface la ecuación. 

duos pesados requiere 

j"wi (x) R(x)dx = O 
• 

(2.3) 

El método de los resi 

(2. 4) 

Se requiere que el residual R(x) sea multiplicado por una fun-

ción de peso Wi(x) igual al número de incógnitas en la solución 

aproximada. 

Dependiendo del tipo de función de peso Wi(x) a escoger existen 



7 

varios métodos, los más conocidos son: 

2.3.1 Método de colocación. 

La función de peso es Wi(x) = ~ (x-~i). El escoger esta función 

es lo equivalente a considerar que el residual vale cero en pu~ 

tos específicos. El número de puntos a escoger es igual al nú­

mero de incógnitas en la solución aproximada. 

2.3.2 Método de subdominios. 

La función de peso es unitaria Wi(x) = 1 sobre una determina-

da región, esto equivale a hacer que, en la integral, el resi­

dual sea cero para un intervalo de la región. El número de in­

tervalos será igual a número de incógnitas en la solución apro­

ximada. 

2.3.3 Método de Galerkin. 

Utiliza las mismas funciones de la ecuación aproximada como fun 

cienes de peso Wi(x). 

2.3.4 Método de los mínimos cuadrados. 

Este método utiliza el residual como una función de peso y ob­

tiene un nuevo error definido como 
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¡•[ R(x) J 2 dx 

o 

( 2 • 5) 

fste error debe ser mínimo con respecto a las incógnitas en la 

soluci~n anroximada. 

El método de los mínimos cuadrados se puede utilizar para la 

formulación de la solución por el método del elemento finito. 

El método variacional y el de los residuos pesados consideran 

una integral, por lo que se conocen como formulaciones integra-

les. El tipo de solución numérica basada en formulaciones inte 

~rales se utiliza de apoyo para formular la solución por el mé. 

todo de Galerkin, 

2.4 E,iemplo, 

Para ilustrar el uso de los m~todos integrales para la obten •. 

ción de una solución aproximada de una ecuación diferencial que 

modela un problema físico; se considera el sipuiente ejemplo. 

Sea una vipa simplemente apoyada sujeta a momentos concentrados 

en cada extremo como se muestra en la tig 2,1, 

La ecuación diferencial es 



El d\ - M(x) 
dx • 

sus condiciones frontera 

y(O) o y(H) 

en donde 

E = módulo de elasticidad 

I momento de inercia 

M(x) = es el momento flexionante 

o 

o 

La solución exacta de la ecuación diferencial es 

M0 x 
y(x) = (x - H) 

2EI 

Método variacional. 

La formulación integral de la ecuación diferencial es 

11 = 

9 

( 2 • 6) 

(2. 7) 

(2.8) 

( 2. 9) 

Se propone una solución aproximada de la deflexión la cual es 

11X 
y(x) ., A sen H (2.10) 
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donde A es un coeficiente indeterminado, esta soluci6n puede 

ser aceptable porque satisface las condiciones frontera 

y(O) = O y y(H) = O. 

El valor de A debe ser una aproximaci6n a la deflexión de la 

curva cuando n es mínimo, al evaluar A, debe ser escrito en fun 

ción de A y minimizar con respecto a A. 

Al derivar la ec 2.10 con respecto a x se tiene 

~ An nx 
dx H 

cos 
H 

al sustituir la ec 2. 11 en 2. 9 

n = j" [ El ( An nx ) 2 + M Asen 
nx l T 1f cos 1f 1f o 

• 

al resolver la integral 

n = ( 

EI11 2 

4H ) ( 

2M H ) 
A2 + --;-- A 

al minimizar la función (ec 2.13) con respecto a A 

a11 = 
2 

( 

o A \ 

al despejar 

2M H 
o 

11 

113 El 

o 

(2.11) 

dx (2 .12) 

(2.13) 

(2.14) 

(2 .15) 
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la solución aproximada es 

y(x) ( 2. 16) 

Método de colocación. 

Se requiere que la ecuación residual para obtener la solución 

aproximada sea cero en algunos puntos para obtener el valor de 

A. 

Al sustituir una solución aproximada (ec 2.10) en la ecuación 

diferencial (ec 2.6) se define el residuo 

R(x) El 
An2 nx 

M = - sen -
11 2 11 o (2.17) 

donde 

b - A 
n2 nx sen 

dx 2 112 11 
(2.18) 

existe un coeficiente indeterminado~. por lo tanto debe haber 

un punto donde el residual R(x) vale cero, al seleccionar 

x • 11/2 se tiene 

Al despejar 

An2 n 
- El sen - - M0 112 2 

M 11
2 

A " - o 
El n 2 

o 
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Se puede escoger otro punto diferente y obtener otra solución 

aproximada. 

Método de los subdominios. 

El método requiere que j' R(x)dx = O se cumpla en tantos interva 

los como coeficientes indeterminados existan. Se debe escoger 

que tan grande será el intervalo que se va a considerar, en 

nuestro ejemplo hay únicamente un coeficiente desconocido por 

lo tanto el intervalo puede ser de [O,Hl se tiene 

¡· R(x)dx • i" [ A11 2 
- El 

Hz 

al efectuar la integración 

la solución aproximada es 

1!X 
sen 

H 

2 
M

0
H 

y(x) • - sen ~~ 
211EI H 

Método de Galerkin. 

- M o ] dx • O 

Cuando se usa el método de Galerkin, la integral 

los valores de Wi(x) son las mismas funciones que las que utili 
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zan en la solución aproximada, en este ejemplo hay únicamente 

una lT X función de peso Wi(x) = sen¡¡ por lo que la ecuación resi-

dual en forma integral queda 

al integrar E In 2 A 

sen !2' 
H 

- --- + 
2M H 

o 

2H ll 

.. o 

al despejar A de la ecuación anterior 

A ., 

y la solución aproximada es 

y(x) 
4 M H2 

o lT 2: 

sen-·­
H 

o 

Esta solución es igual a la obtenida usando un método variacio-

nal. 

Método de los mínimos cuadrados. 

Un nuevo error 

es formado cuando el método de los mínimos cuadrados al susti-

tuir la ecuación residual 



al integrar 

E 
r 

Eln2 A sen 
7 H 

- M0 ] 2 dx 

AMoEITI A + M2 H 
H o 

el error es m1nimo con respecto a A 

Eirr 2 

H2 
4M 0 Eirr 
----"o 

H 

Al despejar A y sustituir en la soluci6n aproximada 

4M H
2 

rrx 
y(x) Q - ~-0~ sen 

H 

es la misma soluci6n obtenida por los métodos variacionales y 

de Galerkin. 

14 

Con base en los métodos anteriores es posible hacer la formula-

ción para la obtención de las ecuaciones de solución por le mé-

todo del elemento finito. Por el MEP se puede plantear la solu 

ción para problemas de equilibrio, de eigenvalores y de propag~ 

ci6n; al considerar el tipo de solución a partir de los métodos 

de los residuos pesados o de los métodos variacionales, en el 

capítulo siguiente se hace el planteamiento para ecuaciones de 

equilibrio de la elasticidad lineal para el análisis bidimensio 
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nal de esfuerzos de un continuo. 



Fig 2.1 Esquema de la viga mencionada en el 

ejemplo 

16 



3. ECUACIONES DE EQUILIBRIO PARA EL ESTADO PLANO DE ESFUERZOS 

Y SU SOLUCION POR EL METODO DEL ELEMENTO FINITO. 

El método del elemento finito en términos generales es un méto­

do para resolver ecuaciones diferenciales de problemas en la 

frontera o de valores en la frontera e iniciales. 

En la mecánica estructural el método del elemento finito es una 

extensi6n de los métodos matriciales (estructuras esqueletales) 

para analizar medios continuos, el cual se discretiza como una 

estructura formada por un número de elementos interconectados 

entre s! en los puntos nodales como se indica en la fig 3.1, e~ 

te método resulta muy útil cuando la geometría del continuo es 

bastante completa. 

Para plantear las ecuaciones de equilibrio de la teoría de la 

1 . 
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elasticidad (estado plano de esfuerzos) y proponer su solución 

por el método del elemento finito, se pueden seguir dos caminos, 

uno es mediante el método de los residuos pesados en donde se 

demuestra que el principio del trabajo virtual es una forma dé-

bil de las ecuaciones de equilibrio y mediante una formulación 

de Galerkin se obtienen las ecuaciones del método del elemento 

finito que se utilizan para la solución, otro criterio es por 

los métodos variacionales que a continuación se expone, en am-

bos caminos se llega a las mismas ecuaciones. 

3.1 Ecuaciones de equilibrio del medio continuo 

En la teoría de la elasticidad lineal la ecuación variacional 

viene dada por el principio del trabajo virtual, el cual se ob-

tiene de las ecuaciones de Cauchy del movimiento, en forma es-

quemática el enunciado del principio es: 

FUERZAS FUERZAS DE FUERZAS DE FUERZAS DE 
+ + 

INTERNAS INERCIA SUPERFICIE CUERPO 

esto en notación matricial es: 

( 3. 1) 



en donde: 

n = punto interior de la estructura 

/ = condiciones frontera 
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ó = primera variaci6n que opera sobre las cantidades que 

proceden 

!~· componentes de las cargas que por unidad de superfi­

cie actúan 

sobre la frontera del cuerpo: 

f • vector de cargas de cuerpo 

~ • componentes del tensor de deformaci6n 

! • componentes del tensor de esfuerzos 

U = vector de desplazamientos 

P• densidad de masa por unidad de volumen 

Al considerar una soluci6n aproximada del campo de desplazamie~ 

tos 

u :¡¡. jL (3.Z) 

la soluci6n aproximada se propone mediante funciones de forma y 

se tiene: 

(3. 3) 
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en donde U resultan los desplazamientos que se van a obtener en 

la solución y ~ son las funciones de forma. De acuerdo a la 

teor!a de la elasticidad se pueden definir las siguientes ecua-

c iones: 

L U (3.4) 

(3. 5) 

en donde~ y f están definidas en la ec 3.1 y hes una matriz 

de operadores (ec 3.6) y Des la matriz de coeficientes elásti-

cos para el caso de estado plano de esfuerzos (ec 3.7) 

L . 

Q •_E __ 
1- ¡¡2 

. 

• 

• a 
ax 

o 

a 
ay 

l 

o 

o 

. 
o 

a 
ay 

a 
ax . 

~ o 

1 o 

o ! (1-lo') 
2 

(3.6) 

(3.7) 
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al considerar la solución aproximada se sustituye la ec 3.3 en 

las ecs 3.4 y 3.5 

se define 

! 

'\, 

L N U 

B = L N 

al sustituir la ec 3.10 en las ecs 3.8 y 3.9 

! = D B ~ 

& = B í'f 

(3. 8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

(3 .12) 

al considerar la primera variación con los desplazamientos apr~ 

ximados se tiene: 

oU ~ o Ü = N o í'f (3 .13) 

(3 .14) 

al sustituir las ecs 3.11 a 3.14 en 3.1 se tiene: 

fdíl (3.15) 
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al factor izar y simplificar 

1 BT D B díi ~ +1 e ~T N í)' =f NT 
!en) d /' + 

1 NT i MI (3.16) 

la ec 3 .16 es válida para toda la regi6n del continuo ( íl + J'), 

pero al utilizar el método del elemento finito se tienen las si 

guientes hip6tesis: 

a) El medio continuo se divide en un número finito de regio-

nes, y a cada una de estas regiones se le llama elemento fi 

nito. 

b) Los elementos finitos se supone están intercomunicados en 

un número finito de puntos nodales situados en las fronte-

ras de los mismos y los desplazamientos de los puntos noda-

les son las inc6gnitas básicas del problema. 

c) Se define en forma única el campo de desplazamientos en 

cualquier punto del elemento finito en funci6n de los des-

plazamientos de los puntos nodales. 

d) Conocidos los desplazamientos se pueden definir en forma 

única, las deformaciones y los esfuerzos. 

Según las hip6tesis anteriores la regi6n íl +/'se divide en ele-

mentes finitos, esto es: 



n = 
nelem 

l: íle 
i 

i=l 

nelem 
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nelem 
/' = ¡; (3.17) 

i=l 

Nº de elementos 

y la ec 3.16 se aplica en forma aislada a todos los elementos 

finitos por lo que se tiene: 

J" T 
J .• Ne f d e+ 

./' - -In/ /' 

en donde: 

e T e t N Ne Ü dfl = 

T 
Ne fdfle 

ne • regi6n de cada elemento 

fe = frontera de cada elemento 

ke '"'1. ~TDB d ne = matriz de rigidez del elemento 

~ 
T 

Me = e e ~e Ne díle= matriz de masas del elemento 
- "' 

d re = vector de fuerzas de superfi­

cie del el~mento 

• vector de fuerzas de cuerpo 

del elemento 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

(3 .21) 

(3.22) 
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al sustituir las ecs de la 3.19 a la 3.22 en 3.18 se obtiene el 

modelo discreto de cada elemento, esto es: 

(3.23) 

para el caso en que únicamente las fuerzas que actúan son inde-

pendientes del tiempo 

··e u " o (3 .24) 

y la ec 3.23 para equilibrio estático queda: 

(3.25) 

en lo sucesivo el desplazamiento ~e se escribe Qe para la solu-

ci6n, una vez definida la ecuaci6n de equilibrio de cada elemen 

to (ec 3.27), estos elementos aislados se ensamblan para obte-

ner las ecuaciones de equilibrio del medio continuo global la 

cual es: 

K U = P 

en donde: 

K = 
nelem 

I: 

i:l 

• matriz de rigideces del conti 

nuo 

U = desplazamientos de toda la es 

tructura en los puntos nodales 

nelem 
P • E (fe + fe ) = vector de cargas de toda la es 

i•l -si -ci tructua 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 
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La ec 3.26 representa un sistema de ecuaciones algcbráicas li­

neales simétrico no homogénea en donde los desplazamientos son 

las inc6gnitas y cuya soluci6n se describe en el capítulo 4. 

3.2 Funciones de forma 

En la soluci6n aproximada considerada en las ecuaciones de equ1 

librio (ecs 3.19 a la 3.22) se deben definir las funciones de 

forma, las cuales dependen de los siguientes factores: 

a) Geometría del dominio global.- Esto se refiere al tipo de 

espacio donde se va a integrar las ecuaciones, puede ser 

unidimensional, bidimensional y tridimensional. 

b) El grado de aproximaci6n deseado en la soluci6n.- General­

mente las funciones de forma son de interpolaci6n, las cua­

les son polinomios con funciones exponenciales o trigonomé-

tricas. Si son polinomios lineales, únicamente se requie-

ren los puntos nodales en las esquinas del elemento, si se 

utilizan polinomios cuadráticos se deben adicionar puntos 

nodales en la frontera del elemento, 

c) Facilidad de integraci6n sobre el dominio del elemento.- La 

función de forma debe permitir la representación de cual­

quier forma lineal, de manera que se satisfaga el criterio 

de deformación constante. 



26 

d) Las inc6gnitas deben presentar continuidad entre elementos. 

Existen varias familias de funciones de forma que cumplen con 

las características anteriores (polinomial, lagrange, etc) pero 

al considerar un grado de aproximaci6n aceptable, se utiliza el 

elemento rectangular cuadrilátero de 4 puntos de la familia 

"serendipity", en la fig 3.2 se presenta este elemento con sus 

funciones de forma, la obtenci6n de estas funciones de forma 

fueron deducidas por mera observación de tal manera que al sus­

tituir en la funci6n asociada al nodo su correspondiente coord~ 

nada su valor sea 1 y si en esa misma funci6n se sustituye la 

coordenada de los otros puntos del elemento su valor es cero. 

Una vez definidas las funciones de forma, existe la posibilidad 

de mapear en dos sistemas de referencia elementos distorsiona­

dos (ver fig 3.3) y esto es posible cuando existe una relaci6n 

biunívoca entre coordenadas cartesianas y curvilíneas, un crit~ 

rio de hacer estas transformaciones es mediante las funciones 

de forma. En ese caso existen dos grupo& de funciones de for­

ma, unas para definir la geometría y por hacer el mapeo de un 

sistema de referencia a otro y otras a para hacer la interpola­

ci6n del elemento, Esto en forma esquemática se puede escri­

bir. 



Aproximación 

para n puntos nodales 

Mapeo 

X "' N '~ 

l.= N'1 

Z7 

sistema de referencia x - y 

sistema de referencia 

para m puntos nodales. 

cuando se hacen coincidir los mismos puntos nodales y las mis­

mas funciones de forma para la aproximación y el mapeo, a estos 

elementos se les conoce con el nombre de elementos isoparamétr! 

cos. 

Al utilizar elementos isoparamétricos cuadriláteros de la fami­

lia "serendipity", se deben definir las ecuaciones que efectúan 

ese mapeo y su influencia en las ecuaciones de equilibrio. 

Las ecs 3.19 a la 3.22 están referenciadas con respecto a un 

sistema local ? •7 para efectuar la transformación de estas ecu~ 

ciones al sistema de referencia x - y se considera la ec 3.30 

para el cambio de coordenadas 

(3.30) 

.lfm • i , j , k , l 

en donde las funciones de forma están referenciadas al sistema 
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(•1• la ec 3.30 nos permite obtener los puntos en la referencia 

x - y donde se aplican los esfuerzos al resolver las ecuaciones 

de equilibrio en el sistema de referencia~·?· 

Existe otra transformación a considerar, son las derivadas de 

las funciones de forma, las cuales se deben expresar en función 

de coordenadas locales ? , 7 y cambiar convenientemente los lími­

tes de la integración, esta relación es: 

en donde: 

J-1 l .. J 

aN 
m 

a 
X 

11. 
a 

ax 
a 

-1 = J 

- lx. 
a 

ax 
a 

3N 
m 

J = 

mai,j,lt,1 

l!'. lx. - ~ lx. 
ª? ª7 ª7 ª1 

(3.31) 

(3.32) 

definida la relación de transformación (ec 3.31 a 3.32) se pue-

den expresar las ecs 3.19 y 3.22 en función de coor¿enadas loe~ 
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les y se tiene: 

(3.33) 

fe • e JJ.' e J(?•7)!T(?•?)f d?dl (3.34) 
-e 

{ coa 

:J t.!. • pv (3.35) 
sen 

pv • peso volumétrico del material 

« • direcci6n de la gravedad en el sistema de referencia 

global 

Para efectuar la integración de las ecs 3.33, 3.34 se utiliza 

la cuadratura gaussiana por lo que las ecs 3.33 y 3.34 quedan: 

ke 
2 2 

J(?m•?n)!T<?m•7n>Q ~<?m•7n) • t ¡; ¡; H H 
m•l n• l 

m n 
(3.36) 

fe 
2 2 T 

• t ¡; ¡; H H J <?m•7n)! (?m•?n)t! -c m•l n=l m n 
(3.37) 

Una vez definidas las ecuaciones a utilizar se menciona la meto 

dolog1a a seguir para obtener la soluci6n. 

3.3 Metodolog!a del elemento finito. 

Supóngase una estructura que se va a analizar por los estados 

planos de esfuerzo por lo que se utiliza un dominio bidimensio-

nal con elemento isoparamétrico lineal y se llevan a cabo los 
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siguientes pasos: 

l. Se divide el continuo en un número finito de regiones o el~ 

mentos, por lo que se procede a elaborar una malla de la es 

tructura formada por elementos cuadriláteros (de cuatro pu~ 

tos) y puntos nodales, cada punto nodal admite dos grados 

de libertad, un desplazamiento en la direcci6n "x'' y un de~ 

plazamiento en la direcci6n "y'' por lo que cada elemento e~ 

tá compuesto de 8 desplazamientos según se indica en la 

fig 3.4. 

2. Una vez definida la malla se numeran los nodos y los eleme~ 

tos en un sistema de referencia cartesiano global, se obti~ 

nen las coordenadas de cada punto nodal con sus restriccio­

nes frontera, esto significa que el punto nodal puede tener 

desplazamiento libre o restringido en alguna de sus compo-

nentes. 

3. Se obtiene la matriz de rigideces de cada elemento con la 

ec 3.36 con los valores correspondientes según los datos de 

cada elemento como son el tipo de material y coordenadas. 

4. Se obtiene el vector de cargas de cada elemento, según la 

discretizaci6n, únicamente se aceptan cargas en los nodos, 

y cada uno tendrá dos componentes fxi y fYi donde i es el 

número de nodo, esto significa que cada elemento tendrá un 

vector de cargas de 8 valores como se indica en la fig 3.5. 



S. En el caso de considerar las fuerzas de cuerpo, ~stas se 

calculan con la ec 3.37. 
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6. Se procede al ensamble de la matriz de rigideces de la es­

tructura. Definida la matriz de rigideces de cada elemento 

(matriz de 8 x 8), sus componentes ocupan una localidad en 

la matriz de rigideces global según el desplazamiento al 

que estí asociado, en nodos donde son comunes a dos elemen­

tos se sumarán en la misma localidad de la matriz de rigid~ 

ces de la estructura, la contribución de cada elemento aso­

ciado a ese desplazamiento, En forma esquemática se prese~ 

ta un ejemplo en la fig 3.6. La forma de ensamble mediante 

el uso del indicador de ecuación para el programa de compu­

tadora se analiza en el cap!tulo 4. 

7. El ensamble del vector de cargas de la estructura consta 

del ensamble de las fuerzas de cuerpo y de las fuerzas de 

superficie. Las primeras se ensamblan en forma análoga a 

la matriz de rigideces en forma esquemática se presentan en 

la fig 3.7 y las fuerzas que se aplican en los nodos según 

el desplazamiento asociado ocupan una localidad en ~. en la 

fig J.8 se presenta en forma esquemática la adición de es­

tos elementos a P. 

8. Con la matriz de rigideces de la estructura y el vector de 

cargas se plantea la ecuación: 

!U! • ..!'. (J.38) 
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en donde el vector U son los desplazamientos. Esta ecua­

ci6n representa un sistema de ecuaciones lineales algebra!­

cas no homogéneas simétricas positivas definida y~ son las 

inc6gnitas, el método de soluci6n es el de Gauss-Crout con 

arreglo en silueta. En el cap!tulo 4 se detalla la obten­

ción de estos algoritmos. 

9. Conocidos los desplazamientos de la estructura, se obtienen 

los correspondientes desplazamientoa asociados a cada ele­

mento y mediante la ec J.9 se calculan los esfuerzos corre~ 

pendientes. 

Por la metodología de solución y el número de ecuaciones 

que se puede llegar a tener es necesario el uso de la comp~ 

tadora, el cual se pretende en este trabajo pueda ser proc~ 

sado en una computadora personal con las restricciones que 

ésta impone, utilizando los aspectos numéricos que desde el 

punto de vista de computación controlan la eficiencia del 

programa as! como la organización más adecuada para que re­

sulte en lo posible lo máa óptimo. 
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triangular 

(a) (b) 

Fig 3.1 Idealizaci6n de un continuo por elemento finito 

a) secci6n de la cortina de una presa. 

b) cubierta 



·-[~j D 
? " - 1 

a) Lineal b) Cuadrático 

D D 
c) Cúbico d) Cuártico 

Fig 3.2 Funciones de forma para un elemento cuadrilátero 

de la familia "serendipity" 
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y 

7 

~epresentación Local Representación Cartesiana 

Fig 3.3 Transformaci6n en dos dimensiones 



y 

v. 
l 

Vector de desplazamientos 

Fig 3.4 Representaci6n del vector de desplazamientos 

para un elemento cuadrilátero 
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un elemento cuadrilátero 
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4. SOLUCION DE ECUACIONES LINEALES 

Se tiene un sistema de ecuaciones algebráicas lineales no homo­

gineaa de la forma: 

donde 

A • matriz de coeficientes cuadrada de n x n 

b • vector de coeficientes indep~ndientes 

~ • vector de inc6gnitas del sistema 

(4. l) 

eatoa sistemas en ocasiones son extremadamente grandes por lo 

que se requiere trabajarlos en una computadora y utilizar mEto­

do1 de soluci6n que resulten eficientes. Los mEtodos de solu­

ci6n m¡s conocidos se agrupan en iterativos y directos. los mf­

todo1 directos se basan en la eliminaci6n gaussiana y los que 
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se adaptan a la computadora se denominan compactos, existen va­

rios métodos directos compactos según las características de la 

matriz! de la ec 4.1 (general, positiva definida}, para el pr~ 

sente trabajo se desarrolla el método de Gauss-Crout para matri 

ces simétricas en versi6n eficiente. 

4.1 Kftodo de Gauss-Crout 

Los mftodos directos compactos se basan en un teorema del álge­

bra line~l el cual menciona que cualquier matriz ! no singular, 

se puede de•componer en dos matrices triangulares, una superior 

g y una inferior 1 con la condición que una de ellas esté norm~ 

li1ada, esto ea que los elementos de la diagonal principal sean 

iguale• a la unidad, al apoyarse en este teorema se puede escri 

bir: 

A • L U (4.2) 

al sustituir la ec 4.2 en 4.1 se tiene: 

L U X • b (4.3) 

ai se define: 

u ~ • r (4.4) 

en donde "y" se le llama vector auxiliar, al sustituir la ec. 
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4.4 en 4.3 se tiene: 

L z • b ( 4. 5) 

con la• ecs 4.2, 4.4 y 4.5 se presenta el esquema general de la 

soluci6n de ecuaciones lineales por los métodos compactos el 

cual consta de tres pasos: 

a) Obtenci6n de las matrices triangulares ~ y Q conocida A 

(ec 4.2) a este proceso se le conoce con el nombre de trian­

gulaci6n. 

b) Obtenci6n del vector 1.. conocida~. ~ (ec 4.5) a este proceso 

ae· le conoce con el nombre de sustituci6n hacia adelante. 

c) Obtenci6n del vector inc6gnita ~ conocida 1..• Q (ec 4.4) a e~ 

te proceso se le conoce con el nombre de sustituci6n hacia 

atr'•· 

Para el caao de matrices simEtricas se tiene la condici6n: 

(4 .6) 

al aplicar la ec 4.6 en 4.2 y mediante transformaciones se tie­

nen laa siguientes expresiones: 
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a) Triangulaci6n: 

(4. 7) 

U = matriz triangular superior normalizada 

D = matriz diagonal 

b) Sustituci6n hacia adelante 

(4.8) 

e) Sustituci6n hacia atrás 

DU!."'I. (4. 9) 

al desarrollar las ecs 4.7, 4.8 y 4.9 se obtienen los siguien-

tes algoritmos para la soluci6n del sistema. 

a) Triangulaci6n 

A = D (4 .10) 
l l 1 1 

Primer paso 

• 2, ... ,N (4.11) 



G 
ij 

" A 

Segundo paso 

ij 

i-1 
[ 

k=l 

j-1 

u 
ki 

G 
kj 

Djj " Ajj - k:l Ukj Gkj 

b) Sustituci6n hacia adelante 

c) Sustituci6n hacia atr&s 

i = 2, ... ,j-1 

j .. 2, ••• ,N 

j .. 2, ••• ,N 

i .. 2, ••• ,j-1 

j • 2, ••• ,N 

j • 2, ••• ,N 

j • n-1; .•• ,l 

4.2 Arreglos para almacenamiento en memoria. 
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(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

La matriz A de la ec 4.7 en princio da lugar a arreglos cuadra-
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dos bidimensionales, pero existen otro tipo de arreglos que 

aprovechan la simetría y la disposición de los coeficientes de 

esta matriz para lograr un ahorro en el uso de la memoria cen-

tral, así como en las operaciones asociadas a dichos algoritmos 

(ecs 4.10 a 4.17) este tipo de arreglos son los rectangulares 

(en banda) y los unidimensionales. 

En los arreglos rectangulares (en banda) de acuerdo a la f ig 

4.1 los coeficientes no nulos de una matriz A se encuentran alo - -
jados a lo largo de una franja paralela a la diagonal principal 

limitada por el contorno de banda, y se puede almacenar en un 

arreglo rectangular con el número de columnas igual al ancho de 

banda según se muestra en la fig 4.2 y al escribirla por rengl~ 

nes y columnas se obtiene un arreglo rectangular mostrado en la 

fig 4.3. 

Al observar la matriz A de la fig 4.1 y compararla con la fig 

4.3 se observa que los algoritmos de solución (ecs 4.10 a 4.17) 

se modifican con una nueva localidad y las operaciones se limi-

tan únicamente hasta el ancho de banda, en este arreglo como se 

indica en la fig 4.2 existen localidades en la banda que no fo~ 

man parte de la matriz A y se toman en cuenta en el dimensiona-

miento del arreglo esto da lugar a un desperdicio de memoria al 

utilizar este tipo de arreglo. 

El arreglo unidimensional almacena la matriz A en un vector co-

mo se observa en la fig 4.4 y cuenta con las siguientes caracte 



r!sticas': 

a) Se define un contorno de silueta que se forma a partir del 

primer elemento diferente de cero de cada columna que cons! 

dera los coeficientes que se van a guardar en un arreglo 

unidimensional indicado por NEA (número de elementos de A>. 

b) Para poder identificar los elementos del arreglo unidimen­

sional con el arreglo cuadrado se necesitan los datos del 

vector MD formado con las localidades que ocupan los eleme~ 

tos de la diagonal principal. La equivalencia de un coefi­

ciente en un arreglo cuadrado con un arreglo un~dimensional 

es: 

arreglo cuadrado Aij = Am arreglo unidimensional 

i = l, ••• ,N 

j " l, ••• , N 

m = i + MD (j) - j 

(4.19) 

c) En este arreglo no hay localidades desperdiciadas a difere~ 

cia de otros arreglos (en banda, cuadrado). 

Desde el punto de vista de programación al comparar el arreglo 

unidimensional con el arreglo cuadrado y el arreglo en banda se 

puede analizar los siguientes puntos: 
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l. En lo referente a memoria central, al observar la matriz de 

la fig 4.1 en donde el arreglo cuadrado es de 324 localida­

des, en el bandeo es de 180 y el unidimensional es de 117. 

2. Puesto que en el contorno de silueta se eliminan ceros que 

reflejan operaciones no realizadas, se puede afirmar que 

los arreglos unidimensionales conducen a un ahorro en el 

tiempo de procesamiento. 

Esto da como conclusi6n que el arreglo unidimensional es el más 

eficiente de los arreglos vistos. 

4.3 Soluci6n de ecuaciones lineales empleando arreglos unidi­

mensionales 

Para modificar los algoritmos para arreglos unidimensionales se 

va a utilizar el vector auxiliar MD, debido a que conocido este 

dato es posible localizar cualquier elemento de la matriz ! en 

la localidad del arreglo vector y se pueden definir los l!mites 

para efectuar la triangulaci6n y sustituci6n del método de 

Gauss-Crout versi6n eficiente. 

Al modificar los algoritmos de soluci6n para arreglo unidimen­

sional se tiene: 

a) Triangulaci6n 

Con base en las ecs 4.10 a 4.14 y conocido el vector auxi-



liar MD 

A = O 
l l 

2 
U3 = A 3 - D ! U 2 

j .. 3, .•. ,n 

f • MDj-l +l 

p = MD 

'fo MD(2) ; 2 

.i,: MD (2) ; 2 

9 • j + MD j - l - MD j + l 

11 MD j - MD j _ l -1 = O "' Uf = A f 

i-1 
u .. (A - ¡; u DMD Uw)/DMDi u u k•l V k 

j • 3 t ••• ,N 

i .. q ••••• j-1 

q os j - MDj + MDj-l + 2 

t . i - MDj + (MDj+l + 1) 

9. j - MDj + (MDj+l + 1) 
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(4.20) 

(4. 21) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 



u 

V 

w 

= i - j + MDj 

"' k - t + MDi - l + 

k - 9 + MDj-l + 

li Mn j - MD j - l -

'lj-l q 

DMD 
j 

j-1 
¿ 

k=8 

j . 3, ..• ,n 

• o 

D 
w 

e .. j - MDj + (MDj+l + 

w . k - e + MDj-l + 1 

~ MDj - MDj-l - .. 
b) Sustituci6n hacia adelante. 

U • A 
u u 

U • A u u 

1) 

o 

Al tener las ecs 4.15 y 4.16 y el vector !!!2_ 

j • 2, ••• ,n 

a .. MD j-l +l 

so 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 
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d = MDj-l 

c = k + - MDj 

fj ~ d - a 

~ fj < o y i • bj 

c) Sustituci6n hacia atrás 

n 
X • (y -

j j 
¡: 

ksj+l 
(4 .28) 

j•n-1, ... ,l 

La sustituci6n hacia atrás de la matriz ! en arreglo unidimen-

sional se presenta en forma matricial en la fig 4.5. Al efec-

tuar las operaciones correspondientes y despejar los elementos 

del vector X (inc6gnitas) queda desarrollado como se presenta 

en la.fig 4.6. 

Al analizar la figura para este tipo de arreglo, resulta más 

sencillo efectuar esta sustituci6n por columnas e ir sumando a 

cada elemento del vector ! según sea el rengl6n correspondiente, 

por lo que se debe definir para cada columna los límites para 

efectuar las operaciones correspondientes. En la columna 5 de 

la fig 4.6 no se efectúa operaci6n alguna. 
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Al comparar la ec 4. 1 con el modelo matemático a resolver 

(ec 3.26) se observa la similitud que existe, en donde la ma­

triz A representa la matriz de rigideces !• el vector ! (incóg­

nitas) representa el vector de desplazamientos ~ y el vector b 

es el vector de cargas !• Debido a la metodología de la solu­

ción enunciada en el capítulo anterior, existen otras ventajas 

al utilizar el método de Gauss-Crout. En el proceso de triang~ 

lación únicamente se necesita la matriz de rigideces de la es­

tructura, la cual es independiente de las cargas que se apli­

quen, esto significa que para cada estructura que se va a resol 

ver, únicamente se debe hacer una vez el proceso de triangula­

ción y con ésta se pueden hacer tantas sustituciones (paso b y 

c del esquema de los métodos compactos) con vectores de carga 

P que se quiera resolver, ésta da un ahorro también en el tiem­

po de proceso en comparación con otros esquemas d~~o~uci6n, 

por otro lado la triangulación representa el o~herita· y ocho por 

ciento del tiempo de proceso total, en tanto que las sustitucio 

nea únicamente el doce por ciento. 

Otra ventaja que se presenta es el dimensionamiento debido no 

sólo al tipo de arreglo unidimensional sino también a la dispo­

sición de las·operaciones, las localidades que se utilizan para 

almacenar la matriz de rigideces !• también se utilizan para a! 

macenar el vector de cargas P se utiliza para guardar el vector 

auxiliar z y posteriormente guardar el vector de desplazamien­

tos ~· es decir el vector solución, por lo que únicamente se d~ 

ben dimensionar la matriz de rigideces !• el vector de cargas ! 
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y el vector MD. 

En el programa de computadora que se realiza el proceso de sol~ 

ci6n de ecuaciones se divide en dos partes, una es la triangul~ 

ci6n y la segunda la sustituci6n hacia adelante y hacia atris. 



A11 ¡o fA~-~ o r·····1 
:A1 6 10 

·---.., 
¡A1 7 10 ¡o lo o lo o o o o o o 

IA2 rlA2 J Az • A2 elO ¡o 10 
1 :Az 11:0 o o o o o o o o 

IA, 3 AJ• o :o ¡o :º :AJ 11 A-~-~ A~-~1 :0 o o o o o o 
A4 4 A4 ,¡o :A4 7:0 lA4 11 A4 IO A4 11:0 o o o o o o 

A, 11:0 ¡A11 710 lA O o A~-,: A";~, As1• o o o o 1 5 9 

s ~-·;IA6 ~O :A6 11 0 o Ae 120 o iO o o o ----· 
1 ~~---:A111 o o A1 12 o o A1111IO o o 

M A, 11"8 t A, IO A," A, 12 A, 13 Ae 14 Aa 1~0 :A111 O 
E IAe 11 A, 10 0 o A, 13 Ae 14 A111e!O !Arn!O 

T Ao100 o o o Aio e!O !O ¡o o 
R A11 11 A1112 O o A11 11~¡0 !O :o o o 

1 A12 12 Arz 13 A1214 A121e!O i/\2 11.º o o o 
e A1313 A.314 A1s 1!ilO ¡A131~0 o o o o 

A A1414 A14e!O !A1411lO o o IO o o 
··-

Ae 1 .!~ ____ ! A111 r1 A1e1 O o o o o o 
A1s 1& Al811 A1e1eO o o o o o o 

A,111 Ame O o o o o o o o 1 
&.!. o o o o o o o o lo 1 

Fig 4.1 Representación esquemática de la matriz!• con diferentes tipos de almacenamientos 



A••~o do bando s N BA N 

A, ,,A, 2 A, 3 A,• A, : A, 6 A, 7 A, B A. 9 A, ir o o o o o o o o 
IA2 1 A2 2 Ai ! Ai , A2 ! A2 e Ai 1 A2 e Az 1 Au:. O o o o o o o 

As 1 As 2 Ass A, 4 A, e A, ~ A3 1 A, e As 9 A310 O o o o o o 
A4 1 A4 2 A4 s A4 4 A.' A4 e A4 1 A4 e A,. • A410 O o o o o 

Ae 1 A, z Ae s A, 4 Ae 5 A, ' A, 1 A, 8 A, t A, 10 o o o o 
A5 Ae 2 Ae ! Ae 4 Ae e Ae @ A5 1 Ae e Aeg Aeic o o o 

s A1 1 A1 2 A1 s A7 4 A1 e A1 e A1 1 A1 e A7 1 A1100 o 
1 A. 1 Ae 2 Aa ! Aa 4 Aa ' Aa 11 Ae 1 Ae • Ae.e ABIO o 

M A, ' A, 2 A, ! Ag 4 Ag e Ag e A, 7 A,' A,• A, IO 
E AIO 1 Aio 2 AJJ ~ AIO 4 A,o' Aaoe AIO'P A101 Aaoe AIOIO 

T A" 1 1\1 2 Au ! A11 4 Au' Au' Au., Au • Au • Auao 
R A12 1 A12 2 A,2 3 A,2 4 A,2 e A12e A,2 1 A,2 e A12t A,2.., 

1 A,3 1 A,, 2 AD 3 Ao 4 A,3 ~ A1::1 e A,3 1 A,3 B A.3. A13io 
e A,. 1 A,. 2 A14s A,4 4 A,.' A1411 A,4'1 A,. e A, •• AMI) 

A A" 1 A" 2 A1e 3 A154 A"' A" e A., 1 Ae e Ae. A15io 

Ata 1 A111 2 A111J A1e4 Ata' A111 e A,e 1 A1e e A• t A11110 
A,1 1 A112 A,73 A,14 Arre Ar1 e A,11 A111 A11 • A1110I 

A11 1 A111 2 A• J A• 4 A.1 , A,8 8 A11 1 A18 1 A18 ,¡A.,01 

Fig 4.2 Organizaci6n de los coeficientes de la matriz A• en arreglos en banda (rectangular). 
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IA1 1 o A1 3 O A1 ' o A1 7 O o o 
Az 2 AzJ ~4 ~5 o ~7 o ~9 o o 
AJ 3 AJ 4 AJ, O A3 7 O A311 A3 10 A3 11 o 

A4 4 A4' o A4 1 o A4 v A410 A4 11 A4 12 o 
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Ag 9 Ag 10 ¡Ag 11 Ag 12 Ag 13 Ag 14 Ag1,o Agl70 
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Au 11 A1112 A1113 Au 14 A1115 O Au11 O o o 
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Al3 IJ A1314 A13 " O A1311 O o o o o 
A1414 A14 " O A14110 o o o o o 
A151s O A1511 A1, 18 O o o o o o 
A111e A1e11 A1e1e O o o o o o o 
A1111 A111e O o o o o o o o 
A111eO o o o o o o o o 

Fig 4. 3 · Matriz de rigideces en arreglo en banda 
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Fig 4.4 Organizaci6n de loe coeficientes de la matriz A• en arreglos en contorno de silueta (unidimen1ionalee) 
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Elementos para la sustitución hacia atrás en el método de Gauss-Crout y arreglos unidimensionales 
compactos. 
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Fig 4.6 Desarrollo de la sustitución hacia atrás por el método de Gauss-Crout, en arreglo unidimen1ional 
compacto. 



5. PROGRAMA DE COMPUTADORA 

En lo' capitules anteriores se ha hecho referencia a las ecua­

ciones de equilibrio, el proceso de cálculo, aa! como el método 

numérico conveniente para obtener la soluci6n, ahora se propone 

un criterio para organizar un programa de computadora para di­

cho an&lisis, al utilizar una microcomputadora con una configu­

raci6n minima de 64K de memoria central, doa manejadores de di~ 

co, una impresora y doa discos de tamafio 5~" con una capacidad 

de 256kbytes cada uno. El prop6sito de elegir una configura­

ci6n minima es el conocer la magnitud de los problemas que es 

posible analizar e intentar identificar los par,metros que in­

fluyen en la eficiencia del proceso. 

Existen varios criterios para desarrollar un programa pero no 

resulta f!cil el elegir alguno que resulte ventajoso en todos 
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los aspectos que se deben considerar, se mencionan algunos ele­

mentos para la elaboración del programa y la opción que se uti­

liza. 

Para el desarrollo de programas en ingenier!a estructural el 

lenguaje por excelencia es el compilador FORTRAN, la mayoría de 

los programas de elemento finito utilizan este lenguaje, para 

el caso de la microcomputadora el compilador FORTRAN posee pro­

posiciones que lo hacen más potente pero tiene algunas desvent~ 

jas al trabajar en forma interactiva, esto resulta 16gico debi­

do a que fue el primer compilador usado en forma comercial y su 

configuraci6n fue hecha para trabajar con lectora de tarjetas 

para la entrada de datos, Otro lenguaje que se utiliza cada 

d!a mla ea el intérprete BASlC, este resulta m!s sencillo para 

programar, contempla el manejo interactivo y el uso de archivos 

es mls f!cil, tiene algunas limitaciones en las instrucciones 

como lenguaje y la velocidad de ejecuci6n es menor que en FOR­

TRAN. El lenguaje que se optó fue el BASIC, ya que al tener la 

misma capacidad de memoria para ambos lenguajes, las limitacio­

nes en cuanto a instrucciones se pod!a superar con otras opcio­

nes del mismo, 

Por configuraci6n de la máquina el tipo de procesador de Bbytes 

también influye en el tiempo 1e procesamiento, en programas de 

Método de Elemento Finito seicionsidera que un proceso no debe 

aer mayor de 5 horas continuas en memoria central ya que el 

riesgo de falla o imprevistos aumenta en forma considerable, 
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con base en este criterio se limit6 el tiempo de proceso conti­

nuo a no más de 3 horas. 

Al considerar dos manejadores de disco, come 3ispositivos de m~ 

maria perif~rica, se considera más práctico el utilizar un man~ 

jador de disco para cargar los programas del paquete y el segu~ 

do manejador de discos únicamente para guardar datos y resulta­

dos, esto da la facilidad de efectuar varios procesos en una so 

la ae1i6n guardando en disco los datos de cada proceso. 

Al utili&ar varios programas en el proceso fstos deben ser he­

cho& con la finalidad de ocupar lo m!nimo de memoria central p~ 

ra tener la mayor capacidad posible para loa arreglos del pro­

blema, tambifn se considera en la modulaci6n la posibilidad que 

con un m!nimo de cambios fuera posible elaborar otras versiones 

del miamo paquete con otras aplicaciones (flexi6n en placas, 

cascarones, etc) ya que en programas de elemento finito en su 

esquema general tienen el mismo proceso de soluci6n con algunas 

variantes sobre todo en el cálculo de la matriz de rigideces de 

cada elemento. 

En lo referente al manejo de archivos se utilizan los de acceso 

directo y no secuenciales para permitir una mayor libertad en 

la lectura de los mismos con la posibilidad de cambiar de disp~ 

sitivo de almacenamiento por ejemplo a disco duro. 

En lo posible se intenta en cada programa el separar la lectura 
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e impresi6n ue archivos con el algoritmo de solución para una 

mejor revisi6n en el caso de cambiar el algoritmo éste sea mas 

sencillo. 

Al tomar en cuenta todos los aspectos antes mencionados el pa­

quete consta de 4 programas numerados en forma secuencial del 

tesOl al tes04, a continuación se explica lo que hace cada pro­

grama y los archivos que se generan. 

5.1 TesOl, 

En esta primera parte se leen todos los datos que serAn utiliz~ 

dos en el problema, esto se hace de forma iteractiva con manejo 

de paptalla para facilitar la correcci6n de errores en la entr~ 

da de datos, los cuales quedan definidos en los siguientes gru­

pos: 

a) Iniciales 

b) De los puntos nodales 

c) De los tipos de material 

d) De los elementos 

e) De las condiciones de carga 

Se calcula el número de ecuaciones que se van a generar y el in 

dicador de ecuaci6n a utilizar en el ensamble de las mismas, el 

que se asigna a cada elemento. 
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Los archivos que se generan en este bloque son: 

DATINIC.- Guarda los datos iniciales 

NOD.- Guarda los datos de los puntos nodales 

MATERIALES.- Guarda las caracter!sticas de cada tipo de mate 

rial 

ELEMENTOS.- Guarda los datos de cada elemento 

IDE.- Guarda los indicadores de ecuaci6n 

CARGAS.- Guarda las condiciones de carga 

5,2 Tes02. 

En este bloque, con los tipos de material se calcula la matriz 

Q (ec 3.7) después se obtiene el valor del Jacobiano (ec J.32), 

las funciones de forma y la matriz B. 

Luego se procede al ensamble del vector de fuerzas de cuerpo. 

Por último en esta parte se ensambla la matriz de rigideces de 

cada elemento. 

Los archivos que aqu! se generan son: 

HATRIZDT.- Guarda la matriz D para cada material 
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DB.- Guarda la matriz producto D B. 

FZACPO.- Guarda el vector de fuerzas de cuerpo 

MATKE.- Guarda la matriz ke de cada elemento. 

5.J TesOJ. 

Este m6dulo calcula el vector MD (alto de columnas) para el 

arreglo en silueta, definido este vector se sabe cuántos elemen 

tos formar§n la matriz de rigideces de la estructura en arreglo 

unidimensional compacto, luego realiza el ensamble de la matriz 

de rigideces de la estructura. 

Después se lleva a cabo la triangulaci6n para un arreglo unidi­

mensional compacto (ecs 4.20 a 4.24), se realiza el ensamble 

del vector de fuerzas total mediante la suma de los vectores de 

fuerzas de cuerpo y de superficie. Se efectúa la sustitución 

hacia adelante y hacia atrás (ecs 4.26 a 4.28 para arreglo uni­

dimensional), se obtienen los desplazamientos y se imprimen. 

Los archivos nuevos en esta parte son: 

F.- Guarda el vector de fuerza total 

U.- Guarda los desplazamientos 
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5.4 Tes04. 

En esta parte se obtienen loe esfuerzos para cada elemento y se 

genera el archivo 5 para guardarlos, 

Estos programas se presentan en un diagrama de bloque en la 

fig 5.1 la forma modular del programa permite efectuar el proc~ 

so de cálculo en varias sesiones dependiendo de la disponibili­

dad del equipo. en cada programa procesado se guardan los resu! 

tados obtenidos para continuar con el siguiente paso. 

En lo referente a memoria. se puede apreciar en la tabla 5.1, 

el programa que oc.upa mayor espacio es el de lectura de datos 

(TesOl), el que menos memoria ocupa es el de cálculo de esfuer­

zos (Tes04), mientras que los dos programas de c4lculos de ma­

trices de rigideces y soluci6n de ecuaciones ocupan cada uno un 

26% de la memoria total requerida para el total del paquete. 

5.5 Manual de usuarios 

El programa trabaja en forma interactiva, pregunta los datos 

del problema en pantalla, por lo que a continuación se definen 

los datos que se necesitan para correr el paquete. 

Datos iniciales 

l. NGmero de p~ntos nodales (1) 

í. 
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2. Número de elementos (2) 

J. Número de materiales dife-

rentes (3) 

4. Número de nodos cargados (4) 

5. Condiciones de carga (S) 

l. Aqu1 se da la cantidad de puntos nodales en los que se dis­

cretiza la estructura. Este valor no puede ser nulo. 

2. Este se refiere a la cantidad de elementos finitos en los 

que se discretiza la estructura. Tampoco puede ser nulo. 

3. La cantidad de tipos de materiales diferentes de que está 

constituída la estructura. 

4. Este es el único valor que puede ser nulo, e indica en cuán­

tos nodos se encuentra una carga. 

S. Las condiciones de carga se refieren a si se considera el p~ 

so propio de la estructura o no. Para el primer caso se ut! 

liza el número 1 y 2 para cuando no se considere el peso pr~ 

pio. 

El siguiente grupo de datos es el de los puntos nodales en don­

de se requiere la coordenada en x, luego en y, el grado de li­

bertad en la direcci6n x y en direcci6n y, para definir dicho 

indicador de desplazamiento se emplean el número l para despla-
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zamiento no nulo, 2 para nulo y 3 para el caso de desplazamien­

tos prescritos. 

Después requiere el valor del ángulo de gravedad, sólo en el ca 

so de considerar el peso propio en el análisis. 

Para los diferentes tipos de material se requieren las siguien­

tes características: 

Modulo de elasticidad (E) 

Relación de Poisson (~) 

Peso volumétrico (pv) 

este ~ltimo dado en ton/m
3

• 

Los datos de los elementos son en el orden siguiente: 

Número del nodo I 

Número del nodo J 

Número del nodo K 

Número del nodo L 

Número del tipo de material 

Espesor del elemento (ml) 

Nota. Un elemento NO puede contener más de un tipo de material 

Por último los datos de las cargas que se requieren en la si-



guiente forma: 

Número de nodo sobre el cual actúa 

Valor de la carga en direcci6n x (+~ 

Valor de la carga en direcci6n y (+t) 

Una vez definidos los datos se procede a cargar el intérprete 

BASIC, se manda ejecutar el programa TesOl, al teclear. 

RUN TESOl 
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Se dan los datos y al terminar éste de correr se carga el pro­

grama TES02, en el cual al terminar de calcular la matriz de ri 

gideces de cada elemento pregunta si se desea conocer la matriz 

calculada (N =no; S =si; no acepta cualquier otro caracter). 

Al terminar esta parte se llama el programa TES03 donde se im­

primen los valores del vector MD, CD = número de elementos del 

vector KT (matriz de ri~ideces ! en arreglo en silueta), luego 

imprime los valores de dicho vector KT, el vector de fuerzas y 

por último el vector de deformaciones. 

Después se manda cargar el programa TES04 el cual imprime los 

esfuerzos de cada elemento. 



PROGRAMA Nº DE BLOQUES % RESPECTO 

OCUPADOS EN AL TOTAL 

MEMORIA 

TESOl 30 37.50 

TES02 21 26.25 

TES03 21 26.25 

TES04 08 10.00 

T O T A L 80 100.00 

Tabla 5.1 Número de bloques que se utilizan con 

cada programa del paquete 
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lectura de datos 

cálculo de Ke 

ensamble de KT 

y 

cálculo de deformación 

cálculo de esfuerzos 

Fig 5.1 Diagrama de bloque del programa 

7 1 



6. EJEMPLO DE APLICACION 

A fin. de ejemplificar el uso de los programas, presentar resul­

tados y conocer la capacidad del programa con la configuración 

descrita, se presenta el siguiente ejemplo. 

Se refiere a una viga empotrada con una carga puntual con las 

caractertsticas geométricas y tipo de material mostrada en la 

fig 6.1, esta viga se discretiza con 4, 16 y 64 elementos como 

se muestra en las figs 6.2 y 6.3. 

En lo referente al tiempo de procesamiento, al aumentar el núme 

ro de elementos, se presenta los resultados en la tabla 6.1 pa­

ra cada uno de los programas ast como el tiempo de todo el pro­

ceso y el porcentaje de cada uno en relación del tiempo total. 
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En las tablas 6.2 y 6.3 se presentan los resultados del uso del 

disco, cuántos bloques de memoria ocupa cada archivo que se uLi 

liz6 con los diferentes programas para los diferentes problemas 

con el total de bloques y el porcentaje en función del total. 

En la tabla 6.4 se muestra el número de elementos de la matriz 

de rigideces para cada ejemplo. 

Para trabajar con una mayor cantidad de elementos quizá se re­

quiera borrar del disco de datos los archivos que ya no se em­

plearán más adelante. 



7:. 

Programa 4 elem % J6 elem % 64 elem % 

TesOl 212 21.88 245 7.32 1452 10.66 

Tes02 505 52.12 2063 61.64 8078 59.28 

Tes03 109 11.25 422 12.61 1728 12.68 

Tes04 143 14.75 617 18.43 2368 17.38 

seg 969 3347 13626 

min 16 09 55 47 227 06 

hr 3 47 06 

Tabla 6.1 Tiempos de procesamiento para cada ejemplo. 

Archivos 4 % 16 % 64 % 

DATINIC 2 2.9 2 0.99 2 0.46 

NOD 2 2.9 3 1.48 7 1.61 
MATE .. IALES 2 2.9 2 0.99 2 0.46 
ELEMENTOS 2 2.9 3 1.48 5 1.15 

CARGAS 2 2.9 2 0.99 2 0.46 
IDE 3 4.35 8 3.96 8 1.83 
MATRIZDT 2 2.9 2 0.99 2 0.46 
DB 21 30.43 80 39.60 60 13.76 
FZACPO 4 5.8 9 4.46 32 7.34 
MATKE 18 26.09 67 33.17 256 58.72 

F 3 4.35 5 2.48 10 2.29 

u 3 4.35 5 2.48 10 2.29 
s 5 7.23 14 6.93 40 9.17 

T O T A L 69 202 436 

Tabla 6.2 No. de bloques que ocupa cada archivo. 



75 

4 % 16 % 64 % 

DATOS 10 14.49 12 5.94 18 4.13 

RESULTADOS 59 85.51 190 94.06 418 95.87 

TOTAL 69 202 436 

Tabla 6.3 Resumen de bloques empleados en disco. 

No. de vector 

elementos KT 

4 88 

16 388 
64 . 1568 

Tabla 6.4 No. de elementos del vector KT. 
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l'ig. 6 .4 Comparación de los desplazamientos calculados c1~peando el programa de el P:;1t·nLo finito y 

los obtenidos mediante las fórmulas tradicionales. 
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- 31o.9 

8711. 28 

• 879.28 
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310.9 2 2 2. 2 2 2 l. 9· 132.8 133.7 46.4 

- 310.9 -221.9 - 2 2 2. 2 - 133.7 - 13 2.8 - 42.4 

a) Calculado por programa. 

744.72 647.28 512 .72 415 .28 280.72 18 3. 2 8 

- 744.72 - 647. 28 -512.72 -415.28 - 280.72 -183. 28 

Fig. 6.5 

b) Calculado por fórmula. 

Esquemas comparativos de los esfuerzos<f obtenidos para los puntos gaussianos 
XX 

discretizando la barra de la fig. 6 .1 en 4 elementos finitos. 

42 .4 

- 46.4 

41.72 

- 48. 72 
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• 835.5 -7l!6.2 -731.9 ·616.9 • 617. 6 ·504.0 -505.9 -391.8 -393.5 • 28 P.2 -281.8 -166.5 . 167.8 

a) Calculado por programa, 

1124.• IPS!¡.2 !il68.2 9,03.2 812. 8 747.2 6 56.8 5 91.2 500.8 4 35.2 341.8 279.2 188. 8 

517. 2 2sa.• Í!T!l.2 254.8 229.2 210.8 185. 2 166.8 141.2 122.8 97. 2 78.8 53.2 

• 317. 2 -298.8 - l?73.2 -254.8 • 229.2 -210.8 -185. 2 -166.8 • 141. 2 • 122.8 • 97.2 -78 .8 • !>3.2 

• 1124.8 -10!19.2 • 968.8 .9 03.2 • 81 2 .8 • 747.2 • 656 .8 -591.2 • 500.8 -435.2 -344.8 -279.2 • 188.8 

b) Calculado por fórmula. 

Fig. 6.6 Esquemas comparativos de los esfuerzos fxx obtenidos para los puntos gaussianos, 

discretizando la barra de la fig, 6 .1 en 16 elementos finitos. 

62.9 52.4 

15 .4 4.9 

-11.7 • 16. 9 

-51.5 -!IEUI 

12 3.2 34.5 

34.8 9.7 

-34.8 • 9. 7 

• 1,23.2 • 34.5 



7, CONCLUSIONES 

Al considerar los resultados en el ejemplo de aplicación es po-

sible analizar algunos aspectos. 

a) En lo que se refiere al tiempo de proceso (tabla 6.1) en g~ 

neral el 55% se utiliza en el cálculo de la matriz de rigi-

deces de cada elemento. 

b) Al comparar la memoria utilizada para datos (tabla 6.3), e~ 

tos ocupan un porcentaje muy bajo del 14.5% hasta el 4.13% -

conforme aumenta el nGmero de elementos este porcentaje di~ 

minuye, en cambio para los resultados varía, en este caso 

del 85.51% al 95.87%, esto indica que el archivo de datos 

no influye en la capacidad del disco, 
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c) Para la memoria central al usar 64K de memoria, se tiene 

32K para sistema operativo y el resto para programa y dime~ 

sionamiento de arreglos; con esta limitaci6n fue posible r~ 

solver un sistema hasta de 48 ecuaciones lineales, esto ha­

ce patente la importancia del estudio y desarrollo de algo­

ritmos que permitan optimizar la solución de ecuaciones li­

neales. 

d) La capacidad que requiere el programa completo ocupa 30 blo 

ques de memoria en disco, esto significa menos de la mitad 

de la capacidad total del disco e implica que los programas 

modulares no ocupan mucha memoria. 

Con base en los incisos anteriores se puede afirmar que el uso 

de microcomputadoras para la solución del análisis de estructu­

ras en especial para problemas de elemento finito presentan va­

rias ventajas en relaci6n con el uso de computadoras grandes, 

ya que con una conf iguraci6n m!nima es posible resolver proble­

mas de regular tamaño, con grado de aproximación aceptable. 

Existe un porcentaje de error al emplear este método, el cual disminuye 

conforme el número de elementos en que se discretiza la estructura aumenta 

como se puede apreciar en las fig. 6.4, 6.5 y 6.6, por lo tanto para un re­

sultado más cercano al exacto se deberá considerar una malla más cerrada. 
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