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1, INTRODUCCION 

1,1 Generalidades 

En el campo de las matea,ticas y de la ingenieda se pre
sentan problemas que por su coaplejidad ea necesario divi
dirlas en componentes, para tener una viai6n 116a clara y 

poder estudiarlos. En algunas ocasione• as posible repre
sentar un proble~a en un número de coaponentes bien defini
dos llamados probleaas discretos, pero en otros caaoa la 
subdiviei6n es infinita con lo que se obtienen ecuaciones 
diferenciales o expresiones equivalentes, e '•tos se lee 
llaaan problemas continuos. 

Loe pr imeroe en buscar solucione• pr6cticaa para la aolu
ci6n de probleaas continuos fueron loa ingenieros, y esto 
fue realizando analogías directas entre aodeloe y metodolo
gías aplicables a sistemas discretos, Ref. 11, 



2 

Los matem6ticos han podido obtener una metodolo9fa pa~a re
•olver ecuaciones cUferencialea por •edio de ..itodos nullé
ricos y el ntodo que ha llegado a tener la •ayor acepta
ci6n es el m'todo del eleunto finito y 4ate es el que se 
desarrolla en el presente trabajo, 

l.~ Objetivo• 

I.o• objetivos de este trabajo eat6n •otivadoa por el e•tu
dio de fendiaenoa físico• que puedan Hr •olucionado• por 
•edio de •6todo• num6ricoaºaproxi•ado• y•• re•u•en en lo• 
•iguiente• punto•a 

al Presentar un proble•a continuo especifico de un fen6•e
no flaico de la •ec6nica de •ueloa que ea el de la con
aolidaci6n unidi .. naional. 

bl De•arrollar por llétodoa tradicional•• el proble•• y ob
tener •olucione• exactas. 

c) Aplicu el llltoclo del ele•ento finito pan obtener •o
lucionea aproxi•ada• del •i•mo proble ... 

d) Efectuar COll¡laracione• entre lo• .. tocio• analítico• 
tradicionales y el •6todo del elHento' finito que pro
porcionen lH ventajH que existen en Pbo• lllto'do•. 
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e) Formalizar un criterio en el lector que haga perc•terse 
de la importancia que tiene el .;todo del elemento fi· 
nito para la solución de ecuaciones diferenci•les. 
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2. FORMULACION DEL PROBLEMA 

La consolidación es la reducci6n gradual de voluaen de sue
lo totalmente saturado, de baja permeabilidad, debido al 
drenaje de agua a través de loa poros. Un proceso que con
tin~a hasta que se disipa totalHnte el exceao de preai6n 
dE a9,1a en loa poros, producida por un increHnto en el ••
fuerzo total oobre el suelo. Rcf. s. 

2.1 Bcuación de conti~uidad 

El principio de la conservación de la aateria nos dice1 

La m'ºª por unidad de tiempo del fluido que entra (Me) a un 
volu~en especifi=ado, una parte queda alaacenada en au in
terior (Mac) y el reato sale (Ma) del voluaen, ea decira 

Me " Ms + Mac (2.1) 
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o bien: 

dMac _ • • 
- Me - Ma 

~t 

De acuerdo con la figura 2.1 la masa que entra por la cara 
formada por los ejes xz resulta ser (Mex), donde: 

. 
Mex :z .f' w vx dy dz (2. 3) 

y la que 11ale (Max) en el mismo plano: 

Max = [ w vx + d <f w vx 1] dy dz (2.41 

Al efectuar la resta entre las ecuaciones 2 •. 3 y 2. 4 se ob
tiene la masa por unidad de tiempo acumulada entre.los pl~ 
nos de entrada y salida xz como· se indica a continuac~6n1 

• • ;;l 
Mex - Msx = - - ( f' v 1 dx dy dz 

;) X W X 
(2.51 

o sea: 

. 
Mex = Msx (2.6) 

AnSlogamente, para las direcciones restantes se obtiene: 

Ñey - Ñsy (2. 71 
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dv (2,1) 

Por lo que la acumulaci6n 9lobal resulta •era 

iie - iis • -[orx 'fw v.> + Jy 'J" vy> + fa 'f' w v.1 J 
(2.!I) 

Que puede expresarse en notaci6n matricial comoa 

r ~ () d ]<ro -L- . - ·--- J " uX Cly cJZ 
(2.10) 

!. 

(2.111 

Al •u1tituir la ecuaci6n 2.11 an la ecuaci6n 2.2 1e obtiene 
que a 

~ 'l' ( f w !. 1 + t t (Mac) • O (2.12) 

Que H la ecuaci6n que repruente el principio de le con-
1ervaci6n de ••••· 



2,2 Ley de Darcy 

Lll ley de Daccy establece paca un flujo laainac, la rela•. 
c16n aiguiente1 

(2,U) 

Donde, ! ea el gradiente hidr,ulico (ea decir la pfrdida de 
carga hidr~ulica por unidad de longitud), ! e• la •atril 
(ten•orl de coeficientea de per•abUidad, a •• le podcl6n 
re•pecto a un plano de referencia y 'f'w •• el peao volullf
trico del agua. 

ll gradiente hidr,ulico eat6 definido por1 

!•!h (2,U) 

La carga hidr,ulica ae puede repreaentar coao1 

La repreaantaci6n ••triciel del tan1or de coeficiente• de 
per•e1bilidad resulta aer1 

•I P1r1 el caso iaotr6pico 

~ 
o 

:J !!. • k (2.161 
o 



• 

b) Para el caso ortotr6pico 

(2.171 

Al euetituir la ecuaci6n 2.lt en la ecuaci6n 2.13 •• obtie-. 
ne quea 

(2.11) 

Y al euctituir la ecuaci6n 2.15 en la ecuaci6n 2.11 •• tie
nes 

l!. • (2.19) 

.• 3 B'uaci6n de coneervaci6n para la ley de Dllrcy 

Al euatituir la ecuaci6n 2.18 en la ecu1ci6n 2.12 ee obtie
ne quea 

2 T [ f v Jl ! ¡.'] 
(2.20) 
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o bien la ecuaci6n 2.19 en la ecuaci6n 2.12 

(2. 211 

Estas ecuaciones representan a la ecuaci6n de la conserva
ci6n de masa por unidad de tiempo para la ley de Darcy. 

2,4 Masa acumulada en un suelo poroso saturado 

Para un suelo saturado el medio poroso lo constituye la f! 
se a6lida, denominada esqueleto y el fluido que llena los 
poros ea usualmente aqua. 

Las causas de acumulaci6n de aqua en el proceso de deform! 
ci6n de un suelo se puede deber, 

al A la compresibilidad del fuido, lo que puede ocasio-
nar una acumulaci6n E.., f v' sin cambio de volumen. 

bl A la compresibilidad del s6lido, que tambi6n puede 
provocar una acumulaci6n E, sv' sin cambio de volumen. 

c) A un cambio de volumen del suelo indicado como €... v' 
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De acuerdo con lo anterior, el volumen total de al1111cena
aiento, •e puede expresar coao1 

e._ • C.v + r_,f v + --,• v 

lo que produce una •••a acuauladac 

Mac • fw !:., (2. 23) 

Y h rapidea de vari11ci6n respecto al tie11po de la •asa 
acuaulada resulta ser1 

12.2•1 

2.s Casos particulares de flujo de agua en .. dios poro•o• 

1.s.1 .. rticula• inco11pren1ible• 

Ya que l~• pre•ione• que •e tran••iten al •utlo •on relati
vamente pequefta• •e putdt afiraar qu• t•nto la• partículas 
de •6lidos como h• del fluido ion incot1prelible1, lo que 
iapUcaa 
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por lo que el voluaen total de alaacenaaiento e• ~nicamente 
el producido por el de un caabio vo1u.;trico, 

(2.25) 

Al •u•tituir el valor de la identidad 2.25 en la ecuacilin 
2.2• •• obtiene quea 

(2.26) 

Se aiaplifica la densidad de •Ha lfwl de la ecuacilin 
2.26 ya que •• conaidera con•tante. 

r:¡_T ~ ~ ::2 h J • gt ((.y) (2.271 

11 voluaen de 1l111acenaaiento total •• el producido por el 

flujo en la• direccione• paralela• a loa eje• de referencia 
11, y y •• o .... 

12.211 

2.5.2 Proce•o unidimensional de defor .. cilÍn 

Lo• dHpln•111iento• contenido• en el pllno horhontal en 
loa •uelo•, debido el incre .. nto de ••fuer•o• perpendicula
rH al plano horhontólll, H pueden considerar pequello• en 
coaparación con lo• de•pla1aaiento• vertical••· Si •e de•
precian lo• de•pla1aaiento• hori•ontale• •• obtiene un ••
tado unidlaen•ional de deforaaci6n. Y el voluaen total de 
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la masa acumulada resulta ser igual •l volumen da •••• acu
mulada en la direcci6n vertical, paralela al eje •• o seas 

·rallbi4n para el caso unidimensional el ca.ponente ten•or de 
permeabilidad ! que •e con•idera e• el ••ociado a la direc
ci6n paralela al eje s, y resulta •er un ••calar. 

!•kz•k C2.301 

Mle•4• el valor del operador 7 nabla ae reduce a la deriva
d• parcial re•pecto • •· 

~.v.+ 
. 1 

(2.31) 

y la direcci6n de la velocidad es ~nica .. nte l• z, a•i que1 

V • V 
- 1 

(2.32) 

Se sustituyen los valores de 2. 30 y 2, 3l en la ecuaci6n 
2,27 y queda expresada co•o1 

l (2.33) 
'e) • 
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2.5.3 Coeficiente de permeabilidad constante 
.1 

En general el coeficiente de permeabilidad disminuye al re
ducir la porosidad del suelo durante la consolidaci6n. Sin 
embargo, para incrementos de esfuerzos, se puede considerar 
que el coeficiente de permeabilidad es constante durante t2 
do el proceso1 y la ecuaci6n 2.33 se puede expresar de la -
forma siguiente: 

k 

y al sustituir 2.15 en 2.34 se obtiene 

_k_ 

gw 

(2.341 

(2.351 

De las curvas de comprensibilidad Fig. 2.2 se obtiene la 
siguiente expresi6n1 

(2.361 

Donde mv se conoce como coeficiente de variaci6n volum6tri
ca. Como el esfuerzo total est4 formado por la suma del e~ 
fuerzo efectivo tJ'" • y la presi6n de agua de poro PI o sea: 

IT' + p (2.371 

al sustituir la ecuaci6n 2.37 en la ecuaci6n 2.36 se obtie
ne que: 

f:... V (e- - p 1 (2. 381 



al derivar la ecuación 2.38 respecto al tie•po, •e obtiene• 

(2.39) 

De l• condición de equilibrio el e•fuer•o total •• con•tan
te durante todo el proceso de conmolidaci6n y la ecuaci6n 
2.39 puede escribir&• co•o• 

(2.40) 

se •u•tituye 2.40 en 2.35, y re•ulta 

(2.41) 

Al ordenar los t4reino1 de la ecuaci6n 2.41 resulta 

(2.42) 

que 1e puede escribir 0011111 

) p d 2p 
-•cv --
d t J ,2 

12.u1 

donde1 

Cy • _k_ (2,44) 
•v.t·w 

y a cv ae l• conoce co•o coeficiente de con•olidaci6n. A 
la ecuaci6n 2.u se le deno•ina con el no•bre de ecuaci6n 
de le consolidaci6n unidieensional, Ref. 3, 
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3, SOLUCION DB TBRZAGHI 

Tenaghi encontr9 que le ecuaci9n de conmoUdacl9n unidi
.. n•ional ten$• analo9$a• .. t••'tic•• con otra• ecuacione• 
que repre•entaban proce•o• fÍ•ico• diferente•• Uno de ••
to• proceso• f~•ico•, auy e•tudiado en ••• tieapo fue el de 
propagacipn unidi•eHlon.i de calor y •u ecuacipn fue re
cuelh por 11edio de Hriea de rourier. Ref, e. 

La •l•ilitud entre ••tas dos ecuaciones diferenciales, per
aitló a TerHghi conocer una •oluclón para 8U teoría de 
con•olidacl9n unidiaen8ional por Hdlo de Hri•• de rou
rier, coao •e ver' en el preaente capítulo. 

3,1 Soluci9n de la ecuación diferencial de la consolidación 
unidi .. n•ion.i. 



Coao •e diacuti6 en el capitulo 2, la ecuaci6n que 9obierna 
al proceao de conaolidaci6n unidiaensional, es una ecuaci6n 
diferencial parcial, reapecto a laa variables z y t coao ae 
1111eatra a continuaci6n1 

'.'.'1 2u ';- u 
Cv -. a2 • ';.) t 

(3.1) 

POr lo que e• un probleaa de valorea inlclalH y en la 
frontera. 

i:. aolucl6n original de Ter1aghi corresponde • la condlcl6n 
de frontera alguiente1 

p • o, para 1 • o y 1 • 2R, para todo tieapo t >o 

y a la condici6n inicial dada 

p -~'"• para t •o y o.> 1 > 2R 

De acuerdo con el 8'todo de Hparaci6n de variablH para 
inte9rar ecuacionH diferancialH, la aoluci6n p, H puede 
expreaar coao el producto de doa funclonea, o aea1 

p. 1(1) 'l'(t) (3.2) 

Al suatituir la ecuaci6n 3.2 en la ecuaci6n 3.1 H puede 
escribir coao1 

c9:& 11 (1) 'l'(t) • 1(1) 'l''(t) (3.3) 

donde l•• coaillaa repreaanten derivad•• ordineri••· 
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Al ordenar t;rainos de modo que un miembro e•t; en funci9n, 
•~lo de la profundidad (z) y otro en funci9n •~lo del tiea
po (t), ••tiene que1 

~D~ º''' Z (a) cv T(t) 

Bata• r•l•cione• tienen la c•racter~•tic• de poder•• .. pa• 
r•r al igu,lar•e a un• con•tant• por lo que 11 1cueci~n 3,, 
•• puede expr••1r coao1 

o bien 

T 1 (ti • ')._ 
Cy T(t) 

Z"(a) • '). Z(a) •O 

T' (t) • >-c T(t) • O y 

(3.5) 

(3.6) 

(3.8) 

De e•t1 .. n•r• •• obtienen do• ecuaciona• diferencial•• or• 
dineriH linealHr hoaog6neH, que H pueden rHolver por 
--todo• directo•· Ref. 6. 

Al r••olver 3,7 y 3.8 con •u• propia• condicionas y al •u•
tituirl•• en 3,3, 11 solución de e•te ecuacl9n e .. rge coao 
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u babia dicho, de aeriea de Pourier, ad que la aoluci6n 
buacada ••• 

p(a, t) • 'i ~ un (11 11 .1-112 Tvl 
n•O 11 

en donde 

11•..L1T (2n+l) 
2 

1. -·-
B 

c t 
TV • V -¡r 

J,2 arado d• Con•olidaci6n (Ua (t)) 

(J.t) 

11 9rado de conaolidaci6n • una profundidad a y • un in•
tante t, Ua(tl, ••define como la relación entre la conao
Udaci6n que ya ha tenido lugar • eH profundidad y • la 
conaolidaci6n total que ha de producir•• bajo el increHnto 
d• carCJ• i11pueato, repreaentado por la ecuación que ae ••
criba a continuaci6n1 

Ua(t) • 100~ • 100 ( 1 - --2) 
J;.,,. ¿~ 

(J.101 
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Del ahao aodo •.e puede deUnir al grado 11edlo da conaoli
daci6n u<•> coao la relación entre la consolidación que ha 
tenido lugar en todo el eatrato en un tieapc t y la total 
que haya de producir••• por lo que ha de repre1entarae coao1 

(2H 

U(\) • ••-'º-~!.,_!-._lr_·_p._.l_d_a 
..1cr aa 

puede eacribir1e coao1 

(100) (3.11) 

"" • '" [' A: " f." P ••J u.>21 
Al auatltuir el valor de la eapreai6n 3.9, en la ecuación 
3.12 y al efectuar•• la integracl6n •• obtiene la algulente 
eapreal6n, (referencia S). 

..... '" [. ... 
- l: n•O 

(2n+l)2 'f!2 TY l 
-1--1 

• • 4 
(2n + l )Z'\TZ _J 

(3.13) 

leta ecuacl6n tiene una caracter(•tlca laportante y ea, que 
el grado aedlo de conaolldacl6n del auelo e•t' a6lo en fun
cl6n del factor tieapc (TYl1 con lo que •e pueden reallsar 
curYa• te6rlca1 de conaolldacl6n, rl9. 3.1 y 3.2. 
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4 SOLUCION CON EL METDO DEL ELEMEN

TO FINITO. 
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De acuerdo con al cap,tulo 2 H define al proce10 de la 
conaolidaci6n unidtaenaional .. dtante un llOdelo .. t••'tico, 
el cual ••t• repreaentedo por una ecuación diferencial y ea 
un probl••a de valor•• en la frontera y de valore• inicia• 
lea. Una for .. de •olucionar e1ta ecuación, •• .. diant• el 
._todo del ela .. nto finito. Bl llBP •• un _.tocto aproxt .. do 
para la 101uct6n de probleaH en la frontera e iniclalH 1 

aapecto que 1e pre1ente en e1te capitulo. 

4.1 rormulact6n de la ecuación de la con1olldacl6n unldlaenalo· 
nal con 1u1 condlctone1 en la frontera e lnlcial••· 

Sea un ••trato de 1uelo coapre1ible tal coao •• aue1tra en 
la figura t.1, en el cual 1u proce10 de conaolldación ••t' 
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gobernado por le ecueci6n 2.43 que se discute en el c•pítu
lo 2 del presente tr•b•jo y que •e •uestr• a continuaci6n1 

";)1 ,... 
Cv ~ • ....!:.:.,R 

0 z2 V t 
(4.11 

en donde el exceso de la pre•i6n de agu• de poro, p, ••t' 
en funci6n d• l• profundidad, 1, y el tie•po, t, el •Í•bo
lo, cv' •e conoce como coeficiente de con•olidaci6n. 

t.1.1 Condicione• de frontera en funci6n de la pre•i6n 

Al definir la• condicione• de f ronter• para el •uelo de la 
U9ura 4.1 en funci6n de la prHi6n, H con•idera que la 
superficie del estrato regi•tra una pre1i6n nul• pera todo 
tiempo •ayor de cero1 por lo que •• tiene que1 

P ¡ • o par• t > o 
•-0 

(4.2) 

4.1.2 condición frontera en funci6n de la velocidad 

Para el •h•o eatuto de la fi9ura 4.1, otra condici6n de 
frontera H ••tablece en la cape i•perHable en donde la 
velocid•d de desc•rga de pres16n ,v, es nula1 ••to es por 
que el •uelo no recibe flujo de agu• de dicha C•P•• La 
condici6n fronlera en funci6n de la velocidad puede por lo 
t•nto ••r r1pre•ent•d• por1 

vi • 
a•H 

o pan (4.3) 
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4.1.3 Condicl9n inicial 

Para un tieapo igual • cero, co1111 condici~n inicial, le 
preai~n en todo el ••trato •• equlv•l•nte •l lncre .. nto de 
eafuerzo,4p 1 y se puede escribir de la for•• aiguiente1 

p 

1 

•l1p 
inicial 

t•O 

P•n .~o 

4.1.4 Condiciones gener•l•• de frontera e iniciales 

C4.4) 

La velocid•d de deacarg• de preai~n ,v, en el estrato en 1• 
dlracci~n 1 eat' definid• en funcidn de la perM1billd1d, 
k, y de l• c1rge hidr,ulic1 ,h, coao •• puede 1precl1r en 
l•• ecuaciones 2.18 y 2.31 que •• escriben a contlnuacl~n1 

V• • k'Vh • • k .2J!.... 
~. 

· 14.s1 

y de acuerdo con 11 ecuacl.9n 2.15 11 carga hl.dr,uUca •• 
representa comoa 

•l sustituir 4.& en 4,5 •• tiene que 

v • - k e 1 + ..J... :il.l > 
'tw 'Ua 

C4.li) 

C4.7) 
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para qua la ecuacipn t. 7 •• cu•pla, 1eg~n la condici6n de 
frontera t,3; la velocidad debe 1er nula1 con lo que •• 
tiene que 101 do1 t;r•ino1 que •• •ultiplican •• deben anu
lar. 11 nlor de la per .. abilidad , k, •• conocido, de 
•odo qui la ecuacipn t,7 ••puede repre1entar comos 

1 + - 1- ~ .• o 
t.~. 

u; .... , q, d PHO HPICÍfico del agua 1 /w• Y dHpJje1e 
de la ecuaci6n t.a, co•o 1e indica a continuaci6n1 

~- -q 
(4.t) 

de •od~ que la ecuacitSn 4.9 •• puede expre1ar co.01 

(t.10) 

Bita ecuacipn 4.10 define la• condicione• general•• de bor
de e iniciale1 del eatrato de la figura 4.1. 
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4.2 Solución Numérica de la Ecuación de la Consolidación Unidi-
111ensiond. 

De los m~todoa aproxiudos m~s estudiado• para resol ver 
problemas en un medio continuo, aon los métodoa de las fun
ciones prueba1 de eatos métodos existen do• técnicas prin
cipale• y aon, el lllétodo de loa residuos peaadoa y loa mé
todos variacionales. 11 pri .. ro de eatoa aétodoa cuantifi
ca la 1oluci¡ín aproximada aediante funciones de peso que 
hacen que el error de aproxiaaci¡ín sea •~niao o pequeno en 
alg~n contexto y loa .;todo• variacionale• buacan la aolu
cipn de la ecuaci¡ín diferencial, expreaada en for•• inte· 
gral, al proporcionar un valor extre111al a un funcional. 

4.2.l PorN Variacional Sillétrica o Débil de la Ecuación de 
la Consolidación Unid1aenaional. 

Una vas definid• la ecuación de la conaolidación unidi111en
aional 4.1 y sus condicione• de frontera 4.10, el proble111a 
a resolver es determinar una función ,v, tal que aatisfaga 
a la ecuación en todo• loa puntos del eat.rato. Al integrar 
todos estos puntos gobernados por la ecuación 4,1, ae tiene 
que a 

¿/ p "'.\ p v ( Cv __ - _,_.· _ ) dz • O 
?i .2 ·;¡ t 

(4.11) 

en donde la función ,v, ea un conjunto de funcione• arbi· 
trariaa llamada• funciones prueba. Se puede afirmar que •i 
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la ecuación 4.11 H cumple para cualquier ,v, la ecuaci6n 
4.1 •e deberá satisfacer en todo• lo• puntos del eatrato. 

Del 11i1110 modo H debe aatiafacer a la condición de borde 
4.10 por medio de una función prueba, 'Y, cualquiera1en to
do• loa punto1 del estrato, aa{ que la ecuación 4.10 valua
da en todo el estrato•• puede·e1cribir collO; 

en donde v ea una función arbitraria. 

Las ecuacione• 4.11 y 4.12, por •er igual a cero, ae pueden 
representar del •odo aiguientea 

/
H ';:) 2 .-., 

V ( Cv ~ • ...,;..'.J!_ ) dz • V 
. o .,; .2 ;i t 

Al cu11plirae la ecuación 4.13 para toda función, v, y, v, 
equivale a decir que la ecuación 4.1 con •u• condicione• de 
borde 4.10 ae aatiafacen en todo• aua puntoa. Al deaarro
llar la ecuación 4.U •• tiene l.a siguiente expreai6n1 

.-H :'! 2 f H. ~ 'd 
J V Cv -f:!:-R dz - V ~ dz - i .!lJ! 

o .. 12 o 'd t ';) 1 
1: -i ql: . o 

(4.U) 
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Bata for•• de expresar • la ecueci6n con eus condiciones de 
borde, •e le conoce coao forme integrel de le con•olidaci6n 
unidimendon•l. X. ecueci6n preaent• un• ed•etd• en el 
pri•er ele•ento que l• for•e, •• por esta re16n que •e har' 
la integreci6n de e•t• eleaento por •eperado y a continua
ción •• •u•tituir'n loe resultados obtenido• en la ecuaci6n 
4,14 original1 ll&meae I al pri•er elemento de le ecuaci6n 
•. u. 

I • Cv 

Proc4daae a integrar por partes le expreei6n 4.15 

• CvV t¿, p 
• ., 1 IR fª - Cv 

o o 

14.15) 

14.16) 

•• sustituye ••te nuevo valor de I de le ecueci6n 4.16 en 
le ecueci6n 4.14, obteni4ndose le •iquiente expresi6ni 

- j"OH Y '¿, R di - v 
'(\ 1 

3-Ljª-•qlª 'Ja- o o o 
(4.17) 

el conaiderer el velor de le función ,v, en for•e erbitr•
ri• c0110 •• •ueatre e continu•ci6n 

Y• Cv V (4.111 



y al auatituir aste valor de la funci6n 4.11 en la ecuacl6n 
4.17 •• obtl•n• la al9uient• expreal6n. · 

-cvfª';>v ~, d••cvvb.. Iª- r· va..d. 
o r. • e>• o Jo ()t 

1 

B - 1 B 
- Cy V ~: O - Cy V q O • o 

C4.HI 

al reducir t•r•inoa y. multiplicar por -1 a la ec:uacl6n 
4~1t, 4ata reaulta como 1e decrlbe 1 contlnu1cl6n1 

!. .. .r" . ·¡· 
Cy O 5 : * da +.JO Y ~ : cls + C:y Y q O • 0 

c•.201 

.. ta ecu1ci6n 4.20 repreaenta.la for .. cl4bll ele la ec:uac:i6n 
ele la conaoliclaci6n unidlMneional. le le ele 11t1 nOllbre 
ya que como 1e puede obaervar el orden del operador· 11 M
nor al que aparece en la 1c:u1cl6n 4.14 a peaar ele aer .. yor 
el orden ele la c:ontlnuldacl ele la funci6n v. 

4.2.2 "'tocio de Galerkln en •1 clo•lnlo 9eom'trlco 

uno ele 101 procecllml1nto1 ••1 utlll1aclo1 por loa m'tocloa ele 
loa r1alcluo1 peaadoa, para evaluar la1 func:lonea prueba, •• 
el -'tocio ele Galerkln por 1111 convenlenclH num'rlcH. Bn 
Htl m'toclo la funcl6n prueba ,v, H repr11enta ele la 1l-
9ul1nt1 .. n1ra1 

oD 

v Cll ;. ¡_ /J ,tJ 
l•l l l 

Cll c•.211 



en donde (3 1 ao~ conatantH arbltrar1H y JI!! 1 C•I aon 
funciona• deaconocidaa 11 ... daa funcion•• ba••· 

h claro que al •• toun un n4•ero finito d• ena t•r•lno• 
en la eerl• t.21, •• obtendr' aola•nt• una aproxl .. cl6n·, 
"n' de la runcl.6n bHe v. De •odo que la HprHldn t.21 
•• puede eacribir c08l01 

n 
I: ;11.111 (•) 
l•l 

(4.221 

al •todo de Galerllln conal.•t• en conatrulr una aolucldn 
aproxi .. da al probl ... varlacional de valor•• en la fronte
ra en una diMna16n finita de toda la ragl6n, ad que la 
aolucl6n buacada, p, H aproxl••d• aedianta la prueba ,u, 
de la al.9ulente for••• 

n 
p~ unt•> • r ol. :1 ":1 (1) 

i•l 
{t.23) 

donde Ji :1 aon ene funcionH conocidH que edaten en la 

regldn en donda •• deaarroi.~• la ecuacldn, y loa coaflclen
t.H d. :1 aon par&..tro• cteiié:onocldOI. 

al criterio que utlll1a Galerkln para lleteralnar loa coef l
clentea ot :1 en una ecuacidn en donde intervienen la• 
apro•i .. clon•• 4.22 y t.a¡, •• for1ar a que loa valor•• da 
/t de la funcldn prueba t.aa, ten9an •l valor de 11 un1d1d 
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en el punto i y nulo los valores en todos loa dem6a pun
tos. De e1te •odo los valores de O(j son únicamente los 
qua 1e obtienen en loa cálculos del punto en cua1ti6n. Por 
lo que la funci6n prueba se reduce a ser la funci6n base1 

v (a) • - i (a) (4.24) 

y esto equivale a que el error de aproxi•aci6n 1aa ainiao, 
Bate sétodo de Galarkin provea una estrategia elegante para 
!a 1oluci6n da ecuaciones con valores en la frontera a ini
ciale1 paro es liaitado en su u10, ya que no proporciona 
una metodología para la conatrucci6n raaonabla de las fun
ciones base. Ref. 2. 

4. 2. 3 Aproximaci6n de Galerkin para la ecuaci6n da la conao
lidaci6n unidiaensional, 

Sea ,p, la soluci6n buscada, aproxiaada· aediante la prueba 
,u, de la siguiente forma1 

n 

p r,:::.u • ~ Ni ªi • !!. ! 
i•l 

(4.25) 

oonde ,N, son un nlÍllaro finito da funciona• base y ,a, un 
número finito de coeficientes daaconocldoa, 
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Sea la funci6n prueba ,y! la funci6n base propuesta por Ga
lerkin1 

V • N j (4.26) 

Al .ustituir la aprolliaaci6n 4,25· en la ecuaci6n 4.17 H 

obtiene que1 

Cy dv d!!!dl +(OH yJ!!! + Cy V q IOH 
dz vz Jr ;)t 

• o 

(4.27) 

De acuerdo al mtodo de los rHiduos peHdos la ecuaci6n 
4.27 recibe el noabre de inte9ral de peso. Al aplicar el 
mtodo de Galerkin en la ecuaci6n 4.27 o ••a al eustituir 
la ecuaci6n de la aproxi .. ci6n 4.26 en la inte9ral de pe
so, se obtiene la si9uiente expresi6n, 

lc B ';)N• ~!!! Jª Cy ~ -- dz + 
o clz Ü 1 o 

(4.28) 

Ya que ésta es una ecuaci6n en donde se trata de efectuar 
una aproxi•aci6n exclusiva•tnte en el ••trato por eedio de 
la variable, 1 •• ••tablacen la• •iguiente• con4iciones1 

! • !! (1) 

! • ! (t) (4.29) 
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Esto quiere decir que la funci6n base está en funci6n de 
la profundidad ,11, y el coeficiente •.!• en funci6n de la 
variable tiempo ,t. Al sustituir las condiciones anterio· 
rH 4.29 en la ecuaci6~ 4.28 se obtiene la expresi6n que 
se indica a continuaci6n1 

(cv (H~ -;)Nadz,!+j 8 Hj.!!d11~+cvHjq\B •O 
Jo ';) • ';>• o c.lt o 

(4.301 

se bar' u•o da la comilla para representar la pri•era de· 
rivada con re•pecto a la profundidad ,a, y al ordenar los 
t4rminos de la ecuaci6n 4 .lo H obtiene la si9uiente for
•ulaci6n. 

(cv fo H Nj .!! , dz , !· + <fo H Nj .!! ds) i + Cv •:1 ¡¡ 1: . o 

(4.ll 

en donde 

Bata ecuaci6n 4;31 1e le identifica co•o •111euaci6n de los 
residuo• pe•ado•" P•ra la consolidaci6n unidi11ensional. 
Al 1er ésta un sisteaa de ecuaciones diferenciales se pue
de expresar en notaci6n •atricial, co•o• 

" (4.321 . 



donde !• S y ! •on1 

(OH ! • Cy ), 

! • Cy Nj q 

' , 
Nj !! dz 

1 
HO 

4.2.4 lllto4oa de Glllerkin en el l>Ollinio del Tieapo 
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(4.lll 

(4.35) 

Bl probleaa de la consolidaci6n unidi .. nsional repreaentado 
por la ecuación 4.31 e• un 1ilte .. de ecuacionea diferen
ciales que .. caracteriza por contar con la variable del 
doainio tieapo, el cu.i es de diaenai6n infinita, es por 
eata rH6n bte un caeo particular de loa probleaas de 
equilibrio dinililico. 

In el Apéndice 8 del presente trabajo se desarrolla por me
dio del altodo del eleaento finito la dilcretiaación para 
la aoluci6n del aiateaa de ecuaciones indicado por la ecua
ción 4.32. 

La discretl1aci6n del espacio coapleto del tieapo y del ••
pecio 91omtrico ae expresan 1n 1i1teus difer1ntea ya que 
de otro ao4o 11 doalnio 9eneral contendría aiault6n1aaente 
deudadaa variablH, por otra Ptrtl la IJIOllletda •l•ple 
del doainio Ueapo no da pie al 1apl10 de una 1ubdivlll6n 
irrBl)ular en ele .. nto1 e1pacio-tieapo. 
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La 11etodología para la aoluci6n de probleaaa de Hte tipo 
ae basa en c'lculo• por incremento• sucesivo•. (Ref, 11). 

Del Apéndice B •• toma la for11uleci6n general en la cual ae 
au•tituye la ecuación 4.32 y ae obtiene la siguiente expre
ai6n1 

e !: 11 11 a + e- !: + 1 11 - e1 a • o 
ºAt - -n+l At - -n 

(4.36) 

Donde 8 •on loa valorea indicado• en el Ap4ndlce.B para lo• 
diferentes aétodo•· 

• • -L , Crank - NICllOI.SQ; 
2 

8 • O , luler, o diferencia• hacia adelante 

8 • 2/3 , Gillerkin 

a • l , Diferencia• hacia atr'• 

4.3 Aproxiaaci6n del Método del lleaento Finito 

Se ha dl•cutldo a lo largo de este capítulo la aetodología 
para •olucionar aedlante aproxi11aclone• la ecuaci6n de la 
con10Udaci6n unidiaen•ional en un aedio continuo. Gene
ralaente e1 difícil a1ociar loa aedlo1 continuo• con un ao
delo discreto para la representación racional de •u• ecua
cionH, por tanto el eleHnto finito da una Hcuencia de 

.c6ao lograr ••to. 
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t.3.1 Funciones de Foru 

Bl método del eleaento finito proporciona una técnica gene
ral y siat••'tica para la conatrucci6n de las funciones ba
se para el •étodo de Galerkin. Para poder realizar lo an
terior, pri .. ro hay que dividir el estrato en un nÚllero fi
nito de aubregione• llamada• elementos finitos, esto• ele
.. nto• deben ••tar interconectados por un nW.ero finito de 
nodos o puntos nodales, situados sobre la• fronteras de loa 
ele .. ntoa. Batos puntos nodales representan la• inc69nitaa 
para la ecuaci6n de la coneolidaci6n unidi .. naional o sea 
el HCHO de la preai6n de agua de poro. Ver figura t .2. 
No H por deúa •encionar que por eer bte un °CHO unidi
.. naional •• e•plean excluaiva .. nte regionea lineales en •u 
geometría. 

4.3.2 Puncione• de Interpolaci6n del Blemento Finito 

La parte •b i•portante en al llftodo del ele .. nto finito 
consiate en l• •elecci6n de la• funciones de interpolaci6n1 
la• cual•• deben Htiafacer cierto• criterios para que H 

logre la convergencia de la aoluci6n aproxiaada a la exacta 
de la ecuaci6n diferencial que •• este ••Pleando. Unaa ca
racterística• relevante• de las funcione• aon au geo•etría, 
el grado de aproxi•aci6n y la facilidad de integraci6n ao
bre el do•inio del ele .. nto. 
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Existe una t;cnica general y •i•te.;tica para la con•truc
cipn de funcionas ba•a para la aproxi .. cipn da Galerkin pa
ra proble•H de valorH en la frontera e inicialH, refe
rencia 2, en ·1a que H dan lo• valore• de la unidad en el 
punto nodal y nulo en todo• lo• da.;.. Da •odo qua 1ia•pra 
H tanga un valor al punto nodal qua H a1t; trabajando. 
E•tas funciones bH• H lH d1 al no•bra da funcionH da 
foru y H aco•tu•bra referirla• local•anta. (llef.4). 

4,4 Aproxi .. ción da laa Funcione• da ror•a 

Para podar conocer an cualquier punto dal ala .. nto al axca
•o da la prasipn de agua de poro •• haca por .. dio da la 
interpolacipn. 

Para hacer la conatrucci6n da, la• funcione• da foru, que 
ion l•• funciona• qua par•iten la intarpolaci6n, exi1te una 
regla que dica qua habr;n tantH funciona• de foru co•o 
puntos nodalea en cada ele•ento. 

•••• 1 Ele .. ntoa Convencionale1 

La expanmi9n polin6111ica da la variable unidi .. ndonal del 
exca10 de la pre1i~n de agua de poro con re1pecto 1 la pro
fundidad a, P"P (•) ee puede indicar como1 

1 
P • •o • ªi z u • 1,2, , ,., (4,37) 
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:, 4.4.2 Interpol•ci6n Line•l 

Pu• el CHO de un• interpol•ci6n lineal en donde 1610 
exi1ten do1 punto1 nod•les, l• ecuación 4.27 re1ult• 1er1 

P • •o + •i <•> (4,38) 

P•r• poder expres•r el v•lor de p, en funci6n de lo• v•lo· 
rH en 101 punto• noddH (Fig, 4. 3 ) H necHit• v.luu 
11 ecu1ci~n 4J7en t•les puntos, co•o se indica • continu•• 
c:t6n1 

P¡ • p 1 
1 • o 

(4.3!1) 

P2 • p ·1 
1 • l 

(4.40) 

•l 1u1tituir l• ecu•ci6n 4.39 en la ecu1ci6n 4,38 se obtie
ne• 

(4.41) 

Al sustituir la ecuacipn 4,40 en la ecu•ci6n 4.38 re1ult11 

(4.42) 
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De las ecu•cion•• 4.41 y 4.42 •• obtienen1 

c•.UI 

, •••• 1 

Al 1u•tituir l•• ecu•cione1 •.43 y 4.•• en l• ecu•ci6n •.ll 
rHult., 

1 p 
P ª (1 - - 1-1 P1 + -,- P2 • Mi Pi 1•.01 

donde e N1, H deno•in•n funcionH de interpolacl6n y H• 
••presiones •on1 

"1 • 1 - -,-

1 

1 
•'1 • - T d• 

N' • 2 
1 
-di 

1 

(4.461 

(4.01 

(4.•11 

1•.01 
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4,4,3 Interpolación Cuadrática 

Pan eete caao exhten tres puntos nodlles por lo que se 
requiere conocer •l valor c!e p en otro punto ac!icional a 
loa extre•oa, al cual •• aeleccionará en el centro c!el ele· 
.. nto. La ecuaci6n 4.37 toaa 11 fora1 aiguiente1 

(4,501 

se procede a cuantificar las co~atantes a0, a1 Y a2 
de unera •i•ilar al punto anterior y la solución resulta 

••r• 
z 1 2 1 z 

p • 1-3 1-1 + 2 (-1-1 Pl + 4 (-1-1 (1--) 
1 1 

• z 
+-- 1 + 2 (-1-1 P3 • Ni Pi 

1 

(i • 1, 2, 31 

(4,51) 

en donde1 

•1 • 1-3 1-
1
-1 + 2 (~I 2 
1 1 

(4.521 

1 • 

"2 • 4 1-1 (1 - -1 
1 1 

14.531 

1 • 

N3 • (-1 • 1 + 1-1 
1 1 

14.541 
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4.4.4 Aproximaci6n de la Soluci6n en un Elemento Pinito 

La for•ulaci6n del elemento finito, • diferencia de lo• ~
todos de la• funciones prueba tradicional••• aprodaan la 

•oluci6n en cada una de la• •ubregionea correapondient•• a 
lo• eleaentos finitos. Bntonce•• le aproxi .. ci6n en la re
gi6n global de la estructura ea aeccional .. nte continua. 

La expreai6n de la forma variacional dada por Oalerkin en 
la.ecuaci6n 4.31 es v'lida como ya ae di•cuti6 para la re
gi6n completa de la estructura. cuando •e aplica a la re
gi6n de un eleaento finito (HB) •u expreai6n reaulta 1er1 

l
HE 

' , 
( Cy O Hj .!!i dz ) ! + !

HE 

( O Hj !i dz ) 

-'HB 
q . • o 

lo 
(4.55) 

en donde loa ele .. ntos del integnndo deben referirle al 
elHento f1nito1 la ecuaci6n (4.55) le puede eacriblr ... 
triclalaente coaoa 

!~j ! + ~e lj ! + !e j • o 

en dondea 

e I HE 
!ij • Cy Jo N'j !'i d1 et.57) 



~ ij 

(HE 
•JO Nj 

(4.58) 

!j e • Cv Nj q 
'HE 

lo (4.59) 

La ecuación 4,56 repreaenta un sistema de ecuaciones dif e· 
rencialea din6•ico ya que interviene el tiempo como varia
ble. 

Al auatitulr, loa valorea de las funcionH de for•• 4.46, 
4.4.7 y aua derivadas 4.48, t.49 en ecuacionH lH HtricH 
!ªti y c~j·d•l •i•t••a de 
eouacionea dlferencialea f ,56 ae obtiene1 

!ij e • Cv 

en donde 

• Re 

dz • dz 

J 80! l l c 
l·-¡¡l 1-n> dz • - ¡¡Í 

(f.60) 

(4,UI 
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" 
De aanera dmilar se obtienen loa valores de !tj y 
e 

.S1j faltantes y en for1111 matricial se expresan como1 

r:· -, 

!e ·::j 
¡- H~ HE (4,63) 

rHE 

-, 
1 

HE 

1 e ir r 
~ .1 

f! J L~E (4,U) 

Con la 11is11a analogía para deterainar las aatricea 
• • anterior, obtiene el !1j y Qij que el se para 

caso de interpolación cuadrático, las siguientes !gualda-
des• 

I '. 8 c e 

l JH; ___ v __ v 

3 HE 3 HE 

8 e 16 e 8 c 
!ª• ___ v __ v ___ v 

1 

3 HE 3 HE 3 HE (t.65) 

e 8 e 7 e 1 
1 __ v ___ v __ v 
1 

3 HE 3 HE 3 HE 
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IL!!§ .Ll!! 
: 

- .!!! 

1 1 30 
30 30 

9,ec l ":' liJ!! .Ll!! 

J 
30 30 , •• 66) 

. H~O ..L.!!! !J!! 
30 30 

t.t.5 Propiedades de las Matrices !e y Ce 

Al calcular la ttaapueata de la 11atria ! 8 da la ecuación 
4.29 ue obtiene que1 

(t.67) 

Y ei se calcula h traspuesta da la utr h E9 da la ec:ua
ci~n (4.58) ae obtiene• 

(t.68) 

Las ac:uac:ionea t.67 y t.68 indican qua lH ••trlc:ea !ª y 
r;_e aon aimitricaa, con lo que H concluye qua l .. •atri
cea ! y r;_ de loa elementos finitos para la consolidación 
unidimensional aon ai•étricaa. 
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4.5 Ecuac~6n de Equilibrio del Medio Continuo Global 

4.5.1 

Si una estructura est! en equilibrio, cualquier parte de 
ella también lo est!; la inversa, también es cierta. En
tonces, si se tiene_ qarantizad~ el equilibrio de todos -
los elementos finitos en que se discretiz6 el medio con
tinuo, se puede establecer el equilibrio del medio cont1 
nuo qlobal. 

Ensamble de las Ecuaciones 

A fin de llevar a cabo sistem!ticamente, el establee!- -
miento de las ecuaciones de equilibrio del medio conti-
nuo qlobal, se procede a enumerar en forma secuencial, -
los elementos finitos y los puntos nodales. Ver Fiq. 4.2. 

El equilibrio de· la estructura mostrada en la Fiq. 4.2 -
se puede establecer al utilizar la ecuaci6n 4.56 como se 
indica a continuaci6n. 

!ij (·1) 
.!! + f.ij (1) 

.!! + _!j (1) o (4.69) 

!ij 
(2) 

.!! + f.ij 
(2) 

.!! +ij_ 
(2) o (4. 70) 

!iJ 
(n) 

.!! + fij In) 
.!! + _!j (n) (4. 711 



En l&s ecuaciones anteriores 4.69 a 4.71, el nµmero indi
cado en los paréntesi& ~orresponde el niímero del elemento. 

En forma condensada las ecuaciones 4.34 • 4.36 se puedoen 
escribir co1101 

n n n 

l 
••l 

(4.721 

por el n~aero de grados de libertad Hociado a cada punto 
nodal. Entonces las ecuaciones de equilibrio din.mico or
denadas •• pueden escribir como1 

en dondes 

n+l 
1 

(el 
! . ~l !.ij 

n+l l•I s: • ~ fij 
c-1 

(4. 73) 

(4. 741 
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4.6 Condiciones Frontera e Iniciales 

Las ecuaciones de movimiento de la estructura ecuación 4.73 
deben satisfacer valores prescritos de algunos co•ponen
tes. Tales valores conocidos definen las condicione• de 
frontera. 

En la Fig. 4.2 los valores del exceso de la presión de agua 
de poro ('p) ·son nulos para una profundidad nula y un tiempo 
mayor que cero. Bato ae indica a continuación CClllOI 

p 

1 

. o 
s•O 
t)O (4. 75) 

Para poder integrar las ecuaciones de equilibrio dinémico 
se requiere especificar el origen de •ovi•iento, a partir 
del cual se desea cuantificar, de modo que se puede expre
sar como 

p 

1 

= /j, a-
t•O (4. 76) 

Como se discutió en el capítulo 2 del presente trabajo en 
el proceso de la conaolidaci6n unidiHnaional no existe 
gasto hidráulico, hay solamente drenaje a través del esque
leto del suelo, de •anera que el vector !e es nulo y se 
puede eser ibir el sistema de ecuaciones diferenciales 4. 73 

como a 

(4. 77) 
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Al eplicar lea condiciones de frontere e iniciales en el 
proble•a, se puede observar que facilita el menejo de los 
m;todos numiricoa utilizables para la solución del mismo. 

Estas condiciones se emplear;n, como se verá adelante, como 
datos de alimentación para el progra•a de computador. 

4, 7 Aspectos Nu .. ricos de las Ecuaciones del Elemento Pinito 
para la Consolidación Unidimensional. 

In el presente capitulo se •oatró al lector, cómo se puede 
resolver el proble•a de la consolidación unidimensional por 
el .;tocio del elemento finito y se puede aaeverar que para 
que Ha eficiente es necesario el uso de une co•putadora 
digital. Por tanto, se requiere desarrollar un programe de 
computador que con la información de la geometría, el mate
rial del suelo y la cerga que soporta el estrato que re
suelva las ecuaciones de equilibrio dinámico de la estruc
tura. 

Este inciso demuestra los aspectos num;r leos que forman 
parte de los algoritmos asociados •l método del elemento 
finito. 

4.7.1 Solución de Sistemas de Ecuaciones Algebráicas Lineales. 

El •oclelo .. temático correspondiente al sistema de ecuacio
nes algebráicas lineales ae acoatrumbra representar por la 
ecuación c.6. 
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Para el caso que ee estudia en el presente trabajo le ••
tris de coeficientes ee sigue repre1entando por !• la1 in
c6gnitaa o eea el exceso de preai6n de agua de poro por 
'! n+i y el vector de coeficiente• independiente• por la 
multiplicaci6n de la matris de coeficientH conocido• ! y 
el vector de exceeo de preei6n de agua de poro conocido 
!n representada por la ecuaci6n B.5. 

Bl aiateme.representedo por le ecuaci6n 1,5 se de1errolla y 
E.e prHente eu eoluci6n por el a6todo de Choleeky en el 
Ap4ndice e, de e1te trabajo. 



' . 

5 CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
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5, CONCLUSIOllBS Y ll&OOMENDACIONBS 

5,1 conclu•ione• 

•l La coneolidaci6n unidi .. n•ional H un proble .. que por 
· H• caractarj•ticaa fídca• •• puede repreHntar ••
diente un •od•lo ••teajtico. 

b) 18te proble•a H pued·a •olucionar por llftodo• tradico
nale• exactos, •ieapre y cuando •• pre•enten en foraa 
ai11¡1lificada. B•to i•plica que •H un •olo uterial 
con la• caractarí•tica• indicad•• en el capítulo 2. 

c) Al aplicar el !lftodo del ele11ento finito H obtienen 
•olucion•• •uy aproxi .. d•• • lo• •etodo• ll•••doa exac
toe, con la ventaja de poder tener uyor véuatilidad 
en la co•poaici6n del probl•••r coao puede ••r una ••
tretificaci6n de diferente• ••terialea en una •i••• 



muestra de suelo, y a pesar de esta complicacipn, poder 
conocer el comportamiento de cada estrato ain que el 
suelo pierda su característica de continuidad. 

d) Al efectuar comparaciones entre loa dos m¡Ítodos ante
riores para la solución del problema de consolidacipn 
unidiaensional, se encuentran ventajas en loa ni;todos 
exactos cuando ae presenten problemas •imples y en pro
blemas complejos el método aproximado es mía represen
tativo del comportamiento del modelo fiaico real. 

el El -'todo del elemento finito por aer un 9'todo aproxi
mado resulta aer confiable dentro de ciertos parí .. -
troa, ya que mientras nía pequeftos sean loa intervalos 
de laa aproximaciones, mayor aerí su preciaipn. 

f) Como ae puede apreciar en el apéndice e y o, el método 
del elemento finito reduce las ecuaciones del medio 
continuo a aiatemas de ecuaciones fáciles de resolver 
con la ayuda de un procesador electrónico y de los mé
todos nulllfr icos. Con esto ae logra una 11111yor rapidez 
en la búsqueda de soluciones prácticas de problemas 
reales. 

g) En base a la• conclusiones anteriores se puede afirmar 
que el 8'todo del elemento finito ea una herramienta 
num6rica muy valiosa para la ingeniería, la fiaica y 
las .. temjticaa. 
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s.2 Recomendacione• 

a) En el .;todo de elemento finito H puede apreciar que 
.. reaUHn una gran cantided de eproxi•cione•· Por 
lo que el programa d• computedor que aperece en el 

ep;ndice B de ••te trebejo, no reeuelve cuelquier pro
blema d no H aliHntedo con lo• deto• correcto• que 
cade eproxt .. ci'n nece•ite. · Por lo qu• •e recoeiende 
hacer. corridH de pruebe entes de dar por definitiva 
cualquifr •olución. 

b) 11 u•o del co18(1utedor digital y de lo• 9'todo• null4r1-
co• aproxi•edo• hen llegado e •u•tituir alguno• llftodo• 
tradicionelea execto•. Por lo cuel •e 'r•co•iende cono
c~ r en for•e •á• general la gran eyuda que ofrece el 
m1todo del elemento finito pera la 1olucil>n de proble
mas continuo•. 
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l\PEHDlCE A PKlllLl!JW; 

Probler:ia N~. l 

Obt,ngaae por •cdio de 11 ooluci6n de Terzaghi,: 

a) El asentamiento de consolidación (se) 

b) LH curvas de exceso de prHi6n de loa poro• (p) para 
loa ~lcn1rco (t), del suelo que tienP. lar. ci9uicntes ca
racterbticaa1 

p • s.o ton 
7 carga o incre•ento de eafuerzo 

1 • sooo Módulo de elaaticidad, 

J. 0.4 ltlaci6n de Poi••on 



1 
l-: 
! 
f 

·. 

APDiDICE A 

PIO!IEllllS 



¡-· 

k • 1'.0Xl0-5 .. 
ara Peraeabilidad del suelo 

w. 2.0 tf 
7 Peso Voluaétrico del aatarlal 

H • s.o • Altura del ar.trato 

'19, (A,11 

De&~r «>llo 

D • __ L _ _JL:dL_ • 10,714.29 
(H ¡; i (1 -.{) 

•v • _k_ 
Cy ~;'11 

•e• • •v A<r H 

o .05357 

0.21 

~ 
día 

2 -·-tf 
ca 

El ••entamiento de con•olidaci6n que alcanaaré amta aua•tra 
da •uelo seré de 23 cm. 



.7 

SS 

Para calcular el exceso de presi6n de agua de loa poros se 
utili•ar' la serie de la ecuaci6n 3.9 que se escribe a con
tlnuaci6n1 

oC 

p (1,t) • L 2 D.c- aen ( N z ) el-N2 Tvl 
n•O N 

donde• 

M •+1'1'(2n+l) 

z ·+ 
t • CV t 

V ...,.. 

H 

Para este proble .. se emplear' una aproximaci6n de n • 8. 
Loa resultados se representan para este proble.. en la ta
bla (A.11 y •• grafican sus respectivas curvaa en la figu
ra · (A,2), 

3.3.2 Problema No. 2 

Calcúlese para el aullo Htratlficado de la figura (A.31 

loa siguientes puntosa 
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a) El asentamiento de consolidaci6n <•el 

b) La presi~n de exceso de loa poros (p) 

e) Bl grado de con1olidaci6n (U(•ll 

dl. Tabúlense y trJcense lH grjficH de los resultados ob
tenidos. 

Conüd¡ircnse para el presente probleu dos cssos1 

I) Sistema Se•iper•eable (o semicerrado) fig. (A.4) 

II) t-!ate•a per .. able (o abierto) '19. (A.5) 

Lo: datos de las diferentes capas del suelo son• 

DATOS Cy ( . ) •v ( t:n ) ¡rr¡--

capa 1 10 0.01 
Cnpa 2 s 0.001 
C'1·;: 3 2~ 0.01 
C¿p 4 40 0.001 

11 incremento de esfuerzo o carga aplicada al suelo esa 

p • 10 ton 

7 

11 (di 1 

0.1 
o.oos 
o.z 
o.t 
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•I Bl H•ntami•nto d• conaolidaci!Ín •• ~nico (ign6rH• 1u 
drmnaj•I Y• qum 101• .. nte •a mf•ctado por d ritmo d• 
••enU•i•nto. 

•l •f•ctuar la integraci!Ín •• obtiene que1 

a1í que para cada capa •l asentamiento parcial es1 

lc l 
• 2 • 

lc • 0.12 • 
lc 3 

• 2 • 
lc 4 • o.2a • 

por lo que •l aaentamianto final •1 la 1uma de 101 par
ci•lH• 

•c f • 4.40 • 
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Para poder continuar con el problema ea necesario en
contrar valores que sean equivalente• de loa eatadoa 
particulares de cada capa al de todo al auelo, ya que 
si no ae hace de esta for•a, loa reaulUdoa preaenta
rían discontinuidad•• en la• gr,fica• y de tal modo que 
no aerían representativos del probl .. a. 

Obténga•e el coeficiente volullétrico equivalente del 
suelo ~stratificado que ae repre••nta co•o •v eq , 

CalcÚlHe la permeabilidad ••di• (vertical) t!lel sue
lo. Bl ga•to hidr,ulico (01 ••t' definido por la •ul
tiplicaci6n de la velocidad (vi por el 'rea (A) éo11e1 •• 
indica a continuaci6n1 

Para· h con•olidaci6n unidi••n•ional al geato l' el 'rea 
•• la 111icma en todas le.9 capa• para un •uelo ectratifi
cado, siendo la vel~cidad.para cada una de ellae1 
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Darcy co11prob6 que para velocidades pequenas el gasto 
queda expre•ado por1 

Allí qua la velocidad •• puade repreaentar por1 

Al expresar la pérdida de carga (h) y el ••pe•or de la 
capa (11 para un caao particular el ga•to ae puade pre
•entar co•o ••indica a continuaci6n1 

o •••• 

.C..h1 Ah2 .Ahn 
O • k1 -- A + 12 -- A + • • • + kn --

11 12 ni" 

••despeja el incremento de p'rdida de carga (·t. h1l1 

OI 
~h1·~ 

A "i 
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Llá11ese a la suma de incremento de pérdida de carga 
( A hil pérdida de carga total (h), a la •!Jlla de u
pesores ( 1 il de las capas, eape1or total ( 1 l y a la 
(keq) permeabilidad equivalente, de aodo que la pfr
dida total ae expresa comos 

QI º' 01 01 
t. = --~ _i ... __ l + __ 2 + +--n 

A ki A k¡ A k2 A kn 

y ~1 daspejar la permeabilidad equivalente H obtiene 
la aiguiente ecuaci6n1 

k ·--------eq ..! + ...! + + ..Jl 
11 1 k2 kn 

al austltuir valores de este probl••a en esta ecu1ci6n 
a1 obtkn<' como resultado el que H preHntl 11 conti
nuad6n1 

"eq • 0.015 ..!.. 
dÍI 
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para obtener el coeficiente de conaolidaci~n equivalen
te (cv eq> H logra por aedio de la aiguiente expre
ai¡\n1. 

k 

por lo que al 1ustituir 101 datos requerido• 1e obtiene 
que1 

2 
• 2.564 ....!.. 

cv eq día 

lleau .. n de dato1 y resultado• importante11 

p • 10 

•v f • 0•006 ~ 
dia 



; .. · 
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b) Grado de conaolidaci6n 

Pan obt.ner el grado de conaolidación (U •> de una 
•ueatra de •uelo •e realiu por •edio de la •er ie es· 
crita a continuaci6n1 

donde• 

M • ..:!!__ ( 2n + l ) 

2 

- t12 Tv) 

a Tv coao •e vio anter ioraente en el capitulo 3 ae le 
lla•a factor tiempo y ea adimen1ional. 

c) Bxce•o de preai6n de agua de loa poros 

.. ta Hcci~n del proble•a H rHudve por •dio de la 
ecuación No. 3.20 al igual coao •• hi10 en el problema 
llo. 1. 



Caso l Sistema semicerrado o simipermeable 

b) Reault•dos del grado de consolidación 

Tabla (A.2) 

Gr~fica (A.6) 

c) Resultados del exceso de preai6n"de poro 

Tabla (A.3) 
Gráfica CA. 7) 

Ca•o II Sistema abierto o ae•iper•••ble 
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P•ra este c••o en que hay drenaje de agua en •aba• fronte• 
ras (superior e inferior) el suelo, la ~onatante del espe
sor tot11l del suelo CH) ea necesaria dividirla entre dos 
para no modificar la f6r•ula. De este •odo loa resultado• 
obtenidos al reaolver la Hrie, son repreaentativoa de la 
•itad de la parábola de la hocrona y al Hr esta figura 
aillftrica ea poaible representarla totalmente con ••to• da
to•, COllO •e •ue•tra en la figura CA.ll 



b) Resultado del ·grado de conaolidaci6n 

Tabla (A,4) 
Gr;uca (A,91 

c) Raaultadoa del exceao de preai9n de poro 

Tabla (A.51 
or-fic• · IA.101 

A.l Probleu 3 
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Obtfngaae por aedio del MIP el exceao de ln preai9n de agua 
de poro para un auelo aeaiper .. able de un eape1or da 5 • de 
profundidad, un coeficiente de conaolidaci6n c

9 
• 0.05357 

m2/dia al aplicar una fuerza uniforae repartida de 5 
ton/a2• Ver figura del probleu No. l reprHenteda por 
la figura A.l. 

al In eete proble•• ae dividir' el .. dio continuo en trea 
elemento• finito• iguale• de longitud, por lo que ten•
ao• que el1 

Nú .. ro de ele .. nto• finito• 
Nliaero de punto• de la e1tructura 
Teuno del el•••nto finito 
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Como ya se vi6 en el cap!tulo 4 el proceso de la consolida
ci6n unidimensional está gobernada por la ecuaci6n 4.31, 92 
bernar en forma aislada a todos los elementos que interven
gan en la malla formada por @stos. De manera que esta ecu~ 
ci6n para cada elemento finito se exprese a continuaci6n c2 
mo: 

/

HE 

(cv 
o 

HE 

=O 

o 

para (l, j = 1, 2, 3, 41 (A.l) 

La ecuaci6n representa un sistema dinlmico o sea un sistema 
de ecuaciones diferenciales de la forma• 

en donde los valores de las matrices ~e y f 8 son1 

(A.2) 

(A.JI 
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En el proceso de la conaolidaci6n de un •uelo no ••i•te un 
ga•to hidr,ulico, hay eola•ente drenaje atrav'• de 101 po• 
roa del eequeleto1 de •anera que el vector !ª • 0 1 y ae 
••cribe co•o• 

r" • o 
- j 

(A,41 

en la ecuac16n A.2 intervienen la• derivad•• de la1 funcio· 
ne• de for .. y 6•ta1 1e repre1entan co•o• 

d 11 __ 1. - _1_ (A,51 

d • HI 

d 11 
__ 2 • ...L (A,51 

d • HE 

que al auetituirlaa en la ecuaci6n A.2 de la •atriz 
!!:1 ee obtienes 

• ...L1 ( - 1
- 1 da 

HI 81 

o 

• - cv (A,7) 

HI 



67 

de •aner1i •i•ilar ae obtienen loa valorea hlt•ntH de l• 
••tril !e y de la ••tria '=.ª• pudiendo expreHrlH ••· 
trici•l .. nte comoa 

!9 • 

~-

l Cy • CYJ 
lil ii 

e e 
y y 

iil iil 

r-

l ~ BE r 

-¡ 
HE 1 r¡ 
?J 

IA.8) 

CA.91 

H autituyen loa vUorH nu•'ricoa de HE • 5/3 y cv • 
0.05357 en las .. tricea de A.I y A,91 

~-

'- 0.032 
1 . 0.032 
L. 

j o.556 

L_ -.218 

-0.03;¡ 
o.032J 

(A,101 

o.n;-i 
0.556 1 

IA.lll 

las utricH A.10 y A.ll repreHnt1n lH utrlcH ! y S: de 
c:ad• el••nto. 
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El problema descriptivo consta de 3 ele•ento•, por lo que 
•on 4 •u• punto• nodales, Esto quiare decir que la• .. tri
c:u de la e•tructura debieran •er de c:uatro renglone• por 
c:uatro c:olumnaa, pero •i •• to•• en c:uenta que el eace10 de 
la presión de agua de poro para una profundidad cero •• 
igual a cero. La condición anterior reduce el nÚMro de 
inc:ógnitas a tres, por lo tanto la• .. trie•• ! y S ion tre1 
renglones por tret colu•n•• ( 3 X 3 ). 

Para el preHnte probleiui en donde la per•abiUdad •• la 
mi••• en todo el 1uelo y el ta••fto de loa tre1 •l•nto1 f i
nito1 es la •iB•a H tiene que lH •atricH !e y Se eon 
lgualH para los tre•· Al enHmblar la• .. trice• A.10 y 

A.11 para obtener la• ••trice• dal •i•t• .. global .. obtien11 

!• [- 0.064 - 0,032 

:.0321 0.032 o.ou 

o 0,032 0.032 _J 

(A.U) 

¡-
1 1.112 o.278 o 

L 0.278 1.112 0.211 1 
1 

o 0.2711 0.556 
s· (A.U) 

llli1ten vario• •6todo• nu-6rico• para el •n•••blaje 4• ••· 
tricea por lo que •ola•ntt 11 •u11tr1 gr,fic•••nte un tipo 
de arreglo •atricial enaamblado en la figura 4.4. 
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Una vea conocid•• las ••trice• de l• ••tructur• •• •ustitu
yen en l• ecu•ci6n 4,27, y se obtiene el siguiente •i•tema1 

(A,14) 

Solución de ecu•ciones de primer orden por .. dio de ••quema 
de recurrencia de dos punto• • 

.. te ••que .. de recurrenci• se preaent• en el apéndice 8 y 
l• •oluci6n general par• este tipo de problemu Htá dad• 
por l• f6r•ul• que se pr•••nt• a continu•ci6n1 

_g_ + ~ 
! • ) !n+l + (- - + 1 ( l - • )) !n + ! • o 

At At -

(A.15) 

Prosiguiendo con el problema, el intervalo de ti••po qua 1e 
propone P•r• 1•1 pri .. ra1 cien inter•ccione1 •• t • 1 día y 
co•o H puede ver en el apéndice a, h aproxiHción •á• 
•decu•d• par• ••to• CHo• •• h propueat• por Gderkin en 
donde t • 2/3, Se •u•tituyen e•to• v•lore• en l• ecu•ción 
A.15, co•o Y• •• ••be que f • o, •e obtiene1 

( ~ +A t + ! l !n+l - 1 ~ -t. t 1 l - ~ l ! l •n • o 

(A.16) 
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Al sustituir loa valores de lu matricee ! y f, obtenidos 
en las ecuaciones A.12 y A.13 re•pectivamente, la ecuaci6n 
A.16, además se realizan operaciones, ae obtiene quea 

,-
~
l.155 

.257 

o 

0,257 

1.155 

0.257 

~.2) 
0.57~ 

0.289 
1.091 
0.28!1 

o l 
o.m ¡ !n 
o.s•~ 

(A,17) 

El •htema A.17 ae puede expreHr en for•• .. triclal ai•· 
plificada, coaoa 

(A,18) 

o biena 

!!n+l - f!n • o (A.19) 

La• condicione• iniciales del proble•a •e conocen ya que el 
increHnto de eafueno del estrato e• ~ p • S 19/•2 y 
como el excHo de la presi6n de a9ua de poro .en el suelo 
para un tie•po cero es i9Ual al incremento del e•fuerao en 
todo el estrato, el vector ªn resulta aer• 

a • -n para p 1 • .l\ r 
t•O 

(A,20) 

en o~a::a 
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Este sistema de ecuaciones algebráicas A. 2l que por ser 
positivas definidas y simétrica, se puede solucionar por 
el método de Cholesky. 

Este método de resolver sistemas de ·ecuaciones de primer 
grado se explican en el apéndice c. 

La solución del problema o sea el exceso de presión de 
agua de poro en los puntos está dada por el vector 
.!n+l. ste vector solución toma el valor de .!n, que al 
sustituirlo en la ecuación A.22, el vector B adquiere una 
nueva expresión. Este es un proceso sucesivo de interac
ciones, en donde los nuevos valores del vector B se susti
tuyen en la ecuación A. 21 para poder resolver el sistema 
indefinidamente. 

Los resultados de estas primeras 100 interacciones se pre
sentan en la figura (A.11). 

Para facilidad operativa en este problema se realiza un 
cambio en el incremento de tiempo a partir de las 100 in
teraciones, el cambio se refiere a un incremento de l a 10 
días, esto es posible ya que las pendientes de las isocro
nas son más suaves al aumentar el tiempo. 

Los resultados de esta segunda fase del problema se pre
sentan en la figura (A.12). 
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Problema tlo, 4 

Resuélvase por medio uel método del elemento finito el 
problema No. l expuesto en el capítulo J. Para este pro
ble,.,.a divídase en una malla de diez elementos y procédase 
a solucionar lo con una aproximación de O propuesta por 
Galerkin y un incremento de un día para todos los tiem
pos, Compárense los resultados. 

Los resullildoe se presentan en las gráficas de las figu
ras, (A,13) y (a.14). 

Pro1'lema No, 5 

Raeuélvase por medio del MEF el problema No. 2 compárense 
los resultados. 

caso I, y figura A.15 
Cano II, y figura A.16 
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Sl aodelo corrHpon4iente • la ecu•ción de equilibrio 4el 
medio continuo in4ic•4• por l• ecu•ción 4.27 que •• ••cribe 
• conUnu•ciónr 

1a.11 

•• puede eolucion•r .. 4i•nte proce4iaiento• clé•ico• de 
ecu•cionea diferencl•lea line•lee, (Ref, 1), 

Peae • la• diver••• po•ibili4•des de •olución •n•litic1, 11 
•olución red 4e lo• probleua de rjgiaen tren•itorio •• 
generelmente. difícil e inclu•o H dHconocido en CHO• no 
line•l••· Por con•iguitnte en ••te •Pén4ice •e eaple1n 1• 
di•creti1•ción por ele .. nto• finito• y la• funcione• de in· 
tarpolación (Ref, 101 collO l•• e•tudi•4•• en el capitulo 4 
P•r• re•olver •i•t• .. • 4e ecu1cione• de 1• for•• repre•en· 
t•d• por 11 ecueción B.1. 
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En el proble .. de le con1olideci6n unidi•en1ionel 1e 1upone 
que lH funciones de for•• "!!" incluyen coordenedH inde
pendientH del proble•• y "!" eetli en funci6n de otr• v•
rieble que i•plic• el do•inio tie•po1 y ;1te H de diHn
ai6n infinite. Per• 101 cjlculo1 de le ecuaci6n B.l H 
tretarlin con do•inio1 de. tiHPOI finito•, repitiendo loa 
cjlculo• pere loa do•inio1 1uce1ivoa v•riendo le1 condicio· 
nH inicielH. El procHo pare encontrer l• 1oluci6n 1er1Í 
1i•il•r • loa .. todos de clilculo por incre•ento1 1uce1ivo1. 

B.l Di1creti••ci6n del proble .. 

Se efect\Íe l• dilcret1Hci6n con el tiempo como varieble 
independiente de llOdo que le eprox1 .. ci6n de le ecu1ción. 

! "'! • I 111 ! i . 

In donde !t repreHnt• un conjunto de variablH noddea 
de"!" en un ln1tent1 •¡•. 

L111 funcione• de for .. 0 N1° el un e1c•l1r 

A e1t• diacreti1eci6n ae le 111 .. P•rci•l y ea eeenci•l .. n
te \itil ye que el aubclo•inio no depende del tie•po Y •e le 
de 11 nOllbre de pri••litico. 
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B.2 Punciones de for11a 

El polinomio de menor grado necesario para la funci6n da 
for•a "Ni" es de primer grado, puesto qua an la acuaci6n 
s6lo aparecen derivadas primeras1 de modo que •• conaidara 
un elemento típico de longitud • t•, toaando ·~i • en loa 
nodos los valores "!n • y "!n+l" co•o 1e preaanta en la 
figura s.1. 

Por lo que las funciones de forma ae pueden escribir en va
riables locales co•o• 

Nn+l • ~ 

donde 

y las derivadas de las funciones son• 

N'n • - _l_ 
A t 

N'n+l • Al t 
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B,3 Soluci6n general del sistema Ka +Ca + ! • O 

La forma integral de la ecuación B.l se puede expresar como1 ,:-.;._ 

' Nn+ !n+l Nn+1)+ ! (!n Nn + !n+l Nn+il + !] dp •O 

(B,21 

Ya que en. el problema intervienen loa valorea iniciales, 
uno de los conjuntos de paráaetros "!n • se •upone conoci
do y la ecuaci6nn servirá para calcular "!n+i" de foraa 
aproxiaada, 

A•Í que la expresión B.2 se puede expre1ar coao1 

f 
l 1 

( ! Wj ' d~ + Id f 
o o 

) 
! n+l 

(8.3) 
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Las matrices ! y f se suponen independiente. del tiempo y 
la ecuaci6n B.l se puede expre•ar co•O• 

e . 
t At+!e) !n+i + ( 

donde a 

fol "j 
, ,,, 

-e . 
Ío

1 
"'j df 

ful Vj ! d' 
I • i 

fo Vj df 

. L + K 
/¡. t -

(l-1)) 

Co11<> !n y ! •on conocidos ae puec!e expre.ar la ecuaci6n 
B.6 del aiguiente •odoa 

! !n+l + 1! !n + !> • O 

o bien 

! !n+l • ( -! !n - !l 

as conveniente suponer que a la fuhclón ! 1e le aplique la 
•is111a interpolaci6n que a h matriz de incógnita "!" así 
que• 

I . !n+i e • !n 11-11 
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Para el caso de la consolidación unidiaenaional el valor de 
! •• cero por lo que la ecuación B.4 •• puede expr•••r coao1 

! !n+l • ! !n (8.5) 

!xlaten varia• poal.bf.Udad•• de valorea pua a que re1ue1• 
ven la ecuación a.4 eatablecf.doa por loa aigulente1 llét~do11 

& • O Bular o diferencia• hacia adelante 

" " l Crak llichollon 
2 

t • i Galerkin 
l 

e n l Diferencial hacia atr•I 

B.4 Co11¡1ar~c .ón de los "'todoa 

:?t.ta tener una idcn •• clara de la aproxiución de c;ada 
11n:1 de loa Ñtodo1 de aprod•aciiín del valor de e H re1ol· 
\'(:cñ el ai9uiente probleu. 

Re1uélv1te por 9'todo exacto y aproxiaado 11 ecuación dlná
alce de la foraa1 
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aiendo1 

!•O 

para1 

! 
1 

. l 

t • o 

al &olucidn laacta 

La ecuacidn ea homog4nea y de pri .. r orden, que •• pua
d• eacribir coao1 

d! 

d t 

por lo que 

• - ! 

a • c1 e'\.t 

coao la ecuacidn auxiliar •• 

"(_+l•O 



El valor de "{ •• 

'4t • -1 

ad que 

! • c1 e·t 

y por la condicidn iniciill el valor de c1 ••1 
! '¡ • 1 • r.¡ 

t•O 

de modo que la solución exacta ea 

! •• -t 
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?Dr~ la comparacidn de gráficas los valores de ••ta so
lución z~ presentan en la Tabla 8.1 

b) Solución Aproximada 

Lil t1cuación a. 4 •e puede eapreear para e•te proble•a 

..L +o 
b.. t 

. ( ....!_ - (1 - OJ) an 
A t 
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Si H dan valoree de • 5 y • 9 a A t H obtienen loa re· 
eultado• de l• Tabla a.2 y en la• gr.ficaa que para ca
da caao aon collO sigue a continuación. 

• .! Pig. B.3 
2 

• ~ Pig •••• . ] 

• • 1 rig. a.s 
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Una 9ran cantidad de problema• en el caapo de le f'aica 
y la1 .. t1m,tica1 11 pueden repr111ntar .. diante !Mlde-
101. Lo1 cual•• al re1olver 1u1 ecuacionea de equili
brio no1 conducen a ecuacionH al9ebdicH linealea, 
••ta• en •ucha1 ocaaionea reaultan 1er ailt••a• muy 
grandes, que 1ólo es poaible reaolverlo1 con ayuda de 
9'todoa nua;ricoa y de una computadora. 

Be han desarrollado •uchoa 9'todo1 para diferente• pro
bla .. 1, que dependen de la complejida~ da la• ••trices 
que la for .. n. 

Podemos mencionar •Jtodo1 coao lo aon 101 que •• baaan 
funda .. ntalunte en la eliminación Gauallana, llamado• 
dhecto1 o lH adaptado• a laa computadoraa lla•adoa 
ca.pacto•. Ref. 9. 
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En el d11arrollo d• lo• •ttodoa co•pactoa Hd el mjtodo 
clt•ico de la ali•inaci6n Gauaaiana, an el cual •• van eli· 
•inando una • una laa inc~nitaa quedando un aiata .. que .. 
rHualve de atrja hacia ad1l1nte. bilten .ftodoa .. tri• 
cill•• para ••tric11 no aimjtricea, y la caracterbtic• de 
Htoa .ftodo1 conai1t1 en utilhar l• .. tria nor .. Uuda 
inferior en el caso de G.1uH y auperior en el ca10 de 
Crout, en 11 c110 que l•• .. trice• •••n aimftricaa •• uti• 
UH un •ttodo •odificado de l•• anterior•• teoría•, qua 
oo•o ae baáan · en 101 •ilmoa principioa, le •• llaudo de 
GlluH·Crout. 

Bxiaten foru1 particular11 que adoptan la• .. rice• l•• 
cual•• •• poaible r11olvar con mjtodoa que •Hn ••• efi· 
ciente• para cada caao, CllllO •• •uaatra an la refar1nci• 2, 
uno de 11tos .;todo• 11 el de CholHky na .. do tallbit.n mj
todo de la rai• cuadrada y •• aplicable al ca10 1n que la 
.. trh de coeficient11 ! H aimjtrice y poaitiva definida, 
como •• verá mj1 adelante •• el que .. jor •• adapta • l•• 
nece1idadea de eate trabajo. 

C.l Boluci6n de ecuacionea algebr,ic•• linealea 

C.2 Mftodoa co•pactoe 
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LI notaci9n del •i•te .. de n ecu•cione• •i•ult,ne•• linea
l•• e•• 

A11•1+ A1a•2+ A13x3+ ••• +A1n•n•b1 

Aa1•1+ A22•2+ Aa3x3+ ••• +A2n•n•b2 

AJ1•1+ AJ2•2+ AJ3X3+ ••• +A3n•n•b3 

(C,11 

(C.21 

(C,31 

(C,tl 

al utiUHr notaci\ln .. tricial, el et.tea• de ecuacionH 
dado por l•• ecuacionH C.l • c.t se puede Hcribir COllO• ·," ... 

A11 A12 A13 

Aal A22 A23 

AJl AJ2 AJJ 

Ann 

LI notaci~n coapacta de la ecuaci\ln c.s e•1 

(C,5) 

(C,6) 

en donde ! e1 una .. tris de coeficiente• cuadrada de n x n, 
.! ea un vector cuyo• elemento• ion ·las inc\lgnita1 del 1i•
tem1 de 1cuacione1 y ~ e1 el vector for .. do por 101 coefi
ciente• ind1p1ndiente• de dicho 1i1te••· 



85 

Bxiate un teorema fundamental del álgebra lintel que dice 
(Ref, 9) ºDada une aatrh ! de orden n x n y !¡¡ •• une 
aatris principal correspondiente e lo• k-••i110• renglonea y 

columnas de !• •i •l deterainante de !¡¡ H diferente de 
cero, k • 1, 2, •••• n-1. Lo que implica que! ee no eingu
lar, existe una •atr is triangular inferior única !! y una 
.. tria triangular superior y tal que el producto de lee doa 
aatricea triangulare• ee igual e la .. tria !• con la condi
ción que ~ne.cuale•quiera de la• .. trice• triangular•• debe 
••ter noraalisacle". 

De acuerdo con el teor••• anterior •• puede escribir le ex
pre•ión •iguiente1 

(C.7) 

Al •u•tituir le ecuación C.7 en la ecuación C.6 •• tiene1 

(C.I) 

con b••• en la ecuación e.a •• puede efectu•r 1• tran•for
.. ción •iguiente1 

Y!• l (C.9) 

Bn donde l H un vector de di .. naión n. Al auetltuir le 
ecuación c.9 en 1• ecuación c.1 rHultat 

~ l • ~ (C,101 
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Al proceso de obtener 101 v•lore• de ~ y !!. ae conoce con el 
nombre de trianguleci6n y da •cuerdo con le ecuación e.e es 
independiente del vector .!?• 

En el et.teH de ecu1cionH d•do por la ecu•ción c •. 10 H 

conocen el vector .!? y l• ••tria L, por lo que •l resolver 
t•l aiate•• •• obtiene el vector I• 

Por aer ~ un• ••tria triangular inferior, l• aolución de la 
ecuación C.10 ae conoce con el nombre de auatitución hacia 
adelante. 

Una vez calculado el vector I •• puede reaolver la ecuaci6n 
C,9 para cuantificar el vector .!• Debido a que !!. e• una 
••triz triangular superior, a la aolución de la ecuación 
C,9 ae la conoce con el no•bre de austitución hacia atráa. 

Para la aolución de un aiste•a de ecuaciones algrebráicaa 
lineales por loa llétodo• co•pactoa, el eaquema general que 
le utiliaa •• raau .. a continu1ción1 

a) Obtención de lH utricH triangulerH ~ y !!. (triangu
lación), .. diente la ecuación C,7, 

b) Obtención del vector· auxiliar I (suatitución h•cia ade
l•nte), •ediant• la ecu•ción c.10. 

c) Obtención del vector incÓgnita .! (au1titución hacia 
atrae) .. diente la ecuación c.9. 
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C.3 H;todo de Choleaky 

El mjtodo de CholHkY llamado también -'todo de raí.a cua
drada, es aplicable al caao en que la aatri1 de coeficien
te•!•• •i•étrica poaitiva definida. 

La condic16n de ai .. trla para 11 .. tri1 cuadrada ! •• indi
ca a continuación1 

(C.11) 

lldem~a la condición de triangulación •• puede eacribir como1 

! • L D -l !! U (C.12) 

Don:le !! es una •atrh diagonal foraada por la• diagonales 
normalizad•• de ~ o de y, y por lo tanto también ai9'tricaa 
•• decirr 

(C.UI 

Al hacer laa tranaformecionea aiguient1a1 

(C.UI 
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Donde :!; resulta noraalizada, y la ecuación c.10 se puede 
eacribir coaoa 

(C.lS) 

Al hacer que Hti afac¡a la condicicSn dada por la ecuación 
c.11 ae obtienea 

(C.16) 

De la cual •• puede deducir lo ai9uiente1 

(C.17) 

Al suatituir 41ta en la ecuación C.13 •e obtienea 

Uii • 1 (C.lB) 

Pudiéndoae eacribira 

! • UT 2 1/2 ~ 1/2 y (C.19) 
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Donde la matr h triangular •up•rior U ••t• nor•alisada. 
Si •e define la •tris triangular superior no nor•Usada 
mediante la expresión siguiente• 

:i! • R.l/2 .!! (C,20) 

y pot lo tanto, en le tren•puaste r••ulta ••r•· 

cc.211 

al au•tituir las acuecionas c.20 y c.21 en la ecuación c.19 
rHulta quaa 

cc.221 

Lll ecuación c.22 rapraaanta al procaao da triangufación pa
ra al •ttodo da Choleaky. En lo• desarrollo• auca•ivo• la 
11atriz triangular •uperior no nor•aliudo H pre••nta Úni
ca .. nte con la letra y, •in la raya •uparior. 

c.• Triangulación 

"l analhar lo• •l•Mnto• por columna da ! da la ecuación 
c. 22 producto da !l y, da cada alaMnto da ! en cuHtiÓn 
y d••P•jando lo• alamantoa de las matrica• triangulara• •• 
ti anti 
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P•r• l• pri .. r• colu•n• de la matriz ! 

l (C,231 

l• 
Segund• coluan• de ! •• tiene 

(C,241 

(C,251 

Terc•r• coluana de ! •• eacribe1 

(C,261 

(C,271 

(C,281 

cuart• coluana de ! 

(C,291 

(C,301 

(C,321 
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Para la enési1H coluane 

(C,Jll 

(C,J41 

el obtener el r••uaen de trlengulaclón de lea ecuaclo
nea c.23 • C.37 ae tlene1 

l-1 
0u • Au - L ºkl 

k•l 
i•2 •.. n 

(C,381 

(C,3!1) 
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.• c.s Su•tituclón h1cl1 1d1l1nt1 

De acuerdo con 11 1cU1clón c.aa 11 auatltuclón ll1ci1 ad1-
l1nt1 11 puede eacrlblr coao1 

y" .X • ~ 

que en for .. d111rrollada1 

ºu o o o o 
º12 022 o o o 
U13 U23 ull o o 
UH ºu U34 º•····º 01n 0an 01n 0tn"""ºnn 

DI l• prlaera ecu3ción •• tl1n11 

Y1 bl 
Yz b2 
Y3 • b3 
Yt bt 
Yn bn 

(C.421 

(C.U) 

y de lu 1cu1clonea 1igui1ntH reaulta 11 ~•preaión d
gul1nt11 

1•2 ••• n (C.U) 
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C.6 Suatitución hacia atráa 

Dtl acuerdo con la ecuación c.·22 la auatltución hacia atrá1 
~••ulta ••ri 

Y al escribirlo en foraa da .. rrollada aa tlane 

(C.47) 

o o o o 

De la ecu3ción n-éaima ... tiene 

(C.48) 

~ para la ecuación 1-éai•a da atráa hacia adelanta ae tiene 
la ai9uiente expresión 9eneral1 

(C.49) 
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APINDICE D INSTRUCTIVO DEL PROGRAMA DEL COMPUTADOR 

El presente instructivo indic• l• for11111 per• poder h•
cer u.o del progu11a del co11Putador Hdi•nte infor••
ción perfor•d• en tarjet•• d• entrada. 

El progums esté ••crito en lengu•je PORTIAN, para un 
aietema BURROUGHS, 
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I. Tarjeta de Datos de Entrada y Ejecuci6n 
(5 1 5) 

COLUMNAS NOTAS CONCEPTOS PERFORADOS 

l - 5 l NPE • NÚMro da Punto• de la 
E1tructur1. 

6 - 10 2 """ . NÚMro da llaterialH 
11 - 15 l IIJEC • Indicador de Bjecuci6n 
16 - 20 4 NB • Nú•ro.de Ble•ento1 
21 - 25 5 IBL • Indicador de lleHnto1 

llOTAS I 

l. Bl conjunto de puntos que se idealiun en la regi6n li
neal, que permite definir a 101 ele•ento1 finito1, define 
al nÚHro de punto1 nodalH de ·la e1tructura o Htrato. 
Bate valor no puede eer nulo. 

2. Loa HterialH que con1titúyen a un e1trato de 1uelo H 

indican numéricamente. lite valor no puede 1er nulo. 

J. Para tener opcione1 de eficiencia del progra•a referentes 
a la ejecuci6n del •i11111, •• di1an6 con e1t11 tre1 alter
nativ11. 

l. ljecuta al progre•• • i•pri•• datos, re1ultado1 y de-
1arrollo. 
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2, Ejecuta el programa e impri•e d•to• y re•ult•do•, y 

l. Impri•e excludvamente d•to• 

Aai que favorece el número que corrHponda a 'i .. necHld•· 
de•. 

El nÚ•erq de elementos finito• queda definido el nu .. rar, 
en form• eecuencial, lo• ela•ento• en que ee dlvidi6 l• 
geoetria de la región lineal. Bate valor no puede Hr 
nulo. 

s. Bate prograu tiene la capacidad de hacer lnterpol•ci6n 
lineal o cuadrática y •e hace perforando1 

1 Cuando ee lineal o 
2 Cu•ndo aa cuadrática 

•eCJÚn ae neceaite la aproxiaaci6n en el anili•i•· 

II, Tarjeta• de Coordenada• y Condicione• de Frontera 
(I~-. rro. 2, IS) Cantidad de TarjetH • llH 

COLUMNAS NOTAS COllCllP'IOS PBUORADOS 

1 - 5 1 " . 11ú .. ro de coordenada• 

6 - 15 2 ,., . coorden•d• del punto 
16 - 20 l ID . Indic•dor de llcu•ci6n 
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NOTAS U· 

l. B•t• nlÍHro H define enuuundo Hcuencialnnte lH tar
jetH. 

2. La po•ición o coordenada de cada punto al teclear•• queda 
·relacionado con el núaero •ecuencial a•ignado a la tarjeta 
y •• debe dar del diagra .. global. 

3. Ceda punto nodal tiene un grado de libertad (potencial en 
••• punto) que puede ••r conocido o no. 

11 código de condición de frontere peralte identificar el 
tipo de carga a con•iderar, a este código •• le llaaa in
dicador de ecuación y puede •er1 

l Si el potencial e• nulo, o 
2 si el potencial •• de•conocido 

111. Tarjeta• de Cl••ificación de Material•• 
(Pl0.51 cantld•d de Tarjeta• • NllA 

ODLUllllAS NOTAS 

l - 10 l 

CONCEPTOS PBRPOIWIOS 

cv • coeficiente de COnmoli
d•clón. 
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llO'l'AS IU 

l. Bl coeficiente de con1olid1ción Hi9nedo a cada terjeta 
queda relacionado con un nÚllero 1ecuenclal que 1e le a1l9-
na en el programa, que co•lenaa a p1rtlr del nú .. ro uno, r 
e1te'e1 el nÚllero del aaterlal. 

IV. Tarjeta1.de.lo1 Punto• de cada Ele .. nto 

al CHO lineal (4 I 51' 

b) 

OOLUllHAS 

l - 5 
6 - 10 

11 - 15 

16 - 20 

CHO CUadr,tico 

COLUMNAS 

1 - 5 

6 - 10 

11 - 15 

16 - 20 

21 - 25 

NOTAS CONCUTOS PIRPORADOS 

l llB • llÚllero de Ble .. nto 
2 I • Coordenada de I 

2 J • coordenada de J 

3 N(MllTI • Nú11ero del llaterlal 

(5 I 5) 

NOTAS CONCEPTOS PIRPORADOS 

l llE . NÚllero de Ble .. nto 
2 . Coordenada de I 

2 J . coordenada de J 

2 K . Coordenada de K 
3 N(MT) • NÚllero del llaterial 



1 
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MOTAS IV 

l. MÚHro que H aeigna Hcuenclal•enta a cada uno de lo• 
eleHnto• de loa que •e co•pone la e•tructura. 

2. Coordenada• globale• HlgnadH aecuenclalMnte a cada uno 
de loa punto• de cada eleMnto que en el ca10 lineal •on 
do• y en el cuadr,tlco trH. latoa núnro• Ht'n rela
cionado• con la Coordenada dada en la Tarjeta No. II. 

3. Bl nÚHro del material e•d dado HcuenclalHnte en el 
procuo de le Tarjeta No. III por lo que a lo• eleMnto• 
ae le• debe a1lgnar el nÚMro corre•pondlente al del •l••o 
coeficiente de con•olldacl6n. 

v. Tarjeta• de Incremento• de Tiempo y Valor de 1 

(2 p 10.5) 

OOLUllNAS MOTAS COMCBPTOS PERPOIWIOS 

MOTASA V 

l - 10 
11 - 20 

l 
2 

AT • Incre•ento de Tiempo 
TAO • 1 

l. Dependiendo de la apro1l•acl6n de•eada en la ecuacl6n di· 
nÚllca H necHar lo Hcogar un lncre•nto de tiempo que 
haga lo Ú• Hacto poeible a la apro1l•acl6n de tal •odo 
que ae puedan obtener re•ultado• reall•ta•. 
escoge y nunca debe ••r nulo. 

late dato H 
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2. CollO ya •• vi6 an al apéndice a, al valor da O d1pand• del 
tipo da aproximaci6n requerida, teniendo qua para1 

o • o 
o • 1/2 

o • 2/3 
o • 1 

(Bular o diferencia• hacia adelante) 
(Crak Nicholeon) 
(Gallrkinl 
(Difarenciaa hacia 1tri1I 

VI. Tarjeta de Cargaa y Valor•• d• lncra .. ntoa 
(P 10.2. 2 I 5) 

COLUMNAS NOTMI CORCBPTOB PBUOMDOI 

1 - 10 1 PU • Incr-nto da 11ru1no 
o carga. 

11 - 15 2 llT • NÚMro total di inte-
raccion11. 

16 - 20 3 IN • Inicio d•l Incre .. nto 
de tleepo. 

llOTl\S VI 

l. 11 incremento de a1fuer10 o incr11anto da carga en al ••
trato aa un dato dal problema. 

2~ Bl núHro total da la• lnteraccionea H daba aac04Jar de 
acuerdo a la• n1c1aidad1a d1 cada probl11a. 
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3. Bl inicio del incremento del tiempo para alguno• proble .. 1 
reeulta ~e gran ayuda ya que ein hacer ca•bio1 en al pro
gr .. a •• puede co•en1ar en el nú•eo de interacci6n deaea
do. y· por lo general •• reco•ienda dar el aiamo valor al 
incre .. nto AT definido an la Tarjeta 11o. v. 

VII. Tarjeta• de Interaccione• 
(I 101 Cantidad de Tarjeta• l haata lft' 

COLllllNAS NOTAS CONCBPTOS PBUOIADOS 

1 - 10 l lnteracci6n de Dato 

llOTAS VII 

l. Bate dato •• el núaero de interacci6n que ae deaea que aa 
t.pri .. , ae recomienda nunca darle valor de cero. 
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'._·, •pRQC.R!P4 rfd"iCI t1tiit'l:T10LTPUT,JACftiJAPE~•l~flUT, TAPEt:•OUTt>UTt 
· · 1Jl,1'E1-'IH~I 

Ol~~N~IOh All~~CCI 
cvn~ON/t~C~IY/IACb 
COMMU,/Ell~C/JcllltECdlltlltECCl3,JI 
DATI IALl~ltlAt/6/tllU0/7/ 
AEAO llALt50l~l~PEt~FAtlEJEC,NtL1llt 
~RITF llJE,bOOUl~fE,~~A,IEJ~Ct~lltlfL 
Nl•l . 
NZ•H•hFE 
Nl·~·i'!•~PE 
N .. •Nl•N~A 
CALL COOCOF IAl~ZloAINll thECthPEI 
CALL CUEPE~ IAl~JJ,~MAI 
IFllEL.EQ.Zlr.o TG Jon 
CALL HA~AEL IAlh31tAINllt~EltNPE,NMA,AIL211 
NZ•Nl+MUNCC 
N)•t:l• tlEC•MC 
CALL M~TfST IAIN21tAINll,~ECtNELI 
co ro .. ce 

Joo co:n mue 
CALL ftl~CUC IAl~Jl,AINlltNELtNP~tNMAtAIN21l 
Nl•tH•HC•~fl' 
NJ•t:l+ l.E C ~~ !:C 
CAll H~f5C~ lllL21tAINlltNEC,NtLI "ºº .cun rn~e 
Nlt•N HhEC•11rc 
tl~·•'·•~fC•HC "r·• ~;') ... ,\re 
N7•M:•HC•hH 
t.D•'l7+t.rr•~EC 

Nll•~.•Jt:;EC 

CALL FOAGEN IAl~lltAINZltAIN31tAl~41tAlh71tAIN81tNEC 
CALL ~ATAFP IAl•ll,AIN41tAlh~l•h'f ·Al~911 
Cl.l.L ~~ 11 

· 5<'00 FVit1'-T l~t~I 

H.c.1,foRl'H 11110~.,~.2~."NO Of PUNTCS rn LA ESTRUCTUl<A"/ 
1 lJX,15,l•i"NO. OE.~hTERl~L!S"I 
2 1ox,15,2x,•1NtlCtCCR OE EJECUCION"/ 
3 1rx,1~.2~."~G. D~ fLE,fNlCS"/ 
" 1ox.1~.z1,•1hCIC~CCk OEL tP•OO DCL ELE"~NTO"ll 

EhO 



su~~ílUTl~E rnocrF llC1•1hCC1hP[I 
cn1J~J(i,JC~~ y CCGJG~S rr f~Chl[RA 
Dr1 1 :.~liS ¡l~!, lDCttPC ),X\t.P .. l 
C!TA J~Ll~/,\~¿/f/ 

~l:!T.~ l llif1hi~ 1:01 
UU lC·Jl •lo td"' 
RCAC lllL,~'00l~,Xlhl1lllNI 

kflllElllEo6íll0l ioMl~lolOlhl 
100 Cll!1Tll;Uó 

ta:C•O 
li!.=t,•1 
un 6QO 1•1,NPE 
H ¡tr!ll-ll2~ColGOo30'J 

200 C~ .. ~ J:.;t..·S 
NEC•l•~C•1 
H1l ~ i ·;t,tt: 
GO TO 5é:r. 

300 CGN11NUE 
NEh•NEh•l 
lúlll•~· 

:·e·.:• ca~ T 11rne 
t )\' i:r. ·T 7 'i1;r 

~•:Tfll&E,~DZClhEC,~E~ 
'~ : ~ t " . ' t 

50(':1 fr ''/, r 
tCC·~ r1Jt t"!l 
t·~ 1 1.:i rr: ~· •. r 
~Glll í0'\:1AT 

1 

¡¡~,¡:~0.2,1~1 

l11:.c>:~ 11 ~lMEf~",,Xt"C(G~CF\lílS 11 ,··~,·cao1G~·.1 1·• 

fl!•·I~,5~,~1n.:,1x,1~1 
c1111ax,1~.21.·~n. CE ~CUAClGNE~" 

lCX,15olMo"hO, GE ELUAClOhE~ N~UlRAS"/11 

:1 .. •.;.':l·:·~!••E t;c:?t~ ((\!,Nf'.'.I 
e CO[~!:;r•1~~ ~[ CON~DLICAtlCh 

Dl~EN51C~ CVl~rAl 
VAT' l~l/~/, ltEl•I 
·~hlTE 11Aft60VCI 
00 lt:Jl•l.riflA 
REAO lllL.~01n1cv111 
•l:trn l tft::,1.~~.: 11,cvi11 

lllú CU:. 1 WJ E 
Mt:lL'l:-t 

5010 ftt~~ITIFIC,~I 
6C~a FO~~\T 1111ix,·~c.·.~x.•c0Er. oc CO~SOLICIC!Oíl"lll 
bOZ~ fll~~AT tlJi,.·.,77~,fl~.~I 

:f11j 
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"Arnrz or. LA fST~UCTUN~ 
Dl"ENSICh ~~KlhECthECltEEClhEC,hfCI 
C OH~ílrl/ /.VCI! 1\'11 ACB 
COH~O~/ [Ll~I IECllt EKIZt21t ~c1z,21 
VAfA IAL/~ltlAE/6/tlAOU/1/ 
N€111No r•o~ 
UD lCO ~·lt~[C 
DO 100 h•lthEC 
ftKC"thl•O 
EEC C "tlll •O 

100 CO:H INUE 
Oll 600 ~·l• lt[L 
CALL LEECIS Clf110t IAOHI 
DO l~~. l•l1Z 
IK•HCll 
IF CIKoLEoOI GO TO JOO 
DO ZllO J•lt2 
J~• IEI JI 
IF CJKoLEoCI GO TO ZOO 
EE~CJr1Jll•EEKllKoJKl•EKCloJI 
EEC!:~oJKl•EECCIK1JKl+EClloJI 

ZOO CO'IT INUE 
300 CO:l1 :NUE 
600 COHINUE 

RETURN 
END 

!U8ROUTINE NAAílEL ccv,x.~eL.~PEoN~A1IDI 
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e HATRIZ CE P(RNEAelLIDAU V t~ORTIGUA"IEhlO GE CAOI ELEHEhlO 
DIHENSIO~ Xl"P~l1CVlhHAloJClhPEI 
COtt•ON/ARCHIV/ltCU 
COHHON/ fLEH/ IE CZl0EKIZ1Zlo ECIZ1ZI 
DATt lll/S/olAE/~/11AOH/1/ 
W~ITE ll~E •• u.c1 
DO MO P•l1~.eL 
~(AO llALo!Drr1hEoloJoHAl 
lf~lTE lfAEoúVlCINC.loJ1PAI 
OIS•XCJl•Xlll 
CC•CV lrHI 
HIJtll•OIS/J 
f.C1;.121•CIS/6 
Ert ttl ! •(CI l tl I 
.fCCZt21•1:Clloll 
EKCloll•CC/DIS 
EKCltZl••lfY.llolll 
[KIZtll•EKlltZI 
EK12oZl•EKllt11 
lfl 1l•ICI11 
IE12l•ICIJI 
CALL '~~CIS llc1lOolAD8I 

lOO crrnr1r;ue 
~. jll'''• 

5rcc rqJr~r 1~1~1 

H·~\l Fü•·~~r 1/1111.'JX,"NO, tlí fl.EHhH"o)Xo"l"o:1x,"J•,n,"~AILl?IAL",//) 
~Ch' ra.::11.r l IUXol"ol•~Xol5oJ~.15,7,, l~//I 

íf;¡) 



SUtRnUTINE "'gCLO ccv,x.~[l1hP~1NMA1IDI 
MAIRll K Y C DE CADA CL(M[~IO 
DIRC~SION x l~PEl1CVIN"Al1IUl~Pll 
cn~~QN/ APCHIV/li3h . 
CUr;nJ::1 lLl·"C/lECIJl1(C>(IJt31 1LCCCJ,ll 
DATA IAl/~/1l&t/b/1!~Dd/// 
WRITl Cl~E1M4CI 
DO lOC ~·ltNtl 
REAO llAlt5DOJl~EtltJ1KtPAJ 
WRITEI ttE,60FtlHtlt J1K1~AT 
DIS•Xlt.1-XI 11 
CECK•CVl~All/CJ•CISI 
ECKll111•7HELo 
ECKlloZl•-e•C[CK 
ECKCltJl•CtCi< 
ECKIZ1ll•~CKll121 
ECl\C 21t l•lt•Ct:CK 
er•1~.~•·ECKllt21 
:·i:;: ¡ ;, l l•ECi<C l 1l1 
EC~IJ1Zl•ECKCl121 
EC~( ,JJ•CC~ll•ll 
CECC··OISl3C 
ECCCl 1l l •1t0 r:rc·~ 
ECClltZl•Z•C•:cc 
ECC 11, JI •-C ECC 
rcc12,11¡ecc11.z1 
·r.cc~ •. ~l·lb•CECC 
~CCC2131•ECCllt21 
ECCl3•ll•ECCl1tll 
ECCC2tZl•ECCllt<I 
r;ccn,Jl•ecc11,11 
nc:·LJ·:i;t1> 
IHl?.l•ICIJI 
H:rt.\J ~~C": 
CALL G~jCiJ 11~c.21,1icu1 

lCO CO'.T Hrn r; 
P.flllP.N 

~¡:;r fQ,(MJ Úl51 
6Cl' r~•~~r 11e.,1~.1cx,1s,3x,1~.~x,1~.~x.151 
H•:•1 F1·t"H ll/lOX1 11 ~C. ()E EllllE~TC"1'.IX1"l"1JX1"J"1lX1"K"1lX1"rt,!"1ll 

l'f,¡J 



5U'l~OUTIH ti~. HU IHC1fEK1l.fC1HLI 
1:1.rRll LL l.A ~>IPUCTU<A cv;c:rc1.i1cA 
nn:i-:NSJf:, ~·~' (t.r.;~, •• r.t) ,i¿¡ (.("! t:,t.t:CI 
CUHMO~/[LC•Ctl:Clll1(Cdfl1ll11Clllt31 
OATA l~L/~/,llE/~/olALD/7/ 

• Hll!NO 111:" 
Dil lf1)f • loh~C 
DU lQO ~·loN<C 
flf.ll:1hl•G 
EECl"tlll•C> 

100 CONT lllUE 
(.ti 60(• K•lt NEL 
tALL LlCOIS 11ec,i1.11oe1 
DO 30:1 l•lt3 
IK•IECll l 
IF l!Koll.01 GO TO 30C 
DO 2~0 .l•ltl 
J1:•1ECC JI 
JFI 1~.Lf,.;·1 GO to zcc 
EEKllK1JKl•FEKllK1JKl+ECK11 1JI 
f.lCllK1JK l•tECllK1JK l•ECCll1JI 

~'.C~: GO' T't• UE 
~ ···, t..:lJ~ r 1:,:..1r 
~1:··., c1::.; '·u.:r: 

Rl 1 ;~.•¡ 
[IH: 

SUO~OUTl~r FO~G(N IEFK1EEC,[A1t01fKP1EOP1hrCI 
F"~lll .• Af.11.'~' [CUACl(ll; U( ro1.c.HHl1Jr.es Grr.r~H 

IOt 

Ui llt ',.il~h i fKI hECtMCI tHí.IHC tt.FC 1 .rAI Hc,r;rc 1 ,[111 HC ,!.' r 1 
Ol~EUSICh lKPC~fC1h[Cl1ECrlhFC1~ECI 
f).l\7A ~¡.f i!·i1L'.:lt:J . 
!IMITE iUhHlC•OI 
RlAO l!AL,,0n~¡ ATtlAíl 
~P!T" tJA[tb~lOI ~TtlAO 
P•AJ•UC 
CALL "u'•Lq ICfK1r1EKP.~ECI 
C~LL su,•rs IE~C.tKPolhthEGI 
OT•l·tic 
Ol'•OTUI 
CALL HU~4lR IEEK10P1EOP1~ECI 
CALL R!Sl~ATIEEC1ECP1Ed1hrc1 
Rf IURtl 

'º"" FIJ•,,AT 
ft!ilJ fU~~AI 

HFIC.~I 
11111x,r1r.z,3x,•vtLC~ íllL l~CRt,1n1c•,1 

1nx,1-1c.¿. )X1"V/,LOH ¡,[ lllET.\"tll 1 l 
C:IJI'~ l'ftlli•AT 

r•4·1 
1111 \'At"t.n. nr: e 1. flH h T11 11

, lX," •"• 1><•" J", 3 x , 11K", lY ,"i•,,, .. ,¡,1 > 
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~UJROUTI~~ CJTNEP lfA,EOoAs.~rc,1ux1 
C~RGA, IRIA~~UL,CIO~, ~R~SIC~ U[ PORO 
DIM~hSIC~ ~ftCN~CoN5CloEBlh~C,~ECloASCNECloAUXINECI 
VAra (AL/~/ol~i/6/ 
Rl,\!J C?.~L,;~··1~•Ft\,1,T,lh 
~UITE llAE,L~lGIFA~,~TolN 
WRITE llAt,~UJOI 
Oíl 1·1' l•lohEC 
ASlll•FH 

ZCJ co~ T mu E 
CILL TKICHO CEAohECI 
R[AdllALo50lQllCTC 
tm•IOT~ 
DO l·JO l•lhoNT 
CALL "U~AVE IEe,as.~ux.NECI 
CALL SVSCHO CEA,ASohECI 
IFCho.ec.11 GO TO 150 
CO TIJ lCO 

15~ COhTlllUE 
W~ITE llAE,602~11 
CALL PRl~E CASohEColl 
REAO llALt5QIOll~TO 
f~D• IOTO 

100 CONTINUf 
RETUP.N 

sroo FOR~Al IFlCo2t2151 
5010 FO~MTI 1101 
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6nlO FORM•T l//lDXoFICo2t3Xo"FUERZA APLICADA SOO~E EL S~ELD"o/ 
1 l~Xtl5 tBXt"hDo DE lhlERACCIOh ~~Xl~A"o/ 
2 10Xol5 ,ex,•ho, UE lhT~RVAL~ DEL •~CRE"LhTO"ol/I 

t020 FOR"AT l//bXo"l~TERACCIO~ h~~•"o3Xtl51 
tC30 rottHIT 111,•Nu.•.2x,•EXCESO U( PP[SION e~ ACUA oe PORO"I 

ENO 

SUd~OUTl~E "UNl[RlltCSoZoNbl 
e ruLTIPLICACIO• CE U~A ~ATRIZ POR UN ESCALAR 

Ol"ENSIC~ AC~H,hBlollNütNBI 

ºº 11~ ····~tl 00 Z•~? J•l1tHi 
Z 11tJI•A11tJ1 •ES 

Z0J CUNT l •4~E 
lr.i.• CO'd t:il.ll'· 

l!F ru:·~1 
(l•il 



í 
,l ... 

l. 
l 

su:1r1ou1 lht s11111.1s u,11,c,1101 
SUnh DE ~~TRICES 
OlttlNSICh ACNO,hGltUlllOthOl,CChO,hOI 
OU 1';1 l•l,NO 
oo ?.rio J•t,hn 
CCI, Jl•AC loJlt~I ltJI 

zoo Cltr.rtNU~ 
100 co:u mu E 

RETURN 
ENO 

SUURr.u1 INE ~UHAVE. u,v¡,~ux,,fo 1 
Oln!NSIO~ ··~J.~e1,veCNBl,AUXINBI 
DO 100 l•lthU 
ll·~. 
Ctl Z·JJ J•lfr,:r¡· 
ll•ll•A 11.JI •Ye e JI 

2~0 cu~ T rn~E 
AU~l ll•ll 

too. cot1T mue 
oc ~co 1•1,Nq 
Vll ll•AU,111 

'lOC COI; T l!IL E 
RETU•ll 
e::~ 

SUllRílUTlhl Rl51~!1 C!,O,C 1 h01 
R[Sfl u~ ~AT~IC~S , 
OIHC•~IC\ 4(NO,~CJ,OINO,hOl,ClhC,NLJ 
00 1),\ l•ltNO 
00 2~0 J•ltNO 
cu,.11. All,Jl-~CltJI 

200 CONl t<:UE 
toa co.~11.•;1:r 

RETllRll 
ENO 

su1;•:1~u11~1 LH 1:1., 1A,~L·tll1JD, 
1.;r. rt .\~i:íCL•' ¡. Q~[ nT.\ r.• ~JSCO 
,,, ""' ·. \ 'l"' ,\ ( ·;· ) 
l!I \il ( J ,\r,,1f A 
~u u·•·• 
rn~ 
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SUtlKOllT I'~ ~U.Ul (l.,P.,,t IAt J•tJ81 
"ULTIPL!CICI~~ ~t ~AIHICCS 
DIHE'oSIC• Al IA1HltílC JA1Jt1i1Cl IA1Jbl 
ºª l~íl l•ltlA 
nu zi¡ J•l,JB 
XX•O 
00 100 K•l1JA 
XX•XX•All1KltttlK1JI 

100 COhllllUE 
ClltJl•lX 

ZOO COllT lllUE 
101) CONTIUUE 

RETURN 
EllO 

lUUROUTl~E GUAOIS IA1NE1IADBI 
C GUARDA EN DISCO EL ARREGL A 

DIKENSICN A INEI 
WRITE IUDDI A 
RE1URIC 
EllD 

suaROUTl'E PRl~E IAthRt~CI 
CIHE~\IC' Al~R,~CI 
00 LOO l•L1NC1~ 
"•L•7 
lf lfloG1 ,t:Cl~•hC 
WRITE l61~1GZICK1K•l1"I 
DO 1r.o l •11 ~11 

100 okli~ Ct1bOClll1IAll1Jl1J•Lt~I 
6COZ FOIMAT l/lJX1IJ1711ZX1IJl/l 
tCCl FORPIT llX1IJ181L~El5o711 

RETUP,11 
fNO 

109 



SUJ~~Cl.JTI'~l: TPJ•:1.i1 f i 1 f1) 

OH!.f'.:tr> A(.',,~.; 

,~ t 1 t ! 1 .. ~ tt T l '1 l l, ! l 1 
r. : ~ , i' > • :. t. • ~ 1 ,• ,•, ! J , 1 ) 
!. et, .1 > • ;· ... ¡' · 1.:. 1.: ,_t. ti, 2 J • :. l l '" 1 > 
IJC 11•7:•: J .. 3tli 
AlltJl•A( l,JJO (!, l I 
IS• J-1 
~u ?'Hl 1ir2,1':i 
..;;.c. '~ 

~5., '.··l 
(1U 1 •-:.-:; • • l t KS 
XX•~\·. .J·,, (1:~11 

A(!, JI•( ~I l,Jl-X~l/A( l t ( I 
.?t.:: r.~1.,,. l!h, f 

•x .. : 
00 3!iC l<•ltl.'.i 
XX•X~+A(K,JltAl~tJJ 

: .. en· 1· ¡·0·1~ 
lf ,JI'-. :;ntt(J,Jl-~XI 

1,1 CI ,f ~·1·, • 
r.r:· .r··. 
E:I : 
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41 NO, J1f r·lJ1·1'!'0•; EN u·, E~ TfiUCT'J~A 
4 f'.;Q. J.1[. M1nrr: !Al.ES 
1 IND!CnUOR fll~ EJF.CUC'UN 

20 NO, DI: LLE11Ernus 
2 111[1 !CAf.•Ok rt.1 ORAllO llE ELEHEi<TO 

NUMERO ¡:11Qf-:llF.t~At1t1S CO[IIGO 

1 o.oo 1 
2 2.00 o 
3 4,00 o 
4 6.00 o 
5 8.00 o 
6 10.00 o 
7 12.00 o 
0 14,00 o 
9 16.00 o 

10 11J,IJ0 o 
.t1 2c .. oo o 
1~ :?.: • 0~) o 
13 24 .. ,0 o 
14 26.00 o 
15 20.00 o 
16 3~.oo o 
17 :~~ .oo o 
18 34,00 o 
:t.9 36.00 o 
~o 3E,OO o 
21 40.00 o 
:?2 42.00 o 
2;; 411.1.)(1 

24 46.00 o 
~·:. 48.00 o 
26 50.(!0 0 
27 ~:.oo o 
'2 ::;4.1')0 (l 

:!'i 56·00 (¡ 

30 ss.oo o 
3.1 60,00 o 
:.i:? 62.00 o 
33 64.00 o 
34 66.00 o 
3;, 68.00 o 
36 70.00 (• 

.F 7-:i. ·)0 " .. ~ 7.q.·)0 (• 

·;9 70100 o 
40 1a.oo o 
4. 9.:,,00 1 
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NO. 

NO, VE ECllAGlONES J NO. [lt: EClll\ClllNEf. NEUH:ñS 

Nuw:~.t! 

1 
2 
3 
4 

DE ELEMENTO 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
B 
9 

10 
11 
1:· 

1" 
:.4 
l~ 

ló 
17 
18 
19 
20 

COEF!Cll:NfE DE COI SOLIL!ACIO~l 

2 
3 4 
5 ó 
7 8 
e 10 

11 12 
!.3 t4 
15 ló 
17 10 
19 2C 
21 22 
:'!3 24 
25 26 
..,~ 2B 
29 J(. 
31 :12 
3'1 3-l 
:;[. ~6 

37 3b 
39 'º 

1'00 VllLOR DEL rncr<~MF.NTO 
, 67 Vlll.Oh [IE THETll 

10.(\0000 
5,ooovo 

20.00000 
40,00vl]O 

K 

3 
5 .. 
9 

11 
t3 
15 
17 
19 
~1 
~3 
:;:~ ..,. 
~, 

29 
3! 
:<3 
3~ 
~7 

-:!" 
41 

1.00 FUEhZfl AF'l !f·~i•ñ SOLif.:::: f:_ su:-Lo 
217ü ~'ª. 'r: .u·rr-r ;'¡C(;'. Jf, ··1A .. ;: . ;A 

tti"!t i. ·: 1N7 ::t-=;VALL' :1. ·'- p, "'í;E~.nno 

tlfiTERIALl:S 

3 
3 

3 
3 

4 
4 
4 
A 
4 
4 
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EXCl::SO [11:: F'l~CSiotC [IE AGllfo DE pono 

INTERl\CC:CN HJll, JO 

1 5,497639JE-02 
2 lo0927B56E-01 

1.6224069E-Ol 
:...,11321/,00E-01 . :.6158223E-01 

( ~.n675340E-Ol 
.. o 48182C•2E-01 
B J. 2~;~:~"'1 ltiE-01 
9 4. :~ i :O:. 322E-Ol 

10 .; , ·1~ 10l 74E-01 
11 4.8)'~~.7'90(-01 

12 ~.:?1372:-:!BE-<Jl 
5,4Q8540ó~-01 

5.4721432E-Ol 
,. · 4023713E-01 

.... ·. ~'00241'0E-Ol 
~.J174035E-01 

¡¡¡ ::; . :1028384E-Ol 
19 .; ,8'371738[-01 
20 ···,612:.2310E-01 
21 4,476Q0::;2E-01 
22 412..-'J26872E-01 
~, 

~-·' J,9826349E-01 
3,6('739:!?E-Ol 

'-..J 3.3flA6568E-01 
3, OC.8~056E-i•l 

~~ .' · ... 811323t'J2E-Oj 
·;89004E-Ol 

~!'.' : . f·'l5A6'i'BF.-Ol 
30 2. '.10474'i'JE-01 
:11 :; 091.1740E-Ol 
32 1.f.B08052E-01 
33 lo6:l93302E-Ol 
3~ 1, 43?•1606E-Ol 
3r;_; 1.200927JE-01 

') 16li4 ;·9~.i:!E.-02 
.-. .- 7, 26881 ~·2E-l.;; 
311 4, a~.i91 t:17E-O :·~ 
3f"' ~:,4:-;:~5]".1 H-O:! 

3 



"i1· :•6727E-05 
:::! • :1• 749·'.7<.:.-(~. 

3 ~.5~471~~7Z-04 
~.J~V64~dt.-:-04 

~ 4+085~~21[-04 
.. ~. :78?2642f-04 

:• • (;339357E-í1'f 
8 6.0113060E-04 

~.I) 
;\ 
12 
·~ 

2: 
~· 

3: 
;1 .. 
3~ 

36 
37 
:!9 

.5141~·1;:::rr 4·011 

'.,9"!~,1r~:E··04 
2; •iE-04 

~ ·•. I' ~ :;r.f"'E-04 
¡;··.-~~··r.··)4 

:_._,,,~o~c::, Z.· ·)4 
:;1.311;~r,:·n .. · 1)4 

7.97478061:'.··(•4 
7,8401668E-04 
~ .65697l 4E-04 
, , .e ::~b3198E-04 
. :4·"o.S10E .. 04 

~12t:ó702E-04 
t• -\fJ'..i37:1'.·E-04 
.).t .-.:?~ \tOE-04 

.'·''.·%'.:.E"-04 
::;.14~~·141F. ··l.i·~ 
o,-\376ó40E-04 
--.. ;ayi-;c 3L"-04 
4 .OBi'4~jiiOE-O· 
3.7929120E-04 
~.4366130E 0-. 
.. · .. :/'::::7:.C.-O't 
. r: 1:·5783E-04 
.• l-.J6G3íl7E-04 
. :..~: .. ::or:-04 
1,8131~. j9E-04 
1. 4572t-.,~6E-04 
1.0?b9~24E-04 

7 • 3Jl B:\'.10E-·05 
3.671602:lE-05 
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lNTERllt:CION NLJM, 1080 

1 4.B040557C-16 
2 9,54!l6116E-16 

. .,~ 3 t.4174B57E-15 
4 loB625542E-15 
5 2.284~4~:iOE-15 
6 2.67fl2409E-15 
7 3.0J87525E-15 
a J,J6162D1E-15 
9 J,642B:'i20l-15 

10 3.87fl9579E-15 
11 4o2542047E·-15 
12 4.5.242023E-15 
13 4t68218:!2E-1~ 
14 4• 72432·H3E-15 
15 4.6494Y49E-15 
16 4o4596363E-15 
17 4o3843579E-15 
l.8 4.2819117E-15 
19 4.1529273E-1E 
20 3 ,9rn2092E-·15 
21 J, B l 87112E-15 
22 3o6155504E-15 
23 J,3ll99B14E-15 
24 3.14340(.;:!E-15 
25 2o8773490E-15 
26 2o593462JE-15 
27 2,44340~;6E-15 
28 2.2857764E-15 
29 2.1210622E-15 
JO 1,9497745E-15 
31 1o7724434E-15 
32 1.5FJ96191E-15 
J~ 1 o4018677E-15 
34 1,2<'Y7717E-15 
35 1 o013~:!~"9E-15 
J(, fJ, 14~:'5772E-l6 
37 /,.13·'·'364E-16 
3S 4ol0v08•3E-16 
39 2105:1~238L-1/, 



INTERACC~O:; NL~, 2160 

8 
7 

:.J 
11 
12 

, .. 
!7 
lC 

21'1 

32 
;::3 
~~ 
J:; 
:16 
37 
31'1 
39 

1, 63;'6151E-·JO 
3, :?~i1Y•:;7:--Jc 
4. n:H 9!.jC:4E.-::w 
6, 34'i'1078E-3t) 
7, 7fl759-'6E-30 
".", j:'.'.163~3E-30 
: . {.~ "·'.~1~54E-;~9 
1, 14~:i'l17Bt::-:?9 
.: , .. :·;·l9E-4!1J 
~·. :~::!;!n61 E-29 
i. ,·:.;O~ sc0 i:::-:;9 
l. 5·-:.'.:~~.0i ::> 29 
l .• ~9.)0; ~ .. ·:-:-:r; 
:. • 61043t .: ¿-::~ 
J • ~849'2f,J E-2·7 
.1 .• 520:?0!?0E-29 
.~ .•)1?(')477E-29 

,.r.:: 1 ·.S~Ll7E-~9 

.. ·''~ .'i6::i7:?!-::·-2~' 
,:··~n1 ..:-~"'~) 

: .• :.:017:?'j.~l:-2cr 
, ~;;2~i'::'13E- 2l 

:. • 11.:559::- i(.-29 
J ....... 15". ~·:r:-?9 
9, 80B?i5tlc'J~-·~o 
F. rt,(1/.1J04E-30 

2~·1211tF.-30 

; , 79 t 7Y521:: ·~'.O 
7.no314BF.-30 
t., '•464:.!ótE-JO 

;;.t:::=7:::.: E'-3() 
t:, i'';'\:li :. l 7E-30 
-~. 12:)S~'t:..!E· :~<· 

3 .4tll>~[' . .SE-30 
~~, 7779;· 1. :::>;: · : -O 
~.09104i'4E-:<O 
1.3976'140C-3\I 
6.97YOó6Ct..-31 
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W X 

v , vwlocidad 
, mua por unidad de vollll'l!I\ 

( denSidld de - ) 

X 

FIG 2.1 lii:PR::'l~mv:!J;>; ~CA IEL FWIDO KI'llAVES IE UN \0-
i.IHli Ewr.::.\IAL, llSCCiltllO A IA DUErCI(JI x. 

loq 

m.y Pendiente 
' ( coef. de variaci&I 

voll.lll6trica ) 

FIG 2. 2 Cl'RVA • IE C:M'FESIBILI:::.O ES ESCAlA 1.0GARI'lMICA 
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FIG. J,l aJRVA 'IECllICA lE COISOLillllCICJi DI ESCAIA ARI'DEI'ICA 
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FIG, 3.2 WRVA 'WJUCA lE cx:.tiSOLIDACICJi lll ESCAlA IOOARI'!MICA 
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FIG 4,1 ES1Mro DE A1CILIA EJI 111 SIS'lDIR. CE1UWX> 

P t/cri 

' 

~ . 
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FI<j 4, 2 ESTIWro IE A1CILIA DIVIDIOO l'CR 1111\ MM.tA DE '!'ll:s 
~ FINiml EJI UN SrmtP. CllRIWlQ, 
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FIG, 4,4, CCNI'IWIOCIC!i IE J'AS llllTRICES DE CJIDI\ EIDIWl'O FINI'ID PARA EL 
CiSllll!U: DE LAS llllTRICF.S GUIWES DEUSmA'IO, J'AS ZClll\S ruE
RA IE Ial ClWllUl sctl EUHNl'<ll CQI Vl\ICJ\ NUUJ, 
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FIG. A. 2 • ISCCIUWl PARA EL PIQlmul. Nº l DI UN TIEll'O. 
t ella 
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FIG 

w = 1.00 ( e . (m2 / d!a) m lm2 /d1a) K lnv'd!a) 
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FIG A.3 EP1131ll'llCICll GIW'ICA !EL 
PIOllDI>. Nº 2 

s:~:.c. t 
FllJflEM JMl'Elff:Allü: 

0.01 0.1 

0.001 0.005 

0.01 0.2 

0.001 o.oc 
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AEtlA O GW\VA 

123 

1 
A. 4 SISTEW. SEMIPER-EABU: FIG. A.5 SJS'l!2!1\ PEIH:ABI.E 

O ABJER'JO 



o 

' 20 'O . 
~ 

~ 40 
' e 
u . ... 

60 
.! 
¡ . ., 

!! 
80 

= 
100 

o o.s J.5 

Tv , fal"tor tic11pu 

FIG. A. 6 ClJRVA mlll:CA IE o:HU.ml'ICI<li PARA EL CASO l 
IEL PIUlU!JIP. Nº2 
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FIG, A, 7 ¡scx:iow; PARA lli SIS'l!Jll\ SD4IPE1ff'J\BlE CA<;O l PlUIW1I. N°2 
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FIG. A.10 l~ PAPA UN Sl~IA 1DIEJ\'ro: Ck~ 11 PJQJEI.M.\ 11"2 L:i U:: TIQKI 

t ella 



FIG. (A.11) ElDS!l IE PESI<JI IE 1alA IE roR:l PARA EL PIOllDIA DES
CIUP'l'IVO, t J PAM 'Dl:S EIEll!Jft'al, 
PARA !11 'l'lDl'O t DIA 
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_FIG, (A.12) CXJmNUACI<Jl !E IA GRAFICA !E IA FI<llM (A.11) PAM 
1.11 ~ !E TIDl'O !E 10 DIAS t DIA 
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FIG (A.13) GIUIFICAS IEL EXOEO IE. L\ Plt:SI<Ji IE N:IJA JE POR:> PARA 
EL PIUIUlla No. 4 ali 11111 IWJA IE 20 EUH2mE Y <nq 
11111 APIOCIJlllCI<Ji Lm:AL. t DIA 

13! 



FIG, (A, 13 ) E>CaSO IE PIESICll IE N1IA !E PCRl PARA EL PIDlllJa 
No.4 cm UNA l\PRlXIMl\Cl<ll aJAllWl'ICA Y ClCll 20 ElE
!Efl'CS. t DIA 
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FIG (A.14 o:JllAMCICN IE IAS ClJIM\S Iscx:JUWl IEL Ext:ESO IE IA PH:SICJi 
IE NllA .JE RR> Wl'llE UNA IWlA IE 'IIU EIDllf1t6 Pal IEDIO IEL ll:'1UlO 
IEL EIDIMU·FINml (IEF) Y IA &JUx:ICfi EXltC1'A IE 'lUZN:JII (ET). PARA -
EL PllJIWll\ f 4 IXHE t DIA 
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FIG. (A.l".'"f¡;~ ~mm:s AL PH:BUJ9. ll0.5 PJIM tia A
PRJXIMA::I(I; LINEAL CXJI UN/\ Ml\UA IE 20 EllJl1f1'a¡ FINIU. t DIA 
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na. (A.161 ma:K1W1 PARA EL PIOIUiJIP. No. s PMA EllC!SO m Pll:SICll 
tE 1GlA IE FCro Di fJI ~ l'EltENl1E lD IA SCIVCICll IEL ll:F <XII -
20 Wl!INlal Y M'IDKDlllClCll OlNJMl'ICA. DIA 
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FIG B.1 !l>'NCT=5 !E FORMll l:t: tll ltHJNCHIO l:t: P!WER GIWl) PNIA tll EIIJEl10 
l:t: 1'lll'tro TIPIOO 1:t: UllG1W!J t 

136 



- 137 

a 

.6 
Sof. e1u1ct" 

Sol. ~-o ,,6.ta,5 

Sol. g~o ,Lt•.9 

,4 

FIG. B. 2 SCl.OCia. IEL l'IOllDa malIP'l'I\10 PAM EL ME'1QXl DE DlLER O Dm:EICIAll 

llllCIAA!ElNm: 

I' 
1 



.8 

.J 

.:? 

1. ~ 

~ .... ll=t •. :':.• •. 5 
i;.,1, ¡,le¡ ,/\t •,9 

138 



~· 

n 

.s 

.6 

.4 

.2 
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FIG •. 8,5 SOUJCICJI 1EL ~ IESCRIPl'IVO Pal EL IE'ltlXl IE Dxna:r«:IAS 

IUICIA A'!WIS 
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TABLA (A.l) RESULTADOS OBTENIDOS DE EXCESO DE PRBSION DB AGUA 

DB PORO POR MEDIO DB LA BCUACION (3.9) CON UNA 

~ APROXlMAClON DB n • 8. 

··--··---·--·-
• Pt•lO Pt•30 Pt•60 Pt•90 

0.5 1.85067 1.09836 0.78167 0.63960 
1.0 3.32992 2.11503 1.53361 1.26287 
1.5 4.26737 2.98611 2.22946 1.85471 
2.0 4.73365 3.67695 2.84892 2.40235 
2.5 4.91788 4.18409 3.37940 2.89651 
3.0 4.98065 4.52870 3.81641 3.33004 
3.5 4.99948 4. 74545 4.16274 3. 70155 
4.0 5.ooooo 4.87164 4.42676 4.01151 

¡ 4.5 5.00000 4.93964 4.62038 4.26353 
5.0 5.00000 4.97356 4.75698 4.46319 

'---'·--- --·---· 
--·----·-- ---------, 

1 
Pt•150 Pt•365 Pt•1095 Pt•3650 • ¡-· ·-- -_¡___ . -. 

1 0.5 0.49628 0.31476 0.11748 0.00401 
l.O ! 0.98494 0.62727 0.23423 0.00900 
1.5 1.45859 0.93529 0.34953 0.01193 
2.0 l.91070 l.23667 0.46269 0.01590 
2.5 2.33554 1.52932 0.57299 0.01956 
3.0 2.72862 1.81138 0.67975 0.02321 
3.5 3.08667 2.08076 0.78233 0.02671 
4.0 3.40776 2.33605 o.aaoo9 0.03005 
4.5 3.69122 2.57564 0.97241 0.03320 

L5.o 3.93753 2.79820 1.05874 0.03615 
-------·-
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~ 

TABLA (A,2) VALORES OBTBNIDOS DBL GRADO DB COKSOLIDACIOK PAIA 
EL CASO I DBL PROBLIUIA NO. 2 DSL GIADO .,. 
CONSOLIDACION, 

t 1 

1 
'l'v u 

30 1 0.012 0.1237 

'º O,OH 0.110 

'° 0.030 o.21u 
120 o.a.a 0.2474 
240 º·º" 0.34H 
720 0.288 o.&020 
1080 o.u2 0.7213 
1440 0,577 0.8047 
1800 0.121 0.102 
21'0 O.H5 0.9042 
2493 1.000 o.uu 
2552 

J 
1,022 0.9350 

3600 1.445 o.nH 
7200 2.884 0.9993 

--
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TABLA (A,31 VALORES DEL EXCESO DE PRESION DB PDRO PARA EL CASO 

I DBL PROBLBHA NO, 2. 

----- ------ --- --
• Pt•JO Pt•240 Pt•lOBO Pt•2160 Pt•7200 

o o.oo o.oo o.oo o.oo o.oo 
10 5.80 2.24 o.es 0.20 2x10·3 

20 8.93 4,31 1.68 0.51 3x10·3 

26 9.64 s.u 2.u o. 74 5x10·J 

32 9.90 6.38 2.57 0.88 0.0100 
42 9,99 7.'8 3.21 1.11 0.0100 
52 10.00 8.60 3.73 l.28 0.0100 

" 10.00 9,33 4,21 l.45 0.0100 : 
80 10.00 9,55 .f,38 1.s1 o.01o~__j 

¡_.__ ·--· ----------·------

/ 
! 



TABLA (A,4) VALORBS OBTENIDOS DEL GRADO DE COHOLIDACION PARA 

EL CASO l1 DEL PROBLEMA llO, 2, 

l t Tv ¡--¡_.. 
30 0,048 

60 

90 
120 

0.096 

O.lU 

0.192 

u' 
o.2n 
0.350 

0.429 
o.49' 

240 0.314 0.686 

l
"º o. 769 0.879 
600 0.962 0.924 
624 l.ooo o.n1 
720 l l.153 0.953 

18~ -~-·_ .. __ s_~º-·_9_9_9_. 
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) 

'l'ABI.A (A,5) VAi.ORES CORRBSPONDIBN'l'BS AL EXCBSO DE PRESION DE 
AGUA DE t.OS POROS DEL SUBID, PARA EL CASO 11 DEL 

PROBLIMA NO. 2. 

·------·-· 
Pt•420 --~--;~•1800 1 

1 Pt•30 Pt•60 Pt•240 
------ -- --- .. ¡ 

o o.oo o.oo o.oo o.oo o.oo 

10 5.80 4,31 1.89 o.73 3Xl0•3 

20 8.93 7,45 3.U 1.35 1x10·3 

26 9.64 8.60 4,20 1.63 9Xl0- 3 

32 9.90 9.26 4.69 1.81 0.010 

40 9,97 9,55 4,93 1.91 0.010 

42(381 9.97 9,53 4.91 1.90 0.010 

52(281 9.76 8.83 4.39 1.70 0.009 

66(14) 7,41 5.75 2.58 1.00 0,005 

80( O) o.oo o.oo o.oo o.oo o.oo 
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TABLA B.l VALORES DE .! PAAA EL PROBLl!MA RESUELTO CON LA 
SOLUCION EXACTA DE LA FORMULA a • e - t 

'l'/\l!LA B.2 Vi\LORBS DE .! OBTENIDOS POR MITODOS APROXIMADOS, 

VARIANDO EL INCRBMENTO DE TI!llPO, PARA IL PROBLEMA 

DESCRIPTIVO DBL APSNDICE 8. 

---+---------------2~-~-~~.-~ªº 2.;o 
.13 .38 .14 .os 

• • t o .so l.OO 1.so 

8 • o 1 .60 .36 .22 

8 •1/2 1 .67 .45 ,JO .20 .53 ,38 .is 

• •2/31 1 .63 .40 .• 25 .16 .u .u .09 

1 e • l i .so .25 ,13 .06 1 .u .02 

-- ·-·1--- ··---:9 __ _ 
.002 

f---~·- ----.-·-··--- ··---·· ·-······--··-
1 

t .s 
----~---· ---- --·-···· 1 ---·- ---·-·· 
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