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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Una de las mds comunes y primitivas actividades del hombre ha sido =
agrupar, donde, por agrupar se entiende el proceso de organizar elementos

de un conjunto dado en subconjuntos homogéneos.

ET andlisis de clmulos comprende diversas técnicas de agrupamiento,
cuyo objeto es formar grupos o climulos, que cumplan con Tos siguientes -

propdsitos:

1)  Los elementos dentro de cada grupo o clmulo deben ser de alguna mane
ra "semejantes", es decir; se pretende que los elementos dentro de -

un grupo sean homogéneos entre si.

2) Los elementos de los diferentes grupos o cimulos deben ser "no seme-

Jantes", es decir; se desea formar grupos heterogéneos entre si.

Al hablar de semejanza entre individuos o elementos, Se presupone que
existe una "asociaci6n natural" entre &stos. En muchas ocasiones se dis-
tingue con facilidad cuando dos elementos o individuos son semejantes o -
no. Por ejemplo, una piedra es diferente a un animal, se puede argumen--

tar due uno es yn ser inerte y el otro un ser vivo, y por le tanto no son

semejantes.

Sin embargo, una rana y.un gusano al pertenecer al reino animal guar



dan una asociaci6n natural entre ellos. Por otro lado, el gusano perte-
nece al grupo de los invertebrados y la rana a los vertebrados, visto es

to de otra forma se podrfa decir que no son semejantes.

Del ejemplo anterior, se observa que es necesario definir las carac
terfsticas o atributos bajo los cuales se desea agrupar, ya que de esto

dependerd que Jos individuos se consideren semejantes o no.

Hasta este momento s6lo se ha mencionado si dos elementos o indivi-
duos ‘son semejantes o no; con frecuencia no es suficiente el poder dis--
tinguir si dos individuos son o no semejantes, sino es necesario saber -
que tanto 1o son. Para ello se requiere medir el grado de semejanza en-

tre los elementos.

E1 grado de semejanza se obtendrs, por medio de alguna medidade aso
ciacidn entre los elementos, esta a su vez depender§ de las caracterfstj

cas que definan a dichos elementos.

Aunque el grado de semejanza tome valores en una escala continua, -
serd necesario definir un criterio respecto al cualt el grado de semejanza
serf "alto" o "bajo", con el objeto de determinar los elementos dentro de
un mismo grupo y los que estdn en diferentes grupos. Tales criterios de-
pender&n del objetivo que se tenga al agrupar. La solucifn a este proble
ma puede darse, buscando que el grado de semejanza entre los elementos de
cada grupo sea mayor o igual a un cierto valor (cota), en este caso el nd

mero de grupos no se fijar§ de antemano, sino se formardn los grupos de -

2.



tal manera que Jos elementos de cada.grupo cumplan con dicha restric--
cibn. Otra solucién, para el caso en que se fije de antemano el nimero
de grupos, se obtiene al maximizar el grado de semejanza entre los ele-
mentos de cada grupo de tal forma que se 1legue al nimero de grupos de-

seado,

Casi todos los procedimientos usados para descubrir grupos o cdmu--
los definen como medida de asociacién la distancia entre los puntos {mé-
trica) definidos por las caracterfsticas o atributos de los elementos; y
por medio de un método iterativo se encuentran los grupos a partir de ve

cindades definidas en términos de medidas de asociacién.

A grandes rasgos, los métodos de agrupacién se dividen en "métocos
jerdrquicos" y "métodos no jerdrquicos". Los primeros tienen la propie-
dad que en cada paso un grupo se obtiene como 1a uni6n de grupos obteni-

dos en pasos previos,

Por otro lado, conviene mencionar que en muchas ocasiones el proble
ma de clmulos se puede plantear como unc de optimizaci6n matemitica. -
Usando ténicas de programacién, ya sea lineal, no lineal, dinfmica, ente
ra, etc., dependerd de la naturaleza del problema, el cual define las -

restricciones y 1a funcién objetivo en el planteamiento de optimizacién.

En esta tesis se planteard el problema de cimulos de varias formas,
con el objeto de lograr una mayor comprensién de su naturaleza. En espe

cial se har§ énfasis en aquellos casos en que el problema puede verse co
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mo uno de optimizacién. Ademds, se pretende la obtencidn de un programa
para el andlisis de cGmulos por métodos jerdrquices, que podrd ser utili
zado en microcomputadoras, Lo que parece de gran utilidad ya que este -
tipo de equipos ha proliferado a dltimas fechas y no existe suficiente -
"sofware" para ellos, sobre todo en 1o referente a métodos estadisticos

multivariados.

Para lograr lo anterior, la tesis se ha dividido en 8 capftulos. Es
te es e] primer capftulo, que como ya se vié, da una idea general del -
problema de climulos y refiere el resto de 1a tesis. En el Capftulo 2 se
planteard el problema de cdmulos como un problema de particidn, se har§
un breve andlisfs de las variables y sus escalas. En los capftulos sub-
secuentes se tratard el problema para variables continuas y cuantitati--
vas, En el tercer capftulo se definirin las medidas de asociacidn de ma
yor relevancia como son las funciones de distancia y de proporcién. En
e) cuarto capftulo se exponen los criterios de optimalidad que servirdn
para la obtencin de la funcifn objetivo del problema de climulos, se men
clonarén principalmente tres criterios de optimalidad a saber; los que -
buscan obtener homogenidad dentro de los grupos, 10§ que su objetivo es
Tograr 1a heterogenidad entre los grupos y un bicriterio que pretende ob

tener los dos objetivos anteriores.

En el CapTtulo 5 se plantea 1a solucién del problema de cimulos co-
mo uno de optimizacién y se analiza e! uso de métodos de programacifn ma
tem§tica para este fin. En particular se describen: la Programacidn Di

nimica , la Entera y el Planteamiento en base a Teorfa de Gré&ficas. En

-4-



el mismo capftulo se analizarén métodos propios del andlisis de cdmulos,

como son los métodos Jerdrquicos.

El Capftulo 6 describe un programa computacional para resolver el -
problema de cmulos por medio de tres de.105 métodos Jerdrquicos mis im-
portantes como son el de Unién-Simple, Unidn-Exhaustiva y el de la Media
na. Una aplicacifn de estos tres métodos usando dicho programa se hard
en el Capftulo 7, en el que se agrupan las entidades federativas de la -
Repiblica Mexicana en base a su rama de actividad econbmica. Se usardn
Tos tres métodos jerdrquicos ya mencionados y se comparardn resultados.

€] Ultimo capftulo dard las conclusiones finales de toda Ta tesis.



CAPITULO_ _ 2

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE CUMULOS COMO UNO DE PARTICION

Un problema de clmulos puede ser planteado como un problema de par-
ticién, ya que los grupos o cimulos que se forman cumplen con la defini-

cifn de particidn.

En este capTtulo se dar§ la definicifn de particién en términos ge-
nerales, seguida de la notacifn que se usard en el resto de la tesis, Se
dard la aplicacifn del problema de particidn al de cimulos y su plantea-
miento. Finalmente se ver&n algunas propiedades de la variables que des

criben a Tos elementos.

2.1 Definicifn

Considere un conjunto I = {11.12,....In) y una familia de subcon-
Juntos de I ® ={9),9,,...,9,} talque s, clI, keK={1,2,...,m} j -

¢ se define como una cubjerta de I si kU %W I.
eK

Y si ademds se tiene

nh e M J,kek,Jek

¥ define una particidn de 1.

S1 P es el conjunto de particiones posibles de I, se define 1a fun-

cifn de costo total 6: P —> R asociada a cada particién de P ¢ R".



El problema de particién consiste en encontrar 1a particién Sptima

* que minimice el costo total. €s decir, encontrar:

G("*) = Min G(7)
YeP

2.2 Notacidn

Sea I = (11.12.....Xn} un conjunto que denota n elementos o indi-

viduos de una poblacién.

Suponga que se tiene un conjunto de caracterfsticas o atributos -

C= (CI’CZ""'Cp) observables y poseidas por cada individuc u elemento.

Dicho de otro modo, a cada elemento del conjunto I, ld te correspon
de un vector de atributos XJ. cuyas componentes son Jas medidas de cada

caracteristica asociadas a dicho elemento.

Como cada Ij {3=1,2,...,n) esta descrito por p caracterfsticas, -

entences XJ=(XIJ’XZJ""'xpj) serd un vector de p variables.

Para cada 1=1,2,...,p y Jj=1,2,....n, xij es la medida de la -

i-gsima caracterfstica del j-&simo elemento.

En consecuencia, el conjunto I de elementos puede ser descrito por
una matriz X de p x n que tiene los valores de las p variables para to-

dos los elementos de 1.



Por lo tanto X:

xll x12 e Xln
X1 Xop ees th

. ] .
' .

xpl xp? pn

Conviene hacer notar que en caso de que los elementos que se preten
de agrupar estén definidos por una sola variable unidimensional {en R) -
este problema es "sencillo® de resolver, ya que en los Reales (R) existe
un orden. Es decir, dado X, xjc R siempre se puede decir si Xy > Xj
O Xy <Xy 0 X; =X sinenbargo, st las varfables X;.X eRP po>2,
no se tiene un orden, y el problema de agrupar se vuelve muy "diffcil",

ya que no se puede decir si X1> )(‘1 0 x1< xd.

Debido a lo anterior, es necesario utilizar criterios para determi-
nar un orden de un conjunto de vectores X={X1.X2,...,Xn) definidos en =
RP {p> 2), estos criterios se determinarin en base a medidas de asocia-
¢i6n, las que se tratarin en el Capftulo 3. Dichos criterios no son Gni
cos (dependersn de la medida de asociacibn que se elija} incluso puede -
ocurrir en algunos casos X1< X‘1 y en otros X1> XJ. En el siguiente
capftulo se propondrén varias medidas de asociacidn para estas compara-

ciones.

2.3 E1 Andlisis de Cimulos como un Problema de Particibn

Dada Ta matriz de observacién de los atributos, el problema de clmu

-8 -



los pretende determinar m grupos o clmulos de un conjunto dado de elemen

tos que satisfaga cierto criterio de optimalidad.

Sies= (ul.ﬂz.....um} denota el conjunto de m grupos o cimulos del
conjunto de elementos I, v serd entonces una particién de [ que cumple

con:

¥ que para IJ ¢ 1 s6lo pertenecerd a uno y sé1o un elemento de ¥, es de-

cir:

para Ij el

si Ijeilk = Ijiul(f%g:k=l.2,...,m)

En consecuencia, el problema de cimulos se reduce a un problema de
particidn del que se tendrd como objetivo determinar Ta particifn éptima
1* del conjunto de particiones P que satisfaga el criterio de optimali-
dad, que estard dado en t&rminos de una relacidn funcional a la que se -

le dard el nombre de funcidn objetivo.

Los criterios de optimalidad para el problema de clmulos tenderdn a
formar grupos heterogéneos entre si, y a su vez los elementos que forman
cada grupo sean lo mas homogéneos posibles. Lo que significa que se de-
sea, formar grupos donde la asociacién natural de los elementos, que se
manifiesta a través de los atributos observados, sea mayor dentro de 10s

grupos, y menor cuando los elementos pertenezcan a diferentes grupos.

-9-



2.4 Comportamiento de las Variables

Se considera que se tienen observaciones de cada una de las p varia
bles que describen a los elementos, y que &stas corresponden a un fenme
no empfrico, que se caracteriza por ta propiedad de que al observarlo ba
Jo determinado conjunto de condiciones, no siempre se obtiene el mismo -
resultado (de manera que no existe regularidad determinfstica); sino que
los diferentes resultados ocurren con regularidad estadfstica, Esto quig '
re decir, que existen nGmerosentre 0 y 1, que representan la frecuen--
cia relativa con 1a que se observan los diferentes resultados en una se-

rie de repeticiones independientes del fenfmeno.

Para el anflisis de cimulos puede considerarse dos situaciones que

se definen a continuacifn:

1) Aungque el fendmeno es aleatorio en ocasiones sélo se tfene una ob-
servacifn del fen6menc, se agrupd en base a ésta como si fuese un

problema determinfstico.

2) En otras ocasfones se cuenta con mayor informacifn acerca del fend-
meno (por ejemplo: varias observaciones, su distribucién a priori,

etc.), por 10 que se puede manejar como un problema probabilfstico.
Las situaciones antes definidas se plantean independientemente y de

acuerdo a )a naturaleza de) problema. En general, esta tesis estarf de-

dicada al estudio del problema determinfstico.

-10 -



2.5 Las Variables y sus Escalas

En general, las variables observadas se valuan en unidades diferen-
tes y las escalas que se usan para medirlas pueden ser de diferentes ti-

pos.

La diferencia de unidades entre las variables y en especial las di-

ferentes escalas, pueden hacer imposible el uso del anilisis de cimulos.

Una clasificacifn sistemdtica de variables, origina una estructura
conveniente para identificar diferencias esenciales en los elementos o
individuos, Las variables pueden clasificarse de acuerdo a su "recorri-

do" y a su escala de medida.

Si se entiende por recorrido la cardinalidad del conjunto de valo-
res que la variable puede asumir, el recorrido de una variable se puede

clasificar como:

- Finito
- Contable infinito

- No contable infinito

La clasificacifn de las variables en base a su recorrido debe tomar

en cuenta dos factores a saber:

- Su "tipo de recorrido"”

- E1 "tamafio de su recorrido".

-1 -



En cuanto al tipo de recorrido se hablard mis adelante, para ilus-
trar la importancia del tamafic del! recorrido se recurrird a un ejemplo.
'Suponga que se desean agrupar empresas usando dos variables que son: ven
tas (en pesos) y niimero de empleados. El tipo de recorrido de estas va-
riables es el mismo (contable finito); sin embargo, el tamafio de su reco
rrido puede ser muy diferente, ya que el recorrido de las ventas se pue-
de suponer de miles de millones de pesos, mientras que el nimerc de em=~

pleados a 1o mis se mide en cientos de pesos.

Basados en estos conceptos, las varjables a su vez se clasifican en

- Continuas: pueden tener recorrido finito o no finito, pero no -
contable. Tales variables pueden asumir cualquier valor dentro -

de un intervalo o coleccifn de éstos.

- Discretas: Tienen un recorrido finito o al menos un recorrido in

finito contable.
- Binarfas o Dicot8micas: son variables discretas que s8lo pueden

tomar dos valores.

En esta tesis al referirse a variables, s61o0 se supondrs que éstas

son del tipo continuo.

La clasificacion de las variables, de acuerdo a su escala de medida

se har§ en relacién a) siguiente esquema.

Para la k-8sima variable y los i-&simo y j-&simo elementos con los

- 12 -



valores xki' ij respectivamente, se dird que la escala es:

Nominal: si solamente distingue entre clases. Es decir, sdlo se

puede decir si xk1 = ij o bien si in z ij.

Ordinal: si puede ordenar elementos, Ademds de distinguir entre
in = *kj -} in = ij, se puede decir si Xk1 > ij o bien, -
si in < ij.

De Intervalo: si asigna una medida significativa de 1la diferen-
cia entre dos elementos, es decir se puede afirmar que el {-ésimo

elemento es ()(ki - ka) unidades diferentes del j-ésimo elemento,

De Razén: si es una escala de intervalo con un cero absoluto si
in > ij se puede decir qu el i-8simo elemento es in / ij -

veces el j-ésimo elemento.

Se hace notar que el tipo de medida de asociaci6n elegida dependerd

del tipo de escala de las variables en cuestidn.

Con frecuencia, las variables con escala nominal u ordinal son para

variables categSricas o cualitativas; las variables con escalas de inter

valo o de raz6n son varjables cuantitativas.

La tesis se limitar§ a analizar sGlo variables cuantitativas y como

ya se menciond, variables continuas.

-« 13 -



CAPITULO__ 3

MEDIDAS DE ASOCIACION

La necesidad de cuantificar el grado de semejanza entre e1émentos.

propicié el uso de medidas de asociacién entre elementos.

Las medidas de asociacidn que se utilizan con mayor frecuencia son
tas de distancia, a las que se hace referencia en este capftulo, Se ana
Vizarén también, medidas de asociacidn que determinan el grado de rela-
cifn lineal entre los elementos. Finalmente se dardn algunas relaciones

estadfsticas para medir el grado de semejanza entre los elementos.

E1 uso de una u otra medida de asociacién dependerd de 1a naturale-
za del problema en cuestidn, es decir, de como y qué se desea agrupar y

del tipo de Timitantes que se tengan.

3.1 Funciones de Distancia

Sea X el conjunto x-{xl.xz....,xn). cuyos elementos se 1laman pun-
tos; se dice que X es un espacto métrico, si a cada par de puntos xi.xJ
hay asociado un nimero real d(xi.xj) 11amado distancia de x1 a XJ. tal

que:



: "1‘)"d(x1‘.xj) >0 st =3 d(X;oXg) = 0 i 4=y
1) d(XpXg) = d(X50X,) s

i) d(Xi.Xj) < d(X1.Xk) + d(Xk.XJ) » Xk e X

La funcidn d se le 1lama funcién de distancia o métrica. La métri-

ca de Minkowski, conocida por 1a norma Lo Se define para Xi. XJ e X co

mo;
0K = L8 Koy = %y (S ¢y
ey kgx| TR TR 2
Para diversos valores de c se obtienen diferentes funciones de dise
tancia.

Con ¢=1, se tiene la norma 21s definida como:
dl(X1.Xd) = kgll in - ij|
La distancia euclidiana o norma 2y se obtiene cuando c¢=2

d X ,X = X - X

La métrica de Chebychev se obtiene de:
Tim dc(xi'xj)
C—> =
que en general se conoce como 1a norma suprema £, lo que se define:
d, (KKy) = Sup (X~ Xyl
k=21,2,..0,p

- 15 -



Para visualizar el significado geométrico de las funciones de dis-

tancia, ya definidas se dard un ejemplo:
Suponga un conjunto de puntos xl.xz.....xn. para los que
dc(xi,xj) =1 N i=j,

es decir, un conjunto U = {x1 | dc(x1.XJ) =1 4§« j)este conjunto

se denomina, la esfera unitaria de la métrica.

La representacidn gr&fica de las esferas unitarias de las métricas

i1s Rp0 2. €D dos dimensiones se tiene en la figura (1).

Las esferas unitarfas que las métricas fqs Para l<c<2 son curvas

conexas, que se encuentran en las esferas unitarias de las métricas 2y

12-

Para el caso en que 2<c<= la esfera unitaria para una ¢ dada es -
una curva conexa que se encuentra gntre las esferas que las métricas g
y &_. Tales esferas representan, la superficie formada por la coleccién

de puntos que estdn a una unidad de distancia del centro, .

E1 siguiente teorema proporciona una ordenacisn de 1as funciones de

distancia definidas por la norma Lot

Teorema

La desigualdad
dh(xi'xj) f dm(xi’xj)
- 16 -



REFPRESENTACION DE LAS ESFERAS UNITARIAS (.4, La ¥ Lap

La

4

Figura 1

i



se.cumple

‘#' Xi.)(ngp<=>h3m

3.2 Comportamiento de las Funciones de Distancia

Cualguier elemento descrito por un conjunto de caracteristicas, pue
de ser localizado como un vector o punto en un espacio multivariade, -
Usando los atributos del elemento como valores de las coordenadas rectan
gulares de dicho punto; es decir, Xk{ es Ya componente del vector x‘ a

10 largo del k-Esimo eje coordenado.

Con objeto de facilitar la visualizacién grifica y el manejode ecua
ciones, se hard referencia al caso particular de dos dimensiones, es de-
cir, se consideran s§lo dos atributos para los vectores Xi' XJ. que se -

definen como:

Se desea analizar el comportamiento de las funciones de distancia -

definidas para los vectores Xi. Xj. al rotar dichos vectores,
Como se expuso con anterioridad, 1a magnitud de la diferenciade Jos
vectores Xi, xj es la distancia euclidiana entre €stos, representada por:
dz(xi,xj) =] % - KJ | (donde || sign!fica magnitud).
Al rotarse Xy Kj en los ejes coordenados un &ngulo ¢, para todos

Yos valores de ¢(0° < ¢ < 360°), graficamente K; y Xj formardn circules
- 18 -



con radijos:

Il =/ gy 1% ”*?j + Xy

respectivamente. Lo que se observa en la figura {2). Donde |Xi| es la

magnitud de Xi. es decir, la distancia euclidiana de X1 al origen.

Sea R 1a matriz de rotacién definida como:

CoS ¢ SEN ¢
-SEN ¢ cos ¢

Donde ¢ es el angulo de rotacibn,

El determinante de la matriz R de rotacidn es:
Rl = seN’ s +cos? ¢ = 1
Sean Xi' y XJ' los vectores rotados definidos por:

A

Sea C el vector diferencia entre )(1 y XJ H

€= Xy = Xy = [Ny = Xyg s Xy = Xyl
cuya magnitud al cuadrado se define con 1a distancia euclidiana entre X1
XJ al cuadrado, es decir,
2 2 2 2
o] = a®(xpXy) = X+ xgl -2 %yl [xg] cos o
donde ¢ es e) &ngulo entre )(1 y xJ.
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Sea C' el vector diferencia entre Xi' y XJ' ¢! = Xi‘ - XJ'. cuya

magnitud al cuadrado se define:
2 _ 2 _ 2 2 ) |
L e N A LA [X5'1% = 2]x, [%4'] Cos 6

donde 8 es ef dngulo entre Xil y XJ'.

2 2
oo [y 1% = 1R 1 = 1P 12 e gl
10 que implica que |C[2 = ]c'[z. 1o que eguivale que:

dz(XT.XJ) = 200" 4"

Por otro lade, C' =RC
€' = (cy'sCy') = RCKyy = Ny s Npy = KoulT
112 1 1j * "2 23

€0S ¢  SEN ¢ Xy = X

N
-SEN ¢  €OS ¢ Xye =

(CI'.CZ') = X
2i 23

cl' = (xli - le) COS ¢ + (X21 - ij) SEN ¢
cz' =-(X11 - XIJ) SEN ¢ + (X21 - ij) Cos ¢

y comp C' = (X‘ - XJ'), per consiguiente:

X' - le' = (le - le) CoS ¢ + (XZi - XZJ) SEN ¢

xZil - ij' = (Xzf - ij) €os ¢ - (xli - le) SEN ¢

con lo que se concluye que 1a norma £, cominmente 1lamada distancia eucli

diana entre dos vectores, es invariante de 1a rotaciSn de ambos, siempre
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y cuando el angulo de separacidn entre dichos vectores se conserve.

La norma 2, gue se definié con anterioridad como:

p
Ay = 4 e - Kl

para el caso de dos dimensiones {p=2), se mantiene invariante si los vec

tores X; ¥ Xj se rotan un &ngulo ¢ =n{90°) donde n ¢ 2%

La norma suprema definida como:

Sup{[xH - kaI} para p=2,
k2 1,2,0004p

ser§ 1a misma para los vectores rotados con ¢ = n{180°) ne 4

En el anexo A, se generalizard el comportamiento de las funciones -

de distancia para p dimensiones.

Las funciones de distancia como medidas de asociacidn entre elemen-
tos miden el “grado de disimilitud" de estos, ya que mientras mayor sea
1a distancia entre sus vectores correspondientes, menos semejantes serdn,

Se dicen que dos vectores L XJ son iguales si d(xi.xj):o. A+ taj,

A continuacibn se da una definicidn que aclara o anterior:
Definicidn:
Para e} casc del problema de cimulos se tiene que un elemento I' el

- 22 -



pertenece al grupo Ty de una particién de [ <=>

d2(x1.i") < dz(x1.)'(’) A og=k, £21,2,....m

-k nk .y M
donde X" = izl Xilnk y X' = izl X1/n1 se conocen como centroides

de los grupos ooyt respectivamente; y ademds, nk y n? son el ni

mero de elementos de dichos grupos.

En consecuencia, el grado de semejanza entre dos elementos que se -
mide a través de las funciones de distancia, se hard de manera inversa,
es decir, si se desea obtener miximo grado de semejanza entre dos elemen

tos, entonces se minimizard la distancia entre sus vectores.
Lo que se explicard con mayor detalle en las siguientes secciones.

3.3 Funciones de Proporcidn

Como se mencion§ en la seccifn anterior, el grado de semejanza en--
tre dos elementos puede determinarse en base a la distancia entre 1o§Veg
tores que los definen, Es posible construir otras medidas de asociacibn
basadas en las properciones que guardan entre si las componentes de di-

chos vectores. Una medida de este tipo es el producto punto entre ellos

Definicidn:

Sean x1 y Xj vectores de p componentes, el producto punto entre X‘
Y XJ es:
X xJ

g ny
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el que en términos de magnitud y del ingulo entre los vectores )(1 Y Xj.

se define también como:

xi . Xj = |X'| |XJ| €os ¢
donde ¢ es el &ngulo de separacifn entre x1 y XJ.

E1 producto punto eguivale a 10 que en estadfstica se conoce como -
covarianza entre x1 y XJ. 1a que se define a continuacifn:

Befinicitn:

La covarianza entre las variables x1 y )(‘j es

COV(RXg) = DXy = EOKGD) (kg - E(X{))]

donde E(X) es el valor esperado de X.

Un estimador insesgado de la covarianza entre xi y Xj es:
S(X;eX;) = 1/(p-1) X, ¥
173 kgl ki kg

cuando ii = ij = 0.,

Dos elementos representados por los vectores xi y XJ. son iguales -
con referencia a las funciones de distancia si

a¥(x,,K,) = 0 1}

1M

$in embargo, para el caso del producto punto, no se puede determinar cuan

do dos elementos x1 y Xj. son iguales, ya que el producto punto depende

- 24 -



del producto de Jas magnitudes de los vectores asociados a dichos. elemen
tos.  De lo anterior, se concluye que el producto punto entre dos vecto-

res va a depender de la escala de estos,

Puede presentarse el caso que las componentes de Jos vectores X1 y

Xj tengan una misma proporcidn, es decir,

Xi TCXg ® keL2iap y Cek

en este caso se puede decir que X1 y Xj~ son iguales, si su medida de -

asoctacién es el producto punto,

El hecho de que Xi =C Xj se le conoce como una relacidn lineal -

entre x1 y XJ.

Basados en 1a definicién del producto punto entre dos vectores Xi y
XJI

o A N LAREAR:

si ¢ que es el &ngulo de separacidn entre dichos vectores, es igual a ce
ro ($=0°) entonces los vectores Xi y )(j son semejantes y su producto -
punto es:

URRTRALTRL
e} que s8lo depende de las magnitudes de los vectores.
Se observa, que st las magnitudes de estos vectores son "pequehas”

su producto punto es "pequefic”, mientras que si sus magnitudes son “"gran
-25.



des" su producto punto es “grande". Lo anterior se debe a que, como ya
se menciond, el producto punto no es independiente de las magnitudes de
Tos vectores. Por consiguiente, se desea una medida de semejanza tal -
que distinga los casos en que las componentes de los vectores Sean pro-
porcionales de aquellos en que no 1o son. Para obtener esto serd nece-
sario ysar una medida semejante al producto punto, pero que sea indepen
diente de las magnitudes de los vectores. Esto es sencillo de Jograr -

si se normaliza el producto punto.

Normalizando el producto punto, se puede comparar diferentes pares
de vectores sin importar la escala de estos. A esta medida de semejan-
23 se le conoce como el coeficiente de correlacifn lineal entre dos vec

tores dados que se define a continuacifn:
Definicidn:
El coeficiente de correlacidn 1ineal entre dos vectores Xf y )(J es

TR TR L L

El coeficiente de correlacidn 1ineal entre dos vectores esté norma-
lizado y toma valores entre -1y 1. Lo que viene de dividir X1 entre -

su magnitud; el vector que se obtiene es de magnitud uno, es decir,
U =X,/ |%| donde |U;|Zs1
i t i i

a Ui se le 1lama vector unitario.

E1 producto punto entre los vectores unitarios U1 ¥ Uj de Xi y XJ‘ -
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g m U =Xy Xy 1 IXg1 K]
¥y como
Uy = 45 = 1Y) (U] €OS ¢  donde ¢ es el dngulo entre X, y.)(‘j

se tiene que

COS 4 = Uy = Uy =X Xy 7 ] 1]

EY coeficiente de correlacién lineal entre )(1 y XJ equivale enton-

ces, al coseno del dngulo de separacibn entre dichos vectores.

Para los vectores

X = (‘11'x21""'xp1) ¥ Xj = (XIJ'XZJ""'XpJ)

de p componentes, el coeficiente de correlacitn Tineal entre ellos =-e

r(Xi.XJ) se define:

r{XjaXg) = vy s E Xei Xg ! E

2 2
X X
kel kep K kzl kd

donde
X, : = X,, =0, En consecuencia =~1<r,; <1,
e kzl K s

E1 coeficiente de correlacién lineal no depende de las magnitudes
de los vectores, sino de la proporcidn que guardan las componentes de di

chos vectores.

€1 sigulente lema muestra que si dos vectores Xi ¥ Xj s0n propor-
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cionales, su coeficiente de correlacidn lineal ]rijl =1, y por o tan

to X1 Y Xj son proporcionales,

Lema:

El coeficiente de correlacidn lineal rigtt 1 <=> X1 =K Xj. -
donde K e R.

Prueba;

TR A A R A S R AR YT

A R VAT

Por 1o tanto, el grado de semejanza entre Xi y xj es "alto" en -
forma positiva cuando riJ tiende a uno; es "alto" en forma negativa cuan
do rij tiende a menos uno; y se dice que el grado de semejanza es "bajo"

cuando rij tiende a cero.

Cuando |rijl =1, x1 y Xj son iguales en base a 1a proporcién en-
tre sus componentes; cuando riJ =0 se dice gue xi y XJ son diferen-

tes, es decir, cuando
riJ = 0 el (0S¢ =0
y para que esto ocurra, se tiene que el &ngulo entre Xi y XJ. en este -

caso ¢ = £ 90°, 1o que significa que Xi y Xj son ortogonales.

k nk
=k n
X

)
Para = Xk y X = 1 X./ng
&x 1 iy
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en términos de cimulos, un elemento del conjunto I, Ii pertenece al gru-

po % de una particién g de 1, <=»

]r(Xi.ik)[>[r(Xi.Xl)| donde 2 = k A 151,2,...m

E1 hecho de que un elemento l1 pertenezca a un cierto grupo % to
mando como medida de asociacidn el coeficiente de correlacifn lineal, no
implica que tomando como medida de asociacifn alguna funcién de distan-
cia, dicho elemento I1 perteneciera también al grupo Ty sino podrfa per
tenecer a otro grupo diferente de fig» ¥a que el significado de semejanza

cambia en ambos casos.
Esto se explica con mayor detalle en la siguiente seccién.

3.4 ComparaciSn entre Funciones de Distancia y Proporcibn

Hasta ahora se han analizado las funciones de distancia y de propor
cidn como medidas del grado de semejanza entre elementos; sin embargb. -

cada una de ellas define el concepto de semejanza de manera diferente.

A continuaci6n se ilustrard como se mide el grado de semejanza uti-
lizando las functones de distancia en comparacidn con las medidas de se-

mejanza obtenidas de las funciones de proporcién.

En la figura (3a) se presentan dos vectores X1 y Xj. cuyo &ngulo de
separacién o es "pequefio", es decir, que Xi es semejante a XJ usando co-
mo medida de semejanza la proporcionalidad. Sin embargo,la magnitud del
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vector diferencia de dichos vectores ]X1 - le es "grande", por lo tanto
el grado de semejanza entre estos vectores, utiTizando funciones de dis-

tancia es "pequefio”,

En la figura t3b) se presenta el caso contrario al anterior, en que
6 dngulo entre X, y xJ es “grande", mientras que la magnitud del vector
diferencia entre dichos vectores |x5 - Xj| es "pequefia". En consecuen--
cia, el grade de semejanza medido por funciones de distancia es "grande",
mientras que el grado de semejanza que se obtiene al utilizar funciones

de proporcifn es "pequefio".

Un comentario acerca de estas medidas de asociacidn, es que el coe-
ficlente de correlacidn lineal estd normalizado, ya que toma valores en-
tre -1 y 1, mientras que las funciones de distancia no lo estdn ya que -
su valor miximo es arbitrariamente grande, 1o anterior complica la norma

lizacibn de estas funciones.

Otra observacidn de las funciones de distancia con respecto a las -
de proporcionalidad, es que toman sus valores de manera inversa, es de--
¢ir, las funciones de distancia serfn mis "pequefas" mientras mis seme-
Jjantes sean los vectores; sin embargo, el valor absoluto de las funcio--
nes de proporcionalidad serd mayor mientras mis semejantes sean dichos -

vectores.

Ejemplificando el caso descrito por las figuras anteriores se tiene
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1. Para la figura (3a).

X=(24) v X=37)

X, * X
r = i ] =
oI e s

%y - %5} = 3.2623

6 3 3° de separacibn entre )(1 ¥ Xj.

2. Para la figura (3b).
x'l = (-1,3) y xj = (1,4)

Xy = Xyl = 2,236 1y «—1l - 843

0 /17

8 =32° de separacidn entre X1 y xj.

En este ejemplo se muestra que para el caso de a figura (3a) X‘ y
)(‘j tiene un grado de semejanza "alto" con referencia al coeficiente de
correlacidn Vineal, ya que 4 es cercano a 1, mientras que para el caso
de la figura (3b), X1 y )(j tiene un grado de semejanza mayor, si se con
sidera de 1a funcibn de distancia euclidiana para definir semejanza, ya

que 1a distancia entre dichos vectores es menor.

3.5 Métrica de Mahalanobis

En ocasiones resulta necesario asignar diferentes "pesos" a las va-
riables que definen a los elementos. De esta manera se define una fun--

cibn de distancia que escala dichas variables por medio de una transfor-
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macidn lineal, Esta funcién de distancia se define como:

P
a0g) = L L0 (g - w0

donde (Hk. k=1,2,...,p} es e] conjunto de pesos asignado a cada una de

tas p variables.

W © 0 X4
Sea X' =Wy = |0 HZ. " 0 ?21
0o 0 .. Np Xpi _
L
XJ jo

= T 172
d(XaKg) = LK = XgT Wty - x)1Y
| = L0 - 4T Wy - X2t
= dz(Xi'.XJ')

" La .funcién de distancia con pesos dw en el espacio original es s6lo

Ta dfistancia euclidiana en el espacio transformado,

La transformacifn anterior (que escala las variables) puede genera-
lizarse a una transformacién 1ineal como la rotacidn. La matriz de “pe

sos" para este caso serd:

VLT ¥
Woal b Mg o Wy
W, W oW

b1 %2 e
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de o que resulta una funcién de distancia generalizada,
D(XyaKy) = (X, - )(J)T W - )(J)]‘/2
S1 se define Q= NT W

] 12
Dy(XgiXy) = [ug1 lgl LT U VRUTRR TR !

Para el caso de variables no correlacionadas y de igual varianza, la
distancia euclidiana es apropiada para agrupar elementos; sin embargo, en
la realidad se presentan casos en que las variables que describen a los -
elementos estdn sustancialmente relacionadas (reflejan 1a misma informa--
cién). Para ello, se define una generalizacibn de la distancia euclidia-
na que es la métrica de Mahalanobis, que se relaciona con la funcidn de -
distancia generalizada Dw(xi'xj) arriba definida; ya que para el caso de
1a métrica de Mahalanobis, Q equivale a ta inversa de la matriz de varian
za-covarianza (S'l) entre las p variables (en e! anexo B se tiene la de-

mostracidn de que Q = S'l)._

La métrica de Mahalanobis se define por:
N T 1
Dh(x,.xj) (Xi - XJ) S (X1 - XJ)
donde S estd dada por:
. v T
seum 3o -h 0B
S debe ser positiva definida,
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- . - - - n
con X = (x]'XZ'”"Xp) Y Xk = 1§1 an]/n M k=1,2,..04p

En conclusiGn, la métrica de Mahalanobis corrige el efecto que se -
provoca cuando hay gran relacidn entre las variables, o bien cuando las
escalas de éstas difieren en gran medida, 1o que da una mejor y mds segu

ra estimaci6n del grade de semejanza entre elementos.

Desarrollands la métrica de Mahalanobis Dy que ya se defini6 se pue

de observar:
2y T el T o=l . T 1
DM(X1.XJ) X1 I x\1 S XJ 2X1 S Xj

donde X1T S'l Xj es la parte asociada a la proporcionalidad.

Por 1o que el fndice de correlacidn lineal se generaliza como se -

muestra a continuacibn:

-1
X 57 x

nz(xi.xj) .

3.6 Similitud entre Perfiles

Una forma gr&fica de representar en un espacio bidimensional, vecto

res con p componentes (caracterfisticas), es en base a perfiles,

Considere una grdfica en el plano cartesiano, donde los valores de
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las variables se representan en la ordenada (Y), y el ndmero asignado a
cada variable en la abscisa (X): la 1fnea que conecta los puntos, asf -

definidos en el plano (XY) se 1lama perfil.

De acuerdo a lo anterior, la semejanza entre elementos se reduce a

1a semejanza entre sus perfiles.

ParaX1=(X“.X21.....Xp1) y XJ=(x1j’x2j""'pr)' se tiene la re-

presentacifn grifica de sus perfiles en la figura (4).

Para este enfoque se tienen algunas medidas de asociacién que deter

minan el grado de semejanza entre sus elementos.

3.6.1 Cosficiente_de_ DU-MAS

Para medir el grado de semejanza entre elementos, que como ya se di
Jo, se reduce a medir la semejanza entre sus perfiles. DU-MAS define un
coeficiente en términos de la direccién de las pendientes de los segmen-
tos del perfil de cada elemento, comparando con el nimero total de seg-

mentos que definen los perfiles de dichos elementos,

Un segmento del perfil se define por 1a 1fnea que va de un puntodel
valor de la variable al punto que determina el valor de la variable adya

cente. Para p variables existe p-1 segmentos de un perfil.

La probabilidad de que un segmento aleatorio resulte con pend‘lente.
positiva o negativa es 1/2.
.36 -
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Sea 51J el nimero de segmentos de Tos perfiles que definen al {-ési
mo y j-8simo elemento de igual direccibn; y sea TiJ el nimero total de
segmentos de los perfiles del {-ésimo y j-ésimo elementos, menos los seg

mentos con pendiente cero,

E) valor esperado de S1J serd 1/2713. as decir,
5(513) = 172 1’1J

donde T1J=(p-1) - [nimero de segmentos con pendiente cerol.

El coeficiente de DU-MAS para Xy XJ denomi{nado DM(xi.XJ) se defi-

ne como:
OM(X (X {) = 2(Sy4/Tyy = 1/2)

este coeficiente tiene media 0 y rango {(-1,1).

La distribucién de Sijlrij es una distribucin Binomial, con pard-
metros (Tij'l/z)' la que para Tij'muy grande’ puede aproximarse con unma -
distribucifn Normal.

Dado que E(S,j)-llz Tid se tiene 5(513/713)'1/2- por otro lado,
como

VAR (Si) = 14T,y VAR (S,/T ) = UTS; VAR (Sy)

y su desviacibn esténdar es:

SilTyy e "
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La varianza del coeficiente de DU-MAS es entonces:
VAR [DM (Xi.Xj)] = VAR{2 Sij/TiJ -1)=4 VAR(Sij/TiJ)

y su desviacidn esténdar es:

= i
°DMij 1/TiJ

Una critica al coeficiente de DU-MAS, es que €ste depénde de la se-
cuencia en que se ordenan las variables, y que s6lo concentrasu atencidn
en la direccifn de las pendientes de los segmentos y no al tamailo de &s-

tas,

3.6.2 Coeficiente de Cattell

Otro coeficiente que mide el grado de semejanza entre elementos es
el coeficiente de Cattell, que se define bajo los supuestos de conside-
rar que las varjables son independientes, y se distribuyen Normal --

(uruorz) ® r=1,2,...,p.
Sean )(,I y )(j dos elementos definidos por x1=(xli.x21.....xpi) y
xjs(xlj’XZJ""'xpj)‘ y sean CI’CZ""'Cp las p variables (o componen

tes) que definen las caracterfsticas o atributos de dichos vectores.

$1 €, 4 ra1,2,...,p se distribuyen Normal ("r'°r2) se estan

darizan determinando nuevas variables Zr definidas por:
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que se distribuirdn Normal (0,1} 4 r=1,2,...,p,

La distribucifn de las diferencias de dichas variables (Z'_i - ZrJ)

serd Normal con Tos siguientes pardmetros:
B(Zpy - 2,4 = E(Z.y) - E(Z4) =0
= 4 -
VAR(Z,; - 24 = VAR(Z ;) + (-1)° VAR(Z ) = 2

Por To tanto, (Z - er) se distribuye Normal (0,2), y en conse

2
cuencia rgl (24 ; Zr!)2 se distribuye «° (p).
Con 1o que se define el coeficiente de Cattel] para xi y XJ:

2 2
Gt (xi.xJ) =1- rzl (Zp4 - 2,057 E(rEl (Zyg = 2,4)%)
de donde se tiene:
24 2.
E[rgl (Zpg - 2,01 = rgl B2y - Zy)° = 2p

por 1o tanto, el coeficiente de Cattell para X1 y )(J es:

2
2,1
Ct (K ky) = 1 - PEIS—Ii—EE—!JZ-

este coeficiente tiene propledades similares a) coeficiente de correla-

cifn 1ineal, que se describe a continuacifn:

- EV coeficiente de Cattell para x, y xj toma valores en un interva

o (-1,1), es decir, =1 <Ct (xi.xj) <L
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-VSi Ct (X1.Xj) tiende a 1, significa que el grado de semejanza
entre Xi y Xj es "alto".

- 8§ Ct (xi,xj) tiende a 0, es que rgl (Zri - er) tiende a su
media (2p).

- 51 Ct (xi,xJ) tiende a -1, significa que el grado de semejanza
entre X, y XJ es "bajo".

Para la prictica el coeficiente de Cattell se basa en dos suposicio
nes muy fuertes, que un gran nimerc de ocasiones no se cumplen. Estas -
son, como ya se mencionaron, que Tas variables son independientes y que

su distribucin es Normal.
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CAPITULO_ _ 4

CRITERIOS DE OPTIMALIDAD

Intimamente relacionado con el problema de ciimulos, se tiene el con
cepto de criterios de optimalidad, el que definird Ja funcisn objetivo -
del problema. Lo anterior se debe a que, la solucibn al problema de cg-
milos es determinar aquella particidn que satisfaga un criterio de opti-
malidad para una medida de asociacidn dada. Por ejemplo, se desea obte-
ner 1a particién de un conjuntn de elementos, con un criterio de optima-
lidad que maximice 1a distancia entre los grupos que forman dicha parti-

cibn,

Para el problema de cimulos se plantear§n algunos criterios de opti
matidad de los que se obtendrin diferentes funciones objetivo. En gene-
ral, éstos buscan 1a homogenidad dentro de cada grupo y/o la heterogeni-

dad entre los grupos.

En consecuencia, dependiendo del criterio de optimalidad que sea -

utilizado se 1legard a diferentes agrupamientos.

En esta seccidn se expondrdn algunos ejemplos de criterios de opti-
malidad que estarsn dados en términos de una relacién funcional, que co-
mo ya se menciond en la seccibn 2.3, se le da el nombre de funcién obje-
tivo, La seleccidn mds adecuada de ellos dependers de 1a naturaleza del

probtemd que se esté analizando,



4.1 (Criterios de Optimalidad Cuyo Objetivo Pretende la Homogeneidad

Dado el conjunto de elementos {I= 11,12,....In} cuyos vectores de -
atributos estin contenidos en el conjunto X={XI.X2,....Xn). se dice que
los elementos Ii’ IJ de I pertenecen a un mismo grupo ), si el grado -
de semejanza (para una medida de asociacién dada) entre X1 y )(J es sufi
cientemente- "grande”. Por otro lado, se dice que estos pertenecen a dife
rentes grupos si el grado de semejanza entre Xi y )(j es suficientemente
"pequefio”, Los criterios de optimalidad que tienen como objetivo buscar
la homogeneidad dentro de Tos grupos, se basan en maximizar el grado de -

semejanza de los elementos de un mismo grupo.

Si se define un vector Yk=(X],X2,...,X"k) de nk componentes para.-
cada grupo e se tendrd un conjunto Y=(Y1.Y2,....Ym] asociado a cada -

particibn ¢ e P, donde P es el conjunto de particiones posibles de I3.

Es posible definir una funcién F: Y —> R que mida la homogenf-
dad en cada grupo, a partir de la cual se puede evaluar la honogenidad
de la particidn. Sea F(Vk)=yk el valor de dicha funcién para el k-&si
mo grupo; y sea G: P—> R donde P C R, 1la funci6n objetivo que -
buscard la particién Sptima y* de! conjunto de particiones posibles de P,
que maximice 'a homogenidad dentro de los grupos o cimulos de dicha par-
ticién; es decir, dado el vector y=(y1.y2,....ym) y e P se tiene que
la particibn deseada ser aquella para la cual G(y*) = Mlc g(y).

€

i El nmero total de particiones posibles se da por el niimero de

stirling de segunda clase que se veri en el siguiente capftulo,
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. -.Cuando G(y) es una funcibn de costos o disimilitud al minimizarse,

maximiza el grado de semejanza dentro de los grupos,

Para aclarar lo anterior se tiene el siguiente planteamiento:

PARTICION FUNCIONES PARCIALES FUNCION OBJETIVO '
(PARA CADA GRUPO) (PARA CADA PARTICION)
1 FOYAF(Y) e (Y ) 6(y)

donde F(Vk)=_yk A k=1, 2,...m ¥y ¥y =(yx.y2.....ym), G(y) se define

como ¢

BY) = 6Y)Wprees W) = GF(Y])s F(Yp)uwe s (YD),

A continuacifn se daran algunos ejemplos de funciones parciales y -

funciones objetivo:

FUNCTON PARCIAL FUNCION OBJETIVO CRITERIO
F(Y) =y, G(y)
PARA CADA GRUPO PARA CADA PARTICION MAX 0 MIN
nk 2 -k m
1. z d (Xi'x ) 6{y) = Z .Vk MIN  G(y)
i=1 k=1 yeP
varianza del grupo ’k Suma de las varianzas

de los m grupos

2 m
2 MALERp D) By) = 1y, MIN G(y)
f<d = L2, k=1 yeP
Distancfa mixima de - Multiplicacidn de las
los elementos del gru méximas distancias de
po "k los m grupo$
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FUNCION PARCIAL FUNCION OBJETIVD CRITERIO
F(Yk)=yk Gly)
PARA_CADA_GRUPQ PARA CADA PARTICION MAX O MIN
%f
3 fro Gly) = MIN (y) MAX  G(y)
jejo1 1 k-l,z....,m yeP
Suma de la correlacidn Valor minimo de Tas su-
entre los elementos de! mas de las correlaciones
grupo 1, en valores - de los m grupos
absolutos
woun, T Yy ey - )
. n d= (XX Gly) = Y MIN  G(y
k421 321 151" i %k yeP ‘
Suma de distancias de Suma de las distancias
todos los elementos - de todos los elementos
del grupo "% de los m grupos
2 v
5, MIN (d (X1.X )} 6y} = I vy MIN  G(y)
i=21,24.4. UM k=1 yeP

Mfnima varianza del
grupo ¥,

v

6. Max (¢ (x.i%)
1=1.2.....nk

M&xima varianza del
grupo %,

7. max (&% (x ma
i<j=1 2.....nk

Méxima distancia entre
los elementos del gru-
po 1,

Suma de las mfnimas va
rianzas de los m gru-
pos

6y = ] oy
y 3 yk

Suma de las méximas -
varianzas de los m -
grupos

G{y) = MAx )

) ,-..,I‘I‘l

Mixima distancia de en
tre los elementos de -
los m grupos

MIN  G{y)
yeP

MIN  G{y)
yeP
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. nk
donde Xk = 7 X1/nk es la media del grupo e
i=l

nk es el nimero de elementos del grupo Ty

lo que implica que n= 7§ Ny

Observaciones importantes acerca de los ejemplos anteriores:

En el Ejemplo 1, se pretende encontrar la particién que minimice la

suma de las varfanzas en los grupos, ya que:
nk . - -
5 a2, 1) = (g - BT (x - 3§

esta funcidn parcial es 1gual a la definida en e) ejemplo 4, en el que -
se pretende minimizar 1a suma de cuadrados de la distancia entre todos -
los elementos que pertenencen a un mismo grupo. La equivalencia de la -

funcidn del ejemplo 1 y la del 4, se muestra en el anexo C.

En el Ejemplo 3, el criterio de optimizacin es maximizar Ta medida
de asociacibn usada, que es el coeficiente de correlacibn entre los ele
mentos. (Como se explicé en la seccién 3.4, esta medida toma sus vaio-

res de manera inversa a las funciones de distancia).’

En el Ejemplo 5, se pretende encontrar la particién que minimice la
suma cuadrada de las minimas varianzas dentro de cada grupo, tendiendo a
formar grupos extensos y con varianzas desiguales; en comparacin con el

ejemplo 6 que pretende minimizar 1a suma cuadrada de las miximas varian-
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zas dentro de los grupos, buscando ast formar grupos compactos con varian

zas similares y distantes entre si.

En el Ejemplo 7, se toma como cota méxima, la mdxima distancia entre
pares de elementos la que pretenderd ser el miximo didmetro para cada gru

po y se tratard de minimizar,

En general, cada uno de los ejemplos anteriores, dar§ como resultado
diferentes tipos de agrupamientos, es decir, la particifn Sptima serd di-
ferente, dependiendo del criterio usado para definir homogenidad y la me-

dida de distancia establecida.

4.2 Criterios de Optimalidad Cuyo Objetivo Pretende 1a Heterogenidad

En la seccin anterfor, el objetivo del problema de cimulos se plan-
te6 como el de encontrar la particidn &ptima, de n elementos dentro de m
grupos disjuntos, que satisfaciera un criterio dado de homogenidad dentro
de cada grupo. Ahora, se analizard el criterio de heterogenidad entré -
Tos grupos que formar&n la particibn 6ptima. Para ello, se busca minimi-

zar el grado de semejanza entre 10s elementos de diferentes grupos.

Sea F una funcién que asocia los elementos de un grupo con otro, y
sea Y ={(Vk.Y])} ke<l, A4 1,k=1,2,...,m el conjunto de pares orde
nados; como ya se defini6 en 1a seccifn anterior Yk=(X1.X2,....Xnk) -

A k=1,2,...,m

F(vk'Yl)'ykl se define como una funcién que relaciona los elemen-
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tos del k-ésimo grupo con los elementos del 1-&simo grupo de una clerta
particidn, Lo que significa que cada grupo T de la dicha particidn se

asociaré con Jos m-1 grupos restantes,

Por lo tanto, F: Y—> R, YC R2. genera las compenentes para el
vector y=(y12,y13.....ylm. Ypga¥agreres Yopreees ym‘lm) que tiene

M=m(m-1)/2 componentes,

ta funcién objetivo del problema G: P —s> R P C ]
G(y*) = MAX G().
P

ser§ tal que:

Esta funcidn representa el beneficio total para cada
ye

particién del problema y se maximiza, lo que equivale a minimizar el gra

do de semejanza entre los grupos.

Para este tipo de criterios se tienen algunos casos en los siguien-

tes ejemplos:

FUNCION PARCTAL FUNCION OBJETIVO CRITERIO
F(Yk-Y]) = .V“ G{y}
PARA CADA PAR
DE GRUPOS PARA CADA PARTICION MAX O MIN
1 "z’ "zkuz( X)) e() LAY MAX  Gly)
. Xis y) = Y, y
RO = 1,25, yeP
Suma de las distancias Minima suma de distan-
entre los elementos de cias de elementos en-
los grupos LA tre los m grupos
m
2. MIN (d° (X G(y) = 7 MAX  G(y)
i=1,2, 1,30 i 121 k1 yeP

3=1 2....,n1

Minima distancia entre
Yos elementos de los
grupos b, ¥ 1

Suma de mfnimas distan-
clas de 1os m grupos
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T
Fl¥iety) = v

PARA CADA PAR
DE_GRUPOS

B
G(y)

PARA CADA PARTICION

MAX 0 MIN

) nl nk
3, Z Z & (xi.xj

Suma de Ias distancias
entre los elementos de
los grupos ‘k yn

4 ?f "{ (X, X.)/
. » h
R e

Suma promedio de las
distancias entre los
elementos de los gru-
POS 1, ¥ 1,

nl o onk

Z1 3{1 ”

Suma de Ja correlacibn
cuadrada entre los ele
mentos de los grupos -
Wy

6. MAX {DM(X‘,X )}
{21,2,..
J=1,2,.. 'n]

Miximo coeficiente de
DUMAS entre los ele-
mentos de los grupos
Wy

7./ (neny)d2(R6ET)

Distancia estadistica
entre 105 elementos de
los grupos ’k y ﬂl

Gy) = M?X )

12yresyM

Mixima suma de distan-
cias de elementos en-
tre los m grupos

G(y) =MIN (y,g}
= 1,2,000m

MTnima suma promedio de
las distancias entre -
los m grupos

Gly) = MAX (y,}

k<l = 1,2,.,.,m
Mixima suma de correla-
ciones de elementos en-
tre oS m grupos

m 2
G{y) = n n Y

11=1 k<1

Multiplicacifn de los md

ximos coeficientes de -=
DUMAS cuadrados de Tos m
grupos

OERAN

G{y) = y

k=1 151 K ya
Suma de distancias es-
tadfsticas de losm -

- gQrupos

MAX  G(y)
yeP

MAX  G(y)
yeb

MIN  G(y)
yeP

MIN  G(y)
yeP

MAX  G(y)
yeP
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A continuacidn se hardn algunas observaciones importantes de los -

ejemplos anteriares:

Los Ejemplos 1 y 2 comparten un objetivo parecido al maximizar una
funcifn de 1a minima distancia entre elementos de diferentes grupos, dan
do como resultado un gran nimero de pequefos grupos compactos y distan-
tes entre si, Lo que se tlustra en la figura {5a). Los agrupamientos -

dptimos para dichos efemplos no son necesariamente iguales,

Como un caso "recfpraco” al anterior se tiene el Ejemplo 3 donde -
se maximiza una funcidn de Va mixima distancia cuadrada entre los elemen
tos de los grupos, formindose pocos grupos con un nimero considerable de
elementos y gran dispersidn entre los elementos de cada grupe. Esto se

ve en 1a figura (5b).

£1 Ejemplo 4 representa un case intermedio de los dos anteriores, -
ya que maximiza una funcién del promedio de la distancia cuadrada entre

los elementos de diferantes grupos. Lo que se ilustra en la figura {5c),

Comp se puede observar, existe una infinidad de maneras para plan-
tear un problema de cdmulos, por ello, es de suma importancia que se -
anatice el tipo de informacién que se tiene, los objetivosdel agrupamien

te y las limitaciones para su desarrollo.

Para los Ejemplos 3 y 6 se busca minimizar 1a funcin objetivo ya
que tanto el coeficiente cuadrado de correlacidn lineal como el de DUMAS,
mientras menor sea su valor menor serd el grado de semejanza entre los -
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elementos de diferentes grupos.

La funcién descrita en el Ejemplo 7 se le conoce como 1a distancia

nk
estadfstica entre el k-ésimo y el 1-&simo grupos, donde Xk= T xi/"k'
i=1

Hasta e momento Se han analizado aquellos criterios que pretenden
1a homogenizacién de los elementos de un mismo grupo, o bien, la hetero-
genizacidn dé los elementos que pertenecen a diferentes grupos. En la -
parte siguiente de este capftulo se realizard un breve estudio para los

casos en que se plantean ambos criterios a la vez.

4.3 Bicriterio de Optimalidad en el Problema de Clmulos

En un gran niimero de aplicaciones tanto el criterio de homogenidad
como de heterogenidad de los grupos son de gran importancia, pero con -

frecuencia se encuentra en conflicto.

La mayorfa de los algoritmos para resolver el problema de clmulos -
prestan atencién a sblo un criterio, en esta seccidn se plantear§ el pro

blema optimizando el bicriterio basado en una funcin de utilidad.

Se empezard por algunas definiciones:

Una particién se le 1lama efictente cuando no existe ofra con mejor
valor para uno de los criterios de optimalidad mencionados, y da al me-

nos un buen valor para el otro criterio. En otras palébras. una parti-
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ci6n eficiente obtiene el mejor valor posible para uno de los criterios,
sujeto a la restriccitn de que el valor del otra criterio no serd menor

a un valor dado.

Sea D=(d1J) una matriz que mide el grado de disimilitud entre ltos
pares de elementos 11 e Ij para §,J51,2.¢..,0. Como I estd asociado a
un conjunto de vectores x={x1,x2.....xn), D puede ser la matriz de dis
tancia entre dichos vectores, ya que de alguna forma ésta mide disimili-

tud {o bien, D s6lo puede tener significado ordinal).

Como 1 denota una particidn de I en m grupos, sea P el conjunto de
particiones de 1 cen m grupos na vacios y P~ el conjunto de particio--

nes de I con a lo mis m grupos no vactos.

Recordando que Yy estd asociado al grupo % de la particin 9 y el

vector y con 13 particién v de P.

Se define e) didmetro d(vk) de un grupo % de ¥ como el grado méxi-
mo de disimilitud (o bien, mixima distancia) entre los elementos de T

es decir:

dy,) = MK ¢y
1<j2l,2,...,0K

E1 dismetro d(y) de una particitn t{con d(Vk) 2y }-(yl.yzn...yhp
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se define como el miximo didmetro de sus grupos o cimulos, o sea:

dy) = MAX d(Y))
K=1,2000 0

Una particifn de mfnimo didmetro «* de I, en m grupos cumple con:

diy*) = MIN d{y)
1

€

0 bien:

d(y*) = MIN MAX d(Vk) = MIN (MAX (d(Vk)})
TeP 9 et P k=1,2,.4.,m

0 bien:

diy*) = MIN MAX MAX d,; = MIN (MAX { MAX diyn
7eP ot !1'13 efy 1P k=1,24...4m 1<J-1.2.....nk

Se define la separacién s(vk.v|) del grupo L de 1, como la mini-
ma distancia entre cualquier elemento de Y cualquier elemento de otro

grupe (11) que esté en 1, es decir:

S(Yya¥y) = MIN dy4
1-1.2.....nk
j'lnzo---on]

La separacién S(y) de una particidn ¥ {(con S(Y,.¥{) =y ¥

¥ = (Yygo¥ggreee oY ype¥pge¥ogeseeo¥oms e s¥pqy)) S define como Ta.mf-
nima separacidn de sus cdmulos,
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Una particidn de mdxima separacién § de I en m grupos es:
S(y) = ML S(y) = MAX  (S(y))
9eP neP
o bien:

S(y) = MAX  MIN S(Yio¥q) = MAX (MIN { S(Y,.¥p) 1)
1¢P Ty el 1eP  1<k=1,2,...,m
o bhien:

S(y) = MAX  MIN MIN diJ = MAX (MIN [ MIN ( dij 133

feP 9, 20,6  l.eny, let 1eP 1<k=1,24,00ym §=1,2,...4n
K 17k J ! ’ j=l|2|0|0ln¥

Se define una particién ¢ de m grupos como eficiente si y sélo si -

no existe una particin ' ¢ P~ tal que:

dly') <d{y) y S(y') > S(y)

o tal que:
S(y') > S{y) y dly') ¢ dly)

Nftese que en esta definicién a 1' se le permitird tener meror o -

iguat nlmero de grupos o cimulos no vacios.

Dos particiones eficientes ® y 1'eP~ son equivalentes si y sd-

Tosi dly) =d(y') y S(y) = Ss(y").

Como se definid al principio de esta seccifn, una particifn es efi
ciente cuando no existe otra con mejor valor para uno de Tos criterios
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de optimalidad mencionados, y da al menos un buen valor para el otro crj

terio, entonces:

Sea E el conjunto de particiones eficientes de 1. Se dice que E es
completo si y sélo si cualquier particién eficiente de I pertenece a € 6

es equivalente a una particién eficiente de E.

Sea € e conjunto de particiones eficientes de 1. Se dice que £ es
mfnimo si y sélo si ninglin par de particiones eficientes de E son equiva

lentes.

Sea U{d,S) una funcién de utiiidad definida para todos los valores
del didmetro d y separacifn S pertenecientes a D'{did)' Se supondrd§ -

que U es mondtona decreciente en d y monStona creciente en S,

El bicriterio para el problema de cimulos con una funcidn de utili-

dad busca determinar ¥ tal que:

uld(y), s(y)] = Mﬁxp Uld(y)s s(»]

Como ya se defini6 E es el conjunto de particiones eficientes de I,

1a funcidn de utilidad se puede definir entonces:

uld(y), S(¥)] = W:XE uld(y), S(yM]

Un caso particular de 1a funcién de utilidad es el siguiente:



0 5« Snin 0 d> dmax

uld,s] =
1 d.o.f.

donde S

min ¥ dmax son cotas dadas.

Los elementos de 1a matriz de disimilitud deberdn satisfacer las ~

condiciones de una métrica; esto es:

a) did >0, b) d1J = dji y ¢ d;; =0 para {=§ = 1,2,...,0.

De esta forma, las particiones eficientes determinadas por el algo-
ritmo del bicriterio para el problema de cdmulos, son invariantes a las
transformaciones rtgidas de [dij}' Por que cuando {d1J) no tiene un sig
nificado métrica, una transformacidn a la funciGn de utilidad U[d,S] da-
da, podrfa dar Gptima una particidn eficiente diferente a %, en tal caso

serd necesario formular la funcidn de utilidad de manera diferente.

Por otro lado, es posible definir dos parémetros Qh(y) y Qs(y) -
que indicardn la “calidad" de la homogenidad y de la separacifn {0 hete-

rogenidad) respectivamente, para una particiSn de ¥ de I.

Sea Qh(y). la calidad de la homogenidad de una particién ® de I, -
1a razén del nimerc de paresde elementos {1;,1;) con distancia djq 2 dly)
en diferentes grupos, con el nimero total de pares de elementos. La ca-

Vidad de la homogenidad de una particin ¥ de 1 se define como:

Q¥ = (T e 1/ 3 kel £ Lyety, Tie sy, 8 0d(y)) / a{ne)
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La calidad de separact6n Qs(y) de una particién ¥ de 1 se define en
forma andloga, como la razdn de) nimero de pares de elementos (11‘11} -
con distancia d1J < S(y) del mismo grupo, con el nimerc total de pares

de elementos. La calidad de la separacidn de una particifn v de ! es:

Qs(y) = ((Ii'lj) el /3k/ Lien, lj € T dij < S{y)} / n(n-1)

El conjunto de particiones eficientes E de I para el didmetro ¢ y
separacidn S, es un conjunto mfnimo completo de particiones eficientes

para la calidad de homogenidad Q, ¥ la calidad de 1a separacifn Qs.

Para el caso en que se plantee un bicriterio en el problema de ciimu
los, se har§ en términos de calidades que serd entonces, determinar la -

particion #' de I tal que:

’

UQ, ('), Qg(3")] = MAR UGy (¥), Og(y)]

Con U como funcién de utilidad definida por Qh y Qs e {0,1] ¥y -
G+ 0 = 1.
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CAPITULO__ 5

METODOS DE_SOLUCION PARA EL PROBLEMA DE CUMULOS

En los capftulos anteriores se menciond que el problema b&sico en el
andlisis de climulos es obtener una particidn de un conjunto de elementos,
de tal manera que se satisfaga un criterio fijado de antemano. Cabe re-
cordar que una particidn es una familia de subconjuntos 1lamados cimulos
0 grupos, tal que sus elementos son mutuamente excluyentes y colectivamen
te exhaustivos. En este contexto, el criterio para obtener la particidn
consiste en optimizar el grado de homogeneidad de los elementos en cada -

grupo y/o el grado de heterogeneidad entre los grupos.

Al cuantificar el problema el grade de homogeneidad asY como el de
heterogeneidad, se expresan en términos de una funcibn que mide el grade
de semejanza y/o disimilitud entre los elementos, a la que se le da el -
nombre de funcidn objetivo. E) criterio para hacer la particifn es en--
tonces, maximizar o minimizar dicha funcidn objetivo bajo ciertas restric

ciones que se definen de acuerdo a la naturaleza del problema,

Por 1o tanto, el problema de cimulos se reduce a un problema de op-

" timizacién. En este capftulo se analizardn algunos algoritmos de progra

macifn matemitica para su solucidn.

Se hablar de algoritmos de dos tipos, los que conducen a una solu--

ci6n Gptima (de tal forma qué puede demostrarse la optimalidad), y los -



heurfsticos que s8lo conducen a una solucidn cercana al éptimo "Buena"
{en algunos casos'podrfa ser la 6ptima); sin embargo, ésta no se puede

demostrar,

En general, l0s algoritmos que resuelven el problema de cdmules son
heurfsticos, Los algoritmos que conducen a una solucién exacta estén -
basados en ProgramaciSn Entera, Programacifn Dindmica y Teorfa de Grafi
cas. Por otro lado, se tiene la Enumeracibn Exhaustiva, la cual se 1i-
mita a problemas muy pequefos, dada 1a magnitud de c§lculosque deben rea

1izarse, aunque garantiza una solucién dptima.

5.1 Método de Enumeracién Exhaustiva

Una forma de resolver el problema de clmulos es evaluando 1a funcitn
objetivo para cada alternativa de agrupacifn de un conjunto de elementos
1, y asf elegir la particifn que proporcione el valor 6ptimo de dicha -

funcidn objetivo.

E? ndmero de Stirlingde segunda clase S(n,m) proporcionard el nime=
ro de alternativas que se obtienen al agrupar n elementos del conjunto I
en m grupos o cimulos, de tal forma que el orden de los elementos en ca-

da grupo sea irrelevante, y que ningin grupo sea vacio.
E1 ndmero total de formas de dividir n elementos en m grupos {sub-
conjuntos) no vacios est§ dado por:
1 T om m-k N
5(nam) = o1 kio () (-1 k men
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51 el niimero de grupos o ciimulos m no se especifica, entonces el nji

mero de alternativas de agrupacidn son:

n
I S(nm) m<n
msl

Una segunda aproximaci6n del niimero de Stirling de segunda'clase -

cuando el nimero de elementos n es muy grande {n — =)

Snym) . 1
lim n il

m

ne=>

Asint6ticamente, se obtiene:
n

S{n,my = ﬁT

" En Ta Tabla (1) se tienen los valores de S{n,m) para valores de -

nsB y ms<8 donde n>m

NUMERO DE PARTICIONES DE UN CONJUNTO DE
n ELEMENTOS EN m GRUPOS O CUMULOS

am bl fafe|s|e|7 |8
1 1

2 1] 1

3 1| 3] 1

4 1| 7| s 1

5 1| 18] 25) 101 1

6 1 3] 9f 65 15] 1

7 1 { 633011350 {140) 21] 1

8 1 [ 127 | 96617011050 266 | 28 | 1




£} algoritme para resolver el problema de clmulos por Enumeracién -

Exhaustiva es:

1) Se elige una funcifn objetiva (como puede ser 1a suma de varianzas

dentro de cada grupo) .

2) Se desarrolla una lista con todas las particiones posibles del con-

Junto de n elementos en m grupos o cfimulos.

3)  La funcién objetivo especificada se evalla en cada una de las parti

clones posibles.

4) Lla alternativa o particidn que proporcione el valor Gptimo {mfnimo

o méximo} de la funcibn objetivo se selecciona,

Como se puede ver, este procedimiento es impractico, aunque n sea
muy pequefio. Como dos particiones cualquiera pueden contener algunos
grupos o clmulos fguales, los c8lculos se repetivdn en el métode de Enu
meracién Exhaustiva,
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5.2 Método de Programacién Dinsmica

E1 algoritme de Programacién Dindmica aplicado al problema de cimu-

los fue desarrollado por Jensen [ ].

EY propSsito del andlisis de cimulos bajo un esquema de Programacisn
Dindmica, es la bisqueda sistemdtica de agrupamientos que proporcionen el
valor mfnimo de una funcidén objetivo g(y), eliminando aquellos grupos que
no proporcionan valores mfnimos de g{y) y aquellos que son redundantes ob

tenfendo asf 1a particién 6ptima.

En esta seccién se dardn las caracterfsticas principales de un pro-
blema de Programacién Dindmica, que servirdn como base, para el plantea-
miento general del algoritmo de Programacién Dindmica de Jensen para re-
solver el problema de cimulos. Usando este algoritmo se resolver§ un -~
ejemplo proctico. Finalmente se comparardn los resultadosde la solucién
del ejemplo con los obtenidos usando el método de Enumeracidn Exhaustiva
(ver 5.1}.

5.2.1 Caracterfsticas_de_un_Problema de Programacién_Dindmica

para resolver un problema de Programacién Din&mica no se tiene un -
algoritmo estdndar, sino &ste se formula de acuerdo a la situacifn del -
problema que se desea resolver. Por esta razdn, se darn las caracterfs
ticas principales de los problemas de Programacidn Dindmica, para asf re
conocer una situacisn que podra ser planteada como un problema de Progra

maci6n Dinimica.
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Estas caracterfsticas son;

E1 problema se podrd dividir por etapas con una polfticade decisidn

para cada‘ecapa.
Cada etapa tiene un ndmero de estados asociados,

La polftica de decisién en cada etapa es transformar el estado ac-

tual en un estado asocjado con la etapa anterior.

Dado un estado, la polftica &ptima para las etapas restantes es in-

dependiente en Ta polftica adoptada en etapas previas.

E1 procedimiento de solucién comienza encontrando la polftica Opti-

ma para cada estado de la primera etapa.

Una relacitn recursiva identifica la polftica dptima en cada estado
de la etapa k, dado de 1a polftica 6ptima para cada estado en etapa
k1. ‘

Usando esta relacidn recursiva el procedimiento de solucién va eta-
pa por etapa encontrando la potftica 6ptima para cada estado hasta

encontrar la solucidn dptima en la etapa final.

§.2.2 Planteamiento_del Algoritmo_de_Jensen

Usualmente un problema de programacidn dindmica se reducea una ecua

cidn recursiva que refleja las miltiples decisiones interrelacionadas, -

cuyo resuitado final es "Sptimo".

’

Jensen [1] da uma formulacién general para el problema de clmulos
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utilizando Programacién Dindmica, en términos de la siguiente ecuacifn -

recursiva.

para k=0

9lS¥) =
F(Yk) + g;_l(S-Yk) para k=1,2,,..,m

Para que el problema sea 6ptimo, se buscard minimizar la funcifn -

gk(S,Yk) en cada etapa k, es decir, encontrar:

g (8) = m;: (g, (s:¥, )}

En la Figura (8) se encuentra la estructura bisica que describe es-
te algoritmo de Programacifn Dindmica y en la siguiente seccifn se defi-

ne ta notacién utilizada.

§.2.2.1 Definiciones

S
ar

nimero de elementos a agrupar.

nimero de subconjuntos disjuntos y no vacios en los cuales los
n elementos son agrupados.

3
e

k = fndice o variable de etapa

m si n>m y n=2n
m, =
n-m si n<2m
S = variable de estado que representa al conjunto de elemento que

se ohtiene en la etapa k.
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ESTRUCTURA BASICA [EL ALGORITMO DE PROGRAMALCION  DINamMiCA

ETAPA
19

T ESTADO

a (S.vk)
=FIV ) + Q4 (S-V)

.

CONTRIBUCION [0E
Yi ’
FlYks

ETAPA
K-1

Ohoq (S5-Yk]

Figura 8



K = variable que representa al grupo N de elementos que se
adicionan en la etapa k.

S-Vk = conjunto de elementos de la etapa k-1.

F(Vk) = costo de transici6n de los elementos del grupo o cimulo
LI (F(Yk) se define mds adelante).

gk(S.Vk) = funcién objetivo de costos de los elementos del conjun-
to S divididos en k subconjuntos ne vacios, donde Vk es
el k-&simo grupo.

g;(S) = funcibn de S obtenida de?! valor mfnimo de Ja funcibn ob

Jetivo {en la etapa k) sobre todos los valores de Yk.

Recordando que i es el grupe o clmulo de " elementos, se tiene que

el costo transicional F(Vk) del grupo n, se define como:

1 nk nk

Fltyd = 2 121 ng dz(x"xj)

que es la suma de varfanzas de los " elementos del grupo L (suponiendo
que esta es la medida de asociacifn que se desea utilizar, Ver capftulo
3).

El nimero de etapases M= si n>m y na2m; y my=n-m si ne2m. Lara
26n de esto es que si n<2m habrd 2m-n etapas cuyos grupos o cimulos se-
r&n de un s6lo elemento. E1 costo de transici6n para el grupo de un sélo
alemento es 0 (varianza de un elemento), por lo tanto no se altera el va

Jor de 1a funcién objetivo, y se puede reducir el nimero de etapas en -
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my=n=m. ET1 proceso termina en la etapa m, ¥ se asume que los cdmylos -

restantes son de un solo elemento.

§.,2.2.2 Algoritm

Para el caso del problema de climulos, un algoritmo de Programacién
Dindmica es el que obtiene agrupamientos Sptimos por etapas, de tal mane
ra que en cada etapa la funcidn objetivo se calcula hasta obtener la so-

lucién Sptima,

Las etapas de este algoritmo son:

Etapa 0.
Se tiene g;(s) = 0 por definicibn.

Etapal
Se calcula g;(S,¥))=F(Y )+g3(S-¥;)

se tiene S = vl
~ entonces gl(s.vl)-r(vl) = F(S)

y gy(s) = m;n {F(S)} = F(S)
1

Etapa k
Se caleula gk(S.vk)-F(Yk)+g:~1(s-vk)
donde S:=6S+ 'k

¥ se determina g#(S) = min {(g,(S,Y,)}
i

Etaps M
E1 algoritmo termina al 1legar a la etapa m (ver 5.2.2.1),
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%e calcula ng(S. Ymo) = F(Ymo) + 950-1(5-Ymo)

Si X=(X1.X2.....Xn) es el conjunto de valores de los n elementos a
agrupar, en esta etapa s6lo se tiene un estado que es § s X y asf
se obtiene:

gﬁo(xl’XZ“"'Xn) = mén {gmo(S.Vmo)}
Mo

5.2,2.3 Formacién de Estados para cada Etapa
E1 problema principal de un algoritmo de programacién dinSmica es

1a formaci6n de estados en cada etapa.

Para el problema de cimulos se tiene que un estado en la etapa k se
define como el conjunto de elémentOs de k grupos o clmulos. Como va se
mencioné‘en 1a seccibn 5,2.2,1, S es la variable de estado que se recal-
cula en cada etapa de acuerdo a los elementos del nuevo grupo que se le

adicione.

Por lo tanto, se tiene que S para la etapa k, se forma de los ele-
mentos del conjunto § de 1a etapa k-1 y de los elementos del grupo repre

sentado por Vk. es decir:

S5+ Vk

A continuacidn se describird la formacidn de estados para cada eta-
pa:

Etapa 0. )
En esta etapa S = ¢ por lo tanto s6lo se tiene un estado.
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Etapa 1, .
S1S=5+ YW¥s de 1a etapa anterior es vacfo, entonces Sz Yl' -
Coma Vl representa al grupo ;. la formacibn de estados se har§ de
acuerdo a los diferentes grupes o clmulos %- El nimero miximo de
elementas del grupo L estard dado por max(l) = n-m¢l, y Tos gru-
pos restantes serdn de un sflo elemento (ya que no pueden ser va-

clos).

EY ndmero minimo de elementos del grupo w,. estard dado por min(1),

que se define como sigue:

5t n es miltiplo de m entonces
min {1) = n/m

$1 n no es mittiplo de m entonces
{n/m] + 1 para 1 < n-m[n/m]
min (1) =

n-{n-1) [n/m] para m-m{n/ml<1 <m

donde {n/m] es e} méximo entero menor o igual a n/m.

Por lo tanto, los estados para esta etapa son 10s grupos que se ob-
tienen de las combinaciones de los n elementos a agrupar tomados de
Jenj AJ=min (1),...,max (1), Es decir, son los grupos de car
dinalidad entre min (1) y max (1).

EY nimerc total de estados NS{1) en la etapa 1 es entonces:

max{1) n
Ns(1) ~J§m1n(x§’)
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Etapa k.
Se tiene S=S + Yk 1o que significa que los estados de la etapa k
estdn formados por los elementos de k-1 grupos o clmulos mis los -

elementos del k-&simo grupo.

E1 nimero mdximo de elementos en cualquier estado de la etapa k es
max {k) = n-m+k, y el nimero mTnimo de elementos para los estados

de Ta etapa k es:

Si n es mdltiplo de m min(k) = k{n/m) o bien, si n no es milti-
plo de m, se tiene: '

{[n/m]+1 )k para 1 <k < n-m [n/m]
min{k) = {

n-(m-k) [n/m] para n-m{n/m)<k <

Por 1o tanto, los estados para la etapa k se forman de las combina-
clones de los n elementos a agrupar tomados de j en j

A § = min(k),...,max(k).
E1 ndmero total de estados disponibles en Ta etapa k es:
1 S1 k=0

max (k) n cel.2
L SY YRR
j‘min(k)j °

NS(k) =

se puede observar que esta férmula es general, para todas las eta-

pas de! algoritmo.

Etapa m,.
En 1a seccifn 5.2.2.2 se mencioné que en la etapa final my del algo
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ritmo se tiene s610 un estado de n elementos. Esto se probarf usan

do las férmulas de la etapa anterior,

Para k =mg si nes miltiplo de m
My =m '=> max (m,) = n-mém
=> max (my) = n

el nimero miximo de elementos de algln estado de la etapa m, es n.

min (mg) = m(n/m) = n,

Lo que significa que el nimero minimo y el méximo de elementos en -

cualquier estado de la etapa my €s n.
El nimero de estados disponibles en la etapa m; es entonces:
M) = 3 (e (M e
Ty #n j n
Por 1o tanto, cuando n es mi1tiplo de m, se tiene un estado de n ele
mentos (los n elementos & agrupar).
Para el caso en que n no es miltiplo de m, se tiene que my = m.
Por 1o tanto, el nimero miximo de elementos en algin estadode 1a eta
pa my es: max{mg)=n-mim=n y el minimo es: min(m,)=n-{m-m)[n/m]=n

y se vuelve a cumplir que en la etapa final del algoritmo se 1lega

a un s8lo estado de n elementos,

E1 nimero total de estados en este algoritmo, es entonces:
T stk
ksl
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5.2.2.4 Relacién Entre Estados de Diferentes Etabas
A las diferentes maneras de formar un estado en la etapa k se les da
n

el nombre de arcos factibles.

Un arco factible conecta un estado de la etapa k-1 a otro de la eta-
pa k, si los elementos del estado de Ta etapa k estdn también contenidos
en el estado de Ta etapa k-1, Esto significa que no puede existir un ar-
co factible entre un estado de la etapa k-1 y otro en la etapa k, 51 105’
elementos contenidos en e] estado de la etapa k-1 no est&n contenidos en

el estado de la etapa k para 2 <k <m,

En el algoritmo de programacién Dindmica, el nimerc total de arcos -
factibles es:
-1
NA = NS(1) + go NA(K)
k=1
donde NA{k) representa el nimero total de arcos factibles entre la etapa

k y k¢l para k=1,2,...,my. E1 valor de NA(k) estd dado por:

max(k)  max{k+l)-min(k)
NA(K) = ] ¥ A(1,3)
jsmin(k} Jj=1

donde
(?) (ngi) si 1) min(k+1)<t+]<max(k+1)
A“vj) - y
3OO stoiw (mek) 4#1 > n
0 dot. 154
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© Planteamiento del Problema:

Se pretende agrupar un conjunto de é elementos en 3 subconjuntos -
11amados cimulos, cuando la medida de asociacifn entre 1os elementos es
1a distancia Euclidiana y el criterio de optimalidad es minimizar la su-
ma de varianzas de los elementos de un mismo grupo (criterio definido -
en la seccisn 4.1}, que como ya se menciond es la siguiente:
nk nk
1.1

a(y) = "f e aB(x, X,)
L 45 35 I

2 T .
donde d (X‘.)(J) a (xi-xj) ()(i XJ)
Desarrolio del Problema con el Modelo de Jensen:
En este caso n=2m y como ms3 se tendrd que m°=3. 1o que signi

fica que e} algoritmo consta de 3 etapas.

Se calcula el méximo y e} minimo nGmero de elementos para cada eta-

pa, como sigue:

max {1} = 4
min {1) = 2
max (2) = &
min (2) = &
mx (3) = 6
min {3) = 6

£ nimero total de estados en las etapas 0, 1, 2 y 3 estd dado por:
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Ns{o)

"
v

4
M) = 3 (9 = 50

i=2

W) = 5 (6 - 2
i=g

NS(3) = () = 1

E1 ndmero total de estado es 75 y &stos se 1istan en la Tabla (2).

E1 nimero total de arcos factibles es en cada etapa:

Para 1a Etapa 1

3 3 i+
6 6-1 -
ww = b O 2+ 1

s

v oA

SR e O GG - s

NA(1) = 135

Para 1a Etapa 2

8 5 6 6
NA(2) =
@1 3@

+
w
o

<G G Q) hea
NA(2) = 21
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ESTADOS POR ETAPA PARA UN PROBLEMA DE CUMULOS
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Por 1o tanto, el nimero total de arcos factibles de) problema es:
2

NA = NS{1) + ] WNA(k) = 60 + 135 + 21 = 206
k=1

=> NA = 206

Para cada uno de los 206 arcos factibles se tendri que evaluar la -

funcién de costo transicioual F(Yk) del grupo 9y en la etapa k.

S{ se tiene que los 6 elementos se definen en un espacio de atribu-

tos o caracterfsticas con p=2 se tiene:

xl = (111) x4 = (4'4)
Xz = (3,4) xs = (1,2)
x3 = (5,5) ¥ = (5,6)
o bien:
.41 3 68 41 8
Y= 454 2 ¢

la matriz de Distancia cuadrada es:

g = 0 2 25
0 13 5
0 32

Be acuerdo a1 algoritmo de Prbgramaciéﬁ Dindmica, se tieme: =

Etapa 0  g¥ (S} = 0
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Etapa 1:  calcular (S, Y1) = FYy) ¢ Qg(S'Vl)
En la etapa 1 Ss Vl
entonces gl(S, Yl) s F(Vl) = F(S)

gi(S) = min (F(S})} = F(S)
Bl

Por ejemplo:

9(1,2,3,8) = F(1,2,3.4)

2 .2 .2 .2 .2 .2
dg + djg +djg + dyy + dyy + 5y
4
= 17.75

Se calculan los 50 valores de los 50 estados de la etapa 1 (ver ta-
bla (2)}).

Esto se representa en la tabla (4).

Etapa 2: calcular gz(s .YZ) s F(Vz) B (s-vz)

para cada conjunto de elementos de la etapa 2. Es decir, para cada esta

do de 1a etapa 2 descrito en la tabla (2).

Un ejemplo de esto se tiene en la tabla (3).
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EVALUACION DE LA FUNCION OBJEYIVO (PARA n=6 Y m=3) EN LA ETAPA 2

gz([102p314|5}n Vk) = F(vz) + 9;({1|2n3.4|5) -Vz)
Para diferentes valores de Yz, se tiene:

9,((112,3,4,5), 15) ) = F(5) + 91(1.2,3,4)
9,((1,2,3,4,5}, (41 ) = F(d) + ¢1(1,2,3,5)
g,(11,2,3,4,5), (3} ) = F(3) + g§(1,2,4,5)
9,(11.2,3,4,81, (2} ) = F(2) + g§(1,3,4,5)
9,(11,2,3,4.81, (1} ) = F(1) + g1(2,3,4.5)
92(11,2,3,4,5), (1,2} ) = F(1,2) + 9§(3.4,5)
95((1,2,3,4,5), (1,3} ) = F{1,3) + g3(2,4.,5)
95((1.2,3,4,5), (1,41 ) = F(1,4) + g3(2,3,5)
9p({112,3,4,5), (1,5} ) = F{1,5) + g(2,3,4)
92((1.2.3.4.5). 12,3} ) = F(2,3) + 9§(1,4,5)
%({1:2,3,4,5}, (2,4} ) = F(2,4) + 9§(1,3,5)
g3({1:2,3,4,5}, (2,6} ) = F(2,5) ¢ 91(1,3,4)
g,(10,2,3,4,5), {3.4) ) = F(3,4) ¢ g§(1,2,5)
9p({2:2,3,4,5}, 13,5 ) = F(3,5) ¢+ g3(1,2,8)

95(11,2,3,4,83, (4,5} ) = F(4,5) ¢ g§{1,2,3)
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--------

RESULTADOS DE LA ETAPA 1

§ g3(s) = F(Y,) 1
{1.2,3,4) 17.75 (1,2,3,4)
(1,2,3,5) 21.00 (1,2,3,5)
{1,2,3,6) 25.00 (1,2,3,6)
(1,2,4,5) 13.50 {1.2,4,5)
(1,2,4,6) 21.50 (1,2,4,6)
(1,2,5,6) 25.75 (1,2,5,6)
(1,3,4,5) 22,75 (1,3,4,5)
(1,3,4,6) 24.75 (1,3,4,6)
(1,3,5,6) 33.00 (1,3,5,6)
(1,4,5,6) 27.50 (1,4,5,6)
(2,3,4,5) 13.50 (2,3,4,5)
{2,3,4,6) 5.50 (2,3,4,6)
(2,3,5,6) 19.75 (2,3,5,6)
(2,4,5,6) 16.75 (2,4,5,6)
{3.4,5,6) 19,50 (3,4,5,6)
{1,2,3) 16.67 (1,2,3)
{1,2,4) 10.67 (1,2,4)
{1,2,5) 7.33 ©(1,2,8)
(1,2,6) 20.67 (1,2,6)
(1,3,4) 17.33 (1,3,4)
(1,3,5) : 19.33 (1,3,5)
(1,3,6) 24,67 {1,3,8)
(1,4,5) - 10,67 (1,4,5)
{1,4,6) oam (1,4,6)

(1,5,6) 24,67 (1.,5,6)

.80



s gj(s) = F(Y,) v
{2,3,4) 2.67 (2,3,4)
{2,3,5) 12,67 {2,3,5)
{2,3,6) 4.67 (2,3.6)
(2,4,5) 7.33 {2,4,5)
(2,4,6) 4.67 (2,4,6)
(2,5,6) 16.00 (2,5,6)
(3,4.5) 13,33 {3,4,5)
(3,4,6) 2,67 {3,4,6)
(3,5,6) 19,33 (3,5,6)
(4,5,6) 16,67 (4,5,6)
{1,2) 6.50 (1,2)
{1,3) 16.00 (1,3)
{1,4) 9.00 (1,4)
{1,5) 0.50 (1,5)
{1.6) 20.50 (1,6)
(2,3) 2.50 (2,3)
{2,4) 0.50 {2,4)
(2.,5) 4.00 (2,5)
(2.6) 4.00 (2,6)
(3,4) 0.50 (3.4)

. (3,5) 12.50 (3.5)
(3.6) 0.50 (3,6)
(4,5) 6.50 (4.5)
{4,8) 2.50 {4,6)
{5.6) 16.00 {5,6)
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Entonces se calcula para los 21 estados de la etapa 2.

93(1,2,3,4,5) = min (9,((1,2,3,4,5}, Y,))
Y2

Esto se presenta en la Tabla (5).

Etape 3: calcular gy(S.¥5) = F(Y3) + g3(s-¥5) y

gyis) = min {95(S,¥3)} para cada conjunto de elementos (estados de la -
etapa 3). "3 Para e ejemplo m=m=3 es la Gitima etapa 5=(1,2,3,4,5,6).

Hay 21 arcos factibles entre los estados de 1a etapa 2 y los de 1a etapa

3. Por lo tanto se eligird el mfnimo de 21 valores

£s decir:
95(1n2l3|4t5:6) = min (93((1-2-3-4n5o5)9 v3))
'3
= m¢n (F(Ya) + 95({1.2,3.4.5.6} ~ Y3)}
3

En un procedimiento de programacién dindmica la forma general de re-

presentar 1a (ltima etapa se da en la Tabla (6).

S

S
(kg seneaky) ]

Tabla {6) Ultima Etapa (mo); de un problema de Progra-
maci6n Dindmica.
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En 1a Tabla {7) se tiene el resultado fima) del ejemplo.

Que en resumen se tiene:

S1 Y§=(X3.X6) Y5=(X2,X4) y v;«xl,xs) 0 sea 3%{lq0g)
ﬂ2={[2,I4} ¥ ul=(ll,15) o bien se puede variar el orden de -

105 grupos pero con el mismo resultado.

Exhaustiva

Tomando el ejemplo de la seccidn 5.2.2 en el que se pretende agru-
par 6 elementos en 3 cimulos, se tiene que el nlmerc total de particiones

o formas de agrupar los 6 elementos en 3 climulas {ver 5.1) es:

3
s(6.9) =131} 0% () (300 = 90

Las 90 alternativas de agrupacién o particiones se muestran en las

tablas (8), (9) y (10).

Donde, si n @s el nimero de elementos del grupo .. para k=1,2,3.
En la Tabla (8) ny =4, nz-l. nqy=l; en 1a Tabla (9) “1'3' nz-z. nyel yen
1a Tabla (10) n1=2. nth y ng=2. Bajo Enumeracifn Exhaustiva la funcidn
abjetivo g(y) necesita ser evaluada para cada una de las 30 alternativas
de agrupacidn, y de &stas se elegir§ 1a alternativa de agrupacifn (parti

ci6n) para 1a que gl{y) es minima,
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(1.2.3,4), (5}, (6)
(3,2,3,5), (4}, (6)
{1,2.5,4), (3}, (6)
{1,3.5,4), {2}, (6)
(5.2.3,4), (1), (6)
(1,2.3,6), {5}, (4)
(1.2.6,4), (8), {3}
(1.6.3,4), (5), (2)

{6,2,3,4), {5), (1)
(1|2|5.6). (S)I (4)
{1.5,6,4}, (2}, (3)
{5:6,3,4), {1), (2)
{5:2,3,8), (1), (4)
{L.5,3,6), (2), (4)
{5:2,6,4}, (1), (3)

Tabla (8).

“(1.2.3). (4.5)‘ (5)
g (1,2,3), {4,6), (5)

{1,2,3), (5.,6), (4)
(1,2,4), (3,5), (6)
{1,2.4), (3.6), (5)
(1,2,4), (5.6), {3)
(1,2,5), (4,3}, (6)
{1,2,5}), {4.6), (3)
(1O2|5)' (6'3)| (4)
(1,2.6), (4.5), (3)
(1,2,6)s {3.5), (4)
{1,2,6), (3.4), (5)
(XIQDJ)D (zls)l (6)
{1,4,3), (2,6}, {5)
{1,8,3), (5.6), {(2)
(1,5,3), {4,2), (6)
(1'5’3)l (4|6)I (2)

{1,5,3), {2.6), {4)
{1.6,3), (4,8), (2)

{1,6,3), {4,2), (8)

Tabla (9).

Particiones con

(1,8,5), (2,3}, (6}
{1,4,5), (2.6}, (3}
(1,4.5), (3.6}, (2}
(1,4,6), (2,3), (5}
{1,4.6), (2,5}, (3)
(1,4,6)s {3.5), (2)
(1,5.6), {2,3), (4}
(lnsns)n (214)l (3)
(1,5.6), {3.4), (2}
(2,4,5), (1.,3), (8)
(2,4.5), (1.6), (3)
(2,8.5), (3.6), (1)
(2,4.6), (1.3), (5)
{2,4.6), (1,8), (3}
(2,4.6), {3.5), (1)
(2,5.6)s {1.3), (4)
{2.5,6)s {1.4), (3}
(2,5.6), {3.4), (1)
(30455)I (1|2)| (6)

Particiones con
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{3,4,5}, (1,6), (2)
{3,4,5), (2,6), (1}
{3,4,6}, (1,2), (8)
(3,4,6), (1,5), (2}
{3,4,6), (2.5}, (1}
(3n506)§ (1,2). (4)
(2,5,6), (1,4), (2)
(3)505)’ (2I4)I (l)
(4,5.6), (1,2), {3)
(4,5,6), {1,3), (2)
(4,5.6), (2,3}, (1)
(1,6,3), (2,5), (4)
(4,2,3), (1.5}, (6)
{4,2,3), (1.6), (3)
(4,2,3), (5.6}, (1)
(5.2.3)' (411)0 (6)

(5,2,3) (4.6), (1)

(5,2,3}, (1.6}, (4)
(6,2,3), {4.5), (1)
(6,2,3), (4.1}, (5)
(6,2,3), {1.8), (4)

n e 3, hy * 2 Ny = 1



(1,2), (3.4), (5,6)
{1,2), (3.5), (4,6)
(1,2), (3,6), (4:5)
(1,3), (2,4), (5,6)
(1,3), (2,5), (4,6)
(1,3), (2,6), (4.5)
(144), (2,3), (5,6)

(1'4)| (2;5)] (3l6)

(1,4), (2,6}, (3,5)
(2,5), (3.4), (2,6)
{1,5), (3.2), (4,6)
(1,5), (3,6), (2,4)
(1,6), (3.4), (5,2)
(1.6), (3.5), (4,2)

(1.6), (3,2}, (4,5)

Tabla (10). Particiones con hy=npeng = 2
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Una cbservacitn sobre la 1ista de alternativas es que por Enumera-
cién Exhaustiva la funcién objetivo g{y) se calcutari mis de una vez pa-

ra alguno de los cdmulos, por ejemplo el cimulo (1,2,3).
$i, como ya se defini6é en la seccifn anterjor
Py e T o)

k M, 45 351 %
donde Yk representa al grupe "W de " elementos.

F(Yk) proporciona el cflculo transicional para cada grupo "W de una

alternativa dada.

1 método de Enumeracidn Exhaustiva hace 3 c8lculos transicionales
para cada una de las 90 alternativas, resultando un total de 270 c8lcu-
los transicionales. E1 método de Programacién OinSmica envuelve 206 -
c&lculos transicionales (uno para cada arco factible, ver seccibn ante-

rior), ahorrdndose 64 c&lculos.




5.3 Problema de Cimulos Definido como un Problema de Programacifn

Matemftica

En el problema de cimulos es necesario asignar los elementos a gru-
pos o cimulos en nimergs enteros, por lo que en el problema de cimulos -

b&sicamente maneja variables enteras.

A continuacidn se plantea el problema general de prograhacidn ente-

ra como:
max gly) donde yeSC 2" ¢ R"

donde 2" es el conjunto n-dimensional de vectores enteros y g es una -
funcién de vectores enteros definidos en S, E1 conjunto S es 1lamado -

conjunto de restricciones y g es 1lamada funcin objetivo.

Cada yeS se le da el nombre de solucién factible del problema.

St existe y*e S que satisfaga

9{y) < 9(y*) <= A yeS

entonces y* es la solucifn Sptima del problema.

El objetivo en los problemas de programacifn matemtica es estable-
cer si la solucién Gptima existe, encontrarla, o bien, encontrar todas -
las soluciones Sptimas, si hay més de una, Como se ha visto, el proble-
ma de cGmulos puede plantearse de diferentes formas; dependiendo de la -

funci6n objetivo o criterio 'y de las restricciones,
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En esta seccidn se estructura el problema de cimulos en base al mo-
delo'de programacidn Tineal entera, para 1o que se tienen las siguientes
definiciones:

Problema _de Programacidn Lineal Entera

Forma general:
max Cy

Yy S={y|Ay=0>b, >0 entero}

Forma esténdar:

n
max jzl cj ¥

n
5.4, le ay Yy T bi isl,...,R -

yJ >0 entera j=l....,n

Donde, A es una matriz de R X n, b es un vector de R componentes,
C es un vector de n componentes, y 0 es un vector de n ceros. Se asume

que las entradas {o elementos) de A, b y C son siempre enteros.

Un caso especial de) modelo de programacién lineal entera es el que

tiene variables binarias, al que se le afade la restriccidn de )('j <1l-

J=1,....n, o bien, en vez de X > 0 se tiene X = 0,1,

Como se explicd en el capftulo 2, el problema de cGmulos es equ‘iva-
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Tente a un problema de particidn, que se puede plantear como un problema
de programaci6n 1ineal entera con variables binarias de Ta siguiente ma

nera:

Considere el conjunto I={11.Iz.....ln) y un conjunto ﬂ={u1,ﬂz.....ge}
wﬂ-ndmm%gljﬂmzwuumwmmmnwganm

ne una particién de I si

U 0, =1
jeow J

Yy Jsked*, J=zk =000

Sea CJ > 0 e] costo asociado a cada Jj¢J, el costo total de la -

particidn definida por J* estd dado por JZJ. s

€

Por lo tanto, el problema de ciimulos puede pTantearse como uno de -

programacidn Tineal entera, de la siguiente manera:
i 5 4
min jgl 5 y‘j

§ 1 =1,2
S.a. ays ¥y = 214200040
L MY

j=
8
y, *m
%
yj = 0»1 jlllztl"ls
ddﬂde ' 1 st I,' E 1'.1 1=l|2|nu-|"
a -
i 0 doof. 570200008
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1 Jed*
yJ =
0 d.o.f.

n n n no.
g = (ne(m-1)}+ (n-m} + (n-(m+l)) +...4 (n-(n-1y)

g es el nimero total de subconjuntos de I, considerando que se de-
sea m en cada particidn; m es el nimero de grupos o cimulos requeridos -

para cada particidn.

E1 costo para cada grupo Ty J=1,2,...,8 puede definirse utili-
zando una funcidn que mida el grado de disimilitud entre los elementos

de dicho grupo, como las vistas en el capftulo 3.

En particular, el problema se puede definir como sigie:

n
- 2 i
Cd 121 d ()(i.x ) ay
donde X1 es el vector de atributo asociado al elemento 11 Ai=1,2,...,0

W es 1a media det grupo 1, *J=1.2,....8, que se define:

n n

121 S 1§1 S

Py
Uga

=1

M.

J

n
ny = I %44 # §21,2,...,8, es el nimero total de elementos del
i=]

grupo .
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En la prictica, la manera mds fcil de abordar el problemade progra
macién 1ineal entera es usando el método Simplex (ignorando la restric--
cifn de que las variables son enteras) para luego redondear los valores
no enteros a enteros en la selucidn final, Este procedimiento noes siem
pre adecuado, ya que la solucién Sptima del problema de programacién 1i-
neal, no necesariamente es factible después del redondeo. Otra dificul-
tad es que aungue la solucién 6ptima del problema de programacién 1ineal
sea factible después del redondeo, no se puede garantizar que sea una sg

Tucidn 6ptima a) problema entero.

Por estas razones es de utilidad analizar métodos que obtengan di--

rectamente una solucidn Gptima entera.

Un nimero considerable de algoritmos se han desarrollado con este -

propésito,

A continuacién se expondrin algunos métodos importantes para resol
ver el problema de programacién lineal entera. Se desarrollard una ver=
si6n del algoritmo conocido como de Ramificacidn y Limites (o acotamiento)
ver seccidn 5.3.2 para el problema de ctmulos visto como un problema de
programacion lineal entera (con variables binarias) planteado anterformen
te. Ademis, se tratard el método conocido como de planos cortantes, ver

seccidn 5,3,1.

5.3.1 Método_de Planos

Cortantes
£1 método de planos coftantes busca resolver el problema de progra
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macién ljnea1 entera, generando una secuencia de desigualdades lineales
que "recor@an" parte de la regién factible de) problema correspondiente
de programacién lineal dejando intacta la regién factible del problema -
entero. Cuando se han generado los suficientes hiperplanos cortantes, el
problema de programacidn lineal entera tendrd 1a misma solucién Sptima -

que su problema correspondiente de programacién lineal.

Un ejemplo para ilustrar esto es:

max 2Ky + XZ
Xy + Ky g5
Ayt Xy s 0
64y + 2K, < 21

Kok 20 enteras
.

. .,
la regitn factible de su problema correspondiente de programacidn lineal
se muestra en 1a figura (9) (4rea dentro de las !fneas continuas), los -
hiperplanos (1fneas punteadas) recortan esa &rea, para dar lugar a la re

gi8n factible del problema entero, la cual comparten.

Suponga que el conjunto:

S= (X|AX=b, X>0 enteras) de soluciones factibles, esté
acotado y que por lo tanto tiene un nimero finito de puntos.

Se define el conjunto s* 11amado casco convexo de S como:

St atyly e Doy K oy 20, o1, KeS)
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REGION FACTIBLE DEL PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL ENTERA

Az Solucion dptima por programacion linesal

B2 Solucion optima par pregramacion lineal entere

C2 Plano cortante 1 D= Pisno cortante 2




donde

SCSTCT=0|A=b, X5 0

con T es el conjunto de soluciones factibles del problema correspondien

te de programacién lineal.

. Para el ejemplo anterior, la regifn compartida es s*. Los dos pla-

nos cortantes eliminan T - S* de T.

Como cualquier problema de programacifn entera acotado, tiene séio
un nGmero finito de soluciones factibles, es natural considerar el uso -

de algn método de enumeraciép para encontrar una solucibn Optima.

Ramificacién y 1fmites es un método de optimizacién que usa el &rbo?} .

b&sico de enumeracidn,

La idea general del método de ramificacin y 1imites es 1a siguien-

Suponga (a ser especificado) que la funcién objetivo debe ser mini-
mizada. Se considera que el 1Tmite superior de la funcidn objetivo estd
disponible. (Este usualmente es el valor de 1a funcidn objetive para la
mejor solucién factible identificada hasta e! momento). E1 primer paso
es dividir el conjunto de todas las soluciones factibles en subconjuntos
y obtener el 1imite inferior de cada uno de ellos, del valor de 1a fun--
ci6n objetivo de las solucfones dentro de cada subconjunto. Aquellos -
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subconjuntos cuyos 1imites inferfores excedenel 1imite superiordel valor
actual de 1a funcidn objetivo, se excluyen de cualquier consideracién, (Un
subconjunto que se excluye por estauotra legftima razbnse dice que es pe-
netrado), Uno de 1os subconjuntos restantes, aque) menor l{mite inferior,
se divide entoncesenalgunos subconjuntos. Se obtienenotravez sus 1fmi
tes inferiores para excluir algunos de estos de consideracifn. De todos

los subconjuntos restantes se selecciona uno para dividirlo y ast sucesi
vamente, Este procesose repite unayotra vez hasta gque se encuentra una
solucidn factible tal que su valor correspondiente de la funcidn objeti-

vo no sea mayor gue @) 1imite inferior de algdn subconjunto.

£n resumen, ramificacién y l1imites es un método de optimizacidn que
usa enumeracidn en forma de "arbol", y requiere el c8lculo de los 1fmi-
tes superiores e inferiores de la funcién objetivo, para acelerar el pro

ceso de penetracién y ast cortar la enumeracién,

Paso Inicial:
Se comienza con un conjunto de soluciones iniciales {incluyendo so-
luciones no factibles) como el Gnico "subconjunto restante", Sea Zu el

1imite superior del valor de la funcién objetivo.

Paso de Ramificacidn:
Usar una regla de ramificacifn para seleccionar uno de los subcon-
juntos restantes, (Aquellos no penetrados ni divididos) y dividirlo en

dos o mis subconjuntos nuevos de soluciones.
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Paso de Limite:
Para cada nuevo subconjunto se obtiene su 1fmite inferior Z delva

lor de la funcidn objetivo para las soluciones factibles del subconjunto.

Paso de Penetracifn:
Cada nuevo subconjunto es exclufdo de otra consideracién en base a

las siguientes pruebas:

1) ZL_>Zu

2} E1 subconjunto encontrado no tiene soluciones factibles.

3) La mejor solucién factible del subconjunto ha side definida (de
manera que ZL corresponde al valor de la funcidn objetivo)}; si
ZL< Zu entonces se reajusta Zu = ZL. se guarda esta solucifn
como 1a solucién titular y se repite la pryeba 1) para todos -

los subconjuntos restantes.

Regla de Terminacidn:
EY procedimiento se detiene cuando no quedan subconjuntos (sin pene-

trar), La solucidntitular actual es dptima. Si nohay solucidn titular (es
decir, si Zu sigue teniendoel valor inicial), entonces el problema no tiene

soluciones factibles, De otra forma, regresa al Paso de Ramificacidn.

Si el objetivo es maximizar en vez de minimizar 1a funcién objeti-
vo, el procedimiento no cambia s6lo se intercambian los papeles de los -
1imites superiores e inferiores de la funcifn objetivo. Por lo tanto, -
Zu se reemplaza por ZL y viceversa, y la direccifn de las desigualdades

se cambia.
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Reglas de Ramificacién:
Las dos reglas de ramificaci6n mds conocidas para seleccionarel sub
conjunto que se va a dividir es la del mejor 1fmite y la del 1imite nue-

vo,

La Regla del mejor Limite selecciona el subconjunto que tiene el 11
mite mis favorable (1fmite inferior en caso de minimizacién) ya que di--

cho subconjunto podrfa ser el mids prometedor de contener el &ptimo.

La Regla del Limite nuevo selecciona al subconjunto creado més re--
cfentemente y que no haya sido penetrado. Para los subconjuntos creados

al mismo tiempo se elige el del T1imite mds favorable.

Planteando el problema de cimules como un problema de programacién
Tineal entera de variables binarias (seccifn 5.3). Se desarrolla un-al-
goritmo para su solucién basade en el método de Ramificacién y Limites -

ya analizado.

La forma ya convenida de plantear este problema es:

g
min Z CJ Yy

8
s.a, arg ¥y =1 para  i=ly.004n
PRI
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s
sh

_y‘j = 0.1‘ para  Jsl,....8

Nota: Las especificaciones sobre ajy yj ¥ CJ se dan en la seccibn -

5.3,

Todas las variables se reordenan de acuerdo a sus costos C‘j ---

{i*1.2,...,8) en forma creclente, Es decir,

0 _<Cl < 02 seeey S C8

Con el problema de esta forma el algoritmo tenders a hacer las va-
riables cero tanto como las restricciones se lo permitan, pero dando pre
ferencia a las variables iniciales cuando sea necesario dar el valor de

1 a algunas de las variabfi’s.

El algoritmo va definiendo subconjuntos de soluciones, asignando va
lores a las primeras variables formando asf una solucidn a la que se le
da el nombre de solucibn parcial actual (yl.yz.....y‘) (donde, « es el -
nimero de variables asignadas a subconjuntos en actual consideracidn), -

cuya solucidn complementarta es (¥)s¥pseesal s ¥oypereea¥g)

Paso Inicial:
Como se puede verificar a simple vista la solucién trivial =--
(yl-yz-...-ya-o) de! problema de cdmulo ya planteado, no es factible

(que serfa 1a que diera e) mfnimo costo). El algoritmose inicia conuna
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solucifn parcial de y1=1 (y todas las dem&s variables igual a cero), =~
es decir, con <=1, Se tiene comc lfmite superior del valor de la fun-

cifn objetivo Zu £ w,

Paso _de Ramificacifn: (En el caso inicial se sigue al Paso del Lf-

mite).

En base a la solucién parcial previa (yl.yz.....yu_l). ésta se divi
de en dos nuevos subconjuntos (de soluciones parciales), uno con yol-
y otro con y =0. Para hacer la seleccifn de 1a nueva solucin parcial
actual se usa la Regla de Ramificacisn del Lfmite nuevo, que se explica

en el siguiente paso.

Paso del Limite:
E1 1imite inferior ZL del valor de la funcién objetivo de 1a solu-"

¢i6n parcial actual (yl.yz.....ym) es;

le Cy ¥y st oy =1
ZL = -]
le CJ 7 +Ca st y =0

La razén de afladir C_,, sfy =0 es porque el algoritmo calcula
este 1fmite s8lo si previamente se encuentra que (yl,yz.....y¢_1y¢=0“...
y_20) no es factible, Esto se presenta mientras se trata de 1levar la
solucibn parcial previa (yl,yz....,y") donde M=max{J] | yJ-l) a la prue
ba 3 del paso de penetracidq. Por lo tanto, el 1fmite ZL siempre es me-
nor (o fgual) para y_»1 que para y =0, asf que, usando la Regla de)
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Limite nuevo stempre se seleccionard primero y =1 como solucién parcial
actual si ninguna de las dos ha sido penetrada, E) motivo de esto es pa-
ra que el pasd de penetracién no se aplique a la“solucién parcial con -«
y =0 hasta después de que l1a solucidn parcial con y =1 haya sido-pene--

trada (probablemente penetrando todos sus subconjuntos subsecuentes).

Paso de PenetraciSn:
La penefnacidn de una solucidn parcial se 1leva a cabo bajo las si-

gutentes pruebas:
Prueba 1. (ZL > Zu) es obvia,

Prueba 2. (E1 subconjunto encontrade no tiene soluciones factibles).
Se hace analizando st alguna de las restricciones no se satisface

completando 1a solucién parcial.
Por lo tanto, la solucidn parcial es penetrada si:

« B8
1 u” yj + 1 max (“”lo) <1

J=1 Je==tl
para alguna i=1,...,n
s E f in { 0} >1
LY min {o,.,0} >
j.l U J J"‘.’l 'J
para alguna i=l,...,n
" donde
max max
{G.U-O) o fﬂ” .VJI.VJ * 0,1}
min min
6
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« 8
'121 ¥; +JZ=H max (yJIyJ=0.1) <m

@ [}
Yt Ly M ylypos

" Prueba 3. (Se encuentra la mejor solucifin factible dé! subconjunto).
Se obtiene analizando si la solucién correspondiente al 1fmite infe
rior ZL del valor de la funcién objetivo {sea la solucién parcial -
mas Y41 ® 1-y_ y el resto de las variables iguales a cero) ac-
tualmente es factible.

)
Por lo tanto, la-tercera forma de que la solucién parcial actual -

sea penetrada es cuando:

PR AR TR
LN L) PN |

X YJ"'(l'ym):'“

J=1

Si esto ocurre y ZL < Zu. entonces se hace Zu = ZL ¥ se guarda es~

ta solucién como Ta solucidn titular actual.

Para 1lustrar el ordenamiento de Tos pasos anteriores se tiepe el -

diagrama de flujo mostrado en la figura (10).
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Con el objeto de 1lustrar el algoritmo de‘Ram1f1cac16n y Limites, -
se usa el ejemplo que se resolvié en la seccién anterior, utilizando

Programaci6n Dindmica. En dicho ejemplose tienen n=6 elementos defini-

dos por:
K= (1L1) X, = (3,4) Xy = (5,5)
Xp = (4,8) X = (1,2) Xg = (5.6)

E1 planteamiento de Programaci6n Lineal Entera para resolver este =

problema de cimulos es el siguiente:

8
min C, ¥
LSy
B -
s.a. JZI oy ¥y * 1 paré i=1,...,6

8
) ¥y = 3

1

y; @ 0,1 'para J=lsiiisB

donde B-(S) + (g) + (g) + (f) = 56 grupos o cimulos {son los equiva-
lentes a los clmulos definidos en la Tabla (4) mfs los 6 grupos de un -

s61o elemento).

1 Jedw
.'/J = J=l,2,...456
0 d.o.f.

(S1 94 estd dentro de 1a particibn. Ver 5.3).
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: 1 11 e 1y para i=l,,,.,6
3§ °

0 d.o.f. J=l,...,56

La matriz A = (“1j)6x56 para este ejemplo se tiene en la Tabla
(11).

Si se define el costo CJ (§=1,....,56) para cada grupo o cimulo -

como:
6
. 2 oy 1
Cj 121 d (Xi.x ) a4
g X
. L% oy
donde ¥ = iEL %

o,
ja1 1

se tienen 1os costos cj para Jj=3,2,...,56 grupos o cimulos en la Ta-
bla (12), y de acuerdo a estos se reordenan los grupos o climulos en for

ma creciente, es decir de tal forma que:

0¢ Cl < Cz,.... < 1.:56

Finalmente, utilizando los valores de a4 y cJ. el planteamiento

del problema queda como sigue:
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MATRIZ Acysg PARA n=6 ELEMENTOS AGRUPADOS EN m=3 CUMULOS

[100000100000600000010101110000101001011010021211111111117
010000010010021111130110010101110001102000101101000011100
00}0000011101!000110000000111100100101111110010010111001
00010001100122001010101111001110001011100100001110010012°0

0oo00101000000010000012102011¢111011010021110010012120001211

j0000C1000101100111100000000000012011010013101112021011011111

TABLA (ll)g



CosT0S CJ PARA CADA CUMULO ORDENADO

GRUPO

COSTO

1 ¢ J
(1,2,3,8) 17.75 39
(1.2,3,5) 21.00 46

" (1,2,3,6) 25.00 53
(1,2,4,5) 13.50 K}
(1.2,4.,6) 21.50 48
{(1,2,5,6) 25.75 54
(1'31415) 22.75 49
(1,3,4,6) 24.75 52
(1,3,5,6) 33.00 56
(1,4,5,6) 27.50 55
(2,3,4,5) 13.50 30
(2,3,4,6) 5.50 19
(2,3,5.6) 19.75 Lk}
(2,4,5,6) 16.75 37
(3,4,5,6) 19.50 42
(1,2,3) 16.67 k[
(1,2,4) 10.67 26
(1,2,5) 7.33 22
(1,2,6) 20.67 45
(1,3,4) 17.33 38
(1,3,5) 19.33 a
(1,3,6) 24.67 51
(1,4,5) 10.67 25
(1.4,6) 21.33 a7
(1,5,6) 24.67 50
(2.3.4) 2.67 14
(2,3,5) 12.67 28



GRUPO CoSTO s
I 4
(2,3,6) 4.67 18
(2,4,5) 7.33 23
(2,4,6) 4.67 17
(2,5,6) 16.00 32
(3,4,5) 13.33 29
(3,4,6) 2.67 13
(3,5,6) 19.33 40
(4,5,6) 16,67 35
(1,2) "6.50 20
(1,3) 16.00 33
(1,8) 9.00 24
(1,5) 0.50 7
(1,6) 20.50 44
(2,3) 2.50 1
(2,4) 0.50 8
(2,5) 4.00 15
(2,6) 4,00 16
(3,4) 0.50 9
(3,5) 12.50 27
(3,6) 0.50 10
(4,5) 6.50 21
(4,6) 2.50 12
(5,6) 16.00 34
(1) 0 1
(2) 0 2
(3) 0 3
(8) 0 4
(5) 0 5
(6) 0 6




10 12 14 16
mn 08 LS L vy 2e 2 it kst
18 21 23
+ 4,67 jgn ¥y + 5,5 Yyg * 6.5 J)-:zo Yy +7.33 ngz 7 +

+ 9y, 10,67 JE:S yy+ 125 j:; vy +13.33 ypg +
k) IS 34 36
+ 13.5 .1230 i+ 16 JZSZ ¥yt 16.67 _1235 7 16,75 y3, + 12,33 Yy *
41
+ 17.75 Y3 ¥ 19,33 j§40 Y5 +19.,8 Va2 * 19.75 Va3 ¢+ 20,5 Yag t

+ 20,67 ygg + 21 ypg ¢ 2133 ¥y + 25 g + RISy +

51
+ 24,67 Yi #2075 Yeo + 25 Yo + 25,75 yea + 27,5 yop + 33
o ¥4 52 53 54 55 + 33 ¥sg

s.a.
26 56

Yy r¥ i tint jgu Yy * Y1%33*Ya6*Y 38" a9t ar* 32“ yyrl

20 R
+yatye YitYnatYoatVnctyoat Y tYartYastyast
290t L, Yyteeastaetas J§30 §*36"3Y a9

* Ya3tYas*VastYastYsatysy = )

1 30
MR IRRIERGI TR TSI TR IR AL

43 53

+ Yt Yo t Yo t Yy, ty = 1
sl ¥a t Vet et L Yyt vse
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14 26
Yo t¥gtigt 212 Yyt Pty *1223"1 MEFTIM
39 49
+y3g+y31+y35+j2 Yyttt LYyttt 1

23 32 :
Ysthtst L Yyt t jZN Yyt Vs tyzs gyt
g %
R TRE PR R 7NN A
shag V1T a6 Yag Y b Y
19

Yot vigt vty L vyt et st Vas t Yt

45 526
Vit Yaq t Yagq *+
377477748 7 yig

+ = 1
ng;z Y3

T

yy =3

g=1 9

= 0,1 A Jal,...,56

Y3

Siguiendo el algoritmo de Ramificacisn y Acotamiento se busca 1a -
solucibn al problema de cimulos ya planteado como se describib en la sec

cién anterior.

En la Tabla (13) se dan los valores mds relevantes para varias ite-

raciones del algoritmo,
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ITERACIONES DEL ALGORITMO Y RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO

AL LA

PRUEBA
" ITERA PENE-| OF
CloN] SOWUCION PARCIAL | 7, iroancd ioenerra| 2y | SOLUCION TITULAR
CION
1 1) 0 N0 w .
2 1) 0 NO ® .
3 il Q st 2 © -
4 K110) ] NO © -
5 {1101 9 51 2 - -
6 {1100 0 NO - -
7 uoox; 0 S 2 - -
8 {11000 0 NO ® -
g uoom; 9 sl 2 - -
10 K110000 0.5 | Ne - -
11 {{1100001) 0.5 { SI 2 - -
12 {{1100000) 0.5 | N0 ° -
h T L0 19.50{ St 3 119.50 yl-l.y -1,
Je3,..7,41 jgoo "J'anpn-QIo
86
Ya2
- 110} 0 NO 19,50
- {101 0 NO 19.50
- ((1011 0 sl 2 |19.50
- {1010 0 N0 19.50
- (10101 0 s 2 119.50
- {10100 0 ) 19.50
- {{101001 0 s 2 [19.50
- (101000 0.5] NO 19.50
- yl-1.y2-o.y3=1.yj-o 16,75 SI k] 16.75 yl-l.yz-o.ya-l
$88,.00,36 yy*Oaygym
H;g.....gs
reees
- (100} 0 NO 16.75
- Jt1001) 0 N0 16.75
- mou; 0 sl 2z l16.75
« [{10010 0 "0 16.75 »



PRUEBA
ITERA {PENE-! DE
CION] SOLUCION PARCIAL ZL TRADO? |PENETRA Zu SOLUCION TITULAR
CION
- |(100101 0 Sl 2 16.75
- 100100 0.5 NO 16.75
ylhl.ya-o ,y3-0.y4=l 19.75; S§I 1 16,75
vy 0 3%5,..7,42
- |(1000) 0 NO 16.75
- [l10001} 0 NO 16.75
- {(100011 0 Sl 2 16.75
- jtlogelo 0.50{ NO 16.75
ylﬂ .y2=y3=y4=0.y5=l 5.50| SI 3 5.50 yl=1.y2=y3=y4=0
yj=0 J=6,...418 .Vs—l'yj=0| .
Yi5=1s j=6.....18
197" 3-20,..4,56
- 1(10000) 0 NO 5.50
- 1{100001) 0 NO 5.50
- (£1000011) 0.5 SI 2 5.50
- [f2000010) 0.5 NO 5,50
- ylzl y2=_y3=y“=y5=0
y6=l yJ=0 J=7,...,29(13.5 SI 1 5.5
- {(1o0000) 0.5 NO 5.50
- j{1000001) 0.5 SI 2 5.50
- £1000000) 0.5 NO 5.5
- (10000001} 0.5 NO 5.5
- £100000011 1.0 Sl 2 5.5
- 1100000010 1.0 No 5.5
- ((160000010] 1.0 SI 2 5.5
~ |(1000000100 3.0 NG 5.5
- 1(10000001001 3.0 ) 2 5.5
- 10000001000 3.0 NO 5.5
- 11100000010001 3.0 Sl 2 5.5
- |(100000010000 3.17; NO 5.5
- (1000000100001} 3.17] sl 2 5.5
- {{1000000100000) 3.17] NO 5.5
- 1{10000001000001 3.177 §I 2 5.5
- {10000001000000 4,5 NO 5.5
- 1000000100000013 4.5 Sl 2 5.5
- {(100000010000000 4.5 1 NO 5.5
- 1(1000000100000001) 4.5 SI 2 5.5 "



PRUEBA
Ukt soLucion paRciAL 7, |SRENE - 2, | soLucio TITWAR
' CION
- lt1000000100000000) | 5.17| Mo 5.5
- |(10000001000000001) | 5.17{ st 2 |55
- H10000001000000000) | 5.17| Ho 5.5
- )100000010000000001) | 5.17| sI 5.5
- {100000010000000000) | 6.0 | Sl 1 |55
- 10000000} 0.5 | NO 5.5
- {100000001) 0.5 | N0 5.5
- xoooooooug 1.0 | st 2 |55
- {1000000010 3.0 | NO 5.5
. 10000000101; 3.0 sI 2 |55
- 110000000100 0| N 5.5
- {100000001001) 3.0 | st 2 |55
- {100000001000) 3.17] No 5.5
- [1000009010001) 317| sI 2 |55
. {looooooowooooooom 6.0 | sI 1 |55
- 1100000000 0.5 | No 5.5
- swooooooomoooooou) 60| Sl | 1 |55
- (1000000000 2.5 | NO 5.5
- {10000000001000) 6.0 | sI 1 |55
- {10000090000) 2.5 | N 5.5
- £10000000000200) 6.0 | SI 1 |55
- {100000000000000000) | 6.0 | SI 1 |55
- [0) o | o 5.5
- {on) o | MO 5.5
- fo11) o | No 5.5
- (ol 0 s 2 |58
- foi10) _ 0 NO 5.5
- ouoo 00000000000000) | 6.5 | SI 1 |[s.5
. . 0 N0 5.5
- {000000) 0.5 | No 5.5
- (0000001) 0.5 | Mo 5.5
- [00000011) 1.0 | N0 5.5
- {000000111) 1.5 | sl 2 |55
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PRUEBA
ITERA LPENE-| DE
TERAL SoLuciON PARCIAL | 2, | 4RA0G7 penEran | 2y | SOLUCION TITULAR
CloN
- 1(000000110) 1.5] sl 3 [1.5 | (0000001201000
00.....000)
Y72¥g™¥1p°}
Yy0 A e 6,9
Jall,..0.56
- |(00000010) 1.0 Mo 1.5
- |{000000101) 1.0 N 1.5
- oooaomoug 1.5 sl 2 |15
- 110000001010 35| s 1115
- |{000a00100) 1.0| HO 1.5
- | {0000001001) 10| N 1.5
. oooooowoug a5 st | 1,2 |15
- |{oocooo10010 3.5( Sl i s
- | {0000001000) 3.0] Sl 1 |15
- {{o000000) 0.5 NO 1.5
- |{00000001) 0.5{ KO 1.5
- {{000000011 10| st | 2 |15
- | {ooooo0010 30| s 1 115
- [{ogo000001 0.5] NO 1.5
X oooooooou; 1.0 sI 2 |15
- 10000000010 3.0{ sl 1 |15
- | {000000000) 0.5 NO 1.5
- | {0000000001) 0.5/ NO 1.5
- | logooacoco11 a0l st 1,2 |15
- | {ooooaooo010 3.0 st i |15
- | (0000000000) 2.5 sl 1 |

Despuss de haber encontrado la solucidn titular:

{0000001101000. ..00)
en las iteraciones subsecuentes se tendrfa que las soluciones parcia-
les restantes no dan mejor seluci6n factible, por 1o tante, la solucibn

Gptima es:

.Y]’-YB=y10=1| .VJ=0 M jal,...\6,9 ¥
J=11,...,56
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donde ¥y representa al .grupo 1, = (1,5)
¥g representa al grupe vy = (2.4)
y Y10 representa al grupo Y0 {3.6)
1o que significa que el conjunto 1 = [X1,12.13,X4.15,16}

tiene la particifn Sptima:

1 I, (padph, {15.06)Y que es 1a misma solucidn que se -
obtuve por Programacidn Dinfmica.

5.4 Yeorfa de Grificas y ¢! Andlisis de Cimulos

Una gran clase de problemas de Programacién Lineal Entera pueden -
asociarse con el concepto conocido comd una grifica. Una gr&fica consis
te de un conjunto, cuyos elementos se denominan nodos y de una relacién -
entre parejas de estos. Si dos nodos estdn relacionados, se dice que -
existe un arco entre ellos, Las grdficas tienen la ventaja que pueden -
representarse pictdricamente, lo que ayuds a comprender y resolver los
problemas planteados por medio de estas,

Una representacidn pictbrica de una grafica se da en la Figura {I1).
Los cfrculos corresponden a los elementos de un conjunto dado {nodos), ¥

las Yfneas indican 1a relactdn entre pares de elementos {arcos).

Definiciones
Sea x-(x1| x'-l.....n) es un conjunto finito y S es ¢) conjuhto -

de todos los pares desordenados (x,.xJ) de elementos de X, esto es:
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S (XY ALY Kakget)

Sea G=(X,E), E ¢ S una grifica donde, los elementos de X se le 11a

man nodos y los elementos de £ son los arcos de la grifica.

St ek=(xi,xj) el k-6simo arco se dice que es incidente & 1os nodos

X1 y XJ que son a su vez incidentes al arco k.

La relacidn de incidencia puede representarse por una matriz. Sea -
A'{“ik) s $=liiion 4 k=l,0.00q (donde n es el nlmero total de nodos y
q es el nlinero total de arcos) es la matriz de incidencta que se define -

en la gré&fica como:

%k
0 d.o.f.

= {l st e,V Ki son incidentes

De la matriz A se le da el nombre de matriz de incidencia de la grd
fica G=(X,E}, AL 1-ésimo renglén de A Te corresponde et nodo X,, y sus
unos indican todos los arcos incidentes de diche nodo. A la k-ésima co-
tumna de A le corresponde el arco e, ¥ puede ser yn vector unitarto o -
tiene dos elementos iguales a 1. E1 primer caso ocurre si y s8lo si ~--

ek-(xi.x,) para alguna 1.

Se dice que dos arcos son adyacentes si ambos son incidentes de un
mismo nodo. Una secuencia de arcos distintos (ekl"kz""'ekq) donde
(‘kt'ekt+1) son adyacentes para t=1,...,q-1 , se le 1lama una trayec-
torfa.
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Una trayectoria que empieza y termina en el mismo nodo, se le da et

nombre de ciclo.

Una gréfica conexa es aquella tal que xi’xje ¥, i=§ existe al’

menos una trayectoria que conecta los nodos Xi y XJ.

Una gréfica é=(i,§) es subgrifica de G={X,E), si 8 se puede obte
ner de G quiténdole el subconjunto £-f de arcos y algln subconjunto -

¥-% de nodos que no son incidentes a algln arce de £

Una gré&fica conexa se dice que es un &rbol si no contiene ciclos, -
Una subgrdfica de G=(X,E) que es &rbol y que su conjunto de nodos ew X ~

se le da el nombre de &rbol de trayectoria de G.

Una forma de representar el problema de clmulos es usando teorfa de

gréficas.

€1 té&rmino nodo XjeX se puede asociar a un elemento Liel 0a
“un cimulo fiet o0 bien, a un grupo de cimulos. ¥ formar una grifica ex
haustiva G=(X,E) dando peso a los arcos ek=(X1.Xj)s E EcS delaagrd
fica, de acuerdo al.grado de disimiiitud d(xi.xj) entre sus elementos

correspondientes.

Se han definido un gran nimero de algoritmos que resuelvenel proble
ma de cOmulos mediante teorfa de gr&ficas. Probablemente, Tos algorit-
mos de teorfa de grdficas mis conocidos son los Jerdrquicos de Unidn Sim

ple y Jerfrquicos de Unidn Exhaustiva que se describen en la siguiente -
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seccidn.

Gower y Ross 2] discuten algunos algoritmos para encontrar e} &r«
bol de trayectoria minima y Yo relacionan con e! método Jerdrquico de -
Unidn Simple, Consideran que la longitud de un &rbo) es la suma de la -
Jongitud de sus arcos que componen el &rbol, por lo tanto, el &rbol de -

trayectoria mfnima se define com el &rbo} de longitud mtnima.

Si 1a longitud Ly del arco ek-(xi.xj) x‘.xj eX se define como --
Lk-d(xi.xj). el algoritmo va agrupando nodos {los que pueden ser elemen-
tos, cdmulos o grupos de clmulos) cuya Tongitud de arco (grado de distmi

Mtud) sea minima, es semejanza al método JerSrquico de Unidn Simple.

Los algoritmos Jerdrquicos de Unién Simplte proporcionan partictones
con separacitn (heterogeneidad entre elementos de distintos grupos) 8pti
ma, pero descuidan la homogeneidad entre elementos de un mismo grupo, -
mientras que Yos algoritmos Jer8rquicos de Unidn Exhaustiva proporcionan
particiones con buena homogeneidad, pero no toman en cuentala separacifn
(heterogeneidad), .

Usando teorfa de grificas se desarrol10 también un algoritmo para
resolver el problema de cimulos con el bicriterto [3] de optimalidad de
finido en e} Capftulo 4. €ste algoritmo, primeramente determina las -
particiones ¥ de mixima separacitn {heterogeneidad) por medio de un al-
gor1tmo‘ Jerdrquico de Unisn Simple y 1a particidn 4* de minimo didmetro

{homogeneidad) con un algoritmo no Jerdrquico [4] de Unifn Exhaustiva.
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Y as!, trabaja con una secuencia de subgréficas Gt=(x,Et) de G=(X,E) -
donde Et={ek=(X1.XJ) ld(Xi.XJ) > t), t toma como valor inicial S(i) (den
de Sesla se_parac'ldn mixima), y va tomando valores de d(Xi.XJ) <S(G) .
en orden decreciente, Si la coloraci6n -p de G se define como 1a asigna
cifn de uno entre los p colores para cada node de G, tal que dos nodos -
adyacentes no tengan el mismo color. El propSsito del algoritmo es que

cada subgrdfica 6, tenga una coloracidn Sptima {mfnimo niimerode colores).

Se puede demostrar que los grupos de nodos del mismo color en la co
Toracidn 6ptima de la d1tima subgréfica Gy colorable en m colores define
la partici6n de I de mfnimo difmetro en m climulos; por lo tanto, l1a par-
ticibn Sptima de m cimulos que cumple con el Bicriterio para el probiema
de cimulos es aquella que se obtiene con t=d{w*) (donde d es e! minimo
didmetro definido en el Cathu1o‘4).

5.5 Métodos Jerdrquicos

Esta seccidn estd muy relacionada con la parte de teorfa de grlfi-
“cas tratada en la seccién anterior, ya que muchos algoritmos para resol«
ver métodos jer&rquicos en el an&lisis de cimulos han sido desarrollados

por medfo de gr&ficas.
Se tiene que I=(Il.12....,ln) es el conjunto de n eleméntos a agry
par y P={PyuPy,... P} €5 Una sucesi6n particiones de I tales que:

i) El nimero de cimulos de P, es mayor que el nimerc de cdmulos
Piete
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it) Po-({Il).{Iz).....{In)) es la particifn de I en n clmulos de

un sélo elemento.

111) Pm=(11.12.....1n) es la partici6n de 1 en un cimulo de n ele-

mentos.

Es decir, Po‘Pl""'Pm forman una sucesidn de particiones de I, -
tal que la primera particién (Po) contiene n grupos cada uno con un sélo
elemento y a dltima particidn (Pm) contiene un sélo grupo de n elemen--

tos,

Tomando como medida de asociacidn entre Jos elementos i-&simo y -
J-8simo de 1a particién Pk de I (A k=1,2,,..,m}), Ta distancia cuadrada -
tuclidiana d%. es posible asociar a cada particién Pk una matriz de dis

tancias cuadradas entre sus elementos, sea esta Dk'

Se tiene que D0 es la matriz de dimensién nxn y Dm es la matriz de

dimensidn 1 x.1.

A cada particidn P, se le asocia, también, un nimero f, 1lamada fuer

2a de agrupamiento o punto Rama, que Se define como:

f " gig {df;q | 'l«psq €simos elementos de P, )
L]

¥y que cumple con:
i) fo =0
i) f < fkﬂ 4 k=1,2,...,m
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Una representacitn esquemdtica de los resultados de Tos métodos je-.
rérquicos es a través de "&rboles" (definidos en 1a seccifn de gr&ficas}
o "dendogramas®, Un dendograma, es una clase especial de &rboles cuyos
niveles numéricos estdn asociados con los puntos Rama (fk). como se flus

tra en la siguiente Figura (12).

La matriz de distancias DD para la particifn P0 de I se tiene en la

Tabla {14).

P A 1,

2 2 2

| o dp 43 ...dp
2 2

I 0 dy ., 9y
2

Iy 0 &
I, 0

Tabla (14). Matri: Do Para 1a Particién

PO = {{II]I(IZ}I{I:’).-- f .In))

Suponiendo que Ii e 1J son los elementos con mayor. grado de seme

Janza, es decir:

dij =min {dpq|4p=q ésimos elementos en P )
P\

Entonces I1 e IJ se unen para formar el clmulo nuevo “1'13}' -
Ahora, la matriz D, de dimensién (n-1) x (n-1) para 1a particidn P, se
tiene en la Tabla (15).
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Uplp 4 L, L1
aplp [0y dy,
4 o &, & ... fed
I, 0 dy ..
I 0 ...
L, 0

Tabla (15). Matriz D1 Para la Particién -

Pl = ({I.ip Ij)l Xlilnnnln}

Se puede observar que (n-2) renglones de la nueva matriz Dl de dis
tancia cuadradas de P, se toman directamente de_1a matriz anterior Dy
sin recalcularse. Los demds, en este caso el primer renglén se calcula
Qe nuevo. La distancia d%dk para ksizf k=1,...,n, va a estar en -

funcifn de la matriz previa, y as! la cantidad de c8lculos se minimiza.

Lance y Williams [§] dan un esquema recursivo donde el cflculo de
1a matriz de distancia s61o depende de los elementos de la matriz de -
distancia de la etapa previa. A este esquema se le da el nombre de com

binatorio, y se define como sigue:

Se tienen dos cimulos (sean estos LI uj) de una cierta particién
con ny y ny elementos respectivamente y cuya distancia es dfj. Se con-

sidera que d%s es 1a minima distancia en el sistema, asf que 5y 'J se
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unen para formar el nuevo grupo L) es decir, 9y u % =9, conn, ele-
mentos ("z = ra1 + nj).

La determinacion de 1a distancia entre el nuevo grupo 8, y un terce

2
2 2 2

ro v, se hace en funcifn de los valores de dhi' th. d”. ng ¥ nj. que

son ya conocidos y que se encuentran en la i-&sima y j-ésima columnas de

la matriz de distancia de la etapa previa.

La relacidn combinatoria para d'zu es entonces:
2 . 2 2 2 2 2
Opg = oy dpy * oy dpy ¢ By ¢ vldyy - diy

donde los paridmetros ajeagi ¥y se definen de acuerdo a los diferen-

tes métodos jerdrquicos como se explican en las siguientes secciones.

5.5.1 Método_de Unidn_Simple

E1 método de Unidn Simple se conoce también con el nombre de Vecino
Cercano, ya que los cidmulos se van formando en cada etapa por 1a minima
y mis pequéna unién entre ellos. Es decir, 1a distancia entre dos cimu=
los o grupos se define como la distancia entre sus elementos més cerca-

De acuerdo a la relacidn combinatoria, para este método se tiene -
qua ui-uj' %, g0 y .,.-l_ Es decir, después de haber unido los grupos
“y 'J para formar un grupo 0 clmulo I;L. la distancia entre éste y -
un nuevo grupo v es: dfn-% ‘df“ + % dzhj - -;—l dﬁi - dﬁj | 10 que signi-
fica que:
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2 2 . 42 2
st dh1>dhj => d d

he ™ “hy

~ que es la mfnima distancia,

2 2 2 _ 42
0 bien, si dhj>dh1 w=> dhl' dh1

Por 1o tanto, para el método de Unibn Simple la relacidn combinate-

ria se puede expresar come:

2 2 2
dhl = min (dhi’dhj}

Una caracterfstica de este método, es que conforme el grupo va %re-
clendo se va acercando a algunos o a todos los elementos restantes. La
posibilidad de que un elemento individual se una a un grupo preexistente,
en vez de que &ste sirva de nlcleo a un grupo nuevo, se incrementa., Por
o anterior, este método obtiene grupos o cimulos en forma de U (no elip

soides), y se dice que el sistema tiene tendencias "encadenadas".

La crftica al método de Unidn Simple es que los elementos de los ex

tremos del grupo son marcadamente diferentes,

5.5.2 Método_de Unidn_Exhaustiva

Este método se conoce también como de Vecino Lejano.

En este método 1a distancia entre dos cimulos o grupos se define co

mo aguélla entre el par de elementos m&s lejanos (uno en cada grupo). -
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Los pardmetros de la relacidn combinatoria son aytay” %-,s=0.yﬂ —;- £s de

cir, despuss de haber unido los grupos LI 1 para formar un grupo o -

ciimulo 1, la distancia entre éste Yy un nuevo cimulo ¥, se define como:

2 .1 2 1.2 1,2 g2
Yy ® 7 Yt 2%t 7 1 - Iyl
Lo que significa que:

& =

si d§1 > dtzij => dy, dﬁ1 que es la mixima distancia.

&

he * Y

2 L 3

0 bien, si dh.i > d > hj

Por 1o tanto, para el método de Unifn Exhaustiva, 1a relacidn combj
natoria se puede expresar como:
2. 2 2
dhz max {dM. dhjl

En este caso, los grupos que se forman conforme van creciendo pare-
cen alejarse; Tos elementos individuales que ain no estfn agrupados ess-

t&n m&s propensos a formar el ndcleo de un nuevo grupo.

5.5.3 Método_de_Unibn Promedic_Ponderade

Se conoce como el método del centroide ya que considera gque un gru-
po definido en un Espacio Euclidianc @&ste se reemplaza por las cocrdena
das de su centroide.

La relacifn combinatoria en este método se obtiene como sigue: .
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S1 después de haber unido 1, con “J se obtiene T, se tiene que el

centroide del grupo N, es:

- n, X; +n, X
o 1n g
B .

donde Ny nJ yn, son el nimerc de elementos de los grupos o nj y

1, respectivamente.

Por definicidn se tiene que la distancia de un grupo 1, 2l grupo

2 . 2
dhn [Xh - (n1 )(1 + nJ XJ)/ "z]
desarrollando se tiene que:

2 _ N 2,0 e M 2
a2, = D (8 = %) ’H‘}“‘h'xj) '—nri"‘i"‘j’
£

2 .M o2 Mo Mo
e *w, ‘hitw, ChTE,

Por 1o tanto, los pardmetros de la relacién combinatoria para el mé
todo del centroide son:
o = 0y/hy v ag = ny/ng,
B=-oyay ¥ y=0

5.5.4 Método de Ja Mediana

Una desventaja del mé&todo del centroide es que si n, y nJ son -
"muy diferentes” el centroide del grupo formado por la unidn de los gru

pos 1, ¥ 15 (11 u 1J-n2) es decir, L estard ms cercano al grupo con
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mis elementos, y las caracterfsticas del grupo de menos elementos se per

derdn,

Para corregir 1o anterior se desarrolls el método de 1a mediana, -
Este método es independiente del tamafio del grupo, ya que toma ng=ng. En

este método los pardmetros para la relacién combinatoria son:
o % agrzasceg Vyr0
Es decir, la distancia entre el grupo f, ¥ un nuevo grupo g, es:

2 .1 (2 L2y 1 g2
dy, =7 (dpy+dpyd -3 0y

Lo que en un Espacio Euclidiano significa que usando el método de -
la mediana el centro del nuevo grupo ", est§ en el punto medio del lado
més pequefio del tridngulo definido por 1‘.'13 L dﬁz se mide a lo

largo de la mediana de ese tridngulo.

EY algoritmo para resolver el problema de cdmulos a través de méto-

dos jer§rquicos se describe a continuacifn.
Paso 1: Sea m=l, calcular la matriz Do-
Pasp 2: Se busca de la particitn P, Tlos elementos tales que:

2, 2
d1j min (dpq | pmq, O Pre1?
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Paso 3: Se forma el grupo LA U 1y y conservan los demds grupos -

iguales (con esto se define la particidn Pm)

2 .
Se calculan fm y dhz como:

2
ﬁn = dij y

2 . 2 2 2 2 2
Gy = oy Ghq *aydpy ¢ 8yt oy | dpy - dpy |
% hxi,d

(donde 1os parémetros aysays g8 y y toman valores dependien-
do del método jerdrquico que se elija).

Paso 4: Si Py es la particién que contiene un s8lo grupo termina, st

no se hace m=m+l y se regresa al paso 2.

En general, los métodos jerdrguicos resuelven el problema de cimulos
tratando de optimizar la trayectoria por la que se va obteniendo los pﬁm!

los o grupos. Dando una solucifn que no necesariamente es 8ptima.

Volviendo a utilizar el ejemplo que se us§ en Programacidn Dihlmicq
y en RamificaciSn y Acotamiento en las secciones anteriores, se resolve-

r4 por métodos jerdrquicos.

Sea x1=(ll1)l X2=(3,4), xa'(sns)l X4=(4.4). x5=“52) y xs'(S-S) y

se tiene la matriz de distancias cuadradas:
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R T T T
nlo 18 2 1B 1 a
1, 0 5 1 8 8
1, 6 2 25 1
1, 0 13 5
1 0
I 0

y la particién del conjunto I=(Il,lz.....16} es
PO - (“1)- ”2). ”3)- (I‘Jl ”5)| “6”

Para m=1, se tiene fl-l

vsando el método de unién simpte (vecino-cercano) se calcula la nueva -

matriz de distancias cuadradas:

0y
IR U TN ERLTR Y
{1y4lg) 0 8 4
{15014} 0 2
(13.16} 0

Para ma2, se tiene f2-2

Yy P2 = (”1'15)' {12.1‘.13-16))

- 132 -



(Xl.ls) (12.13.[4.16}

{12.13.14.16) 0

Para m=3, se tiene fa=4
Yy P3 = ({11'12.13'14'15'16)}

03 =0

Esto graficamente se representa por el siguiente dendograma:

v + 4- Puntos Rama (fm)

14 —

£ algoritmo permite agrupar los elementos del grupo I en 4 formas
diferentes {dada por PosProPe ¥ P3) obteniéndose un coeficiente de -
agrupamiento, fm para cada una de éstas. Interpretando los resultados -

obtenidos se tienen los siguientes puntos:
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1)

2)

Como fl = dfs a d%d = dgs se agruparon en 1a primera iteracién de)
algoritmo. (Se puede observar que este fue el resultado que se obty

vo por Programacién Dindmica y por Ramificacidn y Acotamiento).
E1 grupo {11,15] es el que ests mis separado del resto ya que es

el que se jntegra a &stos con la mayor fuerza de agrupamiento {Pun-

to Rama) f3-4.
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CAPITULO 6

UN PROGRAMA PARA CUMULOS JERARQUICOS

Para'poder resolver un problema por medio del anilisis de cOmulos es
necesario auxiliarse de una computadora, ya que por muy pequefio que sea -
‘el problema {como se vié en el capftulo anterior) la informacién y tos -
cdlculos que se necesitan hacer son muchos, y es casi imposible realizar-

lo sin esta ayuda.

En este capftulo se describird un programa computacional que se gla-
boré para resolver el problema de cimulos por medio de tres de los méto-

dos jerdrquicos mis relevantes; a saber:

- Método de Unién-Simple
- Método de Unidn-Exhaustiva
- Método de Ta Mediana

E) programa original se toms de Anderbeng [ 6] se le hicieron cam-
bios y adaptaciones que se explicardn aguf. Ademds de describir el pro-
grama se explica qué informaci6n requiere y Tos resuitados que proporcio-

na, obteniéndose asf una gufa para su operacifn.

6.1 Descripcifn

E1 programa original se.tomé de Anderbeng [ 6] donde se encuentra -



programade en lenguaje Fortran, en esta aplicacifn se reprogramd en len-

guaje Basic y se le hicieron algunos cambios.

E] programa que se obtuvo finalmente se encuentra en el anexo D de

esta tesis, puede ser utilizado en microcomputadoras IBM/PC o compatible

Este programa consta de un programa Principal y de 3 subrutinas que
se relacionan como se ve en el Diagrama de la Figura (13), y se describen

a continuacitn:

Programa Principal:
Da la capacidad m3xima (en palabras) del programa; dimensiona todos
Tos arreglos utilizados en éste; lee las especificaciones al problema de

clmulos que se desea resolver, asf como algunas opciones del programa.

E1 programa principal 1lama a la Subritina de Lectura y a ta Subru-

tina de Agrupamiento.

Subrutina do Lectura:

Lee 1a Matriz de Similitud de una unidad de disco especificada en -
el Programa Principal, asf como su formato de entrada, Este formato pue
de ser de dos formas:

1} Cada registro es un rengl8n de la matriz triangular inferior.

2) La matriz triangular inferfor se lee por renglones en arreglos de -

un mismo tamadio, que se especifica en el programa principatl,
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.DIAGRAMA DEL. FROGRAMA

PROGRAMA
PRINCIPAL

SUBRUTINA
DE
LECTURA

SUBRUTINA
=5

AGRUPAMIENTO

SUBRUTINA DE METODOS

DE  AGRUPAMIENTO

UNION
SIMPLE

UNION e
X Tuan

HALISTIVA

Figurea 13



Esta subrutina manda un mensaje de error cuando lee mds o menos infor

macidn de la esperada.

Como se puede ver, es necesario hacer un programa adiclonal que cal-
cule la matriz de similitud, Este programa debe tener como entrada los -

datos del problema, como son 1os elementos a agrypar y sus variables,

En el anexo D, se dar§ este programa adicional cuya salida es la ma-

triz de similitud en el formato descrito en 1),

Subrutina de Agrupamiento:
Compara los valores de la matriz de similitud obtenida en la etapa -
previa (primera etapa matriz original) para decidir cufles serdn los gru-

pos que se unan en cada etapa,

Luego, calcula los valores de la nueva matriz de similitud 1lamando
a la subrutina de Métodos de Agrupamiento, Esta subrutina da los resulta
dos finales del programa, en forma de tabla en la que se tiene la informa
cifn del agrupamiento por etapas con Sus correspondientes fuerzas de agry

pamiento,

Subrutina de Métodos de Agrupamiento:
Est formada por tres programas uno para cada Método de Agrupamien-

to, que como ya se mencionaron son tres:

- Método de Unisn-Simple de Johnson [7].
* Var Seccién 5.5.
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- Método de Unidn-Exhaustiva de Johnson [8].

- M&todo de la Mediana de Gower [9].

De acuerdo al m&todo elegido para el agrupamiento, se calculan los
nuevos valores de Ta matriz de similitud que dependen de los grupos que
se unan en cada etapa. Estos métodos jerdrquicos ya han sido explicados

detalladamente en el capitulo anterior,

6.2 Entradas y Salidas del Programa

La descripcién de entradas y salidas del programa se esquematiza a
continuacidn, la definicibn de variables y opciones se da en la siguﬁen-

te seccidn,

Esquema General:

Informacién Re%uerida Informacién Proporcionada
(Entradas (Salidas)
Programa DATOS:
Principal gITLE
E
OPCIONES:
ISIGN
NTSV
NTIN
INOPT
Subrutina de DATOS: MENSAJES DE ERROR:
Lectura X(I) "Se encontrd EOF cuando ninguno espe-
raba
“No hay EOF cuando se esperaba uno"
Subrutina de | OPCION: RESULTADOS :
Agrupamiento MET IITLE L
11 I; afo;
(1 MEXT(1)
SS(I)
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6.3 Descripcidn de Variables y Opcione's

DATOS:
TITLE,

NE.

OPCIONES:
ISING.

St ISIGN = 1

Variables alfanumérica de hasta 20 caracteres, que -
representa el t1tulo que se deseee dar al problema -
de clmulos que se pretende resolver.

Variable numérica que toma el nimero de elementos que
se desea agrupar, Esta variable determina la capaci-
dad requerida para guardar la matriz de similitud,

Asumiendo que la matriz de similitud es simétrica se
tiene (“25) = l‘ﬂg_i'_ll pares de elementos, lo que -
determina el nimero de datos de la matriz de simili-
tud. Por Yo tanto, la capacidad requerida para guar
dar 1a matriz de similitud (en relacibn al nimero de
elementos NE) es entonces:

£lementos ' Capacidad Requerida
25 300
50 1225
75 2775
100 4950

En este programa se tiene una capacidad de 2775 para
75 elementos a agrupar. Sin embarge, se pueden am-
pliar,

Opcidn de eleccidn de Ja medida de asociacifn

-Se toma la distancia Euclidiana como medida de -
asoctacidn que mide el grado de disimilitud entre
los elementos.
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Si ISIGN = -1

NTSV.
S NTSV < 0

S1 NTSV > 0

NTIN,
NTIN = 1,2,3

INOPT,

INOPT < O

INOPT > 0

-Toma e] coeficiente de correlacién 1ineal como me
dida de asociaci6n que mide el grado de similitud
entre los elementos.

Opcidn de salida de los resultados del agrupamiento.
-Los resultados del agrupamiento no se imprimen.

-Se imprimen los resultados del agrupamiento.

Unidad por 1a que la matriz de similftud se lee.

~Puede tomar estos tres valores para la microcompy
tadora que se estd usando en este caso.

Opcidn que d& el formate de entrada de la matriz de
simititud.

~La matriz de similitud es una matriz triangular -
inferior donde cada registro representa un renglén
de ésta.

-La matriz triangular inferior se lee por renglones
en arreglos de un mismo tamaflo, es decir, de un -
tamafio INOPT.

6.3.2 En_la_Subrutina de Lectura

DATOS:
x(1)

MENSAJES DE ERROR:

Es la variable de entrada de la matriz de similitud,

que como ya se explicé est§ relacionada con e) nime-

ro de elementos NE. En este caso tiene una capacidad
méxima de 2775,

"Se encontrd: EOF cuaﬁdo ninguno se esperaba"
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Este mensaje significa que se teyS menos informacién
de 1a matriz de similitud de la esperada.

"No hay EOF cuando se esperaba uno"

En este mensaje indica que hay mis informacin de la
matriz de similitud de la esperada.

............................

OPCION:
MET. Opciln de eleccin de! método que se desea utilizar
para hacer 1a agrupacién.
MET = 1 Unibn-Simple
MET = 2 Unidn-Exhaustiva
MET = 3 Mediana
RESULTADOS: Se tiene una tabla con los resultados de todas las
etapas del proceso.
TITLE. Es el tftulo que se da infcialmente.
1. Etapa en la que ocurre la agrupacién.
{1 Cimulo que inicia el agrupamiento de 1a etapa .
JI(1) Cimulo que finaliza el agrupamiento de la etapa I.
$5(1) Fuerza de agrupamiento con la que se unieron los cd-
mulos de Ta etapa I.
1IL{1) Etapa previa en 1a que e) cimulo inicial II{1) en la
etapa I ya ha sido unido,

JL(l) Etapa previa en 1a que 1 cOmulo final JJ(I) de 1a -
etapa I ya ha sido unido. :
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MEXT(I) ' Etapa posterior en la que el clmulo inicial TI{I) de
la etapa I, se vuelve a unir,

La subrutina de métodos de agrupamiento no tiene entradas y salidas
al usuario, trabaja internamente calculando los nuevos valores para la -
matriz de similitud, de acuerdo al mé&todo elegido y as{ poder formar los

agrupamientos en cada etapa.

6.4 Comentarios

l.os métodes jerdrquicos como ya se ha mencionado, no dan una solu-
ci6n 6ptima al problema de clmulos, sino dan una o varias soluciones --
aproximadas que se consideran bastante "Buenas" si se analiza con cuida
do el proceso de agrupamiento, En particular, esta soluci6n puede ele-
girse de las etapas del algoritmo de métodos jerdrquicos, de acuerdo a
la manera en que actlan las fuerzas de agrupamiento, o bien, al nimero

de cimulos 0 grupos que se desea obtener,
En e) siguiente capftulo se utilizar& el programa que se describid

aquf, para un problema especifico y se analizardn los resultados compa=-

rando los tres métodos.
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CAPITULO __7

. _UNA APLICACION PRACTICA DEL ANALISIS DE
CUMULOS : LA CONCENTRACION GEOGRAFICA
_DE_ACTIVIDADES EN MEXICO

Una aplicacién real del problema de cdmulos es la mejor forma de -
comprender y analizar los métodos jerdrquicos descritos en la seccibn -
§.5 y para los cuales se realizd el programa que se detalla en el capf-

tulo 6.

En este capftulo se agruparsn las entidades federativas de la Repii
blica Mexicana de ;cuerdo a la importancia relativa de sus ramas de ac-
tividad econdmica. Para ello, se plantear§ el problema en términos de
anflisis de cimulos y se resolver§ con los tres métodos jerdrquicos pro
gramados. Se formardn grupos o cGmulos de entidades federativas cuya -
distribuci6n de ramas de actividad econSmica sea semejante. Por G1timo,
se comparardn los resultados de los tres métodos Jjer&rquicos y se dardn

conclusiones de interés,

7.1 Planteamiento del Problema

Problema: Agrupar las treinta y dos entidades federativas de la -
vReprlica Mexicana de acuerdo a la distribucién porcentual (%) de nueve

ramas de actividad econdmica.



Planteamiento: Sea n el niimero de elementos a agrupar, en este -
" caso el nimerc de entidades federativas; y sea p el niimero de atributos
0 caracterfsticas poseidos por los n elementos, en este caso el nimero

de ramas de actividad econdmica, Entonces, se tiene n=32 y p=9,

Se define el conjunto de elementos I=(14I50000015,) como el con
Junto de entidades federativas, y el conjunto de caracterfsticas o atri
butos sea C=(C;4Cp,...,Cq} como el conjunto de ramas de actividad eco

némica, de la siguiente manera:

2 Aguascalientes

= Baja California Norte
= Baja California Sur
4 ° Campeche

5 ° Coahuila

3 Colima

s Chiapas

= Chihuahua

g * Distrito Federal
110 2 Durango

111 = Guanajuato

’12: Guerrero

113 < Hidalgo

114 s Jalisco

115= México

116: Michoacdn

117 s Morelos

118: Nayarit

119 2 Nuevo Ledn

12°= Oaxaca

121 < Puebla

— v e >
W N e

— e e
[+ - A )

—
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122 2 Querdtaro
l23 = Quintana Roo
l24 = San Luis Potost
125 3 Sinaloa

126 = Sonora

127 s Tabasco

128 s Tamaulipas
129 3 Tlaxcala

130 = Veracruz
131.3 Yucatdn

132 2 Jacatecas

Los datos sobre la actividad econdmica por ramas, se obtuvieron del
X Censo General de Poblacidn [10] y se pueden ver en la Tabla (16). Las

ramas consideradas son las siguientes:
€, = Agricultura, Ganaderfa, Caza, Silvicultura y Pesca,
c2 3 Explotacidn de Minas y Canteras,
63 s Industrias Manufactureras.
G Electricidad, Gas y Agua.
Cg ° Construccidn.
°6 = Comercio al por mayor, al por menor, Restaurantes y Hoteles,
C7 s Transporte, Almacenamiento y Comunicaciones.
c8 s Establecimientos Finmancieros, Seguros, Bienes Inmuebles, etc.

c9 3 Servicios Comunales, Sociales y Personales.
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PERSQNAS POR RAMA DE ACTIVIDAD ECONOMICA

AGRIC. ELECTR, FINANC,
MINE COMERC. | TRANSP.

GANAD, MANUF.| GAS Y | CONSTR. SEGUROS | SERVICIOS

ETC. RIA™ AGUA TURISM, | ALMAC. | Juuep

G 1% 1% A Cs Cs & Ug Gy
I, [28615| 503| 23323 224 | 10625 | 16566 | 7954 | 2080 | 20514
I, [ 38180 | 502( 54698( 1438 | 25010 | 55454 | 16027 | 9286 | 67323
151 13538 o2 s226| 202 4876 | 8289 | 3362 | 1264 | 12143
Ly | 42836 | 292) 9925} 255 8681 | 10821 | 4980 | 1215 | 18266
Lo | 76343 | 7532( 69841| 1956 | 31698 | 49163 | 22047 | 7830 | 69510
12 | 30201 922| B1ss| 470 7310 | 11381 | 5332 [ 1320 | 16413
I3 |421861 |  504| 25576| 1001 18929 | 34139 | 10837 | 3163 | 48196
Ig (137909 | 64051 82286\ 1504 | 41285 | 67457 | 30294 | 11561 | 85323
Iy 202336 | 333858 | 407001 | 72810 | 321627 | 134858 | 37105 | 162970 | 222606
I75/110311 | '3300| 27151 | 891 16763 | 25920 | 12474 | 3679 | 39126
1711187495 | 68886 | 80307 | 2953 | 62693 | 49464 | 28200 | 11882 | 51065
1;5(318424 |~ 993| 3s859! 674 | 22552 | 49978 | 15771 | 3569 | 97606
115(187043 | 3987 | d2ds2| 663 | 17939 | 27197 | 12307 | 2428 | 51945
I13(267824 | 1938 | 229277 | 2580 | 80092 | 157843 | 53741 | 25225 | 180655
I;£1367888 41151 505855 8718 | 138731 | 245000 | 104705 | 45736 | 332344
Ijz1344325 | 14781 69748 | 1165 | 38135 | 70661 | 23603 | 6722 | 77073
Ij3) 76303 | 510 29078| 545 | 22131 | 29159 | 10561 | 3575 | 43829
I;5l 84819 351 16241 467 | 11263 | 19169 | 7671 | 1870 | 24846
Ijg| 67308 | 2246| 1977911 3073 | 58712 | 89990 | 38634 | 23661 | 131095
Ip0(474793 | 1663 | 40283( 583 | 18370 { 34393 | 11063 | 2369 | 67961
1571447439 | 2237120031 | 1736 | 39961 | 82621 | 27806 | 9673 | 109276
17,0 65035 | 1326) 39381| 377 | 1629 | 18171 | 7962 | 3014 | 26589
I35l 23136 | 110| 4s54{ 225 4562 | 9934 | 3278 | 1082 |. 12828
17,/181346 | 4415 47484{ 630 | 26191 | 39957 | 15559 | 5182 | 61032
1231156542 | 1225) 40197|-1238 | 30211 | 51912 | 24474 | 9688 | 65999
1521100765 | 4330 | 46433 | 1530 | 29206 | 51286 | 24344 | 9761 | 64843
I50{127459 | 4678( 22266( 415 | 16365 | 20608 ) 9311 | 2883 | 30681
I35|112362 | 3835 7ad81| 2113 | 45234 | 70613 | 27807 | 10342 | 98428
I5| 65906 |  165] 25575| 181 7599 | 9740 | 4913 751 | 17295
15,(678029 | 7832 |144494( 3785 | 82113 1134702 | 51985 | 14355 | 194176
131115336 |  406| 356711 929 | 22433 | 33621 | 10763 | 5038 | 51499
I3[ 148478 | 5901 | 14427 421 18744 | 19229 | 7241 | 2500 | 27629

TABLA * (16)
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7.2 Desarrollo del Problema

A cada entidad federativa del conjunto [, 11 {para i=1,2,...,32) le
‘corresponde un vector de distribuci8n* de ramas de actividad econdmica -
x{. cyyas componentes son los datos asociados a cada entidad {ver seccifn
2.2).

Como cada entidad federativa I {para i=1,2,...,32) estd descritapor
9 ramas de actividad econdmica) entonces xi=(xli.x21.....x91) ser§ un vec

tor de 9 componentes.

Por 1o tanto, el conjunto 1 de entidades federativas se describe por
una matriz X de 32x9 elementos que se encuentran en Ya Tabla {16). En ba
se a la matriz X y usando come medida de asociacidn entre elementos Ta -
distancia tuclidiana, se calcula el grado de disimilitud entre las entida
des federativas, para ello, se utiliza e} Programa del Anexo D que catcu-
Ja la matriz de disimilitud para este problema, la que se encuentra en la
Tabla (17).

Esta matriz de disimilitud, servird de entrada a1 programaque resuel

ve métodos Jerfrquicos, (Ver Capftulo 6),

7.3 Anflisis de Resultados

Los resultados de los agrupamientos por los tres métodos Jerdrquicos

¢ Se calcula la distribuciSn porcentual de las ramas de actividad econﬁml
ca de la poblaciSn econSmicamente activa para estandarizar la informa-
cifn.
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de Unidn-Simple, Uni6n-Exhaustiva y 1a Mediana, se encuentran en las ta-

blas (18), (19) y (20) respectivamente.

Cabe mencionar que en Ja etapa inicial los ciimulos se numeraron de
acuerdo a su nimero de elemento (como el mé&todo de Cimulos Jerdrquicos -

1o indica, ver seccibn 5.5) es decir: 11 =1 4 i=1,2,...,32,

En las tablas s6lo se da el nimerc de cGmulo y a forma en que se -
van agrupando etapa a etapa. Al agruparse dos cimulos el nimero del cl-
ﬁulo inicial se mantiene para la unidn de estos. Por ejemplo, tomando -
la Tabla (20) de resultados del m&todo de la Mediana, en la etapa ] se -

une 9,4 CON 4, entonces se tiene que:

Y8 = T1g U 30
en la etapa 5 16 = "16 U 97

yen laetapa 6 Y16 = V16 1] Y18

.

1o que significa que:

16 = 16 U Y27 U T1a Y T30

es decir, el cimulo Y6 en 1a sexta etapa del método de cdmulos Jerdrqui

cos por la Mediana, est§ formado por:
NURRUTIRFYURSTURENY

Lo que significa que en términos de agrupar entidades federativas,
es que Michoacdn (116). Tabasco (127). Nayarit ('10) y Veracruz (130) -

forman un grupo (en la etapa 6) con distribuci6n de ramas de actividad
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ecBnomica muy* semejante,

Para analizar la manera en que se van uniendo los grupos o cimulos
etapa a etapa, de acuerdo con sd.grado de disimilitud {fuerza de agrupa-
miento) se tiene una representagién gr&fjca a la que se 11amé dendograma
(en 1a seccién 5.5). Los dendogramas que se obtuvieron al resolver el -
problema ya descr1tq por los métodos Jerdrquicos de Unifne-Simple, Unidn-
Exhaustiva y 1a Mediana, se tienen en las figuras (14), (15) y (16) res-
pectivamente; y se analizardn en las siguientes secciones. En las eta--
pas en que el rango de las fuerzas de agrupamiento es muy pequefio, se tu

vo que reescalar para ampliar esas secciones del dendograma,

7.3.1 Andlisis de Resultados de] Método de Unidn-Simple

Con ayuda de 1a Tabla (18) y 1a Figura (14) que contienen la solu--
cifn al problema, de agrupar las 32 entidades federativas de acuerdo a -
su rama de actividad econdmica, por el método jerdrquico de Unidn-Simple,

se determinan los clmulos o grupos.

Se comienza formando grupos con pares de elementos 1os que poste--
riormente se unen a nuevos elementos o a grupos ya formados, hastaque se

1lega a un s6lo grupo compuesto de todos los elementos.

Los grupos que se distinguen marcadamente, antes de que se 1leguen

a unir todos {etapa 1 a la 19) son:

* Esto habria que analizarlo cuidadosamente en base a la fuerza de agru-
pamiento con la que se unieron estos grupos, en comparacibn con el res
to.
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ETAPA

METODO DE UNION SIMPLE

CODNE WM&

30

31

CUMULD INICIAL

iB

[ e N o SN S N N s o SN

CUuMULO FINAL

0
24
20
14

.
“

21
18
16
31
10

32
12

TABLA (18}
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FZA AGRUPAMIENTO

2.148267E-02
2,2405979E-02
T.207578E-02
2.37IB13E-02
2.597847E-02
I.729735E~02
I.048126E
I, F07ISEE~
T.994072E-02
4, 042856E-02
4, 147026E-02
4, 15B02&E-02
4,344B03E-02
4,552141E~-02
4.598829E~02
4. 4761 25E~02
0812741

5.331921E-02
5. 371F42E-Q2
&6, 417438E-02
b, 67 L0TLE-O2
b FPPREIE~0O2
7. 6951 56E-02
. 782564

B.546114%E-02
1006832

1107824

. 1158776

. 1364967

. 154378

2542665




- ETAPA

Rolco IRV, S 4 BENTP N S

10
1t

12

13,

14
15
ila
17
i8
i9
20
2

22
23
2

25
E

28
29
0

k31

PRE~ETAFA II

[

20
21
22
23
24
20
26
27

29

30

PRE~ETAPA JJ

0

1371

(]

I}
Q
Q)
[

Q0

)

ETARA I1 SIGUE

10
29

iz

16
10
11
16
1B
ig
18
17
17
20
19
20
21
22

s
23

24
25
7
28
29
30

>
=

Cont. TABLA (18}
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DENDOGRAMA DEL METOODO DE UNIDN SiIMPLE
(Ecapee Kz, 2. .19, para K >»19, grupos fuera de rango)
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Figura 14
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1)

2)

4)

14y = {17.120) este grupo se considera aislado de todos los demds,ya

que se forma en la etapa 3 y se vuelve a unir hasta Ta etapa 29,

13 = ([13'121'118'130'116’127) este grupo se obtuvo de la unidn de
dos grupos 19" {118'130} ¥ Ny (116‘I27) ya formados en etapas -
previas (etapa 1 y etapa 5 respectivamente) y dos nuevos elementos
113 e 121 a partir de la sexta etapa.

g = (14.131.I10,124,125} este grupo se comienza a formar a partir
de 1a etapa 2 con (110.124} al que se le une en la etapa 10 (14.131)

y finalmente el elemento 125 en la etapa 11.

g = {16'117'123} este grupo se obtiene de la unién del grupo --
15 = {16.117) (en la etapa 14) con el elemento 123 (en 1a etapa 15).
Este grupo puede considerarse como parte de %4 Ya que se une a éste

en la etapa 17.

f= {11.114,15.18,126.128) este grupo se comienza a formar en la -
etapa 4 como “1 = {11.114) a este se le une 15 en la etapa 13, pos-
teriormente se le une el grupo obtenido en la etapa 12 g (18.126)

y finalmente en la etapa 19 se le une 128‘

Los 10 grupos restantes son de un sGlo elemento, a saber:

To9™Ulgghs 13=U1g)s 13p7(1gps 917N 1) M157(015) s B59™(Igp)s
1g7(1ghs 1,7(I)s 0 =011} Y fg(Ig)
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Estos grupos se van uniendo al grupo 12 partir de la etapa 20, de
ahf la tendencia encadenada del método jerdrquico de Unibn-Simple (ver =
5.5.1). ' ’

Otra forma de determinar la solucifn es tomando en cuenta que en la
etapa 16 y 17 se forma un grupo que une a 10S grupos Tgs My3s ¥ Tg Y2 de

finidos, al que se nombra 14 como sigue:

l4=1I4UH13U1l6

Este grupo puede considerarse como "buenc" ya que el grado de disi-
militud (fuerza de agrupamiento) con el que se 1leva a cabo la unién es

"pequefa" dentro del rango que se tiene en el problema, es decir:

Para LPRP il 13 u g se tiene un grado de disimilitud de 0.054 -
dentro de un rango de (0.021, 0.254); por lo tanto, otra solucién a es-

te problema es con los grupos:

1y = {plygelglgelagelag) o

y los 10 grupos de-un s@lc elemento.

Se puede observar, que conforme el grupo va creciendo, se van unien
do todos los elementos restantes, incrementindose la posibilidad de que
un elemento individual se una a un grupo preexistente en vez de que éste

strva de niicleo a un grupo nuevo.
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Para analizar la solucién que se obtiene por el método jerdrquico -

de Uni6n-Exhaustiva se utiliza la Tabla (19) y el dendograma de la Figu-
ra (15).

Los grupos que se distinguen hasta la etapa 20, ya que a partir de

ahf 1a fuerza de agrupamiento se comienza a crecer en mayor proporcién,

sont

1)

2)

3)

4)

5

1 : (17.120} este grupo se forma en la etapa 3, se considera aisla
do ya que se vuelve a unir hasta el final del proceso con el resto,

con el mayor grado de disimilitud {.54).

1, {14.131.110.124,125} este grupo se comienza a formar en la eta-
pa 2 con (110,124) al que se Te une {14,131) en la etapa 8 y final-

mente se le une el elemento 125 en Ta etapa 13.

9= {11'I14’15'Ie'126'128) este grupo se forma en la etapa 4 con -
{11.114) a &ste se le une 15 en la etapa 10, €1 grupe {'8'126} en -
la etapa 15 y en Ta etapa 17 I,..

13 ° (113'121'116'127‘I18'130) este grupo se obtiene de la unibn -
del grupo (118'130) de‘la etapa 1 con {113.121) de la etapa 6 y con
{116‘127) de la etapa 5.

% = {16'117'123} este'grupo se forma de la unibn del grupo {16'117)
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ETAPA

METODO DE UNION EXHAUSTIVA

e J@D N DR -

CUMULO INICIAL

18
10
7
1
t&

...
“

(%]

(&)

[ ]

el T e S N Ll L . ey

CUMULQ FINAL

23

TABLA (19}
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FZA AGRUPAMIENTO

2. 14B267E~02
2, 240599E-02
3.287578E-02
3.373813E~02
3. 573B47E~-02
3. 729735E~-02
3.994072E-02
4,042B886E-02
4. 1568026E-02
4. 344BO3E-02
4,552141E-02
4, 578829E--02
4. 473238E-02
4.727549E~02
5.331921E-02
5.844972E-02
5,882001E-02
7,780171E-02
7.97269SE-02
8. 20537SE-02
?.507588E-02
« 1237479

« 1254316
13301

« 1421224

« 1470325

« 1586859

- 1909428

« 21632208

. 2785187
5394737



ETAFA FRE-ETAFA I1 PRE-ETAFA JJ ETAPA 11 SIGUE

1 [} [} 16
2 G [} a
3 O Qo 31
4 G 0 10
S 0 [} 14
-} 0 Q . 14
7 [x] ] 8
=] 7 2 13
9 ¥} a 15
10 4 Q 15
1 [« 0 12
12 11 (] 18
13 8 (1] 18
14 & S 14
15 10 g 17
16 14 1 19
17 15 V] 21
18 3 12 24
19 K 16 20
20 19 Q 27
2 17 [ 22
22 21 [} 23
23 22 O 24
24 i8 [ 27
2% [} [} 26
2 23 25 29
2 2 20 2
20 27 0 26 -
2 26 29 30
30 29 ] 31
Z1 30 3 Q

P e Cont. TABLA {(19)
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DENDOGRAMA DEL METODD DE UNIDN EXHAUSTIVA
(Evapes Ke1,2,.17 pars K >»17 grupos fuers cde rango)
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con el elemento 123 en las etapas 11 y 12 respectivamente, Este -

grupo posteriormente (etapa 18) se une al grupo g

6) Ty © {112,132) este grupo se forma en la etapa 20, puede conside-
rarse como parte del grupo, %3 ¥a definido, pero como su unidn -
con este involucra un grado de disimilitud "alto® (.08) a compara-
cibn con el grado de disimilitud con el que se hicieron las demés

uniones en este grupo.

7} iy = {12.119) este grupo se forma en la etapa 25 con €l grade de -
disimilitud mayor {.14) al resto de los grupos, puede considerarse
separado, o bien como parte del grupo ) definido, ya que se une a

éste en la etapa siguiente a su formacibn.

Por Gltimo, se tienen grupos de un sdlo elemento, los cuales se pue
den unir a les grupes ya existentes pero con un grado bastante "alto" -

de disimilitud, esto serfa como sigue:

Grupo: Se une a: Con grado de disimilitud:
LTI 1 ) 0.095
iy = {13 } L1} 0.124
190 = (122} 9 0.128
fog = {lzg) % 0.133
1y = Ly Y 0.191
19 * g} N 0.279
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No se considera Pbuenaﬂ otra alternativa de agrupamiento ya que cre
ce en gran proporcin el grado de disimilitud (fuerza de agrupamiento) -

ral unir algunos de los grupos ya mencionados,

Se puede observar que en la solucidn obtenida por el wétodo jer§r-
quico de Unidn-Exhaustiva, los grupos que se forman conforme van crecien
do parecen alejarse de los elementos individuales que no estdn aGn agrupa-
dos, por To tanto estdnmss propensosa formarel nlicleo deun grupo nuevo -
(ver 5.5.2). '

La solucién obtenida por e) método jer&rquico de la Mediana es casi
1a misma que en los dos métodos anteriores (sobre todo en el de Unidn-Ex
haustiva) con diferencia en el comportamiento de los cGmulos o grupos de
un sélo elemento que se obtienen al final. Esto se ve en la Tabla (20)

y en el dendograma de la Figura {16).

Una observacién importante acerca de la fuerza de agrupamiento {gra
do disimilitud) en este m&todo (en general métodos de centroide} es que
8sta puede incrementarse o decrementarse de etapa en etapa, lo que origi

na ramas que van en reversa en su dendograma,

Los grupas que forman 1a solucidn por el método de la Mediana son -

Tos siguientes:

1) 3" {113"16'127'118'130'121} este grupo se forma de la unidn de!
grupo (118'130} en la etapa 1 con {115.127} en la etapa 5 y con -
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"METODO DE LA MEDIANA

ETAFA CUMULO INICIAL CUMULO FINAL FZA AGRUFPAMIENTO
1 i8 30 2.1482467E-02
2 10 24 2, 280599E~02
3 7 20 S, 2B7578E-02
4 L 14 3.373813E-02
5] 14 2 3,593847E~02
4 14 18 T, 045296E-02
7 13 14 3, 1%94816E-02
8 12 2 2,B885Z04E-02
9 4 31 1. 994072€-02
10 4 25 3.411413E-02
11 8 26 4. 15B026E~02
12 1 1 4,37887%5E-02
13 4 10 4.42991 1E~02
14 -] 17 4,552141E-02
15 1 2 4, 627488E-02
14 { a8 4, 45E839E-02
17 & 22 516081
18 - 4 [ 5,849897E-02
19 12 29 6. 87573102
20 1 3 6. 600064E-02
21 12 a2 8, 285375E~02
22 1 4 ?.554992E-02
=23 12 13 7.175914E-02
24 1 22 ?.661655E-02
25 15 19 1107824
26 2 15 . 1145249
27 1 11 . 123807
28 L 12 1502028
29 1. 7 . 2233015 7
30 2 9 . 2296233
3 1 2 . 3491708

i
. TABLA {20)
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DENDOGRAMA DEL -METODO DE LA MEDIANA
(Etepas k=12....20), pare k20 grupos fusra de rango)
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2)

3)

4)

5)

6)

“}lS"?l’ en la etapa 8,

9= {14,131.125,110,124) este grupo se forma de la unidn de! grupo
(110,124) en la etapa 2 con el grupo {14.131} de la etapa 10 y fi-

nalmente el elemento 125.

1 = {17.120) este grupo como en los métodos anteriores se conside-
ra aislédo. ya que se forma en la etapa 3 y no se vuelve a unir has

ta la etapa 29 con el grupo %, con un grado de disimilitud de 0.22.

" {II.IH,IS.IZB.IG.IZG) este grupo se forma de 1a unibn de --
(II.I“} de la etapa 4 con los elementos (15). e {Iza} de la etapa
12 y 15 respectivamente y finalmente con el grupo “8'126} de 1a -
etapa 11.

%~ {15.1”.123) este grupo se forma de Ta unidn del grupo {16.117)
de la etapa 14 con el elemento (123) en 1a etapa 17, Este grupo -
puede formar parte del grupo L definido ya que se une a &ste en -

12 siguiente etapa.

12" (112.132) este grupo se forma con un grado de disimilitud de
0.083 "alto" en Ta etapa 21, puede formar parte del grupo 13 defi
nido ya 'que se une a este en la etapa 23 pero con un grado de disi
militud mayor al resto de lTos elementos de este grupo {0.092), por

To que se considera independiente.
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DI P {Ip:1y541 9} es un grupe que se forma de Ta unifn del grupo -
{115.119) de la etapa 25 con el elemento {12} en la etapa 26, con -
un grado de disimilitud mayor a los grupos ya definidos (0.114).

La solucién tiene entonces 12 grupos, de las cuales 5 son grupos -
de un s61o elemento que si se unen a los grupos ya existentes 1o harfn -

con un grado de disimilitud (fuerza de agrupamiento) muy "alto“, como si

gue:
Grupo; Se une a: Con un grado de disimilitud:
Tpg = (129; 3 0.065
13 = {I3 } 1 0.066
“22 = (122) 9 0.097
1y = ) 5 0.124
Ig = {I9 } ) 0.230

Otra alternativa de agrupacin no se considera "buena" ya que el =

grado de disimilitud (fuerza de agrupamiento) conforme se van unfendiﬂos

" grupos se incrementa en mayor proporcién.

Como se puede ver en las secciones anteriores, 1a solucidn al pro-
blema de agrupar las 32 entidades federativas de acuerdo a sus 9 ramas
de actividad econfmica, es casi 1a misma en los tres métodos (UniGn-Sim
ple, Unidn-Exhaustiva y Mediana) con ligeras variaciones. Los tres mé-

todos coinciden en:
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EY grupo 9 = {I,,1,,} que se forma en la etapa 3 (de ambos m&todos
7 7°°20

es un grupo aislado,

EY grupo 13 = “13"21'116'127'118'130) se forma de la unidn de -
tres grupos es decir: ”18'130) u ([16'127} ] (113.121).

E) grupo 13" {14.I31.110.124.125) se forma de la unién de los gru-
pos {110.124) ] {14.131) U (Il

EV1 grupo "= {11.114.15.18.126.128} se forma de la uni6n de los -
grupos (II.I“} u (15) 1 ”8'126) u ”28}‘

EY grupo 5 = “6"]7"23} se forma de la unidn de los grupos ---
“6'117} 1 (123} o bien, puede considerarse como parte del grupo LI

Los grupos de un s6lo.elemento son: (129}. (13). {122). {I“) y {19}.
E1 grupo que se une con mayor grado de disimilitud {fuerza de agru-
pamiento) al grupo final es Ig.
Los tres métodos difieren en:

EY grupo 12" {112.1321 se forma en el método de Unibn-Exhaustiva
y en el método de 1a Mediana pero no en el de Uni6n Simple. Este
grupo en ambos casos puede formar parte del grupo 3 definfdo pe-

ro con un grado de disimilitud “alto".

E1 grupo 1, se forma en ¢1 método de la Mediana como ’2'“2'115'119]'
en e} método de Unibn-Exhaustiva este grupo cambia, es decir o--

", (12.119). en &) método de Unibn-Simple no se unen estos ele-
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mentos, sino se tienen como grupos de un sélo elemento,

E1 rango en que se encuentra el grado de disimilitud (fuerza de -
agrupamiento) con el que se unen los grupos en los tres métodos es
muy diferente, Es decir, para el método de Unién Simple su rango
es (0.021, 0,254) ya que en este caso se toma la mfnima distancia
entre los elementos que se unen; el método de Unién Exhaustiva tie
ne un rango de (0.021, 0.539), mayor al anterior por tomar la méxi
ma distancia entre l0s elementos que se unen; el método de la Me-
dfana tiene un rango intermedio a los dos anteriores que es (0.021,
0.349) al tomar el punto medio de] lado mis pequefio de! trifngulo

que se forma de los dos grupos ya unidos con el que se van a unir,

E! método de Unidn Simple forma un s8lo grupo en la etapa 17, que
contiene los grupos 130 40 "0 g (ya definidos), al que en eta
pas posteriores se e unen los grupos aislados y los de un s6lo -
elemento. A esa tendencia a dar climulos en forma de serpiente se
Te 1lama encadenada (ver 5.5.1). Sin embargo, los otros métodos -
van formando varios grupos que se unen hasta las (ltimas etapas -

del proceso.

La soluci6n obtenida por el método jer&rquico de la Medfana es la

que se tom6 como solucifn final al problema de agrupar las 32 entida-

des federativas, por ser 1a que menos grupos de un sélo elemento tie

_ne.
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7.4 Comentarios Respecto.a la Concentracibn y Distribucidn de Activi-

dades en México

Los grupos o cimulos obtenidos de alguna manera se pueden asociar -
con la concentracidn de actividades en diferentes regiones de México. Pa

‘ra ello, resulta de interés analizar:

- La localizacidn geogr&fica de estos grupos.

Algunos factores demogréficos de estos grupos, como son migracio

nes, tipo de asentamientos humanos (poblacién urbana y rural).

- Relacionar estos grupos con un esquema de desarrollo.

Los prop8sitos del Plan Nacional de Desarrollo para las entidades

que forman los grupos obtenidos.

En las sfguientes subsecciones se comentardn estos puntos,

Los 12 ciimulos obtenidos como soluctiSn a) problema de agrupar las
32 entidades federativas de acuerdo a la distribuctén porcentual de 9

ramas de actividad econmica, son los siguientes:

15 - {Chiapas, Oaxaca}
q3 " {{Nayarit, Veracruz}, {Michoacdn, Tabasco}, {Hidalgo, Puebla}}
LFRR {{Durango, San Luis Potos?}, {Campeche, Yucatdn}, {Sinaloa}}

I {{Aguasca)ientes, Jalisco}, {Coahuila}, {Tamaulipas}, {Chihua
hua, Sonora}}
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g = {{Colima, Morelos}, (Quintana Roo}}

1, = {Guerrero, Zacatecas}

1, = {{Baja California Norte}, {México, Nuevo Le6n}}
129 = {Tlaxcala}

13 = {Baja California Sur)
op = {Querétaro}

1 {Guanajuato}

19 = {Distrito Federal)

Los elementos de cada uno de estos grupos tienen una distribucidn
de actividad econdmica "muy semejante" ya que pertenecen a un mismo ~

grupo,

Los cimulos o grupos de entidades federativas se representa geogri
ficamente en el mapa de la Figura (17), de donde se pueden hacer las si

guientes observaciones:

~ E1 grupo 1, que comprende a Chiapas y Oaxaca se localiza en el sur

de la Repiiblica Mexicana, son estados vecinos.

E1 grupo 3 S€ Tocaliza en el este de la Repiblica Mexicana a ex-
cepcibn de Nayarit y Michoacdn que se encuentran hacia el occiden-

te.

E1 grupo T4 los estados de Yucatdn y Campeche son vecinos en el -

sur, as{ como en el noroaste Sinaloa y Durango.

Las entidades del grupo 1, se localizan en el norte de 1a Replbl{-
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ca Mexicana, a excepcibn de Jalisco que se ubica en la regifin occi-
dente. Sonora, Chihuahua y Coahuila son estados vecinos, asf como

Aguascalientes y Jalisco.

- Los estados que pertenecen a los grupos Tgr 2 ¥ % tienen una lo-

calizacifn geogréfica distante entre si,

En la economfa mundial los pafses desarrollados son aquellos que las
actividades primitivas (agricultura, ganaderfa, silvicultura, minerfa, -
caza y pesca) se encuentran mecanizadas y ocupan "menos" mano de obra -
sin que la prodyccién que se obtiene de estas actividades descienda por

esto.

Por otro lado, en estos pafses la mano de obra se concentra en acti

vidades industriales, de comercio y servicios.

En México una gran parte de la poblacibn (37% de la poblacién econd

- micamente activa (PEA)) se dedica a la agricultura, ganaderfa, silvicultu
ray pesca(l). En algunas entidades federativas estas actividades son -
preponderantes (mis de un 50% de su PEA), pero para otros mfs desarrolla
dos estas actividades pasan a un segundo o tercer término con respecto a

las demds actividades.

——————————

(1) A estas 5 actividades: Agricultura, Ganaderfa, Silvicultura, Caza
y Pesca se incluyen al referirse a la Agricultura.
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En base a esto se propone un esquema sobre el nivel de desarrollo

en e que se da un orden de importancia a las ramas de actividad econé-

mica, Este esquema se aplica a los resultados de agrupar las 32 entida

des federativas, para ordenar los grupos obtenidos.

ESQUEMA DE DESARROLLO

En este .esquema, el grado de importancia de una actividad se mide

por la proporcién de la PEA ocupada en dicha actividad.

Nivel 1:

Nivel 2:

Nivel 3:

Nivel 4:

Las actividades preponderantes son la industria y los servi-
cios en segundo té&rmino el comercio, las actividades agrico-

la y de construccifn son de baja importancia.

La industria y Tos servicios por separado, son del orden de
importancia de la actividad agricola, el comercio y la cons-

truccifn son importantes.

Los servicios y el comercio en conjunto, son del orden de im
portancia de la actividad agricola, la industria y la cons--

truccin son importantes.

Un poco menos de la mitad de la poblacién se dedica a la ac-
tividad agrfcola, la industria, los servicios y el comercio

son importantes,

(1) Este asquema sdlo considera ramas de actividad econdmica cuya po=-
blacién (PEA) sea mayor o igual a un 10% de la PEA.
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Nivel §: Un poco mds de 1a mitad de la poblacifn se dedica a la activi

dad agricola, y el resto a Ta industria, servicios y comercio.

Nivel 6: Preponderantemente agricola, entre las otras actividades des-

tacan los servicios y el comercio,

Nivel 7: Preponderantemente agrfcola, el resto de actividades carece -

de importancia.

Los 7 niveles del esquema de desarrollo planteado en la seccibn an
terior, bdsicamente corresponden a los grupos de entidades federativas
que se describen en la seccibn 7.4.1. Esto se comprueba ubicando més -
especfficamente estos resultados dentro del esquema de la Tabla (21), a

partir de To cual se obtienen las siguientes observaciones:

= En el nivel 1 se puede uﬁicar al grupo 1,, el cual corresponde a
los estados de Baja California Norte, México y Nuevo Ledn; en és-
tos, las actividades preponderantes son la Industria y los Servi-
cios, Son estados de fuerte atraccién migratoria [11], cuya pobla

¢i6n en su mayor parte es urbama [12].

« En el nivel 2 se puede ubicar al grupo v,, con los estados de Aguas
calientes, Jalisco, Coahuila, Chihuahua, Sonora y Tamaulipas. Co
mo ya se mencion8, con excepcidn de Jalisco, son estados del norte
de la Repiblica Mexicana, cuyas actividades preponderantes son la

agricultura, los servicios y 1a industria; se distinguen por ser
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ESQUEMA DE DESARROLLO PARA LOS GRUPOS DE ENTIDADES FEDERATIVAS

(Porcentajes Promedio)

“RAMA DE
CTIVIDAD

AGRICOLA | SERVICIOS | INDUSTRIA | COMERCIO | CONSTRUCCION | MINERA | OTRAS

NIVEL { GRUP
Y9 10% 122 22% * 17% 18% 21%
1 1, 15% 224 30% 18% 102 * 54
3 " 25% 21% 22% 15% 10% * 7%
" 27% 25% 10% 17% 10% * 11%
3 5 37% 20% 122 15% 10% * 6%
4 Y 45% 172 12% 12% . * 14%
Y29 50% 14% 20% * * * 16%
5 3 53% 13% 10% 10% . * 14%
6 "2 60% 15% * 10% * * 15%
7 % 14% * * * * * 26%
2 3 k] LY 34% * 15% * 12% 13% 26%
3i-4 Y2 37% 15% 22% 10% * * 16%

* Actividades poco significativas ya que tienen menos del 10% de la poblacién (PEA) y van su
madas en la columna de Otras.




L}

estados de equilibrio migratorio [11], es decir, sus inmigraciones
son equivalentes a sus emigraciones, por 1o due se consideran esta

dos estables. La mayor parte de su poblaci6n es urbana [12].

En el nivel 3 se ubica el grupo g con Colima, Morelos y Quintana
Roo. En este nivel comienza a ser importante la actividad agrico-
la; sin embargo, la suma de las actividades comerciales y las de -
servicios es del orden de ésta. Son estados con fuerte atraccibn

migratoria [11].

£n el nivel 4 se puede ubicar al grupo figs Que comprende los esta-
dos de Durango, San Luis Potosf, Campeche, Yucatdn y Sinaloa. Ca-
si la mitad de 1a poblacién (PEA) de estos estados se dedica a la
actividad agrfcota; sin embargo, los servicios, el comercioy la in
dustria en conjunto son del ordende importancia de ésta. Campeche
y Sinaloa son estados de equilibrio migratoric; Durango, San Luis Po
tosf y Yucat&n son de fuerte expulsiSn migratoria [11]. En estos

estados Jamitad de su poblaci6n es urbana y la otra mitad rural [12]

En el nivel 5 se puede clasificar al grupo T3 COD los estados -
de Nayarit, Veracruz, Michoacdn, Tabasco, Hidalgo y Puebla. En es
tos estados m&s de Ta mitad de su poblacién (PEA) se dedica a la -
actividad agrfcola y la demds se reparte en el resto de activida
des. Veracruz, Michoacdn y Puebla se encuentran en los 5 primeros
lugares de Jos estados mis poblados [10] dentro de la Repiblica Me
xicana. los estados que pertenecen a este grupo tienen diferente
categorfa migratoria, es decir: Tabasco es de débil atraccién -
migratoria; Veracruz es de equilibrio migratorio; Puebla y Nayarit
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son de d&bil expulsién; y Michoacdn e Hidalgo son estados de fuer-
te expulsién migratoria [11]. Son estados cuya poblacidn es su -

gran mayorfa es rura) [12].

En el nivel 6 se puede ubicar al grupo 1z con Guerrero y lacate-
cas. Son estados cuya poblacin (PEA) es b&sicamente agrfcola, -
aunque los servic{os y el comercio son importantes. Son estados
de expulsibn migratoria [11] y su poblacién es casi en su totali-

dad rural [12].

En el nivel 7 se tiene el grupo s formado por los estados de -
Chiapas y Oaxaca, los que son preponderantemente agricolas stn nip
guna otra actividad de importancia. Son estados de fuerte expui~
sion migratoria [11]. Cuya poblacf6n casi en su totalidad es ru-

ral [12].

E1 resto de los grupos son los que comprenden una sola entidad fe-
derativa y aunque podrfan clasificarse en alguno de los niveles propues
tos, utilizando como base 1a proporcifn de su PEA dedicada a 1a agricul
tura, esta ubicacifn estarfa forzada. Lo anterior se debe a que las pro
porciones relativas de su PEA muestran peculiaridades que salen fuera -
del esquema propuesto, ya que este esquema es solamente una conceptualji
2acibn de un continuc de valores de la distribucidn ye actividades que

se han reducido a 7 niveles.

En estos niveles fue posible ubicar a 1a mayor parte de las entida
des federativas, para clasificar a 1as restantes se requerirfa un mayor
nimero de niveles y una jerarquizacién de actividades mis completa, por
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ejemplo, que dé un orden de importancia a las Tndustrias extractivas.

Los § grupos de una sola entidad federativa se han ubicado en la -

Tabla (21) entre dos niveles de los propuestos, pensando que estdn en -

una etapa de transici6n que podrfa localizarlos en alguno de ellos. La

Ginica excepcifn a ésto es el Distrito Federal que muestra un comporta-«

miento parecido en parte, al grupo del nivel 1, pero con 1a peculiari--

dad de una alta proporcién de su PEA dedicada a la minerfa. £n resumen,

para

estos grupos se tiene que:

E1 grupo 1y que es el Distrito Federal cuya actividad principal es
la industrial y destaca significativamente las actividades mineras
y de construccién. Es la entidad con mds poblacién dentro de la -
Repiiblica Mexicana [10] y es una entidad de equilibrio migratorio

[11] cuya poblacitn es totalmente urbana., Por su bajo nive) de ac

tividad agricola este grupo se ha ubicado antes del nivel 1.

ET grupo 7, que es el estado de Baja California Sur cuyas activida
des principales (de igual peso) son la agrfcola y la de servicios;
es un estado de atracci6n migratoria [11], cuya poblacidn en su ma
yorfa es urbana [12]. Este grupo podrfa estar en el nivel 2; sin
embargo, la pequefia propercién de PEA dedicada a la industria 1lo
situarfan en el nivel 3, por lo tanto, se ha puesto entre dos nie

veles,

E1 grupo 1y es el estado de Guanajuato en el que se destaca asf
como en el Distrito Federal su actividad minera, que en conjunto

a su actividad industrial son del orden de su actividad agrfcola,’
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Este estado se encuentra en el 72 lugar de mayor poblaci6n en la -
Repiiblica Mexicana [10], es una entidad de equilibrio migratorio -
[113, cu&a poblacién se divide por igualenvrural y urbana [12]., -
Por sus actividades agrfcola e industrial podrfa ubfcarse en el nj
vel 3; sin embargo, las actividades de servicios y de comercio co-
rresponden al nivel 7, En forma tentativa se podrfa ubicar entre

los niveles 3 y 4, o bien, entre 105 niveles 2 y 3.

E] grupo 1,, es el estado de Querétaro, cuya industria y servicios
en conjunto son del orden de su actividad agrfcola; es un estado -
de débil expulsidn migratoria [11], cuya poblacidn en su mayorfa -
es urbana. Este grupo tiene una actividad industrial importante;

sin embargo, l1a construccifn, los servicios y el comercio tienen -
niveles bajos. Es de esperarse que este grupo pase al nivel 2, po
drfa clasificarse entre los niveles 3 y 4 o bien, entre Tos nive-

les 2 y 3.

E1 grupo 1,4 que es el estado de Tlaxcala, la mitad de su PEA se -
dedica a 1a actividad agrfcola y tiene una actividad industrial im
portante. Es un estado de fuerte expulsiSn migratoria [11], cuya
poblacién se divide por igual en rural y urbama [13]. Este grupo
se clasifics entre los niveles 4 y 5, aunque su actividad indus-

trial lo situarfa en niveles mis altos.

En esta secciSn se buscard una relacifn de los lineamientos del -
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Plan Nacional de Desarrollo en su parte de Polftica Regional, con los

resultados obtenidos en el esquema de desarrollo propuesto en la sec-

cibn anterior y asf analizar, las acciones de dicho plan en las activi-

dades econémicas de cada entidad federativa.

LINEAMIENTOS DEL PLAN NACIONAL DE DESARROLLO

En la parte de Polftica Regional del Plan Nacional de Desarrollo,

se aspira a la obtencifn de un desarrallo estatal integral que incluya

ala

totalidad de las entidades federativas sobre todo a las menos desa

rrolladas, con Ta intencién de que cuenten con la capacidad econfmica y

administrativa que les permita alcanzar mayores niveles de bienestar y

progreso, Algunas de las acciones que se emprenderdn para el logro de

este

objetivo, son las siguientes:

Desarrollo agrfcola y pesquero en Sonora y Sinaloa que permitirdn
sustentar la integracién de actividades {ndustriales y de servi-

clos. (Nivel 2 y 4).

La ampliaci6n de recursos se orientard al desarrollode la agricul
tura de temporal, de 1a explotacién forestal y minera, en Chihua-
hua, Durango y Zacatecas. También se {mpulsarfla fruticultura co

mo opcibn de creacibn de empleos. ({Niveles 2, 4 y 6).

En el noreste existen condiciones de integracién favorables dado =
el tamafio econfmico de Monterreyy de las potencialidades agricolas,
ganaderas, mineras e industriales de Coahuila. Por 10 que resul-
ta necesario aprovechar estas perspectivas para la descentraliza-

cién regional, (Nivel 1y 2).
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- Se intensificard la explotacifn nacional de recursos pesqueros, mi-
neros y turisticos en Tas costas de Baja California (Norte y Sur).
(Nivel 1y 2).

- Se racionalizard el crecimiento urbano de las ciudades del sureste
afectados por el auge petrolero y se dard prioridad a la previsin

de infraestructura, vivienda y servicios. (Niveles 4 y 5).

« Se fomentard la integracin entre las regiones de Nayarit y Qaxaca;
la integracidn de circuitos turfsticos de los centros a la costa,
cin el objeto de incrementar la afluencia de visitantes, (Nivel
2, 3,5,6,7),

.= Manzanillo consolidard sus funciones comerciales y de servicios con
virtiéndose en el puerto principal de! centro y occidente del pafs.
{Nivel 3),

- Nuevas infraestructuras de transporte y abasto para fomentar la in-

tegracién de Jalisco y Puebla. (Nivel 2 y 5).

-lSe establecerd una estrategia comln de apoyo a las comunidades cam-
‘ pesinas de las sierras de Guerrero y de Oaxaca, tendientes a racio-

nalizar 1a explotacién de recursos naturales. (Nivel 6y 7).

- La reordenacién de la zona metropolitana de la Cd. de México para -

asegurar un desarrollo regional mis equilibrado. (Nivel 1).

Se fomentar§ el crecimiento de Yas industrias de bienes de consumo

tradicional en &reas urbanas gue ya presentan un desarrollo signifi
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cativo de Guanajuato, Jalisco, Puebla, Tlaxcala y Veracruz. (Nivel

2y5).

Se promoverd el desarrollo de los servicios profesionales y técni-
cos en las ciudades medias y ciudades mayores - Guadalajara, Puebla
y Monterrey - reforzando el contrapeso de estas ciudades frente a

la capital. (Nivel 1, 2y 5).

Con el objeto de frenar las migraciones hacia la zona metropolitana
se huscard fortalecer 1as condiciones de desarrollo rural en zonas

de expulsibn migratoria. (Nivel 1}.

Se hard una integracién de las economfas regionales en el occidente
incorporando el estado de Jalisco con los centros de Aguascalientes
y San Luis Potosf para aprovechar mis el puerto de Manzanillo para
las relaciones con otras regiones y con el exterior, (Nivel 2, 3 y
4). ’

En la regidn del Golfo se integrardn las economfas de los puertos -
con el drea de Puebla y Tlaxcala y se reforzard esta d1tima como ar

ticulacifn estratégica entre 1a costa y el altiplano, (Nivel 5).

Se deberd restringir en forma severa pero selectiva el crecimiento
de actividades en la ciudad de M&xico. (Nivel 1),

Se impulsar§ el aprovechamiento de recursos naturales y el desarro-
Mo agroindustrial en los estados de Hidalgo, México y Morelos, dan

do prioridad a la consolidacién y desarrollo de cuencas lecheras, -
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Ta avicultura, produccifn de forrajes, produccifn de hortalizas y -

su industralizacion. (Nivel 1, 3y §).

Se reordenar& la urbanizacidn en la zona metropolitana de la ciudad
de México y su periferia para albergar en forma adecuada el futuro

crecimiento demografico, para ello, 1as polfticas de transporte, sue-
To y localizacifn industrial se considerardn en forma conjunta. {Ni

vel 1). .

En el Distrito Federal se establecerdn medidas que orienten la acti

vidad industrial en forma selectiva. (Nivel 1).

En e) Distrito Federal se pretende disminuir los altos fndices de -
rezago y pobreza, el crecimiento demogrdfico y las migraciones tra-
tando de revertirlos, para lograr un equilibrio en todo el pafs,por

medio de la descentralizaciln de la vida nacional, (Nivel 1),

COMENTAR10S

E) esquema de desarrollo propuesto en la seccidn anterior se consi-
dera limitado, ya que los datos censales corresponden a una fecha deter-
minada y en base a ésto se clasificS a las entidades federativas en Tlos
diferentes niveles. La obtencidn de esta informacifn coincide con el -
afo (1982) en que fue propuesto el Plan Nacional de Desarrollo, por To
que se pretendid buscar una relacifn de este esquema con los lineamfen-

tos del Plan Nacional de Desarrollo,

En t&rminos generales, no se considera haber encontrado una rela-
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cibn directa entre el nivel de desarrollo de cada entidad federativa con
las acciones del Plan Nacional de Desarrollo, ya que una misma accibn se
propone para entidades de diferentes niveles o bien, acciones diferentes
para entidades de un mismo nivel. Sin embargo, en algunos lineamientos
del Plan Nacional de Desarrollo se proponen para entidades de un mismo -

nivel, como en los siguientes casos:

- Racionalizar e] crecimiento urbano de las ciudades del sureste afec
tadas por el auge petrolero, estas ciudades se localizan en los es--

tados de los niveles 4 y 5.

Se fomentard el crecimiento de las industrias de bienes de consumo
tradicional en &reas urbanas que presentan desarrollo significati-
vo de Guanajuato y Jalisco en el nivel 2; Puebla, Tlaxcala y Vera-

cruz en el nivel 5,

- Frenar las migraciones y‘reordenar 1a urbanizacién en el Distrito
Federal y Estado de México que son entidades que pertenecen al -

nivel 1.

Integrar las economfas de los puertos con los estados de Puebla y

Tlaxcala, que pertenecen al nivel 5.
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7.4.5 E] _Esquema_de Desarrollo y la Probabilidad de Muerte Infantil

La dinfmica poblacional se encuentra determinada por la accibn de -
diversos fenﬁﬁenos. entre Tos que destacan los 1lamados demogrdficos. Es
tos se constituyen en factores fundamentales del cambio en el tamafo y -
composicifn de Ta poblacidn. Un factor de este tipo que ha sido estudia
do ampliamente es la mortalidad, ya que esta representa uno de los ele--
mentos prioritarios e indispensables en el conocimiento de l1a evolucitn

poblacional de cualquier pafls,

Varios estudios han mostrado una estrecha relacifn entre los fndica
dores de mortalidad y los del desarrollo econfmico y social. En esta 11
nea, la mortalidad infantil se ha identificado como el pardmetro de mayor
senstbilidad a los cambios socioecondmicos. Por esta razfn, se compara
el nivel de desarrollo (ver seccién 7.4.3} de los grupos de entidades fe
derativas propuestos en el esquema de desarrollo por ocupacibn, con el -
nivel de desarrollo de dichos grupos determinando por su probabilidad -

de muerte infanti) (!}

Cabe mencionar, que los datos de probabilidad de muerte infantil pa
ra cada entidad federattva [13], son para 1970 ya que no se dispone de -
1a informacién para 1980, en que los datos de poblacién por rama de acti
vidad econdmica [10] fueron obtenidos. Por consiguiente, se toma en con

sideracidn que en 10 akos el desarrollo econSmico de un cierto estado o

(1) Defunciones de menores de un afic entre nacidos vivos.
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entidad federativa puede cambiar, aunque es de esperarse que este cambio

no sea radical.

La probabilidad de muerte infantil para cada uno dg¢ los grupos de -
entidades federativas obtenidos en la seccidn 7.3 se calcula, consideran

do su poblacifn y su tasa de natalidad ! para el afio de 1970 [14], de

la siguiente manera:
sea: PM(ﬂk) 1a probabilidad de muerte infantil para el grupo %W

PM(Ii) la probabilidad de muerte infantil para el estado 11.
TN(Ii) tasa de natalidad para el estade L.
" nimero de estados que pertenecen al grupo Qe
Pob(li) poblaci6n del estado 11.

entonces se tiene:

L TN(I) Pob(1.) Py(ly)

PM('k) = 1;5
1§1 TN(I1) Pob(11)

De 1o anterior se obtiene:
PM(ﬂg) = 58,62
PM(ul) = 58,08
PM(IG) 3 63.56

{1) Nacimientos por cada mil habitantes.
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Pylay) = 62.09
PM(u13)v= 73.79
PM(‘IZ) = 66,27
Pylty) =103.37

y para los grupos de una sola entidad federativa se tiene:

Pyltg) = 54.85
Py(%3) = 54.55
Pul9y,) = 65.00
Pylt,,) = 69.25
Py(tg) = 64.70

Con estos datos, se establecen niveles de desarrollo para los gru-
pos en base a su probabilidad de muerte infantil, y se comparan con los
niveles ya propuestos en el esquema de desarrolio de la seccifn 7.4.3.
Esto se muestra en la tabla (22), en 1a que se observa que el nivel de
desarrollo determinado por la probabilidad de muerte infantil, se inter
cambia en pares, con respecto al nivel obtenido de 1a ocupacifn de los
grupos, sblo el grupo 1, permanece en el (1timo nivel para ambos casos.
Como ya se menciond, se puede deber a que en 10 afos el nivel de desa-
rrotlo para algunos estados ha mejorado, como son los grupos Tor Sg ¥ -
y3¢+ Ya que de los niveles 2, 4 y 6 en 1970 han pasado a los niveles 1,

3 y 5 respectivamente, Sin embargo, &sta es s610 una posible razén.

Los grupos de una sola entidad federativa algunos mejoran su nivel

€omo 144 ¥ Tooi otros permanecen en el mismo nivel 0¥ Yagi ¥ &1 grupo
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NIVEL DE DESARROLLO DE LOS GRUPOS POR

OCUPACION Y POR PROBABILIDAD DE MUERTE INFANTIL

i | ol o | Rt
1, 1 2
" 2 1
1, 3 4
', 4 3
T 5 6

12 6 5
n 7 7
i 1 1
1, 2 1
" 2-3 6 3-4 4-5
' 2-3 6 3-8 5-6
"29 4 4

TABLA " (22)
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1, pasa del nivel 1 al 2,

Estos resultados son relativos ya que por un Tado la poblacién por
rama de actividad se obtiene en una fecha dada {del censo), y los datos

sobre mortalidad infantil se obtienen en un cierto intervalo de tiempo.

Sin embargo, el nivel de desarrollo medido por la mortalidad infan-
ti) y 1 medido por 1a proporcién que representan las diversas ocupacio-
nes, guardan una “buena" congruencia, f.e., no hay cambios radicales., -
Lo anterjor da un cierto grado de confianza al uso de la distribucién de
1a ocupacién por ramas para determinar el nivel de desarrollo de los gru

pos de entidades.

=190 -



CAPITULO_ _ 8

COMENTARIOS Y CONCLUSIONES FINALES

En este capftulo se dard un resumen general de los temas desarrolla
dos en los capitulos precedentes, haciendo énfasis en lo logrado, y men-
cionando sus limitaciones. También, se proponen temas abiertos a inves-

tigacibn que se desprenden de este trabajo.

8.1 Comentarios Sobre el Trabajo Realizado

Como ya se expuso en el transcurso de esta tesis, el problema de ci
mulos puede ser resuelto de varias maneras; ya sea usando mé&todos propios
del an&lisis de cimulos como son los métodos jerdrquicos, o bien, usando
. técnicas de programacién matemitica. Para poder aplicar estos Gltimos,

el problema de cdmulos se plante§ como uno de optimizacién. El plantea-

miento no es Ginico ya que se puede elegir desde 1a medida de asociacién

que determina el grado de semejanza entre dos individuos o elementos; -
.hasta el criterio que se desea utilizar para encontrar la particifn dpti

ma.

Debido a lo anterior, se proporcionaron diferentes medidas de aso-
ciacién y criterios de optimé]idad. Cabe mencionar, que ain cuando se =
presentaron medidas y criterios de tipo estadfstico, &stos nose analizan
con detenimiento, ya que el enfoque de la tesis es mis bien de lnvest1q!

ci6n de Operacibn que estadistico.



v

Uno de los objetivos centrales de la tesis fue proporcionar métodos
de programacifn matemitica paré resolver el problema de cimulos; la mecd
nica de 8stos se present8 y se ilustr6 mediante la soluci6n de ejemplos
sencillos. Se comentd el hecho de que el tamafio del problema de cimulos
crece aceleradamente conforme aumenta el nimero de elementos que se de-
sea agrupar, sobre todo en los métodos de Enumeracién Exhaustiva, Progra
maci8n Dindmica y Ramificacifn y Acotamiento. Debido.a lo anterior, los
problemas de‘interés prictico deben ser resueltos con la ayuda de un com
putador, ya que es pricticamente imposible resolverlos "a mano"; inclu--
s0, se encuentran problemas conéiderab]es para su splucidn con microcom-

putadoras personales.

Para ilustrar la utilidad de) an8lisis de clmulos, se dectdis resol
ver un problema prictico; sin embargo, 1a utilizacién de un método de op
timizacidn requiere de) uso-de paqueterfa, de 1a que 1a autora no pudo -
disponer, o bien, de un esfuerzo de programacifn que iba mis alls de los
objetivos de esta tesis, Debido a lo anterior, se opt8 por utilizar un

método heurfstico, el presentado en este trabajo como método jerdrquico.

Otra razén por la que se decidid programar un algoritmo para méto-
dos jerfrquicos fue, el que es posible programarlos para ser usado en mi
crocomputadores personales, ya que &stos tienen suficiente capacidad pa-

ra manejar e] problema jer&rquico.

Usando e} algoritmo programado se resolvid una aplicacifn, en 1a -

que se busca agrupar las 32 entidades federativas de la Replblica Mexica
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na dg acuerdo ala ocupacitn de sus habitantes, por rama de actividad -
econbmica. Se presenta un esquema de desarrollo basado en 1a importan--
cla relativa de las distintas ramas de actividad, se compara con un es-
quema cominmente aceptado, basado en Ta mortalidad infantil, y por @1ti-
mo, se clasifican Tos grupos obtenidos del andlisis en base a &ste, Lo
anterior, parece a la autora ser de utilidad, ya que permite asignar a -

cada grupo un nivel de desarrollo,

8.2 Posibles Extensiones del Trabajo Realizado

De lo expuesto en este trabajo, es evidente que el problema de agru
pamiento es sumamente complejo; alin técnicas aparentemente "bien estable
cidas", como el andlisis de ctmulos, presentan un sinnimerc de alternati
‘vas y problemas aln nc resueltos. Debido a eSto, no es diffcil mencio-
nar temas de investigacidn sobre este problema. A continuacifn se enume
ran s6lo unos cuantos problemas, que estdn Tntimamente relacionados con
este trabajo y que no fueron resuyeltos en el mismo, ya que aqul s6lo se
pretendi6 sentar las bases para iniciar investigaciones futuras en una -

" faceta del problema; su solucidn utilizando programacién matemtica.

Ast pues, se pueden mencionar como posibles temas de investigacibn

futura, los siguientes:

- Desarrollar un andlisis mds exhaustivo del comportamiento de las va
riables que definen a los elementos en el problema de clmulos, ya -
que en este trabajo s6lo se consideraron variables cuantitativas y

continuas.
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- Dar un enfoque estadfstico al andlisis de cimulos. Como por ejem-
plo: obtener funciones de distribucidn para los gruposy hacer prue
bas de hipftesis que comprueben que un elemento dado, pertenece a

un cierto grupo.

~ Hacer una comparacidn prictica de diferentes algoritmos para resol-
ver el problema de clmulos, y decidir por ejemplo clal es el misefi
clente, el mis rdpido (en computadora), el que utiliza menos memo-

ria, etc.

Utilizar diferentes medidas de asoctacidn que determinen el grado -
de semejanza entre los elementos a agrupar, y asf, analizar y compa

rar los diferentes agrupamientos que se obtuvieran como resultado.



ANEXO A

La generalizacién del comportamiento de las funciones de distancia

para p dimensiones es el siguiente:

Todo vector X1 en RP puede expresarse en término de una base. Sea
a-(el.ez,....ep) una base de RP a 1a que se le 1lama Candnica, cuando -

sus vectores son definidos:

e = {1,0,0,...,0)
ey = {0,1,0,...,0)

& = (0.0,0.1,0,1,0,...,0)
k-8simo

"= (0,0,...,0,

ey = ( 1)
tales vectores son linealmente independientes y son unitarios ---
(ley] = 14 1), por lo tanto g=te;} §,; es un conjunto devectores ortp

_normales.

Por 10 tanto, todo vector X1c RP se puede expresar en términos de
la Base Candnica g, es decir
X, = e X
i kgl k ki
Al rotarse Xi. su sistema de referencia cambia, por lo que cambia -
de Base xi denota el vector‘rotado que se determina por una base e
B'ale,) E=l formada de vectores ortonormales (e’ ) representard un sis
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tema de referencias nueve, que se originé de 1a rotacidn del sistema ori

ginal un &ngulo ¢.

En la Figura (18) se observa que xi equivale a Xi pero en difereﬁ-

tes sistemas de refencias.

Por lo tanto Xi = kgl Xii ei

Como se dijo, X1=Xi pero con diferentes sistemas de referencias.
Por lo tanto E Xy ® = E Xii ei

E Moot | K ol

como e& . ei =4 donde s, = 1 :

£
ke ke " fo L

LI

= LM %ot My
LKyt kglte; cel Ky Telp
- E X
' ei-el ei-e2 N ei-ep Loy
XpTEex eé'el eé-e2 ves eé-ep Xp4

i i, i,
ep ) ep € oo ep ep X

E serd entonces la matriz de Rotacidn en un espacio p-dimensional.

En términos generales 1a Rotacidn es una transformacifn rfgida ya

que preserva Ta Distancia Euclidiana (norma 12).
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DIFERENTES BISTEMAS DE REFERENCIAS PARA UN MISMQ VECTDR

Figura ﬂﬂ




Para las otras normas no se puede decir nada, sélo que dependen det

dngulo ¢ de -Rotacidn,
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_BNEXO B

Para un problema m&s general, una métrica apropiada corresponde a -
la que transforma las variables a no correlacionadas y de igual varianza,

es decir, mapear la matriz de vartanza covarianza a la matriz {dentidad.

Sea la matriz de vartianza covarianza:

.18 z 0T
Seq L 00 e
- 1 n

= LN

Se desea una matriz de transformacién W (de pesos) tal que:

s K, g

S1 Y1=NX1 su matriz de varianza covarianza para Y1 es HSNT-I.

Las transformaciones que obtienen variables no correlacionadas son

" las que diagonalizan la matriz de varianza covarianza.

Si x1=me1 cuya matriz de varjanza covarianza (simétrica) serd -

T T

¢' 'S¢ sp= d1ag(A1.....xp) donde ¢' es la matriz de transformacién -

ortonormal (ortogonales y unitarios).
‘

Después de una transformacidn ortonormal, 1as varianzas de las va-
riables que describen a los elementos estén dadas por los valores carac
terfsticos (Al vee xp).
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Para que dichas variables tengan igual varianza s6lo se necesita -

-1/2 172

una transformacifn que reescale 4 matriz diagonal con 11' como -

el i-8simo elemento diagonal,

1/2

En conclusidn, A~ es una transformacién ortonormal 'blanca’ ya

que en primer lugar rota las coordenadas de la matriz de varianza cova-
rianza de las variables para obtener 1a matriz diagonal de var-covy -

Tuego escalar dichas coordenadas y obtener 1a matriz {dentidad:
1) X;=9TX S = 915¢ =4

2) vy Ve, g 12y ML

La transformacidn combinada es:
IS V2% VI
V1 A ] Xi HX‘

~donde W es la matriz de 'peso', la métrica generalizada en el espacio de
X; corresponde a la métrica Euclidiana en el espacio de Y, y es una medi

da apropiada de distancia para agrupar
2 - 4l
dz (Vi.Yj) dy (] x,.u XJ)
= (WOG-x DT WK-R)

g ()(‘-)(J)T W H(K-X,)

La matriz HT W s Q de 10 que se deduce 1o siguiente:
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Q= (V2T 12 T

ey 12T 12T

Yary

= () = 5'1

Q es la inversa de la matriz de varianza covarianza, por 1o que -

la métrica de Mahalanobis para X1 y XJ es:

- T -1 172
DXy aky) = Lxx T 870 (w1t
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ANEXD  C

Demostracin de 1a fgualdad entre las siguientes medidas de asocia-
cibn:

k nk
A 5 a(Xy X)) = i g 04X (xx,)
Mk 151 §71 k

s ()(1-)(J)T (Xg-X,) = Xty -] X - x} X + x} X

entonces se tiene:

'z‘rlu; ;f”k’qxi'}jxj'}x;"i’g"}xﬂ

.%[;x}_xi-;x{i"-}x}i"qx}xﬂ

Jlopd Tk Tak T
I;[xixi-x,x AR

-;[x}xi-x{i“h;xlx,-(;x{)i“

T KTk ool oy oo (k2
= § Ki Xy =m X0 0 x ; XAy -y (X%)
por lo tanto:

2}‘—" ; §d2(x'.xj) . ; X xy -0 (B2

Por otro lado:

k - nk - -
:21 0 = 3 0 RT R
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nk

=k, T wky _ Ty _yTyk_ gkT kT zk
121 (X4-X%) (x‘-x)-g[xi K% 0 - x s K]
ey Ty 3ky  5kT ok T ok
-gx,xi-(gxi)()()-x §Xi+x X ooy
I kTok  skTzk kT sk
= ; X5 X1 -0y IR AR Xy + n XX e

Por 1o tanto:

nk -
v 3 T ky2
L KT k- &Y - 3H % - m ()
1o que significa que:

1 nk nk 2 nk 2 o
. dE(K ) = T d{X, KDY
any 1§1 JZI (yeky T
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_MNEXO D

PROGRAMAS COMPUTACIONALES

D.1 Programa que calcula la matriz de Disimilitud.

D.2 Programa para Métodos Jer&rquicos.
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10

REM

o0 REM

20

REM

40 REM

o

REM

&0 REM
74 REM

B8O

REM LECTURA DE YARIAGLES Y ELEMENTOS

90 REM

100
{10
120
130
140
180
160
170
180
190
200
210
220
230
240
2850
260
278

2990
200
1o
124Q
330

340

- 350

340
370
380
250
400
4190
420

0
440
A50
440
47¢
480
490
00
G910
20
520
G40
950
S&0
S70
580
G990
L
&L10

REM

DIM Y{50,20) X {50,000 (B(50) ,DI50,50),6(50,50 , T(SM
DIM R(50) ,TT(I0) ,RR(S0) { INV (20,20} .
OFEN “I",h2,"B:DAT"

PRINT " h VARS, h ELEMS"

INPUT M,N

FOR I=1 TO N

S(1)=0

FOR J=1 TO ™M

INPUT K2 YIL,0)

S(I) =S (1 +v (I,

NEXT J

FOR J={ TO M

X{(1,2)=¥(1,J)/5(]1)

MEXT J,1

REM

REM ELECCION DE LA MERIDA DE ASRCIACION
REM

REM

PRINT

FRINT

PRINT “DISTANCIA EUCLIDIANA (-1)"

PRINT

PRINT "COEFICIENTE DE CORRELACTIOM (0"
FRINT

PRINT "METRICA DE MAHALANGBIS (1)

PRINT

INPUT MA

IF MAY=0 GOTO 530

REM :
REM wanand CALCULD DE LA DISTANCIA EUCLIDIANA *xser
REM .
OFEN "0",h1,"“BiMAT"

FOR K=2 TO N

FOR I=1 TO K-!

T=0

FOR J=1 TO M

TaT+(X (K, J1=-X(1,3))~2

NEXT J

DK, 1) =T, 5

PRINT hi,DOD

NEXT I,K

BOTD 130

IF MA=1 GDTOQ 930

REM

REM

KEM

REM

REM

REM

REM

REM

FErrrrns PROGRAMA QUE CALCULA LA MATRIZ DE DISTMILITUD #kmixiss



620 REM

&30 REM

640 REM

&80 REM

&40 REM

470 REM wswse CALCUILO DEL COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL ##ses
680 REM

490 REM

700 REM

740 OPEN "Q" ,hi"B:MATH

720 FOR K=2 TO N

730 FOR I=1'TO K-1

740 S(K,1)=0

750 T =0

760 R{1)=0

770 FOR J=| TO M

780 S(K, DS, I)+Y(K,I) 8¥ (I , D)
790 T(K)= TKI+Y (K, )2

800 R(D=R()+Y (I, 152

810 NEXT J

820 TTK) =T(K)".5

B30 RR(I)+R(I)~. G

B840 D(K,1)=B8(K,I)/(TTI(K)#RR(1)}
8%0 PRINT hi,DI(K,I)

860 NEXT I,K

870 GOTO 11320

880 REM

890 REM .

900 REM #esse CALCULO DE LA METRICA DE MAHALANORIS ssase
?10 REM

920 REM

930 OPEN "IV W2, "Ry INV"

940 REM

750 REM LECTURA DE LA MATRIZ INVERSA
960 REM .

970 PRINT "LECTURA DE LA MATRIZ SINGULAR INVERSA"
980 PRINT "DE VARIANZA COVARIANZA POR RENGLON"
790 FOR J=1 TO M

1000 FOR L=l TO M

1010 INPUT K2, INVIT,L)

1020 NEXT L,J

1020 OFEM “Q",hi,"BIMAT"

1040 FOR K=2 TO N

1080 FOR I=1 TO K~-1

1040 DK, 1) el

1070 FOR J»1 TO M

1080 FOR L=t TG M

1090 DUK D) =D U, D+ 00U Ly =X (T, L)) #INV (T, L) # (XK, 0)~X(1,d))
1100 NEXT L,J

1110 PRINT ti,D(iK,1)

1120 NEXT I,K

1130 sTOP

1130 END



340
370

400
410
42

A0
440
450
450
470
430
490
S00
S10
520
530
540
590
G460
S70
580
520
400
H10

REM

-REM

REM *ekew  FROGRAMA FARA RESOLVER CUMULOS JERAROUICDS  #xx#s
REM
REM E
DIM X{2775) , TITLE(20), IT{50) ,JJ(S0) , IL{S0) ,58(50) ,JL(G0)
DIM MEXT (50) ,NEAR(30} ,SREF (S0} ,PIST(80) ,LLAST(50)
LIMIT=2775
PRINT "DE EL TITULO DEL PROELEMA"

INPUT TITLES
"PRINT "DE LAS VARIABLES NE,ISIGN,NTSV,NTIN, INDPT*

INPUT NE, ISIGM,NTSV,NTIN, INOPT

PRINT TITLES

PRINT "NE="NE,"ISIGN="1SIGN, "NTSV="NTEV, "NTIN="NTIN, " INGPT=" INOPT
REM LECTURA DE LA MATRIZ DE SIMILITUD

GOSUB 230

REM LISTO PARA AGRUPAR

GOSUE 930

END

RETURN

REM

REM

REM e SUBRUTINA DE LECTURA LI
REM

REM

OPEN "I",WNMTIN,"RIMAT"

10PT=1NOPT

1IF 10PT<¢=0 GOTD 410

REM LECTURA DE LA MATRIZ DE SIMILITUD EN BLOCKS
FIRST=1

LAST=10FT

0 FOR 1=FIRST TO LA3T

INPUT RNTIN,X (1)

NEXT 1

REM USE EL. FIN DEL DISCO COMO FIN DE LA MATRIZ DE SIMILITUD
IF EOF (NTIN)THEN 520

FIRGT=FIRST+10PT

LAGT=LAST+IOPT

GOTO 320 .
REM LECTURA DE LA MATRIZ DE SIMILITUD COMO MATRIZ TRIANG INF
FIRST=1

LAGT={

FOR #=2 TD NE

FOR 1=FIRST TO LAST

IF EOF(NTIN) THEN &S50

TNPUT WNTINGX (D)

NEXT I

FIRST=LAST+1

LAST=LABT+K

NEXT K

REM FAS0 DEL EOF

IF NOT EQF(NTIN) THEN &70

RETURN

REM

REM

REM

REM

REM

REM . .
REM P
REM




20
&30
640
&HBO
660
670
68O
&90
700
710
720
730
740
750
760
770
780
730
BOO
a0
820
830
B840
830
850
B70
880
B70
{00
210
220
930
940
950
960
?70
780
990
1000
1010
1020
1030
1040
1050
1060
1070
1080
10590
1100
1110
1120
1130
1140
1150
11460
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270

REM

REM MENSAJES DE ERROR
REM
FRINT "SE ENCONTRO EOF CUANDO NINGUND SE ESPERABA"
GOTO 4BO
FRINT "NO HAY EOF CUANDO SE ESPERAEA UNQ"
PRINT K,FIRST,LAST,Z
FOR I=FIRST TO LAST
PRINT X(I}
NEXT 1
END
REM
REM
REM
REM
REM
REM
REM
REM
REM
REM [ 2] SUBRUTINA DE AGRUPAMIENTO Liad
REM
REM
REM
REM
REM
REM
REM
REM
REM
REM
PRINT "DE EL METODO QUE DESEE UTILIZAR: "
PRINT * 1 SIMPLE-LINK®
PRINT * 2 COMPLETE~LTIMK®
FRINT " 3 MEDIAN"
INPUT MET
REM INICIALLIZACTION DE VARIABLES Y CONSTANTES
NCL=NE
K=1
SIGN=ISIGN
BIG=GIGN*1E+30
REM INICIALIZACION DE ARREGL.DS

FOR J=1 TO NE
LLAST (J) =0
MEXT(J)=0
PIST(J)=J
SREF (J)=HRIG
NEXT J

REM

REM

REM

REM

REM

REM

REM ENCONTRAR LA ENTRADA EXTREMA EN CADA RENGLDN"
REM

REM

=0

FOR I=2 TO NE
Itel-1

FOR J=t TO It
L=+

REM EN EFECTO X{L)=X{(I,J)

IF (X (L)~GREF (1)) #SIGN) >0 GOTO 1280
NEAR(1) =]

SREF (1) =X (L)



1200 NEXT J,1
1290 REM

17300 REM

1310 REM

720 REM

1330 REM

1340 ‘REM CICLD PRINCIPAL ,ENCUENTRA EL VALOR EXTREMD ENEL ARREGLU SREF
1350 REM .
1340 REM .
1370 REM .
1380 SREFX=BIG

1390 FOR 1=2 TO NCL

1400 LISTI=PIST(I)

1410 IF ((SREF(LI1STI)-GREFX)#3IGN) >0 GOTO 1450

1420 TREF=1

1430 LREF=LIGTI

1440 SREFX=SREF (LISTI)

1450 NEXT I

14460 REM

1470 REM

1480 REM

1490 REM LREF ES EL NUMERD DE RENGLON GUE CONTIENE LA ENTRADA EXTREMA EN 8
1500 REM

1510 REM

{520 NREF=NEAR (LREF)

1530 REM SE GENERAM LOS DATOS PARA EL ARBOL

1540 11 (K)=NREF

1580 3 (K) =LFEF

1560 88 (K)=SREFX

1570 IL(K)=LLAST (NREF)

1580 JL (K) =LLAST (LREF)

1590 LLAST (NREF) =K

1600 IF IL(K)=0 GOTO 1430

1610 ILKE=IL(K)

1620 MEXT(ILK) =K

1430 IF JLAK) =0 GOTQ 1460

1640 JLK=IL ()

1450 MEXT (JLK) =K

1660 1=kor1

1670 REM

1680 REM

1450 REM TERMINA S1 SE HAN HECHO N-1 MEZCLAS

1700 REM

1710 1F K=NE GOTO 1860

1720 REM DATOS PARA EL CICLO SIGUIENTE

1730 NEL=NCL-t

1740 IF IREFYNCL GDTO 1790

1750 FOR I=IREF TO NCL

1760 PIST(1)=PIST(1+1)

1770 NEXT 1

1760 REM DATDS FARA EL SIBUIENTE CIELO o

1790 GOSUR 2230 : o
1800 BOTO 1380 .
1810 REM TERMINA EL AGRUFAMIENTO

11320 REM SE GUARDAM LOS RESULTADOS COMD SE DESEE

1820 IF MET=1 THEN LFRINT " METODO DE UNION SIMPLE"™
1840 IF MET=2 THEN LFPRINT * METODO DE UNION EXAHUSTIVA"
1850 IF MET=3 THEN LPRINT * METODO DE LA MEDIANAY

18460 K=K-1

1370 IF NTSV<=0 THEN RETURN

1880 LPRINT " "y TITLES®

189¢ LPRINT

1900 LPRINT

1710 LPRINT

1920 LPRINT ETAFA CUMULG INICIAL CUMULD FINAL : FIA -AGRUP"
1930 LPRINT ’



1940 LPRINT

1950 FOR I=1 TO K

1740 LPRINT " EESFP SR NN A NS S -1- 19 8]
1970 NEXT I

1280 LPRINT CHR$(12)

1990 LPRINT C.

2000 LPRINT * ETAPA PRE~ETAPA I1 PRE-ETAPA JJ ETAPA Il SIGUE"
2010 LPRINT

2020 LPRINT

2030 FOR I=1 TO K

2040 LPRINT " eI, ILOD) JIL T MEXTH)
2050 NEXT I

2060 RETURN

2070 REM

208C REM

2090 REM

2100 REM

2110 REM

2120 REM

2130 REM

2140 REM

2150 REM - ess  SUBRUTINA CON METODOS DE AGRUPAMIENTD Ll
2140 REM

2170 REM

2180 REM

2190 REM

2200 REM

2210 REM

2220 REM

2230 IF MET=1 GOTO 2240

2240 IF MET=2 GOTQ 2880

22%0 IF MET=2 GOTO 3380

2260 REM INICIALIZACION

2270 BIG=SIGN®1E+30

2280 REM UPDATE FOR NEXT ROUND

2290 FOR J=1 TO NCL

2200 I=PIST(J)

2310 IF I=NREF GOTO 2BS0

2320 IF I>LREF GOTO 2350

2330 Li=((LREF-1) # (LREF-2)) /2+1

2340 GOTO 2360

2350 LL=«(I-1)#(1=-2)) /2+LREF

2340 IF I>NREF GOTO 2390

2370 LN={{NREF-1)# (NREF~2))/2+1

2180 GOTO 2400

2390 LN=({(I~1)#(1-2))/2+NREF

240G IF ((X(LLY=X(LN))#SIGN) >=( GOTO 2680
2410 X(LN)=X{LL}

2420 IF IDNREF GOTO 2490

2430 REM 1<=NREF

2440 REM CHECAR 51 S(LN) TINE MEJOR VALOR GUE SREF (NREF)
2430 IF ((X(LN)-SREF (NREF) ) #SIGN) >0 BOTO 2830
2440 NEAR (NREF) =T

2470 SREF (NREF) =X (LN}

2480 GOTO 28%0

2490 IF IXLREF GOTO 2820

2300 REM

2810 REM

2%20 REM v
2330 REM

2%40 REM

2380 REM I>NREF AND I<LREF

2360 REM

2870 REM

2780 REM CHECAR 61 X(LN) TIENE MEJOR VALDR QUE SREF(I)
2%90 REM



2600
2610
2420
2630
2640
2680
2640
2670
2680
2690
2700
2710
2720
- 2730
27480
2750
27460
2770
2780
2790
2800
2810
2820
2830
2840
2850
2840
2370
2880
2890
2900
2910
2920
2930
%40
2950
29560
870
2930
2990
3000
3010
3020
3030
3040
3050
3060
3070
3080
Zp90

100
30
3120
3130
3140
3150
3160
370
3180
3190
3200
3210
J220
3230
3240
3250

REM : . .
REM catErin
REM : '
REM : ToLLn
IF C(X(LNY-SREF (I})*816N) >=0 ¢0TOD 285¢ :
SREF (1) =X (LN) ‘ o

NEAR (1) =NREF ‘ B
GOTO 2830 o
IF I<LREF GOTO 2@5¢ Hi
REM Co .

REM Lo
REM I2LREF Vi
REM IR
REM

REM ACTUAL1ZAR EL ARREGLO CON ELEMENTO EXTREMD LREF v
REM . -
REM ! '
REM e
REM

REM

REM

REM

IF NEAR{(I)<OLREF GOTO 2850

NEAR(1)=NREF

SREF (I} =X (LN)

NEXT J

RETURN

REM

REM INICIALIZACION

REM

RIG=BIGN#1E+30

FOR J=1 TO NCL

I=PIBT(J)

IF I=NREF BOTO 3040

IF I>NREF GOTO 2970

LL=((LREF=-1)# (LREF-2) ) /2+]

GOTO 2980

LL={(I=-1)#(1=-2}) /2+LREF

IF I>NREF GOTO 3010

N2 C (NREF-1) # (NREF-2)) /2+1

GOTD 020

LN=((I-1)# (1-2) ) /2+NREF

IF COXLLY =X (LN) Y #S1GN) <=0 GOTO 3040 . '

XN =X (L)Y -

NEXT J

REM

REM NECESARID ENCONTRAR UN ELEM EXTREMO NUEVO SIN CONSIDERAR: LD!
REM RENGLONES ANTERIORES A NREF

REM

REM

FOR Jd=f TD NCL

1=P18T(J)

IF I=NREF GODTO 2150

NEXT J

IF J=1 GOTO %280

SREF(1)=BIG

Tim3-t :
FOR L=y TO J1 v
LISTL=PIST (L) e

1F I>L1STL GOTO 3230

LL=((LISTL-1)#(LISTL-2)) /241

GOTO 3240

Li=m((I-1)®(1-2)) /724+LISTL

IF (X (LL)-SREF (1)) #8IGN) >=0 GOTO 3270 : e
NEAR(I) =L ISTL o

KEM SI EL ELEM EXTREMO EN EL RENGLON I FUE TAMBEIEN LREF O NREF ES" it



32460 SREF(I)=X(LL)

3270 NEXT L

3280 JnJ+t

3270 IF J>NCL THEN RETURN

3300 1=PIST(1)

3310 IF NEAR(I)=LREF DR MNEAR(I)=NREF GOTO 3140
3320 GOTO 3280

3330 RETURN

3380 REM INICIALIZACION

3430 BIGeSIGN®{E+30

J440 REM

34%0 REM

J443 REM DATOS PARA LA VUELTA SIGUIENTE
3470 REM

34A0 REM

3470 IF LREF>NKREF GOTO 3320

3800 |BET= ( (NREF-1) # (NREF-2) )} /2+LREF
3510 GOTO 3530

3520 LBET= ( (LREF=1) #(LREF~2)}) /2+NREF
3530 FOR J=1 TO NCL

3340 I=PIST(J)

38%0 IF I«NREF GOTD 3450

340 IF IOLREF GOTO 3550

3570 LL=((LREF-1)# (LREF~2)}/2¢1

33680 GOTD 7600

3590 LL=((1-1)a(1~2)) 2+ REF

400 IF 1O>NREF GOTD 3630

3610 LN=((NREF=1)#(NREF=-2})/2+1

3420 GOTO T440

3630 LN=((1-1)#(1-2))/2+NREF

IH40 X (LMY= (X (LMN) +X(LL)) /2-X(LRET) /4
3650 NEXT J

J6&GFOR J=1 TO NCL

347¢ 1=PIST (J)

3480 IF 1=NREF GOTO 3700

3490 NEXT J

3700 IF J=1 GOTO IE30

3710 SREF (1)=B1G

3720 J1=d-1

3730 FOR L=l TO O

3740 LISTL®PIST(L)

3780 IF I>LISTL BOTO 3780

3760 LL=(LISTL-1)#{L15TL-2))/2+1
3770 GOTO 3790

3780 LL=((I-1)«(1=-2))/2+LISTL

3790 IF ((X(LL)-SREF(I1))#SIGN) >=0 GOTO 3820
3BO0 NEAR(1) =L ISTL

3810 SREF(I11=X(LL)

3820 NEXT L

3830 J=d+i

3840 IF J>MLL THEN RETURM

3850 I=PIST(I)

3860 IF NEAR(1)=LREF OR NEAR(I)=NREF GOTO 3710
3870 GOTD 3830

3880 RETURN



BIBLIOGRAFTIA

La Bibliografia se dividird en 2 partes, como sigue:

-1} La Bibliograffa de consulta que se utiliza en este trabajo.

2) La Bibliografia de referencia, para el lector que desee profundizar

acerca de los temas tratados en este trabajo. Se encuentran prece-

didos por un paréntesis cuadrado [ J.

Duran, B. y

Odell, P.

Anderberg, M.R.

Garfinkel, R.S,
Nemhauser, G.L.

Hillier, F.S,

Lieberman, G.J,

Hansen, P.

Delattre, M,

y

y

BIBLIOGRAFIA DE CONSULTA

"Cluster Analysis". Lecture Notes
in Economics and Mathematical -
Systems, Vol. 100, 1974.

"Cluster Analysis for Applications",
Academic Press, INC. 1973.

"Integer Programming". John Wiley
and Sons. 1972.

"Operations Research", Holden-Day,
INC, 1974, pp. 697-720.

"Bicriterion of Cluster Analysis with
Utility Function". North-Holland
Publishing Company. 1979. pp. 975-
986,

-3



Jernigan, M.E.

Bijmen, J.E.

{1]

(2]

[3]

(4]

“Pattern Recognition”. Course Notes.
March 1979,

"Cluster Analysis". Survey and
Evaluations of Techniques. Tiburg
Unfversity Press the Netherlands,
1973, pp. 4-10.

BIBLIOGRAFIA DE REFERENCIA

Jensen, R.E,

Gower, J.C.
Ross, G.J.S.

Hansen, P.

Hansen, P y
Delattre, M.

Y

"A Dynamic Programming Algorithm
for Cluster Analysis". Operations
Research, Vol. 12, December 1969,
pp. 1034-1057,

"Minimum Spanning Trees and Single
Linkage Cluster Analysis". Applied
Statistics, Vol. 18, 1969, pp. 54-
64.

"Subdegrees and Chromatic Numbers
of Hypergraphs". Annals of Discrete
Mathematics, Vol. 1, 1977, pp. 287-
202,

“Complete-Link Cluster Analysis by
Graph CoToring”. Journal of the
American Statistical Association,
Vol, 73, Num. 362, Jun, 1978, -
pp. 397-403.

- 214 -



(5]

(sl

(7]

(el

{al

[10]

[11]

[12]

Lance, G.N, ¥y
Williams, W.T,

Anderberg, M.R.

Johnson, S,C.

Johnson, S.C.

Gower, J.C.

Instituto Nacional de
Estadfstica, Geografia
e Informética

Consejo Nacional de

Poblacién (CONAPO)

Consejo Nacional de
Poblacidn (CONAPO)

"A General Theory of Classificatory
Sorting Strategies”. 1. Hierarchi«
cal Systems, Computational Journal,

“Vol. 9, Num, 4. 1967, pp. 373-380.

"Cluster Analysis for Applications",

Academic Press, INC, 1973, pp. 278-
290,

"Hierarchical Clustering Schemes".
Psychometrika, vol. 32. Num 3. -
September 1967, pp. 241-247.

"Hierarchical Clustering Schemes",
Psychometrika, Voi, 32, Num, 3, -
September 1967, pp. 248-254,

“A Comparasion of Some Methods of
Cluster Analysis". Biometrics, -
Vol, 23, Num. 4, December 1967.
pp. 623-637.

"X Censo General de Poblacién y V1
vienda, 1980", Resumen General -
Abreviado, México 1984, pp. 75-98.

"polftica Demogr&fica Nacional y -
Regional", Objetivos y Metas, -
1978-1982,

"México Demogr&fico". Breviario -
1978, pp. 38-42.

- 215 -




[13]

[14]

Corona, R.
Jiménez, R,
Minujin, A,

Consejo Nacional de
Poblacidn {CONAPO)

"La Mortalidad en México", Tablas
Abreviadas de Mortaltidad para las
Entidades Federativas de la Repi-
blica 1940, 1950, 1960, 1970. Ins
tituto de Investigaciones Sociales,
UNAM, 1981.

"México Demogr&fico". B8reviario -
1980-1981, pp. 49,

- 216 -



	Portada
	Índice
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Planteamiento del Problema de Cúmulos Como uno de Partición
	Capítulo 3. Medidas de Asociación
	Capítulo 4. Criterios de Optimalidad
	Capítulo 5. Métodos de Solución para el Problema de Cúmulos
	Capítulo 6. Un Programa para Cúmulos Jerárquicos
	Capítulo 7. Una Aplicación Práctica del Análisis de Cúmulos: La Concentración Geográfica de Actividades en México
	Capítulo 8. Comentarios y Conclusiones Finales
	Anexos
	Bibliografía



