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PREl'ACIO, 

La teoría de conjuntos borrosos se ha ido adentrando, cada vez más, en 
muchas rumas de lau mntemá'.ticas. 

La base ir:t.uitivn de donde parte esta teorfa ha hecho que C!ada vez ha
ya tenido mÓ!l aceptación. 

Eatt: trabajo tiene don objetivos principales: primero 1 se tratartí de en 
riquecer la biblio~raríu que riob1·e el tema se ha escrito en espaflol. Se:' 
gu11do 1 crt>o que ·Jntt muncra de difundir el interés en alguna teor!n, en -
e:i.::ribir IHH:i nocior.cn básicas con una notación clara y en forma tal que 
llC apoye en idenu intuiti•:a.; que 111 hagnn fácil de entender en un primer 
encuentro¡ udernt'ts, :iotivundo el interés pu.ra inveotigacionen posteriores. 
i::r.tc segundo ol.Jet.1 vo se ha logrudo mediante nuevas Ideas de interpreta 
ción d(' las op1:racione:; entre conJunt.os borrosoo, lns cuales harán oen:
tir al lector que la teortn de conjuntos borrosos eu una fácil genernli 
znción de la uuual. Por otra pnrte 1 la notación que se presenta ae ha he 
cho buscando cor.Juntar lns ventajas de las notaciones de distintos aut2-
re:1, 

El trabajo se hu dividido en tres cap!tulos, El primero de ellos contie 
ne los elementos básicos de la teor!a Je conjuntos borrosos\ el scgundo
estudin ln'J relaciones borrosas, as! como sus operaciones y propiedndes, 
todo ello enfoco.do n la aplicación que, sobre clasificación en patrones, 
desarrolla el terct!ru y Último capftulo. 

En los tres cnp!tulos oe presta titención a fundamentar sobre ideas in ... 
tuitiva:; loo principulea conceptos, 

ToUos los teoremas han sido demostrados, y ln base teórica de la cual 
parte la aplicación, hn sido hechu utiliz11ndo los conceptos que se est.!!_ 
djun en loo primeroG doa cap!tulos, Esto ayuJará a que el lector no te!!, 
ga que estudiar la teor!n de conjuntos bort•oaoc de algún otro lado para 
entender lo. apllcnción. 

A lo largo de ecte cr.tudio se utilizan conceptos de ln teor!a. clásica 
de conjuntos, por lo que el lector debe tener basca de ésta para enten
derlo, 

Al final se han incluldo dos apéndices, El primero, trata los conceptos 
básicos de las relaciones binarias ordinarias, loa cuales son empleados 
en la aplicación que ne desa.rrclln, El segundo contiene referencias so
bre aplicaciones interesantes que podrían continuar lo expuesto en esta 
tet is, 

El lector podrá comprobar lo extensa que es esta teor!a, además de lo ... 
controvert.ida que puede ser. Espero que, además, como a m!, le parezca.!!. 
pasion!lnte. 

En este trabajo he emplt:!ado 111 palabra 11 relncionamiento 11
1 para signifi

car la fuerza de relncién que existe entre dos elementos de un conjunto, 
para una relación dada. 



I, NOCIONES BASICAS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS BORROSOS, 

l. l. Introd'1C'ción, 

C-:imo consecuencia del esfuerzo del hombre por obtener una representa
ción matemática lo más apegndn u l!l realidad de las situaciones a las 
que se enfrenta, u urgió en 1965 ln teor!n de conjuntos borrosos, inici.!! 
da por A. Zadeh, 

Supóngase que se enfrenta el problema de formar el cor.junto de los se
res humanos 11 los q?Je ae estima. Seguramente los familiares más cerca
nos estarán dentro de él, pero llegará un momento en el cual se tendrl1 
difici.;.ltnd parn incluLt·, o no, a algún otro ser humano. Es decir, sería 
injusto tanto excluirlo del conjunto de los seres humanos a loa que se 
estima, como admitirlo en él. 
Par~ce ser qu~ en e:;te caso es poco apegado n la realidad el conside .. 

re.r ~tn cambie brusco cntrf' estar incluido o no, por lo que se pensar!a 
que un cumbio grnd'Jal entre estas situaciones sería más apropiado. Di
cho en otras palabras, el conjunto en cuestión es barroso, 

Por citar otro ejemplo supóngase que el tomador de decisiones de cier 
ta empres11 ha determinado que obtener un rendimiento de 50% sobre las
inve1·siones e3 satisfacti:irJo, Si esta persona fol'mase el conjunto de -
los rendimientos satisfa!!torios, hería lÓgicc, descartar un rendirniento 
dP. 49. 9;:1. 

El lector podrá plantear muchísimos problemas de la vida real en los -
que estén involucrados conjuntos borrosos 1 y seguramente estar&: de a
cuerdo en que la idea fundamental de esta teoría es interesante. Más -
aún 1 en muchas situaciones es más adecuada que la teoría usual de con
junto a. 

Como muer.as que tratan d~ romper con lo clásico, esta teoría. ha sido 
atacada. Yo concuerUc con el profesor Kaufmann ( t) 1 en que aquello que 
puede explicarse por medio de la teoría de conjuntos borrosos tambi~n 
puede hB1..'t:•.;1; .:d: • .::'. .. '..:.t 1 t1.:!'V ¿ser!o t.or. fÚcil Je inte1•pretar y usar?. 

En realidad 1 la teoría de conjuntos borrosos es una generalizaciiSn de 
la usual 1 por lo que trataré 1 hasta donde sea posible 1 de hacer apare
cer las propiedades de los conjuntos borrosos como una extensi6n natu
ral de las pro¡,ied11d~s de los ordinarios, 

A partir d~ este moMt:!nto liabln1·é de subconjuntos b:irrosos 1 y no de con 
Juntos borrones 1 pues el conjunto referencia de elementos estli perfect~ 

(t) Ver segunda referencia bibliogl'áfica, 
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mente definido. Así, en el primer ejemplo citado se formó un subconJun 
to borroso del ~onjunto 0rdinario de los seres humanos. -

Posibl.;::~~r.te el lectcr er¡cuentre cie1•tu analogía entre el tratamiento 
de p1•vblüm9.s r.tediant,,-. la teor!'l de conjuntos borrosos y teoría de pro
t1~:nilidu.d, por lo q,ue c~;r.viene aclurar que lo borroso está en la falta 
de c1•itcrio exacto ¡;ura clasificar y no en la presencia de variables !. 
leat:orl 11s. 

1.2. Oefi1.ición de subconlunto borroso, 

Cuar.Jo se trabaja con conjuntos ordinarios se utilizan dos formas pa
ra representarlos: extensión y comprensión. 

Poi• ejemplo, sea. E={2,4,J,7 1 Bl un conjunto y A el subconjunto de E -
q<.1\! cc.ntiene a los pa1'es. A pue~e se:• representado como: 

(exteusi~n) 

A={xcElx es J.lar} (comprensión), 

Af.ora 11tiliza?'é :a función c11racter!stica {o de membres!a) de un con
junto para dennirlo. 

Definiciór .. Un subconjunto A de un conjunto E puede representarse por 
medio de su funci6n de membresía. 1 µA' de la siguiente manera: 

donde 

A=l(x,µAix))I Y.<E y µA:E-+-(0,1)}, 

"A(x)=lol si xaA 

si x~A 

Uti7.izando la fun~ión de membresía 1 el subconjunto del ejemplo se pu~ 
de t•epre.Hintar corno 

A= { ( 2, 1) , ( 4, 1), ( 5 , O), ( 7, O), ( 8, 1 l} . 
SupÓnga~e que ahora se tiene el subconjunto B de E definido como 

E={x~Elx está cercano a 5}• 

La función de membre.da de B no debe tomar Única.mente los valores O y 
l 1 ya que es mejor definir un grado de membres!a, en B, para los el eme!!, 
tos de E • .:..;;;:.0;; bt•ajo5 podr!'1r. ser~ 

F.s decir, nqu! no se !rn.bla de pertenecer o no, sino de pertenecer con 
cierto grado. El 2 11 e~tá menos en B 11 que el 4, 

Se puede e:it.onces d~fini:- el subconjunto borroso B de E como 

B= \12,0. 7) ,(4 ,0,9) ,(5 ,1) ,(7,0,8) ,(8,0.7 J}. 
Conviene decir que B es borroso 1 ya que el cambio entre cercanía y l~ 

jan!a no es brusco. 
Se denotará a. lo:; sutcon¿untos borrosos subrayándolos con una tilde: 

~'ª-'g.,etc. 
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Definición. Se llamará subconjunto borroso !)_ del conjunto E al conjun
to 

11~ ~;1 llamada función .le mf!mbrtJnÍa del suLconjunto borroso ~· 

Observaciones, 
1) r.11 fc1r,d~n de membres!a de un subconjunto borroso de E será un ma

peo u~ E en [0 1 1], Aunq'Je el codominio de la función de membres!a pue
de st:r un l'Onjunto ~!lo general (t) 1 en este estudio será [0 11], que in 
t.ui~~tvamente puede interpretarse como ¡;ol paso entre pertenecer (1) a ña 
pürtenecer (O), 

.?) Aunque los conjur1tos ordinarios son un caso particular de los borro 
sos 1 éstor: se denotarán por A 1 B ,C ,etc. Esto se hará para enfatizar su :· 
con•ilci~n p!irticutar. 

3) Ln 'l5ienuci6r, de lo.:; ·11ll0res de ln función de mer:iUres!a de un sub
conjunto borr0no eo subje>tiv!l. Depende de la experiencia del investiga 
:i-;r. -
E~te probl•_;r.i.!l. na ha sido l.!studin.do siotemáticamente, Sin embargo, alg.!!, 

nas ide~s ~· métodor; han sido sugeridos (t). 
~) Lo~ gr~Jos de r.embrcs!n reflejan un orden, que en ocasiones es más 

significntivo que los mismas r,r•1dos. 
5} El subconjunto borroso queda p~rfectamente determin!ldo conociendo -

su f".rnción de mcmbrc:;Ía, En lo succnivo 1 ln 1:1.ayor!a de las veces, defi 
niré subconjunton borrosos mencionando la función de membres!a. -

Se v~rt'Ín algunos t!jemplos de subconjuntos borrosos. 
1) R~prescnta.ci6n del conjunto universal: 

E={(x 1 1JE(x))lx'-r:: y IJE(x)=;), para todo elemento x d.e E. 

2' Represe:nto.cidn del con,1unto vacío: 

!ll={Cx,l.1 41 (x}}lx1.E y 1Jcti(x)=o)1 para todo elemento x de E , 

3) Se-'J E=\uf1Hli=l 1 •• , 1 n¡ para toda i, ªi+l>a
1
}, Sen!)_ el subconjunto 

borroso d!:! E que contiene les elementos que e:;tirn cerca de a 1 • 

b={(x,.~(x))lxa y •~(x)=a 1 !x}. 
Con cstu fun~ión de menbres!a 1 o. r.iedida que x crece IJA(x) decrece. 

Ahore. se deflnirñn algunao üpCl'tld:ines entre subconjuntos borrosos. 

1.3, Opcracion.;>s con subcanJuntos borrosos. 

1.3.1. Unión e intersección. 

Como se ha mencionado 1 SI:! tratará: de hacer que la teoría de subconjun, 
tos borrosos apnrez-cn como una generalización natural de la cli{sica, 
Purtl ende de la base de que la unión de dos conjuntos es el conjunto 

mlis pequei'lo que contiene a umbos conjuntos, mientras que la intersección 
'!S d con~ur.t.o mñs rrande qu~ está contenido en ambos conjuntos, pare-

( t) Para el profesor Knufmann 1 el codominio de la función de membr!t 
s!n, puede ser cualq1..:ie!' conjunto totalmente ordenado {ref. bibl.2). 

(t) En el cap!tulo 1 de la cuarta parte de la referencia bibliográ
fica 4 se menciona;, algunos enfoques, as! como fuentes bibliográficas. 
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ce qu~ lo primero que se debe definir es la. 1nclusi6n de su,bconjuntos 
borrosos, 

Definición, Sean !\ y !l dos subconjuntos borrosos de un conjunto E, Se 
dice que A eatá incluido en~ si l.l~(x).;¡.¡!!(x.), para todo x elemento de 

E1 lo cual denotnremori como !\C!!, 

Antes de ejemplificar lo dicho en esto definición, es importante sell!_ 
lar que lns definiciones que se darán también pueden emplearse para los 
subconjuntos ordinarios. 

Ejemplos. 
l) 5., E•n. Seun A=\(x,UA(x))laE y uA(x)•l/x} y !l=\(x,uB(x))lxaE y 

µª(x)=2/x. si x4=1 y JJ!!(l)=~J. Obt.érvese-que 1 si x=l, JJA(x}:µª(x)=l, mie!!. 

tras que, si x•l, µ~(x)=l/x<2/x=¡.¡§.(x) 1 de modo que ~eª-, 

Una mnner11 de obtener una representaci6n gráfica de los subconjuntos 
bol'rosos es la de graficnr la función de membres!a, Así, la represent!_ 
ci6n de este primer ejemplo estará dada por: 

2) Seu E=la,b,c} y sean A=l(a,l),(b,0,5),(c,0.5)} y !J•t(a,l),(b,0,3), 
{e ,o. o}. En este caso ni !!,C:.ª ni 1?,C!\_. 

Derinlción, Sean A y B dos subcnnjuntos borrosos de un conjunto E, SP. 
dirá que!>.·:/ª son-ie;u"ñles, lo c¡ue se denotará por a=§., si "A.(x)=uª-(x), 
part:i. todo elcrnent.o x de E. 

EJem~lo, Sea E=le.,b,c} y sean ~=l(a 1 Q,7),(b 1 0.8) 1 (c,1)} y ~=~a,0,7), 
(b,0.8),r.~,:~}. b .. ; .. :. :,~.H1li:,; 1 :111 1uc ¡.¡~(x)=u!!(x),pi.rn todo x ele-

mento de E, Nótese c¡ue ~c.ª- y ~cA• 

Un11 vez definida la inclusi6n de conjuntos borrosos, se definl?'n la u .. 
nliSn :; la intersección. 

Detin!cb~n. Sl?an A y B dos subconjuntos borrosos de un conJunto E. Se 
a.erTñirrí&: uni6r. de A-Yª como el subconjunto borroso de}!, denotado 
por ,o,u~, con func!Sn de membres!a "AU!(x)•m&xluA(x),u!l(x) • 

Definici6n, Sean A y B dos subconjuntos borrosos de un conjunto l. Se 
:ief'ini rl la inters;cci6n de A y ª como el subconjunto borroso de E, d.!, 
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notado por ~íl§., con función de 

Ejem¡:lo. Sea E=\a,b,c) y sean 
{b,0,4) 1 {c,0,6));en':.onces 

membrea!a "AOB(x)=m!n~A(x),u 8 Cxl}, 
A• \1 a , O , 7) , ( b: 1 ) , ( e , 1 ¡f y !J.=\( a, O, 8 ) , 

!).U!J.=\ (a, O, 8 1, ( b, l), (e,:>} 

;;n!J.= ~ (a, o. 7) , ( b, o. 4) , (,,o. 6) ~. 

1,3,2. Ot1•as operacionr?s. 

Definición, Sea A un subconjunto borroso de un conjunto E. Llnmaremos 
complemento Je A al subconjunto borros':l ie E, denot<:>.dc por ! 1 con fun
c:dón de memtires!a J.JA(x)=l-J.JA(x). 

Parece lógico decir :¡u~ si un elemelito pertenece e!) c.:in cierto gr"ado, 
con la diferenci!i. respecto a 1 no pertf!n~ce a ~· 

Ejemplos. \_ 
1) Sea E={.a 1 b 1 c} y sea !1=l(a,1) 1 (b 1 0.7) 1 (c 1 0.3)J un oubconJunto borrE_ 

so de E, Ent~ncen 
A=\(a,O) ,(b,0.3) ,(e ,o.7)}. 

2) Sea E=Cl:; se.!I. ti={(x,µA(x))lxcE y µA(x)=l/x} ¡ entonces 

&=\lx,1-uAlx))l;•E y "A(x)=1Íx}. 

i:io ser9. ver:lad que si ~es el subconjurtc b'.1rr::::c.1 1f' l:is n!lturales cer. 
c:ar.cs e 1, ent.:in::es Á es el sub,~or.~·J:-,t~. t::;,:·re1;;:; :J,. ~::;,: "lr~t;'...:ralr::: no ci?r 
canos a l? -

Existen otras operaciones -::on subconj·.in~.os 'rorroso5, C-Jn •!l fin de COB 

pletar los elementos básico:; de la :eo~·!a se :ie!'inc un p:1r de ellas. 

Definici6n. Se1n A y B dos subconjunto.:; torrl);>Ott dt: un C('>f•Junto E¡ ac 
:ietrñ"eladi:"erencTa. d¡; A y B, jenotada pol' A-B, cc::ic: el .:;uhco:-.Jun:o -
borroso de E c:..n f•inción-ó.e ¡:;;embres!11 ~A-~(x}=µ~"ª(x), 

Definici6n. Sean A y B dos subconjuntos borror:.::is de Et se defir1e la -
suma disyuntiva, AiB, Como el sr.bconJunto bor:·..,so de E con función de 
rn•mbres!a "A~B(x);u(Anfi)U(ilnB)(x). 

Ejemplo, s:n-E=\e. 1 b:cfy s:n~ ~=l(a,o.7),(b,0,4.) 1 {c 1 0.C¡\ y !!=lCu,0.3), 
(t 1 l) 1 {c,0,2)) subconjuntos borrosos de E. 
La suma disyuntiva de A y B está ::lada por 

~·~=\(a,o.7):(b,o.6),(;,o.8)}, 
mientras que las diferencias estan dadas por 

~-:;.=lla,o.7) ,(t,.:I ,:,.,:.ol} 
y por 

, ~-~={(a,0.3),(b,D.6),(c,0.2)}, 
not!int\ose que en general ~-!! es distinto de !!-~· 

l1o obstar.te t::¡U'.! la teoría de conjuntos borro3os en una genP.ral!ze.ción 
de la de cor..41rntos ordinarios, la ma;ror!a de las propiedades del Uge
bra de conjuntos ordinarios Je manttrrnen para 103 t:.rrosos. Entre estas 
propledadea se encuentre.ni 
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2) AU(!!u>;)=(AUª)ug (asociatividad), 

3) ,\O(ªug)•(Mª)u(;i.ng) (di stributividad), 

(De Morge.n), 

{ cornple~ento), 

1.l.. SubconJuntos de nivel. 

Una de las ver.tajas que tiene trabajar con conjuntos ordinarios ea la 
exactitud con la que se hace. Como se mencionó al principio, la teor!a 
de conjuntos borrClsos da un ace2•camiento mayor a 111 realidad. Existe un 
punto intermed!o entr~ los :;ub.:-onjuntos borl'Of30E y ordinarios, lo cual 
se hace vet• en la siguiente dtfinición, 

Defi:iición. Sea A un subconjun':o borro50 d€' un conjunto E y sea .fr.(0,11 
se llamará subconjunto ordinario de nivel f de un subconjunto l:orroso 
[i al subconjunto ordinario 

A¡=\xoEI µ~(x)~!}. 

Conside~o que el conjunto ordinario ie nivel, que tiene ru~ . .:iór. de mem 
bres!a con codomin!o {O,l}, es un punto intermedio en t. re los .rnbconjun: 
tos ordinarios y borrosoJ, ya que se forma a partir de una funci6n :te -
membres!a borrosa. En realidad Af es el conjunto de aquellos elementos 

del conjunto referencia que pertenecen a A con un srado rie al m1:nc.1 s f, 

EJetlplo, Sea E=\a,b,c,d} ;¡sea ,<1•{(0,l),(b,0,5),(c,0.3),(d,0,7)}un nu]! 
.::onj'J.nto borroso de E. 

A continuación se dan algunos subconjuntos de nivel: 

Propcsil:!i5n, Senn i
1

,t
2
c.(0,1), con f

1
<f

2
, :r sean~ 1.1n subconjunto bo

rroso de E y Af
1 

y Af
2 

sus subconjuntos ordinarios de nivel correspon-

dientes a f 1 y t 2 ; entonces Af~ Af
1 

• 

Demostración. 

Hay que demostrar que cualquier elemento x de Af
2 

está en Ai
1 

• 

por lo que x& A.e.
1 

• 

Q, E.D, 

Se pasa ahora al tratamiento general de las relaciones borrosas. 
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• 

II. RELACIONES BORROSAS, 

2.1. Introducción, 

Los conceptos de grafo y relación son aplicables en muchas ramas de las 
matemáticas; su extensión para el caso borroso es el objetivo de este -
capítulo, 

Es de esperarse que, siendo una relación ordinaria entre los conjun
tos A y B un subconjunto de AxB, el concepto de relación sea fácilmen 
te generalizable para el caso borroso, Es decir, parece inmediato de= 
finir una relaci6n borrosa entre los conjuntos A y B como un subconjun 
to borroso de AxB, -

No obstante e ata posibilidad de general! zación inmediata 1 conviene re 
flexionar sobre la importancia que puede tener el concepto de relacióñ 
borrosa 1 que no sólo es una. extensión del de subconjunto borroso 1 sin 
una utilidad adicionsl 1 sino que tambi~n tiene significado aplicable en 
di versas situaciones. 

Volviendo al conJur1to de los seres humanos, supc>ngase que se desea i
dentificar en este conjunto la relacid'n de amistad. Es decir, dos seres 
humanos cualesquiel'rt están relacionados si son amigos. 

Parece ser que se tiene nuevamente el problena de falta de apego a la 
rea.lldud si se considera esta relaci<ln como o:•dinaria 1 o sea, si sola .. 
mente se aceptan lns opciones "es amigo de" y ''no es amigo de". En es• 
te caso, al igual que en la mayor parte de las relaciones humanas, ca!!, 
vienP. considerar un grado de !'elación. Estu es la idea intuitiva vali.E, 
sn del concepto de relnci6n borrosa y será estudiada n lo largo de es· 
te capítulo. 

Espero que los ejemplos de rcla.ciones borrosas que doy motiven el in
terés del lector en las aplicaciones, 

Para comenzar 1 recol'dar¡; que el producto cartesiano de dos conjuntos 
E

1 
y E

2 
est& dado por 

E1•E2•\(x.y)lxul y yc.EJ. 

Definiré a.hora el concepto de relaciQn borrosa. 

Dertnici~n. Una relaciiSn borrosa de un conJunto E1 en un conJunto E2 

es un subconjunto borroso de E1xE2 , 
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Si R es una relnci6n borrosa de un conjunto E
1 

en un conjunto E?., pa-

1•a cada (x,y)tE1xE2 , pu~de interpretarse a uB(x,y) como la fuerza de -

relacior.a.miento entre x y y, Si E
1

=E
2

=E, se habla de una relación en E, 

Como en el caso de relaciones ordinarias, cada relación borrosa puede 
ser representada por un grafo borroso dirigido. La definición de grafo 
bQrroso es la misma que la de relación borrosa, pero se utilizar& la no 
ci~n de grafo p11ra repreoentación de la relación, -
Se uti 1 izarán dos formas para 111 representación de relaciones borrosas• 

lo matricial y ln de grafo borroso dfrigido¡ este Último consiste en un 
1•onJunto de vértices unidos por arcos, 

Ejemplo. Sean E1 ::1\a 1b 1 c\y E2::i\l,2,3,, de modo que 

J: J ,¡;,=l ( n, l) , ( • ,2), ( •, 3) , ( b, J ) , (b ,2) , ( b, 3), (e, l) , (e, 2) , (e, 3 l} , 
Sen !J={((o,1),0.8),((b,l),o,4),((c,l),o,5),((a,2),0.l),((b,2),l), 

1 2) 1 c'),((a 1 3),l),((b,3),o.6),((c,3},0.8)}; o;!ntonces Res una 

relaciÓ11 borrosa J.r: E
1 

~n E
2

• 

La 1•ep1 t•scntación matricial de este. relar:ión borrosa está dada por1 

"[·ª .1 l] = b .4 .6 • 

e • 5 .8 

Las ventajas de 1a representación matricial r.e verán mtis o.dPlante cuan 
do se defina la composición de relaciones, 

La representación de .R utilizando un grafo dirigido se hace como sigue: 

Uebido a QUt! se ha defjnfdo la relación borroso. como un subconjunto b.Q. 
rroso 1 es de esperarse que las O!Jeracionea definidas en el capítulo an
terior se puedan extender para relaciones. 

Definición. Sean .B. y §. dos relaciones borrosa.a de E1 en E2 • 

- Se dice qUe B esttí. contenida e11 § 1 !J.C.§., si UB(x,y)~IJ§(x,y), para t2_ 
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da ¡-s.reja. (x 1 y} de E
1

KE
2

• 

- l.'\ 'J::iSn de ~ y .§ 1 ]U~, es 1~1 :·t?lnción borrosa con función de mcrnbr,!! 

s!a "'.BU§(x,y)=rr.áxliiB(x 1 y) 1 µg(x,~·Ü, pa~·a taja pareja (x,y) de E
1

xE2 • 

- La intersección de B. '.l §_, ,!30§, es ln relaciór. bor1•osa con funci6n de 

rnembrtis!a µBO§(x,::)=m!nlii 13 (:·: 1 ::) 1 µ§(:~ 1 yl) 1 p11r1 t:id~ pnreja (x,y) d-:.• -

E
1

xE
2

• 

- El complemento de B,, ,B, es la relación borrosa con función de membr!:_ 

s!a JJ~(x 1 :t)=1-1.1 5 (x 1 ~·) 1 f.!lru 1.ada pareja (x 1 ~·) de E1xE
2

, 

- Lk inversa de B, 1 !f~ es una relaci.Sn borrosa de E
2 

en E
1 

con función 

de membres!a. lJB~y,x)= µB(x 1 y) 1 ¡iara tuda par~ja (x 1:d de E
1

xE
2

• 

Ejemplos. l ) 
l) Sean E={a 1 b 1 c} ~· D= 1,2 ,3 • Sean R¡ y 32 relaciones b:nrosas de E 

en D definidas por: 

Se pueden formar nuev11s relaciones borrosas a part11· '.le !!i y !!2 como 
sigue: 

~; = 2 [:: o : :] 

1 • 3 • 3 
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2) Sean E1 ={a 1 ,a2 ,a 3 ,a4) y E2 =lm
1

,m
2

,m) dos conjuntos, de cuatro a .. 

luumos y tres ma.terias, respectivamente. Sea!! la relaci6n borrara, de 

E
1 

en E2 , 11 el alumno x tiene suficientes conocimientos de la materia y", 

Una manera de calcular la fuerza de relacionamiento entre alumnos y 11.!, 

terias es 19. siguiente: 

JJ~(ai,mJ)=C(a 1 ,mJ)/lO, i=l,2,3,4¡ J=l,2,3. 

C(a 1 ,mJ) es la cali f'icación obtenida por el alumno a 1 en la materia mJ, 

Sup6nsane que los resultados obtenidos son los siguientes: 

ll :~ [·: ,5 ::] 
•3 . 6 ,8 .8 

•4 • 9 • 7 

Ahora supóngase que la relaci6n borrosa §, de E
1 

en E2 , dada por "el 

alumno x tiene interés en la materia y", ha sido calculada1 

§ :: l': : : : : ] 
•3 . 5 .1 • 7 

•4 .8 ,9 .6 

La unión la intersección de estas relaciones son; 

ª1 [' 
1 

; ] ª1 [: • 8 

J 
ª2 • 2 • 5 ,9 

ª2 
• 4 • 6 

JjU§ • )lR!! = 
•3 .6 • 8 • 8 •3 • 5 .1 • 7 

•4 ,9 • 7 •4 • 8 ,9 • 6 
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La un!~n de B. y § representa 1 pa1•u C!1da ulu:nr.o y c-e:i&. materif\ 1 su re
la.cionarniento máxJm:i 1 de acuerdo con alguna de las relaciones. ta in ter 
sección re¡resent1t e! mínimo. -

La l'eln;:ión ir.v-?rsa e~ sol'l.r.ie:-ite una mflnel'a de def!n~r una r.:lación b.2. 
rros:i ce.rabiando e:;. do:i!.n!.:i ·./ el coJcmiriio, pino cor, base t:r, u:ia rela
d!r. existente, 

Se p'-.led.::; se~uir :lefini<:>n(lc operacion~;; entre relacior.P.S 1.Jon·Js,1s 1 P.! 
ro par~ este eatudio la otís impor:ante será la com¡.·osició11 de relacio
ne!!, Ls.s opera~iones de unión e inter;;ección han sido men~iouaJas por 
su facilidad de def!.nlci6n y su tradición como operaciones entre conju!!. 
tos, 

2,3, Re'.:.ac!.ones dE: niv1~1. 

A:. ig·.al que co:-. los subconjur.tos borrosos estudh.dos e11 el capítulo 
anterior, con las relaciones borr:Jsns se pueden formar subconjuntos º.!'. 
dinarios de nivel. 

CuanJo se hablaba de subconjuntos de nivel para. subconjuntos borrosos 
se hacía re!'erencia al grado de pertenencia de cada elenento. Aunque en 
relaciones borr:>aas ae puede s~~Ui?' esta cori·1enci6r. 1 prefiero hablar de 
una relación de n:!.Yel como de aquella relación or:Hna!'tri que ccntlene 
aquellas pnrej!l.s je elementos que al menos tienen un relaciona.miento del 
nivel en CUt!sti6n. 

Definición, Sea !! 'Jnn relaciór. borrosa de E
1 

en E
2

, Se llama soporte 

de lu. relac16n 1 denot!ldo por S(fi) 1 al conjunto o!"dinario 

S(.!Jl•l(x,y)lµ~(x,y)>o}. 

Defir.ición. Sea~ ur.a rda.cién borrosa de E
1 

en E
2

, Se llama rP.l11ción 

ordinaria de nivel f 1 ft.[0 11], a la reh.d6n Rf d!lda por 

R¡={(x,y)lµ.!l(x ,y);;.f}. 

Obsérvese que Rf eg une. relación ordinarla. Es decir, un subconjunto 
del p!'cducto car~esiano E

1
xE2 • 

Se utilizará la relación R del segun:io ejemple de la sección anterior 
para ilustrar estas defini~iones. Se tenía 

e:ot">ncea, por ejemp!.o 1 
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¡,... 
! 

R0,6=l(•1 •m1) ,(al ,m2) ,(a2,m3) ,(•3 ,ml) ,(•3 ,m2) ,(•3 ,m3l ,(•4 ,ml) • 

laL,m 2 ),(a 4 ,m
3
l) 

Si se considera que la medida nui::jetiva de entendimiento, de las dis
tintas materias, es aceptable con un grado de al meno o .8 1 Ro.B con ti~ 
ne las parejas de alumnos y materias que lo satisfacen. 

De acuerdo ~on la definición d~ soporte de una 1•elaci6n ve111os que 1 P!. 
ra este ej amplo, 

Es decir 1 para todos los alumnos y materia~ existe, pal' JJequeiio que sea, 
algún relacionamiento. 

2.4. Composición de relaciones borrosas. 

Se pasri a d~finir la operaci6n de relaciones borrosas que interesará 
en l:i S'lCeJiv:i. L9. operaci~r. de composición 1 que se:-á la base de la a
plicación que se:- presenta, involucra en su definici6n conceptos 1116'.s d.!. 
f!ciles de visualizar que los dados hasta el momento. 

Siguiendo con los objetivos planteados desde un principio 1 se buscar& 
dar una explicaci6n intuitiva de esta d~finici6n, con el fin de que el 
lector intorprete correctamente el resultado de comJ,1oner dos relaciones 
borros'ls. 

Definición. Si !! y ~ son relaciones borl'O!las dt'! E
1 

en E
2 

y de E
2 

en E
3 

respectivamente, entonces la composición de,!! y~' denotada por§•~, es 

la relaci6n borrosa de E
1 

en E
3 

con función de membrE"sÍa 

·~·l!{x,z)=~=~2 lmrn{u~(x,y),µ!l.(y,z))} xtE1 , zu3 • 

Ex1st .. :. ::r:-:-~.'l.s maneras de definir relac:fones borrosa!'! <::>ntre E. y E
3

, 

pero la composición de reladones dará una relación basada en las rel!_ 

ciones que en ella intervienen, 

Ejem¡:lo, Sean los conjuntan E1ula 1 ,b 1), E2=la 2 ,bJ y E3 =la 3 ,b 3\, Estén 

las relaciones ~ de E1 en E
2 

y ~ de E2 en E
3 

definidas por: 

l! 
,7] 
•• 

.4] 
• 6 -12-



Según la definición de composición 1 que 11 partir de ahora se llamar& 
composición máx-m!n (f) o producto máx-m!n (esto Último cuando las re
laciones eotén repreaentndas por matrices) 1 §•.B está dada por: 

La opel'ación de matrices m!ix-m!n 1 que permite obtener la matriz de la 
cot1posiciór. 1 es a.nlÍ.loga a la multiplicnci6n usual de matrices. Ahora -
explicar~ cómo se obtuvo el elemento aei\alado (•) en la matriz del ejem 
plo anterior, -
Para obtener el elemento del primer renglón y primera columna de la ma 

triz resultante, hay que opernr máx-m!n el primer renglón de la matriz
•correspondiente a B con la primera columna de la matriz correspondien
te a §.· Esto esi 

con [':] 

Si se efectuase la operación usual de multiplicación de estos vecto
res el resultado sería: 

?ara lograr el producto máx-mín 1 bastl'l con cambiar en la operaoi6n an. 
terior (•)por m!n y(+) por máx¡ esto es1 

l .5'. 7 J [':J =máx\m!nl.5,,3} ,m!n\.1, i}l 
=m~x l· 3,. 7} 
•• 7 

Basándose en la definición de la composición, el valor de la posición 
de la matriz que se desea encontrar está dado por: 

"s·R(al •ª3 )•maxlmrnlµR(ª1 •Yl •"s(y ••3>}\ 
- - y&E2 - -

=máx\m!n {µR ( a1 ,y), "s (Y ,a3 l} \ 
YC la2, b2\ - -

(f) La definición de composición máx-m!n es la composición usual, 
más no la Única que se ha dado (ver por ejemplo la referencia bibli9_ 
gráfica 2), Aquí se empleará esta det'inición por la utilidad de la 1 
des. en que se basa, -13-



=m&xl m!n{µB ( ª1 •ª2) '"!!(ª2 •ª3 l} ,m!n{µB( •1 ,b2) '"!! (b2 •ª3 ~ \ 
•m&x(m!nl.5,.3},mrnl.7, l}} 
•máx l· 3,. 7} 
=. 7 • 

Explicaré 1 con la ayuda de la representación gráfica de la relación 1 

el significado de esta operaci6n, En grafos dirigidos, las relaciones 
!! y §. se verán: 

Lo que se he.. calculado en detalle es el relaoionamiento que existe e!l 

tre a. 1 Y a
3

• La reducción siguiente del grafo muestra los posibles pa

seo de a 1 a a.
3

: 

Si se piensa por un 111or:1.ento que a
1

, a.
2

, b
2 

y a
3 

son ciudades, y que !!. 

xisten puentes que las unen, pero r¡ue tienen cierta restricción de re-

sistencia al perno, dada por el relaciona.miento, Y si se quisiera pasar 

de a 1 a a
3 

la mayor carga posible 1 lo primero que se tendría que hacer 

sería cerl!iorar:>"" ..it: .i.a ¡.io:;ioiliJ.ud del puse. cll. el puent.e, lo cual se 

logra encontrando los relacionam1entos mínimos, Esto es 1 si se escoge 

a a 2 como intermediario 1 el paso estará'. garantizado no excediendo un 

peso de , 3. Pero si se escoge a b
2 

como intermediario el paso se puede 

hacer con .7 de peso. As! 1 el relacionamiento que exi3te entre las cil!_ 

de.des a 1 y a
3 

es de ,7 (el máximo d.:. loa pasos posibles), 

Se interpretar& la composici.Sn de relaciones como el m&ximo relacion!. 
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miento posible 1 tomando en cuenta los valores de lns relacionen invol,!:! 
eradas. 

La opcraci6n P.nt1•e matr!ces facilita l'l obtención de la r1!l!ici6n com
pu•st• (\), 

Cuando se haga la composición de una relación !i consigo miam11, la 2·e
ln:::i Sn compuesta se denotar~ por R2 , 

En gen12ral ff\.s.·n· ... ·R· -
k-veccs 

2.5. Un eJ~mplo. 

Se arli·~ará el concepto de composici6n de relaciones borrosas 11 la s~ 
lección de !írea de estudio en la carrera de actuaría. Supónguse que si::i 
consideran las siguientes áreas: 

Investigación d12 operaciones {I O) 

Finanzas (F) 

Economía (E C) 

Computaci6r:. (C) 

A'l!:iir.lstración (A) 

Seguros ( S) 

Pensiones (P) 

Matemáticas (M) 

Estas son alguno.e de las áreas de especialización que se presentan a~ 
tualmente. Para este ejemplo !Je tomar6:n Únicamt:!nte tres de ellas y un 
alumno, 

Con base en loa prerrequisitos se encontrará la relación entre mate
rian y áreas, Esto es 1 cada área está formada pol' ciertas materias 1 lla 
medas básicas. Estas materias básicas tienen ciertos prerrequisitos y -
entre mayor Sl'.!a el número de materias básicas que necesitan un prerl'e
quisito 1 mayo1· seriÍ la relación entre el prerrequisito y el área. La -
relación entre el alumno y las materias estará dada por las calificaci.2_ 
nea, 

A contir,i..i.&.:.:.i.Sr1 :ot: 1.1 .. ent.rnn las áreas, sus materias biÍsicas y lv-. J-i·,_
rrequisitos, 

(f) El lector puede comprobar que el operar manualmente máx-m!n, a.2_ 
bre todo cuando se tienen matrices grandes, resulta muy laborioso. 

En este trabr~Jc se utiliz11ron los operar.lores m!'iximo (r) y mínimo (L) 
~on que ::u~nta el lengu11Je de computaci6n APL. 

:,!l. multi¡..lica:::!.ór. 1e matri::es e:; mu;¡ ré'.::i: iie efP.ctua.r ":'n APL, ba.:t.a. 
con utilizar 'ill operador +•x 1 para efectuar el producto máx-m!n se u
tiliza el operador r 0 L.. 

?fo consideré conveniente profundizar en este tópico por considerarlo 
fuera del tema central de la tesis. 
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!.O 

Básicas 

Teor!a de juegos 

Teoría de inventarios 

Teoría de colas 

Seminario de I,0, 

Programación lineal 

¡ :::::::: estoc&eticos 

Análisis de regreai6n 

Esta.dística bayesiana 

Teoría de decisiones 

¡ Modelos dinámicos 

Contabilidad de seguros 

Legislación de seguros 

Estadística de seguros 

Prerre9ulsitos 

Estadística I ( l) 

Probabilidad I (1) 

Análisis mat, (3) 

Algebra lineal ( l) 

Estadística I (4) 

Probabilidad I ( 2) 

Estadística II (3) 

Análisis mat. (1) 

Probabilidad II (1) 

Cálculo act. II (1) 

Contabilidad ( 1) 

Seguros de vida ( 2) 

Seguros de personas ( 2) 

Cálculo act. III (1) 

Estad!stica I (1) 

El ntimero que aparece al lado de los prerrequisitos es el níimero de ma 
terias básicas que necesitan de tal materia, Por ejemplo• Estadística -
l (El) es necesaria en una materia básica de I O, en cuatro de E y en 
una de s. 

Sean los conjuntos: 

A•\alumnoa} ={a1l 

B=(ma terias} =lEl, E2 ,AM,AL, Pl, P2, CA2 ,CA3 ,SP ,SV ,e} 
c=láreas}=lr o,E,s} · 

Se podría decir que la relnci6n ,!!1 :A--tiB con función de membres!a 

µ!!
1 

(x ,y)•C(x ,y)/10 

se deberla de ''completar" con otros aspectos, por no considerar como 
algo definitivo la calificación obtenida en un curso, 

Supc'lngaee que, en t~rminos solamente de calificaciones, se tiene 

El E2 AM AL 

B1 =•l [ • B • 6 .B 

Pl 

.B 

P2 

.6 
-16-
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Observación. 
El crear un modelo de este tipo podría aubir el nivel acadi!mico, ya 

que no solamente sería orientador del alumno, aino que se podrían pe
dir niveles mínimos. 

Por eJemplo, la relación de nivel .8 ectá dada por 

R1 ={(al,El) ,(al,AL) ,(al ,Pl), (al ,AM) ,(al ,CA2), (a1,c>}, 
o. 8 

Sea 52 la relación de B a C, 11 la materia x tiene importancia en el á

rea y 11 ¡ una manera de obtener B2 puede ser la siguiente 1 

( básicas del itrea y gue necesitan x 
"13

2 
x ,y)= total de básicas del área y 

Es decir: 

l o E 

El 1/5 4/5 1/4 

E2 3/5 

AM 3/5 1/5 

AL 1/5 

Pl 1/5 2/5 

R • -2 P2 1/5 

CA2 1/4 

CA3 1/4 

SP 1/2 

sv 1/2 

1/4 

La matriz correspondiente a 1!2 • S1 es 

I O E 

4/5 1/2 J 

El alumno debería especializarse en el área de estadística, ya que e!. 
t&: m&s relacionado con ella. 

Considero que laa ideas expuestas en este ejemplo podrían ser, con un 
an&lisis más profundo, de importancia para la resolución de los proble 
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mas planteados, 

2.6. Algunas propiedades. 

En muchas aplicaciones se analizan relo.ciones de un conjunto en a! mis 
mo, Aquí utilizaré este tipo de relaciones y algunas de sus propiedade'S, 
las cuales se destacan mediante las siguientes definiciones. 

e~e;!~i~!f~~ =~a !! una relación borrosa en un conjunto E. Be dice que !! 

µB(x 1x)=l 1 para todo elemento x de E. 

Ejemplo. Sean E=\a.,b,c) y!! la relación en E definida por 

b 

. T : :] 
Claram;nte !! ea reflexiva. Obsérvese que la matriz que representa a una 
relacion borrosa reflexiva debe tener 1 1 s en toda su diagonal principal. 

e~e~!:l~!.~~~ :~a ft una relaci6n borrosa en un conjunto E. Be dice que ft 

u!!(x,;r)z:µ!!(:r 1 x) 1 para todos los elementos x y y de'E. 

Ejemplo, Sean E={a,b ,c} y R la relación en E definida por 

!!·:[.: ,3 ::] 

• 7 • 5 • 2 

Es ricil comprobar que R es simétrica. Nótese que la matriz que repre
senta a una relación bor'l'osa simétrica debe ser una matriz sim~tricai 
es decir, al intercambiar las columnas por los renglones la matriz no 
se altera. 

Definición. Sea R una relación borrosa en un conjunto E. Se dice que 
!! es transitiva si 

uR(x,z);iJmáx\m!n\µR(x,y),u!J.(y,z>}}, para todos los elementos 
- y - x,yyzdeE. 

Intuitivamente, esta definición nos dice que el relacionamiento dire,2_ 
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to entre cualc¡uier ral' de elementos del conjunto en cuestión, es mayor 
o igual que el reli1.:i.:inamiento utilizando algún intermedia1•io, 

Ejemplo, See.n E=l!\ 1 b,c 1 d} y B la relación. en E definida. por 

' . [ ; • 4 

• 6 

El lector podrá comprobar que R es transitiva 1 siguiendo la defin1ci6n. 
A continuación se hace la compr0baci6n para los elementos a )' b, 

uR( a ,b))m~xlm!n(uR(a ,y) '"R(y, b l} \ 
- Y•E - -

y•a¡ m!nlu](a,a),µ](a,b>} =m!n{o,2,1} =0,2 

y•b ¡ m!n{u](a ,b) '"](b,b l} •m!n{1,o. 6) =O, 6 

y•c ¡ m!n{u~(a ,c} 1 u~( e ,b)} =rn!n{o,q 1 1\ =O. q 

y•d ¡ m!n(u]( a ,d) '"]( d ,b l} =m!n {o .4 ,1} =O, 4 

dx\mrn{uR(a ,y) '"R(y ,b) }}=mh \o, 2 ,o. 4 ,o. 6\=o, 6<l=uR(• ,b) 
YlE - - -

En el siguiente capítulo se desarrollará unn aplicación de las re1Rcl2_ 
nea borrosas, haciendo uso de las propiedades estudiadas en esta se .. 
c c i6n. 

A continuaci6n se enuncia un lema que serií de utilidad, 

W!....l• Sea R una relación borroaa simGtrica en un conjunto E, enton .. 
ces la composición de !! consigo misma es también une. relaci6n borrosa 
eimt?trica en E. 

Demostraci6n. 

!!a:¡ que demostrar que µ~2 (x,y)=11!3, 2 (y,x), para todo!l lofl ele .. 

mentas x y y de E. 

Para todos los elementos x y y de E se tiene que 

"R' (x ,y )=mb\m!n\uR ( x ,z) '"R ( z ,y l}} 
- Z6.E - -

•m&x{m!n\uR(z,x),µR(y,z))\ (simetría de j!) 
u.E - -

=m&x\m!n\uR(y, z) '"R( z ,x l}} 
z1.E - -
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2.1'. Cierre transitivo de una relación borrosa., 

Para fundamentar la aplicación que se d~snrrollará'. en el siguiente C!, 
p!tu!.o, será necesario definir ~l cierre transitivo de una relación bo 
rrosa, Además, se Jefinirá.n nue\'OS conceptos que a.yudará'.n a Jeri'lar aI 
gunas propiedades del cierre transitivo. 

Definici6n. Considérese un conjunto finito E y una relación borrosa R 
definida en éste. Un camino de x a y en la relación ,B:, es una r-upla : 
ordenada con o sin repetición (i.e, no importa la relación de orden r¡uo 
guardan l' y la cardinalida1 de E} 

C (X 1 y }=(x=x 1 ,x2 1 • • • ,xr=y) 

donde xi es un elemento de E, i=l,, ,, 1 r 1 con la condición de que 

µB(x1 ,xi+l)>o, i=l,, •• ,r-1. 

Intuitiva.mente, esta condición asegura un relacionamiento mínimo entre 
cual1uier par de elementos del camino. l.Podr!a el lector imaginar un c~ 
mino sin conexión entre todos sus puntos? 

Definición, Sean E un conjunto, .B una relación en E y C(x,y) un cami
no en !! de x a "J tal que 

C(xty)=(x=x1 ,x 2 , ••• ,xr=y). 

Se llamará. fuerza del ca.mino C(xty) al nG.mero 

f [ e ( x , y ) ] = H ( x •x 1 , x 2 , • •• , xr •y) l 

•m!n\ "B(xl'x2) '"B(x2 ,x3)' • • • '"B(xr-1 'xrl) • 

Ejemplo. Sea E=\o. 1 ,a 2 ,a~\ y sea B lo. relación borrosa en E dada por 

.1 

Consid,rese la siguiente represento.ci6n gráfica de ~· 
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Los siguientes son caminos en !!: 

e( ª1 'ª3 )=( ª1 1 ª2 1 ª3) 

C(a2 'ª3 )=(a2 16 3 ' 8 1 1ª1 'ª3)' 

La cu!Í.druple (11 1 ,a2 ,a1 ,a
3

) no es un camino en !!i ya que 1J!!(a
2

,a 1 )=0, 

Por r)tra parte se tiene que 

i[C(a 1 ,a 1 ))=i[ (u 1 ,a 3 ,a1 )J 

•m!n\µ.!l(ª1••3l ,µ.!l(ª3•ª1l) 

=m!n\.3,.7) 

•. 3. 

Se denotar!Í. por e(x,y) al conjunto que contenga todos los ce.minos P.Q. 
sibles de x a y en una relaci6n dada, 

Dertnici6n. El camino m!Ís fuerte de x a y, denotado por c•(x,y), .!. 
quel elemento de e(x,y) que tenga fuerza m&xima. Es decir, 

l[C•(x ,y)]=m&x ll[c(x,y)J}. 
C(x,ylc,(x,y) 

La longit.ud di:' 11~ cRmino e~t!Í. da.da por el ni1mero de elementos que CO!!, 
tiene, menos 1. 

Teorema 1. Sea R una relaci6n en un conjunto E, se tiene entonces que 
para todos los eÍernentos x y y de E 

donde C~(x,y} es el camino más fuerte de X a y de longitud k, 

Demostración, 

l[c;(x,y)]= m&x lHck(x,y)J} 
Ck\X,y)~'(x,y) 
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= m&x l.e[(x=x1 ,x2 , ••• ,xk,xk+l=y)l} 
ck(x,y)~'(x,y) 

• máx {m!n\µR(x,x 2) ,µR(x 2 ,x 3),,,, ,µR('k,yl)\ .•• ,,(1) 
ck(x,y)<l:(x,y) - - -

por ot1·a. parte 1 pu.ro. todos los elementos x y 'J de E 

"¡¡" (x ,y)= mh\m! n\µn!<-1( x, zk) , "R ( zk ,y>\} 
zkt.E - -

donde 

entonces 

Si se sigue el desarrollo que se hizo en (2) para IJBk-2 y todas las r~ 

laciones que !leun alguna composición de B• se tiene que 

"Rk(x,y)= máxlmrnl mb lmrnl máx lm!nl ... lmrnlmáx l 
- zkCE z.k-l&E z.k-2&~ z2&E 

"!l( x ,z2) '"!l( z2 ,z3 >}} '"!l( z3 ,z4 >\}'''' '"!l ( zk ,zk-1) 

'"!l(zk,yl)) 

esta última expresión es una forma alternativa de escribir la expresión 
( 1). 

Q.E,D. 

Hay que recordar que Rk da el máximo relacionamiento posible utilizan 
do k-1 intermediarios. -La longitud de un camino con k+l puntos (elemeñ 
tos de E) es de k; sin los extremos hay k-1 intermediarios. La fuerza
del camirio dará los pasos posibles y el camino mita fuerte dará el m4x! 
mo pu.w..' t-:..dr.: :·, 

Teorema 2. Sea ~ una relación en un conjunto E, entonces 

uª(x,y)=f[c•(x,y)}. para todos los elementos x y y de E. 

Demostra.C'Hir,. 

µ~( x ,, )=máx\"!! ( x ,y) '"!l' (x ,y),,,.) 

=máx\Hct(x ,y)] ,t[C~(x,y)] ,, • 3 (Teorema 1) 

=t[c•(x,y)], 
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~· Sea E un conjunto con n-elementos, Si k es la longitud del 
camino, en B, 1 de x a y, can k>n, entonces no todos los elementos del -
camino son Únicos, hay nl menos un circuito (cu.mino cerrado) en el ca
mino, Si se hace desaparecer este (o estos) circuito, el camino queda 
de una longitud inferior ~ igual a n~ se puede entonces afirmar que 

t[ C~(x ,y) ]<;f[ Cj,¡;n(x ,y)], 

donde f[Cj(
0

(x,y)} es la fuerza del camino, de x a;¡, rnús fuerte y de 

longitud menor o igual a n. 

Demostrac i Ón, 

m's fuerte de x a :¡ 1 en.By de longitud k, Supóngase que C~(x,y) tiene 

no entre x y y resultant~ de quitar a Ck(x,y) el circuito. Es decir, 

Entonces 

t[c~(x,y)]=m!nlµR(i1,i2),,,, '"R(it ,Xt+1) ,. , , ,µR(Xm-l'Xo) , •• 

- - .. '~!l(xk,<k+1>~ 

<mín~uR(i1 ,X2 >, ... ,ur1(Xt-1 'Xt) '"R {if ,Xm+t), .• 

- - .. • u;cxK ,xk+i >} 

=t[CJ(n(x,y)] 

<;t[cj.,n(x,y)], 

Q, E,D, 

Teorema 4, 81 ] es una relación en un conjunto E, con n elementos, e!!. 
tone es 

~=JlU]i 2 u., .UJl", 

Demostración. 

Paro. todos loll elementoa x y y de E1 

!.!] ( x ,",{) =m&x\ i.i B ( x ,~') 1 U ~2 ( x ,y' , , • , ,µ ]n\;.: ,y) ,11 ]n+l L< ,y) 1 , , .} 

=m~x\t[C!(x,y)] ,t[C~(x,y)],,,. ,![C~(x ,y)] ,t[C~+l (x,y)], 

.... \ 
=m6x\t[Ci(x,y)) ,f[C,i(x,y)) ,,,, ,t[C~(x ,y)J} (teurom• 3) 
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=mhlµ!!(x ,y) '"!!'(x ,y),. •• '"!!n(x,yl} 

=u!3,U!3, 1U ••• u~n ( x ,y) 

Q.E.D. 

Teorema 5. Eea B. una relación bon•osn en un conjuntr:: E, entonces]. 
una relación b-'.>rrosa transiti•rn en E, 

Demostración. 

Hay que demost1·ar que para todos los elementos x ,y y z de E 

JJR{x 1 z))r.;áx\m!r.\1.1R(x 1 y} 1 ¡,¡¡¡(y 1 z))} 1 o equivalentemente !Pe.~. 
- ::€.E - .... 

B1 =B·B=R 2UB 3U 0 
•• 

C!!U!!'U •.. 

=ii 
q. E,D. 

Ahora se pasa a estudiar una aplicación de las relaciones borrosas, 
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III, APLICACIOI!, 

3,1. Intl'oducción. 

En este capítulo se desarrollar!\ una metodología, basada tanto on re
lacione¡¡ borrost>.s como en relaciones ordinarias 1 para realizar claaifi 
caciones de elementos de un conjunto dado, Debido a que muchas veces -: 
las cnro.cter!sticns que permiten la clasificación de objetos son subje 
ti vas 1 es ~til el concepto de relaci6n borrosa para dicho propósito, -

Existen varios artículos sobre el tema, algunos de los cuales son cita 
dos en el apéndice II y en la bibliografía 1 pero aqu.t' se desarrollar& -
un m~todo sumamente flicil de comprender y aplicar, 
Este método utiliza el concepto de relación borrosa para definir la si 

militud subjetiva entre objetos, pero debido a que en muy pocas ocasio
nes la similitud inicial da toda la información necesaria, se define Ü 
na relación n-~sima. con base en la composición de la relación inicial:
La relación resultante permitir& medir el m&ximo relacio"na:niento posi
blP. entre los objetos a clasificar, Haciendo uso de la relación n-Gsima 
se define una relación ordinaria de equivalencia en el conjunto dado 1 

lA. cual induce una partición en él¡ las clanes de equivalencia son los 
patrones de clasificación. 

3.2. Fundamenta.ci6n del método, 

Considéreae un conjunto finito E y sup6ngase que se quiere clasificar 
los elementos de E en patrones. Los patrones jeber!'tn contener aquellos 
elementos que tengnn un nivel de similitud d•tdo, el cual no se dará con 
elementos de otros patrones, 
La similitud subjetiva que se nsocie a cada par de elementos de E est!. 

r' dada por la relación borrosi). !!i • Supóngase que esta relación satisf!_ 
ce las siguientes propiedades: 

µ!!¡ ( x ,x) =l 1 para todo elemento x de E. 

uB
1 

(x,y)=µ!!l (y,x), para todos los elementos x y y de E. 

La primera de estas pl'opiedades es la de reflexividad; indica que el 
grado de similitud de todo elemento con él mismo es perfecto, 

La segunda es la propiedad de simetría 1 que indica que el grado de a! 
militud de un elemento x con otro y, es el mismo que el del elemento y 
con x. Es decir, la 13imilitud no depende del orden de comparación. 
Estas dos propiedades facilitariÍn el trabajo de cla.sificación y, al -

parecer, no son tan restrictivas. 

Se diré'. que R~ es la relación n-ésima borrosa. de la relación inicial 
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!!1 sl 1 

~~ =!!1. ~1 • .•.• !!1 
n-veces 

Definici6n. La relación de similitud 1!• dada por la relación borrosa 
inicial !!i 1 se define como: 

!i=Hm !l~· 
n--

Debido a que me concentraré en conjuntos finitos, la obtenciéÍn de!! B!, 
rá m~s f~cil. A aquéllos que deseen profundizar en el caso de conjuntos 
infinitos oe les recomienda ver la primera referencia en la bibliogra
fía, 

Teorema 6, Sen R una relación borrosa reflexiva en un conjunto E que 
contenga N elcme'ótos; entonces existe k(U tal que 

B'!!i'!!l'·. ·'!!k=!!k+l 1 

donde 
!!,1 '!!.j si, y solamente si 1 µ!!i(x,y)Cµ!!J(x,y), para todos los 

elementos x y y de E. 

Demostración. 

i) Primero demostraré que !!"<!!n+l, para todo número natural n. 

µRn+l{x,y)=máx{m!n\µnn(x,z) ,uR(z 1 y}}l 1 para todos los eleme!!. 
- u.E .... - toa x y y de E. 

=máx{ m!n{u!ln (x, z1 ) '"!!( z1 ,y)},,,, ,m!n\ u!!n( x,zN), 

u!l( "N ,y)n 

sin p~rdida de generalidad se puede suponer que z1 =y, entonces 

uRn+l(x 1 y)=mtíx\mrn\uRn(x 1 y) ,uR{y,y)\ 1 , •• ,m!n{uRn(x,zN), 

- . - - u;(zll,y)}} 

=máx{rn!n \ "!!" ( x,y), 1) •... ,m!n \u!ln ( x ''N) '"!! ( • 11 ,y)}} 

=mñx \µR11 l x ,y) ,in!n\uRn { x ,z 2 ) ,µR( z2 ,y)} 1 ••• ,m!nl 

- - ~!ln(x,zN)'"!!''11•Y>H 
~U!ln (X ,y) 

Q, E.D. 

ii) Voy a demostrar que B,N=!!ll+l ¡ cato aseguraría que 1 cuando mtts, a 
partir de N se tiene la periodicidad, 

Se tiene que demostrar que uRN(x,y)=uRN+l(x,y), para todos los eleme,!! 

- - tos x y y de E. 
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Por la primera parte del teorema se tiene que para todos los elementos 
X y y de E 

"]!N (X ,y )<;"]!11+1 (x ,y)' 

o cquivolentemcntc, erc;(x,y)}<;![cn+1(x,y)}. 

Empleando la notación que se utiliza para caminos en una relación, lo 
que se tiene que demostrar es que para todos los elementos x y y de E 

erc;(x,y)J=e[c~. 1 (x,y)J, 

supóngase que existen elementos i y en E tales que 

esto implicaría que 

f[ C~tl ( i ,y)}>! [e~ ( X,y)}, para todo t<ll, 

lo que contradice lo demostrado en el teorema 3, Por lo tanto no exis
ten tales elementos en E. 

q,E.D. 

Este teorema e.segura que en un conjunto de N elementos 1 como má'.ximo en 
N composii:iiones se tendr& la relación l!mite R. Ademé.a 1 permite asegu
rar que para una relación tal, el cierre tro.nSitivo coincide con !!k• 
donde k es el período. 

Este dltimo resultado se tiene debido a que 

~=]!~]!'U ••• U ]!k 

y como !!ic¡;~i+l, entonces 

m&x{ "!!( x ,y), µ!! 1 ( x ,y),,,. 1 1J!!k (x ,y l} =IJ!!k( x ,y) 1 para cualquier 

par de elementos x y y de E, 

Lo anter:ior permite concluir que la relación límite ea tro.nsitiva. 

La relación límite dará ln similitud máxima posible entre cualquier -
par de elementos, Es decir, no solamente se considerar& la similitud di 
recta dada subjetivamente, sino que también se considerar& la similitud 
indirecta, 

Bast\ndome en la. rcla.ción R, en E 1 que se ha definido anteriormente, se 
introducirá'. en la siguienté definición una relación ordinaria en E. 

Definici6n, La relación ordinaria de similitud de nivel t, f.&(0 1 11 1 d.!!,. 
notada por Rf. 1 se define por 

Re•{(x ,y) l"!l(x ,ylH}. 

Con base en esta relación ordinaria se encontrar4n loe patrones de el!. 
sificaciSn para los elementos de E. 

Teore111a 7, Rles una relación de equivalencia en E. 
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DemostraciSn. 

Hn:t i::i,ue demostrar que Ri es una l'<~lación reflexiva. Esto es, para t; 0 .. 

do elemento x d~ E se debe tener :t,ue (x ,xh.Rl, 

l•µR (x,x).;µR(x,x)O 
-1 -

(reflexividad de ~l y teol'ema 6), 

entoi:ices µ~{x,x}=l, para todo elemento x de E 1 

de lo anterior µ~( x ,x ))f, para cualquier h.[ O 1 1}, 

pol' lo tanto {x 1 :<)f.Rf., ¡;ttr!l todo elemento.'< de E, 

También se. debe demostt·e..r que Ft
2 

es una. relación s.imétt•ica, Es decil", 

paru. todos los elementos x y y de E se debe tener que (xs}e.Rf implica 

que (y,x)t.Rt. 

Por el lema 1 se tiene que 

µ~(xiy)=u!!{y,x}, para todos los eleruentos x y y de E, ya c¡ue 

~l es una relación sim~trica y !! es ccmposición de ~ata, 

Entonces si (x,y)t.R
2 

se tiene que µ~(x 1 y);.f. 1 IJ~(y,x);Jt 

por lo tanto (y,x)&.Rf. 

Pot' Últifllo hay q\le demostrar que la relación Re_ es tra.nsitlvl\, Esto ea, 

para todos lof: elemento!.! x ,y ·y z de E se debe tener que (x ,y )~Ri y 

(y,z)~Ri implica que (x,z)~R 1 , 

Para todos los elementos x ,y y z de E se tiene c¡ue si 

como !! es el cierre transitivo de B, 11 es una relación transitiva 

si t=y se tiene que µ~(x,z))JJ~(x,y);o-L o bien, JJ~(x 1 z)>u!!{y,z))f. 

Por lo tanto JJ~(x,z};;at, cont:luyendo que (x,z}"Rf' 

Q.E.D. 

Se ha obtenido una relación de equivalencia en E a pa.rtir de la rela
~~!;: ·ovrroaa da.da subjetiva.mente. Utilizo.r~ la partición que induce e! 
te. relación para clasificar los elementos de E. 

Antes de l?"jenipllfica.r el resultada, ea import'lnte mencionar lo siguie!!. 
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te1 
1) No debe de sorprender que la relación que finalmente per:nitirti la 

claoificación, sea. una relación ordinaria ( Lpuede el lector imaginarse 
una clasificación borrosa?). Sin embargo, como se apreciar~ en el ejem 
plo, la relación borrosa permite tener una so:imejanza mti:s 1.1.pegada a la_ 
realidad en muchas si tuacionea, 

2) En esta aplicación se debe observar 111 importancia que tienen las 
relaciones ordinarias de nivel, las cuales pueden ser considera.das co
mo el punto medio entre las relaciones ordinat-ins y borJ'OGao. 

Es importante mencionar que 2. debe ser escogida por el investigador, 
de acuerdo a lo estricta que desee hacer su clasificacHin. En efecto, 
si f)µ, entonces la partición que induce R2. refina la correspondiente 
de Ru, ya que 

si (x 1 y)1.R 21 entonces "'B(x 1 y))f)i.i 1 de modo que {x,y}•Rµ' 

Ejemplo. Sea E=lx1 ,x 21 x 31 x41 x
5

} y Bi la relación borrosa dada por 

•1 •2 •3 X4 •5 

l 
.8 .1 

'] •2 • 8 • 4 ,9 

!!1= •3 o • 4 o 

X4 , l • 5 

•5 • 2 ,9 • 5 1 

Gráficat:1ente 1 la relación borrosa puede representarse por el diagra
ma1 

nótese que, como los grafos son sim~tricos, no se necesita indicar la 
dirección en sus a.reos. 

La siguiente tabla muestra la relación borrosa B=Bi (aquí se tiene Bl 
·.!J~)' 
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xl x2 X3 X4 X5 

l 
• 6 • 4 • 5 

'] x2 .a • 4 • 5 ,9 

!! = x
3 

, 4 • 4 • 4 • 4 

x4 • 5 • 5 • 4 • 5 

X5 .8 ,9 • 4 • 5 l 

Gráficamente, !! aparecería. como sigue 

A continuación se muestran las particiones correspondientes, para al
gunos valores de f. 

+) f=0.3 

(x,y)&.R 0 ,
3 

ai, y solamente si, µ!!(x 1 y))0,3 

[x 1 J=l;¡•¡;I "!!(x 1 ,¡-)~s.3) 

"!!(x 1 ,x 2 )=0 .B>o. 3, entonces x2&[xl] 

"!!(x1 ,x 3 )=o.4>0.3, entonces x
3
&(x 1 J 

u!l(x 1 ,x4 )=O. 5)0. 3, entonces X4•(x 1 J 

µ!l(x 1 ,x
5

)=0.8)0.J, entonces x
5
•[x 1 ], 

por lo tanto [ x 1 ] ={ x 1 ,x 2 ,x 3 
,x 4 ,x 5

} =E 
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Como [x1 J•[x 2 J•[x 3J=[x4l=[x 5J, ln partición que induce R
0

,
3 

es E , 

de modo que aquí ln clasificación no resultó ser tal (todos loa eleme!!. 

tos están en la misma clase), 

+) !=0,45 

u!!Cx 1 ,x 2 )=0,8~ 0,115, entonces <2•[x1l 

u!!Cx1 ,x 3 )=o,4< o.45, entonces x34[x 1 l 

u!!(x 1 ,x 4 J=0,5) o.45, entonces x4t.[ x1 ] 

u!!(xl'x 5 )=0.8) o.45, entonces •5•[xl]' 

entonces [x1 l=lx 1 ,x 21 x4,x 5\ [x 31=lx 3\, 

por lo que la partición es l \x 1 ,x 2 ,x 4 ,x 5
} ,\ x

3
\ \ l 

en esta clasificación al menos ya el elemento x
3 

ha sido separado de 

los dem&'s. 

+) t=o. 65 

U!! (x l ,x2 ) =O, 8)0, 65, entonces <2•[xl] 

U!!( x1 ,x 3 )=O, 4<o, 65, entonces •3f[•1l 

UJ!(x 1 .X4 )=O. 5<0. 65, entonces •4f [ <1 l 

uJ!(xl ,x 5 ) =O, 8)0, 65, entonces •5•[x1l • 

entonces fx¡1=lxl,x2,x5\, 

u!!(x 3 ,x 4 )=0,5<0.65, entonce• x4.[x 3], 

por lo que ln partición es { l• 1 ,x 2 .x 5\ ,lx~ •l x4}} • 

3,3, Un eJemplo, 

Supéngase que un departamento de ciertn cnmpa.i'\!n contiene 16 empleados 
y quiere hacer grupos de trabajo de acuerdo con la compatibilidad de ca 
r&cter de ellos. -

Supóngase adem&s que el relaclonnmiento que hay entre los empleados ha 
sido medido mediante los estudios psicolélgicos cu;,os resultados se dan 
en la te.bla l. 
Si la psicóloga ha determinado que un nivel de compatibilidad de o.8 

ea suficiente para obtener buenos resultados, lo que se tiene que hacer 
para formar los grupos es encontrar la partición que induce ªo.a· 
Calculando primero !3_=B,6 (ver tabla 2), se tiene que: 

[lJ={l,13), yn que u!!(l,l)•l)0,8 
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De la miamn. forma se tiene que 

[2]=(2,5,7,11,14} [ 10] =[ 4] 

[ 3] =(3\ [11]=[2] 

[4]={4,9,10,12,15} [ 12] =[ 4 J 

[ 5 ]=[ 2] [ 13] =[ l] 

[6]=(6,8,16} [ 14] =[ 2] 

[ 71=[2 J [ 15] =[ 4 J 

r 8 J=r 6 J r 16J =r 6 J 

[ 9] =[ 4 J 

Por lo que se tendrían los grupoa de trabajo l1 1 13} 1 {2,5 17,11,14} • 
{31, l4,9,10,12,15} y (6,8,16}. 

Es importante hacer notar, que aquí no se ha prestado atención al nú
mero de empleados que hay en cada grupo de trabajo, Seguramente en un 
caso real este detalle sería de gran importancia. 

10 11 12 13 14 15 16 

• 4 

• 8 

• 5 • 2 .2 

,8 • 4 

• 4 .2 • 2 • 5 • 8 

• 4 . 8 • 4 • 2 • 4 

10 .2 .2 .2 .2 

11 • 5 • 2 .2 • 8 • 4 • 2 

12 .2 • 8 ,11 ,8 

13 • 8 • 2 .4 • 4 .4 

14 .8 • 2 • 4 • 8 .2 • 2 • 6 

15 • 4 • 8 • 2 • 2 .2 .2 1 

16 • 6 .2 .2 • 8 .4 • 4 .2 

Tabla l. 
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1 9 10 11 12 13 14 15 16 

• 4 

,4 • 4 

• 5 ,l¡ • 4 

.4 • 8 • 4 .4 

,6 • 4 • 4 • 5 • 4 

.4 • 8 .4 .4 • 8 .4 

.6 • 4 • 4 • 5 • 4 • 6 .4 

• 5 • 4 • 4 .8 • 4 • 5 . 4 .5 

10 • 5 • 4 • 4 .8 • 4 • 5 • 4 • 5 • 8 

ll • 4 • 8 • 4 • 4 . e • 4 • 8 .4 .4 . 4 

12 • 5 • 4 • 4 . 8 • 4 • 5 • 4 • 5 ,8 • 8 .4 

13 ,8 • 4 • 4 • 5 • 4 .6 • 4 • 6 • 5 • 5 • 4 • 5 

14 • 4 • 8 • 4 .4 .8 • 4 • 8 • 4 • 4 • 4 • B .4 .4 

15 • 5 • 4 • 4 • B • 4 • 5 • 4 .5 • 8 • 8 • 4 .8 • 5 • 4 

16 .6 • 4 • 4 • 5 • 4 .a • 4 • 8 • 5 • 5 .4 • 5 • 6 • 4 • 5 

T11bla 2. 
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APENDICE I, 

Relaciones binarias ordinarias. 

Definición, Sean A y B dos conjuntos. Se llama product11 cartesiano de 
A".! B al conjunto de pareja:> (x,y) tales q_ue x1.A y ya.B, El producto car. 
tesiano de A y B se denota por AxB, Es decir, 

AxB=((x,y)luA y y<B}. 

Ejemplo o, 
1) Sean A=ll,2 1 3} y B=\a ,b 1 c\ dos conjuntos, entonces 

AY.B=l(1,a) ,(l,b) ,(1,c) ,(2,a) ,(2,b) ,(2 ,e) ,(3,a) ,(3,b) ,(3,cl}. 

2) Sean A=B=fl 1 entonces AxB=RxR=fl 2 es el plano cartesiano. 

Definición. Sean A y D dos conjuntos, Una relación R de A en B es un 
subconjunto de AxB. 

Ejemplos, 
1) Sean A=ll,2,3} y B=\a 1b 1 c\ dos conjuntos. Las aubcon.1untos R1 y R

21 
dados a continuac!ór., son relaciones de A en B. 

R
1 

= { ( 1, a) , ( 2 , a) , ( 3 , b ) } 

R2=l(1,a), (2 ,a) ,(3 ,a) ,(1,c) ,(2,c)}, 

2) Sea.n A=B=fl y R ln relaci6n en ~ 2 dada por 

R=\(x,x)lx.~\ • 

Observaciones, 
a) Cuando A=B se habla de una. relación en A. Este tipo de relaciones 

son muy importantes y se estudiarán mi!s detalladamente. 
b) Si un elemento (x,y) de AxB pertenece a cierta relaci!ln R• se pue

de indicar escribiendo xRy {x está en relación con y), Así, en el eJe!!! 
plo 2 Último lRl, 2R2 y 3R3, pero 1i2. 

c) En realidad la det'inición de relaciiSn dada, es la de grafo, que es 
una representaci5n de la relación. El grafo ayuda a la representacic1n 
de la relación; por ejemplo, la relación R1 del ejemplo anterior se pu~ 
de representar: 
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Se enunciartin algunas propiedadea importantes de las relaciones de un 
conj\lnto A en s! mismo. 

Definición. Sea R ur.11 :·elación en un conjunto A. Se dice que R es una 
relacilSn reflexiva si 

(x 1 x)1R 1 para to:lo elemento x de A, 

E~eM:ploJ, 
l) Sea A=li,2,3}. entonces R=((l,l),(l,2),{l,3),(2,2),(2,3),(3,3)} es 

una relación reflexiva en A. 
2) Sea R ln relación en tR dada por R=\{x,x)lX&Ul\. Res reflexiva, 

:ie~inición. Sea R una relación en un conjunto A, Se di~~ r¡ue es una 
l'elaci:::in simétrica si 

(x 1 ::)1R ir.ip:!.ii.::n (::,>:)1.R 1 para t:>dos los elementos x y de A. 

f1•;~;':~l1,2,3}, entonces R1=l(1,l)} y R 2 =({1,3),(2,2),{3,l)~ son r.!)_ 

laciones simétricas er. A. La relación R
3
=\(1 1 1) 1 (2,2) 1 (1 1 3)} no es ai

métri ca, 

2) Sea A un conjunto de individuos ;¡ R la relación en A duda por >:Ry al 1 

y solamente si 1 x y 'J tienen el mismo nombre 1 parn todos loa elementos 

:< y y de A, R es una relación simétrica. 

Definición. Sea R una relación en un conjunto A, Se dice que R es una 
i·elaci6n trannitiva si 

(x,y)&R y (y,z)&R implica (x 1 z)1R, para todos los elementos 

x ,y y z de A. 

i)e~~!º:~(l,2,3., entonces R=\(1,1),(1,2),(2,3),(1,3)} es uua relación 
transitiva en A, 

2) La relación R dada en el Último ejemplo 2 es una relación transit! 
va. 

Definición. Sea R una relación en un conjunto A. R es una relación de 
equivalencia. si: 
a.) R es reflexi •rs. 
b) R es sim~trica, 
e) Res transiti\•a, 

:ii:~~~~dA'n, Sea A un con,hinto y sead una clase de subconjuntos de A. 
Se dice que 1 es una partición de A si: 

a) A
1
1lA 2=f11, para todos los elementos A

1 
;¡ A2 de,, con A

1
.,A 2 . 

b) U A¡ =A. 
A¡&Có 

De!'inicién. Sea R una relación de equiv11lencia en :.rn conjunto A. Para 
to:lo elemento x de A, se llama clase de equivalencia de x cot1 respecto 
a R, al conjunto 
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Teorema, Sean A un conjunto y R una relacidn de equivalencia en A, Sea 
~junto que contiene todas las clases de equivalencia de los ele 
mentas de A; entonces ~ es una particidn de A, -

Demoatración. 

i) Hay que demostrar que los elementos de 1 son ajenos o iguales. 

Para todos los elementos x y ~·de A se tiene que xRy, o bien, xll:y. 

+) xRy, 

n6.[x] si, y solamente si 1 xRa 

si, solamente si, aRx (simatr!a de R) 

si, y solamente si, aRx xRy (por hipótesis) 

si, y solamente si, 

si, y solamente si, 

si, solamente si, 

As!, xRy implica que [x]=[y], 

+) xb. 

aRy (transitividad de R) 

yRa ( simetr!a de R) 

••[y]. 

Supóngaac que x~y y que existe a1A tal que n,[x] 'J a&[y]. 

at.[x] implica xRa, 

aa[y] implica yRr'I. implica aHy. 

xHa y aRy implica xRy, lo que contradice la hipótesis. 

Por t!lnto lo.a clnses de equivalencia son ajenas, 

ii) Hay que demostrar que Ufx]=A 

+) Ufx]c.A. 
xoA 

xoA 

Por definición, [x]cA, para todo elemento x de A, 

Por lo tanto, la unión de clases de equivalencia de A (subconJun 

tos de A), es un subconjunto de A, 

+l ~UfxJ. 
x•A 

Sea x•A¡ por reflexividad, xRx, entonces x&[x] y xc.U[x]. Como x 
xoA 

es cualquier elemento de A 1 resuelto que AC. U[x], 
xoA 
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APENDICE II, 

Referencias sobre aplicaciones, 

A continuación se dan algunas referencias sobre la aplicación de la te.2. 
r!a de conjuntos borrosos a la inveDtigación de operaciones, 

Asni, K,, Tanaka 1 H. y Okuda, T. (1975), Decision-making nnd ita goal 

in a fuzzy environment. En "Fuzzy Sets and Their Applications to Cogni

tive and Decision Proceases" (L, A. Zadeh, K, S. Fu, K. Tanaka, and M. 

Sh.tmura, eds. ), pp. 257-277• Academic Presa, New York, 

Baas 1 S, M. 1 y K'ol'akernaak, H. (1977), Rating nnd ranking ot' multiple-a!. 

pecta nlternatives using fuzzy sets. Automatica 13, 45-78, 

Bellman 1 R, E. y Zadeh, L. A. (1970), Decision-making in a fuzzy envi

ronment. Mana.ge. Sel. 17, llo. 4, B141-Bl64. 

Blin, J, M. (1974). Fuzzy reletions in group r.ecision theory, J, Cybern. 

3, Na. 2, 17-22. 

Blin 1 J, M. y Whinston, A. B. {1973), Fuzz;r sets nnd social choice, J, 

Cybern. 3, No. 4, 28-36. 

Dorr!s 1 A. L, y SadosY.y, T. t. {1973), A ruzzy sct-theoretic nppro11ch 

to decision-making. llat, Meet. ORSA, 44th, San Diego, Calif, 

Dubci::, D. '.f P!''l.1<'!, :r. (1978n). Algorithmes de plus courts chemins pour 

traiter des donées floues. RAIRO Oper, Res. 12, No. 2 1 213-227. 

Jain, R. (1976). Decision-making in the prcsence of fuzzy variables, 

IEEE Trnnn. Syst, , Man Cybern, 6 1 No. 10, 698-703 • 

Uegoita, C, v. {1976), Fu~zines in management. ORSA/TIMS, Miami. 

!!"ll'01t!>. 1 c. V., Minaiu, s. y Stan, E. (1976). On considering imprecision 

in dynamic linear programming, Econ, Comput. Econ. Cybern. Stud. Res. No. 
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3, 83-96. 

Negoite. 1 C, V. y Ralescu, D-. A. (1977), On fuzzy optimization, Kybern!_ 

tes 6, !fo, 3, 193-196, 

Rosenteld, A, (1975), Fuzzy graphs, En "Fuzzy Sets and Their Applica

tiona to Cognitive and Decision Processes" (L, A. Zader. 1 K. s. Fu, K. -

Tanaka, and M, Bhimura, eds. ), pp 77 ... 95, Academic Presa, New York, 

Yager, R, n. (1978). Fuzzy decision-making including unequal obJectives, 

Int. J, Fuzzy Sets S:1st, 1 1 No, 2, 87 ... 95, 

Zimmermann, H. J, (1978), Fuizy programming and LP with several obJectl 

ve functions, Int. J, Fuzzy Sets Syst. 1, No. 1, 45 ... 55, 
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