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l. INTRODUCC ION 

Una de las funciones del Banco de México es satisfacer la demanda de b.i 

llete en la República Mexicana. Con este objetivo, el Banco fabrica, distri

buye, recolecta y destruye billete en el pafs, cuidando mantener niveles y C! 

lidades adecuados de piezas de billete en circulación. 

Es fundamental para la realización de esta función tener estimaciones -

del número de piezas que será necesario emitir para poder fabricarlas de ant! 

mano; este número depende, entre otros factores, de la duraci6n del billete -

que está en un momento dado en circulación, pues a una duración pequena corre1 

pande una emisión mayor y viceversa, de aquf la necesidad de conocer tambit!n 

la duración del billete. 

La durabilidad del billete en circulaci6n es funci6n de las caracterfs

ticas flsicas del billete, de la velocidad de circulac16n de éste, del manejo 

a que lo somete el público, de las caracterfsticas de la regi6n donde circula, 

etc. El fabricar un billete de larga duraci6n es poco costeable, por lo que 

es necesario obtener un equilibrio entre los costos de producirlo y su dura

ción en circulaci6n. Los cambios tecnol6gicos presentan diversas opciones P! 

ra los materiales que constituyen a un billete, por lo que es importante eva

luar frecuentemente la durabilidad de billetes hechos con distintos materia

l es o con técnicas diversas. 

El objetivo de este estudio es proponer metodologfas para estimar la v_i 

da útil de un billete en circulac16n. Por considerarse apropiado, se ha sep! 

rado el estudio en dos partes. En la primera se investigan metodolog!as de -
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estimaci6n directa de la duraci6n de un billete empleadas en otros pafses y 

su adecuaci6n para México. Además, se desarrolla una metodologfa original -

basada en muestreos. Estos métodos se utilizan para evaluar la conveniencia 

de efectuar cambios en los insumos que constituyen a un billete. 

En la segunda parte se propone y prueba una metodologfa matem~tfca de 

estimac16n con aplicaciones en la planeaci6n de la emisi6n y fabrfcaci6n del 

billete. 

En el transcurso de este estudio se identifican otros temas de interés 

que serla apropiado analizar en el mediano plazo. Estos temas se sumariun 

en el cuarto capitulo de esta tesis. Se termina puntualizando las principa

les conclusiones. 
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2. METODOl.OGIA DE ESTIMACION DIRECTA 

2.1 Introducci6n 

Como ya se mencion6, es muy importante tener estimaciones de la durabi

lidad de un billete en circulaci6n. Estas estimaciones pueden llevarse a ca

bo en forma directa mediante pruebas de laboratorio o de campo, o indirecta-

mente a partir de métodos matem4tico-estadfsticos. 

Dado que en el laboratorio es imposible simular todas las situaciones a 

las que se enfrenta un bfllete en circulaci6n, la mejor metodologfa de estim! 

c16n directa la constituyen las pruebas de campo, 

En este capitulo se expondrá, en forma general, como se estima la dura

bilidad de un billete a través de pruebas de campo. Estas pruebas dependen -

de la organizaci6n particular del sistema de emisi6n del pafs donde se efec

túan - como se verá en los casos de Holanda y Canadá -, pero es posible corr 

ceptualizar un modelo común de estimac16n. 

Por último, se indicará como deberfan implantarse metodologfas de esti

maci6n directa en México. 

2.2 Metodologll 

Para los prop6sitos de este documento, la metodologfa de estimaci6n di

recta se puede conceptualizar de la siguiente forma, a saber: Un banco -

- normalmente el central - emite un lote de billete nuevo marcado (n) a tr! 

vés del propio banco o de otras instituciones intermedias. Como el patr6n de 
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las necesidades de billete en c1rculaci6n tienen estacionalidades y debido a 

que existe un cierto número de billete que se deteriora, hay excedentes de bj_ 

llete usado, compuesto por billete apto y por no apto para circular, que son 

recolectados tiempo después por el banco. El billete deteriorado es destrui

do, y el billete apto pasa a formar parte del inventario correspondiente para 

ser re-emitido con posterioridad. Además, existe una cantidad de billete que 

por diversas causas nunca es recuperado por el banco (ingresa a colecciones -

numismáticas, se destruye, etc,). A este billete se le denomina irrecupera--

ble. 

Esta descripc16n se presenta esquemáticamente en la Figura l. 
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Aunque los flujos de billete descritos podrfan modelarse en forma con

tinua, por prop6sitos operativos y contables es conveniente dlscretlzar el -

tiempo en unidades como dlas, semanas, etc. Ademh, es normal que existan -

polltlcas de re-emisión de billete usado de tal forma que un lote de billete 

usado no deba permanecer en inventarlo m.ls de un cierto número de periodos. 

Para modelar el esquema se utilizar.In las siguientes variables: 

Número total de bfl letes nuevos marcados emitidos por el banco al ini 

clo del experimento. 

v(t) Billetes no aptos marcados retirados por el banco en el periodo t. 

w(t) Suma acumulada de estos billetes hasta un tiempo t. 

s(t) Billetes usados marcados, aptos para circular, recogidos por el ban

co en el periodo t. 

p{t) Billetes aptos marcados en el inventarlo al final del periodo t. 

c(t) Billetes del lote sujeto a experimento en clrculacf6n al final del -

periodo t. 

1) 

Billete marcado 1 rrecuperable. 

Número de periodos que permanece el billete apto en inventario. 

Con estas variables es posible formular las ecuaciones siguientes: 

w(t) 
t 
l v(.l) 

.i.=l 

La cual se obtiene por deflnfciOn. 

2) w(t) + p(t) + c(t) = n - < 
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En palabras, en todo tiempo el número total de billetes nuevos marcados 

menos los billetes irrecuperables son iguales a la suma de los billetes dete

r1orados, mSs los billetes aptos que estan en 1nventar1o, mis los que est!n -

en c1rculac16n. 

k-1 
3) p(t) • s(t) + s(t-1) + ... + s(t-k+l) • í. s(t+.l-k+l) 

.<.=o 

Esta ecuac16n resulta del hecho de que el b1llete usado apto para cir

cular, solamente se mantiene k periodos en inventario. 

Sustituyendo las ecuaciones (1) y (3) en la ecuaci6n (2) es posible o)>_ 

tener una expresión para el número de piezas de b1llete sujetos a experimen

to en el circulante como: 

t k-1 
4) c(t) • n - / v(.l) - l s(t+.l-k+l) - e 

.l•l .l•o 

2.3 Hetodologf1 Empleada en Holanda 

Holanda es un pafs relativamente pequeno en extens16n territorial lo -

que posibilita que tenga controles cas1 absolutos sobre el billete en circul! 

ci6n. En el sistema de em1si6n de este pafs, cada billete es registrado en -

medios magnéticos y se hace un segu1m1ento por pieza de los flujos de cada uno 

de ellos. Esto permite conocer a la perfecc16n toda la información necesaria 

para el modelo descrito en la secc16n anterior. El número de periodos en que 

permanece el billete usado, apto para circular, en inventarlo es de 2 semanas¡ 

entonces, la Ec. (3) para este pafs se puede expresar como: 

5) p(t) • s(t) + s(t-1) 
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Para estimar la vida media de un lote de billete en c1rculaci6n [l], -

se emite un lote n de b111ete marcado y durante un periodo relativamente la.r. 

go de tiempo T, se analizan todas las variables de interés. La parte de bi

llete que se destruye en un periodo es simplemente la diferencia observada • 

entre dos valores consecutivos de c(t); la vida de cada billete que se des-

truye se determina como el periodo de tiempo que duró en circulación. Por -

lo tanto, la vida media para un lote de billete se calcula como: 

6) 

T 
í c(t) 

VM=~ 
n·c 

Donde c(o) = n-c, 

T r [c(t-1) - c(t)] • t 

VM = t=l n - e 

se obtiene al final del perfodo T y c(T)=o, Dadas 

las caracterlst1cas de Holanda, bastar~ escoger un periodo T suficientemente 

amplio para que el valor de t sea poco significativo. 

2.4 Metodologta Empleada en Canad4 

Canadá es un pa!s ·extremadamente extenso por lo que existen agencias -

del banco central canadiense en las distintas' zonas de importancia económica 

del pals. Estas agencias son prkticamente autónomas en aquellos procesos -

relacionados con la emisi6n de billete, y un experimento diseftado para medir 

la vida en circulación de un lote de billete presenta caractertsticas sui g! 

'neris. En primer lugar, un billete emitido por una agencia no necesariamen

te regresar~ a ésta pues puede ser captado por otras para ser destrufdo; por 

esto, el valor de e puede ser relativamente grande a pesar de seleccionar un 

periodo amplio de tiempo T. En segundo, no existe un control absoluto sobre 

los flujos de billete como el holandés y no se tiene control sobre cada pie-
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za individual de billete, no pudiéndose llevar además un registro de las pi~ 

zas de billete que se re-emiten. 

Un experimento para medir la vida media del billete en circulación en 

Canadá se reporta en [2]. Un lote de billete n se marca y se pone en ci rcu

lación. Durante un período de tiempo se capta información de la variable -

v(t) que corresponde a aquellos billetes marcados que se destruyen. Si se 

observa esta variable se notará un comportamiento como el de la figura si

guiente: 

No. de Billetes 

t 

FIGURA 2 

en palabras, existe un periodo t1 en donde se observa un namero creciente de 

billete marcados que regresan para destrucción; este número decrecer! hasta 

llegar a un tiempo T donde el regreso de estos billetes es mfnimo. A partir 

de la informaci6n sobre v(t) se puede estimar la vida media del billete como: 
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7) VM • f vl_tJ~ t 
t~l ---wrn-

Es importante mencionar que ésta es solamente una estimación, pues en 

los experimentos realizados sólo regresan en total el 36% de los billete em.!_ 

tidos y no se torna en cuenta el efecto de mantener billete usado en inventa

rio pues se considera despreciable, 

2.5 Metodologla Propuesta para México 

Una metodologla de estimación directa de la vida media para México de

be considerar lo siguiente: 

a) Las caracter!sticas del sistema de emisión mexicano, 

b) La diversidad de condiciones climatológicas, de costumbres y econó
micas que se observan en el pafs, las cuales tienen efectos sobre -
la duración del billete. 

c) Los volúmenes de billete que circulan en México, que son muy supe
riores a los de Holanda. 

A continuación se detallará cada uno de estos temas. 

Esquemáticamente, el sistema de emisión de billete en México se presen 

ta en la Figura 3. El Banco de México provee de billetes a sus 10 sucursa-

les(•) establecidas en el pafs; éstas a su vez lo distribuyen, en sus plazas, 

(*) Para propósitos de este documento se considera a la Oficina Centro co
mo una sucursal del Banco de México. 



JO. 

directamente a la banca comercial, y fuera de ellas, a través de un sistema 

de corresponsales(•) dentro de su zona de jurisdicción. Por último, los co

rresponsales hacen llegar efectivo a los bancos comerciales de su plaza. 

BANCO DE 
MEXICO 

SUCURSALES BANCOS ¡--------· COMERCIALES 

CORRESPONSALES BANCOS 1--------j•• COMERCIALES 

FIGURA 3 

Las concentraciones de billete excedente y 1 as de billete deteriorado 

siguen un camino inverso a 1 descrito. 

La tendencia del Banco de f'.bico en cuanto a la distribución de efect.!. 

va, es que sus sucursales solamente provean billete nuevo y reciban billete 

para destrucción, quedando en manos de los corresponsales y la banca comer

cial la realizaci6n de los procesos de selección de billete usado y de la r~ 

(•) Existen 75 corresponsales del Banco de México en toda la República. 
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emisión de billete apto; la destrucción del billete deteriorado la harfan las 

sucursales. Actualmente, las sucursales realizan actividades de proceso de 

billete usado, distribuyen billete apto e inutilizan el billete deteriorado 

para concentrarlo al Banco de México, donde se destruye. 

Además, no se cuenta con pol!ticas consistentes y homogéneas en el si~ 

tema para el manejo de inventarios de billete usado. 

2 .5.2 ~~~~!~!~~!U!Le~!! 

Como se mencionó, en México se presentan diferentes caracter!sticasque 

Inciden sobre la durac16n y movilizaci6n del billete. Es evidente que en un 

lugar húmedo el billete tendrá una duración distinta a la de un lugar con -

clima desértico. Además, la forma como el público maneja el dinero var!aaun 

dentro de una misma zona; la durabilidad de un billete es mayor si se maneja 

en forma de fajilla a si se maneja en forma de pequenas "bolas". 

Por último, existen zonas del pa!s que son eminentemente pagadoras y -

otras que son concentradoras de tal forma que las primeras tienen neceslda-

des continuas de efectivo mientras que en las segundas se generan excedentes. 

2.5.3 ~~!Q~~!!.~!.@1!!!~! 

La Oficina Centro del Banco de México comprende una zona en la cual se 

utiliza alrededor de la mitad de todo el billete que circula en Mtlxico. Da

da la magnitud de esta circulación, no serla factible establecer para esta -

zona una metodologia como la empleada en Canadá o en Holanda. Algo simflar 

ocurre con las sucursales de Guadalajara y Monterrey. 
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2. 5 .4 ~~!2~2!2s!!~_er2e~~~!!~ 

El primer punto que debe tratarse se refiere a la implantaci6n de polf 

ticas en el proceso de billete usado y en la emisión de este billete. Debe 

asegurarse que existan estas pol!t1cas para no causar errores importantes en 

la estimaci6n de la duración del billete en circulación. Encontrar las polf 

ticas adecuadas para el pals es motivo de otro estudio. 

En segundo lugar, es importante discutir brevemente sobre las caracte

rlsticas que deberlan utilizarse para distinguir a un lote de billetes suje

to a experimentación. Estas caracter!sticas deben ser invisibles para el p.!1_ 

b11co y f3ciles de detectar. Las comúnmente empleadas son el número de se

rie, el cual es fácil de reconocer en forma manual mediante floreos, y mar-

cas magnéticas o fluorescentes que se introducen en alguna de las tintas em

pleadas en la fabricación del billete y que pueden reconocerse manual o aut.Q. 

máticamente con la ayuda de equipos no muy sofisticados. 

De acuerdo a lo indicado en las secciones anteriores, las condiciones 

del pals motivan a que sea necesario establecer diversas metodologlas de es

timación. Para esto, se han identificado tres casos especlficos que se dis

cutirán a continuación. 

2.5.4.1 Sucursal Pequefta Aislada 

Este tipo de sucursal tiene una emisión de billete relativamente pequ~ 

~o y se encuentra geográficamente aislada de otras por lo que no es ni con-

centradora ni pagadora. Para realizar un estudio de estimación directa de -

la duración de un billete en circulación en una zona de este tipo se puede 
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utilizar la metodologta empleada en Canadá y descrita al principio de este -

capitulo. 

2.5.4.2 Sucursales Concentradoras y Pagadoras. 

Como se mencion6, una sucursal concentradora recibe b111ete de otras -

zonas además de la propia, y una pagadora emite efectivo sin recibirlo post~ 

r1ormente. Antes de proponer una metodologla de estimaci6n es necesario en

contrar c6mo se relacionan estas sucursales; para ello se propone marcar bi

lletes que se emitan en sucursales pagadoras e identificarlos en las concen

tradoras correspondientes. 

Una vez realizado esto, y si la magnitud del número de piezas de bill~ 

te deteriorado que son captadas por una sucursal concentradora es relativa-

mente pequena, se puede ut11 izar la metodologla canadiense emitiendo billete 

marcado a través de las sucursales pagadoras e identificándolo por medio de 

la concentradora respectiva. 

Si el número de billetes deteriorados es relativamente alto, se puede 

usar la metodologfa que se expondrá en seguida. 

2.5.4.3 Sucursal que Maneja Vollinenes Grandes. 

Se mencion6 que en la Oficina Centro se emite y capta alrededor del -

50% del billete del pals. El utilizar una metodologfa como la empleada en 

Canadá es prácticamente imposible dados los volúmenes de piezas que habrfa 

que procesar para encontrar billetes marcados. Bajo estas condiciones, una 

metodologfa de estimaci6n directa para la zona centro u ptras zonas donde -
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se manejan volúmenes grandes de billetes tiene que basarse en muestreos del 

billete deteriorado. La teorfa estadfstica necesaria para efectuar los mue! 

treos en el caso en cuestión sera desarrollada a continuación. 

Un lote de billete marcado deteriorado es retirado de la circulación -

acompañado de billete no marcado. Como ya se mencionó, por propósitos pr&c

ticos, esto se realiza en puntos discretos del tiempo. Sea T el número de 

periodos en donde se lleva a cabo el experimento. Supóngase que en cada pe

riodo de tiempo {t=l,2, ... ,T) se retira un volumen grande de billete dete-

riorado, denotado por rt' y que en ese volumen una proporción Pt es consti-

tulda por billete marcado, denotado por vt• esto es pt= ~· Si se tomara una 

muestra de tamaño mt de ese volumen, la probabilidad de que un número xt de 

billete de esa muestra sean billetes marcados se puede calcular mediante la 

conocida distribución binomial, con media Pt mt y varianza mt Pt (1-pt)¡ ya 

que los volúmenes de billete deteriorado que se manejan en cada tiempo t son 

muy grandes - del orden de 10 5 piezas diarias - y que la muestra tomada s~ 

ria relativamente pequeña, los resultados de cada muestreo se pueden consid~ 

rar prkticamente independientes entre si. 

Ahora bien, es Ucil probar que el número de billetes marcados deteri.Q. 

radas puede ser estimado de la muestra a través de: 

,8) 
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Entonces, un estimador muestra! de la vida media del billete esU dado 

por: 

9) 
T K 

VM = (n-er1 r ..! · r • t 
t=l mt t 

donde n es el nOmero total de billete marcado emitido y t el billete Irrecu

perable. 

A diferencia de aquellas metodologfas donde no se realizan muestreos y 

se conoce con precisi6n el nOmero de piezas marcadas recuperadas al final del 

perfodo T, al llevarse a cabo el muestreo se pierde esta lnformacl6n y el V! 

lor de t no puede calcularse directamente. En otras palabras, & se convier

te en una variable aleatoria, lo cual complica el an!lisls de la expresión -

anotada en la Ecuación (9), Sin embargo, para paliar estos efectos, se pue

den realizar dos consideraciones. En la primera, se puede obtener de datos 

hist6rlcos cu!l es el porcentaje de billete irrecuperable y considerar a & 

en la Ecuación (9) como constante para valores suficientemente grandes de T. 

Entonces, y bajo el supuesto de independencia entre los muestreos, es posi

ble calcular expresiones para la media y la varianza del estimador de la Ecu! 

c16n (9) como sigue: 

10) (VM) • (n-<)"1 } Pt rt • t • (n-t)"1 f v • t 
t•l t•l t 

11) Var (VM) 



16. 

La segunda consideraci6n es la siguiente. N6tese que: 

12) E ( f ~ rt) • f vt = n-c 
t=l t t•l 

Entonces, la vida media del billete podr!a ser estimada alternativame_!l 

te a través de: 

13) 
.... 
VM = 

En la práctica se puede conocer rt y ejercer control sobre n, mt y T. 

Sin embargo, no se conoce Pt y es dudoso que el lote de billete marcado re- · 

grese en su totalidad a pesar de realizar el experimento durante un periodo 

largo T. 

De las consideraciones te6r1cas realizadas en la secci6n anterior se -

puede ver en la Ecuaci6n (11) que la varianza del estimador de la vida media 

será reducida si n es grande - contribuci6n cuadr6t1ca - o si cada mt lo 

es también. En la prktica se puede lograr lo primero con relativa facili-

dad y lo segundo dependerá de los recursos disponibles. Tambi~n se puede o)! 

servar que aquellos términos de la sumatoria con Pt relativamente pequenos -

contribuyen en menor medida a la varianza. 
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Por Oltimo, el estimador de la Ecuaci6n (13) es lo suficientemente col!! 

plejo para sugerir su an31isis a travtls de Ucnicas de simulaci6n computaci!!_ 

nal. 

2.6 Sumario 

En este capitulo se revisaron algunas metodologfas de estimaci6n de la 

duraci6n del billete y se propusieron, en forma general, métodos para reali

zar esta estimaci6n en el pafs. 

La implantaci6n de metodologfas de estimaci6n directa en Mbico no es 

una tarea Ucfl de lograr. Sin embargo, es necesario tener estimaciones de 

la duraci6n del billete pues sin ellas serla imposible planear las necesida

des de producci6n. En el siguiente capitulo se propondr4 y analizara un m~

todo de estimac16n indirecta que provee cifras "razonables" sin necesidad de 

llevar a cabo pruebas de campo. 
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3, METOOOLOGIA DE ESTIMACION INDIRECTA 

3.1 Base Te6r1ca 

Sup6ngase que un banco central solamente emite billete nuevo y recibe -

b11lete para destrucción. Sean e(t) y r(t) las cantidades de billete que se 

emiten y recuperan, respectivamente, en un tiempo dado. La expresión para el 

número de billetes en circulación en términos de estas variables es simpleme!! 

te: 

t t 
1) c(t) r e(<'.) - .í. r(l) 

.l=o -t=o 

Para propósitos de flustraci6n supóngase adem&s que todo el bfllete ti~ 

ne una duración constante d. Bajo este supuesto se tiene que:· 

2) r(t) = e(t-d), 't t > d 

o sea, la emisión en un cierto punto en el tiempo (t-d) es recuperada total-

mente d periodos después. 

J) 

4) 

t 
La expres16n r e(<'.) puede descomponerse en: 

.i.=O 

~ t-d 
). e(<'.) = r e(.l) + 

.i.=o ,i=o 

t r e(<'.) 
.l=t-d+I 

De la Ecuación (2) se tiene que: 

t-d i 
Y e(.l) • l r(l) 

.i.=o .i.=o 
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Por lo que reemplazando las Ecs. (3) y (4) en la Ec. (1) se obtiene: 

5) c( t) 
t 
¿ e(.l) 

.l=t·d+I 

Entonces, bajo los supuestos enunciados anteriormente, si se conoce el 

nivel de circulante en un tiempo dado y las emisiones realizadas de un bille-

te, y se desea conocer la duración de éste en circulación, bastar4 acumular 

en forma retrospectiva un número de emisiones que iguale al nivel observado 

del circulante. Este número es la duración del billete. 

Si se relajan las suposiciones referidas en cuanto a la forma en que el 

banco central emite y retira billete y a la duración del billete en circula· 

ción, se llega a una situación en la cual el billete emitido a un mismo tiem

po no tiene por qué ser retirado de una sola vez. De hecho, el retiro de bi· 

llete sigue una distribución como la graficada en la Fig. 2 del capitulo ant.~ 

rior. 

Sin embargo, es posible obtener estimaciones burdas de la duración de • 

un billete siguiendo el método apuntado anteriormente. Las estimaciones pue· 

don mejorarse notdblemente si se toman en cuenta otros factores como se mos-

trar~ a continuación. 

3.2 Caso Real 

En la Figura J se muestran los resultados de estimar el número de perfQ. 

dos (meses) en circulación del billete de $500, desde enero de 1982 a diciem

bre de 1984, utilizando para ello la fórmula de la Ecuación (5). Nótese las 
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varfacfones que existen entre cada uno de los periodos, la calda relativamen

te grande en la duracf6n del billete que se presenta entre los meses finales 

de 1982 y el primer semestre de 1983, y la recuperaci6n en los valores de la 

duraci6n en los periodos siguientes, 

10 

o DIC 82 DIC 83 DIC 84 
Tiempo (meaes) 

FIGURA 1 

Este comportamiento de la duracf6n del billete no es razonable. Por el 

contrario se deberla observar: 

a) Una estabilidad en la duraci6n del billete durante periodos cortos 
de tiempo, y, 

b) Un decrecimiento en esta duraci6n en periodos largos. 

De hecho si no existieran fen6menos econ6micos que aumentan la velocf-

dad de circulaci6n de una denominaci6n, se deberla observar solamente el pri

mer comportamiento. 

En el ejemplo en cuesti6n, existen otras causas, controlables y no con-
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trolables, que afectan el cálculo de la duraci6n del billete a travh de la -

ecuaci6n citada. 

En la siguiente sección se propone un método de optimización que produ

ce resultados "razonables" haciendo suposiciones simples sobre la duración -

del billete. 

3.3 Modelo de Optimización. 

El modelo de optimización propuesto para estimar la duración del bille

te en circulaci6n tiene como caracterlstica fundamental la incorporación de -

un patrón o distribuci6n del tiempo que permanece un billete en circulación. 

Además, por su propia construcción, los resultados que arroja el modelo son -

estables y decrecientes, y solamente utiliza información sobre las emisiones 

de billete nuevo realizadas y el nivel del circulante. 

En forma más detallada, sup6ngase que el nivel de circulante observado 

en un tiempo t, denotado por et' está constituido por la suma de las emisio

nes realizadas durante n perlados anteriores, incluyendo el actual. Esto es 

igual a lo expuesto en la secci6n te6rica de este capitulo; sin embargo, cada 

emisión de billete, denotada por et, es multiplicada por un factor ----

Z.t (.l=J,. • .,n) que representa la proporci6n de esa emisi6n que aOn permanece 

en circulación. En términos matematfcos este razonamiento se puede expresar 

como: 
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Además, supóngase que el proceso tiene una estabilidad tal que las pro

porciones tienen una vigencia durante un número m de periodos; o en terminas 

matemáticos: 

7) 

Nótese que o ~ z;. ~ 1 y que n se debe escoger de tal forma que sea m! 

yor a lo que se estima sea la duración del billete. 

Es importante analizar detalladamente las relaciones entre estas varia

bles para mejor entender este capitulo. 

En la Figura 2 se presentan 3 curvas; en la curva (a) se muestra el CD!!! 

portamiento de los retiros de billete, como ya ha sido expuesto en la Figura 

2 del capitulo anterior. La curva (b) es la integral de la gráfica (a) y C.Q. 

rresponde al número total de billetes retirados. La recta (c) es el número -

total de billetes emitidos al tiempo t=o. Entonces, para un tiempo dado t, -

la diferencia entre dos valores de la recta (c) y la curva (b) representa el 

nírnero de billetes que fueron emitidos en t=o y que aún permanecen en circul! 

ci6n en t. Esta diferencia se muestra en la Figura 3, para todos los perio

dos, normalizada por el núinero total de billetes emitidos. 
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• !l 
~ ... (b) ... 
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~ 
,§ 
:o (a) 

Tiempo 

FIGURA 2 

'l'i•po 

FIGURA 3 
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Ahora bien, el valor que se obtiene de la circulación en un tiempo dado 

se puede concebir como la suma de aquellas cantidades de billete, que aún se 

mantienen en circulaci6n, de emisiones realizadas en tiempos anteriores. Es 

f.lcil probar que si cada emisión se comporta como la curva de la Figura 3, -

se cumple que z1 : z2 : ... : zn. Además, bajo el supuesto de estabilidad 

en el comportamiento de los retiros de billete, esto es, que los retiros ti_!t 

nen distribuciones como la de la curva (a) - la cual puede interpretarse C.Q. 

mo una función de densidad probabil!stica denotada por g(t;e) - se cumple 

que: 

8) z . . e J - G(t;e) , .l = 1,2,. .. ,n 

donde G(t;O) corresponde a la distribuci6n acumulada de g(t;ef, y e es un corr 

junto de par!metros de la distribución. 

El sistema de ecuaciones (6), (7) y (8) por lo general no tiene solu--

ción. En casos como éste, es común tratar de suavizar las restricciones de -

tal forma que se encuentre una solución aproximada al problema. Una forma de 

lograrlo es proporcionada por la Teor!a de Optimización y en este caso concr_!t 

to se utiliza un planteamiento de minimización cuadrHica con restricciones -

no-lineales. Este planteamiento es el siguiente: 

sujeto a: 

Min 
(z;e) 

F(z¡0) 
t n 2 í (c · - í z, e1·.i+¡l 

j=t-m 1 .l=I ~ ~ 

z.¿ = 1 - G(t¡e) , .i = 1,2, .. .,n 
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En palabras, para una funci6n acumulada de probabilidad G, se busca en

contrar el valor de los parámetros e y proporciones z para los cuales la suma 

de las diferencias observadas en cada una de las ecuaciones (6) y (7) es mí

nima en un sentido cuadrático. Una vez encontrados estos valores, se puede -

calcular la vida media del billete utilizando la fórmula: 

n 
9) VM = J1 i(zn-i+I - zn-~+2) 

donde 'n+l = º· 

Para un conjunto de valores observados de emisión y circulación de bi-

llete se pueden escoger diferentes familias de distribuciones de probabilidad, 

Entre éstas se seleccionarla aquélla que proporcione el valor más pequeño de 

la función objetivo. 

Varias aplicaciones de la metodología aquí descrita se tratarán en la -

siguiente sección. 

3.4 Aplicación de la Metodología 

El método descrito en la sección anterior fue programado utilizando ru

tinas del paquete GRG2 (ver Anexo 1). Fue probado con datos realesdeemisi6n 

y circulilción de billete de varias denominaciones, usando diferentes funcio-

nes de probabilidad. Es üt il comentar brevemente sobre 1 as funciones escogi -

das. En primer lugar, se buscaron funciones parametrizables y unimodales; en 

segundo lugar, se aprovechó la experiencia que en este sentido reportan los -

canadienses en [2]; y, en tercero, de las funciones escogidas - normal, lag-
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normal y Weibull - se encontr6 que la distribuci6n normal consistentemente -

proporcionaba valores menores de la funci6n objetivo. Otro punto de interés 

es el relacionado con el tamaño de m, el número de periodos en los cuales se 

consideran estables las distribuciones de los retiros de billete. Experimen

talmente se fij6 un valor relativamente pequeño de este parámetro y fue agra!)_ 

dado cuidando que la contr1buci6n a la funci6n objetivo se mantuviera dentro 

de limites razonables - no más de 10% de diferencia entre los valores obser

vados de la circulación y los calculados a través de sustituir los valores de 

z en las ecuaciones (6) y (7) para las emisiones observadas. Los principales 

resultados se anexan al cuerpo de esta tesis (ver Anexo 2). 

Para finalizar este capitulo, se presenta en la Figura 4 el comportamie!)_ 

to del número de periodos en circulaci6n del billete de $500 obtenido con la 

metodologla propuesta. Si se compara con la curva de la Figura 1, se puede -

notar que e 1 método ana 1 izado arroja resultados más acordes a 1 as caracterls

ticas mencionadas en la secci6n 3.2. Además, las desviaciones que se obtie-

nen al aproximar las ecuaciones (6) y (7) con los valores 6ptimos encontrados 

para z son menores al 5% del valor de las circulaciones respectivas, para va

lores de m iguales a 6 meses y de n de 20 meses. 
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4. EXTENSIONES 

4.1 Metodologlas de Estimaci6n Directa 

Estas metodologías proveen estimaciones más exactas del comportamiento 

del billete en circulación y, por lo mismo, son econ6micamente más costosas 

que las metodologías de estimaci6n indirecta. Además, permiten la identifiC! 

ci6n simultánea de billetes de la misma denominación, pero de caracterlsticas 

ffsicas diferentes. Esta propiedad es la que hace atractiva la implantaci6n 

de métodos di rectos para eva 1 uar 1 as ventajas que proporciona fabricar bi lle

tes en distintos materiales. 

Para analizar las propiedades en circulaci6n de dos billetes de la mis

ma denominacf6n de distintas características ffsicas, bastarla con emitir lo

tes iguales de estos billetes, debidamente mezclados, y evaluar su duraci6n -

de acuerdo a las metodologías descritas en este estudio. 

Si se toma la decisf6n de utilizar la metodolog!a basada en muestreos, 

serla neceario evaluar econ6mica y operativamente el tama~o de las variables 

controlables, denotadas en el Capitulo 2 por n, m,¿ y T, 

Se remarca la importancia que reviste el identificar las caracterlsti

cas de cada una de las zonas cubiertas por las sucursales del Banco de M~xico. 

Bien pudiera suceder que, acorde a las diferencias en climas y costumbres, fu~ 

ra ventajoso emitir billete de caracterlsticas apropiadas para cada lugar. 
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4.1.2 ~~e!E~g~_Mr!Eg~ 

En el segundo capitulo se plantean varios problemas estadlst1cos impor

tantes desde un punto de vista te6r1co. Aquf se recalcan dos para convenien

cia del lector. El primero se refiere a conocer las propiedades de un estim! 

dar de la vida media en el cual no se utiliza el valor del total de las pie

zas retiradas (n - <) sino un estimador de éste. En el segundo, el supuesto 

de independencia entre cada uno de los muestreos es válido debido a las magnJ. 

tudes de billete deteriorado que se reciben; serla interesante investigar un 

problema similar en donde el supuesto citado no fuera válido. 

4.2 Metodologla de Estimaci6n Indirecta 

4.2.1 ~el!E~E!º~ 

Esta metodologla es fundamental para propósitos de planeaci6n, en donde 

no se requiere conocer con tanta exactitud la duración del billete en circul! 

ci6n. Puede ser mejorada si se le incluyen efectos causados por variaciones 

estacionales en la emisi6n que afectan el proceso de selección de billete -

(ver Anexo 3). 

Una característica de esta metodologla es que indirectamente proporcio

na una estimación de la distribuci6n de los retiros de billete deteriorado y, 

como su ejecuci6n es relativamente simple, puede efectuarse un monitoreo pe

r1odico de la distribuci6n citada para detectar cambios importantes en la du

ración de los billetes en circulaci6n. 



30, 

La metodologla matemática posee dos parámetros, denotados por m y n, 

que podrían ser analizados desde un punto de vista estadfstico. El primero -

de ellos, el número de periodos en que se considera estable la distribuc16n de 

los retiros de billete podría ser fijado de acuerdo a las discrepancias que -

se observan en las distribuciones que se obtienen para varios modelos de m. 

Para el segundo, el número máximo de periodos que transcurren entre la emi s16n 

de un billete y su retiro (n), podrfan desarrollarse pruebas estadfsticas pa

ra detectar cuál es el primer valor para n en d6nde se puede considerar a zn 

estadísticamente insignificante. 

4.3 Polfticas de Inventarios y de Re-emisi6n 

Este tema ya ha sido tratado anteriormente, pero se reitera dada su im

portancia en los resultados que arrojan o pudieran arrojar las metodologfas -

discutidas en el estudio. Es necesaria la definición e implantaci6n de polf

ticas homogéneas de manejos de inventarios de billete usado y de re-emisi6n -

de este billete. 
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5. CONCLUSIONES 

Las principales contribuciones de esta tesis se pueden sumarizar bre

vemente como sigue: 

a) Se identifican y estudian globalmente metodologlas de estimación di

recta de la durabilidad de un billete en circulación, adecuadas a -

las caracter!sticas del sistema de emisión mexicano. 

b) Se desarrolla la base estad!stica para una metodolog!a de estimaci6n 

directa basada en muestreos. Se encuentran en este desarrollo varios 

problemas interesantes desde un punto de vista teórico. 

c) Se propone, y prueba exhaustiVamente, una metodologfa matem4tica de 

estimación indirecta de la duración de un billete en circulación. -

Esta metodolog!a se utiliza actualmente en el Banco de México para -

efectos de planeaci6n de la emisión. 

d) Se identifica una serie de estudios, relacionados con el tema, que -

podrfan ser realizados en el futuro. 
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VALOR PROMEDIO DE LA FUNCION OBJETIVO 

D E N 
SUPUESTO 

o ,., 1 N A e 1 o N 

sao. l 000. 5 000, 10 000. 

NORMAL• 2.95 3.01 s. 77 8.83 

LOG NORMAL 3.02 4.06 7.20 12.45 

WEIBULL 2.98 3.31 7.17 12.51 

• Valor promedio menor de 11 func!On objetivo para todas las denominaciones. 



DENOMINACION: $500 

SlftESTO 
p E R 1 a o o 

JUN 85 MAR 85 D!C 84 SEP 84 JUN 84 MAR 84 DIC 83 SEP 83 JUN 83 MAR 83 DIC 82 SEP 82 

VIDA MEDIA 9.07 9.32 9.35 9.24 9.28 9.33 9.01 8.89 9.19 10. 07 11.33 10.81 N DESVIACION o ESTANDAR 2.14 o. 76 1.38 2.94 2 ,47 0.47 4.47 4.47 4.47 4,47 2.54 o .39 R 
M 
A VALOR DE 
L L'A FUNC!ON 3.65 3.88 2.79 1.56 2 .14 

OBJETIVO 
2.41 2.18 l.55 4.60 7 .41 4.13 4.09 

g VIDA MEDIA 8.77 9.02 8.96 8.87 8.90 8.92 8.81 8.60 8.74 10.10 11.11 10.69 
DESVIACIDN 3.57 3.54 3.54 3. 56 3.55 3 .55 3.57 3.59 3.57 3 .36 3.15 3.24 

i 
ESTANOAR 

VALOR DE 
LA FUNCION 3 '70 3.96 2.87 1.46 2 .15 2.41 2.26 1.99 3.90 9.23 4.90 4.67 

L OBJETIVO 

w 
VIDA MEDIA 8.65 8.86 a.a1 8.47 8.53 8.52 8.40 8.32 8.51 9.63 10.78 10.37 

E DESV!AC!ON 3 ,47 4.30 3.84 4.32 4.32 4.32 4.33 4.34 4.32 4.18 3 .19 4.05 1 ESTANDAR 

~ VALOR DE 
L LA FUNClON 3.76 3. 96 2.98 1.51 2.26 2 .53 2.05 l.68 4.06 a.oo 4.29 3.51 L OBJETIVO 



DENOlll NAC 1 Orl: $500 

p E R 1 o D o 
SI.PI.ESTO 

JUN 82 MAR 82 DIC 81 SEP 81 JUN 81 MAR 81 DIC 80 SEP 80 JUN 80 MAR 80 DIC 79 

ii VIDA MEDIA 9.99 10.01 10.10 J0.46 10.37 10. 17 9.65 9.68 10.14 10.02 10.01 

o DESVIAC!ON 0.78 0.32 4.46 l. 99 1.86 0.37 4.47 2,50 3.77 o.al 0.91 R ESTANDAR 
M 
A VALOR DE L LA FUNC!ON 2. 96 6.98 3.67 0.63 1.69 4.38 3 .34 1.55 1.68 0.52 o.oo 

OBJETIVO 

g VIDA MEDIA 10.16 9. 73 10.12 10.17 10.36 9.79 9.56 9.71 9.72 9.82 9.82 

OESVIACION 2.39 3.42 3.35 3.34 2.37 3.41 3.45 2. 72 3 ,43 3.41 3.41 

~ 
ESTANDAR 

VALOR DE 

~ LA FUNCION 3.95 5.34 4.02 0.96 1.78 3 .17 3.64 1.30 1.11 0.71 o.oo 
L 

OBJETIVO 

VIDA MEDIA 9.81 9.37 9.99 9.80 9.95 9.70 9.14 9.30 9.60 9. 72 9.61 
w DESVIACION 3.34 4.22 3.31 4.15 3.31 3.34 4.25 3.39 4.02 3 .35 3.99 E ESTANCAR 
1 
B 

VALOR DE u 
L LA FUNCION 4.63 4.87 3.85 1.24 2 .27 3 .14 3.49 2.05 1.48 0.87 0.01 
L OBJETIVO 



DEND!UNACION: $1, 000 

SlflfSTO 
p E R 1 o D 

JUN 85 MAR 85 O!C 84 SEP 84 JUN 84 MAR 84 DIC 83 

VIDA MEDIA 11.62 12.87 12.50 12. 50 12 .82 13.80 14.25 
11 DESVIACION o ESTANOAR 0.49 1.19 3.46 3.47 3.32 0.64 1.69 
R 
M 
~ VALOR DE 

LA FUNCION 5.16 3. 54 2.83 2. 71 1.39 1.82 1.94 
OBJETIVO 

g VIDA MEDIA u. ta 12.80 12.50 12.41 12. 79 13.80 14.05 
DESVIAClON 3.14 1.99 2.81 2 .84 2. 74 1.81 2.37 

1 
ESTANCAR 

VALOR DE 
LA FUNClON 5.00 4.12 3.32 2.85 1.56 3.19 1.77 
OBJETIVO 

w VIDA MEDIA l0.88 12.17 12.15 12.16 12.48 13.29 13.91 
E DESVlAClON 3.94 2.92 3.61 3.61 3.52 2.64 3.04 1 ESTANCAR 
B u VAl.OR DE l LA FUNCION 4,5¡ 4.29 2.76 2.67 1.35 3.86 2.22 l OBJETIVO 

o 
SEP 83 JUN 83 MAR 83 

14.87 16. 74 17 .46 

2.41 0.85 1.27 

3.46 2.71 6.68 

14.85 16.33 16.39 

2.11 1.58 1.59 

3.79 3,4¡ 8.66 

14.64 16.16 17.43 

2. 76 l. 72 1.52 

3.08 3.12 6.49 

OIC 82 

19.61 

0.49 

2.47 

16.39 

l.59 

u.so 

18.17 

1.13 

4.30 

SEP 82 

17 .61 

1.21 

5.59 

16.39 

1.59 

8.77 

17.48 

1.50 

5.75 .,, .,, 



DENOtllNACION: $1,000 

SlFIESlO 
p E R 1 o D o 

JUN 62 MAR 82 OIC 81 SEP 81 JUN 81 MAR 81 DIC 80 SEP 60 JUN 80 MAR 80 O!C 79 SEP 79 

N 
VIDA MEDIA 15.95 15.32 15.38 15. 75 15.40 14.80 14.24 13. 78 13.09 11.81 11.72 11.52 

o DESVIACION l. 93 2.20 2.18 2.01 2.17 2.44 0.43 1.56 0.65 3,77 3.81 3.66 

A 
ESTANDAR 

A VALOR DE 
L LA FUNCION 5.78 2.01 1.87 2.59 3.28 2.55 1.61 2.82 5.12 2.98 1.39 o.oo 

OBJETIVO 

.s 
VIDA MEDIA 15.93 15.29 15.33 15. 77 15.42 14.81 14.48 14.07 12.39 11.82 11.68 11.32 
OESVIACION l. 75 1.97 1.96 1.80 1.92 2.13 1.65 2.36 2.84 2.98 3.02 3.10 

1 
ESTANOAR 

VALOR DE 
LA FUNCION 5.85 2.05 1.88 2.67 3.32 3.09 3,37 6.29 5.98 2.85 1.93 o.oo 

L 
OBJETIVO 

w VIDA MEOIA 15.73 15.11 15.21 15.49 15.08 14.50 14.05 13.36 12.04 11.43 11.37 11.10 

E OESV!AC!ON 2.31 2.58 2.54 2.42 2.59 2.82 2.42 2.62 3.65 3.81 3.83 3.46 
1 ESTANDAR 

n VALOR DE 
.L LA FUNCION 5.67 2.01 1.87 2.40 3.29 2.09 3 .40 3.34 6.65 2.99 1.36 0.01 
L OBJETIVO 



DENOMINACIO!I: $5,000 

SlJ'IESlO 
p E R I o D o 

JUN 85 MAR 85 OIC 84 SEP 84 JUN 84 MAR 84 OIC 83 SEP 83 JUN 83 MAR 83 DIC 82 SEP 82 JUN 82 MAR 82 

VIDA MEDIA 8.95 9.70 12.0S 13.87 15.62 15.61 15.43 13.49 10.95 13.S4 13.55 11.38 8.90 7 ,33 N DESVIACION o l.03 0.46 0.75 2 .85 2.07 2 .07 2.16 1.07 0.32 o.so o.so 0.48 0.32 1.38 

A 
ESTANOAR 

A VALOR OE 
L LA FUNCION 4.31 13.96 4.24 7 .57 5.4S 4.50 5.06 6.15 3.47 3.92 5.53 11.08 5.60 o.oo 

OBJETIVO 

2 
VIDA MEDIA 9.40 10.31 12 .17 13.45 IS.67 15.59 15.37 14.05 l!.6S 13.62 14.32 12.86 10.oa 8.47 
DESVIACION 2.48 2.84 2.11 2.55 l.84 1.86 1.94 2.37 2.19 2.so l. 70 2.71 2.40 3.61 

~ 
ESTANOAR 

VALOR DE 
LA FUNCION 4.94 11.93 5.83 7 .98 S.86 4.67 S.44 8.41 4.28 11.90 6.42 14.56 8.51 o.oo e OBJETIVO 

VIDA MEDIA 9.18 9.97 11.85 13.87 lS.26 15.43 15.32 13.40 10.84 13.00 14.30 12.56 10.11 8.72 
w DESVIACION 

3.21 4.14 E ESTANOAR 3.40 3.32 2.99 3.06 2.51 2.35 2.49 2.61 3.20 2. 71 2.35 2.84 
1 
B u VALOR OE 
L LA FUNCION 5.33 11.56 6.66 7 .21 4.99 
L OBJETIVO 

4.65 4.41 7.08 7.64 11.68 7.16 13,70 8.24 0.01 



DENOMINACION: $10.000 

Slf\ESTO 
p E R 1 o D o 

JUN 85 MAR 85 DIC 84 SEP 84 JUN 84 MAR 84 D!C 83 SEP 83 JUN 83 MAR 83 

VIDA MEDIA 11.91 13.46 15.89 19.60 18.19 17.16 16.64 14.07 ll.68 17.48 
N DESVlACION o ESTANDAR 1.31 0.50 0.32 0.40 0.97 l.40 0.48 0.32 0.47 o.so 
R 
M 
A VALOR OE 
L LA FUNCION 3.40 5.77 10.01 6.94 11.99 6.18 4.91 5.41 3.72 13.0 

OBJETIVO 

g VIDA MEDIA 11.91 13. 74 15.56 16.39 16.39 16.39 16.39 14.63 12 .45 16.39 
DESVlACION 2.15 l.82 1.88 1.59 1.59 1.59 l.59 l.61 2.00 1.59 

1 
ESTANDAR 

VALOR DE 
LA FUNCION 3.72 9.05 9.80 15. 79 16.08 8.66 5.42 6.25 4,74 13.61 
OBJETIVO 

V!OA MEDIA 10.59 13.14 16.29 10.40 18.00 17 .02 16.47 14.58 10.08 9,45 
w OESV!ACION E 3.22 2.67 2.07 3.24 !.23 !. 72 l.9B 2.27 3.30 3,39 
1 ESTANDAR 

B u VALOR DE 
L LA FUNCION 8.09 10.20 9.79 32 ,97 11.36 5. 73 5.12 6.42 16.27 20.45 
L OBJETIVO 



Slf\fSTO 
DIC 82 SEP 82 JUN 82 

VIDA MEDIA 19.60 17.89 19.60 
N OESVIACION o ESTANDAR 0.40 0.32 0.40 
R 
M 
A VALOR DE 
L LA FUNCION 23.20 34.03 10.57 

OBJETIVO 

g VIDA MEDIA 16.39 16. 39 16.39 
DESVIACION 1.59 l. 59 1.59 

1 
ESTANCAR 

VALOR DE 
LA FUNCION 25.46 35. 78 32. 77 
OBJETIVO 

VIDA MEDIA 18.17 18.17 18.17 
w DESVIACION E ESTANCAR 1.13 1.13 1.13 
1 
B u VALOR DE 
L LA FUNCION 23. 76 2B.72 20.96 
L OBJETIVO 

DENOMINACION: $10,000 

p E R 1 o o o 
MAR 82 OIC 81 SEP 81 

19.60 19.26 17 .os 
0.40 0.44 0.32 

6.94 5.87 4.53 

16 .39 16.39 16.39 

1.59 1.59 1.59 

20.82 10.94 4.72 

18.17 18.17 16.29 

1.13 1.13 1.66 

10.79 6.24 5.46 

JUN 81 MAR 81 OIC 80 

14.13 13.15 12.77 

0.34 1.17 1.65 

8.23 2.70 o.oo 

14.24 12.93 12.14 

1.72 1.97 2.84 

10.42 2.56 o.oo 

13.62 11.88 11.66 

2.55 3.69 3.56 

11.94 3.33 0.01 
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61. 

GENERALIZACION DEL MODELO DE PROGRAMACION MATEMATICA 

En la tercera secci6n de este informe se presenta un modelo de programa

ci6n matemHica que puede ser utilizado para estimar la vida media del bille

te en circulación, Este modelo es relativamente simple pues considera que los 

retiros de bfllete se comportan de acuerdo a una sola distribución probabilf~ 

tica. En la práctica esto no sucede: existen patrones estacionales en la d~ 

manda de billete que inciden en el proceso de billete usado y en su re-emisión 

por lo que el comportamiento de un billete emitido en diciembre, por ejemplo, 

es diferente al emitido en marzo. 

El modelo desarrollado puede ser generalizado f!cilmente para considerar 

estas variaciones estacionales. En vez de considerar una sola distribución -

se puede utilizar una familia de distribuciones; en este esquema las varia-

bles denotadas por "z" en el modelo original, serian bidimensionales. No de

be entenderse por esto que habrla una explosión en el número de variables ne

cesarias en el nuevo modelo pues los meses con variaciones estacionales marc_! 

das pueden agruparse en tres: 

a) Noviembre y diciembre. 

b) Enero y febrero. 

c) El resto de los meses. 


	Portada
	Índice
	1. Introducción
	2. Metodología de Estimación Directa
	3. Metodología de Estimación Indirecta
	4. Extensiones
	5. Conclusiones
	Referencias



