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PRESE~iTACIOS 

Dado un anillo concuto.ti\•o, R, un subconjunt.o 

S de R, cerrodo bojo lo mult.iplicoc16n, siempre es posible 

construir el onillo de cocientes de R con respecto o S (al 

cual denotnremos con s- 1 R). A partir de lo formoci6n de 

cocientes se rcnliza el proceso de locolizaci6n. 

En el estudio del Algcbrn homol6gico "" definen 

vurims dimensiones: las dimensiones inyectivo y proyectivo. 

o port.ir de los cunles se definen los dimensiones inyectivo 

y prorectivo fuertes, y lu diment116n p. lobo l. Tombi(,n se 

define, en Ál¡¡ubro con01utntivo, lo dimcnsl6n de Krull de 

un nnillo. 

El estudio de: los oni l los de cocl.,ntes -juni:o con 

los propiedades locnlcs- y lns dimen11lone11 son dos temos 

!undomentoles del Algebro moderno. Cuando se trato de 

anillos neterianos conmutctt.i\'Off, la comb1noct6n de ust.os 

dos temas nos conduce a rPsultndos muy intcrenontes¡ algunos 

de ellos nos recuerdan a lns propiedndes locales. Por 

ejemplo, resulta que la:J. dimennioneH homol6glcos lo 

dimensi6n de Krull son cado una iguol ttl supremo de los 

respectivas dimensiones de SUH locullzaciones. 

Pues bien, de eso su trota este t.rnbajo. Veremos 

aque1los resultados que m~nciona~os antes y los aplicaremos 

para demostrar un teorema sobre cambio de anillos; paro 



obtener una cnrncceriznci6n de los unillos locales regulares 

cuyo dimensión de J:rul l es f1niu1, y finalmente algunos 

condiciones porn obdulos con dimensibn inyectiva fuerte 

finita. También se \'crlln ulRunos pequeños rcsult.ndos que 

relacionan n todos las dirncnston~s cunndo 6stns son finitus. 

El 1:1oterinl de trnbnjo csth cocipucsto, 

fundamentalmentL", por frngocntos de dos nrt.lculos, uno de 

ti. Bass (cuarl11 rcferenc1") y otro de z. Popp {sl:ptimo 

referencia). 
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CAPITULO 

i.A DIHEl/510'1 l lffECTIVA ¡.;s ANILLOS SETERIANOS 



l. Anillos netcrinnos Y nnillos d~ cocientes 

Los m6dulos inyectivos pocns veces son ílnitomentc 

generados, os! que, cunndo los consideremos, los usos 

convencionoles de condiciuncs de cndcnn en el anillo no son 

oprovcchobles. El lcorcmn nos pro,·ec íormulociones de ln 

condici6n de la cndcnu naccndcn~c qu~ cst6n cejar adnptudns 

para nuestros prop6si~os. El tcoremn es m6s [ucrtc que 

neccsurio pnrn nucstrno. npllcnc.ioncn, pero puede ser de 

inlcr6s porn sugerir posibles definiciones 6tilvs de lo 

condici6n de Ju codcnn en cote¡¡orlas obelionos m&s gene

roles. 

ComcnzarecioH recordando lo básico acerca de las 

c&psul111i Inyectivos. Sen R un nnlllo consideremos lo 

cntegorin R-mód de lou R-módulos Izquierdos. 

Un monomor!ismo 0-A-I': de k-módulo1t "" llama 

csenclnl (sólo dirceos que A es un submódulo esencial de E) 

si Af\ B • O impl icn B • O pnrn todo B submódulo de E. 

Si, adcmá-8, E es inyectivo, decimos que o-A-E es unn 

c&psul11 inyectivn y lo indicuremos escribiendo E(A} p11ro 

E (lo inclusión quedar4 sobreentendidu). 

Utiliznndo el Leme de Zorn, es posible demostrar 

que todo R-m6dulo tiene cápsula inyectivo, lo cuol noa 

garantizo la existencin de resoluciones inyectivas de la 

siguiente mnnuru: 
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Sea A E:. R-cbd, entonces existe Q0 inyectivo tal 

que la sucesi6n 0--A--+Qu--9' QO/~O es exacta. 

Q 
n/Q, 

n-l 
formemos Llamemos Q' 

n 
ol cocicnt.c 

donde cado Q1 es el c6dulo inyectivo del cunt, como dijimos 

Bnteriormente, tenemos gnrnnti~ndo lo cxistcncla. 

De aqui '"' 11i¡:ue que todo A< R-mbd tiene uno 

resolución inyectiva de lo fomo, 

donde En+I es la c&pnula inyectiva de d(E
0

), y se construye 

i~ual que las resoluciones inyectivas en general. 

A resoluci6n 

inyectiva minimo. Escribiremos 

la dimensión inyectivo do un 

la l lnmac..,mos re!lolución 

Di¡¡(A) 

R-m6dulo 

paria referirnos a 

A. Es fAcil veri-

ficar que, pura una resolución inyectivn mlnimn de A como 

la anterior. si sólo si f.n • O 

Efectivamente, si ent. existe r < n 

tal que d(Er-l) es inyectivo. osl que Er • d(Er-t) y por 

lo tanto Er+l • 0, y como r+l ~ n tenemos que En • O. 

Reclprocamente se desprende de inmedioto del hecho de que 

Ext es independiente de lu resoluci6n inyectivo que se 

considere. 
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Teoremo Sen R un nnillo, son equi,,.alentcs, 

l) R es neteriano izquierdo 

2) Lo sumo directo de R-o6dulos inyect.ivos es 

nuevamente inyectivo 

3) El limite direct.o de R-m6dulos inyectivos 

es nuevamen~e inyectivo 

4) El limil:e directo de R-m6dulos cuyn dimensi6n 

1.nyect.ivo es.(. n, tiene dimensi6n inyect.ivo 4 n 

5) El limi!Ce directo de monoC>orfismos esenciales 

es un monomor{ismo esencial. 

Demost.rnci6n 

( l ==;.3) 

Seo { HJ.._c.(X,.;) junt.o con 'f .. ., : H-H 111 o<."'~. 
un sistema direc1:0 con codo H inyectivo, y conuideremos 

el diAl!rnma con rcngl6n exnct.o. 

Como R es net.crinno. cntonceo es f1n1t.a•ente 

generado, asl que !(l)Cl!.!¡ Ho< es [initament.e generado. Sea 

entonces f(l) • <e
1

, ••• ,an)o. Como el conjunto de generadores 

es finito entonces existe ox €. X tal que codo 1111 tiene un 

representant:e en"•• es decir, (m 1 , ... ,m
0

}CH t.nl que 

u .. (•
1

) • ii 1 • Consideremos ohoro a Ker u I '"'<:mi•··· ••n">' 

Como R es neteriano ler es fin. gen.: sean 
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t x 1 , ••• ,xr) los generadores. Como u.,.( xi) • O ent.onces para 

cado i, exist.e 11'1 e X t.a.l 'l\JC 'f«y (x 1 ) • O y como también 
i 

teneaos un número finito de l'"i entonces existe "íE:.X tal 

que'f"'l'(x 1 ) •O. Es decir, 'f.l'(<x 1 , ..• ,i<n')) • 0, lo cual 

!aplica que si lf,. lm 1 ) • m•i entonces u,..
1 
( , , ') es un r •1 •... ,mn 

=onomorfis=o. Por tonto podemos definir g 1-- MlJ' tol 

que g(l) • <m•
1
,. .• ,ai'n"> y asi obcenomos el dlngrama, 

{ • u., og 

Como 11., es inyectivo, existe ii s--11l' tnl que 

ify • g, y en consecuencia podemos definir i : !!.-..l.!.$ 11• 

coao T • ul'•lf. Ell claro que í¡ 1 • ur•ll¡ 1 • u.,•s • {, '1 

por lo tanto, l.!!i¡ 11.,. es inyectivo. 

(3 ~ 4) Sea E • EC• S 1 ) titl que s 1 es aiaple y si 1 ~ j 

entonces s 1 i Sj. Como E es un cogenarador inyectivo, pera 
Hoal!.(!4,E) 

todo !4€ R-m6d, eJllst.e un monomorlls•o 11-E nal 

que podeaoa formar la sigulunt.c rcsolucibn inyectiva, 
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mejor denotnt:1os a lo resolución anterior de esta manera 

o-H-H
1
-H

2
- ... -+Hr-... 

Observemos ahora que si H, N C. R-m6d y e•iste un 

morfismo f : H__.N, bste induce F(f) : Ellom(}!,Et-_Ellom(S,E) 

tal que, si (e°')E:E11 º"'(H,E), 

tq si f'(r). o( ent. e,. • c .. 

donde f' : Hom(N,E)-...Hom(H,E). 

Ahcr~ lo que be afir=a es qiic F(f) es un corfismo, 

F(f) (Ce°') + (e,:.)) • F( f) (Ce.,.+ e.:,>) • (ell + e;.) • 

• ·ce
11

) + <e;.> • F(!) (Ce .. ))+ f"(f) (Ce.:.>). 

Adea&s, si rER, l'(f)(r<e .. l) • f(!)(<re.>) • (re,.> • r(ell') • rF(f)(Ce .. >); 

Ja que si m ~ H ent. iH(m) • (e_,_)_. "-llom(H,E) Llll que -<.(m) • C.. 

J F(f) (<e .. >) • (e~) tal quc ,.1 {' ( ~) •...e cnt. 

~~A 1 .. ff(~)\ • (p'\ rR1 
r 

~ífím)) • e~ ; supongnmos que 

f( f3> •o<, ene. 

• • • efl e~ 

e~ • "°' • e{( p) • 0<.(m) • (f'·pHm) • p(f(m)) • e¡.. 

y .·. el cuudrudo conmuta. 

Ahora podemos definir el !untar 

Verificar que efectivamente tenemos un !untar es cuesti6n 

de hacer las cuentas, utilizando los propiedades que tienen 

las funciones inducidas f', as1 como la identidad 1. 
H 

Ahora vamos a combiar los dos resultados a los que 
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hemos llegad": ln po.sibi l idad de formar ésas resoluciones 

,y el funlor qu~ dcfin1Qo~. 

, Sea 
i E. X un ai:Jtcm~ directo d<! R-módulos 

izquicrdcs y pnrn codo E:. X' Cormc=os una rcsoluCión 

inyecti»a """'º nl princlplo, 
1 ? n 0-Hi--..¡.¡t--· • .-Hi-· .. 

Most:.rarcmo~ t:nL<HlC(:!'¡, par l.nducc:i6n, que par u cado n 

( 1t~ l 1 E. X forma un Si.nt.eon dir~cto. 

Par:. n l. G<:UO LJE:.X tn les qu<! 1 '- j. ent. 

e1<istc x 1--..Hj: C."Ot. • t.enemt:>s el ciorfismo inducido 

l l 
M 1 -->Mj 

-.!)! 
"I 1 J V<!BllOS si 

cumple los propiedades del ~lst~=a directo • 

.. 1..,1. 
"i 

1 1 
'fjk'{lij 

r< lfº > • H. 

re ~ k > re "i'~ J > -

l 
~lkº 

Supun¡¡Rmos dilido pnro n. porn demofitr:irlo 

y análogamente 

Se deaue&tro QU'-' 1 nr~l ¡ <:9 un SiStCOlll direcl.o, 

l 11~ 1 i E. X ca un Gistemn dl.rect:o para toda -n. 

Pode11os entonces formar In siguiente sucesión 

exacta de sistemas directos de módulos inyectivos, 

o---4>(H11~1)!n -1~1il -···-l~i~}-... 
pero como la dimensión inyecctvu de cadn Mi es n • ente. 

O, y como el llr.iite direct:o es un funt:or exacco, 
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es exacta )" adcJ'!lá.:> e:; inyccti\•o por hip6t.esis, 

por lo tanto e!i una resolución in)'<?cti••n pnro 

donde, odcm!is, U!;¡, 117 ° O 

(4 ~ 3) 

l!S inrecti"''º• 

diau:nsibn .i ri;·c..:·c t. í v.1 

Di(~ 11 1 ) t> 1, y 

(3 =!>2) 

Scu 

i E X 
Cot!io 

E. r. 
izquierdo~. Def1nt~os: ! • 

un f\istcmn directo donde cnd1i 

en tnyt•ctivo cnton~o& su 

11 u e: JJC.i r 

'"' inyectivo. 

una t ª"' ¡ 1 i .. de R-mbdulos 

'i'CX Ir'"' !lnttoj , con el 

siguiente- orden, si x.yE:.I, x.c.y ~ xt;y, 

Obsbrver>c que es un nistt!'J:'l:O directo 

de R-módulo:• J.ny•.!'c:t i vo!f. co:: xy la 1nclusibn. 

Ahora vamos n dcoostrur quo el limite dirc:cto de c-stc 

Seo 11-e 
X i 

lu inclusión nntural: es cloro que 

el tridngulo 
Hy---
T ---" ~1 1 conmuto, 
M 

X 

asi que s6lo nos folto probar que cumple lo 

universal del limite directo. 

propiedad 
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Sean ux H-t 
X 

tq conciutn 

entonces están definidos u
1 

Hr-1( cunndo 

existe uno únicu F : ~ M¡--t t:nl que 

para cada xE:.X, existe un11 único 

" 1 i} 

nue\•o triángulo cu coru:1ut.ncivo, 

7 por lo tonto tcne=os (¡ue 

se dc!inleron F y F X. 11e vcri!!ca la igunldad 

7 por lo tnnto, el diugrnmu 

asl obteneaos el siguiente dlogromn conmutoti•o 

u • F 

f' • F• i 

" " 
conmu t:n 

tTM~K 
xy~ 

y podemoH concluir que 

H_. u••Fx 

' H i • li.!!¡, Hx 

y como por hip. !..!s H" es inyectivo , H1 es inyectivo. 
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( 2 =::)! ) 

Que todn sumn directa de R-m6dulos inyectivos es 

nuevnment.c un R-o6dulo inyectivo es uno cnrucLcrizoci61\ 

111uy conocida de los anillos netertnnos, nsl que omitirer.:os 

su demostrnci6n. 

Seo un si.!Hemo direcl:o y (s .. } un 

subsistema donde cndn B.,. es sub=6dulo esencial en " .... 
(Debemos probar que si X~~ H<>< llll que Rrn.!.!.e. B.,.• O eni:. T • O.) 

Sen, puca. -¡ €.. ~ HCll(' ent.. ex ist.e ~E: X 

"E Hoc 'i". Con,.iderc:on u .. 1 Rx 

donde u.,.(rx) • ru""(x) • r'ií, pnro r€.R. 

Como R es netcriano i:r.qui<>rdo y 

1:01 que 

Rx-Rx 

Rx Cll 

finitomeni:e generado ent. Rx tnmbién es neterinno y por 

tanto [er """'il!x t~mblPn ~s finitnaente Kenerndo. 

Sea entonces Ker 

ent. 

u~ 1 Rx 

• O. De 

< 11 1x, ••• ,nnx> 

lo anterior, y por lo 

definici6n de limite directo. podemos concluir que 

O, para toda l, ••. ,n. Como O, por 

definici6n, existe H 1( i que • Yt (aix) O. 

'11"1 , ••• , V
0 

J ta•b:i6n Por ser X un conjunto dirigido 

finito, existe •E:. X, tal que 1, ..• • n: 

además, r .... ..,co 1 x) - a 1 t.,.y<xl 

Sea f..._.,(x) • x'E. Hy, por definici6n u .,. ( x' ) • x. Ahora 

demostraremos que Rx~R'i' es un monomor!ismo. 
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Seo bx'E:JJ:er u'WfRx' . cnt.onccs 

o Uy(bx') bu'J(x') bul'(f"'T(x)) bu .. (X) u.,.,(bx), 

ent. bxE:t.:er u .. ent. .. bx . "'1 11 1 X + . .. + .. n°nx• y entonces 

• ·• bx • • o. y u'J IRx' es un monomorfismo. 

Ent:onces, como ul'"(Rx' n B~) C (R! (')~ Bo<) y este últicio 

'"' • O, se l:iene que Rx'() B'B' • O y como es esencial 

en My ent. 

1l - o. 
(5:=:;)1) 

F.s t" 

Rx' - O, por tonto, 

Último implicnc16n 

X' • 0 

ln domostrurcruos por 

reducción ol absurdo. Supongacios que R no es neterinno 

ent:onces exisl:e una cndeno de ideales izquierdos de R, 

{ A
0 

\ la cual en estrict.nr::icnte creciente. 

Supongamos, adem&s, que A • n~ An 

Porn cnda n, definimos 

""" 
ideal de R I An e e I n A A n 

observemos que -f. n ;. ~ ya que An E. ~n; adem&s, el 

conjuni:o ( ~n • ' ) es parcialmente ordenttdo. Demostraremos 

que satisface las hip6tcsis del Lema de Zorn. 

una codena en -f. n, 

I. Lo priiuero que podemos observar es que 

J es un idc11l de R porque los ideoles lk estén encsdenodos; 

ademlas, como ent. Tombién se tiene 
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que If1A•A n 

por estor x 

An ~ ( I j (\ A), 

ra que 

en I , 

lo cual 

si existiera 

X E: 1 j para 

contradice la 

lo cadena tiene un máximo, 

x€(If"\A) - An ent., 

olguno j E:"'. osl que 

definici6n de ~n· 

~n satisface 10:1 hip6tesis del Lema de Zorn, y 

~n tiene máximos poro todo 

Otro propiedad de 1-n 
n • 1, 2, ... 

que nao eo útil oqul 

es que poro todo 1
0

€.1
0

, (in+An+l/A (\Al •O 
n+I An+I 

veamos la demostración. 

tanto, 

AnCClnnAn+l>C<'n()A) • An por 

y por el segundo te o remo de 

iso•orf iamos, J 
n 

Co•o ent. In / A (') A / 
n 

por el tercer t~o. de isom., A/ A 
n+l 

es decir, 

decir que 

A / es un cociente de 

- o 
An+l 

•• • (1n + An+1)/ A n A 
1 n+ 

/ 
An+l 

A / 

y 

• o • 

1 
n / A • 

n 

y podemos 

Ahora vamos a construir una cadena ascendente Seo 

un máximo en Entonces, verifica que: 
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l) B0 A • A0 y 2) 
8

0 / Ao es un subm6dulo mhximo en R / Ao' 

con la propiedad de que / n" "o 
I A • O. 

o 
Todo esto 

ae desprende o partir de lo ~onera como se def ini6 -1-n Y del 

hecho de que "f.n snt!sfnce los hip6tcsis del Lema de Zorn; 

además, como B0 e: ~O, ent. '·erifico In propiedad porn 

cocientes que demostrncos nrriba y en consecuencia, 

A 1 : por lo tnnto entonces 

existe un máximo en ~l 

As1, inductivamente, podemos conr1trutr lo cadena 

n0 e s
1 
e ••• C B n C. ..• l u cuol, como Bi ("i A Ai 

cst.rict..o:oc:nte crccic:nt.c. Definimos B • '--J Bn. y 

considcrci:aos loa .sititccaun directos { B I sJ y { R 

Ahorn vamos n probur que - o y 

Consideremos las sucesiones o-sn-s--8 18-0 y 
¡¡ 

es 

ahora . 
I sJ 

R 
• I B 

o-e-R-R;8-o los cuales son ombao exactas. Como 
n n 

es un [iuntor exacto, entonces lne dos sucesiones 

o-!.!!i nn-Ut n-!l.!¡ ll¡s;:--º 
R o- !..!..$ 8 ,¡-- !.1.$ R -U!¡ I 8- O 

n 

Es claro que 

dirercto y ta•bién es claro que 

y 

son exactos, 

B pues se tiene la uni6n 

y U.. R • R, 
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por lo tanto, tenecios lns siguientes sucesiones exactos. 

o-s-s-Ua 81,,-0 
~n 

o-a-R-& R¡ -o 
Bn 

y 

Ade11áa, vamos o ver que s, 
B eu 

n 

Como 
ll I n A¡ . o B n 

A y n 
A n n 

esto propiedad (en gcnernl, Ri 

•aximo con ln propicdod: K() S 

/ 

suboódulo esencinl en 

A n 

N es 

O, 

C9 mlu imo en 

subciód. de 

ent.. ( N + 

R¡ 

11 y 

K) I 

R¡ 
B n 

"n 
con 

IC es 

es 

esenciol en 11/r: esto se sigue de inmedinto del hecho de que 

si l es un pscudocomplemento d~ n en M ene. N ca lsmor(o o 

un submódulo csencinl se tiene que: 

(
A 

I A 
n 

pero, por el segundo teorema de isomorfismos 

'• I '•~a. I .~~ I ,0~80 

y como 
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concluir que 8 ¡ B 
n 

Además, 

es esencial en R¡ 8 • 
n 

como Bn() A A n ln 

escric.tament.c creciente y "rl B n no puede 

podemos 

e.a de no l 8 n) es 

ser igual a R' ya 

que si B !: cnt. 1 4". B cnt. 1 E. Bn por a nlguno n' lo 

cual ea imposible. 

B¡ 
B es esencial en y B 1- R. 

n 

Por hip6tcsis, tcn•H•oa que el lici1t:e di rectó de 

mono•orfiflil!!o:; os~ncioles es csencinl, aat que en este coso 

si 8 ¡ 8 es e11enciul en 
n 

entonces sus limitC5 directos, 

que coatrnmos que son O r R¡ 8 ,vcrif1con ln propiedad, es 

decir, O ea esencial en R¡ 8 y ••• B • R lo cual es absurdo¡ 

cnt:o significo que no se puede elegir una codena creciente 

en sentido estricto en R, R ea 1uJt.oriuno. 

Con esto terminomos la desostroci6n del teorema. 

Uno de los principnl•s usos 4c este teoreaa se da 

en los anillos de cocientes. Veremos que los resoluciones 

inyectivas c1nimas se preservon en los m6dulos de: ,cocien

tes. Éste es un resultado muy importonte dentro de lo locnli

zaci6n, el cual utilizaremos en los siguientes cnpitulos. 
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Observacibn Para abordar los mbdulos de 

cocientes, algunos autores construyen el m6dulo de cocientes 

de manera an/iloga a la de 11n! llos despúes demuestran la 

(con f& m - rsm), donde R es 

un anillo, ME: R-mbd y SCR cerrado bajo la multlplicocibn: 

otros autores lo hacen nlrevhR. Pnrn lo primera forma vbosc 

la segunda rcfercncio; para ln otro. vbnsc lo último. 

Veremos QUC.h:J!I prop!odndes del funtor 

(o S- 1RtD_}, algunos da ellos conocidos, pero todas muy 

interesantes cuando se trntm de anillos neterianos; la 

primern que eencl.onaremos, quie es muy conocida, es que 

preserva cxocLitud en lns succsione~. 

LEMA Sea R un anillo conmutativo, A una 

R-ilgebr11 y SCR cerrado bajo la multipllcaci6n. 

.!!.l Si E es un s- 1A-•bdul<> cntonc~tt E es 

A-inyectivo si y a6lo si E 08 S-IA-inyectivo. 

.l!.l Si A es neteri11na y E e11 A-inyectivo entonces 

S-lE ea, a ls vez, A y s-lA -inyectivo. 

Demostraci6n (n) Sea H~ R-m6d y E€.S- 1 A-mbd. 

Para demostrar esta p11rtc, primero v11mos o probar los 

ec¡uivolenci11s: HoaA(H,E) • Hom,.(S- 1H,E) • HomS-lA(S- 1H,E). 
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Dcíinimo& F 

Afiraacibn 1 : F cst.á bien definido 

~ F(f)(~) • 1,t(m)t E: además, si ~ • ~. cnt.. exist.c 

u~S tal que u(ra-sb) •O, ent.onces ((u(rn-sb)} •O asl 

que u(r((a)-sf(b)) • O, eBto implica que fttl • !.pU- y 

en consecuencia F(f)(f) • f(C)(~). Asl que F(f) es funcibn. 

Ea •áa, como F(f)(~) • f(C)(r~~sn) • 9 ~!(rm+an) • 

• stCrf(•)+sC(n)) te ( • ) .},re ( n ) l'COCl>+F({)(~). 

f eat.á bien definida. 

Afiraacibn 2 : F ea isoaorfisao 

d••· aean f ,g E:: Ho•,.<H.E) t.alea que f a ant. 

f(•) -&(•) para t. oda • E. 11, entonce• tlC•> - h<•> para 

toda r E. S J •E:"· ent. por definicibn f(C)(') . f(g}(~) 
para toda rE:.R y •E.11, y por lo tant.o, F{f) • f(a). 

Con l• •u••· FCf+a><f> • *Cf+a><•> • tCf(•)+a{•)) ~ 

tt<•>+i.(a) f{!)(~)+f(g)(f). Con la aultiplicaci6n, 

F(rf)Cf> • l<rf)(•) • *(rf(•)J • ~<ft<•>> • 

• f'~f(a) • fFCf)(;) • rf(f )(~) 

Y por lo tanto f ea aorfiaao. 

Para aoatrar que f es aonoaorfisao considereaoa 
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un elemento f€Ker F, ent. F( f )(~) • O pera todo ¡}E: S- lM, 

en particular F( f >Cy> o poro t:oda 

para toda mE:M, ffem) •O ent. f(m) • O poro todo mE: M 

! es ln cons~onte cero y Fes monomorfismo. 

S6lo falto ver que es epimorfismo~ poro eso 

obse rve•os primero que "i cnt:onccs 

f(a "!> af{~), es decir, .y.re;). Ahora bien, 

t<~> - fcc~:> - }fcc~> - t!C~~:> • }re.y.·~> -
• ..!.·.!!e el!.> - .!!ce!!.> r 1 s r s 

Esto nos muest:ro, de ent.radn, ln segundo igualdad que teno-

•os que demostrar: pero de todns QOn~rus la veremos deapúes. 

-1 Por l.o pronto, sea ¡¡ €.llomA(S H,E), y definimos, C ~E 

tal que f(m) • R(T)€.E. Si rem) ' !(n) enL. K«![» ' KCy). 

entonces, como 8 es morfismo, ~ ' y y en consecuencia, 

• ' n: es fácil verificar el resto de loa propiedades que 

•uestran que ! es un corfismo. adcmAa. 

}e Cm) (la último igualdad se 

desprende de lo observnci6n), por lo tanto F es epimorf ismo 

, F es un isomorfismo. 

S6lo falto ver que 

L• contenci6n de izquierda o derecha es evidente y la otra 

se desprende de inmediato de la observaci6n. N6teae que la 

propiedad que mencionamos depende del hecho de que E<S- 1 A. 
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Con esto hemos demost.rado les equivalencias, asl 

que -1 -1 HomA(M,E) ~ HomA(S M,E) • Hom 5 -tA(S H,E), 

A partir de estos identificaciones podremos probar 

esta porte del lems utllizondo el hecho de que un módulo E 

es in7ec ti vo si y s6lo si Hoa(_,E) es un funtor exacto, 

Para eso, ~·nmos a probar nntes dos afirmnc1ones sencillas, 

A!irmaci6n 3 Si ent. 

~ definimos 

es decir, la cl1>se d" (m, l) que hemos escrito simplemente 

• 1 coao T {o tambi6n, ¡8m). Para ver que ea monoaorfiamo, seo 

• ~ ler f ent. f(IO) • O, como o 
T ca un represenlt.ante de 

la clase del neutro rcspec1t.o de la sumn en -1 "' o S A, ent. T • T 

ent, existe u€ S tal que u•m • O: coao He: s-l A-a6d, en ton-

ces t. - º 
la ident:idad. 

ent. 

1 r- - o. 

l u 
üT .. -;}.o • O, 

• • O, 

ent ., coao .!. • .!!. ea 
u l 

f ea monomorfiamo. 

Para mostrar qu" es epimorfis110 consideremos un elemento 

~e:s- 1 H. Como "ate 

ent. Hj..) ÍfC•) 

elemento se puede 

La m 
• 'i T • &• Y 

e11 i11oaorfizu:10. 

expresar co•o !·!! • l •. 

ea epiaorf iamo, 

A partir de lo anterior, las igualdades que vimos, 

., el hecho de que s- 1 es exacto, se desprende de inmediato 

que ai D,8,CE:S- 1 A-m6d ent. o- o-e-e-o ea exacta en 
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si y s6lo si la sucesi6n es exacta en A-m6d. 

finalmente, \'Bmos o deciost.rnr que llomA(_, E) es 

exacto si y s6lo si Hom5-1,.c_,E) es exocto. 

Supongamos que Hom,.(_,E) es exacto y sea 

una sucesión exacta en s- 1 A-a6d, ent. 

ta•bihn es sucesl6n exnct.o en A-m6d, asl que, por hip6t.esiü, 

O_,..Ho=A(!1''.E)-lloeA(!1,E)-HomA(H',E)-0 es exacto en A-m6d, y 

o -Ho•s-1 A (!1' •• E) -Hocis-1 A ( "· E)-Ho•s-1 ... ( H'. E) es 

exacta en s- 1 A-a6d, Hom5 -1,.c_.E) es e•act.o. 

Reclprocament.e, 11ea 0-11'-1'1--f>H''-O una 

sucesi6n exacta en A-m6d, cnt. 

es exact.a en s- 1 A-a6d, ui aplicamos Hom, la sucesi6n 

-1 , , < -1 e 5 -1 • > 0 O-Hom5 -1,.cs l1 ,E)-l!oa5 -IA S K,E)-l!om5 -1A 11 ,E -

es exacta en s- 1 A-•6d, asl que t.aabibn es exnct.a en A-a6d 

'J 0--+Ho•,.CK'' ,E)- HoaA (11, E)-HoaA CH' ,E) _O es 

exacLa en A-e6d, HomA(_,E} es exacto. 

E es A-inJeCtivo si y s6lo si E ea S_- l A-inJeCt. ivo. 

Deaostrac i6n ( b) Sea, pues, E E. A-a6d, inJ•C-

tivo, por la parte (a), si deaostra•os que taabi6n s-lE es 

A-inyectivo tendreaos de inmediato el reciproco. 

Sea l1 E: A-m6d, ( lnita•ent.e generado y considereaoa 

-1 -1 el hoaoaor!ismo f S HoaA(l1,E)--4>Ho•,.(l1,S E), dado por 
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f) .llcl F(9 (m) • 5 , donde fE:llomA(H,E), s~S. y m€.H. Lo que 

vaaos a demosLrar es que F es un isomorfismo. Consideremos 

un eleaento ~E:Ker F. ent. para toda m€.M, 

as1 que ~ • O paro toda m€.H, ent. existe uE.S tal 

que u.{ es lo constante cero, y por lo tanto, f - o. 
F es un monomor{ismo. 

Demostrar que e~ cpi=or!ismo requiere de más 

-1 -1 trabajo. Primero, observemos que S HomA(A,E) • HomA(A,S E) 

-1 n n -1 clara•ente, os1 que S HomA(A ,E) • llocA(A ,S E). cuando 

n es finito, es también claro. Como /\ en neterionn, ent.. 

si H es finitamente genC"rado, H es finitamente presentado 

y en consecuencia, cxia~c unu 8UC~sión 

exacta, donde l es un A-mbdulo !lnitamente generado. A 

partir de est.n suceslbn, podemos formar el siguiente 

diagraaa conmutativo, 

A partir del diograaa, por lo conmutatividod, es 

claro que F es un epimorfismo, y por tanto un isoaorfiaao, 

-1 HomA(H,S E), para todo H fin, gen. 
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Consideremos entonces uno succsi6n exacta en A-m6d 

o-H' --11--11• ·--o con finitomentc generado, ent. 

como E es inyectivo, la sucesi6n 

O --lfomA (H' ',E) --.HomA (M, E) --llomA (H', E)--. O 

tambi6n en exocLa; asi qu~. COQO s- 1_ es exocto, ln sucesi6n 

-1 -1 -1 o--s llomA(l'1" ,E)-5 llom(H,E)-5 Hoa(H' ,E)-0 es 

taabil!n cxftcto, y coc=o 11 es finit.nmentc generado, y en 

consecuencln H' y 11'' t.aobihn porque A es neteriann, 

-1 -1 -1 O -HomA(H'' ,S E)--llomA(M,S E)-HomA(M' ,S E)--0 

es, 4 su vez, uno uucct1ibn cxoct.o. De aqul .se concluye que 

-1 llomA(_,S E) es exncto pura A-módulos f1nit. generados. 

Ahorn bien. :seon un idenl de A, entonces lo 

suc.,sión 0--+i-A-Af¡-O es exncto, como A es 

neterinna en~. y "t
1 

son !lnlt. generados (neterianos) 

A -1 -1 -1 0--Hom( / 1 ,S E) -llom(A,S E)-lloa(l,S E)-0 

e& una eucesi6n exHctn, lo cual implica que todo diagraaa 

con renglón exncto ae puede coapletar. 

S-lE es inyectivo, y por la parte (a) 

S-lE es, o la vez, A y S-IA -inyectivo. 

Esto completa la demostración del leaa. 
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•. 

Corolario Sea A unn R-ólgebra neterinna 

y 

(o 

S C R cerrado bajo la ooultiplicación. Entonces S-l 

s- 1AOi>_) es un funtor exacto, de A-mbd n 

el cual preserva monomor{ismos esencioles y módulos inyec-

tivos, J por lo tanto resoluciones inyectivos mlnimas. 

Demostración ''ª he100S ciencionodo el hecho de 

f:untor exacto. t.a porte ( b) del lea11 nos que s- 1_ ~s un 

auestra que s- 1 preserva m6dulos inyectivos: a&l que sólo 

nos resta demostrar que preservo. monomor!ls•os esenciales. 

Para deaostrnr esLo, primero veremos que si definimos 

S ( ,.r / r > 0, x E.S} , podemos {orm11r el sistema directo 
" ~s,.>- 1 HI el cual ti~ne como lleite directo o s- 1

H. A partir 

de est:o, y ut.ili%ando lo pnrre (S) del teoremn l, podremos 

concluir la demostración. 

Consideremos ent.onces el siRte•a directo (orando 

por l<s,.)- 1
'1 / x €. sj junto con la contención; 

asumimos que cada (S,.l-lH esd1 indicado por 61 

donde 

•i&ao. 

Adea,s, si tenemos (S,.)-lH y 

contiene a los dos, ya que Vamos " ver 

que verifica la propiedad universal para eate ll•ite 

directo. Supongamos que existe junto con 

los aorfisaoa u.: t:al que el diagraaa 
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Seo 

claro que f 

c.onmuta. 

:-.al que Es 

cumple con la propiedod uni ver sol, asl. que 

l.!.a cs.>- 1
H - s- 1

H. 

Consideremos ohoro o-H'-H esencial y al 

c<>njunto )' formemos el siguiente sistemo directo: 

sea n•l, 2, .•. , lo multiplicac16n 

por x .. Vomos B con 

l:B l que 111 

- ? es el 1im1 te directo de este sistema. 

Denotemos por l • lnr el morf lsmo que asocia 

decir, lo multiplicaci6n por • r-n veces • Sea 

ent. • .•-Am 
x' 

111 -... 
X 

lo cu a 1 

si¡ni{ica que el diagrama 

Ade1116a, ai suponemos que exiote un 

loa 111orfiamos V • 
n' 

con•utat.ivo, ent. 

H -l tal n 

el morfismo f 

conmut.a. 

A-m6dulo l junt.o con 

que forman un tri6n¡ulo 

(S )- 1H-l t.al que • 
vr(m) ea el único que hace con111ut.ar el diaar••• 
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(S )-IH verifica la pro?iedod universal, y 

" 

Es más, de! inimos H' • H' C H 
n 

y por lo tonto 

c!lencial, ent. 

o-H' -H n n es esenclol; por lo porte (5) del teorema 

0-~ 11' n-.11!¡ Hn Lncibién ea esencial, 

O -es )-1H'-(S )-IH es esencial, aol 
" " 

por el teorema 1, 

esencial; como ent. 

y por lo tonto 

que, otra vez 

es 

ea esenciol, preBcrvn monomorfiaaos esenciales. 

F.n conclunibn, a i H E:. A-a6d y teneaos 

O-H--4>E0 -E1- ••. -En-·.. una reooluc16n inyectiva 

-1 -1 5-1 
alniaa para H ent. o-s H-s E0 - ... - En-·•. 

ea una reaoluci6n inyectiva ainiaa para s- 111, porque •• 
exac.t.a, s-l E 

1 
... inyectivo para todo i. y -l ( S (d

1 
E

1
)) 

esencial -l todo •• en S Ei+I paro 1. 

A continuaci6n vereaoa otro corolario que no• 
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per•ite ver a la dimensi6n inyectiva de cualquier A-m6dulo 

como algo muy semejante a una propiedad local. 

Corolario 2 En la situaci6n del lema l, con A 

neteriana, si HE. A-m6d entonces 

Di.A(H) • sup 1 D1A"tl1.(H"'ltl) I 1K es ideal m.t\ximo de R j 

Demostrncibn : Consideremos una resoluci6n inyec-

tiv:a •lnima para H, scrn X • (O_H_Q0- ••• -Qn-· •• ) 

entonces, por el le&a y el corolario anteriores, s- 1 x es 

una resolución inyectiva mlnimn 

des prende de i nmed in to que 

para s- 1H y de aqul se 

-1 
DiS-IA(S H) 4 DiA(H). 

Ahorn supongamos que Di
11 

(Mito\) < n para todo 

""' 'lt{ ideal a.t\ximo de R. Como X11t es una resoluci6n inyectiva 

•lni•a para J como ent. 

para todo ideal m4x1co de o •i 

Qn • O porque es uno propiedad local, asl que 

y junto con la pri•era parte 

1 Di A~H'lt\ ). I 'lt\ es ideal m6xi•o en R} • 
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2. Un teorema sobre cambio de anillos 

~: Seo l un ideal de A. Entonces Hom{A/ 1 ,_) 

A-e6d en A/ 1-m6d, 

m6dulos inyectivos. 

es un funtor exacto por lo izquierdo, de 

que preserva monomorfismos esenciales y 

Demost.roci6n En general, es conocido que el 

funtor Hom(H,_) es exacto por lo i:.quierds, 

Para ver que preserva monomorfis•os esenciales. 

consideremos o-...H'--"*H un •onoaorfi8ao esencial. ent. la 

suces16n O -uom{A/ 
1
,H') - llom(A/ 

1
,H) es cxactn, lo 

identificaci6n A 
Hao{ t 1,H) ,;; lx €. H I lx - ol nos syudaril 

mucho. Sea F Hom{A/ 1 ,H) - {x E. H I Ix -ol tal que 

A ai f~Hom{ / 1 ,H), F{f) - f(i). Para ver que estil bien 

dafinida, seo j €. I ent. j { (t) f(jl) - !{]) - f(0) • o. 
Para ver que es mono•orfi••o, sea {E. ler F ent. F(f) • O 

ent. f(I) • o y por lo tanto { es la conatmnte cero. 

mE. 14 tal que l• º· ent. conaidereaom Fine1aente, aee 

1E.Rom(A/ 1 ,M) a tal que g(l) ••• ent. F(11) • •• asl 

que ea eplaorfia•o y F es isoaorf iamo, 

Para mostrar que es esencial, sea M un subm6dulo 

de A Hoa( / 1 ,M), debemos ver que Hom( A t 1, M') (\ M M' f\ N. 

La contenc16n de izquierds a derecha ea clara a1 reatrin1ir 

el do•inio de 

sEM'"N ent. 

F a 

X E. 14' e lx • O ent. 

Reclproca•ente, aea 

xE.Hom(A/ 1 ,M') por 
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el isomorfismo, y 

decir que si Hom(A/ 1 ,H')()S •O <>nt. 

Sos r .. l tn deciostrnr que 

Sea Q un A-a6dulo inyectivo y H un 

que "1 l es un A-c6dulo izquierdo y 

lo cual implica que los funt.Ort!S 

Esto quiere 

H'(\N •O ent. N •O, 

preserva inyectividad. 

"1 1-m6dulo. Observemos 

un "t 1-m6dulo derecho 

A Hom( 1
1 

,_) y 

forman un par adjunto; esto s!gni{!cn que e•iste un 

isoaorfisao, 

{el isomorfismo eatA dado por 

(C(g))(o e m) (g{m))(ii) y F 

e 

A 
llomA( I¡ G!D,_ H,Q) 

'1 
iz:q.-der., tnl que 

der.--izq. tal que, 

(F(!(a)))(ii) • !Cii*m) los cuales son aor!ismos inversos} 

y como "1 1 H. tenemos el isomorfismo 

a partir del cual se 

desprende de inmediato que si Q es inyectivo ent.onces 

tambibn lo es. Lo cual termina la demostraci6n. 

Este leas y el teorema que sigue son resultados 

parecidos a los que vimos en el parllgrafo anterior. El 

teore•a siguiente se refiere precisamente a la dimensi6n 
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inyectiva; n6tese la analogia que tiene con el corolario 2. 

T~orema 2 Sea A una R-6lgebro neteriBna, x E. R 

'f S • ( xr / r ;>O) Asumimos que x no es unidad ni divisor 

de cero en A y t.ompoco divisor de cero de H E:A-m6d. Entonces 

Demost.r11ci6n Corso X no es divisor de cero de 

A ent. 

F. €A-m6d inyectivo y xA..-E tul que f(x) • e para 

alguna e€. E-(0) arbitraria, y observemos el diagrama 

Como E es inyectivo, ent.. 

existe r A--E 
l(l) e'' ent... e 

tul que I•i 
f(x) • I(x) 

f. 

xrc 1) 

Suponaa•o• que 
xe'. Por lo 

tanto, para todo e E E, existe e' E. E tal que e• xe', 

E • xE para todo E EA-•6d, inyectivo. 

Sea 0-...11-...F.0--.o~o una sucesi6n exacta, con F.0 cApaula 

inyectiva de "· Como X no es divisor de cero de " ent. 

11n ler{E0 ~Eo> 
. O, ya que HC.E0 y ai e E. H y •• . o 

entonces e o. Como " es esencial en Eo entonce a 

ler{E0~E0 ) . o Eo~Eo ea monoaorfiaao. 
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Y como Ea • xE0 porque Ea es inyectivo, 

Ea--!....-.Ea es un isomorfismo. 

Más aún, Eo--4Eo induce el isomorfismo D • Eo / y • Ea / 
n xH 

ya que si g : Eo / 11 -Eo I es t.al que xH g(C) • xc • xe, 

ent.. si ;; € lt<!'r g ent.. Jte • O cnt. 'XCE xt1 cnt.. JCC - Xlft 

para alguno "'E: H ent.. x(e-m) • a; como e , m E. E
0 

en t • 

e-mE: Ea ent.. • c-m • O, 

e • O r g es •onomoríismo. 

Si ent. e ~ XD para toda mEH; como 

eE: Ea J xEO - Eo ent. eaist.c e'€ E0 t.nl que e - "". 
ent: .• e• E: Eo I H 

,. g( e•) - "'" xe' - Cll por lo tanto 

g es epimorfismo, g O!l un iHomor!ismo. 

!fuevtu1ente, como " no es dlvisor de cero en Ea 

ya que si 
¡e1;;.E0 / xeExH) ¡ 

J<l1 

eat.i definido como F(f) • C(l), ent. F es un isomorfismo 

y si tal que xe E:. xH ent. xe • xa pnra algunn 

a€.H ent. e • m, y e~H. 

una reeoluci6n inyectiva minlma para D y obsérvese la 

siguiente situación, 
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a.-H-E~ / 1--+ ... ___.En-l-En--. ••• 

D ;; Ea I H 

a/ '-a 

Aqui ttrnemos dos resoluciones inyectivns m1nimns, una para 

H y otra para D. 

Recordemos o.hora que xEa . Ea nsl que "º -D 

JO que D - Ea 

' ti 
;; Ea I xtl (por el iso1:1or[ismo que se 

deCini6) ., de aqu1, podecoo" concluir que xX - X. 

Consideremos nhorn el complejo, 

Afirmacl6n llom( 1 /xA'X) es una rcsoluci6n 

inyectiva m1nima pnra llomC"lxA'D) • 

.!!..!.!!..:.. Pricero vcrecos que es uno sucosibn cxuctn. 

Parn eso, basta probar que Ker d"
0

C Im d .. 
0

_ 1 psru todu n; 

la otra contenci6n se verifica por proptedod de llom. Vamos 

a demost:rar entoncett quu t>i 

ent. existe 

El camino poro encontrnr o e'n-1 lo podemos ver 

en el diagrama conmutativo con renglones y columnas exactos 

que aparece a continuaci6n, 
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l l 
o o 

es decir, seo 

ent:. 

ent .. 

en-2 • xe'n-2 paro ol¡¡una 

Sea 8
n-1 

d En ___ _...n.__ 

l 
o 

Adem&o, 

{porque el dia¡ramo conmuto) 

cnt. exiHte " E. E n-2 n-2 

Como E
0

_
2 

• xE
0

_
2 

entonces 

e' E E n-2 n-2 

e• 
n-1 ent. 

entonces 

xe' 
n-1 

asl que 

o ent. 
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• 

Ahora sl vamos a ver que Ker d"n C lm d"n-l" Sea 

supongamos que 

existe e' 
n-1 

Considere11os 

es claro que 

pora toda n; 

t.al que ¡¡E: Kcr 

en cnt .. 

tal que 

A 
! E Hom( /xA'En-I) 

d"n-l(f) • g, 

por el l cma 2, 

d" 
n 

ent.. 

XC • 0 
n 

" n 

u o 

l' 

y xc~-l o 

tn l 1¡ue re r > e' 
n-1 

¡¡E. ¡., d" n-l" 

cts inyectivo 

HoaCA/xA'X) us uno resoluci6n inyectiva. 

Para ver que e& alnimn, primero mosLraremos lu igualdad' 

d"n-l(Hom(A/xA'En-l) • Hom(A/xA'dn-l(En-l)) La contenci6n 

de iz:quierda a derecha es cl1Ha. 

ent. o ent. .. 

~nt:.on<:cs 

f E:. li:er d" 
n 

d~ 
n 

Reciprocamente, toaemos 

lo cual implica que 

d" 1(Hom(A/ ,,E 1 > n- Xn n-

Ahora bien, por el lema 2 sabemos que llom(-'¡ ,E ) 
xA n es una 

A 
extensi6n esencial de llom( /xA'd

0
_ 1(En-l)) porque 
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es de y por ln igunldnd nntcrior tenemos que 

es cxtensi6n «?sene.in! de lm dºn-J , y 

A 
Hoa( / 11A, X) es una rcsoluci6n inyectiva mlnimn 

Lo cual pruebo ln nflrmaci6n. 

Considcre•os ahora ln si~uación, 

0-M-Eo-Ei-···-En-l__.F.n-··· 1 

Si Di(H) < n cnt. En . o en t:. 
A o Hom( /

11
A,En) -

y notemos que A 
Hoe( /11A'F.n) ocupo el lugor n-1 en lo 

sucesi6n, Es m&s, por el corolario 2 

-1 < 01 5-lA(S H) n 

Esto prueba el teoremu en u11a Jlrecc16n. 

Reclprocamente, supongamos que J 

y consideremos la mlnRIK sltuocibn de los 

reao1uciones inyectivas mlnimuti. Como cnt. 

o Al principio de ln de•os1:rnci6n del 

le•a 2 ( e E En / xe • O J asl 

que si 11 no es divisor de cero de 

y por lo ton to E --!-+E 
n n 

es un isomorfismo. Éste 

.. 
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a su vez, hace que s- 1¡.; -E 
n n 

Ln 1 q UC r<-ia> • x1 -c 

también sea un isooorfismo. Como ent. 

¡.; • o 
n 

Di(M) < n 

Esto concluye la demoutrncibn del teoremo y con 

ello tambibn concluye este pnr6grn!o. 



3. La dimensi6n inTcctlvn de un anillo 

De!i~1ci6n A un anillo R se le conoce como anillo 

quasi Frobenius si es neterinno izquierdo y derecho y 

además es out;oinyectivo izquierdo 

Coca consccucncin lnmcdiatn del ~eorcmn 2 tenemos: 

Corol11rio 3 SI R es un nnillo nctcriono 

izquierdo y derecho, con y x un elcmcnt;o del 

c10nt;ro de R el cunl no '"' unidad ni dlvlnor de cero, 

entonces R¡xR es un nnillo quaal Frobcnius. 

Demost:rución R es neteriuno izquierdo 

y derecho y adem&s R 
R- /xR-o es cxo.ctu ent. R / es 

xR 

to11bi~n ncteri11no izquierdo y derecho. Sólo falto probar 

que ea auLoinyeclivu. 

Para ello, podemos ¡aplicur el teorema 2 st hncemos 

D R. trivial=cnte, uno 

coa o cnt.. 

R¡xR es outoinyectivo, 

Cen(R)-Algcbra; 

R 
DiR ( /xR) " O 

1xR 

de esto mnncro. 

y en consecuencia 

es un nnillo quosi Frobenius. 

En lo que sigue ofreceremos uno carnct.erizuci6n 

de los anillos con dimensión inyectiva ~l. Para ello prime-

ro mencionaremos, sin demostrar, un teorema de J. P. Juns. 
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Definlcibn Sen M € R-mbd. El dual de M, M•, 

es el R-c6dulo derecho Ho1:1R(M,R). Donde el produc:t:o cst6 

dado por, (f·r)(m) • ((m)·r 

An6logamcntc se do!inc, para ME. m6d-R, H•. CODIO 

el R-mbdulo izc¡uierdo, donde el producto cstó dado por 

unn genorolizac:i6n de este 

c.onc:epto c:uondo se trnto de bimbdulos.J 

Uno vez que ten ecos (or:ando ol dual, H•, de un 

116dulo, M, pode"º" rorenr el doble duul, H•• • (M•)" de H. 

Existe un homoaorfismo noturol de M o 11••, 

l>eHnic ibn Doc:imos que 11 "°'' ffin torsibn, 111. 

"es •onoeor!ismo, y que º" rc!lc>clvo si <r c9 iuomor!ismo. 

AdcmAs, n un sub:i6dulo ti de 11 '"'' le conoce como cerrado 

11 ¡ os sln torslbn. 
ll 

Teoreao. Seo R un nnlllo nctorlnno izquierdo y 

d.,r.,c:ho. Si 11 ~ R-Blbd e:. fin. gen. y uin torsibn, entonces 

c1tiste Ne =bd-R sin torsi6n, tnl que las sucesiones, 

0-11· ~r·-11--40 

O --4 N• ~p ---+H ~O 

o--· H-11••-.. Ext l {N ,R)--•O 

o-N~N·• -Ext 1(H,R)-o 

y 
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son todas exoctas, donde P y P• son proyectivos y fin. gen. 



Casi como un corolario, tenemos esta corocteri-

:toci6n. 

Tll!orema 3 Sem R un onillo netoriono izquierdo 

y derecho. Son ll!quivolentes, 

,!.) DiR(R) .$ 1 

.!!.> 1 o donde H,P E R-m6d (in. Ext:R(H,P) son 

gen.; H C8 sin toreibn, y p es proyecLivo. 

s.) Un suba6dulo ccrrodo, proyec~ivo, de un 

R-a6dulo finitnaent:e genll!rndo, es ouanndo directo. 

~) Todo R-m6dulo !inito•ente generndo y sin 

torsi6n es reflexivo. 

Deaoot rae ión : 

(a<=;> b) Si en L. 

M~R-aód; sea HE:R-a6d 1 fin. gen. y sin tor11l6n, ent.. exiot:e 

un R-aódulo libre, fin. g .. n. y Ull monoaor{ismo o-H-F 

a partir de lo cual podemos foracu la siguiente sucesión 

exacta, o-M-F-F/H-o ent., co•o Fes proyect.ivo 

y por la exactitud en la priaera variable de Ext, teneaos 

2 F 1 
que O • EstR( /H'R) • ExtR(H,R), Como Ext(X,$11) •$E:xt(X,R) 

ent. si 

y sólo si 

P es fin. gen. 

1 
ExtR(H,P) • O , 

de izquierdo a derecho. 

proyectivo, si 

lo cual concluye la demostrac16n 
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Recíprocamente, si H es cíclico ent. existe uno 

sucesión exacta R--.H---..O; el núcleo de ese moríismo es un 

ideal de R, finicomente generado y sin torsi6n, os! que por 

hip6tesis, 1 ExtR(I ,R) • O ent. por lo exnctltud de Ext en 

la primero 

ciclico, y 

(b<r=;edl 

2 
vorinble, ExtR(H,R) 

DIR(R) (!; 1 

O poro todo R-m6dulo 

Sen, pues, 14€.R-•Ód fin. gen. y sin torsi6n ent. 

por el teorema. existo NCR-m6d, ain torsión, tal que ln 

auceaión O--..H---H••--..Ext~ (N, R )--.O '"' exacto, pero por 

hip6cesia ExcR(N,R) •O, H es reflexivo. 

Reciprocamente, td H es fin. gen. y sin torsi6n 

ent. nueva•en~e por el teorema, existe N C R-m6d, sin 

torsión, t:al que us exoctn; 

por hipótesis, H sin torsión implico que es reflexivo, aai 

1 
que Ext:R(M,R) • O • 

(b .;:::¿ c) 

Eat:n equivnlencin se de11prcnde de lnmediut:o del 

hecho de que o 11i y s6lo si cualquier 

extensión de r por H [es decir cuolquler sucesión exact:a 

o-P--..E--.H--.O ) se escinde. 
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CAPITULO JI 

LAS DIMENSIONES INYECTIVA Y PROYECTIVA FUERTES 



J. La dimensibn inyectiva fuerte 

Sea R un onillo arbitrario y consideremos a la 

categoria R-m6d. Cuando tenecios el volar de lo dimensi6n 

inyectiva de un R-m6dulo, H, l!ste ,·olor nunca deterciina ni 

1 imito la d1mensi6n inyectiva de los subm6dulos o de 

im&genes homom6rficos de H. Un concepto mÁs restringido se 

puede obtener por ~edlo de In siguiente dc[1nlci6n. 

De!1nici6n La dimcnsl6n inyectivo fuerte de un 

R-módulo, H, [denotamos con Dl!R(H)) es: 

Dif
8

(H) • sup 1 Di(N) / N r.a Dubc6dulo de H} 

El objetivo de este porAgro!o os eatudlor los 

propiedodes de los siguientes clases de R-m6dulos, 

.tn HE:. R-m6d I Di!(H) S. n 1 n•O, l. ... Et1 Ucil 

verificar que .t:
0 

corresponde 11 los módulos semisimples 

inyectivos. Veamos, si Dif(H) • O ent. paro todo subm6dulo 

l 
Ji C ii, t.XC. (..A,h) • U Jo CUU.1 impllCll que N es inyectivo, 

y como sobemos todo m6dulo inyectivo es sumondo directo de 

cada m6dulo que lo contienc,entoncea N es rrnmondo directo 

de H para todo N; es decir, cualquier 11ubm6dulo de H es 

sumando directo, lo cual implico que H es semisimple, 

como en porticular Ext
1

(X,H) • 0, entonces H es semisimple 

e inyectivo. Recíprocamente, si H es semisimple e inyectivo 

entonces, si N es subm6dulo de H, es sumando directo [por 
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que K es semisimple) y c.omo todo sumRndo directo de un 

inyectivo es inyecti~o. tenemos que poro todo H submódulo 

de K, li es inyccti"º• y en consecuencia Oi!(H} • O. Obser-

vemos 'también que ,;t
0
c;t.

1
C;t.

2
c ... C:..:t..nc. 

Definición Una t.eorla de torsión parn R-mód 

lo en general paro cualquier cotegorlo abellnno) es un por 

('.{",;;() de clnses d" objetos de R-mód tnl que 

,i) Hom(T,L) •O poro todo T4':Xy !.COI: • 

.i,i) Si Hom(X,L) • O poro todo l.E:..;t: entone•>!< 1€.'X 

.iil) Si Hom(T ,X) • O poro todo T4'::C entonces XCX. 

A ~ se le conoce co=o clase de torsión cuyos objetos son 

objetos de Lorsión, y n X como clase libre de torsión cuyos 

objetos son objetos libreo de torsión. 

l.a siguient.e proposición (que enunciaremos sin 

de•ostrar [vhase lo último referenclnl) caracteriza a los 

clases de torsión. 

Proposición Las siguientes propiedades de una 

clase de objetos ~ son equivalentes, 

.!!.) :C es una clase de torsión para alguna teorla de torsión. 

~) ~ es cerrado bajo cocientes, suma directo y extensiones. 

Si además, X es cerrndn bojo submódulos, decimos 

que es hereditario y, también, que (X,;;() es hereditario, 
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De nqui en a.delante. sicciprc que digamos "t.corln 

de torsión". nos estaremos refiriendo n "teorln de torsión 

hereditaria''. El siguiente tcorcou nos mucffLrn que cunndo el 

onillo es net.criono, lns clases ~n son cln.scs de torsibn. 

Teorema l. Scu R un anillo neLcrlnno. Las 

cl:sscs ;!
0 

(n•O. I •.•. ) son 111" closcs de torslbn de \ns 

respectivas teorlns de torsión (.l0 ,~0 ). 

D«'!'mOstrnción 

1) Sell AE. ;t.n 11 Ull uub .. bdulo de A: lli u• es 

sub106dulo de 11 entonces tncbll>n lo .,11 de A, por lo tonto, 

sup { Di(B') / B' es subeód. de 11! < sup { Dl(íl) / Bes submbd. de A 1 • 
De 11qul. se concluye que Di!(ll) 4: n y en consecuencia BE: ;in. 

2) Con isomorfismos es evidente. 

Antes d~ probar que eu cl"rrudn bajo cocient.ea 

extensiones consideremos uno nuc~sibn exoc~o nrbitrnrin 

o-s-A-c-o y Xt.. R-mbd. Por ln t1JCHiCtitud de Ext, 

esta sucesi6n induce la siguicn~c nuccaibn cxucLo, 

••• - E11tn+l(X,B)~ Extn+l(X,A)- f..xln+l(X,C)-" Extn+2 (X,R)__,,. •.• 

Si AE.;t'n entonces Di.f(A)' n; si B es submódulo de A, ac 

tiene que Di(B) < n, en p11rt!culor, Di(A) '- n, as!. que 

E11tn+l(X,A) • O • E11tn+l(X,B), por lo tonto Ext:n+l(X,C) •O 

y en consecuencia Di.(C)' n: además, si B y C son objetos 

de ;t;n entonces Di(A) ..¡: n. 
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3) Pora cocicnt.cs, supongor:aos que sea 

O~ B_A_C_O uno sucesi6n exacto. Debemos mostrar que 

e E:. .;Cn Seo C' un subm6dulo de C; como existe uno 

correspondt!ncia biyectlva entre los subm6dulos de e los 

subm6dulos de A que contienen a B, podemos formar, o partir 

de C' lo siguiente 11uce11l6n exacto, 0---+B-A'-c'-O. 

Como A' es subin6dulo de A entonces A'~.ln y por lo que vimos 

en el p&rrafo ontt!rlor, tene0>os que Di(C') t; n, 

4) Pnrn extensiones, con lo m1s1111 .succs.i6n exacta 

0-B~A-c-o supongamos ohoro que entonces 

si A' es submódulo de A, A' 
o--BnA-A'- /(BnA')--..o 

es exacta, aoi que, como Dl(BOA') ~ n y 

sub .. 6dulo d<: A¡B • C, tenemos que Di(A') en, 

(A'+B)¡ 
B es 

5) Para demostrar que es cerrada bajo sumas 

directas. obN.ervcT!'l<'J!J prtl!Be-ro qta•! tti unn clnse ea ccrradn 

bajo extensiones, tnmbl6n lo es bajo sumos directas finitos. 

Es f&cil ver esto por inducc!6n. Asi que ln demostraci6n 

del teorc•a es•~rA completado si mostro•os que la unibn de 

una cadena ascenden~e de m6dulos de .l "stA en n 
;t

0
, porque 

si A ent. A etl el limite directo de sumas 

finitos que forman uno cadeno ascendente podemos aplicar 

el teorema 1 
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Demostrnci6n De izquierdo o derecha se sigue 

de inmediato del hecho de que Z'n es teorla de tors16n. 

Recl procamente, si B es su bm6dulo de A entonces, como B es 

el limite dir.,cto de sus subm6dulos finitomente generados 

y éstos por s.,r también submódulos de A ti.,nen dimensión 

in1.,ctivo 'n, entonces por el teorema 1, Di(B).; n y 

Dif(A) .,.; n 
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Seo. pues, (iE: I) uno 

cadena ascendente de módulos toles que Ai~ .en poro todo i, 

y seo Dado B submódulo de A, B • 
1
'(t

1 
(BOA

1
) 

'/ Di(Bl"IA 1 ) "n pnrn toda 1. ~:s cloro que B "s .,¡ limite 

directo d"l sistema directo (B() A
1

), ns! que, por el 

teorema [ !~4], Di(B) < n: A E: ~n 

Esto concluye In domostrnctón del teorema. 

Corolario 4 : Seo R un onil lo ncteriono. Entonces 

Dif ( R) D11i(R) donde: 0111 dt:notn la di111ensión 11lobol 

izquierdo. 

Deaostroctón La desigualdad Di!(R) e Dgl(R) es 

clnrn por de!inición. Ahorn suponRomos que Dif(R) • n y sen 

A E: R-mód; como t:odo R-módulo "" coc lente de un libre ent. 

A• L¡B donde l. es li~ré, oüÍ que l.• R{X), lo cunl implica 

por el teorema. De aqu1 se sigue 

que Dif(A) • n poro todo AE: R-mód ent. Di(A) < n pori• todo 

A E: R-aód, 0111 e R) e n; Dif(R) • Dgi(R). 

Corolario 5 Sea R un anillo neterisno y A un 

R-m6dulo. Di!(A)-$ n s·i y sólo si Dif(A').(n poro todo 

A' submódulo de A, finitamente 11enerado. 
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Demostroci6n De izquierdo o derecho se sigue 

de inmediato del hecho de que .;!n es teorln de torsi6n. 

Rec!procomente, si B es subm6dulo de A entonces, como B es 

el limite directo de sus subm6dulos finitomente generados 

y éstos por ser también subm6dulos de A tienen dimensión 

inyectivo ~ n, entonces por el teorema 1, Di(B) e; n y 

DH(A) -4; n 
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2. La dimensi6n proyectiva fuerte 

La noci6n dual de la dimens16n inyectiva fuerte 

de un •6dulo, M, se puede definir como sigue; OpR(H) denota 

la dimensi6n proyecti,·a de HE. R-mód. 

De!inici6n La dimensión proyectiva fuerte de 

un R-a6dulo, M (denotada por DpfR(H)) es, 

DpfR(M) • sup 1 Dp(H' •) I M'' es imaaen homoa6rfica de A} • 

Consideremos ahora las siguientes closea de R-mó-

duloa, "n • (M~ll-m6d / Dpf(H) ,.:n • Como en el par&gra!o 

anterior. tene•oa que "'o es la clase de loa m6dulos 

aemisimples proyectivos. Si Dpf(M) •O entonces Op(H'') •O 

para toda M___.H''--0 esac.t.a. entonces 

para todo X e R-a6d, .·. M'' es proyectivo; ahora bien, si 

IC. M entonces "1 1 ea proyectivo, asl que IC ea sumando 

directo de M, lo cual iaplica qui! H es se•ialmple y como 

eaiate "-"-º exacta, M ea proyectivo aemiaimple. 

Adea6a, laa claaea 11.
0 

taabil!n forman una cadena 

ascendente, De alguna aane ra, el 

siguiente teorema es el dual del anterior. 
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Teorema 5 Sea R un anillo arbitrario, Los 

clases '!en Cn•0,1, •.. ) son el.oses de tors16n de sus 

respectivas teorlas de torsi6n ('lln.~n). 

Oeaostraclón 

Consideremos, como en el teorema anterior, una 

sucesión exacta o-s__,..,. __.c--..o y X~ R-mód. !!.ata 

suceai6n, por la exactitud de 1!.xt en la segundo variable, 

induce la siguiente sucesión exacta, 

Si At:'Un entonce11 Dp(A) (, n Op(C)< n, cntoncoes Op(B) < n, 

y si B,Cfl: ~n ent. Dp(ll) ~ n J Dp(C) < n, asi que Dp(,\),¡; n. 

l) Sea A(.~· B submódulo de A y consideremos 

o-.... B ,____.e--. B' ,_,... O exactaª Como B'' 

A ¡ 8 ,E:.'-'n entoncoe11, por lo que vimos en el p&rra!o anterior, 

Dp(8")' n, "'n es cerrada bajo sub•6dulo11, 

2) Con isomorfismos ea evidente. 

3) Co•o la compo11ici6n de dos epi•orfismos es 

nuevamente un epimorfismo, tenemos de inmediato que es 

cerrada bajo cocientes. 

4) Para extensiones, sea o-8-A-c-o exacta 

8,C(.fLn debemos ver que A(..t'.in. Sea 

epimorfisao y considere•os el siguiente diagrama, 

con f A-8 un 
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O - B __ _.g.__•• A h e o 

l ! ' ' 1 f ' 

o- f'(B) --L......11• •__!:!_. 
l
!' ' 

A', 
1r•cs>- 0 

1 l l 
o o o 

donde f' es la rest:ricción de en 8. Definimos ohoro 

A'• 
f": e- /f'(B) tal que si cC.C ent. existe aC.A tol 

que h(a) e, asi que, f''(c) h'f(n). Siguiendo el 

diaarn11a pode•os ver r&cll•ente que C'' est& bien definida 

J que el cuadrado derecho con,.utn. Adem/rn, como h'! es 

epimorfismo y h'f (' 'h entonces f' 'h ca epimorfismo, 

lo cual implica que !'' taabil:n lo es. Entonces, como 

B,C~~. tenemos que C'(B) A'' 
/!'(B) E:. Un y por lo que 

viaos en el primer p&rrnfo de ln demostración, tenemos que 

Dp(A")~n, • • • AE:"n y fin es cerrnda bnjo extensiones • 

5) Final•ente, demo1nroremos que es cerrada bajo 

su•• directa. Sea A 

suponaamos que hemos dado un buen orden al conjunto de 

lndices,l. Es •611, supongaaos que 

ordinales menores que algún k 

ea el conjunto de los 

Deaostraremos que A E:~ 

por inducción. Si k es finito entonces se sigue del hecho 

de que ftn ea cerrada bajo extensiones. 

Considereaos entonces el caso en que k es ordinal 
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transfinito. Si k no es limite (es decir, es sucesor) 

entonces k-1 existe y por hipótesis de inducción, tenemos 

que j~k-l Aj • A'E: !Ln' as!. que A • A'til Ak-l y por lo tanto 

AC 'tLn porque fin .es cerrado bojo suans finitos. Si k es 

llaite, por a j < k sen 

donde BhC B1 si h ,¡: i, y por hipótesis de inducción, Bj€.'lln· 

Dado un epiaor{isao f de A, t:cne=os que f(A) • j~k f(ll) y 

entonces, nuevmaente por lo que vi•os en el primer pArrnfo 

b { (8 ) 
de lo demostrnci n, Dp[ j I U!(B ¡I < n. 

i <J 1 
A partir de esta situación, vnmos o dcmootrnr que 

Dp(!(A)) < n; por inducción sobre n. Sen iyj [(8 1 ) • f(Bj)' •. 

Si n • O entonces paro todo 

f(B ) 
aal que j /f(B )' es proyectivo. Esto significa que cado 

, j !( B ) 
o-tceJJ -t<BJJ- J 'rce ,.-o 

j 
es una sucesión 

exacta que se escinde; entonces existen subaódulos CjCf(Bj) 

tales que f(B. )¡ 
.Ul e j • J re e l • 

j 

y en consecuencia Cj es proyectivo. 

Por (!.) existe un monomorfismo 

co1110 f(Bj)C. f(A) entonces se puede definir co1110 cj___. f(A). 

Entonces existe un único morfismo $ C j-_f(A) tal que el 
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d 1.agramB es conmut.otivo. 

Obsér~·ese que si a E: f(A) entonces a€ j'<'k f(B J) y existe 

una única J< k tal que ln clase de x en Cj no es cero; asi 

que el aorfisao Cj__.{(A) es isomor! isao, y como cada 

cJ es proyectivo, f(A) es proyectivo, Dp(f(A)) - o. 

Supongaaos v&lido para n-1, n >O. Ahora Be<J L. 

el m6dulo libre generado por los t?lementos dt? f(A). L.j, 

Lj por f(Bj), f(B j)' respectivamente. Todavio más, sen 

ll • ller(L.--f(A)), a: j • L.J'' IC., 

que f( 8 j). e { ( 8 j) ; L. j e L. j • '1 

y lj • L.j/'\ l. A partir de 

J( j C l j J laH sucesiones 

exactos o-JC.J-1..j-f(BJ)-o 1 o-ii:J-1..J-f(Bj>'-o 

podemos formar el siguiente diagramo conautntivo, 

o 
! 
f(Bj)'--- O 

1 

o o 
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con renglones y columnas exactos. Como Lj est6 generado por 

un subconjunto de lo hose de L j 

centro se escinde y por lo tanto 

entonces la columna del 

L J/L' es proyectivo, y 
j 

coao el Último rengl6n es exacto, nuevoment.e por la exac-

titud en lo pri::iero var.inble de Ext, tenemos que 

n K .n+I( f(B ) ) Ext (X, Jl.:j> • Ext X, j /f(BJ)' , lo cual i•Plica que 

al Dp(í(Bj)/f(B )') ~ n entonces Dp( 1 Jt1 .> e; n-L 
j j 

Ahora veremos que la faailia 

hipbtesia inicial. Obsbrvese que como 

entonces cualquiera de sus eleaent.os 

f rj J J<k cumple la 

l'. es su b•bdulo de L 

se escribe COl!IO 

(z
9

)a E: f(A) donde para casi toda a !(A), "'a• O. Adea6a. 

cada Coao las "J ' O for•an·un 

conjunto finito, eziate un !ndice, 1, •ayor que todo• loa 

otros, aai que (za)a<f(A)E:. liC. j'<\ l'.J An41oaa••nte, 

si (za)a Cf(B )<E lj entonces (x 8 ) 11 E:.f(B )E:lh para •launa 
j j 

h •ayor: aai que ljC.h~j rh " partir de e ato •• 
verifica que esta feailin cuaple l•• hip6teais, J en 

consecuencia. si Dp(r.J/r ) e; n-1 entonces Dp(l) ~ n-1. 
j 

Coao la auceaibn o-r-L-f(A)-o ea exacta 

entoncea' O • Extn(X,I) • Extn+l(X,f(A)) para todo lE.R-•6d 

J por lo tanto Dp(f(A)) ~ n. 

AE:~, lo cual coapleta la de•oatraci6n. 
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Corolario 6 Seo R un anillo arbitrario, 

entonces Dpf(R) • Dg(R). 

Dl!ciostrac16n Sobemos qui! poro todo anillo R, 

la igualdad Dg{R) sup f Dp(H) / HE: R-m6d es c1clico) 

ae verifico, as!. que si H es c!.clico entonces es imogl!n di! 

R, y por lo tonto Dg(R) • Dpf(R). 

Corolorio 7 Sea HE:R-m6d. Dpf(H) e; n, si 1 

s6lo si Dpf(H') < n para todo H' subm6dulo !in. gen. de H. 

De•ostraci6n De izquierdn n derecha es inme-

diato del teorema. Reciprocnmente, como R•E.~ poro codo 

m E. H, entonces .f11 Re E.~ y coao 

exacto entonces H €Un. 

ro~H Rm- A--0 es 

N6toae que en lo demostraci6n de este último 

corolario se ve que con los subm6duloa ciclicos boato. 
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CAPITULO U I 

LAS DIMENSIONES INYECTIVA Y PROYECTIVA FUERTES 

EN ANILLOS NETERlANOS CONMUTATIVOS 



l. Las dimensiones inyectiva y proyectiva fuertes 

en anillos locales 

Teorema 6 Seo R un onillo ncteriano 

conmutativo. Ent:onccs, si H R-aód, 

.!!.) DifR(H) - sup ( Di! R (~) I ""11! es idcn 1 mf.,.lmo de R 
111 

.l!J DpfR(H) - sup ( DpfR CM,.,> / 11\ C!l i den l móximo de R ,,,_ 

D"montroción (n} Dndo 1' un idcn l primo de R y 

N un submódulo de "" ent.onc<f!I H' m E: H / Te: N es un 

submódulo de H t.nl qu<' H.f • !l. Por el corolnrio 2 sobemos 

particular, Di!R(H) ). aup j DUR (l\.i) /'ltt es mhimo de R}. 
"" Reciprocnaent:e, seo sup j Dif R (H,.> / "\t( es mltximo de· R J • n. 

'111 
Si n •CD ent:onces DifR(K) • CX> por la de11i11unldad anterior. 

Supon11aaos entonces que n <ao 

Por el mismo corolario, DiR(N) 

y sea N un submódulo de 14. 

• tiUp (DiR (~) /~ "" mhimoJ 
~ 

pero DifR (K'Mt) ~ n, para t.odo ideal máximo 1'C.. 

'"' por lo tanto OiR(N) ~ n, y lo 111ualdad se verifico. 
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Dee>ostracibn {b) Seo '1' un ideal primo de R y 

NE: Rp-mbd, tol que Hp-N-o es cxoctn. Si N'• l:er(H,.-N) 

entonces, como en lo parte (!!_) existe H' submódulo de H, 

tal que Hj. • N'. Como lo sucesibn o-H'-H-H' ·-o es 

exacto, ésta produce O-H;.-~-H.p·-o exacto, y por 

lo tonto H;.' ;; N. 

Demostraremos ohoro que 

Sea •.• -Pn___.· .. -P 1 -r0-H" -o unn re.,olución 

proyectivo pora 11'', opl iqucmos s- 1_ y veamos qué ocurr.,. 

Ya he•os visto que s- 1_ e:s cxoct:o; odccaA.s, observemos que 

si o-A-s-c-o es una BUceaibn cno:act.a en s- 1R-mbd, 

)' P es proyecti~o, el siguiente di0Rra1110, 

o-HomR(P,A)- Ho111R(P,ll)- HomR(P,C)-O 

112 _
1 

. m _
1 

m _
1 

o-u°"'S-lR(S P,A)-H°"'S-IR(S P.B)--H°"'S-IR(S P,C)-•0 

no• auestra que si el renglbn superior es ex11cto, tnmbién 

lo es el inferior, J en consecurncin, s-lp es proyectivo. 

Esto significa que la sucesión, 

-1 -1 -1 -1 •• -s Pn-···-s r 1-s r0-s H -o es una 

resolución proyectiva para s-IH''. A partir de c:lito se 

desprende de inmediato que 

aal que DpfR (Hp)' DpfR(H), lo cual ,. 
> sup { DpfR (H._) / ~ es ideal 

'lit . 

implica lo desigualdad 

máximo de R) . 
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Reciprocomente, supongomos que para !1 €. R-m6d, 

/ 1t( es ideal máximo de R} • n. Si n •=, la 

desigualdad anterior icplica que DpfR(!1) • CX>. Supongamos 

entonces que n ccio. Por el corolario 7, basto probar que 

DpfR(N) .C n para N sub.,,6dulo de !1 {initamente generndo. Dado 

cualquier sucesión exacta :;-s"-0 y cualquier ideal 

máximo de R, sabemos qur s._ __.....N~ -)0 11s cxncta, nst. que 

Dp (N") A; 
•• 'll 1" que 

que fLn es clase de torsión. 

Heao11 deaostrado entonces que DpR (11~') < n, para 
"W. 

t:odo ideal máxiao dr R. Lo que quere•os demostrar es que 

DpR(H'') ~ n. Si de•ostramos la siguiente igualdad habremos 

terminado; DpR(N") • 11up{DpRllt(ll.w.'.) /il(ea m6ximo de R). 

E•ta i1ualdad se desprende de inaediato de ln siguiente: 

Obserweaos primero el siguient" diagramo, 

Es fácil verificur que 

hace conaut:ar el d iagraaa. Esto, junto con el hrcho de que 

es un funt:or exacto, nos aueatra la equivalencia, 
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S-1.,_~("" ,H) - s-l(ICer d' I ) s-
1

Ker d' 
""'-K " n+l Im d¿ • n+l/s-11m d¿ 

El isoaorfiaao se desprende del siguiente cuadrado, 

S
-1 s-1 d , - l e 

Hoa 11 ( P 1 - l , H) 1 ' S lloa11 Pi , H) 

IR_1 -1 cs-1d1 >. 112_1 -1 
lloms-lR(S pl-l's H)~Ho•s-IR(S Pi,s H) 

es fácil verificar que 

Finalmente, como E•t~(li'',H) €.R-•6d, usare•os una 

propiedad local para •6duloa, E•t~(li' ',H) • O si y a6lo si 

Est;(N" ,H)1l• O, para todo 1ll ideal •áxiao de R; es decir, 

a1 y s6lo si Ext~ (N~' ,H
111

) • O parn todo ideal aási•o de R, 
1lt 

y de aqul se desprende la igualdad del principio a partir 

de la cual se demuestro que Dp 11 (N' ') ~ n; esto co•pleta 

la de•omtraci6n. 
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2. Las dimensiones inxectiva I proyectivo fuertes 

en anillos regulares 

Seo un anillo ncteriano conmutativo, y sen 

una cadena de ideales primos de R de 

longitud n. La di111ensibn de Krull de R [K:!i:l•(R)) es el 

supreao de todas las longitudes de las cndenns de ideales 

primos de R. Es cloro que O~ Kdic(R)~co. 

Supongamos además que R es un nnillo local 

sea 'lit su ideal máJ<imo, entonces 'm¡'l!I.' es un R/'l!\-m6dulo 

(más aún, un espacio vectorial); sea d su dimensión. 

Entonces 'ltt está generado por d e lecent.os y cualquier 

cadena de ideales pri•os tendrá longitud < d. Es decir, 

ldim(R) ~ d. Cuando ldim(R) • d, decimos que R es un anillo 

local regular. 

Si R es un anillo neterinno conmutativo y R es 

un anillo local regular para todo "lit idcnl 1116•!•0 de R, 

entonces deciaos que R ea reaulnr. 

EJ<ist.e una caract:erización hoaolbgica de los 

anillos locale& regulares, dada por J.P. Serre. 

Teore•a Un anillo R es local regular si y sólo 

si Dg( lt) <CD • Ea a4s, en este caso, Dg(R) Kdia(R) • d. 

El lema que demostraremos a continuacibn eatá muy 

a tono con el rest:o de los resultados sobre localizaci6n 
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que hemos visto n lo lnrgo de este trabnjo. 

Sen R un nnillo regular. Entonces, 

ldim(R) • nup { ldim(R.i.t) /llf. es ideal m&ximo de R} • 

Demost.raci6n Para la desigualdad de derecho o 

i:tquierdo. consideremos a 1ff un idenl c&xicio de R, entonces 

R es un anillo local regular os! qu" ltdimCR._) • n <a::>. 

Sea Clol,...~CI¡\tci~ ... -., (ln),~ uno cadena m&xima 

de idenle.s primos de R'll. Escriblaos ( I J)'tt\ porque si l es 

un idenl primo de R'll! entonces C!Xl Ste l' un ideal de R tnl 

que l-iit • 
de R en 

E. R~cordemo8 quu di dcnotumoti por 

[' ser& precianmente frE.R I 

r lo uxtensi6n 

f(r)E..l); es 

fácil verificnr que l' es un ideal de R, pero, ndem&s, es 

un ideal primo, ya que si r • s E IC' entonces r j s E: l lo 

cunl ieplica que fE:l 6 "f€l r ;ior lo tonto rE..I:' 6 sE.I:'. 

Ot:ra propiednd que mencionnremo11 "" que si 1(1'1 y J'\1( son 

idenlea de R'll t.mles que IC'MIC.J'll\ ent.onc"s IC'c¡.J'. A partir 

de ent:o en claro qu., dada nuestro cadena de ideales primos 

de R'IK qu" vimos al principio, tenemos qu" ""iste una cndenn 

de ideales primos de a, y asl demost.ramos 

la primera deaigualdad. 

Para la otra desigualdad, obaervemos primero que 

loa reclprocoa de los reault:ado.s que vimos sobre ideales 

primoa en la part:e ant:erior, tambi6n son verdaderos; es 
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decir, si l ,J son ideales primos de R tales que le¡;. JC'I!( 

entonces 

si "'~ J 

ade•is, si 

'"' i; ~ e la contenc i6n propia se 

f "€. l entonces sx ;. O para 

desprende de que 

toda s~R -'ltt y 

sx ~ l entonces Jt €. l por ser l ideal primo lo 

cual es i•posible); además, los dos son ideales primos de R. 

Si sup ( ldimCR,.( /")\\es ideal máximo de R 1 •00 ent. 

por 1a desigualdad anterior ldi•(R)ca:> '1 11si se tendria la 

i¡ua1dad. Suponga•os entonces que es menor o igual a un 

entero n. Sea I 0 ... I i • ... ~ lm 

pri•oa en R t.al que I• es •áximo, 

entonces Clo~G:(I 1 )'11 ...... ~ e 1.,. )'lll es 

pri•os de Rft! de longitud •. Por 

una cadena de ideales 

l lnm~mos le r., • 1tt 

uno cndenn de ideales 

hipótesis tenemos que 

a, n, a pari:ir de lo cuol ,,., desprende la otrn des!gunldad. 

Obaervaci6n : Si R es un anillo rcgulnr entonces 

teneaos las siguientes igualdadea, 

Dg(R) • DHR(R) • Bup { DiCRl'l.CR._) / 'lt{ c:s muimo d11 R \ 

• aup ( D1R <a,.> I W ea ••• i•o de R 1 • ,. 
• sup { [di•CR-,i) / 'H( es m&xi•o de R 1 • ldi•(R). 

Las iaualdades las obtenemos a partir del corolario 4, el 

teore•a 4, J el le•a que acaba•oa de demostrar. 

El siguiente teore•a ea una caracterizaci6n de los 
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anillos regulares cuya dimensi6n de lrull es finita. 

Teorema 8 : Sen R un anillo netcriano conmutativo. 

JI. ea regular con ldia(Jt) < oo ai y s6lo si todo R-a6dulo 

tiene diaensionea inyectiva y proyectiva fuertes finil:as. 

Deaostraci6n : En sentido de i&quierda a derecha, 

al R ea reaular y ldia(R) • n entonces por la observaci6n 

Da(R) • ldia(R) • n <00 y de aqul que DifR(H)<CD para todo 

R-a6dulo, H. 

Recf.procaaent.c, si DHR(R) n < CXl entonces, por 

el teorema 6, Di!R (1'11.)' n<<X> pnrn todo ideal aáximo '\tt de R 

""' y por •l corolario 4. DgR ( R911 ) . DHR (~)' n< o:>. Esto, 
'111. '111 

junto con el hecho d• qu• lt"" es anillo local, cuaple las 

hip6teah del t.eore•a de Serre, as l que R"tK ea local reaular 

., por lo 11:.anto 1 ea reaular, lo cual i•plic• la iausldad 

ldla(I) • Dr(I) • n < o::t. Lo cual prueba el t•ore•a. 

Final•ente, un teor••• para a6duloa con diaenai6n 

iayectlva fuerte finita. Denot.e•o• por Sop(M) a todos los 

idea las priaoa, !' de R, para loa cua lea "1' ~ O 

Teor••• 9 Sea R un anillo neteriano con•ut.etivo 

y M€. R-•6d. Si 11» •• reaular con ldia(R!>)' n, para todo 

Sop(M) entoncea M~.Jt:n 
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Oemostrocibn Seo '!K un ideol m&ximo t:ol que 

H'll!. ._O (si H'lll •O ent:. Dif(H._} •O). Como H.,_ io O ent:onces 

111.ESop(H) J por hipbt:esis R..._ es regular, con ldim(R~)6 n. 

Por el t:eore•a de Serre, sabemos que Dg(R~ • ldim(~)4 n, 

puesto que R1!\ ea local regular, y 

HE. ~n 
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