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L3s probabilidades de fallo de los componentes operativos de! 

·cada estado zon dependiente$ del estado. ~de~s. se zupondrá que 

se tiene una estructura de co~tos constituida por tas~s de ingreaa 

por unidad de tiempo y costos de rccmpla;::o por e5tado. c::~:iste por 

lo tanto un incentivo para encontrar· mejores polltic:as de 

rcernpl3;::0. En el capltulo ~ se modela este problema como un 

proceso marl~oviano de dC!c:i~ión en tiempo continuo, 

un modelo de reempla;::o. ~dem~s se encuentra la 

más aún, como 

rorma de las 

pollticas"úptimas para un cierto criterio de optimi;::ac:iQn. 

Cn el c:apltulo ~ se pre~enta un algoritmo iter~tivo que bajo 

ciertas condiciones de monotonla proporciona la polltica ..>ptima, 

consistente en una claQe de estados de reempla;::o contenida en el 

conjunto de estado~ del sistema, que ma~:imi;:a la ganancia neta 

promedio esperada por unidad de tiempo. 

ror último, en cl capitulo 4, se e~:ponc de una 

las con$ideraciones estructurales básicas para la 

en computadora del algoritmo. 

manera breve 

implementaciún 
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~1. IHT~oout:Ctotf. 

CADEH>.3 DE .MAR.KOV 

EN T:IEMPO CONTIHUO. 

. t 

llay oituaciano$ fl~icao en lao que un ren~meno de interdo e~ 

obGervado y rC?g.io\:rado como funci~n del tiempo. ror ejemplo, el 

porcentaje de humedad en el ambiente e~ rC?giotrado a lo largo del 

dla como una runciún dol tiompo. Cuando ~e quiero modolar 

oituacioneo o procc~oo qu~ dependan del tiempo <o de algún 

par~metro continuo> ·Ele podr.1 a optar por o::;:;tudi ar el rcnvm12no 

ob~crvado en forma di~creta, tomando en c:uent~ por ejemplo ~úlo 

lao oboorvacioneo regi~tradas cada determinado lapoo de tiempo. 

n~1, en el ejemplo anterior ~C! podrlan conoidorar loo porcentajeo 

de humedad cada hora o cada minuto. Indudablemente que hacer algo 

como ecto e~ ignorar la dependencia en el tiempo de la cituaciún 

en cue~ti~n. 
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Oi ecpcclficamento ~o trat3 do modelar un 

probabillctico cuyao manifcstacionco con funci~n 

par~metro continuo, ~E! podrla considerar que para cada 

prOCE!!;;O 

de algún 

valor del 

par¿metro t e~i~te una variable alo.:itoria X~ que 
prOCC!!;;O. 

describo 1 as 

Cn el ca~o 

e!::>pocl f i CD del tiempo, un3 r ami li 3 dE! variable~ 

alcatoria9 \ con t en algún rango previamonto espocificado, como 

por ejemplo ro,~>. El modelar a~I un.proceco, est~ fund3mcntado en 

la idea que !;;C tiene dc un procc~o prababillstico o c~toc~stico, 

como l::i de un::t situación' que !ZO manifiesta do diversas manera!;; a 

lo largo del "tiempo", gobernada por lcycc probabillcticac. 

n continuación =-e - formal i;: ar:.. el concepto de--- proceoo 

DEFINJ:CJ:ON 1.1. rroceso C$toc~stico en Tiempo Continuo. 

Sea <O,.:;w,p) un espacio de probabilidad, <S,.7'> un espacio 

medible arbitrario y T un intervalo de roale~. 

Un proce~o estoc~~tico en tiempo continuo o que depende 

de un pardmetro continuo eobre <0,.7,P> con e!Zpacio de 

e~tadog <S,3'> y .conjunto. de .lndicos; T es una familia de 

variableo aleatoriao 

CX-t.:O-. S; te TJ. 

Denotaremoa D {XL (w): t E Tl un 

ostoc~!Ztico y hablaremo~ de S como ~u o5pacio do ostadoo 

S e ~ y :r = ~<S> la q-~lgebra de Dorel re~tringida a S. 

proceso 

cuando 

lliwtóricamcnte el t~rmino de procc~o estoc~stico ~e r~scrva a 

f~milia~ de V3riable~ aleatoria~ rel3cionad~~ alguna mancr.i 

[(~) p. ~71¡ lo que debe cara.ctcri;:ar un 
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Ge observa quC! un procc50 c!Jtac~Gti ca tX < ...... '> : t e:.. Tl os . t 

una función dependientQ de do!J variable!J, w E O y t E T; ~i se 

fija w, X <w> e~ una runciún de T en 5 conocida como trayectoria. 
L 

Di CX
1

: t ce: Tl es un proce!:i.o estoc~!Jtico cm tiempo continuo, 

y !Ji para cada t.1, ••• ,tn e T con t1 < ••• ( tn e!J po!Jiblo conocer la 

di~tribuci..:.n finito dimam:::.ional de cxt.1."xt2""""'xtn)' por el· 

Teorema de C>:tensi.::.n de 1-:'.olmogorov et:: po!iible asign3r una medida 

dQ probabilidad an el ecpacio de las funcione!i de T en S Ci.o., on 

el e!Jpacio de trayectorias>. De e!Jta manera, se dice que la~ 

di~tribucionos finito dimensionales 

tiempo continuo [<1> p. ~l. 

determinan 
¡ 

un proceso en 

n pesar de que las di!Jtribuciones conjuntas finito 

dimensionales caracterizan a un proce~o ectoc4~tico, cuando T es 

no numerable hay oca~ione~ en que las micma~ no proporcionan 

información cuficiento para el an4li~i~ de alguno~ eventoc 

definido~ en t~rminos do trayectorias C<1> p. 1b1l ,C<7> p. 3~l; 

·sin embargo dicho an:.li!:>is es po!Jiblc trabaj.;:indo con otro proco!Eio 

q~e es "!Jimilarº de alguna manara al proce!Jo original~ 

DEFINICION 1. z. t1odi ri caci.::.n o ver~iún de un procaco eQtocásti ca. 

Oea CX
1

: te TJ un proceso o!:>toc.:i.!Jtico en tiempo 

continuo nobre <O,.T,P>. Un proceso estoc~~ticc CY: te Tl 
L 

cobre <0,.7,P> e~ una modiíicaci~n o una ver~i~n del proceso 

CXL: t E Tl ~i para cada t s T 

rrtwEO: XL(w) -'fL(w)J =1. 
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Nos interesar~ trabajar con ver5ionc~ del proce~o que cumplan 

cierta~ propiedades, en particular q~e cumplan la llamada 

condiciwn de ~epnrabilidod. 
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DEFINICIOH 1.3. rroce~o e~toc~otico ccparable. 

Oea CX1.:; 

!:ieparablo !::i 

t e Tl un procc~o el3.to.c:J..~tico. El procc!::o es 

c~:i !3-te un subconjunto 

llam.ado conjunto ocparantc, y 

(numerable> denso T
0 

en T,. 

un conjunto A e Q de 

probabilidad cero, llamado conjunto dczprcciable, tal quo ci 

w no e~ elemC!nto de A y te T, hay un.:s zucesi.!>n Ctnl c..T, 

tn ~ t y tal que 

Cn un proc:eco separable el comportamiento de las trayectoria~ 

en .T está determinado por el comportamiento do las mi!::>mas on T
0

• 

ndem~s un proceso estoc~otico en tiempo continuo siempre admite 

una versi~n separable ci el espacio de e~tados e~ finito. 

CCl> p. 1bb3, y mds que eso, las trayectorias del proce~o son 

continu~s por la derecha y con l!mites por la izquierda. 

ror último, para determinar ciertos procc~os (e~pec1ficamente 

en los llamado!l procesos do t1arkov>, no ;ze dan las dictribucionc!:: 

conjunta$ de cualquier coleccivn finita do var~ables aleatoria~ 

~ino que se establecen. especificacionc~ entre elÍas do tal 

que dicha~ di$tribuciones puedan ccr conocidac. 

C.~. CADENA::> DE MARJCOV EN TIEMI'O CONTINUO. 

manera 

Concidcromos un fen6mono que tiene un nómero finito de 

manife~taciones y que es ob5crvado a partir de un dctorminado 

momento. Este fenümQno se podrla modelar considerando un 

da e~tado~ S = Cs ,s , ••• ,s l finito, . o iL .., 
T = (t E (F! :; t ~ Ol [0, .u) 

y definiQndo la variable aleatoria XL el e~tado o 

man~fa~t~ci~n de~ fenómeno al tiempo t ~ o. Oi el fenúmeno· ti eme 

adem.;~ la propiedad qua 13 informaciún del pasado con la que 



cuente no contribuye a la informaci~n del 
el comportamiento futuro del ren~meno en 

pre~ente para predecir 

cue~tiún, entonces el 

pro<=;eso que modela el fenómeno tiene la propiedad do M::irt~ov. En 

t~rminos informales, c~ta propiedad ~e puede e~tablccer como: dado. 

el valor de XL con t) O fija y el valor.do Xu con O~ u ( t, el 

valor de x .. con s > t rolo cs.t~ influenciado por XL. 

DEf.':INIC:ION 1. 4. Cadena do Markov cm Tiempo Continuo. 

ex : t e Tl 
L 

un proce~o c~tocá~tico en tiempo 

continuo ~obre <0,7,P> con e5pacio de e~t.:idos <S,JO>. 

t:i: 

C:l procei;:;o e¡:; un3 Cadena da t1arkov en¡ tiempo continuo 

il C:l conjunto de e::;tadoa S es fini-ta o numerable 

ii> El conjun-to de valores parametrale!:> C$ T ~ CO,w) 

iii> Dado~ valores parametrale~ arbitrario$ h Z O y 

O ~ t ( · t: < ••• ( t < t se ti ene que 
:l a n 

rrcx .,.,...J 
t:• h 

. con probabilidad 1 para cualenquiera c~t:ados i, J., i , ... ,i • 
~ n 

cuando S e~ un conjunto finito, que por comodidad se etiqueta 

como co,1;2, ••• ,Nl, ~e toma :r = ~<t0,1,~, ••• ,Nl> el conjunto de 

todoo los cubconjuntos de s. redir S finito C$ una m3nera de 

i;:;uponer que 

T = CO,co> 

H 

¡; rrcxt=jl ::r 1 
J=o 

V t e T¡ 

proceso depende de un par~metro 

continuo no negativo aunque generalmente se le interpreta como el 

tit:!mpo que transcurre des.de el inicio del proce~o. -

Gi rr rx ==i 1 
L 

> O dada t E T, definimos p .. <t,ºt+h> 
"J 

como 
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X'\.=il i,j ES h ~ 0 

a la probabilid3d de efectuar una "transici.::.n• del eE:tado i al 

e~tado j en ~n lap~o de tiempo h ~ O dado que el 

encuentra al tiempo t ~ o en el ectado i. 

proceE:o et! 

Cuando P ... <t,t+h> no depende de t .. , 
la denotamon p <h> = r'r CX =.J· X -il 

i.j Hh ~-

<cada .ve;;: que Pr tXL=i l 

y decimo~ que la cadena 

Markov tiene probabilidadc!:: c~tacionaria::; de tran~ici.::.n 

significa que la probabilidad de ir de i a j en un 

tiempo h no depende de cu.:indo .:ilcan;;:amo5 el c5tado i. 

lo 

De aqul en .::.dol ante 111 y a menos que !:>e especifique 

> O> 

de 

qua 

de 

lo 

contrario, ~Ólo con!:i.ideraremo~ cadena~ de Markov con espacio de 

estados finito en ticmpo continuo con probabilidades de transiciún 

ectaci onari ati .i. o. 

P <h> = PrCX =j i.j ·t+h 
X =.i l 

t: 
V t ~ O con h ~ o. 

nupongamos conocida la distribuci.::.n inicial del procci:::o 

finito tiene lat; dii:::;tribucionet:0 Pr cx
0 
=Jl. oe 

dimen!:l.ionales· para 

que toda!3 

la cadena de t1arl:ov quedan completamente 

ccpecificadas si se tienen la~ probabilidade~ de tran~iciún 

V h ~ O y la distribuci6n inicial del proceso. 

[ <~> p. 1'?0] 111 C <4>. p. ~361. 

p ... <h> ... 

Lao probabilidadc$ de tranGiciún cumplen lao ciguiente~ 

cuatro propicdade~: 

a> p .... Ct> ~ ... o V i" j E :; V t ~ o 

N 
b) :E p .. <t> = 1 V i,j E !> V t:. ~ o 

j ::o .. , . 
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H 

e> P .. <!:i•t> =E Pu.. (!::l)pki<t:> 
.. , J...co 

V t,.!S ~ o 

C5t:e último e~tablece que para ir del e~t:ado i al estado j en 

un lapco de tiempo ~•t ce debe pacar al tiempo ~ por algún ectado 

intermedio k. CFi9. I~. 

E~tadoe 

··.~:~:j 
¡, • • • 

o s 
Fi.g. l 

sH: 

t::nt:onces la probt'.!lbilidad de ir en un tiempo t¡ al ei:;tado l.; y 

luego ~n un tiempo t: al estada j 11 

e~tado i eca 

dado que ~e comicn:a en el 

X =il 
o 

X =k X -=i l rr CX -::f; 1 X =i l 
• o • o 

x =Id Pr ex -=k 
• a 

X =il o 

X =il 
o 

<rrop. Marl~ov> 

<estacionaridad> 

Entonces,. por la ley de probabilidadC5 totales 

P .. C!l+t> 
L.J 

"' - E Pr ex =j x ==k 
sa-t-L a 

X =il 
o 

H 

..... EPa.(5) p ... (t). 
k=o J 

Ccta ecuaci.:.n C!;; conocid.:s como la ccu.;sci..:.n o rclacicSn de! 
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Chapman l~olmogorov (en tiempo continuo>. 

d) Adicionalmente ce cupono 1~ ~iguiente condici~n 

continuidad 
lim p .. <t> = cS •• 
t-0.. "J . .. , 

Cst.::i última condici6n establece, junto con ol hecho do que es 

conveniente definir p .. <O> = &l .• que . en 
.. J • 

interv.::ilos pequefio~ de 

tiempo l<:t probabilid3.d de tr3ni:;ici.::.n 3. un· C!5tado dirercnte es CS!:;Í 

cero, o en t:~rminoc pr.::..ctico~, no habr.::.. tran$icionc!;!; a un el::tado 

dictinto en un lapso pequeno de tiempo. 

ne arirma que a fin de que un conjunta 

definidas Y t ~ O y Y i•j e S cean 

estacionarias de tran&ici~n de un proceso 

de runcionct¡ p .. <t> .. , 
laQ probabilidadc~ 

de Harkov &in saltos 

in&t3nt~neo~ es necesario y suriciento quo s3ti~ragan la~ 

condiciones a>, b>, e> y d> anteriormente enunciadas. 

[ <2> p. 199]. 

De hecho, ai !:;;E! tiene un;s di!;!;tribución inicial da ectados y 

un conjunto de funcione!3 P .. <t> que &ati sracen los cuatro puntos 
"J 

.::mteriores C!O po~ibl~ con~tru;ir un3 CadE!na dt! t1arl;ov, u~.::indo al 

Teorema de C~; ten si 6n de Kol mogorov, cuyas:o probabi 1 i dades 

trani:::;ici~n C<!.30 funcione!: p .. <t>. ... 
[ ( 1> p. 1 'i''I] • 

Poo <t> Pos <t> POH <t> 

H P,._o <t, p •• <t> P,,_N<t> 
Gea r<t) =- lp .. <t>I - . . la m3tri: ... 

i. 'i=o 
. . 

PHO<t> P..,. <t> PHHCt> 

de probabilidadec da trancici~n an t unidade~ de tiampa, t ~ o. Eo 

algo p3racido a la m~tri: da prob3bilid3dac de trancicivn d~ un 
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paoo en una cadena da Markov en tiempo diocreto, con la oalvadad 

da tener una matri: de inten~idades de tranaicivn Qotacionarias 

para cada t no negativa. 

La rel.-sci..:.n Ch.-spman· l~olmogorov se puede escribir en t..;rminoo 

matriciales como 

P<t+o> = P<t>·P<s> V t,s 2:. o. 

~e ob!:>C!rva que r<t~s> = P<s~t>, de donde se concluye que el. 

producto matricial P<t>·r<s> = p(5)•P<t> es conmutativo. 

Oi definimos al llmitc de una ::;uccr:;ivn de matrice!:i como la 

matri: Formada por los llmitc~ de cada una de sus entradas, 

suponi cndo que di cho!l 11 mi tc!3 e;: i Ettan ¡ 

eccribir.:;, 

dimenoivn 

como i i 111 r < t > = J: 
t+O+ 

<N .- 1>. ror otro 

con X 

lado, como 

la condicivn d> 

rriatri: identidad de 

se define P<O> - r, 
condici~ d> afirma que P<t> es continua por la derecha en t = O 

ya que lim r <t> =. P <O>. 
t .... o .... 

Un conjunto de Funciones matriciales de probabilidades 

estacionarias da tranE>icivn de un proceso da Harkov rct> que . . 
satisface a>, b>·, e> d) eo comr::inmente llamado "et:;tándar ... 

De hecho se deduce fácilmente el siguiente resultado; 

TEOREMA 1.1 

Oi las matriceo de probabilidades de transici~n de un 

proceoo de Harkov en tiempo continuo 

la condici..:.n de continuidad 

tr <t> a t ~ o:: 

1 i m r <i:) = r (0) 
t ...... o ... 

entonce~ rct> eo continua V t ) o, i.e. 

cumplen 
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lim r<t•h> = P<t> 
h-0 

C<4> p. ~30l,C<7> p. 1501. 

l1 

V t ~ O. 

El pedir que la$ matrice$ de probabilidades estacionaria5 de 

tran~ición r<t> ~atiQf ag3n la condici~n de continuidad d> implica 

un re~ult3do m.:.s fuerte1 la matriz r<t> ea difcrenciable con 

derivada continua V t ~o, i.e. P .. <t>· es derivable con .. , 
continua V t ~ O; i,j E s. 
C<3> p. 135l, C<4> p. ~Sil, C<B> p. 130]. 

derivad:a 

Cn particular un rc~ultado más útil 

derivada$ por la derecha en t ; o, lo cuál 

Giguiente teorema• 

e!l que P<t> tiene 

se e~tablece en el 

TEOREMA 1. 2. 

Si cr<t> : t ~ o: e~ estándar, entonces y i,j Es loo 

11.mites 

1 P .. <h> 
&. .. 

h e: -p~ i. (0) == -q .. .... 

pi.j<h> 
h = p ~ l <O> ~ q"'J 

e~~ i !Zt:en y i:;on r i ni too, i • e o s q. q. . ( co • 
.. , &.J 

= q. .. 
<1.1> 

[(4) p. 24~,246l,C<7> p. 1S1l,C<O> p. 13?l,CC10) p. 6.6.~l 

N 

Dado que 1 = E p .. Ch> 
j=o "J 

V i e s, V h > O 



- 1-p .. Ch> = .... 

1 -p .. <h> .... - h 

~Jl.l:'l'ULv .l. 

N 

E p .. Ch> 
.i=-0 ... 
j.,.:i. 

N 

...,E 
J=o 
_¡.;o:¡, 

P .. <h> 
.. J 

h 

tomando h ~ o+ y por el teorema 1.2 se tiene que 

q. ""' .. 
N 

E q .. 
.i ~o ~• 

i""i.. 

< QO V i 

DEFINICION J.~. rroce$0S conservativos. 

e s. 

l~. 

Un prococo de Harkov en tiempo continuo en el que 

crct> : t ~ Ol es est~ndar, ~e llama conservativo si 

00 

ci¡, = E q .. < co V i E s. 
J=o ~1 
jOlll!i. 

~e ob~erv~ que, ~i el conjunto de estado~ S es finito, i. o. 

se tiene una cadena· de Markov en tiempo. continuo ect:..ndar, 

entonces el procesa e~ con~ervativc. 

nhora, las ecuaciones Cl.1> del teorema 1.2 son equivalente~ 

a las ecuacione~ 

{ Pr ex 
1 
=j X =il = p .. Ch> - hq .. + o<h> i ~ j 

i:+ 1 t ~, "'J 

PrCX =i X =il ; pli.. <h> = 1 - hql + o<h> t. ..... t 

u.~> 

en donde o<h> o Ch) 
eEJ tal que lim --h- - O • 

h-+o 
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Las ecuacionC!S 5Uministran una de"'cripci..:;.n 

infinite~imal del procC!$O en el $C!ntido que si h ) O C!C cercana a 

cero11 entonces P •. <h> ~ hq .. y 
"J .. , 

p .. <h> ~ 1 - hq.. Esto. aproxim.:ici6n 
LI. • &. 

ea útil dado quC! si ce tienen la~ probabilidadeo dC! transición 

para el intervalo pequelao de tiempo_ CO,hl 11 entonce~ por la 

rclaci.:.n dC! Chapman · l"::olmogorov ze podr1 an conocer apro::imadamentc 

para un intervalo dC! tiempo C0,2hl y repitiendo C!l proccco ce 

podrl.:in apro~:imar p.:ir:-a todo tiemp~ t,. i .e. conociendo las 

probabilidade~ dC! trancici..::.n para tiempo!ll pequerío!:t ce apro:tim.:s~ 

las probabilidades de ·transición para todo tiempo t ~o. 

[(2) p. 200]. 

-qo qo• qOH 

q.lO -q. q:lN 

Definase A = 

qwo q,., • -q,., 

. {-qi. 
i.e. DAI .. • _ 

. ...... q .. ... , 
i = j 

la matriz in fini tesim.31 o matri:: 
i ;¡e. j 

intensidades dC! transiciún 11 entoncee en t~rminos matricialeo, 

relaciones <1.·1> dei teorC!ma 1.2 se pueden eccribir 

lim P<h> ::t 
h .... O... h 

=A, y dado que I ; P<O>, tiene que A 

matriz de derivadas por la derecha dC! r<t> en t ; o, lo cual 

de 

como 

la 

denota A = p• <O> en .donde ~e entiende que In derivada de una 

m.:itri:: es la matri:: formada por las derivadas de cada uno de ~uc 

elcmcntoc. 

Ge observa que A = lq .. 1 es un.:i matri:: ... 
satisface V i 11 j =011 1,. ••• ,.N 

i) 0 ~ q .. ( UI 
l.J 

i ~ j 

de conct.:inte!:t que 



i i, o ~ qi = -q .. .... 
i 1 i > E q .. == 

l~i. '"J 
q. .. ( .ag. 

. 14. 

ndemAs los elementos de la matriz infinitC!~imal tienen una 

interpretación probabil1stica para las trayectorias del proce!!::.o, 

es decir, es una descripci.:.n operativa alternativa de la Cadena. 

Si !::>e con~idera la versi.:.n separable del proceso, que para 

una cadena de Markov con conjunto de estados 

e::i!:>te, ce tiene que::. 

finito siempre 

3) rrCX¡.; i, t s h St+At 

i.e. la distribuci~ del tiempo de espera en el e~tado i es una 

di ctribuciún e::ponenci al con par"metro q .• si .. 
entonces Xh = i en alguna vecindad de t con probabilidad 1. 

b> Si q¡,> O y si X~= i, entonces con probabilidad 1 habr~ 

una primera tran~iciún a algún ectada J, j ~ i. Dado que hubo una 

primera transición, ia probabilidad de cambiar a j, en ese primer 
q. . q .. 

salta, est~ dada por ~, , i.e. et q.> o, "' se puede 
qi. .. qi. 

interpretm- como la probabilidad condicional de que la primora 

transici.::.n fuera del estado i sea al estado j. 

C<4> p. 244,246l,CCB> p. 14b,147l. 

e> ndem~s el tiempo de espera y la variable aleatoria que 

denota el estado al que ocurrió la primera tran$iciún oon 
independientes. C<2> p. 212]. 

Con loo rccultados · anterioreo no 0610 ce tiene una 
interpretaci&n de loo elementoo de A sino que permiten describir 

el de!:>arrollo de la cadena.de Markov. de la ciguiente manera:: una 

tlpica reali:aciún del proceso que comien:a en el est;:ido i 
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permanece eri él un tiempo aleatorio cuya distribuci.!>n 

e!:ponenci ál con parámetro q. , 
. " el 

ql. .i 
q. 

proccoo entonces salta a un 

e~t:ado j ~ i con probabilidad , indcpendient:e~ente de 

" tiempo ezt:uvo en el c~tado i, y permanece en ál 

al eat:ori o di stri buido c::pononci al mente con par~met:ro 

sucecivamente. 

un 

q. 
J 

Oi denot:amo!:l f ,~ , ... o '"lt, a loo estados visitados 

cuanto 

tiempo 

y a!:il 

por ol 
Cll> proce!:io, C(' l e!:> una cadena de t1arkov con parámot:ro 

n n:o 
di !;Croto, 

oin considerar los tiempos ontre transiciones, con probabilidades 
q .. 
"' q. i,j ..:- S y recibe el nombre de ectacionarias de transici~n 

L 

emb&dded.Ho.rkov Cho.ln o cadena de t1ar~o~.subyacente. Condicionados 

a la !::ecuencia de e~tadoc '11' .,• , ••• los tiempo!:> do O!;pera entre . . ~o ~:1. . 

trancicioneQ T ,T , ••• son variables aleatoria!!:> 
o :l 

independientes 

diotribuidas e~:ponenci al mente con par.d.mctro~ 

recpectivament:e. De hecha eota dC!$Cripci~n 

alternativa para definir una cadena de t1arl.::av en 

es un;:i 

tiempo 

manera 

continuo 

como un ca!;O particular de los llamados proceso!:> de oemi t1arkov en 

loe qui! los 

C <"1> P• 1101. 

ticmpoo entre tran!:;icionec con al eatori oc •. 

ror otro lado por la relaci.::.O de Chapman·Kolmogorov se tiene 

que P<t>P<h> s P<h>P<t> di! donde 

r<t•h> P<t> 
h 

con la que concluye 

P<h> - J: 
h 

P<t> ..,. P<t> 

que e>t i i::tc el 

obteni~ndooe la ecuación matricial diferencial 

p• <t> = A·P<t> = P<t>·A. 

P<h> - :I 
h 

1 i m _r_<_t_+_h_>-=-__ P_<_t_>_ 
h...O+ h 

La ecuaci~n matricial P'<t> ~ A•r<t> es la manera compacta de 

eccribir lac relacionco 
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P~ .- -q.p .. <t> • Eq . .._p.._.<t> 
.. J .. ... ,.~ ....... "'J 

i,.j €: s 

y análogamente r· <t> = r<t>·A C$ equivalente a que 

P7 .-= - P .. et> q. + E Pu. cu q, . 
.. 1 . .... l "'1· 

i. j ~ 5. 

n loe cictemas de ccuacioncc P"<t> = A·P<t> y P'<t> 3· P<t>·A 

ce lec conoce rccpcctivamente como ~istema de ecuacioneo haci3 

atrás (backwa.rd> y $i eterna de ccuaci om:~s hacia adcl ante < larwo.rd)'. 

e <2> p. ~06J, e M> p. 240J, e <B> p._ 143J. 

Decafort.unadamente, en la mayor1a de los cacao pr~ctica~ y da 

inter.;.c, el· proce$O bajo e!::>tudia -no !:;e define· en· t.;.rminos-- de· lao 

probabilidades candicionah!!S de trans:ición P •. <t>, !#ino en ... 
t.:rminos de una deocripci~n infinitcoimal; por ejemplo• ol proceE>O 

de Poisscn o el proceso de nacimiento y muerte. !3urge 13 

interesante pregunta: dadas lac int.en,.;idades de transiciún q ... .... 
para cada pareja de estados i,j 11 6es posible 

proceco de tt.irkov cuya dcscripci..Sn infinite!:;imal 

intencidadec de transición conocida~? 

definir un único 

Para ser ~s cspec1ficos·cup~ngase conocida una matri: de 

cont:0tantei:; A = 1 q .. 1, i, j = o, 1 11 •••• N que cumpl .:a: .. , 
i> O!:q .. (oo ... i ~ j 

i i) o 5 qi = -q .. .... 
iii> EqLJ = q. < 00 

¡-.=¡, .. 
i ; O, 1, ••• ,N 

6Es pocible encontrar un proceso de ttarkov CX : t ~ O) definido en 
t 

S ~ C0,1, •••• Nl, cuya función matrici~l P<t> de probabilidado~ 

e!:.tacianarias de tran~ici~n sea e~t~ndar y cumpla lo~ si~tcmas de 
ecuaciones diferonciale~ 
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{ 

p• <t> .:a 

P' <t.> -. 
<l.3> 

P<t.>•A(sist.ema hacia adelante> 

~ujeto a la condición inicial P<O> • J:? 

La rC!!::;puee:t:a, antes de entrar en m.á.s dC!tal 1 e!!:, E!!:: que e:: i !:t.e 

un proceso <única, el:cepto por ver!:i once., conocido como proceso 

minimal> que eo la ~oluci~n dC!scada y que tiC!ne una dC!e:cripción 

muy io:imple en t..;.rminos 
1

probabi 1.1 sticoc. Ob!;:;ervamoc que si dicho 

procei::;o cumple P<O> =·1: 11 cnt.onceo !::e tendr:.. qul! p• <O>-. A i.~. A 

será. la matriz de intC!nsidadC!s de trancici~n del proca!:lo. De 

hecho, baot:a poder conmtruir el conjunto de probabilidades do 

tram:ición CP<t>; t .<! Ol pues junto con una dictribuci.:.n 

se podrla construir el proceso de Markov buscado. 

Due la e:;oluci~n al menoo 

probabilidades e!Z:tacionaria!:O y eot.ándar de tranciciún, el 

inicial 

do cer 

oi i:::¡tema 

de ecuacionee:; hacia atrás ei:;: con!Zecuencia de que E ql.. ;:a q¡ ( eo. 
j"'i. 1 

C<B> p. 14311 14SJ. 

L3 solucioO.cumpli'r.:.. el $istema hacia adelante puos una 

condicil!.n suriciente para su valide:: es quC! el espacio do estados 

!Oea Finito C<'9> p. 112]. C!:l problema es que para ciertos proceso!:> 

el ci~tema hacia adelante no ec v.;:lido. <rara m.&s referenciac con 

rei::::pecto a 1 a valida::. di:! 1 os si i:;tem.:sc u.:!:) en nuectro caco 

consultar [(4) p. 240l., [(6) p. ~70 ~7bl., [(0) p. 145 14?]~ 

cc:n p. :!s11.> 

ror ~ltimo., la coluci~n cer~ única como coni::::ocuencia de que 

el conjunto tq. : i~o,1 11 ••• .,Nl e~ acotado. C<6> p. ~74] • ... 
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De hecho, la i:::oluci~n para los ~ictema~ <1.3) 

co 
r <t> :::: exp !A· t:? = I + E· 

n.::i1. 

<A> n tn 

n! 

. 18· 

~.a. P<O> - I 

Como se vo, est3 e::presi.:.n ni ei:o: !Sencilla ni mue~tr3 relacione$ 

probabillcticao. ror lo tanto, a continuaciún se dcccribir~n la~ 

ideas principales para la coni:::trucci.:.n de la~ probabilidadec de 

trancici~n, que e~tÁ. bacada en la deccripciún operativa 

alternativa de la cadena coino proce<E;o de ccmi·Markov y tiene much.3 

~e significancia probabil1ztica que la rclaciún anterior. 

Recordundo la interpretaci.:.n do lo!.'i elementos de la matri~ 

inf.in'i tecimal A, ce construye el equivalente a un..:a pocible 

"trayectoria• o re3li~uci6n tlpica de un "proce!!.o de t13rkov" 

usando la información de A, i.e. si el "procesoª se encuentra en 

el ectado i inicialmente permanece en ~l un tiempo aleatorio 

dii:::tribuido e::p<q.> y entonces h3y una transici.:.n a 3lgl'.°ln estado j 
.. q .. 

··diferente del e~tado actual con probabilidad .. , 
qi. 

trani::;curre un tiempo de espera con dictribuci.:.n 

i::;ucecivamente se contruye la nrealizaci~n del 

exp <q.>, .. 
proceso•. 

donde 

y as.1 

Ucando 

rei:::ultados muy profundas de . teorla de la medida ec pacible 

determinar un conjunto de probabilidades do trancici.:.n 

.<P Ct> 1 t ~ Ol que permi tir.:&n la com::trucc:lún de un proceao do 

t1arkov con las c3racter.1stica$ deseadas Guponiondo conocida ciert.::a 

diotribuci~n inicial. 

[ <4>. p. 2521. 

Otra m3nera do de~cribir el proceso minimal se deriva del 

hecha da podar encontrar la~ prob3bilidade~ de tran~ici.:.n p .. <t> a 
·"' partir de probabilidades de tr3n~ici.::.n en un n~mera finita de 

pai::;os. Oi ce denota p .. <t;tU 3 la probabilidad de tr.::antiici.=:.n de i .. , 
~ j en un tiQmpo t y en a lo m~~ t1 transiciones, entonces, siendo 

concictente$ con el i:::ignificado da loe pi:lr~matros infinitecim3lec 
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• •A ar• .. •••.. r 
........................ .&• .1'7 . 

que tiene. 1.:i versi..'.:.1, !:>epar.:ible de un proceso de t1arl;ov so define 

y recurciv.:iment:e 

P .. <t;H> .... 

P .. <t:;O> 
.. 1 = f 

l 

i =- j 

i ¡t(. j 

P .. <t:;H> = E q¡._ J
1

p,...<t-C;t1-l>q.e,~p<-q.T>dT 
•J k~i. q._ o J . • • 

por últi1no se prueba que l in pL.<t;H> = p .. <t:> 
.W-.CIO 1 &.J . 

probabilidade!!:l e!5lt:acion3rias: de un proceso de H3rkav. 

i ~ j 

son 

CCS> P• 2SOJ.CC4> p. 251J.C(6) p. 3731.C<B> p. 14B.149l. 

13!. 

l lay otro!>. aEpectos de i nt:eréi-s• como por ejemplo 

diat:ribuci~n 11mite cuando t-.cio a las probabilidades 

anali::.:ir la 

de abcorción 

para .:slglln determinado estada.· Cn nuestro · ca~o• · car:. ·importante--· 

determinar tanto lac prob3bilidades de ab!l:orciún coma· el tiempo 

e~perado de absorción • 

DEFI.taCl'.ON 1.6. Estado absorbente de un proceso de Harkov. 

Oea [XL;X(t)·: t ~ 0] un proceso de narkov, Ee dice 

el estado i es absorbente si 

rr ex h·> ; i; o .s ··-r <t 1 x <o> - i J = 1 V t > o. 

que 

La idea de un e~tado abcorbente e~ la de un estado on el 

cual, una ve:: entrando .:i ~1. no es pocible efectu.:sr una tran~ici~n 

para calir. Dado que el tiempo de espera en el estado i ant:ec de 
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la primC!ra tranoici~n tiene una diotribuci~n e;:poncncial con 

par~metro qL. entonces que el c~tado i sea ab~orbente es 

equivalente a que q4~ º• pues en e~te. caso ~e tendria que 

Pr ex <r> = i ¡ O S r' (t 1 X <O> = il = c:!)(p <-qt> = 1 V t ~ o. 
. l. 

Sea ~ un e~tado 3bsorbente de una caden3 de Harkov en tiempo 

continuo y sea n~ el evento "el procesa e!i ovcntu.:ilmc:mte .:ibsorbido 

en el ectado ~¡ definamos la función 

condición de frontera r.,<l> == 1. Por 

tata.le!5 

.r ,u> = Pr CA1 1 X
0

-=i J con la 

la ley de probabilid3de& 

I: Pr en.ti XA~=j 9 X
0

::::iJ rr ~XAL:::.j f X
0

::::.i J • 
J 

nhora. dado qua ~ alean:~ el estado J. la probabilidad do 

ab~orci~ os la misma que si el estado inicial hubiera sido j• i.e. 

Sustituyendo en la ecuación anterior ~e tiene el 

ecuaciones 

ahora 

de donde 

f4U > :. E F1U> P¡,i<At> 
j 

p .. <At> '3 <q .. > <At> +. o<At> ., .. , 

i e s:co.1 ••••• Nl 

i ,.e j 

P .. <M:> = 1 - <q.><At> + o<ht:> ... ~ 

+ At E f .<J>q .. + o<At> 
. -· ... "J J .... 

dividiendo entre At y hacienda At-o 

q~r.u> -::::Eq .. f.(j>. 
• 4 ,,.. .. LJ ~ 

Cntancea 

si!Stcm.a de 
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C1. 4) 

con la condici~n ~,<~> = 1 

determin.'.Ul la$ probabilidades do 3boorci~n en el estado l dado el 

ectado inicial X
0

= i con i;0,1, ••• ,N. 

rara determinar el tiempo eQperado haQta la abcorci~n en 

algón e~tado, con~idcremO$ un cotado abcorbente 1 en Una cadena de 

ttarl~ov en tic:!mpo continuo. Definamo!!I T,e el primer tiempo en el que 

el si15;tema alcanza el ectado ~. y "'z<i> :::= ECT1 fX
0

-=il el tiempo 

e15;perada de abcorción en el ,es:;tada l a p.3rtir del estado i, que 

puede inclusa ~er infinito. Oupondremo~ adicionalmente qua la 
abcorción en el ectada l .3 partir del estado i es cierta, o en 

t~minos de las probabilidades anteriormente descritas r~<i> ; 1. 

Dada que el tiempo de e~pcra ante~ do la primera transici~n 

se .. dictribuye c:mponenci al m~tC! con .. pard.metr.a. 
1 an C$porada a la primera trancici~n será 

q .• .. 
donde 

el tiempo 

qL ) o si 

i ;¡j ~ pues la transici~ al estada e es ci.ert:i. Oupongamos que 1.i 

primera transici.!.n del ·e!l.tada i ·ha ocur:-rido a otro. estada J. la 

cud.1 ~ucode con probabilidad 
q .. 

"1 entonces el tiempo ecperado da 

absorción a l a partir de j Eer:.· "¿<J >. 

rar la tanto el tiempo ecperada de abcorci~n al e et ad a 

cuando el estada inicial ·es i debe satisfacer las acuacionea 

{ :~·:a=co:~ic:~:·::::: . (1.5) 

= o. 



~3. J"ROCES'OS DE MUER.TE CENE~ZADOG EN TIE.MrO CONTINUO. 

Considérese un proceso de Markov ·en 

T "" Ct. e IR 1 O .S t. < oo l • Sup.:.ngase que el 

t.iempo cont.inuo con 

espacio do est.ados· 

s -s C!I ,.s ,. ••• ,.s ,.s l es íinit.o y C!s t.al que t.ione 
· H H-:il A O 

deFinido al 

menos un orden parcial. Adicionalment.o 

dist.inguidos s 11 s que cumplen que s ~ s.;::. s
0 H O H · • 

hay dos estados 
V s. e S y para .. 
•<S> ~ 2. Tambi~n evit.ar trivialidade$ s ) s lo que im¡3licar~ que 

H o 
supóngase que el conjunt.o de r.uncione!; !P <t> ;t 2. o:: 11 matrices de 

prob.3.bilidades estacionarias de transiciún,. es est~ndar para el 

proceco de Harl~ov tXI.: t ;::, 0] en donde Xi; i ndi C3 el estado al 

tiempo t. 

Si el proceso no permite transiciones de estados menores a 

mayores es r~cil verificar que el proce$O eventualmente ser~ 

absorbido en el estado s si el est.ado inicial 
u 

sent.ido el proceco va muriendo o dct.erior~ndoQe 

con el tiampo. 

es s • En este 
H 

irremediablement.e 

DEFJ:NJ:CZON l. 7. Proceso de t1uerte Oeneral i:::3do en Tiempo Cont.inuo. 

Sea una cadena de Harkov tXL: t. ;::, OJ con un conjunt.o da 

estados finito S ~ Cs ,.s , ••• ,.s ,.s l con al menos un orden 
N .N-:il :il o 

parcial definido en ..:lrl y t.al que s ~ !¡.~ s V s. E S¡ y con 
N .. o • 

probabilidades de t.ransici~n ectacionaria9 y ost~ndare~. 

Al proc~sa CX .. :t. ;::. Ol lo llamamos un proce~o de muerte 
generalizado a ·un procC!so de deterioro si adicionalmente 

i> s
0 

es el (lnico est.ado aboorb.ente,. 

ii> p .. <h> = rrcx ._-= s.IX = s.l =o si 
&.J t+n J \. • 
• s.< s. ó 

&. ' 
• !5. •s. no eot.~n relacionados 

.. J 
V h ~ O con si.• sj E S. 
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rara cimpll ricar l;s notación, denotaremoro ;si e;;:¡tado s. como j 
J 

y cupondrcmoc que lo$. e~tado5 CQtán numcr3dD$ de tal forma que roi 

G¡, > sJ entonces i > j. 

es un procc~o de muerte gcnerali:ado, es 

inmediato que p .. <t> > O .. , V t ~ O si i > j para al menos un 

menor a i. Oi denotamos r<t> ;s la matri:: 

r<t> 

PHH <t:) 

p <t> 
N-:l. H 

p <t> 
OH 

PH.N-:1.(t) 
p <t> 

H- :l. N- :l 

p . <t> 
o.H-:l 

PHO<t> 
p <t> 

NO 

p (t) 
00 

t ~o 

C!!:;.tado 

<l. lJ) 

entonce~ es una matriz triangular ~uperior, en cuyo ca$O ~e deriva 

que la matriz de intensidades de tran~icivn A tambi~n es 

triangular cuperier. 

en 

De hecho, la rorma de la matri:: A cerá: 

-q.., 

A 
o -- . . 
o 

donde 

qH.N-ll. qN.o 

-qH-:& qN-:1. .o . . . . 
o -qo 

0 !f q .. ( CID . ' 
q •• = o 

• J 
si i,j no e~t•n relacionadc5 

o < E q ... = E q ... -= q. < e» 
kJll¡ ..... k<i. ..... .. 

~i i ¡/111 o 

u. 7) 

RecLprocamente, cualquier matriz A de la forma anteriormente 

de~crita es la matriz de inten$idadcs de tran$icivn de un único 

proce$O de muerte gencrali::ado con probabilidades de tran~ici6n 

P<t> estacionar~as y est4ndar, tale~ que cumplen (1.3> pues ya se 
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mencionó que e~ posible con~truir un3 cadena de Harkov cuya matri: 

generadora 5ea la matri:: d3da y e~ claro que dicho proceco deberla 

cumplir con las condiciones de la defini~ivn 1.7. 

nnteriormente, se mencion~ que irremediablemente el 

~erla ab~orbido en el 

5iguiente teorema. 

TEOREMA .1. 3• 

estado O. E:cto ize formal i::ar~ 

procc50 

con el 

Sea CX ¡ t ~ Ol un proce50 de muerte generali:ado en 
i . 

tiempo continuo con espacio de estados finito. 

GL .. 1
0 

U> ... denota la_ probabilidad .. de __ abcorci6n en el 

estado o, dado que inicialmente el proceso se encuentra en el 

ectado t, entonce~ 

f' (i) = 1 
·o Vi es 

y el tiempo esperado de absorción ec 

e5tado inicial i e s. 
finito para cualquier 

D.;,,.. Oea tx.,.: t =:. Ol un proceso do muerte gcnor ali ::ado, entonce!:. la 

matriz de intensidades de transici~n serÁ de la forma <1.7> 

en donde O. < q. =E q .. < m. 
. .. j< ~ •• 

ror resultados de la secci~ anterior, l3s probabilidades de 

absarci.:.O deben ~atisfacer el si~tema de ecuaciones (1. 4> 

i.e. 

1 
q,. 

'*o U> =t:f (j) • l 
. . o • q . . ..... .. 

r (0) = 1 o 

E:!;p 1.1 ci tamonte el sistema es 
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fo. <N> 
q = f <N-1) H.H-:i + 

O qN 

q&..&.-:l q. q. 
fo U> = f'. <i-1> + . -. .¡ f (1)~ + f (0)~ 

q. o q_ o .. 
-- q 

ro <U ..... f (0)~ 
o q:l 

f (0) - 1 o 

Como q•=.E q •• = ql.
0 

y d;:ido f 
0 

<O> =· 1 ce 

''" . 

o q_ .. .. 

sigue que 

Nlora, si suponemos r (0) = r ( 1 > = 
o o = r <t-1> = 1 y d;:ido o 

que qi. "2 -~ q.1.J se ti ene que 
J<" 

.,.º (i) 

q_. 
.. J 

=E r <J>-- = 
. ,. o q. 
J'" .. 

ror lo tanto ~o(i) ·= 1 Vi E s. 

1 

q J:q .. - 1 • 
¡, j<i. "J 

nhora, dado que la 3bsorci6n es cierta en el e~tado o, si 

N
0

<i> denota el tiempo esperado de absorcivn en el ectada O 

cu3ndo el ~st3do·inicial es i 11 se debe s3tisracer <1.5) 11 i.e. 

! " u> =!_ " Ew <J> 
o q¡ j<l. o 

"'o<O> =o 

q .. .. . 
q. .. 

i 1 11 2 11 ••• N 

\ 

Ce evidente entonces que ... (1) -= !_ < 
o q. 

CD. Si suponemos que 

"' C0) 11 w <1>~ ••• ,w (i-1> < o o o c:o !le tendría que 

1 
.,_ :i q .. 

" (i) = +E " <J> .. J e oo. o qi. j::.o o q. .. 
ror lo tanto "'o Ci > < ..... V i E S. CI 
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E: J.:11tplo 1. í"rocesos de Muerte r'ura.. C <S> p. 445]. 

!]upongamos 

coni:;ideramos el 

'· una poblaci~n que 

proceoo CXL: t 2:. Ol 

inicialmente tione N elemento~ y 

el número de elementos de la 

población inicial que aón están con vida al tiempo t. rostul.::imos 

que: 

i) El sistcm3 sólo cambi3 de estado mediante transiciones a 

su vecino menor inmediato. !]i el proceso se encuentra en el estado 

j = 1,2, ••• N, la única tran$ición posible tendrá lugar al e!::tado 

J-1. Ge supone que el.e~tada O ec'el único estado absorbente. 
ii> Gi 31 tiempo t el ~i$tema se encuentra en el e5tado J, la 

probabilidad de que ocurra una trancici~n al estado j-1 cm un 

intervalo pequer.a de tiempo <t,tth) es µ.h -t o<h>, 
J 

independientemente.de t y can o<h> t3l que li• o<~> .,.,.. o. Ge t;;Upone 
h-.o 

que O~- µ
1
< CD j = 1,2, ••• ,N. 

iii> La probabilidád de que ocu~ra m:..i;; 
est3da J )_ 1 en- - un intervalo de ti empa _ 

1 im o<~> - o. 
_h....O 

de una tran~icivn del 
C!C o(h) con 

Ge tiene entonces que CXL:t ~ O~ es. un proceso de Harkov_ cuyo 

espacio de estados S = tN,N-1,_ ••• 11 01 es ordenado tot.:ilmente y can 

probabilidades eotacionarias de tran$ici~n 

[

p .. <h> = o 
' •J 
p. . _. <h> = hµ. + o<h> 

..... -. l. 

P¡¡ <h> = o Ch> 

p .. <h> - 1 - hµ. + o<h> ... .. 

!:ti i < j 

!:ti j ( ,i-1 

de donde se concluye que 



·'°;!.'_ .. 

·~7 

1-p .. (h) 
q.= 1 itn 

.... 
µi. -... 

h ... o*" h 

P¡,¡ {:¡ j = i 1 
q¡j= 1 i"' = 

h-0+. h j ~ i-t',.i 

en cuyo C3$D la matriz de inten$idades de tr3ncici6n e$t~ dada por 

A= 

-µH 
o 
o 

. . 
o 
o 

o 
o 

o 
o 

.... o 
o 
o 

-µJ. 

o 

o 
o 
o 

µ!. 

o 

y N <i>,. el tiempo esperado de absarci~n en el 
o 

estado O cuando 

X =i ,. cumplo 
o 

{
"o <t> 

" (0) G . 

..... 

-· 

.1 
1.1 • .. .,. "'o U. -1 > 

o 

. · i. 1 
de donde "o (i > =E~· i = 1 11 2 11 ••• N. 

j =:! J . 

Sup~ng3mos un Si$tem3 con N componentes distinguibles en 

aperaci~,. los cu•le~ se supone rallan .::ileatori.::imento. 

S ~ ~<Cl,.2,. ••• ,Nl> = tA:A ~ (1 11 2,. ••• ,.Nll i.e. el conjunto de to~os 

los posibles subconjuntos de c1,2,. ••• ,Nl; cada elemento de S 

repre~entar• los poaibles conjuntos de elementos en operaciún o 

que a~n no rallan; claramente S es finito pue~ •<S> = -z.H. Cn S se 

eotablece un orden ·parcial en t~rminos 

E. ,Ele s,. E.5 E ... E.2:. EJ .• Notamos que 
.. .1 .. .. 

Cl,2, ••• 11 Nl 2!. E. ~ llJ • .. 

de contcncione~; 

satisf3ce que V C.E S .. 
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Sea XL, t ~ O la variable aleatoria que denota el est3do del 

sistema al tiempo t. Convenimos en etiqu~tar lo!:> esta.dos de ma.ner3 

que !':i 1::. e: E. entonces j ( i , 
.a .. 

general que 
se ob5erva que j < i 

E. e E:.¡ 
J .. 

llama.remo!!:> indi!!:itintamente 

ectado j y el conjunto vac1o es el e~tado o. 

no implic.3 

al esta.do 

Se postulan las $iguientce leyeG.dc movimiento: 

en 

e:. 
J 

i> Gi el proceso o $istema se encuentra en alg~n e$tado en un 

tiempo determinada, la$ única$ tran$icione$ po~ibleG debcrdn tener 

lugar a un estado menor que el estado dada. Formalmente, ci el 

cistema ce encuentra en el e$tada E¡ 31 tiempo 

tranciciones pai::iblee; $On al conjunto tE:.1 E.< E. l ¡ 
1 ' .. 

t, las i.'.ínicas 

el ónice est3do a.b§orbente eG o. En particular, es 

se supone qu~ 

factible ir del 

est.::ida C 1, :!, ••• , Nl a cu3l quier otra estado. 

ii > Sean t', J dos estados tales que C:.( C. 
J .. 

i .e. E . .s; t¡_. !31 
J .. 

tiempo t el ciotema $e encuentra en el estado i, la probabilidad 

intervalo de tiempo <t,t •h> de transiciún al estado j en el 

hq_ ... oCh> independientemente-de .. , t y de .. 105 estados anteriores 

i. o(h) es una ~unci.::.n tal que lim ~ = O. 
h-o 

es 

Entonces e$ claro que CX~:t ~ Ol es un proceso de Markov. con 

espacia de e~tadaG S = ~cc1,2, ••• ,N>> ordenado parcialmente en 

t~minos de contenciones con probabilidadeG estacidn3ria~ de 

tr63ncici.:.n 

{ 

p .. Ch> •'O 
•J . 

P¡.j<h.> = hq¡ ;• o<h> 

Pa.\. <h> = 1 - h E q .. + 
j < i. .. J 

o Ch> 

si 

si 

E. na es subconjunto de E. 
1 • 

E.e E. 
J .. 

Ge ob!!:C!rVa que E q .. no es 3fcctada por aquellos es:t3dos 
j<• l.J 

1 as: que ~C!! teng.:i que .j < i pera que Ei no se.:i subconjunto de 

puec en ece ca=::.a 

en 

E., .. 



La~ inten!:idades de tranoici~n par .. el proce$O ~on: 

¡o si EJ no es .subconjunto do C¡ 

qli:l~ O si E
1
c E~ 

o ( q~=j~¡q~j< - i ) o 
qo- O 
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l l'ROCEso:; MAR.KOV:I Ano.:; DE DECI3I OH 

Y MODELQS DE REEMPLAZO OPTIMO. 

~1 • XHTRODUCC:C ON. 

En eGte cap.1 tul o - habl aremau. .de . prace!loa . eatac:.!lti coa 

modelan la vida de un siste•a. cantinuamente11 i.e. 11 se conoce 

eGtada del proce5o para cada tiempo t ~ O¡ una ve: determinada 

que 

el 

(O 

canecido> el estada del prcceao11 1 ce toma una acci.::.n que-madi ficar• 

lac probabilidades de tran!lici~n del $igtema. Supóngace que el 

proce5o tiene cierta estructura dQ ingre$o5 y cocto5 Cpor ejempla., 

~ incurre en un cesto c<i,a> si el sictema ~e encuentr3 en el 

estada i y se erect~a la acci~n a>., entonce$ ser.La deceable tomar 

las acciones adecuadas de tal manera que ce "optimicen• lac 

consecuenci3s económicas que oca~ione la vid3 del proceso. 

Con el fin de elegir la5 accionec adecuada$ se ~eguir~n las 

lineamientos de una determinada "palltica• o regla para tomar 

deci~ione!3 11 la c~l cea la .. ªpol.Ltica óptima•. de acuerdo a un 

determinado criterio que involucre ingrecoc y cootoa. 



Una el ace importante do l oc modelas· de decisión h:::ecuenci al>. 

anteriormente mancion.'!ldOD9 es la de loa llamadoc modeloa .de 

reemplaza 6ptimo9 que describen sistemas que se deterioran en el 

tiempo pero pueden continuar operando aunque algunas de &us 

componentec hayan fallada y que tienen como conjunta ·de pociblec 

acci.ones par3 cada estado:; i > el reempl a::o del sistema por uno 

nuevo-est.::adlsticamente id~tico, o ii) el continuar 

el mismo sistema. 

operando con: 

9e. PROCESOS HAIUCOVI ANOS DE DECI.::il OH EN TJ:EMPO CONT.I HUO. 

Consid&rece T = C0 9 cu) y S = <0,1, ••• ,Nl el 

pociblec e$tados del proceco estoc~stica tXt:t & TJ. 
as.1 micmo, un conjunta· finita de pociblec accionec A 

y cea CY~:;t • Tl el proceso e~tac•stico que indicar4 

a to111.:u- para cada t e T. · 

conjunto de 

Con!:>i d&rese 

= (3
0

, ..... a,.J 

l'3s 3cciones 

El vector est:oc.istica tCX~,Y,> : t ::. Ol describe la evoluciún 

del aist:ema indicando, para' cada tiempo, el estada y la acciSn a 

tomar. 

Gea H...:"::: CCX ,Y>.: s .s CO,t>l-ra historia del· procoso . hasta 
~ - . 

antes del tiempo t ) o. Oupóngase conocidas las probabilidades de. 

transici.!an 

X = i 11 Y= a, M - l ' ' .. y t:,h ;:_.o. 

ndicionalmente supondremoc que las probabilidades ant:eriorea con 

independientes de la hi~toria del proceso y que son estacionarias, 

estas can denotadas como: 

P .. ct:,h,a,11- > = P .. <h,·a> 
~J . • ~s 

X= i, Y= al 
t t 

e indican que la~ prob3bilidade~ de tran~ición dependen del e~tada 

y deci~i6n presentes (y que son independiente~ de la historia>. 



entenderemos a una polJ.tica como una regla ~para tomar 

accionea. Cn general no se debcrJ.a imponer reGtricciones para. la 

determi naci..!.n de pol J. ti C3!:. e1;cepto que una polJ. ti ca deber J. a ser 

considerada v.1.lid.za si a lo m:..s contempla 1-::.l historia del proceso 

para tomar un.-:a decisi.6n. Inclu!:io las accionQs a tomar de acuordo a 

cierta polJ.tica podrJ.an ~er aleatorias en el sentido de elegirlas 

con cierta distribución de probabilidad. es decir. la 3Cción ~ 

tomar cuando el proceso se encuentra en determinado e!:itado e~ 

elegida por medio do un mecanismo aleatorio. siendo e~te mecanismo 

función de la hictoria del proceso. 

Supónga~e que dad.3 una polltica es po~ible conocer 

" t ~ o <~-1> 

i.e. la probabilidad de tomar una acción al tiempo t puede sor 

dependierlt:e del" e~tado· actual i y· de 1 a -hn:.toria -·del·- proce::;o haGt3 

antea del momento ·presente Ht - • 

Oi la polJ.tica ec tal que V t: ~ º• <~-1> no e!O> lunci6n de 

Ht-• la polJ.tica es llam~da markoviana o desmemoriada pues 

rr- tV =a 1 X -=-i • H - -] · = rr tY =a 1 X =i J - • -t t ~ -t 
V t ~ o -·· <~-~> 

y en este ca~o e~ pocible demostrar que el proceso ect:ocáctico 

ex, ~t ~ Ol es una c.-:Jdena de t1arl~ov en tiempo continuo con 

probabilidades de transicio5n <no estacionarias posiblemente> 

= E rrcxb .. =JIX-i-i• v.=al·Prcv,=alX .. =il_. 
e( E .. 

Gi una. polJ.tica markoviana ademÁc es estacionaria• i. o. 

invariante en el tiempo. entonces <2.1> sólo ec lunci~n del estado 

actual tcni~ndose 

f"rtY=:alX=i.11- J = PrCY =alX-;il 
l 1. 1. e e V t. s 2=. o 

adicionalmente CX~:t,e Tl seri3 una c:adena de t1.-:Jrkov en 

continuo con probabilid3d~c ectacionaria$ de tr.ancici~n 

<~-~> 

tiempo 



p .. <t, 
"J . 

C:A.l'.ITU&.u .16.. 

= E Pr ex\ =j l Xo-=i. Vº =al di. (a) 
a. .... 

en donde d.<a> = rrCY :alX =il. 
~ o o 

Se podrla definir una pol1tic3 determini~ta como una polltica 

markoviana y ectacion.:sria en la cual 

d. <a> = p 
~ lo 

para una única a= a<i> e A 

en otro C<l!'.>O 

de hecho la polltica cerla una función del co~junto de e$tadoo S 

en el 'conjunto de· 1as accionec A ya que en cada c~tado siempre sa 

aplica una única deciGi~n. La ~mportan~ia pr•ctica do lac 

pol1tica$ determini~tas'r3dica en cu fácil implcmentaci~n debido 

preciE>ament:e a cu· carácter funcional" C<2> p. 511.C<B> p. :?031. 

EL CRITERIO DE OPTJ:MALJ:DAD: MAXJ:MJ:ZAR. LA GAH.ANCJ:A NETA 

r~OMEDJ: O ESPEl:ADA POR UNIDAD DE TIEMPO. 

Cl criterio de optimalidad que ca eEOtablecer• a continuaciún 

conci$t:e en mauimi:31'"' la g3nancia neta promedia ecperada por 

unidad de tic .. pa C lo1~ run. a.u•r°tf• .... •ven.u. per unL~ tlms) y ect:O:. 

~ntim~mente rolacionado con lo~ llamados modeloc de rcempla:o a 

proceso!# m¡irkovi3~as de ·deci_!:ói.:.O· de dos accione!# C <7> p. 3011. 

Par3 podm- definirlo es necesario enunciar ciertos resultados 

relativoc a la t:eor1a de renavaci~n. 

- (OU 

i.1 >Lw1· ve.al u .. 

v•·o\>u\>tl.t.i....i.-
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Un proceso de renovaci~n ec. un proceso estoc~stico que al 

evolucionar en el tiempo es afectado por renovaciont!c.• 'i. t!. c;,i~:te 

un tiempo en el cual el 
. ' 

procei:.o comicn::a de nuevo <o es 

reec.tablecido a un estado inicial determinado). La teor.1 a de 

renovaci~n es el ostudio de variables aleatorias no negativas 

independientes t! id~nticamcnte dic.tribuldac 

tiempoc. entre renovaciones. E:l objeto 

que reprocentan 

de e~t.a ~ección 

loa 

es 

ec.tablecer a la ganancia neta promedio ~$pcrada por unidad do 

tiempo como un cociente de valores esperados: la ganancia neta 

c&perada en cada renovación entre el tiempo esperado entre 

renovacione~; dado que el cociente es funci..::.n de la polltica 

ucada, e.e buccard una pol.1tica que haga má~imo el valor 

cociente. 

DEFJ:HICXOH 2.1. rroce~os de ronovaci~n. 

de dicho 

Un procesa de rt!flovaci.!.n tN<t.>:t. ~ Ol es un procei::a 

cstac~stico en los enteros na negativos que registra o cuenta 

las ocurrencias. sucesivas de un evento durante el intervalo 

de tiempo en donde los tiempos entre eventos 

consecutivos i:.on v~riables aleatorias independientes e 
(ID 

id~ticamento di c.tr:ibuid:i!i <v. :a. i. i. d.>- po!:>i ti vac.. -lTkl k'::ia. 

Generalmente., cua~da me modela la vida de unidadec. en 

~ervicia. !k representa el tiempo de vida de la k-ásim:a unidad en 

toervicio y N<t> es el n~mcro de unidades que han servido hast:a el 

tiempo t.. 

Oi F denota la di~tribuci~n de Tk• se debe tener que 

{ 

~<x> 

F<O> - O 

x::: k .= 1.2 ..... 

. "n 

Denotamo!:i S =E T., n ~ 1, S :::: o; .-:il tiempo de e!:>pora p:ar.-:i la 
" i.=:t ~- o 

ocurrencia del n ~sima evento. Entonces se tiene.que 
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N<t> = # de renovaciones al tiempo t 

= n~mero de indices n p3ra loe cuales O < S ~ t. n 

Cl principal objetivo do la teor1a de renovació~ ec el de 

derivar propiedades de ciertas runcionale~ acociadac con 

CN<t>:t ~O! y CS :n = 0,1, ••• l a partir de 13 di~tribuci~ F de 
" tiempos de interocurrencia. En particular será de mucha· 

importancia la llamada función de renovación M<t> o número 

e~perado de renovaciones en intervalos de la forma <O,tl. 

00 00 

M<t> = CCN<t>J =Ek·rrtN<t>=k:: =ErrtN<t>~kl -
k=1 k:j 

00 ""' 

== E Pr CS1/.itl = E FJc <t> 
k•.A k=.A 

t 
en donde F <t> = rF <t-y>dF<y> es- la convoluci~n da las n 

n .Jo n-t 
primeras variables T .• [(3) p. 1b?J,C<11> p. 7.S.11. 

" 
""' La función de renovación M<t> = CCN<t> l.= E Fk <t> con Fk <t> 

l.= .. 
= 

k 
Prf:Skst.l = PrCET . .StJ tiene ciertas propiedades,. por ejemplo 

i.=.A .. 

es finit3 V t > o. C<3> p. 1B~l. 

11ct:> 

Exinte un re~ultado conocido como teorema elemental de 

renovación que establece qua toda funcivn da renovación es 

acintóticamente lineal. 

TEOREMA 2.1. 
Sea CN<t>1t ~ Ol un procesa de renovación con tiempos da 

interocurrE!ncia CT l,. t.:iles que µ = ECT. l < E:ntonces con &. La:i& a. CDo 

probabilidad 1 

_ lim ECN<t> l = 1 
t µ 

[(3) p. 100J,[(5) p. ~OJ. 
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Cl teorema elemental de renovaci~n a ~imple vi~ta .par.ece 
M<t> obvio pues lim ~-t~ es el número csper3do de renov3ciones <o 

t ... .-
reempl3:o~) por unidad de tiempo a largo pla:o que deberLa ser 

igual al rec.1proco de la duraci~n medi3 de un.a rcnovaci.:.n. 

Consideremos un proce~o dé .rcnovaci~n con tiempoc entre 

ocurrencias CT_J~ y asociad3 a cada· intervalo. de 
~ i.=:i 

e::dcte una var:-iable aleatoria R. que será interpret3da .. 
renovaci..Sn 

como el 

co$to o gan3ncia asociada 31 i-~simo ciclo de renovaci6n 

<cupondremos que CR. >':'° son id~nticamente distribuidas>. nunque 
~ i.=t. 

T¡,• '\ pueden ser dependientes. supondremo!!;l que las pareja!> 

<T • R > • <T • R > • • • • !lon independientes. 
:l ·:t z z 

H<1. >+il 
· Gea W <t: > = E '\ 1 o~ costos o g3nanci a!# acumul .:idos que se 

1.=i&. 
tienen hasta el tiempo t <~uponiendo que l3s transacciones se 

hacen al inicio di:! cada ciclo>. !lea A<t> = ECW<t>.J 11 

!:>Obre T = x 

condicionando 

:l 

ECW<t> _IT,..= xJ = { ECR"l . 
ECR.& l + ECW <t-x > l 

y aplicando la lay de probabilidades totales 

. c:o . 
'A<t> = ECW<t>l ':11 J Ettl<t> IT ldF<x> 

o " 
'C 

- J <ECR l "f- ECW<t-x>l>dr<x> + 
o :t 

C»· t" 

= ccR,..l J dr<x> + J ECW<t:-x> l>dF<x> 
o o 

"t 

- ECR:tl ... J ACt-x>dFCx> 11 

u 

i.e. ~e tiene la siguiente ecuación funcional 

1: 

A<t> · = CCR:al + J A<t-1c>dFhc>. 
o 

t ( X 

t ~ >C 

(2.4> 



O.:•l'.l'J'U.Lo> .U. 

Si ~e cupone 1 ECR. l 1 -· ( '1011 la C.inica funciún solución .de .. 
<2.4> ea [(3) p. 185] 

t 
IHt.> = C:CR:il + f Ei:R"ldM<x> 

o 

., EtR.l • ECR l• M<t.> =- ECR l · <1 'f- M<t.> > 
.. :i :i 

donde M<t> ·eo la función de renovación. 

Eo decir., 5i pen$amO$ a '\. como la gan31lcia neta del k-~simo 

ciclo de renovaci.!41 11 ·1a ganancia neta·~~perada al tiempo t e~t~ 

dada pcr 

CCM<t>l = ECR~l·<1 + H<t>>., 

ahora 
ECW<t.> l 

t es la ganancia neta esperada por unidad de tiempo 

hasta el tiempo t., entonces 

lim ECW<t> l 
t 

es la ganancia neta promedio esperada por unidad de tiempo., y por 

el teorema elemental de renavaci~n 

ECR l 
--"-·= 

JA 

ECR l • 
ECT•l 

lo que ju1:>t.iíica que.la ganancia neta promedia e!l;pcr.:sda por unidad 
. . 

de tiempo es el cociente de la gan30cia neta esperada por perlado 

de renovaci~n entre la longitud esperada del perlado de 

renovaci~n. C<3> p. ~0~] 11 CC5> p. 5~] 11 [(11> p. 7.5.0l. 

Oea n una polltica v~lida11 es claro cntonceo que dado un 

modelo de reempla~a., la elccci~n de accicneo deberla afectar la 

ganancia neta y la duraci~n de lo~ intervalo$ de rcnavaciún. ror 

un argumento cimilar 31 anterior., la ganancia nct.a promedia 

e~perada por unidad de t.icmpo para la polltica 'Tt deberla Gcr el 

cociente de la ganancia neta eopcrada en un ciclo de renovaci~n 

cuando se usa la polltica R entre la longitud eopcrada del. ciclo 
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de renovaci~n bajo la polltica w. Sea 

~ = lim ~ ECW <t>J 
n t .. .:r> t n . 

la ganancia neta promedio e~perada por unidad de tiempo a~oci3da a 

la polltica N (donde los sublndices indican la dependencia de 

dicha polltica>. 

Lo que vamos a hacer en este trabajo es anali:ar la polltica 

~ptima "•par~ este criterio #tt• i.e. la polltica rr* tal que 

.p, .. = M¡:g rf'.,.. 
rr n 

donde W e~ una pol!tica válida. 

9•• 'MODELOS DE ~EMPLAZO OPT:IMO. 

Una subcl;ise muy 1·mportante de los procesos _markovi3nos · de 

decisión ec aquella en la que el ecpacio de acciones oólo 

contempla doG posi~lec alternativa$ para cualquier estado• en 
. . 

cualquier tiempo: <i> el sistema se reest3blece con uno nueva 

estad.C~ticamente td~ntico 6 <ii) continuar la operación con el 

misma sistema. En general ecto$ modelos contemplan la nacivn de 

ralfa total en un est.ido en el cuá.l la Onic.i opción posible e~ el 

reemplaza. 

DEFIKlCION 2. 2. Modelos de reempla::a óptima. 

Un modela de reempla:o óptima tiene la 

estructura a 

ciguiente 

1> Un procesa estocástico en tiempo continuo CXt' t ::. Ol 

sobre un ecpacio de probabilidad <O • .?"~P> y con espacio de 

estados <.S.r> 

~> Una variable aleatoria no negativa ~ 5 - que indica 
el tiempo de fallo del sistema. i.e. el tiempo en el cual ce 

alcanza un est3do en donde el reemplazo es obligatorio. 
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~> Una historia obcervabla t:7~:t ~ Ol 

historia hasta el tiempo t 

4> Un3 estructur3 de costos 

donde 3"~ es la 

~) Una cla~e de tiempoB de rccmpla:o (las pollticac bajo 

consideracién> contenida en 13 clase de todos los·tiempos de 
t1arkov T .S r¡ • 

Cn <1> ce ectablece el proceco de interés qua 

indica el ectado del cistema al tiempo t <aunque en general 

indic:ir4 el estado de conocimiento sobre el sistema al .tiempo t). 

C <12> p. 7'1Bl. 

Cn <2>, denotando 16 al estado en el cual el rcempla::o es 

cbligatorio, es claro que si no hay reempla::amicntos se tiene 

X <t> = 11 · .. t ~ t; ~.· t; - inf Ct ·:::, O : X <t> = liD. 

en <3>,.Ge puede interpretar la historia al 

:T-= o-<:X : O .S s .S tl donde utX 1 O S s .S tl denota 
~ . . 

generada por el conjunto tX
8

: OS s S tl. 

tiempo t cono 

1 a O"- .i.l gebr a 

En <4>, se suele- suponer ·que el sistema genera ingresos 

·mientras opera y que e~isten castos acoclados a cada estado ci hay 

reompla::amiento en dicho estado. Dado que la idea es que los 

ingrecos cean dependien~es del ~stado del si~telll3 y del tiempo de 

est;id13 en el mismo, supondremos que c;iiste una tasa de ingresos 

por unid:id de tiemp~ i<s> si el proceso se encuentra en al estado 

s. Tambi-"n supondremo? conocidos los ·castos do reempla::amiento 

cCs> si el sistema se encuentra en el estado s y !:.D decide 

reemplazar¡ con ecta notación, c uzn es el coata de 

reempla:o cuando el cictema estA en el ectado de recmpla:o 

obligatoria Cque podrla incluir- . una _ penali:acivn por. 

~ervicio al no aplicar reemplazo preventivo). 

falla en 

Cn <5>, ~e ectablece que las pollticaG baja concideraciún 

cst~n comprendidas en los llamados tiempos de paro o tiempo~ de 

rtarkov. 



. . ',; :-~' ' ·-- , :- _,_ ,, 

llJAlo.lTUl..u J.I. 40 ·, 

DEFXHICJ:ON 2.3. Tiempos de Harkov o Tiempos de raro. 

Un3 v.u-iabla ale3toria T. para 13 cuál O .S T e~ un 

tiempo de Harl.:ov ci V t ~ º• el avento CT ~ tl pertenece a 

:F =- cr-tX : O 5 s 5 tl 
L · 8 . 

la cr-álgebra gener3da por 

tX : O .S s 5 tl • • 

Obcervamos qua como ~ es el tiempo ~~imo de reemplazo. l~ 

tiempos de Harkov de inter~s son t3las que T .S ~-

Dada que es posible pen5ar que ~t es la inFormaci6n 

di~ponible o la historia hasta el tiempo t y si T es un tiempo do 

Harl:ov. entonces los evC!fltos CT .S tl E :T con O 5 t .S r; • de donde 
:t. 

loe aventas CT 5 tl son factibles de dC!Cisión en al centido que C$ 

¡:>asible s3ber .p3r;:a cada .tiempo .t si .. han ocW-rido o na •. 

Cs claro con lo ante~ior que mi T es un tiempo de Harkov. la 

polltica.•reempla:ar al tiempo T .S ~· defina un;:a pol!tlca da 

reemplazamiento tal que para cada t E co.~l se puada sabor ai sa 

ha reemplazada o no. 
/ 

Gi R es un subconjunto del conjunto de estados. la vari.:able 

aleatoria TUt> = in~ tt ~ O: x,e Rl re~ulta ser un tiempo de Harkov 

CClO> p. 1~341 y es conocida como el htttlA8 ~lft- o tiempo do 

1.legada al conjunta R. Niara. cualquier pol.ltica detcrmini~ta 
queda ecpeci~icada par el subconjunto ~ de S en el cu~l hay qua 

reempla:ar. entonces una pol!tica qu~ reemplace en el conjunta .1t 

queda determinada par T<~>. i.e. los tiempos de Harkov contienen 

todas las pollticas de reempla:a determinista~ razonable$. 

rara modelos de rcempla:o .::,Ptima. debida a que el conjunto da 

.acc.ione!:O const..:1 de s..Slo dos element.os. interpretar a los tiempos 

de Harkov T S ~ conaa •reempla:ar al tiempo T• nos proporciona 

todas aquellac pollticas •naturales y de 5ignificancia práctica•. 
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Concideremos una polltica de reempla:o Vdlida. i. e. 

de ttarkov T !f r; • entonces el costo de . reempla:amienta 
T 

41 

un.tiempo 

e!:itá .dado 

par c<XCT>> y el ingreso acumulado por I<T> =.f. i<X<a>>ds. o . Dado 

que el cistema comienza nuevo y opera ha~ta una falla total o un 

reempl~2amiento preventivo <determinado por T> y en ese momento es 

reempla:ado por un sistema nuevo est~dL~ticamente id~ntico.· 

entonces por los re~ultadas de la secci~n anterior. la ganancia 

neta promedio esperada por unidad de tiempo para el tiempo de 

Harl:ov-.T est~-dada _por:.2 . 

ip<T> = ECI<T> - c<X<T>>l 
ECTl (:!. 5) 

Cl problema 

tal que 

• se reduce a encontrar.Y~~· un tiempo de Harkov. 

~<T*> = ttax ~<T>. 
T 

Taylor CC10) p. 1::!:'111 deinostr.:. la e::istencia de pollticas 

.!iptilft3S para el problema anterior y estas resultan ser tiempo~ de 

llegadas et.e. pollticas deterministas>. 

De gran utilidad ser.:. el siguiente teorema. pues. ·proporciona 

un.a manera .alternativa de es:presar al tiempo de Harkov o!.ptima. 
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TEOREMA e. e. 
!lea T = cy· :a T e~ un tiempo de Markov., O < CCTl < co::: el 

conjunto de tiempos de rlarkov rinitas., 

entonce!> 

y* ma~imi::3 cp<T> ECI<T> - c<X<T>>l sobre T 
- E:CTJ 

ci y sólo si 

y* 1113~imi::a 8<T.,rª> =ECI<T> c<X<T>> • I' •Tl sobre T para 
• • • alg~n valor I' t3l que 9<T .~ > = o. 

[(4) p. 11J.,[(7) p. ~0~].,[(10) p. 1~41]. 

. . . . .. •> Se.:s T que ma::im1:::a 9 <T .. ~ > !;obre T en donde tt. es una . . - . . .. 
conc.tantc tal que_ 8 <T 11 y > = 0 11 ••• I' = .p < T > • 

• • • Pero O = 8<T 11 1' > ~ 8<T,"' > sobre T, i.o .. 
O~ CCICT> - c<XCT>> - y .TJ sobre T .. . . 
y ECTl ~ ECICT> - c<X<T>>J sobre T 
-*~ ECI<T> - cCXCT>>J 
• ~ ECTl = .p<T> sobre T 

·* 
~ ~ .p<T> sobre T. 

~> Sea y• que m~ximi::3 ~<T> 5obre Ta Der!nase 
• • • entancac I' e!:- un valor constante tal quoS<T .,,. > 

• • • Además 8CT.,r > = (cp(T) -; > ECT] 

pera cp<T> !S 

• 8CT 11 1" > 

.. 
- C.p<T> - 9<T >> ECTl 

• cp <T > sobre T., 3sl que 
• • 1 = C~<T> - ~CT >>·ECTl 5 O: • • 9<T .. ~ >. 

• • y=.p<T>a 
=.o •... 

CI 

Supongamoi;; que c::iote una runci..Sn g:.S -+ IR que denota la tasa 

diferencial de cooto$ de recmpla:::amiento con la propiedad que 
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en donda T es un tiempo de ·reampla:amienta válido y 

e= c<X<O>> >O <par3 evit~r trivialidades>, cntoncec es posible 

e!lcribir 

ECI(T) - c<XCT>> - rl 
T . 

c:[f
0

Ci_<XC!3)) - g<X<!:l» - ~l ds] -e <~-h) 

Dado el conjunto de est3doc s, es po~ible ordenar al menos 

parcialmemte, a ~ubconJuntos de elemento$ de s, ~iondo aste orden 

inducid~ por las componentes que ~Qn ect~n en oper~ci~n Csi los 

elementos de S son indistinguibles el orden establecido es en 

términm:o del n~mero de componente& que aan na han fallada¡ si par 

el contrario loe elemento$ de S con distinguibles el arden ser~ en 

t~rminos de contenciones coma en el ejempla 2 de la seccivn ~3 del 

capitula 1, rroce!#Os de Huerto Generalizados en Tiempo Continua>. 

De ahora en adelante supondremos que los elementos de S presentan 

ese orden natural anteriormente citada. 

Gi r ec ~iJa y la runci.:.n i<s> - g<s>, 5 E: s 
no-:-decreciont:.e en S, parece natural que hay que continuar operando 

•iontr.:is_ol int:.e~randa en <2."6> sea positiva y reomplaa:ar en el . . 
momento en que ·sea negativo. Dada que iCG) - g<s>, s E: S ca. pul!de 
ver co111a la- •taca de gananci3 neta• por unidad de ~iempo cuando al 

proce5D se encuentra en el estadas, ~upaner que i<s> -g<s> e& 

no-decreciente ec cuponer qua ºla ta5a de ganancia neta• e~ monor 

en ectadac ~e pequeffo5 <más deter-taradoG> que en estadoa m&c 

grandeiz Cmenoc detertora~o!:l>. Cl que i(s) - g<c> E>ea pacitiva 

indic3 que a~ se puede continuar aperando y recibir ganancias par 

la cu.il no ec conveniente aQn reempla:ar. 
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DEFito:CION e ••• Clases Decrecientes. 

Una clace de estadca .1t ~ S es llam:ad:a decreciente si 

cada ve~ que A e 2 y D .S n entonces D e 3\. con n,D e s. 

rara el modele de recmpla20 haGta ahora ectablecido ce tiene 

el siguiente teorema. 

TEOREMA 2.3.; 

Si se tiene un modelo de reempl:a:o para el cual 

i <s> - g <s> ec no-decreciente en S <i,; e. ci !3.i..S s
2 

s:t, s
2

E ~ 

se tiene i(s.i.> - g<s~> .S i<s
2

> - g<s
2

>> entonces par.a toda>" 

i •) ;11,• <r> = CA E S : i (A) - g (A) - 1"" < 0] es una 

decreciente. 

11.> T.= inf tt ~ o : X<t> E R.*<r>l 

= inftt ~o 1 i<X<t>> g<X<t>> -r < OJ 

• suptt ~O 1 i<X<t>> g <X <t> > - y t:. OJ 

cl:ase 

.. 
es tal que O<T ,r> ~ S<T,~> para todo tiempo de Harkov T. Si •• • • • • • ade~s exiate un valar T tal que S<T ,r > - O entonces T es 

• el tiempo de reempla::o 6ptimo. -~De hecha ~ es el V3lor del 
• que se hace referencia en el teorema 2.2,- i.e r = tt.:ix .pCT>>. 

T 

i.> Dado quo el proceso ~iempre se mueve a estados menores 

<más deteriorados> en ausencia 

i<s> - g<s> es no-decreciente en S, 
!:il n E a*(;.) y B .S n entonces 

g<n> 1"' (. o 

de 

se 

i <A> 

e i. <D> Q<D> 5 i<A> - g<A> 

.•. i <D> g <D> 
i.e DE~·()"'). 

reempla:o 

tiene que; 

y de que 
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• • i i. > Dado T ·· inf tt :?. O : X <t> e ~ <.r> l entonces 
.a.:> ~i O 5 e< y* se ticn~ qua i<X<r>> - gCXCr>> -·7' ~O 

y debido a que sin reempla:o el proceso se mueve a e~tadoa 
menores y por la monotania de iC•> - g<·> Ee tiene que 

b> oi ~>y• iCXCT>> - gCXCr>> - r (o 
• •• T• = sup U: ~ o : i e X < t > > g <X et > > .- r ~ Ol 

Csi loa con.junto~ Ct :?. O .J .i ex <t>) - g ex et>) - 1" < Ol y · 

Ct:::. O :a texet» - geX<t» - '1'.::. o:: ·no son vacloe:i>. 

entonces, para cualquier otra polltica válida <o tiempo 

de ttarvov> T 
. . . 

eeT ,r> - eeT.,r> 

• 
= e[i; ueX<T>> - geX<r>> - rldT -

J: Ci <X cr> > - g ex CT> > - V" Jdr] 

-= E [{J:• u ex <-r> > g<X<T'>> .,. ldf"' -

T J
0 

U<X<r>> - g<X<r>> 

C1 C T < y*> + 1 < T ~ Te.> J] 
• T 

J~ u ex e"!">> 

• ·r 
+ fo ti CXCT» 

·r 
-' fv U cxer>> 

.T 

g<X<r» 

- fu Ci <X <T > > - g <X <T> > 

... J .ucxcr» -g<X<1'» - I"" ldr'•1eT "1:. y•, 
T 

] 

] "1:. o 
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donde la última de~igualdad ce ~igue de a.> y b~ y de 

función indicadora 1C•l ec na negativa. 
que la 

• Cntoncei:;; para toda tiempo de t1arkav T 11 8<T 11 ~> ~ 8CT 11 ~). 

Gi ade"""G• -ro* es el Crnico. v.:ilar que . hace O<T•,.~•> ·= 0 11 

entonces del teorema anterior <si T•e T> 

..,.,T•> .. _ 
T'" = '"'"'" rp<T> • 

Te T. 
CI. 

Oboervamo$ que bajo las condiciones anteriormente citadai:;;,. T .. 
eo 'el tiempo de llegada <httttng ttme> a la ciase de estadoG .. .. . 

.:lit = <s E S : i. <s> - G <s> - r < Ol y por · lo ·tanta la· polltica 

.;,Sptima es determinista. 

La existencia de pollticas óptimas para modelos de reempla:a 

con diver!l:os-'criteri-os de optimalidad- <incluyendo el nt..u~stro> rue 

democtrada por Taylar C<10>l y resultaron ser htttln9 ti~-s. Roe~ 

[ <7>] demueotra que lo~ le/. t t. t.ns t l.m&s son óptimas usando.. ciertas 

condicione& de monotan13 en los estados <clases decrecientes> y 

operadores infinitesi•ales <que se 

infinite$lmal futura>. Dergman C<l>J 

interprotan 

dema!:Otr6' la 

como g::inanci3 

e;tii:;:.tencia ·de 

tiempo$ de reempla::a &ptima con la cuposici~n de. monotonl a utoual 
• • en i <a> - g<s> - r a en gener31 con una monot.!onica 

dependiente de estados y adem.t.s afirma qua no es necesaria la 

!illf>DSici..X. de t't)rkov <su criterio resulta estar relacianada·con el 
de RasG>.· 

Gin embargo., na habl.a manera siate•tica para calcular 

ooluciones e~:pll.cita_s para •adelam de reempla::o 6-ptimo fuera de 

algunoo casa$ muy simples., pues los •alQoritmo~ con ID$ que .Ge 

contaba $e basaban en los teoremas de ·exis~encia de politicao 

~pti•a~ y· eran computacionalmente impr~cticos. 

,·,-
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CAPrrut.o 3 1 

~1. DES'CÍUPCl'.ON DEL· MODELO. 

UN ALOOIUTMO PARA DETERMINADOS 

PRODLEMAS DE! REEMPLAZO Of'Tl'.MO. 

... 

Sea s = ts ••••• !O J un conjunto rinito que identi:ficiirent0• 
· N o 

cDftto ml conjunto de eatadoG. Gupangamoa que a:,iate una r.elaci~n dm 

arden <al manan parcial> en loG alem~ntaG da S tal qua 

a.H ~ uj it. -.. V GJ .E S pero GH > 
> •¡ entonces i ) J. 

Oup6ngace conocida una matriz A. = lq, .1 de const:antec con las 
"J 

car:acteristicas ~iguientec; 

o 5 q .. ( • .. , 
o < q¡ - q¡ ¡, 

q .. =o 
.. ' 

- E q ... 
L • O.A ,.,e" 

G. > !O • .. ' 

en otro C3$D 



entancea can laD reoultadaa do ~3 en el cap1tulo 1 

canctruir un <único> proceco de muerte generali::ado 

con conjunto de ectadoc S y cuya matriz infinitecimal 

4'1 

ec paaiblo 

CXLr; 1: ~ .Ol 

e1:1 A. tie 

tiene entonces qua ~o e!:i ol única e~t3do abcorbente y que. 13 

probabilidad do abcorción desdo cualquier estado inicial e& 1~ 

siendo el tiempo eDpm-ado de abcorci6n finito. La de~cripciún 

iníinitecimal de lao probabilid3deo de tran~ici~n cer'r; 

p .. Ch> - h·qL j ... o<h> s. > s. . , • ' 
p .. Ch> "" 1 h E q. l. + a<h> !!.. 

.,. 
so ... l. . • • < .. 

p .. Ch> = o en otro caco· ... 

Supongamo!:. que ol proceso comienza en ºw" e!> ·decir X -= s 
O H 

can probabilid&Sd lino •. Se&S -lj = ini".Ct ~ .O :i XL =- !!1
0

J_ la .. v~iable .. 
aleatoria que. denota al tieq>o de .:sbcorción al· eo.tado a

0
• 

Adicianal•ente De canaiderar6 Un Conjunto de DÓlD doc accionen; i~ 

reempla:ar o llevar al proceco al ectado ~N" ii~ dejar evolucionar 

el proceca. ren~e•aa que a ea un-ectado en al cual el roempla:a . o . 
es obligatorio¡ adOIDG!!> supondremos que el tiempo de roompla::a es 

dcn:;preciable11 entoncl'!o ~- eEJ el tiempo m.á"ima de rcl!lllPla:a y de 

hecho CE~IX0= aHJ < •· 

Si el prDCO!!!JD se encuentra··en el e!:itado si ·sse tiene! una t:::asa 

da ingreaoo por unidad de tiempo i Cs.>. Si &e decide reenaplo:a::"2r_ 
I . 

cuando el proce~ ae encuentra un el ectada 

costo da reempla:amiento cha.>. Oupondremos 
I 

s. se 
J 

que 

acotadoti y para evitar trivialidadeo c<sH> > O. 

tie cancsidcra 

incurre en 

i C• >" e<·> 

n = CT 1 T l!!!l un tiempo da t1arkov, T .S ~ 11 O <. ECTJJ 

un 

son 

·e1 conjunto de pal.1ticaa baja cansidar.:scivn <can loa tiampac de 

reempla::o v~lidoQ) 9 notamos quo cntancac O ( ECTJ 5 E[~] ( cio. 



:so, 

. . 
Se quiere encont:rar un t:iempo de Hai-l~ov T para m.:ucimi;:o:ir 

ip<T> '= 

T 

ECI<T-> - c<X<T>>J 
ECT~ 

toabre n. en donde I<T> = I i<X<r>>dr. 
o 

Se obcC!rVa que por lac 

oupoci ci oneo de acatami ent'o cobre i (. > y e<•>• ""<T> bien 

definido V T ~-n. 

Cnt:onceB para ecte modelo de reempla;:o ~ptimo. por el teorema 

2.2, 

* * ~ = ~<T > = Mnx Cp<T>l 
Tefl 

es la ganancia net:a m•xima osporada promedio par unidad de tiempo 

y T• e~ el tiempo de ~eompl3;:0 6pt:imo, y adem.Ss ~ t:ales que 

= Hilx 
.,. ~ n 

• tHT 11 r > 

= Hax ECJ CT> 
T&O 

c<XCT>> 
.. 

T·r l 

Exicte un rea.iltado muy impcrt:ante conocido como f~rmula de 

Dynkin que eGtablece que par.a cualquier- funci.::.n acot:ad.a · dafinida 

cobre loa estados * : S ~ IR v para cualquier t:iempo de H.::irkov T 

con ecperan:a finita 

EL [.f' ex CT> > l 

donde ~ [ · l raprosont.a la cspl:!~ana::i candi.cion3da a que X
0 

-= 
.CC1> p. 1:,SOJ 11 CC2> p. ~70l 11 CC~> p. :J,C<4> p. 7S1J. 

!l .• 

" 

De nhora en adelanta y a monee que ce ecpocifique lo 

contrario., laG ecper.an;:as can condicionad~c al evento X - ~ • 
O N 

Uoando la fórmula de Dynlcin y con la convl:!nciún c(EOH) ) O oe tiene 

que 

<:~. 1) 
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... 
ECc<X<T>>l - e[J

0
<A·c><X<r>>dr] • c (!S > 

H 

entoncec &i ce define 

= ¡: q .. c<s.> 
.j<• ·i J 

=O 

> e o 

o &ea g ; S ~IR. g = A·c. eG la t3G3 diferenci3l de costos de 

reempla::3miento a que se hace referen~i3 de~puds del teorema 2.2 y 

entonces eG pooible eocribir (2.6> coma 

T . . 

6<T 11 a"> = e[J
0 

Ci <X <r>.> - <A.e) (X (T)) - ,..-Jdr] - e (9H). 

Oi adicianalme~te se tiene que i<·> - A.e<·> e& no-decreciente 

en s,. por el teorema 2.3 el tiempo de reaanplaza vptimo ea la 

polltica determiniGta. 

T* = inftt?. O; i<X<t>> Ac<X<t>> 

= supCt ~O: i<X<t>> Ac<X<t>> 

,,.• ( Ol 

• 1"' ~ Ol 

• • • donde r es un valor tal que 6CT 111"' > = o. Se supondr~ 

que Bi •._ S s
1 

Gan el ementac de S 

i (G.j 
J 

A.e hs.; 2! i Cs > - Ac CG. >. 
J L· • 

entonces 

Not3moc que la candiciún 3nterior ae GatiGface si se pide que 
cada ve: que c. .S s. entonces s.i aul t:Ono3mont.e GO cumpla 

• J 

i <s. > .s i e s.> .. , 

Cu3nda X~ representa algun3 nociún de.uca a dalia 3CUmU13da 

hacta el tiempo t,. ect~ supoci ci.:.n de monotonl a <que l l·am3remoa 1 a 

caapasici.:.O de monatanla ucual> eG con fracuencia re3lista 



,•. .. ~·, 
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C<~> p. 7501. Si ae revi~a la demo&traciun del teorema 2.~. 13 

propiedad de que R* = Cn e S; i<s> - Ac<s> - ~· ( 01 es un~ cl~se 
decreciente eo la que implica la 0ptimalidad do T*• y aunque se 

han encontrado alQunas condicionea oobre A y c para que &e cumpla 

Ac<s.> ~ .Ac<c.> si §.!is. C<l> p. 191• serla deaeable 
a. t ~ I 

cncontr3r en lo futuro condiciones m.;.c gencrale& para que 
una cla&e decreciente. 

A continuaci~n ~C! C!5tablecer4 UO par de C3~DC particularea 

inuy importantes para el modelo.31lterior. 

Cjemplo 1. Oistemas con componentes distinguible~. 

Se tiene un &i~tema con N . componentes di&tinguiblec. Oe 

considera S el conjuntq de todoc loe subconjuntos de 

can la que cada ectada repreGl:!nta el grupo do componcntec aGn en 

operación• el.orden utoada en Ses ol arden p;irci:il definido en 

t.:Ormina& de cantencianc:!s <e. i'!. s. ... !i . .S s.>. 
.. 1 J .. 

La ma'tri: deintencidades de trancicivn queda. caractcri::ada 

par un conjunto de nllaieráa tqi.
1
1 que cumplen 

q .. ~ o si !; j < !:i. 
.. 1 .. 

o ) q .. : -E q. > -co 5. ... GO ... & . . .. i .. 
J ( .. 

qºº =·o 
q.-; 

.. J 
: o en otro cnso 

y entonces la descripci6n infinitesimal de las probabilidades de 

traru:ici.::.n &erl an V h > O 

p .. (h) = h q .. + o<h> 5. < !O. 
.. 1 .. 1 t .. 

P .. <h> - 1 h E q. . + o<h>- i -o .. .. 
j< i. "I 

Poo(h) - i 
P .. <h> - o en otro C3!SD 

.. 1 



Obcervcmo!lO . que eata!J probabilid.:sdeo e!:Otablecen qua loi;; 

componentes pueden r.::ill.cir individualmente o en conjunto., .Y que 

permanecen ao1 haota que .h3ya un reemplazo. Adem:..s con 

independientec del ectado inicial <Cjemplo 2, ~3 11 Cap1tulo I>~ 

CJcmplo 2. Oi5:temaa con componente~ indictinguiblea. 

nhora.se tiene un sistema con N componentes indictinguibles. 

Oe con~idera un estado como el número de componentec aún en 

operaci.:.O con lo que· S = ro,1 11 ••• ,Nl y se usa el 

lo$ enteros. 

orden usual en 

n fin de tener un proceco do muerto generali:ado se definen 

las !:iguientes intencid.:idec de trao5:ic:iún 

q_ • z. o j < i .. . 
o ) q ... - - E q .. > -00 i -o .... j < i. • , 

qoo -:: o 
q .. = o en otro ca~ 

• 1 

ij2. CONDJ: CJ:ONE:; DE Of'Tl:JIAL:IDAD AL TERNAT:IVA:3 r IJU. EL T:I EMPO · DE 

lmEMPLA2JO OPTJ:HO. 

Cl teorema 2~3 ectablece que si h~y monoton1a en iC•> - AcC•> 

entoncea el tir!lllpo de llegada T<R*> .::i la clace decreciente 

Rª = es • s 1 i <a> - Ac <s> < .,..•1 
. . 

el tiempo do reempla::a ~tima y en donde ~ es un valor tal que 

• 
[ 

T<ll ) 

E /
0 

Ci<X<r» 

ec decir., a fin de encontrar una pol1tica ~ptima hay que encontrar 
• • un nClmcro real )" y una clase decreciente R<~ > que ~tiafago:an 

e;imult~neamcnte 



C::S.4> 

* 
[ 

TUI 1 

Ef"' CiCXCT'» CAc> ex (T)) C3.5> 

TcR*> = infCt ~o ; con • XI. E R ] • 

• • • • 5ea C Cr > - S - R'C~ > 11 como R:Ca- > es una clase de estados en 
la que hay que reempla~ar 

• 
• Y C <r > en la -que no hay que reempla:::ar 11 

llamamo~ a RCr > la cla~o de reempla:o y a • e cr ) 1 a c l ase de • • continuaci.:.n. Si !3 ..: C<r- > ec arbitrario pero notamos que 

• es el ti empa media de e~tadl a on el entada 11 E e e r > antes del 

reeanpl3:D y e¡¡; pai:;.ible encontrarle una e,;pre!::i.:.n rel.3tivamente 

sencilla en términos de la matriz infinitecimal A can el ciguiente 

teorema. lo que na5 conducir~ a una e;:prC!5'i.:.n mác cimple dC! C::S.5>. 

TEOREMA. 3. 1. 

Sea A
00 

la aatriz infinitesi~l re~tringida al conjunto 

do estados S Cs l Ci.e. A es la •atri: infinite~imal sin o 00 

la columna y el rongl~n correcpondiento a·~ >. 
. . . . o . 

Oupangama5 qum ce cumplen la!l condicionC!c de manoton1a 

uGUalec en iC•> - Ac<·>. 

Sea 7' e IR fija y deflnase 

R = R<I'"> = C!l e S 1 i <s> _... Ac Ce> - r < O~ 

entoncea V G ~ e = es - R> ce tiene que 

[ 

T(A1 ] 
E f lCX = sld~lx = s -=-<A >-j,<s ,s> 

O f o N 00 H 

-.t en donde CA > Cs 11 s> representa el elemento 
00 N 

inverca de la matri: A y T<K> ec el tiempo· 
00 

hitLLl'LlJ ~i,,.. a la cla~e decreciente R. 

(:;!:. b) 

Cs ,s> de la 
N 

de llegada o 



... ·: ~ ,···.-:-., . 

~"•.1i-u....:, s.u , 

D.:;11 ... Gaa s; e C arbitrario paro fijo V def'lnai:oe 

Q :S - .. IR 

{~ sj = s 
ga Cs.> = 

• sj ~ s 

entoncec el tiempo medio de a!:lt:.adl a en el e!3tado s. anteG del . 

t:. i empo de 11 eg.:tda T c R> cuando ol proceso comien:a en 

c~. 7) 

rar otro lada, la matri: infinitc~imal ce puede e~cribir como 

A .,... 1-~~~-- j .. A: __ , 
o J o ¡. 

can ~o ef vector de N dimensione~ can de 

tran~ici.:;an de cualquier e5tado diferente de s
0 

al ectado s
0

, 

.•. el !:i s:otema A • f =- g !;I!! puede escribir ca~ •· . . . 

o 
A ·F. + k .A =-B. 

00 • • 

ai.particionamaa 

y como claramente A es invertible Ces una matri: triangular 
00 

superior con mlemc:mtoa > O en la diagonal> 

F = CA -,-... g - k CA >-"' ·Au 
• 00 .. ºº C~.D> 

i.e. _V G e C f"ijo ea paGibla encontrar un vector 
f t.al que A· f • g • 

<no única> 

Q • • 

que 

De hecho, como CA ,-:l es triangular superior se 
ºº 

tiene 



«.A ,-... w.> cs . .a>_ = o 
00 

<<A ,-.& . ~ > Cs.> - <A >1 <s. 11 s> 
ºº .. J 00 ' . 

y par la t.vtto de <~.7> 

si !!i. e: e 
• 

s. = s 
J ... 

{ 

~k ·<<A > -.& A""> (!l.> G • -E: R ta l . ., 
-f <s.> - ..,..., . • 

_. I -.l . -• <A> <s. 11 !:> -k «A> Aº><s.> s.~ C 
........ • 00 • J 

Loe el ementas Cq .. l do A !:.um.::m O por renglón y ... 
!:.e tiene que 

entonces 

con I un vector que contiene '56lo 1•011 

conduce a que 

lo que finalmente 

~ <•.> = { k 
• 1 <A ,-•<s. a> + k 

60 j 11 

s.~ R 
1 

9. e e 
1 

Ahora., coma T <R>' = inf tt =:. O ;a Xt E Rl y cama el proceso 

tX
1 

: . t ~ · Ol es continuo par 1 a derecha~ xT.a> e R., 

~.cxT•» ; k¡ por 6ltilftD11 aplicando la fórmula de 

C~.B> se tiene que 

de donde 

Dynkin a 

<Dynkin> 

= ECJ. <X < > e. T_, 

-.& = -<A > <s .,s> 
00 N 
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-J. Llamemoc·Hcs .e>= -<A > Cs •s> al tiempo medio de estad1a 
• N oo N * 

en se C<r') antes de la absorciS:.n =i la clase R<r) cuando. el 

proceso comien:a en & • Oe 
N 

e~:preciO:.n e~pl1 cita de los 

cignificado <ver ciguiente 

COROL.AIUO 3. 2. 

tiene'que H<c e>> O y de hecho 
. N• --J. 

elementos de -<A
00

> <·.•>confirma 

la 

!SU 

cap! tul o>. 

Oupangamo$ que iC•> - Ac<•> es monótono 

ucual. entonces el tiempo de reempla:o úptima 

en el senti'do 

d3dO por 

• • • • T = T (~ > = in r tt. i?:. o 11 XL - R l 

con 

Cs e S ; i Cs> - Ac <s> <. ,..•, 

• y en donde~ es ol n6mero real que i:oatisFace 

U <o> - Ac<G> -· ,-•1 =- c<& > 
N 

• • • can e = e'"' > = s - R. • 

<::::.?> 

c::::.10> 

Do-1n... La candiciún c::::.'7> eEJ la condición c::::.4>. 
c::::.10> e$ equivalente. c::::.5> pero 

Dacta probar que 

-
= 

~c1: 

• = E H<s .s> •ti <s>1 -AcCs) - :t J • 
'* H 

• 

• 

•C:C 

E 
• E 

• • <Ac> <s> - ,. l 

.1 ::x =!:'.l ·u <s> - <Ac> <~> - ,..•1drlx -• ] 
C: r . o N 

E[J: Ci <Xr> D 

. ".:. 
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Ge abaervan las 5iguionteg hechaoa 
• a.> El n~mera ')" dada como en el corolario 3.2 e~ 13 t3sa de 

gan3ncia neta m~ima esperada prómedio por unid3d de tiempo. hecho 

que es implicado por (3.5) y por el téor~ 2.3 • .. 
C cumple la oiguionte condici.=.n de monotonla: .. . . 

si s. e C .•. s. e C • Cst.a propiedad 5e deriva do que 
L J 

·Si C. S !!l. y . " , 
Jt e!I una 

cla5e decreciente. 

c.:> De la deriniciún de R• ~ tiene la siguiente condicioo 

equivalente a <~-9) 

{Vs Ji:.. i <s> Ac<s> ( • E I"' (3.11> Vs e* i <s> AC<s> ~ • e ,,. 

Cl coralario ~.2 proporciona.la base para el dei:;arrollo de un 

. algoritmo para resoiver el mod,da de reempla::a vptima ya 

establecida. 

Una vez definida el modelo de ree111pla~a úptimo a can~iderar y 

con lac condiciones de aptimalidad 1!5tablocidac ·en el coralario 

~.2 esta.as en pasibilidad do e~tablacar un algoritmo para 

encontrar la pal.1 ti ca de reempla:::a úptima. 

La idea ea CDIM!ll:::ar can la polltica · deter•inicta "'na 

reempla:ar &i y·m.:.la Gi todam loo campanenteG e¡¡¡t:..n funcionando• a 

equivalentemente tomar e = ts ! 
H 

cama cla5a de cant.inuaciún 

inicial. rara una clase de cantinuaci~ prapueota se encuentra el 

valor de ,..de tal Forma que se cumpla la igualdad <3.10) 9 y se 

verifica que se cuq:ala la re~tricciún <3.9) 9 agrandandanda la 

clase de cantinuaci~ si na $0 satisface dicha condiciún. El 

proceso ce repita hasta que se cumpla C3.9). Dada quo t<•> - Ac<·> 

oc la taca de ingresas netac. intuitivamente se co~pecha .que el 

ectada que debe entrar a formar parto de la clase da continuaci~n 

es aqtWl que proporcione la tasa nal&s grandm dm entre todos loa 

candidatac. 



Cl álgoritmo ~e ectablcce formalmente a cantinuaci~n: 

p.,.,.o o. Ordenar los e~tado5 de $ de acuerda a loa 

valores de v<s> = i<s> - Ace!i> en orden decreciente. e~ decir 

tenemo!! 

.S = es , s 11 ••• "s • ti l 
N N1 :& o 

de-tal m3nera que-

&:.'ve!l ·>;;:. 
H-:& 

Lo~ empatec ~e rompen arbitrariamente <teorem~ 3.~>­

Se propone la claGe d~ continu·;sción CH = Cs.,¡l y sea 

" = N 

rt<s •ª >ves > H N. N 
e <s ; 

N 

Oea J -= N - 1 un Indice de iteraciún. 

•> 
b) 

Po.do l. Consid..;.re!le el estada D. 

' Di 

Ol 

ves.> ( r'.H • ' ' v<c.> ~ 1",;u • 
h:O.gac;e C. 

J 

evalGle!Ze 

ir .:il paso 

entoncon 

= C. u ts.l 
jff ·. J 

3. 

E rt<s .!;>ves> - c<sH> 
!!IEC. H 

~- = .. E rt<s .s> 
. C N 

o e J 

Asígnese a J el valor j 1. 

raso z. 
pa!la 1. 

Si j:O entonces ir al paso 3. Cn otra caso ir al 

PCA.So 3. Fin del Algoritmo <teorema 3.Z>. 

e• = e¡.,. es una cla!ie óptima de continu.:ici.!.n.· 

~· g ~.itt es la tasa de ganancia neta m~xima esper~da 
promedio por unidad de tiempo. 

T* = inf tt ?! O : Xt.e CS - e*> e!; el tiempo de 

reempla~a óptima. 
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C& conveniente notar algunas observacione!l con re~pecto al 

algoritmo .:interior: 
... • . • .,..• 1 i 1 a:> C 11 R ~ ~ pues al menos sN e e y G

0 
E ..... 11 o que equ va e 3 

cmcluir las pollticas •siempre reompl:azar• y "nunca reemplaz'ar". 

Cs fácil modificar el 3lgoritino para que sea posible tenor incluso 

que R* - - (hecho que no 3porta ninguna utilidad pr~ctica ya que, 
• en el caco de que C = S - Cs

0
l, como ontendcmos a s

0 
como un 

ectado en donde el reempla::o ei:: obligat~io, se deberla tener que 

v<s
0

>. ( ,,_• 11 lo cu.:il !:>iempre es posible .!:;i !!.e penali::a la .funci.:.0 

v<•> en el estado s
0

>. 
b;J La t:uceoi.Jn Cl".l generada por el algoritmo ferina una sucesi.:.O 

J 
monvtona no-creciente <t.a. V ·j> • Csto porque por 

cant:trucciún 

E H<&N"s> • Cv<s> ·- ~p] c(s 
N 
, = o 

G • ci+" 

y coma v<s.> 
~ "''" y t1(sN, Sj) ¿ o 

I 

:. E Hhsw" !l) <v<s> Y¡ril c(!!!i.N) =:. o 
!I E c. 

I 

rar otra 1 ada 

E nh~N"g) [V(!I) - ~;] - c<sN> ..... o. 

BE C. 
J 

Tomando la difer.encia de lai:: do!> Oltima$ de!dgualdadec 

Ca-". - a"._,l ~ O 
J 1-ra 

y como t1<5N 11 s> ~ º• ya que EODn tiempos medias de estadla, entoncea 

"'; y"~ :?. o 

• • A continuacivn ge verificar• que la claoe C y el n~mera Y 

obtenidoc por el algoritmo son reGpectivamente la ~lase de 

continuaci~n ~pti•a y la tasa de gan311cia m;.:1ima esperada promedio 

por unidad de tiempo. 



TEOREMA 3. 3. 
e~ - ej .... y r* :: ,...; .... obtenidas como en el 

311terior satisf3cen 1.aG condiciono~ do optim31id3d 

(3.10> del corolario 3.2. 

0..-111.. :d. ror coni:::;trucci.!:.n 

• r = E .n<s .s> 
!1 E C H 

de donde E .n<s .s> · tv<s> - 1"'•1 
se e H . 

.algori~mo 

(::!:.?) y 

se 

cati!!>f act! <~.'1> 
b>- Dado el arden con re~pecto a v<•> e~tablecido en el paso . . 

O ~obre los el emcnto!l:> de S y si I" ) v < r.. > entonces 
' 

• r ) v<s> V s E <S - e*>. 

ror'otro l3dDi. si e• = [$ l a¡tonces . N 

• r = t". = v<aN> 
.N 

!11! 

E n <sH"s>v<s> "':' 
s e C. . ,+a . . 

y entance11 

• r = ri+_. .... 

tiene qua 3"j+3 
~atisfaco que 



..:i ... ,. ..... u..._ ••• 

v<s 1 +._> E 
, s e e 

+ t1<s 11 s.· ,..>ves ... > 
H 1+ . , ... 

= v<sj+ol) ..s ves> V s E e• .. e~. 
Cn cualquier c.a~O se tiene 

.. 
) v<s> V ,.,. !! e <S e•> .. 
~ v<s> r V G E e• 

e!> decir 11 !>I! G.atisr.ace (:!;. 11> y por lo tanto (:!:.'1>. e 

Cn el paso O De establl!Ce que es pocible romper los empate!l 

D'1. lo!:> V31Dre!I de. V(•) .:::arbitrari.amente. Csto lo. g.:::aranti;:a el 

siguiente re~ltado11 que indica que estados can el mismo valor de 

V(•) deben pertenecer ambOE: a la Clase de cantinuacivn O ambos a 
la clace de reemplazo., pera na pueden pertenecer a claccs 

diíerentes. 

TEOREMA 3. '· 

Gupongamos que v<s.> = ves. >. entonces C~ Cla clase 
' j+:t . • •• 

de cantinuaci.::.n que contiene a s, ....... pera no contiene a s.> 
,~ ! ' 

encontrada como indica el. al·gcritmo 11 na pueda ser la clase do 

continuaci..:.n ..::.ptima. 

• • Gupongamos que C = C. as la clase de continuaci~n q,ti•.3 11 
. 1ti • • • • 

entonce!!O se tiena que n~ e e y s. e R. can R = .S - e 11 
I . 

clase de reempla::o óptima. Equivalentementa 

vCc.> 
I 



. o· ~-:· • , .-· '~ 

C$cribamos 

con E t1 h• .s)v(!!l) 
G C W 

B j+Z 

entonces 

E" + H<s .s 1 >v<s. "> - c<sH> 
1"". - N +:1 ,... > ves.> =ves. ) 

jff - E .. + rt<sN" aj+•> J 1+:1 

de donde 

- ~ - ces > . H > vec. > Ea . Jri 

E. - C(& ) 
H 

"';..a 
) ves > ' - t:,. = . ¡+i 

entonce& no es pactible que CjH sea la clase 

ópti••· 

rara terminar"· par el··· tearé•a ..... ~ -·-

da continuación 

CJ 

que hay -una 

pa11tica .::,Ptiaa. ~sta es determinista y de hecha queda 
caracterizada par el conjunta de e5tada~ dende hay que reempla:ar. 

Dada que e~cluima$. las polltica5 •nunca reempla:ar• y •siempre 

reeinpla:ar• el n~mcro total da pallt~ca& determinicta~ ect~ 
_N+f. . 

acotado par z - 2¡¡ el algoritmo _encuentra una polltic~ úptilD3 

en a la •• N iteraciones. 
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1. ~•P.&TU.LV .&Y 

CAPtruLO 4 1 
.IHrLEMEHT ACXON DE UN . s.tSTEMA Y 

~OUNOS E.JEMPLOS. 

. lj1. CONCErCJ:ON ~DEL SISTEMA. 

rarte de los objetiVOG del presente trabaja 

impiomentar el algoritmo del capitulo anterior como un 

era el 

siste•a 
totalmente interactivo. Debido a lo complicado y tedio$o que pueda 

. llegar :a Ger la captur.a de l.nfarmaci.!>n 11 el siatema deba ··car· capa: 

no -~lo de re!ialver- ·el -proble•a -aplicándo- el · algoritmo a- ·un 

can.,iunta de dataG 11 sino que t.ambi~n debe presentar facilidade!: 

para la generación., modificaci~n y almacenamiento de dicha· 

información. Cn t~rminos muy generalea 11 

ca-s>ut.acianal del maneja de dicha información 

.aanl.pulación dei la matriz de intenaidades 

la 

GC! 

de 

implementación 

centra en la 

t.r<lfl!:>ición 11 el 
vector de taaas de ingresos y el· vector de co!:;tos de reempla:o11 

a5:1 como el diseüo de una repre$entaci6n eficiente del conjunto de 

ectados. 

Con el fin de agili:ar y f~cilitar la captura de información., 

los procesos bajo conDideracivn11 segón la desc~ipción del capltulo 



antcrior •. se cla~iíicar~n en: 

Normal es 

rroce!:::os 

Oenerales. 

~•.&'l·u.a.... .av 

componentes diatinguiblos. 
transi~~ones no-simples 

componentes distinguibles. 
transiciones simples . 

componentes indistinguibles, 
transiciones no-simplea 

componentes indistingui~los, 
tran~iciones simples 

en donde par 

n.Wl•ro de 

componenb!!& indiE>tingui.blec se entenderd. 

comp~entec en operacivn de· .cada eotada 
que 
ea 

el 
13. 

característica distintiva entre estados, al cantrario de procesos 
. . 

con componentes distinguibles en los que, p3r.:i caracteri::ar a un 

es:;tada del proceca" no· bastos sa.ber e: ir.UUlto» ect.:&n 01ún en opas-ación 

cina que hay qua caber c~t~d est~n a6n en aperaciún. rar pracecac 

can tranciclones na·aimplec entenderaaaaG pracecas en los cualac· 

-las camponentec ·pueden 

trancicianec aon pacibles 
r al 1 ar ·et -.al t~ne30lenta" i • e., 
a cual qui ar .. · ee:otada · llK!nar. Por-

lac 
otra 

parte" loE. procemos con t.ransii:iono& &imples san procesos on las 

que los companentec rallan individualmente• laque se traduce en 

que la evoluci.!ln del procesa e.e .sól.a a estados •encres can 

ei:actamente un componente operativa aenaG en cada transici.!'.n. 

en lam pracecas n~ulec" .ee pa$ibla conocer el nú11cra de 

campanentec aperativom·en cada estado¡ en loe; generales, el n<ltlll!ro 

de componentes operativos na padr~ mar calculado" al uco de c~te 

Oltimo tipo de prace~o puede disminuir ~ignificativamente el 

tamana del problema, como se ver~ ....:.$ adelante. 

rara aclarar un poca la anterior, cancid.:Orece un ~i!:;tema 

formado por cuatro componentes numerados u1•. •2•, n3• y •4•, como 

se muestra en la rioura siguiente; 
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en donde 5e indica un momm-ata en la vida del proceco en el que loo 

componentes •1N.u2•,•3•.•4• e$t~~ todos en operaci~n. 

componente ha f.:allada la denotamos por !• Ac.1 la f'igura: 

Cuando .. un 

denota que en el cistema. lo~ componentes •1• y ·~ª han rallado. 

Con esta ropresentaci~n daremos ejemplos de 

clasi.f'icacione!li de las procesos. 

las distint:u~ 

a> rroc..,,;,~o- can. c;o11.poruri'nLws di.st Ltl.8'Ui.l..l6'S )1 

.'3 i.11~pl.9,,;; ~ 

IZn un proceso de este tipa. los est3dos 

y 

can estados diferentes. pues aunque alllbao tienen doa 

an operaci..5ri• el conjunta de componentes oporativos 

aiEitma. 

Como las tr.a.nsicianes son no-simple5• del estado 

companenteG 

no ·ea - .ol 

es pa~ibla una transiciál directa a las aiguientes estados menores 

<el ar:de,n claramente es en twminos de contenciones del 
de componentes op~ativoa>: 

conjunta 

Obcervantas que por las suposiciones del modela. na es paoible 

una transici..::.n directa entre las siguientes estados: 



del al eGtada 

1 

t,.> rrocesos con. c:v11.p<>n.er1&1:i::r~ di.::itl.1&15ui.blfio~ y t.rc.u~lc-i.ona-s s/.m.pl.,.s. · 

Los ectadoc can dictinguiblec como en Q..) pero9 por ejemplo9 . 

todac lac poc;ibles transiciom:!5> dir'ectas del estado 

con a loe estados 

pues no se permita que.ralla -.t.s de un componente operativo par 

tranGiciún. 

e> Froc,..t»o& .;on. cu11..pon..n.t:•a. i.ndi.ait lnsc.u:!.Z.&• y t .. ·cu..-i.c i.on.,_i;. TIA::>. 

¡;; t.11..pl C':ii ~ 

t:n un proce.O de este tipo9 al conjunto de O!;¡tadas EOe red'uce 

al conjunta 

puee ciendo loe campanentee indiGtinguiblea. los estados 

y 

representan lo mi&mo. Trancicianes no-cimplee indica. por ejemplos 

que ec pocible una tranciciún directa del estada 

.a cualquiera de los ectadoo -
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Si.Htpl~. 

Ge comporta como un proceso del ejemplo e~ pera en el 

~lo h3Y transiciones directas al estado menor inmedi3to (i.e. 

estado con e~actamente un componente opcr~tivo menos>. 

Gi lo que nos interesa es la pos;ict.::.n relativa de 
los ··estados 

que 

el 

los 

i::on componentes operativo~. y conaideramos que 

indi~tinguibles bajo rotaciones del. cuadr~do 

operativos. el espacio de estados se reduce a 

de componentes 

y 

can·· indiGtinguibles. aunque las estadas 

y 8jJ 
l1EJ .. - -· ·-

~- ! . 
• • - - . 

can di~m-entes. Giempre se can~iderar~ que 

no-simples. 
las· · tran=:icianrM:o · &an-- -

rar ~lti1DO• cualquiera de las·procesos bajo consideracivn son 
factiblez de ser modelados coma procesos gC!lleralca. 

fié!• REPRESENT ACJ:ON DE ESTADOS Y ESTRUCTURAS DE DATOS USADAS. 

Debido a que la m3nipulaci.::.n eficiente de la informact.::.n .de 

los estados; depende fuertemente de la manera de representar a los 

miemos. se requiere una represcntaciSn tambi~n eficiente. al menee 

en t~minos de memoria requerida. para no .interferir en la 



cantidad de memoria qua necesita el 

iníor•3ciGn de los estados. 
sictema p31ra almacenar la 

a.:> REFF:ESEJlrACIOU DI: ESTADOS EU FROCESOS NORHALE!;. 

i\nali~aremos primeramente el caso de proceso$ normalea. 

SUpong3mos que el sistema bajo estudio cuenta con <N +U 

h.:ibl<ir componentes que etiquetamo$ c011 c~ 11 ••• 11 cH. Cn posible 
entonces de un vector de componentes operativoa 

( ) [0
11 
llN+~ 

A = °'o"••• "°'H e 

en ~onde 

si c~ ya ha rallado 
si c¡ a~n es~~ en operaci¿n 

para cualquier mamanto de la evoluci.Sn del 

independientemente da la cualidad de los 

CdistinguibleG o ·indict:l.nguibles>. y del tipa da 
Cc:l.mples o no·. cimpleo>. 

proce!ia e 

campanentea: 

tr:ancict.:.n 

C~11tpOr-Atél'~ indl•t l1-euC:bl.r~. 

en este ca&a11 er. claro qua .. al. .estado queda caracteri:.::ado 

col.amente por el n<i8U!l"'o dm ca.ponentes en operac:l.vn 11 es decir., ci 

ce tiane dos vectores de companantes operativos .a= <a ... 11 ••• .,cie...,> y 

L = <(1011 ••• .,(1H> tales que s "'." ~ O\ = ~ P;.· dociinas qua alllbas 
.. . . .. . 

· 1: ' vect:oras r::p,pr:-ecent:an·· -al •i Eme>- estada y que el estado . · queda bien 

detl!r'minado par el núaera s. Cl espacio de ectados S tiene N • 2 

elemc:mtoc.y queda repre!:>C:!lltado por S = to.,1 11 ••• .,N+lJ donde ce uca 
el orden u!:Ual en las naturales. 

CU.:anda las tranaicionos son na-si·mplos 11 es por¡ibla erectuar 

unA transici.5n directa del estado s a cualquier otro estado s .• 

' única vecino., c. < G. cuando las tranaiciones son simples., el 
' 

si 

D 

posible est3do de transici.5n directa., del estado s, es el estado 

Co:nlopo~n.t-w• dtst lnf!cltbl~•· 

Cn este casa na basta caractar-i:::ar al ectadb ·con ·el nr::uaara de 
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componontes a~ en operaci.:.n. Do hecha. un· estado quoda 

determinada por un v s~la un vector de componentes operativas 

• - ~c:ie0 ••••• ocH>. ndem:.a. como a~ to.11.N+:i• ewiste una 

correspondencia biunlvaca entre al conjunto de vectore~ de 

componentes operativas y 105 námerag binario$ ent~os.de a la má.c 

<N + 1> cifras. dada por 

• = (d • ••• •ce > o H 
<cc ••• cc >

2 . H u 

entonces. el estada <oc
0 

••••• gtH) queda cru-acteri:ado por el 

nr:imero 

Cl namera de componentes operativas del estado <u ••• ot > es 
H u Z 

'" !:i mpl entente E ci1¡, • al cual lo 11 amar:emas la cardinalidad del estada 

(<OIN • • •Cllo) 2 •. 

rara determinru- loa vecinos. a posibles estadas de tran!:iciún 

directa. del estado Coc ••• oc > • na basta buscar aquella& estadas 
H UI ,., • 

con cardinalidad •enar a la .cardinalidad del estada dado. sino que 

hay que bu!lóear aquellos estadas que $Oll menores· al estada· en 

cuesti.:On Ci. e.·• que el conjunto de componentes a<ln en aperaciún 

est~ contenido en el conjunto de componentes operativos del estado 

.. <c:11N •• .;·c:i1
0

>8 >. Din embargo ea f.ici 1 veri fico:ar que C{JN ••• {J
0

>
2 

es un 

estada menor que al estada ColN ••• ot
0

>
2 

E:Oi v· súlo '!:ti 

CccN. • .oco>• OR C/3H. • .(10>2 = Coc~. • .cco>2 

en donde ,~.·ea ·un· aperador binario·. definido da· la i¡:¡iguienta .. nora 

~. ~ { ~ llli .... = r;. = o 
can • • 

ai oC. = 1 6 ·/)· = 1 • 
Entonces el e!;pacio de C!$tados de un sistem3 can CN + u 

componentes di $ti ngui bles. .qu!:!!d.:& repre~ntado por S = :: Co&N ••• cc
0 

> 
2 

J 

y en donde el arden definido ea 
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Vemos que la cardinalid3d da S ea OZ"..,.. 
Cu~nda l3s tranaicianec $On na-simplec. 

vacina de C~H ••• ~0 > 2 &i y !iVlo si 

cuando las; ·tran!!:>icioneiz son simples. <PH-· •• (J
0

>
2 

es un vecino de 

<ex., ••• Cllº)ª si V wlo Gi 

c:n cu3lquicr caso 

y 
N 

E ce .. = 
l.•o " 

H 

E r;. + 1. . ... 
~-o 

CdiGtinguibles o in~istinguiblet:0>. l.:i 

ventaja de la representaci~n del espacio da ectados S no se reduce 

calaaacmte a cu eficiencia para el al•acenamiento de S sin utili:ar 

memoria inneceE;aria. sino que la dater•inaciún de vecinas de un 

estado d3do &e reduce a operaciones lógicas C < en el ca~a de 
componentes indistinguibles; ~. = en al caca de camponentea 

·distinguibles; lo cual es_altamonte eficiente. 

Cuando loe procesas san narmaleo. la captura se agili:a y Ge 

vuelve mona~ tediosa. pues es posible preguntar sol3mcnte par las 

tasas de transicit!in de' un e5tado a sus vecinos y evitarse 

preguntar lnnecacarlalDt:!nte par tasas do transiciún a estadao en 

las que la t.r3nsi·ci..X. no es dirocta a es imposible. 

Gi &e tiene un ~raceso normal can <N +U 

componentes. el canJun~a de ~stadas. queda representada de la 

~i gui onte _. •aner á1 

rrocesa E:Gpacio de Vecinos del estada .. comp. oper. 
estadas s • .. s 'de .. ES 

Dist. y [ C.:itN. •°'o) .S] be s. ca DR Id = ,;a E Cll. 
no-c;.implea .. 
DlBt. y [(~N· .ao) a] ~ e s. Ca DR b> = - E °'· cimplea E Cit • = E p. + 1 .. .. .. 
lndist. y ts E DU r E s. 5 ) r !i 
na Giinples GE co.N+·11 con !:;. = E ot. .. 
Indict.· y ts ·,¡¡¡DO r Q s. ·s • r + 1 s 
Gi mpl em El e co.N•ll can s ::a E°'· .. - .. 



l:n el caso de proce~os generales. lllá.s que preguntar par el 

n(.naero de componentes y generar la posible inh:irm3ciún del 

procesa. se pregunta por. el n~mera de estados diferentes. ~i el 

!:iistema tiene <N + 1> estados diferentes. representamos al espacio 

i. e. ti caracteri:amos 3 cada 

estado G. por el n(lmero i • Observamos que este .. n(&mora no 

componentes proporciona informaci.!n acerca de la cardinalidad do 

operativos de c .•. Recordando que el .e~pacio de estados tiene .. 
definido un orden• los estados se numeran de tal manera que si 

G¡, < st• entonces i < J. La!!7o tranroiciones · !:ie consi"deran 

na-simples. siendo rcropon!iabilidad ·del· capturista asignar o·a las 

taGaG da transici~ imposibles seg~n el crden definido en s. 

La ven~aja de esta apci~n na GÜla es permitir la captura de 

pracee.os que na san narmales. &ina que ·tambi.:.n ciertos pracecoG 

normales:;; pueden ser reducidom en t.amalia Ci.a.. reducir la 

estadoo S> y ser modelado& conia cardinalidad del espacia de 

procesac generales. cuando el 

Gimetrla• CDlllD on el ejempla 

modelo involucra cierta nacia!tn de 

c> 'de 'i3 que Ge ver• .:O.s adelante. 

ConGideranda ·1a representaci~n de estados anteriar•ente 

descrita. cupangamo!!7o que el espacio de estados es~• formada par 

N ... 1 est.adas diferent.es9 S = ::s..,.sH-.• ••• ,s.~ 9 s0 l. 

La estructura de datas usada para ·representar tanto a las 

tasas de ingreso por. estado· como a los costos de recmpl3:a. son 

sencillamento vectores a arreglos unidimensionales de dimen~iQn 

N ,. 1. donde el elemento i-~~imo del 

informaci.:.tl correspondiente al estado G •• 

" 

vector contienen la 

La rcpresentaci~n de la matri: A en la forma u$ual. cama un 

arregla bidimensional cuadrada de tamafía <N + 1> x <N • 1>. es 
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incf iciente debida a la gran cantid3d de memoria uc;ad.a 

innccecariamcnte, pues hay que recordar que A e& una matri: 

triangular superior de la siguiente forma 

A ·-

o o 

Gin embarga, es posible representar a A como un vector A en 

donde se acomod..n las elementos de la .diagon3l y las superiores a 

~5ta,.de la siguiente manera 

rara recuper..r al elemento q. . de A, not.::imos qu~ .... 
u si i ( j .entonces q .. = º• ••• ll> el i z. j entonces q .. = ..l(iJ, en donde i est:.. dada por la 

. .., 
siguiente funcii!on de lnde:<aclún 

l. = l.U.,JJ =. <N•l>· <Nt::?> - U+l> •Ci+2> + Ci + l _ j). 

Una vent.::aJa de usar un arregla para representar la matri.:c de 

tntensid:ades de tran!iici.:.n os que.el tiompo de acceso a cualquier . . 
·elemento q .. ea éonstante11 pues sólo·· se requiere la eval~acioo 

"·• de la funci.::.O de lnde~aciún. 

ror ~lttmo11 otra aspecto que vale la pena camsiderar es que 

en el algoritmo ec necesaria conocer el primar renglvn de la 

inverca de A0~ <la matri: infinltes.imal restringida a S - t1:;
0

J > 11 

pero 1.::i far.a de la a.::itri: har• innecesaria el invertir la matri: 

completamente. 



y 

Gean A -== 
00 

<A >-1- = 
uo 

-q..., 

o 

o 

-rN 
o 

o 

qH.H-f 

-qN-:11. 

o 

r 
N.H-f 

-r 
H-:i . . 

o 

..:Al'.ITUl.u .IY 

. . 
-q:i 

r 
N. f 

.rH-:11..:i . . 
-r 

:11. 

Cs conveniente notar que q.. -= -q: y que r.. = - r V i • 
" . " ¡ 

7S 

Gi M ec una matri=• denotaremos por C M J. al i-~simo rengl~ 
• 

de M y par C M lj la j-~sima columna de M. 

Como <A > 1 ·A = .I entonces 
OO. ºº 

j ""' 2 ••••• N 

lo que proporciona al ~iguiente sistema de ecuaciones recur.siva& 

para calcular el primer rengl~n de la inversa de A
00 

rH 

(N+:&- i) 
E r .. q. ., 

¡-H. N,i. •i<H..,f-1 
r .· = -~~~~~~~~~~~~~~ 

H•N•:&-1 ·q H~:ll.-j 
j=2• ••• N 

Recordando la interpret..;ici.S... de los elementos de la mat.ri: 

in~initecimal vista en el capitulo 1. 9~. rH es el tiempo esperada 

de ostadia en sN cu.;indo al proceso comicn;a en sH• y por un 

argumento inductivo. -r • j = N 1 ••••• 1 es el tiempo esperado de N.¡ 
astadla en el estado si cuando el proceso comien;a en GN• lo qua 

praparcian.:a una de_moE>traci.::.n altl!rnativa del teorema 3.1. 
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lj3. ALOUNOO EJEMrLOS. 

Lo5 siguientes ejemplos. tienen par objeto mostrar algunas 
condicionec cobre las tacas de ingreso y los costos de reempla:a 

para que ce caticfagan l~s condiciones de monotanLa usuales. que 

permitir~n ~ l.:a po~tre poder,dete~minar el 

..::,Pti•O• 

tiempo de reempla:o 

a:> E j.;,11cplo .l. 

Cl ciguiente ejempla. 

ce:> p. 754J>. modela un 

ya cló.e:;ico . <ver [(1) p. 29-~~l y 

con cuatro componentes 

dictinguibles y tráncicicncs simpl~c. y eJempliíica una aplicaci~n 

del· ciguient:.e resultado: cuando las tasas de ingrecae:; con 

monútonas y los costos de reempl.:a:o 500 con!!:>tante5• entoncos es 

apli-cable el-corolari-o -z.2 y· por-·-10- t3flto· el -algoritlllD nos 

proporciona la clace vptiaa de reempla::::o y la ganancia m:..~:ima 

praaedio,oc;perada por unidad de tiempo. 

TEOREMA .&. 1. 

Qi.ap0ni}amos que lac tasa!:> de ingresas eoon mon.::.tonac en el 

centido que ci c . .S s. E!ntonces .i Cs.> .S i <s.> y que los 
• 1 - • ' 

coct:.os de reempl.3::::0 con const311tes. 1.e. e Cs.> = k V •. e s. . - .. .. 
ent:.oncec. i C"· > - AcC • > !:tatisraca· .l.a condici..::.n de monotonl • 

uc:ual. 

D;;1ta.. Notamos que 

H N 
AcCa. > .. = ·E q .. k ._ k <-q. + E q .. > :a o 

j.&0 ... .. j>• .. , 

por e 1. 7> ¡ entonces ci a. 5 s. 
.. l 

'1 <s.> - Ac <s.> = i <s.> S i <s.> = i (5.) .. . . . ' AcC!!i>.> 
J 

D 
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Dbccrvamo~ que ci ca caticfacen la$ condicionem del tl:!Dre•a 

4.1. entonces es aplicable el corolario 3.2 y por lo tanto .el 

algoritmo. 

Le~ datos y rc~ultados generados por el si~tema so listan a 

continuación: 

************************************************** INrORHnCION GE:NCRl\L 

Gt\Nt\NCIA NCTA F"RDt'IE:DID POR UNIDAD D~ TJEl'IF"O = 
rRDCESD NORt1N... 

Numero de Componentes Operativos -= 4 

6.::7150:: 

T~po de Componentec : DIGTINOUIDLCS 
Tipo de Transicio~e~ : GJHPLCG 

············~··································••á CL.IWE DrTittn DC CDNTINUACIDN 

r 1 z ~ 4 l .. 
e 23 ., .. ., 
t 1 2 ~ J 

t 2 ;: l 
e l. 2 4 .. • 

r 2 ., ... .. • 

' 1 2 l 

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• • a..nm: prTIM oc Rl:E:K'l..Azo . 
---------··--·-~ •· .. . .. ... .. ... .. . . .. - - ... . ·-. 

[ l. :?: 4 ! 
e 1 :;s J 
e 1 4 l 
e 3 4 J 

e 4 l 
r 3 l .. 
e 2 J 
t 1 l 

[ .. .. 



•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
~stado 15 e 1 2 ~ 4 ~ 

Tasa de ingresos : 
Cactos de reemplazo 1 

Tasa de ingresos l'CTl\1 
Numero de comp. opl!f"". : 
Tiempo medio cstadi a ' -

15.000000 
1.000000 

15.000000 
4 

0.100000 

Tacac de tr.-snoicion del e~tada 15 a los eEOtados ; 
14 1.000000¡ 13 2.000000¡ 11 ~-000000¡ 
7 4 - 000000¡ 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• C$tado 14 C 2 ~ 4 l 

Tasa de ingre!:>os 1 

Costos de reempl a:o : 
Tasa de ingresos NCTn: 
Numera de_ comp. _ aper •. : 
Tiempo mt!dia estadia : 

14.000000 
1.000000 

1'1.000000 

0.005556 

Ta!.as de transici.on del estada 14 a los estados ': 
12 5.000000¡ 10 6.000000¡ 6 7.000000¡ 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• estada , , 1:::: e 1. ~ " , l 

Tasa de ingresas : 
Costos de reempla:a : 
Tasa de ingresas NCTAa 

·Numera de comp. opor.: 
Tiempo media'~tadia: 

6.000000 
1.000000 
6.000000 

3 
0.0007'107 

Tanas de transician-del estado 1:;:: a Ion estada& : 
12 B.000000¡ ~ 9.000000¡ 5 10.000000¡ 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• Cctada 12 C :;:: 4 l 

Taca de ingre&CIG : 
Costos de reempla:o : 
Tasa de ingresas NCTn: 
Nuncro de comp. oper •. : 
Tiempa·media ectadia : 

~-000000 
1.000000 
~-000000 

0.00150~ 

Tasas de tr3nsicion del est<1da 1~ · a los estados ;· 
D 27.000000¡ 'I 20.000000¡ 



~A•.ITU&.v .IV 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• Est;ada 11 t 1 ::: 4 J 

Tasa de inQreoas : 
Costos de re~mpla:o : 
Tasa de ingrosoo NE:Tn: 
Numero de comp. oper.: 
Tiempo modio estadia : 

'1.000000 
1.000000 
'1.000000 

o.oom~:?: 

Tasas de tranaicion del e~tado i1 a lo~ estados : 

. 7'1 

10 11.000000¡ ,, 1:::.000000; ~ 1~.000000¡ 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• . Estada 1 O e ::: 4 :: 

T3$a do inQre!OD$ : 
Costas de reemplaa:a : 
Talla.do inQresa~ tcTA: 
NU.ara de. comp.; aper. ·1 
Ti ernpo- medio estadi a -=-

0.000000 
1.000000 
0.000000 ... -0.00:?451-

Ta5as·da tranaician del cctada 10 a las cstadoc ; 
- O ~.oOooOO; ::: :::t..000000; · 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• l!st3dD '1 t 1 4 l 

Ta$a de inQresas : 
Costas. de ree11Pl0&:a 1 
Tasa de ingreE.O& tcTA: 
Nu.ara da comp. aper.1 

··Tiempo-media octadia : 

4.000000 
1.000000 
4.000000 

0.00:::07b 

Tasas de tr0U1Bicion del entada ~ a los ectados : 
o :::1 • 000000; 1 ::::::. 000000¡ 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• EE>tada O t 4 l 

Tasa de ingresac : 
Costa& de reeq:>la::a 1 

Tasa de ingrnso!O Nl!TA:; 
Nwmera de comp. apE!r.1 
Tiempo medio ectadia : 

Ta!hSc de trancician del estada 
o :?:::?.000000¡ 

1.000000 
1.000000 
1.000000 

1 
0.0057'14 

o a las ectado& : 

·-·:· ;.· 



..:••.&TUI.u .rv 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• Estado 7 C 1 :? '.:?: J 

Tasa de ingresos : 
Ccstoc de reempla::o : 
Tasa de ingresos NETA: 
Numero de canap. ap·er. : 
Tiempo medio estadia : 

11.000000 
1.000000 

11.000000 

O.OODDD'1 

Tas.ac de tr3n!3icion del estado ·. 7 a las ectados : 
b 14.000000¡ s 15.000000¡' ;?: lb. 000000; 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
~~tado b e :? ;?: J 

-------· -· ·----··· .. ·- . -. . . . .......... ·- ....... -· -- . "'• . .. . . . ... ·-- - -· -•· ... 
Tasa do ingresoG : 
Coctoc de reempla:o 1 
T:as:a de ingresos NETA: ·- · 
Nunaara da catnp. oper-.1 
Tiempo media est?dia : 

11.000000 
1.000000 

11.000000 

O.OOZ475 

Ta~ac de trancician del eGtada 6 a ID$ estadoc : 
4 :?Z. 000000¡ :? :?4. 000000¡ 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• Estado 5 t 1 ;?: J 

Tasa de ingresos : 
. Coc:toc de rl!C!q)la:a : 
Tasa de ingresos tETlb 
Numera da caep. oper. 1 

Tia.pe •edio estadia : 

5.000000 
1.000000 
5.000000 

0.005Z1D 

Tasas de transician 'del eGtada 5 a los estados : 
4 1"1.000000; 1 :?0.000000; 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
~ctado 4 e ;?: J 

Ta!hl de ingresos : 
Coctoc de reempla:a : 
Tasa de ingresas NCTA: 
Numero da comp. aper.: 
Tiempo medio estadia : 

Tasas de transician del estada 
O Zl .000000; 

1.000000 
1.000000 
1.000000 

1 
0.007:?b7 

4 a loe estadas 1 

00 



~l'.ITUl..u "" 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• t::st3do ~ e 1 ::? l 

Ta~ de ingrosos : 
Coctoc de reompla:o z 
Tasa de ingresos Nf:TA: 
Numero de comp. opcr.z 
Tiempo medio cstadi.z:1-: 

0.000000 
1.000000 
0.000000 

0.00715'1 

Tasas de transicion del e~tada· ~ a los estados : 
~ 17.000000; 1 10.000000¡ 

C!:tado r ..... 
~ - .. 

T3sa de ingresos : 
Costos de reempla:o : 
TaGa de ingresos NCTA: 
Nu.ero de comp. oper-.; 

_ Tiempo·-1110dio:.estadia-:: _. 

TasaG de transician del ectado 
o ~0-000000¡ 

1.000000 
1.000000 
1.000000 

1 
0.000'161 

a las ectados : 

*•················································ Estado 1 . C 1 J 

TaE>a de ingresos 1 

Costos do reemplazo = 
Ta~a da ingreEODs NCTA1 
Nwlero de .;:omp. oper •. : 
Tiempo media ectadia : 

Tamas.de transicion del estado 
o ~-000000¡ 

1.000000 
1.000000 
1.000000 

1 
0.0110:51 

1 a los estados : 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• Cctado O t l 

Taca de ingrecoc : 
Costos de reempl a:o : 
Tasa de ingresos NCTn: 
Nu1DOro de comp. oper. : 

0.000000 
1.000000 
0.000000 

o 

El 

.tt 



En C<l> p. 1~] E>& est:abloce un rcsult3dD quo g3r3nti:3 

1DOnotonLa decreciente en Ac<•> cu:sndo las tr~cicionec 

&imples. ~n palabras. este result3dD se 3plica en situ3ciones 

reales que en la pr~ctica son intuitiv3m~nto obvi3s; a medida que 

un ectado est• m:it.c deteriorado• el _tiempo promedio de ectadla ec 

m.&.c corto. Gi adein:..s. la funci~n do costas es conve::a entonces Ac. 

lac tacac de costo$ de reemplazamientac. son mon~tonas en el 

sentido Ut;ual. 

TEOREMA 4. e:?. 

Supongamos un 

S -= tcN11 ••• 11 c 0 l y que 1 aa tasas 
aaan..:.t:cna1:; .. Cfl ___ el sentido __ de _ qua 

i(G.) S iCu.) •. 
• . t .. 

de 

de invresos 

ci i¡, .S s. 
• J 

Gi ade~s las castat; de f-eempl a::a ce c.> son una 

estados 

entonces 

Funcioo 
t 

conve:c.a dol na.nero de. co111ponentes operativos del est.:ado •• 
.. <denotado 1 s. I > • i .e •. e Cs.> • fe Is.U con f- convexa y si 

· · 1 1 1 ' 
E q ... .s Eqik 

k>• • k> j 
< ;a . s. - s. 11 sj s , • o 

entonce!:; t e .. > 
U!;U3ll!!B. 

AcC•> cattcface lac condicioneco de ·manotonla 

Gupanga1DOs _que s. .S •. y qua 1 s .1 • 1 i;. 1 - 1 ' . ' .. 
<record3mos que 

el·· orden en ::; es inducida por el nOmero de coMponent:ec 
operativa!;) y como f ec convena 

.. 1> 

- rclc,I> .. rqs¡,1 - u s 

•<fc.,I - l> - •<lm.I> .S 

2 

r <Is -1 
1 

r<lc.f 
1 

1> 

1> 

1 f < laJ > 

r qs. I> • 



y 

entonces 

-
H 

E q .... C(!I .. > = 
ó.=J.. • 

.,.. . 

E q. L. f c Is. 1 - 1> 
J..) i.. • ... .. 

ruec como 1 a!: tr anr;;i c i oneiz son si mp 1 t!!S • !l:e ti ene qi.l = O si 

lskl - ls._I - l 

. . . Ac<~. > ""' .. { E qu..} {f <Is .. 1 
k> ¡ ... 

nn.&log.:imentu 

y COlllD 

f <laJ - U 

y E q ... .s E qa. 
k>i. ""' Ji.>j r 

os 

se sigue 

. Ac Ce.> S Ac C&J) . . 
Cn general Ge tendr:a 

coma· i <s.> 2:. i <s.> • • 
.•. i Cs. > .. 

que 

si- G; S IS; ' .. 
et s. s ••• ' 

Ac (G. > ~ i (S.) .. I 

u - r < ls.,I >} 

l!l'ltances Ac<a.> S. Ac <s.> .. , 

- Ac (&.> D 

' 

Observamoc que el ectado e queda e-:.; el ui do do una de 1.'.la o 
··condiciones del teorema antertcir. do hecha Ac es > - O . puec; el 

o 
rengl..X. de A asaci.:ido .'.I s

0 
es un vector nula. P.'.lr.:i quo ol oct.:ida 

G cwnpla la condici~n de monatanla usual. se acigna la ciguiente v 
taca de ingresos 1 i(G > = -n. can n un · n~mera pocitiva 

o 



!'• ~~· '' . ' •• ".\' •• ' ' 

puficientementa gr311de Crecordamam que 1<•> e& la· tasa de ingresoc 
par unidad de tiempo> pues s es un estado en el qua el rcempl·.:i::a . o . 
O~ oblig3toria. ~ la pr~ctica GO e~cluye este DSt3da en la 

verificaci.::.n da la!l condicione~ de monoton1a. 

A continuaci~n !la li~ta la informaci~n y los re~ultadoc de un 

ejemplo qua cumple la$ condicionec.del tecrema 4.~. La runcivn de 

costos est• dad3 por ol n~mora de componentes operativas al 
cuadrado • 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• INrDR111\CIDN Dt:NCRnL 

Dt\NANCII\ NE:TA PRDttEDlO MJR UNIDAD DC Tlatra ,... 10.807::83 

f'RDC¡¡:GQ NCJRtW_. _: 

Numera de Componentes Operativas -= 
Tipa de Companant:a~ 1 

Tipa de Transiciones : 

... -DUJTINDUIELCG. 
ta Slt1PLED 

······················*·~························· CL.A!3C DF"T 1 ttn DI! CONT INUACIDN . 

' 1 :: ... .. - .. 
-e ... ~ l. -r 1 ~ .. ... .. 
-e 1 ~ .. .. , ... ] • -
' ~ 

.. .. 
t 1 .. ... 

................. , ............................... . 
CU\SE .OPTil'tl\ DC RED1PLAZD 

t l 

.--.,·· 



•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• · Estado 7 C 1 :? ~ :: 

T3sa do ingresos : 
CostoG da reampla;o : 
T~s3 do ingresos NETA: 
Nwnl:!rD de comp. oper.: 
Tiempo medio estadia : 

14.Q0.0000 
"1.000000 

51.000000 

0.166667 

Taca~ de transicion 
b 1.000000; 
~ :!.000000¡ 
o 1.000000¡ 

del estada 7 a los cE>tados : 
5 1.000000; 
~ 1.000000¡ 

4 0.000000; 
1 0.000000¡ 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• Cctada 6 C :? :;:';. l 

TaE>a :.de ingr-osae : 
Costoa de reempla;o. : 
Ta1:;a de ingr-ems NCTA: 
Humero. de comp. - oper:-.: 
Tiempa·madio estadia : 

. 1:?.000000. 
4.000000 

40.000000 

0.010519 

T3sas de transician del estado 6 a lo& estádas : . 
4 . 4. 000000¡ :! 'I. 000000; o 1.000000¡ 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• estado . .. -:S e 1 ~ J · 

·. T3s.a de i ngr-acas · : 
.Costas de raa.pla:o : 

Tas.a de ingr-esos.NCTA: 
Nu.ero~de c.-p. aper.s 
Tiempo media estadia ~ 

1:!.·000000 
4.000000 

~9.000000 ..., . -0:·010519 

Ta~as de transician del estado ·s a los estados : 
4 ;?;. 000000¡. .1 6. 000000¡ o 0.000000; 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• estado 'I e :::i; J 

· Tasa de i ngr-esas : 
Costo&.de roempla:o : 
Taca de ingresas NCTA: 
Numera do cmnp. oper. : 
Tiempo media ectadia : 

Tasas de transician del estado 
o 10. 000000¡ 

5.000000 
1.000000 

15.000000 
1 

0.01:?'1~ 

4 a loG estados : 

. , .. -···.--· 

EJ5· 



•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
E!;tado Z C 1 ::! l 

Ta~3 de ingresos : 
Ccctoc de recmpla:o : 
Tas3 de ingrc~o~ NE:Tn: 
Numero de comp;. opm-.: 
Tiempo medio estadia : 

11 • 000000 
4.000000 

~iJ.000000 

0.04H~b7 

Taca~ de transicion del ectado ~ 3 1 os eotadai¡; . : 
~ 5.000000¡ 1 ~-000000¡ o 1.000000¡ 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• C:::ot :ada :? t ::! l 

T:as.:i de ingrcso1:a : 
Costo$ de reempla:o : 
T.asa de ingresos NCTI\: 
Numero de comp. apcr.: 
Tiempo medio D$t3dia : 

TacaG de trancicion del estado 
o 11. OOOOQO; 

z.000000 
1.000000 

14.000000 
1 

0.0400:!5 

a. 1 O$ estadas : 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• Cotada . 1 C 1 l 
- 1'. 

TaEla da ingrecos : 
Co~tas de reempla::o : 
TaGa de ingrea>s NCTA: 
Número do comp. aper.: 

.Tiempo medio e!Otadia :· 

Tas.:as da transician del estado 
o .., • 000000¡ 

::!.000000 
1.000000 

11.000000 
. 1 

0;.0::!1605 

1 a los astados : 

-SSSS•SSSSSSSSSSSSS•SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS 
cct.:sdo o e J 

T.:ssa de ingresos : 
Costos de reempla:o : 
Ta~a de ingrecac NCTA: 
Numero de comp. oper.: 

0.000000 
0.000000 
0.000000 

o 

Ob 
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e:> E jempto 3. 
·~ Cablee suJetoG a ratiga es~tica C<l> p. ~4J 11 [<~> p. 221J. 

Concideremos un.cable compuesto por fibrac 11 las cualec eGt4n 

cometidas a la llamada fatiga eGt4tica11 i.e. 11 cada fibra que 

copcrta una carga conct31lte eventualmente fallar«. Ce claro qua la 

carga scpartada par la fibra est~ relacionada invcrcamcnte can el 

tiempc de vida de la fibra <carga constante m.ic grande implica 

vida de la fibra m:..s corta>. 

Se supone que el cable. inici"1lmente compuesto por N ·• 1· 

fibras., coportar.i un carga :C la cual es repartida entre l3s fibr35 

que no han fallado., hacta que ninguna de wstac sirva. CónciderelllDC 

una f"ibra f' qua hasta el tiempo t no ha fallada .. y que coporta una 

carga lL¡ la fibra fallar~ en el intervalo <t 11 t + hl con 

probabilidad 

K<IL )• h + o<h>. 

La funcian KU>~ conocida cama regla da fallo. <br6'Q.kdown .rul•> 

relaciona cambios en .la carga de la fibra can calllbtoc en la 

"-prababi 1 i d:ad da r al 1 o de 1 a •i saa. 

ttodelaaaEO al Giste.a anterior coma un proceso de muerta 

Qenerali:ado con campcinentes distinguibles y transicione~ simples. 

Rmcarda.os que un ectado e E S queda reprecentado par un n~mero 

binaria o equivalentemente par un vector de camponentec operatiVD!;¡ 
H+:I COI Ce> 11 ••• .,a <e>> E to., ll . • rara cada elemento a E!stada do 

O H 
s. 

~3 1 Cs> - C1 Ca> 11 ••• 11 1 Cs> > el vector de cargas par component.es 
. O N 

del ectada c 11 en donde l.Cs> repreGenta la .. 
fibra Cc0tnponente operativo> del ectada e e 

cargD de la i-wsi•a 

S. Coma la carga G~lo 

es soportada par aquellaeo ribrac 

a.(!;) = o. Adem~s E 1. (S) = z.i .La .. .. . 

qua na han rallada., l.<s> =o .. 
ta$a de tran&ici~ del estada 

al e~tada ck• ª;"Gk E 5 11 quedar~ dada por: 

si 

9. 
1 



{:u, <e.>> si OC. (S.) = 1 

' .. • 
Y o&1 <B¡) = ~1 CGk) 

q~ = °'¡,, <•._, ::2 o con l =- 0 11 ••• N; 1 -. i 

en otro ca1;0 

Ob!::t!rV3moa que lam condiciones O\ <sl - 1 11 

°'l. <si> = ~<s._) con l - 0 11 ••• .,N; 1 ·1fll.. i es un.:a manera 
de decir que si._ e!; un vecino de si. 

~ 

y 

equiv3lente. 

Las tasas de transici.:'.n pueden ser deter~inadas si se conoce 

como se reparte la carga entre las fibras que no h~n fallado para 

cada estada de S 11 y la manera en que la carga de C3da fibra aún en. 

aperaci~n. afecta la probabilidad de que ~eta falle. Cn 

particular 11 cansidararemo!l la·11amada-regla de-· reparta· de carga 

loe.al para el primer pLnto 11 y la llamada ~.,,,..r lGw br~WA ....-ul& 

para el $l!!Qunda. · 

Dada que el cabla soporta toda al pesa Z a trav~s de las 

_fibraG qua na han rallado11 cuando una de ~eta$ falla., la. carga que 

!:Oapartaba dich~ fibra es. repartida entre las de...._s fibra& en 

oparaci.:;.n de acuerda aal9una determinada regla de reparto de 

carga. 

Podemos caracteri:ar. ·una regla de reparta da carga 

especificando l~ parte de la carga total Z que soporta cada fibra 

on. aporaciún 11 de cada pacibla estado da s. 1\51 par ejemplo., un.a 

pacible reg~_a de reparta da carga es qua •1a carga total t:e 

reparte i9ualaaente entre la!l fibras en estado operativo ; ~i en un 

astada s Q S hay k fibras en buen e!ltada 11 cada una de ellas 

copar-ta L<N + 1)/k can Z - L<N + 1>.• 

La r·egla antcriar puede na ser v•lida cuando hay 

entra fibrac 11 par ejempla., cuando las fibra5 

interacci~n 

!::D hallan 

ontrela:adas. En c5te tipo de ca!:>D~. los efectos de la ruptura o 

falla da una fibra afactan principalmente a la~ ~ibraa vecinas m:..o 
carc.;snac. Un e.Jempla de eata er;; la llamada regla da reparto de 

~rl)a local u~al load s.ht:u-tnt .rule>. 



;.;.' 

De acuerda a ecta regl3, lac f ibrac ~e $Uponen organi:ada~ en 

un c!rculo de t3l m3ner3 que, cú3ndo un3 fibra F3lla, la carga que 

copartaba ce reparte entre la$ fibras en operacivn ~e coreanas a 

ella. De hecho, $i una fibra operativa ectá rodeada.por r ~ibrac 

en mal ectado, la carga que coporta la fibra eG 

l = { U -t- ~>L 
<N + l>L 

si r -· o, ••• ,N - 1 

!:.i = N 

en donde Z = <N + 1>L es la c3rga total. 

Cn C<1> p. ~Sl, se demueotra que si ~<l> 
conve:;a de l, entoncea 

q· 
jk 

s. s , .,.,. 
:... ... s . ., 

t 
5. 6 s .... 

rar la ~t3nta11 si i < • > eeo mon.:..tana_ creciente en el sentida 

UCU3l 11 Gi C(•) C!!: una funciún canve::a del nl.'.'lmer-o de componentes de 

cada ectada y si K U > ec un_a r unci..Sn canve-?.a de l 11 t:a cati nf acen 

lato condicione5 del teorema 4.2 y., p~ lo tanto, el· algoritmo ea 

aplicable. 

La runci.!in da fallo a utili::ar e!> do la íor•a KCl> = l(JIA, 

"con A11 (J constantes pos:.itivas dependiantes di:!l 

rtbra.·Estaf'unct.~ de falla,-canacidacama poW&r 
. . 

de la 

·fui~., indica qua si una fibra soporta_ una carga l~ al tiempo t 11 la 

probabilidad de qum se rampa.en el intervalo Ct.,t +- hl es 

u ,fJ 
·· " · h + o<h> ~ 

Dado que si una Funci..:;.n es derivable con derivada creciente, 

entancec ec conve::a., ·K U> ~ l (J /A eeo convexa ai (J ~ 1 



?O 

Como ejemplo num.;.,-ico. consid~r3remos un sistem3 con N = 5 

fibra$ que caportar:.. una carga total do Z = 5 y t3l que 13. regla 

de falla e$tó d3da par K<l> = 11'1/n con~= 5 y n = 1. con regla de 

reparto de carga local. 

En la Fl~u,,. a. 1 11 se muestran ocho c~nfiguraciones diferentes 

de ~ibraG en estada operativo., ac.1 como lac cargas que coportan. 

Coma originalmente suponemos 5 fibras dictinguibles 11 hay en total 

.ZS coníigur3ciones posibles., siendo las dem~s iguale~ a algun3 de 

lac con~iguraciones de la Flefc.U. e 1 11 Gi se aplica una rotación o 

una reíle::i.!.n. 

:i 
.s- . 

9 • • :i ~ ~ :i a .s- .¡¡ 
~ 

~ .,¡, tSI tSI 
.l :i :i :i 

a • • .,¡, ~ z ,¿ .¡¡ .. .. >El .. ..-¡, tSI a :i .a .. 

• .. 
t!I • 

~ • >El .. a • tSI 
z .,¡; ,,, 

o G 

a a 

• .. 
o .,¡; • • t .. • .. • • • 

• - fibra con fallo 
.s- - fibra en condici~n operativa 



n continuaci~ se eJemplifi~an la5 tasas de transici~n entre 
algunas estadas us3ndo reparto de cart;13 local ~Ft-.w ca 2:> • 

•• 
2 ~ ··------

:1. ~ .;,ª 

... k<2> 
i . 

q .. = l:Cl> 

" ' 

\__ 

Cl aodelo 11 considerado como un !lilcitema can componentem· 

diEOtinguibles11 tiene un total de -z&-=32 eata.dos diforente!>11 pero 
coma. -..chas eEOtados Gon indistinguibleo bajo rotacianec o 

rerle::iones 11 eata condici.:!an de simetr.la noc par•ite modelar con 
~la O eEOtadaa di rerentas CmoGtrados en la fttJw a. l >. Lac tasac de. 

tranraici.:in antre ectadas oa n.aeatr.311 en la Fi.Bura. 3. Ge modelar~ 

entonces al sls;;t .. a. coma un proceso general. 

n cantinuacis!Jn !:>e mue!:>tra tanto la infarmaciún conaa los 
re$Ultadaa de un ejemplo poara ecta aplicaci~n. Ge abcarva que la 

rünciún de caGtac elegida eG una runci~n canve::a del 

c.-da estado. 

ta•al'ia da 
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•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• IHf"OlltlACION OCNCflN.. . . 

Gi\Ni\NCIA NCTn mDMCDID ron UNIDAD DI: TICMF"'O = 

rnocc:oo OCNc::Rl'iL 
Numero total de C:~tadO$ 
Tipo de Trancicionec 

... a 
::: NO OIMF'LEO 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• CLAOC OrTitll\ DC: CDNTINl.Ji\CIDN 

7 
b 

**********S**********************'**************** 
. CU\Gr- DrT IttA DC. RLLl1PLAZD. . -

. ., 
5 ..... -"P -1 
o 

· .... ,,- .. -·;,' 

13~739437 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• Cct:ada 7 

. · Tato3 da i ngrC!!ElD$ ::: 
Costos de reo19pla:a : 
Tasa de i ngrecas NCTA: 
Numero de comp. oper.i: 
Tiempo •edio eotadia : 

20.000000 
1.000000· 

lB.000000 
s 

o.~00000 

T3&3G de transicion dol estado 7 a los estados : 
6 :s. 000000¡¡ 
:: o. 000000¡ 
o 0.000000¡ 

5 0.000000¡ 
:! 0.000000¡ 

41 0.000000¡ 
1 0.000000; 



... •' 

..: .. •.l'l'U.Lv .. ., -

···························~······················ E!itada b 

Tasa de ingresa& : 
Co~to!!: de reeinpl a::o : 
Ta$a da 1ngre$DS NCTA: 
Numoro de comp. opor.: 
Tiempo medio e~tadia 1 

10.000000 
1.400000 
16.~01~50 

4 
O.O~lD:::? 

Ta!;3s de transician del e9tada 6 a los est.:ido5 : 
5 15.107500¡ ~ ::!.000000¡· ~ 0.000000¡ 
:::? 0.000000¡ 1 0.000000¡ o 0.000000; 

.................................................... 
Estada 5 

Ta~a de ingresas 1 

Co!ito!i da raempla:a : 
Tasa da ingresas NCTA: 
Nunmro de comp. apor.: 
Tiempo mmlio eGtadia· ; 

16.000000 
1.500000 

16.500000 ..., -0.01~5'14 

Ta~s de tr3nsicion del e$t3da S a las estados : 
4 0.000000¡ : >· ' 6"1.000000¡. :::? 1.000000; 
1 0.000000¡ ·º 0.000000¡ 

······~······~····••t••··················••i•••••• Estada 4 

TaGa de ingroE.as : 
Co!!:to~ ·da roompla:o ·: 
TaGa da lngrasam NCTA: 
Numera de .. camp. aper. : 
Tiempo media ~t.adia : 

1 'I • 000000 ' 
l;;SOOOOQ· 

·'1.5'1:7SO 

0.00::!466 

Ta~as de transician del estada 4 a 1 os es:t.ado!!:i : 
: ~:::?.000000¡ :::? 15.107500¡ 1 0.000000¡ 
o o. 000000¡ . 

************************************************** CE;tado : 

Tasa de ingreG05 : 
Costos de reempla::o : 
Tasa de ingresas Nl:TA: 
Numera do comp. oper..: 
Tiempo media estadia : 

6.000000 
:::?.000000 

·· 10'1. ~1::!500 

0.004059 

Ta&as.de tran5ician del estada ~ a los estada&: 
:::? 0.000000; 1 1'15.:1:::?500¡ o 0.000000¡ 

'14 



Tasa da ingresos i 

Costos de reemplazo : 
Ta~a de ingre~os NCTA: 
Numero de comp. opor.: 
Tiempo media estadia- : 

-.lA•.ITU.Lu .I" 

.... · ...... 
9.000000 
:!.000000 

-- 106. ~1~00 

0.000:!61 

Tas3~ de transician del estada :! a los estados • 
1 1'15.~1~00¡ o 0.000000¡ 

*••·································~···········~· Ectada 1 

Ta~a de ingresas i 

CoE>tas de reelftPla:a : 
Ta~a de ingresaa NCTA: 
Numera de comp. oper·. : 
Tiempo.media estadia : 

Tasas de transician dol est3do 
o ~1:!:5.000000¡ 

:!.000000 
~-000000 

·-156:!~. 000000 
1 

0.000~:!0 

1 3 los estados ; 

······································~············ Estada O 

Taca da· ingremac : 
Costos da reeaipla:o : 
Tasa de ingresos Nf:TA: 
Numero de comp. op~.: 

0.000000 
0.000000 
0.000000 

o 

?5 
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CONCLU3IOHE3 

La teorl3 de reempla:o VJ>timo ha sido estudiada por 

inve!::ttigadores11 !>in embargo 11 los resultados referentes 
varios 

a la 

el:istencia y forma de las polltica!ZO vptimas ~e enfocan al atopecta 

te.Sri ca y no proporcionan una mant!ra el:pl!cita de encontrar dichaG · 

pol!ticas. ror eso es importante el contar con algoritmos que11 al 

menos para ciertos modelos como en la presente tesiG• nos permita 

determinar c:.,pll.cita•ente una politica de reempla::o úptimo. 

Otro aspecto que e~ import3flte resaltar es que la forma de la· 

pal!tica vptima obtenida en el capitula ~ es la de una •palltica 

de contro1• 11 es decir 11 .una polltica que queda determinad.:. por una 

•frontera• que divide al espacio de estado!'i en dos clases: una de 

reempla;:o y otra de continuaci.:At. Este hecho que os intuitivamente 

esperado se traduce en una polltica de reempl;i::o simple y de muy 

r•ct 1 implementaciún.· 

Cl .:¡istema de. computacit!on que ¡¡e reali:.:, para tmplC!tnentar el 

alQoritlllD est• diser.ado en forma totalmente interactiva lo que 

permite 13 f•ctl captura y madlflcaci.:;.n de infar•acit!on nececari• .. 

de tal •anera_que ~·cuenta can una herramienta que permita 

reali:ar desarrolla& pr~cticas 5abre e!ltos modelos. 
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