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CINTROULUGRIIUN i1

Las probabilidades de fallo de los componentes operativos "da
‘cada estado zon dependientese del estado. Ademas, =e supondra que
se tiene una estructura de costos constituida por tasas de ingreco
por unidad de tiempo y costos de reemplazo por estado. BEliste por
lo tanto wun incentivo para encontrar mejores politicas de
reemplazo. En el capitule I se .modela este problema como un’
proceso markoviano de decisidén en tiempo continuo, m&s adn, como
un modelo de reemplaco. Ndemids =se encuentra 1a forma de 1las

oliticas Sptimas para un cierto criterio de optinizacisn.
o)

fn el capitulo T se presenta un algoritmo iterativo que bajo
ciertas condiciones de monotonfa proporciona 1la politica JdSptima,
concistente en una clase de estadoé de reemplazo contenida en el
- conjunto de estados dél sistema, gue maitimiza la ganancia neta
promedio esperada por unidad de tiempo.

Ffor 4ltimo, en el capitulo 4, se expone de una manera breve
las consideraciones estructurales basicas para la implementacidn
en computadora del algoritmo.
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Carinina 1

- CADENALZ DE HMARKOV
EN TIEHFO CONTINUO.

51. INTRODUCCION.

Hay.ﬁituaciunes fisicaso en las que un fensmeno de interds es
observadd'y registradé_como funciin del tiempo. PPor cjempla, el
porcentaje de humcedad en‘el ambiente é: registradn a lo largo del
dia como una funcidn del tiempo. Cuando sSe quiere modelar.
situaciones o procecos que dependen del  tiempo to de algan
parametro continuo) se podria optar por oestudiar el f endmoeno
aobzorvado en forma diccreta, tomando en cuenta por ejemplo adlo
lao ohservaciones registradas cada determinado lapso de  tiempo.
Nsl, en el cjemplo antarior se podrlan concideorar los porcentajesa
de humedad cada hora o cada minuto. Indudablemente que hacer algo

como esto ez ignorar la dependencia en el tiempo de 1a <cituacidn
on cuestidn.
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Gi ecpeclficamente =e trata de model ar un proceco
probabilistico cuyas manifectacionens son {funcidin de algun
parametro continuwo, =e pod%la considerar gue para cada valor deld
parametro t exicte una vafiable' aleatoria Xt que describe 1as
posibles manifecstaciones o rezultados del procecso. tn el caso
especifico del tiempo, e tieme una familia de variables
aleatoriaas Xt con t en algin rango previamente especificado, como
por ejemplo [O,w). El modelar aci un proceco, estada fundamentado en
la idea gque ze ticene de un proceco prubabillsticu o estocastico,
como 1a de una =situacidon que ce monifiesta de diversas maneras a

1o largo del "tiempo", gobarnada por leyes probabilicticac.

N  continuacidn sSe -formalizarad el concepto de-—- procoso

estocastico en tiempo continue.-

DEFINICION 1.1. prOCEJD C=tocastico en Txempo Continuo.

B Sea 2, F,P) un es spacio de. probabll:dad, (5,7) un espacio
medxble arbitrario Yy T un intervaln de realec
» Un proceczo estocastico en tiempo continuo o que depende
de un  parametro continuo asobre {Q,f,P) con ecpacio de
ectadoa (5,) y.conjunto de Iindicez T ez uwvuna familia de
variables.aleatnriag'

[XJQ + S; t € T

Denotaremos (ﬁts te T3 o (Xt(w)= teT? a un proceso
estocactico y hablaremos de S como su espacio de estados cuando
S clRy >y = 28(5) 1a g-Algebra de Borel restringida a S,

Histéricamente el término de procecsco estocastico ce reserva a
familias de variablesg aleatoriaz relacionadas de  alguna manora
L¢4) p. 4713 10 que debe caracterizar a un proceso estocactico

cera las relaciones entre lags variables aleatorias Xt, te T,
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S ohserva qgque un proceso ceotocastico Cxt(w)= te T (2}
una funcidén dependiente de dos variables, we Q y t e T; 51 ce

fija ws XLQ”) es una funcidn de T en S conocida como trayectoria.

Gi CXJ t @ T} e= un proceso estocastico en tiempo continuo,
Yy 51 para cada ti;...,tn € T con tz X...¢ tn es posible conocer la
dicstribucidn finito dimenczional de (xt;,xtz,...,xtn), por el
Teorema de Cxtensidn de Kolmogorov ec posible asignar una medida
de prnbabilidad en el ecpacio de las funciones de 7T en S (1.e0., on
el espacin de trayectérias). De esta manera, e dice que lag.
distribucioﬁes finito dimenszionales determinan un  proceso  en

tiompo continuo [(1) p. 41.

A pesar de que las distribucidﬁes conjuntas finito
dimencionales caracterizan a un procecza e:totésti:o,.cuandd T e=
' no numerable haylocasioﬁes en que las micmas no 'propurcionan
informacién :ufi:ienfe para o1 analisis de algunos | eventoc
" definido=z en términos de trayectorias [(1) p. 1611 +L(7) p. 223
=in embargo dicho anilisis es peosible trabajando con otro proceso

que ec "cimilar” de alguna mancra al proceso-original.

DEFINICION 1.2. Modificacidn o versidn de un proceco estocacstico.
Sea Cxtz te 1T un proceso estocastico en tiempo
continuo sobre (Q,7,FP). Un proceso estocastico (Yl: t T3
cobre (Q,*,P) es una modificaciin o una version del proceso
(XL: t€T? =i paracada te T

Prfw € 03 X (w) =¥ (3 = 1.
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Nos interesars trabajar con versiones del proceso gque cumplah
ciertas propiedades, en particular que cumplan 1a 11 amada

condicidn de separabilidad.
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DEFINICICN 1.3, Proce=o ectocastico separable. )
Sea (Xﬁ t @ T? un proceso ectocastico. E1 proce=so es

separable =i existe un subconjunto (numerable) denso T, en T,
llamado conjunto separante, vy un conjunto AcQ de
probabilidad cero, llamado conjunto decpreciable, tal que =i

wno e elemeonto de A y t e T, hay una cucesidn tnl = T

tn » t y tal que .
Xt"(w) > Xl(w).

En un proceco ceparable el comportamiento de las trayectorias

en T esta determinado por 1 comportamiento de las micmas en ,Td
fidemis un proceso estocastico en tiempo continuo siempre admite

una versidin separable =i el espacio de estados es finito.
£¢1) p. 1663, y mas que eso, lag +trayectorias del procece son
contipuas por 1a derecha ¥ con lImites,pnr la izgquierda.

For Qltimo, para determinar ciertos procecsos {especl ficamente
en los 1lamados procesos de Markov);, no se dan las dictribuciones
conjuntac de cualquier coleccidn finita de variables aleatorias
sino que e estabiecen.especificacionez entre ellas de tal manera

quekdichas dictribuciones puedan :er.cnnncidaz.

v

. CADENAS DE MARKOY EN TIEHMIO CONTINUO.

Consideremns un fendmeno que tiene un ndmerno finito de
manifestaciones y que es observado a partir de un doterminado
momehtb. Este fendmono se podria modelar considerando un  espacio
da éstadns'5_= (s s5,5---55,, finite, T = (t = Rz €t2 0 = fOo,w)
Y definieQdo 1a variable aleatoria XL el estado o
mani festacidn del fendmeno al tiempo €t 2 0. Gi el fendmeno tience

ademas 1la propiedad que 1a informacidn del pasado con la que ce
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:

cuente no contribuye a 1a infaormacidn del presente para predecir

al comportamiento !uturn del fendimeno en cuectidn,  entonces el
proceso que modela el fendmeno tiene la propiedad de HMarkov. En
términos informales, ecta propiedad e pucde establecer como: dado.
el valor de xl_cnn €t > 0 fija y el Qalor.de‘xu con O = u < t, el

-

valor de x‘ con 5 > t 5610 ec=t4 influenciado por Xv

DEFINICION 1.4. Cadena de Markov en Tiempo Continuo.
Sea ch= te Tl un procgso ectocastico en ' tiempo
continuo sobre (Q,7,P) con espacio de estados (5,5).
Fl proceso eé una Cadena delﬂarkov en: tiempo continuo
iz

.i) £l conjunto de estados S es finito o numerable

p
s

i) C1 conjunto de valores parametrales es T = [0,®) .
iii) Pados valores parametrales arbitrarios h 2 0y
0 = t’(‘tz(...< tn( t se tiene que

Prtxt'hfj (| xt=i, xt;=in,...,xt£=1‘3 = Pr(xt[h=3 1 xt=aa

.con probabilidad 1 para cualescquicora estados i, 3, i’,...,in

Cuando $ es un conjunto finito, gque por comodidad =e ectiqueta
‘como {0,1;2,...,N3, ce toma J = P({0,1,2,...,N2) el conjunto de
todog los= subconjuntos de S. FPedir S5 finito es una manéra de
sSuponer que

N ' :
b _Pr-txt-:j‘.! = 1 ¥Yte T g
j=o

T = [0,®w) establece que el proceso depende de wun parametro
continuo no negative aunque generalmente e le interpreta como el

tiempo que transcurre desde el inicio del proce=so. -

Gi PriX=i2 > O dada t « T, definimos p%(t;t+h) como
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p“(t,tih) = Prtxh%=1 | xt=i) i,je35 hzo

a la probabilidad de efectuar una "trancicisn® del ectado i al
ectado j en un lapso de tiempo  h =2 O ‘dado que el procecao se

encuentra al tiempo t = 0 en el eétaduli.

Cuando pj(t,tfh) no depende de t (cada vexz que Pr!X:ﬁ) 2 O)

t+h
Markov tiene probabilidades estacionariaz de transicidn le que

la denotamocs pu(h) = PrftX =3 | X{:i) y decimoc que la cadena de

gignifica que 1la probabilidad de ir de i a 3J en un lapso deo
tiempo h no depende de cuando alcanzamos el estado i.
\

Pe aqui en adelante, y a menos que e especifique 1o
contrario, sdlo concideraremos cadenas de Markov con espaciao  de
ectados finito en tieﬁpo continuo con praobabilidades de trancicidn
ectacionariac i.c.

M

pi’.(h) = PriX, =3 | X, =il v t

0O con h =2 0.

Supongamos conocida l1la distribuciin inicial dél prncesb
'Prtxo=dz. Ge tiene que todaa' las di stribuciones finito
dimencionales’ para 1a cadena de HMarkov quedan completamente
mezbe:ifigadas i =e tienen 1ag probabilidades de transicién p“(h)
Yh =0y ladistribucidén inicial del proceso.
£(2) p. 1703,L¢4) p. =61,

, Lag probabilidades de transicidon cumplen las ciguientec
cuatro propiaedades:

.

a) p () = 0 ¥Yi,jes Yt=o0
N
B) Ep tt) =1 Vi, jes vt=o

i=o
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N
€) p (sit) =§ p_(s)p (b) Yi,j eSS Y t,= 20
. Leo ik ki .

Cste dltimo establece que para ir del esctado i al estado 5 eh

un lapeo de tiempo sit e debe pasar al tiempo s por algin ectado

intermedio k. Crfig. 7.

C=tados

Fig. 1

_ [Cntonces la probabilidad de ir en un tiempo s al ectado & Vy
luego en un tiempo € al estado j, dado que =e comienca en el

ectado i esa

- Pr txa“=_1 x‘=k | °=i3
= PrtfX =3 | X=k X =i3 P{X =k | X =i}
®rh » o - [ -]
=3 | X =kI PriX_<=k | X =i3 (Prop.Harkov)

= PrcXx
-@rk

=X =3 } X =k3 PriXx=k | X =il (estacionaridad)
[ 3 (-] - o ]

q

pu‘(s) pkj(t)

Cntonces, por 1a ley de probabilidades totales

N N
..( +t) = P X =3 = =13 - ) (t).
Pu ] hEL FOX_ L T3 OX k| X, =i3 l‘_-:}31"pd“(='.) ka )

Ceta ecuacidn e conocida como 1a ecuacdidn o relacién  dJde
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Chapman lolmogorov {(en tiempo continuod.

d4) ANdicionalmente se cupone la ciguiente condiciin de

continuidad :
l1im p () = &
0" 4 -

C=ta ultima condicién e=stablece, junto con el hecho de que es
conveniente definir pu(O) = 6&, que en intervalos pequelios de
tiempo 1a probabilidad de trancicidn a un ectado diferente es cacsi
cero, o en tirminos practicos, no habra transiciones a un esctado
distinto en un lapso pequcolio de tiempo.

Oe afirma gque a fin de que un conjunto de funciones pr(t)

i

definidas vyt=zo0 Y Vi, jes cean las probabilidados
estacionarias de tranciciin de un proceszo de Harkov =sin saltos

instantinens es necesario y suficiente que satisfagan lax

condiciones a), b), c) y d) anteriormente enunciadas.

£(2) p. 1971.

. De hecho, =i =ze tiene una dicstribucidn iniciai de estados vy
un conjunto de funciones p”(t) que satisfacen lozs cuatro puntas
anteriores es posible construir una Cadena de HMarkov, usando el
Teorema de Citensisén de Kolmogarov, cuyas probabilidades

ectacionarias de tranzicidn coan lacs funcionec p“(t).
L(1) p. 1711.

P (t) po‘(t) -a= poﬂ(t)

N Pt p__t(t) ... P, _ )
Gea P(t) = lp“(t)l = - - - 1a matric

. . - - -
LW i d - - -

132

pHo(t) pun(t) «ea pHN(t)

de probabilidadec de transicidon en t unidades de tiempao, t =2 0. Ea-

algo parecido a l1a matric de probabilidades de tranciciin de un
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paso en una cadena de HMarlkov en tiempo discreto, con l1la salvedad
de tencr una matriz de intenzsidadeaz de transicidn estacionariac

para cada ¢t no negativa.

La relacidn Chapman: lolmogorov se puede escribir en toerminos
matriciales como
P(t+a) = P(t)-P(s) Vv t,s = O.

Se oboorva que FP(t4s) = P(=4t), de donde e concluye que el.

producto matricial P(t)'Pis) = P(s)-P{t) ez conmutativo.

Gi definimos el limite de una suce=zidn de matrices como 1l1a

matriz formada por lo= 1limites de cada una de sus entradés;

suponiendo que dichos limites existang l1a condicidin d)  sco
eccribira como Iim* F(t) = I con I 1la matriz identidad de
' t-0

dimension (N + 1). Por otro lado, como se define P(0O) = I,
condicidn d) afirma que P(t) es continua por 1la derecha en t =0

vya gqua lim P(t) = P(O).
’ t-0

Un conjunto de funciones matriciale=s de probabilidades
estacionarias de transicidn de un proceco de Markov FP(t) que

catisface a), b), c) d) es comGnmente 1lamado "estSndar®.

De hecho se deduce facilmente el siguiente resultado:s

TEOREMA 1.1
Gi las matrices de pénbabilidades de trancicion de un
proceso de Markov en tiempo continuao (P(t) 3 t 2 0 cumplen
la condicidn de continuidad

lim+ r<t) = PrQ)
t-~0

entonceg Kr(t) ec continua ¥ t > 0, i.e.
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lim P(tih) = P(t) vt:o.
h-0

L€4) p. 2201,L(7) p. 1501.

El pedir gue los matrices de probabilidades estacionarias de
tranziecidn P(t) satisfagan la condicion de continuidad d)

un rez=ultado mias fuertes 1a matriz FP(t) es

implica
diferenciable con
derivada continua Vv ¢ =2 0, i.e. pr(t)-es derivable con
continua ¥ t = O3 i,3 € S. ' '

[(3) p. 1251, L[¢4) p. 2511, L(8) p. 1Z4l.

derivada

En particular wun resultado m&g  Gtil es que P((t) tiene
derivadas por 1la derecha en t = 0, 1o cuil se establece en el
siguiente tcoremas: '

TEOREMA 1.2. B
Si (P(t) 2 t 2 02 ec estandar, ontonces VY i, « 5 los
1limites '
1 - p.. h)

1im ii . _ _
h~0" ~ h — =P (0 =g, = q

f B ' (1.1)
1 p. . ) ' N
l1im il — . —_
h-o" h =P O =q.

existen y zon finitos, i.e 0 = a9, < co.
t ]

L(4) p. 243,2463,0(7) p. 1511,0(B) p. 1271,L(10) p. 6.6.23

~
Dado que 1 = }, pu(h) Yies, Vh >0

i=o
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N
-» l-pu(h) = .ﬁ p“(h)
. i=0
=i
N
1 p“'(h) _L p,”_(h)
P —meeme—— e s
h J=o h
=<
tomando h -» 0+ vy por el teorema 1.2 se tiene que
N .
Q = }q. € o© VYies.
[ 3 j:O v .
iy
DEFINICION 1.%. Procesos conservativos.
~Un proceczo de Harkov en tiempo continuo en el - que
(rdt) : t =2 0} es estandar, se 1lama conservativo si
' ‘ o
qL—.:JquL’,(m Vi e S,
Bt 1
Se oheserva gquoe, si el conjunto de epctadosn S e= finito, i.0.
se tienea - una - cadena de

Marlkov en  tiempo.- continuo ectandar,
entonces el proceso es conservativo.

hhora, las ecuaciones (1.1) del teorema 1.2

son eqguivalentex
a las= ecuaciones

Pr txhh=1 i X'_=13 = p.‘j(h) = hq; .+ oth) i = j (1.7
Pr(xu»h:l ] Xt=13 = pu(h) = 1 - th + oth)

en donde och) és tal que 1im D(:) = 0 .

h-o
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Lacs ecuacioneg (1.0 sumini stran una descripocidn
infinitezimal del proceso en el sentido que =i h > O e cercana a
cero, entonces pti(h)?‘c‘. hqii y pu(h) =1 - hq_‘. Esta aproximacidén
es atil dado que s5i ce tienen las probabilidades de transicidn
para el intervalo pequefio de tiempo. fo,hl, entonces por 1la
relacidn de Chapman Kolmogorov e podrian conocer aproximadamente
para un intervalo de tiempo [0,2h]1 y repitiendo el proceco ca
podrian aprosximar para todo tiempo t, i.e. conociendo l1a=s
probabilidades de tranzicidin para tiempos  pequelioz ce  aproximan
lac prababilidadez de ' transiciédn para todo tiempo t = 0.
£(2) p. 2001.

Definase A =

Yo Ve - "9y
: 19 i =3 )
i.e. NAL - . 1a matriz infinitesimal o matrizc de
W q. . i = j

v

intensidadesz de transicidn, entonces en términos matriciales, las

relaciones  (1.1) del teorema 1.2 se pucden eccribir como
S h) - T . , v
;igv P(hL = A, ydado que I = F(0O), e tiene que A es 1a

matriz de derivadas por la derecha de P(t) en t = 0, lo .cual s
denota A = P°(0) en donde ce entiende que la derivada de una
matriz es 1a matriz formada por las derivadasz de cada uno de =us

elcemonto=s.

Se ohserva que A = qul ez una matriz de constantes que

catisface ¥ i,j = 0,1,...,N

1)osqu<u; i =
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ii) 0 =5 q; =9

e

iii) . = Q. € ™.
5§;q" CI‘_

fdemas los elementos de 1la matriz infinitesimal tienen una
interpretacién probabilictica para las trayectoriaz del proceco,

es decir, ez una descripcidin operativa alternativa de 1la Cadena.

Si se considera la versidn ceparable del procecso, que para
una cadena de Markov con conjunto de estados finito siempre

existe, ceo ticene que:.

a) Prex, =i, £ S h steat | X, =i = s AL exp (-g h)
i.e. la distribucidn del tiempo de espera en el ectado i eas una
dictribucisn e:ponencial con pariametro q - Ndemas sSi x‘-= i;
entonces Xh = i en 3alguna vecindad de t con probabilidad 1.

b) Si qi> O y si x;== i, entonces con probabilidad 12 habra
una primera trancicidn a algin estado j, j # i. Dado gque hubo una
primeca tr;nsicidn, l1a probabilidad de cambiar a j, en ece primer

q. . q. .

salto, esta dada por ——%i—, i.e. i q 2> O, ——%i— se puede
f . . - -
s &

interpretar como 1la probabilidad condicional de qué 1a primora
transiciSn fuera del estado i sea al estado j.
£€1) p. 244,2451,L(8) p. 14454,1471.

c) hdema=z el tiempo de espera y la ~variable aleatoria que

denota el estado al que ocurrié la primera  trancicion son
independientes. [(2) p. 212].

Con 1los recultadoz  anteriores no cSlo =e tiene una
interpretacidén de los elementos de A sino que permiten dec=cribir
el desarrollo de la cadena de Markov de la siguiente manera: una

tipica realizacidn del proceso que comien-a en el estado i
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permanece‘ en 61“ un tiempo aleatorio cuya distribucidn es
exponencial con parimetro 9. el proceso entonces salta a3 un
eztado j # i con probabilidad —~%i—, independientemente de  cuanto

L3
tiempo estuvo en el ectado i, Yy permanece en &l un  tiempo

aleatorio distribuido ceiponencialmente con paridmetro qj Y asi

sucecivamente.

81 denotamos §_,£ ,... a los estados visitados por el
o> ' -
procecso, (fn)n_o esc una cadena de Markov con parametro di =screto,

sin considerar los tiempos entre transicione=s, con probabilidades
9 .

ectacionarias de transicidn isd 3 y recibe el nonmbre de

L

9%

ambedded Markov Chain 0 cadena de Harkov. subyacente. Condicionados
a la cecuencia de ectados fd,ﬁi,... los tiempos de espera- entre

trancicionea To'Tt"" son variables aleatorias independientes

UG s0g 9=
_ go gl
recpectivamente. De hecho esta descripeidn es una manera

distribuidag exponencialmente can parametros

alternativa para definir una cadena de Markov en tiempo continuo
como un caso particular de los liamados procesos de semi Harkov en
locs que 1los tiempos entre transiciones son aleatorios..
T¢? p. 1101,

For otro lado por la relacidén de Chapman Holmogorov se tiene
que P(EIP(h) = P(h)P(t) de donde

P(tih) — P(t) ~ Pthy - I Pth) - I
= =2 = = P(t) = P(t) -
con 1o que se concluye que exicte o el 1im Fttth) = P(t)
h-0" h

aobtenisndose 1a ecuacidén matricial diferencial

F (t) = A-P(t) = FP(t) A,

La ecuaciin matricial P (t) = A'F(t) ez la mancra cnhpacta'de"

eccribir lac relaciones
AN
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p;_j'- -q;_p.d(t) *kE..qikpkj(t) 1,3 € S'

v an&logamente P° (t) = PF(t)' A ez equivalente a que

pi'i= _—pii(t’qi + L pu(t)qki. i,J e 5.

N los sistemas de ecuaciones P () = A-P(H) vy P () = P(t)-A
se@ lec conoce recpectivamente como sistema de  eccuaciones hacia
atras (backward) y sictema de écuacinnez hacia adelante (foruward).
£(2) p. 041,L(1) p. 2401,L(8) p. 1421, :

Decafortunadamente, en la mayorlia de los cacos practicos y de
interses, el proceszo bajo estudio no =e define-en tesrminos- de - lag
prqpabilidades condicionales del transicién pu(t), =ino en
términos de una descripcidon infinitesimal; por ejemplo, el proceso
de Poisson o el ‘proceso de nacimiento ky muerte. Surge 1la’
1ntere53nté;pregunt;: dadﬁa las intencidades ' de transitién qﬁi
para cada pareja de estados i,j, ies pocible definir wn dnico
‘proceco de Markov cuya dezscripcidn infiniteczimal ests dada por lac
intencidadec de trancicién conocidas?

Para ser mis ecpecilficos cupingase conocida una matriz de
conctantes A = qul, i,3 = 0,1,....N que cumpla:

i) o = 9, < oo iz 3

< - =

ii) 0 = qQ -,
iii) qu =q. C o i =0,;1,...;N

_ e L) H

Lol .

&Es pocible encontrar un proceso de Markov (XJ t 2 0> definido en
S ™ (0,1,...,N2, cuya funcidn matricial P(t) de probabilidades

ectacionariac de transicidn cea ectiandar y cumpla los cistemas de
ccuacionez diferenciales
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P’ (t) = AP(t) (sistema hacia atris)
(1.3

Pf(t) = P(t)* A(sistema hacia adelante)
‘sujeto a la condicién inicial P(0O) = I7

La recpue=ta, antes de entfar en mas detallez, ec que exicte
un prnce =o (dnico, excepto por Qersione:, conpcido como proceso
minimal) que ez 1la =olucidin deseada y que tience una deseripeidn -
muy cimple - ean term1nnr probabxlldtxco Obcervamoz= que si dicho
proceco cumple P(O) = I, entonces ce tendra que P2 (0) = A .. A
cerd la matriz de intensidades de transiéian del proceso. De
hecho, basta poder cdnstruir el conjunto de probabilidades de
trancicisdn CPtti; t 2301 ﬁués junto caon una dictribucion inicial
se poﬁrla construir cl proceso de Markov buscado.

Que la - solucidn al menos cati=faga, ademas de ser
prubabilidader ertacinnarxar y estindar de trancsicidon, el sistema

de ecuacione_. hacia atrdas o= concecuencia de que }:ql = q, < oo,
3"
£¢«8) p. 143,145].

La solucién.cumplira ®1 cistema. hacia adelante pues.  una
condicidn suficiente para su validez es gue el espacio de estadox
cea finito C(?7) p. 1121, £1 problema es que para ciertos procesos
el cictema hacia adaelante no ec vialido. (Fara mae referencias con
recpecto a 1a validez de los sistemac (1.2) en nuuestro caco
coaﬁultar £L(4) p. 24013, £(6) p. ZT70 2741, L(0) p. 145 1473,
£¢3) p. T513.) '

For Gltimo, 1la splucidn cera Ganica como conczecuencia de que

el conjunto th 4 i=0,1,..-,N3 ez acotado. [(4) p. Z741.
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De hecho, 1a =Zolucidn para los sictemas (1.3) sc.a. PO = X

ag
’ 0 n .n
P(t) = oupfA-t2 =1 + AL £
. n=d -

Como se ve, esta expresion ni es sencilla ni muestra relaciones
probabill csticas. Por 1o tanto, a coﬁtinuacién se describiran las
ideas principales para 1la construccidin de las probabilidadec de
trancicidn, que esta bacada en ' la descripcion operativa
alternativa de la cadena como procezo de —emi-Markov y tiene mucha

mas cignificancia probabilistica que la relacidon anterior.

Recordando 1la interpretacidin de los elementos de 1a matric
infinitecimal - A, = concstruye el equivalente a una posible
"trayectoria” o realicacién tipica de un "procezo de Harkov"
usando 1a informacion de A, i.e. ﬁi el "proceso" se encuentra en
el eactado i inicialmente permanece en <1 un tiempo aleataorio
dictribuido exp(q;) vy entonces hay una transiciSn a algan estado j
“di ferente dgl estado actual con probabilidad ——%%—\ donde
transcurre un tiempo de esper-a con distribucidn exp(q}, v asl
cucecivamente ce contruye la "realizacidn del proceso®*. Usando
recultados muy profundos de  teoria de la ﬁedida e, posible
determinar uﬁ conjunto de probabilidades de trancicidn
fPF(t)3; t 2 0? que permitiran la concstruccidn de wun proceco de
Markov con las caracterlsticés deseadas suponiendo conocida cierta
distribuciin inicial.

L¢(4) p. 2521.

Otra manera de describir el proceso minimal se deriva del
hecho de pader encontrar lazc probabilidades de trancicidn pu(t) a
partir de probabilidades de transiciin en un nGmera finito de
pasos. Si e denota pu(t;ﬂ) a la probabilidad de transicisn de i
a j en un tiempo €t y en a lo més M transiciones, entonces, c=iendo
concictentes con el =zignificado de loz parametros  infinitecimales
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que tiene la versidn separable de un proceso de Markov se define

I exp (-q,t) i

L -
Pt =l o S io= 3

y recursivamente

[ .

Q, 3
pu(t;ﬂ) = exp(—q )y L, — J-pji(t—t;ﬂ—l)q‘exp(—qit)dt
Y © . .

L
Q- .
p..(tgy1) = T —lifI pk.(t—t;ﬂ—l)q.exp(—q_v)df i~ 3
] it TR T P | ' * *
'por altimo =e  prueba que 1im ph(t;ﬂ) P, . (t) 50N lac

>0
probabllldader estacionariasz de un proceso de HarLuv.

C<3) p. 250],[(4) p. 2511,[(6) p. 3I731,£(8) p. 148,1491.

flay otros aspectos de interas, como por ejemplo analizar  la-
dictribuciin limite cuando t-e o lag prbbabilidades de abcorcion
para algin determinado estado. En nuestro - caso;‘lser&"impnrtanta‘“
determinar tanto las probabilidades de absorcion como:. el tiempo

eccperado de absorcidén .

DEFINICION 1.6. Estado absorbente de un proceso de Harkov.
Sea tx =X(t) -z €t 2 03 un proceso de Markov, se dice que

el estado i e= absorbente =i

Prtxtt) = 3i; O S T <t |X(0) = i} = 1 v t > o.

La idea de un estado abcorbente es 1a de un estado on el
cual, una ves entrando a 61, no ec posible afectuar una trancicion

para calir. Dado que el tiempo de ezspera en el estado i antec de
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1a primer-a transicitn tiene una distribucidn ciponencial con

parametro Q> enfonces que el cctado i sea absorbente es

equivalente a que q.= 0, pues en este caso se tendria que

PriX<f) = i; O 5 € <t |X(O) = i} = exp(—qtz) =1 ¥tz o.

Gea £ un ectado absorbente de una cadena de Markov en tiempo

cantinuo y sea N, el evento "el proceso es eventualmente absorbido

2
en el ecstado £4; definamos 1la funcidn _f‘(i) = Pr(A‘lxo':i) con 1la

Por 1a 1ley de probabilidadecs

condicidn de frontera fatl) = 1.

totales
. —_ — —-— r — —_—
Pr(Aelxc.—i) = :, Pron,lx, =i, X =13 PriX, =jlX =id.

fhora, dado gue e alcansd el estado j, 1a probabilidad ‘ ‘de
abcorcidn es 1la misma gue si el ectado inicial hubiera sido j, i.e.

Prtﬁelxm‘;j,' X°’=i3 = f'e(j).

Sustituyendo én ia ei:uacién anterior se tiene el sistema de

ecuaciaones .
fc(i) = E: Fc(j) plj(At’ 1 € S={0,1,...,0N3

ahora .
P, (At) = (qti»"mu +otAt) i = 3
p. (At) = 1 - (q;) (At) + o(At)
de donde |
f‘(i) = (1 — At~q&)f‘(i) + Atjgfl(j,qij + odat)
dividiendo entre At y haciendao At-»0
. qir‘(i) =j§;qijfe(j).

Cntonces
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£,0) s £ § 5yl
2 2t aQ, . (1.4)

con la condicion f-etl) =1

determinan las probabilidades de absorcidn ean e; estado ¢ dado =]

estado inicial' xo-- i con i<0,1,...,N.

Fara determinar el tiempo esperado hasta la absorecidn en -
algln estadu,. considoeremoz un estado abcorbente € en una cadena de
Harkov en tiempo_contiquo. Definamas T} el primer_tiémpo on el gue
el cictema alcanza el estado &, vy "l“’ = EtT¢Ix°=i] ‘el tiempo
ecperado de abzorcidn en el estado £ a partir del estado i, que
puede incluso soer infinito. SGupondremos adicionalmente gquec 1a
abcorcién en el ectado ¢ a partir del estado i es cierta, o en

terminos de las probabilidades anteriormente descritas feti) = 1.

. Dado que el tiempo de ecpera antes de la primei‘a transicidin
se distribuye' exponencialmente con . parametro. q.s- el @ tiempo .
en donde qQ, 20 =i

esperado a 1a primera transicidin =zera
i =< puesAla transicidn al estado ¢ es ci“ert:l. Supongamos que la
primera trancicion del estado i ha ocurrido a otro estado j, 1o
i
Q.
abcorcién a ¢ a partir de 3 =ers w,(i).

cual cucedée con probabilidad entonce=z el tiempo ecperado de

~ PFor lo tanto el i:iempn esperade de abtorcidn: al ectado ¢
cuando el e=stado inicial ‘ez i debe satisfacer laz ccuacionea

X 1 o
wztl) = + EWJ(J)-—-———
B g aH C(1.5)

con la condicidn wt(t) = 0.
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§3, IM'ROCESOS DE MUERTE CENERALIZADOG EN TIEMPO CONTINUO.

Considércce un proceso de Harkov ‘en tiempo continuo con
T=(teRit 0SSt < o3. Supingase que el espacio de estados’
S = ~CSN’5N—1’-'-’SI’SOJ ec finito y es tal que tiene definido al
menos un orden parcial. Adicionalmente hay dos= estados
di=stinguidos S, S, Que cumplen quc sHE. s.‘z 5. v s < AS v para
evitar trivialidadec 5N> S, 10 que implicara que #(5) =2 2. También
supédngace que el conjunto de funciones (P(t):t 2 02, matrices de
probabilidade= estacionarias de transicivn, es estindar para el
proceso de Marlov txt:t 2 03} en dbnde )(t indica el estado al
tiempo t. '

Si el proceso no permite transiciones de estados menores a
maynres ec facil verificar que el proceso eventualmente sera
absorbido en el estado s, =i el estado inici.;sl es s . En ecte
ceentido el proceso va muriendo o deteriorandose irremediablemente
_con el tiempo. o

"DEFINICION 1.7. Proceso de Mucrte Generalizado en Tiempo Continuo.
Sea una cadena de Markov fx,zt 2 03 con un conjunto de
k]

ectado= finito S = tsN,sH_‘,...,si,sn con al menos un orden
parcial definido en &1 y tal que SNZ s.‘a 5, A 4 s, <€ S Y con

prababilidades de trancicidn ectacionarias y ectandares,

n1 proceczo Cxtzt =2 02 1o 1lamamo= un proceso de muerte
genceralizado o 'un proceso de deteriore si adicionalmente
i) s es el danico estado'absqrbente,
i = = = 3 = i
ii) pi.j(h) l"r{xtﬂ‘ sjlxt s, 0 si

s 5¢<¢ 58 6

+ y)
* 8,45, nNo estan relacionados

‘Vh.ao:ons.‘,s € S.

J
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fPara cimplificar 1la notacién, denotaremos al estado sjcomn 3
¥y cupondremos que los ectados esctian numerados de tal forma que i
5;.’ BJ entonces 1 > j.

Si (Xﬁtzz o3 es un proceso de muerte generaliczado, es
inmedi ato que pq(t) 20 ¥t 20==ii 2 i para al menos un ectado

menor a i. Si denotamos P(t) a l1a matrii

P ) P oy (E? cess B, (E) | |
ret) - pN~1.N(t) pu—a.u—a(t) emes pNo(t) t=20 (1.0G)
pon(t, po.N_‘(t) JEEEE poott)

entonces o= una matriz triangular =zuperior, en cuyb caczo ce deriva
que la matriz de intensidades de transicion A tambisn es
triangular :uperidr. ’

De hecho, 1la forma de 1a matriz- A =era:

q . -=ae

) N.N—-3i Y. :
Y WS ©° “OQ-a eees qn—nfo ‘ ’ o (1,7)
o (o] emmw -qo.
en donde
r 0 =q..{ @
[ I | )
q;i= o =i 1,3 nNno estian relacionadaos
< .
0 < z-q.x= £q,=q (o si i =0
k#i “" k<i " v
| 9a=©

Reciprocamente, cualquicr matriz A de 1a forma anteriormonte
deccrita es la matriz de intensidades de transiciin de un dnico
prucéso de muerte generalizado con probabilidades de transicidn

P(t) estacionaria=s y esztandar, tales que cumplen (1.3) pues ya se
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mencioné que e=s posible construir una cadena de Markov cuya matric
generadora sea 1a matriz dada y es claro que dicho procecso deberia
cumplir con las condicions=s de la definiciin 1.7.

MNnteriormente, =e menciondS que irremediablemente el proceso
ceria absorbido en el estado 0. Ecto ce formalizara caon el

siquiente teorema.

TEOREMA 1.3,
Sea cxt; t ; 03 un'proceso de muerte géneralizado en
tiempo continuo con espacio de estados finito.
Siwj (i). denota la_ probabilidad de  absorcién en ol
estado O, dado que inicialmente el proceso se encuentra en el
ctado i, entonces
A 1) = 1 Vi es’

y el tiempo ecperado de abcarcién -1 fiﬁitur para cualquier
estado inicial i e S.

Dem. Tea tx €t = O un proceso de muerte generalitado, entoncecs 1la
' matriz de intenexdades de tranriciun cera de 1a forma (1.7)

on dnnde 0. ¢ q,= t,q. < oo.

j<i :
Mor resultados de l1a =epccidn anterior, las probabilidades de
absorcidon deben satisfacer el sistema de ecuaciones  (1.4)
i.e.

foti) = EF, (j)——L- i = 1,2,...N
i \- ’

f (0) = 3

o

splicitamente el sictema es
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-
: q ., q
N.N—~1 Ni NO
f (N) = f (N-1)—— ¢ Lnonawa *+ F (1) + f {(0O)—o
< . © Q, . o a, o 9,
N R vev—4 . T4 +O
fo(l) = f°(1—1) q. + ... ¢ f°(1) + f°(0)
b - & & 1 3
’ 10
l'otl) b f°(0)
4
f (0) =1
-
-
= 1.

Como Q=1 9% % ¥ dado f_(0) =1 e =igue que fo (1)
Jvd

Nhora, s5i suponemos f (0) = f (1) = ... = fF (i-1) = 1 y
. - ] o o

» que qiSZQ_L’ se tiene que

jsé

' N 1 :
f_ ) =Rf_¢j) ~ =" Fq. =1.
° o ® % % ah

For lo tanto {‘o(:l) =1 vVies.
fhora, dado que la absorcién es cierta en el estado O,

dadok

mi

no(i) denota el f.iempo ccperado de absorciin en el ectadoa O

 cuando el estado -inicial es i, se debe satisfacer (1.5),

1 9
Ho(i’ = ) i.£u°(j) Q. i = 1,2,..-N
‘ e j<t .
“0(0) = O

Ce evidente entoﬁces que no(l) = :'— € w. 8Si cSuponemos
]

NO(O),,uio(l),'...,wo(i—l) < o se tendria que -

1 i—-d qQ. .
w (i) = =— +E uo(j)——‘l-— < oo.
, 9 j=o 9.
Nror lo tanto wo(:l) < w vYiesS. o

1.2,

que
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Ejeuplo 1. Procesos de Muerte Pura. £(5) p. 4451]1.
} N

Cupongamos; una poblacidn que inicialmente ticne N elementos y
consideramos el proceco txft:Z.OJ el nﬁmerq de elementos de 1a
poblacidn inicial que aim estan con vida al tiempo t. fMostulamos
que: ‘

i) El sistoma s6lo cambia de estado mediante transiciones a
su vecino menor inmediato. G5i el proceso se encuentra en el estado
j'= 1,2,...N, 1la Unica trancicién posible tendra lugar al ecstado
Jj-1. Se =zupone que el_eztédn O e=s el unico ectado abeorbente.

ii) Gi al tiempo t el.sistema ce encuentra en el ectado j, la

probabilidad de que ocurra una trancicidn al estado -1 on un

intervalo pequelio de tiempo (t,t1h) es fﬁh 4 oth),
independientementende t y con ath) tal que lim D‘:’ = 0. Se =upone
h-o

que 0 ¢ U< @ § = 1525c. 4N,
iii) La probabilidad de que ocurra maz de una tranzicion del
ectado J > 1 en un intervalo de tiempo. (t,tth) es oth) con

olh) .

lim h

RiT

= O.

Se tienc entonces que.tn}t = 0 es un proceso de Harkov. cuyo -
ecszpacio de estados § = (NyN-1,...,03 es ordenado totalmente y con
probabilidades estacionarias de transicicn '

p.u.'(h) =0 si i € 3
'th-a‘h’ = h“i* oth) ‘
p,.th) = oth) si 5 € i-1

pu(h) = 1 - hy;+ o(h)

de donde =e concluye que
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1-p. . (h)
Q.= ]_jm*.......__.:_..___. = ul
Y h-o h
P.. [u. i=i
qQ. .= 1im A = v .
4 h-0o"'nh 0 - J = i-1,i

en cuyo caco la matriz de intensidades de trancicisn est&d dada por

-—ﬂ“ “H O 0 ewm o ' (o]
O -H,, Hy, O ... O O
A = (4] o M, 5 Mg - o o
0 o o 0 - m = "“‘ y’
0 o o ‘0 cae O o

Y wo(i), el tiempb ezperado de abzorcidn en el eostado O  cuando
xo=i, cumple

1 .
wy (1) = o tw ti-1) i = 1,2,..,N
w,(0) =0

. . .o a E
de donde w_¢i) = F ‘_1 s 3 = 142504.Na
. o j=2 “1 .

Ejoiplo 2. o T - T

¢

Supongamos un sistema con N componentes distinguibles en

operacion, los cuales se supone fallan
S = P(1{1,2,...,M)) =

aleatoriamente. Sea

A:A S (1,2,...,N33 i.e. el conjunto de todos

los posiblez cubconjuntos de (1,2,...,N; cada elemento de S

representara los posibles conjuntos de elementos en operacion o

que adn no fallan; claramente S es finito pueali(SD =2 En § eo
ectablece un orden parcial en t$rminos de contenciones: dados

E;,Eje S, EJE E.L © E.‘?. Ej' Motamos que se zatisface due A 4 Ee S
£€1,2,...,N1 = E = @. '

+ -
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Sea XL, t20 lq variable aleatoria que denota el estado del
cistema al tiempo t. Convenimos en etiquetar los estados de manera
que =i E% c E‘ entonces 3 ¢ i, sSe opserva que j ¢ i no implica en
general que Ej < Ei.‘ l1lamaremos indistintamente al estafio E.i

ectado 3 y el conjunto vacio es el estado O.

Sa postulan las sigu_ienteé leyes de movimicento:

i) Si el procecso o sictema o encuentra en algun estado en un
tiempo determinado, las Unicas tranciciones posibles deberan tenoer
lugar a un estado menor que el ectado dado. Farmalmente, i el
cistema e encuentra cn el estado E, al tiempo t, las dmicas
transigicmes »pqsibles son al conjunto tEig Ej_< Eil; e supone que
el dnico estado absorbente es 0. En particular, es factible ir del
estado (1,2,.;.,N) a cualgquier otro estado.A

11) Sean i, J dos estados talec que €< E i.e. E SE. 514 al
tiempo t el sistema se encuentra en el estado i, 1la probabilidad
de transic‘inn.’an al ecstado .j en el intervalo de tiempo (t,tth) es
»hq'u-lr'o(h) independicntemente. de t y de . los ectados anteriores . a
o(h)

i. oth) es una funcidn tal que lim i = O.
~ h-o

Entonces e= claro que cxtn. =2 0 es un proceso de Harkbv.» con
ecpacio de estados S = P((1,2,...,N)) ordenado parcialmente on

términos de contenciones con probabilidades  estacicnarias de

trancicidn
p.j(h) = O . si E. no es subconjunto de E
. ., N
p“(h,) = hq,‘ il- o(h) si ch. Ei
p.(h) =1 - h Y q .+ oth)
(1% et X
J(I
Se obcorva que } q.. no es afectada por aquéllos ectados en
iy ‘
lo= que = tenga que j € i pero que,E‘ no sea =subconjunto  de E‘,

pusec en ece caco q, 5 O.
L3

i
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CAPITUL 2.

Las intensidades de transicidn para el proceso =on:s

3 1 EJ no es =ubconjunto de CL
9 :5)2 o ei E.c E,
i 1 %
o < qL='E qQ. ,{ @ i>o0
jei -]
9,= ©
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- , FROCESOS MARKOVIANOS DE DECISION
CAMTULO 2

Y MODELOS DE REEMPLAZO OFTIMO,

' &1. INTRODUCCION.

' En este capitulo -hablaremos. .de  procesos - estocasticos que
model an la vida de un sistema continuamente, i.e., sé conoce el
estado del proceso para cada tiempo t = 0; una ves determinada (o
‘cunu:idu) e1 estado del proceso, ce toma una accidn que;mndificarir
lac prubabilidades de transicicén del sistema. SupdSngase que &l
proceco tiene cierta estructura de ingresoz y coctos (por ejempla,
' sp incurre en un costo cli,a) s5i el sictema =e encuentra en el
ectado 1 vy se efectda la accidon a), entonces seria dececable tomar
las acciones adecuadas de tal manera. que sse "optimicen™ lacs

consecuencias econémicas que ocasione la vida del proceso.

Con el fin de elegir las acciones adecuadas se ceguiran los
lineamientos de una determinada "politica” o regla para' tomar
deciciones, la cual sea la "politica é&ptima® de acuerdo a - un

- determinado criterio que involucre ingresos y costoa.



Una clacze importante de lo= mnﬁelos'de decicsién | (se:hen:ial!
anteriormente méncionados, es 1la de 1los 1lamados  modelos . de
reemplazo $ptimo, que describen sistemas que se deterioran en el
tiempo pero pueden confinuar Dperando aunque algunas de'45us
componentes hayan fallado y que tienen como conjunto 'de pociblec
acciones para cada estado:z i) el reemplazo del sistema por uno
nuevo estadl sticamente "idsntico, o ii) el.continuar operando con

=]l mismo sistema.

§2- PROCESOS MARKOVIANOS DE DECISION EN TIEMPO CONTINUO,.

Considérece T = [0,m) Yy S = {0,1,...,N3 el conjunto de
pu:ible; ectados del procec<o estoc_&sticu txt=t < Tl. Considerese
asi micmo, un conjunto finito de posibles acciones 4 = {ao,...,a“:!
Yy Sea (N;:t « T3] el proceso estocastico que indicara las acciones.

a tomar para cada t « T.

El vector ectocacstico C(Xt,‘ft) : t =2 0} describe 12 evolucidn
del sistema indicando, para cada tiempo, el ectado y la accidn a

tomar.

Gea Ht-'"'= C(X‘__.Y.)"‘a‘ 5 @« [O,t)) 1a historia del proceso " hasta
antes del tiempo t ) O. GupcSngase conocidas las probabilidades de.
transician . :

(t,h,a,H‘- )y = Prtxh"'
Adicionalmente cupondremos que las probabilidades anteriores con
independientes de 1a historia del proceso y que =on estacionarias,

ectas son denotadas como:
p‘j(t,'h,a,ll‘— ) = p,‘i(h,'a)
=Prtxt+"§j | xt—- i, Yt= a]_ i, €e 5, aed, h,t 2 0O

e indican que las probabilidadez de transicién dependen del ectado

y decicidn presentes (y gue son independientes de 1a historial).



CaAvsTULG fE. , S Ty
Entenderemo= a una pollticé como una regla ~pafa tomar

acciones. Cn general no se deberia imponer restricciones para. 1a

determinaciin de politica=s excepfo gue una politica deberia sor

considerada valida si a 1o mas contembia 1: historia del préceso

para tomar un# decisidn. Incluso las acciones a tomar de acuerdo a

cierta politica podrian ser aleatorias en el sentido de elegirlas=s

con cierta distribucidn de probabilidad, es decir, l1a accidn a

tomar cuando el proce=o se encuenfra on determinado estado ea

elegida por medio de un mecanicmo aleatorio, =ziendo este mecanismo

funcién de 1la historia del proceso. .

SupsSngase gque dada una politica ez posible conacer

Priv,=alX, =i, H- 3 vYtzo : 2.1

i.e. la probabilidad de tomar una accidn al  tieﬁpu t pucde seor
depehdiéﬁte del’ éstadn“actual'ifi‘de la "historia del proceso hasta

antes del momentq"presente "t_'

Gi 1a politica es tal que YV £ 2 0, (2.1) no es  funcién de
Pk—, la politica es 1lamada markoviana o desmemoriada pues

=g =4 . H-3I = = = . > s 2'.2 ’
rriv,=alX=i,H~ 3 = Priy,=a|X,=i3 vt=o (2.2

Yy =n este caco ez pocible demostrar que el proceso ectocastico
tx‘:t 2 0! es una cadenz de Markov en tiempo continuo con
probabilidades de transicisn (no estacionarias pociblemente)

Prex,  =3X,=i3 =“ E ‘f:r €x,,, =il X =i, Y =al-PrcY,=a|X =il.

Gi una politica markoviana adem£5' e estacionaria, i.e.
invariante en el tiempo, entonces (2.1) 5810 es funcidn del ectado

actual teniéndoce
= = 4 - = = =i3 ) 2.2
Prov,=alX=i,l~ 3 = PriY _=a|X =i v t,s = 9 < )

adicionalmente txt:t,e T} seria una cadena de Harkov en tiempo

continuo con probabilidades estacionariac de transicidn
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p.‘j(t_) = T, Pr tx'_=:l |X°=i , Y°'=33~ r (Yo':a { X, =13,
a e« A

= EPrix=ilx_ =i, Y =al d (a)

a & 4

en donde & (a) = MY =af¥ =il.
. [ ) o (=4

Se podria definir una politica determinista como una pollitica
marizoviana y estacionaria en 1a cual

para una dnica a = a(i) = 4
d (a) =
¢ o

en otro caso

de hecho la pollitica ceria una funcidn del conjunto de esctados S
en el conjunto dea ' lacg acciones A ya que en cada ectado siempre sc
.aplica una dnica decisidn. La importantia practica de lac
politicac deterministas ‘radica en cu facil implemeniacién debido
precicamente a cu caracter funcional® £¢2) pP- 511,£(8) p. 22021.

§3. EL CRITERIO 'DB OPTIMALIDAD: MAXIMIZAR LA GANANCI A NETA
PROMEDIO ESPERADA FOR UNIDAD DE TIEMFO. '

_ £l criterio de optimalidad que se establecera a :untinuﬁcién‘
copsiste en maximizar 1a ganancia neta  promedio ccocperada. por
unfdad de ticmpo (long run averagde sovendes e, Unilt tine) vy esta
Intimamente relacionade con 1os 11amados modelos de reemhlézo o
'procesos aarkoviapbs de -decisicn de dos - acciones [(75 pP.. 3011,
Para poder definirlo e=x nece=zario enunciar ciertos reshltados

relativos a la teoria de renovacion.

‘ . . . - . . .

Bajo uins polltica dutwrminiula ol proceso “l *bien pcn-hu.!u" S
tiwne urn ndmero infinilo Jde sallow en intervalos finttow . de
Liompo) wi < ""“‘.,‘i i x o-i, Yoa-w 22 0 D sON wrobabilidades Je

I.mnuic_:ién vistdndares.
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Un proceso de renovacidon es un .pruceso estécisticn _QUe al
eavolucionar en @l tiempo es afectado por renovaciones, i.e. atiste
un tiempo en el cual el procébo comienza de nuevo (o es
reectablecido a un estado inicial determinado).  La teurla"de
renovacidn es el estudio de wvariablesz aleatorias no negativas
independientes e idonticamente dictribulidac ‘que reprecentan logo
tiempoc entre renovaciones. FEl -nbjeto. de esta zeccidn es
ectablecer a 1a ganancia neta bromédio ecsperada pur. unidad de
tiempo como un cociente de valores esperados:s l1a génancia ﬁeth
esperada en cada renovacidin entre el tiempo esperado entre
renovacjione=; dado que el cociente es funcidn de la pollitica
ucada, ce buccara una politica que haga miximo =1 valor de dicho

énciente.

DEFINICION 2.1. Procezos de renovacion.
Un»broceso de renovacidn (N(R):t 2 03 es un proceco
‘ostocAstico en los éntéros no negativos que registra o cuenta
las ocurrencias sucesivas de un evento dufénte‘ el intervalo

de tiempo. (O,tl, en donde 1los tiempos = entre  aeventos
consecutivos con variables aleatorias  independientes e
_Aidénti;amentu dictribuidas (v.a.i.i.d.l”positivas_ITklz;‘.

‘Géneralﬂente, cuando se modela l1a vida de unidadec
cervicio, T, representa el tiempo de vida de la k-ésima unidad
servicio y N(t) es el nUmero de unidades que han servido ha=sta
tiempo t. o

2383

Gi F @enota la qistribﬁcién de T&, e debe tener gue

Fin) = PrCTiS x3 k = 1,2,.-.
F(O) = 0O

- ' .
Denotamos S;:i;t, n = 1, S°= 0; al tiempo de espera para 1a
wxd il
ocurrencia del n &simo evento. Entonces ze tiene que
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N(t) = # de renovaciones al tiempo ¢

nidmero de indicec n para l1os cuales 0 < shs t.

El principal objctivo de la teoria de renovacidn es el de
derivar propiedades de ciertas funcionale=s aczoaciadags coan
tN(t):t 2 02 vy {Sn:n = 0yi3...3 a partir de 1a distribucicsn F de
tiempos de interocurrencia. En particular cer& de mucha ’
importancia 1la 1lamada funcién de renovacién  H(t) o namcro
ecperado de renovaciones en intorvalos de la forma (O,tl.

o

®
M(t) = ELN(t)] =Zk-l"r£N(t)'-*-k3 =5LPrN(tY2k3 =
k=4 k=4

- w
= LPrig st = LF ()
| ¥ k=i

t - .
en donde Fh(t) = j;Fwd(t—y)dF(y) ez l1la convoluciin de 1las n
primeraz variables T . [(3) p. 1671,L(11) p. 7.5.11.
. L d ’

La funcién de renovacién M(t) = E[N(t)];==i;Fi(t) con Fk(t) =
o - ‘ r=4 .
PrtSkSi:} = Pri{ zTist) tiene ciertas propiedades, por ejemplo H(t)

i=4
es finita V ¢t > 0. L£(3) p. 1821.
"ERisté ﬁhA-resﬁiiadd- cdnbcid6 Vébmbbiteéréhh 'éléhnntai dé'
renovacién que establece que toda funcidn de renovacidn es
asintsticamente lineal.

TEOREMA 2.1. |
‘Sea (N(t):i Z 01 un pruceso'de renovacién can tiemﬁus de
interocurrencia tTi]?u tales que 4 = E[Ti] € . Entonces con
probabilidad 1
lim M) | g EINIEID :7
< ~oo t 0o

C(3) p. 1001,L(S5) p. 401. -
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€l teorcma clemental de renovaciin a cimple vista . parece

abvio pues lim "(:’ es el ndoero esperado de renovaciones (o

t-®» ‘
reemplazos) por unidad de tiempo a largo plato que deberlia cer

igual al reciproco de la duraciin media de una renovacidne.

Concideremos un proceso de renovacidn con  tiempos entreo
- o0 - ) < - -
occurrencias £T;3 1=y ¥ Aasoci ada a cada’ intervalo de renovacidn

exicte una variabie aleatoria R'..' que sera interpretada como el

costo © ganancia asociada al i-ssimo ciclo de renovacin
(cupondremos que £R.‘)‘:i°__1 son idénticamente distribuidas). 'nunque

TL’ R‘_ pueden ser dependientes, supondremos que las parejas

(T*, _R‘) s (Tz, Rz) s =« %ON independientes.

Nt +d
‘Gea W(t) = ¥ Rh lo= costos © ganancias acumulados que se
k=4’ .
tienen hasta el tiempo t (suponiendo que las transacciones ce

hacen al inicio de cada ciclo). Sea At) = ELW(t) 31, condicionando
sobre T = x '

_ ECR 1 , t < x
ECWCE) | T,= x1 = EE C T
S EER,J + ECW(t-x)1 ¢ 2 x

y aplicando 1a ley de probabili dades totales

. . .
"ACt) = ELWt)] = _r ELHW(L) IT‘JdF(x)
O

L] o0
= I (EER‘] + ELW(t-x)1)dIM{x) + J' E[R‘Jdr(x)
-] t :

(- .3
ECR‘I j‘ drix) <+ j‘ ELW(t-x) 3)dF (x)
(-] ©

+
ELR 3 + [ A(t-x)dFx),
1 L

i.e. ce tiene la siguiente ecuacidn funcional

€
A(t) = CCR 1 + J At dFR GO . . (2.4)
o
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8i se supone |ELR 1| — ¢ ®w, la Gnica funcidn c=olucisén .de
(2.4) co £(3) p. 1851 )

, t
Att) = FER. 1 + j’ ELR JdM{x)
4 '
[ =]
= ELR 31 + EIR 1'H(k) = ELR1-(1 + M) ‘

donde M(t) es la funcidédn de rennvacién.

Es decir, si pensamos a Rk como la ganancia neta del k-ézimo
ciclo de renovaciin, 1a ganancia neta esperada al tiempo €t ecta
dada por

ELHtY3 = E[R&]'(l + M),

ahora —EEE%ELE— es 1a gahancia neta esperada por unidad de tiempo

hasta el tiempo t, entoncecs

ELW(t)]

lim T

T -0

es 1a ganancia neta promedxo ecperada por unidad de tiempn,‘y por
el teorema elemental de renovacidn 8

1 | EER 1 EIR 1
lim ¢ ECW(E)T = lim ¢ 1EIR1 + ECR 1- ﬂ(t)} ——'= T T
t ~00 E  _ € >0 t Y o . E[Ta

lo que juctifica que . la ganan:ia neta promedio ccperada pnr'unidad
de tiempo e el cociente de 1a ganancia nceta csperada por periodo
de renovacidn entre 1la longitud ecperada del periodo de
renovacidn. [(Z) p. 20ZT1, [(5) p. 521, [(11) p. 7.5.0]1.

Sea 7 una politica valida, es claro entonces - que dado un
modelo de reemplaco, la eleccidn de acciones deberia afectar .la
ganancia neta y 1a duracidn de los intervalos de renovacidn.  Por
un argumenio cimilar al anterior, 1a ganancia neta promedio
ccperada por unidad de tiempo para 1a politica 7 deberia ser el
cociente de 1a ganancia neta esperada en un ciclo de renovacidn

cuando se usa 1a politica 7 entre la longitud esperada del. ciclo
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de renovaciin bajo la politica w. Sea

1 . E[Rn]
P, = lim - EIW_(¥)] = ——rm—
n tam‘t n . EFT”J

l1a ganancia neta promedio ecperada por unidad de tiempo asociada a
la polltica  (donde los =ublindices ihﬁican 1la dependencia de
dicha politica).

Lo que vamos a hacer en este trabajo es analizar la politica
Sptima n’ para este criterio 'n, i.e. 1a polltica n’ tal qgue

Y. * = Hax @
r Pu n

donde W ez una politica valida.

§4. "MODELOS DE REEMPLAZO OPTIMO,

Una subclase.muy importante de los procesos . _markovianos ' de
decisidn e aquella en l1a que el ecpacio  de acciones sélo
contempla doc bnsi?les‘_alternaﬁiVas para cualquier estada, on
:dalquiér tiempo: (i) el sistema se reestablece con  uno nuevo
estadfcticamente idéntico & (ii) continuar la operacién con el
mismo sistema. En general estos modelos cnntemplén la nocicn de’
falla total en un estado en el cuil la anica oﬁcién posible es el
reemplazo. , ) . o S . R

DEFINICION 2.2. HModelos de reemplazo Sptimo. ) )
Un wmodelo de reemplazo <¢éptimo tiene 1la eiguiente
" estructuraz: : -

1) Un proceco estocastico en tiempo continuo CXJ t =202
«obre un ecpacio de probabilidad (Q,7,P) y con ecpacio de
estados (3,5% ‘

) Una variable aleatoria no negativa § S w que indica
el tiempo de fallo del cictema, i.c. el tiempo en el cual ce

alcanza un estado en donde el reemplazo es obligatorio.
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®) Una hictoria obcervable {F:t 2 03 donde ¥, es la
hictoria hasta el tiempo t

4) Una estructura de cocstos

%) Una clase de tiempos de reemplazo (las politicac bajo
consideracién) contenida en l1a clase de todos los~tiémpos de
Harkov T = f.

n (1) == ectablece el proceco de interés Cxtst =2 03 que
indica el ecztado del cictema al tiempo ¢t (aunque cen  general
indicara el ectado de conocimiento sobre el zistema al tiempo t).
£(12) p. 74831, ' '

En (2), denotando & al estado en el cual el reemplazo eos
:nbligatdrio. es claro que =i no hay reemplaczamientos =ze tiene
X@tt) =98 & t =g & 4 wminfit = Oz X(t) = @3,

En (3), . se pucde interpretar la historia al  tiempo t  como
J;= aix.: 0 £ 5 £ t) donde o{xat 0 S = Xt denota 1a o-41gebra
generada por el conjunto (X : O S = < 3. o '

En (4), se =zuele. scuponer - que el sistema genera ingresos
‘mientrac opera y que exizten costos acociados a cada ectado =i hay
reemplazamiento en dicho estado. Dado que 1a idea es que los
ingrezos sean dependientes del estado del sistema y del tiempo de
estadlia eﬁ el uisho; supondremo: que éxiste un$ tasa de 'ingresos
por unidad de tiempo i(s) =i el proceso e encuentra en el estado
S. Tambidén supondremos conocidos l1los  costos de reempla:amiento
c(s) =i o1 sistema se encuentra en el ecstado s vy s=e decide
reemplazar; asci con’ est; notacién, c(@) es el costo de
reemplazo cuando el sistema est&‘ en el estado de reemplazo
ubligatorib {que podria inciuirA.unak.penali:aciOn por.. falla en
cervicio al no aplicar reemplazo preventivo)d.

n (S), ce establece que lags politicas bajo consideracidn
estin comprendidas en los l1lamados tiempos de paro o tiempos de

HMarkov. -
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DEFINICION 2.3, Tiempos de ttarkov o Tiempos de Paro.
Una variable aleatoria f, para la cuil 0 =T es un
tiempo de Harkov =51 V t = 0, ol eﬁentu (T = 3 perteneée é
31= o{xna 0= s ; t3 1a o-A&algebra ‘ generada por
:x.= 0 S s 5 t3.

Dbsefvamos que como  es el tiempo miximo de reemplaza, lo=
tiempos de Markov de interés son tales que T S G '

Dado que es posible pensar que 3; es 1la informacién .
dicponible o la historia hasta el tiempo t ¥y si T es un tiempq de
ﬂarkov4eptnncgs los eventos (T = f)_e J,con 0 =t S §, de donde
“1o= eventos (T S t) son factibles de deciceiédn en el zentido que oo

posible saber para cada tiempo.t =i _han ocurrido o no... .

‘k.ﬁs claro Eon lo anterior que =i T es un tiempo de ﬁarkn&,; 1a
polltica,“reemplé:ar al tiempo T =" define una politica de
‘recmplazamiento tal que para cada t < (0,431 se¢ pucde zaber si  sSo
J:ha reemplazado o no. R ‘ /

8i R es un subconjunto del conjunto de estado=s, 1a variable
’aleatbria T(R) = infft = Oz x'_e’RI resulta ser un tiempo de Harkbv
£¢10) p. 13341 y es conocida como el Ailting time o tiempo de
‘1legada al conjunto R. Nhora, cualquier politica determinicta
queda ecpecificada por el subcnﬁjuntn.ﬁ de S en el cual hay que
reemplaz-ar, entonces una poiltica que reemplace en el conjunto R
queda determinada por T(R), i.e. lo= tiempos de Harkov contienen

todas las politicas de reemplazo deterministas razonables.

fara modelos de reemplaco Sptimo, debido a que el conjunto de
acciones concsta de sSlo dos elementos, interpretar a los tiempos
de Markov T £ J como “"reemplacar al tiempo T*" nos proporciona

todas aquellaz polliticas "naturales y de significancia practica”.



Concideremos una politica de reemplazo valida, i;e. un -tiempo

de Markov T = 0, entonces el costo de  reemplazamiento esti  dado

por- c(X(T)) y el#ingrego acumulado por I(T) = Jii(!ﬁs))ds. Dado
que el cictema comienza nuevo y opera hasta una falla total o un
reemplazamiento preventivo (determinado por T) y en ese momento es
reempla:adu_'pdr un cistema nuévo estadicticamente idéntico,’
entonces por los resultados de la seccicn anterior, la ganancia
neta promedio ecperada por unidad de tiempo para el tiempo de
Marlzov_T ecta _dada_par=. ‘ '

_ ELI(T) — c(X(T))1]

P (T) ECT3

(2.9)

‘ El problemsa se reduce a encnhtrar,T.S q, un tiempo dé Markov,
tal que . . ) , :

P(TY) = NHax peT).
< .

Taylor [(10) p. 12411 demostrs la existencia de  politicas
- Sptimas para el problema anterior y estas resultan ser tiempos de
l1legadas (i.c. politicas deterministas).

De gran utilidad sera el siguiente teorema, pues ' proporciona
una manera alternativa de exprecar al tiempo de Harkov JSptimo.

2
En general. o cluse deo tivnmpos de reemplazo deberfo - ostor

limitada a un subconjunto de la cluse de tedow low tivmpos de

Muorkov T < ; von ol fin de eviluar indeterminaciones en (2, 3).
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TEOREMA 2. 2.

Daia.

Sea T = t1"‘:. T es un tiempo de Markaov, O ¢ I:I:TJ-<.003 el
conjunto de tiempos de Markov finitos,
entonces '

/

- _ - .
T manimiza (T) = ELIN Eti;X(T))] sobre T

ci y s&la =1

T‘ mazimica B(T,y.) = ELCI(T) — c(X(T)) - r‘-T] sobre T para
algdn valor ‘—. tal que 9(T.,r.) = 0.
£C1) p. 113,0(7) p. ZTO23,[(10) p. 13411.

. Y i ’ -
-) Sea T que makimiza B(T,rf’ zobre T en donde yf‘es una

conctante tal que .-altT‘,y‘Y = 0, &~ y‘.= p(T‘) .
o«t*, /" 2 0¢T,+*) sobre T, i.o .

Pero O

O = ELI(T) — c(X(T)) — ,*.T1 sobre T

‘e ' ELTI Z ECI(T) - ctX(T))1  scbre T

o m, ELIC(T) — c(X(T))1 _
hed r —ETT3 = p(T)‘ysobre T

v'-eé‘decir,

(1™ =" 2 ot sobre T.

=) Sea T. que maximiza £(7T) 'sobre T Definase r‘= p(T‘);

“entoncec #* ec un valor constante tal que 8, 0" = 0.

Ndemss 8(T,»") = (p(T) — &%) ELTI
= (p(T) — p(T™)) ELTI

pero (T) < p(T‘) sobre T, asi que

. R ! L 3 ®
T, " = (M - var®-ELTI 2 0 £ 07, AN, o

Supongamos que ciiste una funcidn g:$ - IR que denota la tasa

diferencial de costos de reemplazamiento con la propiedad que
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) - : . .
ELc(X(T))]3 = E[J‘ g(X(s))ds] + c .
. O

en donde T ec ‘un tiempo de ‘reemplacamiento valido Y
e = c{X(0)) > O (para evitar trivialidades), entonces es posible
eacribir i

0(T,r) = ECI(T) - c(X(T)) - 1]

"

T ' , 2.6)
Elf titx(a)) - giXxta)) - »)} ds| - ¢
o -

Dado el conjunto de estados S, es po=ible ordenar al menos
parcialeente, a subconjuntos de elementos de S, sienda estg orden

12

inductdq por 13§ compunéntes que aan estan en operacion (i las

el ementos de S zon indistinguibles el orden: establecido es en

térainos del nimero de componentes que agn no han falladoj =i por e
el contrario los elementos de S con distinguibles el orden ceri en jﬂ

tsrminos de contenciones :6no en el ejeﬁplo 2 de la seccidin §3 dal
capitulo I, Procesos de Huerte Generalizados en Tiempo Continua).

De ahora en adelante cupondremos que los elementos de S  precentan
ese ordoen natural anteriormente citada.

\

Gi 7 es fija vy 1a funcidn i(s) - gig), s e S as
no—-decreciente en S, parece natural que hay gue continuar operando
-mientras el intagrandaAen (2.8) sea'pnsitivo y reemplactar en el
momento en que sea nebhti&b. ﬁadn'qua if(e) - g(s), = & 5 se. pucde
ver como la "taca de ganancia neta® por unidad de tiempo cuanda el

proceso se encucntra en el estado s, suponer que ills)
no-decreciente

— gis) es
ec cuponer que "la tasa de ganancia neta” ez  menor
en ectados mdc pequelios (mis deteriorados) que en ectados mas
grandez (menos detoeriorados). £l que i(s) - gts) sea

=1 potitivo
indica que adn

ze puede continuar operando y recibir ganan:ias'por
1o cual no ec conveniente adn reémpla:ar.'



DEFINICION Z. 4. Clases Decrecientes.

Una clace de estados R € S es 1llamada decreciente =i

cada vez que A e Ry B = N entonces B e X con A,B « S.

ffara el modelo de reemplazo hasta ahora establecido e tiene
2l smiguiente teorema. '

TEOREMA 2. 3.

81 = tiene un modelo de reemplazo para el cual

i(s) — g(s) ez no-decreciente oen S (i.e. ci =|.E S, S,95,€ 5

se tiene 1(5‘) - g(r‘) =i (rz) - g(sz)) entonces para toda »

1.) R = th e Sz i(A) — glA) - » < O es una clace

decreciente.
- . »
i:l..)_ T = inflt 2 0 : X(t) €« R ()3
= inflt 2 0 3 & (X(t)) — gtXtt)) -r( 03
= cupf{t 2 0 3 i(X{t)) — giX(t)) -~ r = 03

es tal que B(T‘,r) 2 B(T,r) para todo t:empo de rlarkov T. S5i
ademis existe un valor 1- tal que 8(1" o ) = 0 entonce=s ‘l‘ es
el tiempo de recmplazo éptimn. (De hecho . es el valor del
que =e hace referenéia en el tecorema 2.2, i.e r Max o(T)).

i.) Dado que el proceso siempre se mueve a estados  menores
(mas deteriorados) en ausencia de reemplaco y de que
i¢(a) - g(s) ec qn—decreciente en S5, se tiene ques A

i N e Jt‘(r) vy B = A entonce=s

i¢A) - gtN) — » ¢ O
e 1i¢D) — g(b) = i¢A) - gtA)
S iC¢DB) - g(B) - » 2 O
i.e B e R*(M.
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£1.) Dado T — infft 2 © : X(t) e R ()3 entonces

a> si 0 = X T‘ se tiene que i(X{(r)) — gi{xX(r¥) — 9 2 0
y debido a que sin reemplazo el proceso Se mueve a estados
menores y por la monotania de 1(:) = gt:) ce tiene que

B> oior > TP iX(T)) — giX(t)) - r < O ’
o T = supCt = 0 z 1(X(E)) - g(X(t)) ~ y 2 O3
(=i 1lops conjuntoc tt = 0 3 ieX{t)) - gX<t)) -9 < O3 v
(e 2 0 1 itX(t)) - g(Xet)) - 7 = 02 no son vaclio=s).

Entonces, para cualquier otra pollitica v&lida (o tiempo

de Marvov) T

ot ,y — 0(T,»
-r“ R
= E[Io-ti(X(r))_- gQi{X(T)) - 2 3dT ~

T .
jo Ci(Xer) — gi{xX<r)) — ¥ mr]_ .

:—:[{j‘o €1 (XCTI) — QeX(T)) - » dder —

i

T ' BT
Jo, Titxem - gIxX¢sd) ~ 7 Jgr}

AT < ™) + 172 'r‘n]

*® : .
T ) .
= E[ J, e - g(X(T)) - o 2dr 2T < T
-

+ f, Xy giXez)) — p Jdr-1(7 2 ™)

~ f, (X)) - g(X<n)) = o 1dei(T < T

g . .
— f, GX(D) = giX(T)) — p JdTALT 2 ™) ]

- L)
T
= E[ J tiX¢r)) = g(X(r)) — o d7: (T ¢ T )
: T

v
v
]

T
- f LHX(E)) — gixX(T)) — ¢ 3dre1 (T ™) ]
T
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donde la Gltima desigualdad ce sigde de @ y 53 y de que 1la
funcién indicadaora 1(-2 ez no negativa. ' . .

Entonces para todo tieﬁpn de Harkov T, B(T‘,r) 2 etT,pM.
Gi ademis, r‘ e el danico . vaiar que  hace D(T.,r.i = O,
entonces del teorema anteriaor (si‘T.e T) '

PtT™) = Hax ey, o-
TeT

Observamos que bajo las condiciones anteriormente citadas, T‘
es 2l tiempo de llegada (hitting time) a 1la clase de ectados
R =t(s e€S5: its) — gta) - 2"¢ 0! y por. 10 tanto 1la politica

Sptima es determinista.

l.a existencia de politicas dptimas para hndelbsfde reemplazo
con divercoc criterioc de optimalidad- (incluyendo el nuestro) - fue
democtrada por Taylor [(10)]1 y recsultaron ser Aitling times. Rosc
t;?)] demuestra que los hitting tiees son Sptimos usando  ciertas
condiciones de monotonia en los estados (clases decrecientes) Y
operadores infinitesinales"(que_ se interpretani'como ganancia
infinifesinal futura). Bergman [(1)1 demostrd la exictencia de
tiempos de,reempla:o Sptimo con 1a zuposicidsn de monotonia usual
en 1its) — gt(s) —»f’ o en general con una tasa  monotdinica
dependiente de estadﬁs Yy ademas afirma gue no es nececaria iai

“suposicidn de Markov (su criterio resulta estar relacionado con el
de Ross). . ' ' '

GSin embargo, no habla manera sistematica para calcular
soluciones explicitas para modelos de reemplaco Sptimo fuera de
algunos cacos muy simples, pues los ‘algoritmogd con laos que .se

" contaba se basaban en‘los tcoremas de "exicstencia de politicas
Sptimaz ¥y eran computacionalmente impracticos. )
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UN ALCORITMO PARA DETERMINADOS
FROBLEMAS DE REEMPLAZO OPTIMO.

CaFttuto 3

§1. DESCRIFCION DEL MODELO.

Sea S = tsu,..'.,sol_ un conjunto finiio qo.iev ildent»itfyicaremosf'. .
como el caoanjunto de estados. Supongamos Que oxiote una relacisn de
orden (al menos parcial) en loz= clementos de S tal que

s:&”z“sjz s.VG.e'SpercnsH}s

3 c.

Ademsn ai n.“ > eli entonces i ) 3;

Supéngase conocida una matriz A = Ithl de constantec con las
caracteristicas siguientecs

r.

0s5q.. ¢ ®» 6. > 5.

. L3 ] . 4
0<q = 9, -L89, "%
. ke

qoo =

q;_j =0 en otro cacso
\ L
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entonces con los resultadeos de §3 en el capltela I o= posible
conctruir un (Gnico) proceso de muorte generalizado ' Cx'_: t = .0}
con canjunto de estadozs S5 y cuya matriz infinitecimal ez A. Ge
tiene entonces que = o Z9% el . anico esfado absorbente Y qua.i .. 1a
probabilidad de absorcion desde cualgquier estado inicial es 1,
ciendo el '.tiempo espefado de abrcorciédn finito. La deccripeidn

infinitesimal de lac probabilidades de trancicidn cera:

P;j(h) - h-ql_ i + o(h) R s > sj .
p..(h) =1 - h XL 9, * oth) s, - 5o
v ket
P.j(h) = 0 . . en otro caso-
St.ipbngamc_is gque el proceso ‘comienza en 5., e= -decir - 'x° = s,

Vcnn»prbbabilidad uno. - Sea. _§ = inf{t = 0 3 )( = 8 )_ 1a .-var:labla
aleaturia ~¢:jue denota - @ tiempo de absnrcién al: estado S,
'Adicionalemente ce c:onaiderar& un conjunto d- oédlo doo a:ciones. i)
regmpla_..nr o llevar, el proceso al estado S, [ djejqr,evo‘lucipnar .
el Proceceo. l"en-_-.arennn que S, ez un. ectado eri el cual el reemplaco
és‘abiigatorio; ademas .,upondremn.. que el t:empo de :”r,enmpl azo es
‘decpreciable, entonces § es el tiempo maximo de régqpla:n \'4 de
hecho CL5|X_= 8,31 < o

8i el proceso se em:uentra-'en‘ el ,e-:.tado" si"se ‘tip,ne' una toasa
de ingresos por unidad de tiempo itsj).' Si se decide reemplaczar
cuando el proceso se encuentra en el ectado B’. ce incurre en un
costo do reempl aramiento l:(!z ) Supondremos que i(¢-), c(.) =0On
acotados y para evitar trivialidades c(: ) > O.

Se considera oo
f=(T | T @s un tiempo de Markov, T S f, O ¢ ELTI

‘@]l conjunto de politicas bajo concideraciin (con logo . tiempoz de

reemplaco validos), notamoz que entonces 0 < ELTI = EL5] { .



Se duiere encontrar un tiempo de Hﬁrkuv'T‘ para maximicar

_ ECI(T) — c(X(T))1]
w(T) = ECT3

T .
sobre M1, en donde I(T) = [ i(X(r))dr. Se observa que por lac
(-]

csupociciones de acotamiento cobre i(*) y c('), @(T) ecti bien

definido VT e 1.

Cntonces para escte modelo de reemplaco Sptimo, por el teorema

2.2,

” 'y .
r = o(T ) = Max {(e(T)3 .
Tl

es la ganancia neta m-x:ma esperada promedio por unidad de tiempn
v T es el tiempo de reempla~o éptimn, Y ademis son tales que

o= e('l“,"r‘) =Max O(Tepr )
‘ ) r e II

=Max ELICT) — c(X(T)) — T-»"3
rall ’

"Exiote un resultqdu‘mhy importante conocido como firmula  de
Dynkin que ectablece que para cualquier funcidn acotada - definida
cobre los estados £ 2 S » R y para cualquier tiempo de Markov T

con ecperanza finita
EL[f(xtT))J - f(=s) = E‘[J' (A-T) (x(rndr]
o ,

dunde!%t-] Feprasenta la ezporanza condicionada a que X, = s .
LC€1) p. 1Z,501,L(2) p. 2901,L(T) p. T1,L(4) p. 751].

De Mhora en adelante y a ochos gue e espedifique 1o
cnntrar:o, las ecperancas con condicionadas al evento X°‘=-=N.

Usando la fSrmula de Dynkin y con la convencidn c(su) 2 O se ticene

que

. ’ T
ELc(X(T))]1 -~ c(su) = E[r (A-:)(X(f))dr] . (Z.1)
[} : T .
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e decir
lr ' . .
ELc(X(T))] = E[j' (A-c) (X (r))dr] + c(sN) (2.2
o .
entonces =i ce define
g('s;) = % q"i C(si) ' LB > S

R
g(so) = 0

oceag: 5 ~+~R, g= A:c, es 1la tasa diferencial de costos de
reemplatamiento a que se hace referencia decpuss del teorema 2.2 y
entonces ec pocible eccribir (2.6) como

. _ | :
O(T,») = E[j‘ Ci(X(r)) — (Ac) (X(T)) — r)dr] - cts, ). 2.3
o g

- Gi adicionalmente se tiene que i(:) - Ac(:) ec no-decreciente
en S, por =1 tcorema 2.3 el tiempo de reemplazo Sptimo es 1la
politica determinista ' '

T = infft 2 0 & i (X(E)) — AciX(t)) - 3" ¢ 03

= suptt = 0 3 i(X(t)) — Ac(X(t)) - " = 03

donde r‘ es un valor tal que 9(1",?‘) = 0. Se supondra entonces
que =i o8 S s, son elementos de S ' '

ite) - Ac(s) 2 ils) — Ac(s.).
] . ] i L

tiotamos que la condicidn anterior se satisface =i se pide que

cada ve: que s, = si entonces simultaneamente se cumpla

i ('E:.) s i (si)

Aclg ) 2 Ac(s).
. ]

Cuando xt representa alguna nocidn de uzo o dafio acumul ado
hacta el tiempo t, esta cuposicion de monotonia (que l1lamarcmos la
cuposicidn de monotonia usual) ez con frecuencia realista
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L¢4) p. 750]1. 81 se revica la democztracidn del teorema 2.2, 1la
propicdad de que R = tn & S : i(s) — Ac(=) - »* < 03 @s una clase
decreciente esc 1a que implica 1a (:ptimalidad dr.- T., Y aunque se
han encontrado algunas condiciones sobre A Y € para que ce cumpla
Ac(s y 2 Au:(") si 5.‘ = sj L<(1) p. 19231, seria deseable ‘ poder
encuntrar on lo futuro condiciones mac generaler para qgue R coa
una clace decreciente.

A continuacidn e establecera un par de cacos particulares:
muy importantes para el modelo anterior. '

Ejemplo 1. Gi stemas con cémpnnentes disti nguibles.

» Se ticne un cistema con N componentes dicstinguiblezs. Ce
considera S €1 conjunto de todos 1os subconjuntos de (1,2,...,N3
con lo que cada estado representa el grupo de componcntes afin en
operacidn, el - orden ‘usado en S es el orden  parcial  definido en
términos de contenciones (. 2 5. = s; £ s). )

‘La inatri: do intensidades de tram::lciun queda car:.\c:tel-i..ada“ :
. pur un cnnjuntn de numerogs (q J que cumplen -

‘|:|‘.‘i 20 » =i =; < s,

° 29, "_'"_E.qai >~ 5 W5,
FALE

QYo = © ' :

Q.7 =0 , en otro caso

Y gnt_ml:es 1la descripcim infinitesimal de las probabilidade=sz de
trancicion serian Y h 3 O ‘

pi.j‘h) h qa, + o(h) si < s,
I.—h}'_',q + oth) - i~O
j<|, ’

p.. th)

[
poo(h) -

p,‘ i (h) =0 4 en otro caso
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Oboervamosz - que cestas probabilidaden estaplecen. que  los
componentes pucden fallar individualmente o en conjuhto; Yy que

permanccen agl hasta que - haya' un recmplaco. idemis =on
independienfes del ectade inicial (Ciemplo 2, §3, Capitulo Y.

Cicmplo 2. Sicstemas con componentes indictinguiblex.

fihora. se tiene un cistema con N componentes indistinguibles.'
Ge concidera un estado como el ndmero de componentez ain on
operacicon con 1o que 5 = !0,1,...,N3 Yy se usa el orden usual en

lo= enteros.

N fin de tener un proce so. de muerte generalx-ado se definen

las ciguientegs intenridader de tra sicidn
Q.. 20 o i<i
0Yq.. ==—¥%q..> % i=20
s jei B
900 =_° ' I S
‘q. = 0 " en otro caszo -

§2. CONDICIONES DB OPTIHALIDAD ALTERNATIVAS PARA EL TIEHPO DE
REBHPLAZD OPTIHO.

[ = tenreﬁa 2.3 esiabiece due si.hqy monotonia eon 1(~) — Ac ()
entonces el tiempo de llegada T(R') a 1a clase decreciente

_R. = (s @5 3 i(s)-; Ac(a) < r’)

es cl tiempp de reemplazo Jptimo y en donde r’ es un valor tal que

ra"> : -
"E I i(Xe)) — (AC) (XCTI)) — 3dr] = c(sN),
o .
es decir, a fin de encontrar una politica Sptima hay que encontrar

, »
un nimero real » y una clase decreciente R(r’) que satisfagan
cimul tancamoente
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. . : -
R' = R(»") = (s @ 5 : 1(5) — Ac(s) < 23 - L (3.4
TR . . . K
E[j' AX(T)) — (A IX(T)) — ]dr'] = oz ) . (I.5)

con T(R*) = inftt 2 0 : X, < r™.

[ " : ) '
Gea C(yr ) = S — R{(»» ), como R(r.) es una cla=ze de estados en
l1a que hay que reemplaznr Yy C(r.) en la que no hay gue reemplazar,
L)
llamamoz & R¢{r ) la clace de reemplazo y a C(r.) la clase de

. < ” i
continuaciin. 8i &2 = C{pr') ec arbitrario pero rijo, notamos que

rcu b ..
[j' : 1cx =5)d?’

‘es el tiempo medio de estadia en el. estado © € C(r‘) antes del
reemplazo y es posible encontrarie una oipresicn relativamente
" sencilla en términm:z de 1a matriz inl’initev-imal A con el Figuiente
_.te_urema, lo que nns conducira a una expre=zidin mac cimple de (3.3).

n:onsm 3.1,

Sea A "1a matriz infinitesimal restringida al con junto
.de estados S {s 3 4. e.’Aoo es la matriz infinitecimal sin

l1a culumna y el rr.-nglun cnrrespundiente as, ).
...upcmgamnf- qun e cumplen las cc:ﬂc:lit:im‘néP  de monotonia
ucuales en 1(.) — Ac(-).

Sea > € R fi,jn y definase

R=R¢(p) = (g eSS 3 ita) —- Ac(s)-—-r‘(O"

entonces ¥V o € € = (S — R) ce tiene quec

TR, !

E[j' 1ex = s3dt‘lx =5 ] =—tA__ Y s ,5) T b)
[-J N o0 N

o0
invercza de la matricz Aoo y T(R) es el tiempo de 1llegada o©

hitling time a la clase decreciente R.

en donde (A ) 4(s s 3) representa el elemento (s ,8) de 1la
. N N
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Dd-da. Sea & € € arbitrario pero fijo y deflnace

g_:S » R

1 ;=
9,¢5) =10 =

entonces el tiempo medio de cstadia en el estado = antes  del.

4]
nn

n

tiempo de llegada T(R) cuando el proce=o comienza en £, =3

TR TR, -
- = = z
E J'o 1 txr__. SIquxot L3 ] E[I‘> ge(x )drlxo _sN]. (Z.7)

Fror otro lado, 1a matriz infinitesimal Se puede eccribir como

con A° el vector de N dimeﬁsioﬁes con las intensidades de
tran=icidn de cualquier estado diferente de s, al ectado S,

- @] si:'tena A-l.‘ =g Se puede escribir como
| A L rkA=
oo ‘a 8,
oi particionamos
F.

k-

§ -

°~M,

v g.' = tk ¢ R)
Yy como claramente Aoo es invertible (es una matric triangqlar
-supgrior con clemontos > 0 en la diagonal) )

F = (A »*

= ‘ k -
- oo g, - k (Aoo) A (Z.0)

i.e. ¥V 5 € C fijo esc posible encontrar un vector (no unico)
fe tal que A- f‘ = g..

De hecho, como (Aoo)—‘ es triangular superior se tiene

que
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—‘ N .
((Aoo) g‘) (..‘)- = 0 el s, e R - (sol‘
(A Yt gre=) = (A_2's,8) =is eC
[-1.] - I o0 ' v [

v por lo tanto de (Z.7)

K ) 5, =5

F ] [ * 4
-4 w,.
‘a(sj) - kA ) A )(s;i) L <« R - 153
(A ) % s, -k (LA 237 A%1ts ) s, . eC
ares ] [-1-4 Il ’
Loz elementos tqi.j." de A cuman O por renglén y entonces

ce tiene que
v o =
A = ((AOQ) 1)
con 1 un vector que :ontiene 'e$le 1’5, lo que finalmente
conduce a que '
) k : e, = R
“-(si’ = T ¥ o L
: _(Ao;o) (_:l,s) + k si e C

Ohora, como. T(R) = inf{t =2 0 .2 x € R} y como el proceso

LX ozt 2 03 es continuo por 1a derecha, X ‘e R, de donde
Lk txm” = ki por altim. apl:.t:ando 1a fSrmula de Dynkin a

Z.8) =se tiene que
TR P o
E[jf , g;(xfmr‘xos s"] = -
o .

TR » . : .
= E j‘ AF_ (X )d-r|x -_-.] = : (Dynkin)

i

E[Fa.(xﬂl’_) | x°= sN] - F(SN)

— - -‘ —
= k (Aoo) (au,s) k

B § !
=—(A°°) (sN,s) : _ S -




R R B CAPITULU £1X : SRR ¥ 4

Llamemos H(s ,o) = —(Aoo)_"(sN',s) al tiempo medio de estadia

. ¢ .

en s « C( ) antes de la absorcidn a la clase Rar"y cuando . el
proceco comienza en =" Ge tiene que H(sN,!:) 2 0 y de hecho 1a

expreciin e;xplicita de los elementos de —(Ao )_‘P.' ) conl’irma =

o
significado (ver siguiente capituln).

COROLARIO 3, 2. )
Supongamoz= que i(-) —~ Ac(:) e monStono on el centido
ucual. Entonces el tiempo de reemplaco dptimo esti dado por

™ =2 7" = inftt 2 0 & X, = rR":
con '

R*  =R(*) = (s es: its) — acts) < 2N : Za?)
‘,y en donde r‘ Hes.el n(unero real que satisface
L Mo,,s) tits) — Acts) — ") =cls) (Z.10)
s ec” : : , .
can C.'= C(a;'.)"= s — R".
Dea. La condicion (Z.7) es la condicidn (Z.4). Dacta probar que
€(2.10) es eguivalente a (Z.5) poro ‘ ' ‘ '

€ts ) = E M= ,5) lils) —Acts) - 23 =

. -
N . ) .‘,' B B } ) . ) .
= B .E[’I 1 er=sld'rlx°=s"]- {it(s) — (Ac)(is) — 9 2
v e e L -]
t 3
or | .
= l:[j' E 2IX =c3:-(i(s) — (Ac)(s) - o 3dr|x°=-.;“]
[+ ] s € C )
’ a

o, .
= E[J' CLexX ) — (Ac)ex ) — ,—'Jdrlxo=sN] o
(-]



Ge observan los siguientez hechoss . ‘
al El namero 1’ dado como en el corolaric 3.2 es 'la tasa, dé
ganancia neta mixima esperada prdmediu por- unidad de tiempo, hecho
que es implicado por (3.5) y por el tcoroma 2.3. '

B> C. cumple la siguiente condicidin de monotonia: ‘=i ci.s 5, Yy
=i 8 e C. o~ ’j e c*. £sta propiedad se dgriva de que &* es una
clase decreciente. .
c2 De 1a definicicn de R' =e ‘tiene 1la siguiente condicidn

equivalente a (Z.9)

{ veer" its) — Actm) C 5. 11>

vs ec* : it(s) — Ac(x) 2 2%

Ll corolario 3.2 proporciona. la base para el decarrollo de un
falanitno para resolver el modelo de ree@pla:o Optimo ya
m=tablecido. ' o

§9- HL ALCORITMO.

‘Una vez definido el modelo qe:rgqnpia:b dpt1qq a;cﬁh#idgrér;v, 
con lac condiciones de optimalidad establecidas ‘en el corolario
.2 estamos en posibilidad de establecer  un algnritnok‘para
encontrar la politica de reemplazo sptimo.

CLa idéa"es‘ comenzar con 1la _polltica.~deterpinistav ~"no
resmplazar ci y silo =i todos loc componentes estin funcionando” o
equivalentéaentu:'tunar c = tsuz- como clase de cuhtinqacién
inicial. Fara una clase de continuaciSn propuesta se encuentra el
valor de 7 de tal forma que se cumpla la igualdad (3.10), vy se
verifica que e cumpla la restriccicn (3.9), agrandandando 1a
clase de continuacién =i no ce satisface dicha condieidn. El
proceco ﬁe repite hast$ que se cumpla (3.9). Dado que i€() — Ac(-)
ec la taca de ingrecos netos, intuitivamente ce cospecha que el
ectado que debe entrar a formar parte de la clase de continuacidn
es aquel que proporcione 1a taca mas grande de entre todos 1laos
candidatoc.
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Cl algoritmo ce establece formalmente a :untinua:ion:;
Paso 0. Ordenar los ectados de 3 de acuerdo a los .
valores de vis) = i(s) — Ac(s) en orden deci‘eciente. es decir
tenemos ' :

de -tal manera que-
vis) 2V S ) D oeae 2 vis ) Z vis)).

Loz empatez se rompen arbitrariamente (teorema 3.4).
Se propone la clase de continuacion C = (5 ] y sea

H(s '8, )v(s ) - :(5 3
v, = =
N "(.a 5 ) °

NN

Gea 3 =N -1 un Indice de iteracion.

. Paso I. . Considsérese el estado 8,
a) Gi v(si) < fj ir al paso 3.
b) Gi v(-:.i) = rj‘ entonccs

higace €, = C_ U t.-—..S
e y My
"evalaese

L Mis ,s)v(s) - c(sN) :
8 e C

aeclC , R

-

' I\_sfgne-:;e a j el valor j —1. -

Faso 2. Si =0 entonces ir al pa=o 3. En otro caso ir al
paso 1.
Pusc 3. Fin del Algoritmo (teorema Z.2Z)..
C‘ = ci-—a es una clase &éptima de continuacidn.
-

r = rjﬁ es la tasa de ganancia neta mixima esperada
promedio por unidad de tiempo.

. , .
™ = infit 2 0 : Xe (5 - c*Y) ez e1 tiempo de

reémpl aco &ptimo.




CAPLTULG 118 T e0

Ce éunveniente notar alqunas obcervaciones con récpecto al
algoritmo anterior: ' ) 4 . ) ‘
a> C‘,R. » @ pues al menos S «c* Yy 5, € R.. 1o que equivale a
oxcluir las politicas “siempre reemplazar® y "nunca reemplazar®.
C= f&cil modificar el algoritmo para que sea pbs‘ible tencr incluso
que R‘ = @ ¢(hecho qué no aporta ninguna utilidad practica ya qgue,
en el caco de que c* =5 = ts°3, como ontendemos a s, como un
estado en donde el reemplaczo ec obligatorio, se deberfia tener que
v(so). < r.., lo cual siempre es posible.ci =e penaliza la funcidn -
v(:) en =1 estado 50).

LY La cucesidn {3 generada por el algoritmo forma una sucesicn
monitona no-creciente (1.c. J'j = f"“ ¥ j)e Esto porgue por
conctruccicon

_E '"-‘SN'B)':V(:')",Y,'-.-H - c{s ) =0

N~
S e Ci**
y como v(sj) ?. “A 22 H(su,si) e O
& » :Cﬂ(s“,s) (vy(sl) - ri"‘{,‘_ :(sN) 2 0
s .
: )

Por otro lado
» b ¥ l‘l(sN,s) {via) — fil - c(s“) = 0.
8 € C,.

Tomando la diferencia de las dos Gltimas decigualdades

b M "(BN‘,S) ij — f’.d, 2 0

8 € C,
3

Yy como H(_-..-.N,s) 2 0, ya que son tiempoc medios de estadia, entonces
. -Y.., =2 0
rl YJ“‘ .
N continuaciin se verificara que la clase c* vy el nimero :"
pbtenidos por @l algoritmo son respectivamente la clase de
continuacidn Sptima y 1a tasa de ganancia maxima ecperada promedio
por unidad de tiempo. ‘
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TEOREMA 3.3. '
- . . . .
c = C]“ v r. = fjﬂ . obtenidas como en el al qorig:mo
anterior catisfacen tas condiciones de optimalidad (Z.?72 Vv

(3.10) del carolario 3.2.

Denit. a). FPor construccidn

L n"(':'u"‘h’(r’ - c(s )
- g e C - -
r E—4
L JHis s 8)
g eC N

de donde ) ‘H(s p5) - {visd) — ‘r.l - c(s ) = 0, €5 decir =se
aelC N . N

catisface (Z.7) .
b). Dado el orden con recpecto a v( ) establecido en el paso
O =obre lo= elemcntor' de S y =i r > v(-:.j) entonces

r’ > vis) v ge (S~ C.).

For otro 1ado, =i c* = (s Nzl entonces

- c(sN)

= ',.N = v(nN) - A e = v(sN);
gi c = (s&,sﬂ_‘,.;.,'sjdx s5e tiene que ”;+z satis‘raco 'qug
Y. S vi(s, ), es decir

3 P

E H (s ,sivis) = cis) S vis, ) l‘. Hes ,8)
8.« C +2 C N o L 5 &C va

y entonces

) ¥ M(s _,8)vis) + M= ,o dvis -
. s e cha. ~* N jea V(r;-.i’ cta)
=
h > c H(sH,s)
s &

j+a
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vis ) E H(s ,s5) + Mis oS, dvis, )

jd-l ’+£ R ¥}
< 8 & CJ*Z
p H(s=s ,5)
8 = C‘ 4
= vi(s. ) € vis) veect=cC, .

e ‘ 0

Cn cualquier caso ce tiene

»* > vi=) Vaes-ch
7’ £ vi(s) ¥ aoe c*
es decir, se satisface (Z.11) y por 1o tanto (Z.7). a

Cn’el paso O se estableﬁe que es pnsible raomper los  empates
en. los valores de. v() arbitrariamente. Esto lo garantiza el
‘riguiente re_ultado. que indica que estaan con @l micmo valor de
v(e) deben pertenecer ambos a la clase de continuacivn O ambos a
la claze de freemplazn, perp» no pueden poertenecer a clases
- di ferentes. ‘ ‘ N ' ‘ ‘

TEOREMA 3. 4.

Supongamos gue v(s) = v(sﬂd). Entonce=s C“d (1a clase
de cnntinuaciun que cuntxene a 2”‘ pero no contxene a 75}
'encontrada como indica el. algorit-o, no puede :er ln :la e de

continuaciJn Sptima.

Supongamos que'c'\= CB! es la claae de continuacién Sptima,
entoncec ce tiene Que njﬂ = C Vs & R con R =3 = C., 1a

clace de reempl aco Sptima. Equi val entemente
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E=cribamos )
, _ z‘ - c(sN)
i
con == Y nMs . s)vis)
. z" a &« C, H
i*2
= T HMAs ,5).
L s e C, N
jre
Entunceﬁ
N g‘ + H(sﬂ,shi)v(sj,‘) .-c(sN) (5 = ve ,
Yy = - Y + M(s .82 ) . ? vis, = Vi%a
‘H E‘ ~N? l"" , ’

de dondé : '
{z‘ + "(Bu'sjuh”s;u’ - ctsN)} > v(sjﬂ){x‘ + "(sﬂ'!iﬁ’}

- E‘ - ':('u’ > ,v(::.id) t, :

- '}:‘ —cis)

- = = 9 vis, ) ‘ .

. — z‘ . r’f! > S , A ] B
Entonces no es pcﬁ:iblé que Cj« sea la clase die cont,innacién
Sptima. - -]

Para terminar, por el teorema 2.3 cabemos que i hay -una .

politica Jptima, <o=ta es determinista -y de hecho queda
caractericzada por el conjunto de estados donde hay que reemplazar.
Dado que excluimos las polliticas “nunca reemplazar® y “siempre
reemplazar®” el nimero total de politicas deterministas et
acotado por 2"“'1 - 25 =1 algoritno:encuentra una pollitica Uptima
en a 1o na-.} N iteraciones.
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, IMPLEMENTACION DE UN SISTEMA Y
Cartruro 4

ALGUNOS EJEMFLOS,.

'§1. CONCEPCION GENERAL DEL SISTEMA.

. Parte de ‘1oz objetivos del presente trabajo - era el
impl chentar ol algnritno del capitulo anterior como un sictesa
totalaesnte interactive. Debido a lo complicado y tediosoc que puedo
-.llegaf{a-servla captura de informacidsn; el Sistena“debE"ner'v:apa:
no sSlo 8e~resoiver“~el-~proble-a -~aplicando- el - algoritmo a--un
:anjunto de datos, =ino que también debe presentar facilidades
para la genera:ién, modificacidn y almacenamiento de dicha
informacién. En términos wmuy generales, la implementacidn
cosputacional del mancjo de dicha “informacidin seo .centra .en - 1a
manipulacidn de:s la matriz de intensidades de trénsi:ién, el
vector de tasas de ingresos y el vector de costos de reemplaco,

a={ como el diseclio de una representacidn eficiente del conjunto de
estados. '

Con el fin de agilizar y facilitar la captura de infaormacion,
loz procesos bajo consideracion, segin la descripcicon del capl tulo



anterior, =e clacificaran en:

[ componentes distinguibles,
- _ transi;;ones no-simples

componentes distinguibles, |
transiciones nimples

Normales ; componentes indistinguibles,

Frocecos 4. . .tfansiciongs no-simples
componentes indistinguibles,

L transiciones cimples

Generales .

" en donde por componentes indistinguibles se entendera que el

numere de componentes en. operacidn de cada estado es la,
caracteristica distintiva entre estados, al contrario de procesos

‘con :ompunentes distinguibles en los que, para caracter:-ar a un

ectado del proceco, no bacta saber cuanltos estan adan gn oporacidn

‘sino que hay que caboer cuales estan adgn en opera:ién,_rur,prq:ezuﬁ

con tranciciones no- cimples entendercmos procesos en los cualec

-los compnnenies"pueden ) l’allar»V"-:.i-lultineamentu,"_1.e.l lac
Stranciciones . son posiblea a cualquier  estado- ﬁenor.  For otra

parte. lns procesos con tranaxcxnnas sxnple ‘soan proceébs en logk
que locs conpunentef fallan indivxdualmente, 10 que se traduce en
que l1a evolucion del proceso es =510 a estados' menores - con
axactamente un componente operativo senos en cada transicion.

tnwléé'prnEéﬁdﬁ'n@fﬂéieégféz pos 1ble conocer ei' ndmoro  de
componentes npeﬁativos'en_éada estado~ en loc generales, el ndmero
de :aépnnentes operativos no podra zgr calculado, ol uco de ecscte
altimo tipo de proceso puede disminuir significativamente el
tamalio del problema, como = versi maic adelante.

Fara aclarar un poco lo anterior, coneidérece un sictema
formado por cuatro componentes numerados Y1%, %24, u3Is y w48 comp
se muestra en la figura siguiente:

i
i
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proceco en el que los

en donde ce indica un momento en la vida del
operacion; Cuando. - un

componentes "1%,%2%,%"3%,"4" cctan todoz= en
componente ha fallado lo denotamos por §. Nl la figuras

g1 =2
3| &

loz componentes

cictema, 1" y *4" han fallado.

denota que en el
ejemplos de 1las distintas

Con esta representacidn daremos

clasificaciones de los procesos.
ad Frocesos con comporwnles distinguibles y tuansiciones reo

5imples:
En un proceso de este tipo,

e[=]
R4
k|  [=]w

lo= estados

1 =

>
-

con eatadns diferentes, pues aungque ambos tienen doc cumpnnentes
de 'cumponentar nperat:vos no es ‘el

oen uparac:un, el conjunto

micmo.
Comp las tranaiciones 50N no-sinples, del estado

1 =2
o

es po=ible una transicidn directa a lo= siguientes estados menores
en términos de contenciones del conjunto

(el orden claramente es

de componentes operativos):
BENEEREENE BENBRENEEE
Bl &)= |%||B]|%]| % |%)]|=]|%] %|%

csuposiciones del modelo, no ez posible

Observamo:s que por la

una transicidn directa entre los siguientes estados

+



CARITULY sV : ' o

wl
3]

~
del estado 1 - al estado .
= |2 L

&> Frocesos con cUméoneutes distliguibles y transiciones siumgles.
Los ez=tados con dictinguibles como en ad pero, paor cocjempla, .

tadasc lac pocibles transiciones dirbctag del estado

1 =
=%
son a loc estados
e a2l B o

o o

L]

' pues no se permito que falle sas de un componente operativo por

transiciun.
. €d Frocesos con CLlponentes (adist Lnguibles y transiclonss no
-ptmplea. ' . , ’
- Cn un procnso de este tipo, el conjunto de estados e reduce

al conjunto

1 ‘2 l=2flf1] = 1 | % % |8
EEENIRAR IR R N IR AR BIR L.

pueébsiendn luslcnnpnnentes indistinguibles, los estados

N}

x|z , J1]>=

Bp9)] |E|E

reprecentan 1o mismo. Transicionezs no-simples indica, por ejemplao,

que ec posible una transicidn directa del estado

»
iw

1 = 1 .
A cualquicra de los ectados - . .

N 2 » %
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A, Piocewos con componeates Lndistingalbles y tr Qi bc Losrs
5 implos, ) ' ‘

Se comporta como un proceso del ejemplo ¢2 pero en el que
eslo hay transiciones directas al estado menor inmediato (i.e. el

estado con exactamente un componente operativo menos).

&) Fiocesos Genecales.

Si lo que nos interesa es la posiciSn relativa de los
componentes operativos, vy consideramos que los  ectados =on
indistinguibles bajo rotaciones del cuadrado de componentes

operativos, el ecpacio de estados se reduce a

t |2 r 2]l ]2]jr | B 1 ||l E %
ARMIEEEIEIR IR AR AR AR AL

Nor ejemplo, los ectados

1 | = y 1 | =
1 3]

5nh”ind1ﬁtinguibles, aunﬁue’lns estados

1|2 1
v &
|8 | 4

con diferentes. Siempre se considerara que las- transiciones son---
no-simples,

FPor Gltimo, cualquicra de los procesos bajo consideracion =on
factiblecs de ser modelados como procesds generales.

§22« REPRESENTACION DE ESTADOS Y ESTRUCTURAS DE DATOS USADAS,

Debido a que la manipulaciin eficiente de la informacion . de
los ectadoz depende fuertemente de 1a manera de reprecentar a laos
micmoz, = requicere una representacisn tambien eficiente, al menoc

en términos de memoria requerida, para no .interferir en 1a
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cantidad de memoria que necesite el sistema para almacénar la

informaciin de lo= estados.
a> REFRESENTACION DE ES"‘ADOS EN PROCESOS NORMALES.

Nnalizaremos primeramente el caso de procesos normales.
Supongamos que el sistema bajo estudio cuenta ‘con (N + 1)

':o'fc:""":u‘ s posible habl ar

entonces de un vector de componentes operativos

componentes que etiquetamos

N+4
& = (do,...,dn) € {0,1)

en donde

[+ si c, vya ha fallado
“ =  § . si €, aGn esta en operacisn
para cualquier momento de la evolucidn del proceso e
independi entemente de la cualidad de los componentes

(distingu'ibl'es“ o indxstinguibles) y del tipo . de 'transician_
(einplee o no cimples). ' ‘ ‘ '

'Caméi)lwnte‘-s; ind{.sttu‘a‘uible&. o ,

' En este caso, es claro que. el. estado queda caracterizado
sqlamente' por el namero de componentes en opoeracidn, es decir, i
se tiene dos vectores de compmentef operativos a = ‘“u""'“u’ v
L = (po,...,p } tales que g = }_': ot }_‘, p de:inqs‘ que _ambos

“vectores repre..mi:an -al -:l Tna. estado Y que el  estado  queda bien

determinado por el nusero s. £1 ecpacio de estados S tiene N + 2
elementos .y queda representado por- S = {0,1,...43N+12 donde e usa
el orden usual en los naturales.

Cuando las transiciones son no-simples, esv posible efectuar
una tranzicidon directa del estado = a cualquier otro estado si. =i
r.i ¢ 5. Cuando las transicieones son simples, el dnico wvecino, o
posible estado de transicicn directa, del estado =, ez el estado

s=-1. -

Componentes dislingualbles.
En este caso no basta caracterizar al estado con el nGaero de



componentes
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aim oen operacidn. De

determinado por un y s310 un

- = .(do'.-..an’-

correspondencia

he&hn, un -

estado queda

de componentes operativos

vector
Ndemacs, como a {0, 13"",
biunivoca entre el

existe _una

conjuntu de vectores de

componentes oparativeos y los ndameros binarios enteros de a 1o més

N + 1) cifras,

dada por

a@a = (do,.--,du)

>

.(du"'du’z

Cntonces, el estado (“o""’du) queda caracterisado por el
namero
(aN...a )-z ’E 2H. ot -
=0
£l namero de :Dmponenter operativur del estado (uN...a ) e

e rinplenente ) )

(o .--do,z

N

directa,

al cual 1o llamaremos 1a cardinalidad del es tado

Fara determinar los vecinos, o posibles estadas do transicidn

N

del estado (a ...a#)‘, no basta buscar

aquellos estados

con cardinalidad menor a la cardinalidad del estado dado, sino que

'hay que buscar‘aquellbs estados que

:uestlan i. e;, que el conjunto de componentes

SOn - mMenores -’

al

cectado  en

aun en  operacicn

est- conten:do en el conjunto de compnnentes operativos del ertado

- }¢ ...ao)a).

N

estado menor que el

8in embargo es facil verificar que (3

eftado (aN

N

(- .;.a
) o,z

“'“@’2

-si y silo si

N

OR (73, -- .noyz' = (ot eaeat )

...po)z ‘o un

en donde ‘OR-es un- operador binario definido de-la siguiente mancra -

(qu...uo)

con ¥, = {

o
1

si a& = ﬁa = 0
ai o& = 1

Entonces ol esp&ciu de ectados

e R BB ), = W cear ),

de un sistema

componentes distinguibles, queda reprezentado par S =

y en donde el orden definido ez

(dN

.5.u°)‘

2 (ph'f'n;’n

o (o
N

"'do’z

DB (ﬂh-..ﬁo)‘

con (N + 1)

ttaN...ao)zi

(du"'do)z
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Vemos que 1la cardinalidad de 5§ es 2"". .
Cuando las transiciones =on no-simplec, ({!N..-Bo)z es -un
vecino de ‘“N"'“o’z =i y s5lo =i

(olN.-.d.o)z on (BN'...no). = (dN.-.olo)z,

cuando 1las transiciones son simples, (pu""no)z es un +vecino de
{a "'“o’z s5i y sdlo si ‘

N
N N
(ch-.-.ato)z OoR (ﬁN...po)‘ = (dN...do)‘ 4 ) M o = _Z (3; + 1.
. i=0 iso
n cualquier caso (distxnguibler o 'ndistinguibles), 1a

ventaja de la representacxun del espacio de estados S5 no se reduce'
colamente a Ssu eficiencia para el almacenamiento de & sin utilizar
memoria innecesaria, sino que 1la determinacicon de vecinos de un
ectado dado =e Eeduce a operaciones lSgicas ( < en el caco de
'c:nnpohéhte-' indistinguibles; OR, = on el caco de componentes
i stinguibles) lo cual es altamonte eficiente.

Cuando los procesos sun naormales, 1a captura ] o) agil:..a y (={-]

o vualve nnnor. _tediosa, pues e.. posible preguntar 5olanente por las

tasas da transicisn de un _ "estado’ a  sus ‘ vecinos y evitar...e
preguntar inneceeariamente por tasas de transiciin  a ectados en
los queo 1a transicxm no es directa o es imposible.

En resumen, i se tiene un proceso normal con (N + 1)
cnnponentes. el cunjunto de ectados queda reprecsentado: de ia

=igul onte nanera:

ffroceso Espacio de Vecinos del estado # comp. oper.
: ’ _estadug'. S a3 ‘de & & S
Dicst. y (¢t wact ) 3 be S, (aRbL) = a Y o«
no-sinples N v 2 o . ¢
rnlst_. Y ‘_‘"‘n""o’n’ lLes (alDR DL = a ) E o,
cimples e b a, = L pi' + 1

Indist. y {s « N3 resS, s>r : 5
no ziaplec] s € O, N#12 con 5 = Y o,

Indict. vy {s @ NI - reS,s=r + 1 s
cimplea s @€ [O,N#+11] con 5 = T, o,

. o &
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LD REFRESENTACION DE ESTADOS EN FROCES05 GENERALES.

En 1 caso de procesos generales, mas que . preguntar por el
namero de componentes y goenerar la posible informacicon del
proceso, se pregunta por el nimero de estados diferentes. 5i el
sistema tiene (N + 1) estados diferentes, representamos al espacio.'
de estados como S = [0,1,..-,N3, id.e., caracteri:&mus a cada
ectado S, por el namero i. Observamos que este namero no
proporciona informaciin acerca de 1la cardinalidad de componentes
operativos de si.,Re:ordando qué el espacio de estados tiene
definido un orden, los ectados se numeran de tal manera gue si o
s, < sr 'entppces i < Je La= transiciones © sSse con;fderan
no-simples, =ziendo respnnsabilidad'der capturista asignar Oa las
"tasase de transicidn imposiblesrsegan el orden definido en 5.

La ventaja de esta npciéh-nu sdlo es permitir 1la captura de
procesos quo nu‘snh normales, sinn'quc tambisn ciertos pruccsos
- normalec  pueden ser. "reducidos en tamalio (i.e., reducir 1a
cardinalidad del espacio de 'estadoa ‘&) vy cor model adose como
procesoc generales, cuando el modelo involucra cierta nocidsn de
cimptria, como en el ejemplo c) ‘de §3 que 58 Vera mac adelante.

¢ ESTRUCTURAS DE DATOS. -
‘Considerando '1a representaciin de ectados - anteriormsente -
deccrita, cupongamos que o1 espacio de estados esta formado por

N + 1 ectados diferentee, S = 5,55, 3.

{%ﬂ N—a®"""?%73
~ La estructura de datos usada para representar tanto a las
tasas de ingreso por estado comb a los costos de reemplazo, son
cencillamento vectores o arreglos unidimensinnéles de dimencidn
N + 1, donde el elemento i-Scimo del vector contienan la
informaciin correspondiente al estado s.. o '

_ La repre=zentaciin de 1la matriz A en la forma uc ual, como  un
arredlo bidimensional cuadrado de tamalio (N # 1) x (N + 1), es
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ineficiente debido a' la gran cantidad de - memoria ucada
innccecsariamente, pues hay que recordar que A es una matris
triangular superior de la ciguiente forma

™ Oen—a = ="" 9%.0
A~ ° ~O-a cess O .0
P o ceee  -q_

8in embargo, es posible representar a A como un vector 4 en
donde se acomodan los elementos de la diagonal y los cuperioree a

s=ta, de la siguiente manera

4= (_qN’qN.N—A' ERTL N . VIR EAEE L PR RS . M

f

. rara récuperqr cl elemento'qhide A, notamos que

1) i i { j entonces qhiﬂ O, .

i%) i 1 2 j eﬁtoncus_qhi=-dti). en donde { esti dada por 1a
 siguiente funcidin de indexacion

o . -y €5 e
(= tedi,3) =~(N*1) (N:2) Er(l*!) (1*2, € o+ 1= 3).

Una ventaja de usar un arreglo bara representar la matriz de

intensidades de trénsigién es gue, a1 tiampb de acceso a cualquier.

‘eréiénto'q{;EI constante; pues =Slo - se  requiere la- evaluacion... .

de la funciim de inde:acidn.

For Jdltimo, otro aﬁpacto que vale 1a pena comsiderar es que
on el algoriteo esc necesario conocer el primer rengldn de 1la

inverca de 40'

o ¢(la matriz infinitesimal restringida a S - g 1),

pero la forma de 1la matriz hard innecesario el invertir 1la matriz ..

completamente.
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A Yn-a e Q.1
Sean A__ = ° -1 e Q4.2
0 o - s = "q‘
N Then-2 "t Thaao
v tA_ )t = 0  Fy-a " Th-1.1 |.
[ 14 ] - - - .
o 0 -ee —l“
Ce conveniente notar gque qu = —vqi Y que ru = -r.. vYi.

Si M ec una natri-, denntaremos por L !l :l al i—urimo renglm

de My por L M 2 12 j-Ssima columna de M.

Como (A‘ 2 .aA = I entonces
OO, ‘00 .

o T 4 = . -
’F'(Aqo’v :l‘ [‘,‘o'o] * T O b 3

. i',\Noa—i) ' o '
CCA_ ) "3, -EA 3° = E rﬂ,i'?i,mﬂ—p =0 3= 25...,N

+=N

lo qu_epropurcinna el 5iguier_nte sistema de ecuaciones recursivacs
para calcular el primer rengldén de la inversa de A

‘oo
r . ' ’ - .
- 1 -
r B e—
N a,
; IN+a- )
r . - —— " j=2’---N
L Vnra-j

Recordando 1a interpretacidn de 1los e.lementos de l1a matric
infinitescimal vista en el capitulo I, §2, L el tiempo espei—adb
de ostadia en BN cuando el proceso comienz-a en SH, Y Ppor. un
argumento inductivo, ‘ru.i' IJd=N1,...,1 es el tiempo espgrado de
estadlia en el ectado s, cuando el proceso comienta en L lo qua

proporciona una demostraciin alternativa del teorema 3.1.
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§3. ALGUNOS EJEMILOS.

Los siguientes ejemplos, tienen por objeto mostrar algunas
condiciones caobre la.s tacas de ingreso y los costos de 'reempla:ﬁ
para que se satisfagan las condiciones de monotonia usuales, que
permitiran a 1a postre pnder\detérminar el tiempo de reemplazo
cptimo. ' '

ad Ejouplo 1.

Cl ciguiente ejemplo, ya clacico (ver C[(1) p. 29-3IT1 vy
i o &4 ) P- 754113), modela un . sistema | con cuatro cnmpnnentes'
diﬁtinguibles ¥y tranciciones zimples, y ejemplifica wuna Splicacién,
del  esiguiente resultadoi‘ cuando las tasas de‘ ingresocs con
mondtonas ¥y los cnsfns de reemplaio son constantes, entonces es
aplicable el -corolario 2.2 y- por---lo- tanto el -algoritmo nos
praparéinna la clace Jptima de. feempia:o Y l1la ganancia ma:zima
promedio. ccperada por unidad de tiempo. ' k A '

TEOREMA 4.1. a ' - -
S . Gupongamos que lac tazas de ingrecos son mondtonac en el

L)

sentido qde ci s = 8 ‘entonces i (s.‘) = i(s;) Yy que los -
.coctes de reesplazo son constantes, i_.g,._‘,t:,(ﬂui) =k ,V."; @ 5,

entoncec - 1 ¢+) - Aé(-) sati.sfac' 1la condiciéin de monotonia
ucual. -

Dem. Notamos que

. N N
. A:(!:i_) = ;}: Q. k = k (-qi + .z.q_q) = 0
. ‘ =0 ‘>t

por (1.7); entonces =i s = si

: fi(s‘) —Ac(s‘) = i(5, ) = i(si) = i(s‘.) - Ac(si) . K-]
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Obcorvamos que ci se satisfacen las condiciones | del"tearena
4.1, entonces es aplicable el corolario T.2 y por lo tanto .el

algori tmo.

Los datos y resultados generados por el cistema se listan a

cantinuacidin:

38t33333831“833*38‘:38t#tttttt3833338883113138‘33
INFDRHRCIUN GENCRAL

BﬁNﬁNCIﬂ NETG PRDHEDID PDR UNIDﬁD DE TIEHPD - G.I71582

PROCESGO NORMAL :
Nuanero de Componentes Operativos ~ 4
Tipo de Componentes : DISTINGUIBLES
Tipo de Transiciones 3 SIMPLES

ttttttlttttl?tttttttttttt!ttttttttttttt!tltttttt!t
CLNSE OPTIHA DE CDNTINUACIDN

l
1
|
i
H
1
)

t12z4a1
(2342
{1223
g2z
t1 242
£242 .
€12 .

' 8t#tltll‘!ltt!l3338!8!‘38883383‘8!88833313!3‘8lttt
-DPTIHA DE REEHPLRZD

E

ey ey py O 2 e (g
AENUSDANS
(PR Y VPN VTN W



tlttttlttttttttlttltttttt!lttlttlitttt.ttttttltttt

Estado 15 t1 2242

Tasa de inqresor : 15.000000

Coc=tos de reemplazo 13 1. 000000

Tasa de ingresos NETA: 15.000000

Numero de comp. oper.: ’ 1

Tiempo medio e=stadia - - . 0. 100000

Tacas de trancicion del ectado 15 . & los estados :

14 . 1.000000; 13 2.000000; 11 Z.000000; .
7 4.000000;

tttttttttttttttttttt#tlttt!ltt!ttttltt!tlttt!t*ttt

Ertado 14 (2= 4

Tasa de ingresor H 14.000000

Costos de reemplazo 1 . 000000

Tasa de ingresos NETA: 14.000000

Numero de. comp. _oper.: : ' <

Tiempo mcdio ectadia @ » 0.005556
Tasas de transzicion del estado . 14 a los estados =

1> S.QOOOOQj o 10 - 6.000000; & 720000003 .

ll‘t‘lttt!!t!tt!!tt‘lt‘ttll!ttttttStltttltttttttlt

Estado e 1’ - t 1 z 4 3

'Ta sa de ingrernP - G+ 000000

Coctos de reemplaco = 1 . 000000

" Tasa de ingresos= NETA) " (000000

"Numero de comp. oper.: - ' X

Tiempu medio cstadia : 0.007407

Tasas de tranaxc;on del estado 13 7 a loéréﬁiéddéfiwufrw )
b B 8. 000000; 2 2. 000000; S 10.000000;

Stl!*!‘!t!‘ttt!t!l!l!t!!ttt!ttt‘ttttti‘llttttltttt

E:tado S Tl {Z 413
Tasa de 1ngreso= 2 . 2.000000
Costos de reemplazo 3 1 . 000000
Tasa de ingrecos NETN: 2.000000
Nuncro de comp. oper.: =
Tiempo medio ectadia = 0.001502
Tasas de transicion del estado 12 - a los Pstados &

o Z7.000000; 4 | 20.000000;
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ttttttttttttttttttlt.!tttt!tftttttitttttttttt!tttt

E tado l! ! 1 = 4 3
Tasa de ingre H 2.000000
Cocztpe de reempla:u 3 1. 000000
Tasa de ingrecos NETN: 7.000000
Numero de comp. oper.: z
Tiempo medio estadia 3 0.0002Z2
Tasas de transicion del estado 11 a los estados 3
10 11.000000; ? 2.000000; z 1Z.000000;

tlttttttttttlltltttttttttttttttltttttttttttlttttlt

Estadn 10 t 242
Tasa de ingresos 4 8. 000000
Costos de reemplato 3 . 1.000000 _
Tasa de ingresos NETA: 4. 000000
Nusero de comp. oper.: . -
Tiempo- med:n estadia-z .. . 0.002451 . .
Tasas dn transicion del e:tado 10 a los estados i
(1] “5.0000003 = 26.000000;3 - ) '
tttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttttt
E tado '? : t 1 4 ‘,
,Ta a de ingresor 3 ) , 4.000000
Costos de reesplazo 1 - - 1 .000000
Tasa de ingrezoc NETHh: 4. 000000
Nusero de comp. oper.: =
e ~Tiempo -medio estadia -z - . . 0.002876
Tazas de trancicion del estado 7 a loc ectados :
3] =21 .000000;  § 2. 0000003
ttitttttttttttttttttttttttttttttttttttittttttttttt-
Entado a8 {423
Ta_a de ingresos H - 1.000000
oztos de reemplazo 2 1 . 000000
Tasa de ingresos NETNH: ’ " 1.000000
Nusero de comp. oper.: 1
Tiempo medio estadia @ 0.005774
Tacas de trancicion del ectado a a loes estadoe @

0o - ZTI.000000;
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13134433333233333433333333333333333333333333333333334

Egtado 7 t1 222
Tara de ingresor H 11.000000
Cos=toc de reemplazo 3 1 .000000
Tasa de ingresos NETNA: 11.9000000
Numero de comp. oper.: =
Tiempo medio estadia ¢ 0. 009089
Tacas de transicion del estado 7 a los ectados :
[ 14,.0000003 S 15.000000;° z 146 .0000003;

tttttttltttlttlttttttlttttlltttltttttttttttttttttt

Cztado & t 2T
Tasa de ingreson : 11.000000
Coctoz de roemplazo 2 ~ 1.000000
‘Tasa de ingresos NETH: - 11'000000
© Numero de comp. opor.t
- Tiempo nedio estadia H 0.00«475
' Tasas de tranricinn del estado 6 a los estadnr
-4 oz . 0000003 o2 _4.000000-

tttttttttttttllttttttttttttttttttttttttttttttttttl

Estado 5 1 Z 3
Tasa de inqresnr 3 5.000000
.Coctoz de reemplazo 3 1.000000
Tasa de ingresos NETH: 5.000000
- Numero de comp. oper.i S b
Tiempo medio estadia : 0.005210 .
Tacas de trancicion 'del estado S a los ectados 3 .
‘ 4 - 17.000000; 1 20, 0000003 -

ttttttltlttttltttttttttttttttttttttttttttttttttttt

C tado L ] z3
Tasa de ingresor H
Coctoc de reemplaczo 2
Tasa de ingresos NETA:S
Numero de comp. oper.:
Tiempo medio estadia =

Tacas de transicion del ectado
o Z1 .0000003

1 .000000
1.000000
1.000000

1
0.007267

4 a loz= ectados :
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ttttttttttttttttttttttttttlttltttttttttttttttttttl

Estado A t 1 = 3

'Tasa de ingresos =' f1. 000000

Coctocs de recemplazo 32 1.000000

Tasa de ingresos NETA: 8. 000000

fNumero de comp. oper.: ’ ’ 2

Tiempo medio estadia @ ‘ 0.0071572

Taca=s de transicion del ectado- Tz a los estado= 2
= 17.000000; 1 18. 0000003

' ttttttttttttttttttttttttlttttttttlttttltttttttttlt

Edtado - {232
Tasa de xngre os : 1.000000
Costos de recoplazo. | : .. 1.000000
Tasa de ingresos NETA: 1.000000
- Numero de comp. oper.: B
~"l'i’enpt:n"mm:li’l:a:ezs*l:;n:li.ai-.::-. = ' 0.0087461
Tasas de trancicion del ectado = a los ectado= :

o Z0.000000;

ttttttlttttttt‘ttt!tlttt!ttttttttt!tttttt**ttttttt

E= tado 1 i 4 1 2
‘Tasa de i.ngrer.oE i ) 1. 000000
Costos de reemplazo 3 1 . 000000
Tacza de ingrecos NETA: 1.000000
Numero de cosp. oper.: . ' e
Tiempo medio estadia 3 - . 0.0110351
Thnas.de transicion del estado 1 a lo= estados :

o 27.0000003

tttt:xtttt:tttttxt:ttttttttttttttt::t:t:txtttt33:8
E= tado (o] £ 3

Ta.a de ingre:nr 0.000000
Costos de reemplazo _ 1. 000000 ) .
Taca de ingrecos NETN: 0. 000000 ’
Nurero de comp. oper.: ' O

n
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Lo E fewumplo 2.

En L[(1) p. 17] se estableﬁe un resultado que garantiza
monotonia decreciente en Ac(*) cuando 1las trancicionec con
ceimples. En palabras, este resultado se aplica en situaciones
reales que en 1a practica son intuitivamente obvias: a medida queb
un ectado ecta mas deteriorado, el tiempo promedio de ectadia es
mi= corto. Gi adoemas, 1la funcidin de costos e= conve:a entonces Ac,
las tacac de costoz de reemplazamientos, son mondStonas en el

centido ucual.

TEOREHA 4.

Supongamos un rxstema .. con_. . espacio de estados
s = tsN', amey so_;' Yy que las taszas de ingre=zos i(+) son
qah&tonasw'en~uel zentido . de . que - =i 8, = si - entonces

ito) = its)..
Gi adenus lo=z coc toF de recmplazo c(r) son una funcidn
conveia del nimero de. conpanentes operat:vos del estado -i
. (d=nntado lsl). i. g.ucts).a f(lsﬂ) con F,conygﬁa y =i

., =%q 8. S m, 5 2
S N T T B
entonces 1 (') - Ac(-.) éatisfgce lac condicionec de monotonia
usuales. '
- Denn. Gupongamos que si < s. Yy que lsl = ls | 1 (recordamos que -

el orden eon 7 es inducido por el ndmero de compnnenten
operativos) y como § es conve:a

fefs, | - 1) + tls,] + »
- 2

fsp =

A

v 2n|n‘|)' fes, ] - +« (s P+ 1
- s, ) +0(s | - 1 = “""'i' - 1 s

o s | - - 1= Db

A

n|-.-.i| -1 - r¢|si|)
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Entonces
N )
Ac(g ) = Eq c(s)='
i =k vk
- q.. c(.. ) }_",'qu‘ c(B )y =
." ko>t
= - qunlr.-...p + gqn.rc|-.-...|
D B I

MNues como las tranciciones zon sioples,ce tiene qu‘ = 0 3

lsul ‘.lgil -1 .
S Acts) = { b qu} {nls.] - 1) - n|=.|:}
¢ k>l -t v

Ann-l ogamentn

Acts) = { Eq‘h} {n| 4§ - D —rqr.p}

Yy como

felo] -0 s s res) - 0 = fef=]

Yy 05 £aq, s Eq
| ke oy P
ce sigue:

..A:('sa). 5 Ac (sj)» - ~-si-~ 5' s s cnn|s|= Is ) - 1.

Cn general se tendra que i s’ s =, i mtom:es Ac (ua) S.Al:(si)
Yy como 1(5) 2 i(s)

o’ i€z ) - Acts,) 2 i(=s) - Ac(=)) : =]
’ & [ ! . [

Observamoe que el estado S queda excluido de una dé lac
"condiciones del tcecorema anterior, de hecho Ac (so) = 0 ., puec el
rengldn de A_ asociado a s, B3 un vector nulo. Para que el eostado
s, cumpla la condicidn de monotonia ucual, =e asigna la ciguiente
tazsa de ingresosz 3 i (so) = -NM, con _H un -~ namero s paoacitivo



 oe

du@ﬁdeo xvfi
suficientemente grande (recordamos que 1i€-) es 1a tasa de ingresoc
pos- unidad de tiempo) pues s, ©5 un estado en el que 1 reemplaco
e obligatorio. En 1a practica se excluye este estado en l1a
verificacidn de las condicionesz de monotonia. '

N continuacidn se licta 1a informacidn y los recultados de un
ciemplo que cumple laz condiciones del teaorema 4.2. La funcidon de
octos esti dada por el ndGmero de componentes operativos al
cuadrado. y '

tt‘t#t3!33333‘t!t#l!!tlttttttttttt3#t!!l!tt*ttttt'
IN!'OR!‘!ACIDN OENCRI\L -

GANGNCIA NETA F'l'\'DHEDIO f‘ClR UNIDAD DE TIEt"‘D = ‘10. 807283
" PROCESO. NORMAL.. -

Nupero de Canponentés Operativos = z -
Tipo de Componentes 2 DISTINGUIBLEG
s NO SIMPLED

Tipo dp'Transicionus

‘ttlttttttlltttttttttttttttttttttttlttttttttttttttt
DF"TIM DC CMTINU(I:IDN :

E

{

ﬁnﬁ"
e en e me PYRY
LR FRLR2 R KT (il
RV TRy v

!#t#tt’!tﬁlll#t#ttl‘ttttttt!8!##‘888‘383&333383'3t
CLASE OPTIM DE m:crﬂ.nzo '

tJ
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tttttttttttttttttttttttltttttttttttttttitttﬁ!tttlt

: Estado 7 {1222

Tasa dn ingresor 3 o 14.000000

Costos de reemplacto =2 7. 000000

Tazsa de ingresos NETA: 91 . 000000

Numero de comp. oper.: z

Tiempo medio estadia : 0. 16064667

Tacac de tranzicion del estado 7 a lo= esctados :

& 1.0000003 S5 1.000000; q 0. 000000
z 2.0000003 2 1.000000; 1 0.000000;
O 1.000000;

tt!ltttttltttttlttltttttttt!t!!!t:t!!t!!t*tttttt!t

E:tado 6 t 22z 3
Taca -de ingresor‘~ 2 2.060000(
Coztos= de reemplazo - 3 4.,.000000
Taca de ingrezos NETA: 40.000000
"Numero de comp.-oper.: .- b
. Tienpo~medio'estadia LIS ‘ 0.010517
Tasas de transicion del estado 6 a los estados 3
’ 4 -4.0000003 -3 . oooooo,-, o] B = 000000;

88‘!!33883333383338‘33ttt‘llttttttttltttttttttti!!

Egtado S aS_H ;‘I l 3 1 ’
. ‘Ta 3 de 1ngre=u: .3  12.000000
. . Costos de reemplazo : ; ’ 4 . 000000
Taca de 1ngre oS NETNA: ’9 000000
‘Nusero 'de comp. oper.s S :
Tiempo medio estadia s 0.010519
Tasas de transzcinn del estado 'S a los estadoe :
4 Z.000000; 1 G. 0000003 ‘ L] - 0. 000000;

83t313833133!ltt‘tt!‘t#tttt‘tt!883883##3#'#33!38‘3

Estadu . 4 3 -
'Tasa de ingre o0 H] 5.000000
Costoe de reemplazo 1.000000 :
Taca de ingrecos NETA: 15.000000 _ .
Numero de comp. oper.: 1
Tiempo medio ectadia : 0.0127462
Tasas de transicion del estado q a los estados @

o 10.000000;
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ttttttttttttttltttttl!ttttttttltttttttltttttttttlt

C tado 3 ( 12 3

Ta a de ingrasos H 11.000000

Coctos de reemplazo 3 4.000000

Tasa de ingresos NETNH: Z4.000000

Numero de comp. oOper.: 2

Tiempo medio estadia : 0.0414L47

Tasacs de transicion del estado Tz a loz estados :
2 $.000000; 1 2.000000; (o] 1 . 0000003

tttttttttt!ttttltlttttttttttttttttttttlttttttttttt

Entado =2 t23
. Ta.a de ingresos
Cozstos de reemplacso
Tasa de ingresos NETA
Numcero de comp. opoi.
,T1enpn medio estadia

" »

Tasar de trnnsi:inn del estado
3EO 11.000000;

<« 000000

' 14.000000

1.000000 -

-1

0.040025

2 a losz estados

lt#‘tt‘##tt##ttl!#llttt#ltttttt*t“l#t!“#!#tttttt

= tadn 1 €11

R

Tasa du 1nqre_oF ;
'COstos de reemplaczo
Taca de ingre=os NETNOA:
Numero de cump.~oper..
.Tiempo medio ec tadia

Tas&s de'fransicion del estado
o 2.000000;

11.000000

2. 000000
1.000000

1

- 0.021605

1 a los estados

t“‘t!littttttt!tttl!ttttt!ltttlt!lttl!lt‘l!tttt“

tado : 0 C J
Tasa de ingre..nE 2
Co=tos de reemplazo :
Tacza de ingrezos NETA:
MNumero de comp. oper.:

0.000000
0.000000
0.000000

o

fab T
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c2 Ejempla 3, . . .
Cv Cables =ujetos a fatiga estatica [(1) p. T413,0<2) p. 2211.

Concideremo= un cable compucesto por fibrae, lac cualece ectan
cometidac a la llamada fatiga estatica, i.e., cada fibra que
coporta una carga constante eventualmente fallara. Cs claro que 1a
carga copartada por la fibra esta relacionada inversamente con el
tiempo de vida de 1la fibra (carga constante mas grande implica
vida de 1a fibra mis corta). V

Se supone gque el cable, inicialmente compuesto por N + 1
fibrac, soportari& un carga X 1a cual es repartida entre las fibras
que no han fallado, h.'..v:.ta que ninguna de sstas sirva. Concideremno=
una fibra { que hasta el tiempo t no ha fallado .Y que soporta una
carga l‘;_“' 1a fibra fallard en el intervalo tt,& + hl con
probabilidad ‘

K'(‘l‘)- h + oth).

La funcion K1), :concu:ida como regla de fallo (bra-akdom rule)d
relaciona cambios en 1a carga de la fibra con cambios en 1la
-probabilidad de fallo de la misma.

- - Modelamos al scictema anterior como un  proceco de muerte
. generalizado con componentes dictinguibles y tranciciones simples.
Ret:or'da-i:m qQue un éctaﬂu € € 5 queda reprecentado por un namei-o
binario o cquivalentemente por un vector de componentes operativos
(aots),...,autﬂ) ) € to,n'“.‘. ffara cada elemento o estado de Sy
sea lA(s) - (lots)....,luts)) el vector de cargas por componentes
del ectado =, en donde li.") representa l1a carga de ) la i-Jsima
fibra (componente operativo) del ectado £ € S. Como la carga =5lo
ec sopnr'téda por aquellac l‘ibr__as-que no han fallado, lits) =0 =i
al(-:.) = 0. Ademas ¥ li(s) = £. La tasa de transicidn del ecstado si
al estado ¢

. sj,s e S quedéri dada por:

k | 8



I:(l..(si)) ‘=i aits.) = 1 ' dl.(ai’ =y (5")

) . )
qn = d;"h’ = 0 con 1 = 0y...N; 1 = 1

0o en otro cacso

Obcervamoss que  las condiciones oL‘(s) = 1, oli(sh) = 0O 2’4

J
c&(s? ==o\(sx)vcon 1 = OgueaagNg 1 # 4§ ©e5 una manera equivalente.

de decir gue nk ez un vecino de sr

. . A3
Las tasas de transicidn pueden ser determinadas =i se conoce

comp se reparte 1la carga entre las fibras que no han fallado para
cada estado de S, ¥y 1a manera en que 1la cafga de cada fibra adn en.
operacicn, afecta 1la prubabilidad' de que osta falle. n
particular, cnnsiderhrgnns'la'llamada‘regla'de~‘repdrto» de carga
local para el primgf punto, y 1la 1lamada gecwer law breakdown rule
para el cegundo. '

" Dado que el cable coporta todo ol peso X a traves de las
.fibras que no han fallado, cuando una de éstac falla, lafcarqa que
‘snpnftaba dicha fibra’ez_ repartida entre las demas fibras en

. eperacion de acuordo a alguna determinada regla de  reparto de

carga.

‘Pbdenns caracterizarf-una . regla de . repartov de carga
especi ficando 1a parte de la carga total ¥ que soporta cada fibra
~nnmﬁberacién,wde.cadampdcibleuestado de S. Aci por . ejemplc, una
posible r:g{; de répartn de carga e quo "la chrqa total c=e
repﬁrte igu&ibenta entre las fibras en estado operativo : si en un
estado = @ S hay k fibras en buen estadd.’ cada una de ellas -
coporta L(N + 1)/k con £ = LN + 1)."

La regla anterior puede no ser valida cuando hay interaccian
entre fibrac, por cojemplo, cuando las fibras ce hallan
entrelacadas. En éste tipo de casos, los efectos de la ruﬁtura o
fallo de una fibra afectan principalmente a las fibras vecinas mas
cercanas. Un ejemplo de ecto ez 1a 1lamada. regla . de repafto de
warga local (local load shteing cule). )
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De acuerdo a esta reqgla, lac fibrac oe supdnen'urgani:adaz on
un circulo de tal manera que, cuando una fibra falla, la carga que
coportaba ce reparte antre lac fibrac en uperaciun mis corcanas a
ella. De hecho, =i una fibra agperativa esta rodeada . pnr r fibrac
en mal ectado, la carga que caporta la fibra eg

{u + DL : Si F = O,...,N — 1
1 = - .

(N + 1L i = N

en donde X = (N + 1)L es 1a carga total.

Cn [(1) p. ZTS51, se demuestra >que si <1) es una funcidn
conveia de 1, entonces

L aq,=2 L 9, - N s =g 8., 5. €S
K>y ok x> M ' ' )

Por lo tanto, si i(:) es monitona creciente en el sentidu,
ucual, ci c(-) es una funcicn convexa del nuamere de componentes de
‘cada ectado y =i K(l) oo una funciun conve:za de 1, so gati;facen
las. cundic1aner del tearena 4.2 Ys por lo tanta. el  algoriteso  es
aplicable. ' ' P
) La funcidn de fallo a utilizar es de 1a forma K(1) = la)h,
con i, 3 conatantes positivas dependientes del material dee 1a
“ftbras”Esta"fupcién'de-falluifcnhncida"cono-wpower —law - broakdown -
-;Qle; indica que si una fibra soportdduna'carga 1, a1 tiempo t, 1a
prababilidad de quo ce rnqpa.en el intervalo (t,t + hl es

a, )P
T h + odh)

Dado que si una funcidn es derivable con derivada creciente,
entonces c= conves:a, K(1) = ln/ﬁ ec convexa si 32 1
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Como ejemplo numsrico, cnnsidprareﬁos un sistema _cﬁn N =235
fibras que coportaria una carga total de X = S y tal due 1a. regla
de fallo ests dada por K(1) = ln/n con # =35 y A =1, con regla de

reparto de carga local.

En la fimwa I, =e muestran ocho configuraciones diferentes
de fibras en estado operativo, asl como laz cargas que coportan,
Como cariginalmente suponemos S fib;-at:. distinguiblesz, hay en total
2° confi guraciones posibles, =iendo las demas igualec a alguna de .
laﬁ configuraciones de la figwa I, 31 €c aplica una rotacidn o

una reflexicon.

1 av:-; 4 .9-0“01
- A L . B
‘\) Vul‘ ’V \#‘

- ¢ *

;G‘ &2 : 2 & &
?-ub a2~ ¥
»

& - *

& 3 -
“,8_ e
x 2

s < ' > »®
RS & &

& = fibra con falleo
e = fibra en condicion aoperativa

Flmuwsaa 1.
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A continuacidn se ejemplifican las tasas de tranﬁicién entre

algunos ectados usando reparto de carga local SFfimwma 2.

-
: & &
q.‘"i.ﬂk(Z)———-— i I
* -
2¢ — - q . =k — > @
& @ : v : > o
1~ Y2
e &
= k(2) AR
} o ®

Figuwia £.

Cl - sodelo: k.cnnvideradn comp un siﬂtema cdn cnmpnnentel*
'di:tinguibles, tiene un total de 2?—32 estados difnrenteg, pero
comoD - guchos stados son indics tinguiblea bajo rutacinnes o
réfl"idnes, esta‘condiciéh de simetria noe permite modelar con
s2lo 8 estados. diferenter (-ostradur en la figwa (). Lac taca=z de.
. transicidn entre estadns se nuestran en la ftaura a. Se modelara
'entunces el siste-a comO un pProceso general. o -

| N continuaciSn se¢ muestra tanto l1la informacidin como los.
resul tados de un ejemplo para ecta aplicacidn. Se observa que 1la
funcicn de costos elegida es una funcidin conve::a del tamalio de
cada estqdu.
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2K (Zr2)

&
4 <
L2

21:(2/2)

<

2K (S5/2)

fiwwuma 5.
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03323332338 33293234332333483284222233323333433333324
INrDﬂHhCIDN UCNERﬁL

GANANCIn Nl:TA I"RDHCDID r-on UNIDAD Dl: TIEHF'D - 13.737437
PROCCSO GENCRNAL : '
Numero total de Estados ’ = a8

Tipo de Transicionec "3 NO SINPLES

l!ltltt#tlititttllttttit!!t!lt!!!t‘lt!lltttl!ttl!t
CLGSE OPTIHA DE CDNTINUACIDN

-

7
&

'tttltttttt:‘tttlttltttt!ttttltlt!l!tt‘t!ttttttttll
CLﬂSC DPTIHﬂ DC REEHPLAZD : :

d#unu;ﬁ

1!333“tttltttttttt‘t!tlt!ttttttttt!tttll!#t!t!ttl

Estado 7
:Ta:a de inqresnv H] 20.000000
Costos de reomplaco ¢ 1.000000" ?
Tasa de ingrasos NETNA: 168.000000
Nunero de comp. oper.: : S
Tiempo medic estadia 3 © 0.200000
Tasas de trancicion del estado 7 a los estados :
& S. 000000; S 0.000000; 4 0. 000000;
< - 0.000000; 2 0.000000; 1 0.000000;
o 0. 000000;



CAPITULA 2V

3102002333 38332333 23313 et aTT133331333313333333;

Estado 4]

Tasa de ingresos 3 o 1oioooooo

Costo=z de reemplazo : 1. 400000

Tasa de ingresos NETNAR 146.201250

Numero de comp. oper.: 4

Tiempo medio ectadia @ . 0.05818

Tacas de transicion del estado | a lo=s estados :

S 15. 197500; 4 2.000000; - . = 0. 0000003
=2 0. 0000003 1 0.000000; o] 0.0000003

ttttt!*ttttlttttlttttlltttlltttttlttttttttltttlttt

Estado S
Tara de ingresos ;v 1&.000000
Costos de reemplazo @ .o 1« 500000
Taca de ingresos NETA: - 16.500000
© Numoro de comp. oper.t z
- Tiempo medio ectadia 0 - - 0.01Z574
‘Tacas de transfcinn del ec tado 5 °  a los estados : i
o 4 - 0.000000; ST G61.000000; = "1« 0000005

i S O-OQOOOO;v‘ 0. ”‘0.000000;

tttttttttttt‘.tttttttttt!ttttttttt!tttlttttttttttt

Ertado o L}
Tasa de ingreruf ’ H , 14.000000‘
" Costos de reemplazo z 1« BO0000
Taca de ingresos NCTNA: ) 7. 87T750
Numsero de comp. oper.: ’ z
Tiempo sedio estadia 3 0.00244&4
Ta=zas de trancicion del estado 4 Ta ins estados :
= Z2. 0000003 bad 15.107500; 1 0. 0000003
o 0.000000;
tttt:tttttttttzttttltttttttttttttttttttttttttttttt
Crtadu ‘ A
Tasa de inqresos 3 &2 000000
Costos de reemplazo = =.000000
Tasa de ingrezoc NETA: ~182.ZT12500 -
Numsero de comp. oper.: -
Tiempo medio estadia : 0.004859
Tacas de transicion del estado Z ' a los pstados ¢

- 0.000000; R | 175.312500;3 0 - 0.000000;
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tttttttttttttttttttttttttt.ttttttttttttttttttttttt

Tasa de 1ngre o 2 ?.000000
Co=stos de reemplazo : 2. 000000
‘Tasa de ingresos NETA: ~-186.Z122500
Numero de comp. oper.: . =
Tiempo medio estadia : 0.000261 -
Tacsas de transicion del astado =< - a los estados :
1 175.212500; 0o  0.000000;

tlxtltttttl!t!*tt!!tttltlttttttittltttl‘ttlttltttt

Estado 1
Tasa de ingre S0S ] 2.000090
Costos de reemplazo - <. 000000
Tasa de ingresos NETA: ~1563T. 000000
Numero de comp. oper.: ‘ 1
Tiempo mcedio estadia s 0.000Z2 .
Tasas de transicion del eétado 1 - a los estados :

-0 ZT135.000000;

3833‘83‘8&!!833‘8333tttt!tt‘t!il8313’3*!33#33!383!

E tadn RN ¢« I
Ta:a de ingre:o: s 0.000000
Costos de recoplazo : 8. 000000

Taca de ingresos NETA: 0. 000000
Numero de comp. oper.: ARSI, A
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CONCLUSIONES

La teoria de reemplazo Sptimo ha sido estudiada_ por  varios
investigadores s5in  embargo, los resultados referentes a 1a
exictencia y fnrma de las politicas Jdptimas se enfocan al ascpecto
tedSrico y no proporcionan una nanéra explicita de encontrar dichas’
politicas. for eso es importante el contar con algoritmos que, al
menos para ciertos modelos como en 1a presente tesis, nos permita

determinar eiplicitamente una politica de reemplazo Sptimoa

Otro aspecto gque es importante recaltar ec que la forma de la’
politica Jptima obtenida en el capltulo 2 es 1a de una 'pnlltica
de cbntrol', es decir, una pollticé que queda deterhinada POr una
“frontera®” que divide al espacio de estadosyen dos claces: una de
reemplazo y otra de continuacidn. Este hecho que c¢ intuitivamente
esperado se traduce en una pnlltica de recmpla.o aimpla Y - de  muay
facil i-plementacxun.

El sistena de conputaclun que e realizd para implementar el
algoritmo esta diseliado en forma totalmente  interactiva lo gque
permite la facil captura y hqdifi:aﬁién de infnruacién ﬁeceéaria,
de tal manera que s=e cuenta con una herramienta que permite
realizar desarrollos practicos cobre estos modelos.
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