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l. INTRODUCCION 

1. 1 A1itecede1itu 

El presente trabajo se ubica dentro del proyecto en desarrollo desde h~ 

ce varios años, de. la pla~ta solar del Instituto de Ingeniería, UNAft, y 

más específicamente dentro del diseño del sistema de control para la 

misma. 

Se tienen como antecedentes directos: 

a) Un modelo para un tubo absorbedor de un colector solar de tipo .ca

nal parabólico como los instalados en la planta solar, (1). Este mode

lo, formulado a partir de hipótesis poco restrictivas, consta de dos · 

ecuaciones diferenciales parciales de 2° orden, no lineales y de tipo 

parabólico acopladas, de la forma: 



S (t·,z) at Tz x¡ (t,z) + g (t,z) 

~ (t,z) = S x2 (t,z) + f (t,z) at z 

2 

donde x¡ es la temperatura del aceite que se calienta en el absorbedor 

y x2 es la temperatura de las paredes del mismo; Tz y Sz son operadores 

diferenciales de 2º orden en la variable espacial Z; g(t~z) y f (t 1 z) 

contienen a las entradas del sistema como son flujo de aceite, radiación 

solar y temperatura ambiente. Se supone conocida la temperatura de en-

trada del aceite al absorbedor y se fijan unas condiciones a la frontera. 

b) Una familia de modelos, basada en el modelo mencionado y estructu-

rada en el espiritu de la teoría de simplificación de modelos (3), que 

se obtiene al imponer al modelo base un conjunto de simplificaciones que 

se describirá en el siguiente capítulo. 

En (2) se propone además, un enfoque para resolver las ecuaciones dife-

renciales de los modelos obtenidos, a partir de las ecuaciones integra-

les correspondientes, aunque no se obtienen ahí los resultados numeri-

cos. 

En el capítulo 2 se describe esta familia de modelos y se presenta la s~ 

lución numérica de los modelos linealizados así como un análisis breve 

de los resultados. 
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1. 2 Ve6.úu'c.16n del. p1tobtenu 

El propósito central del presente trabajo es hacer un nniilisis de sensi

tividad del tubo absorbedor utilizando modelos mencionados en la sección 

anterior. 

Dicho análisis consiste esencialmente en estudiar los efectos que produ

cen variaciones paramétricas en la respuesta del sistema. Los principa

les objetivos y aplicaciones de tal estudio son: 

a) Jerarquizar la importancia relativa de los parámetros del sistema 

sobre su funcionamiento, lo que podría orientar el estudio del mismo en 

su diseño u operación. 

b) _Considerar en el modelo final, aquel que se usara para fines de con. 

trol, las variaciones de aquellos parámetros que fuese necesario para 

evitar que el modelo se aleje de la realidad en forma significativa. 

c) Buscar mayor precisión en la medición y/o estimación de aquellos p~ 

rámetros que así lo requieran. 

d) Fijar límites de varia.cien o tolerancias. permisibles en los pa-

rámetros. 

Intuitivamente una forma simple de hacer un análisis de sensitividad CO.!!_ 

siste en resolver el modelo del sistema repetidamente con distintos valE._ 

res de un parámetro, manteniendo los otros en un valor fijo. Como se 

puede imaginar fácilmente este método es impráctico y lo es cada vez mas 

al aumentar el número de parámetros sujetos a v~riación. 
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A la fecha se han desarrollado diversos métodos para efectuar el análisis 

de sensitividad, aplicables segGn el tipo de modelo disponible para el 

sistema existiendo una mayor cantidad de resultados cuando el modelo del 

sistema es de par&mctros concentrados (4). 

Los métodos requieren, en general, del desarrollo de un nuevo modelo, 

que llamaremos modelo de scnsitividad y cuyas variables dependientes son 

los coeficientes de sensitividad definidos como: 

i 1, 2, ••. , j 1, 2, .•.• 

donde xi son las variables que caracterizan la dinámica del sistema {es

tados, salida) y k. son los parámetros del mismo, que se suponen constan
J 

tes. Dicho modelo de sensitividad tiene la misma estructura matemática 

que el modelo original aunque no necesariamente es del mismo orden y su 

solución conj~ntamente con la solución del modelo original con los para-

metros en su valor nominal nos dará la evolución en el tiempo de los coe-

ficientes de sensitividad. 

Cuando el modelo consiste de ecuaciones diferenciales parciales, pueden 

existir, además de parámetros constantes, parámetros que sean función de 

las variables independientes y el concepto de coeficiente de sensitivi-

dad debe ampliarse. 

En (5) se utiliza el concepto de derivada funcional para definir los coe 

ficientes de sensitividad en sistemas descritos por ecuaciones diferen-

ciales parciales, y es tal que el cambio en las variables de interés 



ó xi (t, z) como resultado de perturbaciones en los parámetros ó kj (z) 

y ó k.(t) está dado por 
J 

ó xi(t,z) = f ó xi(t,z) 
ó k. (o) <5 k. (o) do 

J J 

y 

ó xi(t,z) I 
ó xi(t,z) 
ók.(T) ók.(T)dt 

J J 

5 

óxi(t,z) 
respectivamente y 0 k.(o) 

J 

y 
ó xi(t,z) 

Ó k.(T) 
son las derivadas funciona 

J 
les. 

Puesto que nuestra familia de modelos consta de ecuaciones diferencia-

les parciales y se tienen parámetros en función de las variables indepen-. 

dientes, se utilizará esta definición de los coeficientes de sensitivi-

dad aunque se presentará y justificará en el capítulo 3 para los. estados 

del sistema utilizando técnicas ~e análisis funcional y se verá que esta 

definición es equivalente a la derivada fuerte o de Frechet de los esta-

dos. En este mismo capítulo 3 se describirán los parámetros del modelo y 

se desarrollarán los modelos de sensitividad. 

En el capítulo 4 se presenta la solución de estos modelos utilizando para 

ello el enfoque y las técnicas sugeridas en (2) y finalmente en el capít~ 

lo 5 se dan las conclusines y planteamientos para trabajos futuros en es-

ta area. 



2. FAMILIA DE MODELOS 

2. 1 fatll.ltctuJto.c-i.611 

Esta familia está estructurada a partir del modelo S0 dado por .(Apéndi-

ce A); (t ~ O , O ;:_ z ;:_ 1) 

~ = ....::'. ~ + A X¡ - µ x~ - y 4 + a q(t) + a w(t) + ot Pe az2 L Xz 

+y (w(t) - e:.) 4 

con las condiciones a la frontera: 

x¡ (t,o) = v(t) ~ (t,l) 
az 

o . 

(2 .1) 

(2. 2) 

(2.3) . 



~ (t,o) = O 
az 

-ª2tz. (t,l) 
az 

y se suponen conocidas las condiciones iniciales. 
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o (2.4) 

Por diversas razones, relacionadas con la simulación y el control de 

los absorbedores, resulta de interés aplicar una o mas de las siguien-

tes simplificacionest 

51.- Despreciar la dependencia de hi (coeficiente de convección) de 

la temperatura y la velocidad del aceite. 

52.- Despreciar la conducción axial tanto en el tubo como en el acei-

te, ésto equivale a tomar Pe = "' en el modelo. 

53.- Linealizar el término de radiación (ésto conduce a modelos bi-

lineales). 

55.- Linealizar las ecuaciones en torno de un estado estacionario. 

Cada ocasión que se aplique al modelo 50 alguna de estas simplificacio-

nes quedará plant.eado un nuevo modelo. Así la primera generación de roo 

delos consta de 4 elementos y se puede representar como 

(Sl, S2, S3, 54) (2.5) 

La segunda generación, resultante de aplicar 2 de las simplificaciones, 

se le puede representar como 

t En la referencia (2), donde se estructura esta familia se considera 
una simplificación más que consiste en discretizar en la variable 
z, pero ésto no será considerado aquí. 



8 

SlSl, SlS2, SlSJ, SJSl1 

S2Sl, S2S2, S2S3, S2S4 

s3's1, S3S2, S3S3, SJSl1 

Sl1Sl, S4S2, S4S3, S4S4 

que resultaría en 16 modelos; sin embargo, fácilmente se puede obser-

var que 

a) SiSi = Si 

b) SiSj SjSi, para i , j .=:.. 3 

c) Sl1Sl no está definido 

d) SJ está contenida en S4 

e) S4S2 = S2S4 

por lo que, la segunda generación queda representada por cinco elemen-

tos 

(SlS2, SlSJ, SlS4, S2S3, S2Sl1) (2.6) 

Utilizando las mismas consideraciones, los modelos de la tercera gene-

ración quedan representados por 

(SlS2S3, SlS2S4) (2.7) 

Quedando todos los posibles modelos, para este conjunto de simplifica-

cienes, contenidos en (2.5) a (2.7). 

Un análisis más detallado.de estas generaciones de modelos se encuentra 

en (2). 

Puesto que el propósito central de este trabajo es el hacer análisis de 

sensitividad, se tomarán para tal efecto sólo los modelos SlS4 y SlS2S4, 
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que requieren de tener la solución en un estado estncionnrio de los mo-

delos SI y SIS2 respectivamente, y son los modelos que se detnllar&n y 

resolver&n en las siguientes secciones. Y puesto que en la citada re-

ferencia no se obtienen soluciones numéricas, al final del capítulo se 

hará un an&lisis, aunque no exahustivo, de los resultados numéricos de 

estos modelos lineales con la idea de, en trabajos futuros, seguir esta 

línea de investigación. 

2. 2 Sotuc<.611 del modelo S 1 S2S4 

Este es, como se habrá apreciado, el modelo que reune todas las simpli-

ficaciones propuestas, puesto que la S3 esta implícita en S4. 

Considérese primero la simplificación SI, ésto es, supóngase que hi tie 

ne un valor fijo, con ésto ó1 y ó2 en la ec (2.1) serán constantes. 

Aplicando la simplificación 52, haciendo Pe , desaparecerán.los tér 

minos de segundo orden con lo qye se tendrá el modelo S1S2: 

SIS2: 

~ - - u{t) ~ - ó1 x1 + ó2 at - az x2 (2.8) 

~ = :\ x¡ - µ x2 - y xi+ a q(t) + Bw(t)+y (w(t) -ó)'+ (2.9) 

con la condición a la frontera 

x¡(t,o) = v(t) 

Sean ahora las funciones x~(z), x~(z) una solución del modelo en un es-
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tado estacionario del sistema para las entradas constantes 

u(t) = us V (t) q (t) w(t) = r,13 

y pertGrbense estas entradas con 

u(t) = us -i-du(t)¡ v(t)= vs +dv(t); q(t)= q8 +dq(t); w(t) =ws + dv(t) 

sean ademas 

E;. (t,z) 
J 

x. (t,z) - x~ (z) 
J J 

j 1,2 

las correspondientes desviaciones de los estados del estado estaciona-

ria. Linealizando segGn técnicas usuales (6), que es en lo que consis-

te la simplificación 54, se obtiene el modelo. 

SlS2S4! ,_ 

tp. = - us. *1- - º1 E:·1 + º2 E;z - p(z) du(t) (2 .10) 

(2 .11) 

con la condición a la frontera 

F;¡ (t,O) d V (t) (2. 12) 

donde 

__ dx~ · 3 
p(z) dz; µr(z) = µ + 4 y(x~) ( s ·) 3 a =a+ 4 y w - ... 

r 
(2 .13) 

y con las condiciones iniciales 
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j =. l, 2 

considerando que el sistema está inicialmente en estado estacionario. 

Como se podrá notar, se han eliminado algunas de las condiciones a la 

frontera y ésto es porque, por un lado, si se conservan, tendriamos ·un 

problema sobreespecificado y porque estas condiciones eliminadas sólo 

surgen al considerar la conducción axial, que es eliminada por la simpli:, 

ficación 52. 

Para obtener la solución de este modelo se define el siguiente cambio de 

variable 

¡:; 1 (t,z) <ji (t, z) + dv(t) (2.15) 

suponiendo que dv(t) es diferenciable, se llega al siguiente problema de 

valores iniciales y condiciones homogéneas a la frontera. 

;: = - us *- 01 <ji +6 2 <; 2 -p(z)du(t) -ó 1 dv(t) - (dv)
1 

(t) (2 .16) 

a¡:; 
~ = - µ (z)f;z + A .p+ A dv~t) +a dq(t) + e dw(t) ut r r (2.17) 

.p(o,z) - dv(o); 9(t,o) o (2 .18) 

¡:; 2 (o,z) =o (2.19) 

La ecuación (2.17) es una ecuación diferencial sólo respecto al tiempo 

por lo que su solución estará dada por 

¡:;2 (t, z) J
t -µ (t-T) 
e r (:>.<:>+A dv(•) + adq(T) +I\ dw(-r)) dT 

o 
(2.20) 
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Puesto que ahora se tiene un problema de valores iniciales, vamos a 

reescribir la ec (2.16) como sigue 

-ª.! = A • + ó2 ~2 + g(t,z) at 

Ho,z) = <ji 0 (z) - dv(O) 

donde A es un operador diferencial dado por 

además 

A Ht,z) = - us !t - cS 1 •; az Ht,O) o 

g(t,z) p(z) du(t) - cS 1 dv(t) - (dv)
1 

(t) 

La solución a esta ecuación es de la forma 

Ht,z) T(t).
0

(z) + ft T(t-r)(cS2~ 2 (r:z) + g(r,z)) dr 
o 

donde T(t) es un semigrupo fuertemente contínuo (7). 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

(2.24) 

Para determinar este semigrupo, consideremos el problema homogéneo 

Ht,o) = o 

aplicando la transfortÍlada de Laplace respecto al tiempo 

s ~ (s,z) - • 0 (z) 

donde ~ (s, z) 

us a~ (s z) - ó¡ • (s,z) az , 

L (Ht,z)) 

(2.25) 

rearreglando términos, tenemos la siguiente ecuación diferencial sólo en 

en la variable z 
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·¡cs,o) = o (2.26) 

cuya solución es 

- _1_ f z - (s:~ (z-o) 
$(s,z) - s e 9

0
(o)do 

u o 
(2.27) 

Como estamos considerando el problema homogéneo dado por (2.25), la 

ecuación (2.24) queda reducida a 

(2.28) 

aplicando a esta expresión la definición de la transformada de Laplace (7) 

ics,z) = e-se t(e,z)de f
"' 

J
"' -se e T(t)9

0 
(z)de (2.29) 

o o 

igualando las ecuaciones (2.27) y (2.29) 

r o 

-st e T(t)<I> 
0 

(z)de 

- (s+cS¡) 

J
z e u!;! (z-o) 1 

7 <ji
0 

(o)do (2.30) 
o 

definiendo o z - use, con lo que do - u5 .dt y sutituyendo en (2.30) 

por lo que T(e) queda definido por 

T(e) <ji
0 

(z) 

{ 

e-ole s 9
0

(z-u e) 

o 

(2.31) 
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Aplicando esta definición al 2° miembro d~ (2.24) y sustituyendo ad~ 

mas la expre~i6n (2.20) para (z(t,z): 

-o(t-t)Jt - µr(~)(t-n) (A ~(n,i;) + 
T(t-t)o2 t 2(t,z) = H(()ó e e 

o 

+Av(n) + f(n)) dn (2.32) 

donde f(t) =adq(t) + f:\ dw(t) 

!; = z - u
5 

(t - T) 

acl,emas 

T(t-t)g(t,z) H(z-us(t-•))e-o(t-•)[-p(z-us(t-•))du(T) - ó1dv(T) -

- (dv) 1 (T)) (2.33) 

Finalmente 
'-

T(t) ~ (z) = - H(z-ust) e-o¡t dv(o) . o 

Siendo H(t) la función de Hesviside definida por 

.,,) -{ : t ~o 

t < o 

Sustituyendo t2.32) a (2.34) en (2.24) 

(2.34) 

s -oc · f' -µr (0 (T-n) 
Ht,z) = - H(z-u t) e dv(o) + o e (AHn1, ¡;,) + 

o 

+ Av(n) +f(n))dndT + r e-O(t-T) (-p(~)du(T) -o dv(T) - (dv)
1 

(T))d• (2.35) 
ts 



donde 

t > z/us 

Utilizando (2.15) para obtener ~¡(t,z) tenemos: 

¡; 1 (t,z) -dv(t) = o ;i. ( J: K(t-T,T -n,z)¡; 1 (n,z-us(t-T))dn dT + 
s 

+ ó I: I: K(t-~, T-n,z) (a dq(n) + ar dw(n)) dn dT -

s 
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(2.36) 

J

t -o(t-T) ( S ) Jt -ó(t-T) 
- t e p z-u (t-T) du{T)dT -o t e dv(T)dT -

s s 
'-

(2.37) 

donde se puede ev~luar la siguiente integral por partes: 

I: e-ó(t-r)(dv) 1 (T)dT 

s 

y, utilizando (2.36): 

dv(t) -
-ó(t-tS) ft -Ó(t-T) 

e dv(t )+ ó e dv(T)dt 
s t· 

. s (2. 38) 

t > z/uS (2.39) 

t < z/uS 



el nucleo K(t,o,z) está dado por 

-µ (z-u8 t) o 
K(t,o,z) = e-ót e r 
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(2.40) 

Sustituyendo (2.38) y (2.39) en (2.37) resulta finalmente que.E;¡(t,z) B!!_ 

tisf ace la siguiente ecuación integral de tipo Volterra de segunda espe-

cíe (8): 

f;¡(t,z) -óAJ: [K(t-T,T-n,z)E;¡(n,z-us(t-T)) dn dT 

s 

H(ust-z)e-óz/us dv(t-z/uS) -( e-ó(t-T)p(z-us (t-T))du(T)dT + 

s 

+ ó I: I: 
s 

K(t-T,T-11,z) (a dq(n) + B dw(n)) dn dT 
r 

(2.41) 

y E; 2 (t,z) queda dada por la transformada integral (2.20) donde sustituí-

mos la expresión (2.15): 

f
t -JJr(z)(t-T) Jt -JJ (z) (t-T) 

E; 2 (t,z) =A 
0 

e f;¡(T,z)dT + 
0 

e r . (a dq(T) + 

+ Sr dw(T)) di (2.42) 

2. 3 So.t'.ucl6n del modelo SIS4 

Según la nomenclatura usada, al aplicar al modelo base (2.1) a (2.4) las 

simplificaciones Sl y S4 se obtiene el modelo: 

SlS4: 

(2.44) 



LJ2. = ~ ~ + X 1:1 - µr(z) l';z +a d.q(t) + e~ dw(t) ílt Pe ílz • 

Con las condiciones a la frontera 

(1 (t,o) = dv(t) 

U2_ (ó,o) e O 
ílz 

y las condiciones iniciales nulas: 

¡;i(o,z) e o 

ll1 (t 1) = o 
íl z ' 

..Li2. (t l) = o a z ' 

i 1,2 
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(2 .45) 

(2.46) 

(2. 47) 

(2.48) 

Siendo E;i(i=l,2) igual que en la sección anterior, las desviaciones de 

los estados de un valor estacionario para entradas constantes. Los coe-

ficientes p(z), µr(z) y er quedan definidos igual que para el modelo 

SlS2S4 por la ecuación (2.11). 

Igual que en el caso anterior se da una formulación integral de este mo-

delo. Para ésto se obtienen funciones de Green para los operadores dif~ 

renciales de cada una de las dos ecuaciones (2.44) - (2.45) a partir de 

una expansión de los estados en términos de las funciones característi-

cas de dichos operadores, (12). 

Por conveniencia se define el siguiente cambio de variable 

1'; 1 (t,z) <l>(t,z) + dv(t) (2.49) 

Con el que la ec (2.44) queda (asumiendo derivabilidad de dv(t)) 

-ª.t = -1... Ll - us -ª.t - ó1cp + ó2<; 2 - p(z)du(t)-ó dv(t)-(dv)' (t) (2.50) ílt P ílz2 ílz 
e 
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Con las condiciones a la frontera homogéneas: 

Ht,o) = o M. (t 1) = o az , (2.51) 

y la condición inicial: 

9(0,z) = ~0 (z) - dv (o) (2. 52) 

Los operadores diferenciales en la variable espacial z quedan definidos 

como sigue. 

Para la ecuación (2.50) y considerando (2.51) 

T y = __!_ ~ - u5 ~ - c5 y 
z pe az2 az 

con dominio dado por 

'-

y, y', y" e: L2 (o, 1) ; y(o) o , y' (l)= o 

y, y' absolutamente continuas } 

Para la ecuación (2.45) y considerando (2.47) 

Con dominio dado por 

R w = ~ z ·p 
e 

w,w', w" e: L2(o,l) ; w' (o) = O , w' (1) 

w, w' absolutamente continuas } 

Definiendo, además,las funciones 

o 

g(t,z) = o E;z (t,z) - p(z) du(t) - ódv(t) -· (dv)1 (t) 

(2.53) 

(2.54) 

(2.55) 

(2.56) 
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f(t,z) = - µr{z) E;z(t,z) + ;i. E;¡ (t,z) + aclq(t) +ar <lw(t) (2.57) 

Podemos reescribir el modelo.SlS4 como sigue 

Tz ~ + g(t,z) (2.58) 

~ = R ¡:; 2 + f(t,z) 
at z 

(2.59) 

con las condiciones iniciales 

<fi(o ,z) E; 2(o,z) =O (2.60) 

El problema de valores y funciones características para estas ecuaciones 

es el problema de encontrar todas las funciones ~k(z) y $k(z) que satis-

facen, respectivamente, a las siguientes ecuaciones diferenciales. 

(2.61) 

(2.62) 

Siendo µk y ;i.k los correspondientes valores característicos. 

Por lo que respecta al operádor Rz , se trata de un ~perador autoadjunto 

y la solución de (2.62) es: 

;i. = - " ll2 k2 
k 1,2,. ... (2.63) 

k pe 

$k (z) C¡ cos ( n kz) k 1,2, .... (2.64) 

donde c¡ ¡--;¡:- hace ortonormales estas funciones. 



Para el operador T
2 

, la solución de (2.61) es 

\l = 
k 

donde 

p (us)2 
__ e k_2_ _ _e~,__- _ 

6 p 4 
e 

az 
e sen cek z) 

El operador adjunto a Tz está dado por 

T+ - _!_ -ª-1 + uS b'._ li z y - p az2 az -- y 
e 

p uS 
e 

a= --2-

20 

(2.65) 

(2. 66) 

(2. 67) 

(2. 68) 

D(T;) = f y;y,y' ,y'' i: L2 (0,1) ;y(t,o):o , u5 y(t,l)+ f *(t, l)=O} (2.69) 
\ y,y' absolutamente continuas e 

Para este operador las funciones características son 

-az 
c2 e sen (ek z) (2. 70) 

donde a y ek están dados por (2. 6"7) y c2 se determina para protonorma,

lizar las funciones características 

y es 

> 

-1/2 

c 2 = f2 ( 1 + 2!k sen 2ek) (2.71) 

Ahora, con el conocimiento de las funciones características y puesto 

que son conjuntos completos (10, cap 4); esto es, forman una base para 
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" L2 (O, l )", se puede hacer una cxp:m:;ión de los es tnrlos. en términos de 

estas funciones 

(2.72) 

(2. 73) 

donde hay que determinar los coeficientes ªk (t) y Bk (t). 

Para los términos independientes del modelo, usando el teorema de 

Riesz-Fischer (9). Se puede hacer la siguiente expansión 

"' g(t,z) = k~l gk $k(z) (2.74) 

(2.75) 

donde los coeficientes están dados por 

+( ~ gk =< ljik z), g(t,z) > J
l + 

0 

ljik(o)g(t,o)do (2.76) 

fk = < ~k(z), f(t,z) > (2. 77) 

Sustituyendo (2.72) a (2.75) en (2.61) y (2.62) obtenemos 

(2.78) 

(2. 79) 

reacomodando términos 
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.. d ªk (t) 
k~l ljik (z) dt - Jlk ªk(t) - gk } = o (2.80) 

.. d ak (t) 
k~l ol>k (z) { dt - µk llk(t) - fk} = o (2.81) 

y dada la independencia lineal de las ljik , se requiere que se cumpla 

k = 1,2, ... (2. 82) 

k = 1,2, ... (2.83) 

con las condiciones iniciales dadas por 

(2.84) 

(2.85) 

La solución de (2.82) y (2.83) es de la forma 

k = 1,2, .. (2.86) 

(2.87) 

Substituyendo (2.86) y (2.87) en (2.72) y (2.73) respectivamente 

(2.89) 
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cambiando el orden de integral y suma tori¡i 

(2.90) 

(2.91) 

donde los términos involucrados en las sumatorias, se pueden definir co-

mo las funciones de Green; ésto es 

"' 
µkt + G (t,z,o) k~l e l)ik (o) l)ik (z) (2.92) 

"' 
}.kt 

<Pk(o) <Pk(z) F .(t,z,o) k~l e (2.93) 

Con lo que finalmente, y utilizando (2.49)-, (2.56) y (2.57): 

; 1 (t,z}=oJtJlG(t-T,z,o);2 (T,a}dodT - Jtf
1
G(t-T,z,a}p(o)du(T)do dT -

o o o o 

- rrG(t-T,z,o){odv(T)+(dv)' (T)}dadT -rG(t~z,a}dv(o}da +da(t) 
o o . o 

(2. 94) 

;z<t,z>= -f f F(t-T,z,a)µr<º>;2cr,o>dad• +>.f J1 F(t-T,z,0>;1 c-r,a)do dT + 
o o o o 

•t 1 
+ f f F(t--r,z,o} {ad (-r) + 13r dw(-r)} da d-r 

o o q 
(2.95) 

Son la formulación integral del modelo SlS4, que consiste en un sistema 

de dos ecuaciones integrales de 2a. especie de tipo Fredholm -Volterra. 



24 

2. 4 AnllUü de 11.~1tltado.oi 

En este capítulo se comparan cualitativa y cuantitativamente los mode-

linealizados del absorbedor descritos en las secciones anteriores. 

Tal comparación permite explicar cómo se pasa de un modelo descrito por 

ecuaciones parabólicas cuando se considera difusión axial (modelo SlS4) 

a un modelo descrito por ecuaciones hiperbólicas al eliminar tal termino 

de difusión (simplificación S2). 

En las secciones anteriores se llevó a los dos modelos a una formulación 

en ecuaciones integrales tanto en la variable tiempo (t) corno en la va-

riable distancia (z). Para obtener la solución numérica de estas ecua-

cienes se aplicó la transformada de Laplace en el tiempo para tener ecua-

cienes integrales sólo respecto a z, y una vez resueltas, se antitransfor-

man numéricamente. 

2.4.l Modelo SlS2S4 

Este modelo está dado por las ecuaciones (2.8) a (2.10) y las expresiones 

que se utilizan para la solución numérica, aplicando la transformada de 

Laplace son: 

(o 1+s) - z Jz ,,... uS ,.. . 
~1(s,z)=e · dv(s)+ 

- (ó¡+s) (z-o) 
e us ...!..(o 2 ~ 2 (s,o)-p(o)d~(s))do (2.96) us 

o 

a d~(s) + a d~{s) 
~1(s,z) + ~~~~~--'r'--~~ 

s+µr(z) s + µr(z) 
(2.97) 
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donde podernos sustituir la 2a. ecuación en 111 la. paré! tener la siguiente 

ecuación inte.gral para € ¡ (s, z): 

donde 

€1(s,z) - ºúsA fz K(s,z,0)€1(s,o)do = F(s,o) 
o 

L {f;i(t,z)} i 1,2 

- (ó 1;s) (z-o) 
e u 

K(s,z,o) 
s + \lr(o) 

_ (ó1+s) z 

F(s,z)= e us dv(s) - 1 
uS 

- (ó¡+s)(z-o) 

f
z uS A 

{ p(o) e do}du(s) + 
o 

+ ~ { r K(s,z,o)do} {a dq(s) + Sr d;(s) 
o ~ 

(2.98) 

(2.99) 

(2.100) . 

Queda definida la solución, en términos de la transformada de Laplace, 

por las ecuaciones (2.97) y (2.98). Para la solución de este modelo se 

desarrollo una subrutina en Fortran para resolver ecuaciones integrales 

de tipo Volterra de la 2a. especie aproximando la integral según las fór-

mulas de integración de Newton-Cotes (13); para la transformada inversa 

de Laplace se utilizo el algoritmo descrito en (14) y todo el programa se 

implantó en una computadora Burroughs B-7800 usando precisión simple (en 

el apéndice B se presenta un listado de las subrutinas). 

La solución nominal sobre lo que se linealiza se fijó de acuerdo con con-

diciones de operación especificadas en (1) con los siguientes valores de 

las entradas 



qs 165.335 

ws 20 

s 
u 

vs 210 

26 

que permiten obtener el aceite con una temperatura de aproximadamente 

250°C a la salida del absorbedor. Esta solución en estado estable 

(fig 1) se obtuvo resolviendo el modelo S1S2 (ecs 2.5 a 2.7) anulando 

las derivadas respecto al tiempo y para las entradas constantes dadas 

utilizando para ello el método de Newton, (5). 

290 
¡ ¡ . ¡ l i 1 ! 

·------:-·. ·-· ---~------·}-·---. --!---·- ;- -··~.-·-¡ . ·- -·---·¡ 

. __ )_ ·-----~---··-___! _______ L ____ .. _____ ··-· . _Temp. 

280 

270 

2813 

250 

2'40 

230 

220 

210 

200 ..... ----+-----+--·---f---
e.a a.2 e.4 a.e a.a 1.9 

FIG l. SOLUCIONEN ESTADO ESTABLE PARA EL MODELO SlS2S4 
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Pára analizar el compol·tamiento de este ~1odelo ne aplicaron entradas es

calón, por separado, con los siguientes valores: 

dq (t) 16.5335 u_1 (t) 

dw(t) 21 u_ 1 (t) 

du (t) O.lu_
1
(t) 

dv(t) 2.0 u_
1 
(t) 

donde u_
1
(t) es el escalón unitario. 

Las gráficas de las temperaturas del tubo y el fluido en 10 puntos del 

absorbedor equidistantes entre sí, se muestran en las figs 2 a 9 y de 

estos resultados se puede decir lo siguiente. 

En (1) se resuelve el modelo del absorbedor utilizando aproximaciones 

de diferencias finitas y se hacen algunos análisis básicos que no te!!_ 

dría caso repetir aquí, sólo cabe mencionar que las diferencias entre 

la solución en estado estacionario obtenidas aquí y allá difieren en 

lo esperado teniendo en cuenta que aquí se toma como constante el cae 

ficiente de convección entre tubo y fluido hi (simplificación Sl). 

A reserva de hacer una comparación más detallada de los métodos numé

ricos para la solución a partir de las ecuaciones integrales o de las 

ecuaciones diferenciales; la experiencia personal, después de utiliza~ 

ambas es.trategias en el mismo modelo (aproximaciones en diferencias 

finitas en (1) y métodos de integración numérica aquí), es que resul

te más sencillo, y rápido, resolver las ecuaciones integrales. Esta 

ventaja aunada al conocimiento que se adquiere de la naturaleza materna 



9.22 

28 

~I 

3.0 
Fig 2.2 Respuesta del rr.odelo S1S2S4 para un escalón en la ra

diación solar. Temperatura de fluido. 

~2 • 

3.0 

Fig 2.3 Respuesta del modelo S1S2S4 para un escalón en la radiación 
solar. Temperatura dc>l tnhn_ 



21.0 

21.0 

Fig 2.4 
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E; 1 

t 

3.0 

RespuE!'ta del modelo S1S2S4 para un escalón en l~ temperatu
ra de entrada. Temperatura del fluido. 

3.0 
F_ig 2. 5 Respuesta del r.iodelo S1S2S4 ¡xira un escalón en la temperatu

ra de entrada. Te1;:pc1atura del tubo. 
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3.0 

Fig 2.6 Respuesta del modelo S1S2S4 para un escalón en el flujo. 
Temperatura del fluido. 

3.0 

Fig. 2.7 Respuesta del modelo S1S2S4 para lU1 escalón en el flujo. 
Temperatura del tubo. 



·-

'' 
' 

31 

t 

Fig 2.8 Respuesta del modelo S1S2S4 para un escalón en la temperatu
ra ambiente. Temperatura del fluido. 

t 

3. 

Fig 2.9 Respuesta del modelo S1S2S4 para un escalón en la_tempeiatu
ra ambiente. Temperatura del tubo. 
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tica del modelo al pasar las ecuaciones diferenciales a la formulación 

integral justifican el utilizar esta estrategia de solución. 

En las figs 4 y 5 se aprecian oscilaciones en los instantes iniciales; 

estas son producto de errores numéricos del algoritmo de inversión de 

transformadas de Laplace usado. A continuación se muestra una gráfica 

(fig 10) con la antitransformada de: 

F(s) = ( .!. --1 
) s s+l 

-bs 
e 

con b = l que representa un retraso en el tiempo de b unidades y que dá 

una forma aproximada de las curvas de temperatura en las figs 4 y 5; la 

función en el ~iempo es: 

o < t < b 

t > b 

y en la gráfica se aprecian las imprecisiones del algoritmo. Sin embargo 

este algoritmo tiene la ventaja de requerir la evaluación de la función 

en s en pocos puntos (10 en todos los resultados presentados) y los erro-

res pueden llegar a ser menores del 0.1% (14) cuando la función en el 

tiempo no tiene valores muy cercanos a cero. 



t.ee 

B.80 

B.60 

0.49 

0.20 

e.ee 

! 
'¡ 

1 -·-··-¡······- ··;---· ;·-·--;·-··. 
- ·. ·-· _J ______ l ____ ,_¡ ___ ·-··-

i 
i 
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----·· .i - --·· ···--i--- .. ---- ---------··-··-- . 
; 1 

1 1 1 -··T---····-···· ---¡-·-·-í--r·---, -·-----·----···· 
' 1 1 

. 1 1 1 • ; ' 

i ·······(---~, ------; .. ·-¡--~,·--¡--:---
! ! ! . : 1 -a.2e ...-~~--~-t-~~~~-..~~~~-1-~-~~~-+~ -~----t t 

s.e e.e 1 .a 2.e 3.0 "·ª 
'. 1 . 1 -s 

Fig 2.10 Antitransfonnada de F(s)={s - s+T} e 
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2.4.2 Nodelo S1S4 

Este es el C1odelo dado por (2. 44) a (2. 48) que incluye la de fusión axial 

de calor. 

Para obtener la solución numérica de este modelo, se utilizó también 

aquí la transformada de Laplace: 

c1(s,z)= {l+(s+o 1)rG(s,z,cr)do} dv(s)+ J1ccs,z,o) p(o) d~(s) do -
o o 

- 02 f1 
G(s,z,o) f.2(s,o) do 

o 

Jl , J
0

1 F(s,z,o) µr(o) €2(s,o)do - h 

o . 

J
l 

F(s,z,o) R(s) do 
o 

(2 .101) 

F(s,z,0)~1(s,o) do -

(2 .102) 

donde R(s) =a dq(s) +e dw{s), G(s,z,o) y F(s,z,o) son las transforma
r 

das de Laplace de las funciones de Green asociadas a los operadores dif e-

renciales (2.53) y (2.54) respectivamente. 

En la sección 2.3 se obtuvieron expresiones para estas funciones de Green 

a partir de expansión de los estados en funciones características; dichas 

expresiones son, después de aplicar la transformada de Laplace: 

F(s,z,o) 
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F(s,z,o) 

Sustituyendo las expresiones para las funciones y valores característi-

ces 

donde 

"' G(s,z,o) = k~l 

2 ea(z-o) c2 

s - ( 
G~ 
p 

r 

Pe(uS)2 

4 

sen 

- ó 

F(s,z,o) "' _c~T_c_o_s_(~k_11_z~)~c_o_s_~(k_11_0_)~ 
k~l 

p us. 
e 

a= --2-

s - ( - pv 112 k2 ) 
e 

. 6 
Dada la magnitud del número de Peclet (Pe=32xl0 ) el evaluar estas se-

ries es algo sumamente ímpráctico dado que la convergencia es lenta y 

los errores de redondeo son difíciles de estimar o controlar. Para de-

terminar, al menos cualitativamente, la forma en que el modelo con difu-

sión se acerca al modelo sin difusión al aumentar el número de Peelet, 

se utilizó otra forma de obtener las funciones de Green, como expresio-

nes.cerradas .a partir de soluciones linealmente independientes del pro-

blema homogéneo (11). Estas funciones son: 

a) o < z 

G(s,z,o) 

p [e-(a-b)o _ e-(a+b)o)[(a+b) e(a-b)(z-1) (a-b}e(a+b)(z-1)) 
e 

ab (Ca-b) e-(a+b) - (a+b) e-(a-b) 



) ) - ~ cos 11 ( ) ( cos h ( a z) 1 ( ) F s,z,o = 
9 

mJ Í:anh--W - sen l ex z 

b) . a > z 

donde 

F)s,z,o) 

p uS 
e 

a =-2-

a h ( ) (ces h (exo) sen h (az)) - s ces az ten h (ex) -

b 

p 
e 

2 
·r---p-;j a=/ _e_ 

\) 
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Aún con estas expresiones, la evaluación numérica sigue siendo impráctico. 

Desarrollando las expresiones y dadas las magnitudes relativas de los tér-

minos, se mostrará como se simplifican para llegar al modelo sin difusión 

cuando P + ""• 
e 

Analicemos primero la función·G(s,z,a) considerando que; si Pe + "" • 

p 

a + "' 

/ (us)2 + 4 (ó1 + s) 
p 

e 

(a+b) = ; (us + 

(a-b) - 2 (cS1 + s) 

b ... a> 

2b 
p 

e 

(a+b) + oo 

(a-b) .,. _ (ó1+s) 
u&· 
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a) a < z 

P { (a+b)e-(a-b) c(a-b)(z-o)_e(a-b)zc-(a+b)o)-(a-b)e-(a+b) 
G(s,z,o)= -=e'--~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

2b (Ca-b) e-(a+b) - (a+b) c-(a-b)) 

(e(a+b)z c-(a-b)a_e(a+b)(z-o))} 

2b((a-b)c-(a+b)_(a+b)e-(a-b)) 

dadas las consideraciones anteriores: 

(a+b) e -(a-b) 
_,. - 1 

(a-b)e-(a+b)_(a+b)e-(a-b) (a-b) -2a 
(a+b) e -:-1 

(a-b) e-(a+b) 

(a-b)e-(a+b)_(a+b)e-(a-b) (a+b) 2b 
- (a-b) e 

y, en el caso del segundo de estos coeficientes: 

_,. o 

(a+b) 2b 
- (a-b) e 

( 
(a+b)z -(a-b) 

e e e(a+b)(z-o) 

La cayor magnitud de este término.es cuando z a= 

(a+b) 2b ---e 
(a-b) 

2b ) e - 1 

que claramente tiende a cero al crecer P 
e ' 

por tanto: 

[ _ (01+s) (z-o) 
-(a-b)z G(s,z,o) + Gi(s,z,o) = uS 

- uS e - e e-(a+b)a) 
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y, puesto que (a+b) ·>"' si Pe ·• "' , el segundo término se anula para 

o > O y se l~ega a: 

- li i+s (z-o) * 1 uS c1 (s,z,o) = - ~ e 
uS 

(2 .103) 

b) o > z 

G(s,z,o) 
Pe { (a+b) -(a-b)( (a+b)(z-o) e e (a-b)z -(a+b)o ) e e 

ab ( (a-b) -(a+b) 
e - (a+b) e-(a-b) ) 

( b) -(a+b) ( (a+b)z -(a-b)o (a-b) (z-o) - a- e e e - e 
2b ( (a-b) e-(a+b) - (a+b) e-(a-b) ) 

Utilizando los mismos argumentos que para a ~ z, se llega a: 

~(s,z,o) .... G~(s,z,o) - u~ (e<a+b)(z-o)_e(a-b)z e-(a+b)o) (2.104) 

donde lo~ dos términos se anulan para o > z, por tanto 

G~ (s,z,o) o o > z 

Sustituyendo las expresiones simplificadas (2~103) y (2.104) de G(s,z,o) 

en (2. 4. 6) se. tiene: 

{l+(s+d1)fzcy(s,z,o)do }dv(s)+ Jzcy(s,z,o)p(a)d~(s)do 
o o 
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donde, si se efectua la integral del primer término del lado derecho de 

la igualdad, se llega a la ecuación (2.4. l) que expresa la solución del 

modelo sin difusión. 

Para el caso particular del obsorbcdor, estas expresiones simplificadas 

de G(s,z,o) ·son válidas para la-zl > 10-
7 

; es decir, los términos que 

se eliminan sólo tienen valores significativos en ese rango de valores 

de la variable de integración a. 

Por lo que respecta a la función F(s,z,o) se tiene que 

r F(s,z,o) dcr 
l 
s 

ademas, si Pe + "' a + "' y la tan h (a) -+ l y: 

F(s,z,o) 

{

- ~ ( ea(cr-z)+ 

=F*(s,z,o} = _
5 

• 

n ( a(z-o) 
- - e + 

s 

e -a (o+z)) 

más aún: 

F* {s,z.cr) :+ { o a f z 

-~ a = z 
s 

a < z 

a > z 

(2.105) 

y F* tiene todas las características de una función impulso, como se pu~· 

de apreciar en la fig 11 donde se grafica 

f(cr) - s F*(s,z,o) 

para z 0.5 y valores de n de 5, 10 y 20; F* dada por (2.105). 



A partir de esto, si sustituimos la expresión 

F* (s,z,o) = 6 (o-z) 
s 

Siendo o(o-z) un impulso unitario aplicado en o = z; en la ecuación 

(2.4.7) es fácil llegar a la ecuación (2.4.2) que expresa la solución 

del modelo sin difusión. 
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Como ya se dijo antes, una comparación más detallada, sobre todo numé

rica, de los modelos con y sin difusión para el caso pa.rticular del ab

sorbedor es impractica. 

El desarrollo de esta sección justifica, por un lado, la eliminación de 

la difusión en el modelo del absorbedor para efectos prácticos y, por 

otro lado, presenta una forma alternativa de analizar modelos matemáti

cos dados por ecuaciones diferenciales parciales ante simplificaciones 

como la analizada. 

Como comentario final sólo queda el dejar la inquietud de que con una f ~ 

milia de modelos distinta (o esta misma, con distintos valores) podría 

obtenerse una mayor riqueza en las comparaciones planteadas, sobre todo 

en el aspecto numérico. 
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21:1.0 

1e."e 

18.0 

14.9 

12.0 

10.0 

8.0 

e.a 

4.0 

2.e 

0.0 
o.e 0.2 9.4 a.e e.e 1.0 

'· 

Fig 2.11 Gráfica de f(a)=-sF*(s,z,a) para z=O.S 



3. ANALISIS DE SENSITIVIDAD 

3. 1 '-

En realidad el concepto de análisis de sensitividad es simple y lo defi 

nimos corno "el estudio de los efectos que producen variaciones pararné-

tricas en la respuesta del sistema" y la información de la sensitividad 

de un sistema está contenida en los coeficientes de sensitividad definí 

dos como la siguiente derivada 

a u. 
l. 

ak:"' 
J 

i 1,2, .•• , n j 1,2, •.. , m 

donde las ui son las variables que describen la dinámica del sistema o 

aquellas que sean función de los parámetros k. y sobre las que se desee 
J 

conocer los efec.tos de variaciones mencionadas. 
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De aquí se desprende que un aniilisis como éste debe estar ligado a un 

propó~;ito de diseño predeterminado donde se definirán o se determinarán 

las variables u. 
l. 

Pero la simplicidad del concepto no inplica necesariamente simplicidad 

en el análisis mismo, y es que la complcj idad en la obtención de los 

coeficientes de sensitividad es la misma o mayor que la de la solución 

del modelo del sistema y ésto depende de la estructura del modelo. 

Cuando el modelo del sistema es de parámetros concentrados hay una _va-

riedad amplia de definiciones para los coeficientes de sensitividad y 

formas asociadas para su obtención de las que la referencia (4) es una 

buena recopilación con una amplia bibliografía. 

Sin embargo, para el caso de modelos de parámetros distribuído's solo se 

encontró un trabajo (5) que utiliza un modelo de este tipo para el des!!_ 

rrollo del ~odelo de sensitividad y contempla el caso de paráoetros que 

son funci6n de las variables independientes sin hacer si~plificaciones 

antes de hacer el análisis. En este capítulo se presentan estas ideas 

justificándolas usando conc_eptos de análisis funcional y se aplican al 

modelo SlS2S4 del absorbedor t usando las tEknicas de solución presenta-

das en el capítulo 2. 

Se parte de la formulación integral del modelo: 

~¡(t,z) - J: T(t~T){ó ~ 2 (<,z) + g¡(T,z)} dT = dv(t) - T(t)dv(o) (3.1) 

t Dados los resultados obtenidos en el capítulo 2 se considera ya solo 
este modelo para el análisis de sensitividad. 
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= J
t e-µ (t-T) 

r {>.t;¡(i:,z)+g2(i:,z)}di: 
o 

(3.2) 

se define como coeficiente de scnsitividad de los estados t;i a la deri

vada de Frechet, si existe, denotada: 

(3.3) 

para determinar estas derivadas a partir de las ecuaciones del ~odelo 

definimos los espacios: 

K = 

[ 
R si k. no es función de t o z 

J 

1 2 (O, 1) si k. es función de z 
J 

12(0,"') si k. es función de t 
J 

y expresaremos las ecuaciones (3.1) y (3.2) como 

G (k,0 K X X .... R 

tal que 

G (k,t;) O 

consta de 2 elementos, uno para cada una de las ecuaciones (3.1) y 

(3.2). Definimos también la región: 

{ (k, t;) : 11 k 
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donde k y ~ denotan valores nominales. 

Haciendo uso del teorema sobre funciones implícitas (16, pae 294) la 

diferencial de Frechet de ; respecto a k en k satisface la ecuaci6n: 

(a~- G(k,~)J ó;(k)=-( a~ G(k,~)J ók (3.4) 

donde los argumentos k y ~ denotan evaluaci6n en los valores nomina-

les; siempre que se cumplan las sieuientes condiciones: 

.l) 

.U) 

.lü) 

o G (k,°t) 

a 
~ G(k,~) existe en cada (k,~) e ílr y es contínua 

G(k,;) es contínua en ílr 

( a - - )- i ( ) .lv) . ~ G(k,0 existe en R +X ·. 

v) 0~ G(k,~) existe en ílr y es contínua en (k,~) 

Una vez asegurado el cumplimiento de estas condiciones podemos hablar de 

la ecuación (3.4) como modelo de sensitividad, tiene la misma estructura 

que el modelo del sistema con diferencia s6lo en los términos no homogé-

neos, y su solución nos dará los coeficientes de sensitividad (3.3), pe-

ro dado que ó k puede ser función de alguna de las variables independien-

tes y las derivadas parciales indicadas en (3.4) son operadores, no sie!!!_, 

pre sera posible despejar simplemente y resolver directamente para la d~ 

rivada, lo que obliga a considerar por separado los dos casos: 

a) cuando k no es funci6n de t o de z 

b) cuando k es función de t o de z 
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En (a) se considera a aquellos parámetros que en el d
0

esarrollo del mode-

lo se suponen constantes y que están sujetos a variaciones, en general, 

por imprecisión en el cálculo o medición, tolerancias de fabricación, e.!!. 

vejecimiento lento (comparado con las constantes de tiempo del sistema). 

En (b) se incluye a aquellos parámetros que en el desarrollo del modelo 

aparecen como función explícita de alguna de las variables independien-

tes. 

En el caso (a) es válido expresar el modelo de sensitividad como: 

[ a - - ) ~ G(k,;) 
M; -
ók (k) [ a - - ) - ak G(k,;) 

y resolverlo directamente para la derivada. 

(3.5) 

En el caso (b) no es valido despejar de esta manera y es necesario bus-

car formas alternativas, bien sea para obtener la derivada misma o algu-

na caracterización de ella como sería a través del teorema de Frechet-

Riesz (9, pag 142) usando el producto interno: 

(3.6) 

que es la forma propuesta en (5), donde denominan a Df como la derivada 

funcional, y que consiste en lo siguiente. 

A partir de la ecuación (3.4) se aplica el producto interno con funcio-

nes arbitrarias. ~(t,z): 
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< a - -
~ G(k,F.) cH;, ~' > e < a - -

- ak G(k,f,) ók, $ > 

reescribiendo esta ecuación usando el operador adjunto: 

< > < - a - -
ak G(k,r,) ok, .¡, > 

y a través de la elección adecuada de condiciones terminales y a la 

frontera para el problema adjunto, tratar de llegar a expresiones como 

la (3. 6) e identificar por analogía la derivada funcion.al. 

Aunque este método puede resultar atractivo y de fácil aplicación, tiene 

el inconveniente de ser demasiado costoso, ya que el fijar condiciones 

terminales al problema adjunto implica la necesidad de resolverlo para 

cada instante de tiempo y cada punto en z y salvo que se tengan expresi~ 

nes expiícitas para la solución, puede resultar prohibitivo. 

En la siguiente sección se desarrollará el modelo de sensitividad para 

el absorbedor y posteriormente se hará una descripción breve de los par~ 

metros del mismo. 

3. 2 /.ladee.o de lieM.l:Uv.i.dad 

Se parte de las ecuaciones (3.1) y (3.2), a las que aplicando la trans-

formada de .La place llegamos a las ecuaciones (2. 97) y (2. 98) que trans-

cribimos: 

!:> ). Iz €1 (s,z) - ~ K(s,z,a)€1 (s,a) do= F(s,z) s 
u o 

(3. 7) 



( 2 (s,z) 
A CI dq + Sr dw 

s + µr(z) F,¡(s,z) + s + µr (z) 

donde K(s,z,a) y F(s,z) están dadas por (2.99) y (2.100). 

Expresando este modelo como: 

A 6 A f z G¡(k,f;) = f;¡(s,z) -~ K(s,z,a)(¡(s,o) do - F(s,z) 
us o 

p A <; 1 (s,z) 
G2 (k,<;) = ~z(s,z) - s ( ) + µr z 

,A 

a dq + Sr dw 

s + µr (z) 
o 
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(3.8) 

o 

podemos aplicar directamente el teorema sobre funciones implícitas ya 

que se satisfacen todas las condiciones enumeradas en la sección ante-

rior (Apéndice C) siendo las expresiones siguientes: 

ó<; 1 Cs,z) - r K(s,z,a;- ót; 1 (s,a) da 
o 

[a~ Gz(k,~)J ó<; = ó<;z(s,z) - 5 + ~r(z) cSE;¡(s,z) 

además: 

[ ) 
~l (s,z) cSk - ¿__ [ª dq + Sr dw) cSk 

- a~ s+µ: (z) ak s + µr (z) 

escribiendo estos términos como la ecuación (3.4) tenemos el modelo de 

sensitividad par~ el absorbedor. 
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J
?. 

o<;¡ (s,z) -
o 

-Jz K(s,z,a)ó!;¡ (s,o)do -
o 

aK aF '5k (s,z,a)~¡ (s,o)ok do +a¡z ok (3.9) 

>. [ ) 2- (ª dq + llr dw ) ok 
ó!;2(s,z) - s+µ/z)_ ó!;¡ (s,z) = a~ s+µ:Cz) ~l (s,z)lik + ak s + llr (z) 

(3 .10) 

donde (:) indica evaluación con valores nominales de los parámetros. 

Estas dos ecuaciones junto con las (3~7) y (3.8) nos dan los coeficientes 

de sensitividad en el dominio de la transformada de Laplace. 

3. 3 Vuc.,1úpci.611 de .to~ paJuúnebto-b 

Los paránetros que aparecen en las ecuaciones (3.7) y (3.8) (>., llr' etc) 

son agrupamientos de los parámetros básicos del sistema que resultan al 

desarrollar el modelo base (Apéndice A) y dado que no tienen significa-

ción física relevante, no tendría mucho valor hacer análisis de sensiti-

vidad respecto a ellos. 

A continuación se describen brevenente los parámetros básicos del absor-

hedor y respecto de los cuales se plantean modelos de sensitividad. 

3.3.l Parámetros de.la superficie selectiva 

Al tubo absorbedor se le cubre con una superficie selectiva que es la 

que determina el comportaniento del absorbedor en la transferencia de 

calor por radiación, del sol al tubo y del tubo al ambiente, mediante_ 2 

paránetros, absortancia y emitancia. 
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Tanto la absort::mcia como la emitancia de¡~enden de la distribución en 

longitud de onda de la radiación y esta distribución depende de la temp~ 

ratura del cuerpo emisor, y es esta característica lo que le puede dar 

selectividad a una supcrficiet Si consideramos que el 98% de la radia 

ción solar está distribuída con longitud de onda menor de 3.0 µ m y .que 

solo el 1% de la radiación de un cuerpo negro a 2SOºC ocurre a longitu-

des de onda menores de 3.0 µ m sería deseable tener una superficie con 

la característica ideal mostrada en la figura 3.1 ya que de la ley de 

Kirchoff (18) se sabe que 

donde el subíndice denota una longitud de onda dada. 

"' ..... 
u 
¡:: 

"' 

·-

P. 

0 1.0 - - - -- -
<ll 
.-t ... 
<ll 
~ 

/ ,• /,. . " ' •• ~. ; "1 

J.O 

Longitud de onda 

FIG 3.1 Característica ideal de una superficie selectiva 

T En aplicaciones solares con temperaturas de trabajo menores, las perdí 
das por radiación no son tan relevantes para buscar superficies selec:
tivas cercanas al ideal. 
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Un material que se acerca a esta característica, y que es el usado en 

los colectores descritos, es el cromo negro que tiene una característica 

como la mostrada en la figura 3.2 (18). 

fll,11.~ •1•111111• ton •111111111.:\..f'I 

o 
0.3 DA O.S 0.1 1.0 i.u 3 o 4.fl 5 o 1:1 100 20.n 

w.wclt'flfjlh.~rn 

FIG 3.2 Reflectancia vs. longitud de onda para cromo negro 

Los valores nominales utilizados y que son en realidad un promedio so-

bre el rango de espectro adecuado son: 

a 0.87 

E 0.09 

Como se puede apreciar en la figura estos parámetros sufren variacio-

nes con el envejecimiento del material lo que depende en general, de la 

calidad del depositado de la superficie. 
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3.3.2 Coeficientes de convección 

Estos determinan la transferencia de calor por convección del tubo al 

fluido (hi) y del tubo al medio ambiente (h
0

) ; describiremos primero 

el hi 

Este coeficiente depende, ademas de las propiedades de los materiales, 

de la temperatura y régimen de flujo del fluido, así como de la rugo si-

dad de la superficie y de la geometría de los elementos que intervienen. 

Las expresiones que se encuentran en la literatura para estimar este coe 

ficiente se obtienen, en general, mediante correlaciones de grupos adi-

mensionales con experimentos realizados en laboratorio llegando a tener, 

en el mejor de los casos, desviaciones de t 40% entre el valor predicho 

por la expresión usada y el valor real. Ademas de esta incertidumbre, la 

variación mas importante de este coeficiente es con el régimen de flujo 

(en (19) se hace un.analis~s b~eve de estas variaciones, de donde se to-

mó la figura 3.3) siendo tal que se introduce un elemento (intensifica-

dor de calor) para asegurar que se tiene un régimen de flujo turbulento 

independientemente de la temperatura del fluido y del flujo másico. 

En este trabajo se hace la simplificación máxima sobre este coeficiente 

al aproximarlo por un valor constante que es un valor intermedio de las 

variaciones predichas por la expresién (3.11) para las temperaturas del 

fluido nominales a la entrada y salida del absorbedor 

. donde: 

h. 
l. 

m
• o.a 

70 + 0.018 T1 

h. 400 
l. 

m - flujo; T1 - tenperatura del fluido 

(3.11) 
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Para el coeficiente de convección exterior (h
0

) se utiliza una expre

sión empírica que relaciona este coeficiente con la velocidad del viento 

obtenida, al igual que hi , mediante correlaciones de datos experimenta

les con grupos adimensionalcs. En este trabajo se considera constante 

la velocidad.del viento en 5 m/seg con lo que se obtiene 

3.3.3 

h o 

Propiedades del aceite 

4.9 + 3.267 V 21.35 (3.12) 

En forma explícita sólo intervienen la densidad y el calor específico. 

Para estos parámetros, el fabricante proporciona las siguientes expresi~ 

nes con validez para temperaturas entre 37.7°C y 260ºC: 

P¡ 

C¡ 

-2 
883.7 - 62.97 X 10 T¡ 

0.4322 + 8.678 x 10-4 T¡ 

(3.13) 

(3.14) 

donde T¡ es la te~peratura del aceite. Se utilizaron los siguientes va-

lores, que son el valor medio en el rango de validez: 

P¡ 783 kg/m3 

c 1 0.571 kcal/kgºC 

3.3.4 Propiedades del absorbedor 

Al igual que para el· fluido, sólo aparecen explícitamente la densidad y 

el calor específico tomados de la literatura (18) para el cobre: 

P2 8795 kg/m 3 

c2 0.1 kcal/kgºC 
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3.3.5 Geometria del colector 

Aparecen en forma explícita tres parámetros de la geometría del colee-

tor: diámetros interior y exterior del absorbedor y apertura del espejo 

con los siguientes valores nominales: 

3.3.6 Entradas 

$. = 0.0255 m 
i 

$
0 

0.0286 m 

a 2.5 m 

Aún cuando estrictamente no se les puede llamar parámetros, es posible 

tratarlos en la misma manera y hacer análisis de sensitividad respecto 

a ellos ya que siempre estarán sujetos a variaciones por imprecisiones 

en medición y factores corno el clima y conocer la sensibilidad del sis-

tema respecto a las entradas puede dar información útil. 

a) Radiación solar. En la figura 3.4 se muestran dos curvas de la ra-

diación solar para un día soleado ! un día nublado que dan una clara idea 

de las variaciones que se pueden esperar. El valor usado para la solu-

cien estacionaria en torno a la que se linealiza fue estimado como prom~ 

dio esperado en la zona donde está instalada la planta solar. 

b) Temperatura ambiente. 

Se tomó un valor arbitrario de 20°C para la solución estacionaria que tra 

ta de estar cerca del promedio esperado durante las horas que podría 

operar la planta en un día. 
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Solar 11mc 

FIG 3.4 Radiación Solar Total. 

c) Flujo de aceite. 

Se le considera la variable de control y su valor nominal fue estimado,p.!!_ 

ra obtener aproximadamente 250ºC a la salida del colecto~ como 250 kg/hr. 

d) Temperatura de entrada. 

Se supone un valor nominal de 210ºC y esta sujeto a variaciones dadas. por 

la dinámica de otros elementos de la planta y de la forma de operación 

de la misma. 

Estos son los parámetros para los que se resuelve, o por lo menos se pla.!!. 

tea un modelo de sensitividad. No están agotadas las posibilidades, pero 

en este trabajo sólo se desea dejar planteado un método para hacer análi-
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sis de sensitividad formalmente y los resultados numéricos obtenidos pa

ra el absorbedor deben verse mas bien como un ejemplo y una guía para 

uso posterior en el diseño. 

·-



4. SOLUCION DEL MODELO DE SENSITIVIDAD 

Co~o se mencionó en la sección 3.1, la sol~cion del modelo dep~nde de 

qué clase de parámetro se esté analizando, para el caso de parámetros 

que no son función de las variables independientes se resuelve en la 

misma forma que e~ modelo del sistema, como se describirá en la siguie.!!_ 

te seccio~con lo que se obtuvieron resultados para los parámetros men

cionados en las secciones 3.3.l a la 3.3.5 utilizando los valores de 

las entradas que se usaron en el capítulo 2. 

Para el caso de parámetros función de alguna de las variables indepen

dientes, como son las entradas, se da el planteamiento de la solución S.!:_ 

gún el método propuesto en (5) pero no se obtuvieron resultados numéri

cos debido al alto tiempo de procesador que sería necesario y aunque se 

trató de llegar a obtener una forma de solución más eficiente para este ca 

so, debido a limitaciones de tiempo no se logro un resultado positivo. 
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4. 1 Plaiiteamlettto de -Ca Mútci.611 

Para parámetros que no son función de las variables independientes y _a 

partir de (3. 7) a (3 .10) se siguen los siguientes pasos para cada pará

metro: 

a) Dada la transformada de Laplace de las entradas, resolver la ecua

ción integral (3. 7) y evaluar la expresión (3. 8) con los valores 

nominales de los parámetros. 

b) Resolver la ecuación integral (J.9) usando la información obtenida 

en (a) y evaluando, cuando sea necesario, con los valores nominales 

de los parámetros. 

e) Evaluar la ecuación (3.10) usando los resultados de (a) y (b). 

d) Antitransformar numéricamente los resultados de (b) y (c). 

Para parámetros que son función de alguna de las variables independientes 

el método propuesto en (5) sigue los siguientes pasos para cada paráme

tro con la diferencia, respecto al caso anterior que obtiene el modelo 

de sensitividad de la formulación en ecuaciones diferenciales del modelo 

del sistema. Este se puede obtener también con el teorema sobre funcio

nes implícitas descrito en el capítulo anterior tras verificar el cumpli

miento de las condiciones dadas. 

a) Aplicar el producto interno con funciones arbitrarias a las ecuacio 

nes del modelo de sensitividad. 
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b) Determinar el operador adjunto del modelo de sensitividad. 

c) Fijar las condiciones a la frontera y condiciones terminales para 

el problema adjunto que permitan obtener expresiones del tipo de la 

(3.6) e identificar por analogía la derivada funcional. 

d) Resolver, analítica o numéricamente, el modelo del sistema y el pr~ 

blema adjunto con valores nominales de los parámetros. 

e) Evaluar las expresiones obtenidas en (c) para la derivada funcional. 

Puesto que se aplicaron las entradas por separado y los valores elegidos 

son más bien arbitrarios, se hará una comparación de los resultados para 

cada entrada. En las tablas 4 .1 y 4. 2 se d.an los valores maxim.os que al

canzan los coeficientes de sensitividad para cada entrada, indicándose 

con una T si éste valor máximo.ocurre como un transitorio y llega a un es 

tado estacionario.de magnitud menor y con una E si el valor máximo ocurre 

en el estado estacionario. 

4. 2.1 Radiación solar 

En las figuras (4.1) a (4.10) se muestran los resultados obtenidos para 

esta entrada, de donde se puede decir lo siguiente: 

La respuesta del absorbedor es mucho más sensible a variaciones en 

la absortancia que de la emitancia de la superficie selectiva. 
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La sensibilidad respecto al coeficier¡te de convección exterior es 

mayor que respecto del coeficiente de convección interior. 

Para este último, el coeficiente de sensitividad del fluido presen

ta un transitorio y tiende a regresar a cero y la magnitud máxima 

es de las más bajas comparada con el resto de los parámetros. 

La sensibilidad respecto a la densidad del aceite tiene poca signi

ficación, los valores máximos, de magnitud pequeña, ocurren en tra,!l 

sitorios de corta duración y se atenuan al paso por el absorbedor. 

La sensibilidad respecto a la densidad del tubo es la de menor mag

nitud y su valor máximo ocurre cuando la temperatura del tubo está 

aproximadamente en un 72% del valor final regresando a cero en el 

estado estacionario. 

Los coeficientes de sensitividad respecto al calor específico tanto 

del tubo como del fluido son los que alcanzaron la magnitud mayor e.!!. 

tre todos los parámetros, pero dada la magnitud de estos parámetros 

y el tipo de variaciones esperadas, no implica situaciones críticas. 

Cabe destacar la forma que tiene el coeficiente para el calor especi 

fico del fluido (fig 4.7) en el estado estacionario que muestra una 

variación a lo largo del a9sorbedor que puede ser importante en la 

determinación de una longitud Óptima. 

El resultado obtenido para la apertura del espejo da una magnitud 

que puede ser importante para el diseño de los espejos, aunque debe 

recordarse que aquí no se consideran aún el efecto de imperfeccio

nes en el espejo y el efecto· del envolvente. 
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Fig 4.2 Coeficientes de sensitividod respecto de la emitancia 

para un escalón en la radiación solar. 
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Fig 4.3 Coeficientes de sensitividad respecto del coeficiente de 
convecci6n interior para un escal6n en la radiaci6n solar. 



o. 

-0.063 

z. 

o. 

' ' I 

.SE;1 
'Olio 

4.0 

1 / 

-0.063 ¡;../ __________ ...::::==-----
z 

65 

t 

t 

4.0 
Fig 4.4 Coeficientes de sensitividad respecto del coeficiente de 

convección exterior para un escal6n en la radiación solar. 
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Fig 4.6 Coeficientes de scnsitividad respecto del~ densidad del 

tubo para un escalón en la radiaci6ó~solar 
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Fig 4.8 Coeficientes de sensitividad respecto del calor específico 
del tubo.para un escalón en la radiación solar. 
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Fig 4.9 Coeficientes de sensitividad respecto de la apertura del 
espejo para un escalón en la radiaci6n solar. 
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Fig 4.10 Codicientes de sensitividad re~pgcto del flujo nominal 

para un e~cal6n en la radiación solar. 
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Aún cuando el coeficiente para el fl~jo nominal presenta una magni

tud baja (comparada con otros parámetros) ésta debe tomarse en cue~ 

ta al analizar el resto de las condiciones nominales del punto de 

operación, que no se hizo aquí por no aparecer explícitamente en el 

modelo linealizado. 

Todas estas observaciones tienen validez para el punto nominal seleccio

nado y no necesariamente será válida.para otro cualquiera que se elija. 

4.2.2 Temperatura ambiente 

En las figuras (4.11) a (4.17) se muestran los resultados de donde se pu~ 

de decir lo siguiente: 

Para el coeficiente de convección exterior (h
0

) hay un cambio de si.a_ 

no en el coeficiente de sensitividad respecto clel obtenido. con un es 

calón en la radiación disminuyendo la magnitud máxima alcanzada. 

Para el resto de los parámetros se conserva el comportamiento comen

tado para la radiación solar disminuyendo solo las magnitudes máxi

mas alcanzadas. 

4.2.3 Flujo de aceite 

Los resultados para esta entrada se ouestran en las figuras (4.18) a 

(4. 24). 

La sensibilidad de la temperatura del fluido respecto del coeficien

te de convección interior presenta un transitorio más rápido que en 
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Fig 4.11 Coeficientes de sensitividad respecto del coeficiente de 

cohvecci6n interior para un escalón en la temp. ambiente. 
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Fig 4.12 Coeficientes de sensitividad respecto del coeficiente de 
convección exterior para un escalón en la temp. ambiente. 
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Fig 4.14 Coeficientes de sensitividad respecto de la densidad del 
tubo parn un escalón en la tempEratura ambiente. 
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Fig 4.15 Coeficientes de sensitividad respecto del ·calor especifico 
del fluido para vn esca16n en la temperatura ambiente. 
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los casos anteriores y para la temperatura del tubo se presenta el 

valor máximo en un transitorio, manteniéndose el signo respecto 

del obtenido en 4. 2. 2 • · 

Para el coeficiente de convección exterior se presenta una varia-

ción más pronunciada a lo largo del absorbedor en el estado esta-

cionario manteniéndose el signo respecto del obtenido en 4.2.2 • 

Para el resto de los parámetros se presenta un cambio de signo res-

pecto del obtenido en 4.2.2 

El coeficiente de sensitividad respecto del calor específico del 

fluido llega a un máximo cuando la temperatura del fluido esté 

aproximadamente en 75% de su valor final regresando a un valor final 

cercano a cero. 

El coeficiente de sensitividad respecto al flujo nominal presenta 

variaciones menores a ·10 largo del absorbedor en el estado estaciona 

río respecto.de los dos casos anteriores. 

4.2.4 Temperatura de entrada 

Los resultados se muestran en las figuras (4.25) a (4.31). 

En este caso todas las curvas, excepto la de h , tienden a regresar o . 

a cero en el estado estacionario. 

Todos los coeficientes, excepto el de flujo nominal, cambian signo 

respecto del obtenido en 4.2.3 • 
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Las magnitudes máximas alcanzadas sot;1 las mayores entre las 4 entra

das. 

En muchos de los resultados se observan algunas pequeñas oscilaciones 

producto, como se muestra en el capítulo 2, de imprecisiones de la rutina 

de antitransformación usada. 

·-



82 

TABLA 4. l Magnitud m1íxima de los coeficientes de sensitividad de 
la temperatura del fluido a la salida del nbsorbcdor 

~trada 
parámetr~ dQ 

e¡ 20.2 E 

- 18.18 T 

a 7 .93 E 

a 2. 75 E 

E - 0.1265 E 

h 
o 

mS 

P¡ 

h. 
l. 

- 0.0413 E 

- 0.0257 E 

0.0052 T 

0.002 T 

dW 

0.828 E 

- 0.7571 T 

O.Oll5 E 

- O.OOl·E 

l. l 7xl0-3 T 

-<+ 
0.83xl0 T 

du 

-1.5714 T 

6.714 T 

0.0133 E 

0.0892 E 

l .6xl0-3 T 

0.6xl0-3 T 

O. 76xl0-4T 

dv 

l/1.91 T 

- 61.5 T 

- 0.125 E 

0.0981 T 

0.0125 T 

- 0.0063 T 

- 0.7xl0-3
T 

TABLA 4.2 Magnitud máxima de los coeficientes de sensitividad de 
la temperatura del tubo a la salida del absorbedor 

'-.,,entrada 
parámetro'>, dQ 

a 

a 

h 
o 

ms 

P¡ 

h. 
l. 

P2 

-24,43 T 

18.76 E 

10.66 E 

3.7 E 

0.21 E 

0.063 E 

- 0.0245 E 

- 0.004 T 

- 0.0043 E 

- 0.27x10-
3 

T 

dW 

-1.002 T 

·0.7781 E 

0.0152 E 

-0.94xl0-3 

-0. 7xl0 
-3 

T 

-O. 2xl0-3 
E 

_1¡ 
-0. llxlO T 

du dv 

9.955 T -76.87 T 

-1.368 T 13.0 T 

0.022 E 0.16 E 

E 0.085 E 0.0807 T 

0.0014 T - 0.0105 ºT 

-0.001 T 0.0056 T 

-3 
0,.1 lxlO T 

-3 
- 0.87xl0 T 
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Fig 4.18 Coeficientes de sensitividad respecto del coeficiente de 
convecci6n interior para un escalón en el flujo. 
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Fig 4.19 Coeficientes de sensitivid•d respecto del coeficiente 
de convecci6n exterior pEra un escal6n en el flujo. 
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Fig 4.20 Coeficientes de sensitividad respecto de la densidad del 

fluido para un escalón en el flujo. 
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Fig 4.21 CoeEicientes de sensitividad respecto de la densidad 
del tubo para un cscal6n en el flujo. 
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Fig 4.22 Coeficientes de sensitividad respecto del ·calor específico 

de} fluido para un escalón en el flujo. 
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Fig 4.23 Coeficienies de sensitividad respecto del talar 
esp,ecíf.ico del tubo para un escalón en el flujo. 
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Fig 4.24 Coeficientes de sensitividad respecto cel flujo 

no~inal·para un escalón en el flujo. 
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Fig 4.25 Coeficientes de sensitividad respecto del coeficiente de 
convecci6n interior para un esca16n en la temp. de entrada 
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Fig 4.26 Coeficier.tes de sensitividad respecto del coeficiente de 
coqvecci6n exterior para un escal6n en la temp. de entrada 
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Fig 4.27 Coeficier.tes de sensitividad respecto de la densidad del 

fl~ido ~ara un escal6n en la temperatura de entrada. 
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Fig 4.28 Coeficientes de scnsitividad respecto de la densidad del 

tubo para un escal6n en la temperatura de entrada. 
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Fi$ 4.29 Coeficientes de sensitividod respecto del calor específico 
del fluidc para un escal6~ en 1~ temperatura de entrada. 
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Fig 4.30 Coeficientes de sensitividcid respecto del calor específico 

del tubo para un escal6n cr la temperatura de entrada. 
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Fig 4.31 Coeficientes de sensitividad respecto del flujo nominal 
para un escalón en la temperatura de entrada. 



5. CONCLUSIONES 

Este trabajo presenta resultados analíticos en las dos partes de que 

consta, primero en el te.rreno de la cornparacii5n de modelos sujetos a dis 

tintas simplificaciones y posteriormente en el análisis de sensitividad 

de sistemas de parámetros distribuídos, sin llegar a.la experimentacii5n 

física, la que se realizará en trabajos posteriores. 

Este capítulo consta de 3 secciones; en la primera se dan algunas con

clusiones relativas a los 2 primeros capítulos y en las otras 2 seccio

nes restantes se presentan conclusiones sobre el análisis de sensitivi

dad en lo general y particulares para el caso del absorbedor solar. 

5. 1 CompCJ.M.c..i.6n de modelo.!> 

l. El pasar un modelo de ecuaciones diferenciales a una ·formulacii5n 
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en ecuaciones integrales permite analizar la validez de ciertas si!!!_ 

plificaciones además de ganar en el conocimiento de la estructura 

del modelo. 

2. En general, las ecuaciones integrales presentan mejor comportanien

to en la solución numérica que las ecuaciones diferenciales. 

3. La comparación total, y mas detallada, de toda la familia de mode

los descrita, queda por hacerse siendo recomendable buscar otro 

juego de valores para los parámetros que den un número de Peclet de 

menor magnitud. 

4. En este trabajo y los trabajos previos, sólo se ha utilizado un ju~ 

go de condiciones a la frontera que dif icilmente se tendrán en la 

realidad. En trabajos futuros éste debe ser un punto que debe to

marse en cuenta con más detalle, ya que estas c~ndiciones juegan un 

papel importante en la solución del modelo y las hipótesis hechas 

sobre ~ste punto pueden ser·demasiado restrictivas. 

5.2 A11ál.Wl6 de ;,e.11;,.i,Uv.i.da.d 

l. El análisis de sensitividad siendo una herramienta en el diseño se

rá más útil cuanto más completo sea el modelo del sistema de que se 

parta. 

2. En este trabajo se presenta un método para obtener modelos de sensi 

tividad de sistemas de parámetros distribuidos y una forma de solu

ción de los.mismos dependiendo del tipo de parámetro que se esté 

analizando distinguiendo dos casos: parámetros que no son función 
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de las variables independientes y se suponen como' constantes en el 

desarrollo del modelo y par5metros que son una función explícita 

de las variables independientes y así se expresan en el desarrollo 

del modelo. 

3. Esta clasificación de los parámetros se hace en función de que cada 

uno de ellos requiere una forma de solución del modelo de sensiti

vidad distinta, salvo que se hagan simplificaciones adicionales al 

fijar los parámetros variables en un valor de la variable indepen

diente y hacer el análisis para distintos valores. 

4 •. Para los parámetros del primer tipo se da una forma de solución que 

es descrita en la sección 4.1 y se obtienen resultados numéricos 

para el modelo del absorbedor. 

5. Para los parámetros del segundo tipo se describe el método propues

to en (5) que, aunque de fácil aplicación, resulta ser demasiado 

costoso siendo recomendable ~ontinuar los esfuerzos por encontrar 

formas alternat.ivas de solución para este caso. Esto es importante 

porque la riqueza de los resultados que se obtengan será mayor cuan 

to menos simplificacionés se hagan. 

6. Los resultados numéricos obtenidos para el absorbedor sólo son un 

ejemplo del método propuesto. Para una mayor riqueza de resultados 

se hace necesario, a partir de lo obtenido aquí y la experiencia de 

los diseñadores, planear experimentos físicos o numéricos para cada 

parámetro que se estime necesario analizar. 

7. Aunque sólo se hace el análisis de sensitividad para los estados del 
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sistema, nada impide aplicar los mismos conceptos y método a las va

riables de interés que se definan, en el diseño del sistcr.ia, en el 

desarrollo del control del sisteJlla, en su operación, etc, como pue

den ser eficiencias, indices de optimización (performance index), 

salidas.del sistema que no sean estados, etc. 

8. Para sistemas no lineales se puede aplicar este método siendo nece

sario que en el desarrollo del modelo de sensitividad se asegure el 

cumplimiento de las condiciones del teorema sobre funciones implíci

tas dadas en el capítulo 3. 

9. Para sistemas no lineales y aún para lineales existe la posibilidad. 

de utilizar un enfoque estadístico para hacer análisis de sensitivi

dad asociando distribuciones de probabilidad a los parámetros (20). 

5. 3 Ab~oJtbedo.'t ~o.f.alt 

l. En las tablas 4.1 y 4.2 se enlistan los parámetros según su importa.!!_ 

cia dados los resultados obtenidos. 

2. Los resultados obtenidos nos dan la sensibilidad del absorbedor a 

variaciones en los parámetros alrededor.del valdr nominal dado y son 

válidos sólo para ese punto nominal. 

3. En la elección del aceite debe buscarse principalmente que tenga al

to calor específico igualmente que al elegir el material del tubo 

absorbedor, sin importar la densidad que tengan, siempre que conser

ven sus características a las temperaturas de operación dadas. 



101 

4. En el análisis detallado que se haga sobre un parámetro debe consi

derarse su relación con el resto de los parámetros y si variaciones 

en uno implican variaciones en otros, 

5. En la elección de la superficie selectiva debe buscarse aquella que 

de mayor absortancia y la mantenga a lo largo del tiempo lo mas po

sible aún cuando esto implique aumentar la emitancia. 

6. Para estas condiciones nominales es más importante la estimación del 

coeficiente de convección exterior que el interior. 

7. Si el valor de la apertura del espejo se incrementa por vencimiento 

de su estructura, este defecto en la concentración se puede ver com

pensado por la sensitividad positiva de las temperaturas. 

8. Para obtener la sensibilidad del sistema respecto del punto de oper!. 

ción habrá que dejar en el modelo explícitamente como parámetros las 

entradas nominales que no apare7en y aplicar el método en la misma 

forma. 

9. Siendo el flujo de aceite la variable de control, conocer la sensi

bilidad del sistema res.pecto del mismo permitirá. estimar el esfuerzo 

de control necesario para llevarlo al punto deseado. 
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APf.NDICE A. OBTENCION DEL MODELO BASE. 

En trabajos precedentes (1) -(2), se ha descrito con detalle el colector 

y como se llega al modelo base de que se parte en este trabajo y aquí s.§. 

lo se hará un resumen de tal desarrollo por completez. 

El colector solar de tipo canal parabólico consta de: (figura A.2) 

a) Un espejo de tipo canal parabólico con un elemento seguidor del sol 

incorporado. 

b) · Un tubo metálico absorbedor cuyo eje longitudinal coincide con el 

eje focal del espejo. 

c) Un tubo envolvente de vidrio, cuyo eje longitudinal coincide con el · 

del" tubo absorbedor. 

Por el interior del absorbedor c~rcula aceite, el cual recoge el calor de 

la radiación solar. 

Para llegar a las ecuaciones.diferenciales parciales que se utilizan como 

modelo del colector se utilizan las siguientes hipótesis (formuladas y 

agrupadas como·en (2)): 

Hl El sistema opera en forma determinística 

H2 Se conserva la materia y la energía 
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H3 El espejo tiene sección transversal uniforme y parabólica; el tubo 

absorbedor tiene secciones circulares concéntricas, centradas en el 

foco de la parábola. 

H4 La única fuente térmica es el sol, cuya radiación llega bajo la for 

ma de rayos paralelos al eje de la parábola. 

HS La radiación solar incide sobre el absorbedor de manera uniforme. 

H6 El tubo envolvente no almacena energía. 

H7 Los extremos del absorbedor se encuentran térmicamente aislados. 

H8 Las únicas pérdidas de energía se dan por convección y radiación al 

medio ambiente, cuya temperatura no varía por ello. 

H9 El fluido es incompresible y no hay caída de presión. 

HlO No hay gradientes radiales ni de temperatura, ni de velocidad. 

Hll El calor se transmite al fluido por convección a través de una pelÍC.!!_ 

la y dentro del. tubo se transfiere por conducción y arrastre convec

tivo. 

Hl2 La convección a través de una película es lineal en la diferencia de 

temperatura. El coeficiente de proporcionalidad depende de la velo-
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cidad y la temperatura del fluido según una ley cónocida. 

Hl3 La conduc·ción de calor sigue la ley de Fourier. 

Hl4 La entalpía de una porción de fluido es proporcional a la masa de 

la misma y su temperatura absoluta. 

Hl5 Con la posible excepción del coeficiente de película hacia el inte-

rior del tubo, los coeficientes de transporte, densidades, calores 

específicos y dimensiones geométricas son constante y de valor co-

nacido. 

H16 La radiación sigue la ley de Stefan-Boltzmann. 

H17 La temperatura de cielo difiere de la ambiente en una cantidad pos.!_ 

ti va conocida. 

H.lp6.tuü de a.c.c.u.lb.l.Uda.d 

Hl8 Tanto el gasto en masa como la temperatura de entrada al absorbedor 

se pueden manipular a voluntadt, 

Hl9 La intensidad de radiación solar, así como la temperatura ambiente, 

.varían en el tiempo de una manera conocida, pero no alterable a vo-

luntad. 

H20 Se mide la temperatura del tubo en un número finito de puntos a lo 

largo del colector 

t Dentro de límites impuestos por el equipo auxiliar, como las bombas de 
circulación. En la práctica manejar a voluntad. la temperatura de entra 
da resulta más difícil que regular el gasto en masa, por lo que sólo es 
te último será empleado ·como variable de control. 
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H21 No hay pérdidas de calor en la corri~ntc que sale. del nbsorbedor y 

su temperatura se alcanza ya desde el interior del mismo. 

IU.p6t~.U de .1r.e9u.1'.a.!Udad 

H22 Las temperaturas del tubo y fluido son dos veces continuamente·di-

ferenciables. 

H23 Las funciones de entradas son contínuas; hi es lipschitziana. 

Tomando en cuenta estas hipótesis y denotando con subíndice 1 a la sec-

ción que ocupa el fluido y con subíndice 2 a la que ocupa el tubo absorb~ 

dor. Sean T¡, T2: (O,~) x (O,l) ~ R funciones tales que Ti(t,z) repre

senta la temperatura absoluta en la sección i, z unidades a partir de la 

entrada y t instantes de tiempo después de iniciada la operación. 

Las hipótesis H2, Hl3 a HlS y 1121 permiten plantear representaciones para 

la tasa de acumulación de energía y al transporte por arrastre convectivo 

y por conducción. Tomando en cuenta además las hipótesis estructurales, 

las operativas y el resto de las hipótesis constitutivas junto con H18 y 

Hl 9, resulta entonces que T¡ y T2 ·satisfacen las condiciones: 

P1C1Ar~!.1.. = k¡A1ª 2aT~ - m(t)C¡~ªT +P. h. (T¡,iit(t)) (T2 - Ti) at z z i i 
(A.l) 

- o e: P (Ti - (T (t) - t>) 
4
) + a a Q(t) o a (A.2) 



donde para j ·= 1,2 y t,::. O 

pj 

c. 

densidad 

calor específico 

11 o . 

J del material de la sección j 
k. 

J 
conductiyidad térmica 

A. área de la sección transversal 
J 

Pi/P
0 

perímetro interno/externo del tubo absorbedor 

a apertura del espejo 

a absortencia del tubo 

& emitancia del tubo 

o constante de Stefan-Boltzmann 

~ corrección empírica para la temperatura de cielo 

m gasto en masa del aceite 

Ta temperatura ambiente 

Q radiación solar por unidad de área ·-

h
0 

coeficiente 'exterior de película 

hi coeficiente interior de pe~ícula 

Para determinar las condiciones a la frontera, se hace uso de H18, H2, 

Hl3, H21 y H7: 

lli (t .l) o az ' (A.3) 

Th (t 0) o az ' 2!2.. (t l) o az ' (A.4). 

y dadas las condiciones iniciales, basta que T , Ta' m y Q sean contínuas 
. o 

y que hi sea lipschitziana (H22) para garantizar la existencia y unicidad 
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de la solución del modelo. 

Para simplificar las ecuaciones se hace un escalamiento de las variables 

para llegar a modelos adimensionales. En este trabajo se hace: 

t = ..!.. z z =-• r; 

T. 
x. = _.]_ j = 1,2 

J a. 
J 

donde • tiene dimensiones de tiempo, ~de longitud y a. de temperatura 
J 

absoluta. 

Estas substituciones transforman (A.1) a (A.11) en: 

*2- = Kz ª~:2 +). (x¡, u(t)) x¡ - µ(x 1, u(t)) xz - y xi+ f!w(t) + 

+y (w(t) - ll) 4 
+ 11 q(t) 

donde se han suprimido las barras en t y z para simplificar la notación, 

y donde 

• k. 
K. J j 1,2 

J p.· c. r;2 
J J 

(A.S) 

e: Po ª3 a ' 2 y 
P2 Cz Az 

(A.6) 

El T Po ho: t. !;. 

pzCz Az' 82 
(A. 7) 



y a son constantes conocidas, en tanto que 

u(t) =· T W{Tt) 
P l A¡ r; 

W(t) 
Ta(Tt) 

q (t) a T g(Tt) = __ e_2_ 
P2C2A202 

Finalmente 

T P. h. 
z J.. l..z =~ 0 u¡ = p¡C¡A¡ • u2 0¡ l 

>. - µ 

Por otra parte, las condiciones a la frontera se transforman en 

donde 

X¡ (t,0) = v(t) 2!.L (t ,l/r;) = o az 

~ (t,O) az o ~ (t,l/r;) az 

v(t) = To(Tt) 
6¡ 

o 

11 2 

(A.8) 

(A. 9) 

(A.10) 

(A.11) 

Si fijamos r; = l y 01 siendo T 
r 

una temperatura de referen-

cia; y fijando T igual al tiempo de residencia del aceite en el absorbe-

dor: 

T = 

donde ur es un valor nominal de velocidad, el modelo 5
0 

resultante tiene 



la forma: 

1:SL = _1_ a2x, - u(t) ~ - ó + o 
3t P az2 az X¡ X2 

e 

~=+a~~~+ A x¡ - µ Xz - y X~ +a q(t) + S W(t) + 
e 

.. 
+ y (WCt) - ll) 

donde o, A y µ son funciones conocidas de x 1 y u 

V 
k¡ C¡ p l 
k¡ C2 P2 

y p es el número de Peelet dado por 
e 

P¡ C¡ .e. u 
p = 

r ·-
e k¡ 

Las condiciones a la frontera se ,transforman en 

x¡(t,O) v(t) ~ (t,l) = O az 

~ (t,O) = O ~ (t,1) =O az az 

113 . 

(A.12) 

(A.13) 

(A.14) 

(A.15) 

(A.16) 

(A.17) 
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