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CAPITULO 1

CONCEPTOS GENERALES.




OBJETIVO © " .o

VEﬁ‘el ejercicio de la docencia, dentro de drea de las -
matemdticas aplicadas, sobre todo en los cursos propedelticos -
de las maestrias en ciencias o en ingenieria, profesores y alum
nos advierten la falta de textos de nivel mids elevado al consi-
derado en los programas de las licenciaturas, pero sin llegar a
ser verdaderos tratados. La carencia mis sentida es la relati-
va a la exposicidn de los métodos deductivos de prueba. La 1égi
ca se considera la base donde descansan las otrvas ciencias, va-
que en todo razonamiento intervienen conceptos del dominio de -
la légica: toda conclusidn correcta se halla de acuerdo con las
leyes de esta disciplina; no por esto el conocimiento exhausti-
~vo - de la ldgica es condicidn necesaria para el recto pensar. -
Sin embargo no cabe la mds remota duda Jde que el conocimiento -
de los métodos deductivos de prueba posee gran importancia pric
tica para aquel que anhele (o su ejercicio profesional lo re---
quiera) pensar y concluir correctamente, pues perfecciona las -
facultades innatas o adquiridas y permite evitar errores e¢n ca-
sos especialmente criticos. Conocer los wmétodos empleados en -
la edificacidn de la matemdtica es de suma importancia: sin su-
conocimiento es imposible aprender la naturaleza de dicha cien-

cia.

Con arreglo & un plan puramente tentativo, se elabora -
este trabajo con la finaiidad de ponér de relieve la estructura
1légica qué subyace en las caompactas explicaciones de los trata-
dos acerca de las materias consideradas bdsicas en la programa-
cidn no lineal. En la mayoria de los textos muy acreditados se
soslavan las aclaraciones acerca de la urdimbre légica, entre -
la que se traman los desarrollos de las demostraciones, las ex-
plicaciones o las interpretaciones, porgue los especialistas --
acostumbrados a escribir para especialistas, suponen que 1a or-

ganizacién 16gica, no sélo es evidente, sino que ocuparse de ta



les asuntos es bajar a niveles de lo trivial.

. ‘Lo amplio'del tema obligé a seguir el ejemplo de Béla --
Martos en su magﬁifica obra: Non Linear Programming Theory And -
Methods, en la que s6lo se ocupa del aspecto determinista; ademis

©se- reconoce que para lograr un verdadero texto es preciso agregar
lefuna gran cantidad de ejemplos y ejercicios de los cuales ape-
nas se desarrolla una minima parte. Tal vez con mds optimismo -
que fundamento, se espera que este ensayo pueda servir de base -

para elaborar un verdadero texto.
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INTRODUCCTION

‘Opinan algunos filésofos que una de las mds notables --~
caracteriSticas del comportamiento humano, es la de establecer-
ciertas lineas de conducta (que en el lenguaje cientifico se co
nocen con el nombre de cursos de accién) reputadas como las mds
iddéneas para lograr determinados resultados considerados como -
los més promctedores. Otra forma de conceptuar esta particula-
ridad se refiere a la capacidad de un individuo o una corpora--
cidén planificadora de examinar un conjunto de soluciones facti-
bles propuestas para resolver un problema con el propdsito de

elegir (del conjunto factible) las que se piensa permitirdn el-::

P

cumplimiento de condiciones que ayudan a lograr ventajas, quiz

por mucho tiempo anheladas.

El conjunto de personas encargadas de indicar la suce--
sién de acciones a seguir, recurriendo a los métodos que la cien
cia aconseja, en ocasiones tienen la facultad de tomar decisio-
nes por lo que brevemente se harid referencia a ellas con el non
bre de 'el elector" quien tiende a maximizar la utilidad espera
da o a minimizar los perjuicios derivados de circunstancias ad-
versas implicadas en el procesc de efectuar el curso de accidn-

elegido.

Obviamente los contenidos de los conceptos de utilidad-
yAdaﬁo, contienen fuertes matices subjetivos debido a que la -
utilidad de un bien o servicio consiste en su capacidad de sa--
¢r de Indole -

Ui

tisfacer alguna necesidad humana que bien pucde
subjetiva. Ekxamine con detenimiento los cjemplos: algunos hom
bres para realizarse plenamente, para cristalizar sus descos de
perfeccidn optan por seguir una conducta que, segln su critervio,
maximiza el bien o minimiza el mal, lo cual significa que obser
van una conducta 6ptima. Andliogamente, cuando el gerente de una

empresa arriesga una decisidn acerca de la forma de satisfacer-




terlo

,tores restr1ct1vos y el 1mpacto del azar.

“icudl
;como
tados
cluir
turas

En ambos ejemplos de inmediato afloran las interrogantes

es el contenido del concepto "el mejor curso de accidn" ?-

descubrir los mejores procedimientos para alcanzar los es-

anhelados? Evidentemente en las respuestas se deben ex- -

todos los. aspectos subjetivos; para lograrlo y evitar pos-

personales se ofrece como Tespuesta el procedimiento:

i.

Postular un conjunto de objetivos y metas, que es una

de las formas de declarar ciertas finalidades, determi
nados propdsitos, que al cumplirse se espera sirvan de
ayuda para que los beneficios esperados dejen de ser .-
anhelos y se conviertan en bienes tangibles,pérmanen—~

-tes.

Sé«construye~el conjunto de todas las soluciones via-
bles.- considerando los factores restrictivos. Hay in-
vestigadores que al conjunto de soluciones o conjunto

~de~factibilidad acorde con los factores restrictivos -
~les"1llaman, soluciones restringidas.

Se.establece un método cuantitative que permita valo-

rar la intensidad o grado en el cual cristalizan las
citadas finalidades en cada una de las opciones facti-

“bles, en otras palabras resulta indispensable contar -~

contar con un método que permita obtener una medida de
la:utilidad en relacidn a los objetivos, que reporta -
cada uno de los cursos de accidn factibles. Desde el -

punto de vista matemdtico es una funcidn que asigna a

“cada curso de accidén un ndmero real, el coeficiente de

. mérito, que mide la bondad de cada curso de accién fac

tibIe.respécto al logro de objetivos y metas.




4 .~En~base de la informacién-anterior-el elector se halla -
“en posicién de seleccionar la. opcidn-en 12 cual se rea
lizan en-la mayor cuantia los objetives y metas que se

persiguen.

En resumen una teoria cuantitativa aplicable a la toma --
fptima de decisiones se ocupa del estudio de los métodos matemidti
cos para hallar los Optimos de cierta funcién objetivo con la con

dicidn de satisfacer un conjunto de restricciones.
PROBLEMA DE OPTIMIZACION

“A partir de un’ conjunto de soluciones factibles, tal vez-
infinito, asociado a cierta problemitica, se da el nombre de pro-
blema de optimizacidn al planteado a un elector para que determi-
ne la linea de conducta a segulr,que maximice el coeficiente de -
mérito. Algunos autores, a la formulacidn matemitica de un pro--
blema de optimizacidn le dan el nombre de programacién, ds aqui -
los nombres de programacién lineal, programacidn geométrica, pro-

gramacidn estocédstica, etc.

En las apllcac1ones los obJetlvos mis comunes son minimi-

zar costos (o perdldas) 0 mﬁYlMIZaT utilidades.

La méYbfia"de 1bs"bfoblemas de-optimizacidn no resultan -
sencillos, los hay de estructuras complicadisimas y completamente
diferentes por lo cual es imposible resolverlos todos con un sélo
método matemdtico. Las técnicas analiticas empleadus en su solu-
cidén ademis de respetar las restricciones, toman en cuenta el ca-
rdcter incontrolable del azar o incertidumbre que anumdricamente -
matiza la probabilidad; de acuerdo con este concepto se clasifi--

can los problemas en probabilistas o deterministas.

Asimismo hay veces que se debe tomar en cuenta el ndmero-



do variables implicadas en el planteo del prbblema asi como su -
nimero de términos, factores que estructuran la complejidad del-
problema. En muchas aplicaciones la problemdtica se debe contenm
plar desde el punto de vista estdtico, cuando no se toma en con-
sideracidn al tiempo y el dindmico cuando se le considera. En -
otrdas ocasiones se examinan los problemas bajo condiciones en -- |
competencia perfecta o imperfecta. Por su formulacidn cuantita-
tiva el problema puede ser lineal o no lineal. En particular --
los problemas de programacidn geométrica son modelos de programa
cién no lineal que pueden ser de optimizacidn restringida o ---

irrestricta.
PROGRAMACION . NO . LINEAL (PNL)

Los problemas de PNL se presentan en muchisimas formas,-
éué'aplicaciones se encﬁéntran en los Campos de la fisica, la --
ingenieria, la economia, la administracidn, las matemdticas y --
otros mds.  En el contexto matemitico su planteb toma la configu

racidn:

1. La funcién f : Vf—> V2 tiene su dominio en el espa--
cio R" y su codominio en-el espacio R"; cuando n=m=1
la funcidn se halla valuada en los reales. Si n=1 vy
m > 1 se trata de una funcidn vectorial de variable-

real. Cuando n >1 y-m =1 entonces, se tiene un

campo escalar o funcifn de punto; con este tipo de --

‘funciones se expresan las funciones objetive (aquellas
que expfesan las finalidades deseadas) f(x) donde --

x € R" con n>1 .
2, La finalidad dei}pfgblema’de PNL es determinar el con

junto {;i*)m' Cqué‘élementos maximizan a f(x) =
E(xp,e k)



3. No"siempre 'se puecden elegir x*.  irrestrictamente,:en-

la mayoria de "los casos los elementos x*’sbnlpuntos.'
de la interseccidn de los conjuntos definidos'porkfug,
ciones gy ( X ), i =1,...,men las que gi;'Rn—%> gl

de forma que

§
i
i

8 (

T

.)’;2;_0 e 1;.}.;m.~

’desluualdades que constltuyen el conjunto de restric-

ciones y_lo, 'reclben e1 nombre de Sptimos.

4. En rebumen el plante_ de un. ploarama de PNL toma la -

conformaCLOn prototlplca i

~ Maximizar'

'},Shjéﬁaﬁg'?f,‘ X ):;Z‘ 0, i=1,...,m 2
5. La 1nterseCC1on de los conjunto> g; (x) 0, i=1,...,m-

. se llama reglon factlble a 1a que se hace referencia-
con el signo Rf y se le 1mpone la condicién RE # @

la definicién‘anterior,de:un problema de PNL pone de re-
lieve el principal objetivo: determinar los m&todos para calcu--
lar los puntos, 6ptimos = x* dentro de la regidn de factibilidad.-
Los métodos encaminados al logro de este fin requieren expoenet -
ciertos principios matemdticos, que poce a poco se van interca-
lando en el texto, después de advertir la necesidad de la teoria,
va que sin su auxilio es imposible lograr las solucicnes &ptimas
que exige la prdctica, en particular el moderno disefio de inge--
nieria.



CAPITULO II

INTRODUCCION A LA PROGR_"\;‘\'U\C{ON.GEOI.\!ETR-ICA



INTRODUCCION.:

De primera intencién puede suponcrse que al iniciar un po-
sible texto introductorio sobre programacidén geomdtrica, el pun-
to-de partida obligado es la definicidn clara, précisa, recorta-
da--de esta técnica de optimizacidn; pero, segiin el criterio del
maestro Manuel Garcia Morente, resulta inGtil comenzar con una -
definicién que los nedtfitos atentos y perscverantes no puedan en
tender plenamente. De nada vale fijar de antemano en qué consis
te un método cuya finalidad es pptimizar; como en general resul-
~ta vano definir una ciencia o cualquier disciplina, antes de en-

trar directamente en el trabajo de hacerla.

Una ciencia, un arte toda actividad que los humanos desa--
rrollan recibe su concepto cierto, su nocidn exacta cuando el --
hombre ha dominado ese hacer. S&lamente se sabrd qué son las ma-
temdticas aplicadas cuando se tenga la vivencia del cotidiano --
hacer matemiticas con el propdsito de resolver los prohlemas que

aquejan a nuestros semejantes.

Se podia presentar, como una buena justificacidn, para es-
tudiar la programacidén geométrica el dictamen de algunos de los
‘mds destacados profesionales del disefio de ingenieria, quienes -
opinan que los métodos cldsicos para optimizar, indudablemente -
los mids conocidos, no se ajustan bien ‘a los problemas précticos
‘de-disefio, a causa de las restricciones que la realidad impone,
las cuales lejos estdn de ser Ilineales; pero a continuacidn in--
forman, quizd con entusiasmeo bien fundado, que 1a programacidn -
geométrica ha cambiado el panorama porque uno dec sus principales
atributos es transformar un problema de programacidén matemitica
con desigualdades restrictivas no lineales, en otro problema res
tringido solamente por igualdades lineales. En la prdctica este
atributo tiene un significado profundo: ya no es necesario - -
simplificar los modelos empleando sélo restricciones lineiales, -
la mayoria de las veces muy cuestionmables, ahora se pucden mejo-
rar los citados modelos, sometiéndolos a restricciones no linga-




les sin incrementar en gran cuantia la’comple

Est s importantes consideraciones de los mas respetﬂbles prorr
fe510nales dejan en el principiante cierto Vac10' al no contar con
los conocimientos suficientes para valorarlas se sienten inmersos
en una_situacién confusa; tal vez les parezcan estas opiniones hi-
jas 'de la pasidn, acaso de la reserva o la cautela y resulte adn -
mds (til la programacidn geométrica. En este punto es cuando ve--
mos la imperiosa nccesidad de seguir el pensamiento del maestro --
“Garcia Morente y se deja la definicidén de la programacidn para des
pués de haber concluido cierto recorrido conceptual y en esta for-

ma, fa en poscsién de suficientes conocimientos, sea obvio su ple-
noisgntido a los. iniciados perseverantes. De inmediato se empren-
de la labor expositiva.

POSINOMIOS

: P . .
E1l campo escalar g:'F—ﬁ E determlnado con la ecuacidn.

u 1,17

- : ' at .
g = 1t ... dondeiL_ a, % x .. y A=Y, h
los coeficientes ai son nimeros reales positivos y los exponentes
bi' simplemente reales. Ademis el dominio de g se restringe a va
# - . . : . - -
lores positivos de las variables ij, j= 1,... p. En estas condicig
nes la funcidn ¢ reulbe el nomble de p051nom10,'5'

En un sentido muy amplio,nla pfogrémaciénvaeométricu trata -
de minimizar un posinomib g; sujeto a c1ertas restricciones; a es-
te problema se le da el nombre de proalama prlmal mds adelante se
mostrarin las relaciones que tiene este problema con otro llamado

programa dual.

La teoria .de lé programhcién geométrica utiliza muchas de --
las propiedades de las desxgualdades con fines optimizantes inves-
tigacidn que yiene.de lejos. Desde los tiempos de Pedro de Fermat
(1601-1665) muchos investigadores notables observaron que algunas
desigualdades se podian utiilizar en la solucidn de problemas de op

timizacidn pero no formularon una tcoria a este 125 D“(.,L(‘
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CAPITULO IV
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LogA= b, 0y Lod C« + b,y Loy G+t by, +
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_~_~Por uo’ﬁa fpar{'e. se ana((aa el «pmdua&‘x =
,.__l_.‘_‘_‘__'_mb._,__ S AL, ,‘,__L.,,_ ‘d' "dZ‘ e _a[n -__
o B_.:df1 dz.‘__'ﬁ'_'_ " - _
oAl tomar loqa;n’cmos ~Wnﬁe176?\—82»':05—aleg B se o[g(:wne i
| _logB= -dy L05 dy - dy LOﬁ A== dnlogdn
— ‘._M,De. __'Z resu(t’a_. o _ -
R "““'L".‘S 8=~ b1(0) * b«u) - +T b« ) beg dy -
= _ e - ( b CO) + r 20 + _].‘\'CLE COL))L 0a (
1 ""( bn’CO) + Y-1 lgn(1)‘}‘ 7+T&- ‘bh(%))' LO‘}' An
’ Esta suma  se puede ordenar factori_zam._’., fas ¥y
I , ' -
{ Log B =~ (b, hogd + % o) Log R
_.vq( bK“ Loadi + b’).U) Lg@9{2+ e +\oﬁ(_‘3 Lagdn)-
...Y-J( 54(5)L09A%+b( Loc}p(,,.\. ,n\+o'j.'t—o-:}dn)-
-&(b!(d)l—oqd(—*- tOZLd)L—OUJ\U{Z.{, | —rk‘ - f!Li‘r\)
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.’-,;A.;.'_‘,i._‘-".;zpb;..consiguienté “de (qa)g Umo) Ws—e o\ohene-\a S\\Y"‘,P|l“:|‘CdCligf~'§

A A . Mmoo\ P e (d)
r - -
v KO(I'[ ij)(ﬂdﬁc)ﬂ‘ e&(ou42 an
R O =t =1

. Observa se Zue la. constante K, tiene las cimensiones

i} ..f:de T funo{o’ﬂ val , en tanto que las corstanfe: Kj' ,
;0':1)...) 4 , Son adimenSionales y se e denomina constan—
tes bdsicas , que de@am(en A la vase by 4= 0hnd
.EEStdS Consideraciones trwhs{—ofma‘fz el Ffocyr':c ma ',J.Jﬁ_l B en
la siquiente i

PROGYEAMA TRANSFORMADG DUAL Bp (PDBy- ;
Determine el valor mdximo de una funcx;.‘ Ae pro~

vclos - -
d - K d‘ rj' T - ‘{i,{(?) © o "?h'\ ) ‘
v =Kol TR, TTde® [le@m™
j=1 =1 » f2=1
dondé J’ o
| 0&( )= by T2 Gy o A= (13,
o 4=
CASImismo 4 1
: e(rl= = 1y i),
=t
El veclor T e holla suielo 3 taz resieicciores don o aiividd
! |

Y : V '-"i ees o, e {15
brt,(o)"'zrg‘buj)zo i A'_” R 5)?
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ST ey Z o e

(13}

Los _fac{-ores ¢, por hwotesus Son zpoS{TfVO.S , el vecor

S -_ﬂale_ norma\\duot b(o) sahsf-ace la. condicion de normalidsd -

1286

¢

3

o

, | b, =1 (13)

1(0)

o~
1]

i {a conducion de orfogonalidod

el .
P '(M]
D Ugby =0 24T
£=1
Los vectores de nulidad b(j) L=ty d formme o bae
“del espacio de soluciones del sistemx lineal honva-ieo
, No
4.=0 (20)
¢ 4
A1=1 -
n
E a,.u.=0 , 4=h.,m (21)
Lo Hj 4
1=1 .
‘C’Oﬁde fa mah{z[a&.j] e la de _27(,1;3'79.’.“."-‘,: Ae. N
St 'hﬁ rs vL:{)n’?’O LU? q r\@f'\lf(-",'_" X3 i::y,/‘lv:, (‘ ‘ 4;:‘,‘- ,:
C{Ud' {Yd/‘tgf\orﬁ‘a ’0 B]- )\."'-'. Slr\ h’(be‘( mc))‘!.n_.g_:,"‘-y l‘{ ‘._‘J”. :"r\g
dval tramsfoymada  U(v) 5 Se fsade [ograe e o

vErl en velacion al PPA ; as conclusiones roas vtiwr &

Yeuner en el teorema que Sique.
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"TEOREMA 3’% PE CONCAV\DAD
__La -ﬁmmon L05 u(v') es . cdncava y el 'pmqmma. cLua trams,.
foymado Br es dncavo cvando [z funaon a maximizay, . .
—lesko es U(F), Se remplaza  for o fyncion L03 v(e), Ade-
_mds, las -{unaones v(F) Y Loj U(F) tiznen ¢ mitma conjuwt". :

,_‘de /?)Uv\[os maximitanfes.
| fupongase que ¥ es un punto enel cual diF)20, 4=t

Al tomar el logaritmo neperiano de U(F) y derivar respee to. a
__de acverdo cop (4 b), (Cic) g (1z2) se .»btrewe . v

LogK Zb Lojd (r) +Zaq)Loﬂe (f)

ol eitmzionario de

igualo{u 125

Y‘d

por conmgu»ente y €l punlo F oes un
Lofj U(¥) )Sr Y solosiy se CUmplen EX

LO L G, ‘ L0qg e F"’)u//'::'.n)a,;
SKZW)Oﬁ }QZM‘L =5 ;

LOB Kj Loqnd (7) &(3).*. -ﬂ-" (F) /kkl‘ j:f),,._}d_ :

0 bl'en, Tomando ant”ogarr‘tmos

L A _ s |
" =(Hdi(” )H % ROD detend (2l
e fi=1
S e osatisface estas eevmoinrvo wosale sar R
e ';(gd&

con to fdrmra T4l el porque de 2 B

vr) (ﬂd ) ””)He( =

26, _

{

| ciertamente , de la formula (21a) @ infiere
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4 n _ e,(T)
- (,TT@)(TUMM ’)(HG&@)& ):
; i=1 (=1 £

d d 1 d
2( .b1(j)—Al1 Z‘g 7'j)— 2 12\’55 ""‘(.
d dg

- i

—

3

a.
>
T :j =
“aern
&0

. Ahora. Se viilizan las iqualdades (3

: o ’--b'!:(o) P € Lo
re ko (TTE ) [T 2,00 %
4.4:1 ’&:1 '

by () gy

20N iO cm[;

Estos desarollos l:jal teore ma que afien
cstaaonano de una {unc on
concavo D e un

A v Lot f” I
¢dncava £ sabre un dominig
/Pun.fo marxam; zante g 4~ sobre O

: ¢ oLy SOn l?)..,
base de la brueba del teorema -cue a continvacior se
Lenun tia
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__ _hEOREMA 38. . ... _

Sielvector &, eon todds sus COmponewGs posmvas SRL‘:S-

_face a las restricciones dol programa Aual B, entonces
A es un. ponlo. maximizante del pogiama dual By si .

Tl L ! ;
Tk '-Cde ‘“)'[Ie @ *D  jetend te2)
T S M el
—‘-"”‘—“ﬁ'do“d&- S ]_[ A‘LM j‘.': Tyerey d L (23) -
I 4'/___ , ' -
- Mema's ?)‘(d :-_ <H 0{. &(ﬂ) H e (c—{: “h(o (24)

wando 4 satiface ambas resfncaorw‘ Ael progiama

dval B 4 la relacion (22). _
Las, ecvaciones (z22) Se llaman 2wdciones de o 1simiza—

“cjon, forman un sistema de d ecvadones no Linsiles on
:d variables basicas ra. /—\dernas)se vede calcylzy un Hon
to moximizante del programa Aval B recolurend s 2teifa—
" do srctema . Bl valor mdximo del PpB fo da i= imula
‘(24) en te’rm(nos del menyonacio Agnlo wean iz et

Qbservo s que (s conslavics lastas Kg' a2 Fn‘r-'e
miembro de \as ecvaciones de meximizacsn oev el so s 0 e
bro de estas ecwacirne; Te h;zi',, los vayiz - A, 2 —
cion que faziln la investig 2ear e otoro oo TR Gped
Cimos  de av o s progrore ¢ el POZ Lo e o Ay

deponden de \oi (_‘36"(\”1'((&“»1[23 Cpo



~ _PROCEDIMIENTOS S(STEMATICOS
ety . Retomemos. el /problemec Lt
e de - Maximizayr | func«cm ~'pnma
—— -—3 (tiy t 2 t ) .-40

S .SUJ(’.CO & (as restnccwnes RN
Naturales b|20 t 70 ts?.o

) . . z

.io(onde f=0,1 Y T[&]={f‘l

o
|

2

—1 1

4 la matriz de coefieienfes traspyesta ¢s

t "t 1 f ":'_

lagidl=1-5l0o |1 |-z
4,14 z

-1 11 110 1}-

=[A]

Las restricciones de orfogona tidogl paro sl B0 tan
~dyvd, +dy - 24, + Od;=0 "
—1d+0d+d &' +Ld. =0

1 —d+4(+d=-ko:4-h;{d.-_-g
o Las furcones e/ﬁ Son €y = Ay sdy+ ds
| 61 = é‘lq-!— dS

{1 0

—_

La restyccion de nornoiidad  oq .-r(-,-r At :’.:
Las rostyrcionie A2 419) ;,;.’A.‘lfv't:‘,"."’?' 4o ', Ly (
La funacn Ao o La

d d, o, L i

o] EETEE

i

L9 Para obtewey vna base vectorial para ol €t dua ]



se af(m el alﬁom'cmv de @avss Jordan e larv_

nes de ortogonalidad | gberaciones que s regusfra

tabla

th

dz

-1 1 1 -2 0. ‘ ;
~Yol ol 1 -2 1z | Matrz aumentada original
|
-1 1 b 0 -1
T T T z | o ,
j ' {so oscraciones- ¢lementales
0 - t -4 1/ ' '
Tz 2 _ /2 |se constyuve ynveclor
0 0 o 2 =1 fembario en iz 1% colomna
10 -2 4 -1
o ! -1 2 -1 35{0‘3”—; V;‘\(}o.-r.-: -Jmhmosl
3 en la (2w T2 :.‘ri‘-'-_575.
0o ’ 1] 0 2 -1 . -

—‘ —————— . .
: : 1. o0 -2 o 0 e tlenza virtitame inita
: G o 4 -1 o o s enla .i"_"»\jf',_: SO“Cofumnz(Sl
! L) . .
. .

t o, © ) -2 1 -

' ! 0 % z -2__ e intercai 2 3%

) ? : . -

F o i 1 o) o —1 tolumng lon > 5%,

X S : S e S e e

; o o0 | f -2 | 0

L - . - - ! 2

’ —dy 2 A5 de 4

A continvacion sc¢ forma la mot oz tro <l 3,!"3‘.
no confrario 4o lms vitiva: solunos 4oL T cecto
ves  d¢ ES $e Cor.| dela ron Urna n*afn“: iy ! JUK2

S
v -2 o z 1 o)
o H : ;
o 2 1 o o 1

.L ~~~~~ ;




~ Por la forme en quese constroyeron estos dos Yltimos

& ,V'VeofcwesJ obviamenl® JSon ort’oﬁo'ndleS"' Ccﬁ‘ »f,os’:”(/ei’f'oré&

131

f{la de \a matriz L¥] 4ero foor el intercamoio de la tevce |
Yo Clowa  con la quinta, [as componeu(is 10. Concuerdan
Cton las  de lo vedores de (a matriz [GI,], asi que para
restacvar fa Concordancia  en la matriz [Hl se efect/a wn
nyevo intercambio de la tercera ~columna ton (a quinta y de
ete modo Se obtiene

e wmatriz

pomm-n- _ d—l 2 d3 d4 ds
; G -2 | o | O 1 z
| 2 2 { 1 0 0
b e o

matriz cwyos dos vectores fz'lus Son orijon:L‘xé’i ¢con  los vec-
tores flas e [s,] Y por Consiguienle Con {,_os J2ctores

de la matriz orfg(nih i“:'tts{;uesta,' de 2 wmatriz

de @cponentes ; tonte wente men  Jos vacioes

Solus N Je

| T ] -t —— ——— ek
[ ]
K I . - '
E g ’Q ! 2 | - - < | Makyiz !
5 ’ f
Y | o | 1 §o ! G,
boo g hEVESES !
| o C 1 1 4 0 ‘ -Y !
Y, iir A H
L33 - order
R N I N 7 leyser!
! +f§ g‘) 4 ! !
I S 3 o /2| 1 dl 0 !
L2 - e
Vi vz vz s y=
' . : ! ; = ] ) Lt - !,
Son Lm(m I ‘n;ﬂj?&ndt?n@ﬁ Lo ,(zrjtllr, ; s \’
es?acio de soluciores de las  condicigre: te i

e5to es, el 25bacio duoi _

Del vector Va se puede obtener el veclur o
cade. uno de log eleweintos de V4 entre ta su.
Lees @Wv\i(d 5 Comiw“*”"\tﬂ y ok

dlpdiedo
A sust

lo el yesull ¢



R

i 0

L(o; =10
-1/2

-1

que ademas de sabisfacer las - conditignes de ortogona lidad,
llena el requisito e norma lLidad,

Como la walviz G{.j tiene So\cﬁmente Aos CO(UY‘MWS, Unicamen-
te bhay un veelor de noltddad by qoe paim forwe o, la
Suma 2+ +| Ao la fves »‘vgwhae-/as Goms}}onewf?ﬁ Ao s se mol
Cplica dor by,  podicte que se resta i V5

2 A -2
- 1 0 1
W= v = o | =] | o
0 -1 4

‘ LY -y
L2 solucidn 3eﬂem\ a l=as condiciones 4o noerd gl
OF{-OSOTYQKI\C{EL;L Se do  2n {2{ ]lgbg‘lz_‘l-}f -j: \/fitgy-"_’w .;

dzb(0)+rbL1)~_.»‘f'. o :

I£vY
(Wl

que ‘-.».Los;m'ro\\.a:'\a en ,c.or.z‘r‘rd'r:_l:“-,:.fr? <

V= \-- -

~

(st)

D D

{8

"
Y'
-k +2r
~t+ar

1

i

Fa
™N

. D
t
i



T i,;,_ﬁD‘e estas l"jUd[a(ade‘s/"’"sfe;_*f“cfbli\"g':'_e_'i "7.06 el V€c,CoraI_.!‘afl'Sf'

= las cond(ciones de  no veqatividad solamente cvando
e AR 20, 020 5o —l44P 20 ' e
.6 biem L

ace

. Sy ,
B —— 2L N S TR su_equivalente £3r 23

| $ir= ég' , enfonces queda garantizada |z exi-fenia de
. .un vector d* con sus componenles positivas que satis
face al conjunte de Todas las restvicarones Aol biograma
dal, For otra pavte, el probYlema primal e Suteranarsfente
‘PQ:fQUVQ con el vector (2,1, 7—) se oblienen s iese s
A

0552 = $(£)° (F) 507 8
3

: - b o2 le3_a T3
i(‘l.’.{’l)‘ 2t3= o T 2 F "

fe Concluge ).imr S! Seclun’:fo t&or’ema '.‘{ﬁ ;(ua(& "'.v.'[. 7ue

e {"nu‘o'n ’Prt‘rﬁil‘ 94,(€) alcanza. su valer mG i my ,-'\-'Lr.r'r‘g'z':!.o
en Un dbonlo ¢! que satisface las restriceddrvs -v{:r.’u"".«"s‘De
Ceste modo se. cu mP[GZ EL PYA es Supercendisivnls . f'J‘ﬂLf'Of'.
_,p({r,«,_,-_-ﬂ alcanzee su valor maxime en Un ’PMw que saisface Jas
restricciones /pn"mnl'fs, consecvenfemente se Ppoeder 1 licar a
esfe /ilayobiema todes las Afremacore”. del 1%!:"'7‘*-"( v e
dvalidod .

$¢ en (S1) se hace suvceziynaentc T:cl{) %) I ze obtiene

S‘ején (S\) .
]
‘ oy Pdy | dy A ] dg }
1 \ ] \ f
2 |z |3 |4F | °¢° ;
13% > |z | 3 | 21| L
: I S 10 10} o | 5
K > || 1L 2 'f
zo | o zo | zo 5 5
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davx vn Solo -fuwle I Frecsentemente <o ar a - ai

(IO’ TRy ’5_)_5_> q-?'q' Fas e T RO : (32)

Ahore se calcvla g (t) emsayando valores det, i, yt,
Yoe Sahs(-acevx a las restricciones Jcon lo cual se optieve

3, (H1a) =170, g1, 1,3)_ 333,
3' (‘>1>§)= e, 9,(Hht5)=10332 (s3)

Se on el teorema A dwalidad . diE) >a _-"-'7;'\/ U-COL).
6(0{10!(9 \, es un \/66(—0( mm(m{uz,nx. ° sn. el .~O-‘:‘ ol ?ro—
pdesﬁo “4 l0s vectores & y . sou sector=c o uizea
e satisfacen 2 las restyicccones bylwma'rn o el
r‘especf(v/a;::en'te; Con'secJe..fmmnca_ (:5'_7.) SumasT T iy,
{»rontefas fﬂfc'r'!'o‘ms de 9, C—t') , e tambmee o (A Az
[as Eron'rcfas Suﬁert'u(es oLQ 6} (t’ )y Enchan oy '

103, 82 _>_ 60(,{-1_) _?__. (r_( 4
Se ha loarado uyn valor winimeo “‘c;,m,“ beyor < velor
de J, com valor di 100 1y un fesi ey i a4 e
eienlo ,
A\S{U"W: eces las et aanoy doales o G mezinal

donde el nu'n..uo c‘t’ tﬁvmmos en ef :\‘ v i'” e e
Yor que el numevo de yariaole: /analvs 5 25t Taie e Denen
3(6(10 de clificoltad cevo 1 sy Soluman ce obtiene recdviendo €
sictema lineal de ecumciones obtenidwe deg las resticcryr lurles

«



wje’(a 5 \a

R | .Sot.uaor\L R

R { o | -1 0 Ay 0 d',,-f-Odz—dstiq.. 0
i { 1 — 1/2 -4 dz — 0 d, + d,, —,61 —él’? =0 -
o T 0d+4+od sl=o0
o' | 1+ | 0 |=¥3|| 4 0 32y
3% 4 da. 3x1 . d4+dl=1
4%

inmedinlo se plantean las Condiciones de orfogors’ il oy
:normukidac&‘ QCOanuacf'o'n se planten Iz Jrumow duad
4, - dyd

=[5 ] [“°] [Sd] ] )

i
I f
‘ N t

. Las condiciones de ortogonattdacd 4 novralids’ Jasn'a

SO‘uro\
{ d1= Aa) dz-‘-‘ :3'-0{4 5 d‘+d‘L= j3+%“(ﬁ -
i v Ry - pdy—dy =0 dy- S 4y o

/Plor ConS{gvﬁ'nﬁe 26{3:1 ; 24 =1 Lan -
> .

4724 ] -
‘({_-z-.,dz—Z\ 3—‘5:‘.-4-—42—.

eslm Unica <olucior o 2l cor stundiente yag e

dal  ec_y Lo 1 5 - Al I Wt
Ca LAz a1 s T2 30 12 ea 14 e
RSN CIORENENS

el Se. ?r\naa. con la matriz e eﬂponea&s ’meu i Y de ‘



3

ZSJ
. Lomo &' es el Unico ponto de la region fac'h“olé‘ se
eoncloye | despues de advetiv que ¢ camplen las hipstescs
cedde los Yeoremas do dvalidad quve <l valor minimo de
R | lavanq'o’n Jprn'ma( s 40 consecuentemente

gLt taots) = 40

lo(2236) (0 84561)032 3)

}

— . Vale [a pena hacer vna obrersacion {migrtanter ¢ a detec=

minado el minimo yestangido do @ antes de cono
- N ' ’ <Jo . 7 . .

tor mm(m\’éaﬂ’(fr ’(_{:} t, , 1, )e Se determino el vetoy Mg —

: ? ’ ’ .

mizante (d] 4, A, da) de |z fumcion dual | o o0 es de

oz imporfancia  capitaly borque unwe de lus con - zoaes

- del briner teorema de¢

! ’ - .374 al a‘1

| o _o +

A9 () =Gt bt

(o, el yec—

valided afiaa qije

a4, & -t
2,13 - 24 P2z 23
N Azﬁo({:)= C1t1 tz -

Stmiismo  Su d3 Y 5{4 g Son Ceyo , entonces | yestvric —
o ! - . re o \
Clon fj‘(t\ es activa | lo cual sigarfia _31&.:14, Yor to

»"'.!SI"—"
newte - . 7 N
SL\C’-{:C dl : La'51 %32 a‘:i A ! o -‘3'1.;'1‘3
,—3—, = C3 1 tz t3 ) :‘4 r = C.-L S s
. d5+ dq d>+d4
.consecvsnte mente - -4
L T = 2
54 P
r— — =—
3 3
R
. ’ o
4O’C1 tz = & 40
20 t' /.—. _|__ .
‘ats" z 0

136 Pa?a a(os,f)c_jaf de estac ecu‘ac{ones?“os valores !

P
Dol . o b :
l t3 , Se toman n103c?n‘tmol fata conveiiy el si'omn de |
i



iU ol s by
N i log _%(43(:3:
R S kog‘t’q + lﬁ‘% _{:‘Z‘J‘_D 9—0‘2 {',"3 ~ Ac-a N

Bk ivg t'l + log t, + icg— L= o -

P

_ \ -
-} - = 0 - —
’ 27 Sl a FLDQ
0 -
. 5 1 5 5 ol o
] v i y 1 , 0 " —'LC,;,/
L D ) 1 7 1 ] l__ i i 0 |
443 3% '
o bien -—a=fu4lega , -v=Zuy |
3 . L
' M= v - log2 ) V= - w Sisteei que admbe
la solvucion wmica , M=-lega , U=0, W= _— ‘
de  lo ctwal resulta |
! . '
t' = LZ 3 t-?,: 1) 5 !
E5€€ {0 'j(\" ) (‘o," P e‘_a rr—.n» VL)(UC"O' ..l' ’ / ] '»:“'_l.

e obcerva que el pomarn Ao te'rminos o=, ol WJ’,-,-,;,O
A vartables primalen m=3 lweay 2 amde Ao Uhtad
de este /t:)roblema e A= a-3-i=zo.

Geando 2t /’fu'."o S Adpdalte e L
maxmu-.ante gt no ;‘,QP leode los epwiicis ol o
"(Jovmom(m
PrOBLEMA TRANIFOEMABLE A PROGRAMACION GFOMETRICA . s

Hay varfos titoes de poblemss que se puiden vs doeir,

2 3@numoc problemas  de pfochma,,m\ @%’0”""‘“- e va
|

!

3%



T oz _ |
-esh)r/har Una ale.ff' estos: E.V‘@roblewas 6{:}6’ Drnglxqg,fmgyLE no -
$e ’puedan blan&ar en fo(maL de zpog,nom(os __:-

- ,,” M\'nfmizar 16'L ‘fumon Ci (t) ‘F(t)'*' [qr(t) ] Mt

L.

donde fﬁﬁ) y q(t) Y h(t) Son $0SiN0O mios func(o,es el

]

_,.W....jvec@r b=ty th) 4 a0 ‘ o
el Je tonsidera la {ur.c(o'n ale equ\valc da
b G(T) = £ (£) + t,, }h (;_) . S

- . - ' \1 - B : | -
M [ restriecion to f;(t) <1

,don e t, 25 vna viciable indesendiext® 7o, Y
{ .
| T=(to, & 5.~ , L) )
: Es claro 4)@ a partir de (a cynstruccion de la {unc‘on ’e zqu\., -
Vale“cmﬁ(T) y la rectr ~Ct0/* ’!ue el veclop (4] Ly7,)
minimiza & la {Unuon G(E)  siasios s w0 yscior
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CAPITULO I
CONCEPTOS GENERALES



INTRODUCCION

_ El objetivo de este trabajo es ofrecer a los estudian
tes del area de las matemdticas aplicadas, una explicacién elemen
‘tal del fundamento légico sobre el que se apoyan los métodos de

prueba, gque los matemfticos utilizan en la exposicién de las teo-
rias mateméticas, comunmente presentadas en forma de teorias axio
méticas, con la finalidad de hacer més comprensibles las demostra
ciones de los teoremas con los que esta ciencia, de exguisita be-
lleza y enorme aplicabilidad, edifica sus grandiosas construccio-

nes.

) Obviamente el punto de partida es la interrogante -
équé se entiende por sistemas axiomdticos?. La contestacidn ex-
haustiva a esta pregunta nos llevaria demasiado lejos del objeti
vo enunciado, porque este tema linda con el problema de la funda
mentacibn de las matemiticas.

Presentar debidamente los intentos de solucidn a es-
te delicado problema implicaria examinar los trabajos de muchos
genios: los de ARISTOTELES, sin hipérbole, el primer 1l&gico for-
mal de la nistoria; de los LEIBNIZ, que anhelaba dotar a filoso-
fia de un sistema de 16gica matemitica, con la finalidad de que
este instrumento le permitiera alcanzar la dignidad de ciencia.
Asimismo se estudiaria la obra "Mathematical Analysis of Logic"
donde su autor, GEORGE BOOLE, puso las bases de un &dlgebra de la

ldégica.

Obligatoriamente, se tendrian que analizar las obras
de los egregios GOTTLOB FREGE, GUISEPPE PEANO Y BERTRAND RUSSELL,
empeflados en despojar a la 1l6gica de matices gnoseol8gicos, psi-
coldgicos y metafisicos, cuyo afdn lo centraron en establecer -
las condiciones adecuadas para un proceso deductivo riguroso y
exacto, capaz de someter a examen losmismos procedimientos mate-

méticos.



Seguiria el estudlo de las obras de HILBERT y GODEL
;lnvestlgadores sistemdticos de los problemas metalbgicos; se
examinarian los trabajos de los neopositivistas WITTGENSTEIN y
1‘CARNAP quienes dentro del planteamiento mds rigido del convensio
nalismo légico, consideran a los sistemas axiom&ticos como un
conjunto de férmulas construidas con signos totalmente carentes
de significado e indentifican la l6gica de un lenguaje con su -
sintaxis, establecida ésta en forma completamente convencional,

por lo que excluyen a la seméntica desde el punto de partida.

Finalmente se pondria mucha atencidén a la obra de -
TURING, guien aprovecha las estrechas relaciones entre los cilcu
los 16gicos v las teorias de las magquinas "pensantes", reduci =--
bles al funcionamiento puramente automdtico y mecdnico de un sis
tema formal y de este modo los teoremas metalbgicos fundamenta--—
les se transforman en teoremas referentes a la posibilidad y li-

mitaciones de las mencionadas maquinas.

De acuerdo con el objetivo propuesto, no es posible
dentro del estrecho margen de este trabajo, ni tan solo resumir
esta inconclusa aventura del pensamiento cientifico. A continua
cidn solamente se contemplan desde un punto de vista puramente

orientador, algunos de los conceptos fundamentales.




INDEFINIBLES:

Cuando &e’ ‘inicia el estudio de- cualquler parte de la
ciencia; por ejemplo, la‘dinamica de fluidos es natural que el

estudiante se pregunte.
1. équé se' entiende con la palabra "din8mica"?
2. ¢qué significado se debe asociar at: térmlno

TEluidos™? : PRI R

A estas 1nterrogantes la teoria de la din&mica de los

‘fluldos contestaf

“"La din&mica es- ¢l estudio de la materia en movimien

to, considerands las causas que lo originan; por razones didicti

cas se 'divide en dos grandes partes: la dindmica de los cuerpos

rigidos y la de los cuerpos deformables; ésta Gltima nuevamente
se -divide en dos partes: la teoria matemdtica de la elasticidad

y la mecénica de los f£luidos".

"En la teoria de la elasticidad se estudian las pro-
piecdades de los cuerpos elésticos: aguellos que al sufrir la ac-
cidri de las fuerzas -cambian su forma inicial y al cesar la accibn
de .dichas fuerzas, la recuperan totalmente; el acero es un ejem--
plo caracteristico de este tipo de materiales, capaces de resis--

tir esfuerzos cortantes y normales de cierta consideracidén"

"Los fluidos son los liguidos y los gases, sustancias
que adcmés de adoptar la forma de los recipientes gque los contie-
aen, resisten muy poco la accidn de las fuerzas cortantes cuya
magnitud es tan pequena en comparacifn a la resistencia que ofre-
cen a las fuerzas normales gue en la mayoria de los casos los es-

fuerzos cortantes no se .toman en consideracidn en los cdlculos"
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. Obviamente después de leer esta respuesta surgen otragt
aque es 1a materia? ¢qué es el movimiento? ¢codémo saber si algo es
‘kuna causa o un efecto? ¢qué debe entenderse por cuerpo rigido? cque
se qulere‘dar a entender con cuerpo deformable? ¢qué se debe enten-
der por elasticidad?.

Muchas otras preguntas se pueden agregar ‘a la pequeila
lisﬁa planteada, pero de momento el propSsito de lo expuesto se
circunscribe solamente a destacar el siguiente hecho: al iniciar
el estudio de la mecinica de fluidos, se advierte la imperiosa ne-
cesidad de que todas las personas intercsadas en el tema, se hallen
de comfin acuerdo en el significado de ciertas palabras definidas
con anterioridad: tiempo, fuerza, movimiento, causa, etc., en el
ejemplc de la dinamica de fluidos, con cuyo significado se compon-
drd el de otras palabras que servirén para construir la base firme
sobre la que se levantarid la estructura l6gica de esta parte de la

ciencia llamada dindmica de fluidos.

En general, al iniciar el estudio de cualquier parte
de la cienica, se observa gue una de las primeras labores consis-
te en asignar a ciertas palabras un significado Gnico y preciso;
pero fa qué se debe enfatizar tanto este hecho?. Ciertamente es
indispensable aclarar esta situacifn porqgue a consecuencia de su
dimensidn histérica, en el lenguaje comln frecuentemente se obser
van caracteristicas contrarias. Hay excelentes obras literarias
en las que de cierta vaguedad se pasa a la evidente confusién, es
posible encontrar pasajes obscuros en los cuales solamente queda
la gufa ofrecida por contexto; a veces, de este mecdo, puede el
lector conjeturar el significado de lo que el autor desea comuni-

car, si su propSsito es comunicar algo.

Probablemente con toda intensidn el autor no desea la
interpretacifbn finica a sus escritos, tal vez se propuso. darle a

su obra cierto contenido, cambiante de un lector a otro y en esta



: En- la @sfera de la 11teratura,‘és pbsible que ia pe-
'cullarldad lndlcada represente un mérito capaz de dar al libro
el nivel de obra de arte extraordinaria, pero en la ciencia esta
‘situacidén seria la causa de los mds perniciosos efectos. Si un
cientifico pretendiera utilizar una paiabra portadora de dos o
més significados, con ella,le resultarfa imposible eétableéer si
loglsmos gue pretendleran fundamentar la validez unlve rsal de - -

701ertas lmpllca01ones.

Al acometer la tarea de a51gnar a c1ertas palabras
un 51gn1flcado Gnlco, de inmediato se notavque esta labor impli-
ca un proceso en cadéna: un t&rmino se define en funcién de otros
de contenido mas simple y estos Gltimos en fuﬁcién de otros nue--
voSs; continuando con esta éucesién de definiciones, al flnal del
proceso se descubre la presencia de términos indefinlbles, de los‘
cuales, todos los seres humanos debidamente iniciados infieren el

mismo contenido.
EJEMPLO DE CONCEPTO INDEFINIBLE

Con fines aclaratorios, cbnsideresavia palabra "conjun
to". Obviamente la infraestructura de su significado, se sustenta
en la intuicién inmediata de un conjunto de cosas"; pero si a par
tir de esta intuicién se pretende construir una definicidn, todos
los esfuerzos serdn vanos, cualesquiera de los caminos que se si--
gan, desembocarén en la inevitable circularidad, no se adelantaréd
un paso mis de la repeticifn: un conjunto es un conjuntb de cosas;
no ohstante, desde los estudiantes gue se inician en estos temas,
hasta los mids notables investigadores, pueden llegar a un acuerdo

undnime en el significado que dehe asignarse a la palabra conjunto.

SISTEMA AXIOMATICO

En las teorias matemdticas no solo se encuentran térmi



nos indefinibles con significado, también hay relaciones indefini
bles con significado y proposiciones gue enlazan los t&rminos in-
definibles con las relaciones indefinibles. En general todas las
presentaciones axiomiticas de las teorias matemdticas se inician
dando a conocer sus tres conjuntos privativos:

1A.kTérminos indefinibles con significado,
2A.;Rélaciones indefinibles con significado,

3A. Postulados: afirmaciones aceptadas sin prueba que
ligan los términos indefinibles a las

relaciones indefinibles.

Los elementos de estos tres conjuntos reciben el nom-
bre de elementos primarios de la axiomatizacidn. Debido a su im-
portancia algunos autores consideran separadamente las leyes de -
la l6gica, pero otros, en un afdn de simplicidad, prefieren consi
derarlas dentro del conjunto 2A. Con propd6sito aclaratorios, se

agrega un ejemplo de sistema axiomético.
EJEMPLO DE SISTEMA AXICMATICO

El notable matemdtico Guiseppe Peano, en el afio de -
1899, formul$ una teoria axiomitica de la aritmética de los cardi
nales, en esta labor utilizd t&rminos indefinibles, con la convic
ci6én de que todas las personas iniciadas en los niveles elementa-
les de la aritmética, podian darles un mismo significado, estos
términos son: .

Nimero

Cero

y agregd la relacién indefinible:

"Sucesor inmediato de”



: Con estos elementos przmarlos, Peano estable01o los
postulados que llevan su nombre: .

' Postulados de Peano
1P. Cero es un nlimero.

2P. El sucesor inmediato de un nfimero es un nimero..

3P. E1l cero ne es sucesor inmediato de ningﬁn nfimero.
4P. No existen dos nlimeros diferentes con el mismo
sucesor -inmediato.
5P. Cualgquier propiedad que pertenezca a-cero y al
sucesor -inmediato de cualquier nlmero cque goce de
-esta-propiedad, es una propiedad de todos los»nﬁQ;

meros.

‘En este sencillo ‘ejemplo se puede observar gue el métg'
do axiomdtico presenta dos-atributos fundamentales:

£

1. 'Eleva al rango de ciencia a un: Dequeno conjunto de
proposiciones. S '
2. Caracteriza la estructura formal de una teorfa de-

ductiva.

De acuerdo con estos puntos, desde los origenes de la
geometria, algunos autores pusieron el acento en la primera propie
dad. Consideraron "verdaderas por si mismas" a ciertas premisas
inmediatas v juzgaron que la fuente de toda demostracidn radicaba
en ciertas proposiciones especiales, llamadas axiomas si su validez
es general, o postulados cuwando la mencionada validez se halla limi
tada a al dmbito de una ciencia determinada. En resumen, segln es-
te punto de vista los axiomas o en su caso, los postulados, son el

fundamento "evidente" de la deduccidn y su punto de partida obliga-

do.

Fste parecer, la "evidencia de los axiomas o postula-=—

dos", sufrié un rudo golpe con la construccidn de las geometrias



no euclidianas. De inmediato algunos investigadores empezaron a
destacar la importancia del segundo punto del método axiomético:
‘la-‘capacidad que tienen los axiomas de caracterizar la estructura

formal de una teoria deductiva.

El desarrollo del élgebra abstracta y de la 1égica -
simbSlica intensificaron este proceso de abandono del-réquisito
de la evidencia de los axiomas. Hacia los finales del siglo XIX,
la crisis de ias paradojas acelera el desenlace: el repudio casi

total del concepto de “"verdades evidentes por si mismas".

Peano en la aritmética, Hilbert en la geometria y -
Russell en todo el &mbito de la matemdtica, emplezn los axiomas
PRESCINDIENDO del principio de la evidencia; a estos les atribu-
yen, sin mas el carlcter de simples cadenas de simbolos anénimos
construidas artificialmente, donde los resultados pueden admitir

una interpretacidén ulterior.

Esta nueva forma de concebir los axiomas did origen a
problemas que la antigua axiom&tica estaba lejos de plantear. Al
considerar los axiomas como férmulas, ni verdades ni falsas, de

inmediato se plantean las interrogantes primordiales:

1. ¢Cémo asegurar la capacidad de los axiomas para
demostrar o refutar todas las proposiciones rela-
tivas al sistema? '

2. ¢Serd posible afirmar gue no existen proposicio--
nes verdaderas del sistema que no se puedan demos
trar a partir de los axiomas adoptadoé?

3. ¢Es posible afirmar con seguridad que los axiomas
elegidos son independientes, qué uno de los axio-
mas no es consecuencia de otros?

4. ¢CSmo asegurar la consistencia, es decir, como sa
ber si en el conjunto de axiomas propuestos, no

es posible demostrar una afirmacidn y su negacién?
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T A flnales del sxglo XIX esta ﬁltlma 1ntcrrogante, co-
nocida como requisito de consistencia era uno de los problemas- -

fundamentales de la ciencia y el principal de la loglca.

Suscintamente, en una exposicidn elemental se puede
decir que .el conjunto de postulados propuestos para la fundamen
tacién axiomdtica de cierta rama de la matemdtica, debe cumplir

con varios requisitos b&sicos:

a) Independencia
b) Completitud
¢) Consistencia

INDEPENDENCIA

El requisito de la independencia pidéHQue en la tabla
de postulados se eliminen aquellos deducibles a partir de cualquier
subconjunto de postulados, en palabras sehcillaé: en la lista de =
postulados se excluyen la presencia de teoremas. = Se adicioné el si

guiente ejemplo para aclarar lo expuesto.

EJEMPL.O DE SISTEMA REDUNDANTE DE POSTULADOS

Al observar los cambios que el mundo presenta, se lle-
ga al concepto de fendmenos. Si de estos no interesa su naturale-
za y solamente importa si ocurren o no, se obtiene el conceplo abs

tracto de "evento".

El conjunto E de todos los resultados posibles de un
experimento es el espacio de muestras y cada uno de sus elementos

es una muestra.
Un campo de Borel de eventos es la familia Z de subcon
juntos del espacio de muestras E QUe cump;e con los postulados:

1. La familia Z contiene a B -
2. La familia Z contiene al conjunto vacio ¢



']_1‘

3. S.’L’A B € z entonces A\UB ¢ 2
. 4. Sl A, B e % entonces A - B ¢ %
'f}S"S A, B ;fZ‘entonces AMNBEZ

Este 51stema de postulados es defectuoso debido a su

redundancia, tamente bastan solamente dos postulados, a saber,

iR B A;gﬁz entonces su complemento A € %
FT. 51 A)ést>Z entonces (A \JB) e 2

A bpntinuacién~$e muestra la redundancia del sistema

1 es consecuencia directa de los postula

“Sl'A€€ Z entonces Ae 7
Sl A A ¢ 7 entonces A UEKe 2

Consecuentemente
AUVURE =EF €32
También el postulado 2 es consecuencia de I porque

8i E £ Z entonces E £ %

en consecuencia E = g € Z

Andlogamente el postulado 5 se deduce de los postula-
dos I y II.
8i A, B ¢ 2 entonces A, Beyv
Si A, Be Z entonces A \U B e %

si E\J B € Z entonces A\UB ¢ 2
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Flnalmente se puede probar que 4 es un teorema demos, 
trable-a partiride 108 postulados Iy TLeds :

SiA, Beld {en‘to_ﬁ,c‘ésfkf &

51 A, B¢ .z 'entonces:
8i'AUB e

/ e tOn a8 -

>;sigﬂi§ica cigquer A fxBfe Z.

Coﬁsecuentéheﬁfe}'de dcuerdo con‘estas:demostraciones
el sistema de postulados (l, 2, 3,4,:5) se. sustltuye por el sig
tema (I, II). :

COMPLETITUD

El requisito de completitud exige que dado un sistema
de postulados independientes, con solo el auxilic de estos y las
leyes de la 1légica se pueda fijar la verdad o falsedad de cualquier

; teorema del sistema.

CONSISTENCIA

El requisito de consistencia demanda que ninguna par-
ticibn del conjunto de axiomas o postulados sirva de punto de par
tida para demostrar la negacidn de un teorema ya probhado a partir

de la misma particién o de otra, de los postulados en cuestién.

Esto significa ¢ue en un sistema inconsistente de pos
tulados con uno de sus subconjuntos, exclusivamente por medio de-

ductivos, se obtiene la demostracidn de un teorema con afirmacidn
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p 'y’ con otro o el mismo subconjunto del mismo sistema de. postula-
dds.sé obtiene un teorema con afirmacién p, la negacidn de la --
afirmacién anterior, consecuentemente en los sistemas inconcisten
tes de postulados se puede probar lo giue se quiera; ciertaméﬁte .
con.las afirmaciénes ©py p , aaregadas como hipétesis a otra

nueva hipb6tesis h, sc pueden formar los teoremas
hApAp~>gq : (1)
h ApAp=+q (2)

Observe que en el seqgundo teorema la éfirmacién gqg.es -
la negacidn de la afirmacidn gq del primero, esto significa que
los .teoremas (1) y (2) son contradictorios. A continuacidn se
muestra el desarrollo de la tabla de verdad que reyistra los va-

lores de verdad correspondientes a las condicionales (1) y (2).

h|p|g|p jpAp|hApAp |[hApAp>qg| hApAp-d
\Y \Y v F F F v v
\Y \ F r F F v v
vI]iF|lv |v i F v v
virF |F |v F F v v
F|lv |v |F F F v
Flv |[F |F F F v
F F v v r P v
FlF |F |V F F v v
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Los resultados anotados en las columnas 7 y 8 de 1la
tabla de vexrdad prueban que de aceptarse como hipStesis p A 5,
la estructura de ambos teoremas (1) y {(2) es la de una tautolo-
gia estructuralmente verdadera, independientemente del valor de
verdad de la hipdtesis h y la afirmacién g por lo que también

quedan probados los teoremas

T

hApdip->qg

AapAp g

E o Acerca de: esta qwtuac16n algunos116g1cos han comen—”
tado que ‘admitir la con;uncxon v s : : ‘

como hipStesis, pueden ser muy fitil a una oligarquia partidaria
fandtica de un credo determinado, que hasa su derecho al poder to
tal, sobre la infabilidad de un credo impuesto, pero definitiva--

mente no sirve para la construccidén de una ciencia deductiva.

En definitiva, un conjunto de postulados es consisten
te, si no existen contradicciones entre los postulados o entre -
los teoremas que de ellos se deducen, consecuentemente la prueba
de la consistencia de un sistema de postulados, depende de la -
afirmacibn: en el conjunto de TODOS los teoremas, CONOCIDOS Y DES
CONOCIDOS, no existe una pareja de teoremas contradictorios. En
esta afirmacidn reside el origen de las dificultades que presenta
la prueba directa de la consistencia de un sistema de postulados,
cuyo problema se plantea en los términos: dado un subconjunto --—
cualquiera del conjunto de postulados de un sistema, probar que a

partir de &1 es imposible la construccién de una contradicci6n.

Después de este breve panorama conceptual, se exponen
en la parte que sigue, las bases légicas en las gue se apovan los

métodos de prucba de las teorias mateméticas.



CAPITULO 1II
PRINCIPIOS DE LOGICA FORMAL
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AFIRMACION SIMPLE

En este tiabajé a toda masa élocutiva p, considerada
como un conjunto de sonidds y silencios ordenados adecuadamente
para garantizar su significacibn, ‘a la cual se valora come verda
dera o falsa, recibe el nombre de afirmacifn simple, esto es, -
significa que toda afirmacién p, admite con propiedad uno de los

predicados:

es verdadera,
es falsa,

pero no simulténeamente ambas Valorac10nes, por con51gulente,,e§

cluslvamente-

p es verdadera, o bien, p es falsa,.‘”
pero no ambas, una con exclusxén de la otra.-

VALORES DE VERDAD
Los predicados, "es verdadera", "es falsa", son los
valores de verdad de la afirmacifn p y se representan por V y F

respectivamente. Algunos autores utilizan 1 en lugar de V y ce-

ro en vez de F.

EJEMPLOS
Consideremos: El gato y la rosa.

Esta masa elocutiva, no es una afirmacifn porque su

significacifbn no admite una valoracién, como verdadera o falsa.

Contrariamente los enunciados:
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El'gato es animal doméstico

La rosa es un vertebrado

en l6gica formal son ambos afirmaciones: la experiencia diaria

confirma la veracidad del primero y la boté&nica se encarga de es
tablecer la falsedaddel otro. Observe la necesaria intervencién
de las ciencias particulares para establecer con propiedad la va

loracién de las afirmaciones simples.

NOTACION

Se representan las afirmaciones simples con las le-
tras minfisculas, p, 'q, ¥, s,  llamadas sfmbolos afirmativos.

OPERACIONES LOGICAS: =,~ ; n'

Se dijb“qué"lds afirmaciones representadas por un so

lo sfmbolo afirmativo se llaman afirmaciones simples.
Las afirmaciones obtenidas por la combinacién de -
afirmaciones simples mediante las operaciones lbégicas reciben

el nombre de afirmaciones compuestas.

las operaciones ldgicas bédsicas son: 5

1. Las conjunciones: p ~ ¢
2. Las disyunciones: p . g : ]

3. Las negaciones: nop

Se distingue una afirmacibn simple de una compuesta
porque el valor de verdad de esta filtima queda completamente de-
terminado, por los valores de verdad de las afirmaciones simples
componentes y de la forma particular en que estas componentes se

hallan ligadas.



CA contlnuac16n se deflnen ‘cada una de las opera01o~
nes, léglcas bésicas por medio de su tabla de verdad

La CONJUNC ION

El resultado de unir dos afirmaciones 51mples p Y q

por la palabra "y", se llama con]unc16n de 1as aflrmac1ones p Y 9.

Esta operacifn se representa con el signo -, conse=

cuentemente, la conjuncibn es

p~a

signo que se lee py Qv significaxaﬁbés $f @é?;qﬁéé‘éimﬁlténea—

mente.

El valor de verdad de la conjuncibén p ~ q debe cum-

plir con el postulado:

(T p ~ g es verdadera si ambas p y q son verdade-

1)
ras, en caso contraric p ~ ¢ es falsa.

Resulta muy Gtil resumir el postulado Tl en una ta-
bla: la tabla de verdad de la conjuncién, que registra todos los

casos posibles de combinaciones de las valoraciones de p y (.

A este postulado lo resume la tabla de verdad de la

disyuncibn.
P q P~ qq
\Y v v
v F F
F v F
F P r

Fig. 1. Tabla de verdad de la
conjuncidn.
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sultado de unlr dos ‘afirmaciones: smmples PY 4
”por 1a, 1 ‘”f‘_oﬂ; en el sentzdo inclusivo, se llama’ disyuncién
de las af1rmac1ones p Yy q : Este resultado se representa con el

s;gno

D O,

el cual se lee "p 6 gq" y'signif;c’ ﬁoﬂambaé} uﬁal,'otra o

ambas simultdneamente.

El valor de verdad d syuncién p ¢ g satisface

al postuladd siguiente.

(T2) P v g es verdadera‘si una. o ambas componentes
lo son, solo es falsa cuando ambas afirmaciones

son falsas.

A este postulado lo'fésuﬁe,la tabla de verdad de 1la

disyuncién:

P qa P v g
| v v v
v F v

F v v

F F F

Fig. 2. Tabla de verdad de la disyuncidn

{ La disyuncién es falsa, fnicamente cuando las dos com
ponentes son falsas, en los tres restantes casos es verdadera por
que entonces de acuerdo con la definicibn, por lo menos una compo

nente es verdadera.
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LA NEGACION =~~~ = =

| la;afirmaéiéngsimp;e p”toma,
la forma, ‘ FET Lo

No eé{c;é:tquuejp;

Esta negacibn se representa con el siénbf~&p;‘y,se —
", . : g 4 i
I

lee, "no p es evidente su significador

(T;) Sip es verdadera entonces wp?és

falsa entonces ~p es verdadera

Este postulado resumido en formajdegfabléﬂdagiﬁgar.af?
la ‘tabla de verdad de la negacibn: R

Fig. 3. Tabla de verdad de la negacién

CONSTANTE

Todo signo, con una determinada significacifén, inal
terable en el curso de los razonamientos, recibe el nombre de -

constante.

VARIABLE

Todo signo sin ninguna significaci6én propia, se lla-
ma varlable. Generalmente la variable se refiere a los elemen-

tos de un conjunto bien definido.



.en~16gicafho“es-una‘afi, , .
~valor‘de;verdady comOfVerdadera;o

'x por una constante,

* *FUNCION PROPOSICIONAL

Ex1sten expresiones que por contener variables no se

'uede aSLgnar un valor de verdad: no son afirmaciones; pero

‘al. sustltulr las variables por ciertas-constantes, se convierten
“«en aflrmac1ones, por ejemplo, si x es una variable, la masa elo-
“cutiva:

' x es un’nlmero. entero

queétno se l; puede a51gnar un

falsa, pero al sustltulr X .por

un nﬁmero como. \/A' e ha qustltu1do la varlable

,fxrmaCLOnes.~~—

‘es’un-némero. eéntero

e@s ‘un ndmero entero,

Lo L

es un nimero entero

Las dos primeras son falsas y la tercera verdadera.
Observe que tdcitamente la letra x se refiere a los elementos -
del conjunto de los reales. En muchos problemas se debe espe-
cificar de que conjunto se han de tomar los valores gque rempla

zardn a las variables,

A toda expresién que contiene variables y que al -
sustituirlas, por constantes, tomadas de cierto conjdnto espe-
cifico se convierte en una afirmacién, se le da el nombre de
funcién proposicional o simplemente, proposicidn.

El valor de verdad de una proposicifn depende exclu
sivamente de las constantes que sustituyen a sus variables. -
Una forma sencilla de indicar esta dependencia, se mostrd en el

ejemplo expuesto.



PROBLEMA 1.

SOLUCION.

Se sigue paso a paso lo indicado en la proposicién,
efectuando las operaciones a partir de los paréntesis mds inte-
riores. Los distintos pasos se dan a conocer a continuacién:

P q W P oy @ AP an @
v v F Foo v
v F v v F
F v F F v
F F v F v

otra forma mis breve es la siquiente: se valora directamente la
expresifn propuesta conforme a su orden,

v (P - v q)
v v F F v
F v v v F
\ F T F \Y
v F F v F
g i 2 1

Los nfimeros de las columnas indican el orden de las
operaciones; el resultado se halla anotado en la columna marca-

da con el nfimero 4.
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“ Construya:la tabla de verdad de la proposicién

SOLUCION.

Plalalal<|T
3

F v v
v P v
v F F
3 ) i

PROBLEMA 3

Construya la tabla de verdad de la proposicidén

'\:P v\‘q

- SOLUCION

m

]
Ml <o

[T R

)

wg| <<

N <<

= ") ml <1 Q

Observe que las columnas 3, donde se anota el resul-
tado, de los problemas 2 y 3 son idénticas.
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PROELEMA 4

‘yycoﬁgtFUya:léftgﬁlafdéfﬁefdéa déﬂi‘TproégsiciSh‘

SOLUCION -

NP v a)
F v v v,
B v v
F F R
v F ¥
3 1 2
PROBLEMA 5
Construya la tabla de verdad de la proposicidn
wp o~v g
SOLUCION
N p Y v q
F v F F v
F v F v F
v F F F v
v F A% F
.2 1 3 2 1

Observe que las columnas 3, donde anotamos los resul

tados'de los problemas 4 y 5 son idé&nticas.



PROBLEMA 6 . . = .

SOLUCION™

PROBLEMA 7

SOLUCION

Construya la tabla de verdad de la proposicién

{p~q) v (p~ x)

i) - q) v p - r)
v \' A A v v v
\Y% v \Y v v F F
v F r \4 \Y v \'
v F P F \Y F F
F P \Y% F P F F
r P v F r F F
F F F F P F \'
F F r F F F F
1 4 2 5 1 3 2




s

PROBLEMA 8.

SOLUCION
(P » q) - r
v v v v v
v v v F r
\Y P F F v
v F F F o)
F F \Y% F v
F F v F F
F F F F v
F F F F F
1 4 2 5 3

PROBLEMA 9
Construya la tabla de verdad de la proposicifn

p “(q -~ r)

SOLUCION
P - d - r)
v v v A v
\Y F v F F
v ¥ F F v
v F F F F
P F v v \Y
F F v F F
F F F F v
T F F F F
1 5 2 4 3
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Las columnas 5 donde se anqtan-iOS*résulfadOS»de los
problemas 8 y 9 son idé&nticas. ‘ B ) :

PROBLEMA 10

~_Construya las ‘tablas de verdad de las proposiciones

Bg
v compare sus resultados

SOLUCION

v

< j <) "
al<la T

M

!
]
<

]

=
R ST R P
I

Nl o<

ljﬁ
“
N

Los resultados finales, anotados en las columnas 3

son idénticos.

PROBLEMA 11

Construya las tablas de verdad de las proposiciones
P+ g . q . p y compare los resultados.

SOLUCION ' ‘

< j<fc

e R B B I I Lo
Rl <<
MR <t <A

(%)
Il B R N R I o]

|l < <o

wiH|<



TAUTOLOGIA =~
Se da el nombre de tautologia, alas,propdsiciones

P(p, q, -.-)}; verdaderas para cualquier valor de verdad de sus

variables.

CONTRADICCION
Se llaman contradicciones todas las proposiciones

P{(p, q, -..) falsas para cualquier valor de verdad de sus varia
bles.

PROBLEMA 12

Construya la tabla de verdad de la proposicién

p vy P
SOLUCION
p v n D
v v F v
F v v F
T 3 )

La proposicifn es una tautologia, porque los resulta

dos anotados en la columna final, son finicamente V.

PROBLEMA 13

Construya la tabla de verdad de la proposicién.

p ~% P.
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SOLUCION .

La proposici6n es una contradiccién, porque los re-
sultados anoctados en la qdluMqa 3;‘de1las‘operaciones finales

son finicamente F.

TEOREMA

Si la'propgsi§i§ﬁffip “gyi.e.) es una tautologia, en
tonces AP (p, g, ...) s lnacontradideitn y reciprocamente.

DEMOSTRACION

Como la tautologia independiente de los valores de
verdad de sus proposiciones componentes p, q, ..., Siempre es
verdadera, su negacidn siempre resultard falsa, esto es, se obtie

ne una contradiccibn.

Como una contradiccién independientemente de los valo
res de verdad de sus proposiciones componentes p, ¢, ..., Slempre
es falsa, su negacibn siempre es verdadera, por consiguiente se

obtiene una tautologia.

Esto demuestra el teorema

TEOREMA.

Principio de sustitucién

Si P{p, 9, ...} es una tautologia, entonces P(Pl’ Poy,..}
es una tautologla, para proposiciones cualesquiera Pl(p, [« (S I

P2(p, Gy enedrere
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DEMOSTRACION

Considéfé'iavtauﬁéioéia”P(p;‘d} ;.})*yiléslp:oposi—
ciones cualesquiera'Pl(p, g, oo, PZ(P, - PPV PR

ool

siempre es V,independientemente del valor de verdad de sus varia
Ay e oy
q por Pz etc., en la tautologia P(p, 4.

Por definicibn, el valor de verdad de P(p, q,

bles p, por consiguiente podemos sustituir a p por P, a

1
..-) vy el resultado obte

nido sigue siendo una tautoclogia.

Esto demuestra el teorema

EQUIVALENCIA LOGICA

Dos proposiciones P{p, 9, ...} ¥ 0{p, @, ...) son -~
equivalentes l6gicamente O iguales, si las columnas finales de -
sus tablas de verdad son idénticas. Este concepto se representa

con el signo

Plp, 9+ ...} = Qlp, g, .-.)
EJEMPLOS 3
De acuerdo con los problemas 2 y 3 -
v(p ~ ) = v p owvog
De acuerdo con los problemas 4 y 5
“(p v q) =n~p g
De acuerdo con los problemas 6 y 7
p~{g «r) = {p ~ g) . (p ~ ¥)
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. De’ acuerdo c

Finalmente:

pivq

TEOREMA
Demuestre “anp = 'p
DEMOSTRACION
Po.ooap o eap

-, SV F v
TR F
i Observe q@e la columna de p es idéntica a lage “p.
1 Esto demuestra el tecorema.

TEOREMA

Si v representa a una variable simpre verdadera y f
es una siempre falsa, entonces demuestre

P~V
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DEMOSTRACTION.

En ambas tablas las iltimas.co
la primera; consecuentemente f es-un’neut

Yy v 1o es con la operacidn -

P P vV p £
; v F F
3 F

La primera tabla prueba que p . v es una taulogia y
la segunda que p ~ £ es una contradiccibn.

Esto demuestra el teorema.
TEOREMA

Denmuestre que

P~ P =% ; P +np =V
DEMOSTRACION
En el problema 12 se obtuvo PpP. a p = V

y en el problema 13 resultd pnp = £

Esto demuestra el teorema.
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TEOREMA

Demuestreidué G L

Pvp=p P~P=p
DEMOSTRACION

Se construye la tabla verdad

P __PvP__ P.P

P F F

v v v

Esto demuestra el teorema.
TEOREMA

Demuestre (p « q)v r = pvl(g « ).
DEMOSTRACION

Se principia con la tabla de verdad del primer miem-
bro de la igualdad

p v gq)vr
(P v 9) hd I
v v v v v
\Y% \ v v F
v v F v v
v \' F v F
F v v v v
F \ v v F
F 13 F v v
13 F F P F
1 4 2 5 3



segundc miembro,

v
-
v
F
&7
=
-
F.
1

v
v
'F’
4

i [ | <l <)< b o

tof e wl<ﬁi<g

los resultados anotados en las columnaé 5 bfﬁébanVié}vélidei del'
teorema, e e S o
Esto demuestra el teorema
TEOREMA
Demuestre pv(g ~ r) = (p v glealp « T)
DEMOSTRACION
Como en el caso anterior, se principia con la construc-
cién de la tabla de verdad del primer miembro de la igualdad pro-

puesta pv{(g ~ r),

2 v {q - x)
\Y v v v \Y
\' \Y \Y F F
A\ v F r v
v v F F P
F v v \' v
iy F v F F
F F F F \Y
F F F F F
T 5 2 Z 3
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Ahora se construye la tabla Ve verdad,del segundo

miembro (p v q).(p < r)

=~
;
e
>
=
.;

[ LRSI T LT S P P < ‘
Eo L B B R R R i S B
L LI R B R R £ B £ B Sl B
ol |9 < i< i<
S EC R T (OB Lo 3 0 P ]
[5 00 Lo B SR Lo B DI RS RSB B B
(R0 TR P T P I R LT B

los resultados, registrados en la columna 5 de la primera tabla
vy la 6 de la segunda prueban la validez del teorema

Esto demuestra el teorema.

COLORARIO

Las proposiciones con las operaciones de disyuncién,

conjuncidén y negaci6én, presentan la siguiente estructura,

1. EQUIPOTENCIA
la. p~p=p Ib. p.pP=1p

2. ASOCIATIVIDAD

2a. {p vq)~r = pvl(q v x)
2b. {p ~ Q)ar = p~(g ~ 1)

3. CONMUTATIVIDAD

3a. pvg=gqg+vp , 3b. paag=gap
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_EXISTENCIA DE.NEUTRALES
S5a. p.f=p 5be P AV =D

6. EXISTENCIA DE ANIQUILANTES

fa. p vv=1v 6b. p ~ f = £

7._ COMPLEMENTACION
7a. p vwp =1V Tb., p ~v p = £ :
7c. an P = P 7. av = £ ; af=v.

8. TEOREMAS DE De MORGAN

'\JP ~ny J.
VP ova .

8a. alp v q)
8b. ~({p ~ Q)

1]

Al estudiar con detenimiento la tabla de las leyes

del &lgebra de proposiciones;'se Observa:

A partir de la., se obtiene 1lb., sise cambia el signo

v por el »

La f6rmula 2b., se obtiene de la 2a., si el signo v
se cambia por el ~

Andlogamente 3b., es el resultado de cambiar v por

~ en 3a.

La f6rmula 4b., se obtiene de la 4a: se cambia
v por -~ y reciprocamente ~ por .



v poria

y v por £.

-y también v por £.

“‘Asimismo 7b., se‘obt;ene

Del: mismo modo;

De la primera f6rmula de 7d4., se

cambiamos . por

puede obtener la se

gunda si se cambia v en £ y reciprocamente f en v.

Finalmente del teorema de De Morgan 8a., se obtiene

el 8b., si cambiamos . en ~ y reciprocamente » por .

TEOREMA DE DUALIDAD

den cambiar

el dual del

primal.

BEJEMPLOS

1.

En todo teorema concerniente a proposiciones, se pue

v por ~ , también f por v y reciprocamente.

Con estos intercambios resulta otro teorema llamado

original y al teorema original se le da el nombre de

El teorema dual, del primal
vip o~ g =nvp ovv g
de acuerdo con lo expuesto es

~lp v Q) =vp oav g

Por dualidad de

v = £

se obtiene la igualdad
Wf = v

~
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3. Dada la igualdad

P vvp =V
su correspondiente dual es
p ~vp=*£f

4. Dado el teorema primal

pv£f=p :
el correspondiente teorema dual es
PA~V=EDPD

5. Finalmente si se dualiza la igqualdad
pPY V=YV
se obtiene el resultado

p~f=£

LA CONDICIONAL

El resultado de unir dos proposiciones p ¥y q en la
forma

si p entonces g
se llama condicional y simb8&icamente se escribe
P+ 4

esto se lée de varias formas, a saber,

implica g
solo si g

es suficiente para gue g

KT T T

es necesaria para que p

La afirmacién p que sigue a la palabra'sirde la es-
tructura condicional, es el antecedente o la hip6tesis; la afir

. . n t .
macién g que sigue a la palabra entonces de la estructura condi



cional se llama consecuente, conclusifn o tésis:

e ,Elquléi"de verdad de la condicional p + q se postula
,como,sigué{f,g S - . .
'(T4) p + q es falsa si p es verdadera vy q es falsa,

en todos los demds casos es verdadera.

Al tabular las distintas situaciones posibles debido
a la combinacifn de valores de verdad del antecedente y el conse
cuente, se obtiene la tabla de verdad de la condicional,

P ~4q

v
3

Fig. 4 Tabla de verdad de la
condicional.

q
v
F F
)]
F
2

Bl |1 < | o

TEOREMA
La condicional p > q es lbSgicamente equivalente a
pov.
DEMOSTRACION
Primeramente se construye la tabla de verdad de la
proposicién
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R R LR R

Ahorz se comparan los resultados finales de esta ta
bla ., anotados en la columna 4 , con los correspondien --

tes a la columna final (columna 3) de la tabla de verdad de la
condicional. Se observa gue ambas columnas son idénticas.

Esto demuestra el teorema

Con relacién al lenguaje comfin, este tecorema genera-—
liza el concepto de condicionalidad: elimina toda referencia a
ligas causales, presentes siempre en el lenguaje diarioc. El con
tenido 18gico de p + g es exactamente el de ~p + g.

A partir de la condicional

P | (1)

i Se construyen, tres nuevas condicionales, a saber,

Si ~q entonces ~p (2)
Si g entonces P (3)
Si ~p entonces n~g (4)

La condicional (2) es la contrapuesta de (1), la (3)
es la reciproca de la condicional (1) y finalmente (4) es la in
versa de (1) y la contrapuesta de (3).
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TEOREMA

“Toda cond1c10na1 p oy q es léglcamente equivalente

a su. contrapuesta vq v p_“‘
(p +.Q) = (vg = p)
DEMOSTRACZION

Se construye la tabla de verdad ~g +v p .y se regis

tran los resultados finales en la columna 5

'\Jq '\:p ’\;q v P

S A A I i R Ao
[T £ B RSN L2 B Roi o]
w < | << |
N R El Lo B ey
(SN Sl R Lo B

La columna 5 de esta tabla, es idéntica a la columna

(3) de la tabla de verdad de la condiciocnal, luego
p—)—q: Nq—)'\:p

Esto demuestra el teorema

TEOREMA

La reciproca g - p de la condicional p + g es 16gi

camente equivalente a la inversa ~p -+~ (.




'DEMOSTRACION. - . -

L ‘ rsadep e q/ es! 1a :

proca g = p, por:

onsiguiente

‘Esto demuégtra;e teorema -

JTECREMA

La reciproca g+ p de la condicional p = g, -no. es Lé
gicamente equivalente a dicha condicional. ' '

DEMOSTRACION

Se construye la tabla de verdad de p ~ qy de g =+ p

Y se comparan las columnas 3 y 4

P a P q q-~ P

! v v v \

; N F F v

i F v v F
F F v v
1 3 3 4

La columna 4 final de esta tabla, no es idéntica a
la columna 3 de esta tabla donde se registran los resultados de

la condicional p =+ q.

Esto demuestra el teorema.
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LA BICONDICIONAL

. Simbéliéamgnté‘$e:e$¢fibe¢
p + Q) lqd > D) = psg

El signo p «»q tiene varias formas. de leerse, a con

tinuacién se indican algunas de ellas -
p si, y solo si q,

si p entonces q, y reciprocamente,

a fin de que p, es necesario y suficiente que q.

Los valores de verdad de la bicondicional ya no se

consideran postulado, se pueden deducir de los de la condicional

TEOREMA

La tabla de verdad de la bicondicional es

P q P> q
) \4 Vv
\'s F F
F \ g
r g v

Fig. 5. Tabla de verdad de la
bicondicional. )




'DEMOSTRACION =

B Béﬁﬁa7con$t:ﬁir la - tabla

’:‘,¥44_

e Véfaad‘Qégiéfbrbposiéién"

peg g ep (p + qlala > pP)

P q .

v v v v \
v F F v ) F
F \ ) F E
F F \ v \

Utilizando los conceptos de condicicnalidad y bicon-

dicionalidad se aclaran los conceptos de implicacifn 18gica y de

equivalencia l6gica

IMPLICACION LOGICA

La proposicidn P{p, g,...) implica l8gicamente a la

Q(ps; gr-...) si y solo si toda asignacifn de valores de verdad que

hacen verdadera a P(p, g, ...) tambi&n hacen verdadera a Q(p,q,...)

EJEMPLOS

3.

P(p, Qs.-.) implica 1l8gicamente a P(p, g, ...}
P(p:; Q,...) implica l&gicamente a

B =P(p, g +..)+Q(p, q; -..) porgue
siemore que P(p, d» ...} sea verdadera, lo serd B.
C =P(p, g, ---)7Qp, g, ...) implica l&gicamente
a P(p, 9+ ...), porque siempre que C es verdadera lo

es P(p, 9r ..}
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e yosioy

“solo si P(p,"

DEMOSTRAC ION

Por definicién P(p, q, ...) implica l6gicamente a

Qlp, 9¢...) si y solo si siempre que P(p, q, ...) es verdadera
lo es Q(p, g, -..), consecuentemente, cuando P{p, g, ...) impli
ca l6gicamente a Q{p, 9, ...) es imposible el caso de que

P(p, 49, ...) sea verdadera y Q(p, q, ...) sea falsa; pero esta

afirmacién significa que P(p, g, ...)+Q{(p, g, ...) nunca es fal
sa, por tanto, la condicional P(p, g, ...)-Q(pP, q, ...) es una
tautologia.

Esto demuestra el teorema.

Este teorema constituye un método efectivo para re

visar cuando la proposicién P{p, g, ...) implica a Q(p, q, ...):
construir la tabla de verdad de la condicional P(p, g, ...)-
Q{p, 49, ...) ¥ ver si es una tautologia o no.

TEOREMA de la transitividad de la implicacién 16gica.

Hipbdtesis 1: P implica l6gicamente a Q
HipStesis 2: Q implica légicamente a R
Afirmacién: P implica légicamente a R.

DEMOSTRACION

Por la hipdtesis 1, siempre que P es verdadera, lo

es también Q.
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Por la hipbtesis 2, cuando Q es verdadera, siempre lo
. es R, consecuentemente siempre que P es verdadera tambié&én lo es R,

consecuentemente P implica légicamente a R

Esto demuestra el teorema.

EJEMPLO

Demostrar que p - q implic%iyéqiééhggtéfé"yqzfw‘p;
DEMOSTRACION

Se construye la tabla dgfﬁ%rdé@wdérlé proposicién

(p > Q@) » {(vg +v p)

P q p +4q g “vp Lo QAT o] (p~+q) -+ (nvg+ap)
v v v F F v v
\' F F \' F F \%
F v v F \ \i \4
F 13 \ v v v \

La tabla de verdad construida, muestra que
(p » @)>(vq »v p) es una tautologia, consecuentemente p - q impli
ca l8gicamente a ~g v pP.

EJEMPLO

Investigue si la condicional p » g implica l8gicamen-
te al antecedente p o al consecuente g.
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INVESTIGACION

-

. Se construyen las

r‘lles'—, e

‘para ver cual- e

P q p > q {p + glp (p~>q) »~g
V-V v v v
v F P v v
F \' \ F \4
F F v F F

Ambos resultados prueban que p - g no implica 16gi-
camente ni a p ni a q.

EJEMPLO
. Investigue cual de las afirmaciones es verdadera, i
(p > q =»p implica 16gicamente a p :
(p >q) »p implica 16gicamente a g 1
(p »q) >~ ¢q implica l6gicamente a p
(p >~ q) +q implica l6gicamente a g [
INVESTIGACION

Se construyen las tablas de verdad de las condicio-
nales, que a continuacién se tabulan,



para establecer cual es tautologfa. La investigacién se principia
con la tabla fundamental

P q p~q (p - gl-p (p ~ a)»g
v v v v v
v F F v A\
P v v r v
F F v F F

A partir de esta tabla se construyen las dos siguien

tes i

(p ~ q)»p [(p - q)—-)p] +p [(p'+ q) —>p] -+
\' v v
v v F
F v v
F v 3

(p+aq~+a [~>q-q] -p Ctp~adq] o
v v )

A \ P
v 13 v
F v v




 EQUIVALENCIA LOGICA

Las proposiciones é(p“

valentes l8gicamente, si y s0lo’si empre toman el mismo

valor de verdad para cualquier:valo verdad asignados a sus va

riables.
EJEMPLO
Investigue si la ?rbpogiéiéhfil

P=nap .« (g »vr)

es equivalente l8gicamente a

Q= vp vy g vy ¥
INVESTIGACION

Se construyen las tablas de verdad de P y Q

P g T wp g AXr o gHr wpe(gonr)  Apengenr
4 v \ 3 F F F F P
vV V F F F v v v v
\4 F v F v 1) \ \ v
v F F F v v v v v
F V V v F F F v v
F V _ F v F v v v v
F F V v \ 3 s v v
F F F v \ v i v v

Como las dos (ltimas columnas son idénticas P es
equivalente lé6gicamente a Q.
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METODOS DE PRUEBA
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i1

v va
- U
 i(p‘nw5q) 4,f;%Q r

DEMOSTRACION

La prueba consi
bicondicionales i

S [(pn‘ (1)
(2)
(3)

Prueba de (1)

g pang (pana)ng pog o [(Pena) Sq ] < (po0)

P g

v Vv F F v v v
v F \Y v F F \
F V F F \' \ \4
F P v F v v v

Prueba de (2)

P 9 NP pang PQ (pang)-»ap (}p«wq)+mp] <« (p+q)
v v I3 F \'4 v v
v ho ) v F F v
F v F F v v v
F P \ F v v v




" Prueba de (3)
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R T R

v
\
v

(4
(5)
(6)

Esto demuestra el teorema.

1.

METODO DE LA REDUCCION AL ABSURDO

Las tres igualdades (4), (5) y (6), constituyen el
método de demostracibén conocido como prueba por reduccibén al ab
surdo, cuyo fundamento 1l6gico se describe a continuacibn,

Si p » g es un teorema donde p es la conjuncién
de las hipbtesis y q la tesis o afirmacién, en-
tonces se puede construir un nuevo teorema l6gico-
equivalente, donde a la conjuncién p de las hipb6-
tesis se le agrega como nueva hipbtesis la nega--
cibén g de la tesis, esto significa que la nueva
conjuncién de hipbtesis es p ~~ q. La tesis del

nuevo teorema es la misma que la del teorema ini-

cial.

A partir del teorema p + g, donde p es la conjun-
cifn de las hip6tesis y g la afirmaci6n, se puede
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'-Construir otro teorema equivalente cuyas hipbtesis
son ias“anteriores p a las gue se les agrega como -

“nueva hipdtesis la negacifén ~g de la afirmacién g.
Eéte nuevo teorema gueda probado cuando se concluye
la negacibén ~p de la conjuncién de las hipbtesis ~-
del. teorema inicial.

UrEsto Significa‘que;dadé‘la éonjuncién-de7las,hipétg‘

sis

entonces; por-el’ teorema de De Morgan,: ..

. NH

VHyw v H

Hov ceey n

Consecuentemente, si p » g es un teorema, su demos-

‘ tra016n puede obtenerse cuando a partir de las hipbtesis
P v g

Se concluye la negacién de cualquiera de las hi-
pbtesis Hy

¢ 3. El teorema p + q queda probado cuando a partir de las
hip&tesis

p ~v g

Se concluye cualquier contradiccidn

r s
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UTILIZANDO LA ESTRUCTURA

Un grupo (G, *¥) es un conjunto G no vacfo en el que se
define la operaci6bn binaria * entre sus elementos, que cumple --
con los postulados: i
{(G1) Cerradura

a, beG~+ (a*b) €@

Si dos elementos a,b pertenecen al grupo G entonces el

resultado a * b de la operacidn *, es también un elementoc de G.
(G2) Asociatividad
a, b, ce G +a *b*c) = (a*Db) *c

Dado tres elementos a, b, ¢ de G el resultado de las -
operaciones a *(b * ¢) es el mismo que el de (a * b) * c.

{G3) Existencia de un elemento neutral
4 i eG talque aegG+a*i=31i%*a-=a

Entre los elementos de G existe i tal gque al operarlo
con *, por la derecha o la izquierda, con cualguier elemento a
de G el resultado es a. El elemento i se llama "neutral bajo ¥
en G". '

(G4) Existencia de inversas

aeG+gated tal que a * a”



-LSS 1777:4

A todo elemento a. de G
rarlo c n *V por la derecha{uvrﬂ

 :es el neutral bajo * en G.7
JO * de ar

TEOREMA
Hipbtesis : (G, *) es'gfﬁéd
Afirmacién: El neutral ihﬁaj' ¢ e,JGH¢Sjﬁnicbf v

Demostracién

Se niega la afirmaci6n: existen dos neutrales, n e i,
en el grupo . ' C L

Si n es neutral

n*i=i ;b o o (1)

n%i=n . (2)
- De las igualdades (1) y (2) resulta

i=n (3)

De (3) se deduce la veracidad de la afirmacidn del teo-

rema. Observe que de la conjuncién p~vg se concluye .

EJEMPLO

Hipbtesis : (G, *) es grupo
Afirmacibén: La inversa a_l bajo * de a, es Gnica

Demostracidn

Se principia con la negacidn de la afirmacidn; existen

dos inversas a"l N4 b_l de a
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N i e oyt L
~8i-a.>:es:inversa bajo.* de a -

(1)

(2) -

-~ Si‘en.esta (iltima igualdad se posmultiplican ambos miem
bros por 1afiﬁvér$a_a*1 resulta

ta—,l: *a)y *al= (v

-Por asociatividad

-1

a TF(a *'afl

1

* (g * a',)

) = o7t

AR : r_’,;"" e i,a: x ; - _1 .
Como a'; es inversa de a se tiene a * a = i por esto,

-1 *,'

i’: b-l,*

a i
Por definicidn de elemento neutral bajo * en G, resulta

a~ =b {(3)

La igualdad'(3y es la afirmacién del teorema, consecuen
temente de p ~v g .se concluyé q.-
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EJERCICIOS IMPORTANTES

' La negaci6n de ambos miembros-de esta.légica-equiva-

lencia es -wadsa

vip r @ =)

Por los.ﬁedgémés;deﬂ éjmpréaﬁ y doble negacisn

vip > q) = p av Q.

Esto demuestra lo pedido en el ejercicio.

! EJERCICIO 2
Demuestre dgue
vip > q) = p <-+'\,kq’= vp q‘
DEMOSTRAC ION

Se construye directamente la tabla de verdad




_'5é;3;!l

P

s T
Vi v
P LV
F F
T 8

Los resultados anotados en las columnas 4, 6 y 8 de
muestran lo pedido en el ejercicio. Observe que para negar una
bicondicional basta con negar finicamente el antecedente & finica

mente el consecuente.

EJERCICIO 3
Ley de la simplificacién

Demuestre que las. condicionales sigulenteS Son tauto

logias
o ~q ~p
p~q) +gq
DEMOSTRACION

Se construye directamente la tabla de verdad

P g (p ~ g)-p P » q)+gq

oM< < | O
LI P s IS Sl e
Lo T e B e B B
< |< < i<
Lo L R ]




G
0

' Observe’ que

EJERCICIO 4

- condicional

Led

- Demuestre -qu

[ e

DEMOSTRACION

ol L @) = (e s Pl (e s g) s £ (vp s @)

o bien ! S
Ap alp v @) = p o~ g.

Cbnsecuéntemente pbfrel ejercicic anterior
{vp ~ q) » g
es tautologia, por consiguiente
L ~lp v @)~ q
es tautologia.
EJERCICIO 5

Demuestre que es tautologia la condicional

(p-tw v a]>a
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DEMOSTRACION

C'T p:;(&ﬁi;;qu

o bien -

 P°r;lQ‘?f§5
es tautologia. Obéervé;quérf;_ 
p ~vp v q) ; p~(p > q)'

Consecuentemente es tautologia la condicional

fp~tp>a) J+a

A esta filtima tautologia, @lgunos 1l6gicos le dan el
nombre de ley de la separacién.

EJERCICIO 6
Investigue si la bicondicional
[p+~a) +x J++[p +{q - r)]
es una tautologia
Investigacibn.

Se sabe que
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4-(Pf5féffgy

er ()
Andlogamente

{2y

(3)

La igualdad (3) prueba'que:(é;wiq)f[r“es 18gdico-
equivalente a p +{q » r), consacuentemente;la‘EiCOndicional'
(e ~arx] [psa+n]

es una tautologia.

Observe que este resultado significa que ambas condi
cionales, i

[(p .q)-)-]’.']-» [p >{g -+ r)]
Ep g - r)] > [ (p ~ a) rJ
son tautologilas.
EJERCICIO 7
Ley del silogismo hipoté&tico.
Demuestre con una tabla de verdad que la condicional
[}p + g~ (g~ r)] - {p »~ 1)

es una tautologia.

DEMOSTRACION.
Se construye la tabla de verdad de la condicional
propuesta
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P a I pa @r I (e@slen)  [(eras (@] s e
V. V.V v yy ooy v
V.V F ¥ F_ . F. . . F v

vV F V F v N F v

vV F F F v F F v

F V V Vv v v v v

F V F V F v F v

F F V V v v i v

F F F V v v v v

La columna final muestra que la condicional propues~
ta es una tautologia.

INDUCCION MATEMATICA.

Hay teoremas donde se debe mostrar su validez cuando
un pardmetro toma el valor de un entero positivo; en estos casos
se recurre al método de prueba, llamado de induccibn matemitica,
cuya base lb6gica es el postulado de la induccifn matemdtica que

dice:

a. El nimero 1 es un elemento del conjunto E.

b. 8Si el entero X es un elemento del conjunto E,
entonces también el entero K+l es un elemento
del conjunto E.

METODO DE PRUEBA DE INDUCCION MATEMATICA

Si la proposici6n A(n) es la afirmacifn de un teore-
ma vdlido para todo entero positivo, el mé&todo de demostracibn -
por induccibn matem&tica se puede estructurar en la siguiente for

ma:



.?7635 t7;'“'“'

=1,

‘12.M“Sélp0§£q1afla'hlpétésis de ‘induceién donde se afirma
. ..sin prueba que A(n) es verdadera cuando n = K.
3.“A_partir de la hipb6tesis de induccifn se prueba direc

tamente que A(n) es verdadera cuando n = K + 1.

De acuerdo con €l postulado de la inducci6n mateméti
ca, la afirmacién A(n) es verdadera para el conjunto E de los en-
teros positivos; ciertamente se prob6 que A(l) es verdadera y -
A(K + 1) es verdadera cuando A(K) lo es, de aqui se sigue que =

A(n) es verdadera para todo entero positivo n.

EJEMPLO

Dembstrar que

1+2+...+n=§—(92—+—1)— (1)

DEMOSTRACION
La afirmacidén A(n) es precisamente la igualdad (1),

la demostracifn se inicia investigando si A(n) es verdadera cuan
do n = 1, ciertamente, en este caso se tiene

_l@a + 1)
- 2

Este resultado prueba que la afirmacibn A(n) es ver-

dadera para n = 1.

A continuacifin se supone verdadera la afirmacifn -

cuando n = K



ra n = K- + 1 consecuentemente

K(K + 1)
2

o K'+ 1

14+ 2 4...4 K+ (K:+w;) =

142 44 K+ (X ‘4"'»'1)',.=""“,‘K*1’ R

(X + l)éK + 2) (3)

142 +...4K f~(ﬁi+'l)'=

La igualdad (3) muestra que A(X + 1) es verdadera;
esto demuestra el teorema.
EJEMPLO

Demuestre por el método de la induccibén matemética
que para todo entero se cumple,

4 + 8 + 12 +...+ 4n = 2n (n + 1) (1)

DEMOSTRACION

1 se tiene
2 (1 + 1)

Cuando n
4

i}

Este resultado prueba que (1) se cumple cuando n = 1.

Se supone ahora que la igualdad

4 + 8 + 12 +...+ 4 K = 2K(K + 1) (2)

es verdadera.



4% B h. i+ 4K + A(R 4+ 1) = (K + 1) (2K + 4)
4+ 8 4., .+ 4K + 4(K + 1) = 2(R + 1) (K + 2)

Esta Gltima igualdad prueba lo pedido en el ejemplo

FACTORIAL

La notacifn n! se llama factorial n; su definicién es
la igualdad

1 (2) 3...(n - 1)n

o]
i

Adem&s se define el factorial cerc igual a uno

0! = 1,

LEJEMPLOS

(=]
(3
[uy

107 T 8T (9)10 90

8 (9) 10 _ 7! (8) 9 (10) _ 10!
(2} 3 307! T 3T



COEFICIENTE BINOMIAL

El signo ( ]’:‘) se llama coeficiente binomial de "n*
en "r" donde r y n son enteros y r iéh}‘Se define con la igualdad,
n} _ _ n!
r I n-x)!

EJEMPLOS

)_ 7! _ 4 (5) 6(7) _ 5 (6) 7
T.oArar - 31T 47 T ITTEY 3

7\ _
(3)—35
10} _  10' _ 9! (L0) _
(1)”119:”‘119: = 10

EJEMPLO DE DEMOSTRACION DIRECTA
TEOREMA

Hip6tesis: n y r son enteros positivoes y r < n

. . n n
Afirmacibn: <?—r) (r )
Demostracibn
Por definicibn
n - n! - (1)
n-x n~-ryl r?

n n! .
(2) =i |

i
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' @y

(2). son igual

EJEMPLO DE DEMOSTRACION:

TEGREMA

Hip6tesis 1: n y r son enteros positivos yo T i_ﬁu’

Afirmacibn: ( n ) (n ) - ( - ) V;
+ = .
_ -1 x . oo

Demostracidn

Por definicibn

n — n! . n!
r=1) 7 =0T nr+1)Y = =T {-rj! (n-r+1D

n _ n _ n!
r ) Il m-ryy  T-1yr&Tin-rt

Dejando las expresiones con un denominador comfin se

obtiene

n _ ) n! (1)
r—-1 T G-IV T Y m-r)f (n-r+1) _

n - n-r+1)n' : (2)
r E-1YTY n-ryf (n-r+1)



(r+n-—r+l)
Y In=-r)T (n-—r+1)

<r—i$ =
( T ) + (n )._ ~n! (n+1)
r=1})." \xr) ¥ W-r+I)]

. n _ (n+tl)! ; : :
(r-l-xl")“"‘ * (r) T an+I-rS.' : : ()

Consecuentemente, por definicifn de coeficiente banlﬂlal
y -la igualdad (1) se tiene

n n _ n+1
(r-—l) + ( r) - ( r )
Esto demuestra el teorema

EJEMPLO DE DEMOSTRACION POR
INDUCCION MATEMATICA

TEOREMA DEL BINOMIO DE NEWTON.

Hipbtesis 1: n y r son enteros positvos y X < n.
. . . K K _ K+1 )
Hipotesis 2: (S) + (S+l) = (S+l) o

{teorema demostrado)



g9

AfJ.rmac16n (a e b) )an +( )ah.‘»l b+

o bien - N IR RN S :
@ + b)) = E (?) alr pt : (1) ’
r=c , .
Demostracidn’
"Para. n = 1 se tiene :
1
(a +b)l= (?) a¥ T pt = (c‘}) a P ( )aob:L
=0
- {a + 1:)l =a+b i
Consecuentemente la afirmacibén se cumple e
cuando n = 1 ;
Se supone ahora vdlida la igualdad
@ib) ¥ = (K)aK+ (K) WK1
[o) 1
+ K ax—z b2 + K aK—S b3 +
2 3
+ .. . .- . . e e . .+



véllda para n. K +: 1. Clertamente

Ef ectuando operaciones

(¥

(a + p)¥*+1
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-, Por la hipbtesis 2 .

(a+b)K+l___< K+1>.a1{+1 " ( Kf')axb +(K—!2'l\}t aK'lb2+(K+31)aK"2b N

°

K+1 K [ K+1 K
) ab— + K+l> b

K+ kK-S . S+1
+_"'+<S+1>a b ...t

Finalmente
K+ 1
5\ .
D S CO I
r=0 .

Esta Gltima igualdad prueba que la afirmacidn (1) es
vdlida cuando n = K + 1, bajo la hipStesis de su validez cuando

n = K.

Esto demuestra el teorema.
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es linealmente

Ser

La independencia lineal del ¢onjunto debvectores A se

indica de este modo:

{A} es L-in.
DEPENDENCIA LINEAL

El conjunto de vectores

es linealmente  dependiente si al cumplirse la igualdad

qX; + qX, +...+q X = )

existe una q e{qq, qQyr ..., Q@ 1 tal que q # 0
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‘Cuando un” conjuntO‘ es Linealmente dependiente, se

escrlbe abrev1adamente
ETEMPLO DE DEMOSTRAC , ABSURDO
TEOREMA
Hipbtesis 1: A ={:

HipStesis. 2: - -

Afirmacidn:

Demostracibn
Se considera como hip6Stesis la negacidn de la afir-

macién ° B es L-dep.’

De acuerdo con esta hipdtesis en la igualdad
p1\71 + p2V Fooot pS\TS =q (1)
existe pie'{plf Pyr «-+r Pgl tal que p, 70
Ahora se puede escribir la igualdad (1) en la forma
..+ 0V, =0
n
pero &sta nueva forma de (1) significa que el conjunto A

v .y Vn] es L-dep (2)

{vl' 21 v

La afirmacidn (2) es la negacidén de la hip&tesis 1.

Esto demuestra el teorema.
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SUBESPACIO GENERADO.
Se 1e da el nombre de ‘subespacio generado, al conjun

to de todas las comblnac1ones llneales que se pueden formar con

los vectores del subconjunto\‘

donde
=
El condé?td de subespacio genérado se representa con
el signo
L {Vl,...,V%
El subconjunto de vectores 5 se llama conjunto genera
dor y cada uno de los vectores Vl,...,Vhﬂson los generadores del
subespacio L {Vi,...,ﬁh}.

BASE EN EL ESPACICO VECTORIAL V. )

El subconjunto de vectores {B}C: V es una base de V

si y sclo si se cumple

Primero: L{R}

Segundo: {B} es L-in

EJEMPLO DE DEMOSTRACION POR REDUCCION AL ABSURDO.

TEOREMA.
Hipdtesis 1l: B= {Vl,..,Vn} es base del espacio vectorial V
Hipbtesis 2:‘X = ay Vy *..+a, V, +..+a V_es un vector de Vv

Afirmacién : I.a eneada (al,.;,an) es finica.



Demostracién.

’{{éélébtiénerrru
et (b ma T (3)

"donde existe
b, - ay £ 0

i
De acuerdo con la igﬁaidad\(B) se concluye
B= {Vy,..,V ) es L-dep

negacidn de la hipdtesis 1.

BEsto demuestra el teorema.
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a pareja (x, S),

unto § recibe el nombre de dominio de la varia
desus-elementos es un valor de la variable.

rvAézABthpRopos:g;oNAL.‘

Se da el nombre de variable proposicional a la nareja

(x; S),vdonde S es un- conjunto de proposiciones en el cual los

domlnlos de sus varlables se hallan bien derlnldos. ‘Como antes,

U x-es-un SLgno que representa a cualgquier elemento del conjunto S.

CONSTANTE.

Llamanos constante, a una variable, cuyo dominio sola
mente contiene un elemento. Este tipo.de variables tiene mucha
importancia en la teoria. Algunos autores definen las constan-
tes como los signos que en el curso de los razonamientos conser-
van inalterable una determinada significacidn, en contraste con

las variables las cuales no posee ninguna significacidn propia.

CONJUNTO DE n VARIABLES.

Dadas las variables (xl, Sl),...,(xn, Sn), con los -

dominios se forma el producto cartesiano

P=S. x8, %X ...x8
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~‘Laivariable'lﬁi é)ffééibé
n varidbles xi{' Srx, se’escribe:

donde a1 € Slf 2 ¢ Sy

FUNCIONES PROPOSICIONALES DE n VARIABLES

Una masa elocutiva, que se representa con el signo

; Plxyr «vr %) = plu)

es una funcién proposicional de n variables que tiene por domi-

nio el producto cartesiano

P = S1 X S2 X o0 X Sn

si p(al, Byr eres an)

es una afirmacién para toda eneada

i (al, Bgr eeey an) e P.

En- lo que sigue se estudiaran con cierto detenimien-

to las funciones proposicionales de una variable
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FUNCION PROPOSICIONAL

; Dec1mos que una. ‘masa elocutlva p(x) es’ una fun016n
prop05101onal de una varlable, cuyo dominio es el conjunto A # 4

;51 “la - expre516n p(a) es. una afirmacién para todo elemento a e A.

DOMINIO DE VERDAD *

‘dominio de verdad de una funcién proposicional. es

p del domlnlo A, la

tal que, para todo v € VP’

La funcibn proposicional’ -

“p(x) = x es un nimero entero

s su dominio A, ‘es el ‘conjunto de los reales.”

Obviamente, su dominio de verdad es el conjunto de
los enteros.

TAUTOLOGIA EN EL DOMINIO

Se da el nombre de tautologia en el dominic A, a una

funcién proposicional p.(x), verdadera para toda a ¢ A, es decir
pla) es verdadera vy a & A

En este caso el dominio A, coincide con el dominio
de verdad de p(x).
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CONTRADICCION EN EL DOMINIO

A una funcién proposicional p(x), falsa para toda
a ¢ A, se le da el nombre de contradiccién en el dominio A.

En este caso el dominio de verdad Vp de p(x) es va-~
cio, es decir, Vp = ¢,

NOTACION

Para indicar que la funcidn proposicional p(x), es
una tautologia en el dominio A, se utiliza el signo

(¥x e 2) p(x)
que se lee "para toda x en A, la proposicién p(x) es verdadera”.

Cuando no hay posibilidad de confusifén en relacidn
al dominio, se puede gsimplificar el signo y dnicamente escribir

vx, p{x)

que se lee, "para toda x, se tiene p de x".

CUANTIFICADOR UNIVERSAL

El signo y se lee "para todo" y se llama cuantifica=-
dor universal.

La funcidn proposicional p(x) no tiene valor de ver-
dad, pero

v X, px)



erdadera ‘si

irmacifn: v ¥, 1i)es

NOTACION

Si 1a fun016n prop081c1onal p(x), cuyc domlnlo es’
A, no es una tautologia, nl una contradLCCLOn en el ﬂonjuntc A;%:rr
para indicar brevemente esta SLtuac16n se utlllza A% algno L

que se lee ”existe"porﬁloiﬁen65Uuﬁa-z*enrA;ital“que;”p(x) es

verdadera"

Cuando no existe la més remota posibilidad de confun
cibn respecto a la identificacifn del dominio A, se puede simpli
ficar el signo anteridr y escribir dnicamente

X, px)
que leemos "para alguna x, sSe tiene p de x".

CUANTIFICADOR EXISTENCIAL

El signo j se llama cuantificador existencial; se

lee, "para alguna" o méds brevemente "existe".




: Observe que la fun‘16n p' posiciona p(x) n ‘tlene un’

valor de verdad, pero"'
SEx, plx):
es una afirmacién y por tanto.si lo tieneg,“

El valor de verdad del cuantificador existencial B

satisface a la propiedad siguiente
(C2) La afirmacibn 3 x, p(x), es verdadera si

Vp ={x :x ¢ A, p(x)} # ¢

La afirmaci6tn ¥ x, p(x) es falsa si

Vp={x.'xeA, pix)} = ¢

NEGACION DE AFIRMACIONES CON CUANTIFICADORES

Vamos a estudiar el significado de la negacibn de

la tautologia
( yx e A) p(x)

La negacidn de la tautologia y(x), p(x), es afirmar
que V_ # A, es decir, se afirma la existencia de por lo menos
una x e A, para la cual no se cumple p(x)

La explicacifn anterior, puesta en signos, se redu-

ce a la expresifn siguiente.

v oyx, p(xX) = I x, vpx)
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inguhé :x'e A se cumple p(x);

'flléva'a la igualdad =

se llaman f6rmulas de De ﬁérééhfén‘iabbuahtificacidn‘y con ellas
se completan las leyes de la negacién.

LEYES DE LA NEGACION

Con el fin de resumir lo expuesto, en relacién con la

teoria de la negacidn, sin mis comentarios se presenta la lista

wup = p
vip A g) = ovp v g
. ’U(p . q) = ap ~“v g

vip>q) = poang

1]

~{p ~+q) p<+ g = Ap -<—'->q:'
oYX, P EX AP s
‘v (gx, P) = yx, “p.

Es Gtil recordar que se probrd la egquivalencia 18gica
de p + g con las afirmaciones:
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(P av-q)+h po= ap
® ~v g)* ¢ Ve = A
DEMOSTRACION POR CONTRAEJEMPLO

El uso de los cuantificadores permite un tipo Qe
prueba, llamada demostracién por contraejemplo.

Si se desea probar que la afirmacién universal
¥ x e A, pix)

es falsa basta probar que su negacifn es verdadera, es decir,
vy %X, p{x)) = g x, ~p(x) es verdadera

Esto equivale a mostrar un valor particular X, € A
de x, para el cual p(xl) es falsa. El valor de X, se llama con
traejemplo.

EJEMPLO DE DEMOSTRACION POR CONTRA EJEMPLO.

Se va a probar por contraejemplo la no conmutativi-
dad general del producto matricial, esto es, que la afirmagién
universal, "todo producto matricial es conmutativo", es falsa.

La demostracién se reduce a mostrar un producto ma-
tricial gque no sea conmutativo, para lograr esto se construye el

contraejemplo:



@’Ptimeramente,'

B J

consecuentemente

i,1,
4 , 2,
l r 3 r

o N
~ ~ ~"

1

Lligs

3, 4 2, 5, 4 :
2,0 |=| 9, 17, 17 (1)
1,1 7,14,9J

A continuacién se efectfia el producto conmutando los

factores
2, 3, 4 F 1,
0, 2,0 4,
T1,1, 1 1,
o bien
2,3, 4 1,
0, 2, 0 4 ,
1,1, 1 1,

Comparando

no en todos los casos

BN

0+ 8+0, 0+4+ 0, 042+ 0

4+1, 1+2+ 3, 0+1+ 5

] |
1,0 {: 2+12+4, 2+6+12, 0+3+20

|
B
—

1,0 18 , 20 , 23
2, 1 = 8, 4, 2 (2)
3,5 6, 6, 6

- . .|

las igualdades (1) y (2) se concluye que
se puede escribir

1]

Esto demuestra el teorema.
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE-LA TEORIA -DE LA OPTIMIZACION.

1.1, INTRODUCCION.

La finalidad de este-capitulo es formalizar los concep
tos mds importantes en la descripcidon de la naturaleza y alcance
‘de Ta TEORIA DE LA OPTIMIZACION. Se principia con la definicién
del problema de optimizacidon, se estudia Ta complejidad de su na
turaleza y se identifican los pasos fundamestales en el proceso
de su solucidén, conforme a 1a sucesidn siguiente:

1. Definicidn del problema.
Formulacidn de un modelo de optimizacidn.
Eleccidon de un método de soclucion.

Aplicacidn del método de solucidn.

. w N

Se estudiard en detalle cada uno de estos pasos del pro
ceso de solucidn, sus implicaciones en varias aplicaciones y .fi-
nalmente se presenta una clasificacion de medelos de optimizacidn
con sus respectivos métodos de solucidn que vaciamos en graficas
como resumen aclaratorio. El1 material que cbnstituye este capitu
1o asi como un esquema del desarrollo histdrico de Ta teoria de
la-optimizacidon (Apéndice B) pretende ser uma descripcidn general
de la estructura de la teoria, que mds tarde se aplicara a tipos
especificos de problemas de optimizar, en o que constituye 1a
parte fundamental del libro. Finalmente estudiardn varios aspec-
tos de la optimizacién, de mucha importancia en el campo del and-
l1isis y disefio de sistemas de ingenieria.

I.2. EL PROBLEMA DE OPTIMIZAR.

Cuando un ingeniero o una persona que toma decisiones,
a la que se da el nombre de "elector", se avoca al problema de




glegir.un curso‘de'écc{bn, 17co
estas alternativas propues
’na]idad predeterminada o -
ntima relacién con la naturaleza --

vas, ‘se ve impulsado a escog
tas: la mejor, en re1ac1on
un conjunto de objetivos’ enﬁ
del problema.

Presupénese que se puede evaluar valiéndose de un méto
do cuantitativo, el grado en el cual se alcanzan las finalidades
u objetivos del problema, para cada curso de accidn en alternati
va, en otras palabras, es posible obtener una medicidn de la uti
1idad de cada uno de los cursos de accidén permitidos al elector
y éste apoydndose en esta informacidn seleccione la alternativa
que produzca 1a mejor utiiidad.

E1 grado en el cual se obtiene Ta realizacidn de una -
meta le damos el nombre de coef1c1ente de mer1to para una selec-
cidén particular. ‘

DEFINICION.

A partir de un conjunto de alternativas;r0051b1emente
infinito, asociado a cierto problema se da el nombre de problema
de optimizacidn, al de elegir una alternativa particular, para -
Ta cual el coeficiente de mérito es dptimo,esto es, la eleccidn

de la alternativa con la cual se maximiza o minimiza el coeficien

te de mérito.

1.3. TEORIA DE LA OPTIMIZACION.

NATURALEZA DEL PROBLEMA DE OPTIMIZACION.

La naturaleza de un problema de optimizacidn en la ma-
" yoria de los casos es muy compleja.y en los problemas pridcticos,
se halla una gran variedad de casos que presentan caracteristi--
cas diferentes. Para visualizar la complexidad que puede presen



tarse en la naturaleza del problema, se consideran los casos 'si-

guientes:

i) Cuando un e]ector.se enfrenta al problema de optimi

i)

zar un objetivo bien definido, puede darse el caso
que dicha optimizacidn esta sujeta a un conjunto de
restricciones, o bien que la solucion del problema
puede hacerse sin considerar restriccidn alguna. Es
ta persona puede también considerar la solucidn del
problema bajo la hipdtesis de comportamiento deter-
minista, o bien, de comportamiento estocdstico.

‘'ET tomador de decisiones puede estar en comupicacidn

con otras personas, bajoc acciones reciprocas y com-
petir con algunas. Cada competidor obviamente pre-
tenderda hacer decisiones que optimicen sus propios
coeficientes de mérito.

Un problema de miltiples estados, puede implicar el
tomar acerca &1, varias decisiones, donde 1a finali
dad buscada es una optimizacidn de largo alcance en
oposicidn a la suboptimizacidén de un estado narticu
lar del problema. ‘

Esta no es sOlo una naturaleza compleja, sino que sus

modelos son de caracteristicas estructurales diferentes, 10 que

claramente
que hacerles
zacidn.

El

indica la necesidad de una variedad de técnicas con

frente a las soluciones de los problemas de optimi

conjunto de todas estas técnicas, especialmente -

lTas incluidas bajo los nombres especificaos de programacion mate

mdticas de decisiones, programaci6n dinamica, teoria del control,

cdlculo de variaciones, etc., constituyen con sus fundamentos -

matematicos,

la teoria general de la optimizacidn.




La teor1a de 1a

do, es la rama un1f1cad
un enfoque formal a la

tgmat1co que sum1n1str 3
os problemas de opt1m1za;
‘cidn. S o :

1.4. CONCEPTOS DE LA TEORIA DE LA OPTIMIZACION.
PROCESOS DE LA SOLUCION.

Los procesos de solucidn en los problemas de optimiza
cidn, no pueden ser idénticos en todos los casocs, generalmente
difieren de acuerdo con la naturaleza especial del problema; no
obstante, siempre es posible distinguir 1os pasos basicos de di
cho proceso, que se presentan en la fig. 1-1. Los-diferentes
circuitos indican una posible revisidn previa a la decisién.

1.5. DEFINICION DEL PROBLEMA.

En el proceso de la definicidn del problema, se deben
identificar las variables de decisidn o de control y especifi--
car 1a forma de sus relaciones reciprocas, asi como su rango de
variacién, implicita o explicitamente. Ademds, se debe definir
un coeficiente de mérito, en funcidn de las variables de control
convenientes y establecer finalmente las restricciones que deben
cumplir dichas variables. A

1.6. FORMULACION DEL MODELO MATEMATICO.

Una vez que el problema ha sido definido convenienteméﬂ
te, el paso siguiente es formular un modelo abstracto, usualmente
matemdtico, que presenta fielmente la estructura esencial del pro
blema y del que fiacilmente se pueda lograr la soiucidn, por medio
de 1Ta aplicacidén de un procesamiento bien conocido.



DEFINICION DEL PROBLEMA
o . PARAMETRUS
. VARTABLES DE CONTROL.

A

+ FORMULACION DEL MODELQO MATEMATICO.
FUNCION OBJETIVO
RESTRICCIONES

ELECCION DEL METODO DE SOLUCIDN. P

\ -

APLICACION DEL METODO DE SOLUEION.

Fig. 1-1 PROCESO'DE SOLUCION DE UN PROBLEMA DE OPTIMIZACION.



Siempre que se haga referencia a modelos, se debe. so-
breentender que se acepta la definicién propuesta por Karlin*:
“Un modelo es una abstracidn adecuada de la realidad, que pre--
serva la estructura esencial del problema, de esta forma, su --
andlisis proporciond cierta informacidn, no 5670 del problema
original, planteo de una situacién concreta, sino de otros que
presenten la misma estructura formal", i

Es claro que Ta solucidn del models producird resulta
dos exactos, en el mismo grado de concordancia en el cual el mo
delo es representativo del problema original, porque si este no
ha sido modelado convenientemente, la solucidn puede conducir a
resultados dudosos o completamente errdneos, ejemplo de esta si
tuacidn es el caso de un modelo de programacidn Tineal del que
se obtenga una solucibn no acotada como consecuencia de no haber
incluido en el modelo cierta restriccidn del problema.

A continuacidn se analizan algunas caracterizticas pri
vativas, de los modelos de optimizacidn, con la finalidad de pro
poner una clasificacidn adecuada, obviamente Gtil para una iden-
tificacidn posterior de l1os modelos que se estudiegn en los capi-
tulos siguientes.

En los modelos de optimizacidn, se distinguen tres com
ponentes principales, a saber:

(1) E1 conjunto de variables del probliema.
(2) La optimizacidn del coeficiente de mérito.

(3) E1 dominio de definicidn de las variables del oro-
blema, determinado por las restricciones imouestas
a los valores que pueden tomar las citadas varjia--
bles. ‘

*Kar]in;S., Mathematical Methods and Theory in Games,
Programming, and Economics, Vol. I, Addison-Wesley,p.1.



o la so]uciﬁhf6htima7én'cierta ‘clases de problemas de
optimizacidn, son valores numer1cos as1gnados a Tas variables
del problema, que sat1sfacen a las restricciones y simuitdnea-
mente optimizan el coeficiente de mérito.

En otras clases de problemas de optimizacién-los --
variacionales-se procura determinar una curva o funcidn, que
satisfaga un conjunto de restricciones y optimice a cierta ex-
presion funcional del conjunto de curvas soiucidn, factibles.

En ciertos problemas, el objetivo se maneja sucinta-
mente en forma matemdtica como una funcidn de las variables de
contral; en otros, resulta imposible obtener esta representa--
cién sucinta y el coeficiente de mérito, para un conjunto dado
de valores de las variables de control, solzmente se conoce des
pués de dar fin a un proceso complicado: un proceso de simula--
cidn, un andlisis de dingenieria, la solucidn de un programa de
computacidén muy elaborado, o una tabla de estimaciones.

Ademds los problemas pueden ser restringidos o irres-
trictos. En los problemas restringidos de f&cil formulacidn en
forma matemdtica sucinta, la naturaleza de las expresiones res-
trictoras, pueden adoptar muy diversas formas, por ejemplo, pue
den ser expresiones algebrdicas o transcendsntes, igualdades o
desigualdades, funciones lineales o no l1ineales, el dominio de
las variables pueden estar dado por un conjunto discreto o con-
tinuo. En algunos casos las restricciones también pueden ser -

diferenciales o integrales definidas.

A Ta luz del estudio anterior, es posible construir -
dos drboles que estructuran la clasificaciés de los modelos de
optimizacidn, ilustrados en las fig.l.2. Obviamente se puede -
desarrollar el arbol en las direcciones vertical y horizontal
para lograr la construccién tan completa coro Sea necesario o
como se quiera.



De este modo es pwﬂ
arbol, como representantes‘de _
biemas cuyo procedimiento de so]uc1on es un desarrollo matemat1
co bien conocide, por eJemp1o 1os mode]os pertenecientes a la -
rama de opt1m1zac1onvrest1ng1da,~para Tos cuales tanto las res-
tricciones como el objetivo se pueden representar brevemente en
conformacitn a]gebréica; constituyen 1a parte de la teoria de la
optimizacidn conocida generalmente como Proaramacién Matemdtica.

Un segundo ejemplo se refiere a 1a clase de problemas,
"donde sy funciodn objétivo explicita, se expresa con una integral
definida: caso de un objetivo funcional con otras condiciones -
adicionales o sin ellas. La solucidon de dichos modelos cae en
‘el dominio del C4dlculo de Variaciones cldsico.

Otro ejemplo a examinar son 1os medelos restringidos,
en los cuales es imposible expresar las funciones restrictivas
asi como las funciones objetivo, concisamente valiéndose de fun
ciones matemdticas la optimizacidn de tales modelos, solamente
se puede alcanzar mediante cualquier recurso "sin ilegar hasta
la fuerza bruta". Las técnicas usualmente aplicadas pertenecen
al dominio de los generalmente T1lamados Métodos de Investigaciﬁn
directa. En esta clase de modelos se hallan ciertos procesos es
tocdsticos, por ejemplo una Tinea de espera, un proceso dado de
prorroga, etc., analizables mediante una costosa simulacidn en
Ta computadora, donde se pueden variar los pardmetros de entra-
da y efectuar 1a simulacidn con cada uno de los conjuntos de va
Tores y en esta-forma estimar con cada juego de parametros de -
entrada, una MEDICION DE LA EFECTIVIDAD (M,E) asociada con 1a
salida de cada corrida. Si &1 problema es la eleccidn de un --
juego de pardmetros de entrada que optimice el ME entonces en -
este caso se requiere una técnica de investigacién directa capaz
de hallar el Gptimo que colateralmente minimice el nlimero de en-

sayos de simulacidn.
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1.7. TECNICAS DE SOLUCION.

) : : Se da e] nombre de tecnﬁcas de so]uc1on a los procedi-
‘:mientos y a]gor1tmos d1senados para 1ograr 12 solucién de los pro
blemas de: opt1m1zac1on :

La solucidén verdadera usualmente implica determinar ma-
tematicamente los valores numéricos de las variables de control -
y eT valor Gptimo del coeficiente de mérito.

Generalmente, por necesidades diddcticas, los métodos -
de optimizacidn, se dividen en dos categorias mayores: los métodos
directos v los indirectos.

TECNICAS DIRECTAS.

En Tos métodos directos, la solucidn Gptima se obtiene
con el calculo directo de 1os valores de 1a funcidn objetivo en -
diferentes puntos del dominio de factibilided; Tos valores ooteni
dos se comparan, luegoe utilizando un criterio auxiiiar, se anali-
za un nuevo punto con la esperanza de mejorar el valor de 1a fun-
¢i6n objetivo. '

Por otra parte, en los métodos indirectos, se busca un
conjunto de vaiores de las variables de control que satisfagan a
las necesarias y suficientes condiciones de optimidad conocidas.
Los Métodos Clésicos del Calculo Diferencial, son un ejemplo del
tipo indirecto: ciertamente, primero se calculan los valores de
las variables que anulan a las primeras derivadas parciales de la
funcién objetivo, siempre y cuando la continuidad de la funcidn
y 1a existencia de las derivadas se halle garantizada en el domi-
nio de interés; en esta forma, e1 problema de optimizar se trans-
forma en otro de calcular las raices de una ecuacidn.



E1 algoritmo Simplex, de programacidn lineal, utiliza
tanto el método directo como el indirecto, en efecto, realiza
una investigacion directa en el conjunto de los puntos extremos
del dominio de factibilidad y {nicamente en ellos porque son los
que satisfacen las condiciones necesarias para la optimidad, en
esta forma la funcidn objetivo puede ser por 1o menos tan buena
como en el paso anterior, Finalmente, se detecta el dptimo entre
el conjunto de puntas extremos, cuando se satisface el criterio
indirecto de factibilidad de la solucidén complementaria, asociada
al brob]ema duatl.

En algunos modelos matemdticos de sptimizacidn, en uno
de los métodos de solucidn se transforma la estructura matemdtica
del modelo original, en otra equivalente pero cuya solucidn se al

.cance mas Tacilmente que en el modelo original. (veanse los capi-

tulos III y IV).

Considerese 1a metodologia de 1a PROGRAMACION GEOMETRI-
CA*; en este caso se formula el posinomio que se quiere optimizar
en funcidn del problema dual y es este modelo el que se resuelve.
Otro ejemplo es la transformacién de un problema de programacidn
separable no lineal en otro de programacidn lineal.

CLASIFICACION DE LAS TECNICAS DIRECTAS.

Las técnicas directas se subdividen en dos grandes gru-
pos:

1) Métodos simultdneos.

2) M8todos sucesivos.

* . Duffin, R.J.y E.L. Peterson-and C.M. Zéner, Geometric Programming
John Wiley, 1967. i




En Tos™ metodos de 1nvest1gac1on sucés1va, se examinan -

uno despues de otro varios ensayos de so]uc1on, determinando la
ubicacibn de los ensayos subs1gu1entes de "acuerdo con la informa-
cidn obtenida de los resultados de los ensayos anteriores.

Se presenta en la fig. 1.3 un subconjunto de las técni
cas representativas de solucidn para cada una de las clases de mé
todos que se estudian en esta seccidn.

SELECCION DE UN METODO. -

La eleccién de un método ventajoso de solucién, en cier
ta ¢lase de problemas depende de tipo de modelo emp]eaﬁdo en su
planteo, de las técnicas existentes para dar solucidn a ese mode-
To en particular y de las facilidades computacionales con las que
cuente el 1ingeniero-analista.

En el proceso de seleccidn se pueden considerar factores
tales como las linealidades del modelo, el nimero de variables, el
nimero de restricciones, de estructuras especiales, de las separa-
bilidad o acoplamiento débil de las variables en las restricciones,
en la funcidén objetivo o en ambas, o bien, superficies de restric-
ci6n de fdcil interpretacidn de cardcter geométrico, etc.

La eleccién final de un método, ad hoc, para un problema
particular, depende entonces de 1las propiedadeé detalladas del mo-
delo, tanto como de las técnicas de solucién que forma parte del -
paquete de progralbdgica (software) utilizable, en el centro de com
putacion donde se procesa la solucidn.



Con esto, se ha presentado una breve descripcién de al-
‘gunas clases de problemas de optimizacidn, de mode1bs matemdticos
aplicables a estos problemas y de los métodos utilizables en su -
solucién. Para colocar el desarrollo de 1a teoria de la optimiza
cidén en una justa perspectiva, debe el lector acudir al Apéndice
B, donde se exponde el camino seguido por varios matemdticos con
Tas mas significativas de sus contribuciones a través del paso --
de los afios. '

En las secciones que siguen se presentan Tos conceptos
que estructuran la optimizacién de los sistemas de 1ngeniér1a, co
mo columna vertebral Tlos problemas que se estudiaran en la parte
principal del texto.
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Fig. 1.3 Clasificacidn de los Métodos de Solucidn.
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roblemdtica exige es el es--

tar en condiciones de 1 ones- convenientes en relacidn

a la inversion de recurso '0s’ cliya finalidad es promover el

funcionamiento rentable de . instalaciones de utilidad econdmica,

sin desatender a las urgencias socjales.

En general, en un disefio, el dingeniero busca que la ins
talacidn cumpla con cierto comportamiento especifico en forma ecpo
némica; el significado del concepto "ECONOMICO", da lugar a varias
interpretaciones; puede significar un costo minimo del disefio in-
cluyendo tanto los costos de la construccidn como los de funciona-
miento. Por otra parte, se puede buscar un disefio que produzca Ta
mas alta tasa de recuperacidn y funcionamiento. Obviamente tam --
bién se pueden mezclar ponderadamente estos dos conceptos extremos.

De 1o expuesto se infiere que el ingeniero en su labor
de estructurar e implantar las mejores soluciones a los problemas
que se le plantean en los términos que se manifestaron, afronta -
problemas de optimizacidn con el significado que se desarrolld en
las secciones anteriores.

Desde el punto de vista pridctico de la cuantificacién,
en la gran mayoria de los sistemas de ingenieria, los problemas -
que surgen durante el proceso del disefio son tan complejos que re
sulta imposible construir un modelo capaz de solucionar la totali
dad del problema utilizando solamente una de las técnicas citadas.




No'obstante, en- cua]qu1eras1stema de 1ngen1er1a,}e] pro

‘b]ema de1 d1seno se def1ne en func1on del conaunto de-fronteras -
lque de11m tan e1 rango de . 1os s1stemas de 1nteres., Las fronteras
representan una’ separac1on razonab]e, aunque un tanto arbitraria,
“del s1stema en estud1o en relacién- a otros en los cua]es se halla

:11nc1u1do 0" comprend1do, consecuentemente existe la posibilidad de
ver un problema de diseiio como una suboptimizacién de un conjunto
de subsistemas, cuya unidn constituye el sistema que mueve nuestro
interés. Por consiguiente dentro de un sistema de ingenieria es
practica comidn descomponer un problema de disefio en componentes -
suficientemente definidas capaces de admitir la aplicacidén de las
técnicas de optimizacion.

Evidentemente, el conjunto de soluciones Gptimas de las
componentes no constituyen en general un 6ptimo del sistema origi
nal, es sdélamente una solucidn subdptima.

Los procedimientos tradicionales para resolver proble--
mas de disefio en ingenieria usualmente recurrian al método de apro
ximaciones sucesivas (trial and error procedure), pero en Tos nue
vos enfoques recomiendan que en aquellos casos de sistemas donde
los problemas de disefio pueden someterse con éxito a las técnicas
de optimizacidon matematica, el ingeniero-analista puede establecer

las fronteras de acuerdo cen las componentes en las que fragmentd

el problema de disefio, en forma tal, que sea posible una represen-
tacién matemdtica compacta del sistema. Lograda la representacidn
en esta forma el disefador: se halla en condiciones de calcular la

solucidn dptima del problema de disefio. '

Cuando es posib]% aislar un fragmento del sistema de ex
tensividad fisica significativa y se obtiene su disefio 6ptimo de-

terminado por medio de un brocedimiento de convergencia, se dice

que. existe un algoritmo dersintesis para el disefio del sistema.
S1 no es posible aislar parte del probema de disefo, cuya optimi-

19



'zacién se logre siguiendo un procedimiente
dor debe resignarse a- estab]ecer partes
cuyas soluciones resu]ten opt1m1zac;ones
solucidn de estas opt1m1zac1ones apeqief s.se - -pueden con
siderar como partes del sistema toté1y _ v1ntéres especial -
eNn un proceso 1ncrementa1 de desarrolio de unba1g0r1tmo total de
sintesis.

stel-disefia
~de disefio
scala. la -

En este trabajoc se dedican varias pdginas a la explora
ci6én de partes de problemas de disefio en ingenieria cuya solucién
se puede alcanzar por medio de técnicas de optimizacidn conocida.
La primera parte del material cubre la asignacidn de recursos de
capital a un conjunto finito de instalaciones. Los problemas que
implican la sitesis de redes de transportacidn se exponen en las
partes restantes del libro,
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