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C A P l T U L O I 

CONCEPTOS GENERALES. 



OBJETIVO 

En el ejercicio de la docencia, dentro de área de las 

matemáticas aplicadas, sobre todo en los cursos propedeGticos -

de las maestrías en ciencias o en ingeniería, profesores y alu~ 

nos advierten la falta de textos de nivel más elevado al consi

derado en los programas de las licenciaturas, pero sin llegar a 
ser verdaderos tratados. La carencia mCts senti(la es la relati

va a la exposición de los métodos deductivos de prueba. La 16gi 

ca se considera la base donde descansan las otras ciencias, ya

que en todo razonamiento intervienen conceptos del dominio de -

la lógica: toda conclusión correcta se halla de acuerdo con las 

leyes de esta disciplina; no por esto el conocimiento exhausti

vo de la lógica es condici6n necesaria para el recto pensar. 

Sin embargo no cabe la más remota duda Je que el conocimiento -

de los métodos deductivos de prueba posee gran importancia práf 

tica para aquel quQ anhele (o su ejercicio profesional lo re--

quiera) pensar y concluir correctamente, pues perfecciona las -

facultades innatas o adquiridas y permite evitar errores en ca

sos especialmente críticos. Conocer los métodos empleados en -

la edificación de la matemática es de suma importancia: sin su

conocimiento es imposible aprender la naturaleza de dicha cien

cia. 

Con arreglo & un plan puramente tentativo, se elabora -

este trabajo con la finalidad de pon~r de relieve la estructura 

lógica que subyace en las compactas explicaciones de los trata

dos acerca de las materias consideradas básicas en la pr0grama

ci6n no lineal. En la mayoría de los textos muy acreditados se 

soslayan las aclaraciones acerca de la urdimbre 16gica, entre -

la que se traman los desarrollos de las demostraciones, las ex

plicaciones o las interpretaciones, porque los especialistas -

acostumbrados a escribir para especialistas, suponen que la or

ganización lógica, no s6lo es evidente, sino que ocuparse ~e ta 



les asuntos es bajar a niveles de lo trivial. 

Lo amplio del tema obligó a seguir el ejemplo de Béla - -

Martas en su magnifica obra: Non Linear Programming Theory And -

Methods, en la que sólo se ocupa del aspecto determinista; además 

se reconoce que para lograr un verdadero texto es preciso agrega~ 
le una gran cantidad de ejemplos y ejercicios de los cuales ape

nas se desarrolla una mínima parte. Tal vez con más optimismo -

que fundamento, se espera que este ensayo pueda servir de base -
para elaborar un verdadero texto. 



INTRODUCCION 



INTRODUCCION 

Opinari algunos fil6sofos que una de las mis notables -

características del comportamiento humano, es la de establecer

ciertas líneas de conducta (que en el lenguaje científico se c~ 

nacen con el nombre de cursos de acci6n) reputadas como las mis 

id6ncas para lograr determinados resultados considerados como -

los más prometedores. Otra forma de conceptuar esta particula

ridad se refiere a la capacidad de un individuo o una corpora-

ción planificadora de examinar un conjunto de soluciones facti

bles propuestas para resolver un problema con el propósito de -

elegir (del conjunto factible) las que se piensa permitirán el

cumplimiento de condiciones que ayudan a lograr ventajas, quizá 

por mucho tiempo anheladas. 

El conjunto de personas encargadas de indicar la suce-

si6n de acciones a seguir, recurriendo a los m~todos que la ciell 

cia aconseja, en ocasiones tienen la facultad de tomar decisio

nes por lo que brevemente se hará referencia a ellas con el nom 

bre de "el elector" quien tiende a maximizar la utilidad esper~~ 

da o a minimizar los perjuicios derivados de circunstancias ad

versas implicadas en el proceso de efectuar el curso de acci6n

elegido. 

Obviamente los contenidos de los conceptos de utilidad

y dafio, contienen fuertes matices subjetivos debido a que la -

utilidad de un bien o servicio consist~ en su capacidad de sa-

tisfacer alguna necesidad hwnana que bien puede ser de índole -

subjetiva. Ekamine con detenimiento los ejemplos: algunos ho~ 

bres para realizarse plenamente, parn cristalizar sus deseos de 

perfección optan por seguir una conducta que, según su criterio, 

maximiza el bien o minimiza el mal, lo cual significa que obse~ 

van una conducta 6ptima. Análogamente, cuando el gerente de una 

empresa arriesga una decisión acerca de la forma de satis?acer-



una dentanda, debe elegir el mejor curso de acción, s~gún su cri-. 

terio, la mayoría de las veces considerando la presenc±~de fac 

tores restrictivos y el impacto del azar. 

En ambos ejemplos de inmediato afloran las interrogantes 

¿cuál es el contenido del concepto "el mejor curso de acción" ?
¿c5mo descubrir los mejores procedimientos para alcanzar los es

tados anhelados? Evidentemente en las respuestas se deben ex- -

cluir todos los aspectos subjetivos; para lograrlo y evitar pos

turas personales se ofrece como respuesta el procedimiento: 

1. Postular un conjunto de objetivos y metas, que es una 

de las formas de declarar ciertas finalidades, determi 

nadas propósitos, que al cumplirse se espera sirvan de 

ayuda para que los beneficios esperados dejen de ser -

anhelos y se conviertan en bienes tangibles ~ermanen-

tes. 

2. Se construye el conjunto de todas las. soluciones via

bles considerando los factores restrictivos. Hay in

ves~igadores que al conjunto de soluciones o conjunto 

de factibilidad acorde con los factores restrictivos -

les llaman, soluciones restringidas. 

3. Se establece un método cuantitativo que permita valo

rar la intensidad o grado en el cual cristalizan las 

citadas finalidades en cada una de las opciones facti

bles, en otras palabras resulta indispensable contar -

contar con un m§todo que permita obtener una medida de 

la utilidad en relación a los objetivos, que reporta -

cada uno de los cursos de acción factibles. Desde el -

punto de vista matemático es una función que asigna a 

cada curso de acción un ndmero real, el coeficiente de 

mfirito, que mide la bondad de ceda curso de acción fec 

tibie respecto al logro de objetivos y metas. 



4.~En base de la información anterior el elector se halla 

en posición de seleccionar la opción en la cual se re~ 

lizan en la mayor cuantía los objetivos y metas que se 
persiguen. 

En resumen una teoría cuantitativa aplicable a la toma -

óptima de decisiones se ocupa del estudio de los métodos matemiti 

cos para hallar los óptimos de cierta función objetivo con la con 

dición de satisfacer un conjunto de restricciones. 

PROBLEMA DE OPTIMIZACION 

A partir de un conjunto de soluciones factibles, tal vez

infinito, asociado a cierta problemática, se da el nombre de pro

blema de optimización al planteado a un elector para que determi

ne la línea de conducta a seguir,que maximice el coeficiente de -

mérito. Algunos autores, a la formulación matemática de un pro-

blema de optimización le dan el nombre de programaci6n, de aquí -

los nombres de programación lineal, programación geom6trica, pro

gramación estocástica, etc. 

En las aplicacidnes los objetivos más comunes son minimi

zar costos (o pérdidas) o maximizar utilidades. 

La mayoría de los~problemas de optimización no resultan -

sencillos, los hay de estructuras complicadísimas y completamente 

diferentes por lo cual es imposible resolverlos todos con un sólo 

método matemático. Las t6cnicas analiticas empleadas en su solu

ción además de respetar las restricciones, toman en cuenta el ca

rácter incontrolable del azar o incertidumbre que num§ricnmente -

matiza la probabilidad; de acuerdo con este concepto se clasifi-

can los problemas en probabilistas o deterministas. 

Asimismo hay veces que se debe tomar en cuenta el ·namero-



de variables implicadas en el planteo del problema así como su -

nGmero de términos, factores que estructuran la complejidad del

problema. En muchas aplicaciones la problemá~ica se debe conte~ 

plar desde el punto de vista estático, cuando no se toma en con

sideración al tiempo y el dinámico cuando se le considera. En -

otras ocasiones se examinan los proble!aas bajo condiciones en - -

competencia perfecta o imperfecta. Por su formulación cuantita-

tiva el proble~a puede ser lineal o no lineal. En particular --
los problemas de programación geométrica son modelos ele program~ 

ción no lineal que pueden ser ele optimización restringida o --

irrestricta. 

PROGR,1-'l~CION '.110 LINEAL (PNL) 

Los problemas de PNL se presentan en muchísimas formas,

sus aplicaciones se encuentran en los campos de la física, la -
ingeniería, la economía, la administración, las matemáticas y -

otros más. En el contexto matemático su planteo toma la config~ 

ración: 

l. La función f : V 1-> V 2 tiene su dominio en el espa- -

cio Rn y su c~dominio en el espacio Rm; cuando n=m=l 

la función se halla valuada en los reales. Si n=l y 

m > 1 se trata de una función vectorial de variable-

real. Cuando n > 1 y m = 1 entonces, se tiene un 

campo escalar o función de punto; con este tipo de 

funciones se expresan las funciones objetivo (aquellas 

que expresan las finalidades deseadas) f(i) donde -

x E Rn con n > 1 

2, La finalidad del problema de PNL es determinar el co~ 

junto { x*} c~yos elementos maximizan a f (x) 
f ( x 1 , ... , xn) 



3. No siempre se pueden elegir i* irrestrictamente, en

la mayoría de los casos los elementos i* son puntos 

de la intersección de los conjuntos definidos por fuª 

cienes gi (:X), i = l, ... ,m en las que gi: Rn-> R1 

de forma que 

> O , i·= l, .. .,m. 

desigualdades que constituyen el conjunto de restric

ciones y los puntos x* reciben el nombre de óptimos. 

4. En resumen el planteo de un programa de PNL toma la -

ccinformación prototí,pica 

Maximizar f "c. X 

Sujeta a . g:i: e i ) > o ' i = 1 ,. . ., m 

S. La intersección de los conjuntos gi (i} ?o, i=l, ... ,m

se llama región factible· a la que se hace referencia

con el signo Rf y se le impone la condición RE f- 4' 

La definición anterior de un problema de PNL pone de re

lieve el principal objetivo: determinar los m6todos para calcu-

lar los puntos óptimos i* dentro de la región de fRctibi~idad.

Los m6todos encaminados al logro de este fin requieren exponer -

ciertos principios matemáticos, que poco a poco se van interca

lando en el texto, después de advertir la necesidad de la teoría, 

ya que sin su auxilio es imposible lograr las soluciones óptimas 

que exige la práctica, en particular el moderno disefio de inge-
niería. 



C A P I T U L O II 

INTRODUCCION A LA PROGRAMACION GEOMETRICA 



I N T R O D U C C_L_Q_:_\_:_ 

De primera intención puede suponerse que al iniciar un po

sible texto introductorio sobre programación geom6trica, el pun

to de partida obligado es la definición clara, precisa, recorta

da de esta t6cnica de optimi:ación; pero, según el criterio del 

maestro ~lanuel García ~iorente, resulta inútil comenzar con una -

definición que los nc6fitos atentos y perseverantes no puedan e~ 
tender plencirnente. De n:.tda vale fijar ele antemano en qu6 consis 

te un método cuya finalldad es optimizar; como en general resul
ta vano definir una ciencia o cualquier disciplina, antes de en

trar directamente en el trabajo de hacerla. 

Una ciencia, un arte toda actividad que los hwnanos desa-

rrollan recibe su concepto cierto, su noción exacta cuando el -

hombre ha dominado ese hacer. Sólamente se sabr§ qué son las ma

temáticas aplicadas cuando se tenga la vivencia del cotidiano -

hacer matemáticas con el prop6sito de resolver los problemas que 

aquejan a nuestros semejantes. 

Se podia presentar, como una buena justificación, para es

tudiar la programación geométrica el dictamen de algunos de los 

mis destacados profesionales del discfto de ingeniería, quienes -

opinan que los m~todos cl5sicos para optimizar, indudablemente -

los mis conocidos, no se ajustan bien a los problemas prficticos 
de. disefto, a causa de las restricciones que la realidad impone, 
las cuales lejos estin de ser lineales; pero a contlnuaci6n in-

forman, qul:á con entusiasmo bien fundado, que la programación -

geométrica ha cambiado el panorama porque uno de sus principales 

atributos es transformar un problema de programación matemática 

con desigualdades restrictivas no lineales, en otro problei:ia re~ 

tringido solamente por igualdades lineales. En la práctica este 

atributo tiene un significado profundo: ya no es necesario -

simplificar los modelos emploundo sólo restriccione;s lin-::1le:;, -

la mayoría de las veces muy cuestionables, ahora se pueden mejo

rar los citados modelos, sometiéndolos a restricciones no lin0:1-



les sin incrementar en gran cuantía la comple}idad d~ Ia s.olucl6n. 

Estas importantes consideracion~s de los más respetables pro 

fesionales dejan en el principiante cierto vacío; al no contar con 
los conocimientos suficientes para valorarlas se sienten inmersos 

en una situación confusa; tal vez les parezcan estas opiniones hi

jas de la pasi6n, acaso de la reserva o la cautela y resulte adn -

más dtil la programación geométrica. En este punto es cuando ve-

mos la imperiosa necesidad de seguir el pensamiento del maestro -

García Morente y se deja la definición de la programación para de~ 

pués de haber concluido cierto recorrido conceptual y en esta for

ma, ya en posesión de suficientes conocimientos, sea obvio su ple
no sentido a los iniciados perseverantes. De inmediato se empren

de la labor expositiva. 

P O S I N O M I O S . 

El campo escalar g: 

g= u + ••. +u 
1 n 

E~ E1 determinado con la ecuac1on. 
b.1 ¡,.~ b. 
"' "''" vp . 1 donde U - a ?C '.t ... X , A..= , .. ., r> .¡_- l 1 z 1' 

los coeficientes ª son ndmeros reales positivos y los exponentes i 
b .. simplemente reales. Ademfis el dominio de g se iestringe a v~ 

l:J • 
lores positivos de las variables xj, j=·1, ... p. En estas condicio 

nes la funci6n g recibe el nombre d~ po~inomio. 

En un sentido muy amplio, la programaci6n geométrica trata -

de minimi:ar un posinomio g, sujeto a ciertas restricciones; a es

te problema se le da el nombre de programa primal, m5s adelante se 

mostrar5n las relaciones que tiene este problema con otro llamado 

programa dual. • 

La teoría de la programacion geométrica utiliza muthas Je -

las propiedades de las desigualdades con fines optimizantes inves

tigación que viene Je lejos. Desde los tiempos de Pedro de fcrmat 

(1601-1665) muchos investigadores notables observaron que algunas 

desigualdades se podían utilizar en la solución de problemas de o~ 

timizaci6n pero no formularon una tcoria a este respecto. 
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Vf\LOí!ES R"i<TRC:MOS '( ?urJJOY EST(l((ONArtios 

Cfenem\i-car los ('O,'!cepfós o.ttt~rlofe.s A las fvf\e-1.ones . 
f" E

11
-+ E1 nos dej21., f~eYtt ~e la ~eorY'etfí(.2.: vi'svaUcitL!e. 

· « o~lr'1~ a. ·.a?!enb'~rY'oS a (llveles por'ltrrieyl,tc ló31'cos 1 -peru no 
~s ctqví el lv~Glr ~e v(.rsa. fro lletr 1~ hoda. >sólo se "f'1!'\e-t~?;l1\ 
ztlc¡vnu.s :deHn1'cJó~es ·.~. se envf'c.ii:'t sfr, iJrvibtt el h·o!'e1~~ Je 

las col'\ él('c(o D~5>· .so ft~~(eYVC:e.s 'Po ra. v n e i<.ht'i1w loc'"A .: . 

SI .un nvme1:0 ~ ,p(J~c~ ser:lln m(nln'º .. º v" rA;Kf11,olvc?I) 

Qi°-lonces ge. vlúe i ue a e~ vtl \<x.trfi''' o .de f. . ... ····• ·.·.·. · .. < ' 

Si la fvr.cú'n f: Ef
1

-rE
1 t.lerfr U11 e~ti~p:> .e~uV1i 'fu,:to 

ll\(e<io'f Je ScJ d omln io. ~ erl \"Ste · ~t/•t\~ es d!Jér~:"c\á ble, ~r}.ó11_ 
C\>S t od l7 5 sus t r•irr.e 1 o_ s der~·~tt ~b·s p0, rc( .. r_k·'~,. D1 'f i '.:·. ~ Í~\ 1 ~ 
S() Y1 n v le:i.. s ) ~s ht ~ ft'r ,.,, a cúi (\ .· rt.o ni fi~:L:i.: yve . • (qntJ ·) f = o . 

. St' lo {v1~r.ion f·· ~ 11-+ E.
1 ~s vl1'fe1('.i\ci~~~·:: C;1 t'i. r)'.;i'r() 

1:.t- ele SU ~lo1;1i11io .;:_) · fSíticl) fC1..t).:·():1 ;~Yrt(ir:~;.~; t:I ·f\1;·['0 

)). es v11 pv1t-to esto.cionciri'o· Jef):1u~.;l¡?v.~Je rer ·ur' >>:.'·) ·-
tre.·1¡10 O l)/1 /f'JUt"VlO .51' \l¿'t. , • • . :.;.,'. > <e 

co N Di ero N ~ s SU F ic (EN;~s PAR:~x~·j~·~«t;~\~k1Bi'.Co'ct+ EN E r.. 

5'{, li1 fvl'1Ct0i'\ f :,~,·i0i .. §.~z~~i~t·.~·;'.~U-s :·~EJV1':' 1 )S dC:'r·:";;) ,J.,.~-. t:•¡'

clc:des cor1ti11u:i ~ €n :)n¡i_ V.!!cr';;r;¡(i·~q:'.Y{:'(;{)F) Co~.l"~ r,:3 :i_ fi' ~ i .írv ·:11 '. 

def ~ \o:: ~·r!'me;:;·: :,1c,:/f1.:l~'t "f~;ir::•:,":: ~.,,(1':()· , ,; .. ·: ... ~! 
tioiH'S - D

1 
¡'/C i) ~ 0 1· ,,. , ·[)11;·f('{)~o,er\for<"'5· , '1 ,·. ': ' 

l. Si Codo::, los vohws Cct<L!cte1í::.f:1'cos d.c l;:1_ ,., .':11:: r . .:>."c:; 
net H Cfc) s.)(\ ipos·it\·,os 1 edo\·e~·:. l:t fonc(~:·· ;- :~,\· .. · 
un niín1·,;10 loc¿1i e'r1 e;: · · 

z. Si' to)os los v::i!oí"S ca.r.:icten''.'.ti·co', clf /¿1 ¡-,· ,i, ·_ ;··~;;_, 

n" H(:i.\ son ne'.¡-:1{i·,1c1 S ,enfo;1 CC)_ 1::( fH~io;, .: t-:·--,~e Y-
, . l -mil x lri'O o c:il (' 11 a. 

:3. S'i ID,_ n1.1{ri:. HUi.) {ii:1·e v.:rlo1n c.)1":-1dcr!'·;t·1>.J_, ·';)

Sit\-.1os j ne-1~ [ivos) erJoM'-".S \~ fvr"c!·o;, + ~,, .... ,~,· 
V A 'Ílº''.t o .Si°li.t en i\'. 
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' ·:· .--"' . -·, '..:·~:'..\>-·<:·'_, )·,"~-;~ --_--:,--. -. -·._. .,'.>"._ • -~ I • 

VALoges,.Q,t\2A~TE"~\SilCOS y TE'O~Et-'IAS BASfC.OS, 
! . . e "< ';' • ; .. e ·. . . 

: .. ·· Co(l~~v·~~.:;.m1l ... ~r1'z C<).ttdtd!::t. se pueUt 'V\an\(,1; ,-1 ·('ra~le;·,·~ 
ha\!u'C•\o~"''~ve.-~t91es i, qve. so.h~f-o~:ifl ~ (L"·· ~cv~c(ov1 . . . f A}rf :: e ~ ( 1 ) 

Jo~cG_·c~sVY\ escv.l<:i·r· l..-o.s Co·115tCt1tf<"$ C~· ~ve 5,1Ust:'ICCV', 

1~· CÓJ\cUcto'Y\ (1) Son \(.)<,, vc¡i:;i"-es cc:rn::r.dctí~ ti'(Q) ~lr[A] 'j 

los ve do'f t>:.. 'i . ¡ve ('O.. .\:<J «:!)\e,,, · lo') 1 o'-' ve do., .. _ '. e :i: P ~; c-
. ví~ti'cos tlf! [AJ . ··· 

EJ cfV'•?O · 
Calcule los va.lor~.s C.6rctc1ísb'co) 

°E\ sisferAQ. ck Ce<)ci.::!'or·'<. \inee:t(l?S 5¡'n;.1[{.-7',¡. CI~ (!;•./:. ' 1:·: ¡ 

~I 1 plo·.1\Cf .¿[ ·'p1'c_.¿d._::i.~·0~ )Qs v·,1 s;~h't.·:r.~hu:"·~·>'.-. ... ) ~ ·.,. ··~t~· 
e- . .) 'P:-< tt 1ve .. e Y. r'3:t ·J, .sc:_I v;-,:_'.'i '- ~t 1 ¡ e\ . · · · . ' l='· ·h,,·,J.1 '¡-;( . '.·' ~ : 
'r"lt"("'(.1'..1·": Cf.v~· ., .... \ t:l.-::.f.·,.r,_, ·.·,,., . ...l~I <:1·- ·-'·. 1. ,·1: .• _"' 

' .. ' _,,. 1 '•# 1 ~ .... .... ............. ' ' . . . . . ,, '\ - . 1 

I - - ,... 7 ' ,, °'\ 

- ( .:. ·- ~ j \_ .1 • - ) : : .. ) 

(u;·\,(' CUl?r\\c rMr\.ta. 52 t't ·;". . \'(;I ( CV D. .::! ,,'.. C -· ; :: ;.~ :,: 

((;Y\ lttcvo.I 5f' C.o\cv'-,,1.\.os VJ!orf') ,,, r1-Ci. •.:e 
e ' I J. , ( e 1" (,':.· ·,·', \(- .vi,,.,, \_I'.' . r'.' - Li e .1 

V 111 \: • _¡;_ _, .,1; 1 ·.- -¡ ) t = - ~· ' 
E 1 e.o fl''-"S 1:;orc(:'.: 1 i ,- ve c. to r ~et (,,_e\ : , .. \ ~. l · .. ) J. 1 ·..': · _,-; ,', · · j 

:; \! o ~· ( i ,'. 1. \ ¿ : ' ( s 1 ) 

- .::C~ + l X : :::. o 
Q: 1 - -¡ :e ·:. == o 

Co11scc0¿.,tr.rr.er\t¿ -s:J.,, X.'2 =:..u, 
ck esto 5.c i(\f1'e1e ¿1._·¿ (( vector X1 o ;L [; J 
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l Ano'l<J3•:ti11el\'\.e.¡ e.\ co.!cu!o vle 1 VecXor cu.1·ade·1·í-:,h'co Xi ·~orff.s
'. f-100.ctfe'f\te-· ~L:\/dJ-01 cen~d-ev-íst1'co e_! -4 , se -_ol?\r'li,.,e a..1·
sv:S fjtui.'f. 5 po 1 . .- ti: e.V\ (S1) 

·1~1+ffL·~o. 
t

1
t Xi.==.c ) 5,· :Ci,::: \)> 0'f',,i.ü•1 cc;;; :C 1::- -U-) -~~ur foq~.:¿ 

Xz = ufi1] 

1 Xz.l=V vz.+ IJ-z..' == \72 v = 1' 
é\I v\es(~<" i.::ii- 1,7 {€'-Svltc1. 

1 ~ 

- 1 \¡:¡r 
\} - -_-.' ::::. -----

d -
1 

\/ ''.• ':' 
f._, -

10 

V2 
\O 

---
\o 

ESPECWO DE UNA MATRiz. CuADl:'A.DA 

i 

j ~ ~ ( : 
-! 

' .. 
• ¡ , • ' ... I ' 11~ 

Se dv i::-1 nond11e ele -e'Sp<>c.C~1 dt' h )'Ylc<.tn:::. OJ~---1 ... -~ 
~i.'.t [AJ '1\' O(dcn n 1 C;1. \-e,_ 51Jrcs1'01~. ele. SIJS f\ 1 '''YeS. 
C(,l.'íod-<'·rís{ius .)_ c

1 
, ... , e()} 
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[ 3) ~1 
1 ) - .J 

Sot..vcio f'.l 

Con fon·: e a 1~ d~fini-cc'?8~;!",~~1·,t'o{~t~fculo 5 ;-, "'te,,:,··.· · v. r~ t _, , ~·' 

X,=[i ]"' 'X 2{~}u- 1°0'"" 0 [~]= [~:-:] 
El es-pQctro ~on·e5pond.i'e1•}l aÜ'~J-e~ E.::{41-4} 

MATrci z Di A (¡O r IAL tA f2. M. \e r:;'·:.:r ··u 
:»(:' c{\ce qve ! ~r ,in·,_ lr:':. di<:t.".'¡ or'.i :_ [ D J i \'.,tljO. d_i,i:~on".l ~n·,~¡ 

c.i-p:T.\ (c:t. fo<ri1 ~1n \os vv.loh?S C~facter<::.( 1·~::;~ c11 ,,,)c,, de i:t... 
T'f!zitri-z..[A] v{e o<deYl n, es \<l. dia3or..:;.\ eo1.:icterís:" :k ~ 
'111°' bi::.. [AJ ) cor :;-pe ven.te me T\ te 

. . rf?º)"")ºJ [DJ= ~.1.:~?:·.'~.~. 
o : O. ". ) Ci,; 

TEORl:.MA 21 
Hipób.o-s:i.S: [r\] é'~. Vi':il .m1-'lbi:. (':J(1:io~h? ~\1] '.):} 

nxn cu,.¡ º''Onri\ C''f-~· .. -... ,-•,.,-,, -' c-.lc1 .. "'· v.l..t, ... 1 1 •• ~L..__..,.,, 

A f ir l\'· ~t"o'0 ~ [AJ [tv\] = [M~J [ D J . 
Dernos-\,¡_1ciÓn 

De ocuc13o 
\'(shcos 

' 
CG•' 1~ ckfir~1'cio1-i 

[ A] X 
1 

= C1 [l] X 1 
• • ... .. ... .. " .... "' • J " ,¡¡ 

. ' 
rrio .· <, 

' V c,t. 1.c 'i"'~( ~~J1r~.\_'. 
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[ :
1
J ·,[~;~~, ~snij······)~~~f 6~~;,i~~~f ~;u±~;.~~']~ .. , 

El sejuhcfo fD-~to r 0~1.·~;rlHe?;,c:'.~M'iJr1v~;º ~s fo~·. n1 od~l , poi 

~"! ~:~~,:X; ec 
1 :~; ~ ~~:~~J,.0' ,:,~:[6~; t\~ ~' J efini-• 

. dOY\eS E'S 
[A][M]= ~][o) 

\:DE T. 
TEOR. 'EMA 7 S 
1-lipótr-s¡.s: Lo.. mv.t·ei'z [A] .QS rejulll'<'? sus vc:do·,.·-~ c:11)::tc1:'d-\-

nxn , , · ~ cos son c1, ... ~ en ::1 svs corres-~or,,1·.,.i_.-~ vec.LOr'f.S 
to et r/('..;_. ,. , \.f X " 1 --~-· · ... - • 1~ .._ctf<'.\ e 1,,,1.ICO;· Jon .t'\¡¡"·~· ri reS.-.·.c"ll/J,,.,:·."--·• 

A t" . f L i t / 1-' d í 1-1 
'"'íi,..M~c.ion: os 'JiJ .)Y<'S ca.rae ef1s1..1c.o;, e LA" Sj", . ! 

1-l,,.,_1_ u svs Yes-reci.:1vos \Jec,tof€'5. <.'.'Dcrc: 
C1 Cn .J ' . -, 

\)em 05trzi.c1'0
1
r'I 

ris.ti<:o.S Son X1 , ... ., X.n 

Por defir.\c1·o'n [AJX~ = C-t [I] X.{, ; A-:: L ... ~ r" 

co11forrr.e ¿;¡,_ \v. h{p¿tc:i's ex.is te [A r1
; /¡:::Jr .\}i':' '. •;'1 ;·-.· 

[AJ-
1
[AJX.i. = c~[A]-

1

[rJX.¿ ') ~::: ·1).")n 

De esta i~v.:doziJ s~ roticlt..1j<:. 

C0!20L-AC-iD 

·Let m<J.t1iz. 
-1 

de l A] es [ D J 

r J-'' 1 LA ~i=ClX,¿ 1t==l1"')Yl-

¡EDEI 
l 

\ n·:e1.s.d ;\e l?A cl\..:i.gon..:i \ (cl..H1.c:\•."·r;s ti'c.a__ [o J 
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.. re.oeEMA29 . 
.. ·Xr,~·-i.~~-.SoYi •• lo)VE'chfrs c<trndet(sh'.cos de I~ mot;¡~¡ 

. rA.J·. />·.·;'·t.º .•. s·.···.forres .poocl.i e 1i to.$ v a(o i_· es e :crE?CÚ:·r\sti'J 
L: ni<n, · .... ·.··e . . e t i . l t , . l· . . . . . ¡ 

· · ..... > > CoS· 1>;''> ti 1 OHOS S0¡1 C lí1.Pl.O~, . ) 

/\{i<ffi~ viJn;, .E.,I. CoY1Juñ;fo, Je' vee-~O{f'S {X'\)'.'") xn J.Fs;L-lr. 
\)emDd:to..cion. por> rec-\•Jrc,j()f\ Cll é' C1 SUt<fo . , ·? . ~ . 

Se -rctttc «;{e !tt rie5<'-ciÓn ele lo ccftrn·).:('r);' .. 1.f)\. 11 ;\~i3 11 1r\":~ 
L-vlJ:..p, lveDº existe [}t') Vt'cT.or xi+1 .. ~e/ •. '~~;:.:~y(~~{0n :-¡;e 

e5 combirt1cio~1 lin<':.i'. de vna S'Jb.S.jC-\'.S1o~·~{~j~e¿·toD':; urL1cf:•,,s-· 
ti e.os· 1\ ne~ln1 (.>)•Y: - i ¡1 ::Cr ·(J.Qr1dfe•·J(s'.·?··f'?¿·~d~r,1.ylo 1 . 

X ht t 1 X, + .... t ~ •• ~\u~(;,'.•)!t;,_X,, , tJ o (1 l • 

Al 1fn"nH.1lti1tcwr ros do~;¡;;D~·dui'.&s de c1) ,~·::·: [A] ,.;~·J!: 
tCl ' ·'. :, ' ,:; ' ' ' ' ' 1 

• ' 

[A] X = 1:1 [Aj X, + · ' · + t.J~{A~X{ ~~t~ C'.: X + .. · + t. e._ X 1. 
, l-i-1 ' . ' · ;:~:;..,,,,;~'rK·';> · L 1 , -;:. i·; 12. 

a..s1 que . · ···· · 
e_ x ==- l1 e:, X + ... ,_ +.·!c;.;~K;;,~,.<+ t e x 

1 
"'2-tl :V-t-1 1 ii ,;¡; .. .{,· .. <.· .• ·. · -fz. +- ·r~ 
1 ' '' ' • "' ' • ' ,, ' ' 

A ho rct se mu 1t1·f !i'cet (1 t lfbe.::;;_c('1 ,, _se v ~'~-: ~ ;'. 12 ..... ...................... .., ... A~ ,.1 ...... . 

s,· d..e (z.' 

Con~o !o suG suc~~s1::/r, 
411e t~ ~;:.o ~v'\tor.crs 

'('...,< 
-, 1 
~ J 

¡::: D ET, 

( '7 ¡ -, 
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COR_QLAÍGl() . - .- •· ·· .· · : 

Si los'-va.lo1es. . e~ 'fa ctevíst1'cos Sor1 fo ilo s, d.l.s ti'l'l los; Evtfcrt-.l 
ces..· lli<-Jo_~~rl]-·~r11·9~ctl -·~ s.-.. _ .... r~:JULtl<-· ·· ,·,1ve-r·'.Cl 

. ~<l.., ci..si:tt,V:e. ~e Jll l'~vold~1~l ! 

[.AJ[MJ ~<[MJlDJ . .. ¡ 
- - ·- ,--- . i-

MAW~~~.~!i~~~n~~s > [BJ s.i etr~~i 
\ - " .. flXn (\¡O') 

vn" m~trii \-~·6¿ !;r .[PJ ... = [PJ-
1 
[A J[PJ . 

n¡<:n 

. S'e3JY\ esfa definlcion 1 

.ele. [AJ Sor1 todos cl1's 
t\Xh 

rísticD.- [D J es sem~JCT 

TEOP-EMA 30 
Hitótesis: ~ [A] ~ [B] son 

Afir n''1C1'Ón '. r v5 

Demos h a c.io'n 

se~ J n h rV: f:) t t? 5 ( 5 [ ~] = 
L~ {'.(!){tc(Ón CCl"fCIC.ter\st\cc.t de [ s] es . ;r-IJ( _1~ f·>. '.'.· 

· f ~e) = de t [ [ B] - e: [ ~!J J :::: de t [[ p f 1 [AJ [ p J -e [? J-t T J [ ¡:-J] = o 

f (e) :::det ( [r']-
1
[C4J-c.[rJJ [P])::: clc-t[p T1vitt~A]-c[[J}kt(r} 

·De
13
cicueHfo con \~1 lt.'LÍ:-i. C.::· clctei-r,'.:·n:iY:tc.s 

f8 (c) = 1 detf?] det"[[AJ-c[rJ]= det[[AJ-c[¡JJ== o.:::(cc) 
Jet [PJ '' 

E DET 



TH~~~s~~ [:J ';l [e;JCso2 ~H~J~.~f;],~i t?ro.e.Jo'"tes 

rritótesis 2: X1 ·esel ve~o,f;;i~r~lte.t(~lico'.-de_[AJcorres1~11c!i~1'.t<:. 
. , ?;t\VaJo~ s~1.~7·t~.iÍ:{.fSiCg" )t ~e JAJ: .. . • 
Afirmoc/on: · ~=[PJ >51T>é}'·st~Veápr .. ~etrqCt~dsb'co covr~sron-i 

, dieY\te o.1.yq1or>é~~X¿fedst1co c1 Ae [ B J . 
Oe rnosha cion · • 

Poc 1~ hirótesis: 2, [AJ x1 == c1 X1 . ( 1) 

Se~~n \~ h\pólesiS 1, [Al= [ p J [ B J [r J-1 (z) 

-1 
De. (1) ~ (2) [PJ [6] [P] X1 = ci xi 

for c.onsi~uk';1\c [ei]([PT1X,)-== c1 ([rr\,) 

o !?i en 

EDET .. 

Co!Z OLA RÍO 
' S-1 J.os rr.C?tiict-~ ~·i;1 'e,¡·~-.:_\ ... ~.~.>:.,;':-.:':>,· . :::,,_,_. 

Son res 1~u(ivt\,-,·c,·.~._c ¡'5uotfS) tc.1J nu !·:.> •.·,-:-c 1 
,.- : , ·e:-. · · 

co~ corí·:~>i:.:-,1:i: 1.>,··:-~-. · 
1 

. . .', 

TEO g E.MA 3 '2. 

Hi0ótes!·::; [Al es Ul"•c'\_ ,~rr,-::itvi;:, s\r,·Jtn'u. ~\'..,X.., .Se;;, . 1 ·.:.~ .. :e-
' '· (Í • • \ -

lo,,;r C'1"1c-1.'f··r""'1 i'(o'.- -tor·i·.~·,- .. ,::- .. ;, •. ~ .... \r¡, ,,.,:.)·•o·:: 
( 1 ·' ... ·~ . \ -J l ··-' 1 t l .. ' .. f ' ... • V\ .. _, './ ~ • l ......... 

' r ' 
C<:t.(~7CC r1s\.1iCO..S e -:, .· . . ·i ~¡ ~ ~:!. 

' 1 . 
A.1-,·r·,"«1 -:~r · V ., X 1 <'J"'' u~r-: ·i' ir··" 

1 ' ' .. ! • • ' ' ·1 ·, : ¡" " '. " -
De11,mt10 ::°:'..'!\ -

El punto ~k ipa1·t¡'~<:t 'es b_ i dent\cl'.i.l t 

( c.
1 

- e 2 ) X
1
t X 2 = ( e 1 X) t )( 2 - X 1 C C.2 X,_ ) 

Por \1L \'Vl:t·,;tesis [A]t= [A] , C1 X1 -= [AJ X1 ~ C2 ,,\= [A] Xi 
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(o ¡z.o LA R i o S 

1. Si [AJ es sirne 
nxn 

cfütil\to.s> eY\toVICes su 
t()\UM<:t Xt. OítD1ond 

'Z, Si [I\] es sinw
1
U1 

n;<:.11 

J¡~ht1 tos 1 Q\\lopees 
Car1:?cten'st:cos e~ 

TEófl.EMA 3 3 
1-h'p¿t.,si s " [AJ 

Afi<lli?l~l0
1

n:. Los i;olOí"'~ c~nqcte.,<s~1·c:;:. h [AJ SO;'. 

DE' 11·0~ '( • :i ~; ::;11 

( ·?) 1 ..... ~. ' 

Si e es vn \1·:·z.\or c¿1 i o.e. t·.· rí.d i ~ '..i 

vedo'( (Cl(?:'(fe/Ístlco X-!- o ) ta.I 

Del\) 

De (2) 

[AJX=C X 

[A] x'i< = c_+xt
X>f!t [AJ X :: G x-rtx 

t 4' ;/ t -11 
X [AJ X == C )~ X 

¿·, _.,;· .. · ... 

i i ) 

-· ..... (\ 

SL se resta. H) .)e ~~; res.uLl-l c01.~1dt1:1 .)o !:1 ,:·(,.(ti:(.~. 

Je [AJ 
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METO DO D.E LOS MULTiPLicAooees DE LA(f~ANC,E.. 
. L(), ol.lf1'evltact. 1ve .enc\eYrti.n los ~fobler110.s cr1 /os qve se bt1scC>:n 

los ~Vf\WS extremos · su1et-0.s i.'1.. restr1'cciorl1'5 1 S'upuet ¡;,_ Codos /05 

metodos ele ~uluá611 h:ist.;::t. ethom (0110:1·c!o\ 1 f\O ~e S~;1e Como res-;;.·1e~; 
(o~ el"\ sv 1ple11.:t 11e)1eol1'c!¿1J.., VJO.nclo los Cor1j'u1ifos (t>:.é(('c Í'Dt'!?'.- · 

. dé:!.t1 (u1ar a infe1J'<'Cci'.JtiPS 0.e esfrvctL1r.1. h"1V'j se11c/lfa se coe;·.'~:_ 
Con. rnéfoJ.os cr.¡; ecú:des en he lo~ qv:? v(psbo. ~/ mdto):i )e k:~ 

f •• (' 1 1 ' 1 ' 1 ' ' . tnUl\.1~ \(Í'I.,: (¡1('S: ~e i.:JJrílnjC e 1 cuo. · [¡'.! C'PíJllC~i'i i( iJC;-1:p:-; 
ft.ca en ~d·jvr.a5 ctvUoc(or:fj »YtlO S€ Sosla 1Jo ... "J cle1n5{1(1:·;,i·., 

(un re .s vi ta cf o i M por to 11.tc de 1 or,'(l. 11'.s 1·:. 1.1;; {·( rl':J~( ((~' ) . 'Por.1u.::. 
reqvie\'( et1Jeude11lc.:.i ~ue (;1 '?ste t·nó,lj

1p l'!. ::-1 '·1;' ··~ :~il 
/p l'Cl r,l.o 5 . Je i rn Ú·;t · s ~l : · · 

5' i 1 O'_ f v n c•·o:', 
s v j e to 2l. l'C'(.S 'P · 

5 C<'p "') ::c. 11 ) ::. o 
i ~· 

clonde p < n, rrtton(· 
ta.lrs Cf(.)E, . . •·· .. 

1 ..... 

(~ni.l) f i ·~:" 
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Sé' C.Urr.f.!C er; C'.i.dél 'fUl'.~0 
Las incó5111L:i::; en este ;,p10\'if,;·:i, 50f\ 1~.:: Con·[ , r~. 

x 1) '.'') X.ri () la.s Co1'5(c1(t0~ mP'"l n;? ) ·'f:11 •. ·1 i:·1:; .·~ :¡, 

Se (ie11e;1 l('..ts, ii'l E'CU(lc101:;·· .. f-\) q \,;i~ YI CCU.;Lt.O\'.i ...... r · \ 1 

Cvu.Ml;:J n=Q. .:::1 e,1~1;·c.i¡1/o -tor1~?1 /." fr·.f;;··c v'Ú ,Jr:t.. 

f-?~/o .. ,prifch'c1; feí.O_ ho.ll:u !u~, l/.1Joi· 
1
{,dr:·r-·. ;!.R [<~ 

ft)l1r•o'1-. {C...,. l) ¡,,J-:·f .. )c .., ¡ ... ,.,01'rl•'r,",',- .. ,_./,,, , .. , .. ,,/.r· ,¡\_.., 
"- 'I ' ""') \ ...J V' \:.. \1.. ... .,,. ..._ v\. \.. ~ '• . ..- ' ,,,.. · · L .1 I • • ..) l ¡ :J) - ""''. , 

.se for'rr:" .\~ Y\•J-:·Jr.t fv1~c.-1o'i-.. .F-=- f-1-JY '3, ,J. J¿ · -i'"'·· · 

lo.s Co('(é<ClO;:(j (it'Cf'SC1.r1'oj 1p.:11,\ ~\ opl.11f'<J 

·f + rn 1 . = o ·.r.. +· n~ n ... , ) 
X J:<. i :J j lj 

!o.'.:, W.C1.k:i 
$ ist•.?Y,\Q {JJ_ 

•f.· •.. ,, 
1/1~!11 
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C A P I T U L O IV 

INTRODUCC ION A LA DUALIDAD EN PROGRAMA 

CION GEOMETRICA. (FASE INFORMATIVA). 
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iNTl?ODUCCÍON A LÁ -DÜALIDAD EN PROó P-AMAG(ON GeOMET~ICA. 

COMS ir. TErtCIA l SVPEe.cotgls "TftKlf.; 

, Vo .proolemv. tlr ,pro3r~'rnoc1'dr1 <JPome't~lc.:<- 1 '}.:t ~~1 rr'm;'~ ju ~fo~ 1) 
:es t'On!istef\le C\Janclo su w3io~ de f odi~··>'do?l r'lO fS vcic(:i_, 
, En .rpv.1b'cvl~·1 2 vY1 ~ro~::un.;i. tr1'1\~ó.I f..S svy.eY.Covis1stc;:fi.:· s1' 

e.K.iste.. Un -pur..J-0 t {c.1f que s.u.s C.oVl·.por1.?•·.t;:: Sofl 1po<1 1',1,·:<s ':.! 
ra.~iSfO.c.Q. ¡¡ tocl~ . .s !oº~- (~.,stt!'ccion"'~ . ./e ef 1'.:_-c;·'.t en hdfr;·,,:-' :¡:;·:; 

S',p_lto) <-1 '> • ,p,-===\· ... > ·t;. 

C!v.1·a..n1edc. un. PPA fuere ser co·,~r.:·5;_.::\:\: Siíl se«. su¡~~, ·c.<:-
te1'1le) ·p2tro toc{o PPA J'U'f.(<CC-r"·Sr":-\H\: P:. ~,;:·.·)L( t,.:.- ........ , 

Se.. fec: 1.'~., 1 ~t. c.tve u1~ PPA .:.":~ ,)e. J::r. f~rr. 
Mln\r'l1i-z~-r cr (..f) . . . -o 

3u1e\·o •:i.. \o.·: r·"s L1cr.1.o ,.,.;~ 
N "'LV.'(,,.; r. ~ ¡. '·, 0 t ',. ·Q· \. ~;·::. •'. .. _ : ... : .. ·!:, I ('; 

\.I~ \ , ••• .,, "'·1 ,,, . -' ' . 1 ."I ('ri ,. - - ·1 ~) 

('2) 

a.. a:'" 
' {, 1 ' ' •. 

C· t- .. "C 
1. 1 lY\ 

( ?, '1 . ._,... ,/ 

J r-R_J = ~ rn ; 'f, ~ + ·\ ) , .. ~ n , -:_ ., 
L L . (~ ·f2. "\<.. '"', 

• \ n ' I í • l' • 1 r 1,,:: 0,... 1 ') • '", r '~-::: 1 .... ;::- \ 
' . r1 -~_.-, 

( G) 

, !H ( 7) 
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Ortoo. onv l\ d.?J. e( 
.J 

11 

'11\;'.·. ct •. v{. = o ) j = 1)" 1 ~ '~ L A.j ·-t. 

~1 

lto) 

X - :t 
~j :Y r?cr.pto. el (Of/:/f'11!·C' :X...::.:): ::.:1 ~'. :~:·. 1 :, X=-<. 

Pl2iMER Tl:OICEMA D~ DVAL.iDAD. TEOJU:MA 34. 
1+ l":>ót,,,:; is 

1 

, 
A f i < r1~cion 1: 

A{:'· V¡,,. s._ •;.' ,rri .. ~.Or• .., , 

ben e 1:,. ·+)V·:· :1:".1 

( 1) 

! -1 .. • 

L ( t) rñ ) ~. J/ t.') =L( l:',111') ~ L ('t, iñ') (2) 
;pctro. V(.do1't>:, tutt.\i?s:1vlertt t ·>o ,, cv.., .···· •i,,:r,·1 

valores rn12_ ?: o . 
J - '-• • ' .l \,,1 V!'-· l ,'9 



A f ir m"O c1'o' n A ~ r: xiste un \/E.'c..tor 
ComjJo ne~~ · · 

a. a .. · 
{.1 Á.,f·· 

C.¿ t1 '· • t.p . 
5

0
(t) 

dofl el e 

., 
,{_ eJLóJ.·· 

f .. ) 
\~ 

( - 1 

~º ¡ 

La rd~cc'J1') (:l S'urn{i':1'sh:i. un ú'i/t0:1ci /ro., ·1 c~,i,· ,·::'( un 
~e-:tor r11:.,,;<..imicctl\te ti.' Cl. ·/Hl.ttr°f de un vec:~lY r1-·1" ::.;¡"¿ ~·· ::..;. 

t' lj un d've~o :,1,.p10 1p1'c:i.c;/c.1 ele_. mult-if!1'c.1:1.J/· · . 1 ·~ l)Jr·>~1···~' 
I 1, 1 . rn _),¿ 1 ,,.¡z = , · · · 1 'P . , 
1 Po.,. otrn_ ~:irte" !0~:, fo1r11vlzrs (5),C'l'.0ri.,,.., v~·-· ""

1

(oh 

\16 1):11.). (0ii'i"JtCH VY'I Vtclor hlill1"r1Ú"l-"1'.tC: t' CJ.. fJ:ué1'( ¡;le UI\ 
,_ .. t 1' A', JI..,, 1 

Ve.C.\Of rncn~11n7L! 11 t? (/l... ' c1er1IJ'._, ~<2 c1t:'r)(:' In ¡Jfftl¿lr :1ve ¡_;:: 

13u,1f/;¡~ 1;:·s ,es) Se r('c!vun (OP f"'c1'~(;l(t,( J. 1,¡\ .;¡'-~C."~.'. 1:'1',C.tl, 



1 ¡-.: 1. 

IJJ 

:~i.~!9A(ci·ones .s1'muH<{m'~$ en. [¡;¡s vci.r(n blfs Lo~ t:i) j::t)··./P .. · 
.~I tor(1e.t r [o~¿tn't1'1'.oS .. de ~rri.\:Jos mierzOros ele co.~n .tct{O ct'o~ 
ele\· sf~tew.7, C5) .• En 9stq_ fon·(l~ co11 ciertei.. fo.c1't1'cfé7:ic se 

erc<Je(l.t(et U2Jpvr,fo mt'n\t'>1i·lc""tc t' i::l -{Jeir1·1''{ de v11 .. puv:to ('()l\Yi, 

m iC'.~:uitc dz. 
· fe{m. ft°r'l'-lir.~r tista.s oclctrcw·ones, se o!-?.~er•;:,_ c¡ve se~~n 

(-as 'fÓHr:l)\¡;iS (4), .(OS r.Ú1"<10) eh( ~r) $On. l¡;101:;:;f((Or~
\e.s ~ \os rnvlt1'1ltcod.offS Jt L"~-rc<.;l:J~ m~* ~ ·kC PPA. 

E\ 5e911nc.l.o teo<en•iA º"'~. dvetlicbvl, inclí..scvtl.l11i:::vr1etP CrJ;:•.~11~ 
t'r'\entGI... o...! t11'1')1 .<10 1 si evi ~..sre se ->upvso ¡; ... e 5/t) .r:;ilc::i.:·:· ... _ 

su vedo'( mCnlrAO r1?sb1\\:Jid.o evi (}Vl 1~uv1Jo '{Oe 5Cl{1':.í~1ce_ '"s 
rest'fi'cc.i'o~PS 1Jrir'.·(l.\r-s > .eY\ -e( 5.;,"''j'J)'\do tl"of<'fn~ .Se ·fJ1.:Jt:11é, -'.'-' ·.mo.. 

C.orid.-IC.iÓn suf-!·c1e0Tc 1ct.nt aue [~ k;;1c:r·"'51·'.... Af.Q ¡:;11·.-.·::¡ ··.,)¡,·:·"1 
· ~ r I f 
~v{Ae -piB·.1t1..,•:u.i..c. soti'st:q·;-:-1,. 

'SEc:tVNDo TEOl2EHA DE DUALIDAD • reort.eMA 35. 

Al h-act.'i" el ci)_mb1'0 de 
·(;o< c0,· ~;·~-;;,· .. :\: 

·, .,.- r\ 

111,1[¡'

-,Jc-

( 1 l 

(2) 
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Je Ob.SerV~ qve 1"~ (lVe'J05 va;iob!P.S tpriir,cdes e~: _:pvedeYl -• 

tor/\ctí torf\o vator cva.(~ulef 11umeto ·rez,.( 1 jorqve las CVí"C<.~\ 
1va~ Vcui~bles trimcdes · tj tvec/('y¡ tornvr_e!I vafor ::!e (,v:tf-t 

quiú núme'{() 1·fc.d tos/Uvo > c11 <:oyiSe Cve::,cic:L el ·pro']rC<r110_ 

1Jrlm~I trcv.•sform~d.o e5 . • 

pilDEd?.AM/\ PRil-:AL T!2.AN5FOEH.ADO A-e .{PPA~). 
t-L~!loi el Vc.dor rr.tn1'tr"O de vna Jvy;<:o':· e-;i:~o1~f:·'.·:,: 

\/rJ... 9
0
cz) svjetet lcis re¿;h'Jcc/·>/i'~ .eftc1'~es 

3,Ci) ~1> '"' 91J-c) ~-1 ~·-· ... · {.:l) 
~011 e{( :;, , 1- +"' +. et<1··.Zzv., 

. '\:"' º1..-1.1-~ . · .. ·. ~·· .. ~·. ce:\ 
~ l~)= ,L_, c.t e . · .... ; 
~ :':~ ':.:'.,' : ... 

~éJ[R] · .. · .·. <i.;_ .. ·.--.. ;.<.•. ·.•.·• .. ; ...• ·::. ,. 

{ m Yn ~1 · á .. ·t • -·· @~·hLbi.1 ,; ( ~ :iJ J IJ.J == ~ ~ -k' . ' · '~' ·..fiAy;;;_:; 
m 0 ~ 1, m1 = n~71,,, ')fr'*~~~~~'f;'.&j:O~ir1 (e~'.) 

Los ex·po·centc:, ~{j ,$cn·_!~V(~~-F:@_$''.·:~egJ¿X,tu~1 i.f~qui~ ,¿t i f~éJ 
\05 coef1'cted{''.) C,t s,or;. ~1~r\pr<: n~l~:: )l0Sr··;:\ ',e:!: .• : :•:;;: · · -· 

[C\Y1 e1¡te., ! :-n. fvnc/o~? d.~k~:y :~on ~~ra·r:-.·.-:-> 1 · •• '/':·· \ •. ,-, ~. 

Al ·ob~rtit.Jf co~--d~'1/;,·n•' el ~'~'liz., n1·;c·:·..,. 1· 
lo; c.kl .· P·PA 5¿ ·t-~cJ;¿ct:l CG( ff'.JClc'7 :,, :;·;. ,' .¡ ;J \ , ': 

-~. ;:-.: 

" 
c(c PPAl :. e cc,,,:tuj t'. .•¡t/t: Coo1rf PT' 1\ ·.::.~--

1 
. ._,··) ( ~· :_,, 

/)H;Jci 1ve b_ rr1'1hi:i., [C\.¡j]Si~.~;r,;_:SPa,:-\-r ·(":_}('.CJ ('(\, C~1t.-.., ... ~.·.·'.l,. 

1 
J., (r A~ r· 'e' -r- ··~;..(o l1.~1C )CJ ((,Oi'. 1 ·-·r¡;:i).>~ : e ·t'lOJ J,:·:'.l .!:: .;¡;~ ·, ·p1't-->c ,,\ .. ;... 'i\ • 1 

X· 
e~ e ,(. < 1 

f) 

'"r<-==1, ... 1·P 



1 
. 1 - - _,.-._ .,_.,. __ :,:_· . 

--- _ _:¡con el _v~(/toc ___ x;= C xf; ., ., xn~-)-rest<1\1:J~·~o .ett e.s1J~cto col th'trn~ s A.e. 
-~----.. -1!?1.. m¿\h1L ote-.. exporier'lt-es La.t,¿]. _r, el rct~19o o{e lzt metf:Y1:é.. 
---~ ·' Je ex ,povie1Vte°.S e.s YY\eV\O( c¡ve. \'Y) ) los vecCu-res colu1'>1 h"-5 Ae ; 
--- .. _J¿:¡__c(t1'.~?;\_ mxhi.z, de -e>c1Jo?oy¡evtte.s .son .L-de-p ) ~itfO~c..es .se_ , 

.·.- .· .. '(?Veden Se:pcrau'" 701 lJYlC<.. f>C".Yff_ Los vevtoff'S L-1Y1 ~ve .S1f'Je1 

¡ Je. \9cr5e ~ íos restc<~teS ~· :í 'i?óf lc:i otrel. los vrc.[or,,s- 1ue . 
__ 1son CorA'o\ho.c(o111"S liMi:tli:>5 Je los .Se-p;;i<ttcloS €.11 h /Jf1°WCl/lL 

.... 1~2ute1 Por JvpJesto 1ue. estct foY»10. de dasif1'c.ar l~.5 c.olvn'\
t'Z!.s.. ele k rna.tfii, no es Ún\cc;i... tero uno.. 'Jez... eft?c.h.1::i..::-b, v na... 
-¡c\a.sif-1'co_cio'n., é\. Causa. ~e le;.. re-p,e.se~'\tc:zc!o·r .. (1'bte ;!.¿ c.oofde
. nci.Jo.s J...e.. ac¡ve llcts Vet.<1~~les Z:j' corf~s-po¡ 1 ;(1edEs :i_ !os vec.to_ 

1 res. eolvmYlct. r:rve no se ho. l!un er1 !Zl dDSe 1 e.s c(c:¡(o ~1 Je re ks 
l 'Pv~c{e n asi~ni:lr v'ei.lo(es '1 r la1'tra.n'os: ~ 1"º( corl !1u.'.:. ~c. .: e.. 
J 1veJe .e(\m i no!° o{e .sv Cc>r(Vc.!Óf'I r:ofL1~l·1'-1.. .s ¡'r¡ ~fec.CT• ·, el va. 0r 
¡ r}1 ( nlMo J. e! /pro~ fCU'/\ "- A::. ' E VI (f ~() rr l't\ s {¡• }<' (~,v~· ., dt' 'T r11 e-
: l'~ l1'c\o cl .Se 1?veclQ. s/et.~{.ii-C c:to:..(Jrcu ¡q_ ~·¡JÓé-t>~·- Tod; -
,1'ro~¡ra..r,,ct -pri111,:1.L no ·hiv1'0L s1'err.p1c se Jpu~Je f:·.·/.''í d.e.. 

fo r' 111 et ~ t..J e su rn o. t d z. :;;{e e. x. p o Y"1 e '11. té s e s J-e. -ro. < · j')) ) e l 
y¡Ümevo úle val'i<'.l.\?les. 'Pfi,11-:i 1es >Con n1 estr 1 ·ctet_n\,~' ... r::-:ror 

qve e\ n~n1eyo tob.i .~º t/rrr1\.('G~ /1. El f1'..Céro i--m-l 

se llarMt 5 ... ado de dtfi{ulh:td. del C!lxc'o ·r(ojf'. ·. 
, E\ qn)_o .e\~ d.lf1:cv!tciJ _de V~ -(1~~tc1.;:.1 .:_ :'r1;,"[ a.-1 

YlVíl'le.·fO efe vi:tr1Z-:>\J!c.:;. ¡0J-e,~2ndLt"i'1tt') SO()"~ /OS C:)-, ·; ,;~ 
1 f . , t:I ' 1 . . ' 'r'flZlKlfl'11ZO o.. UYIC!QY) _,,JD\) )0( co;i.S!']Vl<:'. •. ~e) Vf :~-~d¡>ti't. 

con ~c·d.o c\e.. J.if!'cvlt('.Tr::( c_~ro fo.cr'/,r;i,t ,S'e re .. -•,,-¡ So/u 
c. i o ri :i r ~o ~n 1 \'\\ e ,. zi. m e Y'.t e ~ v 1) 1 ry( ( • J_ rr ;.- .:Lid . Le:.'! ·: · · : ~ r < ~ (··) -

J f r 1 J- • ., 1 1 . I 1 1' • J nes ole. es.e ·proy:>r11) ¡:!.J:1 ~li'.<'•:, 10; ~'.)_vc:co ;' ........... e....: 
mi:. se f')c 1 •• Lib- 0oh.'n~1 [.:::i :o(v_c._;;· .l' ·tvr:¡¡¿ ·1 >•J 
nes. dvé!k'... ~()11 \¡'y¡c·oil"S. Lc)r{','.; ¡.{' e~. h :);··" . ~ / ',,;. ,,..}; 
b:: resh"cciones dvctles, es ~\ ·1r:ct-n 1·,, • · ·,;· :· · - .... J PD. ¡ 

Si(! Jíihlo (_e cV{-1\r;V~é?c( es rr-1'-'Cii .··.'e . ..:..: ¡:.;, .,¡ 

\\~ ~ve desa1rol!v.1 v~1. (.).sfueao mCtjOr -1:•1'~· lo]r',º't vn V(c-: 

tur r110.>::rffli-cv11t~ vl', Con tcdo se ver-o\ ~ve 5.: t.;·'.1• o'r+'11-<r-



.. _ Mvch~ \!'\forrn¿icio't1 GleL1Jro(Ir~ti1~ J.vo..I a.Jr1 sr'n. hall~r .i.'. Ge; 
____ 1e un ¡puvit"o olL visto- teo;.s1'co ., la. .. propi:eh¿l rflÚ · lm-por\a;1ts 
-- - cLet -pwg~o.vna_. Az -e::. :~L Co\'\te11Cclo ~el teoreft1ci. ~vf51'1Jíled 
___ [C:OIGE.HA 36 "DE CONVEXIDAD. · .. __ _ . 
____ :.... E! '{7rOj'ft:!.l'\'lO., Ac.. es. UYI .'fro5r~"M~ cotWe"f-O • C~c{a. fvy¡c(dl'\ 

_____ feX'f'OVle1·1ci~\ tpos1'b\Jit. .5'~CÉ) eV1 vn fro_}rcllY!.:t Az. es co11ve,:.et., _ 

t t 1 ! ¡... ! ___ .. ·-l-- ... Es e_ teorev-,1a GJ_ve . metS a.e e lo.vite se c{e¡mostvc:t·.-,:,__, ,~oy¡-e. 

------.·-.¡·de .. relieve .;et.~Ji'ja · ~11/~ €;<.¡5te e.ntfe J~ 'jJro5fctrna~:, .. ~,1 r~r~\Jfll'ª 
·-------'j la. 1eomet(1Cit. e 1f1d1vec1.D'mente ci.cenh.Yc"t. ¡~ :l(tic;J>.Crnri 

------ oel. tec-<erl"~ ele k'v'r1n- Tvcfe-r) e.! ·{N1'v1e-c'¡7:(/ de 1,l. pro-:'.ji"ct.-
·- .[ma.c{·óY\ eo11ve¡<.cz.) ti'\ !~ de)'Ylos-fritet"Ón ¡;,iel 1n\11ev- teore111n. 

!Je dUé1. Vd'21cl.. 
1 

· Asir1~is 1Y10 se inst's-te en advertir 1ve li7 :i 'l"_:;-¡,(c::·.;··",¡ :;(e\ 
, PPA Sof\ eVI 9e\1end fuy1Ct.0Y1e3 V\O lir\{C{l.f_: >e" ro·,:L~'~i.c '.O•'\ 

lo'\ de PO B c¡ue Só:--1 fur1c."orn !l¡·1c::i("..:, -¡;i:·o(-d"1~l 1ve p¿n:•r~ 
t · · 1 ·r · · ¡-. " 1 · d l P e, Vo.Yl~tS S11Y1'¡) 1 íl((} C\tl ries evt 'CI.. ¡e;)¡i)C!~,¡·\ e DB. 

L ,., 5 ¡_ ' • r 1 D r:o." < i o .1 . 1.. . , _¡f'S 1' "'- (es 1.. Y ice 10 V!e'j et '2:.. r uv ~0·11 C'-<- • .-._ -· c."~:.· • ·•• " -

. g valdci ~úi s -e ( ~ (;·cJch·r:lP .s zi es b::., 0 lt\ ;;:~1s ·(:;:: ·, ~-e ii fe cr, '>s ( '-~i!::"V 
•· I ¡ ..• (_ i '( • ' • - -.e\OY'H.S {,e 9(~(.):Z')n~: ,,_.,,,~ l.\ ·non'i1c'\l..(C.:-iJ_ J ::-_ ::e: ·,;•,_.,;-,;; 

\;:.is Gle \'lo )1e~,.:~-~tv:,hd, "' 
L<:t~ S·.:i\r_,.~"-:inc:.: <t l~s C.011ctt'á::r;e_s Je o¡«.::L:...'•:· .• ._(_ ccmpcJ-

:
'""\ Vl\ ru'on· t r·) Ve 1- <' { 1~ -::-Y: .,..., '/''-' '(' 1 .· ·'_.11;:.·1>:' ¡!,-:: i"'- .;, t:::>··pe< .I' (..1.() 1 ~ ( ,_ ,_ ,,_._ , ,, .;. ! ;1.. • _ 

, e,s,{,o._r;:lo J.)_,.t,;11 (Qy¡ i)n (Orl('f'Dto c;;!/-:;,tlrl:~o ;;¡_( !,/i!"-,; :,_;: ~C•º ,::\ 
r / 1 • 1 

'1V\{5Y".O Mt~ibc €1\ et{gebr"- {111E'ieÍ ). ::¡ "'~'-··.,)+:·::·,·;~·:.-e 
- , '¡ J \ r ' ' - , -· • 1 , ( "'<·b~(rt"' ro1J¡''"1'13 (.·'c. ,n .... ~~·¡·~ .,e ..... \ .. ,,o·· . -, · .. -.,·.":•-\;·. ,'..( 

\...~\'··r\ ... /,,··. • .w( .. • ww t¡,, ..... - ,,\, ¡~ -~\"\·-
1
-: 

~io1~;~~1··'·'~;1 .. _t cl·(\'l': ·);· ·,·.·.::.·t~Jlr.t.,~o ff"' ~ ; ~·\ ."'.:· .. J 

.Ir '1ú""'..,(!'(í("'·-1 · 1 .' 1 • (. ,.);r,·-.,,,,, .(- ''1 · ._, . .",_-.:_¡_ 1 ¡· 'l3 ·>\,,.- , ,,._\ " .. ,,, ..... 1 ' .. ' .. ~ .... c.· ..... .... ..J"'-.> .1 -A..., 1~<.; , ~ ... \... líH::...-1 

ll.o 

los SoLvc.\01\es -af -~ii111er o.-tv.:clt el( En~ ,., . .), :_ · /:·. 1c..1 
lo..s rc.:hicc1'0¡~1?) ~tL<:I.~~::. es l¿t ideY~fcc(ó1-. h\ ~: i -, ·,·0 

·clu~I )E\ h.\pcíph\\O ~E 1>:.w.-.-~·tl 1/ 1 :icl 1;, .e( ¡)'(1·,-,.__, , , ·,, ,.'( 
k E\'.nier,2€CCtQ1

1\ q_ue (fCt:.:c e.\~\01')\b¡•f: C\e ::i.'(X-: 
-(: i ble ~VCl !. 



___ f=L.plevno fc:tcb'blt. MAetL .de Vfl trogram~ geome'hi'co ccl'\ 
-- gro.d-.o-Jt d..lf\cu\t-o.d._ (j~etL o. e.e.to> .se r;d.tLl!e. et cm salo 1u•tU 
----f-¡:>-0ro w.w.\clo es -~st11'lto _r}Q CR..'{O) . .;.~ 1ulde co1~.Stft11'< VHil 

----!hOJe. de -vec\ofe.S b<.j) ) j = \ 111) d' r)o n .J.e, ol es el -~(c:tcto ~e. 
... ··-- ol.<t~cvltl!-0.- > fº'í lo qve. I~ sofvc.ótJ Je;1e1~i a lct~ ~-
········ - tn'c.c:.tolieS olvz;i,le.s es 

·-· l - - el 

~ J _ _:____ _ ~ :. b(O) ~~ r1 b(j) { fl 

--- donde los Vj' .SOl'l 

-----tac.en \i:t CoY1o'vlc1·;t'i 

1 

nume~os 

p{ e Y\O 

rec:tles eua[f'sqvlUíl 'Ve s.;r{(s-: 
Y1 e3 el b' v ,. ofo. et d¡, 2 o 

d. 

el~ (f°) = b. +" rj· b ... . -tlo) ~ L(j) 
. . .'.)=f - . 

lo,i..:::1, ... ,n 

l . 
1 En est"'- relaclon,. el número 6. . fS lzt L-is;rn Corl\po-
; 1- J l t· ¡_ 1 , _ 1- ( 1) 1 · b '· 1 

:ne'l\\E.> G\€. vec or ºG> j ílS Varie1vles s Son as , '1\.?> k.s u~ 

¡~lc11.s u a.\ vector b cwe lleno.. los reav1'5itos ;le norw1et-
: VJ (O ) ) t . ¡ _.., 

; L\~~v( ~ ortogo1;c¡({clcicl j Se le ~~ e\ rJ0(•i0re. ~it vector ..,{Q flOí-

mzt li~() r)., Lo) vecto-r-es b '), 1'=1) ... ,i;:t) .5011 \:F ;,r)J(,1·0-
, (j . 

-Atis l\v¡12a\rrieY\/te incle,p.frclieY1tcs et.. \ét C.OYl\vv...¡1cn~- ho1~·o:;l-
l'\€\':l.. de lvs coflcl\c.{ones o{e normci,Vrbl '-.\ crto:¡n.-~~(·~:,,{ 
a cu~O c.ai\junro se· inh'tvlct. vectorc de -r'J L\'h _i_. 

Lll... fvl"CLon olvi\.L lY en tén,--~·,,,s _\f \.:i::, v 1 1·~:· c.:i.:;·:.rs 

to r•h1. ! a.. fu r m et 

{ 

. d. ~ ( "" ,J ) ¡h -. n. [ b L r. b' . ] " -i~ . IJ e' e J) 
lT ::: rr e ' ¡ (0) T 1 1 "" (j ) IT d. ,{, TI e, ~) ) I~ . ( q 1 

. , A.. • A. R ' 
. 1.:=1 -<.= 1 -12.= 1 ,, 

IZ.1 



JZl, 

Obserú qve i¿[ troducto eVttte .. corchetes, 1ue se ifl c{,icc::t. con A 6 

-1------- .b, (.o)+ l'.j 1'1 c1i+ "•+v¡ bi <.~). 
'.""--A .z.. . C1 . . ··-· . - -- -··· -- ·--- .... - ··e • __ .,...:..... .• - -"-· • 

¡-·· -· --bico)-+ r1 bz(-1) + ·• ·+ rkb2(d). 
-~I . - -- .t c'l . -· --··· ·--- ·--·· --- ·--····· • 

1 
·->'--- .. -·t·------·---· ·- .. ·--, ~ ·• ' ...... _. .... --.... -- ............ . 
-----..--~- ·· - ------ boco> + '11 bncn + + ró.. ·bn cGL 
--- ____ J.. __ e" 
----fste -produ ~tu se -p ue.0.e - o-rc<e n ~ r --· €. r lzt.. . fo( rt Gt.. $"! g v !··: .1 te 
-·-· ·-·¡: b!(O) b2.(0) e bn(o) 

.. ·- -! -A: • c1 c2 • •• h .• 

_¡ G b b b(1)Jr.i. ¡. 0 e 1(1) e ~Cl) IG • e l'l O 

1 l ~ 
i 

.. ' 
! 

• - ••• ' \ ' 1 ' • \ ......... \ ...... ·i. o 

+. ,,, '\'' '. \ \' \ .... 1' 1 ••••• , '...... • •• t 

b .. e.'\, (j) 
{. 



: e_--=·----=-:---=-_-

J Z..3 

_ _,.__. Por-ohrL 4'e:trte.. . :Se ana(c'Gc:t _.el ... 1Jroduc-to 
--1- ---- .. -- -· ·-·· --- "'.".df -d 2 -- -- -·Pl n -----.. 

__ J~-= d,1 __ c{2. __ -_::_ dl'I - - -

--1----.--D_e.. ___ 7...xe.w l to._. ____ .- ·----- ____ ..... 
- -- ----Lo3 B = - ( bHo) +í1 bil1) +· .. -rrtl b1CJ.)) Lo~ d 1 -

- 1 ..... :. : 

·• -· ... ¡ 

IZ3 

... ----l 
i ·¡ 

- ,t •t. ~ l 1 t' 1 '1 .·,., .. •t ..... ,.... 1 -

~ ( bh eº) -t- ~ b ne 1) t + -ra: .bYl c.-0)· L º :1 d n 

Esht sumo.. Se ;puede ordenctr f~ctori.<:'án~ 1 . !;)s r;· 

lo~ B =- ( b1coJ Lo~c/ 1 -¡- b L03cl2 + ... + b .. :....,,~ Jn )-2<0> ·-""· n (O) -

-1: ( b Load, + b LOC;J o( 2+ ... + b . u.d(1 )-
, 1C1J J 1 'H1l . nC11 J 

t ' t t \ • , ... , , , , t , • r , ir • • 1 • ~ .,. r , , r t t 

~ ... r • t '• 1 ............. • •, •,,, • r '•' '• • 1 1 -

-r(b, Locid, + b 1 )Loc¡J +·•· +b .-:.",() O. 1 (,, l - 1 z l" J :.?. n " 

;r¿lo56=-(\tj>Lojd1 + b:n1.1'....º]-J·-:-l-···-~ bh\;i~ ·_ ; ·!r.) 

n 

= -1: ~(¿) Lo5 d,t 
{=1° 



- :.~A:On ... fines~.--si tnffiftca.tod~~<-Se ... escr ihe 

- -- '~: < ·- Kj-;ff c,_~tJÍ;- j= º· '·-·-, J 
{,=1 

( fO) 

----~--------·----·------ ----- ____ .. ___ -····· 

--- ~---por consi~uier.t.e Je ('~"-) ~(_to) se olotiene 

¡ "= J<o(fr K ?)( fr a/+fr ~Ld:J ~<Jl 
j=1 {,=1 12=1 

(11) 

-- --¡ ------

·observ~.se 1ve \a constahte K0 tiene las c~'-.·i!C11SioY1€S 
;ae la... funv\o'v'I ~vól 1 ey¡ tat1-to qve.. l~s Cors-L1nfr~ Kj·, 
:~·::1)'") l; Son acl(me1•.S1'on<:tiE'S ~ Se J~_s deoo1~1l11.:t, ,'011st~11-
.tes bislos) ~ue Je-penden tAe. la Jét.st 6u) ,j::: 0,1 1 ... ,vl 
:\::.stcts ~O"(l~\cleracionrs trnl'Asfot1w'-~1 e\ pf:J~:(~t 111.L JpJ B M 

fa .. si3u1ence 
pg_ocq~f\HA T~ANSFog.¡.·1ADO DuAL Br> (P DBr · 

Detei'mlr1e el vedor miximo ele vn:t f'Jrc\_ .. · ·1( 'pro-
c{vcto.s el 11, • e) 1' ,o r-, 

\J cr ) = Ko ( TI k /i ) (TI d /f l-<l_¡ l' ) TI et-(1º ¡ce',., l\2: 
j=1 i~1 --fz=1 

donck 
J. 

(14) 

su1du ) h:. 
.. -

r-:s:1.~¡ e.e i ::;r ,;~ í¡ ..._-, ('I ' ' 
V ' • 

-J 

n.. 
6-Lco)+I,s b-tcj) ~o ) A_::~, ... ,,_ 

( 15) 

j=f 



\'2 6 

i. 
j'é\ 1-zt. tOAM~·Ón de ort~5on"-Ltd~d. 

'a .. b.( > = º .4,- -1.j -i. o 
A..=1 

_ ( 1 G) 

( 18) 

Los vectores Je nvlicbcl bcj>) j::.1> ... ,cl forni".7;' J' :> 

:~el es..pc:¡cio de solucr'ont>s ~el sisteY11t'.t \ir1nl hon·rJ}".'"'º 
r¡ o 

L ".1.t = º 
1'.=1 

'\'L 

"""a. .. y,=:.O, j
0

:f1 ... ¡rYl 
/_,, "-1 -<. 
-i=l 

(:O) 

( 2 t) 

' ; 1 I . ~. S'e b:-:... n--2:~'-Jf\.:i?o +ve qe,1er2'iri"~.-.~ ... :l ¡:,r·.·· :i~, 
c\uol hO!:,s-fori't'c' .10 l3 ¡• ) ~,_,/.... J{r. h~{\Jey- t)l:f )'1.ii' -.- r J J ¡ -( .. ..' ... " '"-, 

I . ,. ) dvo.I hM,.Sfvrm<'-~let. V-(1') '> }e. fn.clc IOJr-~1' ¡(::n 

vh'I en. Y<'.!~ ció(\ al PPA ) 1J . .S <:011c\J~iunes (".· .~ s './l ,'¡t'\ :e. 
.Y'eVYH'1' Qf\ d t-eorerl'.et c¡ve s19ue. 



.,.,b 
·--- c01(!Ei\1A 31·: DE CONCAVÍDAO, 

_ --- La.. -fun ci"Ón lo5 u-( i') es ccÍncc:t_v~ . ~ el p íO'J ra. m tt. cWzt./ tri\ms_ 
--· __ forrn&1.J.v B~ -es __ cónc.~vo cuctY1d.o (z:::t fvnc<"on ~ mZ{x1mi'z•tr, . 
____ .e.sto -e~ \JCY) ~ .se reM.~!t:tz..ct 'f?ór l"lt fv,,cio'" Lo:J trC(), Av{f__ _:_r~s) 11'.S fvnet'ol'l:s. \TU) ~ Lo3 Lr(r) ti~;H?\i\ -cl mÜMO Cc;~jvñ-Lo .. ' 
-----¡oe 1JUMOS IYii.:tXl(YJfVtrlb~s. ' . 

1 . Ju.pon~dse 'lúe :r es vn ,punta en €l cual d,t(r")2.o,Á..=1) ... ,n 

1AL tomiir el lo~a..n'trno ne-perizi.no ck V-(r) y derivar r-es pei:.. to ~ r1• 
---·····;de acue<cto con (q b), (9c) "j (IZ) .se obt1·e~1e ._ _ __ 

-1-. . rt -1' 
-- ---- J --1:- d (T :::: Lo:¡ l<. - "\:' b. . Lo11 ~, U) +"" e Lo5 e u=) 

tr(r) a rj· :1 ¡(-- 1 ('.J) .) -t L -h cj) +-. 
r -t.=' ~::1 

¡z.[, ' 

5:'i r sacisbce estu.s ec~01 ·..':t· -:. ) -_:'.~ ~').>. ' i .·r 
cor· \ZJ.. fórn·.• . .i .~_L) el fo((¡l·L de la f)fl:.'(\. 

( 
n -b. ) f' e co) 

. l.T(") = Ko n d..{ fr) ~.(o) TI efz-6·) .fl. 

. {,==1 -!::::: 1 

de In. fórn1v\0-. (:Z.ID..} .::e. iTlfi"en~ 

- '., ! • .J0 



11 

······ .... ·············-· 

Estos des:urollos ~el t~ore1\1~i.. qve et.ff'n«~'l. ·.to.'' ·~·_.'ro 
estac.ionc:iilo ele u11Et fu~c:o> c.6nc¡,va_ f sob(e Ur' ~oni1'n10 
e:onca.110 O es vn fVfllO mai<.im; zor:te k f sobre.~'\ son 1~ 

.vase. Je. la. ·?rvelJtt del bwre.ma.. .c¡ue 2l.. coY1hnv~c.1·01' se 

. e nu n c.-io... 



12. ~ 

. t'Z3) 

(24) 

w..ancfo A .stt.tlfc:ice ~mbas re$tn'cc{ore~. de\ -pro31·u11o_. 
~dual B ~ la re\-e1.c.c'on ( 2'2.). 

Las ecvac(oV\fS ( 2..2-) se 1la.r11a n ~:uch:1·o)·t..'.i. de .:· 1 .. ~i'm1'2c:r-
c{Ófl l formctn lit\ srstet.,.)... Je d ecva.cCones l'\O [1'1:-:J.les (on 

•d vo..rl~vfe.s bisica.s rj. Adeth1's)sefuedE u1.fcv:,y u11-pc1!! 
to mo¡c::IMicaY'lt€ del 1Jf,?q.r,,.mo.. ;!Ga.I B resolv:.·:·.-_,. .'_/r .. -c¡'t?{
Jo St'!;;te11'a. El valor t'fl~X:tl'il.V c{e! PD\3 to do. \:i_ ¡-01;·r1vl'2t. · 
(24) en términos del menG.1·0YiC1<;ÍtJ /yv~.to 1i·t1:-:·r,,;·_· .0 .:tc. 

Obs-ervos~ que. las . .:or~to_,.i;c5 L;a:~·c.'l' kj· ·,)¡" .:\ pr1·,···f 
f'f\(€Mb~o c(e \~s €cvacione~ vlé' (r¿.;<:;mjz:1ci:i'I\ 'j 1::-. ~I .S· ',' -·~ ,· '.-~"-
\?ro e}. e P':°ta:: ewe:i r:/') ,, p·: . S-c hci. ¡ L:1y lo. s V O.'(,·;::. :.· '- / " :'· ~ ""' -

do'r1 c:¡uc f'.:!~~:1 la lnve Sti"F' >H _:. ~Qr.·~' ! . · ,-':s q:-
ti r'ro~ ;4f et:" ',::'oS pr·:i,vor•"· ~-- ¿ 1 P D ;: .• _, : . ~· : : ;..; 

: l..?,µ 0'r' de n · ele \o<; l° j e-( , ·e (o l C::: s e i: . 



_ su j tt"o a (1:ts res tn'ccto vi es _; .,., . _ _ 
Na.turzdes c1 2.o, ti.Z.0 1 t:i2.o 

-2 -2 * -1 
~ctf)t2 >t:i)=.J..-t~ t 2 +~L-t3 ~1 
.J¡ :) 3 {.. 

_: E.fú.:tces 

~(onc<e 1z ~ ºi 1 'j T[-f?.]=o { 1~T 2j 3j}ffj} · 

-1 1 f - , o 
1 o , -2 

~ - z. z 
-1 1 1 o 1-1 

L?J.s. r\>5hlcc¡'o11es de orfo30112:( L(dc:iJ. 1po;<• ~\ ;-;oc: :;;n 

-d.1+ dz t d3 - 2 eA4 -+ Od5= o 

--'-cf +od + d3 - 2 ~(, + * d~:::: o 21 2 -¡ ..:. :; 

- J + d + d::i -+o d - de: :_:_? 
(,l 2 .J 4 J 

l " < f· 1 • s .¡ s _¡ J .J 
V J V )" C( D () f e ,p. o ti € o ::: ~ ' 1 .¡. </! -z. + vi :::: 

e: 1 ~ d.:i+d 5 

L<l restn'(c,·on ele n 'JU•'<';,· rl:1 :l -er~ .. l,t- l2 -r 1 
Lo.srost1:.rz-1·Jfl"'r.~ ~le !::J¡.:.:_-1-1t:··-·l:i_1 -~-· -·~.·-_ 

' L ()._ fu ne i e' n ~4. v 1 ?.. m o 1 ,.,. ::_ _, : ~ .- :, 

... "_L.::: o . _:., 

d.1 d d., -, d.i. -t;-
V" ( J) =r~J ['2..º J 2. [ '20 J ~ [2-J · [-i/s J -- _.· .. ,_ , 

[d1 dz d3 d'f .!5 
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se ztf!ia el et!3or1'cm o ~{e <jc;tV5.S-Jord:rn a. l~s 

ne.s de orto5ontt l\dacC., open:tcfones ~ue se re.:]i'strah ·.en· ¡:,_ 
'retbla 

ci 1 th ~.3 a4 d:; 
-1 1 

1 1 - z o 

J.tatri·z avmenb.cla ori5in<1 l 
1--~_;_~~~~~~~t--~--i 
-1/z o 

: 

1 1 -2 1/z 1 

1 
-1 1 1 1 o 
1 ¡ -1 -1 '2 

i . 1 o -y 1/z -1 

o o o 2. 

1 1 o -z 4 
~-·-~~ 

no Co>\ trorfo 
yes de E 5 S-R 

o ~ 
1 
1 

o 
1 

1 
'' 

o 

º' 

,/,-

1 -1 '2 

o o 2 

o 

1 

o 

s e fo f rr .':t_ h_ 
b s ,) l ti 11' o : 

"o..-.· ,, ! vi ~. \._ o 1. ,. '• \_ Co / (;1"\ 

' -1 

! o 
! 1/z 

-1 

-·! 

-1 

-1 

' . t 
(r1 _.., '. 1 ::. • r ::r .. ·: ' ' .; s ~ :i. 

"J .. :: ~.1 ( ':t. 
) 

' U Y' ¿L n' et_ : 1 • ' 1) 11 ! ' • ."' . 

.. jJ~ -
:::.· .. ; rctq 



Por la prm~ en 1ve se comtru:¡erovt e..s tos · do5 o{{-1'Mo.S 

vectores, ob111'c:t1Y1E?ft-U:.. SOYl Ofto~ori~le.S COY! los veC.fo'(e.r. 

fila. cJ..R.. \zt l'llC:fb'rZ.[t=] -pe-ro 'f~f el intefc,u-"<:iio de ll'l hrce_ 
YU. ColuW'a con l?t quiYltei.., /cis componeitté.s 10. Concve1da."' 

e.en Las 0.e lo vector-es de (a. mll.trrz.... [<:i1J, a.si r¡ue par~ 
restau"l'().r lv.. concordi:l.ncia €!) \et. mÜri::. [liJ se eh·dJa tM 

nuevo iYJterrnmbio de la. terrcent · colUll'1J1~ COt1 La qu1'ntó1 '.1 de. 
este mo~o se obti e11e 

d.., 

[~z~J -: 1 ° 1 ° 1 O 1 : 1 

V2 VS v.+ v::: 
Son L1.Yi(,:iir. :r}...í~,,c:lle·,,tPS '-' 'or h'~:J~,; .. ,,·' 

esfcic,"o de SoiucioHº'.:. c1e /·1.:, Cur•di:'.J0i"''~ ,I, 

€'$to es., dt:I ~S.t<:icr·o d11J\ 
1 • 

r • i' . ~_( J 

.. : . /. ,· 
. ') 

Del vec.tor V4 S'E' hv()dE okiter1u el vecb1 e 
1 :; 

coclcc U'f'\O ele los .elevNv'-.\o.s k V4 entte \.·( > .. ' 
be~ inin\.C,(t'c. eo.n1..\1u11~·.1.tq ctQ lo et.t<1.( yes;,Jll ?~ 
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' o 

'i"e. a~emO:s ~e .S?l.risf~cer )ei.s COr'ld.i'cione.s de orto_Jon~tt'JcrJ., 
!len~ -e\ .-e~vl'.S\to (Í(e T'\O(IY\0.. l~cte:tiíl-. 

Como \ct m~triz. s:. tiene sa\~·((le)'l.te .Jos colurr, rws~ vriica.mel'l-

te hal) vn \Jec.Xor J_e nulccl.u_cl b(1) ille ¡,~t1"". {0ri~'-~r · .' > !et 
Svfl\b.. 2+1 + ~- vi& \a hes t1··meio s e.ori\-yon"'.v· 7~~ Je 1/s Je rvwl 
~i~li<.i'.l ,.¡~O'f bCo) ) ~íoclrJctd •+ve .SQ. fest<t. c1

.: 'IS 

2 1 

~ 1 o 
b - 1 - '4 o (1)-

o - /'2. ri 
.:. 

o - 1 ~ 
l 

La soluci¿n 3e-v1enxl et.. l-a.s Cónd(ciOti'~ -/.~ noíi'·-···J,1)_ ~ 
orto:\on:::t.Lr'ct~J se r)v ·?n [o. 1'S(;»J'.."i,, :~ V'2c to:_,' 

d = b, 0 ) + ~ h 
l. l 1) 

que. ::(.Ps~11•-ro\bcL1 e1\ corí+or:'·,Jr .s es 
d,= ,_ ~r' 
d- - r 

'l -

0\3 = r 
J ~-l+2r 

V-14 - z 
ds ~ -.1 -+ t\ r" 

(s 1) 



, 3.3 

De estas i'jUi:I.! ol?JikS se .co\fge 1ue 
-·-·a \2ls (onc.l(c¡ones ~e no v'lt>~ctblvictad.. . _______________ ,_~ri 2 o > r .2 o ,- -1 +4 r- .2 o 

_·, ___ ,() bie-n ---·-- ---

el vec...tor a J~ti'sfz,ce.' 
so\ a.111e11 te e uct~d.o · 

1 < < ~ 
4- '(" - '.2 

Si r= ~ ) entovic.es qoeclet. ".jal"ctY1t!za.dí'L I~ f:-:r':-;·1:>11ria efe 

.un Vectof d>¡(- to'() sus Cofilpone~ite..s 1JosCti'vos ~ue JaftL 
fz¡ce. al C.or.+Jy1to ck tocbs '" s resh1'ccr"o \')e_s Je! ,lp1o']ftrn1cc 

dJ.La\, Por at<a 1'¿n·te, el {'fo'ole1)1et /pfi111c1í e::. s.J~~'(º'~~t.:.ióitc., 
to'~ve COh e! ved:or (1.) !> 2) se o\:Jhen~., i_;\ i•·:t' ,,{0 "' 

s t '2.' 1 ' -z.) = -3' ( .J.. ) z ( ...J_ ) z + -'.!-. t vi' ·;· .;, 
1 2. { . ;;; \ ..:., 

a ( 9. 1 i) - J.- + 1- _ ~ - ~1 _ l_ -< i 
.J1 ~ ' - 12 .3 - \'2 - 12 .. - 4 -

.Se eo n el v ~ e r p 0 r e ! s e~ u n el o t e o (.e 111 a. ·~!-:: ;\ u o Lt ; .1 :l. 7 ue 

· I~ -\vflciÓn --prir~ul 5
0
(t) ctlca.11i~ su v.aJo-r ff1!,';-:·,."'J 1· .; rir~ao 

en l/11 ~v\l\.to t' c¡ue Sctfr'.sfo..ce lri__S resfr1'ccc·::J''r::s-f:-:r.-.,.·,·c.:.~De 

e:d:e moclo Se cu rn~le : El Pl~A es svpencn~l: .. t~·¡:··c ':'. ·. f-J;~cr'o~1 
'pri1;1cd alcQ.11z.a.. s-u vc:1lor 111.;x:./1110 e~' vn 1Jvttto 7ue ;¿-,: c;(:ice los 
re.strr'ccc'oYJe.S --prl111n[fs, CoY1.secve.nte111E'1Lt°( se ·(JuE,rt?•: '- 1:cn ::-t. 

esk -Pra!1\e111a tc0u.J h;, C:Zfirnioci::;r"', del f.!r;,,..,?•f : ·,·¡:.•/e_ 

duv lld.1'ci . , 

S'L en (~1) se ho.ce 5ucc::-:1,·1;1~é'1tlc r=-~ 1 ~J' : .. SP0L·t1'P;>e 

Se3Ún (S 1) 
1 

1 
cl1 cL, 1 

~4 l ds l 1 l" 
1 

~{~ 
"- i i 

1 

1 
.!_ 1 \ 1 

; 

4 2 4 4 o ! o 
·-

~ 2. 3 3 1 1 

TO 5 \O 10 TO 5 
7 "2i -¡ 1 ' 2-

20 lo 20 z..o 5 5 



~ ,,, ... · . 
. lf( t ) ~ ) ~ ¡ ºí o ) = 1~ef:ó,W~~t0~1'0~~~t~115i~~).i~"80 L 3 . .i 

~e~ ) To i To' -fo>~) = ( 100)~{~2~051q(~i]~(~º)s(To) ,; s qo,~' 
(S2) 

Ahora. se. c~lcvla... j
0
(t) e~}ct~c}_/'\Jo '.J'l(ore.:: ~e t 0 t

2 
t:i t 3 

1ue Sc:itlsf-~cevi c:t !c:ts re5tn'cc..iones , :oYl lo ~u~.1 sr obt1'n1e 

5 e 1, 1, 4) = n º ) 9 e 1, 1) 3) = 137>. 3 o o ) 

j
0

(1,1,i_)= ~H), ~0 (t,1, 1 ~)=1a~.S2 
($3) 

Sec¡Jn_el teorfm"- etc ~id1'dovL · <] (t) 2 >1 ~:~) 2. u-(cl) · 
J o -'o 

dond.P t' es un vec}:o'( m1'1')i1Y\r·l:.i7.,' te ;:~r¡.e.l .. t>r-::.::.· ·.:·.~- tro-
fllesto j los vectufes t 'j e{ so;1 ,.ec.tor-c · , '·/!"::..·,·~ , 

~ve s~clsf ctcer'I '-l iCls rest-t1'cct·OiH'', -bY1.i•'·,_,',,. '.u_-,,,,~ 

res~ecti·/él~\:cnte; i:vnsec:Je1-~krYle.nte. (.5'2) s 1.'1>:·> 1 • j':J 

f"roritefv_S. tr1fct1'ot-eS ele. j
0
(t') 

1 
C•' -.(l_.~1l·-'"""''' '- ·:; · J.-1.,, 

las fronree1 s- Svicdares cte.. 'J (_t') , 2:...1 -;~_1; ::...1._1, 
1 b 

.Se h Q lo~rn:Jo u ti vcdor W'.{n¡'1i\ . .'.) {.osh!;·ln ¡')e 
J 

/ 
-- i /et. •Oí 

e:\ e 5
0 

co r1 va (o r cu loo tj ur1 fC;(·'-- errú¡ '' ' ~: ~· ' ,l ~ ¡;ic-r-

e.i e 1tTu , 

A\ é(r"1-o~ "C·-.-r 1 
'( ·~ " 7 ·• 1- 1 .. - "' .~' du >1 \(-e J . ._¡ J t - J '1,,.. • J • ~ ~ 1 ~ · • • ' .; l. li. . .., ' V 

., L 
-fa·r,t u11 S'o!o -~!'.J1·:Jo d.. Fre~·)e11le111•,'.:-.:. e:;; ~ ·,.,_-y 

c{onJe -el nÚri!.~10 Je te'u,11'11 0s ·eyi ~(·1¡Jr·:-;orr:i fJ1'i'' •'" fl';t-

[ ' I . . i • 1 • . . . ... 
~º" tlve.e r1u111f10:.c::. v:~t'"-º'""·- 1pni11'1.P:;).:-s:-,1 :., '.··: '• • .. ·. ·~·,·211 

~rerclo c{e d.if,'rnltttc< [efV L~ '5 1J ;.u!J~~-.,:, se 0H1't.11e (('u/v·r't'11Jo -e/ 
S!·ster11<A li.,,ec:i( (.<{' ecvb_C-(.oY't'~ obt-c~11·c1¡_.,s de (a_5 resh:cc·.1r' ) •. .Jr.s 



.EJEMl'lo -~---_:··---"----'C:·:····-~~~--:~- . __ __ __ _ ___ _ 

·---+-..c..-Miriiwii~r el AJosi~9~}p _ .. 3, (f) = 40t1 ti + 20 tz t 3 

--------· -.--..:Svj'da a... la i~sfi'1'c~1c{r,1:. --~--~ ..... - .. ·-- -1 _ 1 .1 -~ 
----- ----- --- -~ (t ) =- ~'i1 -t: 2. + 35 t t

3 
<. 1 

\ '2. 2.3 ---------- ·.-- .So1-vct'oN _____________ _:__ _________________ _ 

---· -------- Se .. ~flncia Co11 la rnahiz. de e.<.ponel'JH tra<;·fJv·:·::·r.L j de 

i o -1 o e) 

- f 1 -Yz -1 o 

o 1 o .,. o/3 o 

-· ox 1 
' 

. ·¡ 

:inY11ecli~to se p\antea.fl \as Con~\ciories <le ortocj'-'''.:i· · l,J '1 
i nOfl'iYtl L¡ el Z1 e\.. ) a_ Cor\(;-\ h U O. cú{r'\ Se P le¡ \'1 te et l zt f vr''.:; o;' ;;~U "d 

~ ,.J 1 d d . l,+ d ' 
:v-cJ)==[~l [zº]~[-] 3[~] 4(vl +cl4) J --: 

~ d, J di 5d3 5"cl4 3 
1 

Las conclicio ne~ el e orto 3 o r1~ L t"cb ,.t -\ "'-0H- _, \ 1· :1"" : 

solv iro'r. 
clr: d 3 > ~z.= ~ d4 ') d,+d'- = d:.+ ~J'J ::::- : 

"fJor ConSigvrt'n te 2. d:=i = 1 .;j A ::: 1 '1 ~ ! f. --:::;- ,.,, -'1 ' -- -~ J -
:;, 

c1;= 1 d~= 1 el' 1 J' 3 z-.., 2.. '\ 3 - 2 ) ; 1 .q - 4 
€Sl~Úl'liC.et $.;ol>Jcidr• L.J el C:JI'( '.;-~·.)l':~f\l1l~C \)i:';''( cf~· .c''-•:c 1 1_l."· 

iBs , ~~~l ~[:jtH![~± [l ~j'J~[~ ]~[~o' ]~[,~i ~.z,(" 



.J. j;")E . . ' 

-·--· ~(J.'! = ~ º/5 [_ _ª,~J '[1., = 10('•"") (º~ &~sq) (r. '°''}"40,,01Si 
·------- ____ Coma J.: es d Úl'71.co pvr.to ."{e lzt re5r611 fac.b'l11e ¡Se -. 

_ eo11cfD~e 1 desf?vis. ti.e aJve<tí' qve se ethn-pleti 1~.s h.~pdtD ,·.s _ 
. ~e los -teo<e rr,c:ts ch.. dua Vd~~ 1ue .el Vi?.Co( 11'.t'.;11'1·1~0 Je.. 

-------· !t1. fun~·ón 1rtfr'\1::1.! .es 4-0 c.oris-ecueV1teme11.:ti 

(% 

'.J ( t: ) t~) t~ ) = 4.0 
o 

Va.le. k ,pe11c:t... helee.( VV\it a0-.«er·Jei-c.iÓr; \n•;Jortantf~ -:i: ;1~ ,;{ete<'.".'. 

imln'Zfclo el w1lri1·vno f'."::ér;r1.CJ1lo dJ_ q i?.:t1res Je c.or1.oc• .. el vec:.... 

1 
• • , t J_' L' t' s..JO • I 1 ' • ,to< rnt'/1<¡111-c""l .c.. ( 1.. 1 ) 1:.z.) \ )• e. c{ererr111110 e ·.c<_or m?tf!-

lmit_al'\te (d;>d~J ti~) d~) de la. fuvic(o~ clv:11 i io ,._,· e5 k 
Un(;l im-poytd..Y'lciet ~a-pttill i ·bo14ue ur1u. c<.e Ices :.:~"1 · - :,:::; f!ES 

: ckl ffi1;1c'f teof.evi;a cite Jv~l\cb·:f_ uf•",.,.,,t 1ve 
· ri a a a o.. :( 7 

' -, J,.1f 12t13 I -, ·. _21 z::..;...-3 
d..150(-l)=C11..1 t2 3 ) ~i:Y0 (~)=C2.C1 t2 '--_::, 

Asi1y1ismo Si 
• I 

C..lon C\'(t) es 
~1 

5v\e 1~tc , 
cl 3 

e{~+ d~ 

-1 o t1 t~ = ~ 4 o 

2o t' t' _ _!__''O 
2. .3 - z '"í 



. -,:3:¡. ·.· . 

. , .. - .. e.,~t1r'IOc~ llriei:tl.:~ . --·--- ·--·· ··--··-
-- ·. · ··. ·· · ....... ~~--- ~a e1 _ i 1q-J t~ -+ º- t-d t; = &a '2. 

-- --·=------:~~----+º~-t~· - ~ ~;i· ~~-~ ~ lao t') = o 

+~~---· ~=~~~--. ·- ~ t~-_ ~ ~ t~ -r o l°d t' 5 = - le-a ~ -f- :_ -- o 11 t'1 + ~ t ~ + Jr; l<,' o: o 

1 . Si, .<.l -= tea- t~ .) i.J ::: lo-a t~ , w = le-( < , ,_,., .. _ · ._} n ces 
1 

·~ 

-1 j -
1 o í ' 2. o ., - 1 ')--

:> 

V 1 ) 1 o 
() ) 1 ') 1 

1~ ~ .z 
1 o !; -- - Lc~t z 
L o 

_J 

4J(3 3><-\ 

¡obie.Y1 -.u..::.1;v~+to~2 , -V-=~w 
M..= lT - lo3'2... v= - w s{st2,-.-:i t·Je 1'::lm1'te 

l tt. solv ci·o'Y\ ~cc:t. .u_= - io-<J 2.. > u-= o) t_tJ = J 

d.P.. .R._o wcd r.esvltct 
t i l ' - ~-·' -· 

1 e: 2. t-t. - 1 ) . ? ... 

Este f-(".'.. 11ltc1 ;Í.o eot ... ¡)leLn :?)_ .s.o(uc!·o,- 1
· :·.;, 

. Se olJ S"e.fvct. c¡ve .el n ú r. 0
.:: 1 o ;tQ. te' r ·rn·.w s n "" ..:; . .:( ~' 1),i-:, () 

r}..e va. f\ 0 

D bles ,ip (!. r.<1 : e~ Yri = : /;.'..? ,, '.1 ,¿é a rr:1 _,¡ 1 ;-l< . f '·¡ ¡'_- J '. t ?! d_ 

e{ E' .es te iJ íO b r f' )Y' i7 f s o{ =- 4 ~ 3 - j := o . - ' 
0-z. ((_ n do .e.l e¡ n ) ·.) J.»_ :;;V f l 0 :. J 1 t CI _( .e s 0,. r :) ; .¿e e V ( 
. t -,- 1 ..J ' ' . 1 - -

rmt x1Yl'1 i -z.o. n e. d. r.o et.e. pf .,. _,_,.: ""e iOS u¿~ c1 : •• ~-· • • · ..... 

1osinom(os , 
Pfl.oBLi::MA íR.AN.:;roEMflBLe A Pf?.0Gf2f.t .. :/\c10N éiF01_,e7r{!(t,. 

ta+ ' Mc:1.~ vctdos ft't,os ele p1obler,1Z1S 1~e. s¿ ~·u_r.~€r\ l'-';lc.h:1'r¡ 

a ~envil'lOS --prob!e ~os d--e. pro-Jrct.rrio<i:rn Cjfo1;·, ~ ("C.'t.¡ Je Yª' 



~ -r . "·~ 
----.--. ---l~estvct¡;r vno. Je··~ estos' ~ro~le~1 etS '(Je on~i11e1-I lYleii.te. rio ; 

___ --~---+s~ 1'ueda.ri..,Plm1tecr.r __ e_\'\ fon'ila d~..é--pos1'11ol'í1ios ______ _ 
--·-···-- ·--- --- - -·-- --------·-- -·-------· - - - - a 
_ ___ _ __ __ H if\ i in 1-zcff 1 et fu r1Cfo~ 

--- donck f U:~> ~ (t) d h (t) 
--Vector t = ( t 1) "'> tm) 

ú (t) :::. f (t) 4- [q.Ct)] hLt) 
Son 1'osl7-io rníoS 

Aj a :>o 
, fv(i q'o·1H'5 deJ 

-~' 

_, _t 

.--------~---- --·_-_·-·-_-·--_.¡- .Je UJflS\ cte·ca. !~ f vr. e{ ¿n _ Ple. eq~iv alf.'' c.í a... 
- -- ~(T) = f (t) + t 0 hlt) 

i 1 1 
¡~ l"lL r'estri'~ci'o1\ t:; i (t) ~ ·1 

j .J d t . . 1-1 ' l. J' t7. . . ¡~o__flv€ 0 -.es vn<.."t. Vl(1a.ue tncte::::.nc-.... 1e1 • .Q. -:-1 :~:·_,J;'), '.::.l 

! T=(t 0 ;t11 ... ) tm)· . , 
. Es e !"ro q-;e a fO.(_tir c{e 1~ CQY1stfvc..c1·0,: .~e \i:'l fuY'C10~' :1r .eqvi-
va.le ncia.. j ( T). ~ 101- re~t-r .. ccú)r 1ve ':'l \-·'.'é_t.;¡-(_!~ '")<,) 
m\n1'¡1;iz.i:t ·et i i:.1.- ful'lc.(~f"I é:r (t) i ~; '.'. :.·~:):::. ·, -::. ')'°'~'. ~r 

'..¡¡. ( t-1 ) t' t' \ ,'' •.,."'"' .. ,,.-=. .• ~ '~", : . . " r¡v\ tt(.,c\~ q ( ) ¡ )"') m) tlll n1 ll'vl c...v- "'- J ¡_.) ~ i)j~ '· .. ' .. t /.Lev(i 

resln'cc{c)n. 
Asir.~isrno es f;ci! COY'f\)~¡',Or)(f 1.U<2 d vc:i:'or 7) 1 'r ',:' . ·-'Jf1°1'·1,l

1
-

o!o de ~ CT) es i~'J?!( al VGtlor iri°Í1'.-;;·:i A~ C:r cf) ; ·c\·_~-,-,);:l._ 
terYle~\te. se hit tr0vl'1SforY.1v.Jo el ·f:'oi:'¡;.,:·.l ::1: 1;-·,.-,,._ :.: .:¡c..f'. 
1~ cofll no necesc'l.r1',,_,¡.,:-,,o:-f es 1h1 p::·s·):ov.•,-J 1 :· 11 .:->'r-
YYl~ equi 1J¿i_[.'.:ntc de rr1in\1Yii?et( -e( pc(,·J1;·,·:..1 -:~ (..-~; ;,.-- . .J i:t... 

Vnc::t. '(e~T.r1'ccr·o'r. 1 dofl:U /Q forffl;\ ::l.~ b ... c.c't~-~:t . :rfn 
-pe.rrr11ite la. a..p(r.cici"o~' ,~:_ (u. ,!)1·::i"1·.~.n:>_-., geJ,.. ;,.1 • 

Lo .eY- pt.10 ~~ .' se ilv5 -b'1- C01' t;Í .;:::: rr.¡·') 

Miili m i·u r _ :.._ .l- z. 1 
' - " s ·r ( ¿\ ¡_ :::. ... ·.:: , ;;. • :- _ -- · :;;- _- 2 

cT et ) =- t l .,,. t 2 5 '"' 1 c.2 .,. ~ . , -:. . - 1 •. .: 



... ~, 
· ·s;K-ü~'"~z~;i = t~ t! +·t: t~ t~1 

1 2 1 -----· -- ·-· --·- - ··-1 - - -1 1" 
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INTRODUCCION 

El objetivo de este trabajo es ofrecer a los estudian 

tes del área de las matemáticas aplicadas, una explicación eleme~ 

tal del fundamento lógico sobre el que se apoyan los métodos de 

prueba, que los matemáticos utilizan en la exposición de las teo

rías matemáticas, comunmente presentadas en forma de teorías axio 

máticas, con la finalidad de hacer más comprensibles las demostra 

ciones de los teoremas con los que esta ciencia, de exquisita be

lleza y enorme aplicabilidad, edifica sus grandiosas construccio

nes. 

Obviamente el punto de partida es la interrogante 

¿qué se entiende por sistemas axiomáticos?. La contestación ex

haustiva a esta pregunta nos llevaría demasiado lejos del objet! 

vo enunciado, porque este tema 1 inda con el problema de la funda 

mentaci6n de las matemáticas. 

Presentar debidamente los intentos de solución a es

te delicado problema implicaría examinar los trabajos de muchos 

genios: los de ARISTOTELES, sin hipérbole, el primer 16gico for

mal de la historia; de los LEIBNIZ, que anhelaba dotar a filoso

fía de un sistema de 16gica matemática, con la finalidad de que 

este instrumento le permitiera alcanzar la dignidad de ciencia. 

Asimismo se estudiaría la obra "Mathematical Analysis of Logic" 

donde su autor, GEORGE BOOLE, puso las bases de un álgebra de la 

lógica. 

Obligatoriamente, se tendrían que analizar las obras 

de los egregios GOTTLOB FREGE, GUISEPPE PEANO YBERTRAND RUSSELL, 

empeñados en despojar a la lógica de matices gnoseol6gicos, psi

cológicos y metafísicos, cuyo afán lo centraron en entablecer ,

las condicionc"'!S adecuadas para un proceso deductivo riguroso y 

exacto, capaz de someter a examen los mismos procedimientos mate

máticos. 
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Seguiría el estudio de las obras de HILBERT y GODEL 

investigadores sistemáticos de los problemas metal6gicos; se 

examinarían los trabajos de los neopositivistas WITTGENSTEIN y 

CARNAP quienes dentro del planteamiento más rígido del convensi~ 

nalisrno 16gico, consideran a los sistemas axiomáticos corno un 

conjunto de fórmulas construidas con signos totalmente carentes 

de significado e indentifican la lógica de un lenguaje con su 

sintaxis, establecida ésta en forma completamente convencional, 

por lo que excluyen a la semántica desde el punto de partida. 

Finalmente se pondría mucha atención a la obra de -

TURING, quien aprovecha las estrechas relaciones entre los c5lcu 

los lógicos y las teorías de las máquinas "pensantes", reduci -

bles al funcionamiento puramente automático y mecánico de un sis 

terna formal y de este modo los teoremas metal6gicos fundamenta-

les se transforman en teoremas referentes a la posibilidad y li

mitaciones de las mencionadas máquinas. 

De acuerdo con el objetivo propuesto, no es posible 

dentro del estrecho margen de este trabajo, ni tan solo resumir 

esta inconclusa aventura del pensamiento científico. A continua 

ci6n solamente se contemplan desde un punto de vista puramente 

orientador, algunos de los conceptos fundamentales. 
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INDEFINIBLES 

Cuando se inicia el estudio de cualquier parte de la 

ciencia, por ejemplo, la dinámica de fluidos es natural que el 

estudiante se pregunte: 

l. ¿qué se entiende con la palabra "dinámica"? 

2. ¿qué significado se debe asociar al término 

"fluidos"? 

A estas interrogantes la teoría de la dinámica de los 

fluidos contesta: 

"La ·dinámica es el estudio de la materia en movimien 

to, considerando las causas que lo originan; por razones didácti 

cas se divide en dos grandes partes: la dinámica de los cuerpos 

rígidos y la de los cuerpos deformables; ésta última nuevamente 

se divide en dos partes: la teoría matemática de la elasticidad 

y la mecánica de los fluidos". 

"En la teoría de la elasticidad se estudian las pro

piedades de los cuerpos elásticos: aquellos que al sufrir la ac

ción de las fuerzas cambian su forma inicial y al cesar le. acción 

de dichas fuerzas, la recuperan totalmente; el acero es un ejem-

pln característico de este tipo de materiales, capaces de resis-

tir esfuerzos cortantes y normales de cierta consideraci6n". 

"Los fluidos son los líquidos y los gases, sustancias 

que además de adoptar la forma de los recipientes que los contie

nen, resisten muy poco la acción de las fuerzas cortantes cuya 

magnitud es tan pequeña en comparaci6n a la resistencia que ofre

cen a las fuerzas normales que en la mayoría de los casos los es

fuerzos cortantes no se toman en consideración en los cálculos". 
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~:/ 
Obviamente despu~s de leer esta respuesta surgen otras: 

¿qué es la materia? ¿qué es el movimiento? ¿c6mo saber si algo es 

una causa o un efecto? ¿qué debe entenderse por cuerpo rígido? ¿qué 

se quiere dar a entender con cuerpo deformable? ¿qué se debe enten

der por elastici9ad?. 

Muchas otras preguntas se pueden agregar a la pequeña 

lista planteada, pero de momento el prop6sito de lo expuesto se 

circunscribe solamente a destacar el siguiente hecho: al iniciar 

el estudio de la mecfü1ica de fluidos, se advierte la imperiosa ne

cesidad de que todas las personas int<'!n"!sadas en el tema, se hallen 

de común acuerdo en el significado de ciertas palabras definidas 

con anterioridad: tiempo, fuerza, movimiento, causa, etc., en el 

ejemplo de la dinámica de fluidos, con cuyo significado se compon

drá el de otras palabras que servirán para construir la base firme 

sobre la que se levantará la estructura 16gica de esta parte de la 

ciencia llamada dinámica de fluidos. 

En general, al iniciar el estudio de cualquier parte 

de la cienica, se observa que una de las primeras labores consis

te en asignar a ciertas palabras un significado Gnico y preciso; 

pero ¿a qué se debe enfatizar tanto este hecho?. Ciertamente es 

indispensable aclarar esta situación porque a consecuencia de su 

dimensión histórica, en el lenguaje común frecuentemente se obser 

van características contrarias. Hay excelentes obras literarias 

en las que de cierta vaguedad se pasa a la evidente c.onfusi6n, es 

posible encontrar pasajes obscuros en los cuales solamente queda 

la guía ofrecida por contexto; a veces, de este modo, puede el 

lector conjeturar el significado de lo que el autor desea comuni

car, si su p.t'op6si to es comunicar algo. 

Probablemente con toda intensión el autor no desea la 

interpretación Gnica a sus escritos, tal vez se propuso darle a 

su obra cierto contenido, cambiante de un lector a otro y en esta 
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forma conseguir que su libro se transforme ~m una mult~plicidad 

de obras: una para cada.lector. 

En la esfera de la literatura, es posible que la pe

culiaridad indicada represente un mérito capaz de dar al libro 

el nivel de obra de arte extraordinaria, pero en la ciencia esta 

situaci6n seria la causa de los más perniciosos efectos. Si un 

cientifi6o pretendiera utilizar una palabra portadora de dos o 

más significados, con ella,le resultaría imposible establecer si 

logismos que pret~ndieran fundamentar la validez universal de 

ciertas implicaciones. 

Al acometer la tarea de asignar a ciertas palabras 

un significado único, de inmediato se nota .que esta labor impli

ca un proceso en cadena: un término se define en función de otros 

de contenido más simple y estos úitirnos en fu11ci6n de otros nue-

vos; continuando con esta sucesión de definiciones, al final del 

proceso se descubre la presencia de términos indefinibles, de los 

cuales, todos los seres humanos debidamente iniciados infieren el 

mismo contenido. 

EJEMPLO DE CONCEPTO INDEFINIBLE 

Con fines aclaratorios, considerese la palabra "conju~ 

to". Obviamente la infraestructura de su significado, se sustenta 

en la intuición inmediata de •~n conjunto de cosas"; pero si a pa~ 

tir ~e esta intuición se pretende construir una definición, todos 

los esfuerzos serán vanos, cualesquiera de los caminos que se si-

gan, desembocarán en la inevitable circularidad, no se adelantará 

un paso más de la repetición: un conjunto es un conjunto de cosas; 

no obstante, desde los estudiantes que se inician en estos temas, 

hasta los más notables investigadores, pueden l.le9ar a un acuerdo 

unánime en el significado que debe asignarse a la palabra conjunto. 

SISTEMA AXIOMl\'l'ICO 

En las teorias matemáticas no solo se encuentran térmi 
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nos indefinibles con significado, también hay relaciones indefin~ 

bles con significado y proposiciones que enlazan los términos in

definibles con las relaciones indefinibles. En general todas las 

presentaciones axiomáticas de las teorías matemáticas se inician 

dando a conocer sus tres conjuntos privativos: 

lA. Términos indefinibles con significado, 

2A. Relaciones indefinibles con significado, 

3A. Postulados: afirmaciones aceptadas sin prueba que 

ligan los términos indefinibles a las 

relaciones indefinibles. 

Los elementos de estos tres conjuntos reciben el nom

bre de elementos primarios de la axiomatización. Debido a su im

portancia algunos autores consideran separadamente las leyes de -

la 16gica, pero otros, en un afán de simplicidad, prefieren cons~ 

derarlas dentro del conjunto 2A. Con propósito aclaratorios, se 

agrega un ejemplo de sistema axiomático. 

EJEMPLO DE SISTEMA AXIOMATICO 

El notable matemático Guiseppe Peano, en el año de 

1899, formul6 una teoría axiomática de la aritmética de los cardi 

nales, en esta labor utilizó términos indefinibles, con la convic 

ci6n de que todas las personas iniciadas en los niveles elementa

les de la aritmética, podían darles un mismo significado, estos 

términos son: 

Número 

Cero 

y agregó la relaci6n indefinible: 

11 Sucesor inmediato de 11 
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Con estos elementos primarios, Peano estableci6 los 

postulados que llevan su nombre: 

Postulados de Peano 

lP. Cero es un número 

2P. El sucesor inmediato de un número es un número. 

3P. El cero no es sucesor inmediato de ningún número. 

4P. No existen dos números diferentes con el mismo 

sucesor inmediato. 

5P. Cualquier ¡:,ropiedad que pertenezca a cero y al 

sucesor inmediato de cualquier número que goce de 

esta propiedad, es una propiedad de todos los nú

meros. 

En este sencillo ejemplo se puede observar que el méto 

do axiomático presenta dos atributos fundamentales: 

1. Eleva al rango de ciencia a un pequeño conjunto de 

proposiciones. 

2. Caracteriza la estructura formal de una teoría de

ductiva. 

De acuerdo con estos puntos, desde los orígenes de la 

geometría, algunos autores pusieron el acento en la primera propi~ 

dad. Consideraron "verdaderas por si mismas" a ciertas premisas 

inmediatas y juzgaron que la fuente de toda demostraci6n radicaba 

en ciertas proposiciones especiales, llamadas axiomas si su validez 

es general, o postulados cuando la mencionada validez se halla limi 

tada a al ámbito de una c.iencia dcc:crminada. En resumen, según es

te punto de vista los axiomas o en su caso, los postulados, son el 

fundamento "ovidente" de la deducci6n y su punto de partida ohliga

do. 

Este parecer, la "evidencia de los a:<iomas o postula-

dos", sufrió un rudo golpe con la construcción de las geometrías 
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no euclidianas. De inmediato algunos investigadores empezaron a 

destacar· la importancia del segundo punto del método axiomático: 

la capacidad que tienen los axiomas de caracterizar la estructura 

formal de una teoría deductiva. 

El desarrollo del álgebra abstracta y de la 16gica -

simb6lica intensificaron este proceso de abandono del requisito 

de la evidencia de los axiomas. Hacia los finales del siglo XIX, 

la crisis de las paradojas acelera el desenlace: el repudio casi 

total del concepto de "verdades evidentes por si mismas". 

Peana en la aritmética, Hilbert en la geometría y 

Russell en todo el árnbi to de la matemática, cmple.?.n los axiomas 

PRESCINDIENDO del principio de la evidencia; a estos les atribu

yen, sin más el carácter de simples cadenas de símbolos an6nirnos 

construidas artificialmente, donde los resultados pueden admitir 

una interpretación ulterior. 

Esta nueva forma de concebir los axiomas dió origen a 

problemas que la antigua axiomática estaba lejos de plantear. Al 

considerar los axiomas como fórmulas, ni verdades ni falsas, de 

inmediato se plantean las interrogantes primordiales: 

l. ¿Cómo asegurar la capacidad de los axiomas para 

demostrar o refutar todas las proposiciones rela

tivas al sistema? 

2. ¿Será posible afirmar que no existen proposicio-

nes verdaderas del sistema que no se puedan demos 

trar a partir de los axiomas adoptados? 

3. ¿Es posible afirmar con seguridad que los axiomas 

elegidos son independientes, qué uno de los axio

mas no es consecuencia de otros? 

4. ¿C6mo asegurar la consistencia, es decir, corno s~ 

ber si en el conjunto de axiomas propuestos, no 

es posible demostrar una afirmación y su negación? 
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A finales del siglo XIX esta 6ltima interrogante, co

nocida como requisito de consistencia era uno de los problemas 

fundamentales de la ciencia y el principal de la lógica. 

Suscintamente, en una exposición elemental se puede 

decir que el conjunto de postulados propuestos para la fundame~ 

tación axiomática de cierta rama de la matemática, debe cumplir 

con varios requisitos b&sicos: 

a) Independencia 

b) Completitud 

c) Consistencia 

INDErENDENCIA 

El requisito de la independenciá pide que en la tabla 

de postulados se eliminen aquellos deducibles a partir de cualquier 

subconjunto de postulados, en palabras sencillas: en la lista de 

postulados se excluyen la presencia de teoremas. Se adicione el si 

guiente ejemplo para aclarar lo expuesto. 

EJEMPLO DE SISTEMA REDUNDANTE DE POSTULADOS 

Al observar los cambios que el mundo presenta, se lle

ga al concepto de fenómenos. Si de estos no interesa su naturale

za y solamente importa si ocurren o no, se obtiene el concepto abs 

tracto de "evento". 

El conjunto E de todos los resultados posibles de un 

experimento es el espacio de muestras y cada uno de sus elementos 

es una muestra. 

Un campo de Borel de eventos es la fami.lia Z de subcon 

juntos del espacio de muestras E que cumple con los postulados: 

l. La familia Z contiene a E 

2. La familia Z contiene al conjunto vacío -
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3. Si A~ B E z entonces AÜB e: z 
4. Si A, B ·e: z entonces A - B e: z 
s. si A, B t z entonces A ("\ B e: z 

-

~ Esté. sistema de postulados es defectuoso debido a su 

redundancia, Ciertamente bastan solamente dos postulados, a saber, 

I. Si A_ e: z entonces su complemento A e: Z 

II. Si A,. B. E z entonces (A u B) e: z 

A cont:i.húaci6n se muestra la redundancia del sistema 

c1, 2, 3, 4, gi;;:_H 

• _ ~Í·;;'B_pc~ttil~do· Lés consecuencia directa de los postula 

dos I y II. 

Si A- e: z entonces A e: Z 

Si A, A e: z en ton ces A V A E z 

Consecuentemente 

También el postulado 2 es consecuencia de I porque 

Si E E Z entonces E e: Z 

en consecuencia E = ~ E z 

Análogamente el postulado 5 se deduce de los postula-

Si A, B e: Z entonces A., i3 e: z 
Si A, B e: z entonces A \..) B e: Z 

Si A.V B e: Z entonces A\) B e: Z 
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Por el. teorema de De Morgan 

A('\Be:Z 

Finalmente se puede probar que 4 es un'teorema demos 

trable a partir de los postulados I y II, 

Si A, B e: z entonces A., B e: i 
Si A, B É: .z ·entonces' •A.(.JB; E:• z ··-·--
Si A u B e: z entonces A u B e: '.?. 

.. ~,., ... . . .. -

-'~ :· 

Por el teoi-~~a'.• d~ 6ecffiorgan 

A¡Aif., Z'~esto signi.fica que A - B e: Z. 

Consecuentemente, de acuerdo con estas demostraciones 

el sistema de postulados (1, 2, 3, 4, 5) se sustituye por el sis 

tema (I, II) . 

COMPLETITUD 

El requisito de completitud exige que dado un sistema 

de postulados independientes, con solo el auxilio de estos y las 

leyes de la lógica se pueda fijar la verdad o falsedad de cualquier 

teorema del sistema. 

C ONS I STENC IA 

El requisito de consistencia demanda que ninguna par

tición del conjunto de axiomas o postulados sirva de punto de pa~ 

tida para demostrar la negación de un teorema ya probado a partir 

de la misma partición o de otra, de los postulados en cuestión· 

Esto significa que en un sistema inconsistente de po~ 

tulados con uno de sus subconjuntos, exclusivamente por medio de-· 

ductivos, se obtiene la demostración de un teorema con afirmación 
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p y con otro o el mismo subconjunto del mismo sistema de postula

dos se obtiene un teorema con afirmación p, la negación de la 

afiim~ción anterior, consecuentemente en los sistemas inconcisten 

tes de postulados se puede probar lo que se quiera; cicrtamen te 

con las afirmaciónP.s n y p , aoreqadac; como hip6tc~üs a otra 

nueva hipótesis h, se pueden formar los teoremas 

h A p /\ p + q (1) 

h A p f\ p ->- q (2) 

Observe que en el segundo teorema la afirmación q es 

la negación de la afirmación q del primero, esto significa que 

los teoremas (1) y (2) son contradictorios. A continuación se 

muestra el desarrollo de la téhla de verdad que registra los va

lores de verdad correspondientes a las condicionales (l) y (2). 

1- - - - - - -h p q p p f\ p h A p A p h f\ p f\ p + q h f\ p f\ p -> q 

V V V F F F V V 

V V F F F F V V 

V F V V F F V V 

V F F V F F V V 

F V V F F F V V 

F V F F F F V V 

F F V V F F V V 

F F F V F F V V 

1 2 3 4 5 6 7 8 
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Los resultados anotados en las columnas 7 y 8 de la 

tabla de verdad prueban que de aceptarse como hi.p6tesis p J\ p, 
la estructura de ambos teoremas (l) y (2) es la de una tautolo

gia estructuralmente verdadera, independientemente del valor de 

verdad de la hipótesis h y la afirmación q por lo que también 

quedan probados los teoremas 

hJ\p/\p->-q 

hJ\pAp->-q 

Acerca de esta situaci6n alg~nós 16gicos han comen

tado que admitir la conjunción 

p A p 

como hipótesis, pueden ser muy útil a una Oligarquía partidaria 

fanática de un credo determinado, que basa su derecho al poder t~ 

tal, sobre la infabilidad de un credo impuesto, pero definitiva-

mente no sirve para la construcción de una ciencia deductiva. 

En definitiva, un conjunto de postulados es consiste~ 

te, si no existen contradicciones entre los postulados o entre -

los teoremas que de ellos se deducen, consecuentemente la prueba 

de la consistencia de un sistema de postulados, depende ue la 

afirmación: en el conjunto de TODOS los teoremas, CONOCIDOS Y DES 

CONOCIDOS, no existe una pareja de teoremas contradictorios. En 

esta afirmación reside el origen de las dificultades que presenta 

la prueba directa de la consistencia de un sistema de postulados, 

cuyo problema se plantea en los términos: dado un subconjunto 

cualquiera del conjunto de postulados de un sistema, probar que a 

partir de él es imposible la construcci6n de una contradicción. 

Después de este breve panorama conceptual, se exponen 

en la parte que sigue, las bases lógicas en las que se apoyan los 

métodos de prueba de las teorías matemáticas. 



C A P I T U L O II 

PRINCIPIOS DE LOGICA FORMAL 

15 
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AFIRMACION SIMPLE 

En este trabajo a toda masa elocutiva p, considerada 

como un conjunto de sonidos y silencios ordenados adecuadamente 

para garantizar su significaci6n, a la cual se valora como verda 

dera o falsa, recibe el nombre de af.irmaci6n simple, esto es, -

significa que toda afirmaci6n p, admite con propiedad uno de los 

predicados: 

es verdadera, 

es falsa, 

pero no simultáneamente ambas valoraciones; por consiguiente, ex 

clusivamente: 

p es verdadera, o bien, p es falsa, 

pero no ambas, una con exclusi6n de la otra. 

VALORES DE VERDAD 

Los predicados, "es verdadera", "es falsa", son los 

valores de verdad de la af irmaci6n p y se representan por V y F 

respectivamente. Algunos autores utilizan 1 en lugar de V y ce

ro en vez de F. 

EJEMPLOS 

Consideremos: El gato y la rosa. 

Esta masa elocutiva, no es una afirmaci6n porque su 

significaci6n no admite una valoraci6n, como verdadera o falsa. 

Centrar iamentc los en une j_ados: 



El gato es animal doméstico 

La rosa es un vertebrado 
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en 16gica formal son ambos afirmaciones: la experiencia diaria 

confirma la veracidad del primero y la botánica se encarga de e~ 

tablecer la falsedad del otro. Observe la necesaria intervenc i6n 

de las ciencias particulares para establecer con propiedad la va 

loraci6n de las afirmaciones simples. 

NOTACION 

Se representan las afirmaciones simples con las le

tras minúsculas, p, q, r, s, llamadas símbolos afirmativos. 

OPERACIONES LOGICAS: ·,V , ~ 

Se dijo que las áfirmaciones representadas por un so 

lo símbolo afirmativo se llaman afirmaciones simples. 

Las afirmaciones obtenidas por la combinaci6n de -

afirmaciones simples mediante las operaciones 16gicas reciben 

el nombre de afirmaciones compuestas. 

Las operaciones lógicas básicas son: 

l. Las conjunciones: p A q 

2. Las disyunciones: p V q 

3. Las negaciones : ~ p 

Se distingue una af irmaci6n simple de una compuesta 

porque el valor de verdad de esta última queda completamente de

terminado, por los valores de verdad de las afirmaciones simples 

componentes y de la forma particular en que estas componentes se 

hallan ligadas. 
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A continuaci6n se definen cada una de las operacio

nes. 16gi~as básicas por medio de su tabla de verdad. 

LA CONJUNC ION 

El resultado de unir dos afirmaciones simples p y q 

por la palabra "y", se llama conj unci6n de las afirmaciones p y q. 

Esta operaci6n se representa con el signo•, conse

cuentemente, la conjunci6n es 

p • q 

signo que se lee p y q y significa ambas afii::.mac.iones simultánea

mente. 

El valor de verdad de la conjunci6n p • q debe cum

plir con el postulado: 

(T1 ) p • q es verdadera si ambas p y q son verdade

ras, en caso contrario p • q es falsa. 

Resulta muy útil resumir el postulado T1 en una ta

bla: la tabla de verdad de la conjunción, que registra todos los 

casos posibles de combinaciones de las valoraciones de p y q. 

A este postulado lo resume la tabla de verdad de la 

disyunción. 

p q p A q 

V V V 

V F F 

F V F 

F F F 

F.ig. l. Tabla de verdad de la 
conjunción. 
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unir dos afirmaciones simples p y q 

por la palabra, ,,¡,;,, en el sentido inclusivo, se llama disyunci6n 

de las afirmaciones 'P y q. Este resultado se representa con el 

signo 

p " q, 

el cual se lee "p 6 q" y significa p 6 q, .o ámbas: tina , otra o 

ambas simultáneamente. 

El valor de verdad ae ia:d:i.syúnci.6n p V q satisface 

al postulado siguiente. 

disyunci6n: 

(T 2 J p " q es verdadera si una o ambas componentes 

lo son, solo es falsa cuando a~bas afirmaciones 

son falsas. 

A este postulado lo resume la tabla de verdad de la 

p q p V q 

V V V 

V F V 

F V V 

F F F 

Fig. 2. Tabla de verdad de la disyunci6n 

La disyunción es falsa, únicamente cuando las dos com 

ponentes son falsas, en los tres restantes casos es verdadera po~ 

que entonces de acuerdo con la definici6n, por lo menos una comp~ 

nente es verdadera. 
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LA NEGACION 

. . . 

La afirrilacl.6n-~que xliéga ·a la afirmaci6n simple p toma 

la .forma, ·:;: '::, .. ~~::'._·:~~· 

No es. ciertO ~~e p. 

Esta negaci6n se representa con el sign_o "'P, y se -

lee, "no p"; es evidente su significado: 

(T
3

J Si pes verdadera entonces -vp es;'falsá y:si:p es 

falsa entonces "'P es verdadera·--

Este postulado resumido en forma· de ·tabiádá;'iugar a 

la ·tabla de verdad de la negaci6n: 

P "'P 

V F 

F V 

Fig. 3. Tabla de verdad de la negación 

CONSTANTE 

Todo signo, con una determinada significación, inal 

terable en el curso de los razonamientos, recibe el nombre de -

constante. 

VARIABLE 

Todo signo sin ninguna significación propia, se lla

ma variable. Generalmente la variable se refiere a los elemen

tos de un conjunto bien definido. 
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FUNCION PROPOSICIONAL 

Existen expresiones que por contener variables no se 

les puede asignar un valor de verdad: no son afirmaciones; pero 

_al sustituir las variables por ciertas constantes, se convierten 

en afirmaciones, por ejemplo, si x es una variable, la masa elo

cutiva: 

X ~S Un nlJ.merO entero 

en 16gica no es una: a::Eirrila.C:i.9h,'. porque' no se le ¡:itiede asignar un 

la-variable 

.-···:"" 
-- --

-{17- es un número entero 

3 
4 es un número entero, 

4 es un número entero 

Las dos primeras son falsas y la tercera verdadera. 

Observe que tácitamente la letra x so refiere a los elementos -

del conjunto de los reales. En muchos problemas se debe espe

cificar de que conjunto se han de tomar los valores que rempl~ 

zarán a las variables. 

A toda expresión que contiene variables y que al -

sustituirlas, por constantes, tomadas de cierto conjunto espe

cifico se convierte en una afirmaci6n, se le da el nombre de 

funci6n proposicional o simplemente, proposici6n. 

El valor de verdad de una proposici6n depende excl~ 

sivamente de las constantes que sustituyen a sus variables. 

Una forma sencilla de indicar esta dependencia, se mostr6 en el 

ejemplo expuesto. 
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PROBLEMA 1 

Construya ia.t'.1J:¡fa.d~verdad de.la proposici6n 

'U(p A"' q} 

SOLUCION. 

Se sigue paso a paso lo indicado en la proposici6n, 

efectuando las operaciones a partir de los paréntesis más inte

riores. Los distintos pasos se dan a conocer a continuaci6n: 

p q ,,,q 

V V F F V 

V F V V F 

F V F F V 

F F V F V 

otra forma más breve es la siguiente: se valora directamente la 
expresión propuesta conforme a su orden, 

(P q) 

V V F F V 

F V V V F 

V F F F V 

V F F V F 

4 1 3 2 1 

Los números de las columnas indican el orden de las 

operaciones; el resultado se halla anotado en la columna marca

da con el número 4. 



PROBLEMA 2 

SOLUCION. 

PROBLEMA 3 

SOLUCION 
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.· . . . . 

Construya la tabÍa de verdad de la proposici6n 

F 

V 

V 

V 

3 

(p 

V 

V 

F 

F 

1 

'V(p .• q) 

V V 

F F 

F V 

F F 

2 1 

Construya la tabla de verdad de la proposici6n 

"' p 'V q 

F V F F V 

F V V V F 

V F V F V 

V F V V F 

2 1 3 2 1 

Observe que las columnas 3, donde se anota el resul-

tado, de los problemas 2 y 3 son idénticas. 
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PROBLEMA 4 

Construya la. ta,blade verdad de la pro~osici6n ;, ____ ,·:e• 

<u(p. ~ q) 

SOLUCION 

"' (p q) 

F V V V 

F V V .F 

F F V 'V-

V F F F 

3 1 2 1 

PROBLEMA 5 

Construya la tabla de verdad de la proposición 

"'P A'U q 

SOLUCION 

"' p "' q 

F V F F V 

F V F V F 

V F F F V 

V F V V F 

.2 1 3 2 1 

Observe· que las columnas 3 1 donde anotamos los resul 

tados de los problemas 4 y 5 son id€nticas. 
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PROBLEMA 6 

._, .. ,., .. _ .. _, 

Consfruyala:. tabla.de verda~de la pr()posici6n 

SOLUCION 

... :.,· ,· ·,.' 

FL, :"0:r;2:': :v.~·: · v v 

F F V V F 

F F F V V 

F F F F F 

1 5 2 4 3 

PROBLEMA 7 

Construya la tabla de verdad de la proposici6n 

(p A q) y (p A r) 

SOLUCION 

(p q) <2 r) 

V V V V V V V 

V V V V V F F 

V F F V V V V 

V F F F V F F 

F F V F F F F 

F F V F F F F 

F F F F F F V 

F F F F F F F 

1 4 2 5 1 3 2 
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Observe las columnas: 5 de los problemás 6 y 7. En .:.. 

ellas anotamos los r~sriit~dós f_i.naié~) éstos' lo hallará idén-
ticos. · ·'';e:.::. :-¿· ':'é'· L: .. ·,, •. ~: 

PROBLEMA 8. 
··· ..... ··: ·;i ~ 

Construya l~, ~abÚ. ~2 verdad dé la proposici.6n 

SOLUCION 

(P q) r 

V V V V V 

V V V F F 

V F F F V 

V F F F F 

F F V F V 

F F V F F 

F F F F V 

F F F F F 
1 4 

PROBLEMA 9 

Construya la tabla de verdad de la proposici6n 

P , (q , r) 

SOLUCION 
p N r) 

V V V V V 
V F V F F 

V F F F V 

V F F F F 

F F V V V 

F F V F F 

F F F F V 

F F F F F 

1 5 2 4 3 
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Las columnas 5 donde se anotan los resultados de los 

problemas B y 9 son idénticas. 

PROBLEMA 10 

Construya las tablas de verdad de ias proposiciones 

p . q ·q • p 

y compare sus 

SOLUCION 

p q . p 

V V V V V V 

V F F V F F 

F F V F F V 

F F F F F F 

1 3 ~-¿-

Los resultados finales, anotados en las columnas 3 

son idénticos. 

PROBLEMA 11 

Construya las tablas de verdad de las proposiciones 

p V q q V p y compare los resultados. 

SOLUCION 

p q q p 

V V V V V V 

V V F V V F 

F V V F V V 

F F' F F F F 

1 3 2 1 3 2 
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TAUTOLOGIA 

Se da el nombre de tautología, a las proposiciones 

P(p, q, ••. ),verdaderas para cualquier valor de verdad de sus 

variables. 

CONTRAD ICC ION 

Se llaman contradicciones todas las proposiciones 

P(p, q, ... ) falsas para cualquier valor de verdad de sus varia 

bles. 

PROBLEMA 12 

Construya la tabla de verdad de la proposici6n 

p v'U p 

SOLUCION 

12 " "' p 

V V F V 

F V V F 

1 3 2 1 

La proposici6n es una tautología, porque los resulta 

dos anotados en la columna final, son únicamente V. 

PROBLEMA 13 

Construya la tabla de verdad de la proposici6n. 

p ~"' p. 
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SOLUCION 

La proposici6n es una contradicción, porque los re

sultados anotados en la columna 3, de las operaciones finales 

son anicamente F. 

TEOREMA 

Si la proposicl.6n P (p, q, •.. ) es una tautología, en 

tonces ,,,p (p, q, ••. ) es una contradi6ci6n y recíprocamente. 

DEMOSTRACION 

Como la tautología independiente de los valores de 

verdad de sus proposiciones componentes p, q, ... , siempre es 

verdadera, su negación siempre resultará falsa, esto es, se obtie 

ne una contradicci6n. 

Como una contradicción independientemente de los vale 

res de verdad de sus proposiciones componentes p, q, ... , siempre 

es falsa, su negación siempre es verdadera, por consiguiente se 

obtiene una tautología. 

Esto demuestra el teorema 

TEOREMA. 

Principio de sustitución 

Si P(p, q, ... ) es una tautología, entonces P(P 1 , P 2 , •. 1 

es una tautología, para proposiciones cualesquiera P1 (p, q, ..• ), 

P2(p, q, •.. ) , ... 



30 

DEMOSTRAC ION 

Considere la tautolog1a :i? (p, q, ... ) y las proposi

ciones cualesquiera P1 (p, q, .• ;¡, P2 (p, q, •.. ) ,.:. 

Por definición, el valor de verdad de P(p, q, ..• ) 

siempre es V,independientemente del valor de verdad de sus varia 

bles p, q, ... , por consiguiente podemos sustituir a p por P1 a 

q por P2 etc., en la tautología P(p, q, ... ) y el resultado obte 

nido sigue siendo una tautología. 

Esto demue~tra el teorema 

EQUIVALENCIA LOGICA 

Dos proposiciones P(p, q, ..• ) y Q(p, q, ... ) son -

equivalentes 16gicamente o iguales, si las columnas finales de -

sus tablas de verdad son idénticas. Este concepto se representa 

con el signo 

P(p, q, . • .) Q(p, q, •.. ) 

EJEMPLOS 

De acuerdo con los problemas 2 y 3 

'\, (p A q) "' p ""' q 

De acuerdo con los problemas 4 y 5 

'\, (p V q) 'V p '"' q 

De acuerdo con los problemas 6 y 7 

P' (q v r) = (p , q) v (p , r) 
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Finalmente del probl.ema 11,. se obtiene 

p V q 

TEOREMA 

Demuestre "'º'P p 

DEMOS'l'RACION 

p "'P 

V F V 

F V F 

Observe que la columna de p es idént.i.ca a la de "'"'P. 
Esto demuestra el ':eorerna. 

TEOREMA 

Si v representa a una variable sirnpre verdadera y f 

es una siempre fals¿¡, entonces demuestre 

p y f p p v V V 

p ~ V p p ~ f f 
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DEMOSTRACION 

. . 

!)e éo!lstrüyeri. las :tablas de verdad 

V 

F F F 

; ·~}:,- ~)-: ,. i~~·h:.:;,.::...; 
;; ~j "· . .',;:1,.:..;:~·¡: 

En ambas tablas las últimas d~1~F~~~I~~~'.J~:é~tf,<::ª~ a 
la primera; consecuentemente f es un neµtraJ; con 'lél .operación v 

y v lo es con la operación A 

p V p V V p f p A f 

V V V V F F 

F V V F F F 

La primera tabla prueba que p v v es una taulogía y 

la segunda que p A f es una contradicción. 

Esto demuestra el teorema. 

TEOREMA 

Demuestre que 

f 

DEMOSTRACION 

En el problema 12 se obtuvo Pv ~ p v 

y en el problema 13 resultó p A~ p = f 

Esto demuestra el teorema. 
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TEOREMA 

Demuestre que 

p V p = p p A p p 

DEMOSTRACION 

Se construye la tabla verdad 

p p .. p PAP 
F F F 

V V V 

Esto demuestra el teorema. 

TEOREMA 

Demuestre (p .. q) v r pv (q V r) o 

DEMOSTRACION 

Se principia con la tabla de verdad del primer miem

bro de la igualdad 

(p V q) V r 

(p q) r 

V V V V V 

V V V V F 
V V F V V 

V V F V F 

F V V V V 

F V V V F 
F F F V V 

F F F F F 

1 4 2 5 3 
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A continuaci6~ se construye la tabla de verdad del 

segundo 

p r) 

V ··.·v cF, 

F V V 

F V V 

F V F 

F F F F 
3 5 2 4 

los resultados anotados en las columnas 5 prueban lavalidez del 

teorema. 

Esto demuestra el teorema 

TEOREMA 

Demuestre pv (q ~ r) = (p v q)~(p y r) 

DEMOSTRACION 

Como en el caso anterior, se principia con la construc

ci6n de la tabla de verdad del primer miembro de la igualdad pro

puesta pv (q ~ r), 

p (q r) 

V V V V V 

V V V F F 

V V F F V 

V V F F F 

F V V V V 

F F V F F 

F F F F V 

F F F F F 
1 5 2 4 3 
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Ahora.se construye la tabla de v.erdad del segundo 

miembro (p y q) A (p y r), 

(P q) (P r) 

V V V V V V V 

V V V V V V F 

V V F V V V V 

V V F V V V F 

F V V V F V V 

F V V F F F F 

F F F F F V V 

F F F F F F F 

1 4 2 6 1 5 3 

los resultados, registrados en la columna 5 de la primera tabla 

y la 6 de la segunda prueban la validez del teorema 

Esto demuestra el teorema. 

COLORARIO 

Las proposiciones con las operaciones de disyunci6n, 

conjunci6n y negaci6n, presentan la siguiente estructura, 

l. EQUIPOTENCIA 

la. p V p = p 

2. ASOCIATIVIDAD 

2a. (p 

2b. (p 

3. CONMUTATIVIDAD 

lb. p A p 

pv(q y r) 

pA (q A r) 

p 

3a. p v q = q v p 3b. p A q q A p 



4. 
'' ' ' ' '· ~. . . . ·, . 

DIS'l'RIBUTIVIDAD. 

~ r) ·4a. p~(c;( 

.4b. P· (q. -~)== (p .-, q) v (p • r) 
.. ;.r::. . 

. 5 • . EXISTENCIA DE . NEUTRALES 

Sa. p y f = p Sb. .p •V 

6. EXISTENCIA DE ANIQUILANTES 

6a. p v v = v 6b. p • f 

7. COMPLEMENTACION 

7a. p v'V p V 7b. p •'V 

7c. "'"' 
p p 7d. <uV = 

8. TEOREMAS DE De MORGAN 

Ba. 'V(p q) "'P •'U q. 

Bb. .,,(p q) "'p V'\, q. 
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p 

f 

p = f 

f ; "'f V 

Al estudiar con detenimiento la tabla de las leyes 

del álgebra de proposiciones; se observa: 

A partir de la., se obtiene lb., si se cambia el signo 

v por el • 

La f6rmula 2b., se obtiene de la 2a., si el signo y 

se cambia por el • 

Análogamente 3b., es el resultado de cambiar v por 

• en 3a. 

La f6rmula 4b., se obtiene de la 4a: se cambia 

por • y recíprocamente • por v 
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De Sa i podemos dE:ducir. Sb¡ •Si c.ambiamós ·~ por. y 

también f. 

por y taÚtl:iién v por f • 

Asimismo 7b., se por 

y v por f. 

De la primera f6rmula de 7d., se puede obtener la se 

gunda si se cambia ven f y recíprocamente f en v. 

Finalmente del teorema de De Margan Ba., se obtiene 

el Bb., si cambiamos - en~ y recíprocamente• por -

TEOREMA DE DUALIDAD 

En todo teorema concerniente a proposiciones, se pu~ 

den cambiar - por • , también f por v y recíprocamente. 

Con estos intercambios resulta otro teorema llamado 

el dual del original y al teorema original se le da el nombre de 

primal. 

EJEMPLOS 

1. El teorema dual, del primal 

~<P A q) = ~p -~ q 

de acuerdo con lo expuesto es 

~<P V q) = ~p -~ q 

2. Por dualidad de 

~V= f 

se obtiene la igualdad 

~f = V 



3. Dada la igualdad 

p v'V p = V 

su correspondiente dual es 

p A'\, p = f 

4. Dado el teorema primal 

p V f = p 

el correspondiente teorema dual es 

p A V = p 

5. Finalmente si se dual iza la igualdad 

p V V= V 

se obtiene el resultado 

p A f = f 

LA CONDICIONAL 

38 

El resultado de unir dos proposiciones p y q en la 

forma 

si p entonces q 

se llama condicional y simb6icamente se escribe 

p _,. q 

esto se lee de varias formas, a saber, 

p implica q 

p solo si q 

p es suficiente para que q 

q es necesaria para que p 

La afirmaci6n p que sigue a la palabra"si~de la es

tructura condicional, es el antecedente o la hip6tesis; la afi~ 

rnaci6n q que sigue a la palabra"entonces"de la estructura condi 
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cional se llama consecuente, conclusi6n o tésis. 

como sigue. 

El valor de verdad de la condicional p + q se postula 

(T 4) p + q es falsa si p es verdadera y q es falsa, 

en todos los demás casos es verdadera. 

Al tabular las distintas situaciones posibles debido 

a la combinaci6n de valores de verdad del antecedente y el conse 

cuente, se obtiene la tabla de verdad de la condicional, 

p q p -> q 

V V V 

V F F 

F V V 

F F V 
2 3 

Fig. 4 Tabla de verdad de la 
condicional. 

TEOREMA 

La condicional p + q es 16gicamente equivalente a 

"'P V q, 

DEMOSTRACION 

Primeramente se construye la tabla de verdad de la 

proposici6n 

"'P V q. 
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p q 

V V 

V 

F ·· .. V 

F V V 

1 3 4 

Ahora. se comparan los resui tados finales de esta ta 

bla anotados en la columna 4 , con los correspondien 

tes a la columna final (columna 3) de la tabla de verdad de la 

condicional. Se observa que ambas columnas son idénticas. 

Esto demuestra el teorema 

Con relación al lenguaje común, este teorema genera

liza el concepto de condicionalidad: elimina toda referencia a 

ligas causales, presentes siempre en el lenguaje diario. El con 

t.enido lógico de p -+ q es exactamente el de "'P • q. 

A partir de la condicional 

p ..¡.. q (1) 

Se construyen, tres nuevas condicionales, a saber, 

Si ~q entonces ~P 

Si q entonces p 

Si ~p entonces ~q 

(2) 

(3) 

(4) 

La condicional (2) es la contrapuesta de (1) , la (3) 

es la recíproca de la condicional (1) y finalmente (4) es la in 

versa de (1) y la contrapuesta de (3) . 
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TEOREMA 

Toda condicional p + q es 16gicamente equivalente 

a su.contrapuesta <vq +-v p. 

(p + q) ( o,,q ->-<v p) 

DEMOSTRACION 

Se construye la tabla de verdad <vq +"' p y se regi~ 

tran los resultados finales en la columna 5 

p q "-q "'P "-q +'V p 

V V F F V 

V F V F F 

F V F V V 

F F V V V 

1 2 3 4 5 

La columna 5 de esta tabla, es idéntica a la columna 

(3) de la tabla de verdad de la condicional, luego 

p + q = "-q +'V p 

Esto demuestra el teorema 

TEOREMA 

La recíproca q -> p de la condicional p + q es 16g~ 

camente equivalente a la inversa "'P +<v q. 
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DEMOSTRACION 

La,.<inversa de p -> q es la,co11t.rapuesta de la recí

proca q -~ p; por 6~nsfguiente 

Esto demuestra. ei teorema 

:.TEOREMA 

La recíproca q -• p de la condicional p -> q, no es 16 

gicamente equivalente a dicha condicional. 

DEMOSTRACION 

Se construye la tabla de verdad de p -+ q y de q + p 

y se comparan las columnas 3 y 4 

p q p _, q q -+ p 

V V V V 

V F F V 

F V V F 

F F V V 

1 3 3 4 

La columna 4 final de esta tabla, no es idéntica a 

la columna 3 de esta tabla donde se registran los resultados de 

la condicional ·p -> q. 

Esto demuestra el teorema. 
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LA ·.BICONDICIONAL 

La bfoóndicional es la cór:junci6n de la condicional 

p -+ q 

. . . 

Si p entonces q,. §isi q entonces p. 

Simbólicamente se .. escribe 

(p-+ q)~(q -> p) p ,_..,.. q 

El signo p ·--> q tiene varias formas de leerse, a con 

tinuaci6n se indican algunas de ellas 

p si, y solo si q, 

si p entonces q, y recíprocamente, 

a fin de que p, es necesario y suficiente que q. 

Los valores de verdad de la bicondicional ya no se 

consideran postulado, se pueden deducir de los de la condicional 

TEOREMA 

La tabla de verdad de la bicondicional es 

p q p <--+ q 

V V V 

V F F 

F V F 

F F V 

Fig. 5. Tabla de verdad de la 
bicondici.onal. 
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DEMOSTRACION 

Basta· construir lá:tabla dé verdad d~ la proposici6n 

(p + qt.<4'+ p) 
-~-:·>" .·;: .··. 

p q p + q q -+ p 

V V V V V 

V F F V F 

F V V F F 

F F V V V 

Utilizando los conceptos de condicionalidad y bicon

dicionalidad se aclaran los conceptos de implicaci6n 16gica y de 

equivalencia 16gica 

IMPLICACION LOGICA 

La proposici6n P(p, q, ... ) implica 16gicamente a la 

Q(p, q, ... ) si y solo si toda asignaci6n de valores de verdad que 

hacen verdadera a P (p, q, ... ) también hacen verdadera a Q (p ,q, •.• ) 

EJEMPLOS 

l. P(p, q, ..• ) implica lógicamente a P(p, q, ... ) 

2. P(p, q, .•. ) implica lógicamente a 

B = P(p, q, ... )vQ(p, q, ... ) porque 

siempre que P(p, q, ... ) sea verdadera, lo será B. 

3. C = P(p, q, ... )~Q(p, q, ... ) implica lógicamente 

a P(p, q, ... ),porque siempre que Ces verdadera lo 

es P(p, q, ... ) 
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.,i_,.<·- -·~-~---:,-:''.' .. ,-:-· •':.{:~;·; .. ,···-/.-:·.~ 

~·,}V.)
0 

'i~]:>l.~9a:;{1e;g:ic!~rii~~t:'¡;;,~ .~Q{p,~.q; ;; .. ) .. si y 

solo si p (p, q,<~' n~Q'é;,.·q; '.'>~)~'."é~ liria i{a:uf2'1ógía. 

DEMOSTRACION 

Por definj_ci6n P(p, q, ... ) implica lógicamente a 

Q(p, q, ... ) si y solo si siempre que P(p, q, ... )es verdadcr2. 

lo es Q(p, q, ..• ),consecuentemente, cuando P(p, q, ... ) impl~ 

ca 16gicamente a Q(p, q, ... ) es imposible el caso de que 

P(p, q, ..• ) sea verdadera y Q(p, q, ... ) sea falsa; pero esta 

afirmaci6n significa que P(p, q, ... )~Q(p, q, ... ) nunca es fal 

sa, por tanto, la condicional P(p, q, ... )"rQ(p, q, ... )es una 

tautología. 

Esto demuestra el teorema. 

Este teorema constituye un método efectivo para r~ 

visar cuando la proposición P(p, q, ... ) implica a Q(p, q, ... ) : 

construir la tabla de verdad de la condicional P (p, q, ... ) + 

Q(p, q, ... ) y ver si es una tautología o no. 

TEOREMA de la transitividad de la irnplicaci6n 16gica. 

Hip6tesis 1: P implica lógicamente a Q 

Hip6tesis 2: Q implica lógicamente a R 

Afirmaci6n: P implica lógicamente a R. 

DEMOSTRACION 

Por la hipótesis 1, siempre que P es verdadera, lo 

es también Q. 
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Por la hipótesis 2, cuando Q es verdadera, siempre lo 

es R, consecuentemente siempre que P es verdadera tarnbián lo es R, 

consecuentemente P implica 16gicamente a R 

Esto demuestra el teorema. 

EJEMPLO 

Demostrar que p + q implic.a 16gicamente a "-q -+<v p. 

DEMOSTRACION 

Se construye la tabla de :verdad de la proposici6n 

p q p -> q o,q "'P o,q +'V p (p+q) _.,. ( "'q+"'P) 

V V V F F V V 

V F F V F F V 

F V V F V V V 

F F V V V V V 

La tabla de verdad construida, muestra que 

(p -+ q)-+("-q -+"' p) es una tautología, consecuentemente p -+ q impl~ 

ca 16gicamente a o,q +o, p. 

EJEMPLO 

Investigue si la condicional p -> q implica 16gicamen

te al antecedente p o al consecuente q. 
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INVEST IGAC ION 

Se construyen las. tablas de verda.d de los condiciona 

les 

(p + q) ·.+. p·'; 

ci>·+<:rr.+~4;' 

para ver cual es'.L: iijt~·~o~-~~ 

P' q p + q 

V V V 

V F F 

F V V 

F F V 

(p -+ q)-+p (p -> q) -> q 

V V 

V V 

V 

F F 

Ambos resultados prueban que p -> q no implica 16gi

camente ni a p ni a q. 

EJEMPLO 

.Investigue cual de las afirmaciones es verdadera, 

(p -+ q) -+ p implica 16g icarnente a p 

(p + q) -+ p implica 16gicarnente a q 

(p + q) -+ q implica 16g icarnente a p 

(p -+ q) -+ q implica 16g icarnente a q 

INVEST IGAC ION 

Se construyen las tablas de verdad de las condicio

nales~ que a continuac i6n se tabulan, 

,, 
: 
! 
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[ (p + q) + q J + q 

para establecer cual es tautologfa. La investigación se principia 
con la tabla fundamental 

p q p+q (p -+ q)-+p (p ..,. q) -+q 

V V V V V 

V F F V V 

F V V F V 

F F V p F 

A partir de esta tabla se construyen las dos siguie~ 

tes; 

(p + q)-+p [Cp _,. q)-+p] ·+p [Cp _,. q)-+p] ->q 

V V V 

V V F 

F V V 

F V V 

(p .... q)-+q [ (p _,. q) -+q J +p [(p _,. q)+q] +q 

V V V 

V V F 

V F V 

F V V 
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J.:Os resültadcis dan a cor{~'Cer.' que so+arnente es. tautologfa 

[ep + ql + l?J .,. p 

consecuentemente (p + q) -+ p implica 16gióamerite a p. 

EQUIVALENCIA LOGICA 

Las proposiciones P(~, yJQ(p, q, ... ) son equi 

valentes 16gicamente, si y soló si .p ~ ¿·,~ietripre toman el mismo -

valor de verdad para cualquier valor' d~ '1f:!~dacI asignados a sus va 

riables. 

EJEMPLO 

Investigue si la proposici6n 

P = "'P • (q +<v r) 

es equivalente 16gicamente a 

Q "'P • "' q •"' r 

INVESTIGACION 

Se construyen las tablas de verdad de p y Q 

p q r "'P "-q "'r q+<vr "'P• (q-•...,r) "'P•"'q.<vr 

V V V F F F F F F 

V V F F F V V V V 

V F V F V F V V V 

V F F F V V V V V 

F V V V F F F V V 

F V F V F V V V V 

F F V V V F V V V 

F F F V V V V V V 

Como las dos últimas columnas son idénticas P es 

equival:ente 16gicamente a Q. 



C A P I T U L O III 

METODOS DE PRUEBA 
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TEOREMA .. 

..L!i, C()pdic;ü)~al: p ¿- q és 16gico-equiva1ente a ,cada una 

de las tres ·c::ondic·iaria1es·. 
-.- . -~·· 

(p ~"'· q) .:r-· q, 

(p A'\, q) ...,:.,, p 

(p A'\, q) + r Á'U r 

DEMOSTRACION 

La prueba consister e~_.m?.~~~:ar gue son tautologías las 

bicondicionales 

[<P A'U q) + ci} + <Il .. (1) 

[<P A'U q) +'U PJ~ <!? ·c"f q) (2) 

[<P A'\, q)+(r A~ r)J-<7(p ¿- q) (3) 

Prueba de (l) 

p q <uq pA·vq (p.<uq) ·+q p->q UP·"'CJ) ->q J -<-+ (p-•q) 

V V F F V V V 

V F V V F F V 

F V F F V V V 

F F V F V V V 

Prueba de (2) 

p q "'P pA-vq p->q (pA '\,q) ·>'Vp 8p•<uq) +'Vp J -<·+(p+q) 

V V F F V V V 

V F F V F F V 

F V F F V V V 

F F V F V V V 



Prueba. de (3) 

p q P~"'qh :r.:..~r: (p."i\;q).:+(r"n.r) 
,. 

V v. .F- F 
.. 

V F v F. 
... 

F V :p F V 

F F F F V 

De las tablas anteriores se 

p .... q CJ? "·"' 9) .+q 

p + q (i:. ·.4f\I q) +'l. p 

p + q (p ""' q) -

+ (r 

Esto demuestra el teorema. 
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p+q (p ... -vq) ++(r ... ,,,r) 

V 

F 

V 

V 

concluye 

""' r) 

V 

V 

V 

V 

(4) 

(5) 

(6) 

METODO DE LA REDUCCION AL ABSURDO 

Las tres igualdades (4), (5) y (6), constituyen el 

m~todo de demostraci6n conocido como prueba por reducci6n al ab 

surdo, cuyo fundamento 16gico se describe a continuaci6n, 

l. Si p -> q es un teorema donde p es la conjunci6n 

de las hipótesis y q la tesis o af irmaci6n, en

tonces se puede construir un nuevo teorema lógico

equivalente, donde a la conjunci6n p de las hipó

tesis se le agrega como nueva hipótesis la nega-

ci6n "'q de la tesis, esto significa que la nueva 

conjunción de hipótesis es p ""' q. La tesis del 

nuevo teorema es la misma que la del teorema ini

cial. 

2. A partir del teorema p + q, donde p es la conjun

ción de las hipótesis y q la afirmaci6n, se puede 
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construir otro teorema equivalente cuyas hip6tesis 

son las anteriores p a las que se les agrega como -

nueva hipótesis la negaci6n ~q de la afirmaci6n q. 

Este nuevo teorema queda probado cuando se concluye 

la negación ~p de la conjunci6n de las hip6tesis -

del teorema inicial. 

Esto significa que dada la conjunción de las hipóti:_ 

entone.es·, .Pº.r. el teorema de De Morgan, 

Consecuentemente, si p ~ q es un teorema, su demos

tración puede obtenerse cuando a partir de las hipótesis 

p ~~ q 

Se concluye la negación de cualquiera de las hi-

pótesis Hi 

3. El teorema p -> q queda probado cuando a partir de las 

hipótesis 

Se concluye cualquier contradicción 

r .... rv r 
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Un grupo (G, *) es un conj1,mto G no vacio en el que se 

define la operación binaria * entre sub elementos, que cumple 

con los postulados: 

(Gl) Cerradura 

a, b E G + (a * b) E G 

Si dos elementos a,b pertenecen al grupo G entonces el 

resultado a* b de la operación*, es también un elemento de G. 

(G2) Asociatividad 

a, b, c E G +a *(b * c) (a * b) * c 

Dado tres elementos a, b, c de G el resultado de las -

operaciones a *(b * c) es el mismo que el de (a* b) *c. 

(G3) Existencia de un elemento neutral 

3 i E G tal que a E G + a * i i * a = a 

Entre los elementos de G existe i tal que al operarlo 

con *, por la derecha o la izquierda, con cualquier elemento a 

de G el resultado es a. El elemento i se llama "neutral bajo * 

en G". 

(G4) Existencia de inversas 

tal que -1 
a * a i 
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A todo elemento a de .G corresponde<otro a~~1 ·.~~é>al op~ 
rarlo con *1 por la derecha. o la izi~!~~da:~{~on.•a;'e1!f~sui1:aao• 
es el riéutral bajo * en G. El eÍeÍn~rito .· . · se ifarn~·:.ír:f.riversa ba 

jo *de a". 

TEOREMA 

Hipótesis 
,':: -,. <-;·.-_: - - .~ . -

Afirmación: El neutral i. bajo * en, G es '•Único 

Demostración 

Se niega la afirmación: existen dos. neutrales,· n e i, 

en el grupo . 

Si n es neutral 

n * i = i (1) 

Si i es neutral 

n * i = n (2) 

De las igualdades (1) y (2) resulta 

i = n (3) 

De (3) se deduce la veracidad de la afirmación del teo

rema. Observe que de la conjunci6n ph~q se concluye q. 

EJEMPLO 

Hipótesis (G, *) es grupo 

. -1 
Afirmación: La inversa a bajo * de a, es única 

Demostraci6n 

Se principia con la negación de la afirmación; existen 

dos inversas a-l y b-l de a 
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Si a-:-
1 

es inversa bajo. * de a 

a'.""1 · .. * a (1) 

,: ·, 

b-1 * ª·: (2) 

Si ~n.~st&.Gltima igualdad se posmultiplican ambos miem 

bros por la inversa a-l resulta 

(a-1 * a) * -1 
a 

Por asociatividad 

Como a-l es inversa de a se tiene a * a-l 

a-1 * i 

i por esto, 

Por definición de elemento neutral bajo * en G, resulta 

(3) 

La igualdad (3Y es la afirmación del teorema, consecuen 

temente de p ~"' q se concluyó q. 
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EJERCICIOS .IMPORTANTES 

EJEMPLO 1 

Demuestre qúe "'(p + ql p ~"' q 

DEMOSTRACION 

EJERCICIO 2 

DEMOSTRACION 

Se .recordará que 

La negaci6n de ambos miembros de esta lógica-equiva

lencia es 

'\, (p + q) = "'("-p y q) 

Por los teoremas de De Margan y doble negaci6n 

"-(p .... q) = p ~"' q. 

Esto demuestra lo pedido en el ejercicio. 

Demuestre que 

'\, (p ++ q) = p <-+'\. q "'P <--+ q 

Se construye directamente la tabla de verdad 
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.. 
p q p-<;+q <U(p+:+q) "'P <up+-rq. <vq .. p+:+-uq. 

,. 
V V V F F F F F 

V F F V F V V V 

F V F V V V F V 

F F V F V F V F 
1 2 3 4 5 6 

Los resultados anotados en las columnas 4, 6 y 8 d~ 

muestran lo pedido en el ejercicio. Observe que para negar una 

bicondicional basta con negar Gnicamente el antecedente 6 Gnica 

mente el consecuente. 

EJERCICIO 3 

logias 

DEMOSTRACION 

p 

V 

V 

F 

F 

Ley de la simplificaci6n 

Demuestre que las condicionales siguientes son tauto 

Se 

q 

V 

F 

V 

F 

(p A q) ,+ p 

(p A q) + q 

construye directamente la tabla de verdad 

p A q (p A q)+p (p A q):+q 

V V V 

F V V 

F V V 

F V V 



EJERCICIO 4 

Demuestre qtie és 't~trtQ,logía ia condicional 

DEMOSTRACION 

"'P ~ (P ... v ··q) fv (<up A q) 

o bien 

"'P A (p V q) = "'P A q. 

Consecuentemente por el ejercicio anterior 

(<up A q) -j- q 

es tautología, por consiguiente 

es tautología. 

EJERCICIO 5 

Demuestre que es tautología la condicional 
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DEMOSTRACION 

o bien 

Por. lo 

es tautología. Observe que 

p A <~P y q) = p A (p + q) 

Consecuentemente es tautología la condicional 

[ p A (p + q) J ->- q 

A esta última tautología, algunos lógicos le dan el 

nombre de ley de la separaci6n. 

EJERCICIO 6 

Investigue si la bicondicional 

[Cp A q) _,. r J ..-+[p ->-{q _,. rl] 

es una tautología 

Investigación. 

Se sabe que 
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(p A q)+ r <\.(p .. A.q)v r (1) 

Análogamente 

(2) 

La igualdad (3) prueba que (p q)..,. res 16gico

equivalente a p +(q + r), consecuentemente la bicondicional 

es una tautologia. 

cionales, 

Observe que este resultado significa que ambas condi 

[Cp " q) +r J -+ [P ->-(q _,. r) ] 

[P ->-(q + rl] +[ (p A q)+ r] 

son tautolog1as. 

EJERCICIO 7 

Ley del silogismo hipotético. 

Demuestre con una tabla de verdad que la condicional 

[cp-)- q)A (q-+ rl] -+ (p-)- r) 

es una tautologia. 

DEMOSTRACION. 

Se construye la tabla de verdad de la condicional 

propuesta 
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p q r p+q q+r p+r (p+q)" (q+r) [<p+q)A (q+rl] +(p+r) 

V V V V V v V V 

V V F V F F F V 

V F V F V V F V 

V F F F V F F V 

F V V V V V V V 

F V F V F V F V 

F F V V V V V V 

F F F V V V V V 

La columna final muestra que la condicional propues-

ta es una tautolog:ta. 

INDUCCION MATEMATICA. 

Hay teoremas donde se debe mostrar su validez cuando 

un parámetro toma el valor de un entero positivo; en estos casos 

se recurre al método de prueba, llamado de inducción matemática, 

cuya base lógica es el postulado de la inducci6n matemática que 

dice: 

a. El nümero 1 es un elemento del conjunto E. 

b. Si el entero K es un elemento del conjunto E, 

entonces también el entero K+l es un elemento 

del conjunto E. 

METODO DE PRUEBA DE INDUCCION MATEMATICA 

Si la proposici6n A(n) es la afirmaci6n de un teore

ma válido para todo entero positivo, el método de demostraci6n -
por inducci6n matemática se puede estructurar en la siguiente for 

ma: 
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1. Se prUeba):1ue A (n).:~s verdadera cuando n = 1. 

2. Se postula la hipótesis de inducci6n donde se afirma 

,si~.prueba que A(n) es verdadera cuando n = K. 

3. A partir de la hipótesis de inducci6n se prueba direc 

tamente que A(n) es verdadera cuando n = K + l. 

De acuerdo con el postulado de la inducci6n rnatemát!_ 

ca, la afirmaci6n A(n) es verdadera para el conjunto E de los en

teros positivos; ciertamente se prob6 que A(l) es verdadera y -

A(K + 1) es verdadera cuando A(K) lo es, de aquí se sigue que -

A(n) es verdadera para todo entero positivo n. 

EJEMPLO 

Demostrar que 

1+2+ ••• +n 

DEMOSTRAC ION 

n(n + 1) 
2 (1) 

La afirmación A(n) es precisamente la igualdad (1), 

la demostraci6n se inicia investigando si A(n) es verdadera cuan 

do n = 1, ciertamente, en este caso se tiene 

1 
1 (1 + 1) 

2 

Este resultado prueba que la afirmaci6n A(n) es ver

dadera para n = l. 

A continuaci6n se supone verdadera la afirmaci6n -

cuando n K 
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· K(K + 1) 
1 + 2 + •. ;+ K = .....,_,...2--'- (2) 

En seguida a partir de (2) se prU~baque Cll·valep~ 
ra n K + 1; consecuentemente 

1 + 2 + ••• + K + (K + 1) = K(K
2 

+ .l) + K + 1 

. . .. = K(K+l) + 2(K + 1) 
1 + 2 + ... + K + (K + 1) 

1 + 2 + ... + K +- ( K + 1) (K + 1) (K + 2} (3) 

La igualdad (3) muestra que A(K + 1} es verdadera; 

esto demuestra el teorema. 

EJEMPLO 

Demuestre por el m€todo de la inducci6n matemática 

que para todo entero se cumple, 

DEMOSTRACION 

4 + 8 + 12 + ... + 4n = 2n (n + 1) 

Cuando n 

4 

1 se tiene 

2 (1 + 1) 

(1) 

Este resultado prueba que (1) se cumple cuando n l. 

Se supone ahora que la igualdad 

4 + 8 + 12 + ... + 4 K = 2K(K + 1) (2) 

es verdadera. 



le para n 

FACTORIAL 

la igualdad 

EJEMPLOS 
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A continuad16n, a partir de ;{2); se'iJ;>robi:&á ·que {1} va-

K · + i, :P~~ ¿~~~ ~~~~.:b~o~.:i:a1,~u~e.~~~f~.de igualdades, 

4 :¡. 8 +: .. ¡ 4K + 4\K~z i) : 2~:(:::: J.» + 4 {K + 1) 
- ·. ;~,':.; ~-~~~ '.'-'- '< : --

4 + 8 + ••• + 4K + 4{K + 1) (K + 1) (2K + 4) 

4 + 8 + ... + 4K + 4 (K + 1) = 2 (K + 1} (K + 2} 

Esta última igualdad prueba lo pedido en el ejemplo 

La notación n! se llama factorial n; su definición es 

n ! = 1 ( 2) 3 ••• (n - 1) n 

Además se define el factorial cero igual a uno 

O! = l. 

"'1 8! 1 
10! = 8! (9)10 90 

8 (9) 10 
1 (2) 3 

7! (8) 9 (10) 
3! 7 ! 

10 ! 
3!7T 
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COEFICIENTE BINOMIAL 

El signo ( ~ ) se llama coeficiente binomial de "n" 

en "r" donde r y n son enteros y r .::_ n, se define con la igualdad, 

( ~) n! 
r!(n-r)! 

EJEMPLOS 

( ~) 7! - 4! (5) 6(7) 
.~ - 3! 4! 
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lO! 9! (10) 
1.!§T = -1!9'! = 10 

EJEMPLO DE DEMOSTRACION DIRECTA 

TEOREMA 

5 (6) 7 
i (2) 3 

Hip6tesis: n y r son enteros positivos y r ::_ n 

Afirmación: { n ) - ( n ) vi-r - r 
Demostración 

Por definición 

n! 
(n-r)!r! 

n! 
r! (n-r) 

(1) 

{2) 
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cóm'O ios ~ecjunao's mie!llhfos de ias igualdades ( 1 l y 
(2) son igual~s ~~ tiene 

)W~~~~~l~~'O,( 
.'' ,·_::-,,> ;:·~· ff;. 

Esto a~dk'~f~,~-\ elOteorema • 
. .'. . ' ·--' .:_.>: . ·~ • ~;. 

·."' -:. ; ,~,!.·;·_.'.·i.-._-_T_;:_~:--,. ( ":-:~·: --~-~ -.. ~ .. ; ,· .. /.· · 
-- ~;;!_-~_-."~. ,/_ 

EJEMPLO DE DEMOSTRACION DIRECTÁ 

TEOREMA 

llip6tesis 1: n y r son enteros positivos y 

Afirmación: 

Demostración 

Por def inici6n 

n! n! 

"· r < n. 

(r-1) ! (n-r+l) ! tr-1) ! (n-r) ! (n-r+ 1) 

( ~) n! n! 
r! (n-r) ! G'."-1) ! (r) (n-r )! 

Dejando las expresiones con un denominador común se 

obtiene 

(r) n! 
(r-1) ! (r) (n-r) ! (n-r+ 1) ( 1) 

( ~ ) (n-r+l )n! 
(r-1)! (r) tn-rj! (n-r+l) (2) 
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;·-'-" -

Sumando rniembrp a miembro lás 'igua_ldades ( 1) y ( 2) 

resulta 

n! (r+n-r+J.) 
cr.,-1) ! cr) (n-r) ! (n-r+l} 

n! (n+l) 
r ! (n-r+f) ! 

{ n\ .. +(n) 
\ r-1 ;~ · r 

(n+l)! 
r! 1ñ+l-r) ! {1) 

Consecuentemente, por definici6n de coeficiente binomial 
y la igualdad (1) se tiene 

Esto demuestra el teorema 

EJEMPLO DE DEMOSTRACION POR 
INDUCCION MATEMATICA 

TEORh°'iA DEL BINOMIO DE NEWTON. 

Hip6tesis 1: n y r son enteros positivos y r -:._ n. 

Hipoéesis 2: ( K+l) 
s+1 

(teorema demostrado) 



Afirrnaci6n: ta + b)n ={~)an +(~)an:-.1 b + 

+(~)an~2 b2 +(~)an-3 b3 + 

+ • • . . . .•.... ·.· .. + 

o bien 

(a + b )n 

Demostraci6n 

(af.b)K = 

+ 

Para n .l se tiene 

a + b. 

Consecuentemente la afirmación se cumple 

cuando n = 1 

Se supone ahora v1i.lida la igualdad 

(:) K + (~) K-1 b + a a 

( ~) K-2 b2 + ( ~ ) K-3 b3 + a a 

+ • • . • .• + 
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(1) 
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A partir de esta igualdad se va ,á probélr;;CÍUe' (1) es 

válida para n = K + 1. Ciertamente, 

(a '.rb)K+l.;, (a,+ b)K (a :f b). 

(a + b )K+l 

, K-3 3 
a b (a + b) + 

+ + 

+ I K ) \K-1 a bK-l (a + b) + (~) bK (a + b) 

Efectuando operaciones 

(a + b) K+l : ( ~) aK+l + 

+ ( ~ ) 

+ ( ~ ) 

aK b + (~) aK 
b + ( ~) aK-lb2+ ( ~ )aK-1b2+ 

K-2 b2 + ( ~) aK-2 b3 + a 

+ . . . . . . . . . . . . • + 

+ ..•. + 

+ 
( K ) a bK + 

K-1 
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FactorizandC) ,c:.iJ.ntidades igUéües 

'ª •· b) .. ," \'ii~t:f :~~~,) Tf!iJ. " c~.Jl •• h. " 
,._,,. ~ ·-.· .. :><(:··:~', -_,. ":.:_<-}.>-

+ '(F)J .. K~(,~¡ ~,Jb(,~~J ~(X ) Ja K-2 b3 + 

+ [ ( ~ )+ (s:l) J aK-Sbs+\. '..+f(I~~l>+ e~ J] abK + 

+ ( ~) bK 

Por la hip6tesis. 2 

( 
K+J.) +." .+ S+ 1 K-S bS+l + ... + ( K+l) bK + ( K+l \ bK 

ª \. K ª \ K+ l } 

Finalmente 

K+J. 

(a+ b)K+J.= ~ 
r=o 

Esta última igualdad prueba que la afirmación ( l) es 

válida cuando n = K + 1, bajo la hip6tesis de su validez cuando 

n = K. 

Esto demuestra el teorema. 

+ 
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CONJUNTO DE VECTORES LINEALMENTE INDEPENDIENTE. 
: -... :'.;:' 

El s8ri)~ri~O 1;i' , 

es linealmente independient~' si la i~u~ldad 

se cumple solamente ¡;¡ara 

p 1 = P2 =." .= Pn º· 

I,a independencia lineal del conjunto de vectores A se 

indica de este modo: 

{A} es L-in. 

DEPENDENCIA LINEAL 

El conjunto de vectores 

es linealmente dependiente si al cumplirse la igualdad 
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Cuando un conJu.nto B es linealmente dependiente, se 

escribe abreviadamente 

TEOREMA 

Hip6tesis 1: A ,,;, { v1, Y2' . ; •., vn} es 01...,.in 

Hip6tesis 2: B ={ V.1, v-2, • ~ • 1 ·\Ts } y~ BCA 

Afirmaci6n: B es L-in. 

Demostraci6n 

maci6n 

Se considera como hip6tesis la negaci6n de la afir

B es L-dep •• 

De acuerdo con esta hipótesis en la igualdad 

(1) 

existe pi E: {p 1, p 2 , ..• , Ps} tal que pi "=! O 

Ahora se puede escribir la igualdad (1) en la forma 

pero ésta nueva forma de (1) significa que el con1unto A 

{V 1 , V 2 , •.• , V n} es L-dep (2) 

La afirmación (2) es la negaci6n de la hip6tesis l. 

Esto demuestra el teorema. 
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SUBESPACIO GENERADO. 

Se le da el nombre. de subespacio generado, al conju~ 

to de todas las combinaciones lineales que se pueden formar con 

los vectores del subconjunto, 

donde 

el signo 

V.· e V 
J. 

i=l, ... ,n 

El concepto de subespacio generado se representa con 

El subconjunto de vectores S se llama conjunto gener~ 

dor y cada uno de los vectores v1 , ... ,vn son los generadores del 

subespacio L {V1 , ... ,Vn}. 

BASE EN EL ESPACIO VECTORIAL V. 

El subconjunto de vectores {B}C: V es una base de V 

si y solo si se cumple 

Primero: L{B} = V 

Segundo: {B} es L-in 

EJEMPLO DE DEMOSTRACION POR REDUCCION AL ABSURDO. 

TEOREMA. 

Hipótesis 1: B= {v1 , .. ,Vn} es base del espacio vectorial V 
- -

Hipótesis 2: X= a 1 v1 + .. + ªi vi+ .. +anvn es un vector de V 

Afirmación: r,a eneada (a1 , ... ,an) es única. 
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Dernostraci6n. 

se ~orisidei-a:como nüeva hip6tesis la negación de la 

afirrnáción: 

(1) 

donde 

es otra representación de X como.una combináción lineal de los 

vectores V 1 , •• , V n distirita a J'> 

x = ª1 vl+ ... +aivl+ .. i.+.a:~vn (2) 

Al restar la igualdad (2) de l~ (1) s~ obtiene 

( 3) 

donde existe 
bi - ªi i o 

De acuerdo con la igualdad . ( 3) se conc 1 u ye 

negación de la hipótesis l. 

Esto demuestra el teorema. 
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C A P I T U L O IV 

CUANTIFICADORES 
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VARIABLE. 

Úna va:t:'iabi~ es 1~ pareja (xt 'si, donde s es un con

junto y x es .u:n ~:i,gnó que representa a ·cual~uier el~rnknto del 

· · .'°'EL"'c'Ónj~nt6 S recibe el nombre de domirlio de la varia 

ble y cada uno> de sus elementos es un valor de la variable. 

:_, "'.. ;__' ", ., 

VARIABLE PROPOSiq~ONAL. 

Se da el. nombre de variable proposicional a la 9areja 

(x; S) 1 donde s es un conjunto de proposiciones en el cual los 

dominios de sus variables· se hallan bien definidos. Como antes, 

x es un signo que representa a cualquier elemento del conjunto S. 

CONSTANTE. 

Llamanos constante, a una variable, cuyo dominio sola 

mente contiene un elemento. Este tipo de variables tiene mucha 

importancia en la teoría. Algunos autores definen las constan

tes corno los signos que en el curso de los razonamientos conser

van inalterable una determinada significación, en contraste con 

las variables las cuales no posee ninguna significación propia. 

CONJUNTO DE n VARIABLES. 

Dadas las variables (x 1 , s 1 ) , ... , (xn' Sn)·, con los -

dominios se forma el producto cartesiano 

p 



n variables 

Un 

E: s n 

FUNCIONES PROPOSICIONALES DE n VARIABLES 
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de 

Una masa elocutiva, que se representa con el signo 

es una función proposicional de n variables que tiene por domi

nio el producto cartesiano 

si 

es una afirmaci6n para toda eneada 

En lo que sigue se estudiaran con cierto detenimien

to las funciones proposicionales de una variable 
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FUNCION PROPOSICIONAL 

Decimos que una masa ~locutiva .p (x) es una funci6n 

proposicional_, de una variab.le_, cuyo dominio es el conjunto A t- q,, 

si la expresi6n p (a) es una af irmaci6n para todo elemento a e: ? •• 

DOMINIO DE VERDAD 

. . El :dominio de verdad de una funci6n proposicional es 

el subconj\l~to .vp del dominio A, tal que, para todo v e: vp, la 

prop?:s~9.f?!; l?.{:'{.l: es,\·X·~:t."c!:~dera ~. 

La proposicional 

p (x) .= x es un número entero 
-:·•.; 

Su dominio A, es ·ei· ·conjunto de los reales. 

Obviamente, su dominio de verdad es el conjunto de 

los enteros. 

TAUTOLOGIA EN EL DOMINIO 

Se da el nombre de tautología en el dominio A, a una 

funci6n proposicional p (x) , verdadera para toda a e: A, es decir 

p(a) es verdadera va E A 

En este caso el dominio A, coincide con el dominio 

de verdad de p(x). 
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CONTRADICCION EN EL DOMINIO 

A una funci6n proposicional p(x), falsa para toda 
a e A, se le da el nombre de contradicci6n en el dominio A. 

En este caso el dominio de verdad Vp de p(x) es va

c1o, es decir, VP = ~. 

NOTACION 

Para indicar que la funci6n proposicional p(x), es 
una tautologia en el dominio A, se utiliza el signo 

( 'lfX E 1\) p(X) 

que se lee "para toda x en A, la proposición p (x) es verdadera". 

Cuando no hay posibilidad de confusi6n en relaci6n 

al dominio, se puede simplificar el signo y Gnicamente escribir 

vx, p{x) 

que se lee, "para toda x, se tiene p de x". 

CUANTIFICADOR UNIVERSAL 

El signo v se lee "para todo" y se llama cuantifica

dor universal. 

La.función proposicional p(x) no tiene valor de ver-

dad, pero 

V x, p(x) 



NOTACION 

Si la funci6n proposicional, p(x), cuyo dóminio es 

A, no es una tautología, ·ni una· contradicción en el ccmjunto :1., 
para indicar breveme!l.te e~ta si.tU:aci6n se utiliza el signo 

que se lee "existe por .. ló menos .;una X' en A, tal qucj p (:<) es 

verdadera" 

Cuando no existe la más remota posibilidad de confun 

ci6n respecto a la identificaci6n del dominio A, se puede simpli 

ficar el signo anteriór y escribir únicamente 

:!! X 1 p (X} 

que leemos "para alguna x, se tiene p de x". 

CUANTIFICADOR EXISTENCIAL 

El signo 3 se llama cuantificador existencial; se 

lee, "para alguna" o más brevemente "existe". 
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pbserve que la. función proposicional p (x). no tiene un 

valor de verdad t pero 

es una afirmación y por tanto si lo ti·ene. 

El valor de verdad del cuantificador existencial 
satisface a la propiedad siguiente 

(C2l La afirmación a x, p(x), es verdadera si 

V = {x : x e A, p(x)} ~ ~ p 

La afirmación ax, p(x) es falsa si 

V p 
{x X e: A, p (x) } - ~ 

NEX'.iACION DE AFIRMACIONES CON CUANTIFICADORES 

Vamos a estudiar el significado de la negaci6n de 

la tautología 

'¡fX e: A) p (x) 

La negaci6n de la tautología v(x), p(x), es afirmar 

que Vp t A, es decir, se afirma la existencia de por lo menos 

una x e: A, para la cual no se cumple p(x) 

La.explicaci6n anterior, puesta en signos, se redu

ce a la expresi6n siguiente. 

"' V.X , p (X) = 3: X, "'P (X) 
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Análogamenté, la negaci6n de la proposici6n 

:;¡ x, p(x) 

con dominio A, es afirmar· que.;con ninguna 

esta explicaci6n, 

x e A se cumple p(x); 

a la igualdad 

.=v x, "'P Cxl. 

Las 

se llaman f6rmulas· de De Margan en la cuantificaci6n y con ellas 

se completan las leyes de la negaci6n. 

LEYES DE LA NEGACION 

Con el fin de resumir lo expuesto, en relaci6n con la 

teoría de la negación, sin más comentarios se presenta la lista 

"'"'P p 

"'(p A q) "'P V'\, q 

'V (p q) "'P A'\, q 

"'(p -+ ''q) p A'\, q 

'V (p ++q) p<-+ "vq "'P ++q 

"'(vx, p) :;rx,. ·"'P·. . . 
-v(:;¡x, p) vx, "'P· 

Es útil recordar que se probró la equivalencia lógica 

de p + q con las afirmaciones: 
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"'q +'V p q ..,-~ p "'P .Y q 

(p A'\, q)+ q "'P q q ."'P q. 

(P '""'"' q)->:,,; .p "'P q y'\> p .'\,p q 

(p A(\, q)+ c A'\, c = '\,p y qY(C A"' e> =· '\>P y q. 

DEMOSTRACION POR CONTRAEJEMPLO 

El uso de los cuantificadores permite un tipo de 

prueba, llamada demostraci6n por contraejemplo. 

Si se desea probar que la afirmaci6n universal 

Vx E A, p(x) 

es falsa basta probar que su negaci6n es verdadera, es decir, 

"'(v. x, p(x)) ~ x, "'P(x) es verdadera 

Esto equivale a mostrar un valor particular x1 E A 

de x, para el cual p{x1 ) es falsa. El valor de x 1 se llama con 

traejemplo. 

EJEMPLO DE DEMOSTRACION POR CONTRA F.JEMPLO. 

Se va a probar por contraejemplo la no conmutativi

dad general del producto matricial, esto es, que la afirmaci6n 

universal, "todo producto matricial es conmutativo", es falsa. 

La demostraci6n se reduce a mostrar un producto ma

tricial que no sea conmutativo, para lograr esto se construye el 

contraejemplo: 
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. . . 

Piimeramente se ~~ec~O.J Ta multi~Úcap~6ri/ 

, 3 , 

, 2 , 

, 1 , 

consecuentemente 

[

1,l,o]l2,3,4]=[2, 5, 41J 
4 2 , 1 1 o , 2 , o 9 , 17 , 17 

1 • 3 • s L 1 • 1 , 1 _ 7 , 14 , 9 

(1) 

A continuación se efectúa el producto conmutando los 

factores 

: : : :Jl =[ ::':::: 
, 3 , 5 1+ 4+1, 

2+6+12, 
o+3+2olJ 

0+2+ o 

O+l+ 5 

0+4+ O, 

1+2+ 3, 

o bien 

[ 

2 
, 3 , 4 J [ 1 , 1 o] lr 

0,2,0 4,2,1 = 

1,1,1 1,3,5 

-, 
18 , 20 , 23 1 

8 , 4 , 2 

6 , 6 , 6 
_J 

(2) 

Comparando las igualdades (1) y (2) se concluye que 

no en todos los casos se puede escribir 

Esto demuestra el teorema. 
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CAPITULO · T .... _ :/,: .. :.·· ,' .. ·.:.-.' 

CONCEPTOS FUNDAME~T¡LES O~ L~-~EORIA DE LA OPTIMIZACION. 

I.l. INTRODUCCION. 

La finalidad de este ·capítulo es formalizar los canee~ 
tos más importantes en la descripción de la naturaleza y alcance 
de la TEORIA DE LA OPTIMIZACION. Se principia con la definición 
del problema de optimización, se estudia la complejidad de su n~ 
turaleza y se identifican los pasos fundamelltales en el proceso 
de su solución, conforme a la sucesión siguiente: 

l. Definición del problema. 

2. Formulación de un mo del o de optimización. 

3. Elección de un método de solución. 

4. Aplicación de 1 método de solución. 

Se estudiará en detalle cada uno de estos pasos del pr~ 

ceso de solución, sus implicaciones en varias aplicaciones y .fi
nalmente se presenta una clasificación de modelos de ootimización 
con sus respectivos métodos de solución que vaciamos en gráficas 
como resumen aclaratorio. El material que a:onstituye este capít~ 
lo así como un esquema del desarrollo históirico de la teoría de 
la-optimización (Apéndice B) pretende ser uma descripción general 
de la estructura de la teoría, que más tarde se aplicará a tipos 
específicos de problemas de optimizar, en 1© que constituye la 
parte fundamental del libro. Finalmente estudiarán varios aspec
tos de la optimización, de mucha importancia en el campo del aná-
1 is is y diseño de sistemas de ingeniería. 

I.2. EL PROBLEMA DE OPTIMIZAR. 

Cuando un ingeniero o una persona que toma decisiones, 
a la que se da el nombre de "elector", se avoca al problema de 



. -: .. 
elegir un curso de acción, eleme.r)tó. .de un conjunto de al ternatj_ 

vas, se ve impulsado a escoger u~a;cl~ estas alternativas propue~ 
tas: la mejor, en relación'a. C:o;~rta' finalidad predeterminada o -

un conjunto de objetivos en ~·flti~,a·relación con la naturaleza -

del problema. 

Presupónese que se puede evaluar valiéndose de un mét~ 

do cuantitativo, el grado en el cual se alcanzan las finalidades 

u objetivos del problema, para cada curso de acción en alternati 

va , en otras p a 1 abras , es posible o b tener u na me d i c i ó n de l a u t j_ 
1 idad de cada uno de los cursos de acción permitidos al elector 

y éste apoyándose en esta información seleccione la alternativa 

que produzca la mejor utilidad. 

El grado en el cual se obtie.ne la realización de una -

meta le damos el nombre de coeficiente de mérito para una selec

ción particular. 

DEFINICION. 

A partir de un conjunto de alternativas, nosiblem'"nte 
"-'"'t 

infinito, asociado a cierto problema se da el nombre de problema 

de optimización, al de elegir una alternativa particular, para -

la cual el coeficiente de mérito es óptimo,esto es, la elección 

de la alternativa con la cual se maximiza o minimiza el coeficie,!!. 

te de mérito. 

1.3. TEORIA DE LA OPTIMIZACION. 

NATURALEZA DEL PROBLEMA DE OPTIMIZACION. 

La naturaleza de un problema de oµtimización en la ma

yoría de los casos es muy compleja.y en los problemas práctiéos, 

se halla una gran variedad de casos que presentan caracteristi-

cas diferentes. Para visual izar la complexidad que puede pre se!!. 



tarse en la naturaleza del problema; se consideran los casos si

guientes: 

i) Cuando un elector se enfrenta al problema de optimi 

zar un objetivo bien definido, puede darse el caso 

que dicha optimización esta sujeta a un conjunto de 

restricciones, o bien que la solución del problema 

puede hacerse sin considerar restricción alguna. E~ 

ta persona puede también considerar la solución del 

problema bajo la hipótesis de comportamiento deter

minista, o bien, de comportamiento estocástico. 

ii) ·El tomador de decisiones puede estar en comunicación 

con otras personas, bajo acciones recíprocas y com

petir. con algunas. Cada competidor obviamente pre

tenderá hacer decisiones que ootimicen sus propios 

coeficientes de mérito. 

iii) Un problema de múltiples estados, puede implicar el 

tomar acerca él, varias decisiones, donde la finali 

dad buscada es una optimización de largo alcance en 

oposición a la suboptimización de un estado oartic!!_ 

lar del problema. 

Esta no es sólo una naturaleza compleja, sino que sus 

modelos son de características estructurales diferentes, lo que 

claramente indica la necesidad de una variedad de técnicas con 

que hacerles frente a las soluciones de los problemas de optimi 

zación. 

El conjunto de todas ~stas técnicas, especialmente 

las incluidas bajo los nombres específicos de orogramacion mat~ 

m&ticas de decisiones. programación din&mica, teoría del control, 

c&lculo de variaciones, etc., constituyen con sus fundamentos -

matemáticos, la teoría general de la optimización. 



La teoría de la~op1;i,~i!z'~ctón;>en su_más ampliosenti;.· 

do, es la rama unificadaide1:.anli.:is;}lll~temático ~ue.su~inistra 
un enfoque formal a 1 as sdlutio:6~·~,cle Tos problemas de optimh~. 
ción. 

1.4. CONCEPTOS DE LA TEORIA DE LA OPT1MIZACI~N. 
PROCESOS DE LA SOLUCION. 

Los procesos de solución en los problemas de optimiz~ 

ción, no pueden ser idénticos en todos los casos, generalmente 

difieren de acuerdo con la naturaleza especial del problema; no 

obstante, siempre es posible distinguir los pasos básicos de dl 

_cho proceso, que se presentan en la fig. 1-1. Los .. diferentes 

circuitos indican una pos1ble revisión previa a la decisión. 

1.5. DEFINICION DEL PROBLEMA. 

En el proceso de 1 a definición del problema, se deben 

identificar las variables de decisión o de control y especifi-

car la forma de sus relaciones recíprocas, así como su rango de 

variación, implícita o explícitamente. Además, M debe definir 

un coeficiente de mérito, en función de 1 as variables de control 

convenient·es y establecer finalmente las restricciones que deben 

cumplir dichas variables. 

1.6. FORMULACION DEL MODELO MATEMATICO. 

Una vez que el problema ha sido definido convenientemirr 

te, el paso siguiente es formular un modelo abstracto, usualmente 

matemático, que presenta fielmente la estructura esencial del pro 

blema y del que fácilmente se pueda lograr la solución, por medio 

de la aplicación de un procesamiento bien conocido. 



DEFINICION DEL PROBLEMA 
_...,.. PARAMETRUS 

• VARIABLES DE CONTROL • 

~· 

· FORMULACION DEL MODELO MATEMAiICO. 

- FUNCION OBJETIVO 

• RESTRICCIONES 

1 

ELECCION DEL METODO DE SOLUCION. 

,__, 

J ., 
APLICAC ION DEL METO DO DE SOLUCION. 

1 

Fig. 1-1 PROCESO DE SOLUCION DE UN PROBLEMA DE OPTIMIZACION. 



Siempre que se haga referfncia a modelos, se debe so
breentender que se acepta la definición propuesta por Karlin*: 
"Un modelo es una abstración adecuada de la r~alidad, que pre-
serva la estructura esencial del problema, de esta forma, su -
análisis proporcioná cierta información, no sólo del problema 
original, planteo de una situación concreta, sino de otros que 
presenten la misma estructura formal". 

Es claro que la solución del modelo producirá result~ 
dos exactos, en el mismo grado de concordancia en el cual el mo 
delo es representativo del problema original, porque si este no 
ha sido modelado convenientemente, la solución puede conducir a 
resultados dudosos o completamente erróneos, ejemplo de esta si 
tuación es el caso de un modelo de programación lineal del que 
se obtenga una solución no acotada como consecuencia de no haber 
incluido en el modelo cierta restricción del problema. 

A continuación se analizan algunas caracterízticas pri 
vativas, de los modelos de optimización, con la finalidad de pr~ 

poner una clasificación adecuada, obviamente útil para una iden
tificación posterior de los modelos que se estudrc<tn en los capí

tulos siguientes. 

En los modelos de optimización, se distinguen tres com 

ponentes principales, a saber: 

(1) El conjunto de variables del problema. 

(2) La optimización del coeficiente de mérito. 

(3) El.dominio de definición de las variables del oro
blema, determinado por las restricciones imouestas 
a los valores que pueden tomar las citadas varja-
bles. 

*Karl in, S., Mathemat ical Methods and Theory in Games, 
Programming, and Economics, Vol. I, Addison-Hesley,p.1. 



La solución óptima .én ciertas clases de problemas de 
optimización, son valores numéricos.asignados a las variables 
del problema, que satisfacen a las restricciones y simultánea
mente optimizan el coeficiente de mérito. 

En otras clases de pr'oblemas de oµtimización-los 
variacionales-se procura determinar una curva o función, que 
satisfaga un conjunto de restricciones y optimice a cierta ex
presión funcional del conjunto de curvas soiución, factibles. 

En ciertos problemas, el objetivo se maneja sucinta
mente en forma matemática como una función de las variables de 
control; en o'tros, resulta imposible obtener esta representa-
ción sucinta y el coeficiente de mérito, para un conjunto dado 
de valores de las variables de control, solamente se conoce de2_ 
pués de dar fin a un proceso complicado: un oro ceso de simula-
ción, un análisis de ingeniería, la solución de un programa de 
computación muy elaborado, o una tabla de estimaciones. 

Además los problemas pueden ser restringidos o irres
trictos. En los problemas restringidos de fácil formulación en 
forma matemática sucinta, la naturaleza de 1as expresiones res
trictoras, pueden adoptar muy diversas formas, por ejemplo, ou~ 
den ser expresiones algebráicas o transcendentes, igualdades o 
desigualdades, funciones lineales o no 1 ineales, el dominio de 
las variables pueden estar dado por un conjunto discreto o con
tinuo. En algunos casos las restricciones :arnbién oueden ser -
diferenciales o integrales definidas. 

A la luz del estudio anterior, es posible construir -
dos árboles que estructuran la clasificaci6= de los modelos de 
optimización, ilustrados en las fig.1.2. Obviamente se puede -
desarrollar el árbol en las direcciones vertical y horizontal 
para lograr la construcción tan completa cono sea necesario o 

corno se quiera. 



De este modo es posibfe,distinguir ciertas ramas del 
árbol, como representantes de ciert~s cláses específicas de pr2_ 
blemas cuyo procedimiento de solución es un desarrollo matemáti 
co bien conocido, por ejemplo los modelos pertenecientes a la -
rama de optimización restingida, para los cuales tanto las res
tricciones como el objetivo se pueden representar brevemente en 
conformación algebráica, constituyen la parte de la teoría de la 
optimización conocida generalmente como Proqramación Matemática. 

Un segundo ejemplo se refiere a la clase de problemas, 
donde su función objétivo explícita, se expresa con una integral 
definida: caso de un objetivo funcional con otras condiciones -
adicionales o sin ellas. La solución de dichos modelos cae en 
el dominio del Cálculo de Variaciones clásico. 

Otro ejemplo a examinar son los modelos restringidos, 
en los cuales es imposible expresar las funciones restrictivas 
asi como las funciones objetivo, concisamente valiéndose de fu~ 

ciones matemáticas la optimización de tales modelos, solamente 
se puede alcanzar mediante cualquier recurso "sin llegar hasta 
la fuerza bruta". Las técnicas usualmente aplicadas pertenecen 
al dominio de los generalmente llamados Métodos de Investigación 
directa. En esta clase de modelos se hallan ciertos procesos e~ 
tocásticos, por ejemplo una 1 ínea de espera, un proceso dado de 
prórroga, etc., analizables mediante una costosa simulación en 
la computadora, donde se pueden variar los parámetros de entra
da y efectuar la simulación con cada uno de los conjuntos de v~ 

lores y en es-t-a-forma estimar con cada jueg·o de oarámetros de -
entrada, una t1EDICI0'.'1 DE LA EFEC.TIVIDAD (M,E) asociada con 1 a 
salida de cada C'Jrrida. Si el problema es la elección de un -
juego de parámetros de entrada que ootimice el ME entonces en -
este caso se requiere una técnica de investigación directa capaz 
de hallar el óptimo que colateralmente minimice el número de en
sayos de simulación. 
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1.7. TECNICAS DE SOLUCION. 

Se da el nombr~ de técnicas de soluci6n a los procedi
mientcis y algoritmos diseft~do~ para lograr la soluci6n de los pr~ 
blemas de optimizaci6n. 

La solución verdadera usualmente i~plica determinar ma
temáticamente los valores numéricos de 1 as variables de control -
y el valor 6ptimo del coeficiente de mérito. 

Generalmente, por necesidades didácticas, los métodos -
de optimización, se dividen en dos categorías mayores: los métodos 
directos y los indirectos. 

TECNICAS DIRECTAS. 

Eri los métodos directos, la solución óptima se obtiene 
con el cálculo directo de los valores de la función objetivo en -
diferentes puntos del dominio de factibilidad; los valores oi:Jtenj_ 
dos se comparan, luego utilizando un criterio auxiliar, se anali
za un nuevo punto con la esoeranza de mejorar el valor de la fun
ción objetivo. 

Por otra parte, en los métodos indirectos, se busca un 
conjunto de valores de las variables de control que satisfagan a 
las necesarias y suficientes condiciones de optimidad conocidas. 
Los Métodos Clásicos del Cálculo Diferencial,·son un ejemplo del 
tipo indirecto: ciertamente, primero se calculan los valores de 
las variables que anulan a las primeras derivadas parciales de la 
función objetivo, siempre y cuando la continuidad de la función 
y la existencia de las derivadas se halle garantizada en el domi
nio de interés; en esta forma, el problema de optimizar se trans
forma en otro de calcular las raíces de una ecuación. 



El algoritmo Simplex, de programación lineal, utiliza 

tanto el método directo como el indirecto, en efecto, realiza 

una investigación directa en el conjunto de los puntos extremos 

del dominio de factibilidad y únicamente en ellos porque son los 

que satisfacen las condiciones necesarias para la optimidad, en 

esta forma la función objetivo puede ser por lo menos tan buena 

como en el paso anterior. Finalmente, se detecta el óptimo entre 

el conjunto de puntos extremos, cuando se satisface el criterio 

indirecto de factibilidad de la solución complementaria, asociada 

al problema dual. 

En algunos modelos matemáticos de optimización, en uno 

de los métodos de solución se transforma la estructura matemática 

del modelo original, en otra equivalente pero cuya solución se al 

.canee más fácilmente que en el modelo original. (veanse los capí

tulos III y IV). 

Considerese la metodología de la PROGRAMACION GEOMETRI

CA*; en este caso se formula el posinomio que se quiere optimizar 

en función del problema dual y es este modelo el que se resuelve. 

Otro ejemplo es la transformación de un problema de programación 

separable no lineal en otro de programación lineal. 

CLASIFICACION DE LAS TECNICAS DIRECTAS. 

Las té e ni cas di rectas se subdividen en dos grandes gru-

pos: 

1) Métodos simultáneos. 

2) Métodos sucesivos. 

* Ouffin, R.J., E.L. Peterson and C.M. Zener, Geornetric Programming 

John Wiley, 1967. 



En las técnicas. de investigaciónsimÍJl~t'á~e~;;seCéalc~lan 
los valores de la función objetiv:o o puntos·de·.l·a,(up~r(icie d~ .:. 
respue~'.fas\ en ·un ciinjunto de puntos del dómihJo."d~t~rm'inados .•a 
priori, con irr~glo a Una cierta estrateg•ia el~ iri~~stig~ció~.· 

En los métodos de investigaci~~ sucesiva, se examinan -
uno después de otro varios ensayos de solución, determinando la 
ubicación de los ensayos subsigutentes de acuerdo con la informa
ción obtenida de los resultados de los ensay~s anteriores. 

Se presenta en la fig. 1.3 un subconjunto de las técni 
cas representativas de solución para cada una de las clases de mé 
todos que se estudian en esta sección. 

SELECCION DE UN METODO. 

La elección de un método ventajoso de soluci~n, en cier 
ta clase de problemas depende de tipo de modelo empleando en su 
planteo, de las técnicas existentes para dar solución a ese mode
lo en particular y de las facilidades computacionales con las que 
cuente el ingeniero-analista. 

En el proceso de selección se pueden considerar factores 
tales como las linealidades del modelo, el número de variables, el 
número de restricciones, de estructuras especiales, de las separa
bilidad o acoplamiento débil de las variables en las restricciones, 
en la función objetivo o en ambas, o bien, superficies de restric
ción de fácil interpretación de carácter geométrico, etc. 

La elección final de un método, ad hoc, para un problema 
particular, depende entonces de 1 as propiedades de tal ladas del mo
delo, tanto como de las técnicas de solución que forma parte del -
paquete de progralógica (software) utilizable, en el centro de com 
putación donde se procesa la solución. 



Con esto, se ha presentado una bre~e descripción de al
gunas clases de problemas de optimización, de modelos matemáticos 
aplicables a estos problemas y de los métodos utilizables en su -
solución. Para colocar el desarrollo de la teoría de la optimiz~ 
ción en una justa perspectiva, debe el lector acud1r al Apéndice 
B, donde se expande el camino seguido por varios matemáticos con 
las más significativas de sus contribuciones a través del paso -
de los años. 

En las secciones que siguen se presentan los conceptos 
que estructuran la óptimización de los sistemas de ingeniería, CQ 

mo columna vertebral los problemas que se estudiaran en la parte 
principal del texto. 
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mundo ffsico; pero el 

a la inversión 
funcionamiento 

ós e~perim~ntales y lógi 
r el comportamiento del 

en relación 
s cuya finalidad es promover el 

d~ iristalaciones de utilidad económica, 
sin desatender a las urgencias sociales. 

En general, en un diseño, el ingeniero busca que la in~ 

talación cumpla con cierto comportamiento específico en forma ecQ 
nómica; el significado del concepto "ECONOMICO", da lugar a varias 
interpcetaciones; puede significar un costo mínimo del diseño in
cluyendo tanto los costos de la construcción como los de funciona
miento. Por otra parte, se puede buscar un diseño que.produzca la 
más alta tasa de recuperación y funcionamiento. Obviamente tam -

bién se pueden mezclar ponderadamente estos dos conceptos extremos. 

De lo expuesto se infiere que el ingeniero en su labor 
de estructurar e implantar las mejores soluciones a 16s problemas 
que se le plantean en los términos que se manifestaron, afronta -
problemas de optimización con el significado que se desarroll6 en 
las secciones anteriores. 

Desde el punto de vista práctico de la cuantificación, 
en la gran mayoría de los sist~mas de ingeniería, los problemas -
que surgen durante el proceso del diseño son tan complejos que r~ 

sulta imposible construir un modelo capaz de solucionar la totali 
dad del problema utilizando solamente una de las técnicas citadas. 
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No obstante, en cualquier sistema de ingeniería,· el prQ 
blema del diseño se define en fUnción del conjunto de fronteras -
que delimitan el rango de los sistemas_ de interés. Las fronteras 
représen~an uria separación razonable, aunque un tanto arbitraria, 

. . . . ' l 

del sistema en· estudio eri re.lación a otros en los cuales se halla 
incluido o comprendido; consecuentemente existe la posibilidad de 
ver un problema de diseño como una suboptimización de un conjunto 
de subsistemas, cuya unión constituye el sistema que mueve nuestro 
interés. Por consiguiente dentro de un sistema de ingeniería es 
práctica comDn descomponer un problema de diseño en componentes -
suficientemente definidas capaces de admitir la aplicación de las 
técnicas de optimización. 

Evidentemente, el conjunto de soluciones óptimas de las 
componentes no constituyen en general un óptimo del sistema orig! 
nal, es sólamente una solu~ión subóptima. 

Los procedimientos tradicionales para resolver proble-- · 
mas de diseño en ingeniería usualmente recurrían al método de aprQ 
ximaciones sucesivas (tri al and error procedure), pero en los nue 
vos enfoques recomiendan que en aquellos casos de s~stemas donde 
los problemas de diseño pueden someterse con éxito_ a las técnicas 
de optimización matemática, el ingeniero-analista puede establecer 
las fronteras de acuerdo chn las componentes en las aue fragmentó 
el problema de diseño, en forma tal, que sea posible una represen
tación matemática compacta del sistema. Lograda la representación 
en esta forma el diseñador: se halla en condiciones de calcular la 
solución óptima del proble~a de diseño. 

Cuando es posibl~ aislar un fragmento del sistema de ex 
' 

tensividad física significativa y se obtiene su diseño óptimo de
terminado por medio de un-~rocedimiento de convergencia, se dice 
que. existe un algoritmo de\ síntesis para el diseño del sistema. 
Si no es posible aislar parte del probema de diseño, cuya optimi-



zación se logre siguie.ndo un proéedimiento oe·sin'.iki\~ el diseña 

dor debe resignarse a establecer parté~ iei;~~?t,f·e~~. de diseño 

:~~:: i :~ 1 ~: i: ::: s r:; ~~!~:a~~:~: :z: et: ~:.::ñ! -~~!~·~f~~~:: e~~: ~en L: o~ 
siderar corno partes del sistema total-,· s.o'n de interés especial -

en ~n proceso incremental de desarrollo de un algoritmo total de 

síntesis. 

En este trabajo se dedican varias páginas a la explor~ 

ción de partes de problemas de diseño en ingeniería cuya solución 

se puede alcanzar por medio de técnicas de optimización conocida. 

La primera parte del material cubre la asignación de recursos de 

capital a un conjunto finito de instalaciones. Los problemas que 

implican la sítesis de redes de transportación se exponen en las 

partes restantes del libro. 
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