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RESUMEN 

En este trabaio se hace una predicci6n de las curvas 

de dispersi6n fon6nicas (espe,ctros fon6nicos) do Litio y 

Aluminio a partir de primeros principios. 

El método utilizado comprende tres etapas : La pri

mera consiste en calcular la densidad electrónica alrededor 

de un i6n de carga ). Z ( "'). varia entre O y 1 ) , donde ). Z 

es la carga del nucleo del i6n metálico. Esto se hace por 
medio del formalismo de Hohenberg-Kohn y Sham (1) que con-

duce a un conjunto de ecuaciones autoconsistentes que tie

nen que ser resueltas numéricamente. La segunda etapa uti

liza el teorema de Hellmann-Feynmann (l) , a través de la 

constante de acoplamiento ~ , para encontrar el potencial 

entre dos iones del metal, como función de su separación. 

La tercera etapa se refiere a la obtención de los espectros 

fonónicos a partir del potencial interi6nico calculado. Pa-

ra ello se utiliza la Aproximación Armónica AutoconsistenteCJ ~ 

Los espectros fueron obtenidos para diferentes temperaturas 
( O, 10 y 270 ºK ), sin apreciarse en ellos, cambios nota-

bles con la temperatura. 

El método es una ampliación, hacia metales más pesa

dos, del utilizado con éxito para el caso de Hidrogeno me

tálico (f l. 

Se utilizaron unidades atómicas ~=1 carga electr6-

nica=1 ¡masa electr6nica=1. 



Para el caso del Litio el valor de la frecuencia má

xima es mayor en un 40\ que el valor experimental. En el C! 

so de Aluminio la frecuencia máxima es solo mayor en un 20\. 

Resultados nada desalentadores si se toma en cuenta la nat~ 

raleza de primeros principios del cálculo y lo complicado 

del mismo. 
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CAPITULO 

INTRODUCCION 

Al tratar de calcular propiedades de los s6lidos cri~ 

talinos, se encuentra que muchas de ellas pueden ser obteni

das considerando al cristal como si fuera perfecto, con áto

mos que solo tienen pequefios desplazamientos oscilatorios 

alrededor de sus posiciones de equilibrio, estos movimientos 

son tratados por la llamada dinámica de las redes, por medio 

de ella se hace posible el tratamiento de propiedades tales 

como la.conductividad térmica, el calor especifico de los 

cristales, etc. 

Ya que los fonones son identificados con la energia de 

los modos normales de vibraci6n del sistema (cristal), el 

tener las curvas de dispersi6n fon6nicas (espectros fon6ni

cos), es un primer paso para obtener otras propiedades ter

modinámicas y de transporte. 

En este trabajo se intenta reproducir las curvas de 

dispersi6n fon6nicas de Litio y Aluminio, partiendo de pri

meros principios. 

Los metodos utilizados fueron, el formalismo de Ho

henberg-Kohn-Sham (I), para obtener las densidades electr6-

nicas; el teorema de Hellmann-Feynmann (2) para los poten

ciales interi6nicos y finalmente la aproximaci6n arm6nica 

autoconsistente (3) para obtener las :curvas de dispersi6n 

fon6nicas. 

En el capitulo Ilse revisa el formalismo H.K.S .• E~ 



te método supone una redistribuci6n de carga negativa alre

dedor de un potencial externo, pero además incluye un tér

mino de correlaci6n. En este método la densidad electr6nica 

juega un papel importante, por eso se le conoce también co

mo formalismo funcional de la densidad. 

El potencial interi6nico se obtiene en el capitulo III 

el modelo usado para esto parte de primeros principios y uti 

lizando un metal en el cual se introducen dos impurezas, al

rededor de las cuales se produce una redistribuci6n de carga. 

Esta redistribuci6n de carga se calcula utilizando el forma

lismo de H.K.S. y se obtiene el potencial utilizando el teo

rema de Hellmann-Feynmann. 

En el capitulo IV se expone brevemente la teorla de la 

aproximaci6n arm6nica autoconsistente ( SCHA ) la cual propo

ne una forma arm6nica para el Hamiltoniano del sistema, pero 

obtiene variacionalmente la mejor selecci6n de las constantes 

de fueza, obteniendo que deben ser el promedio térmico de las 

segundas derivadas del potencial. 

Los espectros fon6nicos obtenidos en este trabajo son 

mostrados en el capitulo V, para construirlos se usaron las : 

segundas derivadas de los potenciales obtenidos en el capít~ 

lo III. 

Tanto las densidades electr6nicas, los potenciales in

teri6nicos, como los espectros fon6nicos fueron recalculados 

sometiendo a presi6n a los materiales. 

Ll>s resultados obtenidos fueron los esperados física-

mente. 

Existen, en este trabajo, varios apéndices donde se 

desarrollan muchas expresiones de las empleadas en el cálc~ 

lo. 
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CAPITULO II 

CALCULO DE LA DENSIDAD ELECTRONICA 

1.- Formalismo H.K.S. 

Para sistemas reales, tales como átomos, moléculas, 

s61idos. etc., la densidad electr6nica no es uniforme. Pero 

se puede utilizar un gas homogeneo como una aproximaci6n pa

ra estudiar sistemas inhomogéneos. 

Hohenberg y Kohn y Kohn y Sham (S) desarrollaron una 

teorla usualmente conocida como formalismo de la funcional 

de la densidad 6 formalismo H.K.S •• Esta teorla nos sirve 

para obtener un conjunto de ecuaciones autoconsistentes las 
cuales incluyen, en una manera exacta, efectos de intercam-

bio Y correlaci6n, para un gas de electrones que interactda 
con un potencial externo. 

Si consideramos una colecci6n de un namero arbitra

rio de electrones dentro de una gran caja, moviendose éstos, 

bajo la influencia de un potencial externo v(¡) y la mutua 

repulsi6n coulombiana. El Hamiltoniano de este sistema ten

drá la forma: 

JL 1 

donde 

11.l 

V=> J"'tr> --t+cr) Y(r) l'" · · · rr. 3 

, J·. _:J_ 1' .. <r> 1+<!') 1crr'ftr> h J'"' 
lI - -r ··1r-r1I ... 1f. 4 
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Donde T es la energía cinetica, V es la energía pote~ 

cial de los electrones en presencia de un potencial externo 

v(!) y U es la repulsión Coulombiana entre los electrones. 

"/'\!IY "f(r) son los operadores de campo. 

Se encuentra que existe una función universal de la 

densidad, F[n), la cual es independiente de cualquier campo 

.externo aplicado v(r). Dicha función hace que la expresión 

para la energía total 

t., (n1 = J v(r) nlr) J_ly· + F t rltr)] 
... n.s 

tome su valor mínimo para la correcta n(!) del estado base, 

este valor mínimo es la energía correcta del estado base. 

Las afirmaciones anteriores son fáciles de demostrar. 

Esto se hace en dos partes(i). En la primera, se demuestra 

que el potencial externo v(!) es una función 6nica den(!), 

salvo una constante aditiva. Como v(r) determina el Hamilto

niano H, el cual a su vez determina el estado base del sis

tema formado por los electrones, vemos pues, que todas las 

propiedades del estado base son una funci6n 6nica de n(!l· 

La segunda parte consiste en demostrar que Ev(n] toma su V! 

lor mínimo con respecto a las funciones densidad n' (!) aso

ciadas con alg6n potencial externo v'(!) tomando la restri

cción de que el n6mero total de partículas se mantiene con! 

tante, de tal modo que Ev[n) alcanza su valor mínimo para la 

densidad n(!), correcta, del estado base, esto se demuestra 

por reducción al absurdo. 

Separaremos en F{nl la energía coulombiana, es decir: 



s ' 

f[nl ... JT. ~ 

tal que Ev se puede, escribir como . j[ 

f rn 1 " J 'IT t r) Yl t r) h -1- J ( ~ J. '1" ,h· 1 
-+ Gi [ n 1 .. . · 7 

V 
1 J ~ J \ '!:.-r 1 ,. 

La función G[n1.es una función universal, como F[n], 

y se puede expresar como: 

~[Y']=. T [nc.rfl 1" E ... [n<t)] 
... ]!. B 

Bl primer tErmino es la energía cinEtica de un. gas de 

electrones no interactuantes de densidad n(!), y E,.[nJ es la 

energia de intercambio y correlaci6n de un gas de electrones 

con densidad n(!l· 

Hasta este punto el desarrollo hecho es exacto, pero 

en la práctica, se introducen aproximaciones debido a que ne 

se conoce completamente la funci6n E,0[nJ. Una aproximación 

usada (aproxirnaci6n de la densidad local) para el caso de 

tener una densidad de gradientes no muy grandes, es la si· 

donde €•<es la energía de intercambio y correlaci6n por ele!:_ 

tr6n en un gas de electrones uniforme con densidad n(tl· 

AS1, la energia puede reescribirse como: 

E [ V\1 = JV"l r) n tr) h -+ ..L JJ ntr) n<r•) J.y Jv-• 
,, 'J 2 

· l r - t'I · 0 + 

11.1 

jr,(ntrl).tY- + J"'c.r)Ex,(nt0))Jr ... JI.10 

Minimizando la ecuaci6n II .10, imponiendo la condici6~ '.·· 
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... JI .11 ' 

"'<r) = v<.~)+ { nctl, Jr' ... JL 15 
'f' J lt"·r'' 

A,Al,,..lnC!~ se le puede considerar como la contribuci6n 

de intercambio y correlaci6n al potencial químico de un gas 

de electrones de densidad, n(!)• 

Ya que el ndmero de partfculas se conserva, la varl! 

ci6n de n(!) debe cumplir con: 

J Jn<r) .lr :: o ... Jr.J" 
Las ecuaciones II,13 y II.16 son las que se obtienen 

para un sistema de electrones no interactuantes que se mue

ven en un potencial 

~~(ritrl)= r¡ <r> +A .. c: [nlr)] 
Si proponemos que n(!) se puede escribir como 

n Cs:) = ~ l'l'J'l J \ 'i'.\z. = 'f~ lf, ··· JLH 
donde las 'fe (!) son funciones de onda de partlcula indepen

diente. Asl tendremos 
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In tr) = 

Utilizando el m~todo de multiplicadores de Lagrange 

con las ecuaciones 11. 13 y II. 16, obtenemos la ecuaci6n de 

Schrodinger para la parttcula i 

l--k vª ... v'f(n<rl)] ~.:(r) = f.;. ~l(r) :: : JI.-18 

donde ((son los multiplicadores de lagrange. Resol viendo el 

conjunto de ecuaciones II,18 podemos obtener nCrJ. utili

zando la ecuaci6n II.17 con N igual al nWllero de electro-

nes. 

Las funciones de onda ':f¡, obtenidas de la ecuaci6n 

II.18, no tiene·n significado ftsico directo, a diferencia 

de la teorla de Hartree-Fock, pero la energta total y la 

densidad total, estan bien definidas a pesar de la difi· 

cultad de interpretar las funciones de onda, 

Un crucial paso en la teorla H.K.s. es el haber su! 

ti tu ido la derivada variacional i'lijl'llt)para la energta ci

nl!tica por el operador •-k •;t . 



2.- Ecuaciones a resolver. 

La distribuci6n de la densidad de carga electr6nica, 

·'que rodea a la impureza de carga Z, que será nuestro poten

··' cial externo, se obtiene resolviendo autoconsistentemente 

las ecuaciones 

[--!,:V"+ vLt (r)] fd .. r) = é.i 'f,(r) 

nc.r),. i:.. \lf,m\i •.. ]!. 20 
(:1 

donde rf><.r~s 
~('r) = -!. f~ d'\"• _ 

y + 1r-r•\ 
. . . JI. J1 

esta ;i satj,sface la ecuaci6n de Poisson 

í/1r/> (r) = -'111' [ri.- ntr)] 

Para obtener Ve.¡.'(!), se utilizó la expresi6n del po

tencial de intercambio y correlaci6n,.)(,.(!), propuestas por 

Hedin y Lundqvist(S) que esta basada en un trabajo de Singwi 

!!.!....!!.('), ellos expresan_A,ccomo sigue: 

) 11(r:.trnµKlvotr1) _,v..,., o: = e~ 
... 

-'- = (i Tr nu:) \'l.J 
ll(t) .3 ) 

con ... 
donde r, es el radio de una esfera, en _unidades de radio de 

Bohr, que en promedio contiene un electrón y n(!l es la den 

sidad electr6nica. 

.If. n 

II. 23 
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{J es conocida como el factor de aumento por.correl! 

. ción; .!=uya expresión es 

~ (r.) : 1 -t B Y. \" ( 1 +}) . x- !; 
J • A [ • .l'I 

Ax.es el potencial de intercambio debido a Mohn y Sham dado 

por: ... n.1s 

Las constantes A y B de la ecuación I I. 24 son constan 

tes de ajuste, asi 

A_._ ('<;(r))= .-«.(~(r)).,. 8~ \ .. (t+-})..A.(r.(r}) 

= ,A,(\",(r)) +A .. ( r.cn) 
de la expresión anterior se escogen A y B para ajustar.)A.Cr. 

a los valores tabulados por Singwi et al ('l. 

Este ajuste se hace a trav6s de la función 't (ft) que 

esta determinada por la derivada de,A .. cr .. (r) l 

.A;., tr.l= 't • .A~ cr.) ; ~(r,.) =pe,..>-- r.13'cr.) 
que en tl!rmirios de la energia de correlación se escribe como 

r4(r.) = 1- :.!t.! ( .. 4ª'-. - 2. J '') 
' l 1lt Jr. 

al sustituir los valores de la energia de correlación dados 

por Singwi ~es casi lineal la forma def,es decir 

'tlli):: I+ ~ · X= !t.. 
1 + ll ' A 

aquison ajustados los valores de A y B. 

La expresión final de.)-\.¿:on valores apropiados para 

las constantes A y B, es: \] 

.A, .. ly¡)=-o.02Tor[~: + D.HJ'f l"(1+~u~r.;r~(t) 
Para que el potencial desaparezca cuando r ... • se re

define como 
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]I.ljl 

donde n(!) esta dada por: 

ntr): n.+Llnlr) .~ .. 
JI.;¡¡ b 

con n0 la densidad electr6nica no perturbada. 

De esta manera se sustituye tambien n(!9 por fJ n(!l 

en la ecuaci6n II.21 para hacer que el potencial desaparez

ca cuando r ..... Una vez hecho ésto, se pueden resolver au

toconsistentemente las ecuaciones Il.19 a 11.21. 

El cálculo de la densidad electr6nica se hizo supon! 

endo: 

1) Que los iones en el metal estan lo suficientemente aisl~ 

dos, así, la densidad electr6nica total, n.Cr), se puede 

tomar como: 

n. o:) = f n l r -!'.•) 
Donde la J!.1 son las posiciones de los iones en el metal. 

2) Se tom6, para el calculo, un nGcleo de carga Z, en un gas 

. de electrones infinito, con densidad no perturbada n., y 

se calculó la distribución electr6nica alrededor de él. 

Debido a las suposiciones 1 y 2 tenemos simetría es

férica. Por tanto, la expresi6n para el potencial efectivo, 

ec. II.21 queda dada por : .. 

v. lr):: -.!.+ J_ l'r11rrr•ª 11n O:') el.\"' +j~r'dn(r') J"'+ V"'(rl 
f r y ... :n:.is 

º r 
donde se utiliz6 el hecho de que 11\! - r\es la funci6n ge-

neradora de los polinomios de Legendre y las propiedades de 

ortogonalidad de estos, 
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y la ecuacion de Schrodinger se reduce a 

( -..!-~.+1' .. ¡(r)-t .R(.l+ll_ E)i-ll.0 (r)=O Jl . .29 
;l. .lt<' \'"~ • 

donde Rt~(r) es la función de onda electrónica radial con 

momento angular 1, en el estado electrónico k y E~ son los 

eigenvalores de la ecuación de Schodinger de una partlcula 

11.17, para el estado electrónico k, 

Para estados no localizados: E~~1/2k~ donde ! es el 

vector de onda electrónica (recuerdese m•1), Las funciones 

de onda radiales para estados ligados con energlas E~<º• los 

denotamos como R~(!), 

A grandes distancias el ntícleo es apantallado total

mente, asl, rV04 (r,CD )•O, Las funciones de onda radiales 

para los estados no localizados tienden a una forma asintó· 

tica, que puede ser obtenida a trav@s del an4lisis de ondas 

parciales¡ 6sta es: 

R, 14 ll') = c.oPt, J.c (\'.r) - S«-Vl 'l, n, ti: -r) 

donde .lt y nt son las funciones de onda de Bessel esfl!ri!=as 

de primera y segunda especie y ~.depende de k, Para esta· 

dos ligados la forma debe ser: 

n.. !J(j 

r R" Lr) "'"' ~.-~·"" .• • 11.. 3) 

donde 

A tav6s del teorema de Levinson(~) se obtienen los 

estados ligados, este teorema dice que 
· 1,·.., '1.1 ll'-) = n. (...e) "tT 

i:-> o' 
dondena ()) es el ntímero de estados ligados de momento an· 

gular .R • 
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Para obtener el cambio, f!j n(!.l en la densidad elec

tr6nica, tomando en cuenta que las funciones de onda para 

los electrones, cuando no está el núcleo, son JA (¡..r) y uti

lizando la ecuaci6n II. 17 para calcular n (!.), llegamos a: 

fl '(\ lr) :=. n (.i:) - Ylo 

= _L,. f k: .. c\ ~ ~.., (2.I + 1)[112,~ (r>li- \J.c (t. r)n t :i I Ri. crJl1 
'IT~ J. J.•º •.• n.3:i 

En la ec.uaci6n II .32 se ha tomado que .kF es la misma 

para Ri~ y Jl • S6lo consideramos las funciones radiales 

llt~(r) ya que, como existe simetrla esf~rica las partes ang!!_ 

lares de las funciones de onda, sumadas sobre el número cuá.!!. 

tico m dan una constante, Además, la suma sobre el número 

cuántico de momento angular,~, se toma para un número fini 

to y no hasta infinito como deber1a ser, ~sto es porque el 

potencial efectivo en la ecuaci6n 11,29, para) grande, está 

dominada por el términol (1 +1)/r1 , por lo que la funciGn de 

onda RA•(r) no es muy diferente de J~ ( r). 

Para el potencial efectivo v~, se debe tener que el 

número de electrones desplazado sea igual a la carga del nú 

cleo. Si esto se cumple, se debe tener 

l::: -;¡. 1:°°""Q..f+i)'l..t(\(F) 
-;;¡¡:- J=c> 

... n. 33 

donde Z es la carga del núcleo y 'l( ( ~) son los defasamien

tos evaluados en el nivel de Fermi. La ecuaci6n II.33 .es. C2,· 

nacida como la regla de suma de Friedel(lf), 

Debemos sef\alar que el conjunto de ecuaciones_ ·d~'·H-;K,S. ·· 

II.32, n .. zs y II.Z9 que se resuelven autocomiis~én\emente 
' ·. >:.~.; -~;\··, 

·· ... ~· ·; ~ 
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no tienen una convergencia automática. Es decir, si propon! 

mos un potencial soluci6n tf (!) no tienen una convergencia 

automática; Es decir, si proponemos un potencial soluci6n 

y resolvemos las ecuaciones, el nuevo potencial no mostrar,, 

en general, convergencia. Para lograr convergencia se utili 

z6 un artificio(S) por medio del cual se puede obtener una 

convergencia automdtica. Tal artificio consiste en lo sigui· 

ente: 

Se plantea la ecuaci6n de Poisson como: 

Cv'!. ~·)~en= - 'f'fl r tr) - ~· !15eri 
donde ~ (r) es un potencial debido a la distribuci6n de ca! 

ga P (!) y K es una constante, 

'JI,3'f 

De la ecuación II.34 obtenemos una relaci6n de recu· 

rrencia para el potencial dada por: 
. .f(f!'-t'I [ ,1..(<-1) JJ JS 

,,l.''('r) - J 'v' ~ 'ITT !Cr.' l -t i'~ 'f' ( r•) · · · · 
'f - - 4 "117'/r-!'I 

Es decir se propone un potencial inicial (J-1
que se 

sustituye en II.18 y se calculan las funciones de onda, con 
ellas se contruye la densidad !I,18, La densidad obtenida 

juntó con rp'"'se sustituyen en II.35 y se obtiene ~''! este 

proceso se repite hasta lograr la convergencia. La cons· 

tante K acelera el proceso de convergencia esta se escoge 

dependiendo de los valores de la suma de Friedel y gene· 

ralmente es menor que tres. 

Teniendo la expresi6n para la densidad de carga eles 

trica, para nuestro problema, dada por: 

/lr') = ntr')= (_r-QE).[ (!..')- n. lt') 
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donde Z es la carga del nGcleo, QE el nGmero de electrones 

que no son de valencia y n la densidad electr6nica de vale~ 

cia, el potencial queda dado por: . j -l'lr-.1:'1 [ 
,J.l•)("")- ,.,. ~ -'t1TY1.(!')t 
'f ! - <l 't'ff / r- r.• I 

-1<r 

~· l··iJ<.r')] +~e 

... JI. 3'-

' 
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3.- Resultados para la densidad electr6nica. 

"::1'.' _ 

El cllculo de las densidades, se hizo para dos mate

riales, Li y Al. Aunque solo .se grafic6 A =1 con Z•3 para Li 

y Z=13 para Al, las densidades fueron obtenidas para valores 

de ,l entre O y 1 con incrementos de 0,25/3 para Li y de 1/13 

para Al. 

Ademls, todas las densidades se volvieron a calcular 

aplicando presi6n al material, Esto fué hecho .a trav~s del 

parlmetro rs, que representa el radio que en promedio ocupa 

un electr6n y está dado por: 

rs.:: ~ )", 
con 

n. = .N. 
V 

Así, al disminuir r, , la densidad n. aumenta, tenie!!. 

do, de esta manera, mls electrones por unidad de volumen, 

Las variaciones de r, tanto para Al como para Li {U.!:, 

ron de la siguiente manera 

rs. = r.1. (l·N•o.01) 

donde N es un entero. Se disminuyó r4 con esta expresi6n ha~ 

ta un 25\, pero solo se reportaron los valores de N=0,2 y 4 

ya que en laboratorio se trabajan variaciones entre cero y 

ocho por ciento. N=O representa presi6n atmosférica. 

El valor de r,. empleado para Li fué 3.236 u.a. y para 

Al fué 2.0641 u.a •. 

las gráficas I.1 a I.6 muestran comparaciones para 

diferentes rs (rs., rs, y rs~ ), para cada elemento, es decir, 
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al variar 11. con la presión, en estas gráficas vemos que e

xiste un cambio de periodo.de la densidad a medida que cam

bia la presión, ésto puede ·verse al considerar la expresión 

asintótica (oscilaciones de Fricdel) de la densidad que va 

como 
"'- A e.os (Hr r+ Cf) 

~ ... .,, 
Como k~~l.92/r~ , al disminuir rs aumenta k,, por lo 

que el periodo cambiará, es decir, deben existir m&s máximos 

y mlnimos dentro de un mismo intervalo. Esto sucede no s6lo 

en la forma asint6tica sino en todo el perfil de la densidad 

mostrado en las gráficas, aunque en ellas, para los primeros 

valores de [las densidades coinciden practicamcnte, 

Nosotros esperamos que este corrimiento de los máxi

mos y mlnimos que da una forma diferente para las oscilaci2 

nes de Friedel se refleje en los potenciales interiónicos. 



4"r'An fu.a.) 

0.1 

Z.3 

Z.4 + 

+ 
z ·º + 

o.o 

• 
1.6 + 

1. z 

+ + -0 •. 1 

lo 
0.8 + 

+ 

0.4 
....... + • • •• ... + +• ......... 

o.a .. 

;¡ 4 

•• 

' 

•• 

' 

.. . .. ,,. 

... • 
6 

·.··· .. • 

15 

+ t 
+ 

• .. 
7 

.. 
.. .. +. ¡ 1 

•; .. • .. 

'2l 

. ... .. + ••• 
t 

.. 
9 1 ~ r(u,a,) 

Figura l !. 1 4irr' 119r la densidad electrónica para rso ("") y rs;a. (+++++) con Aºl 
par:'. L1. 



Figura II.2 4'11"r' por la densidad clcctr6nica para rs. ("')y rs, (+++) ,cun .<~1,'para Li 



4trr'A n Lu.a,) 

: 18 

! 12 

1 

1

1 o •• . . 
1 ... 

1 8 

1 

1 6 

1 4 • 

o • 

. " .. . . . . . 
• • • . 
• . 
• . 

1 J(lo" 

0,J 

o.6 

Q.4 

0.2 

o.o 

- 0.2 

. - o. 4 •• . · . 

r"I. 
i i . . .. \ . . 

: . . 
• • 
' 

• .. 

... 
\ -

0
'
6s 6 7 

\. ··················· 

I<· .. . . .. . .. . :. ~:·. .. . .. . ,. . .. . . . . .. .. 
.. 
··' \ 
' 

, . .. .. .. 
'• .. .. ' •. •. .•.· 

\. _ .. ·:.· ..... .. 
9 1 o 

"'------..... ······ ............ .................... 
··························· 

3 S r(Ü.a.) 
Figura II .3 4"r' por la densidad electrllica para rs, (• • • •) y rs,, {+++) con). .. ,, para Al 



4,.r•4 n u.a. 

.16 

14 

12 

1 o •• 

8 

6 

4 • 

o 

. . . ... 

··"'· .. . . 
. . 
• 

xur• .•.- ~\ 

o.a 

0.'6 

0.4 

0.2 

- o; 4 1 

.... .. •' .. •' 
:.· ·.·. 

. . .. 
' . .. 

.• 

.. ... . 
•' ... .. .. . " .· .· '·. ··:. :' : 

' \ o. 6, ___ _. ____ _._ __ -.:,._·..::~· ........ ___ ...._ __ __, 

\, . s . 6 7 1 o 
-,~ ............................ .. ............ ............. ~ ........................ . 

3 S r(u.a.) 
Figuril !I.4 4'!rr• por 111 densidad clectr6nica paru rs.( .. •) y ri;,(+++) con A=l, pura Al 

·~ o 



.6 

.4 

.2 

! -.2 
¡ 

. _,4 

-.6 

.. . . .. 
•• .. . . .. . . 

·: .... . . ... · 

11 

.• . . 

12 

.... ... :•·. . . . . . . . . . . . . . . 

13 

. •· . -.- . . . . . . .... • • • . . ' . 
··~.,.· . . ... 

14 15 

····. .. ··~'··. · . . . . 
• • • . . . . . 

• 

16· 

. 
• 

.. • • • • . 
,• . . . . 

17 

. . .. :•····· . .... 

18 

Figura II.S 4th-'" por la densidad electr6nica para rs,,('") y rs1 (+++) conil.a1~ para Al 

'· 

19 20 r(u.a.) 



_, 

.. r 

.4 

• 2 

o 

~.4 

---• 
• 

• 
• • .... - . .. ,. 

.... 

11 

.. ' 

. • 

.···· . .... ,:. . ' . 
• • '. 
" 

12 13 

. .... 
•••••• i. •• . ,.• ~. ' ' 

/ .:. '~;: .. 
4 

.• . 
• . • .. ' . . .. 

~ .... :~ ~~-=·· .. · .... 

14 15 16' 17 

Figura II.6 4rr' por la densidad electrónica !'ara rs0 (• • •) y rs~(+++'.) con;t•( !'ara Al 

,····· . .. ......... '. 
' .. . 

• • 

,, .. .. : ·. • • • • . . . 
• • 

.· 
'. -.--.-.. --

18 19 

• . 
• 

N 
N 

20 r(u.n.) 



23 

CAPITULO III 

MODELO PARA EL CALCULO DEL POTENCIAL INTERIONICO 

1.-Ecuaciones del modelo empleado 

El modelo que se utiliz6 para el cálculo del potencial 

interi6nico, está basado en el formalismo de la funcional de 

la densidad (H.K,S,). Este modelo consiste en un gas de ele~ 

trones unifoTI11e, el\cual está contenido dentro de un volumen 

muy_ grande. Dentro de este gas se colocan dos núcleos de car 

ga z. 
Si H. es el Hamiltoniano correspondiente al gas uni

for~e de electrones, cuya densidad denotamos por n. , al 

introducir los dos nGcleos de carga z, poniendo éstos sepa· 

dos una distancia R encontrándose uno en el origen, el Ha

mil toniano del sistema cambiará por una cantidad H' dada por 

tt'(r) ""-J "/'h) ( .i.+_L \) '°j'(r) J'y .nr.1 .,. 1r-~ 

Así, el nuevo Hamiltoniano para el sistema de elec· 

trónes serll: 

H.,., =H. + H' 
... J[. l. 

En este cálculo se introduce el Hamiltoniano H( .l) 

con ) variando de cero a uno, de tal manera que: 

H•~ ( )J= H0 + ÁH'- . • . Jll:.· 3 
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cumpli~ndose, Hr .. (O)= H. y HT._ (1)= ~ .. ,. 

El Hamiltoniano H1• ( :l.) describe el mismo sistema que 

Hr .. , pero H1._ ( l) tomando una carga externa J. Z en lugar de Z. 

La funci6n de onda del sistema de muchos electrones 

,. corresporidiente al Hamil toniano H1• (,U depende, tambi~n, de 

Esta funcilln de onda sed denotada como ~ ( ). ) , 

Debido a la presencia de los dos nOcleos, tendremos 

un cambio en la energia del sistema; el cambio en la energia 

dél. estado base, /J. fa, del sistema de electrones se puede o!!_ 

tener utilizando el teorema de Hellmann-Feynmann(~). Dicho 

cambio est§ dado por la siguiente expresi6n 

A E._= J ~ <1'C~)ll H') i'())> 

Incluyendo ahora los nOcleos, el cambio de energia 

-total,/¡ ET , estA dado por: 

11I.. 'I 

.I: + f¡E .. 
~ l 

~ +j .:D<.PO))-(l:.-t3- )l ~O)> 
R I" Ir-!\ · 

o 

= i~ -c)
1

d.)Jf,(r)f-~ +_L..,ld_t 
-- • . \r-11. R . - -

o 
•.• JII..5 

En la ecuaci6n IIJ,5 se introdujo la densidad de car 
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ga electr6nica f¡_ (!,) en el estado \i'OJ). Hemos usado las un!_ 

dades e·~·m=l, donde e es la carga del electr6n, ~es la co~ 

stante de Planck dividida por 217' y m la masa del electr6n. 

Por simplicidad, en el modelo usado, suponemos que la 

densidad f¡. es la superposici6n de las densidadesdesplazadas 

A niC!.l alrededor de cada n6cleo, esto se hace para tener 

simetría esférica. Asl P~ queda dada por : 

~ lr) ::::: ti Y\i ( r) + .H\i ( r- H ) + no 
la validez de esta aproximaci6n se ver4 hasta tener los re

sultados de los fonones, 

Sustituyendo III.6 en III,5, redefiniendo el origen 

de energ1a para eliminar el término producido por n0 , que 

es una constante, y reteniendo s6lo la parte que depende de 

R, obtenemos: 1 ] 

iH (~) = L _ i!JJ [ ¡,n1lr) + A vi) t;-o J¡J'i-
1 ~ º lr-!! \ 

en otra manera, el potencial interi6nico V(R) ser&: 

Vt~)= J.:_ .iaJJ• AY'ldr) J~J.'-r ID.i1 
1l • 1r-l?.1 

Utilizando los polinomios de Legendre con sus propi~ 

dades de ortogonalidad y teniendo en cuenta que 1/f !.·!.'I es 

la funci6n generadora de los polinomios, la ecuaci6n III,7 

se puede reescribir como: 

V (R): -f- 2: f). r f7Tr' .1Yl)(r)Jt + l:lk>Tfrll. JlVI~ {r)]J~ ... ]I.. g 

Para calcular el potencial interi6nico, V(R), es ne

cesario conocer A n~(!,) y como se mencion6 anteriormente, 

Esta se obtiene a partir del formalismo de H.K.S., 
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2.- Potenciales obtenidos. 

Las tablas 1 y 2 muestran los valores para la segun· 

da derivada del potencial en el primer mlnimo, vemos que el 

valor de ésta se incrementa cuando aumentamos la presi6n. La 

raz6n de esto puede darse, considerando a los iones del cri! 

tal que se mueven dentro del pozo de potencial, como si cada 

uno estuviera en una caja sujeto con resortes, al aplicarle 

la presi6n reducimos el tamafto de la caja, debid~ a ~sto, la 

frecuencia con la que oscila el i6n es mayor y tomando la r!:_ 

laci6n w ~ ~ k/m se tiene que K tambien debe aumentar, esta 

k es la constante del resorte y es proporcional a la segunda 

denvada del potencial, por tanto ésta tambi!!n aumentarfi. 

Asl, al aumentar la presi6n aumentar4 el valor de la 

segunda derivada del potencial. 

Las gr§.ficas III,1 a III.4 muestran con¡:araciones e!!. 

tre los potenciales obtenidos para Li (é Al) a diferentes 

presiones (rso, rs~ y rs~ ), 

En las grificas se nprecia que al aumentar la presi6n 

los mlximos y m1nimos se hacen mls agudos, esto se observa 

mejor para los resultados de Aluminio. 

Para Al los cAlculos del potencial fueron repetidos 

con 50 puntos en l , no observandose cambios apreciables 

con respecto a los obtenidos con 13 puntos en l. 
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RSN • RS.{1 • N*U.01 

~, · .. • ~~.';;:-:, ',.;.-·- .' . .;,t,; :·c.{;'~"-

RS 2. ~· L1,út.'.>· 
,, 

., - "·>->,,"'.·• .• ~:~:· ·.• 

. RS~:·a 3;JQ~6j;;~ 

Valor de In segunda deriva 
da en el primer mínimo deT 

.potencial. (u.n) 

• 01113 

• 01231 

• 01375 

.TABLA·.· L ·valores de.la segunda derivada del potenci.al 
·, ~para el primer minimo de este, para Litio a 

diferentes presiones. 

RSo ª 2; 0641 

RS 4 a 1.9815 

Valor de la segunda deriva 
da en el primer mínimo deT 
potencial .(u. a) 

.• 1188 

• 1234 

~---~~ 

.1317 

TABLA 2. Valores de la segunda derivada para el primer 
mínimo del potencial interi6nico para aluminio 
para diferentes presiones. 
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CAPITULO IV 

LA APROXIMACION ARMONICA AUTOCONSISTENTE 

Una vez obtenido el potencial interi6nico, se proce· 

dio a obtener las curvas de dispersi6n fon6nicas (espectros 

fon6nicos) para cad uno de los materiales, Para ello se uti 

liz6 la aproximaci6n arm6nica autoconsistenteC 3 ), 

En los problemas vibracionales, generalmente se con• 

sidera que la energ!a potencial total es funci6n unicamente 

de las posiciones nucleares, es decir, se asume el slguien· 

te Hamil toniano: 

H = ¿ ·.J- v.A + + '.fs 'l)" < !.i - & .. !ll.- ~) 
' 2.1'1 

donde ~· es el desplazamiento del 4tomo i de su posici6n de 

equilibrio ~' • 

La energ1a potencial, v, se puede aproximar por un d~ 

sarrollo de Taylor, alrededor de las posiciones de equilibrio 

de los 4toaos. As!, la energ!a potencial queda dada por un 

termino constante mls un termino cuadratico y otros de orden 

mayor en las potencias de los desplazamientos at6micos. Si 

dnicamente el termino cuadratico es importante, (aproximaci6n 

arm6nica), el problema de vibraci6n de la red se puede resol 

ver completamente en terminos de ondas el&sticas independieu 

tes, caracterizados por un vector de onda q, el vector r que 

que describe la direcci6n en la cual los átomos se mueven es 

llamado vector de polarizaci6n y por su frecuencia <AJ. En m~ 

c&nica cu4ntica, la energfa de cada onda elSstica esta cuan· 
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tizada y se dice que existe un fon6n para cada cuanto de ener 

g!a f¡ w, 
¡ ~ 

Dentro de la aproximación armónica autoconsistente 

(SCHA), el cristal se describe como un conjunto de oscilado

res armónicos. la idea principal en esta teor!a es la de S.!:_ 

Íeccionar un Hamiltoniano de prueba que tenga la forma del 

correspondiente a un oscilador arm6nico, es decir 

1 IL = 4 -...!... vt .f- -.. ' 5"" J. (U,¡ - u, ) ' ~, .. ( ~ - u.. ) n.. ' 2,.. q ,. - - y~ -
La mejor selección de 5Á, , de este conjunto de osci

ladores, fu~ encontrada por Boceara y Sarma(') por un m~to-

do variacional. En este ml!todo las constantes de fuerza en 

el Hamil toniano de prueba son los parametros variacitinales 

que se obtienen minimizando la energla libre, 

En la aproximación SCHA, las frecuencias ~on6nicas 

y los vectores de polarización estan dadas por la ecu! 

ci6n de eigenvalores(3
), (ver apéndice) 

·-·]F.< 

w~ U) E.;'-!)= L D-<p (1) éf C!) :IY.3 
" (J donde lA (q) es la componente cartesiana del vector de po-

larización f;¡. (q), y la matriz din!mica esta dada por 

D-<(l(f) = -}¡-f (J- CoS('!·&))(J{,).,
1 

··· ']Jl..'-/ 

En la cual, la matriz de constantes de fuerza.{ÁJ (R ,) , 

" esta dada por el promedio térmico de las segundas derivadas 

del potencial 
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En la ecuaci6n IV,5, !!. ~sel vector correspondiente 

al desplazamiento del átomo) de su posición .!!_ .( y ~!R + !!,l 

es la derivada tensorial del potencial interiónico, y ~ 

es la función de correlaci6n desplazaminto-desplazamiento d! 

da por 

~ .. , == <. (u ... - ~ ) ( ~ - ~" ) ) = 
1 ..,. (1 c.os!·!!)E!"'<r)e:(.!) 

¡¡;J i¡). - - " 
X c.c>-th (t13f..w~(')Y~c,..J ····JJ.G. 

Las constantes de fuerza />.,f 'CR.t ) juegan el mismo P! 

pel que 1'r,IB.l en la aproximación armónica, (HA), 

El cdlculo de las curvas de dispersi6n fué hecho in

cluyendo interacciones entre las primeras 22 capas de veci

nos, tanto para el aluminio como para el Litio. 

Para ello, se utilizó el método dado por la referen

cia 3 para calcular los elementos de la matriz din§mica. El 

m~todo relaciona las constantes de fuerza del modelo axial· 

mente simétrico paran vecinos('ºl,(A.S.) con las del modc· 

lo de tensor de fuerza. Esto se muestra en el apéndice C. 
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CAPITULO V 

CURVAS DE DISPERSION FONONICAS (ESPECTROS FONONICOS) 

Se han calculado los valores de las frecuencias de 

oscilaci6n, utilizando la aproximaci6n armónica autoconsis

tente, los resultados obtenidos se comportan bien físicame~ 

te al variar la presi6n, 

El m6todo autoconsistente se inicia dando como primer 

valor para las J., los valores de la segunda derivada del 

potencial calculado en el capitulo III, estos valores se SU! 

tituyen en la ecuaci6n IV.4 obteniendo los elementos de la 

matriz dinámica con estos valores para la matriz dinámica se 

encuentran los valores de las frecuencias w,., a partir de la 

·ecuaci6n IV.3,·Es~a valores corresponden a las frecuencias 

en la aproximaci6n arm6nica, con estas frecuencias se cale~ 

lan los valores de¡ usando la ecuaci6n IV,6 y con estos V! 

lores se obtienen las nuevas f¡¡ a partir de la ecuación IV .5 

se prosigue asi hasta lograr convergencia en w Hay que h! 

cer notar que los valores de la segunda derivada del poten

cial obtenidos en el capitulo III se conservan durante todo 

el proceso dentro de la integral de.la ecuación IV.S. 

El m6todo empleado, SCHA, tiene una convergencia rá

pida, ya que s6lo necesit6 alrededor de cinco iteraciones 

para que convergieran los resultados, 

Las gráficas V.1 a V.4, muestran comparaciones entre 
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las curvas de dispersi6n obtenidas, observandose c6mo se i~ 

crementa el valor de las frecuencias, aunque sigue mantenie~ 

dese la forma de las curvas. 

Hay discrepancias en cuanto a la m&xima frecuencia 

obtenida. Para Litio es mayor en un 40\ con respecto a los 

resultados experimentales y para el caso del Aluminio la di 

ferencia es de solo 20\. Estos resultados son alentadores, 

dado que es un cálculo de primeros principios y es sumamen

te complejo. Probablemente pueda mejorarse tomando una mejor 

aproximación para la densidad expresada en la ecuaci6n III.6, 

En las gráficas V.5 y V.6 se muestran los valores experime!!_ 

tales para las curvas de dispersión fon6nicas de Li y Al ( 11 l. 

Las gr&ficas muestran las ramas acústicas en las di-

recciones (qOO),(qqq) y (qqO), en ese orden,para el caso de 

Litio· y (qOO), (qqO) y (qqq) para el caso de Aluminio¡ se ha 

indicado cuales son las ramas transversales denotandolas con 

la letra T y cuales las longitudinales indicandolo con la 

letra L. 
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1.6 (q O O) t-
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CAPlTULO VI 

COMENTARIOS Y CONCLUSJONf.0 

El método empleado en la referencia 4, para obtener 

las densidades electr6nicas y potenciales interi6nicos de Li, 

ha sido extendido en este trabajo para el caso de Aluminio, 

con resultados cuyo comportamiento al someterlos a presión 

es el ffsicamente esperado. 

Los resultados para el Li, que también fueron aquí 

obtenidos para diferente intervalo de valores de la presi6n 

(disminuyendo el par!metro rs. 2 y 4\) que en la referencia 

12, siguieron comportandose en forma físicamente adecuada. 

La magnitud de la frecuencia de corte obtenida, es 

un poco mayor ("""40\) que la de las curvas de dispersión 

experimentales(") para Li.Y solo del 20\ para el caso de Al. 

Una razón para justificar el hecho de que para el Li 

se tenga una diferencia mayor, con respecto a los resultados 

experimentales, que para el caso de Al, es que para el Li 

se tienen problemas de no localidad, 

Los espectros fueron obtenidos para diferentes temp! 

raturas (0,10 y 270 ºK), sin apreciarse en ellos cambios n~ 

tables con la temperatura, Las curvas de dispersión mostra

das en las grlficas son para temperatura OºK, 

Existen calculas recientes con los que se obtienen 

potenciales interi6nicos utilizando teoría de pseudopoten-



44 

ciales y a partir de ellos, propiedades termodinámicas, con 

con buenos resultados para metales simples. Estos cálculos 

tienen desventaja, físicamente hablando, ya que no son com· 

pletos, como es el caso del trabajo de N.A.Harrison, !'!.JQ.(ll) 

(1982), que combina teoría de pseudopotenciales de segundo 

orden con la funci6n dieléctrica de Thomas·Fermi y no incl~ 

ye efectos de intercambio y correlaci6n (este trabajo no di. 

ce qué sucede en el caso de usar otra funci6n dieléctrica, 

como la de Singwi(') por ejemplo), Otros trabajos, como el 

de J.P. Chelikowsky(/~)(1980), obtienen un pseudopotencial 

a partir de una densidad electr6nica, construida de expone~ 

ciales, que reproduce la densidad de carga obtenida por el 

método de H.K.S, solamente fuera de cierta regi6n esférica 

de tamafto arbitrario. 

Manninen !!._!!(IS) (1981) utilizan H.K.S. para cale~ 

lar la densidad electr6nica y posteriormente teoria de pse~ 

dopotenciales. Reconstruyen la densidad de carga para! pe· 

quefias en términos de un polinomio y a partir de esta reco~ 

strucci6n definen unpseudopotencial local. La manera que 

dan para reconstruir la densidad no es Onica. 

Los dos trabajos mencionados anteriormente (14,15) 

remueven los " rizos " de la densidad de carga cerca del 

origen por diferentes métodos. Por tanto,cierta arbitrarle· 

dad (6 conveniencia) permanece en sus cálculos. Los trabajos 

con pseudopotenciales como los anteriores tienen la ventaja 

de poder dar muy buenos resultados ajustando par~metros co~ 



45 

venientemente. 

De lo anterior, podemos ver que nuestro cálculo (au~ 

que no reproduce con alta precisi6n los resultados experime~ 

tales) tiene ciertas ventajas conceptuales con respecto a 

los trabajos mencionados que resultan ser no completamente 

ab initio, como se plantea en los trabajos, 

Sentimos que el método puede ser mejorado, en parti• 

cular en la suposición dada por la ecuaci6n IIJ,6, 

Por lo que toca al cálculo de las curvas de disper

si6n, creemos que puede ser extendido a materiales HCP, 

Por Gltimo, también se puede considerar que en lugar 

de introducir un i6n en el Jellium, cuando se calcula la de~ 

sidad, el introducir ese i6n en una vacancia del jellium, 

m~todo utilizado ya con frecuencia(' 5l, En el primer caso 

corresponde a introducir el ión en un sitio intersticial 

mientras que en el segundo caso se introducir1a el i6n en 

una vacancia (sustitucional), 
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APENDJCE A 

Matriz de densidad y valores esperados (Mecánica Cuántica) 

Dado un ensemble de N sistemas idénticos con N>>l, 

caracterizado por el Hamiltoniano R para el tiempo t, la fu~ 

cHSn de onda "f'"(r, t) es la correspondiente al estado físico 

del s~stema k del ensemble, donde k•l,2,,,,,N, 

La variaci6n en el tiempo de la funci6n 'l""(r~ t) estlí 

dada por la ecuaci6n de Schrodinger 

Ri'"lt)-= i:t "Í'"ct) A.1 

La función de onda 1'"Ctl se puede escribir en térmi· 

nos de ·un conjunto completo de funciones de onda ortonorma

les 'f,. , es decir: 

A.l 
con 

C\.~ (:t) = J lf..4 "f"c.t-) d,. A. 3 

Definimos ahora el operador de densidad { (t) como 

f. (i)::: _L l:. [a.~ (t) o.."~~ c.t>J 
'""' /.1 ~:¡ 

A. 'Y 

estos elementos de matriz f~>son el promedio del ensemble 

de la cantidad ~~CtJa! (t), que varta de miembro a miembro 

del ensemble. Los elementos de la diagonal l..~ (t) son el pr2 

medio de ensemble de la probabilidad l O. ..,(tJl~ , donde }e¡., (tJI .. 

misma es un promedio (mecánico-cuántico). 

Ast, tenemos un doble promedio, uno.debido al aspecto 

probabilistico de las funciones de onda y otro debido al aa 

pecto estadtstico del ensemble. 
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La cantidad f.., (t) representa la probabilidad de que 

un sistema escogido al azar en el ensemble, se encuentre en 

el estado ~. 

El valor esperado del operador A, está determinado por 

el doble promedio, es decir 
/J J -y;~~ Á Y'. J. "/ l..~)= -'- 'Z. 

N "~' 

l :t [ z: CI.~ * ct! A ..... J ::- .. 
-¡:¡- .. ,., 

'"' 

con 

A.,... = j Cf .. ' Á 4' ... J "r 
o en tErminos de la matriz de densidad 

< $.) =- ~ f..... A ... =- .?; ( f t) ..... = fv ( f )) 



48 

APENDICE B 

Aproximaciones arm6nica (H.A.) y arm6nica autoconsistente (SCHA) 

Para un s6lido que tenga un átomo por celda unitaria, 

si tomamo' como vectores base !•~ y E.• las posiciones de equ! 

librio del cristal estan dadas por 

donde m,, m~ y m) son enteros, 

Si denotamos el desplazamiento de la po,ici6n de equ! 

librio del átomo i por ~' , el vector posici6n del átomo i 

sed: 

Por otro lado, tenemos que la energia potencini total 

es la contribuci6n de todos los distintos pares de átomos, 

e' decir: 

e.1 

V - t ¿ '\J"(n-rJ)=...L %i.r(!_f-~J+~-u.J) ··· &..2. 
- -;:: C:) - - .2. c.j - -

As~. el Hamiltoniano del sistema está dado por: 

¡.+:: 4 Pt'°lt>) -t lJ 
' .2. 11 

donde ~CR,J es la cantidad de movimiento y la posici6n de 

equilibrio para cada !tomo es R• y M la masa at6mica. 

Haciendo un desarrollo en serie del potencial U, que 
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es funci6n del desplazamiento de los iones, con respecto a 

sus posiciones de equilibrio, en potencias de los desplaza· 

mientes u , tenemos: 

V = - !:!.. 1 v- CR1) + .L -?; ( ~· -~ ) V V'( f• - f(J ) 
..1. c.: - .l. 'l 

.¡. .l. Z' [(u.1-~·) · V]·\,. ( 1:1- ~.i) + 'D (u!) B. '/ 
., ,¡ - :::.> - -

El primer t~rmino de la ecuaci6n B.4 es el potencial 

del cristal en equilibrio,.tf., el segundo t~rmino es la fu~ 

rza sobre el átomo i que ejercen los demás átomos, en equi

librio. Esta fuerza es cero. 

El primer tErmino de correcci6n al potencial de equi 

librio ,4 , que no se anula, es el tErmino cuadrático. En la 

aproximaci6n arm6nica todos los tErminos de orden mayor son 

despreciados. 

El Hamiltoniano queda: 

H= 
1' 

i"i tE) 
TM 

o.s 

donde 

P! = AJ :Z:'tT ( ~() 
.1 { -

y 
.D .. , :: (.)'V (~·-_!j )) 

~ 1.A.~ uPJ o 
cumple con: 

y las ecuaciones de movimiento son 

M Ü. ~ = - ¿ z:. D~~ C.(~ 
• (1 

B., 
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Definimos unas coordenadas Q~~tales que 

" 1 "'>"" o( ( •• i· u., := -¡--)~ e_ e., CI.,. e. .!1"' L ~) ' 

donde l.~ son los vectores de polarización y la ecuaci6n B,6 

queda 

... 13. B 

donde D(!) es la matriz din4mica. Los elementos de esta ma

triz son 

. - • /j. 1 

Las frecuencias wde las ondas descritas por Q» se ºR 
tienen de la ecuación de eigenvalores para los vectores de 

polarizaci6n 

Z D .. ¡1 ( ~ )_¿!1 -== w; !:~ ,. 6. /0 

donde los vectoru l~1cumplen con 

es decir forman un conjunto completo, 

En la aproximaci6n armónica autoconsistente(l), el 

Hamiltoniano 

es sustituido por el Hamiltoniano de prueba, dado por: 

13. , , 

¡.¡ = - 2 f'~"ci) 1 ~J .1;- l~-~) .. (i.'J).,,. (11:.< -~). .... B./). 
k ' --,:;;:;- -t 2 "' - r .. 
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donde las ~..:Jl serán determinadas variacionalmente. 
(' 

El Hamiltoniano H en términos de el Hamiltoniano pru! 

ba esta dado de la siguiente manera: 

H= H~ +~ t¡v(!1·~rl!c~)-+! f(~ .. -~j)JLl/ct·-Y.J) 
La matriz de densldad correspondiente al Hamiltoniano 

prueba es 

••• 8.13 

.La matriz de densidad del Hamiltoniano real queda d! 

da como V = H - H~ 

f ( H) : ~)CP (~ H~r Ytt { l.-f• J = <Z.')(p(-~ )/t. jt::''11i.,..uJj 

si U es pequefio tendremos 

O de otra manera 

F,_ ... i.....: r;. { fk +r' J." J = < H +F' /., /,, ) ... s.1v 

si tambien escribimos 
B. 15 

e introducimos la matriz 

B. I' 

podremos reescribir la ecuaci6n B,14 como 

F ,,_i.... "' fk .i-:f. { z v- ( ~ - R¡ + ':i!: -~)) 

_ * ?i ( i.·~ ) .. ,., L~"J t~ 
"f 

••. (3, Jr 
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Sabiendo que para cualquier función f(Il se tiene que 

~(.!+~):::: q_Ü·Vl(_r)~ 
podemos escribir que : 

z'\l(~-g¡i-~-~)), <~""K~1 ~~)·~1'> v(~)I .. . ,.v..'¡:~·~ 
y utilizando la propiedad de los osciladores arm6nicos que 

establece (" l: 

<. q_~·(f) = cZ.)(f [ .( l~ ·a")'°:> /.2 l 
obtenemos finalmente que: 

<v(! .. -~+~1-~¡ ))::- g.~rf+~ t J.··~t~ vv}rc~) 
Sustituyendo la ecuaci6n B.17 vemos que P,P•ioo.es fun

cl6n de ~ y ~ • Minimizando F,..,¡,..con respecto a estos par! 

.metros obtenemos: 

... a. 18 

Jr,. .. &J.. _ ..q <vv,,.(~+~_¡-~¡))--f (~t1,., == 0 ··· e..l'l 
J ( )<¡)~t -

• . . B . .<e 
= 

La ecuación B.19 nos dice que la mejor se1ecci6n de 

( IÁ·;~ es el promedio térmico de las segundas derivadas del 

potencial interi6nico, mientras la ecuaci6n·B,20 nos da una 

relaci6n entre ~ y ").. , 

La matriz dinámica puede ser obtenida como en la ··aprQ 

ximaci6n arm6nica, así: ., -<'~·~" ){,/.. ) 
D l ") .<..(1-(l.. lf{'.i-<• "'P ~ :- ~) r 

... B.-2 / 
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y la ecuación de eigenvalores es: 
,.\L lo( ~ n é(l - 2:° (1- ~<'_!$•~) l~·j. '.A.{:) ••• e;,.}.:J. 
"'-'~} "-~7- = r -e ·~ - fJ ;.,r 

~ 1. ... _ 4 (i- ~·~·'"')<vvv(~,,:+Y..•:...~y))l~;¡ 
w,.). "~ - ,J , 

De los resultados anteriores se puede obtener una e! 

presi6n para F~ en términos de w , Para ésto se tomarán las 

donde 

Q. ={2--'(o..+o!); if~,.-= ~ (o..-a.!) 
•) " "'•l 

Siendo Q• y 'I: los operadores de ascenso y descenso. 

Sustituyendo la ecuaci6n B.23 en la e:qiresi6n B.12 

para Hh , usando B.22 obtenemos que: 

H .. '::. {- ( ~ f .. J f .,l T w:,. Q~) Q • .,> ) 

6 

y en términos de los operadores de creación y aniquilación: 

La ecuaci6n B.23 nos da los eigenvalores para la ene!. 

gl:a 

De la ecuaci6n para la funci6n de partici6n 

••. l!>,.2.J.~ 
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p f . . ,.,-p lh - -;-
<l..- • .,,. T-r "- - .. ~.., .... 

- ~ /?(· •• n.···) cz. . 

= 

y de ésto obtenemos la expresi6n para F~ 

r., :: ¿ l' l .. ( :i..srt."' l. ± pu..¡,~ ) 
l). 

Sustituyendo la expresi6n B.25 en la ecuaci6n B,20 

obtene111os: 

1& :: 
.r~J~, 

2 e: o~ l. q ~ w,..~ ) J w.J 

.2. .s ...... 'h (-} {l ~,) j 1¡5..J ).,," 

Pe la ecuaci6n B,22 y utilizando las propiedades de 

l ~) , obteneaos al 111ul tiplicar de ambos lados por ("; y s!!_ 

mar sobre -< 

B.2s 

.. B. 'J~ 

J w.: - I (Hµ)-[1-t..xpU~· l'o):lr-< éP ~ -- ~~e,.) ~) 
J(<$.~J .. I' .2.'<.)•) 

Sustituyendo la expresi6n anterior en la ecuaci6n B.26 

obtenemos: 
J. f, 

j (~·.i)"f:: 
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Empleando la igualdad B.18, desarrollando v(R) en s~ 

ríes de Fourier y realizando la suma en el espacio k tendr.'::_ 

mos 
< 'V'(lt,:, +fu-gl) > = J¿3L{ v(t. • ., -r!:<) jJ~ (.:mr3 

x e.xr(-1~.y -J.."'. 1 .. ·"f.) ... a.2;i 
. .. 2 - ¡(c.J -

Para real~zar la tntesral sobre q·en la ecuaci6n B.27 

se tntrodujo la matrlz unidad 

I = 
Por lo que podemos escriblr la componente o< de ~como: 

... .B .. H 

Utilizando 

reescrlbimos la parte de la integral en q de B,Z7 como 

J J)1 f.)l'f'.h ~ 'l .. ( J.~1/1)' -.. ~ 1 .. 0,·,1r u~J· iJ e Ú¡] 
donde se us6 la igualdad B.28; sumando y restando el térm~· 

no .J: Ji i'1t (~~; )~U~y reagrupando los argumentos de la integral 

en B.29 obtenemos: 

B.:i'f 

Ji·" ~lt'•+ ~ tr + ( ),;'J.,.1 ¡'u¡ +:t1 .. )U.:f).,,.(f"U.;'4"' <«.r+'li<) 
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donde 

La integral sobre y, en la ecuaci6n b.30, tiene la 

forma: 

I = J (.)Cf-:i- [ - ~~ CZ.:.s)..- l:l1 c.. J d. 'j, 

donde ( 1 /· ) l 
(..: l1 .. [ º·)) r':z. + )t¡ ) ... ,1+1.:1~ R.21:.i),:J + V•'J JI J 

Completando el cuadrado en el argumento de la expone~ 

cial, obtenemos: 

J: <t.X'f' ~ J ~.xp(- ~ { '1 +..S.. 1") J'.\ 
8 Du 1. 1 ' .z O" .} 1 

toma.ndo )4 = ':\ , -+ .;___ 
.2011 OD 

I:'-= 12.y p S:... 1:¡rp (-~ ~·)J'>'.- e)(pl ~) ;i ( exf(- ~· ()..il4 ro.. 2 L,.,,, J~ -· 
I= e><f(S-) eo,. 

• •• D • .J/ 

donde se us6 

,.. ( ~) 
V\ a.""'"'I"' 

Las integralo para Y:i. y r.. son :iimllares, ~i :;e 

reaUzan tomando en cuenta, que lz·:il,• (2.'.l~.., 1ll expresi6n B,30 

fC$Ulta 
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Q:.)'.f> [~-..}u.,( J.·~lJ~ L<J J~Yr( .. ~-~" 0.-¡L,.11~)J.r~ 
= ~11)'t .. ~xp [ ¡;-; <.<, o.~J)u u"] ) J&f ) .. j¡-'1a ... s.3~ 

Sustituyendo el resultado B.3Z en la expresi6n R.Z7 

obtenemos finalmente ¡ J 
<-v(«~j ..,.u .. -<.:!,)))::-[(211/.J""+c ;i.,.j)r

1

• J 3~ v..,(futy.) 

x~xf(-.:f ¿¡.(i.:;r'.ü) ' .. B,3..3 
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APENDICE C 

Modelos axialmente simétrico(/D)y de tensor de fuerza. 

Si la energia potencial de interacci6n de dos átomos 

separados una distancia B. es t/J (IB.I)• al existir un des

plazamiento· ~ entre ellos tenemos que 

~(1Ji-t!:;5\) :: cp(R)+ ~ !:! . ~ J. J~ l!{ xl!Y' 
~ + .l-¡¡ ~· 

+1 ~ ( ~ ·! )z. t O (u•) -:f J ji~ p. 
donde el tercer t~rmino corresponde al desplazamiento rela· 

tivo perpendicular a B,. que produce una fuerza de " dobla

miento " (bond·b-nding) y el cuarto tl!rmino es productor de 

una fuerza central o fuerza de 11 e'tiramiento " (bond·stre! 

ching). 

Si todas las direcciones perpendiculares a B. son equi 

valentes las fuerzas son axialmente sim~tricas (A.S.). 

Para el dtomo i en la celda unidad cero, la energla 

potencial asociada a l!l puede escribirse de la ecuación C.1 

como: 
- 1 - -:r f · ?" 1 ~P .. ¡-~ [e,<~).() ( ~; · _:¿-p) .. 

c... I 

+ Co(pJoi)( ~P >< ~~ )'"] ••• c..2 

6: 
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donde g'f es el vector de posición de equilibrio y !:!.p el 

vector desplazamiento del 11tomo ¡J , en la celda-< , con re~ 

pecto del 4tomo i. C y C son las constantes de fuerza de 

" estiramiento " y " doblamiento " respectivamente, 

Para obtener los elementos de matriz dinámica usamos 

la expresión B.9 es decir 

( ) z {d,\ e,.;¡.¡; ... c.'/ 
~ D ... R ! :: ' \!"/'<-' 

con )~ ~(y.p) :: ~~)..~~)~ \rj;"(~¡)- ~·(~) 
)(Y; t ~d~~ ).t 1~;1 1 Jyp 1 

+ r/> 1 ( ~;) 

Para obtener la expresi6n anterior se us6 la regla 

de la cadena, las primas significan derivadas con respecto 

a la magnitud de !:!. -; , (!:!.~)_es la componente cartesiana de 

de !:!.f , yJM,es una delta de Kroneker. 

Calculando las derivadas de la expresi6n para 

y sustituyendo en la ecuaci6n C,4 se obtiene: 

M D ... .c C ! ) = l f ~ ~ {1!;!"2( c,((~,ol~-c.(P.,-'1)) 

c.5 

X l (I~~)... l~~ \ -t JJ ... ,ca(p_,o(,)] e.''!·Y 

Que puede reescribirse como 

M o..,,. (1)-= A<o)-AC'1) 
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donde 

A( 1) = f"(-1<,(s) \ R .. Cl)r_L -t e~ ( \'l) J ... ~) G. (.s) 
·. ';. .. .}~ .. ~.'1.f .•. · .. 

y 

¡:::, C.s) :: e, (V\) <'o(ri) 

Para obtener la expresi6n C.5 se ha utilizado 

) 
l'.,. f{"' 

(.~;J... ( R; ~ e - r::P _ .) 
--~~ 

ademb, ·se ha separado el tl!rmino q•O, para tener A(O)-A(q) 

haciendo explícito que se tiene una relaci6n de dispersi6n 

para modos ac6sticos (si el signo fuera positivo, i.e. 

A(O)+A(q) se tendrlan modos 6pticos). También, se han cam· 

biado las sumas, sin dejar de abarcar los mismos elementos, 

es decir, el simbolo n(s) significa que la suma est§restrin 

gida a los Atamos de la capa s y se suma sobre todas las C! 

pas. 

Si tomamos un cristal (FCC 6 BCC) con constante de 

red igual a 2a, con todos sus átomos de masa M, y tomamos 

las coordenadas del n-tsimo punto de la red de la s-ésima 

capa que tiene n• puntos, como h, a, h¡ a, h, a con h, q h1~ 
h, ~O, y además utilizamos la expresi6n C,5 y tomamos las 

:ombinaciones de h1 , h..· h, obtuvimos que: 
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C,.(S) ~ 2;• [c.o~(~~',1)<)['co~fhL1J,;c:o~(ttl.J'f'I) 

: :~~.~~t2~~~~~lli~Ii~t~~$~~f t ;~;:: :~,:~: :::~::;·) 
· .. ·<: ):··. ::;r -\ ... ":·;~ .,.... ~·..:· ~· ! 

+ C OJ ,( ~ r1q~')¿'b~,;~~,~~~~%s~tr~J'?;:x . • • C. b 

Y por medio de las ecuaciones C. 6 en e. 5 los elementos de la 

matriz dinAmica quedan como 

M D" = f <.13(.s)( Y'l4 -(vy¿)f c.os(~h.'?,..)c.os(a."1 q.i) 

+ e.o:> (a. h?>c¡.,)c.oJ(o.h.~,JJ+ c.os(a..l,,q'j){c.o~(o.l..c¡1)cos (al.~1"') 

+ cos (4 \,,. "l() e.os ( cü, .. ~.)]+e.os(<!. h, 1-)[ <.o.:i(11J,,.,!1,..)co~(o.4~~) 

+ c.os(o.ha~,.) e.os (~h,.i:¡.,)JJ) 

+ t ~h) -1( :i.-(11')\1,~ (tos(o.h1~.)[c.o.S(<d,f~) Co!>(ah,q.) 

+ to<:.( a. l.,,J t¡.J e.as(. <t l,._ ~i)] f" h•s e.os (a. h .. <:1») [ 

C.0!.( a.\.3 ~!>) (.O:,(c:i.l.,,,) . 

+ <.o~ ( Q. \.,, c:t!I) C.o,5 ( C.,.\,3 :,:, )] + 1..: c.os(cü,1 '":f.i<) r 
(.os ( "- ~' ~'l) e os ( a.k.. i,) + e.os ( d:t '1~) co~f r.t., "!,)]]) 

•. ~ c. ¡r. 
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y M D~j :::- f !'-,es) ~· ( Yi,1) f ¡,, li,c.os(cd,,,%){sJ.J.i {<i~.~ ... ).w1( <>.h, "~) 

t.S~(a..hJ 1y.)&~V1 (a.h1'f~)Jt h1h• (..0~(o..h,"1J)[ 

· ', ~ .. "-(~ h2 fi'.") .Si:."' (a l,,'1:s) + ~ t.V\ ( Ct h3 c./,,,) .S"-11(4 ha <f:sJ] 
't ~;~, cós(a h2 t,f~) [s~11 (~ h, ~ ... ) 5<"1.(a.h,'1~).¡. Sr..'f {tt~, 'f.><) si11(1tl..j1JJ 

donde lf = h~+ h~ + h~ y ns para vecinos hasta la capa 12 son 

F.e.e, e.e.e. 
s h h. h n h h h n 

. 1 o . 12 1 8 

.2 o 6 o 6"' 

3 2 ·º 12 

4 . 1 1 ;,24 

S. 2> 2 2'. 

6 4 .:o o . 6 ·: 

3 3 24 

4 2 o 24 

24-

. 10 3 3 3 

11 o 24 5 24 

12 3 24 4 4 o 12 

En el modelo de tensor de fuerza las constantes de 

fuerza interat6micas correspondientes al s-6simo punto de 

la red estarán representadas como la matriz~~~ , Esta con

sidera la fuerza sobre el átomo s en la direcci6n i, cuando 
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éste se mueve en la d~rección j ,'Esta··:mafriz tiene la forma 

~,; = ( r;~ ;t) ... c..1 

Los elementos de la matriz dinámica D(g_) del modelo 

de tensor de fuerza, para e1 s.ésimo punto considerado en 

el modelo A.S. son J.guales a los obtenidos en A.S., s6lo 

cambian los siguientes coeficientes 

Co ( s) + i,: ~. (s) :: -<,' 
--¡;.-

Ca c.s) -t h~ ~.es) -= ol~ .. 
-¡;-

= «i 

y 

c.. }O 

c.. 11 

as decir, en lugar de las expresiones de la izquierda 

en lAs ecuaciones C.10 y C.11 se tienen las de la derecha 

como coeficientes en las expresiones C.7 y C.8. 

Al comparar los modelos de tensor de fuerza y axial

mente simétrico, no se ha querido cambiar de modelo para cal 

cular los elementos de matriz, sino unicamente obtener de 

las relaciones C.10 y C,11, cuáles elementos de la matriz 

C.9 son cero y cuales son iguales entre ellos. 
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APENDICE D 

Teorema de llellmann· Feynmann (J.) 

El teorema de Hellmann·Feynmann da la diferencia de 

energía, para el estado base, de un sistema con Hamiltonia_ 

no H. y el mismo sistema pero perturbado, ésta pertubaci6n 

lleva asociado un Hamiltoniano J-1 1 , asi el Hamiltoniano to_ 

tal sistema perturbado es 

HT. = tiº -+ H, 
D./ .. 

Este Hamiltoniano puede ser escrito en términos de 

una variable de acoplamiento 2 , es decir 

·donde 

y 

de esta manera podemos reproducir tanto el Hamiltoniano 

perturbado D.1 como el Hamiltoniano sin perturbar, H0 • 

La ecuación de Schrodinger independiente del tiempo, 

para un valor arbitrario de Á , que tenemos que resolver 

es: •.. P.~ 
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donde ':f.ü.l:orresponde a la funci6n de onda de muchos cuer

pos, para el estado base, que depende formalmente de ,'( y 

E(Á) es el correspondiente eigenvalor de la energía para el 

valor de ). tomado. El vector de estado cumple con 

<f. O) l f. U))"' f 

es decir, está normalizado. 

D. 3 

Al multiplicar escalarmente la ecuaci6n D.2 por< ~0 (l)/ 
obtenemos: 

••. D. y 

Si derivamos la expresi6n de E()), ec, D.4, con re~ 

pecto a ~ obtenemos: 

d to)= <.iio)j»o)/f.OJ) n J). 

t(tcvl »O)/.l.f~º)> ~<~iu:ol 1~º'{ P.o)) 

= E O) ..J._ \ 'f. O) ) f 0 ( ~)) t < '1-'º O.) ) H, l ~º (;')) 
J). 

... o. s 

donde se hizo uso de la condfci6n D,3 para obtener la Glt! 
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ma expresi6n. 

Si integramos la expresión D.S con respecto a ). , de 

cero a uno, tomando en cuenta que la energia del sistema 

sin perturhaci6n y la del sistema perturbado son E(O)=E0 y 

E(l)=E, respectivamente, llegamor a 

E-Eo = f q- <'..Po().) b H1) Vd())> ... D.' 
o 

Asl, obtenemos la diferencia de energía en t6rminos 
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