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CAPITULO I 

I:NTHODUCCION 

La experiencia ha mostrado que -~na gran_.c;:lase de procesos irr.! 

versiblee que ocurren en sistemas de muchos cuerpos pueden descri-

birse en términos de variables macroscópicas lz}, tales como conce~ 

traciones qu!rnicas o la temperatura. Estas cantidades vnr!an cont! 

nuamente en el tiempo y obedecen leyes macroscópicas que pueden ob-

tenerse a partir de principios generales de conservación y relacio-

nes constitutivas fenomenológicas, como son las leyes de Fourier o 

Ne~ton. Si este conjunto de variables es completo, sus valoree al 

tiempo t determinan un!vocamente el estado del sistema y las leyes 

macroscópicas se expresan como un conjunto cerrado de ecuaciones di 

ferenciales de primer orden en el tiempo(l). Usualmente estas vari! 

bles se identifican con propiedades que pueden medirse experimenta! 

mente, pero debe enfatizarse que el conocer un cierto n6mero de ob-

eervables no garantiza que constituyan un conjunto completo; de he

cho es muy dif!cil determinar este conjunto para un sistema dadoC 2? 
Debe señalarse que esta descripción macrocÓpica es determinista, en 

el sentido de que loe valores de las variables para un tiempo arbi-

trario t est&n determinados si se conocen sus valores iniciales. P.,! 

ro también es esencial notar que esta descripción es s6lo una apro-

ximaci6n, pues no toma en cuenta las fluctuaciones en los valores 

de las variables. Esta descripción es m~s precisa cuanto mayor sea 

el n6mero de part!culas en el sistema y mientras se aplique en una 

escala de tiempos grande comparado con tiempos microscópicos carac

ter!sticoe. Precisamente el.deducir estas ecuaciones macroscópicas 

a partir de las propiedades microsc6picae de las part!culas y el es 
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tablocor con precisión sus límites de aplicabilidad, es el objeti-

vo básico de la mecánica estadística. 

En principio, toda la información sobre la evolución dinámica 

de un sistema que se encuentra en un estado arbitrario fuera de 

equilibrio, está contenida en las ecuaciones microscópicas de mov_! 

miento de las partículas. Pero puesto que resolver estas ecuaciones 

es prácticamente imposible, es necesario reducir de alguna manera 

el número de variables. Para este fin, Bogolyubov(J)introdujo la 

idea de una jerarquía de tiempos de relajacicSn, según la cual el 

sistema (gases diluidos o moderadamente densos) en su evolución al 

equilibrio pasa por tres etapas o regímenes. La primera etapa ocu-

rre para tiempos pequeños o del orden del tiempo de duracicSn de 

una colisión, '?:e. En este régimen es necesario describir las traye~ 

torias de todas las partículas o, equivalentemente, todas lae fun

ciones de distribucicSn reducidas cuyo comportamiento está goberna-

do por la ecuacicSn de Liouvillo, es decir, es necesario especificar 

muchas variables. Afortunadamente, en muchos casos, después de un 

tiempo de orden de¡; , el sistema relaja a un régimen cinético ca
e 

racterizado por el hecho de que su dinámica está totalmente descri-

tn por la funcicSn do distribución de una partícula. Así, para tiem-

poe grandes comparados con ~c se ha reducido el número de variables 

y se ha pasado de la dinámica complicada del sistema de N cuerpos a 

la dinámica, relativamente más simple, en el espacio fase de una 

partícula. Esto sugiere que en este régimen cinético, las funciones 

de distribución reducidas de orden superior se pueden expresar como 

funcionales de la función de distribucicSn de una partícula. Esto 

diÓ lugar a toda una serie de métodos para tratar inhomogeneidades 

en sistemas y cuya validez y dominio de aplicabilidad ha sido obje-



to de extensos eetudios( 4), Para tiempos considerablemente mayores 

que "C c' el m'.imoro de variables puede reducirse aún m&s, El siste

ma relaja entonces al r6gimen hidrodinámico en el que su dinámica 

está descrita por un n&mero pequeño de variables que se identi~i-

can con las densidades hidrodinámicas locales, Es decir, la dinám! 

ca se describe por sólo algunos momentos de la :!'unción de distribu 

ción, la cual &nicamonte depende del tiempo a través de esos par&-

metros, Este régimen puede describirse entonces por las ecuaciones 

hidrodinámicas. Esta sucesión de etapas en la ovoluciÓn de la din~ 

mica del sistema ha producido una contracción en el número de varia 

bles y, en consecuencia, introduce de mnnera natural la noción de 

fluctuaciones alrededor de los valores promedio. Aunque la correla 

ciÓn en el tiempo y la amplitud de estas fluctuaciones est&n deter 

minadas por las caracter!sticas de cada sistema particular, son 

ellas las que determinan la exactitud y precisión de la descripción 

mncroscÓpica, Las fluctuaciones juegan un papel importante y decisi 

vo en muchos fenómenos y por lo tanto es necesario describir su com 

portamiento detallado. 

La din&mica de las fluctuaciones de sistemas en equilibrio(5) 

es un problema bien estudiado y entendido desde el punto de vista 

fenomenológico y, para algunos sistemas como el de gases diluidos, 

tambiÓn desde un punto de vista microscópico, El punto de partida, 

originalmente introducido por Einstein, es expresar la función de 

distribución de probabilidad de las fluctuaciones en términos de la 

entropía asociada con ellas, para después hacer un desarrollo en se 

rie de Taylor de esta entrop!a alrededor del estado de equilibrio, 

Las consecuencias de esta hipótesis, al menos para sistemas clási-

cos, conducen a las bien conocidas fórmulas de las fluctuaciones de 
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las cantidades termodin~micas. 

Un método alternativo para obtener informaci6n acerca de las 

fluctuaciones en equilibrio es el método de respuesta linea1( 6 ,1). 

La manera espcc!fica en que un sistema responde a la acci6n de un 

campo extorno est& determinada, esencialmente, por el tipo de flu~ 

tuacionos que pueden ocurrir en él. Las fluctuaciones alrededor do 

un estado do equilibrio decaen en promedio segÚn las leyes macros

c6picas lineales que describen cómo decae el sistema de un estado 

de no equilibrio a un estado final de equilibrio( 7 ), Esta hip6te-

sis de rogresi6n de fluctuaciones, debida a Onsnger, se expresa en 

forma concisa a trav6s del teorema de fluctuaci6n-disipaci6n(B), 

el cual establece una relaci6n entre la respuesta del sistema a 

una perturbaci6n externa y la funci6n de correlaci6n de las fluctu2 

cienes espontlneas en equilibrio, Este m6todo de respuesta lineal 

ha sido utilizado con éxito para obtener una gran cantidad de in

formaci6n para muchos sistemas, como por ejemplo, las propiedades 

do la disporsi6n de luz de fluidos en equilibrio(9). 

La teor.Cn de fluctuaciones alrededor de estados fuera de eqttil,! 

brio estl menos entendida que la de equilibrio. Para este caso, las 

leyes de regresi6n ya no son lineales y en consecuencia la dinámica 

de las variables macrosc6picas no es la misma que la de las fluctua 

ciones, As! pues, un primer problema es la generalizaci6n adecuada 

de la hip6tesis de Onsager para sistemas fuera de equilibrio. Otro 

problema consiste en identificar el origen de las fluctuaciones, 

pues ya no s6lo es t~rmico como en equilibrio, Existe un gran n~me-

ro de fen6menos fuera de equilibrio en donde las fluctuaciones jue-

gan un papel esencial, algunos ejemplos son la aparici6n de inesta

bilidades en flujos hidrodinámicos y turbulencia(ll,l 2 ), reacciones 
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químicas no lineales e inestabilidades en sistemas ecol6e'icos que 

ocurren en la dinámica de poblaciones. 

Existen dos puntos de vista eenero.les para describir :fluctua

ciones :fuera de equilibrio, el estocástico(l3)(o mesosc6pico) y el 

microsc6pico. En el primero se supone que las variables que descr~ 

ben al sistema, lz}, son estocásticas y definen un proceso aleato

rio. En el soeundo se pretende describir la dinámica de las í'luc-

tuaciones a partir de las propiedades microscópicas del sistema, 

utilizando por ejemplo, tócnicas de la tcor!a cinética u otro tipo 

de :formalismos rnicroscCipicos. 

La ecuación de Langevin es uno de los métodos mesosc6picos de 

uso más común, y originalmente se utilizó para estudiar el movimio!! 

to Browniano. La idea b5sica consiste en aeregar a las ecuaciones 

macroscópicas un tórrnino fluctuante, la í'uorza estocástica, cuyas 

propiedades como función del tiempo se suponen conocidas y detorm_! 

nadas por un ensamble en equilibrio. La característica esencial de 

esta fuerza es que varía muy rápidamente con el tiempo, do modo que 

en 1a ocunci6n mncrosc6pica se tiono una parte de variaci6n tempo-

ral lenta y otra rápida. De esta manera las variables macrosc6picas 

se han convertido en estocásticas y la ecuaciCin mncroscCipica ahora 

s61o se satisface en promedio. Este m6~odo se ha empleado para des 

cribir las ~luctuaciones en diversos sistemas físicos como son fe-

n6menos hidrodinámicos, de relajación, láseres, electr6nicos. Cuan 

d~ las ecuaciones fenomenológicas son lineales, este método condu-

ce a resultados correctos, pero lleva a inconsistencias y errores 

en el caso no lineal(l4) 

Otro de los m6todos mesoscÓpicos 1.1:\s usados consiste en supo-

ner a priori que las variables macrosc6picas definen un proceso 
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Marko:ffinno 1 continuo, caracterizado por una funcicSn de distribu

ción de probabilidad, P(z,t). Si además se supone que los cambios, 

o snltos 1 en las variables estocásticas son pequeños, entonces de 

la ecuación de Chnpman-lColmogorov, que de.fine a cualquier proceso 

Narko:f:finno 1 puede obtenerse la ecuación de Fokker-Planck. Esta es 

una ecuación di:ferencial parcial, lineal, de segundo orden en P 1 

cuyos coe:ficientes 1 de arrastre y di:fusiÓn 1 deben obtenerse en 

principio de las propiedades del sistema. Aunque este método es np~ 

rentemente diferetite al de la ecuación de Langevin lineal, puede 

mostrarse que ambos son matemáticamente equivalentes y por lo tan-

to está sujeto a las mismas críticas que aquél. 

Un método mesoscÓpico diferente a los anteriores es el basado 

en la ecuación maestra(l3,l~), la cual es la versión diferencial de 

la ecuación de Chapmnn-Kolmoeorov. Sin embargo, mientras que ésta 

es no lineal y sólo expresa el carácter Markoffiano de un proceso, 

sin contener información específica sobre alguno en particular, la 

ecuación maestra tiene una interpretación física más directa como 

una ecuación de balance que gobierna la evolución temporal de la 

distribución de probabilidad. Aunque la ecuación maestra es una e-

cuación integrodiforencinl cuya forma explícita depende del siete-

ma físico particular, debe señalarse que está basada en suposicio-

nes menos restrictivas que las usadas con las ecuaciones de Lange-

vin y de Fokker-Planck. El problema principal con este método con-

siste en resolver la ecuación maestra, o bien, como en el caso de 

sistemas no lineales, dosn:r:i.•ollar m6todos adecuados de aproximo.ción. 

Van Rampen ha introducido un m6todo de aproximac;:i6n sistem.;_tico 1 S,!1 

poniendo ·que lns fluctuaciones· son pequeñas, el cunL h~ ·~'e;rm:L,ticlo · 

pbtene;r- de la 

f.l~c tuaciones 

brio • 

·, 
0 

, _ 'f -,o ,--, '';; ·'--cc--~.-o- ~'- f<-- , ="' ~·-·c;---·-.-.:0:;:~_".(·_<··;:c·,_~< ,_:: '---:'·~,'. .. ~-'._·····''· <:.>· :~-, ~--.:,; < .. ; '.::,; >,. '., ·: '. ·.··'< 

ccuac1011· mae_s tra,_ las .•ec\rndone~(;ma,cx?s.cpp:tcn.,s?·Y~lns 

para· di versos sj_stl:'m~s, en' -e~uiiÚiff~, y ::f~~i~:~e . e;u:l.11 
._ ~-e; __ , __ -
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Por otra parte, existe un eran número de métodos microscópicos que 

usan diversas técnicas como desarrollos de cúmulo para estados de 

no equilibrio 1 o teoría de respuesta no lineal o ,1xtensiones del m~ 

todo de Nori para describir la din&mica de las fluctuaciones. Aun-

que estos métodos, en principio, permiten describir n las fluctua-

ciones en escalas de distancias y tiempos cortos, en la pr&ctica su 

aplicabilidad se ha restrineiclo, con frecuencia, a estados estacio-

nariés fuera de equilibrio y a pequeñas fluctuaciones nlredodor de 

ellos, Es preciso enfatizar que a diferencia del caso de equilibrio, 

hasta ahora no ha sido posible establecer una conexión clara y pre-

cisa entre los puntos de vista mesoscÓpico y microscópico para esta 

dos fuera de equilibrio, Este problema est& aún muy poco entendido 

debido a múltiples limitaciones de nmbos puntos de vista, como es 

la dificultad de incorporar en· estas descripciones la información 

macroscópica experimental sobre el estado de no equilibrio y 1 sobre 

todo, las dificultades que surgen del car~cter no lineal de las e-

cuaciones correspondientes, Es esta conexión la que intentamos est~ 

diar en este trabajo dentro del contexto de un modelo particular, 

Consideraremos una partícula marcada, de masa M, sumergida en un 

fluido simple constituido por moléculas de masa m, El fluido se en-

cuentra en un estado de flujo cortante con razón de corte uniforme, 

a, pero de magnitud arbitraria, de modo que el sistema puede encon

tra ~e muy alejado del equilibrio, adem&s este estado es no estacio 

nario. Tanto las moléculas del fluido como la partícula marcada son 

moléculas de Maxwell* y la Única diferencia entre ellas es que la 

partícula marcada es m&s masiva, M>)m. Supondremos que el fluido es 

* Moléculas monoatÓmicas cuyo potencial de interacción es débilmen
~ te repulsivo y de la forma v(r) = t 0 (~/r) 1 en donde r es la dis-

tancia relativa, 



8 

diluido, de modo quo la función de distribución, f, do sus rnolécu-

las ododece la ecuación de Doltzrnann. La correspondiente ecuación 

cinética para la distribución, F, de la partícula marcada es la de 

Doltzmann-Lorontz. Como veremos, este modelo es lo suficientemente 

simple como para poder calcular explícitamente todas las cantida-

des involucradas, pero al mismo tiempo es lo suficientemente rea-

lista como para exhibir características esenciales de sistemas fue 

ra de equilibrio. 

En el capítulo II, el operador de Doltzrnnnn-Lorentz para F se 

1/2 desarrolla en potencias de€= m/M«l y, a orden E 1 se reduce a 

un operador de Fokker-Planck. El vector de arrastre y ol tensor do 

difusión de este operador so calculan exactamente para moléculas 

do ~:axwell. El resultado más importante que obtenemos es que oata 

ecuación depende del estado de no equilibrio del fluido 6nicamente 

a través de los primeros momentos de su función do distribución f, 

los cuales pueden identificarse en términos de las variables hidro 

dinámicas y los flujos irreversibles del f'luiclo fuera de equili-

brio. En particular, el tensor de dif'usión es proporcional a las 

componentes del tensor de presiones del fluido, lo cual sienif'ica 

que el "ruido", en la dinámica de la partícula marcada, no es sólo 

do orisen térmic~ como ocurre en equilibrio. Aunque esta ecuación 

de Fokker-Planck puede resolverse exactamente, la solución explÍ-

cita no es muy Útil para obtener propiedades del sistema, resulta 

más conveniente construir, a partir de ella, ecuaciones para las 

fluctuaciones, o las ecuaciones de Langevin asociadas. Esto se ha-

ce en el capítulo III en donde se calcula el coef'iciente de difu-

sión y su dependencia con la razón de corte y la temperatura fuera 

de equilibrio, T{t). En este capítulo también comparamos nuestros 

resultados con otros trabajos, 



Este análisis 1>asado en la ecuación de Dol tzmann es v~lido P.! 

ra bajas densidades, cuando el recorrido libre medio es grande co.!!! 

parado con el tamaño de las part!culas. Por lo tanto, la ecuación 

de Fokker-Planck obtonida no es válida en el l:Ímite de movimiento 

Drowniano, en el que el tamaño de la 'part:!cula sumergida en el f'lu,! 

do os grande comparado con el recorrido libre medio de sus mol&cu-

las. Por otra parto, el l:Ímite de movimiento Browninno es muy im-

portante para estudiar f'luctuacionos en una enorme variedad de sis 

tomas f'!sico-qu!micos f'uera de equilibrio, corno por ejemplo suspe~ 

sionos coloidales. Por este motivo, en el cap:!tulo IV cambiamos 

el punto de vista y no intentamos obtener una ecuación de Fokker-

Planck a partir de una ecuación cinética, sino que la construimos 

basándonos en una descripción puramente hidrodinámica. Espoc:!fica-

mento, consideramos el problema de Stokes para una esf'era 'moviéndo 

se a trav&s de un f'luido no Nel·:toniano (modelo de Oldroyd); este 

problema ful resuelto por Leslie(l5). Usnndo este resultado scfinla 

mos y discutimos las dif'icultades asociadas con la construcción de 

una ecuación de Foltlcer-Planck para describir f'luctuaciones muy al.! 

jada.s del equilibrio. En particular, mencionamos el papel decisivo 

que juega el teorema de f'luctuación-disipación. 
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CAPITULO II 

(16) 
ECUACION DE FOKKER-PLANCK PARA UN SISTEMA ALEJADO DE EQUILIBRIO 

II.l Ecuaciones CinÓticas 

Consid~rose un f'luido simple colocado entre dos placas paral! 

las separadas una distancia f'ija y en movimiento relativo manten!-

do por f'uerzas ex.ternas, Supondremos que este movimiento induce un 

f'lujo cortante estacionario y uniforme de la f'orma, 

(2.1.l) 

en donde el tensor ªij se supone constante y denota la razón de 

corte, Debido a la geometr!a del f'lujo, los elementos diagonales 

de ªij son nulos.y, además, tienen la Útil propiedad 

o (2,1.2) 

Para tiempos largos comparados con el tiempo medio entre colisio-

nes, es razonable suponer que la evolución temporal del estado ma-

croscÓpico de este sistema está descrita por un conjunto de ecua-

cienes hidrodinámicas, ~Jás espec!f'icamento, supor.dremos que el 

fluido obedece las ecuaciones de conservación 

o (2.1,3) 

é) .... -:\ 
("T"E + U• 17)e + h 'V• u (2,1,4) 

(2.1,5) 
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en donde ' es la densidad local do masa, e es el valor promedio de 

1a densidad de enera!a interna, e= e - ~ u2 , y ves la va1ocidnd 

local del fluido. P.dcmiS.s, h. es la densidad de entalp:la, h = e+ p 1 

siendo p la presión. cr* y ti; son, respectivarnente, las partes irre 

versibles del I'lujo de calor y del tensor de esfuerzos. 

Una hipótesis importante en este modelo es que el flujo cor

tante dado por (2.1.1) os la &nica inhomoeeneidnd en el sistema, 

por lo tanto 

f (~, t) 

e(l,t) = .ttj<1,t) = t fj(t) (2.1.6) 

Esto significa que las paredes no se mantienen a temperatura cons-

tanto, pues la extracción de calor del sistema produciría una in-

homogeneidad en el campo de temperatura. En consecuencia, el sist! 

ma se calient~ a trav~s de la fricción viscosa y la temperatura ª.!::! 

monta con el tiempo resul to.11do un estado no estacionario fuera de 

equilibrio. A partir de las ecuaciones anteriores podemos obtener 

f~ci1mente una ecuación para la temperatura. ne (2,1.1) a (2.1.6) 

obtenemos que las ecuaciones hidrodinlmicas se reducen entonces a 

o e( t) 
d t 

o (2.1.7) 

(2.1.a) 

Si consideramos a 1a densidad de enere!a interpa1 e 1 como función 

de ~ y T 1 utilizando la ecuación de estado de gas ideal las ecua-



cionos anteriores se combinan _ on una ecuación para la tempo ra tura, 

~T( t) 
~ 

(2.1.9) 

Con el objeto de describir el comportamiento de una partícula 

marcada inmersa en el fluido descrito anteriormente y para obtener 

* una expresión explícita para tij' adoptarornos un punto de vista ci 

nótico, Ernst y Cohen(l7) obtuvieron ecuaciones de transporto y P,!! 

ra las fluctuaciones utilizando aproximaciones bion entendidas do 

la ecuación de Liouville, Aunque obtuvieron estas ecuaciones para 

esferas duras, su m6todo tambi&n es aplicable a potenciales conti-

nuos. Para nuestros propÓsltos escogemos como variables a las fun-

ciones de distrihución en el espacio fase del gas y la partícula 

marcada, f(x,t) y F(x,t), respectivamente, Aq~Í, x denota la posi

ción y la velocidad de la partícula correspondiente. Puesto que 

queramos describir las fluctuaciones de la partícula marcada tam-

bi6n escogemos como variable a la distribución de probabilidad con 

junta de la partícula marcada en el espacio fase, 

c(x1; t+ -c ; x2 , 't; )= (.f (l{1 ... x~(t+ :e ) )Í(x2-'.XT(-c))) -

-(Hx1-xT( t+ ~) )) (a(x2-xT(t:) )) • 
(2.1.10) 

Aquí el subíndice T denota las coordenadas de la partícula marcada 

y- indica los erados de libertad sobre los que se promedia. Los 

promedios se toman sobre la función de distribución de no equili-

brio f. Como se verá posteriormonte, a partir de esta función,C, 

pueden obtenerse las fluctuaciones asociadas con cualquier propie-

dad del sistema, El comportamiento temporal de f 1 F y C estíi. gobe_E 

nado, respectivamente, por las ecuaciones de Doltzmann y de Doltz 

mann-L;ren tz ( 18) 



( ~ + -;J.v) f J [t ,r] {2.1.11) 

1 . . 
J [t '~ ("TI +V•V) F 

(2.1.12) 

. ? v J[t,c] (TI+ ·V')C 
{2.1.13) 

en donde el operador de colisiones de toltzinann, J, est& definido 

por 

En esta ecuo.ciÓn b es el par&metro de impacto, " indica el valor 

postcolisional de la velocidad, y el dominio del operador J es el 

conjunto de valores de las vario.bles con sub.Índice 1, Claramente, 

para que las Ecs,(2,1:11-1)) tengan solución 6nica, es necesario 

especificar condiciones iniciales y condiciones a la frontera para 

f,F y C, Por simplicidnd supondremos que el sistema es infinito, 

de modo que puedan i¡;nornrse las condiciones a la frontera, pero 

supondremos que al tiempo inicial, t=O, el fluido se prepara en un 

estado de equilibrio local, F(x,o), con temperatura T
0 

y tal que 

dependa de la posición dnicarnente a travls del campo de velocida-

des (2,1,1), es decir 

f(x,O) 
~ .. 

= f 0(v - u(r)) (2.1,15) 

l ,, '.· '- .... -· .' .>. ·-, .. , ... <- ._,.: .. .: - :· . ' . 
La part;i;~u~~' .~;~;ada :se"~loc!ll.!l:,z}\'J-P~~~?-~~~nte .·en el 

una clistribucion de ved~id"a~e~: d~:1~ misma .formá, 
. --~·-' ·-. '·~-';;_~:; 

origen y con 
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F(x,O) (2.l.16) 

en donde n es la densidad inicial uniforme del :fluido y l/n es el 

factor de normnlizaci6n. A su vez, :f está normalizada a N, el m'i

mero total de mol~culns del fluido. Ln condici6n inicial para la 

variable C so obtiene a partir de su definici6n, Ec.(2.l.10), 

(2.1.17) 

NÓtese·que las condiciones iniciales anteriores en realidad depen-

den de la velocidad relativa de las part!culas respecto al :flujo 

cortante. Esto sugiere que esta dependencia puede introducirse o 

reflejarse expl{citnmonte en lns ecuaciones cin~ticas, expresándo-

las en t~rminos de esta misma velocidad relativa, Hás precisamen-

te, se introducirá una t;ransformaci6n de coordenadas al sistema en 

reposo local en el cual f
0 

es espacialmente uniforme, es decir, es 

una distribuci6n de equilibrio. Para cada elemento del fluido hay 

un correspondiente sistema de referencia local, con respecto al 

cual se encuentra instantáneamente en reposo. Es decir, hay un 

sistema de referencia local para cada punto espacial y para cada 

instante de tiempo. Por analoc!a con la transformación de Galileo 

* el sistema en reposo se define por 

-+ 
v' V - U(t) · -+ 

r u(r)t 

*]{awasaki y Yo.mo.da (l9) utilizaron una traris~ormaciÓn S.imila'.r. a· és-

ta pero con ~· = r. 



o bien, usando la Ec. (2~1.1), 

v! 
1 

en donde ol 

15 

(2.1.19) 

(2.1.20) 

comprobarse que J\ij(t) clei'i 

y entonces 

(2.1.21) 

(2.1.22) 

Puede mostrarse adem~s, a partir-d(! las leyes de conservación de e 

nerg!a y cantidad de movimiento que el Jacobiano de la transforma-

ciÓn (2.1.19) es igual a l. Esto tiene como consecuencia que la f'o_E 

rna funcional del operador de colisiones, J, es invariante ante la 

transformación. Así que las ecuaciones cin~ticas en el sistema en 

reposo local son 

el + L )f' J[f',f'] (2.1.23) 

~t 

_]_ + L )F' J[f' ,F'] (2.1.24) 

'dt 
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(2.1.25) 

(2.1.26) 

cbndtcioncs iniciales 

(2.1.27) 

del fluido, f. 

reposo local, 

(2.2.1) 

en donde 6~1 y velocidades de las pn! 

t:!culas del fluido y.de la partícula marcnda, respectivamente, de-
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bido a una colisión binaria. El vector g=~-~l es la velocidad rela 

tiva y la prima en las funciones de clistribuci6n indica, como en 

la secci6n anterior, r¡ue éstas es.tán calculadas en el sistema en 

reposo. F' y f' también dependen de la posición, pero por simplic! 

dad on la notación esta depondoncia no se escribe en forma explÍc! 

ta. Claramente, el operador de Dolt:>:mann-Lorentz debe depender de 

las masas de las partículas, y para mostrarlo lo expresaremos en 

términos de variables adimensionnles. Esto introduce la necesidad 

de definir una velocidad y una longitud características. S6lo consi 

doraremos estados de no equilibrio tales que las velocidades rele 

vantes determinadas por f 1 y F' puedan caracterizarse, aproximad~ 

mente, por unn velocidad t6rmica para las partículas del fluido y 

la partícula marcada, respectivamente, 

v -(k T/M)~ T- B (2.2.2) 

en donde T es aleuna temperatura constante del mismo orden que la 

temperatura fuera de equilibrio, T{t). Esta hipótesis limita el 

tipo do estados de no equilibrio que podemos considerar. Así, im-

pide considerar estados caracterizados por velocidades muy difere~ 

tes a las térmicas, como ocurre en haces de partículas, pero por 

otra parte es lo suficientemente general para incluir una gran cla 

se de estados fuera de equilibrio. Además consideraremos potencia-

les intermoleculares de la forma 

V(r) V ( º /r )n o 

en donde V es una constante con dimensiones de energía y ~ es una 
o 
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lonc-itud caractor:!stica en t~rminos de ln cual se define el pote_!! 

cial, Usando estas cantidades definimos las siguientes variables 

adimensionales, 

--+ .... "1!--+ g*=v*-e. vt b"= b/s (2.2.4) 

re-

sultan ser 

í'*(vt > (2.2.5) 

Sustituyendo estos resultados en ln Ec,(2,2,1) obtenemos la forma 

adimensional del operador de colisiones, 

J*[f*,F*] 

• (2.2,6) 

En lo sucesivo trataremos s&lo con variables ndimonsionales y eli

minaremos el asterisco, Ahora introduciremos una í'unci&n H{v) que 

so escala de acuerdo a vT' pero es por lo demás arbitraria, Consi

deremos la integral 

. . . . 

Hnciendo el cambio de variables ·{~¡"t6v1 ,v+Bv) ~··•· (v{;v) obten,! 

mos 



-

ya que el .Jacobiano es igual 

conservaci&n de enerala y 

velocidad de la part!cula 

nos de la velocidad 

Aqu! a e.s un 

clefinido por 

en 

es la 

Ohs~rvese qUo de ~st·a 

COTIStAntes,. es decir, 

19 

(2,2.8) 

,(2.2.10) 

• T* 

expl!'."' 

la clo-

el 

la 

las 
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(2.2.12) 

En consecuencia, toda la dependencia de· 'b.~ en E: está contenida 

en el factor G. g/l + € , 

Con el objeto de llevar a cabo el dosarrollo en E de J[f,F)s~ 

pondremos, primero, que las colisiones son débiles, es decir, 

6v((;/, Por lo tanto un desarrollo en sorie de Taylor de la fun

ci6n H(~ +6;}) puede truncarse a segundo orden en 6-:t y al susti 

tuirlo en (2,2,11) obtenemos 

J d:;; H(:;;) J[r,F] = J dv F(v)[<6vi){vi + 

+ ! <6vi6v j)0~;v j]H(v)+ o (!s~)3 (2.2.13) 

en donde. los .coeficientes están definidos por 

.. :· · ·.... [ 2( 1+€)]2/n n-4 
</J.vi> .... · .. =Jdv1f(v1) i -- g n fdy d..h · ... ·. ·. T* € 't' vi 

·... .· 2/n 

<l:lvi6 )=f dv1rcv1) i[ 2~;+ )] 
J dy df Avi 6vj 

• (2.2.14) 

En estas expresiones pueden evaluarse las integrales sobre utili 

zando los resultados 

o (2.2.15) 

siendo á el mismo vector unitario que aparece en (2,2,9), As:!, ob-

tenemos 
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n-4 
f dv1fCv1) gn- gi 

.1 *y·': con lns cantidades y 1 y"' definidas como 

21~: ,;·~····. . 
y 7 =7fc(!2 >'./-dy51.~cos e(y)) 

y* 
2 

37T (..l:......) 
2
/n J dy sen2e (y). 

4 T* 

(2.2.16) 

(2.2.17) 

N6tese que estas constantes sólo dependen de la temperatura reduc,! 

* da T y del potencial intermolecualar a trav6s de n, Debe sefialar-

se que la Ec,(2,2,13) en realidad representa un desarrollo de Kra

rners-Moyal ( 2 l) truncado a segundo orden en b.::, Con frecuencia este 

desarrollo se utiliza para obtener la ecuación de Fokker-Planck a 

partir ele la ecuación maestra, pero es esencial notar que no es sis 

torná tico en ning&n pnráme tro pequeño cnracter:!s tico del sis terna, 

Con el objeto de hacerlo sistemático, haremos un desarrollo de ca-

da uno de los t6rminos en la Ec,(2.2.13) en potencias de€. , Ut:lli 

zando la definición de gi dada por (2,2,4) desarrollamos los coefi 

cientes de 1Cramers-Moyal, Ecs, (2.2.16), hasta el orden dominante, 

tl/2 , obteniendo 
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(/lvib.vj}= ~~J 2v;~Jd~1 f(v~)v~n:.4)/n vúvij -

•+(~(~;f~~{-·1'v1'Yv~n-4)/n (v1iv1j- ~ v~ ~ij) + 

+ O(e). 
(2.2.18) 

Lns integrales que aparecen en estas expresiones no pueden evaluaE 

se o simplificarse sin conocer explícitamente la funci6n de distri 

buci6n f para el estado do no equilibrio del fluido, Esto, en ge-

neral, es muy dif:!cil pues f ost& determinnda por la ecuaci6n de 

Doltzmann no lineal; s6lo puede conocerse en forma aproximada para 

·situaciones cerca de equilibrio en donde es aplicable el método de 

Chapman-Enskog, Sin embargo, una excepci6n importante es el caso 

de moléculas de Maxwell en que n=4 (ver nota pag,7). En este caso 

las Ecs.(2,2.18) se reducen n 

*c... ... > A1 v,r,t 

(2.2.19) 

en donde hemos 2ti1izado la dofiliici~6~·;{adimensionalizada) de la 

densidad de:partfoulas, n(J.t,t),-yc1ei':t~n~orde presiones, Pij(i,t) 
'',.C"·,, 

':,-

(2.2.20) 

N6tese que el término de orden € 0 en (2.2.18) se anula por la def~ 

nici6n de la velocidad promedio de flujo en el sistema en reposo. 

As:! pues, para el caso de mol6culas de Maxwell se han podido expr_! 

sar los coeficientes(.6vi) •(.6vi.6vj)en términos de variables hi

drodin~micas que caracterizan el estado de no equilibrio, a sabor, 



la densidad local y el tensor de presiones del :fluido, Esto signif'_! 

ca que el e:fecto del fluido sobre el comportamiento de la pnrt{cula 

marcada puede expresarse completamente en t~rminos de variables ma-

croscÓpicas, que corresponden a los primeros momentos de la :función 

de distribución :f y, por lo tanto, no es necesario conocer m~s det~ 

lles d
0

el estado del fluido, Su.stituyondo estos resultados en la Ec, 

(2.2.lJ) e integrando por partes se obtiene 

f d~ H(~) [ J*[f,F] - -}vi [Af(t,~,t)+i 1v; Dfl~,t)] 
= o + 0(€), 

}' J = . 

(2.2.21) 

Pero puesto que Il(Y) es arbitraria, el operador de Doltzmann-Lorentz 

a orden €
1 / 2 , se reduce· entonces al operador de Fokker-Planck 

Ívi [ Af(1,v,t)+-lt ?vj Dfj(r,t)] F + 

.,. O(€)• 
(2.2.22) 

Utilizando la transformación inversa, Ec,(2,1.19), en el siste~a de 

laboratorio este operador est& dado entonces por 

::v. (Ai(t,~,t)+t,}1v. Dij(t,t)] F + 
1 1 J (2.2.23) 

+ 0(€.), 

El vector de arrastre, A
1

, y el tensor de di:fusión, Dij(~,t) est&n 

definidos por 

(... ~ ) -1 (.... ) [ (.. ) J Ai r,v,t = v 1n
0 

n r,t vi - Ui r,t (2.2.24) 
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con 

"1=E~YtnovT62 'v2=E~v~novT 2 ' (J = Mn 
) o o {2.2.26) 

Aqu{ n es una densidad numérica constante del mismo orden que o 

n{~, t) y se introduce parn interpretar n )l 1 y )l 2 como frecuencias 

, .\ * * do colision. Las constantes yl y ~ 2 , definidas por las Ecs. 

(2,2.17), han sido evaluadas numéricamente para moléculas de Hax-

'Well con el resultado 

~ t 1.19 7T ( 2/T*) ~ 

37[ 

4 1.23 (2/T*)°~ 

II. 3 Ecuación de Fokker-Planck 

{2.2.27) 

1 
En la sección anterior obtuvimos que a orden dominante, O (E':!), 

el operador de Doltzmnnn-Lorentz se redujo al operador de Fokker-

Planck, Ec.(2.2.23). Si ahora separamos el tensor de presiones como 

( 2. 3,1) 

obtenemos que el vector de arrastro, Ai, y el tensor de difusión, 

reescriben como 

A ( r 'V' t) = y 1 n ( r' t) (V - u (r' t) ) 

D .. (r,t)~ 1J : 

no 
{2.3.2) 
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-' . _-, ·.·. ..· ·, . . .·: -
En ttirminos . de estas; :cantA,dades _la _o_cuacion de Boltzmann-Lorentz, 

Ec, ( 2. i.12), se reduée a.la ·~éui~:Cón a'a Fokkcr-:Pl~llck 
·, .,-

, >:C' ·--' • ··-'. '--''' s:.:..._.;_ -·- ; ,, . :,· ._. ~ '~-'" 

-.:~: ;.~:.::;~:): ;. A '·/·,·,.~·~·> _:: ~.. "•:<:-. :~;j'._, ~;_~ ~,~·, •':~":'.:~_):<' /•-, ::e:;.~;· ,'.i"~::·:···: 

c}t ··-~ v·'V)F ~-0~;. [ 0Ai(~.~,t)~!~dv>]){j(i,·i)f'cCF . (2.3.4) 

J. - J ·-

Esta ecuación cinética da una descripci6n completa de la dinámica 

de la partícula mnrcada para valores pequeños do le razón de ma-

~as, E , La característica m&s sobresaliente de esta ecuación es 

que para el caso de moléculas de ~!axwell, el vector de arrastre y 

el tonsor do difusión sólo dependen del estado hidrodin~mico del 

fluido, el cual puede expresarse sólo en funci6n de los primeros 

momentos de la funci6n de distribuci6n f, Estas variables son ma-

crosc6picas y, por lo tanto, más accesibles desde el punto de vis-

ta experimental, Para otros potenciales intermoleculares esta sim-

plificnci6n, en general, no es posible y el correspondiente opera

dor de Fokker-Planck depende de características más detalladas de 

la función de distribuci6n r. 
Allora sefialaremos otras propiedades de la Ec,(2,3,4), El he-

cho de que en el vector de arrastre, Ec,(2,3.2), aparezca la den-

sidad del fluido, n(~,t), se debe a que la frecuencia de colisio-

nes es proporcional al n6mero local de moléculas de fluido que se 

encuentra en la vecindad de la partícula marcada, Claramente, es 

la velocidad respecto al fluido la que determina el amortiguamie~ 

to colisiona! (fricci6n) de la partícula marcada y por lo tanto ~ 

parece la velocidad relativa, ~ - U , en el vector de arrastre. 

Por otra parte, el primer término del tensor de difusi6n, Ec(2,3,3) 

que puede escribirse como (2 )) 1kBT(t)/M) b ij' es una generaliza

ción directa de la correspondiente expresi6n en equilibrio, en la 

cual la temperatura es constante, Esta generalización es la que se 



obtiene cuando se sustituye la distribución del fluido por una de 

equilibrio local y es un método muy usado pra describir situacio-

nes fuera de equilibrio, Sin embargo, la presencia del segundo 

* término proporcional a tij indica que existe una fuente no térmica 

de fluctuaciones que no puede caracterizarse en términos de un es-

tado de equilibrio loc11.l, Este se¡;undo término no nocesariamente 

os pequeño y esta desviación del equilibrio local para aleunos 

fluidos 110-Newtonianos puedo representar un efecto entre 10)~ y 114,~~lB) 
l~Ótose, aclom5.s, que la presencia de este término hace al tonsor 

de difusión anisotrÓpico, 

Ln ecuación de Fokker-Planck, Ec,(2,J,4), es general en el 

sentido que describe a la partícula marcada para un estado del 

fluido arbitrariamente nlejado del equilibrio, Jldemás, puesto que 

* no se han espec{ficado relaciones constitutivrts, la forma de tij 

es, hasta ahora, nrbitrEiria. Sin embarco, a pesar de esta cenera-

lidnd y do que su estructura es apnrentemcnte simple, no puede o~ 

ti·nerse mucha información do ella debido n su carac ter 110 lineal, 

Más precisamente, se dice que una ecuación de Fokker-Planck es li-

noal si el vector ele arrastre es una función lineal de las varia-

bles independientes, excluyendo al tiempo, y el tensor de difusión 

es independiente de estas variahles, Cuando ostas condiciones 1:0 

se satisfacen se dice que es no-lineal, Con el objeto de extraer 

información específica simplificaremos esta ecuación considerando 

al fluido en un estado de flujo uniforme, el cual está caracteri 

zado por las Ecs,(2.1,1), (2.1,7) y (2.1,8), Sustituyendo estas e-

cuaciones on (2,3,3) y usando la ecuación de estado, p=nknT(t), ob 

tenemos que la ecuación de Fokker-Planck se reduce á 



con 

(.l._ 
ot 

27 

(2.3.5) 

Obs6rvese que osta ecuación es lineal y puesto que Dij(t) puede co

nocerse explícitamente al tiempo t, v~ase Ec(2,3,9a), def'ine un pr2. 

coso Gnussiano-Markof':fiano, Por lo tonto todas las :funciones de 

distriliuciÓn están determinadas en t6rminos de la :función de Groen 

o, la densidad de probabilidad condicional de dos puntos, Esta ecu_!! 

ciÓn es el resultado m5s importante y nótese que el estado del f'lui 

do está totalmente especificado por la temperatura de no-equili-

brio, T(t), y la * parte irreversible del tensor de esfuerzos, tij' 

A partir de la ecuación de Boltzmann podemos obtener ecuaciones pa-

rala presión, p(t), y para el tensor do presiones, Pij(t), las cua 

* les a su vez determinan a T(t) y tiJ' respectivamente, En ofecto, 

multiplicando (2,1.23) por v 2 e inteerando sobro la velocidad obte-

nemes 

~ 
o t 

Si o.hora utilizamos la ecuación de.estado, de esto. expresión se ob-

tiene la ecuaci6n para la temperatura, dada por (2,1,9), Análogame!! 

te, multiplicando lo. Ec,(2,1.23) por mvivj e integrando sobre la ve 

locidad obtenemos 

(2,3,8) 
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Este sistema de ecuaciones acopladas para la presión, p(t) y el 

tensor de presiones, Pij, se puede resolver en ol l:Cmite V J t::> 1, 

( )l J=2y2 ), Esta solución se esboza en ol ap~ndice A en donde se 

muestra que en este l!mite 

p(t)/p(o) 

Aunque la í'orma oxplÍcita de las constantes A, Bij y el tiempo 

de relajaci6n z1 se dan en el ap6ndice A, aquí sólo nos interesa 

señalar que conociendo p(t) y Pij(t) los coeficientes de la ecua

ción de Fokker-Planck están completamente determinados y, por lo 

tanto, esta ecuación lineal puede resolverse para condiciones ini-

ciales dadas, Utilizando los resultados obtenidos en el ap6ndice A 

se puede domostrar que al tiempo t Dij está dado por 

con 

z t 
gij e 1 

Esto muestra que el valor de Dij al tiempo t está unívocamente de

terminado, en particular no incluye efectos de memoria a trav6s de 

integrales sobre un intervalo de tiempo. Debe observarse que pue~ 

* to que la parte irreversible del tensor de esfuerzos, tij' est4 de-

finida en t6rminos del tensor de presiones, Ec. ,(2,3,1}, la Ec(2,3,8) 
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• * permite escribir una ecuacion para tij• El punto es que la :rorma de 

* tij , esto es, la ecuación reolÓgica de estado no tiene que postu-

larse sino que puede encontrarse en :rorma expl!cita de nuestro mo

delo. Obsérvese que la Ec(2.3.5) puede reescribirse como 

L .l!'(y,t) ot 

con i 1 j = 1, ••• ,6 y en donde yi=(~:)• 

1 ,2,). 

(2.3.10) 

(2.J.11) 

y el coef'iciente de difusión, Dij' es una función explícita del 

tiempo dada por (2.J.6). Puesto que Aij os singular y degenerada, 

con eigenvalores o, -'))1 , no es diagonalizable y en consecuencia el 

método usua1< 22 ) para resolver ecuaciones de este tipo no es apli

cable. Por otra parte, la Ec.(2.3.10) es lineal, con coe:f'icientes 

dependientes del tiempo, Markoffiana y def'ine un proceso Gaussiano. 

Esto sugiere que su solución para la condición inicial 

F(y,O) 

es una distribuci5n Gaussiana de la f'orma 

F(y,t) (2 7f)-:3{2(Det gyiexp [ -iG-<.Y> )Q-1
• 

(y - <'Y>)] 
(2.3.13) 

Aqu:C y es la transpuesta de y, y [es la matriz de covariancias 

.. 
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O"ij 
(2.3.11¡) 

Por sustitución dirocta puede comprobarse que en efecto (2,3.13) 

es una solución de (2.3.10)( 14 ), aunque esto también puede demos

trarse en forma m5s rieurosa( 23), Sin embareo, es claro que cons-

truir esta solución implica invertir una matriz de covarinncias lo 

cual es complicado y laborioso. Adom5s, conocor la solución exacta 

no es muy 6til pues como el proceso es Gaussiano, basta conocer los 

primeros y secundas momentos de la función de distribución, F(y,t). 

Como la ecuación es lineal, do ella se obtienen directamente ecua-

cianea cerradas para estos momentos y en términos de ellos se cons-

truyen las funciones de correlación y las fluctuaciones, Por estas 

razones omitimos escribir expl{óitamente la solución exacta de la 

Ec. ( 2, 3, 10) , 
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CAPITULO III 

DIFUSION EN UN !~LUJO COHTANTE 

III.l Ecuación de difusión en coordenadas Lagrangianas 

Desde un.punto de vista macroscópico, el transporte de soluto 

en un fluido en movimiento est~ gobernado por dos mecanismos dis-

tintos, Primero, la difusión molecular que ocurre como consecuen-

cia de las diferencias de concentración y segundo, el transporte 

de soluto debido al movimiento del fluido, La combinación de estos 

·dos procesqs es llamada difusión convectiva, Aquí nos interesa in-

vestigar si el primer proceso el cual, desde un punto de vista mi-

croscÓpico se origina en las colisiones moleculares, ocurre en el 

modelo descrito en el capítulo anterior, En particular quere os a-

veriguar si existe un coeficiente de difusión para la partícula 

marcada, Con este objeto es conveniente separar los movimientos de 

la partícula marcada debidos a amhos mecanismos, Esto se logra, co 

mo es usual en hidrodin&mica, introduciendo las coordenadae Lagra.!! 

gianas, Para este propósito escribimos las ecuaciones de Laneevin 

asociadas con la Ec(2,3,5) en el sistema de laboratorio( 24 ), 

"dr -t (3.1,1) V 

dt 

º-:; v1 ('V-u<r>> ..... 
+ ' (3,1.2) ot 

La fuerza estoc~stica, f' , representa las fluctuaciones de las coor 

donadas ?, ~. respecto a su movimiento promedio y tiene las siguie_!! 

tes propiedades estocásticas 

'i ( t) 
o 
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!'i(t) /'j(t 1 ) 

vi(t)yj(t') o 
para t < t' 

en doncle los promedios se toman sobre la distribuci6n de r. El he

cho de que la amplitud del ruido Dij deponda del tiempo indica que 

os un proceso fuera de equilibrio. 

El sistema Lagranginno est& descrito por las coordenadas q, v• 

..... . 
on donde la velocidad relativa, v•, se dofinio en la Ec(2.l.18) 

y q se define por 

q 

.... 
v' 

t _, J ds v'(s) 
o t 

~ 

u 

= r-ro-fdsÜ(r(s)). 
o 

(~.1.4) 

En t~rminos de ~· la ecuaci6n de Langevin, Ec(3.1.2) resulta ser en-

tone es, 

y i 
(3.1.5) 

Por otra parte, la densidad de probabilidad condicional, o funci6n 

de Green, para la ecuaci6n de Fokkcr-Planck en el sistema Lagrangia

no est& definida por 

P(q,tlo,o) = (O(q-q(t)) O(q(o))) 
<o me~))> (3.1.6) 
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-+ .... 
Sustituyendo (3.1.~) y utilizando e1 hecho de que v• y q son proce-

sos estoc&sticos independientes, se obtiene que 

t 
p ( q, t 1 o, o) = <o ( q.:. f ds v' ( s ~> (3.1.7) 

o . 

o bien, 

P(q,tlo,o) (3.1.8) 

Ahora haremos un desarrollo en cumulantes, C (t), en función prome
n 

diada en el integrando, es decir 

</k· j ds ~'(s)) = 
exp (3.1.9) 

Puesto que ~· es un proceso Gaussiano, puede expresarse sólo en 

función de sus dos primeros curnulantes, 

t t 

c2ij= -ijdTJdr'(vi(T) vj(T')) (3.1.10) 
o o 

y en consecuencia 

P(q,tjO,O) 6 f dk exp(iq·k) 
(271) 

t t • ;(3.1.11) 

exp(-tkikjl dT[ ds Rij(T...;s,s} 

en donde Rij es la función de autocorrelRciÓn de velocidades en el 

sistema en reposo, 

(3.1,12) 
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Si ahora derivamos con respecto ai tiempo la e:x:p:r'osiÓl1 para· 

P(q,t¡0 9 0) obtenemos la ecuación de difusión en el sistema Lagran-

giano, 

p 

Aqu! el coeficiente Lij(t) se identifica con el coeficiente de difu 

sión y está expresado en t~rminos de la función de autocorrelnciÓn 

de velocidades, Ilij(t - rz;), como 

t 

[ ds Rij(t-s,s) (3.1.14) 

N6tese la similitud de esta expresión con las f6rmulas de Kubo que 

expresan los coeficientes de transporte en t~rmino~ de ciertas fun

ciones de correlación en equilibrio. Aqu!, la correlación Rij est& 

definida para un estado de no equilibrio. Claramente, para poder 

calcular Lij os necesario conocer primero la función de autocorrel~ 

ciÓn de velocidades, la cual se calcula en la siguiente sección. 

III.2 C~lculo del Coeficiente de Difusión para Tiempos Largos 

La función de correlación do velocidades, Rij(t, ~), se expre

sa en función de la correlación de fluctuaciones e, Ec(2.1.10), como 

(3.2.1) 

Puesto que en el sistema en reposo C satisface la Ec(2.1.25) se si 

gue que 
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(3.2.2) 

En general esta ecuación no es cerrada para Rij' sin embargo para 

el caso particular de moléculas de .Max"Well el miembro derecho puede 

evaluarse en forma exacta, Este c&lculo* es directo, aunque lnborio-

so, y da por resultado 

o (3.2,3) 

El coeficiente V1 se definió en la Ec(2,2,27). Intoerando esta ecu! 

ción para una condición inicial, Rij (O, T), dada, obtenemos 

(3,2.4) 

Debe enfatizarse que la función de autocorrelaciÓn de velocidades a 

tiempos iguales, ~cj(o, T), en general no es un dato del problema, 

En particular, no se conoce para nuestro modelo, pero puede calculaE 

se utilizando la ecuación de Lnneevin, Ec(3.1,2), como veremos a con 

tinuaciÓn, Para este fin primero expresamos Lij en función de 

Rij(t, -r) sustituyendo (3.2,4) en (3,1,111), 

t 
J ds e-(t-s) 1 /\ (t-s) R (O,s) 
o ik kj 

(3.2.5) 

Si en esta ecuación hacernos el cambio s'= ll1 (t-s) y utilizarnos la 

ecuación de estado para un gas ideal obtenemos 

D(T(t)) Q' ij(Jl,t) (3.2.6) 

* Los detalles pueden encontrarse en el apéndice A de la ref, (18), 
Véase también rer, (25), 



en donde 

y 

(3.2,8) 

Nótese que la expresión para D(T(t)) tiene la misma forma funcional 

que el coeficiente de difusión en u11 fluido en equilibrio, Por otra 

par·te, en el sistema en reposo la función l\_j(0 1 1:) estl definida 

.por 

Rij(O,T) =. <v1'. (T) vj' (T)) ( ) 3.2.9 

Con el objeto de evitar cálculos detallados en el texto, en el a-

p6ndice D mostramos que 

(3,2.10) 

en donde los coeficientes Ri estln definidos por las Ecs(B,7), Con 

este resultado el factor C:Xij se obtiene de la Ec(3,2,8) .tomando el 

límite V
1
t))l, Estas oporaciones son inmediatas y dan por resultado 

con 

2 V1 ( V1.Y3 + z1Y2) 

(zt+W) Cz1f 2 Ui )(z'1f.V3) · 

(3.2,11) 

( z 1 +V1 Hz~ +,:i: f;z 
1 
,;3;~','Ll~~~:~:~¿) + <v,; ~3:: ~1 ?t= ( 'c::v, l 
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+ 

·+ 

. difusión multiplicando esta 

ecuación 

III.3 Resultados y Discusión 

De +os resultados de la sección anterior concluimos que el c~ 

eficiente de difusión en el sistema en reposo exhibe dos caracterís-

ticas esenciales debidas al flujo cortante, La primera es que Lij 

es anisotrÓpico, lo cual refleja la nnisotropÍa del flujo. La seguE 

da es que depende del tiempo Únicamente a través de la temperatura. 

En otras palabras, el proceso de difusión se ve afectado por el ca 

lentamiento viscoso que ocurro en el fluido y éste, a su vez, por el 

valor de la razó11 de corte, a, se¡:-Ún so expresa por la ecuación p~ 

ra la temperatura 

a T( t) 

ot 
(3.1.1 ) 
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el factor zl (a) es -el - mismo quo ha aparecido en las c:xpresionas 

(J,2,12) y se defini6 en el np6ndice A, Ec(A,15), Esta ccunci6n, 

Ec(J,J,l), se obtiene directamente a partir de la ecuaci6n para la 

presi6n, Ec(2,3,9), y de la ocuaci6n de estado, Sustituyendo la so 

luci6n 

T(t) 
(J,J.2) 

en la Ec(J,2,8) obtenemos 

D(T(t)) (J,J,J) 

y por lo tanto el coef'iciente de difusi6n, Ec(3,3.-2), se reescribe 

como 

(J,J.4) 

Consecuentemente la ocuaci6n de_ dffu~:l.6l1 e~tli dada por 

_l! = ot (3,3,5) 

Con el objeto de eliminar el efecto del calentam
0

iento del fluido y 

poder analizar s6lo el proceso de difusi6n, introducimos una nueva 

variable temporal, L , definida por 

(J,J,6) 

N6tese que z 1 , definida por la Ec(~.15), es funci6n de la raz6n 

de corte,a, y d~ la raz6n de masas, E , La diferencia entre estas 
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escalas ele tiempo se ilustra en la Fi¡:.l para el intervalo 

O ::= \)l t:::: 2 1 pnra dif'crentes valores de a y con E: =0, l, De acuerdo 

con esta transformaci6n la ecuaci6n de difusi6n cstl dada por 

{3.3,7) 

en donde ahora el coof'iciente de clif'úsi6n es constante, La soluci6n 

de esta ocuaci6n es bien conocida, 

P(lt, -r;¡o,o) 

Y muestra que en una escala de tiempos que elimina el efecto de ca-

lentamiento en el !'luido, el proceso de difusi6n dif'iere del de e-

quilibrio s6lo en la simetría debida a la raz6n de corte, a, que a-

parece implícitamente en Lij' Ec{3.2.17), Esta modif'icaci6n puede 

precisarse más analizando el efecto del !'actor o(ij sobre el coef'i

ciente de difusi6n. Para este fin en la Fiff2 ffraficamos la traza de 

~ij/3 como funci6n de la raz6n de corte adimensionnlizada 1 a/~ 3 , 

De esta figura se observa que el efecto de o(ij es disminuir el coo-

f'iciente de dif'usi6n con respecto a su valor en equilibrio local, 

D{T{t)), Este resultado es aparentemente parad6jico pues por una Pª! 

te, es un hecho experimental que la viscosidad cortante, ~ , de un 

fluido disminuye al aumentar la raz6n de corte, a, {shear thinning) 

y por lo tanto de la relaci6n de Stokes-Einstein, D=kT/M , espora-

ríamos que el .coef'iciente de difusi6n aumentara, Sin embargo, es pr! 

ciso enfatizar que la relaci6n de Stokes-Einstein dnicamente se apl! 

ca en el límite de movimiento Drowniano, es decir, cuando el tamaño 

de la partícula marcada es comparable o mucho mayor que el recorrido 
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libre medio de las moléculas, Nuestra descripci6n en términos de le 

ecuación do Fokkor-Plnnck o ecuación de difusión es una aproximación 

de la ecuación de Doltzmann-Lorentz la cual, por construcci6n, no os 

aplicable on el límite de movimiento Hrowniano. En consecuencia, la 

fricción quo experimenta la partícula marcarla no está relacionada 

con la viscosidad cortante sogÚn la ley de Stokcs y la relación de 

Stokes-Einstein no es aplicable, La descripción do las fluctuaciones 

en el 1:1'.mite de movimiento Drowniano so discuto en el si¡¡uiente cap,! 

tulo, 

Concluimos este capítulo haciendo algunos comentarios generales 

de los resultados obtenidos en los capítulos II y III para el modelo 

en consideración. Una primera observación es que el tensor de difu

sión en la ecuación de Fokkor-Planck, Ec(2.3,4), depende expl{citn

monte de la parto irreversible del tensor de esfuerzos, es decir, 'de 

pende de una propiedad hidrodinÁmica del fluido, Esto muestra que p~ 

ra este modelo el tensor de difusión no puede caracterizarse sólo en 

términos de la temperatura termodinámica y que existe una fuente adi 

cional de fluctuaciones diferente a la térmica, En consecuencia, es

to resultado muestra que este modelo no puede describirse adecuada

mente siguiendo el método usual (equilibrio local) de extender las 

teorías de equilibrio a estados de nomoquilibrio, introduciendo la 

dependencia temporal de la temperatura y reteniendo la misma forma 

funcional que en equilibrio, Más a6n, nótese que la expresión para 

el tensor de difusión, Ec(2.3.6), constituye una generalización del 

teorema de fluctuación-disipación para los estados fuera de equili

brio del fluido. Es claro que la generalización usual de esta rela

ción expresando T como función de t es insuficiente, Esto trnnhién 

muestra que la generalización del teorema de fluctuación-disipación 

para estados fuera de equlibrio no es obviR y depende fuertemente •' 



de la naturaleza de los estados o·n consideración. 

También debe observarse que en la ecuación de Fokker-Planck no 

aparece la parte irreversible del flujo de calor; esto os un tanto 

sorprendente, puesto que hemos considerado explícitamente el calenta 

mionto viscoso en el fluido, Esto es una nnornal{a del potencial in

termolecular de moléculas do Maxwell, Para un potencial central ge-

noral se obtiene en el vector de arrastre de la ecuación de Fokker-

planclc un término proporcional al gradiente de temperatura., sólo pa 

ra moléculas de I-laxwell este término se anula idénticamente, Para 

potenciales centrales y &nicamente para estados cercanos nl equili

brio, Fernándoz de la Mora y Mercer( 26 ) obtuvieron estos términos 

proporcionales al gradiente de temperatura en ln ecuación de Fokker-

Planck, poro no obtuvieron los efectos debidos a la parte irreversi-

ble del tensor de esfuerzos, es decir, consideraron despreciables 

las contribuciones debidas a gradientes en el campo de velocidades, 

Es de interés mostrar que aiin cerca de equilibrio estas contribucio-

nes no son despreciables. Para esto consideraremos que en nuestro m2 

dolo el fluido está lo suficientemente corca de equilibrio como pa

ra poder utilizar el método de Chapman-Enskog y calcular las solucio 

nes de las ecuaciones do Boltzmann para f y de Fokkor-Planclc para F 

a primer orden en la razón de corte, a, En el apéndice C se encuen-

tra que 

r = rL [ 1. -r ij(v)(ail /J3)] 

F FL(1 -rij(v~{<~1/V1) - º•44 (aij/IJ3)]) 

en donde 



y vr es la velocidad adimensionalizada de la partícula de fluido o de 

la partícula marcnda, Las distrilmcionos fL y FL son, respectivamente 

las distribuciones locales para la partícula del fluido y la pnrt!cu-

la marcada, Nótese que las desviaciones respecto a equilibrio local 

on la distribución del fluido est& caracterizada sólo por la cantidad 

adimensio.nal ªij/Jl'.3' en donde /)'.3=2 ¡;2 y ¡;2 est& definida por la 

Ec(2,2.27), En cambio, la desviación respecto al equilibrio local de 

la partícula mnrcadn está cnracteriznda por ªi/ V'.3 y aij/J.11 • Los tér 

minos ele orden ªiJ/1.J'.3 se deben a contribuciones de la parte irreversi 

ble del tensor de esfuerzos al tensor de difusión, mientras que los 

términos de orden ªiJ/¡;1 ocurren por la dependencia del vector de a

rrastre en la velocidad relativa, Por lo tanto, cuando se discutan 

propiedades de no equilibrio del fluido deben considorarse términos 

de ªiJ/¡;
3

, y para propiedades de la partícula mercada pueden despre

ciarse esos términos y puesto que ])1 /¡;
2

,.._,,E , Sin embargo, los dos 

términos son del mismo orden en ªiJ y ciertamente se deben tomar en 

cuenta ambos al considerar Órdenes superiores en a aún cuando a sea 

pequeño, 

Finalmente queremos mencionar algunos aspectos de este modelo 

que en nuestra opinión vale la pena seguir investigando; primero, los 

efectos producidos por la parte adicional de fluctuaciones en el ten-

sor de difusión, Ec(2,3,6) y representada por el término proporcional 

a la parte irreversible del tensor de esfuerzos, ¿Cómo influye este 

término en el c&lculo de otras funciones de correlación o de otras 

propiedades de transporte en el sistema? Segundo, sería de interés in 

vestiaar de si al aumentar el valor del par&metro que aleja al siste-



ma del equilibrio (la raz5n de corte a) ocurren inestabilidades hidro 

din.micas que cambien ln naturaleza del ~lujo cortante. ¿C5mo deter

minar el valor crítico de este par•mctro?,¿oeeuir!a siendo v~lida la 

ecuaci5n de Fokker-Planck, Ec(2.3.~), en la vecindad de la inestabili 

dad?, ¿es indispensable para investigar estas cuestiones introducir 

otras inhomogeneidades espaciales en el sistema adem•s de la intro

ducida por el flujo cortante?, 
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CAPITULO IV 

FLUCTUACIONES EN EL LDIITE DJ:: MOVIMIENTO DROWNIANO 

En este capítulo seflalamos los problemas que surgen al tratar 

de describir las fluctuaciones de la pnrt{culn marcada del modelo con· 

siderado en el límite de movimiento Drowniano, es decir, cuando las 

dimensiones de la partícula son del orden o mucho mayores que el re

corrido libre medio de las moléculas del :fluido. Dado que las ecuaci~ 

nes cinéticas usadas anteriormente no son aplicables, por construc

·ci6n, en este límite renunciamos a dar una descripci6n cinética y a-

doptamos un punto de vista exclusivamente hidrodinAmico. Primero cal 

culamos la fuerza de arrastre sobre una esfera que se mueve en un 

fluido Newtoniano en un :flujo cortante a bajos números de Rcynolds. 

Como veremos en la secci6n I de este capítulo, esta fuerza resulta 

ser, curiosamente, la de Stokes y por lo tanto, la ecuaci6n de movi-

miento para la partícula marcada es la bien conocida ecuaci6n de Lan 

gevin. Puesto que esta ecuaci6n ha sido ampliamente estudiada y sus 

predicciones son bien conocidas no es de utilidad para nuestros pro-

p6sitos de describir fluctuaciones fuera de equilibrio. Por esta ra

z6n y tomando en cuenta al¡;unos intentos( 2 7) de generalizar esta e

cuaci6n en alaÜn sentido, en la secci6n 2 modificamos nuestro modelo 

suponiendo que el fluido en lugar de ser Newtoniano es viscoel~stico 

y discutimos el cllculo de la fuerza de arrastre sobre la esfera, Co 

nocida esta fuerza, que resulta ser no linoal en la velocidad de la 

partícula, puede construirse una ecuaci6n de Langevin y, 16gicamente, 

surge la pre¡;unta de si puede construirse la correspondiente ecuaci6n 

de Fokker-Planck, Las dificultades asociadas con este punto y en e~ 

pecial el papel que juega el teorema de fluctuaci6n-disipaci6n, se 

discuten en la Última secci6n. 



IV.l Fuerzá de arrastre debida al Flujo Cortante 

Considérese un flujo cortante y estacionario, de un fluido :.•fow

toniano, descrito por 

(1i.1.1) 

con respecto al sistema de referencia de laboratorio, El tensor ªij 

es constante y sin traza, Al tiempo t se coloca una esfera dé radio 

en el punto n(t) con una velocidad inicial Ü(t) y velocidad aneular 

nula, Sea ~(t) la.posición con respecto al centro de la esfera cuan

do ésta se encuentra en la posición instant~nea R(t). En consecuon-

cia el flujo inicial v
0

i se convierte en un flujo dependiente del 

tiempo, 

(1¡ .1.2) 

Claramente, la presencia de la es:fera perturba al flujo inicial y el 

movimiento resultante del :fluido se supone descrito, en el sistema 

de laboratorio, por las ecuaciones 

(1i.l.J) 

o ( l¡ •. 1.1¡) 

A su vez, el flujo perturbado induce movimientos en la esfera gob.er-

nados por 

m d 
dt 

Ui(R,t) (11,l.5) 



(4.1.6) 

Aquí m es la masa de la esfera y J:!.j su momento de inercia; Fi' Mi 

son respectivamente, la fuerza y la torca ejercidas por el :fluido so 

bre la es:fora, 

Respecto al sistema con.centro en la esfera las ocuacionos hi-

drodinámicas {4.1.J) y (11~1.4) son 

(4.1,8) 

y es conveniente separar el campo ~(i?,t) -en la.forma 

en donde ui(~,t) describo coreana a la esfera, 

Claramente u
1 

+ l 5E. = º· 
l. 

{4.l,10) 

Por otra parte, las condiciones a la frontera que u debe satisfacer 

son 

lim Ü(t, t.) o (4,1,11) 
r-



---=---_-o_---:-~-=- . ---- ---- ----

y sobre la su'perfiÜe de ra e~r'e:i-~~ s'llpondremoe que u es tal_ quo ~el 

cnmpo to tal ·~. satis'.race. ¡as. condiciones a la frontera de ad.hesi.ón, 

-+ 
Aquí Q es la velocidad angular de. la esfera respecto a un eje que 

pasa por su centro, 

Nuestro objetivo es cnlcular la :fuerza, Fi' y la torca, Mi' so 

bre la esfera debidos al movimiento pe turbado del :fluido para el ca 

so particular de un :flujo estacionario a bajos números de Reynolds, 

En este caso la Ec(4,l,10} puede aproximarse por 

o bien, 

o 

Sería deseable obtener una solución de esta ecuación en la que apa-

rezcan lns componentes de ªij como parámetros, La estructura de tal 

solución puede obtenerse notando que puesto que el :flujo es incompr!. 

sible, ti puede expresarse como el rotacional de al¡rÚn vector A, 

ti=rot A, ~Ótese que puesto 
4 ... 

que u es un vector polar, A es necesa-

rinmcnte axial, Por otra parto, ~. y por lo tanto ti, sólo dependen 

de ~o y f, que son vectores polares, Como _v-'
0

, Ec(.'~.1.2) 1 contiene a 

~. A sólo puede ser función _de "::J , Pero.,e1 .único vector axial que 
o -· > - - ---- --- -. -._ ---.-.--- - • " - -

puede construirse a 
j,';. __ ·-< ,,'· 

partir de"";} es 'rot· v =rot '¡¡'.1, o· en general, -º-- - -- o 
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~ 1-+ 
A= rota gradi'(r) (4.1.15} 

en donde }~ncicSn arbitraria de r. En consecuencia, la so-
- ·, . . ... · ":· .·:.-· ' .. - ·_ ·:·' . ; 

lucion .que .buscamos es de. la f'orma 

Sustituyendo esta 

t t( df ) 
ro .. ro. ªiji'Qrj 

'·/·:<~

expresicSn en e 4~f.YVi ¿'bte~emos 

(4.1.16} 

(4.1.17). 

Nótese que de esta manera hemos trans:formaclo la ecuación vectorial 

(~.l.14} en una ecuación escalar para f 1 puesto que una condición su 

f'iciente para que (4.l.17) ~enga solución es que 

o 

Integrando esta ecuaéión en coordenadas osf&ricas obtenemos 

= cr + b 
r 

(4.1.18) 

en donde c y b son constantes de integración. Estas constantes se de 

terminan sustituyendo f' en la Ec(4.l.16) y usando las condiciones a 
la :!'rontera (4.1.11) y (4.l.12}. Esto da por resultado 

ui(r) =(e-~);; (4aij-aj1Jrj + 

3 5b) ( 2 ) 
+ :5 (e-~ ajkrj~kri - r ªijrj 

r r. · . 

(4.1.20} 

Claramente la primera condición a la frontera, Ec(4.l.ll}, se satis-
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face y de (4.1,12).obtonemos 

Ui <ó\t) + tijkQj 01': - voi- ªij Oj - (e;.~) J;< 4aij-ªji)aj+ 

+ -J(c - ~)(a.k(J·Ok·o;¿'cJ?~_'.j"á_ .• -.J;,)_••·. ª',) ª'¿ J J 1 .. · . 7 ; ~ . 
,. ··,·,·c .. -",:".''.", 

Puede mostrarse f&cilmonte que esta condicion•'.:~()' se satisface a me-

nos que a tenga una simetr!a definida, entonces, puesto que 

(4.1.22) 

la condicion anterior nuede 

con 

Resulta 

{li.1.25) 

Aqu! los coeficientes Ci son las componentes del vector Ui-Voi con 

respecto a un sistema ortogonal de vectores, y claramente pueden d! 

terminarse una vez definido éste. Sin embargo, como veremos posterio! 

mente su forma expl!cito. no ser& necesaria y por lo tanto las cons~ 

doraremos como cons to.ntes dadas en lo que siG'lle, Sustituyendo ( 4, l. 25) 

en (4.1.23) obtenemos 



y 

en donde 

Entonces la condici6n · 
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-y - -a· (s)a-··+'\y +" Y 
31- ij j /~ 11 02 21 

o 

-:;__..- --~-----_;:~---

(4.1.26) 

(4.1.27) 

_(4,1.28) 

(11.1. 29) 

(4.1.JO) 

Las proyecciones de esta ecuaci6n, sobre el conjunto ortogonal 

(4,1.28) son 

AY2 
1 +. XiY1i = o (4.1.Jla.') 

BY2 
2 + ,X:1Y21 o (4.1.Jlb) 
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o (4,1,Jlc) 

De la ~ltima ecuación obtenemos 

(4.1,32) 

con 

(4 .1.:33) 

-··· ', .-.,.- . 

Pe1·0 como F
1 

es proporcio~~J.c~h)-ú(~~l.24), se 
.t, \;:J-_'.- '.-··.' ' 

b • a5 ( e 'Jcn¿ m:r 
6 1. Df; 

sigue que 

(4.1.34) 

Procediendo de manera similar, ·do(4·.;l,Jlb) obtenem'os que 

(4.1.J5) 

con 

(4.1.36) 

La Ec(4,l,3la) da una relación entre e y b que es consistente con 

las expresiones obtenidas para estas constantes, Si ahora utiliza 

mos las expresiones de c y b en la Ec(4,l,20) obtenemos finalmente 

el campo de velocidades perturbado 

(4.1.J7) 



en donde 

(4,1,JB) 

Aqu! ~ es el vector unitario en la direcci6n radial dirieido de la es 

fera hncia el fluido, 

El campo de presiones puedo calcularse a partir de la Ec(li,l,lJ) 

De las Ecs(l1,l.l6) y (4,l,19) se sigue que 

(4.1.39) 

o explícitamente 

en donde c est& dado por la 

La f'uerza ejercida por el fluido '.~J~re la esfera está dada por 

en donde el tensor de esfuerzos, (/ , es 

+-+ 
U =-pI + 21) (\jiJ.) 5 (4,1.42) 

ya que el fluido se supone Newtoniano, Usando. (4,l,J7) obte.nemos. 

que 
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~ ,. (. . ) ( s) (a) 
(O".n).= -pn.+ 2ri H+H1+G a1 . nJ.+ 2T/H2a1 J. nJ. 

l .1 '/. . . . J . .. . 
(4,1.43) 

con 

G. -d 

(4.1.44) 

en donde p est~ 

7f 2.7T J d9 sen efd~ n. o J o 
o 

pues claramente la integral sobre ~ se anula, Siguiendo un método si 

milnr puede mostrarse que la torca, Mi, ejercida sobre la esfera, 

(4.1.46) 

también se anula, 

Este resultado os un tanto sorprendente pues indica que el fl~ 

jo cortante inicial no produce ningÚn efecto sobre el movimiento 

de la partícula marcada, ya que s&lo aparece en la condici6n a la 

frontera de adhesi&n, Ec(4.l,l2). La presencia del flujo cortante 

sirvi6 Únicamente para poder satisfacer esta condici6n, Si ahora ge-

neralizamos la situaci&n anterior superponiendo al flujo cortante no 

perturbado un flujo uniforme, la fuerza hidrodinámica debida .a este 

Último es claramente la fuerza de Stokes, 
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- - ., 

.':;6~7]01J_ (4.1.47) 

P1,esto que en la aproximación de bajos n6meros de Heynolds las ecua

ciones J1idrodinámicas son lineales, la fuerza resultan te sobre la 

partícula marcada es la su~a vectorial de las fuerzas debidas a am-

bos f'lujos. De (4.l.115) y (4,1.47), obviamente tonemos que la f'uerza 
__. 

resultante es la fuerza de Stokes, F
5

• 

Utilizando estos resultados, el movimiento Browniano de la es 

f'ora puede describirse entonces en términos do la ecuación do Lange-

vin lineal, 

~ 

m dU(t) 
dt 

-t -¡ U(t) 
_., 

+ s (t) (4.1,118) 

-en donde { :6Tí7JO"· La f'uerza ' ( t) se supone un. proceso. Gaussiario 

con promedio cero y covarianza 

(4.l.49) 

Esta relación es ol teorema de f'luctuaciÓn-disipación cuya forma pu~ 

de obtenorse( 2 B) a partir del tensor de esfuerzos fluctuante postulo!! 

do por Landau y Lifshitz(5), Debe señalarse, sin embargo, que la e-

cuaciÓn de Langevin anterior es válida sólo cuando el fluido en el 

que se encuentra sumergida la partícula marcada está cerca de oqu~ 

librio y por lo tanto no es de utilidad para nuestros propósitos do 

describir fluctuaciones para estados alejados del equilibrio, Por o-

tra parte, las fluctuaciones y propiedades do transporte descritas 

por la ecuación de Laneevin linoal han sido ampliamente estudiadas y 

sabemos, por ejemplo, que predice un decaimiento exponencial para 

la función de autocorrelación de velocidades, 
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As! pues, para describir situaciones fuera de equilibrio debe 

generalizarse este modelo. Estn generalización puede hacerse de va-

rias formas. Una posibilidad, por ejemplo, es considerar un fluido 

Newtoninno que obedezca las ecuaciones hidrodin,micas de Oseen, lo 

cual implica que la fuerza de fricción de la partícula es una fun

ción no lineal de la velocidad. Con este punto de vista, J1ermnns< 29 ) 

obtuvo una ecuación de Lane-evin no lineal en la que la fuerza aloa-

toria es función de la velocidad y construyó la correspondiente ecu,!! 

ción de Fokkor-Planck para la distribución de velocidades. De esta 

manera determinó el efecto producido por pequeñas no linealidades 

en las funciones de correlación. Aunque encontró que estos efectos 

son despreciables para partículas coloidales y sólo representan un 

porcentaje pequefio (2 ~ 3~) para mol.culas, el ~ntcr•s en el proble-

ma radica en su caracter fundamental. Si puede mostrarse que para un 

problema hidrodinámico la ecuacitin de Langevin sirrue siendo válida 

cuando el t~rmino disipativo es no lineal en las variables en cues-

tión, podría esperarse que esto tambi~n sea cierto para procesos di 

ferentes al movimiento Drowniano. Esta es nuestra motivación para 

tratar do construir una ecuacitin de Folcl<er-Planck para movimiento 

Drowniano lejos de equilibrio. El punto de vista que adoptamos para 

eeneralizar la ecuación de Laneevin es diferente al de Hermans. Con 

el objeto de aprovechar resultados que existen en la literatura(l5) 

consideramos un modelo particular de un fluido no Newtoniano -modelo 

de Oldroyd- y consideramos el problema de Stokes correspondiente. Au.!! 

que esto nos ohliga a eliminar el flujo cortante que hasta ahora he-

mos mantenido, este problema ha sido resuelto en la literatura y por 

lo tanto conocemos la fuerza hidrodinámica sobre una esfera sum'Jrffida-

en este fluido viscoel&stico. El model~de Oldroyd lo discutimos en 
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la sir,uiontesecci6n y el c~lculo de la fuerza hidrodinámica se resu

me en la socci6n IV.J, Posteriormente en la secci6n IV,11 indicamos C2_ 

1110 podr:!a construirse una ecuaci6n de F'okker-Planck y discutimos que 

limitaciones y dificultados sur¡:;en al a.plicarln a situaciones nleja

das del e~uilibrio, 

IV.2 l·:odelo do Oldroyd para Fluidos Viscoelásticos 

Las ecuaciones de l\'avier-Stolces constituyen una descripci6n te6-

rica excelente del comportamiento de fluidos newtonianos en unn crran 

variedad de situaciones. Por otra parte, desde el punto de vista exp~ 

rimental estos fluidos est&n totalmente caracterizados por la medici6n 

de un número bien definido de propiedades, As! por ejemplo, para un 

fluido incompresible e isot,rmico s6lo es necesario especificar dos 

constantes materiales, la densidad y la viscosidad, las cuales pueden 

medirse para un gran número de flujos, En t'rminos de ellas el campo 

de velocidades y los esfuerzos que se ejercen en el fluido so determ_! 

nan a trav's de las ecuaciones de movimiento y ecuaciones constituti

vas, respectivamente. 

La caracterización experirnentnl de fluidos incompresibles no l\'e~ 

toninnos es más complicnda, Aunque la densidad en general puede medir 

se, la relación constitutiva no es conocida y, en consecuencia, no se 

sabe que otras propiedades del fluido es necesario medir para determi 

nar esta relaci6n y as! caracterizar completamente nl fluido, Más aún, 

experimentalmente se encuentra que muchas propiedades materiales de

penden del tiempo, frecuencia y raz6n de corte, a diferencia del caso 

l\'ewtoniano en que son constantes. As! pues, surge la necesidad de 

construir modelos para las ecuaciones constitutivas de fluidos macro

moleculares, En eeneral estas relaciones, o ecuaciones roolÓgicas de 
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estado, expresan al tensor de esfuerzos como una función no lineal de 

la razón de corte y su estudio constituye todo un campo amplio y com-

plicado, J\uestro objetivo aqu{ es discutir brevemente aleunas de las 

ideas que se utilizan para construir una ecuación reolÓeica particu-

lar, el modelo de Oldroyd, 

Una do las clases más simples de fluidos macromoleculares es a-

quella en que Óstos exhiben propiedades viscoelrtsticas lineales, es 

decir, flujos lentos caracterizados por pequeñas deformaciones y os-

fuerzo s que producen confiauraciones 110 muy diferentes ele lei inicial, 

El modelo más simple para describir este tipo ele flujos es el ele Max

well (JO), Este modelo, intuitivo y simple, sirve de base para cons-

trllir modelos viscoelÓ.sticos lineales más complicados, los c. ales son 

el punto de partida para desarrollar modelos no lineales, Esto modelo 

describe a un material colocado entre dos placas planas paralelas que 

se mueven en una dirección arbitraria j, Si este material es un flui-

do Newtoninno de viscosidadµ 1 el tensor de esfuerzos está dado por 

la ley de Newton, 

(1~ .2.1) 

,- ' .:·:-:, :.:·.- .·. ·''- __ ., .. . ,_· -. , _- . , , 
Por. otra parte¡ si el r~at.e.rial es ~n solido de !Iooke con moc1ulo elas-

tico G1 

T· ·= -.· . l.J . 
( l¡. 2. 2) 

~ : "" . -_ .. :. ·. '. :· . '. --

~n estas ecc~aci,ºn:s. vj. es la· v~~ociLd ªªi fluido en la. dirocción j 

y Uj es .el desplazamie11to en i~~¡,;;6~ión j de~deuna posición de e-

quilibrio al tiempo t 
0

, f i.:les el tenso];' de deformaciones y .ªij la ra-
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Si ahora suponemos que el material entre las placas es viscoel4stico, 

es razonable suponer que ol tensor de esfuerzos será una combinación 

do las relaciones anteriores, Maxwell propuso que el tensor de es-

fuorzos está dado entonces por 

T 
\ "¡¡ T, . 

ij + /\o Tt1J 

Aqu! A 
0

=µ/G es una constante con dimensiones de tiempo y TJ 
0

= µ, N6 

tese que para flujos estacionarios la ecuaci6n anterior se reduce a 

(4,2,1), Por otra parte, si los esf~erzos var!an muy rápidamente con 

ol tiempo, el t¡rmino de la derivada temporal de Tij es dominante on 

el miembro izquierdo y al intearar con respecto al tiempo se rocupe-

ra (11,2.2). Ahora bien, si Tes finito en t=-00 de (11,2,li) so obtiene 

-jt{ ~: e-<.t-t' )/Ao) ªij(t') dt' (4.2 • .5) 

-- -clJ --· 

o integrando por partes 

(4.2.6) 

En estas ecuaciones las cantidades dentro del par,ntesis son llamadas 

módulo do relajación y :función de memoria, respectivamente. La razón 

de este nombre puede entenderse notando que la Ec(/1,2,6) expresa la 

dependencia del tensor de esfuerzos al tiempo t con la deformación, 
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'}" ij, nl mismo tiempo t y tiempos anteriores t 1
1 con un f'actor de p~ 

so, la función de memoria, que decae exponencialmente (t'<t), Por lo 

tanto, expresa que el fluido "recuerda" su pasado inmediato y sólo 

en forma vaga su pasndo distante, Obviamente las Ecs(li,2,li-6) son 

formas equivalentes para expresar la ecuación reolÓgica de este mode 

lo, El modelo de !>laxwell sólo contiene dos constantes: una constante 

temporal, _A
0

, y la viscosidad,µ , Claramente una forma de generali

zarlo es introducir más constantes en la ecuación reolc'igica de esta-

do, La generalizacic'in más inmediata consiste en introducir dos cons 

tan tes temporalos, /\
1 

y A 
2

, además de la viscosidad, /J , Esto defino 

al modelo do Jeffreys(JO) que puede expre:arse por cualquiera.de las 

siguientes ecuaciones, 

(4.2.7) 

. )dt~(4.2.s) 

Nótese que las ecuaciones que definen· a los modelos anteriores tie-

non la misma estructura: el tensor de esfuerzos se expresa como una 

integral sobre el tiempo del módulo de relajación multiplicado por 

la razón de variación temporal del tensor do deformaciones, es decir, 

T = -f t G(t-t 11 ) ~(t' )dt' 

"" 

(4.2.10) 

o equivalentemente 
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t 

T =f M( t~t').~(t ') ,~t' 
-W 

(4.2.11) 

Aquí G(t-t•) es el módulo de relajación y M(t-t')= ~t 1 G(t-t 1 ) es la 

función do memoria. Esta es la forma eeneral del modelo viscoel6s-

tico lineal y es v6lido si las ~ef'ormaciones y los gradientes en la 

velocidad son pequeííos. Sin embnr¡;o, estas no son las Únicns limita-

cienes do las ecuaciones anteriores, pues éstas no son 1objetivas 1 • 

El principio de objetividad establece que el tensor de esfuerzos no 

debe depender del sistema de referencia, esto es, debe sor invarian

te ante rotaciones locales dol fluido. Puede ilustrarse f6cilmcnte 

que las Ecs(4 .2.10) y (11.2.11) no son objetivas considerando el flu-

jo cortante estacionario que se muestra en la fig,3. El sistema pr_! 

mado {l"ira con velocidad angular Q y en esto sistema el ,flujo est6 da 

do por. 

v' 
X 

a y' (11.2,12) 

. - ··,- :-- ,_ \: 

en donde a es la magnitud de la razón de corte. Las ·coinporientes de · 

la velocidad en el sistema xyz 

(11,2.13) 

v~ + ('\lv)T (4.2.14) 



'l 

! ' 

y 

cionario pnrn un 6~0servad~~ en el sistema x 'y 1 z 1
, P.!! 

ro parece Rer d~pÓridiente-. del ti"cr,:po para un observ,!l. 

doren.el sistema xyz, 

x' 2 

'V 

º2('X,t,t 1
) 

V 

61<x,t,t)= 6 1 

i=c~~~~-'--~-'--'--'--'--~~-.,..-'c-~...,-~~-,-...,-~x1 

:~::::.O;. :~.:::~==~l ~i ::: d~:::::f f ñ~~j ~:l ~.:::;r: • "1 

muevo con la partícula (1, t) y_ gira_ con su velocidad 

anf,'Ular locnl, 
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de las expresiones, 

:-.; 

a 

se encuentra 

(4.2.16). 

Íyx ds (11,2.17) 

Esto muestra clraramonto que la ecuaci&n rool&gica de estado, esto 
-+ 

es, el tensor do esfuerzos, dependo de la velocidad angiilar Q y por 

lo tanto el modelo no es objetivo, Esto ilustra que la formulaci&n 

do los modelos viscoel~sticos lineales en t.5rminos do la Ec(l1,2,10) . os erronea, 

Con el propósito do construir modelos objetivos so introduce el 

sistema de referencia corrotacional*, S 1 , el cual so traslada con u-
-+ 

na partícula del fluido .y eira con su velocidad aneular local, W, Si 

S' se elige de tal f'or.rna.cr~~: al tiempo t sus ejes son paralelos con. 

los del sistema do lab~·~·j~~f:io, · s, entonces para tiempos anterio.res 

t 1 

' 
*La literatura concerniente a' este tema es muy arnplia, pero:üila;·ctis~· 

cusi&n clara pu o de encon.tra;se en la referencia ('.}O),. 
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V 

En consecuencia los vectores ortonormales de S 1 , Ói, son funciones 

del tiempo t' y de la partícula de inter~s, la cual se denota por 

{i,t), Los vectores ortonormales de S los denotaremos por~ i' La lo

calización de este sistema est' especificada por b(t) y su orienta-

ciÓn por la ecuación 

= ¿ 
j 

• •; t'c 

cuya transformación inversa es 

:~ ~ iSs~.;.' .: _; < . 
,::}t;«.-~ 

"."." .; :>::···.~· º i . _ ~c:H,~~~;~ 2c~Tt .) . ) 8 j (if, t. t • ) 

(4.2.18) 

(11,2.19) 

La matriz de rotación Qij describe la inclinación instantctnca de S 1 

con respecto a S al tiempo t• y su rapidez de variación temporal debe 

~ . . 
estar determinada por la velocidad angular local, W , del fluido, Fa-

cilmente puede obtenerse una ecuación diferencial para Q ij derivando 

(4,2,18) con respecto al tiempo y utilizando la relación entre -W y 
..... 

la vorticidad,W, 

Así resulta 

t 2:: 
jk 

EijkúJjk 

:+t, Q 1 j(x,t,t') = ~ LQn(~ 1 t,t 1 )Wnj(~,t,t 1 ) 
n 

con la condición. in:lciai 

º· .cx,t,t) - 8 1; lJ. ú 

( 11, 2. 20) 

( 1,, 2. 21) 

{4.2.22) 
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la 

~-) 

con 

con s. 

do do-

-expresa la -ro.., 

El sogunclo t~r 

modelo de Jeffreys, 

de Jeffreys, 

(Zi.2.25) 



plicativas, esto es, 

7-+'A JJr 
1 .tr t 

'. . ,' .. :.';;,-:)-:\-::. -... ~.:·, 

'a +A z !!-1;,~~.~; '+,y;<\\,1> ~] (4.2.26) 

Obs6rvese que de esta manera el modelo es n~ lineal y contiene ocho 

constantes, las cuales no son totalmente arbitrarias ya que deben 

sor consistentes con resultados experimentales bien establecidos, A

"s! por ejemplo, es un resultado bien conocido(JJ) que la viscosidad 

decrece al aumentar la razón de corto ( shear thinning), En particu-

lar, para un flujo cortante ost-cionario con un movimiento oscilato-

rio con pequefias amplitudes las partes real e imac-inaria de la visco 

sidad est&n dadas, respectivamente, por 

r¡' =r¡o 
1+ >-. 1 \ 2 w2 

1 + c>\1w)2 

>·.:·-·· '.'._ .. ':' 

•-. 

, . (4.2.27) 

decre-

(4.2.28) 

Estas constantes son cará~terÍ0~Las del fluido y A 1 represan ta el 

y A2~~~~.~;i,'E!~~~ de retardación, Ptilizando o-tiempo de relajación 
. ·' '.._ .:,-:. _:_ ,~ ;' <-; ,,:::~_::_·>'t ~:---:.:-;" >- ·. -

tros resultados oxperimentáles"·01droyd ·establecio que las constantes 
-·-----o.'.;,='-;'(='-'-·.,.:.:-:;-;~,,_-"~>'--

del modelo deben satisface~ la~ ~·i~Í.e~tes restricciones 
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en donde 

y 

.-. 68-

) .. 01 ~-02 < º1 
9 

El modelo de Oldroyd definido por (11,2.26) es uno de los modelos no 

lineales m&s usados y uno de los pocos para el cual han podido reso,! 

verso diversos problemas hidrodintÍmicos, En la sirruiente socci6n ·con 

sideramos el problema do Stokes para un fluido viscoelástico que obe 

doce la ecuaci6n rool6gica do Oldroyd, 

IV,3 Problema de Stokes para un Fluido Viscoelástico 

Consideramos un flujo uniforme, u, estacionario e incompresible 

J de un fluido viscoel~stico descrito por el modelo de Oldroyd, 

Ec(4,2.26), alrededor de una esfera de radio (J fija con reGpecto ·• 

., 
al sistema de laboratorio, Nuestro objetivo es calcular la fuerza de 

arrastre sobre la esfera, Este problema rué resuelto por Leslio(l5) 

haciendo un desarrollo perturbativo alrededor del problema de Stokes 

para fluidos Newtonianos. En esta secci6n describiremos la secuencia 

de ideas de su m~todo prescindiendo del detalle matemático, 

Las ecuaciones hidrodinámicas son 

'd ui o (4.3.1) 
Cl xi 

d T .. \u. _'.L u. 
d xj J.J · J Óx. J. 

J 



El tensor de es:fuerzos TiJ se obtiene de la Ec(h.2.26) suponiendo que 

A i = µ i para i=l, 2 reduciendo as{ el nt1mero de constan tes de ocho .a 

seis. Adcm5s, la Ec(4.2.30) se reduce a 

( " 1 - .2 µ ) IJ 2 . o y i 

De esta manera se encuentraóAue:(~.2~26) se reescribe como 
-_. ·~.:.:.: t ·::, _, :·:; .. ::e:· 

,, ' \··;:e.·.·:·'~.: -~_·.?: -~ 

1' • >., [ ff -"T:~·~r;;fü~V,{f AflcTr N • • v , e T , ~> 3 
.,_ ... · ·-

= -TJ o [ ia + x2. <!t ' - i.~)c'.i'. iv 2<~:'a) 

en donde ..&. es la derivada de Jaumann, Ec{lf.2.23). 
j}t 

( l¡, 3. 3a) 

(4.J.J) 

Ahora obtendremos la solución de las Ecs(4.J.l-3) para un flujo 

uniforme alrededor de la es:fera y como varemos, la solución resulta-

r' ser una perturbación a la solución del problema de Stokos para un 

fluido 'fowtoniano. Para es to fin, primero se reescriben las Ecs (11. J .1-

l¡. J. J) en coordenadas es:féricas y se introducen las variables ad:l.men-

sionales 

R =ar p u 
TJoQ-P wr u wr 

Eij 
u 

eij i, j= r,cp,cp, (4.3.4a) 
(J 

en donde Pij=POij·;i-.T ij es el tensor de presi:ones, R es la coordenada 

do posición medida con respecto al ericen de la esfera. Adem5s Eij y 

l1'ij son, espcctivamonte, las partes simétrica y antisimétric:i del 

tensor de de:formaciones, 'Jui/ó rj' También es conveniente introducir 
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constantes adimcnsionnlcs mediante 

y la 

'} 

4r 

d 
(J r 

Aqu{ 

ciÓn 

o 
( l¡. J, 5) 

( 11, J, 6) 

Re= uCTf es el 
TJo 

consti tu ti va 

número de Reyno1ds, La expresión para 1a rela_ 

(4,J,J) es muy complicada; su forma explícita puc-

de verse en la referencia(l5), Ecs (6)-(9), Sin embargo, para nues-

tros propósitos es suficiente señalar que tiene la siguiente estruc 

tura, 

Aqu! el parámetro adimensional (J se define corno U A1 / (5 , Como U es 

la corriente de flujo en ausencia de la esfera y A1 el tiempo de re 

lajaciÓn del sistema, el producto u\
1 

es entonces una longitud ca-
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racter!stica del flujo uniforme de est~ modelo y por lo tanto 

es un parámetro carcter!stico del flujo en presencia de ln esfera, 

{J puede entonces interpretarse como la rozón del tiempo de relaj~ 

ciÓn al tiempo caractor!stico CJ/u, fij es una función complicada 

de Pij, ui, r, eij, wij, ~ , TJ , r , Las correspondientes condicio 

nes a la frontero son 

o r 

Nótese que la ecuación de 

introducirse uno función de 

Esto es claramente po~ible 

Todas las ecuaciones 

mento al fluido viscoel,stic~. 

Para construir una solución 

(4,3,5-9), ohsérveso que se de la 

despeja p y se sustituye en las ecuaciones hidrodinámicas, Ecs 
ij 

so 

(4,3,8), en la ecuación resultante habrá términos proporcionales a 

{J en el miembro izquierdo, mientras que todo el miembro derecho es 

proporcional a Re, Puesto que nos interesa resolver el T"l:'oblema an~ 

loeo al de Stokos, nos restrin¡;ircmos a n<imoros de Reynolds bajos 

en consecuoncin todos los términos proporcionales a Re en las ecua

ciones hidrodinámicas puedan closprociarse, Esto implica qtto Re« {J 
y una consocuencia inmediata de esta hipótesis es entonces que el 
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tamaño de la esfera está limitado .por lá relación 

Obs,rvese que el suponer bajos n~meros de lleynolcts implica que 

las ecuaciones hidrodinámicas están dadas sólo en función del par~"1!: 

tro{J • Esto sugiere construir una solución en serie de potencias de 

(J para las variables¡/;.' ui,' pij' p, ªij' wij con i,J= r, e . <.p. 
es decir 

en dor.de A 

reei, Sµsti obtenemos, a or 

r 

= o en r 

-cose sene en r =OO • 
( li, 3 .15) 
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Utilizando (11.J.9) y las ecuaciones anteriores a orden cer en 

obtenemos una ecuación para la f'unciÓn de corriente 

2 
sen8 ]__ ( _¿ _ _]_ )] 
-;_:r }8 senG 'de . 

¡/; (O) o (4.J.16) 

os 

(4.J.17) 

un f'luido 

las cantida 

problema no pcrtuE 

bado en el m~todo de Stokos cuya solu 

ción os conocida, 

A continuación .a .primer orden en 

Sustituyendo Ecs(l1,J,5-9) e igualando 

coof'icientes 

(4.J;l8) 

(4.J.20) 
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o en r 1 y r = oo (4.3.21) 

En estas exprosionesKi'j y Kij son !'unciones complicadas de 8 y r 

.misma manera, a primer orden en (J, la 

f'unciÓn de 

axial, 

,_,' ,' .'. , 

~~ cor~ieri{c:i. es p~sible conocer 

A. oste orden en 

ln fig,5, Sólo so 

Fig, S L:Cneas. de .~8iriÉlJt~)"{/{;~'fº~~~,~~';-~.·~., fl1Jjo 
secundario dobidÓ a los tórlnino·a no Newtonianos 
a primor orden, 
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Siguiendo un procedimiento similar podernos obtener !As ecuaci2 

nes hidrodinlmicas, la condici6~ a la frontera y la ecuaci6n para 

la fu11ci6n de corriente y su soluci6n, ¡/;( 2 ), a seGUndo orden en 

Aunque tj;( 2 ) puede determinarse completarnente(vcrEc(J2) ref.15) su 

estructura es de la forma 

!/J< 2>cr, e) 

+ ( 1-E) B:;(r,6) + { B4(r,e) 

t ( ) -y_ o;_-~ Aqui E es la constante aclimensional definida on I¡, J, 4h y 1 - .\~ 

con' (}i definida por (4,3.3a). De la rcstricci6n (4. 2.29) se sigue 

que r siempre es negativa, Por otra parte, de·lns figs. 6 y 7 y pnra 

los· valores E =1/2, r=J/2, e= Tí/4 se obtienen las siguientes rola-

cionos, 

ij;( o) 

-:¡;r.1) 
0.014 - 0.406, 

De estas proporciones se sigue entonces que el desarrollo 

(4,3.13)_ ~~~k convergente s6lo si {J -c:l, o sea 

< 1 (4.J,25) 

Esta condici6n impone un l!mite m5ximo para la magnitud de la'.voloc_! 

dad U. Debe enfatizarse que las condiciones (IJ,3.10) y (4.:3.25), 

uCT~ «· 
T}o 

<(11.3._26) 

imponen limitaciones para la validez de una soluci:f.n del' tipo 
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Figura 6, L!neas doccorriente ~;(~')Ec_2 P.arn 

( =1/2; i,e,, flujo secundario asoci~do ·non 

el cundrndo del parámetro uA1/a, 

Fic,urn 7, L!nens ~e' corrientP l/J (· 2 ) =e to para 

E =Í/2, /J=-112. 
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(4.J.11). l!ay límites superiores para el radio de la esfera, C5 , y 

para la velocidad, U, 

La :función de corriente a los diforentes ordenes en (J contienen 

toda la información hidrodinlmica del sistema. En particular, permi

te calcular las diversas componentes del tensor de esfuerzos Tij y 

por lo tanto la fuerza hidrodin5mica sobre la esfera, 

(4.J.27) 

H5s expl:!citamento 

F (11,J.28) 

En 

-- (11,3.29) 

As! pues, concluimos que a 

bro la 

niano, 

rriente pero desafo~tunadamente-su 

en forma precisa, pues no existen 



Por lo tan to, de Í:le';arrnstro ejercida sobre unn 

la obtenida para lí?\'f~tiC:lo·:'1ei~tonit'l.Tio de viscosidad· TJc, y es no line 
,. ',,,'.,~.:'; ''·-''.;.~·· .· :··1 

al en la velOcidachde"l'~ cs':fora, u; 
¡,:.:·' •,: :~:·;·:' .·- . 

Debe cl~;y¿¡.;~~~f{~tra caracter:!sticf\ muy importante de esto re-
·._/·:~ºJz':·:: ... < :··.--. ~, :-·· \ :·, . .· ·. . , 

sul tado y cs:ic¡l\.º~ la ,fue.rza al tiempo t depende solo de la velocidacl 

al misino ti~111~~~·a.pesar de que la ecuacicSn constitutiva, Ec(!1,J,J), 

es no local eni.el< tiempo. Bs decir, no ha.y efectos de memoria en ln 

fuerza bajo las ~pr:~imaciones Utiliz~das 1 bnjos m~meros de Heynolds 
.. _ ·:-:~'::·-~-~ ;·=--<~~--~'.,~-~~-~~i<;~~:~;\~::~,¡:~--úr~~~ .. ::.~::::r_;:~::·:?:::, -; _;·-::<:· _ _ " 

y valores pequonos.·Aelé,tiempo·'.d.~~.rela'jacion·, .. o sea, terminas hasta 
- r - - · '- \•¿_.""'··'·- -'.'.>. •• ~ >.- .·¡·<" .,.·f-:-

s e gu ndO or~en onª;.1~:~E,HA~i.~~~1~·r\~~f~~;~~;;~~a~·rosibilidad de construir 

una ecuacion ~!arkof:fiana'.(prira•i'des·cribir:'las ·:fluctuaciones do · 1a os· 

fara sieuiendo·el(~I:~~;f~&\i!;~~t~~~I;~~i~i:c~~~~¡Úiz~. para construfr fo· e-

cuaci6n do LanF,e~'f~·:·~¿fb'~'.J~\fo~iJ.ib'f:f~( Bs te es el objo to ele la si;.. 
.. ·;: '"1.;. 

guiente so~#fX~; ., :·.' .. ':':>; 
. l·· ··-\\;:',_:~. ·.·.·, ._ ~· 

-, . -' .·; ·>" 

IV, h · Ecu;c:l.6~;' de ·~,riit~·~:r-~ Piai16k'.~o'. lineal· 
."·~··:_·,,.,.:~>-·- .. ·._::.···.·._.:,,: . : .. '·º~_-·:.::, .. -.. :>·:·-····:::_·,, .. ·'.-·11<···-::_<._.·'-·. 

Cono.ciando .la :fuerza do :fricci?,n sobre 11:1 esfera ptiede .ctescri-

bi.rs a·. elitdric+ s su·.· ~º~.~.mxº~.t~·.\~~~·;;:~}1.tc_r~~tcl_i:w~~~B~i~ú~~.-~~ Q1~·:.·:~) • _ 

puede escribirse co1no úna ocuacion .Cí~:I,r.i.iié~V-in 
e. :·~ .. ~\--1.'f ::·~<'<<{(,<.: -':}.; ·_:_-··.·: ::·\,-'.'.::: :- • :'~<i: ·- '•.; " 

'gr2fi°;: •• 
·- f .- <t>_.:.: 

Aqu! Fi es la fuer,~i .... •', 

~ i ( t) repro~entn ~~ei~cto de·· i~~ .. ~~~tt~-~ i,:_t~~-_t1i~Jff~rb:llciclas 
por el fluido an e1 que seoncuentrELi•6í.t~1~:r'G'i'aD:; ,~u.J.l~~drémosque 

'c"-''--~'__.=:_c-t ~'=:<''.c;·"~;: ~"-..- ',:'<;·.:·~ 

' . ,: -~ '.·:··, ~:~:~ - _. ·-=- -·· • -.•'o.-_'-;;" 

<~i(t) > Q (4,11,2) 
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en donde el promedio se toma. con respecto a la 

EsrA mrs wu JJEB 
SAUI BE LÁ E · 

f'unciÓn de clis~IJJ.lfUCA 
ciÓn de obabilidad • Tambi~n supondremos 

o 

puesto que es de esperarse que las variaciones temporales eri la ve-

locidad de la esf'ora sean mucho menores que las de la f'uerza· f'luc

tuante. La función de autocorrelaciÓn (~i(t) ~j(t?) se detP.rmina, 

en principio,· de la misma manera que en equilibrio: a partir de la 

f'uorza de fricción, F i 1 y supo ni ando válido el teorema de f'luc tua

ciÓn-disipaciÓn (tf'd). 

La ecuación de Lnnffevin 1 Ec('~.4.1), define un proceso estocást,! 

co no lineal y surrre la pregunta de si puedo construirse una ecua-

ciÓn de Fokker-Planck asociada.Este ha sido un tema controversia! 

en la litAratura, pues por una parte algunos sistemas como el lásL:f4 ) 

describirse satisf'actoriamente en tórminos de una ecuación de Fokker 

( 111) 
Planck no lineal, pero por otra, van Rampen ha mostrado que esta 

equivalencia conduc_e a inconsistencias. Nuestro objetivo no es discu

tir la validez ele es ta eqtli "alencia; más aún, aceptando que la ee<ua-. 

ciÓn de Fólcker~Pl.a~C!lcc~~~ct;a~~o~.i~Ec(4~t1.l) e~tR dada por 

en donde L est~ dado por 

L 

con et=(~), Aqu! P es la prohab:lili.dad-condlcional de que la part{cu-
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la tenga una velocidad Ui al tiempo t dado por un valor inicial TJ
0

i 

al tiempo t
0

• A O\ es el vector de arrastre el cual se calcula n Pª! 

tir de la fuerza de fricción Fi dada por la Ec(4.3.28) y Dc1..p es el 

tensor de difusión, el cual en general no es conocido¡ de hecho esto 

constituye el problema principal para poder construir una ecuación 

de Fokker-Plnnck, El tfd relaciona la amplitud de la correlación de 

la fuerza fluctuante en la ecuación de Langevin con la fuerza de 

fricción, o equivalenteme~te, proporciona una conexión entre los 

co:fici~~~l;5.#~~J~ii~~8~t~~Kt:~~;~t\•' y el de difusión, D ~f , en la ecua-

ciain de Fokker::.Planck'~'i~Peroi:cla fOrrna explÍci ta de es te teorema de
-- , ~-.,:.--fi¡;,{:;;.~~-~:s·~::¡¡~ -1-~ü¿.:_·;::~;:j· ·:. -_,r~;;'..-~<.--:;-, --· 

pende del. ~~tíi<l¿'·~~;ti6~:t·~~ en 6011~:1.de~~ciÓll¡ as!, sabemos que en~ 

quilibrio f}~tird~g~ :~~; 

. : -~- ,·.' -. 

en donde 'Y eiii/ill ~llt:il'z¡i.' C:1~ fr1cciól1 de Stokes; En general, la for-

ma de esto, tóo'r~~á_· ric,(~~;~J.ri·:·~i~rnkpa'.~~ ci~alq~ier estado· eleJado dii 

equilibrio: ,'0;.¡:\É¡~·.fi~'fifü;~¡~·(){·'¿n·¿'}: ~~;Ít~To IJ:;•AJ. ·~~t~ner la 

:::: ·:;,~~í¡jf llritf tj~~t~~~tr r;1ir~·'~i~~~;t~~¡: ::·· 
hay ningúna:::ra,'zon;,:;poff¡·la\qua··a:íuéda:; esperarse que , esn.:.forma' 'del ,,tfd, 

vÚHd~!ri\gf~~ª~'~r~¡:r1~~~;\{'.l~~~,~~'úcabl0 en 'el l.!rriit:~·;dci\ j~~¡:~ighto> 

~::::':~:rt~i~~f ~f~~r~r~~~~~1~r~¡il~s:;;;~~~¿¡¡~;~~~:~ 
J· - ' - '· : - .'·.:~-,·' ·; . ·,'_; _- -, -, -;-.--,-- :,-:1'·; ;·~- ;·: 

oqt1ilibrfo··.~~~rc'.~·u,·~~~.~·~ª~X6.~~:~~f f~·~.'.~f.jf¡~·~4;~~~;g¡:t~#,~É;1:~·,~~~;~~1·~.~p\~f·.:!:0.=- •. 
kkor-PrancJc, ·•·.Pef() sl 1~··constrú~C::l.~ri •f:l(í'·la eéuacicSn· c1a•·.1''olclc~f.:::P1an'ck 

fuera de equilibrio ya es probi·6'm.a en s!, 

la pues la Ec(4,1~.4) define ~J p;ocoso estocástico no lineal y sus~ 
lución conduce al dif!cil problema de ronormalizaciÓn de fluctuncio-
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nes(J5). Se han podido estudiar al~1nos,aspoctos generales del o-
. . 

blema y obtenerse información d~·< las fluctUnciones para nlcunos ca-

sos particulares de la Ec(l¡,l¡~/Í)~.;.¡~n ~i;/c.aso;.especial de equilibrio 

y suponiendo un cooficienté ~~ ~I:fJ~f6°h .J~~stnnte, esta ecttación se ">< .~:·-i ·:<·.\ 

reduce a 

ÓP 
ot 

d }?. u -- + 

.,, ;,.:·· .-_,¡;-.. :.::."·'"-

Esta es una ec~ii.gicf;;-;;i~2;1:i:ri¿o.:i, y ~n p~iricip o puedo ostlidinrso sist! 

m6ticnmente 
": :-· _:.::· .- .· -' __ .'.;·,\ ~ -~, --,:.-. : "~ ·_: 

uÜlizarido ;el me todo C!o· van Karnpen mencionado en la In-

triducciÓn, Pero en el caso general de no equilibrio, donde el coef,! 

ciente de difusión es una función arbitro.ria de las variables de os-

tado, es muy dif!cil extraer información: acerca ele las fluctuaciones 
. --- .- -

aún utilizando el mismo método de .van Kainpcn. Esto ha sido estudiado 

Úl timamento y uno de los po~~s;~~~¿()~·'.P~Z:f•los que se puede dar oxpl.f 

ci tamente la fornía doLtf'(!f·é5~'parb.;.:';cstEi.éI(;'~~estacionnrios fuera de c-
_,~>k·-:·:·. l « 

quilibrio descri.tos iP·~;Xj?~1~f~ii'iif~f6il'9~~t~¿i~naria Pº de la Ec(li.l1.0 6i 
.;.r~;"'...i;' r .l.\ -:,.~~, ~ ~' ,~;:;,·:.~ 

Pnra este• caso/M!.¡~-j~;.1~~-·~~~~;·~~~<~:~~:;Hjto de .variables l q} es conti-

nuo y canonico .. 'de;-o:ta1:.:iforma:;.que.;iehcspacio fase asociado con P(t) 
::: _ -__ .,: · . : :'.~}f;~j{:~1(t;;~~:~~~f;j;:;?~kXt:'.:;}/::~~z:~::;5~F~((:~{t;f [~:~\~.:~;::·'-:"··: .'.;:.-:~··:. .. , 

puedo construirse0en~term1nos1de~ellas~ Solo se consideran sistemas 

::::::.·::R~-ii~~i~J}{f ,l~-l~~f~.::::::d::,:i::::::· .:,::::~ 
nario s'e obtie11e una' a'" rcspue'sta' cÍCl.sÍ.ste~ri, <j.>,··, 

·· .. 'º•". '\' ~,, ;,~~;,;~;!'': ~~""-c'>''.'·"'';:u 'c'"cf';"'''"/·ii''~;·~·;;0;-;;~~~é;¿~;''i;_,,,;. . . "':f. 

~(t) 
'"f 

_-;~·~,:,~:~:'/Ú_:.:> ;~~ <~o~-j.,,~.:º '.:~~;:'.-/<~·;:,.~-~;~.~;:,_~· ~·,e_~·-¿.~~º:~:; ;:-~L?~>~'.:'.; <~'..~·::,,;X'.:~:~~···~~:>'. 
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relativa a la propiedad B y la variable Ct, En esta ecuaci'5n fo<.f es 

una matriz constante definida, K el.( es un tensor sim~trico definido 

por 
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APE~.'DICE A 

C4lculo do Tensor de Presiones y la Presi6n 

El obje·tivo de este .a:Pónclice es deducir la Ec(2.J,9l• En tórmi-
.•. . . . ~ 

nos de ln velo6ida~-relntiva~ g, y la velocidad del centro de masa, 
~ .· .. · . 
G, el miembro derech6 do ln ~c(2;3.8) puede reescribirse como 

(A,J) 

aquf p os 

( .\, 11) 

Clnramonte estas ecuncionns ostnn acopladas pues Pkk= Jp. Pnra rnsol 



ver este sistema de _eéúacfones h'acfirílo_s_ la 13Usti tución 

Entonces Pij satisface la ecuación 

Suponiendo la condición 

de la 

con 

mos el siguiente 

~- p{()) =_ --J;~i j ílj_jt~) 
, ' ' ~' 

P;_j(z) = Kij(z)i[p(O) + V¿p(z)] 

Resolviendo este sistem~ obt~nemos 

p(z) 
( z+ /)3.-) 2+ 2a2 /3 

p(OJ -....:......:::~.;__
D(z) -

(A• .5) 

(A,6) 

fórmal 

(A, 8) 

obtene 

(A,9) 

(A,11) 



E1 ~J i,[<~:~;! f ~ijf: ''}3 H ªi j 'ªj, > ''ªik~jkl , (A.12) 

en donde D(z) es ia fo,:;má i~ú~i~~· 
. '";·',\'·«·;·:··· 

-D(z) 
(A.13) 

en 

'(A.15) 

Aqu:! + indica conju¡;aci~n 

(A,16) 

De las expresiones de las -;.x;ri:{({~¿ ~Jii~ftof~s ·puede verse que z y z 

tienen parte rea1.~nÓi;~Ü~~1 Na:·~-ó~~ªºs~.~·:s·valores.de la razón,~·~,º~~ .• 
:··>;:;·'; 

te a y por lo tanto f1Í1i)i)C::a~ ~1~6~~lnicht(l. e;}:101rnnC:ial: _La par1;e r~al 

ele z
1 

s_:Leinpre ,es posáiva. e impli~a crecimiento cixpon~ncial det'p y 
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sin~lar_! 

(A,171 

(A,18) 

con 

' 2 2 
(z 1+ V3) + 2a /3 

A 
(zf.z2) (z1;.z3} 

B ij (z1 C ,,)\~j~~%~~~~li~'.~;)2.~ i j 

- :C.~TI'.:;l)··.~:);·(···,.·'.··ª.:.;~~j(~~itf ~1:'.;~2,.>~¡~k~~K J .. 
- - --~.::¡:•:.~ 

·-~:· .,'' :.-\:_: ·. ·-:.\··/ '( -. <.'·-~--~ '<.- ~ ' 

quo es precisalllenté e1\~~~-~lti~B ,(;i; );9). 

(A,19) 



APEJ-.'ÚICE D . 

Cálculo de la Func:f.ón de c6rrelaciÓn Hij(o,T) 

En este apéndice ~esolviendo la e-

cuación de.Langevin y (J,l,J) se obtiene 

'·· 

(D,J) 

con 

. ' 

(A,1.5), Entonces el ser,undo término do 
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(n.5) 

(13,6) 

y (D,2) se 

(B.7) 

• (n. 8) 

..; 



/IPE~IDICE C 

Verificación de las Ecs(J. '.J, 8) 

Primero deduciremos la Ec(3,3.8b). Considlrese una ecuación de 

la forma 

( C, l) 

(c.2) 

(c.3) 

(c.4) 

(c,5) 

(c. 6) 

¡. 
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2~ ~D- 1)<~+~·V)D J + 

(c,7) 

Las e-

(c.s) 

Utilizando 

(c.9) 

a orden más 

(c.10) 

·ele las 
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· · a p ·. 11¡ S!.Jl.ª .··.·.·.···-. ·· · .·.·111·. :·.é)µi .. •·.···"' ·•· 
11 ;~·1···i· ,·.••.· .. r>..· .••.. ·r· .. ··1· .• :·.(.···.·· •. -.n •.. •·•.· ·)_·. :..; P't3. : +fJP 'ff+.' .-... -.-. .,... ULho ·.u · · ,,,,}·é.J.fr<:~"·<·~· A~Prr : .... · 

••. (C:;ll)' 

:'·'_,,,,,.,.-~ -· .. ::.,·:-:;::\ ;;_>:'' .., .. '.;,<;~~:·-/·"-, . : ,,, .. ~:(.:,'!~ ·.: _,-~.,._ .' •' .... ',: __ , ----\~' ;~ ·:; . -~- ' , ' .. 

Nó tose. qu~~~~·~~~é •r.~.f;uifaí10 :os.e i!ri~lri~#<li~;;i;éi;~d~ la\f,~~~~)cixplÍcita 
ae1 ºP~~~"n~;;f:Ei. ~:>~i·{~ifº~~:1~i:l~·~~h~rn~ii;~:~ ·~6n -~~ <>pe~ac1~Fcie ro- . 

. >·-"e:<:-: e·,•, 'e·,·:~. 

kkerii>i!l~i~Í~{T 

(c.12) 
con 

(c.13) 

(c.15) 

(c.16) 

.estas 

eigerifui1c:lohé s, .· 

(c.17) 
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entonces 

hh1 - -v<c1i .. lf.i1+. 3º3iW3i + 2º4Ij if4ij) (e.is) 
.. . ".• .... ' 

Entone.es igu~ln~d() ~~¡} (6á6) .~~t~~~'~c~·~.··i.os;;/c:;.e'f':ÍC:ieiltos C, y por lo 

t=to •,= -~1 ;q~:;::'_',I~PChl·······~J~,,~Kt~~,;~! .. ·.·.~r"./'J;,1 •.. ~ ~tglnC , l ' . ';::c' ··~··'( . ·.. ':e, . . ri 

'\/}'Jj~'..:.VJ31·'.7~~~f:t';(~.~)~0 .·· ·· • (c.19) 
•.·:.· .. · .. ·,·. ><~/·';:·.•·i'-/~1<J·,.···.. . 

.. ,·_:'<:·- ;--~,:.':·~/-:'.-'.:_ ,'_'.~----"·:,.,- ' 
:_·_::_/~- ·, ~:-/~<' .·. ' 

Si ahora supo.nemes que ·el.: unico gr.adiente diferente de .cero es la rn 

z6nde corte• a·=·ouf,:)/.·•·ciefiniendo 

obtenemos 

con 

Puesto 

Si adeí'nás 

ij ar ' ' . j 

1 . 
V3 

(c.20) 

(c.21) 

por las Ecs(2,2,27),· evaluando numé 

obtenemos 
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obtenemos 

(c.22) 

Puesto que F=FL+' h 1 ;. 

La deducción de :g:.~~~~)' s.e ~~tiene escribiendo que 

,.~·,_: .. · .-<':·_;·_'.~L~>~;~ __ -;· __ -- . . . ~ 

~L (:i1'<+ cp) .. (c.23) 

en donde 

puede 

(c.25) 

Este es el desarrollo de Chapman-Enskog(J6), ·Si ahora desárrollamos 

el m~todo en todo detalle y tomamos el caso en que .el gradiente de 

velocidad es el Único diferente de cero obtenemos 

cp< 1.-) 

con 

o sus ti t\1yendo tf1¡ i j 1 

k Tij ªij 

lij l tj;4ij 

(c,26) 



l{J( 1 ) 

Así pues, 

- 5J. /ij(v) 
3 

y sustituyendo c¡f. 1 ) obtenemo~ (J.3,Sa), 

(c.27) 

(c.28) 
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