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Voy a expresar una verdad que no sólo Dios la sabe. 

A través de la vida y en la lucha con la muerte. 

A través del sendero de luz infinita, que parte de no 

se donde y va a no se donde. Que empieza ahora y termina 

no se cuando. 

A través del cam1nar 1ento y pausado de toda existencia 

se puede escuchar el inicio de una vida plena, pletórica 

en alegría; y la terminación de la angustia, producto del 

abandono total, del silencio absoluto del espíritu. Un es

píritu que ha muerto en el absurdo. 

La secuencia de hechos en la vida son producto irremedia

blemente de nuestro dest~no. Un destino engendrado del 

punto más distante del infinito. Infinito que posee la 

esencia misma de las cosas. Infinito que funciona a través 

del caos. Infinito que aunque no lo parezca tiene un fin; 

el fin cerrad'o de la crea ti vi dad. 

La verdad es que dentro de todo esto se encierran tres 

humildes preguntas; nacidas de la ignorancia total de mi 

existencia. 

¿Hacia donde nos conduce lo que hemos decidido llamar ver

dad? 

La bfisqueda de la verdad existe, ¿No habrá terminado y no 

nos hemos dado cuenta?. 

· Humildemente José. 
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TERMODINAJHCA" DE PROCESOS IRREVERSIBLES 

A continuación se presenta un breve resumen de Termodiná

mica de Procesos Irreversibles; este se cree necesario pa

r·a poder abordar lo que se expone a continuación de siste

mas discontinuos. 

Si bien es cierto que la Termodinámica del equilibrio 

da información acerca de los estados de equilibrio de un 

sistema, y que esta información resulta ser de mucha uti

lidad siempre es deseable tener información de los procesos 

internos que sufre un sistema para poder alcanzar el estado 

final de equilibrio .. 

ACERCA DE LAS IRREVERSIBILIDADES 

Si se tiene la ecuación diferencial que describe la evolu

ción de un proceso cualquiera y ésta resulta ser invarian

_te respecto a la inversión temporal, se dice qu~ el proceso 

que sufre el sistema es reversible; y en caso contrario 

irreversible. 

Ahora que puesto que el concepto de reversibilidad e irre

versibilidad ie encuentra contenido en. la segunda ley de la 

Termodinfimica, la discusión se iniciará a partir de ésta. 
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La segunda ley de la Termodinámica, a través del postu-

l~do de Clausius dice que 

(1) 

donde dS es el cambio total de entropía del sistema y 

c(eS es la entropía intrecambiada con el exterior. En ge

neral esto se cumple para sistemas cerrados o abiertos. 

La igualdad corresponde al caso de procesos reversibles 

y la desigualdad para procesos irreversibles.La expre-

sión 1 puede convertirse en igualdad en la forma 

c!s = d.S+da. S 
1 

(2) 

donde ahora diS es la producción de entropía y que por 

segunda ley dybe cumplir que 

(3) 

Hasta este momento no se conoce la estructura de diS 

por tanto se requiere de su determinación, ya que quiza~ 

nos de información sobre las irreversibilidades de los 

procesos. 

Con el uso de la relación de Gibbs~ 

c.IS=-ª!!. + p cly 
t T 

(4) 
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Y aceptando la hipótesis de equilibrio local lM) se tiene 

para la producción de entropía 

donde U, P, T, ~ , tien~n el significado usual 

que guardan en la termodinámica del equilibrio. 

Hipótesis de equilibrio local._ 

Esta hipótesis postula que las relaciones de la termodi-

námica clásica, siguen siendo válidas en forma local para 

un sistema que se encuentra en las cercanías del estado de 

equilibrio. 

Dividiendo la expresión lS) por dt (diferencial de tiempo) 

donde "' "" "" ~' corresponden U,V,N S unidad u, v, n a por 

de masa del sistema. Para poder determinar las cantidades 

éa dv d."' 
..... 

_']._~ dtz.S 
::J.i:' 1 . d.i 1 d.r ' Tr 

de de balance de ..... - "- ....... 
se requiere las ecuaciones u,v, n S • 
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Ecuaciones de balance. 

Toda ecuación de balance de la densidad asociada a una 

propiedad K tiene la forma 

(7) 

donde el término representa la variación temporal 

de la densidad de la propiedad K en un punto del espacio; 

esta contiene dos contribuciones: una contribución debida 

a la acumulación de ésta, la cual es.tá representada por el 

término- ;r· 1~ que se. conoce como la divergencia del 

flujo de la propiedad K ( que en un sistema cartesiano 

se evalúa mediante J)¡o{ ¡;))";} é}j,<i· ) y la producción 
~' aT' a~ 

representada'por el término~que puede tener diferentes 

origenes como se v~rá más adelante. 

Antes de seguir adelante es necesario para etapas posterio

res de la presentación, introducir la definición de deriva

da hidrodinámica, puesto que el interés está basado en ver 

que le pasa a una propiedad del sistema, en un punto que se 

mueve con la velocidad baricéntrica de éste, entendiéndose 

por ésta a la velocidad media del 'fluído. 

La derivada hidrodinámica o derivada total se define como 

(8) 
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donde 'lJ representa la velocidad baricéntrica del sistema, 

definida por 

(9) 

En la que E'\(.. es la densidad de la especie k y '?/"1(. su ve

locidad, ésto para un sistema multicornponente. 

El flujo difusivo de la propiedad K está definido corno 

JJ<. (10) 

donde fÁ. es la densidad de la propiedad k. 

Haciendo uso de la derivada substancial(o derivada total), 

la expresión 7 se reescribe en la forma 

(11) 

Leyes de Ct \servación 

Las leyes de conservación van a poder permitir obtener 

las ecuaciones de balance. 

Ley de conservación de masa. 

Si se considera la densidad rnásica del componente i, se 

tiene para la ecuaci6n de balance de masa, de acuerdo con 



la expresión (11) 

~ 
<l:t: 
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~o),·+ 1]" .. ~e 
e)'> - or 

(12) 

donde ~· que es el término de producción tiene la forma 

(13) 

donde .Vi~ son los coeficientes estequiornétricos de la 

especie i en la reacción ~ J
8 

es la velocidad de 

la reacción por unidad de volumen. 

Si ahora se define el flujo difusivo respecto al rnovirnien-

to baricéntrico mediante la relación 

d;' - e ( v,· - 'll) (14) 

la expresión 12 se puede reescribir en la forma 

de,· 'd '· ..~. 
1.....- =- ~ ., J. -e· L D v- + ~,· 
c." or 1 , ar -- -

e 1 s J 

Para obtener la ecuación de balance de la densidad total 

del sistema, procedernos a sumar para todo componente 

(16) 



- 1 o -

puesto que los flujos no son independientes como facil

mente lo muestra la relación (14) 

1 

2J;=O (17) 

y como la masa total del sistema se conserva 

)~·='Ü 
- 1 

(18) 

Haciendo uso de las expresiones 17 y 18, la ecuación total 

de balance de masa queda 

.9..f. =-e .E:.. .. v-er-e a.r -
/ 

Ecuación de balance de volumen específico. 

-• Puesto que e= u-la ·ecuación (19) se reescribe como 

pd'lr 
dT 

é:). 
-o u a-r -

Ecuación de balance de ~nergía total. 

e 19 J 

(20) • 

La energía total del sistema tiene tres contribuciones 

(21) 
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donde ee es la energía total del sistema' 1ft 1!:.2. es la 

energía cinética, f es la energía potencial, u es 

la energía interna, todas ellas por unidad de masa. 

Aplicando la expresión 11 a la energía total 

(22) 

· donde Je es el flujo de energía total. Haciendo uso de 

la ecuación de balance de masa total, expresión (19); la 

relación 22 se puede reescribir. 

(2 3) 

Haciendo uso de la identidad de análisis vectorial de la 

divergencia de un vector veces un escalar, la expresión 

23 toma la forma 

Puesto que la energía total de tiri sistema se conserva si 
. 

no hay contribución de trabajos externos. 

(25) 
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y 24 se reduce a 

/) da.. d J é} .,,.. 
~ ....,._el = - - o a.. -f - o e e. !:!.-r o..t - ar (26) 

Ahora el flujo de energia total tiene cuatro contribu

ciones. Una contribución debida al término convectivo e~lf 

una debida al trabajo mecánico Po 1r; donde P es el ten-- -
sor de esfuerzos; 2.. W J( el flujo de energía potencial 

l!i. -

debido a la difusión de los componentes, y finalmente el 

flujo de calor ~~ por tanto 

Con este filtimo· la ecuación de balance de energia total se 

puede escribir como 

Ecuación de balance de energía mecánica 

De acuerdo con la estructura de la ecuación (24), la 

ecuación de balance de energia mecánica del sistema queda 

·en la forma. 

() _Q_( ~2 1J2+ cp) ~ 
'~:;; d-e . 
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El flujo de energía cinética y potencial 2 c,p contiene, 

el término convecti vo e (r~. vz -r r¡J) '!!." 1 el término de con-

versión de trabajo mecánico fo. v- y el término de difusión 

de energía potencial ~~kj~ ; puesto que la energía mecánica, 

esto es la suma de energía cinética y potencial no se con-

serva, el término producción esta formado por la degradación 

de energía cinética debido a efectos viscosos·y dado por 

p o~ 
= • a.x: y el cambio de energía debido a trabajo externo 

de aquí que 

Jcp == e(~z. v-z -J. 'Y')Jl"+ f .. tr+ llfx JI<- (30) 
- K -

(31) 

con (30) y (31) la relación (29) se escribe en la forma 

(32) 

Restando esta última ecuación de la expresión (28) se tie-

ne la ecuación de balance de energía interna, 

(33) 
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en donde el flujo de calor queda definido por 

e d~ 
d.T 

y esta nos permite escribir (33) en la forma 

(34) 

n el{,( e el Q. p . J:_ + )_ J li. " Fk ( 3 S) 
~ d.-e- := dr - = ~ (;_E k - -

Ahora el tensor de esfuerzos puede ser escrito como la 

combinación de una parte hidrostática p 

deformaciones 1/ en la forma: 

p =ff1+r 

u y un tensor de 

(36) 

donde U es el tensor unidad. Con ésta última expresión, 

la ecuación de balance de energía interna, se puede escribir 

en la forma 

(> dU =e df(J. - (f>f.tf 'rt): ~11. + )_jkof~ (37) 
dT dT = = a;! ¡¿_ - -

distribuyendo el producto vectorial y haciendo uso de 

.J izr v- (38) 

así como de la expresión (20), (37) se escribe en la forma 
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Entropía de intercambio y producción de entropía. 

Ya se hizo notar que la variación de entropía total del sis-

tema, tiene dos contribuciones, una debido al intercambio 

con el exterior y la entropía producida por los procesos 

internos. Ahora la variación de entropía, debida al inter-

cambio con el exterior tiene dos contribuciones, una debi

da al intercambio de calor con ·los alrrededores .4.... Jq. y la 
T dr 

otra debida al arrastre por componente J9- SCJ. en la ~que 

es la entropía parcial específica, que el sistema recibe, 

por tanto 

e 40) 

Haciendo uso de la relación termodinámica: 

T~ · e 41) 

la expresión (40) se puede escribir en la forma 

e 4 2) 

donde 

e43) 

Rearreglando 42 se tiene 

(44) 
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tornando las divergencias respectivas. 

J L JT 1. u h- l4!f d ( 4 S) 
~ =-- T- ~o J':l.- Jc;¡. o-+ 2. Jo ~r 1:J +- -:¡.d,.• b 
d;- o-r - - J.r 3- - ; -

Introduciendo la expresión (45). asi corno la ecuación de 

balance de energía interna en la expresión (6) se tiene 

para la producción de entropía: 

Ld,-s ::: - e -;T 1Y: 9lJ -f r¡r 'Ir L J ~ • fl< 
7: = o_r - -

+ o-'J • d'7T~' -'- 1 :;:),t/g Ir 
~ .;;.11- ~Ir - f :L - • --

"'.:.. J ~ -a..r: 
Con esto se da por terminada este breve introducción a la 

terrnodin~rnica deprocesos irreversibles, procediéndose a 

efectuar una descripción de sistemas discontinuos. 
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TERMODINAMICA DE PROCbSOS IRREVERSIBLES 

SISTEMAS DISCONTINUOS 

Supongase que se tienen los siguientes sistemas: 

-ro. 1~ V~ 

rtQ- ~~ i-~. 
71 J.fb vb 

2 

La figur~ 1 representa un sistema aislado constituido por 

dos subsistemas, separados originalmente por una membrana 

infinitamente delgada, e impermeable al flujo de masa y 

energia. La temperatura de ambos subsistemas es diferente; 

poseén el mismo volumen y 1~ composición es diferente, pero 

contienen disuelta una substancia común que tiene potencial 

químico diferente en ambas faces·. · La membrana que represen

ta una restricción interna puede ser removida y permitido 

asi un flujo de masa y energia entre las dos fases. 
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La figura dos presenta a un sistema aislado formado por 

dos porciones homogéneas separadas por una membrana que 

permite el paso de materia y energía a través de sua 1 pa-

redes, inicialmente existe una restricción que impide di-

cho proceso. Ambos sistemas se encuentran a la misma tern-

peratura. La composición de ambos es muy similar. La rnern-

brana es selectiva y solo permite el paso de uno de los 

componentes, el cual tiene un potencial químico diferente 

en ambas faces. 

El interés en los dos casos presentados es efectuar una des-

cripción de los sistemas,- así corno de los procesos internos 

que estos sufren; haciendo uso de la herramienta de la ter-

rnodinárnica clásica, así como de la termodinámica de los pro

cesos irrever~ibles. 

En estos sistemas se cumple que: 

U:: U"' + Ub + ú1..5T. 
(1.1) 

N :: Nq + f\h + Cn~T. 

( 2. 1) 

\ 1 Vq ..j. V~J t-·Cn:Jr. (3 .1) 
V = 
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Lo cual conduce a 

dU=o (1.f.) J dUo.,+ dUb -=-O (5.1) 

d N ::o (6·1) 
dtJq + clNh =O (7. 1) 

d S-= dSo, + d S b >-o ( 8. 1) 

Haciendo uso de las relaciones termodinámicas usuales se 

tiene 

(9. 1) 

d Ub = Tb dSb + }'{¡, d tJb ( 1 o •. 1) 

Despejando dSo,. j dSh de las expresiones 9.1 y 10.1 

(11.1) 

(12.1) 

y para el cambio total de entropia del sistema se tiene 

donde se usaron ~as relaciones 5.1 y 6.1. 
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Haciendo uso de la hipótesis de equilibrio local y dividien-

do 13.1 por dt se tiene 

donde: J~ =- ~~ J - d/\J 
1 n- dT son llamados los flujos termo-

dinámicos y las cantidades dentro del paréntesis las fuerzas 

termodinámicas conjugadas que se representan como 

J 

y con el uso de las expresiones 15.1 y 1G.1, la 14.1 puede ser 

puesta en la forma 

o 

S -= Je. X-r- -+ )n Xn ~o (17.1) 

Las expresiones 16 fueron llamadas las fuerzas termodinámicas 

por que ellas generan los flujos de materia y energía. 

Supóngase ahora que los sistemas no se encuentran aislados, 

por tanto pueden intercambiar energía en forma de calor con 

los ·alrededores (no se considera el intercambio de energía 

por medios mecánicos, por haber adoptado la suposición de que 

estos sean sistemas rígidos); por tanto 

(18.1) 
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donde dSe es el cambio de entropia debido al intercambio de 

calor con los alrrededores y d.S es el cambio de entropía 
l 

debido a los procesos internos;.puesto que por segunda ley de 

la termodinámica se cumple que: 

(19.1) 

resulta que 

d;S ~ !() (20.1) 

por tanto para procesos que ocurren en sistemas aislados 

d (/.5= o . (21 . 1) 

dS=cl;S (22.1) 

Si ahora se tiene que T= 70, =lb y con \/= Cnst. el 

criterio de direccionalidad lo proporciona la energía libre 

de Hemholtz por lo tanto 

a volumen constante se cumple · dU-= Tr~. d S 
(24.1) 

y como 
d <2. S = ( d 5 - d ¡S) (25.1) 
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e introduciendo da: S= el U(T 

se tiene que dS J;S dU/T 

y di S == d U /T- d 5 

haciendo uso de la relación termodin§mica 

se tiene finalmente 

dA- dU-TdS 

dí5- -dA/T 

Ahora considerese la siguiente situación. 

7h ,t/;, Vh 

t' 
[zr 1/b 

W• 
\ 

\ 
"III: )W 

A • 
1 

JI 

o-. {9-' \(9/ B 

(26.1) 

(27.1) 

(28.1) 

(29.1) 

(30. 1) 

El sistema es~á constituído como lo muestra la figura, por 

dos pistones que contienen entre ellos un fluído isotr6pico 

den componentes, (k= 1,2,3, ...... n), y en el que pueden to-

mar lugar r reacciones químicas (j= 1,2,3,4,5, ...... r) 

este se encuentra sujeto a fuerzas externas y el volumen pue-

de cambiar a través de los pistones._ El sistema total es un 

sistema cerrado, pues no intercambia masa con los ~lrededores. 

Este está dividido en tres subsistemas los cuales est§n mar-

cados como: I, II, III, los cuale~ son sistemas abiertos que 

si pueden intercambiar masa. El calor solo puede pasar a tra

vés de los pistones y el resto del sistema es aislado. Se 

puede efectuar trabajo sobre el sistema por medio de los pisto-
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nes, en algún momento inicial, los volúmenes en las partes 

I, II son homog§neos, pero no asi el volumen III, el cual 

comprende el capilar y las partes adyacentes; ahora puesto 

que el capilar es pequeño respecto a las partes adyacentes, 

existe por lo tanto una caída de presión. Ya que la porción 

III del sistema es muy pequeña, respecto a las partes I, II 

se presenta un cambio brusco en las propiedades del mismo, 

caracteristica esperada de un sistema discontinuo. 

En cualquier parte del sistema tratado las variables que son 

extensivas se obtienen a partir de: 

V 

f{-c) = f¡.c~,r)dV (o!.==T,If,,"III) (31.1) 

donde la func1ón f está determinada por las siguientes condi-

cio11:es, las cuales m1.1estran a su vez como depende f de r 

f t ¡ tr) 
1 

(32.1) 

f = f (1:') 
1 

r 7IJ: = CnsT ·,· VllT ¿ <.. V 71:, V r.. 

Para este sistema se presentan.dos casos: 

a) El subsistema tres tiene dimensiones largas comparadas 

con los subsistemas I, II. 

b) El subsistema tres es de orden menor que el camino libre 

medio de las mol6culas. 
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Las condiciones a la frontera son las siguientes: 

Sea .fl o<. la superficie total del subsistema -' (- 1T .lll) 
0\.: .L/ 1 

la cual está formada por dos partes: 

(33.1) 

donde e&<.. es 1 a superficie exter.na cercana al pistón y w es 

la superficie interna; permitase q~e V4L sea la velocidad 

de la superficie; que cumple con las siguientes condiciones: 

V::: V" (~4.1) 

en etX; V...ll ==o en w o(. (ot- =TI 7I ) donde V es la ve-

locidad baricéntrica y es la velocidad del componente k. 

El tratamiento, que se presenta a continuación será el corres-

pendiente al caso a. La situación b, por ser un caso trivial 

no se trata en este trabajo y al lector interesado se le re

mite a los textos adecuadosC14~ 

En el subsistema tres se cumple que: 

V::: VJ.r. = V-4.. =O; )~·=o t!.J7 Qlli (35.1) 

y ~·~ V-Il- = o e.n w l!l:. 

~~ es el flujo de calor normal a la superficie. 
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Si se aplican las leyes de conservación, para los subsiste-

mas I, II, así como para el subsistema tres, se obtienen las 

ecuaciones de balance correspondientes. 

LEYES DE CONSERVACION 

Para poder establecer las ecuaciones de balance correspondien-

tes, se requiere la derivada temporal de las cantidades exten-

sivas F(t). 

(36~1) 

efectuando un análisis de esta última se tiene que 

Conservación de la Masa. 

La masa total del componente k contenida en cualquiera de 

los sistemas, I, II, III está dada por: 

(38 .1) 

que con el uso de la expresión 37 
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d e«-
~ =- f e\( VIl. o d. e + I. J)JK Jj V 
dr - J 

JI: 

+ 2.. J e"' vu. .. J. ..12. 
,.(.: 2:" 

con la_notación 
Í wo<.. o<. 
. f>u. v~~. .. J -!L. = d.; M"" 

J - - c/r 

(40.1) 

(41.1) 

La ley de conservación de masa para sistema discontinuos se 

puede escribir como 

y puesto que 'JJ, ·=ose tiene 
.1_ KJ 

L" de. N1_& - o 
k. ,dT 

Conservación de la energía 

tiC(. 

Sea L = f '/2. V 
2 J V 

cuya derivada temporal toma la forma 

(42.1) 

(43.1) 

e 44. n 

(45.1) 
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la cual se reduce a 

dL 
el-e 

][ :U: r 
.dl;: ;;;: I J Yz e vz " 12: o d ú) 
d t o<:::r 

después de hacer uso de las expresiones 33, 34, 35. 

De 46 se deduce que: 

J (X d l:rr 
,..S.U::... + -- - o dr dr-

Balance de energía potencial: 

Sea ahora 

y con el uso de las expresiones: 

y la expresión 37, se tiene: 

(46.1) 

(47.1)_ 

(50.1) 

.ft. 

d [fe<.:=: - Jrt: %. e" Y. u. ? d __("._~ 
tX.l (51.1) 

-Vi € ~ -d~ -t-e -
vt<. 

J t. Pfl Fr¿ ,. lj_~~. d V 
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la cual se reduce a: 

(52.1) 

después de tornar en consideración que: 

así corno de las expresiones 33 

Balance de e·nergía total. 

Sea (54·· 1) 

y la derivada temporal que se obtuvo por medio de 37 

así corno de 

b iV Je:... (55 . 1 ) 

la cual es 

-12.ol. 

--fu .. - r .. y) .J.LL"'" 
(56 . 1) 

(e< :::r 1 tL !I1 ) 
introduciendo la expresión para el flujo 

(S 7 • 1) 
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y con la expresión de la energía total: 

(S 8 • 1 ) 

se.tiene para la 56 

-'2.rJ... 

dE S 4 . 
dT = - 1 )CJ + i o Y" t i, %_la. + f( ( U t t ':/t- t{J) • (59 . 1 ) 

·(Y-)L-4.) J..JL.C<. 
la cual se reduce a 

dE11[ ~(d.ió...c<.. h"'-djv1~_,. di....&\. dlpc(.J-=0 (60.1) 
d.T =:- .L ---- -l- 'L Jr ¿-L + 

o(=I d. T Q. dT 
bajo las condiciones y con el uso de las expresiones 46 

(61.1) 

P= (JJ.. +11 - - - (62.1) 

(63.1) 

(o(.:: rJ7) l64. 1) 
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con el uso de la expresión de la energia interna total 

v«-
ucz ::: J 9 {.( d V 

resulta para el balance de la energia total 

con esta y con las expresiones 60 

dU 
d:t 

d Uo{_ ¿,· u d.. 
~12- + 
dT ([( 

(66 .1) 

(7 o . 1) 

Ahora ya se está en condición de formular la ley de la con-

servación de la energia para sistemas discontinuos del tipo 

tratado. 

(71 • 1) 
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Esta se pudo establecer considerando las expresiones 47 

Ecuación de Balance de entropía. 

Para la entropía total del sistema se tiene: 

(7 2 . 1) 

y para su derivada temporal 

La cual pudo obtenerse, haciendo uso de 

(74.1) 

(75.1) 

(76. 1) 

Con las condiciones 31-35 y la relación de Euler: 

(77.1) 
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se obtienen las ecuaciones de balance, las cuales resultan 

ser 

e 7 8. 1 ) 

válida para 

(ri. -=-X/ JT) 

d 5-¡¡¡:::::- ~ 1 ITC\. ( di~¿(_ + hO<. d M~_ 2.. 1~d.iMi j ( 7 9. 1) 
dr o(:.:r cLr dr ~<"'• 1( d.r 

V..: 

+ J o--Jv =o 

donde se usáron las expresiones 41 

Lo que resulta obvio es que 

ve<. S rr Jv = -i /r" ¡ J.J:'. AJ V .z (e(_ =::¡'Ir) (8 o . 1) 

lo cual se obtuvo de 32_ de la igualdad 54 y de la expresión 

~-:::. - 1 Jr~ J~ o oro.drr- .!1 i .J..~< .. ( T~r({d 4S<. - R<)- C 81 · 1) 
- d 4 - r k--, r 

~ fr lT • 0 'f"r:¡d 71 - -==---- ~ J · A · ? o --·o ,..._.J.;/ . 
.J= 1 

En la cual se cancelaron los gradien~es tomando en cuenta 32 

En la expresión 78 se pueden identificar· dos contribuciones; 

una contribución externa: 

( 8 2. 1 ) 
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y otra interna: 

vol..· 

J CIJV 
estas últimas se pueden escribir en la forma: 

V t(. . 

r 
J (Jdv 

) 

(8 3. 1) 

l84 . 1) 

l85 .1) 

La producci6n de entropia total, corresponde a la suma de la 

producci6n de entropía por fracci6n del sistema: 

(86.1) 

por tanto se tiene que: 

que con la expresi6n 79 y 83: 

l88.1) 
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d rJJ «. 
Adicionando y substrayendo ~ dado por la expresión 52, 

cJr 
se tiene 

r · n ~ 

rhor = )_ 1/r ( <}JJ_ + cj_!{_) _ ~ '17 1k -t-cg;' 
..C=r d:r J-t "- ¿ T .. 

e~,. r oC.-=:xJt.::, (89.1) 
• d ¡A] 1( _ 1.¡1 ,( )__ JJ~ )/'<- ve< 

Jr · o.~:r 

Esta última expresión, tiene la forma: 

que corresponde a la forma bilineal de la producción de en-

tropía, donde: 

J t( + 2 1/~t J k 
JC:, 

(91.1) 
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TERMODINAMICA DE PROCESOS IRREVERSIBLES 

FUERA DE LA REGION LINEAL 

A continuación se expondrá un resúrnen de Termodinámica de 

procesos irreversibles fuera de la región lineal. Aún cuan-

do dentro de este trabajo no se abordan situaciones alejadas 

del equilibrio, se hará uso de alguna parte de la herrarnien-

ta expuesta. Esta rama de la Termodinámica se encuentra hoy 

día en discusión, pues no existe un concenso general respecto 

a su estructura y postulados gener~les. 

Los fenómenos difusionales pueden ser tratados de manera ade-

cuada con la herramienta dada por la Termodinámica irreversi-

ble lineal; no así las reacciones químicas, puesto que estas 

últimas son fenómenos altamente no lineales. 

Las variables de estado del sistema satisfacen las ecuaciones 

de balance: 

la producción de entropía torna la forma: 

p:: f (!d\1 (92.1) 
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Aún cuando no se está plenamente seguro de la expresión que 
i 

torna l;producción de entropía fuera de la región lineal, es 

posible tratarla de encontrar a través de las ecuaciones de 

balance en exceso. 

Tomando la derivada temporal de la producción de entropía 

(93.1) 

( 94. 1) 

Si ahora le suponemos a los flujos y fuerzas una relación 

lineal 

La última desigualdad no es más que el,teorerna de producción 

mínima de entropía. 

Para sistemas difusivo reactivos la producción de entropía 

toma la forma: 

P -- ¡ J;,. '171,· r L. ~Ve 9P 
f 

(96 • 1 J 
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y su derivada temporal: 

1..fr fdvL:L ( rJ!f/J 
, IJ' é} tJ 

Puesto que la integral de superficie desaparece, y se hace 

uso de las ecuaciones de balance de masa se tiene: 

dxP _ (99.1) 
. d-e -. 

Por la forma definida de esta ecuación cuadrática se tiene: 

dxP 
cl.T 

(100~1) 

debido a la generalidad d~ este Gltimo resultado se le deno-

mina criterio general de evolución. 

Criterio de evolución y potencial cinético. 

Supóngase ahora que se tiene un sistema en un estado cercano 

a un estado ~stacionario. Las variables de composición en este 
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estado, satisfacen las relaciones: 

(101.1) 

El estado estacionario es el estado de referencia y: 

e,· =- e,?+ J g,· l 1 a z. n 
\1\1 e ;: Wt+ J We 

~~ =- <":f ~ + d ~e 

Con el uso de estas, la variación temporal de la producción 

de entropía respecto a las fuerzas termodinámicas, resulta 

ser: 

La cual no es más que: 

(104.1) 

Ahora . alrededor del estado estacionario elegido se tiene 

que: 

(105.1) 
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esto por similitud con la termodinámica lineal. Lo cual 

transforma 104 en: 

e 1o6.1) 

La cual después de algunas consideraciones resulta ser: 

(107 .. 1) 

que podria reducirse a: 

(108.1) 

Si la parte antisimétrica ~: se hiciese cero lo cual 

sucede en el rango lineal. 

Estabilidad de estados de No equilibrio. 

Para poder estudiar la estabilidad de estados de no equili-

brio, se comienza por hacer un análisis de las variaciones 

de la entropia y de la producci6n de entropia cerca del es-

tado estacionario: 

L1S 
(109.1) 

Ap 
r 

- ! d V l )K 'X K. 
J 

1 K 
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Puesto que las variaciones alrrededor del estado estacioná-

rio son pequeñas; tanto S, P, pueden ser expandidas en se-

ríes de potencias, asi: 

(110.1) 

donde: 

! s ~ J d v I ( ~ e~) o J P ¡ == - ifr Jd v } 1/Jf,.· e 1 11. 1 ) 
) f 1 . 

e 112. n 

dentro del rango de validez de la termodinámica local ~25 

tiene la mi$ma estructura que en el equilibrio, de donde: 

1/T (d V l. ( ~1() . r {J · r 11 • .L 0 
•/ 'dO; 1 _ .0' 1 (} \J 

/ ).., - \.~ • V 

(115.1) 
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tomando la derivada temporal de 115 se tiene: 

(116.1) 

El .,. . (o tj¡ ) 
~ . termlno or representa a la matriz simétrica de índi-

ces ij hatiendo uso de las ecuaciones de balance de exceso: 

(117.1) 

se tiene 

dd:z (/S)~- lf- rd~j( dd ~~) j ~- L-Doo Jo + 

.L .L)¡·p J We ] 
efectua~do la integración parcial correspondiente se tiene: 

(11 8. 1) 

donde los flujos y fuerzas termodinámicas se hicieron cero, 

debido a las condiciones iniciales: De esta última se nota 

que: 

(120.1) 
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que resulta ser la producción de exceso de entropía. 

Tornando el equilibrio corno estado de referencia; se tiene 

L ( 1z [2_5)<2 = Jdvo =- p~o 
d( J . 

(121.1) 

y la segunda ley dice que: 

(1 2 z. 1 ) 

Con lo que se demuestra que; cuando y--¡; ce el sistema evolu-

ciona al estado de referencia. Es decir se ha demostrado la 

estabilidad asintótica del estado de equilibrio, respecto de 

pequeñas pertúrbaciones. 

Funciones corno la variación segunda de la entropía se conocen 

como funciones de )Leapounof . .... 

. 
El estado de equilibrio es caracterizado, por la ausencia de 

orden espacial y temporal. Esta situación no puede ser rnodi-

ficada a través de pequeñas fluctuaciones. Si ahora se tiene 

una desviación sistemática, (causada por un proceso) del 

equilibrio; cuando se iDcrernenta un parámetro de estado~ 

situación que puede ser descrita de forma cualitativa por me-
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dio de la figura 

1 J ~/} 
1 

1 ., 
1 
1 
1 

(c..) 

Se puede afirmar por teorema de producción mínima de entro-

pía; que los estados estacionarios cercanos al equilibrio, 

permanecen asintóticamente estables. Si se continúa la va-

riación de ) , esta mant:i,ene su estabilidad en una vecin

dad finita de un estado estacionario cercano al equilibrio; 

pero lejos del valor de ~e , la rama Termodinámica es ines

table y se dice que en /\ = ,1c. se tiene un fenómeno de bifur-

cación.y nuevas soluciones de las ecuaciones de evolución 

del sistema. 

En resúmen, en la cercanía del equilibrio [fi)O, que es conse

cuencia inmediata de la segunda ley. ·Ahora que cuando se es-

tá alejado del equilibrio, la producción de entropía no es ne-

cesariamente una cantidad definida positiva; por tanto es un 

criteTio de estabilidad. Así cuando dj p,¿_ o ~ _..,.... 
para t --:/Go 

el estado de referencia es inestable y-ct:ando r}¡P)O para t: -?--To 

el estado de referencia es as.intot.icamente estable. 
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Con esto se da por terminada la introducción, creyendo que 

lo expuesto anteriormente; es material suficiente como para 

poder entender el trabajo que a continuación se desarrolla. 



C A P I T U L O I 

MODELO DE TRANSPORTE FACILITADO DE OXIGENO POR 

MEDIO DE UN ACARREADOR, CUATRO SITIOS ACTIVOS 

IDENTICOS E INDEPENDIENTES (HEMOGLOBINA). 
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Lo que se pretende en este capítulo es hacer 

una descripción sencilla y clara del fenómeno 

de difusión facilitada de un substrato (por 

ejemplo oxígeno) a través de una membrana si

métrica, homogénea y de paredes delgadas que 

contiene en su interior un acarreador tetra

mérico (hemoglobina), el cual contribuye al 

transporte del substrato. 
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REPRESENTACION ESQUEMATICA 

jo 
---- -- _o-4---- --4 

Jnl r 
JHb 

i J~ 
JHbo1 ~ t 

J12ll 
2 

11 J22 1 
JHbo~ J~ Jo2 ) 

J13) t 1lj23 
JHb~ 

>I J14 
J24 

JKbO~ 1 ,. 

Fig. 1 . 
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Descripción del ciclo presentado en la figura. 

1.- Haciendo uso de la primera ley de Fick, los flujos di-

fusivos se pueden expresar en la forma: 
a~· J.==- L; .:7~ _, -

Se considera que los coeficientes fenomenológicos son cons-

tantes; y puesto que el espesor de la membrana es conocido, 

los flujos difusivos se expresan: 

J,· (1-A) 

. 
donde w,· es el llamado coeficiente de permeabilidad; 1/ 
es el potencial químico de la especie i, del lado j de la 

membrana. 

2.- Los flujos reactivos, tomando en cuenta la información 

cinStica, y la ley de acción de masas, se expresan como: 

J i T T J = kj¡'IIC('j¡' 
r 

(2-A) 

donde la notación + 
~ .. 

JI 
significa la cons~ante de velocidad 

de la reacción i, en la dirección reactivos-productos del 

lado j de la membrana. 

En este an6lisis se tienen en cuenta los siguientes flujos 
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difusivos: 

u' ~ Ja = Wo ('lo- -1 ) z "Z z o 
2 

(3 -A) 

( 4-AJ 

· (S -A) 

(6 -A) 

(7-A) 

(8 -A) 

y para los flujos reactivos: 

{9-A) 

(10-A) .. 

( 11 -A) 
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j
'Z2 

CYJ - ( 1 2- A) 

( 1 3- A) 

( 1 4- A) 

( 1 S- A) 

( 1 6-A) 

3.- El potencial químico de las especies: f/6 1 f-/602
1 

1-lb(Oz)¿ 

tiene el valor de cero fuera de la mem-

brana; así también los flujos ) 11h 
1 

J/Jhoz., )l!bfo 2)¿ 1 Jub{Dz)3 

JUb(oz)~ ; puesto que las especies mencionadas no salen 

fuera de ésta. 

4.- Se considera que el sistem~ ha alcanzado el estado esta

cionario y por tanto, la concentraci6n d~ cada especie permea-

nece invariable en el tiempo, en las fronteras de la membrana. 

Así que: 

d i 1/ 
d~ = - Ji-lb - .)e;¡ =- o (1 7- A) 
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( 18-A) 

( 19- A) 

(20-A) 

( 21- A) 

-d /./b(Oz)~ _ j ¡ Zl j 32 _ O 
dr - /.lb (Oz) z + J(}f - u, - (22-A) 

d 1/b { 0-¿.),.
1 J 31 J ·11 

---"' =- Jub(oJ
3 

+ en - c11 = 0 

dt-

(23-A) 

(24 -A) 

(25-A) 

el o. 1 
:::...::L 

dr 

1 J ;( " J 2.( 31 J .¡1 ::: )q ~ Oz- Jo,- Ct-¡-Jc/1- Cft :::.O (27-A) 

dO' 'l .___ -- .: 
dt: 
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Las expresiones ¡7-A - 28-A, permiten obtener las ecuacio-

nes de balance de las especies participantes; pero antes de 

ha~er esto, se derivarán consecuencias de haber supuesto que 

el sistema ha llegado al estado estacionario. 

Combinando 17-A y 18-A se tiene: 

con 19-A y 20-A 

J 
ti 

Ch 

Y haciendo uso de 29-A 

J Zl 
CY} 

+ 
12 

Jch == b 

22 
-1- Jch =O 

Sumando 21-A y 22-A y con 31-A 

(29- A) 

(30-A) 

( 31 -A) 

(32- A) 

Con un procedimiento semejante al anterior, pero ahora ha-

ciendo uso de 25-A, 2ó-A. 

J
-41 

Cf) J 42 
-1- C/t? =O (33 -A) 
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Ecuación de balance de hemoglobina. 

Combinando 18-A, 20-A, 22-A, 24-A y 26-A se tiene: 

(34-A) 

Ecuación de balance de oxígeno. 

Si ahora se suman las expresiones 27-A y 28-A se tiene: 

(J 11 f'l. )- ( J 2/ 
éJ, + Jq e~ 

J ~2 - J62 

+ jzJ)- ( Jc~1 + J,~z)- ( Jc:Z' _,. J~2 )=-o(3S-A) 

y haciendo uso de 29-A, 30-A, 31-A, 32-A, 33-A se obtiene: 

. Jl. o - o = 
2 

(36-A) 

La cual es un resultado esperado, puesto que se partió de la 

·suposición de que el sistema había llegado al estado estacio-

nario. 

Expresión total para el flujo de oxígeno que cruza la mem

brana. 

Si ahora se coml':iJ·nn las expresiones 27-A, 19-A, 21-A, 23-A, 
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lo que es equivalente a: 

esta última resulta ser la expresión para el flujo total de 

oxígeno que cruza la membrana. 

Determinación del coeficiente fenomenológico del flujo de 

oxígeno que atravieza la membrana. 

Determinación del coeficiente fenome"nológico del flujo de 

oxígeno que atravieza la membrana. Modelo de transporte faci~ 

litado, por un acarreador, cuatro sitios activos. 

Las expresiones para los flujos difusivos, fueron dadas ante

riormente (expresiones 3-Á- 8-A). Ahora, puesto que los flu-

jos difusivos, son de mayor magnitud que los flujos reactivos 

se tiene como hipótesis de trabajo: 

(38- A) 

donde es la afinidad química de la reacción i del lado 

j de la membrana. 

Las reacciones que se efictúan en este caso son: 

I - 1-lb + Oz = /-lb Oz 
II- 1-f b 02 + ~2. = 1-/b {Ot) 2 

III- f-lb (ot.)¿ + C1 1-J;; ·(oi!)?J 
IV- ffb (O,d:; .¡. 0'7 1-fb {o2 )i .... 

Cuyas afinidades químicas correspondientes son: 

1- A'' 1 i 
::: ~~b + 1oz. 

(39-A) 

An =. 12 + i2. 
tlb Oz 
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11- Azt = 1' r 4,1 41 
I.Jbo¡ o<- - J./ b(o2 }2. 

(40-A) 

,Á 2"2 ::: 1:hO, T 1o:- 11/:fo,k 

111- ( 41-A) 

·IV- A"'' 1j.J:(Ozh + fo~ 
1 

- Jtlh (o,)., 
(42-A) 

A"'z - J.f ~ b (o¿) IJ + /fo¿
2 1:b (~).¡ -

A continuación se determinan los gradientes de los potenciales 

químicos de las especies participantes corno función del gra-

diente de potencial químico del oxígeno dentro de la membrana, 

así corno de la especie más oxidada de hemoglobina; lo cual va 

a permitir obtener de forma explícita la expresión del coefi-

ciente de permeabilidad del flujo de oxígeno que cruza la rnern-

brana. 

Igualando las afinidades químicas que corresponden a reaccio-

nes iguales en lados diferentes de la membrana, se tiene: 

(43-A) 

(44-A) 



- 55 -

( 45 -A) 

(46-A) 

Lo cual conduce a: 

( 4 7-A) 

( 48 -A) 

( 49 -A) 

1 t.. ) ( ¡J 1 JI z) (S O- A) 
J.fb(O¿);- "JOz- /Dr. 

Combinando 50-A y 49-A se tiene: 

Usando 51-A y 48-A: 

(S 2- A) 
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) 

Y finalmente haciendo uso de 52-A en 47-A se tiene: 

(53-A) 

A continuación lo que se hace es poner todos los gradientes 

en función del gradiente de potencial quimico de oxigeno in-

terno. 

La ecuación de balance de hemoglobina (expresión 34-A) tomando 

en consideración las expresiones 4-A, 8-A; se puede escribir 

en la forma: 

(54-A) 

' introduciendo 50-A, 51-A, 52-A, 53-A, en la expresión 54-A 

se t.iene: 

haciendo 

(\;\JJJ;,-1- V/¡.¡,ho2 + WJ.Jb{oz.)z. +IA/¡¡¡,rol)J -1- IAI-4!6(oJ1 ) ¿1!Jb((JtJ1 

(55- A) 

( ~_¡ w JI h + 3 WJJ!J o, + 2 111 Uh (Oz)~ i w !-lb ( o~J3 ) .Á 4oz 

r - ( V/)lb + W,LJ6D¿ -J. INJ.Jb(Oz)z -t- Vl.l,ijJ(Oz),J f-t-1tj;_&(Dd-.¡) 
(S 6- A) 

F = ( 4 111/¡:¡f> + 3 W,l/ b Oz 1- Z VV4.6 (fl;¡_}z -1- W f/b (02)3) 

55-A toma la forma: 

t::: J.) .t/.0 1 1 ~ 

(S 7 -A) 
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y con esta última las expresiones 50-A, 51-A y 52-A quedan 

(58 -A) 

(59-A) 

( L - 31 4 11 I: . 'J 7D z. (60-A) 

Con las expresiones 58-A - 60-A la 37-A se puede escribir 

en la forma: 

2WJJh(o¿)z ( ~ -Z) L11o2 -t 3 W¡.¡b(oz)3 (f -1) .d.fott 

(61-A) 

y esta a su vez como: 

j~x1: = r W<>: + WPbo, ( f -3) f 2 W11b to,J¿ ( ~ -z) .¡. 

(62-A) 
...,. • . / F _ ., ~ -'-- ..1 y,, . . . . • i F ) 7 , 11 
J VV J.Jh (o(.)3 \ ¡: -..!.../ ' T YHI:J(Oz)1 \E J iJ ""!Oz 

Ahora, puesto que el potencial quimico es funci6n continúa de 

la distancia, cruzando la membrana- se cumple que: 



- 58 -

(63-A) 

Por lo tanto 

Á )}<?.K~ A JI 
'/~ 70¿ 

así que 62-A se puede escribir en la forrná: 

Puesto que w (el coeficiente de permeabilidad) es propor-

cional al peso molecular, y siendo la hemoglobina una proteína 

con peso molecular de 64,000.00 unidades; la diferencia en el 

peso de las especies oxidadas es despreciable, por tanto una 

buena aproximación consiste en hacer todos los coeficientes-de 

permeabilidad iguales . Lo cual da para I y F: 

I - 5 'v\l tJ /:; oz 
(65-A) 

y con esta última; 64-A se escribe ahora corno: 

2 W¡¡LJ(o) (lo vt/Phoz _ z) + 
. ( ¿ S' WJ.I.hO¿ 

(66-A) 
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la cual se transforma en: 

( 6 7- A) 

donde se ha hecho uso de la suposición de considerar todos 

los coeficientes de permeabilidad aproximadamente iguales. 

La filtima expresión ha§e ver que el flujo de oxigeno libre 

J~2 está aumentado por 40 WJ.Jbo2 

Lo cual es un resultado importante pues hacer notar la con-

tribución que tienen las diferentes especies oxidadas de he-

moglobina~ al transporte de oxígeno molecular dentro de la 

membrana. 

Cálculo de la función disipación para el sistema. 

La función disipación está definida como: 

TO (68 -A) 

. . 
donde T, la temperatura absoluta y r es la producción de 

entropía; la cual se expresa como: 

(69-A) 
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Para el caso tratado 68-A toma la forma: 

JLJb AJ/J.Jb -f- JJJh~ iJJ.ftlbo
2 

+ Jf.Jb{Oz)~ ).11./b(Oz)l + 

J J!}J foz.):s 4J/¡¡f;[Vz)3 + )tJ¡,{o2 ) 1 Á fp¡, ro7.)1 f 

J 
11 

4 ,¡ j '2 ÁJZ )21 121 t2l 1 e2 
CJ¡ + CYJ -f- C/t /-} + )Cif /-J -/-

J ;~ .4.3' -J. J ¿;: ) az + JcV A 41 -1. J/1/ 4 ~12. 
(70-A) 

Haciendo uso de 29-A, 31-A, 32-A, 33-A, se tiene para 70-A 

1 p :: )o2 ¿J Jfozeyr -r- Jo~ A fo~'c+ Jo: A .1/ol + 

J11b Á J/ub + J JJ boz Áft4iJo
2 

-1- Ju! ro?)~ .d A/11b to¿}z 1-

JJJb Uh)3 ;J1;¡b(ót.)3 + JJ.J}J{o2)1 }. A( f.lh (o2)1 -;-

j;~ (A/'- A'') + J(~ (At'- 4z¿J 

( 71- A) 

que con 39-A, 40-A, 41-A, y 42-A queda: 

jJ./b02 !JJ(J-JbO¿ -f. j?b(Oz)z ;Jff.lb(O.J-¿ + jl.fb{~h Lffp.b{Oz)3 

j J/b( OzJ1 Jf 1fHbroz)4 + Jc
1

~ ( A.Jf/11;~ f ,1.L~~ f ¿{foz) + 

J!~; (A ~J(o¿)z - AifpbO¿- ¿Lfo,_) + (72-A) 

Jc!' ( 4 ~6 (ot.b, ~ A JJJb {oz}¿ •· J{o¿) f 
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esta última también puede ser escrita en la forma: 

J (.J b A 1)/ b -f J ¡.¡ b 02 j J.fu.b 02. + J 1-/ b lbl.h .¿j 4h { Oz.}-¿ t 

J Wh ( Dzh ¿j * b ( o2):, + j¡.¡b f Oz)1 ¿j fJ.Ib [o:L) 1 

{ J z 1 3 ( ) 11 ( 3/ ~ 1 ) 
HJ - j en .¿{ 7t16 fOzh ..¡_. . j(h - JcJ.t 

{ Jc~ -/. )r~1 
+ Jc~1 

...f. J/}/ ) d Jfo2. 
(73-A) 

Haciendo uso de las expresiones 17-A, 19-A, 21-A, 23-A, 25-A 

y 27-A, 73-A se transforma en: 

J~ib JJJfJJb + Jf.lb(Oz)e ¡jJfJ.Ih{Oz)z. + j).}h{O¿h AfJ.JkfDz)3+ 

J 1 JI J'l · . J 41 J JI 
J.lb(o'l)1 .<1 7tlb(oz)1 - O¡ AJfttb + cf! . ·¡¡.¡b(Oz)1 f 

J ./.lb (o¡_) .4 f ji b o2 + J /..lb (oL)z J Jfflb (oJ?. + J11b (o~.)3 LJ fJ.IMot)
3 

.,.. ( J ;z - Jo: ) A 4o 2. ( 7 4- A) 

que con la ecuaci6n de balance de hemogl~bina (ecuaci6n 31-A): 
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¡-;: J~~ 11 ;.¡ex"C + Joz j uen; 1- J: tJ-!fo _ 
.. /ot 7~ z . O¿ 

2( )JJbo¿ + JJ-Ih(o<)z + Jf.Jb(O¿h f Jub (ozJ.¡) JJ/Jtb 

2 J J.J b o< ..:! ;lft;b ( ~z.) + 2 J f-1 b ( D¿)z. A J./¡.¡ b { Oz)z f 2 JtJ b ( O¿).J J f¡¡ó (fJ
2

)
3 

2 JJ.lb {0aJ"{ _.1 4tlb {oz)
1 

- (Jo~ - J6:) AA/o
2 

(
75

-A) 

haciendo uso de la expresión 53-A: 

f = J¿
2 

.4 fo::fC· -f J~ .d J./o
2
Q:{C- Jd2 .J Jfo, + ? Je[ 4Jfol--

2 { )¡.¡bo2. -1 J¡.¡b{,oz)2 + JJ-Jb(oz)!> -1 )¡.¡b(OzJ..¡) 0
· 

~ { ¡j ib(Oz)
4 

- 1 j~z) -1- 2 Ju b ~ j fttboz t 

2 J/JJ, (oz-)~ Á J/J/6 ({}z)
2 

+ Z )pj {Oz.)g Á ~/Jb {tJ¿)3 -t 
(76- A) 

2 JtJbfoz)1 A f.uh(o-¿)1 
efectuandÓ los productos correspondientes, y con el uso de 

51-A, 52-A, 50-A, la función disipación queda: 

P = j~z A fozfL + Jo~ A~(¿ - J~ J{o
2 

+ 2j; Jfoz f 

Z / JLibcz Jl,fol -1- 2"Jf.lb{o¿) A.Jfo'- f 3 Jf./1, (ol).~ .d 4o< + 
( 7 7- A) 

lo cual conduce a: 

f = J~ Á fole f JcJz. Á 1o: - J~ .~Lfol + l( Jo; -r J {-(boz ~ 

Z J!IJ.tot.)r + 3 Jttb (o¿)~ . ..¡. 1 )y¿ (oz)1 ) ¿}fol.. (78-A) 
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que con el uso de la ecuación de balance de oxigeno(ecua-

ción 37-A) 

/; 
(79-A) 

J I Z. 
tomando en cuenta que o := jo 

2. z. 
puesto que se esta en 

estado estacionario; la función disipación queda: 

f== 
1 

3 Jo 
~ 

(80-A) 

Para obtener esta última se tomó en cuenta la expresión 64-A. 

El último resultado ,es inesperado,puesto que la producción 

de entropía,es sólo función de los flujos y fuerzas externas 

unicamente (Se dice que el resultado es inesperado,porque 

la expresión final de la·producción de entropía (expresión 

81-A) no cont~ene de forma explicita la contribución que h~ 

cena esta los procesos internos del sistema.). Lo cual ha 

bla de un acoplamiento poco usual de los flujos y fuerzas 

de la membrana.Es decir que situaciones tales como la descri 

ta en este capitulo(en la cual un ciclo reversible se acopla 

a un proceso irreversible para dar lugar a un fenómeno de 

transporte facilitado) no son comunes en la naturaleza( 19 ). 

Con esto se da por terminado el primer capítulo,pero antes 

cabe mencionar que no obstante la sencillez del modelo,los 

resultados obtenidos son acordes con las condiciones ini -

ciales, y dan información acerca de la contribución interna 

y externa de los flujos y fuerzas involucradas en el proc~ 

so. 



C A P I T U L O II 

DESCRIPCION GENERALIZADA DE TRANSPORTE FACILITADO 
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A continuación se presenta la segunda parte del trabajo, la 

cual fu§ denominada Descripción Generalizada de Transporte 

Facilitado. 

Lo que se pretende en esta porción del trabajo es hacer un 

análisis global detallado del fenómeno de difusión facilita

da, aún cuando no se podrá abordar una situación alejada del 

equilibrio (por las razones expuestas en la introducción ge

neral), si se abordará la situación algo compleja de tener 

al sistema fuera del estado estacionario. 

El análisis se presentará en dos situaciones específicas: 

1.- Cuando el sistema ha alcanzado el estado estacionario, 

cercano al estado de equilibrio. 

2.- El sistem~ se encuentra fuera del estado estacionario, 

pero cercano a éste. 

Dadas las situaciones que se tratan, no se espera resultado 

alguno sorprendente, sin embargo la novedad de este estará 

basado en los m§todos matemáticos empleados para abordar el 

problema; así como en la iencillez de las expresiones que se 

obtienen y que naturalmente describen al sistema y el proceso 

que se efectúa dentro de este. 
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A continuación se presenta un diagrama 

esquemático del fenómeno de difusión 

facilitada, en el cual se muestran los 

flujos difusivo, reactivos que inter

vienen en el mencionado fenómeno. 
; 
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REPRESENTACION ESQUEMATICA 

1 2 
w J . . 

-------- L . - --------~ 

-Jv -

<tk k J~ 
2 2 --..=..!..!..---.....:¡.~! 

YXv 
.... 

J V 

1/ 

Fig. S 
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La figura que se presenta a continuaci6n 

representa el ciclo interno generado por 

la difusi6n de las especies Y, YX . 
V 
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REPRESENTACION ESQUEMATICA DEL CICLO 

1 2 

y J y 

( J. J~ 

YXv · YXv 

Fig. 6 
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Los siguientes puntos especifican las suposiciones que cons-

tituyen la estructura central del modelo. 

1 .. - Sea "Y" un acarreador con n sitios activos, idénticos e 

independientes; o bien idénticos y con interacción entre ellos. 

Sea "X" un sustrato (X es una molécula sencilla y pequeña, 

comparada con la macromolécula Y) .. 

2.- La difusión se efectúa a través de una membrana homogénea 

simétrica y de paredes delgadas. La membrana en su interior 

poseé la macromolécula "Y" la cual no puede abandonar ésta. 

3.- La membrana en su interior contiene a su vez, un número 

muy grande de especies complejas, del tipo YXj donde "j" 

es un número entero. Estas vienen representadas por YX~ 

la cual corresponde a la especie promedio, donde 11 V '' es el 

llamado número medio de unión. 

4.- "v" representa el número medio de moléculas de substrato 

unidas a una macromolécula; y se encuentra definido por: 

V = 
. 

Número de moléculas de X asociadas 
Número de moleculas totales de Y 

5.- "v" es función de la longitud de la membrana. 

e,- B) 

6.- Se supone que los flujos reactivos son mucho mayores que 

los flujos difusivos, lo cual resulta ser una aproximación 

adecuada, ya que si se recuerda los flujos difusivos son fun-

cienes lineales de la concentración, mientras que los reacti-

vos no lo son. Esta suposición permite determinar el número me-
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dio de unión por medio de la relación: 

V =- ( 17- v) k Cx 
(2-B) 

donde: 

n = número total de sitios de unión. 

C = concentración del sustrato dentro de la membrana. 
X 

(la concentración del substrato es función de la 

longitud de la membrana). 

K = La constante de equilibrio, de la cual se puede 

decir que: 

a) K depende del número medio de unión (para cuan

do se trata de una macromolécula de "n" sitios activos, y 

con interacción entre ellos), en la forma: 

(3-B) 

~mT es la constante de asociación intrínseca; la cual es el 

valor límite de K cuando V ~O , lo cual quiere decir que 

es una función creciente de 'p , cuyos valores límites 

son: f (D) =O cuando f7 =O y f Cp). =- oo cuando j) = 'l este 

filtimo repr~senta una interacción no cooperativa; pues si hu-

biere interacción cooperativa se cumpliría que: 1(v) =0 

y consecuentemente 

sería una función decrccicnt~ de V 
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b) Por la expresión de 2-B se tiene que: 

la cual da la forma explícita para ~CP) y permite cal-

cular esta si son conocidos datos de }.) para cada ex 

e 4 -BJ 

DESCRIPCION FENOMENOLOGICA DEL CICLO 

1.- Flujos difusivos: 

La difusión en este caso se efectGa en una sola coordenada, 

por tanto los flujos difusivos se pueden expresar en la 

forma: 

- -

J; (f) := 
- 1.-x ()Áfx - f {¡) (5-B) 

T aR -

Jy (P) = Ly CJ)/;¡ = t 
11 

{ f) (6-B) 
T 3T 

lyy¡; 
-·--
T 

1 "'r R) (7 -B) 

la cual representa la ley de Fick·~n una _sola dimensión. 

En 5-B, 6-B, 7-B "1" es la coordenada en la cual se efectúa 

la difusión, y corresponde a la longitud que se recorre den-
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tro de la membrana, teniendo esta un espesor total R 
L~ 1 ly 1 lyyp rpresentan los coeficientes fenomenológicos res-

pectivos. ¡ 1( .P) 
1 
¡ 11 {¡) 

1 
{''Y.f) son funciones desconocidas de 

d d ''11/ la coor ena a . 

2.- Flujos reactivos. 

Haciendo uso de la ley de acción de masas, los flujos reac-

tivos se pueden expresar en la forma: 

(8 -B) 

donde f.<. 4
1 

J.< son las constantes de velocidad de reacción. 

(y) 
1 

(.x )
1 

(y y i3) son las concentraciones de las especies 

Y X YY» respectivamente y 
1 1 ' 

J.) es el llamado número medio 

de unión:de aquí en adelante la concentración de las especies 
' 

químicas las denotaremos sin los paréntesis.). 

3.- Ecuaciones de Balance qe las especies participantes. 

A continuación se obtienen las ecuaciones de balance de las 

especies participantes, cuando el sistema ha alcanzado el es-

tado estacionario. 

Ecuaciones de balance en una sección diferencial de la mem-

brana: Se escoje una sección diferencial de la membrana del 

tipo: 
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Los flujos difusivos representados por 

Jx 1 J Y ; J yx E 
cruzan la sección dife-

rencial; en forma simultánea se efectúa 

una re~cción química. 



~ -J~( l2 

Jx(l) 

• 1 
J~i.(. ,Ct 2 v 
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REPRESENTACION ESQUEMATICA 

DE 

LA SECCION DIFERENCIAL 

"1 1 

1 
1 

y+ i5X 1 
1 '" -~(l~dl) 
1 1 

1 
1 

'1 
l_ Jx<t+dl) 

1 

l. 1 . Jyxvct~dl) 

1 1 1 

1 
YXJJ 

1 

I dl l 

Fig. 7 

,. 

)' 



- 75 -

Los aspectos que se tornan en consideración son 

los flujos químicos y difusivos, así corno la 

variación temporal de la concentración de las 

especies químicas participantes. 
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Por las leyes de conservación de masa se tiene: 

QK - - J; (f) + j x~ ( J' -f di) - D J e fJ = O 
·dr 

dJ_:::- )y(¡) + Jy (j-4 df) - )Ch :::.. O 
dr 

el YXD __ j , J ) j o 
dT - Y>fp{f¡+ yyn(f-ldf -+ C/IJ = 

(9-B) 

(10-B) 

(11-B) 

Las cuales no son más que las ecuaciones de conservación de 

masa del sistema 

Puesto que el flujo reactivo es mucho mayor que los flujos 

difusivos, se ha considerado como una constante en la sección 
n 

diferencial. 

Los flujos en la posición Cf+d~) son iguales a los flujos 

evaluados en 1 más la variación a lo largo de 

to: 

Jv (f-tdl) ==)v{P) + clJ~ , · ,. · c1e 

d Jy~¡j (.P) 
dR 

por tan-

(12-B) 

(13-B) 

(14-B) 
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Con la ayuda de estas últimas, 9-B, 10-B, 11-B se trans-

forman en: 

(15-B) 

(16-B) 

+ Jcn = o (17-B) 

Las expresiones 15-B 17-B son no lineales, y el interés 

reside en resolver el sistema con técnicas relativamente sen-

cillas ( la cual sería la linearización) con el objeto de ob-

tener la estr?ctura interna de la membrana y las expresiones 

explícitas de los flujos y fuerzas termodinámicas. 

A continuación se obtienen consecuencias de haber supuesto que 

el sistema ha alcanzado el estado estacionario. 

Combinando 15-B, 16-B,-17-B se obtiene: 

d )yj¡s {fl -· d )ya) 
::;::::0 (18-B) 

dt dt 

\, 
d Ji O) .¡. - d J YXJJ (_f):::. 0 (19-B) 

J.) 

<.J e de 

d J: (1) + L> 
"d )y(.f) ::.0 (20-B) 
--···---

df de 
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4.- Linearización de los flujos reactivos. 

Puesto que las expresiones 15-B -- 17-B son altamente no 

lineales es menester linearizar los flujos reactivos, con el 

objeto de poderlas resolver y así obtener la estructura in-

terna de la membrana y las expresiones explícitas de los flu-

jos y fuerzas termodinámicas, es decir poder identificar las 
• 1 JI( J ;¡ ) f V 
funciones [ { f) , ~ R , J ( f 1 ~ {f) 

Haciendo uso de 5-B, 6-B, 7-B, 8-B, las ecuaciones 15-B, 16-B,, 

17-B, pueden ser puestas en la forma 

k 

Q_ (-- 1...'1 ~){x) _ ¡; ( ko~ yoX ¡; _ J[ y y¡;) =-O 
d R. T . o f. 

L21-B) 

L22-B) 

Corno ya se indicó la notación simplificada y 
1 

X 1 YX"P repre

senta la concentración de las espe.cies · y r X 1 Y X P 
En principio, para facilitar el desarrollo del trabajo se su-

pone que: 

(24-B) 
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Con esta Gltima relaci6n se tiene para 21-B, 22-B, 23-B 

que: 

(25-B) 

Dy (26-B) 

(27-B) 

Los coeficientes de difusi6n se consideraron constantes, lo 

cual ha permitido obtener 25-B - 27-B. 

El sistema 25-B - 27-B, es un sistema no lineal en la varia-

ble "1" ; puesto que X 
) 

son funciones de "1"; ade-

más este resulta ser un sistema acoplado, que requiere ser 

resuelto en forma simultánea. 

El método a seguir para resolver el sistema de ecuaciones di-

fusivo reactivo, consiste en linearizar dichas ecuaciones y 

aplicar la técnica de transformadas de Lapla~e. 

Se supone que el sistema se encuentra en un estado estacio-

nario cercano al estado de equilibrio; por tanto las caneen-
\ 

traciones de las especies X¡ Y1 YYi3 se pueden escribir en 

la forma: 

X=- Xé ...J Jx (28-B) 
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(29-B) 

(30-B) 

Haciendo uso de 28-B, 29-B, 30-B en 25-B, 26-B, 27-B, así 

-como descomponiendo a V el número medio de unión en la 

forma: 

(31-B) 

·se tiene 

--D ... 
X 

- ( V""d. + J P ) { k + {Ya f J Y) ( Y~ -1 J X) J.J -

(32-B) 

k.- ( Y j¡]q_ + J YYD ) ] = O 

D d? J Y - ¡ k.+ {Ve + J v) (x~ + J x) ü - e 3 3- B) 
y d R2 

k- (Y y iJ<t + j Y YiJ ) j =-o 

- DyJ.o d;;;x¡; + f k._, (v<~JY) (xe .f-Jx) ¡; (34-BJ 

JL- (y)(;.;e. +J y Y¡;) ) -::. o iJ 
Si ahora se expande la expresión: {x~ + Jy) en series de 

potencias haciendo uso del teorema del binomio se tiene que: 

(35-B) 
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.Desarrollando la serie y despreciando términos de orden su

perior al segundo se tiene: 

(36-B) 

efectuando una segunda expansi6n d~ los términos 
J.) "·" // J.) -1 Xa, .; X e. 

alrrededor de 1)~ el valor de equilibrio se tiene: 

).) D.;: e- -J X t.. = X e + v - V <t. 

tomando solo términos de primer orden en V se tiene: 

iJ ,l.J<t ( - - ) v P<t:. /7 
X~ :::: X <l. + J.J- .U<t.- .11 (l L 11 X <Z.. 

(38-B) 

de la misma forma con 
.u- ( Xe.. - se tiene: 

· (39-B) 

con el uso de 38-B, 39-B 36-B toma la forma: 
¡¡ ~ 

( V 1 J ) · Vrt.. V j.}c¿. Í' . · / -
"' ct. 1\ '1 = X e -1- A e.. ..f' /1 Y <l. ,U -1-

--~ 

(40-B) 
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que con el uso de 31-B se transforma a: 

(41-B) 

donde términos de segundo orden en fluctuaciones se han dese-

chado. 

Con ayuda de 41-B; 32-B, 33-B, 34=B se pueden escribir en 

la forma: 

D d 
2 
d Y f +( ) ( ;J~ .u~ 11 , - _L V d ¡2. - k. Y~ + J Y 'X e + X <Z_ f;¡ X e d P , 

(43-B) 

iJ(L X~vd_rfy)- k- (YY.iñ -f!VY.J~)j ='O 

(44-B) 

efectuando el algebra correspondiente se tiene: 

-
k ..c-11 , iJ<t- ll r- ' 11 tÍ v ¡Je.·-:LJ • kf y,.,).)d.Jy-

!11.- X¡¿ o .f 11 x~ e! )J r ,:Jit. J(!_ /lf/.. (/y T .lv.. 
(45-B) 

)¿- / 1!(;.) ] :::: o 
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Dy d~~r -f !<. • Y.){/": JL.- YX ik + k+ Y. y/J~;., J,_ J P 

+ iJa.. v(/_xfLDr~--J.c!x + k{..xta..¡y- J<..-JvtiJ J=o 
(46-B) 

1 ,o-;_ - f JJ"d.. (4 7 B) + ¡ kt Yct x<l. -k YX;s<L +K Y~x( o -

Vtt Yt<.. xr¿JJ4..-tlx f- J.¿_l- x(/__JJe.Jy_-K--JYx;5)=o 
La expresión 12-B puede ser rearreglada quedando en la forma: 

JJ - _IJ _____ _ 
~ ( 1. +1/kx) 

(48-B) 

tomando la primera variación se tiene: 

Jv== n(l/kYi) _ fx 
( i + if kta) 2 

(49-B) 

Con el uso de 49-B; 45-B -- 47-B, toman la forma: 

' 
2 - -

- D )( ~ ~ ~ - (.U eL + J JJ) / K. f )'e )(: (, - k.- Y X~e + 

- ik -1_ 
lAt >lx~ rfxr- (50-B) 

- ~ 

- /k 4 Ycz Xct. .ua._ k.- Y X J.J~ -1-- K+ Yr~.. X e. )Jq_fi, k o 

(51-B) 
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D d < J y X jj + 1 t \1 \/ ¡¡~ - '/ + ) jJL 
- Y J.YJ d ~ z k.. J'tZ A e - k X iJ<L + ¡¿ X! Yt o 

(52-B) 

1~1~' ll(J/kJt.') lJ +Ü. Yax/•-tlt+J<.'xe"'-'dy-
¿ ( 1 .J. 2 ! K k)'- J X ~ 

~<.- JYX¡; ] :::.0 
factorizando 50-B, 51-B, 52-B, se tiene que: 

- Dyx¡J 

( 
n (i 1 kk_

2
) 

11 

( 1 .J. ! J J< >!a/ 
1 ~ ife_. -1 ) + ).)r~.-J 
J )Jrt. Ya. Xe - J X + K X<( y - (55-B) 

k- Jyy¡; ] ::: o 

Haciendo: 

~\ f1 ::: u+ V,. V~ ,vq- u- Vv."J .• 
1 1 - " 1 t. /1(!. t<.. ¡¡1 ~ .... 
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53-B -- SS-B quedan dados en la forma: 

-
{ f' -1- 1 b + !<+ x:·Jy -r k- /YXJ:, J = o (S 8- B) 

(S9-B) 

La expresión S7-B se puede rearreglar en la forma: 

Esta última se transforma ~n: 

(61-B) 

í 

"'--------
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que también puede ser puesta en la forma: 

-f - V i}q_ 1 - J +.k. /.)q, !la d Y f Urt k- J Y 'fjj =-O (62-B) 

El sistema de ecuaciones 58-B - 62-B se puede escribir en 

forma matricial, puesto que se trata de un sistema lineal. 

D o 
dz Jc 
d¡Z ko de + k.:!. (63-B) 

donde 

-0 o o 
D ::::: X 

o Dy O 
6 O -DYXi> 

LX J 
. (64-B) 

Jc ::;' i~xü 
-

..,. - XJJt!.. 
vJ K ve - ~ 

.Ü(.J<. 

ll. :: ~ k.t x./...)<f.-
<l. 

.1<.-

_)l -1/XIJ<!.. K , 

"'--- ¡-. lJ,r 
l<t: ~. 
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5.- Resolución del sistema 63-B. 

Puesto que 63-B es un sistema lineal de ecuaciones se pue-

de resolver aplicando la técnica de transformadas de Laplace; 

tomando en cuenta que las matrices D K ' K, son cons-

tantes. Aplicando estas se tiene: 

[e J ~ -¡ 1 !!- o ;e ; + ¡; ~! ¡ (65-B) 

2·(s2 ffJcj 
(66-B) 

+ ki o f J (j_ 1 
Después de efectuar el algebra correspondiente, así como to-

f 

mar cada ecuación por componente del sistema se tiene: 

f J le f- + 

+ 
b· 'J 

(67-B) 

Donde las son los ~lementos de las matrices 

D K respectivamente, además LJi k4J 
¡·!fJf,·.::;-

kJJ d,i 
' -- kt'J' 

-v k,·J· 

con k'.d elemento del vector K.i 



- 88 -

Tomando la antitransformada respectiva: 

Haciendo uso de 68-B, los flujos y las fuerzas termodinámi-

cas asociadas se pueden evaluar: 

J -"Ju - ( ) 1/z h ( ·J , . ·)/Y 
J. =-- t dt'J 'di == 2.__ f- qj ¡¿t'J /dii Sel1 k,:, d tJ 

- m1 j ( k,·J 1 du) 'lz ~e» b (k ;J / diJ) IJc -f -

bi e o5 ~ ( 1<1~· /Jo) IJc_¡ ] 

y las fuerzas termodinámicas están dadas: 

CALCULO DE LA PRODUCCION DE ENTROPIA 

(69-B) 

La producción de entropía para este sistema está dada por: 

(71-B) 
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donde ya se ha indicado con anterioridad ]¡ son los flujos di-

fusivos son las fuerzas termodinámicas asociadas con 

estos. 

úr corresponde a la producción de entropía debida a las reac-

ciones químicas que se efectúan dentro de la membrana, esta se-

paración se pudo efectuar gracias al teorema de Prigogine-Curie. 

Haciendo uso de 69-B, y 70-B se tiene para la producción de 

entropía. 

3 ~ . . . z . 
o-'= 2.. I 13 i!L (.2f e, )· .¡. o-; == 

.1 1 T <:rt r-

[ I Bfr }Qj (K¡J· /J¡Jf1z Srt-nh {k.¡·j Jdu)'b.-f-1 )1}1) (kiJ)d/.i)'Jzo 
i !. 

0 
Sa11 h (ll. 1j. / d¡'i) 'Jz(-. bJ· (o:, h ( /.¿ {i / dt'i) IJz i'} o 

{ 
Cb' . ) 'h ( )1411 JfJifJ. ( . jd )I,Z 
d.jj { krJ / dii San h k;JJ diJ K- + cl~T I(¡J iJ o 

Srtll h ( l<ri J du)'12 t. -+ !1~· Co.5 h (krJ j d/J") IJc .f} .¡. Dr. 
(72-B) 

Que result~,ser la producción de entropía por unidad de lon

gitud de la membrana. 

Desarrollando ·los productos de la expresión 72-B se obtiene: 
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J 3 z. 
~::: }. I B/r ~ e ~<u 1 d;J·) Sa:"' h2 

(k.iJ' 1 d,·J·)~ .e ..¡. 
1 1 d¡j T/ 

h1 . ~ . z ( ) ~ 0f . hl . ( j 
_21. ( k:ij 1 dij) <;)ct}J h k.lJ Jd¡J ,e + J . ~.l K.;;' J d;J 1) 

d... d¡J 
IJ 

sri h h2 
( kt'J. 1 d(j')'lt .e + .9J·_~ t::u ( !¿¡'j /Jo) se-)1 ~2 (k¡ J. !d¡'J //e .R 

CJ..lJ 

2 V b. t ( ) /j¿ . b . ';; L ) 7¿ + --=---d~. (o.) h /<.¡'J' / diJ' ";[ + _OJ . ~ ( J<¡J· / J .J.) z (o; r¡ ( k;J }di,i :R 10 

1 J dtJ 1 

o 5 rz n h (K ,.J. 1 d; J ) 0.1 -1- .É_j i,~ J ( k ;j ¡ J u ) 1 k e~ h ( 11.. t'J / d./J J 112 L "" 

S ctn ry ( I<¡J 1 J iJ) 
112f. -1- CTJ bJ· ( K.lJ·.¡ d.,.J. )

1
/z San ~ { k.¡J· J d li) '/2 _e " 

d;j 

Cosh (¡¿¡J)dtJ')I/cf+ fn1-ib¡_ (J(¡j )<lis)~ 3o1h (k,.J·fd;J·)
1
R,t 

c/.¡'.J 

Cos 1¡ ( k.¡J) d,'.J·) 0 f j -1 o;. ~o 

(73-B) 

La cual cumple con el requisito de: rr /o 

y que Dado que cumple con la segunda ley 

de la Termodinámica y el Teorema de producción mínima de 

entropía. 

Rearreglando la expresión 73-B se tiene: 
\! 

rr~-·B)r ~ f [ q~?- + z. qJ· ~~¡ + fn~~~~ (k,'.J'J d,'.J·) Sz_nh\t<.,.J/J;J)~ 
. 1 1 dlj Q.¡J <l (.) 
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La última expresión con un poco más de algebra se puede po-

ner en la forma: 

(75-B) 

La producción de entropía global se obtiene de la integral 

de la expresión 75-B 

Vrcrr - [o di! /O (76-B) 

La cual da como resultado: 

~.2 z ~ 
rl;-or = B/1 T ~ f y¿ii ( qj + hJ,j) ( k;j Jd;J") 

2
, 

{ sflh ? z ( k,·j J d;j) 'lz J.. - L j " 8/r b 1JiJ { qj -J m~J) • 

- 2 . l/z } 2 - ~ 
bJ { San? ( ku f d¡J·) l J + B f1r 6 1

/ (iij bJ ( k¡J /d,"j) 

(77-B) 

Un resultado que era de esperarse dado la estructura del mo

delo y las', condiciones iniciales. 
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II.- ANALISIS DEL SISTEMA FUERA DEL ESTADO ESTACIONARIO. 

El fenómeno analizado es semejante al anterior, ya que se 

trata del sistema descrito en la primera parte de este ca-

pítulo, pero que ahora se encuentra fuera del estado esta-

cionario. 

Consideraciones Iniciales. 

1.- Los puntos esbozados en 1,2,3,4,6 de la prlmera parte 

siguen siendo válidos. 

El punto correspondiente a los flujos difusivos se ve modi

ficado , ya que estos últimos son ahora función de la posi-

ción y de la variable tiempo. 

Lv' 
-= - --

T 

L Y'tii - -r 

r 111 /) · 1 r t-r,1 1 

e 1- c) 

(2-C) 

(3-C) 

son funciones de la posición 

y del ticmp~), y por el momento son desconocidas. 
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Donde '1111 es el espesor de la membrana, 11 
t 11 el tiempo en el 

4« 
que se toma la medida, J..'>' 1 L. y, J..'f )(¡:) son los coe-

ficientes fenomenológicos respectivos. 

2.- Los flujos reactivos vienen dados ahora por: 

-
j Ch (?¡ t) ::: k -J (V) ( ~) l)- k- ( Y':<J>) ::: f 1f.fd J e 4 -e) 

DESCRIPCION DEL SISTEMA 

A continuación se procede a describir la membrana y los pro-

cesas internos que se realizan en su interior. La descripción 

se efectúa a través de los siguientes puntos: 

f 

1.~ Ecuaciones de balance. 

Las ecuaciones de balance de las especies químicas participan-

tes toman ahora la forma: 

d YXD (.f,r) - -d-e-
d )yy¡; (f,·cl__ + J

11 
( p,rj 

dt¿ 

(5-C) 

(6-C) 

(7-C) 
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que con el uso de 1-C, 2-C, 3-C, 4-C se pueden escribir 

en la forma: 

el y(p,r) 
cJ.t: 

d ( LyJE 
dP. - T 

Las cuales con 24-B se reducen a: 

d YXü __ ---dr 
- DvYG ,.,. . ..--

(9- C) 

( 11- C) 

(12-C) 

(13-C) 

donde tambi~n los coeficientes de difusi6n se tomaron ~ons-

tantcs. 
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El sistema de ecuaciones 11-C --13-C resulta ser de nuevo 

un sistema de ecuaciones acoplado no lineal, que requiere 

ser resuelto, linearizando el sistema y de manera simultá-

nea. 

2.- Linearización de flujos reactivos. 

El sistema 11-C--13-C se pretende linearizar alrrededor del 

estado estacionario (ya descrito) cercano al equilibrio, den-

tro de la región que se conoce con el nombre de rama termodi-

námica. 

Las concentraciones de las especies químicas participantes 

tienen dos contribucione~: 

(14-C) 

' 

Y -= Yo -J J Y { _f¡"'() (15-C) 

(16-C) 
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Y con estas 11-C--13-C se expresa en la forma: 

d(Xo-tJX(P,t)) =--D,t él .. ¿ (Yofcfy(p,r-J)-
dT 0 ~ (17 -C) 

.U { /1..-1 (Yo + d f(ftt)) { Xo -1-JX (fir)} ¡;- k- ( YXi5o + d Y X¡; {f¡i)) J 

d (Yo + Jy(J,r)) == D (/ (Yo+ dY{f;t)) (18-C) 
dr y "JRZ -

{ k + ( Yo + J y { ¡, r) ) ( Xv -f- J Y (f, z J ) }.) - IZ (Y X/.) o + J Y X .iJ { /1 r ) ) } 

. el ('IX¡;" +JY;rii{.(¡r)) = - Dyv¡¡ 0
2_ (Vo +Jy (f/t)) 

dt "'· a.e· (19-c) . 

k-t(Yo -t-¡y(p,r) ){lo +dx(.p,r))¡;- k-(YXJo~JYYi3{t;rJ) 
El término: ( Xo + J)< {J, t) ) ).) se expande haciendo uso 

del teorema del binomio (como se hizo en el caso anterior), 

lo cual da: 

(20-C) 

Efectuando la expansión en series de potencias de los térmi-
j) vofj -1. 

nos Xo ¡ J\, alrrededor de )..Jo que corresponde al 

valor de D en el estado estacionario~ se tiene: 
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X D v ( - - ) i3o 17 
o =- X o + JJ - .Vo X o .r J1 X fJ (21-C) 

(22-C) 

Con 21-C y 22-C, 20-C toma la forma: 

( 1 ) D i5 "jJ ¡·- - JJo -J 
Xo +O X = Xo 0 

..J Xo 0 In Xo J.J f- JJo X o d X (23-C) 

Haciendo uso de 23-C y después de hacer algo de algebra el 

sistema de ecuaciones: 17-C --19-C, se transforma en 

d JX ( ftt) =- f\4! d-< X'o ~ D~ ;l- JXU'tt) 
dr vx "J.e'¿ A ;J.,e' 

jj {k.-+ (Yo +!y (f,r)) {X/Jo+ XoJ)o /;¡ Xo Ji) -r JJo Xoilo-t¡~ j (24-C) 

- K.' ( Y'i iJo +- Jy Xjj (/'¡ r-) ) J 

d 
dr 

[ kt (Yo +Jy(PttJ) (y/Jo+ X'o i)o J¡¡ X, Jjj f)..)oX
0
v-lJY)- (25-C) 

J<.- ( YXpo ~Jyx~(l,t:)) J 
z 

d Jy YJJ ( f/; t:-) __ 1> . ¿¡¿ vx~ _ D y 'd J Yx v ( f; t:) 
dT - ~)tjj ;}f.Z 1 ..J• y iJ d 1!¿ 

{k+ (Yo +JY(f,T)) (Xbt>o+ X/)0 //J XoJ[; + iJoXo¡;0
-

1rfi<)-
(26-C) 

K- ( YXJ.Jo + J YX'"' (~tid) j 
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Efectuando algebra se tiene: 

d 
Jr 

¿t. Xo _ b t ;/- )x(.er) _ 
d t- X d ,R_l. 

V { (k+ jo Xo iJO_ k.- YXz,o) -1- [ k+ lJo /olA/;¡ Xo Ji> + 
(27-C) 

.¡.. J.)o-1 -1 J \ J -J - -J 7 7 k V o Yo ';(o d X f k ,Yo Y { {l¡ T - K Y X V { f, L J ) 

iL r YrP. e\ = D i Yo -}- r ;/·Jyr~;!) 
d"[ t J . y ?JR2 u_y CJ ez 
(k+ XX ovo- .J<.- YXJ.)o) + ( k.-1- Yo Xt/-Jo Jn Xo J ¡¡ + 

+ k+ x/'1) J Y ( P ;t ~ - k.- J y x J) urc j J 1 

(28-C) 

k+ j}tJ '/o 'f/Jo -t / J( 

En el estado estacionirio el sistema obedece las expresiones 

25-B --27-B, el conjunto 27-C --29-C se reducen a: 

~T /X (f
1
r) =- 0:. 'd

2f:;ptJ - { ilo k+ 'lo XoJ)
0 

IJt Xo JIJ +-

K+ Do 'ioXo"Jo-!.JY-+ k+Xo JJ(.f¡rJ -k-/YX¡, (/¡r-)jt- (30-c) 

( J(~ Y, '/
0

))
0 

- k.- Y JJJo ) J jj 
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Se puede suponer que la relación 2-B que permite calcular 

el número medio de ocupación es válida (ya que el sistema se 

encuentra cercano al estado de equilibrio) se puede trabajar 

con variaciones de primer orden en este, las cuales están da-

das por: 

(33-C) 

Con esta última expresión 30-C --32-C quedan: 

el dr(f;t) == _ J):i-IX(fi!l_ _ j E dfC/¡T) + 
dz- éJ _(z. L 

(34-C) 

k-1- j]o )'o Po cfY(f;t) -k- jJ- /Yf.V (f., z-) ) 

' 

9 rfY( (;r) == ty ?<Jy(t; ~ - /S Jy ( 1'1 Y) r-
d-c- . -oez (35-C) 

k+ x/Jo JYft,r) -k- IYXiJ (Jl¡t J} 

d J YXE (J?,t ' __ D _ '"<:l 1 YXiJ f.ft"d + 
- · dT L. -. YXP CJ.e2 

f ~ rfx ( f, r) -¡- k¡. lo ;Jo IY( /¡t)- k- IYX.o (.f,r)] 
(36-C) 
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Donde: 

f7 ( f / k'l/) t 11 J.)o-( .L 
-1- ./( ).). ¡o Xo 1-

(!+ Ykt6f 

n (1 /kXol.) J 

(i-11./kXot) 

El sistema 34-C --36-C ha sido linearizado y puede ser es-

crito en la forma: 

(37-C) 

Donde: 

o o J ]y o 
b - DyX.v 

Esta filtima es la ecuaci6n de evoluci6n temporal y espa-

cial de fluctu~ciones. 



- 1 o 1 -

3.- Resolución del sistema de ecuaciones 37-C 

La expresión 37-C se reduce a la ecuación diferencial lineal 

de primer orden: 

(38-C) 

Donde: 

. o~ 

1 (o!., t) = '/ fi1f-' ito (_ [ !tt) eL- íd.{J el €. (39-C) 

o( es ahora la variable en el espacio de fourier, y correspon-

de a uno de los componentes del vector de onda en la direc-

ción 1. 

La solución formal de la expresión 38-C es: 

(40-C) 

y la (41-C) 

ahora por teorema de inversión, se· tiene: 
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que con 40-C se convierte en: 

Si se dan las condiciones iniciales se puede saber cual será 

la ev9lución temporal de las fluctuaciones. 

4.- Evolución de fluctuaciones para dos diferentes condicio-

nes iniciales. 

A continuación seelig~ndos condiciones iniciales; la pr1me-

ra representa la masa de una de l.as especies químicas que se 

encuentra concentrada en un solo punto. 

La segunda representa la masa de una de las especies químicas 

distribuidas uniformemente en una cierta región de la membra-

na. 

a) Sea: (44-C) 

Lo cual da para y; ( d, o)::_ u (45-C) 

Y con esta última 43-C se convierte en: 
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Resolviendo esta filtima se tiene: 

b) Sea: 

(48-C) 

Es decir la condición inicial es ahora una función escalón; 

que con esta 41-C será: 

(49-C) 

Y con esta se tiene para ·la evolución de fluctuaciones: 

r: 41" ) • ?!"- ~ ) ( 
o_~ ( .f,t) = TT tz.q u o c?xp{ ~-e o rzxp(l ~ (b-1) o 

(50-C) 

5.- Relación entre las matrices de difusión y de constantes 

cinéticas (Constantes de velocidad de reacción). 

A continuación lo que se pretende es encontrar una relación 

entre la matriz de difusión y la matriz cinética, lo cual 

dará información entre el acoplamicinto de ambos fenómenos. En 

principio esto ·Se puede lograr, si ·se- aJ?lica la transformada 

de fourier en las variables espacio y tiempo. 
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- -- ,~ .. 
Aplicando la transformada de fourier en las variables es-

pacio y tiempo a la expresión 37-C se tiene: 

(!)() (52-C) 

J r ~ * " ¡ C IJ: {PI t J (J Jp ( j { ú){ - O( .f) d T d Q 
~ 

Esta conduce a la expresión: 

(W 1:. (el., w) = (¡'rJ..) 2 Di\o X. (e<,w)+~"'i(~!V)(53-C) 
- -

que puede ser puesta en la forma: 

(54-C) 

Donde 

Dado que ~ ({;LV) j O se tiene que: 

(Só-C) 
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Donde ./ ~ dN 
~ corresponde al vector de onda en la direccion 1 

y ''w'1 es la. frecuencia de perturbación. 

Ahora para w=O se tiene: 

o/..,2. ~ ~ = .!!::~ (S 7- C) 

que resulta ser una relación muy importante puesto que dada 

la matriz cinética es posible conocer la matriz de difusión 

~ _vicev~rsa. 

Este último es en parte un resultado esperado, ya que debe 

recordarse que se tiene un sistema difusivo reactivo acopla-

do. 

PRODUCCION DE ENTROPIA Y PRODUCCION DE EXCESO DE ENTROPIA 

Hasta este punto se obtuvieron las expresiones, que descri-

ben la evolución de fluctuaciones en el tiempo, dadas las 

condiciones iniciales. Con ellas se puede saber por tanto la 

distribución espacial y temporal de la concentración de las 

especies químicas que se encuentran ·dentro de la membrana, 

ahora lo que interesa es saber que tipo de acoplamiento exis-

te entre los flujos y fuerzas termodinámicas que intervienen 

en el transporte. 

Además {) será el criterio que se.utiliznrá, para verificar la 

presici6n del modelo y la exactitud de los resultados que se 

han obtenido. 
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Supóngase que el potencial químico de las especies partici-

pantes obedece la expresión 24-B, y puesto que el sistema se 

encuentra fuera del estado estacionario, pero cercano a este 

también supongase válidas las expresiones 14-C - 16-C y con 

estas se tiene para el potencial químico : 

(58-C) 

Donde es la concentración de la especie iesima en el 

estado estacionario óc,· es la perturbación impuesta al 

sistema de la concentración iesima (También corresponde a la 

fluctuación espontánea, y la evoiución de esta está regida por 

las ecuaciones 47-C y 50-C). 

La expresión 58-C permite reconocer el potencial químico de 

la especie iesima en el estado estacionario: 

(59-C) 

Así como la perturbación de este (debido a que el sistema se 

encuentra fuera del estado estacionario): 

(60-C) 
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1.- Fuerzas y flujos termodinámicos (caso difusivo) 

Los flujos y fuerzas termodinámicas son ahora: 

~ ft' 11 d ( o ) 
¡;¡ ::: - ¡T ai_'Lf¡+J,t{ (61-C) 

(62-C) 

Lo cual permite reconocer los llamados flujos y fuerzas en 

exceso. 

(63-C) 

J· :=. J/ f JJ¡ (64-C) 

Con 63-C, 64-C se puede cálcular la producción de entropía, 

la cual resulta ser: · 

(65-C) 

(66-C) 
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Y tomando la derivada temporal manteniendo los flujos cons-

tantes se tiene: 

(67-C) 

Haciendo uso de 59-C - 62-C se tiene para los flujos difu-

sivos: 

J. -
J 

- 2 D·· . IJ 
1 

e e/ 
<JfJ_ 

- L .. [2_- d-2__ ~IJ j ---
¡' T of!.. 

(68-C) 

de aquí que las expresiones para los flujos en exceso resul-

ten ser: 

e 6 9- e) 

Y para las fuerzas termodinámicas en exceso: 

(70-C) 

Con 69-C y 70-C la producción de entropía y su derivada tem

poral quedan : 

l 1-
o o 

{/J:: 
2 () C!' '?. J.!;/ (}-{ +- 12 lu -f 

1 ( }: CJ.R.. d_Q cj· 

r ¡¿z l,·J ~ 
dc1.J dSl~ 

l71-C) 
+-a¡¿ e ·o cJo J . 1 

o 
Jc,· J -J -~ !2. 2 d;J CJ e,· 2_ ;>o -~ ----'-' . u r 

J o .e J.e C(o 
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Y para la derivada temporal 

¿;efe/) 
a-e 

(72-C) 

Resultados que eran de esperarse, dado que corno se hizo notar 

al principio del capítulo, el sistema se encuentra en las cer-

canías del equilibrio. 

En este punto se da por terminado el capítulo dos, del cual 

se puede comentar que forma propiamente la estructura central 

del trabajo ~de cuyos resultados se obtendrán consecuencias 

a posteriori. 

En realidad es sano hacer notar que la situación que se ha 

analizado es todavía bastante artificial y que afin cuando tiene 

bastante parecido con el fenómeno de difusión facilitada en 

sistemas biológicos existen d~rnasiadas restricciones iniciales 

que lo limitan fuertemente. 



C A P I T U -L O III 

DETERMINACION DE COEFICIENTES CINETICOS 

POR MEDIO DE ANALISIS DE RUIDO 
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Dentro de este trabajo se requiere de la determinación de 

los coeficientes cinéticos (coeficientes de difusión y cons

tantes de velocidad de reacción). Esto se puede lograr a 

través de Teoría de Fluctuaciones y Teoría de Dispersión lu

minosa. Lo que aquí se presenia ~s un tratamiento novedoso, 

que se llamó "Análisis de Ruido", por la similitud que guarda 

este con el ruido eléctrico que aparece en los sistemas elec

trónicos del tipo L.R.C. 

Dado que el contexto de esta parte del trabajo no está con

siderado en la introducción que se dió al principio, se da 

una breve introducción, que se cree suficiente como para que 

el lector no especializado en el tema pueda abordar y enten

der lo que a continuación se esboza. 
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Introducción 

Se tiene la si~uiente ecuación diferencial que representa 

la variación temporal de la densidad de un fluído. 

oec r¡d = 
ar (1-D) 

Los términos Div J 1 iJJVJ·representan los términos siste-

máticos; mientras que el término ~ Ct) representa el ter-

mino fluctuante. 

Por el momento se puede suponer que el término fluctuante obe-

dece la expresión: 

(2-D) 

donde F es la fuerza en función del tiempo; donde cada pul

so b~ se inicia en el tiempo Tl! y es cero después de Te+ ?; . 

Durante T k q 1: f.:.t ~ su forma es descrita por bk (t-Z:t) ; es de

cir cada pulso es una función escalón. 

Definición: 

La función de correlación entre la fuerza fluctuante al tiem-

po C'JJ y al tiempo r-1CJ corresponde al promedio temporal de 

(3-D) 

1.- Funciones de correlación y densidad espectral. 

Sea X'Ct) la fluctuación de una propiedad }( del sistema 



- 112 -

al tiempo t. La función de correlación entre dos fluctua-

ciones sucesivas se define como: 

e 4 -n) 

donde es el intervalo de tiempo entre estas. 

11 La función de correlación es estacionaria es decir que esta 

tendrá el mismo valor sin importar a partir de que tiempo se 

empiece a medir 

(5-D) 

1.- Propiedades de 

a).- Cuando el intervalo de tiempo entre fluctuaciones suce-

sivas tiende a infinito, la función de correlación tiende a 

cero. 

Demostración: 

Sea f ( ~) = <X: {_t) '1 (t-f 6)) -la función de correlación; 

cuando 6-16o 
1 

;f {t) 1 J { tf ~) son eventos independientes por 

tanto 

(6-D) 

Pero ./.Yh)) =o:::- .(X(ft"G)/. ~ucsto que una fluctuación 
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surge de un proceso estocástico; por tanto: 

~ rc?::)::o (7-D) 

~-t>C:O 

b) • - r(o) ~ J Cf{"c-J} (8-D) 
) 

Demostración: 

(9-D) 

~z(t) ! Q ;r(-c--J ~) ;rrt) ;>)o (10-D) 

~ (y {t +?;) _,_ X r d ) 2 
) = -{ y 1 h J- -¡;) ? -1-

,(_y?ft)/~ z <y(r-J-6) .:Yrt)?? o (11-D) 

Por la misma propiedad que se uso para obtener s~n se 

tiene que: 

(12-D) 

Pero puesto que t{~) es estacionaria finalmente se tiene 

(13-D) 
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2.- Espectro de potencia del procesovTeorema de Winer 

Khintchine. 

Se define la transformada de Fourier de las fluctuaciones 

1(t-) como: 

o o 

rrw) = f 'tfL) (!_jcvt clr 
-CO 

(14-D) 

Puesto que las fluctuaciones son reales: 
~ \ )((!{)) =- }((-W; (15-D) 

Sea f(JJ)) el espectro de potencia del proceso definido por: 

'K 

JI¡ ;,7 'Ir x r w) r r w) (16-D) 

. T-it:P 

Haciendo uso ~e la expresión para J'f{.()) así como de 15-D se 

tiene: 

oO • . 1 

t(C w) - Pth? ~Ir J J y lt) X {t 1) ;_:·wr: i" 1 
wt d T d-1' e 17 -D) 

-to 

¡-p 00 

La cual con el Teorema Ergódico que dice que el promedio esta-

dístico en el espacio de fase es exactamente igual al promedio 

temporal, así como efectuando un cambio de variable se tiene: 
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Pero puesto que r(~)::;: ~'Jh) J(1+ 6)) se tiene que: 

(19-D) 

Es decir que el espectro de potencia del proceso es la trans-

formación de fourier de la matriz de correlación. 
G(q 

Por teorema de inversión se tiene: 

(20-D) 

Esto es que conocido el espectro de potencia del proceso se 

puede obtener la matriz de correlación. 

Puesto que Cf(~) = <jJ(- ?:) lo cual dice que la matriz de 

correlacion es una función par del tiempo; y con la relación de 

Euler: 

ce 
y; e !V) = leo ~C0) ( Cos tu 6 f- / Sq;Jt w 6) el "b (21-D) 

co ~o 

~(uJ) == 1 ljJ("b) (oS úJb d 6 f ¡" f rrb) SefJ (J)"{; d"b. (22-D) 
-~ -~ 

Se sabe que el seno es una función impar del argumento asi que: 

b:J 

f Cfc?:) s<UJ w r;, J G ~o (23-D) 
-oo 
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quedando reducida la expresión 22-D a: 

a> 

y; e cv) == ¡ re¡-) (C>5 w , d b 
-ro 

(24-D) 

3.- Correlación de derivadas: 

Para cierto tipo de procesos se requiere conocer la correla-

ción entre la velocidad y aceleración de cierto tipo de fluc-

tuaciones en el sistema. 

De acuerdo· con la definición de la transformada de Fourier pa

ra XCD se tiene por Teorema de inversión: 

f 
oo • w~ 

Xtt) =. 1'Cw) a-' d uJ (25-D) 

-~ 

(26-D) 

•o 

y {t) = (27-D) 

Lo cual implica que: 

o 

11 /w)::: -t rfv) (28-D) 

ele> 

){ {Lt>.) ~ w<Y(c.o) (29-D) 

Sea (30-D) 
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que con 28-D queda: 

(31-D) 

Lo cual implica: 

(32-D) 

y por otro lado: 

(33-D) 

· Qhe por Teorema de Winer Khintchine: 

ét~)- j~(úJ) ¿-r"wr: dw (34-D) 
-00 

Haciendo uso de 31-D se tiene para 34-D 

00 

e r?;) == f wz ' e e u>) J e..- i w -e d tV. 
-00 

(35-D) 

Es decir que basta conocer ~1 espectro de potencia del proce-

so para tener determinada la matriz de correlación de la ve-

locidad de fluctuaciones. 

4.- Función R~spuesta. 

Por cuestión de claridad didáctica la función respuesta y el 
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Teorema fluctuación disipación, serán introducidos a través 

de un ejemplo de la mecánica clásica. 

Se tiene un oscilador .. a~monico simple sometido a una fuerza 

externa F(t) y sumergido en un fluído viscoso. La ecuación de 

movimiento de este oscilador tiene la forma: 

DO o 

+ ){ ~ t k 9- = f-1 d 
' 

(36-D) 

Donde m es la masa del oscilador, ;1 es la viscosidad del 

medio es la constante de fuerza del resorte. 

Si se toma la transformada de Fourier de la aceleración, la ve-

locidad y la coordenada, así como de la fuerza, la expresión 

36-D toma la forma: 

qfe,v) = (irw) FftV) (37-D) 

Aquí G (w) es la llamada función de respuesta, y corresponde 

a la susceptibilidad del sistema para el componente de la fuer

za de frecuencia tU aplicada. Para el oscilador armonico 

descrito, la función respuesta tiene la forma: 

l38-D) 
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5.- Teorema Fluctuación Disipación. 

El hamiltoniano del oscilador armonice simple resulta ser: 

(39-D) 

Y con la transformada de Fourier respectiva: 

Tomando el valor esperado del hamiltoniano: 

eb 

< ].). ) = '(.T=- r>J /t. 102+uJot) G (w) d w ( 41 -D) 
-00 

pero hay que to~ar en cuenta la expresión: 

( 4 2- D) 

Y con esta última 41-D quedará: 

DO 

"-1-1/ == h7 J ( wz~ l!J}) J q(w) j2
p!(l{)) d0: tT (43-D) 

-ro 

La unica justificaci6n posible para el resultado anterior es 

que: 

.O? 

!h} L/~1-+'tu'Z) f~j(tV)jidiu ]-~ kT' (44-D) 
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Efectuando el cálculo correspondiente en la expresión 44-D 

finalmente se tiene: 

(45-D) 

Que con el Teorema de Winer Khintchine queda: 

(46-D) 

Haciendo uso de 45-D, así corno 42-D se tiene para la función 

de correlación de fluctuaciones: 

e 4 7 -n) 

Que con la expresión 38-D se transforma a: 

d w. (48-D) 

Este último resultado es conocido corno el teorema fluctuación 

disipación; en este caso aplicado al caso del os¿ilador ar-

rnonico. 

La importancia que reviste el Teorema Fluttuación disipación 

consiste en que relaciona la rnatrii de susceptibilidad del sis-

terna con la matriz de correlación d~ fluctuaciones. 
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II.- Análisis de Fluctuaciones. 

Partiendo de la suposición usual de que la cinética de de-

caimiento de fluctuaciones expontáneas es la misma que la de 

las inducidas por perturbaciones externas débiles; tal que 

se cumple la cercania del equilibrio, se procede a hacer el 

análisis de las fluctuaciones de la densidad de los componen-

tes que se difunden en una membrana, mediante el mecanismo de 

transporte facilitado. Las fluctuaciones se definen como la 

desviación de las densidades respecto de los valores que tie-

nen en el equilibrio; esto es: 

Se ha observado que las fluctuaciones obedecen la ecuación di-

ferencial: 

(49-D) 

Donde M contiene el conjunto de coeficientes cinéticos; aso-

ciados con los flujos termodinámicos involucrados. 

La solución a la expresión 49-D da como resultado: 

(50-D) 

Es decir que la fluctuación decae de forma exponencial. 
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Tomando el promedio de 50-D con r).. (oJ como valor ini-

cial se tiene: 

-MT 
.-<~(r))~ oC(o) • é:-

Y·con esta la expresión 4-D toma la forma: 

(51-D) 

(52-D) 

Que si se inserta en la expresión modificada del Teorema de 

Winer Khintchine: 

()O 

rrv) ==2!2e_ r ~("6) ¿,.Ulb"dr;: 
-()O ::::: 

(53-D) 

(54-D) 

(55-D) 

III.- Análisis de Ruido. 

(JB) 
Este análisis fué introducido .Por Nyquist con circuitos eléc-

tricos; y se usa en el presente trabajo.para obtener informa-

ción de los coeficientes cinéticos.del sistema. 

Se tiene la siguiente ecuación diferencial, que como ya se dijo 
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indica el comportamiento de las fluctuaciones en equilibrio, 

respecto del tiempo: 

(56-D) 

Donde J3. 
1 

s"" están definidas de tal manera que: 
_, 

R (57-D) 

Si ahora se tiene una fuerza periódica externa del tipo: 

Fb-) = Fm - -
La expresión 56-D tiene_ahora la forma: 

S 0 o oc.t-t):: Ftt). - -

Derivando esta última respecto del tiempo se tiene: 

.. 
Jpj!t:) 

dr 
i S 'O o t!.._ (t-) -; - i W F ( "t") 

- -

La solución de la ecuación resulta ser: 

Se define la admitancia del siste~a corno: 

(58-D) 

(59-D) 

(60-D) 

(61-D) 

(62-D) 
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El espectro de potencia para la variable resulta ser: 

(63-D) 

== 

Por otro lado se tiene que: 

(64-D) 

De donde: 

~(w) =- (65-D) 

Efectuando el algebra respectiva junto con la relaci6n 57-D 

se obtiene: 

(66-D) 

Es decir que midiendo el espectro de potencia del proceso se 

determina la matriz de coeficientes cinéticos del sistema. 

IV. DETERMINACION DE COEFICIENTES CINETICOS POR MEDIO DE 

ANALISIS DE RUIDO. 

Lo que se pretende hacer ahora es aplicar el analisis de rul

do esbozado en las páginas anteriores; a la expres1ón 37-C 

que describe la evolución de fluctuaciones de la concentración 
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de las especies químicas que participan en el llamado trans-

porte facilitado, descrito en la segunda parte de este tra-

bajo. 

Si se integra la expresión 37-C sobre la longitud total de 

la membrana se obtiene la expresión: 

Q_ 
dT 

C(r-)- ~'leo~ (t) -D'f<•q = Ü 
- ="' -

(67-D) 

La cual describe Ja evolución temporal de las fluctuaciones 

de concentración del sistema en ausencia de fuerzas externas. 

En presencia de fuerzas externas oscilantes del tipo: 

I it) ==- F e.¡ are (68-D) , 

La expresión 67-D se transforma a: 

(69-D) 

Derivando esta última expresión respecto ·del tiempo: 
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Por similitud con la expresión 60-D se define la admitancia 

del sistema como: 

(71-D) 

Y por tanto el espectro de potencia del proceso será: 

(72-D) 

Cuando L(}=O 

(73-D) 

d ... d D~ ,, -+ ""'1 . .... Quedan o as1 determina os _ ~ z esta u t1ma en conjuncion 
= 

con la expresión S 7- C permite calcular D* o }:::~ conocido el 
-= 

espectro de potencia del proceso para frecuencia cero. Con es-

to último se da por terminado este capítulo con la seguridad 

de que los resultados obtenidos además de ser congruentes con 

la estructura del modelo presentado, y de tener una gran sim-

plicidad son de gran utilidad, dado que relacionan propiedades 

físicas fácilmente medibles, con canti~ades físicas difíciles 

de calcular como lo son los coeficientes de difusión y las cons-

tantes de velocidad de reacción. 



C A P I T U L O IV 

APLICACION DE TEORIA DE EYRING DE VELOCIDADES 

ABSOLUTAS DE REACCION AL ANALISIS DE DIFUSION 

FACILITADA. 
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Hasta este punto dentro de este trabajo, no se había pro

puesto modelo microsc6pico alguno que descibiese el fenó

meno de difusi6n facilitada. 

Lo que se pretende en esta última parte del trabajo es ha-

cer uso de un modelo microsc6pico de gran simplicidad, que 

ha sido establecido con anterioridad pero que no había si

do aplicado a el caso particular que aquí se trata. No obs

tante la sencillez del modelo propuesto los resultados que 

se obtienen son de validez en el problema abordado, pues 

estos concuerdan con los resultados obtenidos en las seccio

nes anteriore;;. 

Se cre~que el presente desarrollo abre la posibilidad para 

estudios posteriores de situacio~es más comp-licadas. 
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I.- CONSIDERACIONES INICIALES. 

Supóngase que el conjunto de moléculas de las especies par-

ticipantes en el transporte, se difunden a través de un con-

junto de barreras de energía potencial (las barreras de ener-

gía potencial tienen una forma única para cada especie, y son 

diferentes para especies diferentes, puesto que dependen de 

la forma y estructura de las moléculas que se difunden). 

Figura 8 
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El flujo de las molEculas a trav§s de cada máximo está dado 

por la diferencia de flujos en direcciones opuestas a lo lar-

go de la barrera de potencial, por lo cual su expresión re-

sulta ser: 

e 1- E) 

·Donde ~~ es la distancia entre ·dos máximos sucesivos, 

es la concentración de las partículas cercanas al máximo de 

energía potencial 1'j 11 ICq es la velocidad de pase de las 

partículas a través del máximo. 

En el estado es~acionario los flujos entre los máximos son 

todos iguale~ y resolviendo el conjunto de ecuaciones entre 

todos los flujos para una solo se obtiene la expresión: 

(2-D) 

1 . 1 u 1 4 k:.,' /k., .¡. k: 11., / 1<., Kz. 1- · ·- · Tr 1<1·/K,· 
1 

11.- DETEfu~INACION MICROSCOPICA. DE LOS FLUJOS DIFUSIVOS. 

Se efectúa un análisis de una región diferencial de la mem-

brana con el objeto de evaluar los flujos difusivos. Para lo 

cual se elije una sección que contiene p@r lo menos una ba

rrera de poiencial del tipo: 
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A A 
Figura 9 

Esta sección diferencial se hace corresponder a la sección 

presentada en la figura 7. Ahora puesto que la membrana es 

simétrica se supone que las curvas de potencial son aproxi

madamente simétricas e igualmente espaciadas a lo largo de 

ésta, para cada especie química que se difunde. 

Con el uso de la expresión 1-E y de las consideraciones an

teriores (hay que hacer notar que no ~e.ha supuesto que el 

sistema haya alcanzado el estado estacionario, por tanto se 
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está tratando con un sistema fuera del estado estacionario, 

pero en la cercanía del equilibrio), los flujos que aparecen 

en el transporte están dados por (notese que se sigue hacien-

do referencia a la figura 7): 

(3-E) 

e 4- E) 

Las constantes de velocidad se pueden expresar (analiticamen 
' 

te) en función de los máximos de ·energía potencial en la 

forma: 

K~ ·= ¡¿,!" ~ ot.. v¡ JET 

K~ 
1 

4\ _ ~v/ er 
- ti e: 

(6-E) 

(7-E) 

Se supone que cualquier perturbación en las condiciones ex-

ternas que rodean la membrana alteran la forma de la barrera 
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de energía potencial de cada especie, pero no el máximo. 

Las constantes pueden calcularse por medio de la expresi6n: 

(8 -E) 

...,. 
Aquí nk" es la constante de Boltzrnan, "K" es el llamado 

coeficiente de transmisión,· "h" es la constante de Plank, 

Q# es la función de partición para los máximos de energía 

potencial, Q. es la función de partici6n para los mínimos 
1 

de energía potencial, corresponde al mínimo de energía 

potencial. 

Con las consideraciones iniciales, así corno con las expresio-

nes 6-E, 7-E los flujos que aparecen en las ecuaciories 3-E-

5-E quedan dados en la forma: 

(9-E) 

(10-E) 

(11-E) 
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Expandiendo las concentraciones en series de potencias y 

despreciando términÓs de orden superior al primero en pertu~ 

baciones se obtiene: 

9X(f,r) 
d r2 

3.- Cálculo de lDs coeficientes de difusi6n. 

(12-E) 

(13-E) 

(14-E) 

Los flujos microsc6picos se hacen coincidir con los flujos 

macrosc6picos, los cuales están determinados por las expre-

siones 5-B--7-B, que con el uso de 24-B, toman la forma: 

J; - - D)(A( :J X (~t) 
(15-E) 

()R. 

Jy - Dy d j{Pt1) 
(16-E) --

d.e 

Jyxjj - DYXu 
'd YX:o [f1t) 

(17-E) - a .e 
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Por tanto los coeficientes de difusión quedan dados en la 

forma: 

(18-E) 

(19-E) 

(20-E) 

Haciendo uso de 8-E, así como asignándole el cero de energía 

potencial a los valles se tiene: 

(21-E) 

'Z _1/-
Dy ::: -A X y 

)\
'1 l. 1r #-

_¡:..._ YX;J (23-E) 

Donde las constantes "K", "k", "h" y "T" tienen el mismo 

significado. La constante K# no es más que la relación de 

las funciones de partición: 

Ki- (24-E) 
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Haciendo uso de la hipótesis de equilibrio local: 

11:k¡ = (25-E) 

Con esta última los coeficientes de difusión (exp. 21-E--

23-E) toman la forma: 

(26-E) 

Dy ~ (27-E) 

# 
Dvx¡; =- ;'z e?_-.[) C3yx_o jer t- R YXE r (28-E) 

lz 

Expandiendo la exponencial que aparece en las expresiones 

26-E--28-E se tiene para los coeficientes de difusión: 

D1 == x·¡¡- bi:J~ /eT+ {A§~~í?r)~z __ ) l::~xT(29-E) 
.. 

' 1 t:l:- ( 2 1/y 7' (30-E) Dy:::: ,A~ 1- b <::JJ /RT+ bG:jy lí!T) -1 ~-- J _t. _,.-!S_._ __ 

Z! ~ 
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Si t.\ <§ -<-<-I2T- se tiene: 

(32-E) 

(33-E) 

JJyxv ::: )'z zJ J-- i:J § -11. !J?r? t. }¿y y¡; 'f1 (34-E) 
j';(jj . j - 'z 

Estas expresiones que resultan muy útiles por su sencillez 

permiten evaluar los coeficientes de difusión que intervienen 

en el transporte facilitado. 

Con lo anteriormente expuesto se da por terminado este capítu

lo; haciendo notar que aún cuando el modelo presentado es 

bastante simple los resultados que se obtienen son de gran 

importancia y acordes con los resultados obtenidos en las 

otras secciones. 



COMENTARIOS Y DISCUSION DE RESULTADOS 



- 137 -

En general se puede decir que el trabajo presentado es 

bastante sencillo. Este se avoca al estudio de un fenómeno 

simple como es la difusión facilitada; sin embargo presenta 

un tratamiento novedoso que abre la puerta al estudio de si

tuaciones más complicadas como lo es el transporte activo o 

bien la difusión de iones y especies cargadas. Tiene algunas 

limitaciones fuertes como lo son: 

1.- Considerar el sistema cercano al estado de equilibrio, y 

a un estado estacionario. 

2.- Suponer que los potenciales quimicos de las especies par

ticipantes tienen la expresión del potencial quimico de 

una mezcl~ ideal. 

3.- Suponer que la membrana bajo estudio, es simétrica homogé

nea y de paredes delgadas, lo cual conduce en la última 

parte a suponer que las barreras de energia potencial son 

simétricas e igualment~ espaciadas. 

4.- El haber supuesto la constancia de los coeficientes ciné

ticos. 

5.- Considerar const~nte el flujo. de substrato en las cerca

nias del estado estacionario i por tanto la derivada tem

poral d~l vector Q haberla ]techo igual a cero. 
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No obstante las limitaciones mencionadas, se piensa que da-

da la sencillez del análisis, el trabajo es de gran utilidad 

en la estimación de cantidades corno los flujos difusivos, 

coeficientes de difusión, flujos reactivos y constantes de 

velocidad de reacción; para todo aquel interesado en el terna. 

En cuanto a los resultados se puede decir lo siguiente: 

1.- Lo obtenido en el primer capitulo son expresiones senci-

llas (Véase el coeficiente de permeabilidad del flujo de oxi-

geno externo y la función disipación); y de gran utilidad 

puesto que: 

1.- Permiten estimar la proporción del incremento del flujo 

difusional simple, debido al acoplamiento que presenta 

el transporte facilitado de flujos difusivos y reactivos; 

lo cual se puede apreciar con el coeficiente de permeabi-

lidad del flujo de·oxigeno externo. 

2.- Dan información sobre el acoplamiento de los flujos y 
-

fuerzas internas que intervienen en el transporte y mues-

tran como los procesos internos de la membrana dependen 

de las condiciones externas impuestas a la misma. Lo cual 
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es de esperarse, pues recuerdese que la evolución de 

un sistema que no se encuentra en equilibrio depende 

de las condiciones a la frontera que le fueron impues

tas. 

II.- Los resultados obtenidos en el segundo capítulo de este 

trabajo, aún cuando resultan ser novedosos no son sorprenden-

. tes, pues uno espera que la variación de la concentración de 

las especies químicas que se encuentran contenidas en una mem

brana permeable varíen de forma exponencial o bien de senos y 

cosenos hyperbólicos puesto que se supuso durante el desarro

llo del trabajo que el sistema se encuentra en las cercanías 

del equilibrio. Estos a su vez revelan en el caso estaciona

rio la estructura interna de la membrana, puesto que dan la 

distribución de la concentración de las especies químicas que 

participan en el transporte. 

Fuera del estado estacionario los resultados que se presentan, 

además de la belleza que guardan por su estructura matricial 

son físicamente aceptables, pues cumplen con las condiciones 

iniciales y las condiciones a la frontera impuestas al siste

ma, por tanto ratifican la estabilidad asintótica de el esta

do de equilibrio; lo cual es ratificado por la derivada tempo

ral de la producción de entropía.' 
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III.- En cuanto al capitulo tres se refiere se puede decir 

que los resultados obtenidos son de bastante simplicidad ma

temática, tal y como lo muestran las expresiones 72-D y 73-D. 

A su vez estas últimas son de gran utilidad, puesto que rela

c1onan cantidades dificilmente medibles como lo son los coe

ficientes de difusión y constantes de velocidad de reacción 

con cantidades facilmente medibles como lo es el espectro de 

potencia del proceso, que como es bien sabido se puede medir 

fácilmente con instrumentos de dispersión luminosa. 

La estructura teórica de la que se hace uso durante este ca

pítulo, además de ser general en el sentido de haberse desa~ 

rrollado de manera ri~urosa, permite ser aplicada a situacio

nes muy al~jadas del equilibrio. 

IV.·- Este último capitulo presenta un modelo microscópico 

que se originó en el tratamiento estadístico de ia cinética 

química y que sorprendentemente es fácilmente aplicable para 

tratar problemas de difusión. Lo obtenido en esta última 

parte es de mucha utilidad puesto que basta una estimación 

de la concentración de las especies que. se difunden, a ambos 

lados de la baerra de potencial; para poder obtener una apre

ciación del tamafio de los coeficientes de difusión. 

Si bien es cierto que se usaron a~roximaciones algo fuertes 
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durante el desarrollo de esta última parte, como lo fué el 

~aber supuesto simetría a los máximos de energía potencial, 

y·el haber hecho uso de la hipótesis de equilibrio local; 

los resultados obtenidos no distan mucho en cuanto a las 

expresiones obtenidas por otros tratamientos en situaciones 

similares. 

Con esto último se da por terminado el presente trabajo es

perando que todri lo presentado en el sea de utilidad y f~cil 

entendimiento para los interesados en este tipo de problemas. 
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