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INTRODUCCIOIJ 

El prop6sito do este trabajo es· definir el concepto de topoc 

logía sobre un topo y v:er li;·reloción · quc. lrny' Cnfre esto concepto 
•.;· .·.' ... ,,-, 

y el de morfismo g~o~6trii::o. !. Alg~nos rc~'uitad'os ql.le sé ;probarán· 
·_ '.\:···· . ·:'.:.-----"~·.;~ . _,·,·•,.'- .. :.~·<·--;: ./\·.'-_.;-· .. ·. 

en 3 son válidos e.n c~1nlq~ier chtegoria c;q~1~:t:ellg'n iilnifijs .fini-· .· ... · 
· ': ,::=:·-·\ :. ::>'/;_~ :_--<.~': -.· .. : .:~_: ~'--: ,._ <'-.: . t·. - ~· :~:·'.:··, '<·:-:_:.' -/-.-~( · .. :e,·~::,;:;-:;_ ·,,;:.~-~~.:·-;:.<;~.:.t:::,:~t.;:.~ .. ::~-._é~.•.~-.: __ :!/~' . L ;_:¡:- . 

tos. . .. , •·:: .. ,. . ... ....... .. : ,.. . ....... '·,:>·.• . 

... ·. · ... ·· .. ; ·•> "'···••>.· / ' .. · ·;;'.:;i2:·.;·~~~~.;~::::;.;::,;~}'.i.·;~: ... \~:······ .. :·· :.· 
Ln Teoría· cle.;.los ·xtopos! hri , tenidoiú1iúUe sári;olto:;b·a·s tan te •gra!l'· 

;:·-,-_,. _- - ' .... -: ;_:.· e~·'.··. =:-.'t:''.~~ ::. :_: -~ _·::·_ -'~_.: -:-};:i;;.?~{: __ : -:~·rt:·>·.·_-~ -. _':';,:~?,.'.::;:_<.~¿)'.,,)~ _._\~\~: :'i~::~",,.·.>~: ,;~~-;:~·::'~\·:· ::.·.' ' .. 
de ·duran te los." úl timoir:··cinco 'años ;::aquí<no::;sc:','inten tárá:· da'i·::. unu :- ···· 

·. . .. . ·_'. .· ·.'·· /.~.~;:/:/(.::_ .. ·;,:.;:.:_; .. <.:·~:.>:,·:~:'.::.:.:';·;-.:> :!"\?:<:·:x~:'.-> ·-·:.:\·'.f'.~:\;:.:.<:;\,· .:=:-·· -:·; : ·=-:~,.~ ·,-~;~~-~'.,:.-·.'. '· ... ,. 
introclucción.e)itensá dé'la 'téoríá/ /Los fcs~tf~di.l~'.\i~e'iO:piú;ci::en··· en 

· . · :·_ .· · .·:\::',;·t;._:,.: .. \::.·.~~"-·_;:~''_: .· i.~_~:;_'.::},,:/."/~·r:'.,'.~/(::-:.~;':::),'.:,; ><:· -\:> .. ~:·.;~:~_:-· ..... " "'- -->· =:·=;·, :;-.:,:,;-.,.;:"~:·,.;·;":.;·-:¿:},e':~.<>-.;.·:>.·: .. " .. __ .,_., . 
e 1 capítulo· 1 f son'.,los Y que' ·n·os :u·yücla rtiri ::pni:a': dos u rr.o Har: .Jós, s igu ic!!. 

.• - .•,-·o•: v.--.":····;;::.,_·c. ·······¡·"-•"' >.,'--:--.--"'' ,-.~-,:··-'-'" ....... _., ..... , .• _,.,,. .• , .. :· ··-·' 

. 
capítl.1.1.·'o.'s.·': . , .. ,: .. : ·,,, ,., .... ·>':.·./.,:;·,. ; . ;. :.· .. " "; . .. :·· ·.';O,':}!'.'. .. / . 

tes ,•" . , .. _., .. • , . ·.'.·> .. · .... ,, ··,::. :.; .·;" ... ,, :: .... ·: 

··Hn ·.· ci iil ; ~~r ;fJ"¿111 1i'r~· ~Z!;)u;de11 ·. eí12011tr.~1;'"a1~¡1n~r .J'cslir tu dos·· 

·hás icos d~;\ei7~\·~gg,~§,'í,,·~~{td .. ~;,J1:~t.fi~\~;~\l;i ;,1i:.s~.'11;u~l;;·~,··,~quí · : El mn" 

tcrial · deF,trabnj6·.·e:stáfordéi1aclcr:, dcJl!i'sigüi.cinte ín~neÍ'a. 

···'·•·•··.·.-:::?.3fr'f ii; :;,:~"%i;:;·~~\; .. ,~:?~~{.:;~{~:~W;.~~~!; ·,:y,~·;y)[.·: ;· •:·: ,.:·, ; ..... · :.••· 
En 2:·se}dcfiric;,.:ei.;conciipto;de·to¡;o1()g~n:sobre·un topo ·y se -

--' _. :~,; ,-':' :<: '.< :,:::?:.(,~(!;f::::.;::.,~;(·:;~~·;,(~:;:~{;.:.·-:_~~<: ::)) ~~:~::\{' :)"(:.: ·>:;; '{"<:;\ ;·,~:.~;·; ;·:: :~.~ :_~·:~:{.:;'.: j ')) ·:,:·'. . 
pruebo .. quéi ín. cntcgiú'íi(iE ¡i:,;1):~;(iénc)líriii.tcs:;finitós. 

. - ' '··:-:_,;;:;.-,.': . .,,'~·'_i;-,,:J.::·::-:~~,.;~;:~';/,);::,';0.;~·:'::{ ~:.{;:'. :'''._ .. ,,-"f~·~';:·,~:::t,~: .".:"· . ;.-,;:.;·!~:,, ·'~,:)>: ~,~·.:;- ~ ·. :' 

' . '.~:;;;:ú~~;~~·'.' -~'./~~~~~~::.:.~~;~{.:~ ~.f~-;·:~~~:t~::::·;~,'.:~~:~~<~:::::~:~;'.~,t.i~~~~-~t~ -._~~ ~·,:_'.:;:~:~~::: .~:;::{:'·'.'. ·:~,~~ ~ -·-~~:~: __ .. -- .. 
Bn · 3 :se dcf111e:·:'.el'.conccpto·~c1e:·j¡avil1iify.• .. se:;prucha que la s\1b 

· , . _ .... : .. :: . ,·.-,~:,\;:~r;;}l:;:.>:/~f:·:.:::~.'!.: .::.?[.\;;i:~:~:· rf):~!:(~:?~.1~i~!'.~~:J.~ .. ;\~~:;;<.:-;~;-.;~ '.:::~.;r::._~:\"_::~·.; .. ;::::·':·~;:~::~~·::·:·:::.:'>.'·:.:: ·:>:. : ·. ::.::· .. _ .. 
ca tcgoría.:plcnn)ShC:(IJ)::os ).reffoiéi.vn ".y: ;ildcmtí s :;es :Un topo .. 

. · ,{ji'; 0.':~:J1~:~i;%I't~¡ff;:f i.j,,Fi~'.:- ;' , .> \ .· •·· .... · .. ·: ··. . 
. En 4 se .. •define\lri.:t'9piilcigfa ;indu2Í.da por una .. mallada .exacto 

. izquicrcill. ' Í>or: dti:.iino, 6'if>s)s~ !Jrúcbd, el teoreu;; de factori znción · 

de morfismos g~ou;é~ric.o~ db Lawv~;.~ yTicrney, · 
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Supondremos que el lector estfi fomilinri.zndo con el material 

que aparece en [iv) , . 

Ag1t~dec,ún.i.e1rtoi .. · . . ,- . . . 

Deseo agradecer. n·l\lejnúdro Od¡¡ers, director el.e esta tesis, 

la .ayuda y la atención que me. dio clurointc el desanollo de este -

trabajo. 

~-... :--...... -~---
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Notaci6n 

· E siempre· denotará n un topo; a no ser que se diga· lo. con~ 

trnrio. 

O (ll) son los obj otos do IJ 
' - - .. . - _, 

Si f:A _,. B'e~ uninorfismo escribiremosf:A>-+B, f:A-+-> B 

. 

SLF ,G ~ori;~ci~Fryht~rcs · F '---+G significa que F os un.adjunto 

i zciu ie rdo do CJ; -:.:_:_ <.·.::- : .. _--;,_·· -

Si el diagrama cbnmuÍ:aÚvó 

·A B 

r i 
D C 

es un producto fibrado cntcinces. lo denotaremos dci la siguien-

te manera 

.A --~ B 

1 P.F. l 
D ---:· e 



! 

' ; 

j 

--
Thc thcory of_abelian ·catcgories s~r~ccl.ns the 

"right" generalization for the categ(H'Y' of 

abclimi gr()Ups. So topoi. ser.ve for-no lcss~the 

cátegorics of sets.,' .. 
. ·. . ,,,. -

P. Freycl. 

5 
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1. 1, Definici6n 

Una cotcgorin D se dice que'es un topo (elemental) si:. - •' - . 
i) 

ii) 

iii). 

. . ·. . -. . 

E tiene límites :fi1{i tos. 

D es cart~si~na · 2e;rada · i ;e;., para cada objeto X se ti.2_ 

ne un r~ri;o)<~Jiipone;i~inL(~)X )l ~ ~ qUe. Jg Jdjunto dere-. · 
. _ _ _. ". u:-)_·~/\·~_(:.-;-/t'.·_:;_,~ _ ,:_:;'.----. .--:, · <:,)·i \; "·~- -, · 

chcidclf~nt'o,:¡.c;-l~~'.'{<······ .. , .. ,"!>· .. ·:; ' .... < 
·n·· t fene···.un' 2fasif icador'cfo. subobfetos;·f~·a:",:un ,objet.o 

~. Y.· uí1···m~1\f:l:~n10,i, :E:.~:{1_i.:1,1n:~(i.~, '.'~~;0Jac]:;'.:;·&~~. CÍJ¡'¡:par ~·· 
cadú · rnonm~o~ fi smo' o': Y .'--> X: ei1 ~ .c.xÚ'tc \tlll fi~{h¿ mo;fismo .•. 

. -.;:: .. -.· .·,\ .. ' ·.' ·· .. ·-
xcr :x __, íl ú1ii;11d,i6:0Í 11lórf:ismo •cai·acteriii:ico ele cr) que.· 

hucc ni' cuadrado 
-'C.-,·~~~::i ·'-'.':-.:•>>' . ·,-; 

t 

un producto fibrado, · 
. . . . 

Antes ,de/ s~gui~· dqsarrollando ·.la .teória de los· topos veremos 
' . ·.· .,, " ' - ·' .. >; ._,:_.,' - '. . - -- .. ':· 

algunos concept6s .. quc.'neccs'itarcmos después ... · - - ... -_-. -,-.- ·'··,' - ·- -

- .. · 
1 . 2. De fin ici6n 

Una relaci6n 

de 'in·anomorfismos 

: ~ -- . . : .- . . ' . ' ~ -. . . . . . . ... . . 

' ' ' 

de eijutvolencia es unu cntcgoria ~ es una pareja 



k 
K~->A 

, I· , 
. •¡ 

tal que para todn X. E O (C) · 

homc(X,K) · · .• · •• .·• 
· ( hom(1 ;k 0 ), 

· · .. ·•. homcCX,A)xhomc(X,A) 
hom(1 ,k 1 )) . .. · . 

·, 

7 

describe unn relacÚln de equivalencia en el. conjÚnto homC(X,A). O 

.:,1. 

Nota.· 

Si e· tiene ¡Ho~luctos fihrados ento1ices k0 , k 1 puede obtenerse 

tomando· el producto fib~·adó siguiente: 

1. 4. Proposición 

k, .· . 
K -·-·-~.·1\ 

k
1 
l P.F.·1 f. 

A--+B 
f 

En un topo rr todo monomorfismo es un igualador. 



8 

Demostraci6n. 

Sea f:A'.,_ A un monomorf.ismo arhitrnl'io, consideremos el si 

guiente producto f ihrado 

A' .,_L,.A 

1 . P.F. i· xf ••• (1) 
._· --'>íl · .. t .. 

' . . 'A 
entonces f es el igua.ludor ~e ·Xf; y A -·-'> 1 . t íl -. 

entonces. como. (1);es un. pré>dlli:to fibrado existe ··~n (mico morfismo 
:' ;, ·,-,_~ 

s :X -+A' tál ;que fl~ ;., 
;c.¡.·.«· 

:.,\·:;;;,."<"' , ..... ,. •' 

1. 5. Corolario. 

Un topo eséq~Úi!>rado (i.e., un morfis1110 que es monomorfis

mo y epimorfi'smo;. es .un isomorfismo). 

Demostraci6ri 
. -·· 

Si e es el igualador.de ünu pareja de morfismos f,g y además 

es un· epimorÚsm~ entonces f,;g y por lo tanto e es un isomorfisíno.·· 
. . -. ·:; - - ' . - .. 

1 . 6. Definición 

Sea E_ un topo, definimos. el inorf:Lsmo "singleton" 
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COJ1lO el adjunto exponencial del rno.i'fismo SJ\ :A:<A íl que es el 
/::, morfismo característico del morfismo dingonnlJ\ ----... A•A, t:,= ( 11\, 1A) 

1.7. Pro~osici6n· · ·. · · · · · · · · 

· El morÚsmÓ {-~:A ~ llAes unmonomorl'ismo, 

Demostrnciiín ·. 

Para todo morfismo u :X -----. A' el diagronin 

.(u,1x> 
X t\• X .. 

- u r .. 1 · .. -· 
t\ . {i. .. /Í.Y.t\ 

A • 

es un producto Úbracló'_, E;1t.Ó112e~, si U,u' :X -e• t\ .es unn pareja 

de morfismos .t.ai' q\-1~.{ ·},u tf· }Ú 1 entonces (u; 1x> = <u 1 ; 1 x> · y por 

lo tanto· u=. u-'·,'< . :;..;•. ·• ···:, .. • -.. , . . . . 
'«' :·:.·. ', ·, . ,' .... - . ' 

:t . : .' ·_·, ··: . -.-- :·' - ," 

. Paraitodo objcto.J\ de f. donsÍde1·emos _lú coun:idnd de la acljtÍnci6n · 

. ¡¡Ax A·· .ev K ~ (Cestb'.111tn·ti~in~_clf1~rf;i¿ ui¡m ni611011101·;,is;nci \' uA) J><A: llcsernnos 
mos const1·ufi para~:·c~d~;ii16,rióciorfismo .k:B 1 -. B. un mo;fis~6 · .. ·· · 
3k :~n·· .. iB~,L~~t~'.fu;;i . .t{~~{o.se··• obtiene de.•.in siguiente manera:· 

· Cons ide1'enio s. ~l ~{kg~-;i~k 
·: : / 
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u = 

ºn,•j p.['. 1 t 
j 

cun, t n11 
Xl.\ 1 ---> n 

1 ~k l p.['. 

nB 
1 ~ B 

--------~ n 
ck 

entonces .3k:nB'__,. ílll es el trnnspucsto de ek' A 3k se le llama 

la imagen directa. 

Construiremos puro. cndu morf:lsmo .f: :X _:_,..Y un morfismo 

nf:nY__,. ílx. como sig.ue: ·Slf:·nY.,.:.-,-+·ílX es.el transpuesto lle la com-

posición . - ' .,,, 
. ,_ - ' - " 

n 

Estos do's mor ffsmos nos.··sdrvirán jrnrn demostrar que íl. tiene 
'.' . . .- .·. 

col ími tes finitos. l'arn ds~o ne ces i. tnr~mbs nlgunos rosul tndos -

auxilinres: 

1. 8. Proposición (CondiCión ·de llcck ·para 3) 

Si el ·cuudi;adcí 

e' m e. ~-> 

g' j p;r.1 g 
B'~ll 
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es un producto fibrndo, donde k [y po~ lo tnnto m) es un rnonornor

fismo entonces el cundrado 

es cont:lutn ti''º. 

Dcrnostraciói1 

ll ' íl 

le, ¡¡ , 

: . 1 . 

La igualdad ílg 3k= 3mílg se s~guirú de.la igualdad 

ck(gxl};, c~('lxng') .O de los subo!Íjeto~ caracterizados por sus 

transpuestos: 
1 ' - ' - . 

Co;1s iderem~~ ··lo~ dfagrnmns 

. . .·. . (i¡;j.$;Ú~ i 
lxg '; ¡¡B 1 ~1Í. 1 i P.F;. t 

P.F.· r 1xk .. · 

. uc,-··_._:.., 

' . . fue, 
¡¡B 'xC, ílg x1 ílC.' xC 1 t 

l 1xm 

nC'xc-----+ íl 
¡¡g'x1 • em 

. • . (2) 



Demostraremos ahora que ·e1 cuadrado 

' . ng x1 
nB'xc• nC'xc' 

lxm J, Lixm 

. B' • · · · .: . C.1 .,· .. 
íl- x.C :--..,-· ·-·-> n xC 

¡¡g ><1 · · .. · .. · 
. . 

··'';-·· 

12 

es un prodÚcto '. fibra'c!o · :Ei1:efoc.1:0, el cuadrado· es, eviclent.emen-

te, conmu~athro. ~f\ ' · ... ¡¡C'x.c• .y.·· A nB'xc es una 

: :·.·· >· ' ( µ ¡ • 11/ ( o 1 ' o?.) 

pareja de morfi~1nos taL;qu~ . 
.. .--., ··r 

. ' ... --··, :_, _._., 

(µ 1 ,1n112)=,<ngia 1;o/ eni:;11ces 'el morfismo <0 1 ,11 2> es tal 
. -· . " . 

que hace can·m(¡táti va el. cliagramn 

" : 
n.·.··C.'\xc 

·1xm 

·. B' ·, . c1· e > n · xc 
,(l X W1X1 

El morfismo es cla1;amente. tl~i¿o ;· ·Demo~tr~remos ahora que 

evB es "clinatural" en su~rfÚ1riCnto B, i.e., el diamante 
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es conmutativo. . o 

Este resultado es inmetlia~o·a partir de. la definici611 de 
. , . . - - - ' . - . ' - -

ílg'. En consecuencia,. tomar el prodtl~to fÍbrado <ló .t: 1 ~ ¡¡ i 

~. . ' ; .. . . •' ' - - '' -·.c. .. ', '-.- -- • . -: ' - ·. -- ' . 

con la composidÓn':qile a¡)ai·ec~?'"cn ,Ja párte si.tpc~i.or del diamanto 
. ,,,_ ' .-·--,: .. " '·· . ' {, - . . 

, . -· • .. :,_..-: ~,__ _· . .''!·:'·.-_ • .-._.-,:;.:_.,:;,_ :, :::.·. ::.\.· :--;--; ;_i. ;_o..'.~.-;;," _<;:.=.'._."':--: ':-:: ;,-¡':;\·.\·:,. :·-·,-·· ,, :_ ,_;:_, .·; :.--· ·-· .. ,¡- - ' •. :-~'-·, .. '- :·• :e. 

o con la· parte inferior. del'diamniítc'.no'sc:dá¡•éi;,foismo 0resultndo • 

. Si se. to1~u ;[,i¡~~~~~%~~,~~t~;~Jt.t\~;?y;;~~F eri,.(.b.t?~?:.~l~~~·iull'.·s~ se .. · i. 

hace co11: e~(; 1 obtcnqmoscU[;f; ~ºl'· .}o.,f~~to,.'1ps .\lél'~iccs que fnl tnn 

en (2) ·do~. igu~lc{'y' p~i-''i~~ cb~~.iklliCJrit~·,ekC1~g) =~:cll~')1 J.... · .. 
- ,.. ·-.- ,: • .-' - .;;, :< " ',' '• -· 

;·,:· 
' ,· . 

1.9. Corolario. 

Si . k: Íl' ~ B. es un. monomorfismo entonces lncomposici6n 

es lu identidntl 

1Jcmostruci6n 

Como k es un monomo1·fismo entonces ol cuadrado 



es 

mas 

un 
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B' B' 

1 ! 1 k 

R' B 
k 

producto fibrado; además 3 .; 1 y íl 1 = l. 
1 

Para dem~s'trar qu.e .un t~lJO. E tiene éolími tes finitos usare
.. >-·.-·~--.,:;" ;::.·:·:; 

el teorema d~ Beck,(vlase IV). 
' 

•C ·.-:.:,::u;::,r;:;;:-> i.~.;~ ;;,~ 

:': ... ~~;:.:·.>:·::-/,:: '.>''. '·, ¡ .--.--~---- ,· .,._.. - - ,. <'--~'-, 
··.:- ·, ;'' :~ __ :·;:~ _; ) ~-:,_:-... ~-; ;: __ .;·~ ·.; .. ~ ;-1,-'_::/~::: 

1.10. DCÍfinici6rii:ü .. ·'''·' , ,:·· 
·;·.:·:~. ··->·.:·: .. ;;··,_ . ';• - ,,, 

una monada a:u~' •.1tl-iriih•!} e~FJ~¡; cateti~~·ía e consiste ªº un 
·_ ::._::. _::--,1-;:_,.{-... L::_:·._:_.::·--:~:. __ '. .. -;-~,;-~/.:::?'._;_J>~.(\_~:~-:-t._::: ~:·_,·::, ~--:.··; .. ,.,. . . . . _ ·: 

endofuntor · T: C.< .. C<y;'dos. ;t~Í"ansformncionos .natura les.· 11: T2 
· --> T 

; ·;-'.---~~;~:_··~;-¡~';_':_:\'.( __ :::~,,_-; -~--;-·: · •.• :: 

y n :T -':-+ T que :satisface> 
. . . - - . ' -·'. :;:'. .. 

µT ,; w1d:T 3 ->' T .. 
11 

.. 11·n1' .- 1 = µ··Tn··r ----+ T 

Una adjunci6n arbitrar:i.u. < F ,G,n;El 

xLA. 
~. 

-- ·,·. 

r¡: 1 ---+ GF e :FG ---+ 1 

donde F --l G, .unidad. r¡ y couni<lnd e, determina. una monada 

CT,n,µ) donde T=GF, n=n y llx:'GCPX:GPGT'X ~'GJ1X=TX X E O(CI 
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Recíprocamente, u11a manada ( T, n ,µ> determina una· adjunción 

e _F_:r_, cT, nT.:1 --t GTFT ,· ET¡FTGT ~ 1 donde·CT·e~ la cate-7 .· .. ····.··, .·· .. ··.·,· 
goría de todas las T-álgebras, (Vfü1se, (iv) .capÚulo VI). · 

. . . ·. 

De oqu1· éri adeinniie [it' no ser que se diga lo contrnrio) la· 

Teferenci~·iis J;/~;~S·l;Üo···· 
.··•·· •...•...•. ' ... ···.· ·.····· ... ·' .· ... ···.··. ·.. . •.·.·.·. . ·. ' .· 

Duda un fim~o·i· ,G:(l ~ C que poseo un. adjunt~ izquierdo, 

podemos. can¿t;u'i{ una 'mcinud~ iT ,K;1D: y el diugraniu ele categorías· 

• • . (3) 

.:,; .. -.-· :, 
'' .·:. 

. dando el funtor compai·ud6n. K,. definido por 
. . ··., -_· }._: - . : ': - - -

KA =.(G~, G ~:GFGA-.. ->.GA) A E O ((l) 

' .. -_'I' 
satisface KF.= FT y G K ; G. 

1.11. Défihición • 

El funtor G se clico que os '(.fllertemol1tc) monúdi.co si G tiene 
: . ' . -

un aj unto izquiCrdo y el. funtor c~1i1parit•ci'ón K es un isomorfismo; 

también, G es una. equivalencia mónádica (triÍiioahle) si· G tiene 
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un adjunto izquierdo y K es una equivnlenda de categorías. 

1.12. Proposici6n· 

Un ftm tor fuertemente'.monúdico réÚe:i a liini tes. 

Antes de•da; •J1 te~~~~ª de n~ck ri'e~c;i\:n~enia~ una· definición . 
. ·-.·- .... ;' . ' 

.. >:: .. . ·.~:: ' 

1. 13 Defi~ici611 ' ' . ;: '· • ··. 

Una·p~i~T~':c1~'11léJ·~fl~~~i••~;t:A.~.·n(in uno categoría A tal 
·.-,-- ., ,-·:·-··· 

que exisfe• ~~ ·~affisi~o. d,ill ~ A can sd = J = .td se llmnará una 
. •,::--.- :.'";- ': .. -_· ,.~,-: --,- /~ /¡,· ··; __ 

parejit reJ'lexiva: . .:. ·. , . 
. . --::~- .,. '::,( ·:':."; .. ·> 

1. 1 4, Teor e~~ ~(B~~k) · · · 

. Sean GiA · '> · C un ftmtor c~n uj;unto izquie1:do, Tln monudn · 

correspondiente ,~n C. Y. K :A --.,,,e T •el funtor co.mparaci~n, como 

en (3) • · nlltanccs 

ii) 

iii) 

i) Si~ ti,e~~ C:oigi1t1ladores par:1. ~oda '¡i:!1:cJ} 1·e'¡1exiva, K. 
.-,..: -,:~ -.-\>'· ·"-', "·',:),, ;.:,.'. :<:~·~ ,,.,- '· ., . 

t.iene únádjullta·iiéi~t~fdo !"·, .. ···•• , ....... · ·,X····· 
':-~:- ·: ~;_::L: ,~;-.~ ·:/~:;j~-:-~ f ~;.;;i::;?}:-~_:::_:::-~ <; ~~~::;\· _::~l\:~_::i~~;~~-· ~-¡ ;);: .. ::_· :;_-- ~;· .··;_ .:'.-~~:·· :;:·~,.~:. -.-· - .. _ . • 

Si nclemás ·. G '.preser.vir: es tos' ;coigua la ciares ,. 'fa uniclacl. de 
•.. --··.'/ __ , .. ' \- ·_,.,,;;._: ,,.. ,,:.:-.•'-_~;-'·- ·-.~.0-:-:'" -~ ........ ~ '.-· - .' - ·<'.-.;.·" ;;'; !,_.:.·:-· '"·: -·· ._., ••·· , 

. - ~ --, : ---:,-~- --;;_-:'5-"'.,:-~' j;: ·-:;,0,~~:;o,:_;~_,.,.;_;·-:_~ ~;;~_':_'f":': (.~-.c'.f ~_,:", '.o:,'--c._~;;o:,\~,,~<0~~:,:<'--~- ;,- ~:::, ... ' """::: ~~":-:;- ,,:,.- ~:.! ,~-. ~ · .. • --

es t n .acljunci6n cs·.ún'.;iscimcirfis1i10,.nnturnL 11 0 :.1!!! J,L, · 
. : . ".--· ':·;.'-~'>:;-.···'.·:-_.;:;:_::~'-\_,;_<'.:.-;. ;·:-.;e,· ·' ;··:;,-."-''/ -_,;;: ,:-_ . . :•_.·, .'" :---~.:-:·:-~·-· __ ,_, . . :_. .:'- .' ": . . •. 

Si ·Rdem;iÍs •. G;r~t{gj'ti Y~l~~i1:~rs'1:()sS e~ la~:es'.la cauniclad 
-. . . ' - . "'., ,, _. . . -, - ' . "- ---, . - '- ' . -.- . ' " 

de esta ·ndjun~i6i; es ~11\;dmiirfismo natural E 0 :LK~ f 
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Dadas todas estas hipótesis; .la conclusión afirma que KL y 

LK son naturalmente isomorfns a Jos • r:unto1·és J.clcnt.idacl, lo cual sig

nifica que K es una equival~ril:i[l¡ dó •categor'Í.as. 
- . "_. . ' ' . . . . '-; -~- . 

<-'. 

. :·- ,-:'.("·. 
. e·~·- . e•;--.:.·:·:-;·,., ;:·<:;,' 

'·' . :·; .. ·.- · .. ,·.·:.:;·;_:~-.... ;_;:~- .·.-_:;· ', .. ', ' - ·. 

·.· . 
;;-_,·: ;. 

1;15, Cororario; '··'' ,,. .. , •. , ... 

Si' 1a···•catogorio'.·A tieilri: 0coig¿:nl;d:()~~}r~1:n'• 2ud1qui.cT.¡1aráj a 
·. . . -· -'.., .. :_-':: _<~-' -'.~·:·-'-~·::~[·;·:> ~t>-/i::, ';:;:::j->::/T:»\,·_~-::·;·:~---.::·-~:>_;~\;_·:-(::;\'.·_::>:_;';.'(~_·-:.?.:-~·}\:-,_\>~-._;<~::.'.·-.·~_<>_·-_:";.: _: .. 

reflexiva y'el furito1'.'G :A''.·•··· .~C tienC un·.adjunto:Jzquierdo; re-
. · · · , - .:··:.· '.: . ·_:'.\ _ .. :· --- .-; :~:·_'.·e·::· ·_._ •: : .. ~,-;'··,·:·,_:, -~·: .. ~-~ '.::)j'.).~:);:;-::._,-.;i;:;; :-.:-·:.:'.>: .. ;/~;-t_:::;/:;~;~-'.,'),':~-~::},_~~::_~ ::_:-/_.\:';:_:·/ __ -:•: _ :. \~:_:;,'. ·: _' 

flej á isomorfis1rios y 11resil1'.vn<·coigualridores\•¡)ar.a cacfa:;par.éj u re~· 

"••i••·•·•~{:ii~~;tf:~í~&;r'.~Í~\!~~t~,!Jf J~;¡~~;;~c ..•. 
Podemos 'ahora demostra~:quc~todo.topo•E;t1ene colim1tes fi~ 

--.'-,-~: -;:.- -:-- _:,_.~<::--·::;:'.'.~-~}~~ci~.: ~;,_,;-;.;~;~.>~~:tr~b/.~.~~:,:~-:~~;;~ ~f~~~~~;~~~:~-rt~~-~-;('.7}.i~~~;:}:'{~::,: ... ~-:,{:: ·- -''.-· _ . . . . 
ni tos.· · · Esto)nos<d ii·u"; cntpartJ.culifr. io'quc\'Eíl:t1crie.:'un .objeto· rn1-

.- -~-:~ :---~ >-·.:~\:.' -·,; '/i:~'.:~\:;~~'.~'/.< ~t'._\:F~:-~~'.-~i·.:-_;'.:t'.:;~:;._¡:·;;r;::~'.:/SW~::'.~i:·f J;::t(~/j;;,{f J~f ;r;.:_:;::~t.-)f:'."::/:::D~:::: :·_~;_;. :_, :.·, ·:· ---:---_._.: - . 
cinl O,· coproductos'c.f,:i.n~t~.s i'.·;co1gt1Alador!ls}y·,soproductos fibra~ 

.- . -._ , · .. , .- .· - -· . ·.'{}";·_:_/:.--~---~~·,,: i--:'>\:-,/-:~:_:; '-\/:··::_;_;~~:?._f.:: ~.:(::.:i{~~;.:~;;;:~~"'<:~:~-:;:~_~:~~::_·_'-~;L'~-:\: .. _·- '. ·:..- .; .. ,, 
clos. . Comeriz nreinos <co1\ '.•el(s igú iente;'.'tcorému ·, ::'-. 

:_·-. -:-.. · ... :/;~-~ ~-: •: : ·, _, '.'; :· 'i"'. '' -:,·:._ .. -- .. _-:·;~; '· -- :.: "/.;_;::_.::·":•>'.·-: .':--:- :~::-: ·----'·'"'· ' '\:_,_--.~·::~ f 

,----· , ,,, _ _._.,_ >:-. .'-'.\~:--:,;:.:. -· .,. ·.::·;-"":._<-.,.·.o;:<:,:.'::<·· 

''·,'.- _._;;_-·_ !:'-:'., ··-;·:'.:' ~<·. ' ... :.:;.'-:;:-:_·,·i/::~)~\<~-~~;:·_': •'• 

1.16. 1'eor~ma• '' >>,:;·, .. (}.· <•· .: 

El flÍntor ·p~tellc'~~- P:iº~.: ~ ' ~lLtien¿ (~i1 a e\ junto .izquierdo; 

a saber, rºP:E i. rr~I1.;' :;{¡í~/l)~·nl\ y·;¡;{f:)'~~f\¡~AEO(!i) lffE~~r(U)) .• 
_·:·-~--: . .,, __ :-.,·.:-,,-,:.~··-,e-:;-;·:,;:::, .. .-...... ,~_,-_._,. , .-.-. . · .. , 

:-.-;,' i:'-'... ;,. : 

Demostraci6n ,. 

Se. sabe que• tocÍb:f~nt~f 1·/:~ ''. '·~ dct'en~tna un &nt:ár 6¡iu~s~o .. · .. 

TºP:º-ºP--+ gºP; '··.J!n.:\ia1;tlctiiJ1:fe~·{~llt6rl':J!.ºP.( 1 'QdÚe11nimt tninbi.én 

un fuatór pºP, quti es el ''1~i~1~~11 fu~tor pero que e~~ú coiisiderado como una · 
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acción en E. y no en EºP: Ahora bien. para todn A,B E O(E.) se tic 

nen los siguientes i~omorfisi11C>s naturnlcs:. 
'--,. ,·· .--,- ... 

~CA,n8), ~ gcn~A'.rif' ~ E(Axa,ílr "' 
. -. ··"···~·-'.' ,"q_ .• :. -· - ;"'' - - ,_ . 

-<::...~~: ': ', -
(· . . y:_, .. :;·: 

·., .. 

JÍ(B,nAj :='' rrºPc¡¡A ,B) 

1 ,' 1 7: Te'orema \ •"· 

·.131 funtor Ji:nºP •·-"--'-'" 13 es una cquivnlci1dn monádicu. 

D 
., 

cmostracion, 
. . ,,-_ - ·. 
Demostrarem~s que P. es' fiel.· Pa1·a cadn morfismo h: B - A 

en E construiremos un monomorfismo ( h, 1) ·B - AxB. Considere

mos los siguientes cuadrridos. 
-' -- '.·. --_,· .. · 

.B 11· ·······' ·¡ ·~A---+ 

J p .F. 11\P.F. r t 
AxB -··.-· -~-tAXA ~ ir 

lxh ~A . 

A (•}A <~A 

Entonces si ·.h,k:n.~.A.s,op· ·dos·morfismostnlcs que Ph=Pk 

entonces P.h (·}A= Pk F}Ay'por lo úinto h = k. 

Usaremos. el tcorenia de Betk pri~·a demos ti-ar que P es una 

valencia montidica.· Not~1~os ~~e EºP tie~c c~igunlaclores paro 
. _,-_ ' -- '- ·_- ':· -. . . 

quier pareja reflcxi.~u y qtie son igunltidores en Q. Como I' es 

e qui 

cual 
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fiel entonces P refleja isomorfismos yn. que todo isomorfismo es 

un monomorfismo ·y un .críimorfismo. Finalmente, consideremos. un 

coigualador en _g_
0 P dé a'lgu1w p~rcja reflexiva;· esto significa que 

en· E se t icnc un diagrama 
·,·,... ,' ·. 

e g • B-~11- A 
k ' 

y un morfi.smod:A-..,.,....: B tal que dh = dk= 18 . 

. . . h 
Probaremos .ciue íl,A ·....!L._,: ¡¡ll 

7• 
En efecto, 'como el diagrama 

C.o g.' B. 

gL•·p;fl.J 
.u~ .. k. 1A 

·, -,, ' ...... 

sfós un coigualiidor en )l. 

1 
h 

es un product'o fibrádo yaici¿disif,f):C ·. .n es una pareja de 
.. ;_-,,' :;·;;_;,- - --'." ... '• 

morfismos tal que 1if:=kr 1''.0Bta'nces dhf =dkf' y po~· lo. tanto f = f'. 

Al serg el igJ~1uci~;:j'·J~·.~{1i'I,i/J'~iiste ul1 único. morfisnio s .ta.1 que 

f = gs = f'; \í\;i'üfi1i116'.éi~;;,;?~¡1;{.~i~ió;1 :·.1;8 y el co~~lario '1. 9 nos 
--. -~--->.' .- . /{ .. , 

asegura· qúe. los diagramas' 
. ~ ,_ -. . - ' ' - ' . 
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son conmutativos, i.e;, 'tenemos un "Splitfork" (véase iv) 

A . 3J¡ : nB 3g nC íl -•. ~' .... , _,.,___ .. 

¡¡h • 3 = 1 
·. . h 

Por lo tai\fo· P pr.es.erva coigunladores ... En consecuencia, por 

el teorema de. B~'ck· 1> es una ,equivillenci.n moní1clica. 
-._; 

· 1. 18. Corolario·) ' 

Un topo IF¿e11e 6o'ií1ni tes finitos.· 
.-.,,-,,_,··.····.·. -

' -.-,._, 

Con es te. r'esliltudo ¡ioclcmos probar el sigúiento 
-· - ...... - -,,·_-·,. 

-. .. · ··;>::.<:-::?··: ' .·, --:_':,' _::. : 
:·>'-:··_, ···::· 

1. 1 g. rc~;;~·~ª.'~C§~\ix(fic;·~cyJ .· . . . .. · . . .. 

Todómorfismb' '.~1r11i1:Í:opo ·~·~· p~c;le factor izar ... como un opimor-
- ' _,,. '·.: ,- '.(''' ~ .. -~ '· -~- :. ·, : . -

• ..- . ·_::-_ ~;-- -.. ·>:··-··.j":,,:·'<·.•·:-:- ·:: :.; ·'::o. -.... - -, . - . . . ' 

f1smo. ,s7gu~clo' de 'tin"mono'morfismo. (fü;ta .factoriznción 'cs únicu salvo. 

isomorfi~JllOS Jl~i ~i Corolari O 1, S ), 
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' 
Dc111ostraci6n 

Dado f: X --.: Y, fo1·mamos el din grama 

R--'3'->X f· Y· 

-b 'q\/i· 
Q .. 

donde (.a,b) es el par núcleo de .f )' q es él·coigualudor de. (.a,b) . 
. . 

Necesitamos. clemo.strar que i :es un 11ionomo1·fismO~ .· Supongamos que 
·'·,. 

se tiene 

bracio. 

T c ~ Q tnl que i¿: id, c6nsidcrcmos el liroclucto fi-
-U ... · .. 

s ·_e __ ,.. ;r 

(q , h) 1 · P. F , J ( c , cl) 

XxX---->QxQ 
qxq 

entonces fg ;¡ iqg =ice= ide :Í:h-;,p~r. lo tanto ( g ,h) se fnctoriza 

a través de ·R ( ª ,b), XxX (clig~m'os poi'.>s i.... R). 

Ahora ce = tjg;; c]ák ~c¡bk~-ql{~ de;• pe ro qx q . es uncpimor .fismo 

ya que.{ qxq) =·~9x1Q) C1xxq) y ct1d11 factor os .. un epi mor fismo por 

ln definición \Íe .tm i:Ó¡w. - _IÍi1 ·consecuencia. e es un cpimorfismo Y 

por lo tanto c =d. 
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Hemos usado aqui que.el producto fibrado de un cpimorfismo' 

es un epimorfismo; Gste.·~esultadcí no lo demostraremos aqul pero 

se puede encentra;, pc1· ejemplo' én (ij. 
" ',. 

1. 20. Coroia~i~> . 

·En un topo;.t:~do · eÍ1iino1;fismo es un coigunlndo11 • 
.. ·., 

Demost~n~iÓ~ .: 

Supongamos ·que {-es :un· e¡1imorfismo en el diagrama que apare-
-•. e . . . -. _ _. -·· ·--:, '::., ... - - . . . . • • -. 

el te~ró~:i tf,;ádor e~itonce~ i es lin isomorfismo y por lo ce en 

tanto f es eL:¿()iguriiaclor de su pn1; llúcleo .• 
• - 1 • • --._ . e ~ . 

Comúnmente :cscr.ibire~o~ 1a', Cc~i~o~·fismcís, • nionomorf ismos}-faE_ 

torización .• dc ·.un ·mo1;fi~m~··.··l'.:A\.····:·B 011 i;11top6 como 
. . . '. '· ..... --._- ··.'• . · .. ' .... . '-···-'· .. 

Con este resultado podemos probar lo· siguiente proposición. 

1. 21. Proposición .· .. · · 

Para cad~ ;~b)ct1.d.k()~ \in topo.el ton:iuri1:o pnrcialniente orde

nado ·Sub (A) . o ~{Al,·Ac ¡~s;s9bobJcto~· de. A .es uria .. red ·.·y para cadn 

morfismo k :A•-.-2, n;·\;1 prod~cto fibrndo "a trd~és'i de k es un 

morfismo k"1 :P(~) ~\'(A} de redes y i)or lo timto es un funtor. 

·· 1 
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L·a propiedad de la irn¡igen demuestra que U ·es. una mínima co-., . 

ta superior de ~ y r .. · 1íri consecuencia Sub(;\) es una red •(de he-. 

cho una red con cero () .·.· .. · · ..•. ,. A·y uno. A.·.+-+• Aj: . 
'.-" ' 

Podemos:deino~t;u1·;:qJl •. t~;b: m~T~ismo/O •·•·• · ... · ·.·A···~s .~unmonomor fi~.··· · .. · 
· · ·., .. ·.···"'-): :.••:•,,§:.·,-y: .• •¡..}. \:•·:. i:v··········~··· •· · : .. · 

rno. Para· est~ Jde~ostrnr~mos, que.O -.oxAr--->A•, .. ·'=···O(EJ;. en •efe~to •.. ·· 

pnra 

-_.. !-· ·- .•• ; ... -. 

y en consecuencia~o.~~ ~o:" ·o•:. e's un iso. 
rnorfisrno. ·. cb1;~~'d6!;e111ci~ el 'siguiC11te'>din'grama . ,· .. ·.·. ··•·,.· ..... 

. ~,· -, '·' ._ . ~ _, . ; :·; . ' .'-; ·;_,., .. - '- ' . 

11" 

º~º 

· ... ·.~····· (.·,.:·,··.1A· r·)\ , .... ·· ·.·. 
A 

entonces nA(f!1)=1 y comoOi<A es iJÜcial <.f,1)nA=l 0xA lo cual· 

implica c'¡ue ( f, 1> = ~ } ~()r lo tanto OxJ\ ~A. 

. . . ,. - . -... -~.::..:-.·: ". 
. - ',' ' __ ,: 
Por. fil tim~ .·ciado f :O .. :· a a•rhitl-'ario, supongamos que fg=fh 

es decir, el ,diligrama •··· 

.. b !\ ' o __ _,. (1 
. h l •. 

es conmutativo.· Pero entonces h ,, O y .en cOJ1secuenci.n g=h. 

- ";"''''. ,.,.,;,, .. · ''''>1'-1-.•~w,,....._•• ••-··-•·'-•• •·• 



25 

Consideremos ,ahora ,cualquier mcir.fisma k:1\ ---+ ll. Como el 
' " - . . 

producto .fibrndode,',un_monol11or.fismo T,,__,' ll a\lo largo ·ele ,k es 

neccsarinmél1tb• un ')11ori óinarffsm~ ;s !·. .·.' º/\y dcil11d él•' prÓlluct.a', fibra 
~ '1' ,,_ .... ,:;_,,-_ .• -... ~- •• ·;,. --. - ' . ·,,. • ,_,;.":··· ·,,.·,~. ·.__ · ... - ' -

. "·. -, , --_ • -·-- · ·.- .··:' ._: -~: <.; .. : : _,_-_. ~,,,,- -:-.-\ : ->- , .• , :;_,_ · ·-:- -- '!:. i '.·:-;:·. -~~-;'.;. ,,\·-1 ... ,:,-;; ::·.·.,,:;_e,;.·.· .. · ·_· .. • -'.'' _ "·· _. ··-: . • 
do, preserva.· rnclus1oncs,>de ... suliobj'ctas •'01itoncc.s·.\kc~ ; 05,·,un 'Jlla.rflsma,. 

de conj unt6s t~,;~ ~ ;l ~1~~ ~~·:·o·;,;~·~;~g'.F V:htit,{•gJ-f;niiJ\l~~if~J~{.·.· ... 
'. .:, ·., ;•·· ,°; ·,·••'::. ;~ cj~•)\:,¿':;f ti(';';. :,'.',;.".;;'•;.'. '•. :,; /~~··:·:,~\'~•·,·· ·. 

, 1,,.:::: ; ,::~·Jff W·i;:,~:f~:~i~~¡¡~t~&~~i~!~~~~¡í~;~::,:::.:: . 
bnj o k os lri i1nngcl1 dé la ,'c~mj;~~icléÍn k~- /: pd/é1~~.tanto esta ima-

gen es un· st;bóbjCii9 d~ ·B.ci[1é'~~-~1;i·bi)',g1iíi·~;c~;;1~ ;n·;}k~-F-~•n, .. dondc, 

ku =me 
u >!(. 

S"'-····•.A ,/!B····-. 
o· .. •·.···~·.· . / lm .. 

' 3 s . ' ··' 
.. k.·. 

Para todo subobjeto v:T~->"B ysu producto fibradó k-1r el 

diagrama , 
·O 

r 

ul lm 
A---> --~ ll B 

= ' ' = 

es conmutativo. Do esta se infiere una correspondencia 
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.. ; --· .. ' 

de la siguiente manera. Cualg~ier Jn()rfisíno g cl~ sullobjctos ele ll 

tiene la rro¡iied1la .. v~·8 .,·in'c ~ ~u;:;(;l)1;la·k~;T· ei ún .. •·pi:aa~¿ta · fibracla 
-, :.- .. ,-- ·_:...:: ,.'._;:·:-./::~.(-:\···,~,;?:h:{e;_'.i-~:,;;~:-:_;7:<:-~'.~;:<1.f/)01~;\-~,;-~;:_'._:)'.-~:-~·,;;,·:.:;:::?--:~·::\:;_1;·:>~-~'.;:~-~'.-:'\::~<':.::·.:.:_-~:-:·:··.' .. _ .. :- -. __ .. -

esto determina. úri.• úilico' mo1'f1smo.·,f · qúci :hace t01imtitátivo los trián 
---- . _ .. · _-- -:,._:> __ . 1··:_ :_~-~-:_ .·:: --:: -. '·;:_:·(,;·},~: .':/~::~-~-1;::::_r;;~'):;\~:-~::);;_:;;:;._-;:~,~;~--:~~--:"_<·: --, -, ___ :~~'::-... ·:L __ . ~ . « .. · · · _ . -

gulas corrcsponclientes';.;;,:•Rccí.procrimente·;'"toclo •1rio1'fismo .f: s -'--> k-~r 

d c. sub o bj. ~ t~ s.•···~~·t~i'~~1}f '.t'11']~\}~)i~~~J %~~:tf~t~f ;s·~f ;ku·.··a ;t•r·~ v.~ s de 1 

monomorf isíno .·v T ... -'-;-+ .. ·. IJ'• yri'.\que;i:e F. dia grnma 
: \ .. :. ,._, ,. "'"'··· ,., __ ,~:,-:,_: .. _. __ .:,,_,,,:,.:,_-~:;:·:·«·:: ,,,,_·., .:_,_,,._.,,_ -- ·'--

.:; ~- ~ :· . ' : 

es conmutativo.: por ib{a~to ~~.{~tri ui1 .ími.co morfismo. g: 3ks ··-.. T 

que m = vg. ; J];;':io• ~\6in;i·~:{t;:¡¡;c¡üe ·la correspon;lcnc¡a g ¡-. f es 

biyccc.iÓri,:y,~?~~~~~'.! .. • .• ·.:~gTut'.''.~'.~:1'~'~!aj;nc~6n.';- : > . . . . . 

tal 

una 

-'< ',: ,,, -:.- · - · _,_, --, ·· ·; ·:i:~,\ ·_ :::.· : ·· ·. <r · .,,_ ';. 

Cons t;ui1;~~¿r:~d11di·~'.·11'~ :;ll6i;frsJI;~ A:nx'ti ,: <• ri: A. · es. el 11101; fis · 
_;.,.~,:· .. ~,..:.-'·:'.·'e·.\,~--<:--_: __ ,-;-::_-,,.". ---~ .·;·;-.~.-- ... ·. - _,_ 

mo cnra~tci:Ú1:i¿6;·¡¡~·(i;t>::1}'·•·,,ílxn; Eil't6nces. dÓdos deis suhobj~ 
' ' ' 
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En realidad; so puede demostrar que Sub(/\) es un álgebra de 

fleyting pero. esto no lo 'usaremos en lo que resta cleLtrnbajo. DE_ 

notaremos por P,;,(A) a . P(AJ ~Suh(A) módulo. lri .identificación de 

objetosisomo1~ios. ··· 

Objetos Ihyé~tivos. 

1.22. Pro~oii~i6~. 
. . ·.'' 

En todo t'ópo g_, n es inyectivo. 

Demostración 

. Dados /\,,_!'...,:By A·~ íl consideremos: 

¡\ t ' u ' ::>.,-------'> ¡\ A' r u B 

.l 
. . . . s P F. j J !'. ¡:. J 

1 T'º· l t n 

X l'll: 

demostraremos ,que. A·~ n '---'-> n = A ._s_· > n; . Para esto sólo es 

necesario notar que el . clindradb 

A' __ u_,, A 

l r h 
A' ru B 
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es un producto fibrado, En efecto,. el cuadrado es conmutativo y 

si X~ A,X Y ' Al .es .\lnn .¡rnrcja de morfi.smos tal que rz = ruy 

entonces z = uy. Por lo trinto n. es inyectivo, 

1.23. Corolario'' 

En todo fopo g_,nces inyectivo, 

Demostración 

Dado A,,,_:__~> ll deseamos di:mostrar. que la función 
· ·. c · · ·.·· ·.• · 'e 

homELB,ll ) ---> hom¡,(A,ll ') es suprnyectiva. Pero el cuadrado 

·. homu(B,llcl ~ ho1nCA;né)· 

·~·F. . l .~ 
hom (.BxC, ll) hom (AxC, ll) · 

es conmutativo y AxC>-7--> BxC .. es' un ·monomorfismo .. 

1. 24. Proposición . · ; . ·. 

Tqdo objeto püede ihcl\lirsc en un inyectivo. 
,_:: 

Demostración 
, . B 

Sea BE O(g_) arbitrario. Consideremos ( ·J 0:B - n ;por el 

corolurio anterior nll es inyectivo~ 
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Por último daremos lu dcfinici6n de morfismo geométrico. 

1.25, Defini~i6n· 

. Sean E. y !'.; to¡Jos .' Un mod:ismo geométrico r -L H consiste 

de una pareja d~ fu1;tores f;:¡:-· --.. E,. f*:E.--+ !:. tales que 

fl• ~· f¡; y f* es• e)ú1ct0 ••izquierdo. 
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TOPOLO.GIA J1N UN TOPO. 

2.1. Dcfinici6n .. 

Una topología e1~ u11 topo E. es u;a ope1;aci~1~ cerradura exac-

es decir, r:·.1(1l.') · = f·1(n1.J, V ll'.E P;,;(B). 

2. 2. Proposici6n: 

Una topologJ.a·.acÉi~id~ im un topo !!.. induce u11 mor fismo 

j: íl .... íl que sd1:isfci~o f~s sigui.entes· propiccladcs: 

. i) jt = t: 1 .,.. íl 

ii) jj = j:íl ... íl 

iii) A (j xj) = jA \1xíl. -> íl 
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Recíprocamente, un morf:ismo j :n-+ n que satisface las. tres 

propiedades an teriorc.s ·.determina unu ~apología, 7 CIÍ ]¿_. 

Demostraci6n. ·.,.:: · 
:~,;.!,: . -\·,,._.,..-.·:· :·. ':.'. ,• .... . ·. . 

... se.a·.:- jn ~,P,º~.ie1('.~::1·u:.d;u;Iª>~-~~~~;,tf'.M:~0¿.~~;~~t·n~tu~·a1 bajo 
productos fiorados:y, c'onsiderérnos~.lii~céfradtirii'J ':""e' b'c1~ t: f:.,, n. 

Sea i = x_-t·. :n• •• l._·,_._d_··-·~-···_i_· ~Oi·fi~~~- c~ú1.ci:e~í~fi.t:~ ·~~- ! .. ~~h{o~ces j cum-
- ··. r•" _- ,._, 

i) jt=t· 

En efecto, como 1 ,¡; i cLsigui'cnte diagrama es conmutativo: 

i t = t 

ii) jj = i 
' 

1 __e__, ¡¡ 
t 

Se tiene que r 1(t) = t = j"1(t). Por lo tanto el diagrnma 

T t ¡¡ 

l P.F. b 
T ¡¡ 

t 



J 

_, 
~. 

! 

..,.¡ 

-
r~-: 

'--' 

r' 

¡ , ...... 
i . 
I· 
1 ! 

!: w 
\: . 

() 

""1 ' 

" 

-- ;~_.·:;;;;~-:::.:· -·~-·--:--~""~'"'' ,,_. __ ,, ...... -.~-·-------p---·-'- -~-- -·'. -~~---~---~·----~~-~~-----~·---.,_-----".-..--··1 
:s z \ 

es un producto f.ibrado. E11 consecuencia el diagrama 

T t íl 

l 1 j 
T íl 

1 
f l j 

1 íl 
t 

es un producto fibi-ndo. j2 = j 

iii) A (jxJ) " ji\ 

Tenemos que 1ñT=.TnT = T 

[\; ( j ,J> = j 

' .. jA., fl( j ,j} 11 "A (j><j)C1íl' 1~11 

pero al diagramo 

( t,t·)_,. nxn 

l l" 
"--------"' ·n 

t V 1íl,,íl> 

-~--+ ílx si · 
( t. t) . ·.·.· .• 

es un producto fibrndó .Yª ·,qu~ .. el .C:uadrndo 

es un producto l'ib rada 

CW9# %Q! 

¡ - ,_.:'t 1 'J: .. J ¡ 

• . ( 1¡¡, 1íl} " 1¡¡"111 

jA=fl(jxj) 
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Es necesario hacer notar que en esta de1nostraci6n no se us6 que 1¡1 9pe
raci6n cerradura es exacta :izquierda,· 

sea 

Recíproéamen te, dado j:íl -> n. que saÚsface (i), {Ü) y (ii:i.); 

A 1.~ A.un ~ubabj~tb':a~, A ~on';mci~il.s~~ c~r~c~é'i·r~tico. C( :A-+ n .. 

Defin¡~~mos ~n~~pe}·~~,i.~,0)2~~~h:tiJrd ~11 'P~(A) ··~e··.{~ ~igu¡ente·1;ia-· 
, - .:· ; !; . . -. f --·-, -, ,,:· -'..,: ':'._ - -.--'.- • ~ 

:: 'j;,:' ,J'iÍ:f ¡~~~f ¡rf '¿];,, f 1'.,<lo P" i• 'A e íl • ' o~'º""' 
: :t-::,·;:- . '"--' :-:-.·- ... ·.:,e'. 

i) .· A'~A·>V<t~ie1i;,cAJ, 
'--~--;. ·:·_:,,:,' -;- ,, ~;, ·. "«·: -

En efecto; por ¿g[il1i'~:i.óll de. A' se sabe que el cliagrmna. 

.. - ,. . K• ,,_ _ _,. A 
. . ; r i jC( 

1 ·-· -'.+ n 
.t 

es un producto f:ibrado;¡~ como C( os el inorfismo característico ele f: A' ,_.A 

entonces el diagrama·.· 

1 
.. 1 

es un producto fibraclo 

... jC(f = jtl = tl 31 f':A' -+A'·•· f f'=f .'.A.'~A' 

ii) A' =A' 

Por definición <le lo operación se sabe que los diagramas 



i\• __ ...,.A 

J. ·1 j{jtt). 

--n t .. 

son productos fibrados, pero jj = j j(jtt) = j jtt = jtt 

••• j\t = A• 

iii) A1 hA 11 =i\ 1 ni\ 11 V A',A''El'.¡,(.A) 
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·Sean f:A'>---> A y, g:A 1. 1 .">-'-> A <los sllbobjetos arbitrarios. 

Se sabe que Xfí) g =h ( Xf,Xg). 

X = h (J'X ···X). =h(.J'xJ'J(X. X) =·J. A (.X X) 
- - . . f.'J g . . . . f' g f'.· g fng 

=J. X =X--
f; ng fng 

iv) Si f:A-+ B entonces el cuadrado 

P"'(B) 

~r 
1'.¡,(B) 

f.-'C;) ' P'\)(A) 

:1-
__ _, P"'(A) 

f:' (.) 



es conmutativo, 

Sea g: B' :>-+ B un subobj eto de B entonces se tiene que: 

---~> íl 
t. 

r•cn'} j:-1rgL_, A .•. 

J 
· P.F; ljX 

. . r1(g} 

1 ----+ íl 

c 1cn'} ,,_ __ ..., A 

1 l'.F. Jr 
B 1 . --'--'-·-+ B . 

J P. F. iXg • 
1.----+ íl . 
. -~ ; - --
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es un producto fib~·ado,Y po1; d~.Ei.11ici6n C 1(B'} es ol subobjeto 
.,_ - -; . , .. ' . ',. 

clasificado por·· jX f qu~ OS• i.guai ~···· xf-1( .. ··} .. . •g . . . .. · .·· •· • . . . g . 

. . . 

. . . 

--'--
¡:-1 (B'} ;,, r-1 (B')· 

T os una topol6gi~ 
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A partir de estn demostrnd6n es claro· que ln condici6n de 

"exncti tud i zquie rdn'.' que· se le. pide al. operador ,és sUperflun. 
_-·-: .. :.,>: .. ;:::_, ' . 

. -.·.:.' 
~:: -:·: • \''., ;_< ,- • ' '" -·_· ::,-_,::_ / ' ' ·,_. ';'.. \.!.--~ 

2

• 

3 

• .. :::i:i::~;~~~o~·i~f~·,'.~·n:'•·E~. · ~e ·die~'; ;~e .~~ ,iCb'¿])}bto Á·~ .A 
.. : . ,..___ ": -:>¿~~¿.-~5-::,:~{}:'./,~·:>-./~~:·-_\·:-;:'.'.>}:::;;'Y: .~_,\·,<::_;::·:.- :·· -:'.~-.-~-.::;-_·;:,~·(_;. --. ·:/ ;/:) .. ·/:_:::·_:.- --~'>~-

de A es denso .sL• J\ti'=<A;.'·A', es':mi':sul)ól?i.cito ;corr1idci si ·j\•. ;,. A 1 : 

_ ·_: .. ----: :-- .---,: ---~-: :: __ ·:_:' :,·::::\]~ _;~~~::>~:t:::~}-~~~:;,x~1:~-~~l.i~::;~-;l~-~?i_'..~t\~.-~-; :~j:~ i~:~ :-:'..-~-'--~- -:- ·._:::_'.i-'. _ :- :r,._::·;,;~,_::;~-.-:;· ·-: --: '.. ·,·_- _ .. ~_;_::: -. -'.-· ,. ·· .-
. : Des camas'. c1ar.:\ina:;ciíi'iicfod'ifo'éi61\ '¡líí i:a .ver, 2Jd1id6\íi\ Sttbob je. 
· · : _ :.-:~<~ ;-,-j>~::-;~~f \<~~:;";;}::~~\}~,·~'.;.{<~_-::~t1i1;~';;:i]~t---~{,i:;.'_::~i~:~¿~r:.:~::::\: F·:r:::- ~,;'. :<: '.:'-...- -,!~; ._. <:";::-~ ~~-;;.. --·- ._ . _ 

to de un .. obJ eto;;M¡,es/denso,,;o·:;cerrado; ::.::Pa·r,a· es to osea.•J.o-> íl el.·· 
-' __ ·; ~- _-_;;~:-:~·_-;~_:;:---"?;f.-~;-'.::·:: .'.j~-;-:.:<~-,~~-~-F_:'./~}:::~t'.:f,·?~,>:{:-',>~:_::·: __ ;:~~; ~:~--~~\~.:~-:;i:: _."_-\'.: ~:::~'.-;::_ · .. : .. :· ._:~~--:-~ --_ - -: 

. subobjeto de :¡l':élúsifii:ado (po1'.,j(i ;e·;J :.es·.la':c.éfr.adúra:dc t:L ....... íl). 

sen 11; .. "+ ··11·:ci:l')f~JJ{~'JJ'~f;·y!;";~~YW.5;·;·•(E~~1~;I{'; j' ·~·~ .'JÓi~C cicfini~··.·. 
nj co~o la, im~~'eQ{,1~·;·.•·.·.•.····J····.•,).·•.'. .• ~;,¡;·,";fr~{.;".:'·: : ·' '~ ''. '·, . ··. , " .. ·. . 

·_·:,,:_:',> ._-._ . ---~·_;.-··-':'-·-'~:),\/.C.:::,.":· - . ·. -

Se· tieneJ,~úi:*:ut'i~.~~~c-;·~*~1,~~'.i'.ci6n ~ue nos da un. criieTio pa-

ra decidir cuaÍido''un'. súoobjci:cl';es,cc'rrndo o de11so: 
.. ,;,,_.·._,,,.·:-:.· ~>:,~·.,-.-. :·.),{· ':~·;.~. : . 

;-· ... >::·.\::;\o:.'.':z~---.'>·-f::• t iY.:·"·.:_.,',_ --:-·; -~··:·'.; ).·'·,: '. 
,·¡--, .... ·, ~:-:./-¡:: ~-:.:.'/'--·· .-.,;;_-.. 

. ,,:,;'.,' ·,·;''¡•., ·'n"·'' ·.·.: .. ,• • •" '• ,:,· 

Z. 4. PrOpos icf6f{\:.'.;::!.:·;~:--,:: ~<i·:. ,:··.,· __ .;_~·<·· "'" 
, . . .. , , ·)-:'-'-.",o,; .• ,,-,.-,;¡.,.;· .e-,•· 

:_·_::_~ ___ ,-::-·'._< .. ~,'.:-~::.~;:) ,. ': -'~'-'·"-. '·, '·>'"··.·-~ ·: _,: ",~," ··-~·-. 
Sea,·f\1 ,:¿·f\'.~un subobJeto arbitrario .. de·A.entonces A'' es .dén-

:-': ,•:.o;,:, .. r ·~-· _,, -,;,;,;,~'.'''~:\,..-: • 

so sil su ·n1orfi~~-<f'~K~!{s{~i,1~F~aK.i íl ~() fac}~riz~ a través de. 

J. A' es cerin<l~ji,i~(jb·:~~~·t~r.~z~ia 1:jnvií~ de ílj: 

' •; ., '"-' ~--. 
o :~- ~ ";-·. -; ,;-,,~- • ;e;_···,,- • .-'~- • ' :,_ •• 

Demos t raci.6ri · · 

Si· ÍÍ' ·.=.·A entonces el diagrama 



A .-.A 

es un producto fibrado 

Como J es la cerradura de t entonces el cuadrado 

es un producto. fibrado 

J _l__,. ¡¡ 

_._, ¡¡ 
.. :t . 
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Por .(1) existe: un ú~ico morfis1110 ci• :A->,¡ tal que t« 1 = rx, 

Supongamos· ali~r~ que « se. factorizn a través de J 
, --":·' . 

« = trx' . . . (2) 

. 1 . 
A--> A 

l «.' l. ('( 
; . 

J ---- ¡¡ 
t 

es un producto fibrado. 
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En efecto, el c.liagrnma os conmutütivo por. (.2). Si .x:J\ 1 ·-> A 

y y:A' ·-> J. son dos morfismos· tales que ·el diagrama exterior 

¡\1 ~)( 

\

\ ~ " •1 . >I .· 

··¡\"¡\ 
)' 

}. ,Ci_\ ·' i Ci 
J ¡¡. 

t 
····' 

es conmutativo entonc'es .Cix = tyy como tC1' = 

. . . 
. •' . 

el' diagrama es un proditcto fibra do.· 

Si A 1 es cerrac.lo entonces' .el' cuadnldo 

•f\1-·-.-···.->11·· 

. }. . . } je¡ 
1 _ __,. ¡¡ 

es un producto.fibrado. 

C1 concluimos que 

¡\1 es denso. 

·En· consecuencia jCI· =··CI .. C1·se factoriza.a trav6s den .. . . . J 

Si CI se ia·~toriza a través de Equ(j ,1 11) entonces ja! = <>! • '.A' 

es cerrado. 
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2.5. Lema 

Sean C,..!!._. n y B,,_l-;>A subol1)cto denso5 de ll y·A .respectiva-

mente entonces. la co~p~si~ión ~.~ h .. ) n'~)' ' A es ~1; subobjetO den

so de. A. (i; e. la composidó~ do<st1bobjoiós densds es denso), 

Demos~ración. 

Claramente . ·~-1 c~:.•· k¡;'•;ll:_A};.;J'gc·;.\·.;h···.:··)_ B oll p~ (.Bli por . lo tan to 
..... -,_-:·,; ' •;·,,~~-~2 · .. ·:·-

.. ..: /·."· ;·;;:,_' .:: ; ~;:·/'· ~~:.~.-;_.{;'.'.·:.;·,:~fj;'._'.:~::~/· ' 
e';;, s··~;k~1(.C•>/Al = k"1(C -'-+.A)· . 
. , ·.' \ ; ,, 

.. '. -,,, . _,._ .. "."·•;:; .. 
pero .~e'-,~ .. "',-'".'-B · = 'íl'7fa :qÚb<t·~~· :<l~Asb en ·B. 

. ' '· .- " -· .:- > -.; ,;.•'. 
;,-._.·-.-_ .. ,, 

. . - :··. ' . ,_· 

Por lo tanto B =k~1(C ->AJ 

en particular B <'. .. k;1(C '-;"+: AJ,>. Aplicamos la adjunción 3k-! k"1 

para obtener 

.. , .·:'". 
- . ' - ' '. •;., --~ .~ .; '. 

···.13 • > ·A ·~ e ~ A ·. 
. ·-. >-:, ,• '· '•';- . 

. .... ' .. ".'-:(" . :;,.:;·~¡'·<· . 

Como el opei·ndor ccr~~cl~1:n'i~s':'mcinótono, 
' :· • ' . ~-. ·.;<.i ·-~ ··-·· '-"···.' · .• ,, .. '· - ' ' ,. - ' 

se obti~ne que 
;·.:.·· ..... ,: .. :-\'' 

.o;:·:: ,_,~:-,;.;;:_;~:¡.',- .. i.'i.;;;(¡f-:.-fj?";,_~·;·:~:-~_':~·::_ · 

- n~>--·A·:~'. C.-:.~:,A,~·.,;;:,<c·._,,~~.·A\:. 
:···/·,}·.;)_'.: .. '.: :''.'.~\:;··¿!:·.; .... ~_: ... ·.:":}'. .;;::\\" ,:;<· ;·_,_,. ,-,: 

pero al ser B den~o >en;x~·ei: ladÓ i~quierdo de. la clesiguuldad. es 
J • \' • • • 

•'."':''· "·:·,·-··, 

igual a A, en cons~cuencia :e:· es denso en A, 



40 

En. la dcíini.ción •de topologfo se p~de que el .olie1·i1~?¡' corr~ . 

2. 6. Lclna<, 

Demostracl. 6n· .. > ; -: .. ' . i / 
!. . ·.··:~'.·> -:·. - -.. -

Sea C :.~ Ii.'.~kis~bpl{Jp~o i1~·h:it1·ar~o do B; entonces 
' 
.. :; -, : - ._::.-~' ; -, , - -- - . 

,.· ,·-; . . -~-· '." ·-.·. 
; .• _ .• ,_., ··~'·· _·,,.-¡ ,::,: '. '.· .·· .. ' ... •' 

. ,; ' 

Como B os cÓrracÍo cllA se, tic1ie que 

. '". 

<· 

e~ u >c-:::-+Ahcn H _A) =C,;_. An n ,,_. J\ =ce _,. A)n(B __,.A)=(*) 
. - ·'·· . -'. ' .. 

(*)= e -'-:->A 

ya que C ~ B 
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pero C >-'-> A os igual n 

2,7, Corolario. 

ScaA 1 ~A,un sul5o5jeto nróit·rnrio de 1\ entonces A',...._,.... 7\ 1 

es denso; ·. 

Demostrnci6n-, 

.. 3 (A',____ i\1 ) ;: i\i ~A k .· .•. - · .. · .. ' - .. · . __ 

.,- '~, t '~-·- _; . ~.::---· 

poro A'8A' ;;j\•· ,', A 1 
,.:._.. A' .es denso 

2.8. Dcfinicióri. 

Un morfismo·f:A ..,--+ .. B se·dice que es un casi-monomorfismo· con 

respecto. a un1; -top~logíu j, si. el morfismo can6nico T es denso 



R = A'>5/\ ..!!..-+ A . .f._. B 
--:> 
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donde (n,b) es.cl·\ihr núcleo 

de f. 

. . - . . '~--. .- . _' . : -::· . : ·, - ' . •• ' . . . .: - . 

Es necesario !Ínter nCJtÜrquo si la:,topol~gín j.'es .trivial 

entonces.·· f .es·. un· Cas'i• mol1omO:rfi:slllo siiif. ~s u!\ •1noncimor .fis.mo .· ' " - -·.~->t.: "--~:::,,:,'.·•,.:. . ·.-- >:: ... ~ _'·. ,._.,·'. -... . . . - . 
<_,·-:':::.\: ;:~.:··:~ ::: .. " ·::.;-.' .-.-_..:::;;:,~;-· .. "; -: ,·:, ___ --, ·::: :' ~- . 

·un .. ·e·f·~}tº.':\.i_i~\¡.~~é~!r.Í.1;R~};~·.·J:·'tí"·(Si_f~}§1.'.e11.to,nces·.· A~ R es 
denso sn A·>-->• R•= .:Rs:u.: A: •. = ,R. s1.1..nt= .. d\ ;:· . .);-

2.9. Lema 

Un morfismo f\A -+: B .es. un 'casi inonomorfismo s:Ú pará toda pa
g •. . 

t· reja de morfismos' G ~-A tal que fg
0 

= fg1 existe un subobjeto den 
· ... g¡ . 

so G ,!_, G C\ue s.atisface gók - g1 k. 
----·.-

.·" 

llemos.traci.6n 
: _,.·_ . .;···. 

Supongamos. que f. es un casi monomorfismo. Por definici6n 

se tiene _entonc~s que 1 .os denso. 
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.sean. g0 "gJ ;G _,.A una pareja de. morfismos tales. que fg
0 

= fg 1 • 

Como el diagrama 

R~A -ª . lb P,F; lf 
A---+ B 

f 

es un producto fibiado entonces el .sigui6nte diagrama es conmut~ 

tivo. 

cuadrado 

1\ tal qtw. :a' = g 
0 

y 

entonces 

•. G' ,_:.L. G .. es Un subÓbjét6 clcn~b; Ali~ra hi~n, por dcf:inici6n el 

G' ,_L.., G 

1 r 1 T' 

A >---> .1\ 
T 

• 



44 

es un producto fibrado. 

g
0
k = ar'k = arr = ·brr = br•k = g

1
k 

. . - . . -. . . 

Recíprocamt!nte . supo~gamos•que f:A-+ B· satisface .la condi-.- ., .. -- - , -... - ' . 

ci6n. Como f~ ~ifb eiist;• un sti6ohjeto denso k: G 1 ...,: R tal C]ue 
' - • ..·¡, "• • . .\ 1 • • 

ak = bk. · Como:·(i\~r)~ ric¡í1(a,fr) ~ntonc6s G' ~A en R en consecuen-
·-·- .. ·: .. -

cia 0:':; '-A' • _···. ·- :·~·~':e;s ·::~;6-ri-~:bi':·· 
. ·; -~ --·.-· 

.,.·· 1:·. 
;··._¡:·. 

' _: , .. :-/:· .. :_ .. :. 
2. 10. Definici6n· 

Un'mor¿sm<Jif:{A ~· B so .dice r¡ue es un casi cp:imorfismo res

pecto a una top,~logía j siempre y cuando su imagen Im (f),,.. B soa 

denso. 

2.11. Defitii¿i6n- · · · ·· · · · 

Un morfismo f:A-+ B que sea casi monomorfismo y casi epimo!. 

fismo respecto a una topología j se llamaríi bidensci. 

2. 12. Lema 

Un monomo.rflsmo f:A -> B es un casi cpimorfismo sH es denso. 

Demostruci6n 

f es un mo'iiomorf:ismo sii Tm f,... B = A ,L, B. 
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2. 13. Lema 

Un monomrirfismo f:A~ Bes un casi monomorfismo. 

Demostraci6n 

Si. f es .G'n'nionomor.fismo entonces el par núcleo (a,b) es 

igual a(1A·,1A}:en consecuencia 1 = lA. Por lo.tanto fes· un casi. 

monomorfismo. 

2. 14 •. Preposición 

·Para mon¿inorfismos la sigufonte afirmación es verdadera: 

.... · .•. f es bideriso sii f es ;lenso 

Sea ¡; la clns~ clc 1o:~ 11\orfismos. bidensos e11 E_ con respecto 

a una topología'}; . ~e;nbstra;elllbs•qí.te:i: .(lc1~·ite ~1ilc¿'10 de fraccio 
:/.'. .\~::> ::~, _;-: ·:;.r·/-//~,(:};~ ~:---~:-~:·:,-· ... _:-_:,«r¡:.··_.:\·~:_·. ::· __ :.~._._;~-;::-:\-::; ;:\ :. i> .- : ~- _-_-._ .. ,:·,:::; -_. ·-;· ·,· 

nes derechas •. :·ra'ra.esto·neces1taremos·•eF··s1guiente leína: 
'.-.:_'·:·:;:-... ~ - '', : '"··· -.' . ., . ' -

:<-::;-~~':.;;'ir,'.; .. _ •. --/:::· ,· -> ;--:._._., 
; ·:::'' -::_'.\: _:;~~_?_:·'..;·):~~ '>;,;:·~·~~ _,_;; . 1.":" 

" ::,:;-~', _'." :· -,. - - ' 

:--·.) ' ...... ""' 
2.15. Lema :.·•:;', ·'.<.:'.:· '·· ............... _,, 

E. es cerrada·b~jo pi:od,llctBs Ú~rad~s, i.c.' si el cuadrado 

'•-.,. . .: 

·.· .. ; 

f l. 

P~A 

t l · -1 s 
·c-->B 

es un producto fibrado y s E ¡; cntcinces t E E 
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Demostraci6n 

Sea AJ!...., B la Leri,mono)_-factorización .de S, 

11\/_g 
IÍn A 

Supongamos que s es un casi opimorfismo; en consecuencia 

g: Im A>-> B es. denso. Como el producto fibrado 

!' . f' A 

t l . r s 

e f B 

j es igual a 

p f' A 

h' h 
t t 

Im !' - Im'A 

s 1 
t t g 

e f B 

ya que el producto· f:ibrado dé un e¡iimórfismo es un epimor fismo 

entonces 

s 1. 

---,·---,- --

.... ·J:-1(g} ='.~· = C 1(g) ; fc1(1) = 1. 

s' :es denso·· 
' .. . . 

t es un casi epim~rfis~o. 
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Para. probar que t es un casi mono111orU5mo .u~a.remos el lema. 2.9 · 
·. . ' '' .. · · .. · - ' ' '.... ·-- -- ' ', - . ', '" . ·. . 

·,. -

.. ·. ·.. f 

es un producto filJ.riJo entb~ccs g
0
d = g

1 
d . . Por lo tanto t es un 

Z. 16, Lema 

~ cstl cerrada bajo composiciones. 

Demostración'. . . . . . . 

Por el lema Z. 5 se sabe que la composición de monom()rfismos 

densos es. uíi'mo;1óil1orfi's~ci denso.· ··•sean /\ i.••·-B JL..c do~morfismos · 
~:-<- ... ,,,-~ :'..' .,·:.· ~- ~. ~-:'·>.·_,,-'.· .,_·_~!.'' /_.~-.. -_._: _._ . 

bidensos 'demci.s trárcmo¿• primero• que fg es un cási· mon.01í1ór fismo . . - -. ' ---• . .- . ' .. , · .. : ···,:· .·-. . · .. ' , ... , 

,.. ··;_':' .. :·:.·: ~ ·:;,, __ . ' ·: '.'.:_ : '. . ', ,,, - . 
- ;, ; :e.e~-----· ·:;·~---. 

-~ ' -,. . 

Sean. G, •'.gó' _.A áos morfismos···tales. q~ti'tc~f.)& 0 .~(~flg 1 •. _·. Como 
g.I _,,_, 

ges un casi-monomorfismo éxiste un subobjetó denso k:G 1">4 G tal 
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. . . . 

que :fg 0,~"' j;¡¡ 1 k; ¡rn~lc¡gnll)en~e e.xi-9~~ un "ubob)eto: den>;? .~ 1. ;G",;.+ Gt · 

tal que cg, klk '~· 'rg.1 klk1Kl1or•10,Jrini~: gf.i~s un· cns r-1nori~mór fismo. 
·.. -·.-': "" '.,. - -' ).·:·:' :·,:/;:_'·::'.•, ... :-: ; ~- •: :',···,.•.··.·.: :. : ;_;·:,::,._:,>, - ;: {- ;; ''. , - ' . ,_ .-

-· .,•,"' ->· • -. ,:.:-~;;-:: ,. 

. · .:: . .,,._- · __ ·;::_:_:,~·-. __ ::;·:_::'._'._:;;;~-:~-~·i~t/Jil;~~~I~:_;;:::;:~{:::::;}!~~~;-«~: ;:.:;::· _ ;~~:i:·:_.:-_~f:J_-:·~.:~:~/:-; ;,:;:,,: ___ : ;~~:~::;-:: .. :-,. __ :~"~_,,;._-... :·:,. ~- -::· _- . -_ :;· _. -__ -
Lo único' que'.,f n l.ta:; probar,,:;es\;'que•,'f g:. es:, un:,.cas1- ep1morf 1smo. 

,_. -- - - ::::_~::,_'_:·{~-,_-:(J>}~;::_(C~>~:·:_;:~¡:L1_:~--Wt~f;~){~-;/.('.~-:;f3¡'.,:,~;~,..,;:.:_f;'!'.:::\-:,:,~<V-~-?:~:'(:_..\~:_;;_:,:r··\-:; · :~.:-- .. ,_~ - - · 
Se . sabe que el,·,,funtó:r;'P;;,"( ~ r:•m;,;:>;Séfl¡ és'>reprcsentabló .. :.' .... : 

: :, : '····':. _·'.:;y::;.\~~-J~~'it~;1.t0:sR2If i{_i~1\Z\~~1-~,-~·~;'~2:_;-{f :.; '0:;~~y~i-~{f'~ \~'.:::-)l~'.,::~;.-~:·-: :" ~ · ·_ .. , __ :· ; --- -
·. ·;'.~;/>\~;~::r~t:~-.<_:~~i;'.ii1!:~i~:._,~~-~~~;:c\~:1;-{;?~.:{;·_?~_::}J~)5:~)::1 ~-~:: ·:'.~-'- ·_ :_; ~.''; '. - . --••. 

En· ~f~cto corisi4erc'riio~"<.él 'fu\\tór:,homk', íl) .enfonces 
: ;· · :·.·:,:;'.:'.J~,'.-"!;-i;i-·}~\\f'!.1:,tJ~i;._'.:'.-'~;'.~;:;:\-:: ,: :/,_ '.'.'--~ ::<'.: :.:-..:',~/· ~· ~ \i ~- ':_e··:' 

· · .. homcA ,ílf ~'. ~~'.t~~1~[{{5;i{,;~:'.,jt•t}S;;!~f e'o. e liJ .. ·•.· ·· 
... ·:, .;"-'; -· ;:·,·_ ; .. :·:·'_'-·_;_-, :. ' ._. -- _. 

es un isomorfismo y' :idclnÍís\es'([iiJ:1'.;i:J'artsfÓrÍÍiación natural . 

. · ... : h:m·~i'\.·~}'·· $'~'.'''·:~~~:;;. 'i · •... , .•.. ~-
hom ( f; íl)..' ./ :[' / ;• J¡)~(f) .· . f:B-> A 

.. ·.hom{B;ri);. '•>'. ;p_,;l¡¡{ .. 
. :•• :. sn''·.·.•• .. ····.·.·.·.• ••.··• .. . :'·· - <'·. '-.::-., --~··· 

:.·,· ·.~ ... <; 
_,.,;\i_::.,_!,>:: "'. n:. '.';···' . 

..... ,_- .... ·:·;·:.•: 

Por lo tmito P"'(~Jil1\aiíd'a fe: c~imoÍ'fismos 
' . ' ,-.. ·- -~ ~-¡ _:·,, -... ,_ ,::.-.-·:·' ·_, '_'-: '.''· -- -

en funciones inyec-

tivas. - "' 

Demostraremos ,n~OJ:n,io si¡¡ulq~te:.··. 
El producto fibrado ri i:'.~uv6s de. un epimorfismo preserva y 

refleja la nociÓ~ dé densidad. 
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En efecto 1 si c¡:A ... B t A!>-:> e!i_ denso entqnces 

donde 

de f, 

de g, 

... cj~l .. preserva• 1a noéi6n de densidad. 

(P
1 
,i 1) es .Ja· 

(P2,i2) CS' fa, 

(P3,i3) es: 111 

(cpimorfisrnos, monomorfismos)- fnctoriznci6n 

(epÚ1o~fis1~0~, monomorfis~~s)- · factorizaci6n· 

(~~i.n1~rf¡~~os, ÍnonomorÚsmo~) - factorizaci6n 

i 



so 

•) ... 
i3 

Como l'2i1= i 3P3 cn~,~nces /i1' se,, factorizn a través de i.,. Al 

ser i 1 denso e ~{~i:4:':c,;ú611§iqu~ ,i,1 es denso.· Como i,,=P21(i 3 ) y 

P2 es un epimorÚshlo;' 2d~iiifbb'scif'\rrti:i.6n anterior podemos concluir · . " 
. . . _, -... :· __ :::_,:._:~_.;';-,<~-::~,:<:.:/~{,~':;,,;~X:;\~·\J_~;·s-::--:i/'.\-·/~<: _:;_:_· _--::: ·:· - ·:_ -.. -. . . . . . _, - . _._ - -

que i 3 es dens·o. :. Fiii.aliiíenfe/'.al,''sér'i2 .. denso ·entonces la ccimposi · 

ción. i 2i 3··.·. ta1n~i;,·:,'f1if~~~~:~1fx;.§~~¿·.''c};1, 1 ii2i 3J.·. es la, .. Ccr.imar ~ism6~ •. 
monomorfis1Íios) ~· factói;izacj'óil :'üc' gf el. lema está prcÍb~do. 

. .-- ':.; -···,:: ./~-'.~~'.:-:' ·>·~1:.' ....... _¿~:_;:-.;~~~J~/'{,_:_:¡;'·\ :;;~/;',-/': ,. 
~ ... ;: -~~:.-·-. ·,':.·;:._:·::~.:.-:-;,·;,-·;: '.'."-.": . :.: . ..··:,::·:··.J<. 

:. . , . . · ;<'··- .·:: _:~~-:~:;\~~\'::',':"->::y .. _-:-·;>:Sh ·:/::::"..; ·::;··_·-=:: .. ': ·.-:::'- __ ,·_ · ·: · :,· 

Podemos rcs.~~!1ir\lP:f?tº~Últa<los que· se han• demostrado .é:on la 

siguiente propcÍs~ci6n: ' ;• 
.. -._,_ :: .. :-:}, ';<, • ;,'<'' ~.:.;.:,·'_~-> .,_ 

·.:;::-.. ..-:·.•,·.•· •• " ··.·-.· .. ->·--_, ·_-._.,.·-.'·"••'" 
·;;-· 

z. 11. · PrapCÍsÍ.~r6í\.1 :.·i'.< • 
.--.•• -, ¡;,,,.,,» ·;·.;_·.·_ .. ,·-; _·._,· 

. La clase í:.~~ld ias.m8:rflsmos b.idenSéJS 'con respecto a una to-

pología 

i) 

ii) 

..... , ,, ··-.- , .. - . 

j (o 1u··ciase de los l110Í·fi.smos ·}~b.idensos) .·satisface:·· 
- .,,_'_,_. - ·. , .. , '·::· .-·- "> '"' -~ .• ~ ::.,-

¡ ' - ·- :,:·- _."·.·. 

·j·()dcis }as is,a.;;1~iffis,1n~s.•·.,i)e .. i·t~n~cc11 a i: 
'.' •:, 

i: es c~~\~dit bajo campos idianes. 

iii). Todo diagrama 
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e --r-' B 

r s 
Í\ 

donde s E ¡; puede extenderse a un diagrama conmutativo 

B 

ls 
A 

donde s ' E ¡;. ·,,'.:·. ', 

iv) . Si f,g son mor'fism6s tiÍlcs que sf = sg para algún s E.¡; 

entonces exi.~te ~h ~ol16n1ÓrÚ~n16·si E ¡; tal que fs',; gs'; 
., .::·.,""·- -' . ..'.:~-~-·<;,:_~_;'-"::, . ' . 

Estas son'.iQ~ ·~1:(f;o ~o~~i2~one's ~e Gnbriel-Zi;111~n v6nse 
.,;·- :··. _.,_-... ;-... 

Diremos d1j()~~ c~m~ la .clase !:>genera una cÍltegorín ]l(E-1) y 

un fun ter Q : 'p ' '!iJ ¡;·_;»'] . 

. 

Los. obj etord~ ]l(l: "1
} son los objetos· de E. ... Los morfismos 

X-> Y en ]l(l:~1) so.n clases de equivalencia~de los diagramas 

y 
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en.!?. (_a E E,l bajo la rclad.6n s_i..gui..cntc; (.a 1 f 1 ) o~ cqu~valcnte a 

(_cr 2 f 2 l sii existe 

T 

z l z 2 

2. 1 8 • I.cma 

~ es una relaci6n de cquivnlcncia. 

Demostraci6n. •· 

(i) (s,f)'V(s,f) ·.' _:·. -«. ·, -

·sea·_•
1
=•,'=1 E Eporlo .tanto (s,f)~(s,f) 

·entonces (s,f)~(s2 ,f 2
) 

Supóríganicls c¡il(l (s,fJ,,¡;C~(;f1)y (s¡•;f;)~_(s~;f 2 ) ·entonces se 

tienen diagram~s>conmu~~ttv'~s d,e la sig1;ie~te f~rma .·. 



A f B 

~'{hl 
D D' 

~ñ ~I 

. . A B 

s·.1 /."· ... ·'·s., 2_;..~J . 
/ /"" 1/f 

.· :~ ;.: ' 
.. E . . 

Consideremos el diagrama 

-· ll --->A 

donde s 1u1= s 2u2 

st = s 1 t 2 · 

entonces existe un diagrama conmutativo 

J1 w E 

l J V s 1ll1 

. · ll 
.. s 1 "1 

A 

E E 

donde s
1 

t
1 
v ~ s 1 u;,w E E; ·por lo tallt.~ exist'c' un monomorfismo 
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g:G -> F en i.tal qu? t, 1 vg~u;':1g,IJ01'.1ci c~~slguierite s,t 1vg E E. 

Considercmos·la siJuient~;1inrc}~dc!J.- mo~fismcis:(tvg,u~wg) cnton 

ces .se. obtienen .ias'{gú:ii<la<l!J';; .... · ... 
. -. .' . -.. ~ .... 

.,'.\ 

· ·sctvg)=s 1i:;v!l"si't1;1/i:Fs2{u2'i~ll) e E···· 
f(tvg);;f t. ~g· Lf ¿ wg:,,.f (u wg) · •. 

¡, -1 .. - l·:l 2 ___ 2. - . 

, '. (s,f)'V(S 2 ,f 2) 
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La composici~n de dc;is 111orfismos 

T . . . U 

·º/'\1 ;/··~z 
X . ·.·. y • 

... (3) 

en .!l. [ ¡;-1¡ se defino .como· sigue: 

Por la proposfción 2.17; existe un diagrama conmutativo de 

la siguiente forma:. 

. . 

V :..;.JL_. U 

·l r º2 

·T f y 
1 

T E E 

definimos entonces .. (o 2 ;f2)(Cl' 1 ,f1 ) = Co
1

T,f 2 g). 

-.. , ' -
· ... '.-.'-:·:.:: :-:· .. - ... ·_ 

Demostrar(l1Í1oscah§ra que la comp~siciiln no depende de la elec-

ción de V y que c~tá ;Íii'c~ definida. · ··· .... ·· .. ·.· .. · 
·- - ,.·• ... -,•,··:_·~-,.,;o,'>/,!"·,··.·: ,L•. ~--- , •·• _ ··, •' 

.. -_-.--;_;·.;;_ ::,< ,.,_,. ._,_, __ ,_;--· -,'· 
-, ,.· :'·'.,:';:-.< ,:.,:~. :.,,·;::·;' 

En efcCto ;•J;5,S~ij:(o\é.):i},(o f 1) dos E_ [E~1 
]- morfismos como 

en (3). .Si V y \¡ 1¡ison 'dos elecciones para f 1 ,o• entonces los di!l 

gramas·. 

V _lL.¡. U 

T 1 1 donde. T ,T' E ¡; 

T--:r-'y 
l 

T y -[-· -. 
, l 



son conmutnti vos, Por la pror,osici~n 2, .1 7 existe un cli;ig1·nma 

conmutativo 

V" __._,. v1 

X l y 1 
t 

donde x E. E 

V - T 
t 

SS 

en consecuencia a 2gx,,; f¡tx.= f 1 t 1y,= 0 2g1y .. Por lo tanto existe 

z E E tal que gxz = g 1 yz; la. parcj n (xy, yz) e.s tal. que: 

. ·f
2
g;yz 

Ahora'. sean (a 1·• fl}.'V C0'2 ,' r íj .· (Tj ; ~!¡.;, (T 2 'g 2). ]JE -i¡ "mor fis ~ 
mas que ¡rnedcn compon~}~e:, d;e~camos. demostrar que 

. (r 1 ,¿)(a 1 ,f
1

] ,,,· .. 

f..·· 
Consideremos -=l_,. y 

i.=1,2 

entonces como ai E E existe un diagrama con~utativo de la forma 

·z g 
' JI l· ·.donde h E z 

h ª1 z 
o 2 :. 

X 
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·Afirmamos q_ue (o;f 1gl"' (_a_11 f). r/C.q~f 2 g) "'(.o 21 f
2

) donde 
,, : •• :·;·, 

Como (.o,f
1
)"'(o,f 2 ) existe,. un diagrama conmutativo 

. "~¡ 
T~,<i•t8r 

. · .. N:h·~J···;<> 
. _, ' '-··.:/.i :--.:::_:<· ,·- _,.,, ·- ):~<_:,,~_,_, 

.. ·--·.-, -~-~:_,. ,,-\~:.:~\--::;·; :'.'·" , ... ,_,,, ... ' 

. • o's 2 = Os 1 , i>¡;r~)'~;_Jiiii)!fó.~I2.i911 2'.i 7 ex is te k' E E . tal que 

s 1 k' = s 2 k' . ~ºtHicl~'~'~n!~_~;'' .. *f,:1Jk':'.f ~ 2 r enton~es es claro que . . 

( ok, f 1 k) "' (o 1 f 1). An~,logamr:mt e: ex~stc, k.tul ~¡ue; (Tk,¡¡2 k)"'(T ,¡¡2 ). ConsiderE_ 

mos el· siguiente dÍ.agr:a·~'a' ¿ori~Jf~ti~~·. 
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donde. r_
1 

, r 
2 

_e ¡; 

TI ](>T. TY -¡-:->y 
' 2' '' '' ' . ,'' 

~' ' . - . 

...... ·.· ....... xZ:\···?·····~··········· N-~ .. / ; < ;.\ g,kii," 
'Yx. /;.~f 

v'.··~~······\~v· 
., .1 .. ·:·.v .. ... h2 ' 

Por. lo tanto .·(ar 1 ,g 2 ~1i¡)"'(.akr 2 ,g 1 líhjh 2 ) y podemos. concluir 

que la composición· esttí bl<Jri clefinlclri~ 

dos es 

. ,, ;_·, -.•, ' . \ 

·-.' .. ,-_¡·--·-.' ' '. 

"-·- ·.:~',, .-.-·';·: ..... , .. ~, <:;.;::: '._·,·.·_.'.': --,-,_ '.'-'' ,. _.-: __ •·.· .... ··.·.·.· .... · .•. ,· ·- ...... ~ . 
·-'->: -'" ·-::·,:. ,-. '":. '': . - . -· . . .. _;: ,. ·.'-L:: ·. >.' ,.,:: 

De manera.• ri~~lo;iri!~~;i\1·Üd~i: ~J'e;lii '¿b~Po~ici6n e~ asocia ti.-·· 
: ,_:.. • ,;:/·_~:.\·~: ... ·.· .. ;:;:.; · ~::_:~_-,_:/.~\-;;)y·::-:~.;::/}~\-~;--::--_\:''.?.,:::·;.'.:-~;:_:::'::::·:; ____ ';./_::;--:y/,,:/;i:·L\~~?_~_;\,·:~-~--:: >:_;_\:~:~_.... .- __ ,.._ :._ : · - . 

El mo.rhsmo identidad :es.:J1 :,J) ;"0;>: .E.n·<.v.i s.ta•;:de .:estos.resulta-
:: - .- ·_, ·,' .--:·· ·._':,,·_:_:·'~:)~--·~ .-:.,¡: ... ,::;:_:_:¡i-~ 1i'-¡_:,:·;--:~·\:-~·:)~:-'/~;~_·_;:_,;:-~:::<;(.':·--:\';. -~/'~::: .. _; ::~~·;---;~'-'.·'.:;-\~;:,;_.:,\ -~~-~: '-_í;:·::~}'.:--·:-:··>,:::-~-:: ' :-__ :. :: ~: . 

cloro ·qúe 'IJ'[¡;"1J ·es'',úna :ca't:e'go1·ía; cabe hacer notar que no 

en nin ~(;;i··%'~~'6rit~'\c~~·~ .~j.'~;·~:~~';;~~~·;·,'~-u•6 :~j11i rece ei1.Cl inc i.so 

vn. 

se usó 
:_·'::, ::: ··_· __ .- - ·_,>;:-; .'.<<_;_-;.::·: _:_-_. ·_ .-· ,,·_· '• __ -. -.-.i:>-:> ::-:i __ ... '.-. ;,_-.-, .. 

(iii) de la proposici.ó~ 4:17 r~ése ;.ni prciductó:fibrodo, do hecho no se 

nece::ita suponer c.~-~::; ~'~----:~.~~~-r:lC.o.-.~~-a: .. tm --~,-~c¿tiJ'.~ci --f:t_b-~acl.a, ,.é~~-e (11 

Construiremos ahorn un funtor P: F. --..-. ]¡[!: •1 1 de la siguiente 

manera: 
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p(A) = A V /\ E O(§) 

P(f) = (lA;f) . si:· f E hom(A,B) .· 

Notemos que P(f)(S1 ,f'l = [s•·;ff') cuando la composición ten

ga sentido 

el diagrama 

D' f' B 

1 l l 1 

ll' ~~-+B E'. 

es conmutntivo (1 E El y por lo tanto (s' ,f')P{f) .= (s' ,ff') 

Teorema 

El funtor P: §. ~ Jl(E "1
) preserva 1 imites fj ni tos. 

Demostración 

~robafemo~ ·que P preservo igualadores y productos finitos. 

i) P ~reserva igualadores 

·----



Sea z. 
. 1 

ºi l 
X 

f. 
1 ---"'--+ y 
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(J=1,2). 

una pareja de· .Q(E~1)-morfis.mcis; si se escogen repr.esentantes ade-
. . . 

cuados Íiodemos siiporier qué· o¡ = o2 , z1 = z2 . ·.·Sea E,JL. Z el igu!!_ 

lador de f¡ y f2 cng .. :«· 

E :i 

: f¡. 
'q.,. z. 1 y 

f, • 

lln ton ces P (crq) iguala a Lo ,f i) i= 1 , 2. Gn efecto, como el 

cuadrado 

I! z 
q 

1 a 
J E ¡; l 

E oq X 

es conmutativo, se tiene que (.cr,f 1)P(crq) =(1,f 1q) y [o ,f 2 )P(iJq)=(1,f2q). · 

Ahora sea 

. 1 

u q ' X 

l TI 

T 

un g¡¡;-1)-morfismo que iguala a (o, fi') i=1,2; entonces existe un 

diagrama conmutativo. 

l 

1 
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E" z 

l 
r 

l q 11 o q" E E 

u q'. X 

tal que LT'q",f 1 r).~ (T'q",f r); ·e~partic~lar se tiene que . ' ' .. ' · ..... _: : __ . :- ' ; .. ª· ',~- '· .- :'"· _- ;.-. _: ''. ;-: _.' '._-... , .. --- : , .. 
f 1 r ~ f 2 r por lo. t:into e~Üte UI~ 01iito mo'rfismo q :B11 E tal 

que. qq -~ r. Consider.cmos el siguie~té jj_{E"1) ~·morfi s1~0 . 

. . E" CJ • E 

T'q" 1 
T 

Demostraremos que (-r' ,q') es igual o P.(oq) [-r'q",q) en J!.(E-1) 

Como el cuadrado 

E" g 
1 -H 

1 1 1 IJ 1 E E 

E" E 
q 

es conmutativo entonces P(oq) (T 1q1',q).;,(T'q 11
1 oqq)=(T'q";or) y como 

el diagrama 
. T .- .· .. 

. . . . " " • · .. ,,;X 

.T·v--------~· r q· t:• ~ ·01' ·· . 

.. ............._ /"1 u 
1.............. / q" 

·T'q"EE 

t" 
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es conmutativo entonces (.T 1 q",_or)~·(T 1 ,q'). 

(.T'q",q) es iguala P(crq)(.:riq 1•,q) en E_¡¡;-1). 
:·:.·· "•'.' --·-

Por lo consiguiente 

DemÓstraremos, ahora 

que la fact~rizaci61l ·es únic~ ... . ,, \;:.·:.~; :. ;··, . . . :·-:, : · .. : 

' ·. ;:.~ , -, •' : 

Si'· 'A/ ¡}·:< ·es un_E(E"1)~n.1_or.fismo .tal que 

. s J 
T 

P(oq) (s, h)"'(T 1 ,q 1 ) ·entonces existe .un diagrama conmutativo de la 

forma · 

/\" J1" z 
s2 ' T 

s 1 l l . q" a l donde s·1 ,q" E ¡; 

/\ 1 

r.2 
u q' X 

y además 
. . .· . . X . 

T. , ., . . 

/\~rqi . 
. · '("~ ·.··. _;_--'T u . 

r 1 · A'...,-r 2 •. · 

demostraremos c¡ue'. (s;Ji)"'(T'q",q). En efecto, sr 1 s 1 =T'r 2s 1 =T'q"s 2E E· 
-: .. •c.-·c.--

ya que s r¡ 'E ¡; .,/&('qi]; ;{;) ~q' f2 S¡.='' cfrs 2 ~ C1(qqs21;: podcinos afi rmtiÍ: . : . 
.:~-,-"",":·.-.:-:. --·~---,·~··\_ -~---:·--~ '" - - --; ·: - - ___ .. _____ ., __ :_· __ -----------'··-.-

entonces qü'e 'cxiite k E E tal que qhr 1s 1 k = qqs 2 k ya que a E E, pero 
, 'r'·· '. J•; ;e·< ·, ~- L',. .-., :/ ¡ , . , , \ .. ' ,,, 

al ser. q 

X2 = s 2 k 
un' ~ollb~drfis'nio Hri~;k°'(¡s~:J<.'r.§?»~i~~i~e~~s X{=r1~ 1 k Y 

. .,., '/:,:,. ··:;_:_:::·. ·} -,.,·:.-·.:- " ,.- .-.,~;.-::- .. ----.- .. ·:.o:·. - ' 

entonc~s •se cúnlplen lns siguiente igualdádes: 
··. . - !. 



sx 1 = sr
1
s

1
k=T'q"s 2 kEE 

hX 1 = hr 1 s 1k= qs 2 k ~ Ci"X 2 

' • • • • 1 
' . ' 

-- . . 
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ya que k E ¡: 

Por lo tanto la facto~;i.z~ción es (11Jica. y .en consecuencia. P(oq) 

es un igualador ii~_ra: cfl_,fi)(i';i ;2i. en ~(l:c1) ; por lo' consiguiente p, 
' ·"·'"'• 

preserva igí.ia ladcfr'as ;.;.:;\ ·•· .. •·· 

La · ªº~.·.ci}f~~~2f ónG;~'.¿;·q·:.•·.·.u···.··g.i·,·.·· .. ·.1'. '.··.·. P.·.-.+. º.•.·.·.s. e_.r.•'v.~ .... -.í1.ro ... '.·.·_1.·ü.~c.··.•'•.t.'.····º···.s .•. ·•· 'Ú~l1:ei5 .~s ~nálo- ... · 
- <'.:;:-c·.\,.;;-:':';';"o.>.;:~~/;-,ii_¿·-_ - -_- _- -_ - - '';;-,;-··.--.~-,--;,· -<(."'-

ga. Por·. lo'~t·~,'~~~.l};·~'.~:~-I~í·t~.-~I\~T~~~-~(f~{;tó}_:_fi§i t§~,rcí1rin es tñ pro~. 
bada. . .. ···,···· .. :•'.::.•.::.,\,: .•........ :-~.:.'-/e'"·'··•·····"•. ·:.,, ·;·.-~;-'';j./'.;_,·; _cto_,!•::,,. ,.,, .. _)·'' .. , .. ,,.,., .. •··,.,,,,,';,. -,, -- ;·,··,' ·,• .,. ,- , -

::: ·:·,;: < '¡ _.:.:),,' _(·,', t ·_;;_:; .1'. -:..• ;:-.·::;.;,~~~'.'.;:..;\·:;<~.:.~, .. · .. ¿.• · .. ·;· .•... ~::.;·, ... '.(''. .),i~'--~ ~ · .. \, ;;.)_;:,.: ~- :-:;: ~':_:-::·. ;,: - -
· .. , .. , :· Yi ,:;-: ¿•:::/ ..... , - :! .. ~· .. '.'!' '·:;~;.:.:;:c~:.i:'. ,-:·; _., -··~ · · - '::,_,-'..:-.. · ·.··,;,;,. ,_.·, ,·:·-. · · · ·· : ' 

Bs 'noccsario ¡ haccrc ~ótü; ·~u~;(~ri ,liJ demos tT~~féil11i(),_s.e. Us6. 

:::,~,:u:;;, :i;J~{ftl)i~:;;! :;;J1f~~::ik~~;;;;;;,::"l,~,:;:';::, 
para e.sto tenemos qui{ J•et. algüncis 1·esulta<los niús a~crc:i <le ltl to-

·' --- ; .... '. ' ' '_'_•\ - ... · .. ... ~ ·; 

pologín sobre ; un top~, · 
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Gavi.llas. 

' Sea~ E un to~o r J una topolpgfa sobrt E. 

3, 1. Definici6n'. · 

Un. objeto. F E o clil~e llamará. una g~villa para la topología 
· .. ·-·.,,·· ·:·- -. 

j si dado cualquier ii1órfisl110 denso d :X.~·~. X ln funci6n. entre 
.. ·,.--·, 

conjuntos 

• .... h~inJicX , ~3'.11 ?111'sci).1 1 , 11·~iniJcx • ,F1 · 

es biycctiva .• ···(si 1 áJu.ri¡:fiiri;.~~ irY~c:it~á .. r. s~ :l;nmaiá 

separado). Por. lo tánto [' es tll~(l gn\filla. sl.91 djagrama 
.;.·.; ','\'; i-i;:z. .. 

''' ••X;>•-.\¡ X 
,· - ,' .. _,._ .. _,,. 

;iiJ~IC?'; . 
'{\:'.:-)'_ .- :·-·_:;:·:·- . 

puede extcndersedCi muneraÓni~a;> . 
. ~ (' ., . ; . ' 

·c1 denso 

El siguicni:ó r~s~i'thct~ no~ será ele gran .utilidad. 
'<'.'-

' ::. -. , ._".'( 

./. ,-,,·' 

un objeto 

3.2. Proposici6n·· -· . . . 

Un. ~bj ~to ~ ~~. una ga~i;l:1 . s ii para todo morfismo · hidcnso 
':_--., -

g:A ----> B la fÚnción · .. ,-,. 

· . ·.·.· (B P)• hom(g ,l) , 
hom ' . · · · . E . . 

homll (.A, F) 

es b iyccti va. 
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Demostrnci6n 
. . . ... lnmeclintó ~a quetodo.monomor.fismo denso es hidenso . 

... Sea. (.h ,k)_ liÍ. Lcipimor .fismos, 1no1;ci1nor.fi~mos], facto riza e 
. ', ::;}·,'.,>: .. ';: .. :::,::._ ,-:.'.:.~ .. -->.:-:,~ ·:·_:_1:::·!. ;'_-.·:·::(:·,.:. __ :_,)>:.-:_ ..,_,,.,. ''.: . .',_:. . ..:- .... -_ · .... :· ·, 

g, entorces ~.~!TIJ](g,1) :hmnüCJl,~l. . . homE (A;FJ. se facto-

trav~·~ 'd~ .'~'·\.';···k··· S·_Je.• .. ·.·~ª :.5i.'gu_lcnfe' m,ai1ern; · ···~.: . 
- i'!> '.· ,· .. , .. . --· ,_. :.,:;-· ... :.:.-.. :. .. '··· 

ci6n de 

riza a 

- ',.· '·:;·;_.:,": 

h.omECB ,Ff hom(g·.,11· 110~0 (/1,f.)·• 

.ho:~(k,~ ~:m(h:1) .. 

. hmnB(,I~n KFJ · 
.. -·.' ' .. 

. :_ : ._- .-_ . - ·: : . ' . ~; -. -. . ' : 

Como g es bidenso)6ntonccs k es denso,. en conseéuencin . 
. '-·:;,:· .,... •'•.,,---, . . ' . ' . " - .. 

homE (k, 1) os bi~.e8tfy:~?r)'~1i:~~:r :1~mn(h,l) ·{ny~ctivn'. lo (mico que. 

tonemos queprobar:,:os\qiie/sf:g··Cs ün epin1orfisn10 qu() es un. casi 

monomor .fis~() '~ú{b~1~8~·X~'e?·~.~~i;f1~*\{u·i)\~'.~:ú~·,1'.1c1'J~~:11d~.·:···S~n. g. 

tal. morfismó ~:scin·:·~.",c'.~i":.~G>~:~·¿:;1~.·c.'~~ed'.················.: .. _ •. · •..• :: >. ·•:" 
.. _-· ·' :-;<--;_ , -·;:.·:::}.·',:,~,_-~ . '-·.·. 

''-~ -

Cons ideiemos ·• JÍoínE f g, 1 )iho!n~ ( B ;F)· .. '· ·.·.··.·•· • 1 J101n¡,C~ ,F) )' sea 
. ,,.: _,_ ':.;: , ... ,, -·- . 

f :A ____;_,. F 

como A es denso y F es una gavilla entonce~ homE(R,F) hom(ll ' 12 ~lom]l(A'.I 
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es una func~6n biyectivn; se 'tiene ~06=~ 1 6 y por.lo tanto 

fp 0 A ~ fpjt' pero horn§_CA,11 es biyectiva entonces fp
0 

= fp
11 

al ser 

[g, BJiCoequ (p
0 

,p
1

} existe un ~nico morfismo h tal que gh.;,f 

· ·• hmn§.(g,1) es supr11yectiva.' ,'; .. homE(g,1] es una .función biyec
. ;' :~:~'·-,' )¡:~-_:·;:' ~:-

tiva .. 

Dernostra~e~os d1rnra un lema .técnico· qu~ relnciol1n operncio-

nes ccrr~dura'y/mÍil"fisrnoXaensos: 
,- - __ , - - .. 

• • - ,_· •• 1 

3. 3. Lema CCuadraclo ainso>dril"fadól; 

Supongamos que se. tic1\é un cündrado ·· conmutnt i vo .· 
; ': 

kl···· a ;~/1 h . /·· .. /.' .. 

·p~·f'y 
- ·., 

·. d denso 

f .. cerrado 

entonces existe un n1orfismo a:X ---'-'--+ F que hace conmutativos los 

triángulos. 

Demostración.· 

Como el cuadrado es· conmutativo 311 (.cl}.;f y como 3¡; ·-111-1 se 

ti.ene. d~h-1(.f.) 

. ·. cr.,11-1u1 = 11-1cn = 11 ·1co 

"· 
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ya que f es cerrado.. Pero como lf "' X en ton ces .M;h ·l(_fl y- \(X) <f · 

en consccue~cia existe un morfismo a tal que fa= h ya que el.dia 

. grama .. 
. . . :1 · '··· •• ' h' ' 

X -·-_,. X --·..,. Y, 

.... ·. · .... '\ ........ ·. ·l.1.,r.~\ · 
·"'f .11 '. yl• 

. · ·. Im X__....-- . 

es conmutativo. 

/\hora fad = hd = fk ad = k ·pues f es un monomor.fismo. 

Esto prueba la afirmaci6n. 

son 

que 

Denotemos. por shj riiY .la subcatcgoría plena de>E. cuyos objetos 

las guvillns;. Nuestra intenci6n en este momento es· probar 

shj'(QJ es ~n topo. ,pm·a esto conmenzaremos probando el sigüie!! ' 

te lema. 

3.4. Lema 
: ' . 

shj(§J ti.ene limites finitos Y. el Juntar inclusión shj (Q) ___,. 1l 

preserva limites finit9s. 

Demosfraci6n' · 

Sean F ,G e· sh :(E) y d :X 1 >-----? X un morfi smo denso, entonces 
J -
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homE(X,I'xG) ~ hom0(~1 ;J'xG)'Í.:homE(){ 1F}_xl1omlJ(){ 1Gl ~ hom0()(1 1F)hrnnE(;.<1,Gl . 
..... _. . - • _;·: . -. -. '.T" . . • -.- . -' ,.- -

y la funciónquea¡~arec~ 'ala.,dc.rechaos hiyectivn,por hipótesi~¡. 

en con~oc~~nda FxG ~ ~¡E'~isfh~.·.'l.;.(; ~.-.··)··.·-···.··S··.·, e.· .•. • 'sª.•_· .. '.
1
._.-.( .. !-dl_ :.·Xe···J'.:. :.· .. ··.'.U .. :.~u·.·.·.X --.•·.(··.·.--.·.f,,g} dondp I ia' -. F; . 

g: G ._ I' y• además G ;F , " _ es ~n ,mC>;.fis~o denso 

_entonces el cuadrado'. }•' 
. "·· .:--:;·.":::::;·, ·.·.•· 

• •· lfoní("d ,'11 '°'•'r' .. '.° ''"•'¡' ·'' 
._·h?m§Cx,9~-·.;:;,' .· · )~:.ómJi(~'-,G) 

•. ,- ; ·_1 .• ' ·>-

es conmutativo .)• ad~1jíi_f~.113~1(~;·~)::'!,t''.;'':0faM~~··.rr.) .¡:, lo único que te-

nemos que prob~t ,es,qyq :1aj_g~~\Si§_ú_ l~~1~¡]l~.1) es•s\1pvnyectiva; Sea 
. . i_··.:· -_:.-:::.': -~-~:::<:>~·;:(_~ ;~::~~-:--:·-~i~·:;;_.~~-i-~·-,;-;.~::-.:f:i::;~~:·.'._::~:>:·:.?:::-,-',';'.'~~ .. -:}:?-i:-{'•::::\:_·(: ... ·::::·'/~-< ,-:.;-:_· ... >:. -~ . . : .. 

h:X' ____,.E un niorf1smo•;-arb1traT1.o••entoncos"eli":X':-'-+'-G;como-.1n· fun 
. · .. ···: ·.,, . ()·~}};'t·i\~(~\~·~NJ;!-ú~'.:ól~i·~f}~S.:~; .. .:ff.~~~::~X:K~:~:~j; :·/~_);;.--:.:::~: :,:'.t:?-~t~V<~::? ~:',:_:; /~:-- -~~ ·: :~·-·.· _'.·-~ ._· .-'._·· .. :-_·_>,:. -. -- ~ · -_ 

ción q uc ··aparece .'en• la '.parte ,;•111.fénor,;; cloly,cuacl_rado;· cs. supray c_c ti va 
-- -·:: . '>:'>_~·:-.:-.. -:.~:\L~_:-;::::\_:_·::·r:1('.(~~\~-'.:~j1~;\::;J!i.:.;:,::~;i\~;~~~'."«'.f/t,~·~(1/:.v i~;;:~~-::~::~~(-.{~:::x;:·.:·.;··;~~'-:~)·;:·?'.~/ >~;>:~ ,.:·: -~ -:-..: · -- -- · · · 

exiB te un mor f.tsmo. k: X :._:_•·,9-:•t,alxciúe¡:kcl;,~ eh/ '.J\hor.a:.- b.1011 · 

.•fk~=,·s~--,i~~--¡~t;~;~1'.,;';'~'.JJ!';·:~:{~-:;s~--\~_··· ~;- ~~h'. · 

por lo tanto exi~~~ un único,inbi·r¡~;~~>~/~ S 1J t~i que hace conmu · 
. -. ' ·.-,_,_. . .';'i : -'.:.'::·--,.:-·.:: .·''."-··· -, ;~. ,-

tn ti vo el cliagramti. 
., : - ' 

:._</f =k:::J':::. ~ F 
g 
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Finalmente cfd ~kd '."ch; por lo ~anto hoi11()( 1 El~> hom(.X' ,E) 

es una funci~n biyect~Ja r CÍl le111a. es tú ¡;robado. 

Si den6ta~~s ·por ·~.~1~j·c~1,a;;ia ~uhc,a}cgpri~ plonu ~de !l cu)'o~ 
objetos ~01i los obj et'os ~·c¡;ri;~dos e'ntoncós · ia' cl~most1~aci6n que se hi 

;:,'::: ~:;jf li;ttl{;'~~';¡~;';~ff;:I~'"11~~+'' [¡;,,,;~ ,,,,,, .. -

3. s. Proposici6n, 

'si ¡\ 6s.ÚnH g¡¡~:illa-(A estíi sc¡rnrado) y B es un objeto de §., 
.· li> : ·. '·•·,.:·:·.· > ,.,·. :,, .•.. '•.' [¡ . 

entonces A ·'es unú 'grl'villo' CA· está separado). 
· •. ','. :· 

·',_ ', ' '. '" ··· .. 

Demostraci6ri 
.·. ' .. :: ,:d : .' 

· Sea.· X 1 >---+.X denso,· como·.· .el producto fibrudo ·dé. un monomor-

fismo ·denso es d~nso,•(JlOr ,)a' na turallclnd de la operación cerradu · 
,, ·· · .··. 'dx'1·· · 

ra) cntonce.s X' xA .. -. --+ XxA os'· a.~nso ya· que el' cuadrado· 

es un producto fibrado, .. por<io.tanto si A está separado (es una 

gavilla) y X,· ;_L X es denso entonces el cuadro do 
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hom (.X ,A e). ~om(d.,l) • homELXI ,Acl 

l •. ~· -....... ,,.·. 
hom(XxC,Al ........ homElXlxC,Al 

hom(dxl, 11 . ·. •·· · •·, 

~J. 

es conmuta ti v.o ('por •ln •nát~~~,i{<l·a,d}d¿ Í~ adj_lll\hi61i'i;: en consecucn-

::: ,;'., '.::~~{ ;iKi if~ii~il~i~If i{ttt;~~¡·:::~ .::'::::: A e º'-
tú separado -(.es ;Uhnr:ga\rilln)\'c j}i . ••·.·, .·.·.· 

.,,· '-','"-.. ~!..-.-· ·' ... -·.. -';:.,..'"-' ··:· _. ;',-' ' ' '.'- ,/,";.';\•..:-_;;·;-;'. ~-~-:·_'-f'. ~~>-.: ·. --
• _'/·, --~· .. :;·:::-,<:_'.~ ., •. ::.:,;,!:", '.'- .- .-:-' .;'-,,. -> ·.· ;_ 

~-.,:':.: ~,~.-·::'~.:·:·--';::: .. ,. --~-:,:,., -,··-.-·-

3. 6. coro1ll.ri_();¡.,_·· ... ·.·•.··.·• .. ··.f· •. • .• ::,·· ,-, ·- ·• .. ·---· ;•',. 

s_hj_C~):,•.c~~~.N~],},),;~.~/~fr}7S.~'.Hª ,·c~~rn~Ü. y .el · .. fun tor 
shj (E). ..;.,.;.¡; E .(se¡{:'·(E). "·:nr preserva exponenciales . . '"'. . '"'.· . :'. ····:.-J .. ,-.•. ·•/ .. ,.· . - . . .· .. . . . 

.··:· .. ··-
_.·'· .• :-<·,,· --' :;· -··. -,-_' 

Demostración .\ .. 

Inmediato•~c 3:4, 3.s'y del hecho de que el folltor 

es pleno. 

3. 7. Lema . · 

... ' 

inclusión. 

il Un sub objeto ~¡~·un objeta que está sep11~a<lo está scpnrudo. 
~-_,· . 

iil. Un sull~lljcto C:e1·rada de tinnguvilla~~ ~11rn ··gavilla,. 

ii.i) si. F es.una gnv:Í.lla y G cstfi sepárndo entoi1ces todo mono' 

morfi·~~~·[:F8 G cs.corrnda.··· 
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Dc111ostr11ción 
' ' 

C.iL'.Sean· T';F'+ Ff d;X' ~X un.111orfis1110 denso donde 

F E sep:(EJ.; Considcirchíos la.'fundói1 hoí1i(d, 1J: llom (X ;F' )...::...+ hom(X' ,F'.); J-: .•. ,,.. •·' ··. '' 

si f,g :x' '.':,• -:> F • .. son cliis iriorfis~os .tares q~c'fd:=¡¡d cnt~rice~.Tfd:=rgd 
pero como l' ~ ~oí;: &í tonélÜiin~·s que, 1f·~ +~: rc'ro T ,es iín ,iiiollomor- · 

'. ,/' . '.·:? ",;.• .. :··::".(\'»:,:·· . ' ., '· 
fismo en. é:onsocuénc.iii \f:'.ir:•· · 

_,_·V ·.·>.~.-.'";'· '.-~>~·-.; >'.·.·,:'. - .--·';--> , o·,:(< 
>/;.''.'.·;- :_;_.:.: .. 

-,-.. ' 

. ' - . ' " . . ,_~ - ,-_ -, .. -. ' ;. 

. e iif sciaI1fT.:f.•S ·: ;·ri:Cerrado clondc ·.F ,e ·~h.:·C~l ·; d; x' ,,__,_,. x · 
.... -.:·:·:::. ,, .• ;,<;,,,-,' . . ' '''-""' :.·.·· .. )·,-:<.··"· ,.·. ',, 

un morfismo denso. r.onsiclercmo:s horn(d,l}:hom(X,F.')' '---:S hom(X' ,F'J;. 

si f: x 1 ~ · 11.• c'{::u~ mo1· fi~mC> urb'itráfici ' ¿111:01lie{ ~xist~ un .único· 

morfismo g:X ·_:,:_~»F .. c¡Uc Íiá~o co,nmtit11tj:~o el ~t1aclrncl~. 

'd l 
.. , . : ·r: . 

·.'X' FI· 

•··I· '[ -·¡ ' ,' 

X -~.-- ... r .. 
g ' 

pero por. el .lema del cuadrado cic'nso cerra.do g se factoriza de mu

ncrn única. a través .de 'r .' Por lol:an¡o F' E sh. (IJ). 
' '·J; - ... 

LiiiJ: ·, sc'a ;::;¡r; ( >.G·L· ~ehaaurái.de F e;1 ó. ·Al ser 

i: F ~···¡r dcn~~>i\~·~11;1":~~í~:~i~n)cxi ~'tei un (111 iconio;·f:ismo r: r' ~ ¡: 
tal que, ri~l F. '~1101'.Ü J~i.d11, i\;i~i pero como. F está separado (por 

(i)) concluimo.s que ir~ 1 · . ·.· .. Por. lo· tanto F és cerrado en. G. ' j1 

1 

¡ 
i 
i 

·! 
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3. 8, Lema 

íl~ es inyectivo r aderntís es una, gavilla. 

Demostraci6n · 

Consideremos el siguiente <liagrmnn 

' '' f 
A ll 

g l 
íl . 

J 

donde :fes un monomorfismo, Al ser j idcmpotente existe un único 

morfismo X: íl ----> íl > tal que íl ¿___,_ íl; 
J 
~ íl = j ílj 

·e f¡'X íl 
-> - j .J 

ya que exe = je =.e· 

Consideremos 

. xe = . . 

f A ,B 

cg l · .. ./~,h 
íl ¿ · ... ' 

Corno íl es inyccti\ro existe un ·mor:fismo h:ll -+ íl tal que 
. . . . . 

hf=eg en conse~uencia xlif=xeg=g .. Por lo.tanto ílj es inyectivo. 
' : . . 

= .1 

~ ·[l; arbitinrio1 ln 
' J ' ' ' ' 

inyectividad 
. ·,·:·,·.··:,;"i '' "\ 

dó n.}O:scgurá la existencia 
,, J ' .• . . ' ' 

tal que hace conmutativo el triángulo. 

·.· .i 
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Lo único que tenemos .. é¡ue d~mostrnr es ,que. ?1 morfi.smo es úni 

. Supongamosque·X·.···~··.X . ... e íl :.. X'~ x' L íl. Consi-co. j ~.. i . '). 

derernos .los ·siguientcs·,product,ós filfracl~s 
--,,··. 

__ ,.. íl. 

· X.t .· J 

: . . ' . . . 

Demostraremos ahora .que el ~undrado 

'. 

es un procluc.to :fibrudo. 
J ,- -' 

En efecto eL cuadrado· es conmutativo· yn que. ex=j. Ahora, .si 

z :A ~/:A L ¡¡, son dos morfismos tales 
. ' .. 'J. .i J ... ·. . ·. · .. · .. 

que el di.agrama 

exterior 



es conmutativo el1tonces·1:~=ey.; xtz=~ey=1y=y. Por lo tanto el cuu-
. - .. ; . ' - ~,'" ' . . . ·-· ' -. 

dra<lo 65 un prodúcto' rÍ.in:ado. 

Podemos afii·~m1:. ~llto1iccis que X )' X2' son cerrados en X . 
. 1,. ,. 

Ahoni xi· n X' =r-2nX• yÚ.qtlÓJos' ¡frocluctos fihrndos 

---+·_,X' A' -·--·X' 

1' . ¡: . 1 
X 

. X 1 ' 

L . p.¡:;· 

el ... J.1''.)'>fcl··· 
·x

2 
· x, 

. ':1 . P. F; J · g. 

son iguales, pcr() x.'.0 x; = X/1f1 =X¡ ya que X¡ = 

en consccuc'nci~ XÍ = x,' y p¿r lo tanto f=g. 

;._.'..-/: 

3.9. Corolario: ·--~-·--.-

Para ~od~ ~bjeto A el~!. íl~ es una gavilla. 
J 

x, y X' = X . 
' 

1 
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3 .. 1Q. Corolario 

sh~l§.l tiene un clus.:j.f:j.cador de subobjetos, a saber,, ílj. 

Demostruci6n . .•. . .·· .. ··•···.·.· .· ·. · .. ·. 

Por el loina 3 .4, .los n1onomorHsmos en .shj~E.lLcgii~ci~lon .con 

los monomorflsriios en·.Jii Pdr lotaÍlto por ci·.1ema:í'.1fiiFY Ciii) 
~ '·.: (,i . - - ' ,. ''\ . - - . ' ' . - . ___ ·.-. .'·'- - ' ', . 

las subgavill.usde \Jnn;gnvi1rri son precisamcnfc s,Üs-;su,bobjotos ce~·· 
rrados y. por ;iá•'pfo~?{rciii;, 2.4 ~stbs Cilti111os. cstáirclns~f~¿ii<li;~ pof· 

.--.--;','\':·"-;--,:.-_;--_.;-,.. . ... ,;.' 

3. 11 • Tcore~a · >_,:} 
·•-:. 

Sea j un~ topologiá c1i §.y considcremcis shj(,!U entonces shj CID· . 
··:··, 

es un topo. " 

Demostrnci6n · ' < · " · · 

Iruncdioia a. ¡1¡11·tir dol 1cmn 3.4, el coroforio 3. 6. y· ol corolnr.i.o 3 .1 O. 
·,"·'·· . 

sJi. cíll ,110.'s6lo es uri, topo sino 
:) ::-: :\. " •. ··.' .. '' . ·.· 

reflexiva d6~e~;1os:sig11i~ntos rosultadós -<--::•- -'-'-··-·-·•.-»''•' ,. " '• 
,._ ;;-_ .. 

probar e.sto:"úÚimo:\. ' 
~:-: '. 

.:,,.',-.::::>'- '· :, 

s. 12. Propósiéi6n. · 

. -.' .... 

que_cs.unn subcutegoria 

citln ·dirigidos paia 

.-- ... _-, 

Sen A un.objeto d6 D. 

lentes: 

Las siguientes •condiciones son cquiva-
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il A estl separ~do, 

ii) Ei morfismo. dipgonal ·A . '6·, A~A e~ un subobj cto cerrado 
. e"; ,' ;- •:. •.; .:•· . .' ,:).>,:~·:·;.' ~ ,,·~~·: •·, . , .• 

iiil. Existe .un. monomorf¡,_srno.A~.G, donae G es.una gavilla. 
'·: -.... ,_,·: .. ::r 

,._,. 

Demostración ' 
. ,. - :. -~-~ _: .·; 

(J) ... (ii) :S~¡)oí1g~~os i;ii'e'A eJtá separado; Sea. 

A· <ro ,,r i>~x~,;~ .S~}'.~aá~;i:¿~ /:·:·:~~:·A~X .. c~mo },' (. 7i existe un 
'-.:_:·,.r·<·~-:·· ... ·_-':< __ ·, ·.-:·:, ... :>_-·:,:_·,.:-··,-. ·_::.;-« 

morfismo f :Á· ~. 'fi.tai que el' triángulo 
.. " " -.. ~.· <'-;.: ... 

es conmutativo; pcro·.~=(.1A'.1A) e11consccucncia (r 0f·,r 1f).p( 1A,1A). 

Como. A· E Sep (!D y ~ es. denso lit f~1ición hom!l (A ;A) ~ horng(Á ,A) 

es inyectiva;· :Ún~lmc1ít~; r 0,f=r 1 f ... r 
0
=r¡i· y por io.'tanto el triá!!. · 

gulo 
. -- ' . -_ "' , . 

. ·.,. ·······* (·J,r>, A •..•. A·.· ..•••••...• 

J Ji (':~ ..•...•... · .·. 
AY"··.·.··· 

es conmutativo. Por lo consiguiente A"'-A ya que 'fi. ~ A. 
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(iil .. (iii) Como & es un subob~eto cerrado, su morfismo 
¡ . . • 

ci1racteristico .f\xA ·~. íl. se fnctorizn a través de. ílj ~ íl; 

ror lo tanto <i1 mortismó· !·l;/\·;·'.: .. nA~º fa¿t~;i.za a través de 

íl1 y por el corólarfo· i;g\¡¡~~s u1;~~avllla;···•· ... ·• 

Liiil .. Cil. Inmediato p~r ,el lmnn 3. 7 Cil, 

3 .13. Lema. 

La cerradura de /\.;Ji._,, J\xl\ es una relación de ·equivalencia. 

Demostración 

Demostraremos que. para todo objeto· X la relnción "' definida 

en homE(X,l\) )' q~e estú dac)Ü po; . , , . 

- . x0 • x¡'. ...... • <·<~,x 1 Í . . ..· . 
(X-.--+ l\).,,;{X '°":-;--':'fl),.sii X< .. ·. :Ax/\ se. factoriza a través 

,, '-·- --- -; - ... _ -·-··.-· ''. ·· .. ··-· 

de A-+ AxA/cs(.~!;~¡'i·'.ftfi..~}.6,11.'Lcl~\e.qu\val~hc{u,., .Para esto veremos 

x 0 "' x 1 si i :co'l.~C'í.úe1i'/01i.l1i{' 5[,;;¿bJeiil':·'<lcll~ º•de x. • que 
.-.-·~:,;-_•_ ... -·-,_:::-/~,;,:-;·Y.'.':-· ".-. <:·;-c.:;:... "' 

.;· ... /_·::.-_<,-·.·;;.',.e;> ; .. ;''• •- • •''·~.,)·' . '_>;······ 

Sean ~ 0 .,x;e.Ji()mE(X;l\)ü'~·bitral"ios;y,sup~ngamos que X 0"' ·x 1 - ' . ··.:--.-·. -_ .. ,_ ... " _:,· .,_,.·,_·:. ' --- -.- '. 

entonces· el. sig11iente ;dingi:;:una es .~on1nutativo~ .· ·~·- -

.·,···vTx· 
X · A 

el 1 P.ll. I i 
X'---+ 

:H 
¡¡ 

: ji] 
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Como A es denso en X1 ~es denso·r por la co~mutatividad del 

diagrama exterior x 0 f. <e 1 coinciden en X1 ; Redpl·oca1~ent~¡ • sUPO!!. . .. _-_. __ .. -· -- - . . . 
gamos que ·x

0
, x

1 
coiriéidcn >011\un suhobJei:o denso X!. de X 1 por lo 

. '. ·-· '·, -.-. ···\ '-_.: _ _;" __ , -. ., ·- .. ,..._.· 

tanto se tiene .Un dirigra~il ·;~orn~\Itntf~~<de la foriiia · 
: ' -- ----. ··-· •: • ; '· - • '. t_-.•. ·.,_' ~ -::/.'_, ;: ·; -;;-·:; : _·; -: • _-.' ., • -. ;-

·-··": ·· · 

· · t1~1fí~~r~1~/ 
··• .. f:::·· 

. ' ._:-__ ,: ;·-._-: ''." .. ·· 

entonces por el lema á6i .. cuad~acl~ ·denso cerrado existe. un único 

morfismo.f:X +A ia1Dqt1eE1'·= (x
0

;x
1
>.' 

3. 14. Proposición· 

Para todo objetó A. el~.§. .ex.lite; un ~p{11101·fismo y un casi mo

nomorfismo .s :A' · ... ·. >sA donde SA 'E Sep; (E.) • ·. 
···.<•· .. ·/·•:.•· .. )· .· 

· .. _ - ·'.' :_·-_-.::_,-.. _-.- '.:'- .-·- '. ¡.· :.:, .. ::,---;,-

·• ,-,>: :;·-.::.:·.· .• ·.:.·.> __ ::::'' <·<·· ,· 
;' \".·e- • ·.:,;":>"-'. ·.::.~ .. 

Demostración· > '. · · • ~· ... :. · \ .... 

",,,::: ~.;.;;:J·;;;;~~;;;~~;~i~i& ~!:~'.~,O,,;,';'::, ::: '1 . 1 º:: 
el coigualador .• d~ ~.P};íi 1); :en~b;Ú:tJs (p/,p

1
). es el par núcleo de 

q, lo cual significa é¡tie ei ~uadrado 
i.: 
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li --· ¿ SA 
( p ~ p J) l l lisA 

Ax A SAxSA 
qxq 

es un producto fibrndo. 

•...•.. ·.· ...•.... ··.··.y;g ···•. e,': h 
. ' - .-._ ··--'•"¡ .. - ·. ·_,.,., - . 

'··.·. p; ;.:· . ' - . '' 

·~:¡F' ,. (p. ,pl) 

(f., f ) "' kcrpair (q). 
o l -. . • . 

(A,q) ~ Coequ 

. . ' . . .· 
- - .' : _ .. _ . . . ' 

. ' -.. -- :· __ · -'-·' -' . . 
' ·. . . . ' . . 

Ahora qxq es 11n epimorfEm~ y~ que qlo es Y. ( p
0 

,p
1
l es un 

: .·,, ;-_,_ . :·· - . '. ·, ... 
· monomorfismo cerrado. por const.rucci6n; en consecuencia 

8SA = (q>< q)~1 (( P,·., p
1
l ) \'ls .ceJ:r~do, ~a· que .,··. 

. .. - . . . -. -- " - . ' - - ' . ~ . 

---.-.·.-.:;_:·,·.,,-~.'.\',;{-:;;\.~.:·~:<~-::,···:.-~<:::-:: __ - _·-... · .. 
(q><q)"1C< p 0 ',p

1
>). ='.8si\=cc~xq)·1 qp 0 ;p)J = ~SA' Por la proposición 3.12 

SA está sepai¿c1c];!• 'jf ;,•· ... · .. •. . 
··-::.-: -. ·,--:':-··.:-, ---' 

· Noten1o;i·que tocl() épi;nol-fisnió es un casi epin1orfismo. · . 
• • e,· ... · .. ;:-:,¡.>::;·:};;';·~;.· 

... _-, 

' . . ' -- ' - -,' ~ ' - -
. - .. ·-·- ·,,,. _. 

3. 15, Propos1c1011. • 
. . - : . . . ' 

l'~ra todo objeto S E Sep >(E) existe un 111orfismo denso 
J - . . 

S>--> F donde F E sh.'(E), . . J -



Demostración 

Como s. estti s~pnrado í•l:s'··~ n5 se fnctorizn ¡¡ trnvés de 
,'. -, . 

íl~. Por el ccin1la~:i~. 3'.g>¡¡J ~.s una g~vil ln. Sen S ln cenndura 

de· {•l:5.. · ·· ;~~r~·?.,~;·:~;¡/f,~¡~~/~::7S\t/..• ~os una g,avilla y s os, de!! 

so en s, esto Plué~n·)~ Pr~posii:ión'/\ , ., 
.. •. -~--.:,·.:.;;::;·\·::. -1!'.-:»- :,· .. ¡·,,,·¡'.,'t'• ., )\·.";,_·, 

.. _. ·.: : : :';;c},;;;.·!,¡\·i.:iT .. ·"•-.>.:;; .•~·-...•. _-, ___ .,·_.,· 
Con estos ;úliimosc'rcsÜltacfos podemos probar lu Íiroi1asición 

. -... , t:-:,·,.:;.~:/{'f:,'·'.\~-~~--~·/;::.;~{-,,,::~;H:~- -';-:, .,:-- -· · -- -"=--' .. --. - · 

. s iguieht.·e_. :'-- .-;:,-._.;::·:->)\~'.~')?~.::-~:-·-r?:,-- º~/;{'/--:-; · »/:r:--:;.-'- ;·L 

:.:',,.-·;;;~:i.i::'<·'-~::/¡( ~r,: ~t~·: >>:~".' :: !,:-- ::(.-- :, 
. --:~~-.;·;~-~:\:·. ·-~;:.·.-· ;~:::: "''' _;··-:-::.:~.::e·.-::::. _-.~·-:,:•,. ·. --,>,-·.-,,,: 

3 .16. Propasidi6n:~ ;;? .( · · · · 
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r 
.Í\ A ,.SA 

f l ///,[ .·. 
F"" . . 

hom¡¡(r11 , 1) 
ya que la función homE(l:lií,F) homll(A,F). es biyectiva. 

Claramente f es única. 

Podemos resumir nuestros últimos resultados con el siguiente 

teorema. 

3, 1 7 • Teorenia · 

shj (E_) es una sub·categoria reflexiva de E_; el fu;1tor reflex~.ón 

. R:E_ -> shj (E.) es exacto izquierdo y. shj (!?.) es un t?Pº donde ílj .. 

es el clasificador de sufiobjetos. 

llernostrnci6n . - ·- . _::-.. __ -: . _; -:. ' - :. . ' '., . ·- . ·l 

Lo único que tenemos que probn1: es que R es exacto izq~ierclo; 

es exacto izquierdo. 

gorías. 

Consideremos\ ei ~lgui~ni:c diagrmria de cate
~- <·.'; ': 

- Re;:. 
sh.(E) ... ·. ll_ •· .. 

• J ->.·.l: i.; -J·····p··.· 
.·.<Pi~ .. 

. · ... 'E(E-1) 

'1 
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Como rA:A >iRA es bidcnso y nat.ural en A entonces PiR~P. 

Si podemos probai· que· Pi es una equf\raÍcncia de categorías 1 la 

exactitud izquierda ·de R se• seguirá d~ ia ;exactiiud•izqtJierda de 
'' . " - i' -, ... ' . . --· ' ' . 

P. Para probar esto· constrGiremos i.ui. inV.erso ele Pi .• 

: f-11-• R C~)R Cs) "1 . s E E 

. ' ., . 

R(sl es invertiblé ya que· R mallcÜi: .morfismos biclensos en 
·- -... -, :·. '~ ·<·--. . . ; .. 

isomorfismos.· Este í1lti1nCl res~ltaclCl es inmediato si se toma en 

f X --''--y. f E. E 

F E sh. (E) 
J .... 

. , .... -, .-.,·, ·'·,:¡ '(. 

. -. . . .. -· ,·;.:\~: --.k-·:~:',·.··- .-, ... -,"; ,-, ... 
hom(Rf, 1) ·es una biyecci6n ya qUe Xás tres ftinciones que aparecen 

:. '----,-- ·1·':; '"• 

en el diagrama lo son .•. El. restil~túlo·. se sigue. si hacemos F=llX y 

después F=RY. 



Demostraremos uhora que H definido nsi es un funtor. 

Hxiste un diagrama conmutativo de· la forma 

V g • U 

t l .¡ 0 2 

T --:p-+Y. 
l 

t E ¡; 

R(f
2
g) R(o 1t) ~ 1 .;, ,R(fiJRCg)Il(~}rJ- 1 , ~ R(f 2 )R(o2 }~ 1R(f 1)R(t) R(o 1;)-

1 = ('') 
-,.,:.: ..... '_-- ~ ;:,.-.-... '; . . : _.,--

(~) = Il(fiJfCcr2Jc 1 , R(f1)R(o1 JS1 · · · 

. <··:. :·--: ::··:_···:.'.':.:',-·:'.\ ;,::::¡', .· 

• • 11 es w1 fJntb~ 
Demostraremos ah~rnquc H(Pil'.:'. \h. (g) 

J 

82 



!IPHAJ ,__, llA = R/\ = A 

• . . 

/\ B 

~>l/f 17 R(f)R(1A)-
1 

= 
.. A .. 

ll(Pi) \,.1, •.·• .• 
. _. , shj(.!l) 
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R (f) = f 

Por ~1 tim,?'.(Pi)l.f ~ 1 110;~1) .. ·· Construiremos una transformaci6n 

nntu.ral .. p: (~:i)J1 .. , .' ,, g(¡;~l) 
.:.:;'. ____ --.. >:-, _, .·-:.' 

(Pi)H(A)'~ yi.RA'"' RA '' ' 
'/·~.· : _-. :::.: 

PA: A • ~; 'ls~'ul que 
·. -: ;' .,.,_ p/\= .. C1A,rA).donde •. rAes la rciflexi6n 

de A. Afir~a\ncis qúb ·~ ~s una t~ansfo1:;~;·~i6n nntÚ'ri;r. l1n cf~cto, 
si (s;f) :A~.~·, ··~~· u;1 g(i:~ 1)-morf¿·mo entonces do~ea~os clcimos.- .· 

-, '>.:-~:-·· ... ,-;'"·,;_·;_-·~ .. - ·--,_· .,. __ ,_ 

trar ,que el." cuadrado< ",· .. , - . '··-" .. _,, .,, ·-~· . "' <~ :-.:-. -;-. 
,ci.·".;rA)· ·.·· .... ·. 

A-----> rfa•<< 

(s,f)J.. • "'" fi r)ncs,f) = 

A·' RJ\' . 

·· .. ;_ 

l'i(R(f)R(s).~ 1) 
.. ·.-, .. ¡' 

= (1,R(:f)ll(s)" 1 ) 

(1,fA•l. 

es conmutativo;· 

Consideremos pTimeTo 



Como el cuadrado 

A r nA 

· 1... A ;1 . 1 

A -:--r- RA 
. , A. 

es conmutativo entonces.· 

r111cs,f) (1,rA) = (Í ,RfR(s)- 1 r/\) 

Por.otro lado 

1 , 
entonces (1 ,r A•)\s ,f) =. (s,r/\, f) 

,-;- --. . , 

84 

e f --->A' 

1 l 1 

c f 1 A' 

Demostraremos ~)1ora que (s,rA 1f) (l,llfR(s)- 1 r/\). Como el 

triflngulo • 
r . 

_/\ _ _,HA 

R/\' 

/ 

. ' ' .' 

.1 z=ll(f) 
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es conmutativo entonces rA 1f ? RfrA. Anfllognmente l!(s)rc = rAs· y 

R:frc = rA,L El diagrnma 

•' -. :.···,_-. 

es conmutativo\~~V~s.'.e.E,y.R(f)R(s)-1rAs = R(f)R(s)R{s)- 1 rc= rA,f 
... ';: 

.-, .· '.: .· -':. - ' 

Por último.clcmbst/~remos quC{l,rA).es un isomorfismo. Consi-

deremos 

·v,~v,~ 
A · ·•. RA. · ·· · .· · A 

entonces como el diagramo · 

A A 

. 1 l l rA 

A 
.. rA 

' RA 

es conmutativo entonces.(r11 ,1A)(1A,rA) = (1 11 ,lA) 

Ahora, el dingrmna · 



D 
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es .tal que el cuadrado 

A l A 

'l i' .• 1 1 

' A .A .. . 1 .. . . . 
" 

es conrnutaúvo; por fo .. tAn~~.Li,\,r1JcrA,1A)=('rA,rA)"'(1R/\' lR/\). Por 
- ..... -._·_,, '·J;. ___ ,_ " "' . -··. ,- ' . ' - . • 

lo tanto PA es Ull isornorfism.o }"el tcormna está probado. 
'·<;/,-/ ,-, 

3.18. Corolar"i.o\ 

: Para todo objeto. X d.e 1ª_ el 1Ílcirfi:smo universal X --- RX es 

bidenso. · 

3.19. Pro;o~id~n. 
Sea x;~Tª ; X tin.monornorfismo en' n_. Entonces R(<J) es un iso 

rnorfisrno·sii aes denso, 

: • -- ·:. _: ·_ > .,; • -

Demostración · ,, .. 
·En lá clcmostraCió~ del ~eorcrnn 3.:17 se probó que si a era bi-

.,,.,. .• ,--:·'..»'.'. '" .;··:-;;' :' . - '·- . . 

:~:~::!:m11f ij~ffi~~~~l}~~~~·f i~;;'.f i;irí¡~;:::~~:::::::: 
. ,.-, , _ _._ _,.,_\" ·--: ;; --.. <-'-;' . .-. .-. ·,;,;., .,.-· ·, -'· ·_.-¿. ,_. 

En efecto cons idcrérnos ~l diagl.·alnn siguiente: .·,·· 

.,. 
:- ~ 

. 
'',·, 
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Por lo. tnnto. éxi~É~ .Un.,úni~o inorfts.mo s =R(cr) tnl que 

Existe un únicon1~rfismok:Rx 1 ·--.. F'tal que krx 1=h y por 

lo tanto h~krx, =kRCcr)1·kcr ;,f.~~:. 'ir se fact~riZn'a · trrivés ·.de cr • 

1:a afirmac16n.~s···¿iert~ 'cn,p.~1;~idu,iXr; pri1·n la gavilla. ílj.; · 

entonces .todo subobj'ctÓ<cerrdclo;;~1~·~¡ csia,.'irltei;sccci6Ú .de X' con 

un únito. súbolij6t:li'.'~~~;t;d6(ideX.·,'.•.{ ··.··,·.· < )· .. .. 
. ·, " ~·.-_ í ·~ ··' . -.-. >"·':' : 

Si ·x11 'k'·· ''.~~s;~~.subo_bjeto ~errado ·de X entonces la in-

tcrsecci6n 

X"' r X' 

1 1 cr 

x11 -¡z--> X 
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es cerrado en X' ya que l"=o.- 1 (k) .... r=cr.- 1 

Recíprocomentc, seo X''· •f X' un sub8bj eto cerrado de .X 1 
,;-·_ 

entonces existe una :'factorización ele Xr¡, de la siguiente ·forma: 

. ' . . 

Por lo tanto ; ·se factor iza a tiavés de o; i, e., r=xo. Con-

sideremos el produC:tofibrado 

·X" ' ---.. X 

l X 
P.F. ·n. 

(e 
---+ ¡¡ 

t 

Como el morfÍ.smo característico de. X"' se foctori.za a través 

de ~X' 1 ' es cerrado, pero ~f.consideramos el producto fibrado de 

X" r y .X 1 obtenemos 
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X11 --: .. X' 

1 P,F, 1 cr 
·~ 
X111 --->· X 

P,F. 

__ ..,. íl 

ya que excr = cr = xtfi •. · 

. . l 
Como el subobjcto X'. _ X' es lu intorsocci6n de X 1 con. 

X X· o bien con X' ·-.-·L. X entonces debemos de tener que· 

Ci'.!>1x; i,o.,cr·esdenso: 

3. 20. Cor~lrirl.o. 

Sea f:X -/Y cualquier 11-morfismo. Entonces R(E) es un 

isomorfismo crci~p~c~i~llm~nte, J~ollomor.fisíno¡ ópimoi:fismo) sú· f 
es bidenso Crcspcictivmrierit~ casi mcino~orfismo, · ca~Í. eplmorfismo). 

,._, 

ncmostraci.6n · .- ' • -- ~- _.: -~ • ó -

Sea f: X.·_:_.;_.-->.~· ¡: Mor[!D .· arl1it1·ario, con~idercm~~el diagra-

ma 
R.:a X .f.y· 

·r\h)\J. 
X Q 

donde (a, h) es el par-nlicleo do f y 

q es .el coigualador de (ajb) 
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Si R(f) es un epimorfismo entonces R(i) es un isomorfismo, 
. . 

por la proposición 3,19 i~es denso,. RecípT~cnmente si R(i). es 

un isomorfismoentonces~R(f) os unepi1norfismo;·. 

. ' - ·- .. ··,';' :.·:·_:"-- -- . :'.: ._ < 
Si .. t .es denso entonces R[a) = R(bJ; por fo tarito RC,c¡) es un 

isomorfism~ en .consecucn~iri R(f) ;~s u11 mono;nor~i~;no: .·.Si R(f) es 

un monomorfismo entonces L(a) = J;(b) y r~r lo~tant,o L(T) es un is.!!_ 

morfismo. 
., - . 

3.21. Proposición . 

. La composición shj()Ü .···. F E. 1' .§.(E- 1 ) cs·u~a ¿quivalen-
,, 

cia de categor~as. 

El sigu¡~rÍte·i~sui~ddo nos servirá de mucho cüando se pruebe 
. ' : .'· .. :.,·,-' __ , .... ',,;,'.'.;-~'.;'·(-;' ·; . ·' :;.-: 

el teorcinn ·. dc/i:ili:tó;tz'.¿C:{6n ]1urii moffis1ri()~ gcióm~tricos . 

.. · ·' .......• L'·<<h~t;:¡;~f~'.[i~i;;~·; ;.f;.;) ( . 
3. 22. Teorema' :CLnwvere'~TierncyJ · .>i•'; 

-:- ~- <: · -. __ : · .... ~_--:~_:·:~·E ><ái-_, :~·;,,\; i'.ti~~:z~:~::>-~:~-r. ~ii;_:~ --;·~: :J:~-: :-;A>, _: ,~~e~L- ·:(,: ':·'. ;/; ·:_ 
Sean F ~·E un';morf1smo geometr1co, j ,1im1:to¡iolpgin ·en !!_.: 

. · · . -.-- .: ._ ... _ ~-:.-~:·:t::::-.::_<:·_::~: .. ~:: :-_ :,_:'.:~:-~·'.:~: .. :·;-_:/: ;.'. ~·: -'·l ~·-:;·::S~·;:· .. ·'.;:. :r:: ;.;:~ :_ ·:;.: ~·: .. :., ~:; .. : .. -:·_:.::· .. > ·::_:; ... ,:·, 
Las siguientes ,c;óndicim1es:;soi_1';éC¡UivaTen.tcs .. ·· • ,~.ce.·. 

i) . •• Exi~i~ :~hi inf +·~':{:~n!J~J ¡~j~é·~~::.~.:.;·c·.: ..•. º.' •. ~.·.~.·.~··.·.-.r.·.·.:.;.; .••.•..•. '.,;'..~g.: .• ·.; .•....•..•. '..J·!.:.;:····~.·.•.s ..•. :.··.~1j, CAJ ta 1 . que . 
. . ·;~->:. " , ·,· '"· .. :·:_:;,"·.';~?:~:~.·~~~;~)~F.'.:: .. '; .... __ .. ,._ ... : ig·~.:·.~:<,·r .. -,., -·:.:'._-_; ..... { _, .,"... _ .. _ .. "._ ... -·;- , _ . _ ._, __ . .-:,':·.-'.t·.::· 

ii) f* .. ma'n{la fo;1·~··1n6i:~j.1;11~··J<l;i;;~~~~~~~·.~,\' ls~morfismo . 
. ----·-·.' :.·.··_.\:-.·.~.-.~ .. :';:·,··:-::.: .:;:.::· );.·-.'; ;·~·:~>-'-: ';'.·.':· .. :·,· ~::,:.:; .. :_~:.·-.:'.·:, .-_-: ..... >;·-;.:·_-:-. _·::.\~_:::·: , .. '; ·: - ~- .:- ·.-· : . ' . . 

iii) f* manda toclos •10.s'' morfisnio.s'<j ~densos .en• isomorfismos. 

iv) f*(l . t1 < JJ é:is un isomorfismo .. 
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v) Para todo-objeto Y de !:_ 1 f*(_)') es una j-garilla. 

Demostración 

(i) .. ( i i) Rs inmedibto a ~artir del corolafio y por que 

f* "' g*i* 

(ii) • [iii)' . Inmediato:. 

(iii) => (iv) InmbdfotCJ •ya que 1 di J es denso (J = T) 

,' ·'.<:"-,o·-;" ,:-~:_:;:\:.::·:·::~.-:~- · •.. 

(iv)~(ilÍ)f .• ;.sea .. g:A>---.. X uri.morfismo denso arbitrario· 

a ._la 'iJro'i~~i-~; j-::}·:·Po:r\o tonto ~1 morfismo cnracterísti" 
•, ··.·· 

respecto . . ~· 

co Xg se facto1;iza a•tl'ílvós de J ·--~-..:.-. > íl en consecuencia el siguic!!_ . :.¡ 

te diagrama · .t • 

A X 

l p. J1. l 'h 

1 , d ' J. 

l P,, F. J t 

1 ¡¡ 

es un producto fibra do.· Por. l6 tun1:ó el _cuadrado 
• ··: > 
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es un, producto fibrnd,o pero por' (,iv), f*d, es un isomorfismo, en 

consecuencia f*g, es\m isornorfÍ.snl~, ,, 

(iii); .. '(~)) .• ,. Cohsi~e~emos n :1··•·.,·~ f,1f* y E! f*f * .-'---" 1. 

Supongamos ~uc t~~~~º~,. / 
. ··,. 

X'', a .. . I º · 
f" (Y) 

X 
. . . . -- ' . 

donde .o es· denso. Ti·nnsponi end,o ob tonemos. 

f*X' " •· --"-->'Y. 

· ~· 1 · f* ca)· 
r•x 1 

. - .. -.,, 

y et se factorizn do, manchi únlcu a trnvés do f* (o). Por lo tnnc 

to ' . ,• -. 

. 1~r* (~J =e ,f*.Cctl ,,·'.· 
•. ·,,., ~ ·.' '.'·'' 

··. f· (l.1 f·*. :o .. ),' ~·. f ·.~. f f*ct , * " . *wr.*·: .. 
_,.-- .. _---. '·.' ,-;· 

Como los cuadrados iguÍcritcs; • 
-,--.,_•- _. ~'-' 

, nx 1 . , ·• · 
X' --~ f;.,:f*X' 

'·.·, . .[ f•f*o 

""'"n-" :f * f ''X ,· 
X . 
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son conmutativos entonces 

y además 

Por lo tanto. a. se Jnctoriza de manera (1riica a· través .de a. 

(V) => ( i)) DadÓ Cyl, se :ti~íi'e · clarmncntc .un funtor (único) 
. ,,, 

g* ta1 que i,.g~ ~·· L >' ro<lkmcis c16ri.11tr g';' ¿oínéi<)ll. C:amposiciónde. 
:,- .·· 

f* e i* ya que tenémos biyecciones :naturales 

o - ,,. •' 

. ' g"F :~·Y' 

¡ 
• 

. ·. . ·, 

para FE Shj C!D '·Y E.!:_. J\d~mús, el.isomorfismo i*g* :l!. f,~ determi-

na g* (y por lo 1:an~o g~)· sÚvo ismllÓrfismos canónicos ya que i* 

es pleno y fiel. 
, ". 

1 
J 

Topologías .Iridüc.idfis/ ·· 

l 
·' 

Sea ¡¡ = CT;n ;µj ~na mónada. exacta izquierda definida en E. 
~- :_;· _._·_' . . . ' : '.. 

Definimos un morfislno 



como la composici6n 

íl 

4,1, Proposici6n 

j;íl n· 

XTrt1 n -u.>..¡. n 
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t = 1 --"--+ íl 

. : . ·. . 
' El morfismo j ~efine uni topologla en !!_, que· en términos de 

operaciones cerradura a.·.Un •SUlfobjeto X',~ X 1~ asocia el mor-· 

" fismo superior que aparece. en, el producto·. fibrado 

·= x•,.---> X· 

L P.F:¡ ~X ••• (1) 

. TX •,-··-.. -. -· • TX .' 

Llammnos n este toi1ol ogín,. la topología inducich1 por T. 

Demostraci6n 
' ' 

Probaremos ,primero que el morfismo j :íl ---> íl clasifica 

ln operaci6n cnl\;(X).como en (1). ~ Scn·x:x•·, .'>X un·subobjcto 
. ' - . - '-->-- .. -. ~-- ----

de X y consideremos T: X --- íl el' 1Í1or fismo CÍI racterís tic o ele X. 

El morfismo 

X 

es igual a 

X TX T(i) 'I"' . X'l'(t) .. -~~-.!l 
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. Para ver que subobJe.to de X clnsifica tomaremos los siguien

tes ¡1roductos f.ibrados, · · 
.. -- .;- -,..'.rx_-,;·-.. __ -,: -1 

X' -X.¡ X . . .. TX' .~) TX 
T(t) 

··.'1'(1)'-··-)Tíl. · .. X'-.->X 

1. P.r. J~ bft~i,if·)'sr·ib\ 
-t-.n.·· .··.·.> .:rc1)· Ttt) T~ o· 

·;,' ,·- ·,' ': .. ·-!:' -~:'~'.·, •. -: ._z:,·_:_,:'i ::; .'.-¡,;: ·l .- ., . 

>l P.l'· lXT(t)l P.F. lnx . 
. ·•·· .. •• 1·; • , t n· .. ····· !·TXº -T-(X-) TX , 

-;·.·,-:- .. ¿-:-·· ... ' "' -

Notémos'ri'i1riJ~~.~ue X' { x'! · enP~(X) ... En ef~cto, 
natural. enfohce~ e~'~'.i.niralTI(l'. 

como n es 
<'·• _;· ._.-._;_· __ " 

Ahora bien, probar que X'.~ X' es equivalente a probar que 

jj = j. Notemos primero'que iii11H¡t1~ el éúndrado conmutativo. 

íl ~E._ Tll 

t• ·tf ··lT(t) . 

. 1. . T( 1) 
. "' 

. . 

no es en general un j11·odu~to fi.hrndo, T. aplicado n este último 

es un producto fibr~d~ 'yaqu~ T(~¡¡) es un· mollomorfismo (de. hecho 
. ~--"~ '.'· ·.: ;.·. -- --, : --_ . -

es una secci6n si: consideramos:µ¡¡)· . Ahora, consideremos jj 
; -- ,· '.'e 

. ·-··-:; .. ··;·: ,- -
;. 

j j = XT(t) ~¡¡X;rCt)li¡Í .. 

= Xi(t)'l'(XT(i¡)T(n~ln¡¡. 
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Veremos qu~ subob,eto.clasifica consideiando los siguientes 

productos fibrados. 

T( 1) 

l 
1 

•t .. ; T(t) ; 

T(l) 

·· t 
T(t)· 

. . >· .. 11~ .•.•. T. n. ·. · .••.. 
. . < íl .. 

T2 (1) . . >' T2íl 
T2 (t) 

y finalmente 

/\ íl 

l P.F. r n¡¡ 

T(I) 'J'(t). >Tíl 

pero esto es lo que so obtiene al iomar el· producto fibrado de j 

con t . 
r 

·11. >íl 

l ... p. F •.. l n¡¡ 

T(1) -.1:(t) ) T.n. . 

. i ···. P.F •. l X'f(t) 

1 t íl 

Por Jo tanto, por la unicidad de 16s morfismos cnracter1sti-

ces jj = j. 

'.1 

,, 
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Como T es exacto izquierdo 1dados f: X l >---> X y_ g ;X"))--->' X 

dos subobjetos se tiene un prodÜcto,:fiÍn;ado de _ln forma 

por 

'X" >X_· 
g 

Entonces el 'diagrama exterior 

. kr 

x\•n x::-~· 1 

... . . . 

'•,,, . •_ _> . .. T(x) " . 

ks '., T(X' nx")- . > TX' 

. 'T(y) J . .· t· T(f) 

·•·1xu -.~_;::;->_T __ X 
. l lgl 

ii 
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E~. comnutativo, por lo tnnto existe un .único morfismo r q.ue 

hace conmutativos 1os triángulos cor~es¡iondiontes, Con osl:c mor-

'·' 

l'or · · 

es un producto fihrado •.. · Considérnmos, por .último, el diagrama 

siguiente: 

Ir 
x• n X"-- 1 

· 

\
' ---......, . 

. · ·\U .~· 

r '. \, n X'' · ~ x 
'-.......1 P.F. ! · nx 
T(X.1 n. X") 1 TX T( fx) . 

. ,--f 

entonces claramente el clingrmlla.:exl:el'i_or e.s conmutativo y por lo 

consiguielli:e.exi.steun o.i1Kc~:·d9~~f:is1n~Ú:x 1 n X'' X' n X" que 
. - - ·'- .· ,'::-:·..-;,~-:,:~.-'.·'-"".··---:::~-~~·,;'º.--~-_,. __ .., __ -_·_-__ -.)':·::;::· -- - ._,-;' -- .-:_·_·-:. 

hace conmutativo •los. tdáii'gufo's'"corrospondicntes, ·.·. Esto . termino 
. > ':-_ :_' __ ::-- .. ':-.... _-.·::_ ':·,~;-;'. '."_'·:_~·:; _ «":'.f/}"~:; ';,~~}f)y;·;:'.~-~:~::·.\'.:~f·::./',· :'.!~~~_-::-J.¡,;'-/_~·::.<::_':;(. -; ,·_: .,'. : . :: -', .. 

1 n dc1no, s tro '¡i~1\j~}~íf if 11~·~·~·~-~j·:~~2.~\:~·~~:(¡.·~ .. •\' .. ·. •···•··. 
Sen; 11=(1',n ;1Í)~1i'ria.'monni:la':iliélc1Í1p6ténto. cn .unn categoría /1 

i'' 

"· 

~·¡ 

.. i 

·_ -~ 

' ._. ·. ·::-- .:,.:_:·.~-~· .. :•.;>.•:',-,." ;::,~:i_'.:.-;'"·i·?-;'.-).~.:~:[[~_::0.1/~f}.:\~;·~~!.t~!J;;:_:)\~\t:~•:.·}i:-;.:.'./::\::-,' , - .:',..-.: __ .-. ·-' . - . 
(.que 11 seo ideiripotcnte;;eqúi_val(l,·a;:decii' que., ÍJ es un isomorfismo·· .·· · : > >·.¡·:- ·:·-,_::i.--··:·:-)--;·:-;}A.,:·-.-·:\·,_(;J;~~f::·::~·-:¡t~;¿_~:_:;'.;){;::·:;~--~~:~!':~7~\'~t?~V<':?->\·~s:· __ _. __ ;--.:F>J:':·_:·.. /:.:-.:· .... _;·. --_. _ ·. <.' .. - -· . : 
pní·a toda,,fl'IS Q (~}r; /clemC,stríli;cmos;:qüe¿~11 es (ispn101:ft1 a una monada . 
' ''' ·.;•_i,.;.:_·: ,''.'.? '; __ ··_'.·':•,-<·::-:_<:_.!:; n}'·~.'·:.</\.y:',;)::: ~;',¡.:;.:_-.~-,'.~·,::'[\~_·:·>t.:'.::/;'';('::'_-._,.·~,,,,?_·:··. ·• ... :), :.··--_.' ·:.':~;. ,·;·_ , - _ ' , 
definida p~; ~i1~'·;~b'~;;t.6gó\j(i.i!'é'f:i.;;xiva· E!'. ele ll (tomando como. en-· 

-: . _·, '·. -:· ;_ ::-_:-':;':_, :; ·.:<~;-: ·-< .. :«:: :-_ '>.~ ::;._:~:· .. <~:,_-~:-::;··:;.'. .-:·-.y~·:._c_;:::·:'._.--:- ·.- :''.--::; ~)'.'.' ~_;::-,: \-_, ; __ '.:_· .. :-~·: ! .' --.\: --" . -.-· , 

dofuntor. a la reflexión seguida ;por la .inclusi6n) donde ]),' . es lu 

sub ca togada plcnn tic !i' <lctonni n11úa por :ic¡uolfos !).-ohj o tos A pu ru 
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los cuales 11/\ es un isomorfismo, 

En efocto, consideremos :la 'subcategoría', ))_',di;· ·Jl. [~lena) .. con 

la propiedad menéicinada/~i·ribri\; Si Á E.O(~) 'co1/sicle;a~os 
- ; . ·.• '.<-~:-;~::-,:--':· ... , .. , ' ':' ¡. . ' . ,.. ··;; .. -· -._-· .. :,; '·_ 

mo. 
TA,, :r~ E 1ú\ j~ .:Nf ~~µ~füs· zi·.,\,~6 '':.~.:¡..~,s)f ;",~;.~·~.()~º r f is -

Si f:A ---'>·ll e~;Uri mor.f1smo ... arb.1tranoicuyodom1n10 perte.~·· 
nece a· ll' .ento~ccs coni6 Ji ~{;1;J;l~;j~:T~f:~iR~1i~6· ;: ''.'.<··•· ,, ..... . 

-:·.::.:> ,..:~~· _'f:r·- .'-· · _;·-~n·: _·:· · :.· ... :·.:·-'···_. _ ··.:-:-~;: __ , ... 
• :;:· 11x .s• .. :•.··· • ······· ······· 

f r•-.· .. --... _;_;,~>""'•·\~rA .. :'['f···· 
E-~-~ 'l'E::-

··,·.· na .. ·. 

cs•conmutativo, ei tridngulo 

r . 
A . A . TA 

.fti~ 
ll .... ., r: Tf 

también lo es. Ahora g• dc'fine una monadn como sigue: (T,ii ,"iiJ don-

de: 'f = E . R . Il' { > h -····--. '--· 

11A=.11A > v 1(e ocjü 
µA= .. ¡1 , . ·'· •!.>. '·, :. ..•. ·•:, 

.. A ....... "' .. , 

Claramente (T'rí'iJ) 'es i'Son1orfa. a (f,ii ¡jj) -.--:/ _, . - -~:·, .,.,: .. ' 

Supongamos"~~º~~ :q:~ ;é= 
0

(T,Íl; µ)es li1rn mónada idempotente, 
';', : .; ' - . 

exacta izquie1;dci Jofi1;icla.ri;1 g, s6n j l n topologín inducida por 1T 

y sea g,• la subcategoría r~Ílexiva asociada a 11 como en el párrafo.· 
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anterior. Entonces se puede probar la siguiente proposición. 

4.2. Pro~osici6n~ 

Las subcafegoríaS Sh: (E) .y )i' de B son· iguales. En pa~ticu~ 
lar, toda s~~[~Qegori~ re~l:xiv.a de )i :Jy~ fÚntor i·cflexió11 sen . 

exacto . i~qÚi~ra~'. ~~ ·E~ ~ategoría~ de gavillas í1~rá i:icrtn topo login 

j defin.idl{.:>~~~·;:j.É·'~ ·!:.'>'.·:·;: ,_ . -· 

. •, ".>··.>', 

Demostra~i~~ ;:' , ·' •• 

ProbarérniC>s' primc'ro .c1Úe'.A está separado siL H¡\ es un monomor-

fi'smo. Su¡rn~~mnos C\uc>Á está, ~cpárado, por lo tanto A :A >-'-> Ax A' 

es cerrado e11 11(c¡\xA) lo·ci1al i~rlica que en el siguiente diagrama 

conmutati\io· el. du~tl;.;do<.t? · < · ;, 

·.<·:-:.·<::: .,,., .' •''· .,,,--. -
' ,' . _, .... ¡·.. - ·: ;-,- . 
. ·.·. b .. ·A·. ·•· .. ·.'."' , • ..... ·• 

,.,,. ·-·,'·· 
A · .. (Ai<A :/.• ·, J. P.p.'.>··~'1i!;~~A ·.nAx nA. 

. . . (2) 

· TA · .. Tt; ' T(J\.xA} !i. . •. 

·.·x_23{l'A 

/;;fA . . . . . 

;! 

es un producto fibrnclo CC>mó eFmorfismo can6nico'li :T(AxA) -1 TA><TA
0 

es un isomorfis~1d •ef.
0

c~ric1;ado exterior es un producto fibrado y en 
,.... ____ .·. ·; ·:,.<·<·: "'.} .. :._,..~;:, ·.· .. ::...' · . . :~ ... ·_ ·. 

~9nsecuenc1a nA es• un monomorhsmo ya. que s:i f,g son dos. morfismos 
~ - ,· ' ._ - . •, ', :' ' .. ' . _. . ' ' 

tales que ·fil A= gnA ·entonces el diagrama 

,, 
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. . " " 

-~-.·TAxTA 6TA 

es conmutativo y por 10 tunto f. =.g, 
. . ' -·:- "-:: 

1o1 

· Recípro.énmcíÚ~·; ~i. n <¿s.' un monomorfismo entonces el ·.diágra-. ,,• ' 

:: :::::::\~;l1[[~s~~~:f ~li~f~,~~ ;¡:t: :;:, ~: ;;;.;:,:~ ::,::~ 
rrado y J\. está···.separado/•;;e·/•'•;:>': . ·:· .... ·, ... 'r':·· ·,. · .. · .. -· 

,,,.··.~¡rti~~f ~~lll~~~ii~~;~K!iJ~:~·¿~~~;~;~:¡¡:~. 
1110 nrbi trario ,.y; y iY./ ; .· ?;x '.i.m )i1orf isrno dcns'o ;:/debe'nios · ¡irabii r .. tjuo. . . 

·: . · , .--, , :··::· --<-~ ·; :···:._;:; ;; ,_: ,-:.~--< :'/t;:--ú:;_-: __ :_-__ ');\,:~~,,. .. :/i?:-~,-;_~:-/.<~-.i,:_'./·i1:~-~>::~;-J,:t::->:: ~-;r';~ · __ -:·::.;;·t/-:'·+·-·;-'_:_,::-,~·.--,._;:'.;_~»<·t·:·_:· .... ~:. -- . __ ·- _ -
f se. extiende 'a y.·· Ahora-.bfen;-:conid.dércmos:ef siguiente· producto. 

':··\· ., - ·:>;_: '.'.; ' .· .'-: :':·._·;. - ' ' 
f

. d . .,.·, ...• , ... •:.. . ··' 1bra o : ·:-.·; ,:;,¡.: , .... · .,., 

n .. 
y 

... 
Consideremos el siguiente morfisÍno 

- 1 

X_.,. 4 rv'..IL> .TA~) A 
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entonces n//Tfhy = 11f..'T,fny = nf. 1tii\f .= f. La unicidad se si¡¡ue 

inmediatamente ya que J\ cistn separ~do. 

Note~os quÓ tod~ objef; de 1~;f;rní~ T(Xl:~s 'una'.gavUiá ya· .. · 

que ºTx .•. es····· un7;iÍ;º.''.\,~·~~;:,i'.~)J1S~q1~í'··~~.~~:s6, :,lª~.i·~~¡:1'1;;~{f 11,c~a).·. •'''~oc í~.1;¿_ . 
cmnen te' sea J\; Liila :' ga;vi u¡¡ •'eh téirices; im 'p11 ú i cula'r,;'J\ ''.; e'súi separado • 

· ·· ·. : ~,, · · .. _·:_,·_;-· .- ··-~~::\·~r:::.\·:1~:>:; __ ;~-:--·~:·:'i::.<~:-.~,.-~ _~<:-~ :~·:>.,:: .. _~;::_;~--;:·x(-;.'.)·_:il/~·-;):::i;-~::'.t::~:~:/'/~::::i;/'.:v~,:;;r,~---~;// ·-:·;:·_.~(:_.; . .:;_:_-;. )_'.:;. ·-- -.-, · 
por lo tíln to n ·;.«i;>s:;i111 .. m911omor r1 smo;•; pod()mos,;\fort~n r,i;)n.•:_ce,r.niduril A. · 

. .. _,:-; .:,, ·- .~:-;0;:·::· :;¡·-~-; >"':,:-~.:~_;:'::,·-'. ."· " , . .., ';-' ¡-:·::. ~;· ·_-;:· ' ~:~i~:;;~::;~~·g·~~:l'.'.;~::·i';~;\:.b:~::-::::.:·:,';: :;; ::.-'~ /-.-: :_ ;,_:¿-: -::t·:~,_ -.;;:: ' -'. 
del s ubobj etc; ~ : 1\ ;' :'..) 'rA 'u.~:T{; Co~1ó' .·•.! J\,.os.1;una .. gavilla Y••on .par-

. :·: ·:· .-.- :-'-':: _· --~:-~_;_·_:~\~',_-'·:·-_}'.:-:_·.,,:~::_.-,·:·"-:~~-.-:_ .-._· ., _. __ -. : __ -·-·-: ... :·:.·:- -':~:'._-·:-~·;:t<2X"--"::.:i~f~'/::·L,.'.-';·-~:-':-">- ---:·.g·.'.·-:::::(·::-',;)<-_ ·~-::' ·:_:_, __ .-.-::: _·: 
ti cul n r es tú sepa ra:do' y.·. c61néi íí1 •·ini:l üslón d : A· ' ···"· A...'' es'" denso en~··· ·' 

. _ .- , ___ .:: :: ._-_:_·.:-~-: ,¿;~:-·_{:<.._:)::::'_'.: -:_,_; _,: __ ::~~:;>._._-:::·/, ,~,; _ _. :·,:·_,:~ ·, ',-':;_'/::§\·-\::_:-t\". r;:f){\;:;-~:<;;~;.::·::'_i.:-;«S .::~-;~>'t~::_(.-:_·;:::L -:\·~-~' :_;··:'.~ :; :~: ·:~_. ."- ·_-· .. ·: ' 
tonces.:i .. es.· un: j somo'i·f Í 's1n~;'.ya; qLiorfÓdo,;;mon9mor.Eis11iéfclc ~cfonífo io':una. 

gu villa. y c~don;Ú1ib· ·Jn '01Údt~ ciJ~SJ;~·Ji.c~f1U*ú~Íb ~Z~ótjria~··· . Tcine~· .· 
mos un dingrni~a ,;6 Ú1 É~~;,;a ·;,, > '', : :, . ', , 

' ¡\> " 
º" ' 

~\ ,1 _ ... ~., . 

• ¡:. ··\,.: 
. l ) Ti\ 

. p.¡: .. ·l ···. 'ITJ\ 

'• ' 

Como T(ni\) es ün isomorflsm~' i 1 tmnhién 1o és y en consocuon-

dn ni\ = i 'i ti1ml1i,én Jo.'es. Esto tcrndnu lad0m6strnción. 
,-C--

'' 

Mor f isnios :,,·G:c':0111:~-'t:~~-·¡:·co~: ~'. ·, · 

Nuestro Pt~i~iúlil6 esdémost1;Í1r el teorema .dé fnct~riznción 
do Lawvere'-Tierney,. pára .esto comenzaremos demostrando. el siguien-

te teorema. 
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5,1. Teorema 

Sean ll y !!_ '. topos,. sea f; :.!!. -·-·-· ~ f.' un morfismo geométrico. 

consideremos la topología j en E.' i_nduciclu por f. ·Entonces un 

morfi smo K ~: J, en r:' es j - hiclcnso s ii f.* (a) es un isomorfismo, 

llemostrució1] · 

Demostl-nremos.: pri!~.°ro ·.que 

Si Se Clltn(llC Ctl~IÍcÍo a CS tln lllóiÍOTil~T~;[~mo. ' IJS ,decú\ SllpongnÍllOS 

1n conclusión,sci cumpl~ crn.·general 

que siem-

pre 

es·. un 

Corisidere1~os 

1111 K · . 

. ·. ·.·• < 

donde (k 0 , k1 ) es• el pn1· núc}7? de: a. Como f* es exacto.· izc¡ui.crclo 
. ' ' . ' . . ' 

pres ervn: pu r .·· 11Lt~1ci~~ /yic d,, i ~10 rf isuios, 1110Úq111orfi sÍuosJ~f rictó ri zácio- ·. 
:, .. 

nos ; Por Jq . t~ nfo '. f:fo es 1.in ) sCÍmbrJi.smo y por lo tanto f*k ;, f.*k , 
. ' ''-.::,-· '-""~ . ,-- '.' .. "'"'•·'· .,.,.,.. . '<· .-.... ,. __ ,. -.- ,- ' .- :.-0 - 1. 

• K · · . ·, ,: •' ..'.<1·· ···li·1···1;· '· .n.•1·0··1o·f .. 1. ~ '1~ ·t;l i111 .. e • .. \.·.·.·.··,·•.s .. _·.· .. ~k.·.·.·.·.•'1·.•·.s,= ... · .. ·.1K': ..... en .. t_.011 .. c. e_s. ·.• .. s s1 s: -->¡•,es: .. e-•n:co : .n :.• ,·. 

es un mónomcirfisino )''r*(s{~s llll isomoi;ris111~, j1or lo tanto s·es· . 

j-denso., . Por l~ co1;sig11Íente ~ es J-bi denso. 



104 

Recíprocamente, .supongamos qlle.a.:K.---+ Les J-bidenso; 

tonces s;B· son mohómorf.iimos·j-densos; 

-. -- . ··":•;';'/:c.": .. \i~~·.·~0'" .. -;;;o;--.~ .. 

La cen·adlifhr~t{\.~1,j;;,}.~·,;;,;~~··;iafii la ;topología j tfone. como mor

fismo cnractcristicoJa.c,jp;i .. pOr:,.10: tanto estft,. dado por el producto 
. . -· '.-\ __ ; ·'":::';:: '-,:\"---::>.-:_ . .'-_·' .. '/:~:-.:_·;.'.,,_;_: .:·;:::\::.t>"/:·-:/._< :' ~·;;',.":-·\-> >:,._:¡-' -: . -:·,_ . -

fibrado de f,.;f*S·y·n•·.··(>Por.hip6tes1s f*S ·es.un isomorfismo, en 
. . .. ·.····· .N ... 

consecuencia fl es j ;dehs~ .. ,. 
. ' 

.,¡. 
i 

- ··f 

¡. 

'. l 
·.j 

~\ 

. ·\ 

i . ' 
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Rcciprocamcntc, supongmnos que S;M ~ N es j-donso. Consi

deremos el siguien~e diogroma conmut~tivo 

. . .. ... ·.· 

-f;,p .f*n¡¡,···_-.--.--_-.--.• _- ---f*>.-- ¡-
f*N f*ll' --- -f*f f*íl' f*íl' - íl -,., L "·'. '"' ! . . .~;~.·,;:~·<;f' ¡;, ·r !· .. ,., .. ~ ,J , 

' . ' ' -. . '" ,· -·,.. -'" ' .... ,.,,. . -,-,_ ; ·.; '> ~·.· 

- .·:~~:: .. _:2.:;: ~::.-~::-~¿~~ :_\).:i:-~ ~::;:-I~--:~.;t:_::'~-~L-:;-~:-_;·\:·:;-/{·':: ,~ .-.\';. :\···,: 
- ' ·:. :·¡:;_·: ,-:.~ '',-~ ... '"_'' ::_-· .'.'":_:;::;>/:"":.'·. ·,· .. --'_ < -~ ~ ._ .. ·' 

Todos -·los• __ étntd i·ad6i( scin- p~ociii2úiS•:fihriÍdoli ()-"; es •al morfismo 

eª r ªe c_º_r í ~-irc?"~j1~~-t~'0T_;-~,:~;yí~,:~~3:!'1J~f ;1~1;11:'./~--ii~'.s. ~'.gG~dº C cun;1 rad º -
de izquierda, a'tdc1'cich:i_'C-sj~un: frrodlié_to'.filn:ndo __ ,yit;quo._;f~11¡¡ -os un· 

- - -:-. -: -\ .. :~.-> :-:';~;;-'._:··~--~?-~~Lr>,:X~~<¿:,~~:- 1 :';:;~:; ~~:~:\;'~y~:;:~~~,~i-/J:.·.i?/:!l.;.\ ;:.:~:~~~/~'.:<,} :\·/:;/:-- ·:' :->'-:,·· -->·:'. ~::.:-,~: :-·· -· , - . 

monomorfismo. <Et: iílor.fismo qÜe/u¡)n1·cce'-oil la>purte _superior del 
. : ~- ,_,,.. . .. '"'>, '~i-- ""' - .\ ' j • 

diagrama. es ig~¡J'Í ~;·:'/:'f*.Cjp)/~ 1~rirJ1ipÓt'csis'o1 1rtori'ismci que cla-
·;·::_-·~,.:i· .. ;. ''· :'.' ;; .. ,.·-, ·'. _,;: .. ,- ' · .. :.: ' 

sifica jp os: 
.·.' ·' 

. N. ' f', N 

l'P.F.J jp 
·r_n· 

t' -- ¡¡• = jp 

Entonces so ~icncn-i1r!JJuctos J'ibrados do la forma 

f*N -==+' lf~t', ' ~*íl' <l: ¡¡ _ 

f* a l '!' f,1,(1) \ l f*t', p,F. r t • • • ( 1 ) 

f*M ~ l· _ .1 -· ------+ 1 
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Como (1) es un pro~ucto fibrn<lo y f *íl 1 

l f*t' 

---+ íl. 

l t 
- -:-: 

1 1 

también lo es 

· f*M · f*(?> . f*N 

entonces · J ···P.F. ·J · es un producto fibrado, por lo tanto 

l . .. ' .. \; . " :. ~ ·.: 

f*S es un i~o~~~fi~moya que 1 os un cpimorfismo. 1ls to 
. :,-·: . 

termina. la <lelnosl:rndón; · 

. .. . - . ··. -

Con este 'tci'cÍre~n" s~ puede .demostrar _el teorema ele factorizn-

ci6n de >; · .. 

s. 2. Teorema· Je'Fact~ti"zaciéi~ · .• (Lawv~rc-Tic1·ricy) .. 
',' ·-; . -- '", . ,_ .-...... , ' ,,. 

• ._:; '::(:;·,-,···· '• :;;'' '_.,_·o • •· 

Todo motf i~_mo geon\ótril:.~ '..fi]i ·· ··• •···· ~'.:donde.!!_ y E' son topos, 
-.-,- -

tiene una factori~ación 

donde b* es fiel y pleno, a* refleja isomorfismos. 



~· 
1. 

' 

' .. 

. \ 
c_j 
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Demostración 

c.onsi-

Demostración 
:-: :'.' ':,' ; ·.· ' ·.. ,. 

Pnra todo objeto x: <lo W é:onsider~mos 13 unidad 

·n· ·· :x-·-... Cf*X < X .•·. . * .. 

---+.l. es un isomorfismo, 

en consecuenC:in fl• (~xl también lo es. · · Como f* refleja isomor fis-

mos nx es ün isomcirfis;llo. ·· .. · 
.. -.-

5.4. Corolario. 

Si Q Yi.!l' spn toros, f :U-. -.--+ . .!l' es un morfis1no geométrico. 

tal que f 1, es fiel y p~cnó entonces existe una equivrilencin de 

categorias· 
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tal que f* = b*n* 1 .donde j es .ln topologla inducido por f y b* es 

la inclusión delas j~gavillas, 

Demostración 

Inmediati•por'.cl lcmn anterior. 

S.S. Corolarici 

Scaii f :B ' .· ... li'·,··.:.f2•·· :E 2·.. ·E·' ·una r.areJ'.a.de.morfismos ' ' l - ¡, .. 

geométricos. 'si/:12*,es-;f{~1:y-nle1\o unn C:onclición l1ecesnrin)• su-

ficiente ·para , ~Je'{; ~ 6< factol'iC:~ a tr~vés ,<fo ,f 2 . es tju~ par~ todo. 

morfismo IX'eil'g•i\ai(tj'úc<rfcdi·· és Un' isomo;fismo '.s,e tenga• támbién 
.- ·.' '~::. '.- '/{:~ ... ;.·; :::.\-'.';~:.-:.~·:·- :~;_; _ _ :_~. './· .. ~ -- ~ 

qlle q (Oi) es 'un isomor'fismo;. : 
--.- -,, ;• . .;,.<_---::--:.:-,,. -- ,, . 
. --:.:;-;_·::J:.·.·:¡,-_{'.·): /:,:_ :{-·:--:~·.'' -··;: 

-:~ ', t 

.. -: -- . 
. : __ , ,._-

Demostración Y<; ,;:h\(j > ·••·. 

si .·.f. 1•·· s ~:!.ªS~·º;{i;z~i.~Itrr·~~s ·d.e.;f 2: •.• en t'on e.es .. f.~(a} ..•. is orno r f.i 51110 · . 

in1plica .• fy[a) i.~01~of.Ht~1n,o.,;.por, el ~orolario~n~erio,r .·'§.2 ··~.·•shj ~(!!.') '> 

donde j 2 es i~ ¡tci~oÍ óg'i~"• ii;a;1~idn r~~ f 2 ·• ncm~str,nrdri1os qJc 
... -. - --_: --- : - }· <,:.':-·:j·:~>- ··->:·_,.:~>_:::-:·\; __ ··::<. -·-:_·-_ '_"_ ._' ' _: -.... _ - : .. -

sh. CE') '-ih:(ii•',);csi's~.~atis:f~C:e que:f*(Í:l!J es un,.isomorfismo 
Jl -.-:-",.J-'''"·< ,··.·. ,·.· 

=> f* (a) es 'Un i~omorfisnid: 
2 

--\ 

' 
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Sea F una·J·, -!!a il. la y d:X' .-··-)X J •. - denso· por lo tnnto ., ., ' . 
f''(d) es 

2 
un isomorfismo, íior .hipótesis f* (d). cs. un isomorfismo 1 .- .... ·- . -,· - '.' 1 : 

por 
-:! 

Como i• (~f.')p~,sl1j'~([i' )' )' g• '(E/]~ shj ~ (g' j entonces sen 

d:X' --+X Ún.morfismoen E1 ,\j -bidenso .. critonces f*(d)· es un 
•o',-,.,"···' •. -, ----~- . : 2 . -. :· ,. - . . .. 2 ., 

isomorfis~o yJ'.i(¡J) tii;nl1ién Jo es: Por lo,t;111tcí des j-bidonso 
· • . . · I · ·' · · 1 . 

y en consecúenci.a 

E'(E"1) ¿E' (E" 1.). · 
-· . 2 .· . -· 1 

Esto termina la dcniostracÍón. 

5.6. Teorema 

Sea ,t .. J'v b··r·. 
!l.2 .-. -.-, -· . !: 2 -.-]-) -> li2 

l ,2_ ,_:·:~, 2 ' - -
,,. '" . ,_, ' . (~ -'. 

un d iugrama conmuta ti 1/'o'·'do :'ín~i; n;;mo s gc~métricos .·tal que a* . re -

flcj a isoinorfis~ós }':!/;.,·~~ ·~i~L { b16n~. Bntónces cxis tc

1 

un 
. - - . . . 

morfismo geométric() ~¡ 0 ·· > E~. t.al que hace. conmuta ti va el dia

grama. 
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Dcmostraci6n 

Sea"' un morfis!11o en,.!~~tal que b~(cx) es un isomorfismo.· 

Entonces u*n*b*(e1) = a*h*1~*(a) e~ un isomorfismo, Por lo tanto 
2 2. - .'-;· .. -l. 1 ;-. ; '"':-' 

b f w* (e1) . es un I.so~~1·r iinl~·,;.·¡1a·J'~1;c'0Fo l.nrio un tcrio,r existo un 

~'.' :' ::;;i~8·,~~t}iij~~l~~¡¡~~;~¡;~,,',';,;::,:: ·,::·: ,\'~:;· ,, 
tanto el'C:uadr:h!O':qt;~:·~ií~'rcC:c•·a la 'izquierda del diagÍ·ama es 

. _·_.·. ·¡· .. ~·-·~,·-:-<J.-i·-·,;·. _;,,_,,-~,:·~- :'-;··.- .. -.:.. ¡·._.,, . .,., - ·- .---_ .. ·.- ,• .- ·-

conrnutativ~. . ;~: . . :. . . . 
. : .. 

,'·· ,. ' •, 

5.7: Corolari~.· 

. La factoriza~ión que aparece en· el teorema de Lawvere-Tierney .· 
;. ' 

es única (sa~v.o'. por 'isomo,rfismos). · · 

Demos:::c~
6

n f.··.> g1 uff~o~fismo geomótrico arbitrario· y suponga-
1 . 

. ( .. 

.. --.é ' - ; ; 

mas que existen dos factorizaC:iórici~, dci· f; .i ,e., existe un. diagra-

ma de la forma i ' 
·' 1 : 

terior existe un. rnoriis1i10 igc~~¡jf¡.{e:B ~ !f>' ' ~ f 1 q~e. hace cornnutatiiro el <liagr!!_ · 
- '-"'.·.-., ., . 

grama. v* refleja isonÍCÍrfi.srnoef .ya que ;\~.;,~;;~~ y vres fiel y pleno pues b~v*=b 1•. 
. - - ' .. 

Por el 'lema S. 3 v es uni; cquivalencla. 1 

. f 
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