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INTRODVCCION. 

OnleI de fH?jJf 7.M a exp)·CM. di lo 9oe 
Inda RJ4 tmf»jo con1Jiene preJenlon. a&unar 

c/e(inicionff 9(/e se OJaJlah a lo ~o de II~. 
:Dadas dos {unclone1 {; J: fR~ íRm d1ferenaables 

(po: mferenct'ables) se entenáera.', de clase C
00

) en 
n 

vecindaa'tr U, V del aro ~n IR. Se dlra' ~ut son 

J?-ul.valentes si .ex/sÚ W e VI/U veclndad del cero 

·,m !Rn de ~/ .far1m. 9ue f /w = 3 /w . Es ta. 
relacio'n es de e~(J/ua/encla. Rn el conjunto d.t. {onoonts 

de !Rntn /Rm d1ferena'ah/e¡ Rn una Veonáad de/ {/fo ~n IR? 

a ~ dafes J¡ RfViUa/enc~O.. inducidas PJr. 

_ .esla re /a(}Ji se kI llaman Jtf mentí Rn .d uro rh !Rn 

¡ !on usualmtnft denotador pr f:(lf~o)-j IR~ dond.t 

f ,e¡ un rtpre1entan~ d.t J..o. dtw. . f,· RÁ <fl"'tn 11 faJ. qUI 

f(o):: ~º , ,M. ,M(Jzibira' f: (!R~o )-; {IR~ !lo)· 

. ; 
·'! 

¡ 
l 
! 

' ' . ' 
' 



2 
7/na. (JJSCíUÍIJ. d..R. renil rA fi;ncione1 cliférentifl/Jtl il '• 

Stm¡lemen'fi tJlita. w/J.aio~ fi'tJiÚJ. cÍR. fimt11er ln el Wl.o . D =(ll:' 

clonril 1Í Jlf1ªº dominio de fcn eJ 1./ codomi1Jio a'e '4: ;' Piio tJ 

{j¡1/fl f()Ctfio'n r/e la forma : 
.... ,.. .... 

(/R~o)_fy (/R~o) /2 ~ ••••• fn-1 1 {tRs;o). 
rl • I 

Dos ca1car/Ji1. JJ=fl: (f(~~)-i{i':t~?/,:,. y 

'J)':(f¡ :(l~·o)-1{/Rfi;~)k=-~-
1 

se dira~ /1omor/o1 si: 

{111Jlin i :(¡¿;·o)-t(/R;·o) rJmener dt. dl/eornor/,"smor 

ÍocOÍJ¡, i:~ .. ,n Jak r¡ue. 11,¿· t 11, .. , rrl Pú1 °/; = J; º ~i. ~ 

7Jn c®ddltvmienlb a. f-_-~'metros ~ lJ= f l Je:;' 

ti CllJW. (AIJCada F= f F;fc:,·' doncú cada. f;_· fJ on 

dt1do6/amitn~ a. p-¡;CllltJmelro1 ~ j;, 11/ó Pf Fi RJ un 
- ,./. /)_ ¡;, p . St" ( mP •D r¡,., ) fJmtn u.e ,u¿ 1orma: F,: :(/Rxl~_,o)---7 q<;.1(/1\ ,o 

- (ll,¡')~ {fl, l¡ft111t'J) 
/a/.~. i to,x'} =[ti•). 

ce· h: (IR?o)--t{/R~o) .ff un Fmtn ch {Üncio'n 

diferencia ble I la limaf-n reapmca. d.t F p;r n J n~~ d 
dt1d0Írt!umienfo a. ~ -¡xirdrnetroJ hx F = { h"Fi ""' i donde 

. \ 



h tF: : ( tRier~º )--J (RVx: ¡f(1't:o) 3 
( tr, i:') ~ { v, fi ( hfv), x'J) 

Je diJuí ~~ d01 dtsdohlami2nfor l.l p- fara'melro1 
n-1 11-1 

F:{ fi /,=, y 4 = { G¿ ft·,,., Son desdoblamienfü1 i.Jomor{or 

si : [~iJ~n f¿ :({2f d(~·o) ~ {Ri!R1c~·o) desdo6/amienfo1 de la 

idenidad dR !Rr' ( e1éo e1 L (u, r')=(f.I, ~dq,xiJ) y. ~,-{o,~')= x') 

.pvta i:-1¡ .. ,n fa/J¡ fl/l Pü1ºF¿ =C,¡ 0.{¿. 

:J;Mlien fl dJid ?ºt. F¡ (j son cJ1do6/omiQnlor 

.f.fif/Qlen~1 a 1-¡aram1.lr~1 e& J) si .ex1i'& /J:(/R,~)-1 fito) 

dféomor//1mo !.ocai iaJ fa.R. {-¡ .fí iJomor(D a. h~F. 

1/;n c/11.xldlcvmie;n/;; de '/) RJ lrioiaÍ , sl l'I 

)11"1 

i.romorfo al d11x/,06Íolm/tn/i; C1Jnrlon~ L D ={<u,r.'JI-? f~1~trJJ1,,, 

F se dJM 1u1. ff un dtrdo blamienlo //&:cal 

·ciR. D si todo o/ro msdoblamierliJ ti d.R. D ef' isomorfo 

a .la. lrnaJen reaprom dt. F ¡;or aJfna (onabn 

dt{erendalie . 
• 



D et lll11a {.QJWJÍJJ. eI/ti61e si todoI sus 

r/e¡c/o/;/amitl?WI fon /ri(J10/e1. 

6 en ffbf o'ef;n1c1'rYJe¡ e1J mano te lraltJra' Rn 

6te{)ff linear ~ txpo1Jer tJJ!R lra6qjo. 

JJada WMa [L)fr,ada. w;¡o se p1Ugo11'fa 

y 

inmedia {amen~ wdmdo RJ eila6/i 1 JnMl(ja,r la. dt/inlcio~ 
an~r/or re1ulla i!J mvcho1 r.a1or com¡;/1cmio1 hi¡o l.o 

yvt fe ÁMca 4on ctmdicúm.ff r¡ae ~1-iam ~ 
eolaJ,didad ¡ {)fla de p}jflJ' Je pntJenfa a_~{)l1 ¡ la d.R. 

J;n(tn¡le111n2Ímt1Jlt 11lalle
1 

/.Ita RJ ona wrr/io/n q_1JqÍlh'ca j 

rt1vUa. in al9111JOI caIOJ moí . man~tJ6/e . Jt tJtta.' ~vt 11/0. 

cofJr//adh .tí ~f(Jivaltmlt a f/Jl .11lablt. 

o!J~í -CO>t d conce¡lo dt d!Idoblamitnló 

VtrJaJ jVl Jah ( rÍR /J>¡a/IJIM l'l~ ctmto Mt. .d rA!o 

dt. JJ.n JrÍo ~tn) para 11/vd!ár ahora una {t¡m1'ha 
1/1/aóle /¡ ele COt{().CÍ/JJ (o aúzmentJ) 1 wya (amiba coy¡hene 

/J - la b, I Jl 
a. Ja (íl!cada. (o c¡wnen) .en f Jlf/cl/o 1 1» un 
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Jn¿odua Á 9oe .es on dP1dJólamienlo 111/inilu1malmen~ 11tr1ai 

di iJ;?!/1 (,MUUÍIJ. . 

J: fMd ~ dJ id€ ~o M Í4 rfi 

dvmoskm F : Un ®ciiJ61amienfo iJJ l/tr1a! J'//j .of&i ¡Ji 

.l/J inpniluimalmenli VerJaR. 

~a 111Í fn Jt reyo1ert rÍl f,/,1ta (t;e(li herramitnla 

afr./JrolfA. r(lt .re tx¡one en Ja flJfli r/)Í Jf ha hecho /laJWJr 

prelmimrtf¡ Mi(JJmtnli fJ (lfla. exfenfio~ rld J.ema rÍI Nakayima. 

de dJJe adtirar ~ol 1.o. neusidad. d.t edo.. 

aflrmacio'n e1 (t/ci/ y senci /la en el senlrdo que no re~uiere 

fn{(lefÍf// mu¿¡ (}/J(}nl{)do; Jn )a Juficffn(/Q ¡ pr~ mflf 

lmporlan'li chJ. lftortma., PS drmd..R la ma~u1nar10. al~lxaila 

.enlra fin /ue¡o y con isla. su ~ran 'conec-lr110 ~1 'hore~ 

~ 51-u¡;arzaa'Úri dt. /!¿alranr¡. · 
~ CÍf llJJ1~'rJUM. um 1.rfa. irrlmducuo~,, 

1Jaldn/a. la, pt.na. d.Jslaa11z ol.tpn(}j dila/leí awua. di. 

k tJ7~ clJ} 1slvcho cú: ia;J {,al)cada/J ). 9uicd el 
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el 1fliclador dtl tilvrio di carcarla1 dt/erenc1a6/e1 debefl'a.. 

.ftll. Ptnt' Jhom
1 

j'A'f éf fl>t ,oa M~ '' Jr!a/1Jma~ffltt d.t 

la 'lr?or-¡Jo¡ine/e ,, .in~daa /tllla /JIJIJ rmoátÍ4J cá morfO¡úxtrlr 

Ja !Yloufh aí ®dó6/am/tnfo ~ 1J/n rpzmm y lo ~{)t tnferef(< 

II aA.ando 11k {am1!ta. (.el dt1clo6lamienfo) 11 vrnrd. ~n 

lerm1no1 di WJ(().riaJJ R. vera. maÍJ adda.nli_. F. PI'lii Strd 

Rfoivalenli a F J.a (/)/Jr,a_du,_ {t1,x) -1 {u, f{q,x) )-7 u.. St.~ 

.tJ/a He 
1 

dotw/R, .,&, jJ'lillfltllll pna-;,_ .e1 d. di1doblamienlo 

f11 JU tfla
1 

wn1idirando. 

tJJ,,o F IJl. primo.. ~nrid!.rar d1. Í!1 ¡iWruros 

J.o G. War11rmann 1 puu en su 1éon'o.. dR. cala'stro{rs fspocio

femporab11 /iene espuial inttrÚ .en de{ormaaont1 f{u,v.'i:J 

dt. (oft)=([o,o,x) 1ui se.an e r;s)- nltAb/11, Rs°lo . sera.' 

.e.rvi vale11~ a. k lrlah1/1dad ck la wscada. . 
(!R'X/R~l/(~o) F ;(fl?~IR~U<,o)~ (ll?~tR!oJ..L(tR:o) 

Ó1»1rÍR F(a,v-,x)= {U.,1" !{11,v,·x1) 4j f-'11- k 

proyeccionPI e.anón/caí. 



orar olro1 f i'DYILWr s~ J. Du {our Son : 

F 'i?knn,, F. ;t'aliJwr., M.A. Bu.chner, V. L. arnold.~ V.Hunaru, 

r(. i() d11~"f1/oJ ramas, -41 a¡xi.rean wcadar por lo '!:nem.R. 

d;J Ji¡;o ~ ~ ( '111/l.1 [D, 2] pa.9 . .1. ) • 

'iko no e1 hasta. 1973, w Mee, friana.a 
1 

(,l,(,anc/o 

J/r¡a#if/1. llJt J.J;iUJ., con(enenui:i dtf,i'!t la. 11_odk.. di es./a6¡/rdfld . 

y e1/a6¡/idad infnifeJi!Yl4/ f'JTO. vna Cllrlada aw.l1oiera y 

muolra. 9ut eskbi /i"dad infini fe sima/ imp/1~0. eslahdidad . 

Hotiuado par ffto J Du{our, Rn el año d.P. 1915 pre1enfa sus 

R1./va'tó1 en ~ _fes1í "1Jep/oiemenl1 de c.o1ca.de1 dátpltrahons~ 
· a/;/ R1lva'ta Ío1 desclo~lamiinló1 uní11ersaltJ dL wsLada.r y 

mues Ira 1.nlrt olra1 CíJJaf Ja .epviualena'a. entre 

VerJaldad ) ver1a/J·dad in/lni"tesimal. 

a~o .er!á J'ú;y¡á, dt fLJIJraria1. ?ºt Rngloba. 

a_ Vfl!l/af como k dt. J./¡b'l>t., lJ!a./lwz_ .1 Wa.r1er mann, 

efe., ef Ja r(/t Jt f rtf en-fa. a90/. 



\ 

\ " \ 



e 
o!J~ro di (JJn femimr/o di ~r1~ di 

d~ndadtr .l/n la ~la.rb cú liuncia11 i!fl .wn. 

J;n.ibnfo di Ol/an 211r tn ÍoJ 11ÍJrliOJ in1r.1ado1 p;r R. !Ju/v,.ch.1 

~ ,ou ~ !.ll fJ1UIRflfa. JÍ. Sfjoienf.t. prvbltma. [81 1 pJg.i:Ü 

Íf rfR./inen /oJ Wnt1p~1 dJ ST- tsfab/1. ~ sr- in/initesimalmm~ 
1sla6/e y se pre1unfa si son Rfuivalenft1 .. [rte. proh/emq 

noI /!tva. a e1/vc!1ar dia9rarna.r di. t¡rment'J ch f(/ncio~ 

dJ. ffpo · ~: y dlsd.J. . Ím.go ll buscan. wn 
11

JRIJrtma. 

cá Yru¡;at/Jlu.o'n '' adLaJatkJ pa;ta- erlo. 'ib;r/a. Cl.lroldo1 por 

fvrlo 11/o, adtmtÍf cid il!lfDuÍ 9UJ. ~r d mlimo preJenla 
1 

.rt. Vl 11eu1ario 1nlt11r al e¡-d;rlto ~ da!/ra111t11 dtl itpo 

_, ___, · · · · -7 . c/),L¡dt. k¡o Jos f llinner01 /ra!Xljo1 

?(JI. .Je ¡¡;{¡man 50fl ÍoI cÍt JJv/óur-{DJ.] [D2]y 

War1ermann [W] ; para RJ~ Rn~ntPs /01 lrafujoI d.!. 

- J. 7rl.Mfi 11e i [ M 1 J, [ H 2 J , .en d rrnrh la !f wná. riL 

/r!aJ.l1Pi, a. 1J1do rt1.(ormvlada y plan~ arla.. ,.qn uno. 

... rm()fn(JlO., rmd? accRsib/e 1 in/luytn dJ.nlro ch/ ~emi'nan'o.1 
. ' 
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Jo ~(Je m~iva. pre1enlrir e1fe fraha¡o ~1jvitndo a~vnor 
1J~v1maI dt /r{arfi11et1 fXlPJ eJÍDI ptrmi~n refamr. varior 

a1¡;e.cloI de la. Jeor/a. . %1n6le~ h"'¡ 1w. cbsl-aco.r ~11e 

.el aJptcfo loe.al RJ d ~º' se manya. a. Jo ~ 
dd ;liw.6aj'o no {'ff/rlO 7Ju(our coyo interú es el global. 

Porill/a di o.'rre 9()e J.o ~u~ f retend! erk 

)i¡¡j 1 J pfltJ1nfarr e/¡_ J,/li1JJ, manara. da!Ca. y esrvemállca. 

Ja Jior/a dl COIJ Ul.rioJJ de ff /rm1ne1 ~ foncidne1 

d/(ertf7ciaóh1 /. oí lJJJta m1111el{.a .ffen.. dundt se pveCÍo.Jn. 

at áclwi Ja¡ /alllÍ.r im¡x;lllan/i1 dR. la fioná , wn.o.. 

/iJ1(Jl(lUla. clondt kI a11;ec/o1 al¡i/JroicoJ 1Jea1ar10J ¡wza k 

%r/a fºedun, dt1la.(1ldo1 l ril1ri1 k¡o 1JMll. fo"l.lnrA. 

fVt SJA. c4_ (O:ril acaro aJ. .in WJtltÚJ IM- d Íi/ma.. 

J~:/Jhmen~ t1!o¡ ob~ado C0>1, :fculm1iÍt 

) d~ p;r J(JJ come!Jloriof y ~/ 9rwn impulso ~11e 
han prttJ'fodo pa'ltl la 11RaÍi2aao~ de RS~ -lraba¡o. 



10 . J JJ'/i ¡J_/,·mo fJfcio/ h he YfJ~rvado (l)n 

barfanft in fRn clo'n 1 paro... ex.prenr sinceramtn,ti. u.n 

rljra.di cimiento CI fantio.90 1 sin cuyo aresoramitnfo 

h(ló/era sido impoJible reabzqr nla tesis, a 111 direcdoh 

re diben d.t alr16vir fados lor acltrfo1 1v~ . tn 

PJta SR tncvtnfren 
1 

dJ. los cÍRsacierfo! m1. 

ntvh'¿encia. Rs la reJponsablt. 

. -

, 
' 

,, 
. ). 

f·a.ñM~ 
.Mtuw, i2 . 



, ' 

1R EL 1M1 NARES. 
ffodos /os ani//or ~ue aparecen e~ esie. frahajo 

son conmulakuos y con i . Ji A l's un anillo, r(A) 

den o fo ro.' al radtcal dt lacabson , er ducir r (A) es la. 

inferseccio'n de lodos los ideales ma ximaler dt A . 

Ji VJ: A_, B es un homomorf1sm,o mtrt anillo!, 

direrros 9ot és~ es Rxakn~ si : Todo B- mo'dulo ch ffpo 

finilo M , fa/ ~lit MfnAI M lS un Afr(.\) - módulo dJ. tipo flnifq 

fJ de l1po f;nilv como A-mo'dulo. 

. _ fon propiedades de /o~ homomor{i~mos exeilenfls 

/ar s1·7uien~1 : 
( i) Todo homomor fi·smo fupra ye e.hu o 1.s l';{lllen-ij . 

. l.U) ~: A--7 B .excelen~, re r(A), Je r(BJ ., lp(I) e .T 

tinp/i (f)n 9ut ~ ': % -?r 
81J es f:%.celente. 

(Jii.) 'f: A-113 y lf': 8-1 C .ex.e.e/en fes c.on <f {r(41} C r(B) 

Rf)lo!7CJI 'fo f/:,4 _, C tr exc1./enée. 

• , ) 
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ft11) (/:A-; 8 .e.x.celente y e un anillo, .enlonceJ (j:CXll-inB 

e/a.da, -por tf (c,a) =(e, </faJ) er excelente. 

(11) f/ homornor/i'.Imo lf: Cx// ~ CxAKA dado por 

l/(C;a.) =(e, a,a) PI (J:i.celente. 

En termino! de homo mor/ismor .excelenli1 se 

pverlR. tnunciar el: 
I 

TFOl?€Mll :PE PRE'PllRACioN "/J€ MAL {¡R/IN6€. 

· Ji f:(IR~o)-7 (IR~o) .es un qumen de {unc1'oh 
::t: 1--¡ ~ =fíx) . (/ 

de ciare (~ Je /;ene r¡ut f ~·1r. _, fx R/.) .excelen~. 
1-1Jiof 

JJonde & =('-:.{1Rt,o}-11R,· h todt~ c.,,t ~jomenli. f;. 
{n los sic¡uient1 plrra{os se preJerrla. la 

herramierrla. a1e6raica. 9oe fe necesila. pr().. di1otrolkr 

ffll ~a6yo . la. ~rle ctnlral ff d Teorema A, ~ue - . 
RJ vna. 9en~rabzacion del Ltma. dt Na ka yama., el 
Ufo de ff ~ IJ fflJerido ¡;or /o¡ lta64.101 di '/Jufí;ur 

[DJ] y [D 2] f/J ~J 9(Je da vna demo¡ltacion /Jtls 
~tnpk(/).d:J.,1 la cúmoJlracioÍI fUe a~o/ re pre ftlJta fe 
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. basa.. Rn una idea d.t Wassermann [W]. 
Jea, JJ={l: {IR~:·o)~(ll/';'o) lfl·t VnQ , 

x" ,__, x''~ l.:l1C1} ~-.. , • -1 

cas(11da. dJ. aermntJ d.J. {unciones y F= r fI: (R~~%J-1((R~~l.t~l, 
J (U,rJ)t-t Í41ldll1l1/) 

1 

un d.isdoblamienfc dt ]) a. p-parárnelros. 

Jaan Anti== tL(.. 1 A¡,=tq,~•x ... x!{,/,xn J.:=-lr·1n 

J€ant. ÍiJ,,mb¡tn, ~·: At+1 ~A.:, '{J,;(h,'ff, .. 1 ~n}=(F((h""'·h,·11,..,hn) 
i:1J .. 

1
n-1 y 'fn= 'J!f rkn.át Jr; (~~~s~o)~ (/R~o>, 

( IJ,t•) r-i u. 

Es (I)nse cu en eta in medio.fa. del Téoruna de 

'i1tparacio~ dt Malqranql y de las propiedades de los 

homomor {¡·smos txce/pnff1 ~1 st'ruien~ : _ 

LFMA . An+1 V'n·, An --J···· b A, PS una {l)Iltulo. 

de ·homomor{ismos. e:x.celen1i1. 

. 1?ecordtmos -lambt'e~ la s1Jui tnfi versi/n ch 1 : 

iE"M/l lJ[ N!IKAYA !1A . Sean , M un A-mo'dulo de 

tipo {tnito y N un rubmód(/lo de M, enfonln: 

M = N + r(A) M ~ M = N. 



'PRDPosicioN.- Sean tp: A-:1 B un homomorfi'smo e~'elen~J 

N,, M B-módulos, N2 un A-módulo, M v Ni de tipo .finito, 

or'2: N'I. -:)M un lf- homomor.fi·smo y q,: N1 ___, t--1 un 

B-homomor{i'smo. tntonces: 

c(i(N1.)t G(,(N1)+ r(A)M = M ~ ái.(Ni.)t«1(N,) = M. 

Derri : 

5~an M:=M/ai,cN1) y p:M-1M la proye"ion canóYlica.. 

Como poo<2(r(A)Nz.)cpt~lr(A1)M)=l('(r(A1)M, se tiene. 9oe I~ 

.(u~cl;n fº ~i: N2 -7 M indua un ~oniornor?i1mo A:N~A)N'I._, %4lf1 

~ut es supraf ectivo, puts MfrtAlM -= M J,,N.•l .. rlA)M y 

e>'z.(Ni)t ddNi) tr(A)M = M. 

Ahora. como Nz es un A-módulo de. tipo ~lni~o se 

fient ~ut N;® AfrrAl = N~~)N'I. es un A/r(4\-módulo ci.t hpo fu11J.o 

como /\ tS supra y elhvo M/rc~JM e1 un A-/r¡41.:módulo dt +rpo t1ni•o. 

'Por o~ro lado M és vn B-moélulo dt. tipo {1nilo pvts 

H lo es ·
1 

) e.orno ~ .es .tXl el ent~ rtJU lh;\ ~lit M es hi111bie~ ~ 

~po finito cnmo A-módulo. Ohoro.. e.amo M =p0 <titN.)+r(AlM, 



S'e kene , por el lema d.i Nalro.yamo... , ~ur. M = p• ~?. ( N~) ~ es+o 

TtOREMA A. 
r A r¡¡,_, " lf, A .1 .J. vcZa. n~11n-1~····~ 1 una cascaua. UJL 

~omom()r/.¡m~J fxcthnli1, falt1 9ut.: íPi· { rf4ü,J) c,r (4;) 

,i::¡J .. J IJ-1. Ífan M·, At"-mo'dulo i=1J .. ,11.1 M un A1-mo'dulo, 

15 

1 

Nzr .. 1 N;i,/v/. de hpo /iflilo y q¡ :N¡-7M 11n l/¡o ... •fli-,-hornowior/omo 

l=~,..Jn, &(,:N,-1M un A,-homomorffJ/Ylo. Entonen: 

cr,, (N11)f··. '"q, ( N1) t r{ An )M = M ~ <lnf Nn)t .. · + c;(, (Nil = M. 

J)1m. 

fe hard. por induclloh sobre n. Los casos n.:1 y n=2 

son el l tma. dt Nakayamo.. y /o. proporfa:11 onkrior rupuhvamtnf:.t. 

fupo'nqa1e e/ rrJul-hdo cierto paro. n-1. 

Íean M := ¡\1&1(N1) ~ut tJ 1m A1- mÓdv/o dt lipo fí111fo, 

p: M-i M la proyacion canóni'ca., ri/:=p 0 qi: N• _, M i=-2) .. ,n 1ut 

IJ un '1'1º···º ~,., -'1omomorft5mo J NI .e) Az- sohmddvlo dt R 



~' nerado . [XJr f ºel.:( N iJ . i =2r ·~ n ~IJt tJ ríe ftpo {inl fo como 

A z - mo' d()lo. Obsprt1ac1011P1: 

{a) r(An)M rr{Az.)M -=;} <ln(Nn}~···+r/,{Nt)fr(AdM=M. 

1b 

(6) la 1nclvs/o;, i.: N:=N:; .. +Nz
1 

e:_;, M indvce un homomorfismo 

/\: %A1)N --7 MJc'4a} M ~Ut por (a) y de qut . 
- t-4 MI __ M/ 

1 /r(A1}M - /d1(N1)+r(A1)M es suprnyntivo .. 

Ce) Nfr(Az)N el un A¡{(A2)-mddvlo de ftpo ~;nifo1 pues ·N lo es 

como Az- módulo. 

{d) por (b)~ (e) se l1ene ~ut. %Ai)M es un A;{(.q,1-módvlo da. fipo finifo 

(e) Corno M es un A1- módulo dt fipo f ¡ni+o y lf1 es ex:elen~ 

tenemo1 por (d) ~ue M ti un A~ -módvlo d.t +1ro ifnib. 

({) ª"{Nri)+··· tq'dUr)tT(An)M= M =="!> q'~(Nft)+-···t 'l'z
1

(N&)+Y(An)M=M 
. 1 

C1) Como las hi pófes;.r u c~mpkn para: An ~ An·•-; ·· .. · ~ª> A2~l 

d f inducc;o:-i ~ve : 

( h) (9) cloramenft 

hipd 1-tJ(.I 

a'n {N11) f·· · · f ff1(N1} = M. 

1 



.. ·' . 

'•·.' 

EL L[f1A DE .REDUCC ION. 

J(J).. ¡: (/R;o)-1(f~o) v~:ffrmtn de campo Vtllo11a/ 

(~ con 'X ft,u.} la wrlfa inlPjral de la ~CJl.aao'n d =f(1,i) 

CC!>1 conÚlc/on /!Jicia/ '.f' (O,IJ): ll • 

F -{[ •( IDP I( } flDP 'f?If11 7 n-1 
- "'. · ,,..11./R.,o ~u,..1d ,o) li' PS. lln 

((l,y•) i---' (q, f°dt11k: 1J) i:I 

Óf1dóblomie11/¿ friuia/ a lo /~o dt j dt k (A/.)CAda. 

J) : I ~-1,~:' I AA" : 

L. +.. A. ¡ f 1,· ) s,· · 
C'Klrren 'f'¡:tfRX!R1'!N ,o~{!? ,o) Clm ~ifO,l/,x''}::x' 

i=-1, .. , n M1_ ?lll V'itf~ .. ,n-1/ l. (tl6u¿ ~¡{l,,(J,r•i)= ~üi {l,U,f..(11,1•y. 

PROFosiciÓN .- F ;s /nvial a lo lan90 di J si y so' lo si' 

['K.iJftn campo1 veclorra/ts d.t la forma. )(¿{u,ri)= (J(uJ,'f.·lu,r11) 

IR p 1) S¡ 1 - -
.Rn '1ttl{ 1 para i=lr.,n rain ~ve: :DFi·X:•. =Xu1°F;· i=1, .. ,,,.1, 

J.e111. 

" ~ 
/1 

Por ser F friura/ a lo hr10 át f .re ./une ~ve 
Qxisfen ~¿: ( IRx: IR~tRr:·o) ......¡ ( n<s;·o) 1ermtne~. con ~. (o,u,xi l e X' 

. ' 



18 
ta.les tui: fi ('llt,u),~i.U,u,'X.il) = ~it1(l:.,u,f¡(u1 xi¡) i=~ .. ,n-1. 

Lut~o Vi t {i, .. ~n-1F> V k f f 1,.,.;,!;+, f . 
p ~ 

L. ~li.1c.(-x,lt,ul,~i.f l,u.x.lJ )· d'XJ°{t,u) t [_ dfi,•.(Xl~u)~·l~u x'J)Jc/J¡,~ (~iJ,x')= 
j=1 ó1Uj ~t. .X=1 Jx;_ , • • a t 

= d.~,i~k (t,U., f¡(U,li)). 
dt 

Enloncu al +ornar Xc,1c (u,1.iJ= ~¡,i. (O,U, l:i) i:';;::.~. 

Je liúu. 7ut: Vif:f11 .. ,n-1/ .JJF.:.·X1. = XiHºF.: .. . 

''<=# 
Dados /os (JJrnpos X,,. ... X" y ('X.1 ~,)r., (X1~11) 

/a~ curvar lnte9ra/es de esfo1 campos, se ti'ehe . por el 

Teorema. d1. fiJslenc/a y.unicidad de solucione~ de 

ecuaciot1es diferenciales q{le lar ~¡ cumplen la lDndicio'n 

de lriviahdad. 1 

(1- / 

Ji ahora. F=[ Fili=i ~J un derdo hlamienfo a.. 

ptt:pardmelros de D y si /or pardmekoI ~n {uo,u,, .. ,ufJ, 

.el dudo6/amienfo a p-paramelro~ nsfnccio'n dJ F al sub11pacio 
n-1 

(Jd=O, Rs fi:={F.:,oJi=i donde 
. ) 



19 
e ( tDP .,s.: ) . ( oP tRs'" ) r.c:,o : I'\ X 11\ ,o ---? '" X I o • 

l~ 1 1J) I J (Ll,{¡lo,u,xil} 

08S€RV!ICiÓN.- Ji· t': IR~ rf~' u la indusio
1

n se obhent ü/Jt Fo = i~ F. 
ú.H{o,u) 1 

Sea. T un campo veclvria/ Rn ¡pP+i de lti forma.. 
p 

f = Íuo t [:¡ fi:f uJ ?ü~ y seo. h: ( IRP+: o) -7 (IR~o) la. re fracli;n 

canóni'ca. 1 dondt laf fibras son lar curvas Jnte1ralts .'XU,u) d.t 'f. 

'PRoPosicio'N .- F es frivi'al a /o /ar90 de J si y so'lo si' 

F .es [sorno~ fo a h*'Fo. 

Dem. 

'' > 11 

Se~ k: IRPI!_, IR ./Q/ 111t 1'. ( k1"1,1.1.) = <o, MUJ). 
' 

Por ser F triVfQI a lo lar90 de r .el'.iittn 

~¿:(Q¿xfRP+fcRr~o}-i (IRs:·o) ~Ut sahr.(a{en ~i (O,Ll,riJ="X.' y 

talt.s 9vt v,·é{t,:.,n-11 l: ('X(l,U),~¡,(l,11,l:11)=qitl U,1.1, (¡(U,}'.i!). 

\ 1. r / :r ( Pn ,nr' } (IRP" St' )-V.1. C¡ f, .. , n r~a Yii: IR x/l'i. ,o -i "11? ,o 
w,111/ I--> l lj, </J; (.:.kcuJ,o. htuJ,-x'J) 

claramtntl ~swr son desdob/amienla de la idenh'dad y como 
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/; { U1 ~i. (-ktuJ,o, MuJ, xi)) = ~üi (-klul,01.hlul, {¡ (o,h{11J, l:iJ) 
. . . . -~:~.·- . . 

Se h~nt?Ut: fi 0/¡(tJ,rJ}:[.;(U.,~i.(-/etuJ,o,hffJ.),1.C)) 7 

= (u, /¿ (ll., ~i {-k{uJ,o, h{tJJ/X.ÍJ) ) = {u, ~io {-klul,o,htu1, fi: {o,htu1, r'J>)= 

= °Fif1 {u,f.-(o,htuJ,'X'..J) =(Iü1 °h1tF,.,0 ){u,x'). 

Por lanfo F tr (somor {o a h" Fo . 
\\ ,, 
~ F isomorfo a h"Fo 

~¡,: (IR"t'xlRJ~o) ~ (IRrr~g¡::s~o) 

fmp/1'co.. ~ue existen 

desd()blamren~r dt la r'denlfdad 
. (u, -x'1 1-7 l u,$..: lu, ¡i¡) 

........ (1) 

A' Al 

· = ~ü1 ( 'X{l:,uJ, h. { loh (ü.), ~"~ {11, 'X'J J) .. : .... (2) 

Rr otro lado : 
A . 

~if• ( IA, (,; ( úh luJ, ~;'cc¡!xiJJ) ciJ f.: ( 11., ~ (u1 ~~1(a,1'J) )= {,,: (u, -xi). 
. , 

... ' . _.,. ... . . -



/\ _, . . 

.'. ~it1 (u, {,;(u,x 1'1)::: ~i~: (u,~~~, (u, ~.:li·lilul,i:'.cu,x'1)))::: 
21 

= {¡, ( ioh (u), ~¡-1 
(u, r.iJ ) . . . . . . . (3) 

L(Jt¡o cit. · ( 2) y (3) re conclvye 1ue : 

1 

-1· ahora. rtefcr1~1mos ~f ff1ullatld1 de nfa1 dor úll1mor . . 
propon'cionf! fe ob~·ene el Ion vid. 

LE/l'l!l DE RFDUCCioív DE UN Déf DOBlllMiEN ro. 

fea. J = ,fu
0 
+ #, 'ft·{UJ3~, un wmpo l/tclorial, 

h: (!RP1
: o )-Y (IR~ o) la retraccio'n canónica. . En fonctI : . -

F Rf i romorfo a h11
Fo si y solo si' t:r.isfen campo1 vecforia/u 

de la forma. X· (fJi'X') := { f(ll), 'Ki {U,"ri)) in IR''x IR1
' i=I, .. , n 

la/er 9(Jt Dt· X.:=- ~·+1°F;.· para i=1, .. ,n-1. 1 

Una obs1rv11ciÓn maÍ 

I f I n-1 
e ca10 .tn 9ve F= 1 hti=• rea 

Ln PJfq parte,· cons1'rilnst. 

vn dPJo'o6lamlti1t a. un 

solo partlmelro, eJfo 11 Clltl!ndo p=o, ll.!1 prim01. /u~ar la. 



RXislencla. ~ ona, relraccioh h: (!R,o}-J (R~o) fa! 'fe F sea. 
• 

ifomor/o a h11Fo 'r eru1va/enfe a r¡r;t. F .rea lriv1a/, p~t1 el 

dudohlamtenfo conslanh a vn fJardmelro re puede penror (()mo 

tt"·Alf donde h !J la relraa.io'n de. arriba e i :{R:o)-J(~,o) 

l11tJº de ff ~ y del lema dt reducúo'n re l1ene ~e: 
1 

F =- {F .. : :{/R1<1R~!.o)-1 (1Rx/R5'~'~) t:~' JI, lr1il(a./ s/ y 
{(J 1t') ~ {u, fif'U.,l')) 

só/o si' fXif/en x.i· : (/R.xll:·o) __, (Rx!Rr:·o) ~tÍmenr¡ dt. 
. ( fJ11.iJ ~ ( f, ~dU1XiJ) 

{f)/J//JOJ vecfvn·a/ts l=1J .... n la!n r¡ve : 
r r.· 

u,. f. ¡ lli. t LX.:· íJf¡ = x. °F: vA.f711 •• _,n-1 J.u. J:i •JJ)f.f Ltt -1.· 

Es to ¡J /fimo se puede .RI crib/r hmb1en como : 
. s,· 

J.Jj ·= - L X ~j ;> f.:, + Xo, 0 F.;: • 
Ju j=t J x; 

. , 



EL ES PACl.0 TANGENTE A VNA CASCADA: 

On~J de 1nlrar a ~ definición del er¡xido Ían9entt (YAra 

una ({JSr.o..da. re wrdemos un poco wmo se definía lste para un 

9trmtn fo:(/R~o}-;(lf(~o}. sl! fomaba un dRsdoblamiento (i\ un 

'{XAra'mtlro r1t {o, F: ltRxa!~o) -i {ixtJ?~o) y se SfAbla Ivtr lt.t 
llJ,;t-} 1-1 (U,f(l11tt) 

obsnvallá~ anhrior) ~ul : 

F n +rivial si y sd/o ~¡ %f lu,x)=-r x,ü(u,:t)f~lu,t) + Xi•Flu,~) 
"'"' J=I XJ 

para al1vno1 <.arnpos vec. fvrrale.s X", : (IRxlR~o )-1 l~xlR~o\ . y . . ... 

-.( t 1: lo. - X 1 X2 : i?xlR ,0\-1 (!RxlR,o) de foHl'lG\ .= Xi(u,~) =(1, )(,1u,x1), z{U,'j) = ¡ 
-·-.. , ·-· -·- -··. ---

= _( 1, ~i(U,~>).¡ 

Reescribiendo esto úl~mo: 

F1s trivial si y sd/osi J{.E f11 ~(ifr .. ,CJ~ ) .¡. (p)fr )*:' 
Ju • ólx1 éJXr c11,~ • 

LueJo al hactll u.=o, 1n la. a{irtmdoo ankrior, 

cbleníamos una. wndiciÓn neu1aria (pero no sitmpre svf/denle)dt 

Jriviakdad : 



.. ' -· 

~~ (o,x) E é~ ( ;~ J"·1?ck) t fío"~) t: 24 

fslo moÍilbba definir al npacio tan9m"f:R di. {~ 'ºmo: 

Tfo :· = t,_ < g[~, · · ., 1RJ ) + { rº·~)~ 

Ohoro. s(q111endo un poco la noJi,uo~ ~ /'Jtallwi [Mal 

se .· he'!f ?ºt si" : 

lfo: {(':)~ {[:t;)t lJ .J &-homomorfismo dAdo p?t .t(o (~}=-d&·r, 

wfo: (4J_t-7l{2)t .d. t'-hommork.rmo dada por wf, {r¡J = 11•f11 ) 

ft·nalnunli ~:{f,.)1x{tj/-; l{~)~ dado fºr ~{fill.)= lfo{r)~w(,/t¿)1 
.enlvncu se p11edt compwfur {a{¡ lmenli vw. : 

TÍo = Im e<. 

RffjrtJtmos al uludi'o d1. bs r.ascad01. Para definir 

e/ f1jXlrio lon9en~ a vna (f).Jcada. se procedi. por anrAlog1'a 

con fl (IJJD del f.lj1JCID lan¡t/J~ a un ¡ermen . Himeram1nlt 

Je /iene 9vt si '/J= f~L~'.11 como sitm¡re 1111t~!Ya co1cado.. y 

si F = { fi /,;·' 11 {In rhsdoblamienfo a 1-pirdmelro di D1 1Í~ 

IJ ltivial ti y sólo si tiiskn {J)m¡o1 VlllorialP1 . di. la. 
forrro. Xi {u,i') = ( 1, 'X¿tu,x~)) JM- 1R1-t'·· i=l)···,n lalts 1()(.: 



·.~ ·.:- . " . . ·. ,,. •' 

~!!º esfo mokva a de(!nir al .PJpaoQ lan1enle 

de la {/)J{f)[/a D de la squien~ manera. : 
r rv )S' )S" "" S¡ !,. CJR.an llD:=(t:i:' x ... xllxn, BD:=(fi•)x ... v.((:x.n·•) 

La ro/ario~ ~llt st v1a o.qul ulrl su9erida Por lo. dt. 

·Maffwt y PJ lo. que usa Du/our fD1]. 

1 
. 1 

i 
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En el COJO en que ]) ::: [ I.1,.:;' sea. una cascaáa. ·2s/.ab/e, 

se ffene qut Si s~ cc:msidero un elemtnto cuolquierct (911: ··,9n-i)6W 

{ 
11-1 / 

y F= F~ \.:=• .e.I rusdollamiento o. l- paro'.meho ~ D dado por 

f;:(u,x')=-(U, hlxiJ+u9,;1xiJ) ~u~ u f1it1ia/ (puu Des l'Jiable), 

fe hene qoe e>:1skn {h,J ... , h11) é Áó tale1 ~ve: 
p ~ ~ 

ª,;l-x') =-W {o,x!)=- d{; f'K1)·hdxi) f h¡11 • ¡, <~() 
J ~u . . , J 

JSlo R.! 9tJe : &' ( h1r--· h,,) = ( g,, ... , 5,,.,) y por Janhi la 
I "- . ..,._, 

{onuon o< u supriayelti'va, eifo 2.s TD '::'" fTD. 

""'-' 
DfFiNiCiON .- D .es in/jnifesima/menfe estable si TD = r7 D. 

'Uno.. prt~unla qut s~ ¡reunta 1nméd1afamenfe ts 

1ut' rda.'4.·0~ hay tntrt iflfinik!lmo.lmtn~ ~Jtablt y l'JWhlt ¡ t!l~ 

cvesfro'n se reHnlvt lin~s abiyo. 

Dado un desdoblamlenfo a p~pardmetros 

F={f".i:[R~IR~·c)~(IR~/Rsr:'ol t:• de D, al elumnto 
(q,~t)j..-j(14,f.·llJ1X•'J) -

""-

~ - ( ¿.. tx') F.. . ("11_-1 __ ) __ · ) ·-. _ ( lÍi 'o,x'J> ... , 2fa., (o,x~··)) E B D fj - fl,J , ... "J 11-1.j" . ':"'., JU/ JUi 



r··. 
' ¡ 

. se /e /lama~ la vtlouclad JnidtJ/ dt! desdoblamienfD Rn la 

di1tc(.{o~ Uj • 

/)(FiNic/oÍ..1 .- 7Jn desdoblamMnfo a p-parámelros F 'de la. 

aiscada. D er un desdohlamitn~ 1nlinfte.JimtA/ment"e 

v1r1a/ si' : TD t IR( F, ,. .. ) Fp / = 6P. 

d%, ¡;arle cenlral dt la 1éon~, radt'ca en ti: 

TfOl?tMA- Dé DéSDOBLAMirNTOS VERSALES: 

V n desdo hlami1nfo . F de la caslada. D es vtrs~t 

si· y sólo si · 1s in fini tesi malmtnft vtr.ra\. 

.. '. ; 

. . - ·-

2? 



TrORfMA DE DESDOBl.AM.llN\05 VERSALES. 

Dl'MOff~ACiÓN DE' LA NECfSiDAD: 
(' f p 7 11-1 

Jea. F=7{¡:(fRxlf(~:o}--¡(~~ll/"'.1a} Te:, un desdoblamitnfo 
llJ.:X. •) H lu,/¡ (U,xiJ) 

Vtrral de la (IJJ!Ada lJ =- {flJ;:. Se.o. tambl'e~ ~={g,, ..• Jn-1)~DD 

y c.onside'rlse e/ s(~viente desdoblamrerifo a un 'fK'_ra'md(o ú={6r¡}1::

1 

ru 'j)) donrlt G,;11:-, i') = { f I itxi) t t5dxiJ)' 

[/ ser F VtrJa/ irnpliw. la. eiisfencic.t de vn 911mm 

de fvnclo'n di" {erendabll h: {~,o)~ {ffo) de la/ formo. ~ut q 

f.J Jsomor{o <A h11 F. Lue90 l1iJfen J¡: {/Rxll?s~o )--1 l/Rxt~'o_) 
. l~,l) H ll,4i1t1x1¡) 

de;doblamfenfos de h idenlt"dad di /R 5~ i=lr··,n di. fa/ 

manera. ~Vt :· 'fttt 0 6.:. == hY,; aj¡ fJaJlU. .(=J,.., n-1 1 <Íl (JJ/o se 

~i!U 9()t: ~,.fl(i, hfJ.Q1-t9dx9)=f•{h/lJ,~iU,:r.9J i=1, .. )n-1 

/w¡o al dt11v11r con rtJpeclo a t y 1valuar 1n t=o, se i1'tne 

~Ul: ~ p f< . . 
'cJ~i:+1(0,f¡{).'))+a·(xi)= L ~(o,"Y.')~}Jilo) t[' .Af{.<o,x')íl~i.i{o,i') 
é} t jL j = / J1.1J· J1; J=I ;J~~ d 'f: 

. ª·{ i) = f:. €bito)(.+ d~l:x.9·ª~~(o,:x')- d.j,;1 {o,1;;111.•i) 
.. Ji X J:1 J t 'IJ · Jt 



a/ haar ri.J· ==~/fo) y 'l4tx•):=-#' to,~i), se time ~vt: 

ªdi!) = t. ~· ~... -d ~ . Y¡,· t tlit1 o k 
el' J=I IJ • 

par ~anto d =lg,, ... ,9n·1) é /~(F;, ... , Fp) + Im ~ 

29 ' 

lve10 F Ps in/inift1l!Yl4lmenfe versal. 1 

la. r!el!JOs/rado~ ~ la wft'cienlia de t¡lé le~rema no¡ 

ocu111ra.' /a J/lma /11' h rh/ lrubP;jo 1 anla de tnlrar R/J /ria 

VtomoJ a1f/na1 061trvacioner. 

[/ teoremo. mueslra. en el la!o parkcular p=o, 1ue 

una castada. D es Pslable si' y sólo si' !I in/lnifefimalmenfe 

P1lable, putf s( D RI in/i'nifesima/mtnk e1la6k, por tf Téorem 

JJ VtrJa/1 l(Jt1o lodo dPsdolilamfen~ di. "}) fI ilomor/o IA la 

lma9en rect'proco.. de JJ, pero 11fe tJ tonJlo/Jk, lvqo, los 

dt1rlo6/amienfo1 di 7J son friviale1 ¡ por fonio D es 

~1/afJe . La 1Jea11dad ya re ha hecho no/ar. 

La. cor/1m ensio~ dt. ñ PI la. dimensio~ como 
...... 

PJ¡au'o vecloria/ Sobr! IR. de 81J/TJJ , a. .esfi ti/limo 



J 

espacio St /e conoce como ~.IfJ,B..cio normal dt 7) y se 

d1nol-ara1 por N D. 

J· JJ fJ dJ codimensi;n {¡'nifo. e y sr· 
"' g¡ = { g¡_' 1 ••. i'J/-') t ~ /) t=~ ... ,e son bar e dt1 sup/em(nfo di T D 

.ttt. iíJ, inlvnur se ~~ne por R.I feor1mo. 1º'- . 
11-1 

F:/F;;:(J?~l?s:~J~ (fR~1Rs1:'0) · . ~-- PJ ytrso./'. 
lu,~•J ~{LA, kli'J rt u.i· 5/lx'J) L-'· 

J=I • 

TFDR'ENA. Todos los desdoblamientos ver.sales a c-parárnefroS 

de una cascada D ~ lodimensi6n e son «(Uivalenkis. 

fe llamiran ~ esks d~sdohlamitnks univa1aln th D. 

Dem. 
(' { n-1 n-1 
J~an F= F.:t~, y G={G.~c=1 dos derdoblamunlos versalrr 

a e- pirámelros de ?J, 2nlonce1, e11j/i h: (R,'o)7 f l(;o) hl 1p.u 6 1J 

iJomorfo a, h'llF. fe 9were ver 9ve h RI rlifeomor/1.ono loco/. 

G isomorfo a hV im¡;/1~ ?Vl tJ1/kn ~· :{/f;.f))-,(Rki:oJ 

1.':1r .. 1 n df sdoólamien~1 de la idenhdad ./oln 'Júl : 
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• t h • r:. _ L ;;¡ r(ol r. 

l.:l'J - <:1 óllij r.c.,r 

'Rro como i ~f ~j~• y ~ ~ ~;=, dan lu~r o. b.i$tJ di 

N D al ?1Sar a\ cociente 1 ( ~lol) es inutrtiblt. y f!lT ~t.1n+o 

h il un dí {tomorfismo local. 1 

TfOREM ~ .- Todo desdoblamiento verral o. p-partíÍ me tras ( p>c) da 

]) .ts equivo./enR CA un d.tsdoblt.1mient con.dt1nt _ (}.. 

(p~c)~pardmefror d.L un dDJdiiblamiento unlvtrJa/ d.J. ]. 

DelV\. 

Sean F tin d~sdoblamitnto univtrJal d.t. JJ y G vn 

desdo blami en fo ver~/ a p-pardme fra1 cb. D, lon p >e. 

F univtrsal ~ 3 h: (fR~o)-7(/R~o) ~/ ~ve Ges 

fsomot.fo a J/'F. De manera ana'/ogo. a la demosl-racio~ 

de,/ feortma anterior Se pueCÍi. Vir ~Ul h l?J Una sumersfan J 
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/ut10 si· K vr el desdoblamiento con.sfan~e a (p-c)-pardmtfros .. 

dJ. F y si h: (IRr-c)( R~o) -i (Rr-cxlR~o) '1S el di(fomorfi~rno do.do 

por h ( U11T) = (u, hlu,vl) terumoJ ~ve 6i tJ IJornorfo o. h\'. 
. 1 

Caht adarar qut esto.s cloi u/i1mos ~rana1 
usan del teorema cú. desdoblamienfos vnwln .sdlo Jo. p1.1rfe 

que ya St ho. de mostrado. 

' ..... 
. . ·. 

- --- --·--·--· -·--- ........... - ~. ·----- -·--- ··-· -- ' .. . 



DEMOSTRACIÓN j¡l TEOREMA DE DFSDOBLA MiE NTOS 

\/ERSALE S. 

En toda esfa. p:irfe D será la c.asc.ada.f[:(IR~)-1(/.~1~::• 

F el desdo blamitnfo a p- tnrdmr.lro) { F¡:(fR'i.~J-J (~~IRs':~) r~' 
r· ll41'X.º) H (IA, li1'\C1X'I) ¡.•' 

1r: ( IR~1R:- o} -1 (IR~o) ~ ( F.i rr) la cascado. · 
cu,i•) 1--1 u · 

{C!K~tR~'o) F. J (R~1R~~ ¡__, .... ~u&ri,"o) 17' (fRraJ }. 

La. chmoflraao~ roe. ~e ¡;resenla ¡:a'rro.fos a611¡a del 

teorema. r/e cftJcloólamienlo1 versale1 PI V/la demorh-ado~ 

inclittlla. y cons.fv. de vario1 ¡xi1or r¡ot es C/J1111t111in!e 

1111¡;r2ar a aclarar, primtra111t11 fe re tslo61e(f (In femo. 

donrle e1/a' la. freJenria del lto,.ona. de Pre¡aracich de 

1'1al9ranre 9oe hace a Pih ~tltt vna Teoná m lr111ial y 

alv1~ndo vn jlOCO re !amara' a 1íle, Lema dL 'fretarocir/n. 

lnmerlia lamente cle.IpvtÍ Je dellJvtJlra un caJo porflcvlar 

del TebrtmrA. I a;anrlo fJ=O I 11/o lS I f'(! Vtr,á 9vt. } {JJ 
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t1./a/J!e . S'i y so'fo s/. f) ts in/i1J1"te1imalmenlt nlable ; 

.t1le mro Ó:;¡/ura~ jonio con alpvnoÍ olra1 oh1er1A1C10ne11 P''ª 

verificar e/ Teorema maÍ r¡tneml .. Los S1j11ifnli1 Pih!Jcnes 

Sera~ doi; ¡rimero .re obJ1111aro..
1 

9ut : F R.r i11/intlerimalmt11/e 

verra/. si y Jo'lo si" ( F;Jr) IJ in/lnilerimalmtnft nl-able, 

y dt1¡;vtÍ 9(Jt : F .tí ver1a/ si y sólo si (FjJT) il 11/.ahle. 

Por tJ/hmo se ¡odra. concluir e_/ Ttortma ~111 st ha venido 

presentando. 

Cabe hacer una observación rnár, ~/ Te.orema de 

dndoblamienk veYJaffJ re putde demo1frar dirtll-awunte 

haciendo vro del Lema di fre¡».rociÓn, ~ut ts la manera 

corno lo prnenla Dvfour. La ~"lon por la wa{ se ha. 

·.e/ejido hacerlo de Piia montra., e1 prlno¡xilmenfe por 

cveshontJ de clariclad1 ¡ou aqu/ re prtienla. primero el 

ca.ro parlicular p=o 9ut tI a la Vti ll maí inkrtsanfe 

y W.ya. dtmoJlta lidn es bislanfe maÍ simple ?"t lo.. 
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~5 

demoslracio~ del Teorema dt venalda.I, y el pa!o de la afrrmar.io~ 

parli"cu/ar o/ Twrerna S't hau. a lravr1 de dos rnulfador 

rr1u/lados c11ya1 dRmo1ltaaone1 son rencl//a! en el unhdo 

de 9ut no n9uieren di/ Teorema d.R. Pre{kiradon dJ. MtA/~'ª"3'-· 

Esfo1 reJu/fados ~ue no~ pt!rmiten esfuhlear la. relaCA¿n 

fOn p.or si' miJmoI infere1anfe1 denlro la Teor1á. y esto V<A 

habi'a sido oburvado por . Dufovr [D2]. 

Recordemos que el e1pado fan9ente TD se dtfini'<>.. 

/ ,....., "-' "" Si S11 
como 1a lma9en de «.: /.'iD-7 8D , donch AD= llz.•) )( ... x lE):.•) 

"' )Si · )S'" eD = (f.,.. x ... x lé:~11-• y 

"" "" "' - ..._ ) d { h, 1 ... , hn} = {-d{, ·h1 th~of. ) .. , J -d fn-1 ·hn.1 + hno Ín-1 • 

J WJL ahora B!J:= {éu,z• tx ... X (t",'kn·it", 9,J'"''' t QD 
,..,_ 

donde C)i=(9l~·")9/"
1

} y rean q,, 0 ,. •• ,9r,otf1D d.a.rla..tpor 

9L
0 

(li)= gf {o,zj) i=t, ... ,r ;'=1, ... ,n·1. _ 

fQl.t fambtt~ r(:(~,-x·)~ ... x ({11,-x•)1.~)~fJD dad<>-



~ 

¡;or : a{ (h,,h1,..,h",Jl= (-df,·h,t~i0Fi-i.~i9J , .. .,-dfn-,·hn1•"1i0 Fn.,-~rjq¡-'), 

ConJir.lérue /a (JJJlO.da. de homomorf1'srno5 exalenfu 

dada. en el Lema. de los Preliminare1 ( ¡xia. /3 L 

A 'l. A ip, A 
m1~ n~···· ~ 1. 

i:1, ... ,n 

dada. por qm1 (,µ) = (-J~' Pi~·'r··/jt, l'J·'J.i""') 

dada. por 
{-d{,·h,

1
01 ••• ,0) s,. i=I 

SI
• • 

L:n. 

OhservemoJ a~una1 coiaf: 

·(a) Los N¡ son A¡-mo'dv/o¡ de lipo finilo partA l=1J ... ,n11. 

(b) M tam6ie~ eJ un 111-mldu/o de lipo fint"l(J. 

y á1:N1-7/VI ff CJn A1-homomo;/i-smo. 

(d) rfnu ( N,,,,) =- lu. { 91r .. , 9,) 

(e) Itr11 d .:: <Í11+1 { Nn+t) f ... + ~I (N1). 
• 
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LEMA DE PREPARACION.- Son e~ufva/entes: 

. (a) Im « + IR(i.J,,o , ••. ,~r,o) = eo 
Cb) I~ o( =en. 

Dem. (b) =>(a) es clara. 

'' lC\)...,>(b)
1

~ Se probara' primero que Imc(tm14eo:eo ...... (1) 

'Sea. l= (i,,. .. ,Zn-1 )€ &D, enlvnus 

. - ~ r • 
ViE1t,. .. ,rJ-1f l.:(o,:x.c') =-df.··h7 1hi.t1•F1. t L Ai9.:"0 • 

• j:I •' 

Vi~11, ... 
1
nf tu definen h¡f(&/1.it'¡r;r h¡{u,ti]:=h'tfxi) y 

• 

tamb1~~ u de(¡'!ne J f ([u)r ¡ior /fu)= (-~,, ... ,Ar)·. 
. ' 

Ó!?a ~= C y,, ... , Yn·1) := tX { h1r··1hn1 fd. lue90 ViE/i ... 11-1f 

':J¡(o,i<"J :::.-ff(i·hi)(o,xi)+h,fl 0 F;;to,x.'Jt i lj9fto,t.') '=' 
J _, -

"' "" "" r . . 
== -d("h~C1.')t hc11°f..:li.') t f, AJ° qJ~ºl~') = Z&to,x•) 

/ (lt¡o- ldt.1,"l')-'j¡{(/¡2') f 'lflq {fc¡,x•)r,· y : • l-~ E 11l14 8D 

· 'Mr fonio Z= Yf{i-!J) flmd+7>'/149p y 1sfo 11hhltce (1). Ahor~ 

'¡»re/ leLJrema A (paj.15) y (t)_ se llene 1ue lrnr(=lJD. 1 
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PROPOSIC iÓN O .- D es estable si ~ solo si D es 

1'n[lnitesi m<Almen!e estable. 

Dern. 

La necesidad va u h<A hec.ho no ~Ot ( pag. 2h y 29) se 

vero.' ahora la ruf(civncra. 

Sea. F=f&~,:~' un desdoblamienl"o cualquierCA. a ·p-parámrlros 
. . 

de D. Que .D sea in{iniltsimalmmtR Rs~able quitrt dedr 7ue Ima-= óD 

~ro ¡xir el lema di Pref1raciÓn fambre~ ~ue. Irnc;(=IJD (notese'IW 

a9ui' /os 9¡ :o). [ f aromenfe ( ~ t, ,. .. , ~1~·:) é l7D = Im« lue90 

e.xfsfen (h,, ... , hn) é ([¡.¡,'()5~ ... x ([11,x" t" 1-aleJ i¡ue \l..lE {1, ... , ri-1\ . 
~l· . . . . -
a ~1 lu,:x:• l = -df4· h¡ tu.:x'I + hw• ~ lll,:x<). O hora para aida. .it{11 ... n\ 

sea Xi (t.1,:(<):=(1,0,. .. ,0, h¡(U,l.'J )J ~e es un campo VeL~orial en 

IRr IRs¡ d ' lv I - - · . x 1 a ema1 es 1 cump en que D~ .. Xi = X'i+1º ~· , (.::1J ... ,n-1. 

[nfonus por el lema di WeducciÓn se hent ~ve exis fe · h:l1R~o)-1ti:o) 

relracc10~ +al ~ue Fes iwmor{o a H' Flui=o . Thr lndUClio
1

n Fe .s -

' somor{o a la itmqtn YeC11prola ck 'D = ( FllJ,= ... =Up:O) ¡xir vn ~ermen d.t 

relrauio~ (!k'~o)-¡(~~0) 1 er deur al desdoblamien\o conJtante, lve~o D ts PsbHe1 
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Las srqu1en+es dos proposic.{onu ~ue por su nofaaoñ y 

foq¡ lucl parecerán un poco wmplrwdas, en realidad no lo. son J (as 

ideas du las demostradones son 6slanfe seneillar 1 pues para 

la primera , lo que u 9oiere pro!Mr PS en si', que dadas dos 

[unciones ~ ~ ci 11 el ~ve una sea I1Jpra y ecliua ~aranlicl qne la 

ofr~ lo sea., y P1fo se h9ra anakt.tJndo b f relalion('J r¡ue ~uardan 
. . 

lar fumon(JJ ~ 1 ~~. 

· En /a, sec¡unda propo.s1l.1~n, la nece1rdad, consla de varios 

p.soI senci /los 9ue rerian : (1) tomar un desdoblamiento wa/q1Jlero. 

( F, ir) dt (;:; JT) y ver i11mer/lalamenle 9oe CJs/e deidoblamienlo es 

/ro mor fo a vno de la forma (Ir:, 7T), donde 7T es el 

dercloó/omitnfo conilanfe riR. 'JT. (2) usando el he:ho d~ ?lle 

F RJ' VerJa ~ re ve c¡ve (!F, lT) er iromor lo a ( h}fF, 71) para 

a/¡11na h. (3J por ú/~mo se vera' 9vt ( h>tF, TT) er IIornor{o al 

de1do/;/am1Rnh tonJfan fe. 

La. fúf/cienua de pJÍa sequncla. pro¡»Iicio~ re bata 2n 

uno¡ ca'lcülo1 rfnc111P1. 



-
- 1/0 

Sean: q~· (€11,x•fr ... w(Eu,.~)r~lE11)~ {E11,r•l~ ... 1Clf11,x~"')'~ daría por 
" 

et~{ hi, ... , hn19} = (-d{,u·5-dfi:1:hifhio 11 J ... 
1 
-d {11.11¡'~ -dfn.1x hn-1 th,,•Fn-1) 

IC , lp IC )I' I )P lt 1~ )p 1 . 11 P )t• P y ~: 1c111 t¡l1t'1ll" x .... x1f1J,xn •1c1J,x" 11(f11 ~ (f11,x•Jxff11,x•)11 ... v.(E",••~4Er.u1'"' x{fu,..-) 

da.da por: 5!. (k,,h,, k2, h21 ... J kn,h,,,~) = (-ki +-kioF,, -dfi 11 ·~, -

-d/,~:h, fh,o F, r ~ ., -k¡ f k,·11 • f;:, -df,;,_¡ Í¡ -d/,~ ·h¡ f h,·u 0 F;,· J" .. , -kn +54'). 
p r.· . . 1onJ. d'· ·l. - ~ ~{ '-.. d.''· h. - .µ. fil·'· · ac Uf "'" 1e, - ¿_ ~ • • l!.,IJ y ''" • 4 - {- iílx·· n,,J • 

/:/ -UJ J='I. , j • 

Rt(f}rdtl!JOJ que F RJ in/fniftlitmf WJtnfe veaal tt' 
,.... 

l1n ~ + R( F, , ... 1 ,_;,) = f) b , flllo por el Lema de 'Preparado~ 

. tJfo uf/1mo RJ f.t¡Vlva/enk a qvt [md*- ~,P. 

Y fambftn la ({)Jf.O.da { f'., 1i) e1 Jn/initt1f mo.lmm1t tJ~ble 

Si 1m 1:, = r&.x·)~(!11,x•J1:. ... '¡((ét1,x#-l/x(tl/,A4"'}~(lu,'K"}":::M, • 

. . 

'PROPOSiCiÓN i .- F RS inÚni+esi'malmente versal 

Si y so/o sr· .(F., 'iT) er tnli'nf toim~fmtnft PJtah/e. 

D.em. r 
'' ~q J€a. l\J'1i~1i .. ·11Pn-1 ,~n-1,l/ln) f: ~, ~u1rtmo1 ~nwnfrar 
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( k,,h,, ... , ~"' hn, ~) +ali' f · ~Ul ~ ( ~1 1 h1 1 ... , ~n,hn,~) = ( ljl,,~,, ... , lf'n) 

VlllmOJ qve debtn <.urnp/ir¡ la o/~ima f~valdad noI d~u qut: 

(-k, t k2 ° F., -dfi u·le, -dfi1 ·h1 -1h1°Fi J"', -kn •9•11'} = (\ji,,~,, ... , 'fn) 

. lutqo debe ~uceder primero que : 

- k11 + ~ojj = 4'n y --le4 l- ~¡~1° F1 =- 4'4· f.. ;-J, .. ,tl-1 

lo wal f m~ica ~Ut: 

Wr\ -= ~o)t- \Jln 

k..: =- ~05iotn-1º"·º~' - ljln•Fñ-10 ... 0 ~ - .... - ·'l{: .. ,o F4 - \ji¡ ..... o) 

= ~ - 'fh•fñ_,o ... oFi - .... - lf.ú1º ~ -\ji¿ 

Orumas .debe tener1e ~vt: 

-d íi u· k.i -dCi1 ·ht t h, .. ° F...: = 4i . , pam .C:JJ ... , n-/. · 

l!J~ irnplu.aqvl!: -dj'.¿ 14 (9-t¡J11ofñ;o ... oQ-··· -'P.:11•F.:-1JJ,)-d~i:x·h¡+ 

+ h i-11 • F¡ · =- ~ ¿ 

lvt~o : -dC¡ u·~ -d f ¡x · h¡ ~ ~Lll • f¡ = 4i - d {u ( 11'11° Fn-,• ... o F.;+ ... .,!/'..-.,•~+~). 

Íiro como Im 1l
11= ~D, es claro que ~fernpre se 

p11tdeh 1J~1r (Ji,,. .. ) hn, ~) ru J:a1 manera 1(/( uunplan lo. 
d.kmo. PíJJ.aa'Óit. Por tan to o1 -/oma;i ahom tslas func rones 



h1J':·J hn, 9 y laJ k,J···i b,., clef,·niclas como en (1) 1 se frene 

inmedlafame11fe qut: ~(i-,,h., ... Jb,,,h,,,9) =('f.,~,, ... ,'fn-~1,n-1 1 1/1,.) 

. Es/o tJ Lrn :!. : ~ . 
\\ /1 

~ . Sea (<h11 .. ·1rPn·1) {: ffD, enlon(Jf (0,~1,0r"J ~n-1,0) t ~ 

como !f. fJ Juprayecliva ei11/én (le,,h,J ... J/e,.,h,,,~) l-a/11 

1ve ( (k,,h, 1 ... J ~n,hn,3)= {o, ~,,01 ... J ~11-1Jo), Esto impli'ca 
. . 

q11e Vief1J ... ,1¡.¡f ~i =--df,,·"·k¡ -dl;'x.·h1.· +h,11 0~: y-~,; rkú1ofi:=o 

y arÍl.mM 9ue -hn fJofi"=O. fe puerft Vtr {a'cilmtnfi ~IJl: 

-4n (U, X") :::ln.iÍ U11. 6
•l) =· .. · = k1 {U,:X 1) = 'j•Ji (U¡ A. n):: ff (IA) • 

for tanfo 't/it{11 ... ,1Nf ~i =-dh:u·~-dfi:x.·h,· 1-hi:+1°F:.:. 

lvt90 Sl fJ'ene yut q1t-(h,,hz;··'Jhn,tj)-= {t),1 ... 1 ~n-1) 
y por fanfo Im dóJ =-&D. 1 

'PROPOSiCiÓN 2: F ~s versa/ si y sólo sr· (FjJI) ~5 Pskhle. 

D.€rn. 
,,~, 

Sea... ( F, 1T) un desdoblamiento a ~-pardmelros ri.t(fj7r). 

~· ffrv:u,x')=-fv; f<v;u,x'J, l·1(v;u,:it'J) i: =l, .•. ,11-1 y 



! • ,_ i/3 
"' 
'Jr ("f, 11,x~) = ( Vj !lV.Gt,x"J) 

1 
.flan : 

.fn11:{1RWtffo}-1(1(?1f('.o) 
1 

.ln :{l(~i?fl?~"o} ~{tR 1~1RfR:"o) 
f v,u J 1--# (u, u.) f 1', "' "l:") ¡.....__, { v; 'J fv,u,r•), x. ") 

Y ~ .. (/R:f{~{(~o)-7 1 ID~"º~1R ~~) • l/I'\ " ra'14 i = 1, ... ,n-1 . 
(tt,U, ':{. ') ~ (Ir, <J,; (1t

1
u, x•ºJ,x') 

clone/e r}¡;(lí,u,2') := <l>ü1{l'", l/ {v;u,2 1), {¡ 2
(v;u,x1J). 

Como 9ro,u,x') = l 1

to,u, 1 1J = u. ,, re lltnl yvt. loJ 3tfmtl/a 
' ' 

l: IJOn deJdob/atnienTo1 de la 1denhdad m/R~I/' jJt111ª i=1, .•. ,n • 

Consideremos lom61~'n la sirviente (f).1cada. : /F = f !;¡~.:,-' 
- / 1 p .r,· ) ¡ i P lf) S111 ) ,.. 

dondt /1-,,.·:t';Rx/Rxl~ ,o -7c'IRK!K x V\ ,o . dondi rr. :: r.,_.!¡"! 
(11, Cl¡;¡J) 1--7 (V,(/¡ /r;(V.U1:t')) 1 JT.i ~ :L • 

Es claro ¡x;r la COnflruaio'n 7ve : f¡,., 0
;; = i-i 0 I.;. p:irri l.°::lr1fl·I 

)' Infl • 7f. =- TT0 Qn donck 7f.·(1<l1R~~~40)~ (1.~tf~o) IJ e/ 
( V1U1:t") ~ (VjU} 

dur/o6/amitn!C con1lanfe ~ 7r. · · 

fut70. el s1¡v/e1Jlt dia1ra111a e1 {()flmulallvo .. 
,.. "- - ,.._ 

(//(thi:oJ ~ (~~f!tf~'o) Fa. L... ¡:,,., .,(f~IR~tK."o} L.,, (~~¿\!:o) • l I, [i~ l fn lfn+1 

. 1 /j)'I ,,.;,0" ) ¡:; ( JfJ,. P r, ) /li ¡;., ( f/RP ,,.,r,, } 7T > 'IR;.' li>P,o) 
Cll\ X//(X1~ ,o J '"xi!( xfR ,o ~ · · . . ~ 11( x x/lí. ,o -"-'-~7 L1 '" 

. Es/o es /a1 {f)¡cadaJ (l, 1f); ( f, TT) son Oomorfas como 



derdo61amienfor d~. (F; 1r). 

O hora· bien como F eJ un derdoblamlen~ versal de .. 

l> 
1 

se 1'ene que !Fer 1'Jomor{o a h*F para alquntA r~lracci'o~ 
h:(R~fR';o)-~(/R~o). Hro (lJ en/onces claro qut 1-ambre~ 

(IF;TT) y (h1eF, TT) Y:Jn ifomor[os como dPsdoblamitnfos ch. 

(f;1T). 

]e/;niendo 'Pi: (ffe>liR~/R 1:·0)~(/R\1R~1t~o) ~·::.1)' .. n 
( V;cJ,~i)l--I 11T.n{11iU)1 :x<) 7 

y l/!nfi : { IR7x~~v }~ (l?.~!í?,~) ~ htne. aut tfto1 son a'l1áo6/a.mien/oi 
fv,u) H(v;htv;ui}' T 

a 1- pardmtfror de la idenliclad C!JrrtJ¡l;nd/tYJ!i? y haun 9ue .e./ 

Si9111en fe r(1a9ramo. rea. conmutalvo. 

(1.~/t!R~o) h"F,J(l(~/R~tR~'o) hY.. '····· h"F,,.,1{f?.:¡¡/,/R
5
,"o} 7T J(/RiíR~o) 

l ~. . l Y'4 1~~ 1~n+1 
{ l!(t flxt',o) 'ifi > ( l/(~fR:lf.~20) '[fl. J • ·.. ["¡.;-1, ( !R? IR~ lf:.s:o) Tr '(IR i~~o) 

'Dondt 2F={fF( ~.:,' eJ e} desdoblamiento 

eonsfunte (Á q-parrimefro1ch. F: Lue10. (h~F;rr)~{rF,lT) 

son iromorfos 1 lue90 reíumiendo +enemo1 9ut (F,ír) Ps 

isomorfo a (TF, TT) y pór fanfo ( F; 1T) es eslab!e. 



~5 
1\= I/ sla. G = { G, 1,:~' un dudoblamt~n /-o a 9-¡:r;ráme ~ror dt D. 

Sqxinr¡afe que es d~· la forma 6i( Vi:t') = (v, ~(:ti) ~9dv;x'I) wn 
· n-1 . • 

9¡(0,z'J=o. Jea fl={H,ft":1 el desdol)amienfo a (p~9)-paraínefrm 
• 

de D suma di F y 4 , er decir J./¡ :{~~1Rf1Rr::o) ~ (1Rl1R~ ¡frt~'o) 
. ( i>, u,:x.•) 1--1 (V, <A, f.·(u,xi)t,llf.k'J) 

9u1 ts /am61en 11n dts dobla mi en~ a · ~ -para'tru lro1 <k. F 

Como ( ¡:; JT) e1 R1la6/e, ( H; Tr) e; on dpsdohlamienlo 

lr1v1al 1111/en l :(dfkl?~C~)-7 (lf~tf~4f~'o) . 
. (V,u,~•)1--1 fv, ~·'tv,v,xtJ, ~~(u.u,~·J) 

dndob/amien/iJ¡ ~ /a ir/tnfidad ~ lf'XINS¡ fXWJ i=1, .. , n ¡ 

K: (!Rt~;o)-J {Jf~j~) tlt¡c46/am/Pnló de la ic/en¡;.dia' ~ /f; i;lt1 
('/)¡ú)H (V',/((tr,UJ) 

""' "' 9vt : L F¿ o J",¡ ::: ,i;.¡.1 o fl(.· JX''ª i:1,. .. ,A-I . . . . . . ( ~) 

""' y 7To In ::: K o iT .e1/¡; 11 7ve el s1¡uienfe. dar¡mma Rr 

Ú}f}IJ1()./a lú10 ,· 

I /(}~· P.,,;, ) ¡.¡, 1 ~ P r. ) 11: H11-1 1 'I f s,, ) 7T (D' P ) 
Ul'I Y./RXf(,o ---7¡';!?~ x/l.,o -4 .... ~el(~"~·º ---j "' J(/R,o 

1 i ji jl lk 
. (!R~fxt:o) rr: j(~~Jf~K~~J~ ··· l'F;-l (!R~lf<~~~"o) TT (1.f1Kfol 

fa wn!lnula~·viclad de ti/e diaframa imfA"Ca 1ue: 

~ 
1

(11,11,z. 1):: ~/ruttiz) =- . ... = ~11'f v¡ v, :¡_,,) :: ~ r V",uJ • 



1 

i . ' 

Smn ahortt h: (tR!o}-t (Rfo) elida por 
46 

hf11) = k (v,o) = ~' 
1

{11,0,x') = · · · · =-~; (1!,o,i") y ~· :(/R~R%) -1t1R'x1l~J 
. ( V,:r•) ,H (V,~.~ (Uo,11/) 

· ~ l: 11 ... 1 n 1 /u'fo rjL /01 ecua.oóne1 ( 11 ) re lle ne 111e (()nmula. 

el si9vienfe d1aqrama. : 

(IR 1x!R~o) G, (IR'lx/R~'o}~ ... Gn-1 ~ (R~~~~o) 

l f, · 1 I1. l I ". 
( 11( ?x/R~ o) . ht¡:; 1 (IR">: tR11;0) '1l/Fz) · ... h~Fn-~ (iR \ R ~o) 

/ ut10 l1 es /'Sorno r/o a tjlr F y por tanlb F eJ \lrsa). 
1 

Con foda. la ma9uinaria. desarrollada hasfa aqc;1~ 
reru/fct evfdenÍe cual deb(ra' s~r la demosÍracion del: 

TtORtMA DE DESDOBLAMIENTOS VfRSALt:S .-
. Uri desdohlamienro F de la cascada Des Vtrs~I 

ri y sólo si es fn{¡·n;}esima/men/-e venal. 

Dern. 

Fes versal (-) ( F, '.ll') es e.dnble (ífoposicióh 2) 

(FJ'1°) ef erlable <=> (Pi rr) H ih/ini~esimalmtnte Pstable ( ltopo11c1on O). 



4'.f 

( Fjl!") es ln/inite.simalmente e.ikhlt <=) F ei inÍini~elimal111ente v1rs1AI (Pr~sicion1) 

1 . 
~ esfa ~acer una ú/ h'mr.t ob.wrvac1bn, la manera en ~ue 

se ha desarrollado la Teori'o., permite esclarecer en ~ue' [X'rks 

Rs necesario vtili'zar e.I Teorema. di 7fepara.cion de Halqron?e, 

primeramente hay que observllr ~ue la ~rte 11{aéd" del 
. . 

Teorema de desdoblamientoJ, es/o QS fo. ritce5íood no tequ{ere. 

de drcho Teorewio. , asi' rnfsmo en fo absoluto (as ftoposldone; 

i y 2 , esre solo eJ usado en el Lema de Pre¡urac.io~ qut a. 

JU Vtl es re~utrido ~n su parte di{t'Cil para la ru[it:iencra de 

b pro pos¡ c.1·dn ·o . Lue10 se ha +ra kdo de ~w ~vude bcen 

claro .tn ~ue' parkJ ~s neasar,.o e/ tan socorrido TairetM 

dt 'Pre~rac.io~ d.e M al1ran~R. • 

t 
Luardo re dtmoslro la Propaiici;n j, se hi10 re fnenci.Gi. i..I luna. dt 

Prep:iraa0~ 1 pm w. t.1U p:irtt fb.'ci/. ( (")9{al)· 
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The'.re de docttur d'ekl. lat11vedoc (l'll'I) 

De'ploimentc versds de.s applie.afions 

diFf érenfiables e! dassificalion de~ <Applic~hons 

si~ble.1. 

~nqu/arités d'appliwhons di l/lrrri iiablts 'Plan 
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mA mis ~o &'\i[ 
SW~ BE LJi 'UIJiC~ 

fMQ 1 Malhtr, Iohn . Stab; li~~ of C~ rnQppin~s ][: Tnt;nilrJ1m11I 
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