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Singularidades no-puntuales ~n la frontera. 

Isaac Rudomin Goldberg 

Resumen 

En este trabaJo se analiza la ecuació'n de 

= V . e r v...._ l - ~"'" 

en donde Al\.-=-O en parte de la i1"ontera1 digamos /Jt, ~ r"l·V.-tt~oci. e. 

la 

En 

componente normal) en el resto de la Trontera, 

esta ecuación, r '=fl"1')Ji1"'-~?-0 ,f.-=:f.('1<,'j,.f,,((.).~o lJ 

e.; decir eo .r ..n., . 
de lo 

que resulta una ecuacion parabolica no-lineal. 

Hasta ahora se ha usado con éxito al método de elementos finttos P~ra 

ecuaciones elípticas lineales, can sihgularidades 

~rentera haciendole modificacione9 apropiadas al 

PVNtU..ille;1: en 

mjtodo <Whi~eman 

la 

y 

Wait). Ha sido utilizado también en el caso de ecuaciOne~ parabólicas 

sin singularidades <Wait>. En el problema arriba planteado, p.ara 1'= o 

la no-linealidad de la ecuación produce soluciones sing~l4r2s1 donde 

laa singularidades son no puntuales (i. e. singularidades en -toda una 

parte de la fron~era> ~ue permanecen al avanzar en el tiempo. 

Se aplican las modi~icaciones al método de elemento ii~it.Q ~ugeridas 

por Whiteman u Wait para ecuacia~es elípticas con ~in~ula~idade~ 

puntuales1 es decir los· m~todo-s de elemento singula:t" con pun-t:os 

cuartos. de funciones base singularas "y 't'eifinamiento· loc:al. Se trata 

básicamente el caGo unid imens iona l· buu~.:.nd?4<ie posteri Pr.ne--.r te 11xtender 

los resultados encontt'ados al casQ bid.i"'er.si:O~al. 



1 Qy ........ 

En los proble~as unidimensionales ~uncia~an los tres roeto4os1 es decir 

al utilizarlos ~e obtiene una meJor 

el m~todo de elementos finitos c~n 

apro~imacion a 
0

la sO]lj~idn 

eleme~tos regulare~. Para 

q,ue con 

mal las 

gruesa~, es m~Jor utilizar f'efinamiento local, pero tantbten 111ucho l':'a'5 

caro pues requiere mayor tiempo dt! co.17\~Uto. Para h'ill la6 finas el 

incremento en tiempo de cómputo es relativamente m.;:••tor, pero lc'5 

resultados ya no son distin~pible~ de lo~ otros métodof. 

En.el caso bidimensionill se obtia~e el comportamlent~ · ~~p~~ado al 

lo mismo ~ue en Gl caso 

unidimensional. Sin embargo, y esto es mt.tY importante. en el caso d:=-1 

metodo ~e elementos con punto no se encont~o un~ meJOT' 

aproximacion a la solucion co~o se espel"'abaJ Sin enbat>go los 

experimentos 

explicaciones 

hechos no son ccncluyentes. Se di 5c:uteo. varias 

posibles, pero 

decidir cual es la verdadera 

los result~dos obtenid~~ no permi~en 

causa del comportamieñto ob&ervado. 

En ambos casos <uni b i-d ime•1s ion.a tes> al resolv'er problemas 

corno si independientes del 

fueran parabólicos 

obtenidos) si el 

tiempo, 

no fue 

es da::ir p~oblemas eliptico¡, 

proceso estaba canve~giendo 

(con 

a la 

le·~ resultados 

.s.cluciÓn c~:::o 

teoricamente se esperaba. Con dos e 

probable observar tal convergencia 

. , 
tres pasos en el tíE~po 5~r1a poco 

El presente trabaJo se ha dividido en capítulos, en la-s; cuales se 

tratan los Siguientes temas: 

1) En el primer capitulo se describe el problema que nos ifttel'esa, su 

procedencia e impol"'tancia. 

una peque'ha introduce 1 án a ¡1robler.'3S 2) En·e1 capitulo 2 se hace 

variacionales, que sil"'ve de 

finitos. 

base! teo"oric.a al método de elemen-t;os 

3) En los cap{tulos 3 y 4 se des::ribe tTIVY 

elemento finito, tratando aspectos ·teórlcC1s. 

someramente el mitodo ~e 
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4) En ·1os cap{tulos 5, 6 y 7 se habla tle la impleff!ent.:ic1·ón, <:l:Si co,";'10 

la& diversas adaptaciones al m~todo necescJrias par.a tra:t~r el :pi'oblerr.a 

de interés1 asimismo se discutan lai; modificaciones al método q,ue :ian 

sido utilizadas par.a la solucio'n de ecuactones singular·~$. 

5> En el capitula 8 se muestran l~s rosultados obtenidos al aplicar 

estos métodos al pl'oblema die, interé<1 en el ca50 unidim(:05ional, 

6>. En los cap~tulos 9 IJ 10 se estvdia la extensio
1

n do 10'-:. 

ante~io~es alica~o bidimensional. 
retultados 

7l En el cap{tulo 11 se analiza la co~vergencia del mlftc:ido en 

diferenteB casos ~ se resumen las conclusiones general~s det 



CAPITULO 1 Planteamiento del prcblem~ 

Una ap 1 i cae i ón del método de elementos finitos (en lo •uces1vo 

denominado F:E.M.) que ha recibido mucha ~tencidn es el estudio de las 

singularidades. England y Hennart anali2an un problett1~ de difusión 

que surge en estudios sobre simula~ión d~ 

fusión (como puede verse 

ecua e i ón 

en C 1 J i¡ C2J >. 
plasma en dispo~itivos 

Este problema lleva a 
d• 

la 

A¡ª -=.t 

donde .Q es una 

lil 1 (.lll',,>< ... ,tl es una 

.U lJ<,,'{,,
1
0): .A-1.ol<,,)(',) 

sección del plano (i<,,YL) ,.Pc.~.,r11A) es el tensor de difusión 

fuente externa da plasm:a. Tenemos la co-ndlcic'n inicial 

las condiciones de T1·ont~r.a: 

l'(,, ri., .{) E- .r .fl, l( (o, -r) .. 

En los trabaJos arriba citados, England ~ Hennart utilizan ~J 

de elementos finitos para encontrar la ~otucián al problama descrito. 

Tuvieron problemas para alcanza~ la preci~ion deseada en casos 

singul.ares en q_ue P=O en parte de la .PT'ontera, lo cual e• una condición 

que surg• frecuentemente. Este problenia motivó el pr..:!sent.e t.rabaJO .. 

scccion 1. 1 Introducción al problema 

,_ 

En este trabaJo se considera el uso de F. E.M. pa'ra res-.c>lver· a.q,ue 11 o.; 



problemas q,ue 

originales a lo, 

decir cuando 

~·· . 

son parabólicos 

largo del ti~mpo. 

y conservan 

El método on 

se USilTI elementos 

las 

su 

a problemas como el de 

,.-egulares, 

di.fusión si 

¡·ag. ¿;,;J. 

~ingula.ridajes 

f'oTm~ vsua 1. ~'5 

pl·odoce bue-nas 

aprcixil'!'acione~ 

sufí e i entemente suaves (ver [8J ). Sin embargo cuando ... tien~r. 

singularidades, la funci&n de aproximación del metodo de elementos 

Tinitas, que es casi una runció,.. p·otinomial por trozos. 

incapaz do reproducir 

siemprp 

la forma singular. Esto es caus• ~e ~ue pued'an 

ocurrir grandes errores cerca de la sin,vlaridad. 

Hay varias tecnicas que se han ~plicado a casos con ~ingt.1Jaridad.:-s 

puntuales en ecuaciones 

referencias de Whiteman 

elipticas1 

y l..!a i t ( 

el caso 

por eJemplo las de~critas en las 

C3J , C4J y CBJ ) . #Jos interesa 

analizar que 

persisten a 

frontera. 

Se ana 1 iza 

sucede en parabólico con sinnvlarid-ades 

lo largo dol tiempa IJ se localizan 

una ecuacioTI de difusión generalizada semeJB~te a 

estudiada por England & Hennart, a vaber.: · 

en donde A.{=0 en paT'te de la fronte1·a1 di!)amos iJl,y V\.'iJ-«.=o 

es decird.fl.t· En esta ecuación: de la .Pront era. 

r= r ( >< ¡\), f,, """) vº 
~ = ~ ( x, 'é), t, 4). ;¡.o 

-t = f t 1<, ~· i-, A{) 

de lo que resulta una ec uac ion paral-ólic~ no-lineal. 

-.ue 

la 

1 .. 

Hasta ahoT'a 5e ha usado con /xito el método de elemento~ 4inito~ psra 

ecuaciones elípticas lineales' co~ singularidades pvntualQS on la 

frontera. y para ecuaciones parab6licas sin singularid~des. en e5te 

trabaJo se.aplican estos metodos al probTemd arriba de~crito, ~ue es 

parabolico, 1.1 an el que oncontramo~ sinr;Jul.aridados no P'•ntva1es (i. e. 

singularidades en toda una parte de la frontera> ~u~ Sc•n ,Toducidas 

por la no-linealidad de la ac.uaciÓn cua,,Jo se tiene fl:: o .. EJt~~ sina:u­

laridades se mantie·nen a lo largo d~l tiempo. 



seccion 1. 2 

f-'ag. 2:2 

Comportamieoto singular de cJ protlama da 

i nter é":J 

Veamos un problema semoJante al a~riba p'anteado (por Si~yl:~1car ~l 

analisis aq,ui presento el ca'1io Unidimeos- 1ona11 un an~li.Si.!7 ~emeJ..arlte 

se haría en un caso bidimensional): 

Supongamos q,ue la solucion tiene la forma 

AA.: M.lt,x).,, rfl"l'\'ltl 

Sustituyendo, resulta 

.utilizando separacion de variables Se. tiene: 

L 
f J. " 

('l.) 

donde k es constante. 

Se propone 

donde 

O <:fo (.f', l. ... 
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que,Lf 0 :0 en la slttgul.:ri'idad que ne supon~ en ><~o)., 

Entonces 

i> " 

de donde 

= ro • ")(' t. 2 r~ -
'lo 

+ "· o. r <..fo\.f 1 ) 

+ ... 

sustituyendo resulta: 

+ ., 

•l 

,.. 

l f, - 1 f,ct,-.c ... 
r, a.._,L )('t1.f',-1) ... 

1-
(fo .... f, - z) 

Si '-flf'} *o entonces de (z.J resulta ctue 

" o 

>( c. t."· -z.) 

implica q,ue el coeficiente del término QC!~inante debe $er n:it.rlo CningÚn 

otro término lo .Puede anular) e<S dacir ll.U~ Po ei., t (z. "" - 1 ):O p1?r-o cor.to 

Qo:/:O necesariamente ~o\<.to-1)::..0~ Como f,./o entonces '1.P• -1=0e<S decir 

Po~}t.. Por ser el termino dominanta es c.L¿;ro ctue A.( tiene la forma hr. 

seccion 1.3 Proceso saguido 

Como ya se mencionó. el proposit.: de a'ite trabajo Q.S resolver ol 

problema J...-/,)1; = V· tfV-«) - q.~• +f (•1 
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enfJ/.,. El se con la·r. condiciones N.:.o 

utilizó para resolvor 

continuación: 

problcm:;,s de este tipo •• 
pr-oce.s.a que 

desc1·ibe a 

En primer lugDr se examinó el cas;:J el(p\·ico dando 4=.<.1llf)· En t:al C-3so 
el problema queda expresado como 

Despes se considero el 

'"-f 

Finalmente se traba Jo con el caso bidilflensional y parab6lico donde 
se- tiene Al.. .:::. 11.\, (><,~.•): 

J""" :: -<J • c. f '7 .... ) - !} ..it ! .. f 
Jt 1 

Se contaba con el programa PVF /FE!1Q C de J, P. Hennart) que trata el 

caso elíptico lineal una maila unifor<me y una 

bar.e cuadratica. Se proced io entonces a convertir el programa en 

isoparametrico <ya que asi se haca mas sencilla la inclv>ión de mallas 

con refinamiento local y elementos con nodos al punto ~Várta, dos de 

las tec11icas ~ue aplicaremos para tratar 1~~ ~ingula~id~dc~1. 

Después se 

lineales. 

consideró la posibilidad Je 

Posteriormente se 

singularidades, despues de 

resolver el caso_parabolico. 

i ne lU'J eran 

lo cual se. 

incluir las e.c\J'ac iones no 

sos métodos 

modific6 

para t .. ratar 

el pr.091"a11i• 

la~ 

Una vez completada esta fase el pr~grama se transfo~~ó en vno para de~ 

dimensiones, lo cual no fue trivial debido· al incremento .sigui G-'.icat1vo 

del tiempo 

me'tod·os, 

de proceso 'si ~e vf;iliza.n simplistameht.e 



'. 
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Las singularidades fueron tratadas do -tres manera~ di.s:t~·nt.:.s. con el 

obJeto de obtener mejores 

diferencial en relación 

elementos regulares: 

nproxima~ionr5 a 
con el oll'Óto-40 

la solución de l;z ·ecuacién 

de elementos rinitos con 

1) Modificando el tipo de elemento~ cerc~ de la singulat·ida~. usaildo 

<JUe h..:n ;,; i-: o los llamados elemento& 

utilizados con éxito 

singulare; con puntOn cuartos. 

en singul~rida~es puntuales en pt·oblemas 

elíptico~ por W~it (ver C4J ). 

2) Mediante un refinamiento local alrededor de la singul~~idad. 

metodo tambien ha sido ensayado con éxito (en problemas clíptlcos) por 

Whiteman y Wait (ver [3] ' C4J ) entre a~ros. 

3) Utilizando funciones base espe~iale~ como ha hecho W~ite~~n 

C3:1 > tambié"n para casos el{pticos. 

<ver 
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CAPITULO 2 Problemas VaT'iapionalas 

Sea V'.f\-"'1R. un ospacio de f-uncion.:'11 se 1 lama -funcional('; .a los m.J;:aos 

1í:Y-'>R: 

r,-"' V f <~> e f!. 
11cJ ,., ) ~ rz 

Los métodos de T'esoluciÓn de problea~s variacionales. es dacil' 

problemas sobre obtencion d~ m~Xi~~= y ~inimos do lo~ funcionales son 

semeJantes a los utili~ados para obtener ext,...=mos de fun~ione~~ 

Necesitamos las siguientes definiciones (ver CllJ >: 

1) Si lT es un -funcional ctue depal\de de Q txl li0 denotamo$ pOf• 'Tl'(~(itl}. 

2) El incremento o variación J'é) del argumento '6(1') del funcio,-i=iil Tc,c..-11 

es la diferencia entre dos .Punciones J'7::...,c.v'l-\j.c.x) donde ~UoiJvar.ía 

arbitrariamente ~obre cierta clase de fun~iones. 

3) El funcional ii l1()l"X'I) es continua paril ~ '=' ~"wcn el sen\-i.do de pro,..i­

midad de k-esimo orden si para todo 6?0 existe un tÍ;.. o tal q_ue 

para ~ td - ':l. L><) \e J' 
~'c.~> -'J;c.d\¿_J 

< "' ., (>'l 

·-
<tomando la funcion ~~c.v> de la clase de ..Punciones <Sobre \~ cual al 

funcional 1fl~(K)) esta deTinido>. 



4) Un fu_ncional os lineal si satisface 

lf { ( '¡) (..V) ) °'= c.')f( )} ( < ) ) 

1f l ~. c..., + 'j' l"l \ "" 1í ( 'J, ( 'º ) 

donde ¿· es una constante arbitrariil y '.11 

adecuad o. 

5l Si 

puede representarse como 

& 1T 

:-•ag. 3. 1 

.LI¡('?,<<!) 

• '?, funciones en el dominio 

donde Ll;v-11 1¡;) es un funcional 

...,...._><"ti~} -¡o entonces L Í"Jt,¡(J//'t)) 

lina::tl respecto a cf~ y /3 Ll)C>oJ1 cfp}-J0 cuando 

es la vari.acioñ del f'uncior11al Tí( V l,...-) ) 

y se ,.epresenta como ,f 7f • Es la pa1·te principal del i't".c•-em=nt.o. 

Pa,.a funcionales íi(,(XJ) (O mas compl~JOS) podemos dei!inir 13 v·ariacio .. n 

como la derivada del funcional 1\l)C>i.) 4--cJ.f"J) con raspee.to ..¡¡o{ para 

J...=o es decir: 

r ir = 
=-o 

Si el f'uncionalT(~lJoc)) que posee · .. #a,.i.ac~o·n, alcan?a sw e'l<tTC.ffta para 

'1-=-'" lx) siendo l1, !>) un punto int~-rior Je la ,.cgiÓn de dt:.finicj Ón d¿l 

funcional1 entonces piDra ~= 1='c ()() tendremos J .. 11:. n. 

En el caso de funcionale& 

)(, . 
-rr l¡¡Ul) .:- 5 F l "•\ii'.?')J, 

Xo 



" 

.: 
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con puntos de 'rrontera .PiJo.., p.:ira l-11s cu1•vas odmisi.ble:-·~t.<,.)=J,,Yt_}l...--,)::-.11 1 
tendremos que si conniderümos los Vdlorcs del .funcior1~l •olo en la 

.familia de curvas 'J="J(~,c<)::.'j(-<}..¡J!~ 

en l'a cu.:.1 se alcanzD el ~)'.tre1Ao. 

qv~ contiene püra 

el funcional se transiol"ma Gn 

runcion de cJ... 1 ·f(1:){.'1t. 1.())=1(..t.) yD 1ve el vnlor del Pilrci'metl"o ~ 
determinD una curv.:. de la r .. ;milia IJ :::~(><1 cJ) y por lo 'i:ant.o o} Y.!llor <1e 

1l l'j<x1.:tl) . Esta runcioÍt .t lol,) tiene un extremo en ol.=-O puesto ·\_u~ 

para este valor se obtiene ~=~~i 

La condición necesa,.ia pa-ra q_uo 1ft?l.%J)tenQa un extrem0 en.e. (J) c--s .i 1(t)::.C7 

y como 

><, 
,( t.t.)-:- 5 F{-< i'JCx,.1.), :J'C><, .. t.!) Ú >< 

)(o 

entonces. considerando .')-::,l.<) y")'=')'<~} como variables: 

,t' t .l ) 'O "'1 5>< [ F.,, ¿_ " e "'1«! 
• -'Jo1. J 

donde 

F, = d F ( >< J !;! l.)(¡.L-) / ~\ (:>(,1ot.l1 

~ ') 

F~, ""' L 
~ 'J' 

f lx 1 ';)l..-,o<.} I ':) 1 CJ<,d. )j 

Como 

entonces 
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como habiamos dicho, entonces si .í!(o)::llí¡ para un extremp .se ticn:n rfff=o 

es decir que si 

s"· 
;(o 

se necesita 

\-~• J~1 )d>< ::D 

Como J,J _=o 11 ..J9) :;1} , entonces la condicioÍl nece·saria de X_..,.., ":11 to¡~,., 

extremo toma la forma 

Basta tener 

en la curva :J=~U<} que realiza el 

considerado. Esto se generaliza para 

funciones, de funciones de variablas 

de matjor orden. 

e~tremo del 4u~ciona[ 

funcionale~ que dep~nd~n de nas 

iYlidCP endientes , 1:1 de derivad.as 

secc.ion 2. 1 MEf'todos dil'ecto,s; 
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Las ecu~ciones diferenciales da los problemas ·~at·ia.cio11i1lcs se 

integran de manerü ünalÍtíca Ce oro o ~~n el ejemplo de l.:i -seci:iÓn 

anterior> solo excepcionalmc-nte. poi"' lo q_ue surgen lo> lL..:.~.r:i:Sos Cv.=r 

CllJ) mdtodos directos cUYü idea ~$ con~11!erar al proble~1~ v~riacional 

coma l(mitc de un problema de ex•:r~mo para una f-unció'n. de vri nÚ·"'·~•o 
finito 'de Vüriablcs, sa1ucian~1ndo·i-i! este !JOT' m6todos cotnvne'$, lJ con el 

paso al limite obtener la soluci&n del J!r~blema correspondiente. 

A continuación menciono dos métodos directos camunm¿ntc Lt.rüd•)~: 

de dif!crenciü~ Tini ~c'.1'5 de E.ulcr, que no cansideru lo:; 1 > El método 

valores del funcional en las curvas arbitrarias ad~ísiblC$ en et 

problema variacional dado, sino en las lineas quebradas: .Pot"rtladas por 

un numero d~do de senmento~ r~ctilineP5 cuyas abcisa~ es~an daJüs 

(esto es en una dimensi6n> y donda al funcional Tf(:,i~J) 'ioe -t:r.nn.sforma en 

una .f'uncion }l':),,'Ji,··· \.) .. ) de las C'T'den~1J¿¡s de estos véYéic.es.1 de'tei"'-

minanda ~' u del sistemil de e::;.:r::iciones: 
'J \ I l.Jz.. I • •' :l "l 

1 •• ; o J :: o 

obteniendo una solucio-;,. aproximada al p-i•.,-.:lema variacionbl. 

2l El llamado metodo de Ritz Cq,c1e . dct.::llaromos mas .a.Clelante) ~ue 

considera los valore~ del funcional "º en CUT'Va~ CJ<·b i traf' ias 

admisibles para el p~oblema variacianal 

combinaciones lineales: 

dado, sino Polo e·n todas las 

u~ L>< l = 

con coeficientes constante5 posibl~s f~r~das por l~s 

e iones de cierta succsion elegida da fun.:.i:ones -Y, Cx), t'i CxJ, •. ,'°"'t.,, (x)-

Talas combinacion.eG lineala~ debe., !:>cr adm'isibles r;r¡ ~1 !"l'obl<:•'"1a 

considerado, pol' lo que hay cie11·tas limitüciones para .CZ:SL0!-1~1· las7"-1·~). 

El funcional 1f(¡Jl.\'J) se .transforrn.a en un¿¡ f"unciÓn de Jos; có'°T-jcien';-?s 

v,,v'-,··· 1 V..-. 

tenga un extremo, 

los que se osccgen para 

es decir ,~ dote~minan Jel 

que? .f (V,, U z 
1 

sistema )f - 0 JU, -

v~ J 
·1 'A !: •1. 
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Si nos.limitamos a los primero~ tdrmfnos 

,,. 
V.., l•l = ~V~ '/-'; t~l 

"\!:..1 

se tiene una solucion üpro~imada al p1•ot>lema vari.&cion~l. Po1a 

las u~ sean admisibles haq ~ue sa~i5fa~e~ añt~ todo l~s condicior.~~ 

de .Prontera. La elección de la s~~asió~ de funciones 

llrJmadas -funcione~ base1 in.Pluye considerablemente 

comp le Ji dad de los Céllculos ulteriores, CGmo 

posteriorment¿. 

y,, ~, .. '/',,, 
en e'l !)r&do de 

se .rinaliza 
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CAPI11JLO 3 Introducción al ..Me.todo .de elemt-ntos rjnit;os 

El m6todo de elementos finito-:; Cva1· r6J , r7J y r5J ) c.on!iis:te en una 

descripción aproximada de un contir.1:.10 CH\, t.érminos de uh nJ',nero .;inito. 

aunque gr~nde, do partes ~ue puedan represcr1tar$e po~ pccoc 

parametro51 llamados grados d~ libertad. El concepto se ori~i11a en la 

teoria de estructuras, donde un~ es~ructura 

usualmente a partir de elemento~ estructurales, Jo:; ~ales 

interconectan solo en ~eterminados puntoJ llamados nodo~. 

Para cada elemento, las propiedadc'= estl'ucturales- C (ltl,lf' c.Jemplo la• 

relaciones fuerza-desplazamiento) estan definidas ~n ~or~~ 

terminas de los grados de libertad permi~idos en los n~dos. 

V.-,ica en 

.4 partir 

del comportamiento en cada nod~, 

estructura ensamblada. 

es posibl~ ·describj~ al de 

Dado un continuo, este es dividido en un numero f-iniLs de pe~ue~·r.as 

regiones aJcnasJ se l.es llama elef!\,,ntos. 

elementos como interconectados solo en vn 

Podemos visu~li~ar a 

cierto nGmero dr 

e!P tQS 

puntos 

discretos en sus fronteras comunes, A e,.E-os puntos, ad~m3s de algünos 

puntos especiales escogidos en et interior de los ele'IT•er.tDJ· se le• 

....., llama nodo!i. A cada nodo est..sn asociado vn numero ;ini!:o du grado;; de 

libertad. El comportamiento de 

estos grados de libertad, que son las co.:::n·denadas geneYaJ 1 C'a.t.a:r. de la 

mecani ca. 

En mecar1ica usualmente se describe un problema de cu~po ~ediante un 

conJunto de ecuaciones diTerencial2~ con las condicione' de 

el extremo de un prlnc:ipio variacior1aI. Si 

ext~emo no existe basta un enunci~do v~~¡acional mas debit. Con l.¿¡s 

T'estricciones adecuadas, los dos punto5. de. vista s~n mate..,~áticamente 

equivalcnte5 Cver Tong &. Rossattos C p~g ·7-sJ donde se demuestra 

es to). 



-

Como lja <Se mencionó, dado un pt"oblc:na diferencial, 

un problema variücionnl asoci~do. mayoT'CS 
en ~Cheral 

detalle~ 

segundo capitulo de Mitchell 1A \Jait, e.n donde se 

principios variacionnlcs comune~, 

diferenciales. 

y su T'clación 

SP.ccion 3. 1 Aproxima.:.i6n de Pitz. 

con 
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s.e tiene 

veas o el 

ciortos 

prcble.~as 

A continuacion se desc,..ibe un mét~do pa'i"a aproxiina'f' la s.olUci~ o!le 

la ecuacion direrencial eliftica lineal .~-1.t -=.rv-, dad<:t.5 cie<-t.as c:cn­

diciones de frontera <es el mi~mo m6todo anterioT'mente ~esv~i•o en la 

secci-on 2. 1 >. Si suponemos q,ue el ~pera'1or- A es tal que. E.a función,({ 

es la solucion al problema variaci.::~alJTt{A)::para algun .funcion.al ÍJ(,,...), 

entonces puede escribirse 

donde 

para ~ una T'egion de integT'aci~n. 

Adema's T'equeT'imos que el· funcionil l 

func·i'ones -ó- tal que, &i denotamos 

-¡f opero soh'f'c un <?S"p..:.c. i··· l-1 1
"'

1 d• 

J »- e orno ~ ls l s ~ c.v"';l icz q_ue 
7-.s 
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Un espDcio con tales coracteristic~s es 't~m~do espacio d~ Sc~olev. 

Dada /C lJ -funciones base• que lla~.lremos 

·/-'; Lx) 

podemos Dproximar l~ so1uci~n medi~nte Jn siguiente 

\}(x) = 

El procedimiento de minimizar un ;u~cio~~l utilizando 

de esta .fol'ma es conocido coma apro~jmacion de 

ioflterpo1.ación: 

U.l'l.Q. apro«im..ncio'n 

Ritt. (-?ara l.!l 

aproxim,::icion so utiliza un <S:Vbi.>sp.ar-io de. Jintensi6n-fin lt.a ~el 
de Sobolav. 

espa·:io 

El procedimiento a seguir en aste caso ha sido de~c~ito por Tong 

Rossettos (Ver C7J C pag 30-361). Baste decir que~ p~rtir d~l 

problema variacional pode-mas enco-:it1·ar t..J. solución en c.ada clem'?'f1~o 

Csuponiendolo aislado) dig.;:,mos .iÍ: (V.t) comn la soluci6n Je ~ M. -==- °.¿ 

donde para ;¡- ~ lt;,~'3) \ ~ i.1 -i ~.., es_ la 'lue llamamos matri-z de rigidez 

del elemento lJ ¡ =lb.;) \ ~.,,;~"" el vector de rue-rza t..a.,bién del ele­

mento> Que se obtienen del TuncionaP al ~plicarlo a las funciones base 

del elemento, como se dcsc-ribirJ' m;:s adelante. 

Con los resultCJdos parü cad.a elemen4;o, si tenemos que 1 k I,J" c. N, dende 

/'ti es el numero. total de nodos es po~ible encontr~r \o qwe ~e llana 

la matriz de -rigidez del sistema, Á ';. LA r :s) y el vect:ofl ·.:Se fuer:a 

(tambien del ,istcma) de· l'T:·Llnera que al l"'es.alvef." )\Ü = ~ 
obtenemos la solucion global apro:11.ií.'ada Ü= (Vx\· Las V.; oeneralment.e 

son valores de V en los nodos, i.e. U.;: LJ()I.,;). 

El siguiente 

ecua e i Ón 

ejemplo ilustra el 

=f 

a -segu,r. Pada ! a 
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con condiciones de flrontora Ml)("t>= .tfl><,¡)::-b 

denota. por Xf el valor al princL?iO y ?.:or Xf el valor .:r1 rt11al>• 

funcional apropiado es 

f ( _,_) [«. ) ~ .. \ 

' 
z 

'./ ( >' l •'t - J (X) •ft } ,1 y 

"' es decir íf(v): qu¿ para cada elcm~nt~ se ve co~o 

Tr-
- ti' l.A,. 

Po·r lo tanto el problema se reduca a mir1i,~itar 

íf tv l = ( 

donde ~ es el numero total de elauentos. Entonces 

t"especto a V resulta q,ue basta rasolver el sistio-ma 

condiciones de frontera adecuadas. 

En resumen los pasos a soDuir son: 

1> discreti~ar el sistema fisico. 

par·v o6t.s:ner tfTT{IJ)=-D 

4-U: f c.,n tas 

2) determinar las 4-:.. (A:_,) lJ ~:.Ú, ... ) a port.ii" do 

y procedimientos de 

elementos. 

interpolaci6n adecv~dos, 

principio'" v.Ail"'iac ionales 

caracterizand~ asi los 

3) ensamblar los OL..;-a '.; de 1o~ ~lcmentos p~~a ob tenQr lo:> 

A-o(Ar:rl • f~(~r) globales. 

4) aplicar las restriccion~s apropiadas 

ecuaciones algebraicas soluble. 

5) resolver tal sistcmD, 

Todo esto si tenemos que el op¿i'f'.:J•1ar ."'4· 

para obtcne1• un s,j st.e:na de 

€~ positivo-defin~do y 

trice. Nuestro C<Jso es distinto, P'or lo cv.:ii t~nemos q;ve cons1derar de 

otra meinera ·1a cuesti6n, c:on10 so ve on s;eguid.:i. 



~· 
¡_i. 

'' 
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seccion 3.2 M6todo de ealetkin 

Si la ecuacion diferencial •n ~u forma cl~sica 

se multiplic01 por funciones (.lY.l Cltamaj,;:i·~ de prueba) 'I ~e tnt-(J­

gra sobr~ _a_ <utilizando et Tooro>'-"' de C-('een o sea inlt!l]r.::.C.ión 

por p~rtes) se obtiene 

donde 

que es llamada la Forma debil de l~ ecuacion difer~ncial. 

La aproximac ion de Ritz a la solucio'n dal pT'oblema V-i1ri.;,1";"ional1 

"' 
U!_ x) = ~ V; '"/'~ (d 

<Í-:.1 

se puede escribi-r como la .,;olucicin ~e 

) l 1í.( vl) -=­
)U, 

solo si el operador lineal A es positivo-definido ~ ri~'tr1co. 

Pero si esto no sucede, el sistema de ecutt.cionr.s (c'\V,"'/~)-'Cf~~...,.)=(i.+i-<t-""/i)-=c· 



P.ag. 4: 5 

todavía define une> solucio"n apro"imada. El método de Ga1cr~in no 

sino una discreti1üción de la forma debJ l. D.:ido un f>Ubt>SJ":>CiU .5 h ':1<:.>l 

esp.:icio de soluciones lJ un sube~pacio V 1 ~ del espac ic de- prvc:!b.a V 
tenemos la solucion de Galerkin 

fa ce 

( ~ VI f ) "' (w .ef- ) 

\) es el elemento dQ 

El lado izct.uierdo requiere de 5 in{;egr.acioncs por partes. (V"-·7' Sti'~11g 

te Fix Cpags. 117-llSJ y Mitchell f.t Uait e pags 50-52J). 

La aproximacion de Galerkin arrih~ 

J~ (u, ,., .. ) = (.v-¡ 1:) 

donde 

es decir la integracioÍÍ por parte-s tja mencion.ada. 

En las ecuaciones de Galarkin es natural d~finir la apYOXiJ'l".:ac..iión U y 

las funciones V usando el misnn conJ"nto de funciono> b39e 7-'~· 

donde it: ...o ~""' asegurnndo a.si q,u~ en :Lq_ucllos probie"'-<ts f!TI que 

tanto la aproximacion de Ritz y d~~ Galet-tln puedan de-f,itiYT'!fe, J lc-v=n a 

formulaciones alternativa~ de func i Ón. otras 

apro>c.imaciones en las que no se escoge. Ja misma base./HPI e.}emplo de 

esto es el metodo do- m{ni.mos cuadraJ.,.-;s. Adem<:is, c.;:,¡;.oo se ve en 

Mitchell 8c Wetit C pag 52J, es posible apl i.car· el M6t;odc d~ G~l rrt<in a 

ciertos problemas no-lineales. 
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CAPITULO 4 El m&todo de ¿lcment~~ finitos 

En el m~todo de elo1nentos finit=s obten~mos 

interpolando la ~uncion en lü rrcnterll a 1 interior del 'elcn~r1to. 

POr eJemplo p~r·a C>c,,><i.1 dividido en sobintervalos ><..\ ~-.e~><..; ..... 1 ,; . 
puede obtener, lü !>olucio .. n aprOY.i1l":adn U a partir de valore·.f n~d.ale~ 

mediant~ una intcrpolacion lineal 

donde se llama a .-..,.; f\;.'r.'cioncs; de interpol.ació"n o funciones· 

baseJ ll1 Lli.. son parcfmetros desconoci,1os q,ue se dC'f;~rn.in.an ¿i part"ir 

del valor estacionario de 9u11cionales variacionales (c.)mo se vib 

anterio'i'mC'nte). En general ~e ticr'l"t! VLX)::: .i:. U;,~·(~) . 
.. = 1 

En el metodo dc Elemento finito gan=ral~~nte se utiliz~h como las U~ 

los valores de i. e. (la solucidn al prob!e"a 

vari~cional) en un punto discreta del dominio ( los 

nodon)J ·SE' escogen las '?..: de mclnera qtH? desaparezcan en to&as. partes 

excepto en una pcctuc .... na region de! cont!,iuuo, usunl~ent.~ 't!'t\O-S cuantas 

clcmcntos1 pi!!T"a hACC'T' q,tie su in.fl uanciü s;r.a local y pay Cante;. tenga;.~s 

calcUlos mas economices. Casi si cmprt?· so escogen funciones d~ 

intcrpolacion llamadas tambie11 ~u~cionej base) tal ~ue de1~~~0 de un 

elemento la funcion de intt!rp.::lacicin dependa lÍnir_an1ente de las 

coorde11adas generalizadas can los nodos del elemcnt;o. 

En otrCJs p.ol.::ibr.:is se c!lCD!)en Fvn•':i-=>nes toles que sean suaves dent1·0 

del elemento y puedan sor co.nst:ruid~s i11JcpcndicntcmentP. dal \"esto 1e 

la~ funciones del elemento, pero exi9jcndo compat"ibil i.d.a.J cn la-:; 

f-rontere1s adyucentes1 es dec i1•1 la-s fUhciones de in(;erpol.t'- ioíi d<?b€'íl 

tener cierto or~do de dif-crenciabilidad, 

entre los elemento~ 

al menos e~ 1a~ ~ronter..ls 



1"'.'.l!J. 5. 1 

En gene~al se encogen polinomios ccr(O fvncion~s de 
, 

intel·r•·ll.:1c i.,n 

son facilmente manoJablos y toda funci·:i"'n 

p.;,rece un polinomio. Para solecclonar el orden l.J 

suavQ 

los 

polinomios es necesario con·:.iderar la c:olitpleto2 de la T'~"Pr«rs•:·nt:.ici'cn 

polinomial y la compatibilidad Qn~ra ele"entos adyacontc~. 

sección 4.1 Funciones b.;isc 

Al utilizar' el m~todo de element~~ finitos el paso •'M''$ esencial es 

escoger e,, elemento. Se deben apro,.imCJr L~S vari.:Jbles d-c::h ¡21"ob l.em.a po-r 

un conjunto do funciones en termino~ de rus coordtiñadas g~nerali2adas1 
es decir aproximar una funcidn M(x) dontvo de un eleme•1t~ ~edi~nte la 

interpolacion ya mencionada. Las funciones de interpola~ién p~eden 

!:>Cr de dive-rsas clases, como la d~ Hermitc q_ue apl'D)(ir.ta Ja fvnciÓnMcxJ 

mediante un polinomio V{x) on termin·JS dE J..ª p-ropia l.Hx) lJ r.u5 deriv.::id~s.. 

Un caso especial es la que ¿tiliza solél~~nte 4t(X} es dec:.ir 

"' 
l/L><') = ~ -<l l><.;) 'f. 

que es la llamada formula de interpclaci~'' de Lagrange. 

Las funciones de interpol~cion de L~nra"JE estan daclas pQ~ 

donde L (.x):; ( x-X',l (><-Xr,) •. (x.>i;..nue satis.Pace ., ...... (x"'rc.) =- r .. :J(. 

para 

Se tiene entonces un pol·inomio de grado ~-1· 

<unidimcnsion~l) rc~ultan funcion2~ lin~a1es 

En el c,tjso 

1 .\- :;>(' 

2 

'1 = 2 
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si !;e toman 

En el CüS0\11:3 con ;(' :" -1 I X~= o, >(~ : resultan Jos polinomios 

cuadrci'ticos 

'Y', l ~ ¡ ::: >< ( 1 )<) /7 

l'i (><I == ( \ ... >) (1-><.) 

''/; ( ") -= ( 1 "'"') ( ><') / z 

que es lo <¡Ue se utilit'1 en el pYesonte trabaJO en el caso 

unidimensional. 

Similarmente on el caso bid imo:ins ianül, donde usualmente s" escoge 

entT"'e elementos T"'ectangulares Aquí >e utilitan 

elementos tT"'iangulareG cuadraticos oT'gani.tados co;D muc..str.a l.<l f'igt.:ra 

3Cb). En el preseinte trc:ibaJO se uf;ilita interpolacil'.5Vt C.V-Zl'dr.d"tica en 

elementos triangulaT'es. 

Se.o el plano {3, ,\)1 

p OT"' 'i .:. b 1 3 '2.. ::. O 

se t ient- un 

y :S,•J,:: " 
tri~ngulo rectángulo s!~nd~rd ~or~~do 

as decir el triangulo c.C!"!- ve'rtices en 

r 1 .:: t ,, º > 

~ z. -· co, 1) 
r3:=(o,c) 

Si se introduce una nueva coordenad~ > 5' = \-3, - Jr. , se tiene 

sistema coordenado local que en est.e c-;i:so 

coordenadas triangulaT"'es 

figura 4a). 

Se utiliza como fÜnció'n de interp c:ilaciÓn: 

coincide con l~s 

Strüng y F í x ( p ttg. 

1'..· ( >., J, ,i, > U..; 

donde 3, ( 2 ~. -1) 

3¿ ( l 3, - 1 } 

3- {2'5~ - ) 
' ,, ? , ~) 

11 'i) 3, 
11 ~. 3 i 

., 

un nuevo 

11.ama;!as 

94J y 
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1 

son 

les 

las funciones base. A estos t1'i.:Ínguloj1 

l lamaromo~ elementos reg L:laros 

bidimensional. 

Ccon estas 

o 

·1 .... 
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funcione~ 

c:n e 1 

bas~> 

caso 



CAPI1ULO 5 Un programa de elemento~ finitos 

El trabaJO comenzó n pilrtir del 

Dr. ....1. P. 

progra~a pürü el e~~~ 

He11ndrt) mi~mo qu~ se <PRDGRAHñ/ORIGINAL dol 

continuaci oÓ IJ 

ademas de cada 

esto contenido en los üpcn~ices Caclaro qv~ 

programa, un i.ndic~ propi.o de l.:is rutin.:i:s de 

que al T'efcrirme a la rutina'~>.:'' del p;-cgl'ama ''y'' bi'lo;s.t;i 

el indice del pl'ogr<Jm.:Ji ''y"'). 

f'ag. 6 

mas si :1\j::: le 

d.:~<:.rit..~ a 

SE incluye 

.-cnsult:-:ir 

Se tt"ata de un programa para elemento~ Pinitos cuadriti~os en una 

dimenGiÓn ~ue re~uelve el problcm~ linc~l 

donde r(i..),.o, '4-<....-):;-o,¿c"li 

sobre el intervalo t.><f, .... ~"J 
b -:::.o >:r-.f'Jl.7.. ~ con .i<:::oxfJ.i?,~n l~ ~rontera~ 1 •x 
uti 1 i z.o;1.tfo cu.adra tura Gauss i<:ina con cu~1tr·o 

puntos para calcular los elementos de la matriz de rigiJecr 

vector de ~uerza ~ 
y del 

Se hace lo siguionta: 

1l Se I ee el numero de subint~rvalos a considerot-r 

condicione~ de .frontera (ILBC, IRB•:::). 

2) Se llama a la subrutina STURM q~e es ia que realmen~e contYola el 

pl'oCe!'>O de solucion. Lo q,ue sigue as lo q,ue va haciendo S.TVFtt-1. 

i) Se llama a STIFF q,ue se encarga d~ calcular la m~tTiZ Je rigidez 

y el vector de fuerza P ; Oí:i la parte medul~r 

de elemento finito. 

i i) Mediante l<J llamada 
, 

f.c:Jctorizacion .de Chole!;!c11, c.::-~tenida en 

las rutinas: CHOBNT, <la 
. ~ 

iactorizacion de Chol~skyJ, 

CHOBNS, <la resolució"°n de la ecua...-il.•t1 rn~t1·i·ci:Jl) 
se obtiene lo Q.Ue o~ a la Vdz soluc.iÓn deÁLÍ::. Ü lJ ,:¡pl"oximaciÓn 

discreta D la G o 1 u e i o'n d~ la ecu~cj6n diferencial: 
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1ue debido. a la.s: .funcion~G 

base elegidils so tiene que.> lí es una matriz si.;ié-tric:i ~·csiti..,.r:i 

definí da. 

iii) Se compara con la solucion ~nal(t.icu esperada. 

utili~a la rutina ERROR. 

seccion S. 1 Construcci6n 

lineales 

ae1 sistema 

Par::, el lo "Se 

La rutina STIFF calculn° los &le.menl..os d"" la miltriz de vj9id~z .4 ~ i!l 

vector f como se describe a contin•.:aciÓn: 

Los elemantos de la matriz. A-::: lAr.::r) son simplemente 

sumando sobre los M olemento<:> del domihi•"J• hu.cer: 

A'"' ~ f_ ( s:.c 1 'tr ')'J J " 

~, 1 

1J el vector V.:. llf'1)se calcula como sigue: 

lt... -: • 

en donde J(,, )(L son cspectivamer~e el 

el 1'.r dx) 
.J " 

principio l} el .fínal 

el sub intervalo considerado (que e 1 estP. caso corrc-spond~ ~l c-lemento 

correcto>. Las 1'-.r son funciones base .apropiadas para c:l ::lc,;iento .,,n 

cucstion. STIFF hace JUStütnentl.l es:.os c.nJculos toñ:unolo ~" .:•.1::·nta q_vt=> 

debido a las funciones base elegid.a.:;. se tiene ctue .f.:.(4.T.:r\ &~ LIO~ fl\íltr-i: 

simctrica pcntadiagonnl la cual sa almacc11a en forma CPV1~ri~id~1 

permite ahorrar ba~tante memoria. 
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scccion 5. 2 lntegració'n 

Al evaluar las mütrices re~tilt.itnt;t?~ 

calcular muchas intogralc~. 

integrar anol{ticümentc. 

int<?ograc ió"n numerica. Si 

Vlxl = 
... =. 

entone es 

se puede aproximar como 

¿_ (wv. A<t><'t<) ;- ¡:, ~) 
n. ':• 

donde 

es un ~actor de peGo y 

que pu:jen 

Por ollo 

ser dificiles o imJ~stbl~s 

~e utiliza comvn~cnte 

se apro~ima ..itC.Y') utilizando 

es el error. Los valores escogidos p.:rf·a 

de 

la 

que ver con los nodos utilizados an la i~':erpolacio .. n, f"crc ~~, el casoJ 

de la cuadratuT'a Gaussiana se uti !izan puñtos da int€grr.ici o~ d.:1dos en 

una tabla. lJ los posos DSOCiados a estos <v.er C7J pag. 197>. 
'• 

En el progT'ama unidimon!lional se u(;iliz~ parü intogr.:iT' 1~1 -rutir•.:i Fil>!T, 

~ue os la cuadratura punto~. i. e. 
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donde los ',)v. son los pesos adt:?cu.;;do9 (ver t7J t pag. J87-t89J) para 

cst.:i forma de integrar. lJ (.)l.=.·( ex,,) '=!-~"·=:f .. ~ (K'~) q ~~~ .. ,.-) (~~) , si 

los x,l son los puntos de intogracio"Íl i:..c-rrospondicntes. el lo-::-. \,\/" 

segun el valor .:>signado a 10 Cq,uc es .irgumento de F lf'CT i. 

O ~e tendran léls funciones ba~~. 1~ si PS 1, SU'.i derive·i.:..i; 

En esta ecuación significa l.:: -Func..id"n adecuad.~ e~t c.a.d.:i caso <i. e 

f I ':¡ ' f de la ecuacion di~erencial). 

seccion 5.3 Fac tOr i zac iÓn 

Se han obtenido A, P se uti l i z.c- l~ tactori-

zacion de Cholcsky tomondo en c•JeT!'\.a qui;: !)ebido a que f:>O/ ~":>)'o;. 

se tiene una matriz simctrica positiva definida (que es pen~~diago~al 

debido a la base ascogida en el c~sa uni&imonsional). 

El conocer esta descomp osici6n nos p_e,.1"1ite resolver si.-st;e1nas: de la 

~O"t"tr..:l fiv ~ t7 resolvi ando pr imora R'W = ¡; y desp ué"5 ii. ¡¡ "" w 
Estos sistemas son los que re~uelvc la -rutina Cl-10Bt.J3, de La manera 

esperada al ser ~riangular infe1·ior y ~~terior respectivamPnt~ c~;:io 

se podl'a apreci.::.r en ol listado de F'ROGH .. ·'ü1r'\/ORIGINAL. i~c.1uiditJ en lo-$. 

apendices. 

' 

·. 
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CAPITULO 6 Modificacion~s ~l metodo de el~n·~ntc~ finitos 

Para pasar al caso müs general 

el trabaJO 

paT"tir del 

c.on dos eti.lpo"lG. Una p1·imera .. ,ue 

programü origin,al ya descT iéor 

consi<:>te 

con l~s 

divid:.~ 

en rf..'SO lver .;) 

n\odioFir:aci.:n·.?~ 

apropiadas, el coso general "-'n un.3 dimen¡¡lón. La segun~a co~si~te cr. 

extender al caso bidimen~ional lo~ recultados obteni~o~ co ia 

La doscrib.;. a continuacfdn. 

detalles conGultar el list~do d~l progra~a modificado final para ~l 

caso unidimt?nsional, PROGnAt1A/10/'1, contt'.!nido en lo~ a[Jend 1.cas. 

seccion 6.1 Transform~ción Isoparümét"rica 

La rnayoT"Ía de las modificaciones re~ue~idas hacen neces=rio traba1ar 

con mallas un poco mas generales quo l~s presentes 

original. Por tanto, utilizar elementc$ que puedan 

elementos standard nos da la fl~xibilidad deseada 

facilita el trabaJO de adaptar lo~ m6todo, para t~atar 

p'i'ograr::a 

(5] 

~ingularida(!i:s. 

Se utilizan elementos standard, y una tr~nsfoT"m~ción que no~ llev¿ a 

estos a partir de lo~ elementos en al dominio en el que est~ planteddo 

el problema1 en el casu unidimvn::.i=n<Jl. esta consí'St."<o> <!" ':r·¿i,nsfortnar 

nuestros interv~los a un intervalo stanaard con el terc~r punto en ~l 

e ent-ro. 

La transformacion que llevo un intervalo (en 

espacio de las fG- a el espacio d~ las T 

fine por medio de 

><.; ~/', l T) 

general elcmanto) 

donde "r & t"-t, 1-:l 

en •l 

de-
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don da son valores nodDles para 
.A .:. \J' •. ' I .., 

funciones base. 

Si se define una 

dando U; son valoT'es nodale; corra'5pond:. 6.!ntes a lo-s pvnlo.s ., 
se tienen ciertus 

en tcrl'ilino'J de ~ 

fluncione"S \.!~lT), lil c.oordenada local T se define 

mediante la in·~·~rsa de la transformac. io'n 

La necesidad de que la inversa de 1~ tT'~~5formacion est6 ~ien definida 

impone varias condiciones sobre la disp~sicion de esta~ p~nto~ . Si 

paT'D aproximar el valoT' de X se utiliz..ln las funciones b&.~e rir.i <en 

el lug~r de lüs \V¡ ) !.e tiene la llamad.a transfor.;ación ~sopar~má'.t'i"ica. 

En el caso cuadT'ático unidimen-sional, Q.UC! es el que nos. int.;-r~~a. darlo 

í se calculan las funciones bas~ 1;LT)
1 
~fT) 1 1J l T) en•;ot1ces -:;;e 

obtiene 

donde 1(\, l(,_ 1 '<":> son vnlorc-;¡ nodales. nado quo tambidn ~~ tienen los 

valores de M en los tres puntos, 

alguna primera aproximacion) se 

vLTl ~ U,-f:(r) 

a'i dec.hr vi. IÍL¡ V) (inicjalrr.-cnte bll9t.:l 

r.:alcula V(. í} como: 

Para esto Ge 

PROGRAMA/ID/!, 

subinterv~lo), 

utiliza el praccdi1nic.nta CALC, (;antenida en 

al que lo pasc.1mos T .:1der.S$ de?; 1 Col punto inicic'.ll de>l 

Xl. (el punto interf'!",edio), lJ >(> Cel pun•:o final>. Not-3.r 

que la reenumoracion dentro del interval~ haca que x~ córf~~ponda a 

lo que era loCL • Se utiliza a la r1.1t.ina UI.J .que detorfXli.na g.J valoi' de 

la funcion base adecuada. 

Al integr.:ir, donde se ten{a 
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con ,.¡ll<) , f .. (..><) y :fLoillx) se tiC!'no 5f1oril 

1 5 flll -· . 

donde X l ¡) y T<C-1,¡J como era d" esperarse, Pl3ra lo:. c~lculos l~ 

unica diferencia es que en Lugür rtz hncer l ci s ciÍlculos '>t'\1 b ZJ s a " 
,,, 

se haran a partir de r y al g un indic.:ld<t>r del inte1·v.:,l ei ~n ~·.1c se 

esta, y asi 

En la rutina ·de ERROR os necesari~ obtener T 

el error en una malla uniforme testa m•Lla no tiene n~Ja ~~e ~er con 

la usada a la hor~ de los cátcul~'i). 

por calcular en forma explicita la inversa de la tr.a n s~o'l"mac i ón, 

suponiendo ctue 

tl'ansformaci on 

pal'a cada 

de CALC on 

m~todo se sau~a exactamente cual era 

forma oe.1:"'\~lÍtic~ i.e. UGualmr.11tc lirteal• 

cuadr,tica en el caso de clem~ntos co11 punto cuarto . 

Dado q_ue esto no funciona en el ca-;;c de -fcn·ciones base es(!A!ciales q,_,e 

se estudia mas adelante, (para las ~ue si" embargo se pudo p~o,eder 2n 

forma semeJante a la del p1•ob 1 C•11~ OT i;J inal.> se 

p'rograma do una 

error. En el 

d imcnsion dos ru ti~as diferentes para E'-1 

caso bidimensional, C Oil\O se vera ma!> 

on 

.c..il,vlo 

..odetaute, 

decidió: dada la mayor compleJidad de la transf-ormaci'ó\"I., .c;pre:t<imar 
•• 
la 

~. inversa usando un m6todo iterativo de Newton. 

·~ 

seccion 6.2 Ecuacionas no-lineales 

En un principio se m~noJaron tan s~lo pi·oblemas linc~~es, e~ 

donde dada la ocuacioñ 
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se tenÍa q_ue rtx) 1 "}(l-<) 1 ,/t"'< .. (>.3d0 C\.UO hemos: i;\'"JnS;OTtn.a.do el 

pT'ograma de m,:i;nol'a qun conociendo al intc?l·valo y T se ubti.cuen Y. (r} 

y Vty) facilmentc (dadoG valore'S ap1·'Jxim-3do'5 Pélra M ;;1cJ i.o.ntc CALC> "?n 

ClC<lOO f~¡tT,~tT),UtTl)¡~~'){r,P(í),vlrJ), J- -fCº,.>.(·r>,U(T)) 

bastil llamar ¿s CALC en 1:11 11Jgilr apropiad~-:- \J utilizar » ~T J •J V { /) 

tal como este los calculn1 resolviando como para un pvoblc~~ lin.?.:.11, 

pe~o iterando hasta convcr"ger <c<J:i una p1•ecisid'n dad.:1) a lu ~;;;.luc:iér, 

d~l problema no-lineDl• (Ver C5l ~.::g 111) .. 

~ste es el llamndo metodo de sustL~uciÓn 5ucesiva. 

coeficic.>nte no-lineal n la n-e<aifT".,:J apT·o)Cirnac:i6n 

v.v~, como lü solución de un prcblema linc.:il. 

~s dcci~ ~valuar ~l 

v,., 'J d<!t~l'rninar 

Este método converge a la solui:it!n co¡l'ecta. paro ha9 q_t..·~ t~r.er 

cuidado y primero establecer la .:?cuaciósi no-lineal pi!.;l'"a ló!. Tun.:iÓn 

minimi zante V y despue~ resolver el P~oblema iterando¡ en olro c~so 

se puede converger d~ manera incorrecta. 

scccion 6.3 Criterio par.;i detener lü it12.l'""a;.c.1ón. 

La rutiña CHECK es la C?ncargada de dete11e<' las iteraciot1es.1 S~él ~ el 

índice usado para la it:cracid''f;\1 la (\.Ue hace es .simplet::c:nt.~ c.~1J:paraf' la 
- (..i¡; .. 1) . 

nuev.,. soluci 6n V al sis tema 

con la soluc io"n 

- ( l'-1 V 

a 

= ¡7C~-•) 
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' Para el caso unidimensional ~~ta ccmpar&cidn ~o hace de· l~ s;;iguiente 

manera: 

1 
(. 1t ..... 11 

l((>.',l -

\ V (Y., l l l 1'"'' ) 
:r 

E._¡, + t. «.I (5Mlt l<) 

donde las XI son los nodos de la fl'.C.lla usada pal'a al c~,lculo, /f/ el 

nÚmel'o de nodos (llamado 1/J( en eL pro;;~ama) y Ett!-;: E ,.e,.\ <Son 

dos numeras fiJados externamente. 

El c,..itorio para dotener 1.:1 ite1•ació'n del metodo de elerr.ct'.it?S 

usado es simplemente que 

hay un contüdur de i terac io'n ITER que p ertni te 

flinitcs 

detener. 

artificialmente el proceso si el numero de iterücione~ es nayor o 
. , 

igual a LIMIT que es tambion un nVmcro fi.Jado exte,..namente. 

So utilizanl...c\'::,001 ,f;.."";_.ot'ot.t',.f y Lli~1T~7. 

seccion 6.4 Fa~torizaciÓn 
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En el caso general que nos 

matriz de rigidez resultante 

no ~erlo>. 

intc1•ei;;a no es posib~c 

se .. , p-::-:;it'.va-definida, <el opcr~d~r pu~j~ 

Abandon.:imos el esquema de fi1ct-:.ri2ucjo ... ri do 

general de factorizaci~n t1•iplo, <ver C7J 

matrices bandadas simetrica$, E~ta tien~ Un 

Chol.:-s klJ 

png. 85, 

costo en 

p.at." •. :no 

vd:ip':.aúo 

efi.:io:-11.:ia 

aquellos casos en quo si hubicramos obt:enjJa .~;atr i ·= .;.s 

pqsitiv~s-deFinidas (en el caso bidimensional resulto ta~ in~ficiente 

que probablemente hubiera sido m~JOr util(zar algun ~e~o~o itc~ativo¡. 

Consiste el 

inferior y 

L. - = ~ '.) 

flnctorizar 4 
O es diagonalJ 

y dc~pu~~ 

resol\l~mos 

T-r.-- - ñ-1 .. 
-LJ-v~· 

[ 6 e r 
.4v-= 

soccion 6.5 Integrac iÓn nur.o:ét· icn 

donde l. r!S 1.:.1•i.angular 

En el programa original se 

Qauss de cuatro puntos (ver 

utiliza para integrar la ap~o-ipaci6n de 

C7J C pag 187-188.]). Lo mts~o ~R hara en 

el caso general, pE:!l'O os necesariü tom;:ic an cuenta los. c:.fect·cs de lü 

transformacion isoparamétrica en l~ int~g~al. 

Se vio ya ~ue ~n l~ inten~al «n~J{tica 

ten{a 

con -6-l•l, .q L>-l ahol'ü •e tiene 

~ 

1. 
~ 

j,. tó \ .¡. r" lr 
TT 

con ""-x(Tl • 

donde en un prin~iria se 
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En la Dproxim~cion so 

un ·valor par.:a .J x...-;i r Dado Q.UE:> ~e utilfzan lils Funcjon~s b-0s~ p~ra 

calcular Y: c-n 

16gico. pensar 

i!unciÓn de T m~di~nta 1 o rutin.'.l CALC. cs. t;;mbiSn 

en calcular Jx/; T de man-era similar, p~f"o ~f::J '5 i :cindo 

x¡ ( T) J ·/'; ( r) 

A'::.I 

-¡·¡--

Recordemos que se desea utili1ar 

axpresiones s.iguicntE?s: 

¡¡ "' 

l .as 

S
>(~ 

-} 
K, 

Durante la aproximacion resulta 'tUe (pol' la regla de Ja cadana) en 1'!1 

primero y tercer casos os neces~ri~ multiplicar cada suman1o <i. e. ~1 

valor del integrando en cada una J~ los puntos de GausJ) por ~1 valor 

de la aproximacion a la dorivada de 

decir: 

Jx l T 
i! r 

con respecto 

mientras que en el 

esta. 1J ·por tanto 

denotamos df;/¡¡T por 

segundo. aparece apar·te el inverso 

hay que dividir ent~~ este valor, 

'?J' entonces 

s' f ><' _, 
(-'<') ' 

d T "'-
""' ' ....... \ ...,,t... -,·, 

f e :1 

x' 
JT 

T 

al cu.adrado 

o sea que, 

de 

si 

Todo esto lo trata con FINT, uti li:ando el indicador rn p.::r.a s.abe1· de 

cual integral se trata, de mcinera co-o~istente a ~n 

PROGRAMA/ORIGINAL. Si al valor calculüdo para la dcri.v~da =-"" lr: 11.?.'!'a 

~' antonces bastü multiplic¿¡r PC•I" J l.a-'Z.C.:rPl) cada t6r,r;iino de la 

suma en FINT. En el programa <ver los c::.pcfndices) '.Y se Je l l;:J:!;a 

R.JACr y se tfene que 
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so ce ion 6. 6 Problem~ p~rabclico 

Hasta ahora el progT','Jffi<l T'".i!SUclv-c:! pr'cblemil~ el{pt:!c.o~. (' ~ d >'? !: i 1' 

pT'oblem.:is de la forma 

-1--'' +f =o 

Para ocuacicncs de la forma 

donde ..{1'='-'iC'-"1 .fJ, es necesüT'io resolver un .sistema de ecu.acto.,cs un :;ic<.:o 

distinto al arriba mencionado. Si los Vi: 

solucio'ñ, entonce-si por Gülerkin sa tiene: 

donde 

son valo~e$ nodoles de la 

A, J - s f ~ "h d l' :r d" -~ S !t --vr-t J~ ii7 a ..< 

\'.' I - S+ ~r :r J >< 

M1J 
,,. ) "h . ..,,, J .... 
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·~"~ -l· comoÜ(l_±.'~~~ 1Loudo V (i) &ignifi.c.ol ü· !!Valuado Qn 
.M-

-t. El l;ado derecho d.:- la t?c.uCJcion diferC!nC:ill.l i.o cal<:ulo 

como un promedio pondorado con po~o ~ 

en el tiempo +é es decir ~l ll~mado 

Ctt el tiumpo { ... , l.J on peso 1-0 

~6todo e cnton,~s ~~tonen~~= 

J_ Ñ\ (üt•.,\-ÜUI) =: C.1-0) (i?U-l-AC4) (/Ctl)+ B' (!fU,,)-4(f.,)ÜI•.,¡) 
6. 1: 

lo QUC implica que ~l ~i5tc~a a ra~olve~ es 

/VI+ &-6-t AU ... •)ü (t·+•l= .11;¡ t1-&l&tXu>vc{l + 
1- .1 t ( 1 - 8-1 6' (t) + 6 & o t? ( t4 ,) 

o sea q,ue 

si hacemos 

c1- o 1 6{ A' lil u u 1 

Este esq,uem.:t es incondicionalmenta astahlc. solo si &-t-C\,,i) q_ve es un 

caso irnplicito. En el p,..ograma sa utili?.é1 f} ='Y)• 

En el progruma esta nuovll Gitu.:Jcio~,. se ve rcflcJad.:a ·en ST\JK~ 
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como un promedio ponderado con pQ~o 'fr 
en ol tiempo -t es decir ~l ll~mado 

en el tiompo -{. .. r t¡ url peso l-19 

1í'6todo e J cn~;on~ns •)~ti!net:11):;: 

J_ N\ (üc<·d-DCt-1):- L1-ºl(iic+>-·ÚlJ Ülil)+ ft (riu.,¡-4(f")u1i".,,) 
ó {: 

lo que implic:.:a que el si~tema a rasolver· es 

/\11 + ()-{!.'( AlH-•)Ü (.t'+i):,,,, (•-&)"t-4-lt)Vl~) + 
;- át lt-8-1 ifCtJ ;- 4 l- e1FCf-,.J 

o sea que 

+ (!,(-0-i?C."l-+1) 

si hacemos 

,<ií - C1-01 6{ ~lt!UU l + o{ (¡-eJ iJU-J 

Este esq,uem.-:l es incondicionalm~nta .2Stablc. solo si /)-(;[{,iJ q,ve es lln 

caso in1plicito. En el programa sa utiliz.a o=VJ· 

En el programa esta nuev.:a situ.:1cio'~,. se \.fe roTleJadü ·en ST\.•;:M 
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scccion 6.7 

En i:~ta sección so annli:z:ün 1-=i.::. p1·cpicd.:id~-s de conv~rgcnc.ii. ,fel t:'l~':~.:!c 

de elemento finito. En una •dimensic'n (ver Strang lJ FiK p.:::J. f:2) si , ... 

es el numero do elementos (interv::1lo;>S) lj h:: (YJ - ~,.)/¡V) rcio;olta q;.Je 

si r< es la solucion ilnal ! t ic .. o y i/ ta ~"1.proximaci6.o .rnc:t11trada p~r 

el metodo dr.: elementos .Pinitos. entonce9. 5i la noT'.~a ut~¡ li"?.'ld!\ es ura 

norma en un espacio 

Sobolcv) dondP. si 

h\ l• l 

entonces: 

de Sobolev ( 

El caso !l..t111(Jes el de lD norma U".i'.Jal Rf'i:S (root mean sttv.nr"c) o L2. 

Tenemos entonces que: 

\l<-t-U!lo (_ ~ - 1 h l}-<jCt>¡¡
0 

donde la base esta i!ormad .. 1 por pclinali'ios de orden 'tt- 1 

es una constante. Esta constanta as iun.J indicació'n 

propiedados 

construccion 

del 

del 

elemento particulüT' escogidoJ 

elemento y 

geometrías rogulares un hue11 esti~3Jo 

lo~ parametT'os 

a-si1,tótico pilí'a 

de.pende 

...,od.t1!1?x.. 

e e-. 

c. 

de 

el e rrcr 

para ap~oximar polinomios del grado inm~diatamQntio s~rcrjor k La 

potencia a la que se encuentra elevada vi es simpleme--n(c.• funci.1'n d~l 

grado de los pol~nomios utiliiad 0 5. e~ ~acil da cncontr~r 11v~dric3-
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mente, indicando la ra?:on de 

decir el valor 

c~nVl!f"']enc iü 

de la norma 

al ref.i1r:111· \éJ rr..alla. El 

tC?rcer factor , es dr. V (I'.} ric.?Pi?nde del 

problema en si, es dccir1 de l.a '!tJdVidnd de lfl solucio~. <?S. decir de 

que tan facil es aproxim~rla por p~lino~io~. 

En general <ver t5J t png. 166l -:e ob""ii:>ne el si-guie11':""·: 1·•.·-=.01 tndo: 

Si el 

(-' ... - 1 

espacio 
e í' 

de elementos fin; tos C"- de orden R- l <c!i decir ~i 

la restriccio~ da S" a un elt!m=nto) ~j 1.;; ~ci;aciÓn 
es eliptica, se tiene Q.Ue par ... 1 la 

er.ista, 

s déf'iVada1 en cas.o Je ,,.,ue e~\;a 

ll~t-Vfl s 
s 5'. '2..""_ k.-

donde e~ es el orden problem;¡ dife'l"COCiclJ ... La cbnVet-9encia; 

si 't.,....., es deciT' si se ; puede~ reproducir e:t;acta.~ent~· 

q,ue son polinomios de gT'a'do ~ • 

se: da "Solo 

soluciol"cs 

La convergencia en lo anterior e~ esencialmente la conve1·g~~cia de la 

m derivada de U Pal"a l.a J dcl"ivc:da no se puede obtener una 

conv~rgcncia mcJOT' q,ue oC.~-s) q~e es el orden de la "'1CJ01' aproxi~a-

ci6n a A en un C?5pacio S h cutJas; pollnomios son de gl".ado ~ - 1 i\,ue 

es el caso de la apT'OXimacion de Ritz. 

En el caso cuadratico unidimcnsi~n~l Cf~vdiado resulta v~ ~~rcr de 

disc,..ctizacioÓ de orden o l•') Las prop ied.ades de ! o> polinomios 

usados en tl"iangulos 

< pag. 84) de donde resulta ~ue en al ca50 del polinomio ~v~dr~tico en 

!l q_ue \~;J se tiene tambien un et'l"Of' do dü:;~l'etizacion dl2 Drd~" C(i/) , .. 
1 ' i ... 
'' i -
" . 
-· 

La T'azon de convergencia en puntos individuales es el ~i•~o siempre y 

cuando tenga derivadas en todo pi.::-ltD (C.•.l-';tndo hay singvlcrid.,;;ic!C<s ~sto 

lja no sucedo y por tanto la-:. razo~.e-s do cl!>n''ergencia cr1 'i::'l s.eritido Rr15 

tJ puntuales pueden ser muy di5tintas). 'Pol" otra part'! c:1., 

puntos espaciales el crrol' puede cou1vcl"~(l'r con miHJor veloc.idild q_ue el 
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promudio. Entonces si para calcu1~1· lo$ ~1·ro~es se uti1i~~ vn~ malla 

q,ue coincida en cicrto!i puntos con los -nodos de lü r.:,,11 ::i. d'e elom~nt;oo:;. 

f-initos. es po~iblc obtener u11~ mayo~ converg ene i~c!l 

superconvergencia que se produce an esto~ puntos (ver [~l ?ª1· 

Todos estos rcGult~dos son ~&lid~~ pa~a problcm.as elipticos 

con condicione~ adncuildU$ de front<..•1•a, dorodc ndcmns: 

1) No haq singularidadc&. 

2) No ~o utilizan mallü'j irregular.:1~. 

la 

169). 

3) Son resultados .acerca de convi::1·gcncia al T"o.Pin<JT' u.Oi·fOi"r.li:;r;.~,nte la 

malla. 

Ademas se ha supuesto q,uo ~e c.alcul~ lü apro>:imacic(r.. de ITIUn~ra exacta. 

Como de hecho se utiliza intE'graciÓn ,,umél'ica iJ 1'1.a~ e1•r::ires de 

truncamiento. sobretodo en la re-s::iluci/r, del siste11'.J J inc-.:;il, b.:ly q,ue 

cuidar los detalle>s. E.n cuanto .a 1-:i int"':11·.::ició'n·bast;:a q.ve l.o;. t.(l! -""") 

del'iVüdas de las funcionc!i : base s~ inte~1rcn exactarr.cn:fe ;:i.0.1·.:i. q_ue no 

haya problemas. Curio~am'ente oc<'!..S iones "" 
i nte-gT'ilC iÓn numé'r i ca 

y de hecho mejora la 

inexacta cc~penc:.B el ''stiffness'' del 
. . / 

aprox1rnac1on. 

u r. ¿¡ 

Sin entrar en detalles. Str.,oing ( pag. t09) dice que s iemprc. tJ 

so tenga una transformaci6n isop¿1·~m6tT\~a no singula~ 

pl'oblemas de convergencia. La tr~nsf-0T·.::~(1cion de punf;C"> 

cuando 

tierie 

C1J.;.01·~;0 no es 

uniformemente suave y por tanta d~be disminuir 

convol'gencia. 

Para p,.oblemas no-lineales mono'tor.os ta.:1~Qca encuentra pr·oblefNJ; 

extondor los rot.ultados nnt~rio1•e;; , <v··• CSJ pag 111). E-.1"1 cu~nto ~1 

tiempo, hemoc:. supuesto Una apraximacidri de Cale~kin computaJ.n 

de valr.f." inicial continuamente on el tiempo. P.:Jl'~ p1•ol.\ama~ 

encuo11tra una sepaT"acion entre el ~··roí" debido 

el tiempo lJ el debido a· la apt'o.:irr .. 1ciÓn. E.ri el 

al m~to&o vttli~~da 

caso pav~b6Jico con 

orden 6ptimo sigue siendo ya ~uo ~l aparado~ ~ioue 

opcrndor elÍp'ti~o que ocurre en problema~ est¿ticos. 

s" 
en 

el 
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Para un estudio de la convcr~erlcia en p~oblemas parab~lico~ C~l c~so 

lineal) tratndos por ruetodo~ quo ~~anzan un pnso en el ti~M~O a la 

vez, <que e!> el meto do C!>Cog ida ) , so puede con!iu 1-t:a·c· Ct. r.:,11q y Fi >., 

pag 250, y Mitchell & Wait e p~g 1~3-165J quienes l.lcg~n ~1 

resultado qu~ e!> consistQntQ con le espcr~do: 

;;.i gui~ntC' 

Si S"' es un C!ip.:>cio dP. elementos 1!initas; de orden k-1 c:f erY~r en 1.:l 

apro~imacion de Galcrkin para un problem~ parab~lica &alisf4c~ <utili­

zando la norma ,/a+a.>: 

+ 

] 

Donde Y,., es el tiempo caracter($tico ~el modo {!undamefltc:I; 

es del mismo orden D(h~) que el ehcontw~Jo para los pYobl•m~$ 

nat•ios, y de cae tan r~P ido como 

termino -fuente. 

.zl mt"ii:lo fundamental S:i 

el error 

est.acio-

un 



f'ag. 8 

CAPITULO 7 SingU1:7ir·idades 

El efecto de las singulül'idades e~ la c.onvergencia tl~l mé.todo e--r. 

esta es mas lenta, 

39-43). Pol' t.:tnto 

eGpoc iulr.1cnte c.c1·ca de 

m·ed ianta el r.~todo 

lu singulaT"idatl 

do elementos. 

<ver tt;;J p.=1g 

fi:"litos c:cn 

elementos regulares so obti~n~n sproxi~acio11es que son ine1~~tas ~n 

esa zonn. Exi~ten varias adaptacicneG al mctodo standa•d ~uc sup•t·~n 

esta dificultad Cver t8J t pag 44-.;.9J). fstas pueden clivi&1rsr. an dos 

clases: 

1 > Mo'todo~ que €?Xp lo tan la Torma de la singularidad. 'J por tanto 

requieren un conocimiento de est:, lJ 'J<A vimos 'l.u.:. 
conocc1pos la forma de la Dingularidiid. 

2) Métodos que aunque tomiJn en cua11ta lil pl'escncia de la 

ignoran su forma. Estos puoden fun~iono~ aun sin conaccT· 

singularidad 

la Forma .je 

la singularidad, pero si canocida, la 

aproximacion al tomarla en cuenta. 

seccion 7. 1 

Entre la primera clase 

funciones base cqn Tunciones que 

que es un metodo práctico obvio 

C9J ). Este consiste en deTinir 

que tengun la 

Funcione~ ba~e especi~lcs 

de aumnnta~· et es~~cio 

t~ngan Ja forma de l~ sin!]Ul.nri.::!.;JC:, 

p~ra enll'entar la singul~rldad (ver 

lr::s funciones base nuev.as do manara 

<~ingul~rJ C€?rca de la sit-;9ol.=1ri~dd• 

sean cero excepto en lo v~·cindad de la singuliJridad• y 

continuidad odccund~ globalm~nte. 5tran? < pag. 266-~bG> 

ten9an una 

JUS ti; i ca 

el metodo y demuestra que al incluir ,funcion~s singularc~ es 

recupel'ar la raton de convergencia de ·pYoblemaG suaves. 

posit:lc 



• 

Sea r lü distancia de ~ a 1.:1 sing•Jlitridad. Si se dc~r~ repre~on~nr 

mediante <funciones l>n!>o algun.!A.i f'unrion-:?S de lü f-or~¿¡ ¡-:;- qve !ion 1.a.;; 

que l'esult.nn l?n nue~tl'o c.:iso. lcis funciones bfl!ie cuodr6'.ic~~ no son :.:3 
meJor m~ncru ·de lonr~rlo. Lo que 

funciones con la formu de5c~d~ _r-:;-

L.n base < par<J un e1cmen~~ nor~~lizado 

singula1•idad en x:. -\ es: 

rf. :: "' .. ( \ . .r;_ ) v;-·-~-1· 

"/-'.._ = l\ + "'- ) l )( + 1-.fl_J ,... -\· ' J 

1-) = ( 1 + JL ) ( J;;:-:-;-) / JZ 

Estas ~unciones tienen la f-orma J7 desea·da. Se 

inclui~· q.T\ 

a c~n u na 

utili-z.Ó 

Únicemente donde c1~cctiv.::imcrit¿ se t;ione este comport¿-.mientor e.S dc:ir 

cerca de la singulüridud. t::n <.:!l 'i"·:?s:to del e5p~cio se ,_.ti :i ¡ zÓ lci 

cuadrcltica. Hay varias mancr~s do incluir las .Puncione':> ~s~QCia.les; o 

se aumentan a la base cuad't'Jtica, q_.._se es 1 o quo se hace usv.J;lmenta. o 

bien se sustituyen en 

donde ~on necosal'ias. 

vez de y'L Vr:icamente cerca 

Este Óltimo Tue P.l camino 

de la singularida~. 

segu;do, .;l ?~"'S'ar d~ 

que aunque se mt?JOl'a Ja apl'O>:imat.iÓn no se recupera. el arden d• 

convel'gencia del 

se evi tn 

la matriz 

que se 

caso no 

e omp l i quon 

i;ingul.::r (dice J. P. Honnart), 'liJ. que asi 

demasi.ado las cálculos, al no perl'nitir q_•..Je 

Por otr.:i parte, la rutina de GaUS'S pnra .-iproximar int~gt·<tles. es bu-::ia 

para polinomios, (en este caso de gra~o dos). Sin ~1nb-ill"go para 

integrar funciones de la forma ..¡-:;:- es .francamente mr1Ja. y S.:! puc:.:!i.• 

perder mas. de lo ganndo si utiliz:.1.-:;os sitnplistamenf;e es-!.¿: opción. En 

realidad requerimos integr~r de otra man~~a. 

Resulta facil ver por la forma de la base, qur. io ún.ic.o que 

necesita llace~ es ~n cambio d~ variable. vtili2ando en ,vez. e!-:.· 

Asi ge podran inte~rar cractamonto polinomios eu~drJt!cos 0~1 

,J7 que e5 lo. q,uo se nucesi ta. 
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Par~ l~• funciones b~se espcci~le~ es nocesario modifJc~r FIU~ pues en 

vc1 de intcgrur polinomios en X ~s ,r~:. '1 y.y:J· 

Esto es un simple cambio de v~riabl~ e ir";Jlica c.:lmbJo.c:. e:, la f1.>í'ma on 

que deben usarGe RHULT ~ T. 

En este caso SC!' debe trntar (!l prill'CT' ~ltimo interval~~ 
distinta c'l los dc.-mas, pal'ü lo qut> <;;<? ut;\1za IC como i1'\dlt:.aó'!t· •. F .:t-, .. "¡ 

el primer intervalo 

para los demas, IC=l. 

para ~l Última 'I 

Lo q,u e dc-bemos hacer es s imp 1 cmcnte h:..:cer el cambio de vari.::ble 

apropiado segun el valor de IC ~ ~JUSt~r el determin~nLo 

La rutina puedo cansultal'Se en los apendi~es (ver PRCCRAM4/1P/1) . 

sP.ccion 7.,2 ElP.montos ~on punto cuaYlo 

OtT~ posibilid~d es utilizar ciertA~ propiedade$ de la transfarmaci6n 

isoparamétrica. Si ,.....{,,. =* IJ Xt T = )iY,tT yesulta que ..«,:=f-•ü,..:fonde 5 
es la matf'iz Jacobiana de la tr3n~forfl'lac:ión-...'..: ~tT), El'\ probler.~a-:i 

con solución singular de la form~ ,. P con O!:f• 6 que .s.on los 

q,ue nos intef'esan, resulta q,ue las ·~o 

es posible aproximal' este 

polinomiales usuales. 

cornpor~amiento mediante las ~~ociones base 

Una manera de incluir este comportamien~o es a trave z. de 1 .:01 mat;-i;:. 

Jacobiüna ya q,ue .se puedo causar q_ua el det~r'minante J4Cob i.nno " .. )-' 

desaparezca en cicf'tos nodos median·Le º"ª manipulacioh cu.íc::cv:i.Ja de l.ois 

posiciones de 

singulares. 

los nodos forrr..aMd o lo Q.UO so 1 t.;i,n.,;.n c-lemen':Ds 
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Si en un elemento 

cuarto en voz de a 

intermedia en ~l punto 

la mitad dnl i.-..io ti~I elemento Ch~c>a ci-. J~do 

[!.UO esta la Gingularidad> la trans.form.:1c i ón hc1C Ícl ~l elemento 

cuadl'c"ltico stnndard no!> produce U:"I Jacobii:IOO singul .. 1r d•· :.:. fnt·fl'.3 V'? 
en el nodo en que cs.t;1 lü singvl .. 1ri1<Jd. Se: hü vi~to, Cprr .;.J-.• -p:o r.:1,, 
~uc en pl'oblemas elípticos con singularid~dcs de tipo 

pera de esta manera lü razÓn• do C!:nvel"gen.;.iu' de una -sol•.oL!.1{:1 ':t1avc. 

En general Gi tengo lü tr~n~9ormacion (v~1· [4J ) : 

donde para 

Entonces tengo una interpolación de Lagr~nge q_ue 

de -x..; an los puntos .... /. ... del inte1·va1·0 ro .. 1J y si 

de x .. como 

t "~ - ><e l .C < ( I:/~ ) " 

se E>iguc que 

intarpa~a 

tomo Jo-,; 

, ••. :¡ l a r e s 

V!t J OT'C!S 

Si ~==o una funció"n lineal p puadc rcprcsenta1" una Func.ia'n Jr. l.n 

forma Y y,_.... si los puntos intermedios se selccciondn .-3c l.;¡ 1rnuera 

adccuüda. El caso \'="'t. es el del 1-r.é'toJ." de punto& i;:u.ar(;o1'.. 



LD t~cnica consiste en rodeat• la 

elementog ~ingul~rc~, con Jos bd.c ia la 

sing_Ulilrid.:id. El otro 1 Cldo de C-2tos ctementos cs. co,,,¡:,.,{.¡" le ccn l oc;. 

elemento!> usu.:il~s qut.• se utilizan p:rn e-J resto del ~spa<: ia. 

En el caso dc una dimcnSifÍn, en <tUU lo5 clr.·mento:. _.,;01, 

intervalos <ver [6) ), si el• nodo in ter no se.• pone en el pv.1-to 

(o_ tres cuartos) del intcrvLlo1 la~ funcLones base pucdc,1 · r€preson~a1• 

funciones de la forma (donde ., e> la distanc.i.J. iil ¡run-':.o don.:!~ 

os ta 

claro 

lu singularidad), alr...,dedt'lr de la s ingul ilridad. 

si se Consulta la figura número 1. 

Por otra parte es necesal'io hacer notar q_ue en alguna f-»r'1.a c.J 

de elementos con pur•tos cuartos y el d~ ~unciones ba~e ~~pecia¡e¡ 

hacen lo mismoJ adilptar ol n:it:otodo st;andard h<:Jc:iendo un.l tran<;;form.a:.:t~n 

de un espDcio a otro. La diferencia es b~sicnmente e" do~de s~ hace 

esto. Los puntos cuartb!l tr~nsfcr~1on la malla en si , la 5 funcicr.~~ 

especiales la base. Inclusive al espacia de funciones q~e vc~ulta 

el n1ismo Cla base es distinta>. E-i clar·o c¡:Ue en los clei•cn"'!os de pur.to 

cuarto ue tienen solamente Funcio~as for~adas por 1 ) Y, 

y no ..¡l.. 

lo cual es 

nicn"t-rns ciue en lo-s der.a.,. elcn<l;!ntos solo -:.e f.iane 1 J ....- • t" t. 

c laran1cnte lo mismo ~~e teniamos en funcio\1e~ 

es decir no hemos aumentado la base inclu~endo .¡--y si no tn.;i.:; bien 

la hemos sustituido de cerca de d OT1 Je (!5 p t.•1·°'"' tTIO S 

sirigularidad, tal y como lo hicimcs con J~s ~uncione5 bese e§pecialas. 

seccion 7.3 Rc~inamianto local 

La otra clase de mé"todos e!l e;q_u~l 1~, dond\!1 si bien -;:;e !ialte o.ve 

una singularidad, se ignora su f l:)r(t"';a, 

aplicar donde no es conocida 

Tienen 

de la 

la ven t .:.J.l de 

sihgularidad. 

walla de alguna mil~e~a. Ot-viamcr":-1"', 

si se refina la m~!llü solam~nte alr~llt~d(lr dí1 lei singul <lrid.ad1 (;'$ d~.: ?r 



donde realmente es necesario. sa obtienen 

menor costo que si se r&~ina unircrmemente, 

meJOl'OS 

pues al 

Pag. 8;5 

apYo~imaciones a 

crece,,. el 
, 

num."ro 

de elementos se dispara el tama-no del SJstema a resolver. 

Como ya se vio, 

aproKimacion a la 

al tener una m~lla 

solucion (utilizando 

fina se obtiene un~ meJor 

.funciones base cvadra'ticas), 

pero por ser esto caro1 solo vale la pena hacerlo cuando t.alJ l'azcne'S 

para suponer que esto meJorara sensiblemente la aproxim~eión, es decir 

cerca de la frontera, donde se e~p=ra ~u~ la solucidn se ~o~porte de 

forma no cuadratica, por estar CSJrc;.. de l.a singularidad. 

Es decir, se necesitan cada vez intc:l'valo; mas peque··no.s .al .acerca;-se 

a la singularidad. Al no suponer un com,ortamionto especíFico cerca 

de la singularidad, es posible ob4;en.er aproximaciones meJo.,.es a la del 

-· método standard aun cuando la .singulal'idad sea de ctro tipo al 

estudiado. lo q.ue no sucede con lo'S otras dos métodos '\'li.t.to.s. 

A pesar d• lo dicho anteriormente, cuando si es conoc;da la form~ de 

la singularidad, como en nuestro cas.o, es posible re-finar Ja rr:alla de 

manera que podamos meJorar aun maG la aproximacion a lc:J ~olvfó.ión, e 

inclusive recupera~ el orden de convergenGia obtenida para un probla~a 

no singulal": 

Una regla util que permite ralinar localmente para m~Jorar la 

conve-rgencia del metodo en presencia de singulal'idades (ver C5J Cpa~. 

155J) es sugel'ida por la Pl'opiedad de qu~ para el elem.e.rM.a e r- la 

diferencia entre M y V satisf-ace: 

LD regla sugerida es refinar de marrcra qve 

) -"I ._ e 
' k. 

permanezca conGtante de 

significa que \, ~ - !I""' 

" 

un elemento a at:ro. 
Yi d.- ~ 

X 

En una d.i<Men&ión e~to 
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( d ande es la sit19ulnrid~d nn 

aproximadan1cnt~ const~nt~. dice 1u~ 

origen> 

sa pued~ 1n!Jr11r e! mi ..... lO 

orden de exactitud par~ una s.oluci.:{o sin!]··.rlc""lr qu~ p~ir ... J. un.J Y"ol.'!)Vlar c.!. 

hacamofi ~n rufinaraiento ~propiado. 

ilustra en )a .Piguril cu .. il no ar r i !.la 

expuesto, por lo cual aunri.ua la 

solucioñ, nn er.pc-ramos rttcUp<f'T'a:ir- paf. CO-'l~~l~to el orrf,_•n ti(~ con·""~r.;¡en.:1.::i 

del p1·oblernu no &ingular. 

E! ~ubintarv.::lo rn.:in r:crcanc .n una .,.ingular:t..düd, c.>s di.viJido ,;.~ cua.tro 

subintervülos igu.:tlt.!SJ ahora de .:-st.CJs ·~e toma 

singu!arid~d y se divide otra VEL en ~uatro 

..:.arc..ano a 

ct:c. En 

la 

la 

practica estan1os haciondo esto ~ol~ :Jos veces, cnnvir·t:ie-nt$o en si ate 

este pri~or suhintervaloi 

ultimo subinte~valo~, 

Como lo h~cemo~ en realid~d c:.t el prim3ro y 

su!J i o f:P.rva l a'i. so 

Teo'ricamcnte esto debe dar1 si~m¡ire 

elipticos> ~obr& Pl matodo ~tandard, 

ónc e 

pr·oble."':'.:i·<> 

C01T'O e.os clBT".:J <?O [(?J 

pet:D"T' de que c.•l l'Pf-in.:imien·t;o pl1t:>tl~ nn so"f el optimo de.:J.~C r.!l p11nto de. 

vista del critario ürrib~ mencion~d~. 

s~ccion 7.4 Diferencia~ Finjt:as y Elemento FL~i~o 

El punto ~n el que ~l metodo d9 elenantD Finita h~ con~ri~uida con u~a 

idea nuevil lJ V<lliosa con respec'l;o a 

establecida es que en voz de op~rar 

do m811era ~u~ haya unJ ecuacién po 1· 

finit.J$ 

con una variabl~ dcs~onocjdn 

pU1\~0 d~ la rn~lla. u~ F.[.~. 

po~ible acoplar desple1an1ientos ~ p~ndiantes du5conocidas 191ra11do ma~ 

exactitud lJ aproximando deriv~d~~ 

naturaleza local de le.• ecua.:ión da 

de mc.~o·r orden 

difct·cr:<:icis • 

sin 
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Entre m'3s irrcgulaT" sea lü m.:1lla o curv.::i tq fT"onteT".:t n1as lmpoTt.;>nt>J ;;,¡i. 

vuelve esto, y.::. quo entre l.3S ffié(j·~T"es venl;üJas solirlJ' ~1 mri'toJo de 

difeT"encias .Pinitas er.til l.:i de tena1• una mayoT" habilidad p~~a tr.a i;ar 

cualQ.uicr tipo de dominio o cont1i.cio
1

n de front~r .. ·i c!':n pro;: i~d.:id~~ 

físicas divers.:a~ y lLl de poder lograr' m¿,yo1· 1.t::i li'Z.?.,d::: 

c-lomento~ de mntJOT" OT•d Cl11 dando una aproximaci~n e on ti n .:J.:: a l.!\ 

solucion desconocida y pt•rmi tic11do 

responsabilidod en la conctrucci61; dn 

ensamblado 1J colucicfn de las c-cv.J.ciones de· ''sti.fi'nc~s~', ,-_ 

logrando una m.:atJOT' automütizucidn. 

~! 

d~.:: ir 

Dado el carncter local de 1.oJs funci:;nc-s fJasci ce tia-nen C"cuaciones .Ji;.l 

tipo de diT=erencias .Pinitüs. Se cbtienen m.:itl'icos ba11J.;iti..Js 'J 'ti.Je por 

tDnto pueden invertirse de manera mas rJpid~. 

Sin embargo, como se puede apreci~r en }as re4arencia' de Uhita~sn 

<ver C3J y C8J ) ni el mctodo de alGmentc., finito ni el de di.fel'enci"ls 

.Pinitas en sus forn1as stilndard son buenos para resolvet pT~bl~mas ~on 

singulaT"idades en la fronte1•a, pe~o lns modificaciane5 al m~tcdo de 

elemento finito tienen un ci'xito evidcnt" ~n· nlllJDl'Ur la ri.pro><:L;·."cio'n de 

las soluciones numé',.icas (ver C12J ). 

Whiten1an <ver C3J > discute los rc-.,;:ultuii'os obtenido$ pr:;'f lo$ 

standürd de 

singulares. 

elementos 

El mltodo 

finitos ~ de hiferencias 

de Elemento~ Finitos pel'mite Uncl 

' mel;ados 

casos 

me J.:lT' 

apro~imt"Jcio'ñ D menor cacto. l·Jhit~r.un ha usado ta,11t>ién re+tn~¡ni¿nto 

local y la 'inclusió'n de funcione.,;; singvi-ü1·~~ en lo=. 1;,~~od.:.i: ::t.:indarfi 

de diferencia!:> finitas. que meJOT'.!in la aproximacioh a Ja ~.:ilv.:.io~, a::;i 

q,ue no es imposible utilizar ic.!e:;is sitni lares en amboi. c..::SiJSi ;;l.fl 

emburgo parece ser que lü impleml'.!n<.acidn es ma5 natural \~''' et caso de 

el metodo de elemento .flinito. 



CAPITULO 8 Resultados 2n el caso unidim~nsjon~l 

En resumen. las modificacione~ al ~rogra~a 

OT'iginal para obtener el programa T-inal •lul c.:iso unidimen'510\'\.a} son: 

1) Adaptacion al caso isoparamétricc. 

2) Tratamiento del caso no lineal. 

3) Inclusión de las té'cnicas q,ue tonan eo cuenta ¿_as sin!]t.ll.ari.dades. 

Todo esto para permitir resolver ecuDcion-e-$ parob61 ica.!. no-t ince.le1i y 

encontrar una meJor aproximación a ld solución en Jos C.él5os ~e 

problemas singularos con 

q,ue nos interesa. 

un comportamien~o conocido, Ca50 

En este capitulo se aplican los ~dtodo~ ~rriba des~ritos a problemas 

especificas. Es importante ~otar qua los problemas se ~sco~~eron".por 

ser representativos, i~ e. el pri1-r..:>r pv-oblema es el !p.tico-l incal; el 

segundo ya es no-lineal, y asi ha<St-3 lle9a1' a un problema par..::.b'Ólii:c, 

no-lineal y con una singularidad e 0 lo irontera que se compcrta co~o 

deseaTiamos como .J<' donde "f es la distancia a La ~in9ulariO::id) 

el cual es el q,ue l'ealmente no'S irfltel"esa; no obstante, a pe;;.a'(· de- q1,,;a 

corro el riesgo de lec to_.-, creo qu~ 

intermedios ayudan a ontender lo qu~ estL( sucediendo. 

Se revisan en orden: Simplemente h~y que recordal" que 1~ ecw3Li6n ¿s 

y ver q,ue son f / q, f cual 
olvidcir las 

.«e r) :::.lflll:. o 
condiciones de 

si. ..A\ :=-.-tt t w 

para todos los Problemas. 

es ..V\ {\;.1 "solucioñ an.:il'Ític..a.), '5 in 

fronf;;.ra1 ~ue en e~t~ c4p(~ulü ser:Ín 

l " ') l l ' 1· ) "' .,-. i ,, "': .-1.,\ ( I<, ,i) ~u..-~'t~<-1·"''". ,.., .. 
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Cada problema es resuelto mediante cu.otro método5, .a "i.3b<?r: el de 

elemento .finito con elemento'2 regulare», el de elamet1lo¡t ce" punt:o-s 

· cu•T"tos. el de T'efinamiento local, v fin~lmente el de Funciof1es ~ase 

eSpeciales. Dentro dtt cada uno, s& a~~J iza •1 ~fecto dli? distinta; 

mallas en ~ (cuatro>, y en i ·.c.oi>"p aran.:! o 

no solo los resultados entre. los di-Ferc.;,tes métodos. si"'" on~re las 

distintas mallas para cada uno. 

Se utiliza una malla regular con NI~21 puntee p~ra el c.ilculo JG 

errorJ esta se obtione de distrib•.:ir de.. manero regula1• lo..t puntos 

sobl"e el intervalo ro, 1J. A partir de esta malla :.RE .::alc:ulan los 

errores, utilizando dos estimados distintos del errcr: 

1> El error máximo se calcula c~n~ el r~ximo valor ob~aluto de las 

diferencias entre los valores 

aproxim01cién encontrada, para 

de A la 5olucion analÍt..ic,1:. y 

cada pun(o en esta m~lla, e~ 

-·• \ "'\x;) -Ul'<•)) 
Nl-

2> El errot' q,ue llamaremos L2 Crealrr:ent<?. es una apro>.im.ec.id""' al 

RMS o '' root mean square '' que e= 101 norma de Sobolev qwa se 

utilizando para minimizar> e$ decit'l!l ~Yror L?.disc.re.to: 

l\/J. l .:= 1 

V , la 

decir 

error 

e·-stá 

seccion a. 1 Problemas i~d~pendientes del tiempo J.d. 



., 
"· 
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En la tabla O tenemos la preseniación resumida de los p to b 1 e~a s 

independientes del tiempo que se analiz~yon: son los siguientes: 

1> Como primer problema se tiene qoc: 

r ~, 
i= o 

~ =- li',,"lli·) 

.tt = ~"" l ITA) 

es decir q,ue 

..f- \i l..~'"' l1ix) =O 

El problema es elípticb1 lineal. lJ no tiene singularid.odes:; tampoco 

muestra un cornpol"tamiento ti.po ~ 

al hacel'le el conJunto de pruebas 

tratarlb con los difcl'entes m6todo~. 

Ce-f'c.a de la 

no se espera 

fronter·él1 por lo 

ninglln.:: meJcr{a 

cu.al 

2) El segundo pl'oblema es un poco rr..:is cpmpleJo pues no es. lineói.lo par-o 

todavia se espera una solución no 5ingula1·1 puns aq,ui: 

f"::.\.rM.2 

!j." o. 

+- = "'tí't r,,\ll l.r>c) c., - '?.!-1~..,~c.rr<)> 

Aq,ui tampoco 

por lo q,ue la 

hay dependencia del 

ecuacion q,ueda como: 

tiempo, 

El problema es e_l Íptic º' no lineal_, sin singular iJ..i!deo-s; 

comporta como .J7i 

no 



No se espera ninguna mcJor(.a r~!iultante de a.plic.:Jf· Jos. 

modificados, mas bien 

caso de elementos con punt~s cuartos ~ en el 

especi.c::iles. 
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r.u{todüs 

3) El tercer problema es elíptico no-lineal, con un:a s1,,.,goularidad ~!n 

la frontera (i. e. degenera, ... ,111) pero C.'.3n· unü soluci6n no-sir.gul2r. 

Aq,ui: ,, =- ..-t>.. 

e:¡_::. D 

~ =- 1í l. l 1- 1-.:. 1 ~t l. ( K',,)) 

En este caso no se 

ecuaci6n q,ueda como 

tiene d~pendencia del tiempo, la 

Tampoco se espera ninguna meJcn"Ía r.otBble resultante de ~pt;car les 

m'todos modificados que implican cc~oce~ la r~rma de l~ si~gularidad 
<es decir el de elementos.con puntos cuavtos y el de Funcion~s ~3se 

especiales), aunque tc::impoco deben ser muy malos ya ~V~ 

ausente en la expansión asint'otic.~. Gj de esperal's~ un,¡ 

meJorí'a· con el m6todo de rcfinamienEc loc\91. 

4) El cuürto problema eu el{pticc no-lineal 

con una singularidad y una solv~ión singular de la forma 

-l' "=' M. 

i=º 
.¡: :: 11'-« "'/ z 

Á-l = J 5,.., l TI'~) 

donde entonces 

Y' 2 s-sta 

pe-1.ue'•n.a 



Ahora se espera 

modifié::ados. En 

una mo Jor (a 

refinamiento 

notable por aplica'" 

loc~l se espera buen 

f'ag. 9: 4 

lo.,; 
, 

me todos 

f!'""~lonami9nto 

simplemente por que se esta agregando int~rvaloG a la mea• t.s .ali i dor.~e 

se necesitan; en elementos .;on puntos cuartos · q base 

especiales porque se esta simulanac un cof!\Portamiento t1r·o .;--y- .:n 

la Trontera para la aproximación, ccnoci~ndo que lü solv,¡:sr: <::r1al(tica 

de hecho tiene tal comportamiento. 

En la 1 se analiza ~1 error ~4ximo para ~1 prob 1 ~m.o1 

ut i l i :z ando el meted o standard, es a 

lo largo del tiempo pal'a 4t-.o,\ y dl=o.ors. La tabla 2 "s- vn análi"ii<S 

semeJante para el error L2. En amb:s ca:so~• y tanto pa'Y'a dí~ o~ 1 C<:Jr.o 

para 6-{:.:o.oos. se observan oscilacicnes. aunque est¿¡s ;ar:~Cel) estahi­

lizal'se al avanzar en el tiempo. L~s o.5c:ilaciones se pl'esentan sot-re 

todo cuando NI es grande, Y p~4do~ ser d•bidas a ,g_uP. se e'tá usando un 

método· de ecuaciones parabÓlicas p.ara 'f".e:.c:;olver un p~ob'ic,;,o 11.!:l Ípti.:o. 

lo cual no~ asegura que a la l~rga se tiene convergencia~ Ja ~oluci6n 

del problema el{ptico discretizad'!l• pero no que esi't::°' suc.ojer~ de 

manera inmediüta 

principio deberan 

suficiente>. 

Ces mae, 

amol'tigual'Se 

Es di9icil observar de manE>ra 

qua se 

si de James 

pr~c isa la de 

discretización en el espacio sobre el 

nunc3 deJamos transcurril' tiempo 

estab i 1izaci6n. 

sufi~iente como paYa o~s~rval' 

l.o 

Ha~ modos o5cilantes presentes al princ~pio pero estos v~ ~m~rtigoan 

rápidamente. Son modos del tipo ~ "stif.P ..... que no están C?.rt l~ ::olui:: i•"J'n 

analítica. Como la solución ana? {tica ·u la solución J(!l probler.ia 

elíptico discretizado no coincide<?. hatJ componentes de esf-.:i:-;:. "1ados J?n 

los pl'imeros pasos de tiempo. Para analizal' el Rrror· de la 

discretizaciÓn de pT"oblemüs elÍpti.:.os es ;1'-eJOT' utilizac· v.alo1·es en un 

tiempo avanzado cuando las oscilaciones r-1!' han amortiguado. 

Es importante 

discretizaci6n 

recordar que 

del espacio es 

ha~ 

245-250)), PDT" lo cual T"efinar la 

mas 

fina 

,,.,o dos oscilan~es. 

.e ver Strang 'J F ix 

cuvanda la 

~alla en eupacio puede a~paorar 

situacio'h l!'n cuanto a convergencia an tic~po. 



Como a pesar de todo esto se cbseT'Vél una cierta te'ndencia a 

estabili1arse, en la tiilbla 3 9e an.aliia el problema t 

métodos únicamente en el Ultimo ti::inpo. (!e docir f :-0.3 donde tiay 

estabilidad1 lo hacemos para tas d~s m.JJ~as de t.ie.mpo vliljz3das; 05 

facil ver que el comportilmiento chscrvul.!D para ilmba,,; 'l'tliill1.:::. ~-s ~~n 

parecido que no vale la pena an..:alizat"" los dos e.a-si:.:~; J~ ;,q_ui <;!n 

adelante se anali1an lo~ dama~ probl~m~~ indepondicr1tcs de ti~rn~o 

en {-:.... o.j y ..c{::o.f ya q_uc par ... 1 asta mal la necesitama.s. ht1c.c:,. m!Jchos 

menos c~lculos. 

Del análisis de las tablas l a 5 q las g~á.Picas 1 a 5 e~ ctl~ro ~ue ~~1 

como esperabamos 

me'todos usad os en 

comportan como 

no 

el 

.J7 

hay una mcJo,.ía i11'1portante COY1 

ciJSD de los prob te,,...as 1 a 3, 

Se ob s crva una 

niTt~vrio de lr.:s 

J~s cuales no se 

para refinamiento local tül ctJal se hab{a predicho, pcro:1 n.ada para los 

~leme~tos con puntos cuartos o func:ioneB base esp'Cciall's .. 

desec~~ndo la ~uncion base 

es lo 

que se esperaba pues se esta ~"l. en i1avor de 

la inutil V"r Sin 

de Taylor de la solución 

embargo. como E!'R es tos prob leit\.:as. 

anal(tic3 nos m~estra que tampoea 

:1.a expansión 

ef 6til <.,_ 

los errores con puntos cuartos no Sd~ signiFicativ~men~e Uistintos 

a los obtenidos con elementos rGIJUlares, especialJflente 1t.1v.1n.t&> los 

elementos son suficientemcnta pe~~a~nos. 

Para el caso en el ~ue la solu~ión si $e comporta cou4 

decir el problema 4, se ob-se1•va una irnportanto <'neJDríai ¡>'i!l'O 

comparación cg.., el mc!'todo originnJ a::aMo 

gr-'flica 5 y en la .f:nt,la 13. El .onáligts ite 

en 

la 

e,. 
lD$ 

poeda métodos usad os 

comprobarse en 

resultados debe tamal' en cuenta que ~sEamos detenie~do e{ pl'oceso 

cuando la diFercncia entre iteracig~es e* menor que un nt~e~P Je o~den 

10. En el p~oblema 4 esto sucede p~ra N[~40 donde no se tlc9~ ~ h~~~r 

suficientes iteraciones para co~vergc1 a un rasu1t~&o, pero el 

critQrio usado detiene el proceso. P.01"' {·anta, los reJ.10J l;1do;; no -:on 

confiables1 haremos el ancl'tisis i!obre Jas demás !T:alia.s. f)é' hecho 

deberiamos utilizar otros valores para 'etener el P'·oce,o ~n 

caso, pero esto haria di-Ficil hacer compa·raciones. 

q,ue el 

mallas gt"uesas. 

mdtodo 4~ Pe~ina~i~nto'·iocal ~i ·meJ~~ ~ara 
Pero sin duda algun,1 el mé'todo de el~n~nf;as 

a~te 

las 

con 
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puntos Cuartos y el de .Punciones b..;1se esrccialcs son ,,,éf!:s b.'1T'.atos en 

estos casos. ya q,ue para re-Fin.Jr 

12 intervalos, lo cual incrementa 

t'esolver. Para mallas de s, 10 

loc~l~ente. agT"'ega!"\o·;. 'iJ 1.a r11.Jlla e."'.)( 

g1and·~rnte el tama"'~~ d~l tistema a 

<e in•:lusive 20> intQrvalos. E;te 

mismo incremento en el tama"'no c'iplica del 

refinamiento local. 

Para el problema 4 so obti~ncn buenos resultados can loe m6tcdcs de 

elementos con puntos cuartos y funcione~ base especiale~ 

para mallas finas es mcJOr el m~todo de ~!omentos con ~u~eos cuarto5 

o..ue el de funcion.es baso especiales; pora l<'.l!> malla$. ~·t1.::.>e5.;i·t (~:;4.;o 

tambien se observó en los problemas ant.-riores) la difel'<l'·=~a ~:-s m,:nor 

pero a favor de el mé'todo de .funciones base especiales. ~-a (\.U~ si bien 

hay mas errores de redondeo pa1•a e'itil5>• para las ,nal 1 as. !J'"''e~a'S lo$ 

errores de redondeo son poco impof'tantes¡ pof' otf'..@ part:e. .::.i teo0er una 

malla irregular produce errores gró~dcs ~obre todo en i.r>it;Jla~ ~rue-s.üs. 

De hecho se tiene una malla no uniToT'me c.n el Cilso diq cleme1"lt:c-,­

puntos cuartos y no en el de las T~ncione5·base e~peciala~. 

con. 

e or~o En 

lo 

cuanto a la convergenci~ Cre$pacto a h 

predice la teoría, corno indican las tablas 1 a 5 y 1-v;. 5,.'á.ficas 1 a 

4, encontr.::Jmos ordenes de conve1·genciJ de ¡.,J o o·as. en .o•q_ucllos 

problemas en ~ue no hay soluciones sjn?ulares tanto para ~l error 

mfiximo como para el L2 ces decir l'.>S problemas 1, 2 y 3) enc:.·,ntr.an.Jo 

mas debido a factores que pueden CPJSDT' ~~perconvergencigr 'ºm~ el ~ue 

la malla en a..ue se calcula el erro~ con~~nga en su m~yoria nodos de 

los elementos finitos . LD grá'fica nÚmeTo 1 asi como la tabla nÚm~ro 

12 son muy claras en este aspecto. Ver t~mbien los probl~Ma~ 1, 2 4 3 

segun la tabla 13. Para el proble~= 4 na és tan claro ~u~ ~OM~ era de 

esperarse segun la teor{a logremos restaurar el orden Je can~rgencia 

que se tenía para el caso de el maf;~do c.on elementos .,.e9vlare-.s en los 

problll?mas sin singularidades. Para las n:.aLlas con NI= S, JG ·~ :;;::. parect:> 

ser q,ue si se observa esto, {i.(!riz:, como lfª. se habia ,or.-.e.11i:. i·~r-~·:So. los 

resultados con Nl=40 parecen ser p~co confiables debido ~J ~riterio 

que se utili2ó' para detener el procl?SO. 

Esto implica que es conveniente 

finas en ~ ya o..ue por eJemplo, 

resultados varias veces mejores. 

trabaJ~r con mallas 5J6icidnteme~te 

al rlupl1car el esTuerzo s• obtien~n 
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seccion 8.2 Problemao¡ parabolices id. 

Se analizan ahora de maneru sirr'li la'r' 1 os prob l emcis. ·Piif&ibo'lir.os 

seleccionados¡ veamos q_uo "Sucede 

Esto~ son problemas parabÓlico~1 

sucede a lo largo del tiC11lp01 at 

al aplicar lo~ m6todt~ Y7ft7dificados. 

p :JT' ld'.1 cual es convoni ent;e ver q,ue 

menos para el erruY ~?; Como el 

efecto de las distintas mallas en ?'C' D'll" ~a conocido, .:th i']val q,uc el 

efecto de distintas mallas en tiempo, paTece suficiontc a~~li~~r los 

resultados para NI=lO y para 

se encuentra una situación un 

L\-Í:;;0.1. Se t!scoge 

poc.: extra-,1a (al 

JUSta~~nte U1~10 pues 

menos en ~r¿riencia), 

en cuanto a las mallas en X" ya ~uc se observa que sJ Hl ~~7e 20 a 

401 la precisión no cambia mucho1 Desde luEtgo esto es Cl"-·plli.c..;;hJce si se 

toma en cuentü cual es la precisión que ~e tie~ y c:..i-i'J 91 c:.riterio 

que detiene lo$ calculas. De hecho, no se obtiene ~aJ ~vacisioó al 

utilizaT' mas intervalos debido a q,•.:e e~ vn momento d.ado re:::1..P!.ta <tUe 

los ci0mbios on cada iteracioTI son meno7e~ ~ue el v.a 1 or 4°iJ~do ::ara 
terminar las ite1'aciones1 y por t..s:lf;o 1-a.·ri teracio'ñ se Jetierac:. 

Esto d i.Piculta comparü1' los me'todo.s; en<:r~ sí pues n!l '!-CJd!os c.onveT'9en 

de la misma müne1'a. Precisamente p::i1"a Bviltar estas ·~i~'f~s<.cio11es ~in 

sac1'iTicar precisión se escoge NI~to par~ las tablas. La Sel~ccid'n de 

p1"oblemas so hace con un criteT'io idelÍtico al usado pal'".?· l.o~ ~obl~i"!'as 

independientes del ticn1po1 es deciT': 

1) Un problema pa1'abolico line.nl Cprob1ema 5)1 con 

no-singulaT' en el que al ser 

r-= 1 

~ =º 
-f:: "' 
.....,_.: .$ 1" llr.,) t... - ,,., t-

la ccuacion diferencial ~ueda coma 

2) Un problcma-parabolico no-lin~~1, 

solucion no Gingular (problema 6): '1 =;. 

~~F'."3 .<.<."' >•-. (~,\ e-r.•t 

~in singu.laridad1 y con una 
-"'l '{'~-

\ 4- ""1 7. '}·.::.. l.;r"tc n..r 12·(ñ>') e 
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Entonces la ecuacicin ~ueda como 

= l-(t•' 
~" 

3) Un problema parabolice singvlnr no lineal, coi.ri V!'.n ~olucio .. n 

no-singular Csin comportamiento tipo 

7>. Aqui: 

f ==' A 

'f = 1 /(_¿ - fo) 

·Í = _,o; (Zlf><) / ( -¡r( t-f.>)l 

-"<;;: S•"' ( lT><) /(1f ({- -l•>J< 
-lo=--' 

Entonces se tiene 

= ) 1 -

en la fron t~r=) ( prob le:na 

Como Último problema (problema 8) ~e tiene uno par~bÓJico na-lineal, 

con una singularidad u una soluci6n sin~vJar de la for~a 

f=I 
'l- = 1 

+ = 11• .... , "/z 
_; A'1. .::. V s \"" l ~7 e - f-

Entonces la ecuación queda como 

- ...,. + 

Este Gltimo problema es el probler~ que on uw ~rincipio ~~~ planteamos 

resolver, es decir, es el problema de ihf;erés. 
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I . 
Para este ultimo problema se espera una mcJor!a ~atable par 

los m6todos modificados <en ~orra pr:treoc. ida a 1 o ob s.crv.ado en el 

problema numero 4, que aunque independie..,te diL>l tie:npo era s::lrnila;o>. 

Para refinamiento local se espera buen funcionamiento ~i~ple~ente por 

que estamos agregando intervalos a la malla alli donde se n~ccsi~ao. 

Tambien se espora buen -Fu.ncionaliliento ¡11 

elementos con puntos cuartos y ~uncic1,es 

usar 

base espe,f.:ile.s 

es.tamos simulando un comportamienta tipo ..¡-¡- en la ~C"Of'"ter" .oara l.a 

aproximacioÓ, conociendo que la $Olvci6n analítica de ~ec~a tjene ~~l 
comportamiento. 

El resumen de los problemas 

resultados obtenidos se mue~tr~n 

parab6li~Ds unidimen$iOodlC5 y l~~ 

a:t las t"~blas 6 y 7 T'<?S.p"!'c.tluc1cn.an+;e: 

Como puede observaT'se, tal cual se habi;i predicho, para !t!.t pr-oble.~.;;s 

5 y 61 el metodo de refinamiento no e~ ~igni-Ficativa~entc m~JO~ ~ue ~1 

metodo con elementos regulares. Los de E1ementos con ~votos cuarte:; y 

funciones base especiales deberlao se~ peores, pero cama la for~a 

asintótica de la solucion no tiane- ttt°1f"l'lino en f l Ja dife..-enci.= e5 

menor a la esperada, e inclusivo. 

Ambos problemüs evolucionan en el 

a ve~c:s a .Pavor ~e e~to.$ r?:étod~;. 

tiempo de manera ~uc 1~ diferencia 

entre los errores es cada vez menor aun1~e el error en~¡ crece. 

Esto se debe a q,ue el modo fund3~ntal Jel sistema discratdzado es 

parecidO pül'a las diferente; diSCi'etizac.i-ones, pero no c.oincidc con el 

modo fundamental del sistema difer~ncial. 

En el problema 7 sin embargo, por razon~~ ~ue no alcanzc a CO"""lprend~r. 

"resulta q,ue el metodo de funcionas base iespecialcs es botstat•le bu~no 

comparado con el de el omentos con puntoG t.uartos en cua~lb -a 01·de11 de 

magnitud. Sin embargo este Óltim-:: resu1t:~ ser constaJtte en el ti:?-PpO 

mientras que los demas métodos muestran v~ crecimien~o ~pr~ki~dam¿nte 

lineal del eT'ror. l:i difer·encia entre f1-1or..iüt.rzs base 

especiales y elementos con puntos cuarto~ ya es peque~~~ 

Para el 

observa 

p"ro b 1 ema e, 
la meJor{a 

que es el 

esperada 

p t<'Ob l ttJT.a 

p;sra 1 as 

de inter~s. 1"<!~1.-,1.:.nte 

métodos rtt-D~ i. ( ic.ados 
•• 
en 
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comparacion con el metodo original. El 17'étodo de 1·er ;.,..¿;,n-.:•:?11to local 

es obviamente ~uperior (para esta nallal 1 ya que su lí'TrOl" e~ de vn 

ot-den de magnitud do lo- 5 contra uno ,je 10-.... CW-': furicic.nes b3se 

especiales tJ ele-mento9 con punto cuarto IJ una do Jo-} Qd,,.a eJ mé-:,jco 

original. Tambinn result~ una maya~ es~~bilidad comp~Y~tiva ~n tc~~s 

los m'todos para este problema Y• ~ue solamente se ti~nen peque~.1as 

oscilaciones. 

E~ cuanto a la evolucioÓ en el tieITTpo d~ Jos proble~as p~ratEl1cos es 

bastante descorazonadoraJ por ser poct?S tiempos no 5--e v~· el.aro 

estan oscilando, (lo cual pa~ece 

inclusive estan disparandose. 

Como se i lustrD en la graf i.c.;; s tncl<\l'SiVC 

en genf'\•:;l. í o si 

aquellos pYab 1/.-->:nas 

error no asta disminuyendo 

lo cual no es tan 

tiene;. diferencias decreci~nte~ entre 

errores, m.:il ;:i si recordamos que 

tiempos anteriores se cst~n acumulando ~1 usar una aproAi~zci&~ en 

para calcular lY aproximacion en ~ ~ 

Como ya se mencionó, ol modo ~und~~ental del siste~a dis&r~~itado 

si 

CU>JO 

los 

no 

coincide con el del sistema di fO'r'P.hC ial. Aparenter.u?,n~e esta"'os 

convergiendo (de manera semeJanta 

solució'n del sistema discretizado1 

solucioÓ anal{tica. 

pal":ll 

esta 

En l'esuriien, los t'esultados con~i,.man 1~ 

todos los 

no paree a 

utilidad 

n1étodos) a 

c:;.;;:d~c. id ior con 
la 

l.o 

métodos 

modi<ficndos pnra los pT'oblemüs unidintensionales que no'). iAt<!Y'e>Jan1 Si 

SI!' conoce la forma de la singularidad conviene utiliza-1· Jo-t mP.todo"So 

(\.UC la toman en cuenta, i. e. func!cnen base especiales ti1 "'JeJo?l~>;tos ccn 

puntos cuaT'tos. De lo contrario ccnvieO~ utilizar reFin~mie~~D local. 

Para mallas gruesas ~l refinamiento loe~¡ es caro. 
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CAPITULO 9 Sobre el caso bidimensional 

El análisis hecho para ecuaciones en una dimensión (~Gp~cia11 tenía el 

obJetivo de estudiar el fluncionami~nto .le las diversas técnicas en el 

tratamiento de ecuaciones p~rabÓlicñS con 

un coeficiente de dLfusión degenerado. 

singularidades ~~tler~d~s por 

inteT'e's pl"n'c tic o 

dimensiones. 

Cvel" pol" eJemplo [ 1 J !J 

La mayoria de Jos. casos 

(2] son .le do:. o 

En seguida se hace un estudio en dos dimensiones con d• 

averiguar si los metodos .Puncionan de m.:inera similar· a como le. ha e.en 
en el caso unidimonsi onal. El la 

ecuación parabólica bidimensional 

., f 

una rcgion T'ectangular con condiciones de fYont~~a: 

-l\ = o -V tx,'<)l t [_(2, 
->/- l•·l<) ~ r r¡ --, V e V _....._ z 

Utiliza elementos triangulares, y h~~e de mane~a completamente 

automática el cálculo de esta mülla de elementos triangulares. Es el 

programa PRDGRAMA/20 IJ pued-e consuttars('_ en los apeÍldic.c~~ 

La malla efectivamonte usada puede v~ose· en la iigur~ ~. Stl"ang 

(pag. 152> muestra quo esta maner~ de construir la rnal 1.a e-s meJor q_ue 

con la5 do:S: diagonales por·-a formar lo~ si se consideran rectangulo~ 

triángulos J adem~s escoger 13 diagon~l adecuada scJÚn el pi'Ob lo?,~a 

permite lograr matrices con bandas ligeramente 

poco mas eficiente el trabaJo. 

menores.,., hac.1en.,do un 
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Es una malla trianguLar formada a 

la siguiente manera: 

partir de una malla r~ct~ngular de 

Se leen dos numeras NI,NJ qu~ son simpl~~~nte el nh~ero &~ interv.::ilos 

que tendrá la malla rectangular en l ... -, 't)) rospoctivamcnt.o_ 

Suponiendo por el momento que est~mos utilizando el m¿todo de ~lem~nto 

finito con malla regular Ces decir al método de elementos ~lntto~ co~ 

elementos regulares, 

singularidades> lo que 

rectangular y dividir· 

sin tomar en cuenta el e.a.so 

hacgmos as si~plemente construir 

cada rectángulo en dos triangulo~ 

de las 

la m3l la 

rect.a'ngulcs 

cuya hipotenusa común es una diag~nal del rectá'ngula. 

diagonal con pendiente ..)'='~>('"..::..o Asi 1 dividimos cad~ 

un triangulo "''superior'' y un tl' idngulo '' inf-eriol'' '. 

!'l:a esc.og i6 la 

recf:d'ngulo en 

Aq,ui p:::: f(X,>J,{1 .t.t.) 1 +-==-'l(~,:;,f,..t(J, f={l'<,!J,,f,-t-c) o se.a 

puedan se'r funciones de lii solucioÍl, no estamos 

q_ue cerno estas 

restringidos a 

t"esolver la ecuación lineal. sine que en general, y es -est.e el ca.so 

que nos interesa. es posible tener t.11ü ecu..acioÓ no-linei::l. 

La estructura es muy similar a la del c:ao;;o unidimensional, pern dos.je 

_. luego hay dif-ercncias important;e";:i en varios aspect~s, q_ve son 

precisamente las que se analizan a continvacioñ. 

seccion 9. 1 Trans f or1nec i ón i 5 oparamétr ica 

La transformación ontre un triángulo en el espacio (~.~) u ~1 triáng~lo 

unitario standard en el espacio l"? 1 ,3l-) se define coro.o: 

(x, '¡)l; C:l~ , ) 
11 Jz 



f-'ag. 10: 2 

donde los?..; son las coordonc1rlas (),(, ~) J~ los seis nodo5 del triáni)'Jlo 

unitario cuadrático standard ordenados como se ve en la fi~ur¿ 4b. 

Por la forma de construir Ja malla. en el tipos 

distintos de triángulo!:>. inf'.:-riora; y .superiores.. C~da vno de 

tipos osta numerado do forma distinta pQro compatible con rcs~ecto al 

mapeo al triángulo unitario cuadrático standard en (3
1
,3.:.) 

1 
(-t 1 ::i "3l ), 

Las COOT'denadüs locales C. '31,3t) so definen en te'T'minos ele (...-1¿1) mediante 

la inversa de la transfoT'macio'n isopaT'~ll"étrica. La necr.s1d.illd de que 

esta este bien definida impo~e varias c~ndiciones sobre la dispos1cióo 

de los puntos intermedio~. pues al igual ni 

unidimensional, en ciertas partes el det~Yminante Jacob).;,no 'Y 

caso 

de la 

transformación isoparamétrica se 3nula (recordemos que pTecisam~nte 

esta propiedad era aprovechada en los elo~entos de puntos cuartos>. 

; 
seccion 9.2 La inversa a la transformaei¿n i~cparamétrica 

Mediante la rutina EVAL, dadoslt,111,;,e,biendo que se esta en el .triángulo 

determinado por las ~oordenadas /..< 1 1:);. donde ...: f:t\,i.J se q_uieren 

determinar las coordenadas locales 5, 

Si se tiene alguna estimilcion inicial 51
1 º 1,, '5

1
l") de 5 11 ) 2 Cse utilizó 

o. 3 como valor inicial de ambas); c-ntonccs como "i< :::;< l;., 3t) l;f j =~e:~ .. "11) 

son las tr.:insformaciones isoparamétric.ds. se tiene q,v4' .l(lio~.., (3,cr; >:'"') 
IJ 'l)l~ ':)l3,t",, 3l(•J). El proceso de ~Jeuton c.J)nsiste en esi.imaf' .:;.tr:I 1 3:r (tJ 

usando de manera iterativa si 1~ es .eJ {ridice de iterac.iÓn): 

( 

C!x 
- ~ ?-1 

d ') 
~ a >, 

_, 



.. 
• 

" 

En EVAL se haco esto de manerü explicita, es decir: 

1 ) Calcular 
), 

) "· J ,, 
D~. ~"$,_ n. y ~ En olr.as p.:ilübras, 

ó ,, 

s" tiene la matri 1 JaCobiana (de. la tTc'lnsformación is.o¡:isr~métri.:~): 

( 
d , J "- ) ::r " d 3, c5 ;, ¡ 

() ':) ¿ " 
() ~. -0"!,,2 

2) A partir de estos valore$ se obtiene el determin~ntc Jacohi~no: 

d .X. c1 '< 

J ~ ó :;, ~ 3, o 
d ~ 2' \~ 

d z,, (l 3, 

3> Se utiliza CALC para obt~ner ~ p~rtir de un valor inicial p~ra 3 1 

y 3:~ valores correspondientes (usando la lr.arisformación 

isoparametrica) i~:,..(.fti,) 1J '::l,= :,>li.r-) • 

Para calcular la inversc:i de la matriz Jacobiana, se puede utilizar el 

siguiente resultado: 

-1 a :s, a Y. M_ 
d :::, d "5z ~ 

h l)]¡ b ª :,, d3z () >( 

Este rasultado es sustituido en 

Newton para que ~inalmente tener: 
l, :=.X. - ,...c.1~\ 

t, ;'-.)- 'i! lh.\ 

;¡ 5, 
~-

J J, 
d './ 

lo~ lu9ares 

.!j, "ti J'>/) ~L) <, (b >< /J :;, ) <2 )/y 

\'. 1 ;{(-0~/J;,i<, ;- cJ~/;3,¡,.,_)1:r 
.,,, •• ¡ 7(,1_,. 
;J l : =>, \ , 1 

' («•' = 3 (l'l 
... l ,._ '"{¡ 

"\ ti - ce' X 
1 d >, ;¡ J._, -

)' 
~ u él_!L 
d J, d 31 

adecuados J~t proceso rl e 



• 
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,, 

". 
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~ aproximar de manera iterativa a Los valores de ?. c:uidardü 

evitar que estas queden por error iuera Jcl triángulo 

Se hace esto hasta cu.:1tro veces. a hasta t'\ue tanto l,f, 1 tt:..t co,,o J.ft)'-E. 
En el programa Cver el listado en ~l ape'ruJice PROGR;.11.1\/''~r>): 

llaman Tl' T2, .T3. 

2) RVAC significa J'~ el determinante J~c~biano. 

3) DXT1, DXT2, DYT1 lJ DYT21 $igniTican rnspectivamente )></;3,. ~ x/J)r' 

~~1.13,·~ ¡ "'h~, . 

't:)t1.>..l resultantes d.; la trans.formació'n isoparam€tr1C'e :Se les 

l lilma XX, yy, mientT"as q,ue a " 'O se 1 es 

resp ec ti vamonte. XI, YI iion vectore!i. de 

gua~dan las coordenadas de los 

esta trabaJando en ese momento. 

nad"s Jel 

seis elemi•1to& dende s~ 

tria'ngvlo en el c~al s~ 

5) Adem.:is RES1, RES21 FAC1,FAC2 -30t1 vaV"i~bles temporale.s.· 1.1ti.iizada.s 

para calculosJ las Últimas do.,;: son usada~ también :rar~ compara1• 

con o sea EPS. 

6) Como para una dimen!:>io'n. las UIJ $ OT"' las funcio~e~ b~~e o s~s 

derivadas segun el valor de IS?, que corresponde~ Jo ~ve era ID 
en un·a dimensio'ñ. La convención en e.st;e caso es que I5P=1 sign1t-1ca 

que se desea la función base, que ;;J ISP=2 es que :c•e requiere la 

pQrci~l re~pecto a 

T'especto a 3.z 
y si ISP=3 

La propiGd3'd 

es que in~ere~~ la parcial 

arriba ilustrad• acerca de la 

matriz Jacobiana es utilizada an el .PYOgrama ya que $e tiene.n la~ 

funciones buse lJ sus derivadas .t:n func.io'n de ],
1 

3i. y 110 do ~ !::) 

7) El parametl"o que detiene la itc-ració',,,. EPS se fiJa "'.xi.crn<imente. 

seccion 9.3 Integracién Nu~érica 
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---··· 
De manera simÍlar al caso unidimensiona1 1 se utiliz~ fntegrn~ión de 

Gauss, pero recordando que aquí 

la pT"ecisiÓn desl:!'ada. (i. e. siete 

dc-seada es: 

se necesitan ma~ puntos para. obte~~r 

~ no c .... atro>. El tipo d~ 

la aproximacion usada es lü formul~ do µ~~mer: 

) ('(Fl ·, (•l) 
;J, 1 _. L 

Si utilizamos los pesos adacuados, que so pueüencons-vltar en 

Strang 

siendo 

1J Fi X 

I ' 

" 
pags. 

la funcio1
n 

193-184), 

adecuada 

Tong l, 

VD 1 uada 

Rossettos C pii-!li¡. .. 

en loS puntos 

109-tc;'O), 

X~- / t: l Q 11 i 

listados. entonces se 

En aste contexto 0(1t.1) 

p,uade P.Speral"' 

significa <tVe 

"' 1 ; una. precision del ordcf'l d~ ,..-

lil intcgrncioiÍ numc#r(c.;J es e>:.a:ta 

si la función integrada es lln polinomio de orden .A - 1 

seccion 9.4 

Va se mencionó que si 

cuadrático triangular se 

Elementos singulures con punto cu~rt~ 

e: iertos 

ponen en 

nodos lnteralcs de un ie-lemento 

los puntos cuarto~, ~nton~os 

funciones base pueden representar fvnciones de la forma /7" alrededor 

de la singularidad. donde y es la distancia a anta '5'jn~lllartdad. 

Esto se ha hecho IJª para elem"'ntos que tienen una sin!lu1.aridad en un 

nodo (ver r4J ) pero aqui quer~mo~ ~domis el caso Oh qvQ todo un lado 

es singular. Supongamos un triángJJlo P1P2P3 con P4 en P~P'31 ccn P5 en 

P3P1 y con P6 en P1P2 como muestra la ri~ura 5 . 
• 



..., 
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Hay vaT'.ios casos1 supongamos prim>?-ro que 4'e tiene l.J dispos1ciÓf'I P6 en 

el punto cual'to ma5 cercano el Pt s-::bre P1P2 y P5 en cJ pu1""1to cuarto 

mas cercano a Pl sobre P1P31 (~1~ '-lb}. 

Se tie~e entonces ~ue para cual~uie~ punto sobre las 

Pl a cual~uier punto en P2P3 ;i V es \a distancia 

110~3~ q~e van de 

a P l entonces: 

X-><,= [_U,-X,)?J 
7 .).(v., • ..,_,)3,J ( ,, ... ?,) 

"í) - ..,~ :: [ lt;73-Y,) ?.3 ..;. l 1.ii. - ').) >1_] L ;} -\ )~) 

Por eJemplo. cuando 

lado P1P3 entonces 

dad alrededor de P1. 

3z.=O I se 

' = l ;, )'.e,J 
t ienc que si 

E.ste es. el 

f-1; es 

caso con 

lA l 1:1n?itud del 

V1'~ singulari-

Otl"o caso es cuando, por ejemplo, P4 está en el punto cuarto cercano a 

P2 sobre P2P3 y P5 esta en el pun';a cuarto ceT'·cano a P 1 scb·te P1P3 . 

En este caso suponemos i1a di"Sl..anci.a il P1P2 para cualq_viat punt;o a 
; 

lo lal'go de rectas ~ue van de P3 ~ punto~ sobre P1P2. 

l'<c., ';)<-) es la proy.ecció'n d.el pqnto (x:, ~o) desde P:'3 sobra PtP2 

entonces: 

En tal caso, si h¡ 

'.l°'">z e I j 

es la distancia perp!?odicular de P::3 a P1P2 q_ue es 

el lado singular, resulta q_u• y -: "32 En 4mbog caso-;; el C.01t'P or tam i en to 

es como oe deseaba para el prob lel""S a t-r..atar1 i. e. como .r-r 

Ya se habia comentado que usar el metodo de puntos c.vart:os. es de 

cierta manera equivalente a usar funcicnes especiales pues ~n vez de 

transformar la funcion b~se, <Se transforma el tridngvlo , de 

que expT'esando las funciones base cuadráticas como ;unción de X, ~J 
\J no de 3_1, '3l de hecho tiene otra base p.;Jra el mis,i-io cs.pacj(') (el -for-

mado al i'ncluir .las funciones bage especiales), 



Por cuestiones de tiempo se decidió no p~ogramar el ca~o de 
de suponer. sin 
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rfLn1c io11es 

em~argo, especiales para el ca~o bidimensicnal. 

que no debe haber mayor problema en est~ 

esto es cierto en un estudio postarior. 

extensión. Qucd.J ::;i.air v~r si 

Viendo globnlmcnte In mall~ con elementos singular~s e~ el caso de 

singularidades puntunles contr~ el caso de singularidade$ en p~rtes de 

1.:i f'l"ontera, resulta claT'O c¡t1e en '?-;te s-11~undo caso se e-s.fá pet1.J·rb.ando 

la regularidad ~ simetria de la malla de una manera mu~ho ~n~cr. Fer 

lo cual, a pesar de que estamos uproxi11'lilndo mcJOT' en la dirección r_in 

que esta la singularidad, en la otru direcci6n C1J Justa1r.ente e-ste 

efecto es mayor cerca de las singularid~des) ostamo5 aprc•imaodo mucho 

-~ peor. 
, . ...; 

Es por esto que, al mono5 para rnall~5 gruesos pueden pr·esentar~e 

serios problemas an cuanto a este método. Veamos de todas ~an~ras que 

sucede con el en lCl pra"ctic.a. Hc1Y q,Vt? aclurar ~ue este tipo ·~G 
peturbaciones geo~6tricas no se present~rfan en el ca~o de Funcic~~s 

especiales, por lo cual, de hecho ¡:;odria f'esultar ser un meJ01" mé'todo 

en problemas de este tipo. 

seccion 9. 5 Re~inamieoto locul 

En cuanto al refinamiento local se aplica el e.sq,u~.~.,;¡; 

consiste en dividir en la direccién correCta segun 1~ sin3vlarid~d 

manera similal" 61 como se hizo an .al c~:!iO uni~imcnsionl'"11, ¡::sero en -....:!2 

de dividir en 4, cada subintel'valo, 9e divide en 2, es d<.!cir,.. e.amo 

indica en la figura numero 6, cumpliertdP con el crit~rio enunciado 

el caso general. 

on 
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No debe haber mnqores problemas en extender ~ste m~tod~ 

-; 

'· 
_j 
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CAPITULO 10 Resultado!o- en el caso bidiMa:iioion.:il 

En este cap ftulo so 

problemas ~spec(ficos 

aplican los ~ótoJos anteriormenf.e dese.rito~ a 

en dos dimcnsion('I!>. So cscogie~o~ proble~~s 

semeJantes a los de un~ dimensión ~ue ma~ ~ue un estudio d~ Jo~ ca~~~ 

representativos es una 

para una dimensió'n que 

acerca de la v~lidez de 

Je los resultaJo~ c·ncontr.ajas 

siguen si.ehdo válidos lJ las Ju..i.:is que h~y 

los otros. No es un estudio t~n sistem~tico 

como en el caso unidimensional, ya que $ala se trat~ de observar 

resultados se extienden al caso bidimensional. 

Ademas de analizar algunos de lo~ problemas que 5e ~~bí~n esco;ido 

para una dimensió'n 

problema!> parecidos. 

q_ue recordar q_ue la 

con Tines de cc.trparac io'n, se 

Rovise~oto~ enton~cs 

. ' . ecuac1on' es 

• f 

y ver que son r 1 ~ 1 .¡. 
cables V de~de luego 

cuales sen la5 condiciones de fron~era apli­

cual es .t.A.. e.n ca d.a caso. 

Cada problema es resuelto mediank~ tres metodos, a el do 

elemento -finito con elementos regvlarcsu el de clemenctis. c.on pu.:it~s 

cuartos, y el de rerinamiento loe.al El me funciones ba-s.c c.special¿.z 

no se analizo mas pero no hay r~zoñ p-:::T~ ~uponor ~ue les re'3oult..3,1os 

visto~ para una dimcnsio~' 

implementado do h~cho era 

que i~dicab~n ~ue en la fcrma en \ue 

p~recido al ~~todo de punto..s coi!JT"tos 

t-..:e 

pero 

con la transTormaciÓn hech~ de manera c~plicita y sin pel~rbacio~e~ 

gcoml:!tricas (por lo cual tal va1 no Tu2 ]a_ meJor desi<...ic,.'"•'l go!oiblc <?1 

no analizarlo) deJen de ser validos 

Adema~ se muestra el efecto observudo 

tumbien puede oxt~nder5e en este ca50. 



seccion 10. 1 El prcblema .. _.. ~ rs\...,(l~> 

Este fue el probloma ct.ue se anal iró mls a fondo¡ 

llamaremos problema ''~' '. 
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le 

Fue tratado y mallas1 debido a q_ue 1-:is 

resultados para ol m6'todo de pu11to cu.arto no fueroi'l t:&1! ccmo 

esperaban en un problom~ de e~te tipo (en la 

aproximacio~ debido a que es 

en la vecindad do la 

un problem~ singular que se 'ompvrta como 

singularid:ad) se enfatizó este.1 el c3so 

mas sencillo de este tipo, independiente del tiempo. 

En este problema 

r "'º , + ~ lT '-

z 

y las condiciones de frontera sart 

Los resultados descritos en 1<1 to!>la a <vel' tambien 

muestran que, 

de tiempo de 

al menos p~ra las mallas estudiadas (qu~ por 

proceso no pueden sar ma~~res sin hac lf!T· ~n 

considerable pDra hacer el 3lgebr~ linc~l de l~~ matri~~5 

p f'ob le.-r..;is 

esfuorzo 

de manera mas ef'iciente) el mEftodc de elementos con punto-' C.l.lc'lrtos no 

parece ser muy bueno. Es peor ~ua al métcdo standard, ~ontrariamcn~e 

al resultc::.do encontrado en una dimensión Cel que e,s.per.ab.¡¡¡;;os s;e 

extendiera con relativa -facilidad a dos Jjmer1siones). 

Parece ef::ec:tivamente se atribuir itL .:oor:.g o r tao'll i en to 

relativamente malo de esto método a q,ue 1a ·mDlla iWJOdi fiic:ad-ii par.!I el 

punto cuarto 'resulta asimé'trica en 0- (como habíamos oó,.erv.a1o). 

Aunque este problema no depende de ~ si_; 

supongamos q,ue el erro?' E" tiene doc; con1pCl'nentes: 1::::1 error i11otroduci•Jo 



por esta asim~trÍa en 

en 'J es docir 

7--,, ag decir [;.r: 

No es po-sihle 

, .. ag. 11;,¿ 

9 el debi~o a Ja singulari~ad 

tümpoco olvidar ol f.?'t°ccto <1el 

truncamiento, pero en este caso no paruc:e '5er importüntP.. 

Debido a que, como ya vimos en una d imon~ i ón Cy teor(.;, ~1 

comportamic-nto es semaJante) f.') dismi11ul.Je al nleJor.3r Ja npYoJfimao:io'1 

a ~ cerca de la singularjda~ por usar el· mrftodo deI p-unto cuar':o; 

sin embürgo es posible que par· a estas mallas [~ sen grand~ IJ 

oscurezca la meJora en lc1 aproximacio'n a .¡-;,,- . 

Toda esto es valido tanto p.nra el erl'or r-.. iximo como paT-a el e:·rror L2. 

En una dimensio'n, un probli!m.,1 comparable ern el probt~.r1 . .a 4, en -?Si:? 

caso los puntos cual'tos no nieJoraron l.:i s;.oluc:io·h cuando Nf.=-5 pero si 

con NI=lO. Si NI=20 nuestra aproxtn:ació'n era meJOT', pel'o "Jd con N'I~.;o, 

el efecto se hacia menos notoric debid•:.J a que la i(;cración ya no 

convergia (en el tiempo de procese permitido en la-rn~ctoi-.(1ci 137B00). 

En dos dimensiones los errore.s son bast.ante mayores, s.obre tGdo cu."11"1.iO 

NJ:::5, aunque las cosas meJoran bastaht.e cuando ¡:.J.J: JO, paf· lo t;.ue 

l'esulta bastante probable que para ~allas mas ~inas en ~ e1 ~n¿lisis 

asintótico del c-rror resulte vJl Ld~ y q_ue los el~mentos con puntos 

cuartos moJoren la apT"oximao:io"n, <óat} que aclnrar que a pe:;a~ de qu~ 
el método no meJoro la aproximacién e inclusive la empeoró,, seguiiTIO'S 

teniendo soluciones apro)(imada'i1 decir, no eibservan 

'· peturbaciones tan terribles q_ue ci¿s;-(;ruyan la forma de la s-olucicfn -:n 

forma global). Este estudio qued.a pendiente, pues es neceJar•ia contar 

con rutinas mas e.Picientes par.a la fac~criz,.:ición da m<J:t"rice:S con una 

estructura esparcidc!i muy particular. 

seccion 10.2 Descripción d{l los demas p1,obleH>.ils 
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Para probar el funcionamiento de el pTograma para p~·oblemas en d~~ 

dimensiones.· se hizo una selección con un criterio iden~ico ~I usarto 

para los problemas unidimensionalas. es decir se e~cogieYcn ca ~os 

representativos. Para estos casos veamos cuanto valen p' 4. f 
y las condiciones de frontarQ par3 

que es nuestro pT'oblema a resolver en gr:'TleralJ tenemos entonces:. 

1) un problema independiente del tiempo (problema l >, !ineal. ;io 

singular, con una solución ~-=- S1i., 

Y ..c.\t 0 1y) = .A-tl\1 p >~o 
{_rfx) donde ~=-1,i;¡_=o / f=Ti 2.=: 1 ... (7rJt") 

No se espera que los mé'todos estudia.dos ~mpliq_uen una m~J't'rÍa sobre ~l 

m~toda standard. 

2) un problemCJ indcpendiento del tiemp~ 

singular, con unCJ solución ~~!.1""'l7f't'\ donde 

IJ M (>-¡O ) =A<. lt<1 1) = 0 

(probleíl'a 2>,, lineal, no 

p = 1 ' ~ ::=' º" f::. ]r¡ J, 1.., { 1TtJ) 

Tampoco se espera 

sobre el mdtodo 

que los 

standal'd. 

m¿tod~s estudiados 

Se seleccionaran 

impliq,vc.., uua 

estos tia~ 

e~uivalentcs püra verificar q,ue el programa no intToduzca 

asim~tricos con respecto a )( o 

me JOT' !a 

problemas 

efectos 

3) un problema dependiente del ti~~po (pfoblema 3), Gingul~r, que es 

de la forma que nos intel'esa, es decir cpn una solucidn singular de la 

forma .J7' espccí'ficamente: 

dando f =-""'- 1 'T=I, f = 
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Aqui si se espera que los mÓtodo~ estudiados 

sobre el mttodo standard debido a ta presencia 

impliq,ut-n un.;i; meJorC'a 

du _l• si~9utaridad. 

También se tiene un problema sia'lilal" pero indepondient~ •lel 

(probll"ma 6> donde 

con iguales condi~iones de fr~ntera en el cual 

comportamiento similar. 

se. e:Spe ra un 

4) un problema dependiente dQl tiempo 

singular y con una salucion no singular 

e prob 1 i?ina +l; nc-lin~alr 

donde 

ll.=-trr<o> tlf~) l t+ic:o>(lf><)l)' 

b = l ¡r s , .. (Tr'IJ) s '"' (lf><) 

C'O -lf ~1 ... l1i~l l1-11cos(1t<ll 

d::: - .J:ñ>t~(¡¡..,J,.,(:r,..,) 

e=,,.., l 1¡,J) Li+ 1 Cos (¡¡-x¡) 

V donde JR(:\:, O}-:. AiC><;IJ ::::.o 
• 
i 
fnétodo standard-_No se espera que los me~odos meJoren al 
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También un P't'oblema similar pet•o inr1epcndicnte del ~icmpo ·cpr:oble-o.1 7/J 

donde A(-=( 1 ~l¿c"oJ(.lfx}))l•1 (1T"¿~) 1J dcndC p~ ,(,.\..1 1--;:.0/ f=-(r.._.r[,.f:f,.J)t2). 

con los miemos valo't'es de frontera !l en el cual 3.·a ~:.pera un 

comport~micnto' cimila't'. 

5) un problema dependiente 

soluciof; 

lint"ll 11 cc.r: :.:n~ 

donde 

Po'!' ultimo un problema similar pe't'D 

(problema 8) donde """\. =- !tn . .,tn~) (0.S cnx-J 
con iguales condiciones de fronter~ 

indopendiente-

Las siguientes tablas d~scriben 

9) y los res.ultados para el 

(respectivamente las tablas 10 

'l:.Jscint;ij"\lente estos pYti·b1e.1'11o'ili$ Ct.=bla 

er·l'c;il" cu.;:drático error t:"t~~imo y el 

~ 11>, ad~mds de la t:OJb 1 ~ 14 •J la 

pt·cb l.:.~as ( q_ue resumen observada 

bidimensionales). De ellas se pu~d~ conc)ui~: 

1) Al refinar uniformemente la m~lla en 

tiJJ, se puede decir que si 

es decir al de)a~ crecer 

':lr )/ Nj 

propOT'cíanal a. entonces el error disminuye en T=or1f'I: Dl menos 

solucioñ es -función de (J y no da ~ ,,, Algo similar sucedrí.a con 1.=iis 

-¿ si se refinara en ese ;entidc. Se es'"ogio trabajar :>obre ~1 pues 

para las mallas usadas resultan sistcm~s de ecuaciones ~a~ pzq_ue"'nos 

al refinar en que al re~inar en 

Todo esto sucede cuando lB oecuacio'n es lineal y sin sin!lvL.ar-:iidi>de5• en 

este caso el segundo problema. Esto implica que 

trabaJar con mallüs suficientementa fin~$- en 

depende de esta. 

cortvoniente 



2) El m~todo de t"eftinümiento local' se comporta t.:11 como se espera!>a, 

es decir, tl"ue consigo un m~Jorami.C!nto considerable-, ccn"j:tarel6Je con un 

refinamiento uniForme grande en uquello~ caso~ en que h~y ''~d solucian 

singul.Jr (e inclunive donde no la .. ('IY pero si hay Unü singvlarj-Jad), y 

un meJOramionto poco significativu dond~ no sucede este 

del refinamiento local sobre el rofin~miento uni~o~~e on 

aquellos C.:15os en que ambos funcio~~n sr nbtienon resultados simil~~es 

a menor costo. 

3) El metodo de elementos con qui; cr·a ~ i q,ue mas 

hubieramos dese~do que functon~ra debido a su cost~ rel~tiva~ente 

baJD• no parece tener el efe~to e'ipcrado para ninguno dt! 1 <J5 pr-obl¿:'"\a-S 

aqui analizados. 

Se puede usar un argumento es d ec il' la 

peturbaciones geometricas, al vistg par~ 

en los casos que esperabamos·que ro~1ora~~. es decir 

..-({ = e__{- l! + 7- ( O.>(/rl<)) J -.Slh (r.(1) 

..A.I ::- ( 1 i ~ e.os (7¡,,.J) V 5f.., (lílJ) 

que son los que tienen un comportamiento de la forro~ .¡-;¡- cuando 

~-)o y J1-~ cuando lJ· -> l. 

En los demas casos no es sorprenden~e ctt.Je empeore, siendo A.< =-..s 1 ., (1r'4") 

buenos nJemplo-s d t' ro que espeT'ab-hMO.S: suc.ed iera. 

No !aolo no nos sirve tener .J"-7 reprase~tada de algun~ manera en la 

base, puos ya no so tiene 

peturbacioncs gcomé"tricas. 

si~o qLJe a~emas estam~s introducien~o 
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CAPITULO 11 Convergencia y ConcJusione~ 

seccion 11. 1 Resumen de c~~v~rgencia 

De las tablas y graPicas anterioras se puede concluir qL•c 

la teoría e:.contr·amos ordenes 

aQ.UelJo~ 

el error 

prol.Jlemi!:S. en q_u o 

de convergencia 

hat,r solucic:i.es 

Ccncont,..an.:10 mas 

1) Tal como lo predice 

do ({\·.') o m.>s en 

singul~rcs tanto para 

debido a los füctores causante~ de supcrconvergencia ~a 

i. e. el q_u e 1 a malla en que se- calc.¡,iJa el error 

mayoria nodos de los elementos fin1tos). La 
'I 

gT'a-Fic.a 

la tabla numero 12 son muy clara$ ~n aspect~ 

problemas 2 y 3 segun la tabla 13. 

c. ontettg'i!. en 
I 

nui'lef"O '1 3.si 

y,-,. t.:.i~ibi~n 

su 

como 

los 

2) Se confirma q_ue en 

original Ce5 decir el 

pre$~ncia dG soluciones singuJa,·e~ ~1 

q_ue no toma nedidas especiales en E$~O~ ca:os) 

tiene un orden tJe convergencia ba.;t;ante bueno, aunque sv ¡:;rcs.1c-!o'n e-s 

menor a la de lo~ mctodos r.iod if icados. Veas e del 

problema 4 Cmetodo sin cambios> segJn lA tabla 13. 

3) Como era deseado, con los; mJtad~s modificados que toman ~n cu~nt.<l 

la existencia de la singularidad. C*.:Clndo ..-sta ef'ect!.valTFnt-c E.Ciste. so 

recupera en parte la convergencia 

bastante claro cuando tengo proble~~s 

criterio usado para detener el md~~do 

perdida. 

como. e 1 

puede hacerlo /tlit?t'J"-.a.l\.t ramente. 

La grafica numero 5 asi com~ la p~rte ~~e~ca de la corrvereenci~ en el 

pl"oblema 4 Ctabla 13), son claras e-ri este aspecto. 

4) Desde luego, cuando so aplic~n el~~entos con punlos 

?unciones bas.e es.peciales donde ne se necesitan se obtiet1e 1.¡.1.":1 or'1er. de 

convergencia bastante 

local Cpue$ seguimos 

gr~Ticas 1,2,3 y 4 son 

menor. No 

tenii.;ndo 

or.urre lo mismo 

iluGtvativas en ~5te aspecto. 

problema!; 1, 2 y 3 segun ·las tabl:1s 12 ') 1.3. 

l'"~~in.ami~nto 

Ver tamb i cft., 
L<1s 

los 



5) LD'j p_roblemas bidimension~les 

muestran claramente el comporta:niet1to 

'a' e~ decir 

c=.•-s.perado cuando 

.... ~. 

h =..J [., .... , 71";1) 

se 'l"Cfina 

mallil en 1.J para una fluncion ctue no depende de ::1 • 

de exclusivame11te de ella, y pard una que depende 

par~ v~~ ~~e dnpon­

ex~iv; iv3me~te de 

ella pero tiene una singula~id~d. Lo~ ot:l'os problel"'as ~~d 1meno; iun:ll.cs 

me indiC.an que el hecho de depender de y t. ilf"ll' l t 4n eam~ri te 

introduce ruido (al menos pa1•a el CilSO de mallos tan gt'·Jc?tas er:i X: 
ya q,ue al refinür en esta direccio'11 el error disminuye 1 i~e'f'·2'nente). 

Esto es claro en las graficas b y 7. 

El orden de convergencia ~ue a5peramos para casos ~of:de no hay 

solucion singular eG de la forma 

Les numP.ros en la tabla 14 solo t~;in en cuenta el- cambio G\I\ es 

decir suponen la forma Co(11'3 ln parte en no carnbi.'l, los nu.'!">3ros 

solo tienen sentido Gi el problema no d~p~nde de é-s: te f!s e 1 caso 

del pT"oblema 2, donde si 

tabla. Lo unico que puedo 

se obsa1·va 
, 

un numer~ parecido a 3 en 

muestran una convergencia qJe parece co~~i$tente con lo C$p~~3do. 

seccion 11. 2 Conclusicnes 

De los desarrollos teó'ricos, los programas ftechos 

la 

<;_ue 

encontrados tantO püra una como pQ~a dos dimensiones e~ conveniente 

anotar lo siguiente como lo mas import~nte1 qued~ndo 3dc~a~ d~scri~o 

de manera concisa on las tablas 1~ y 15 ~t~do rererido a lo~ ~robl~~as 

q,ue nos interes~ban en 

singularid~des del tipo 

e:: "Jecir a los np-1tnealas 

,J'i o simi l~res, 

como independientes. unidimensional~s y 

tanto dependieot~~ 

bidimensionale$): 

can 
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üUb9eccion 11.2.1 El caso unidimensional 

1) En los problemas unidimer1·;iona1es1 el mé'todo do re.fin.'.l1t.it?"nto 

es el meJOr pnra mallas 9T"Ue5il$• en las 'J_tJC además C>s; ml~'J e.aro. F'Olr·a 

mallas Pinas las diferencias entre ~~te u el mdtodo de clc~e~to~ con 

puntos cuartos a<;;i como el m./todo con funciones base -especial e~ d.:iJan 

de ser importantes. 

como el md"todo con 

esperada <tanto en 

Tanto el m&tedo de elementos cor1 p~nl:os cuari;os 

Pune i on~5 

los Cc:,!>US 

ba4c ~sp~eiales funci~nan 

ind~p~ndicntes d~l tie~p~ 

de 1 "' 
c.:-·rv on los 

casos dependientes dol tiempo), es dociT' produt.;.en t.'Yla meJOT' 

aproximncio'n en aq_uellof> caso s. en q_ue ~e tiene 

de intere"s. 

un.:i soloclón singul.at' 

de tipo IJ.UO es ol caso 

Los m&todos de ele-mentas e on puntos cUllT'tos y Fu>r~.:iones. 

especiales. son tan buenos como se. esperaba <ua que t..n11to \.J, 

como la aproximación so comportan en ese caso como ..;--?"' 

saluci¿'n 

~C?rca de 

las frontcT'as), 

problema suave. 

rccuporando~o en pa1·te ta razon de 

En g eneT'ül para tn::llas fina!> C.'S 

conV..:'"1"1) ene j.:¡ de 

~E!J~·w- el tT:lloda 

un 

10 

elementos con puntos 

las mallas gruesa~ 

cuartos que et de ;uTicioncs base eF-peciaJ~s; pa1•.:s 

anterioT'os) la 

funciones base 

(esto tamb i é~-. 

di fer ene ia es menor 

especiales, y.a que si 

para las mal las gruesas 

observó en J C'l:S. .P'"f· ob l ~era;;; 

-favor de C' l mét.u..::10 .:fe pero a 

bie'n hay mali erroves. di:? redondeo 

los errores de redcnde~ san pci:o para est.:is, 

importantesJ por otra parte el toner una malla prod•Jce 

CT'T'Ores grAndes sohl"'~ todo ~n mal l~:Jc: gruesas. De hcch~ s~ tiene 1..:na 

malla no uniforme en el Ca!:>o de el:mentos con puntos cu.u.,~aoi y no on 

el de las funcioneG base especiala-s 

2) Debido a q,ue ninguna de 1.,1s soluciones analíticas de la_¡. problet:'aS 

escogidos tiene una expansi.5n a~int:ética q_uo contenga té,-minos en y.;~ 

el comportamiento del mJtodo de a!~men~a~ con punto coar~o lu~ buano 

aun en aquellos caso~ en fuera mv~ malo pues no 

tenemos ilPT'DXimacione!i meJot•es,. pcri:J tampoco peores. 

con el m~todo con funcione~ base ospec~ales. · 

OCl.Jt"i"~ 
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subseccion 11.2.2 fl caso bi~imensi~n~l 

1l En cuanto al problema bidimer.siona't ~a,· don do .-t.I :=. ~--.,.-~ 

puede decirse que a pesar d~ ~ue zn cuanto a· arden m~gni~u~ Sel error 

se. esperübll que los mt?'todos 

esto no se pudo observ~r en el c~~o del ~~todo do punto~ cu4Ylos. Se 

dieT'on argumeiitos gr.ométricos 1J re-F~rentc-5. al grouor de la ~t:} la u;~.:i.!; 

para explicar esta desviación d"?l compor'"<r;.-;.imiento osp~r¿do, "~ conclí.:·1 i-

que es necesario 

de.Pi ni tivo. 

fi~~$ para poder 

2) En el caso bidimer1sional so tien~ el compcrt~miento f~S;er~do en el 

caso del refinümiento ldcDl. al ig~al qu~ en el caso L1t1iJi.mcnsion;;!:l1 

hay una imp ortunte 1:::1 apr·air.imacitin y de l. r.a i rfn 

c onver g onc i a. 

elemento::> con 

Sin embargo, y esto es mvif importante, 

punto~ cuartos no mues~r~ el comportami~nto q,i..:e 

esperaba: ya se discutieron posible$> expJ ;caci_onos, p1;oro vna ·..-erda.::!~"!'Ei 

respuesta solo podT'ü obtenerse en un<) indagacio"n r.;.as áe-t:ellad.= 'i 

haciondo prucbüs extcnsaG con müllas ma~ rinas qu~ la5 límitacic~~s 

del programa y la m~quina no permiten hac~r de manera in~ediaEa. 

Las medidas que deben tomarse para hacor una prueba mas ~nt~;Factcria 

del r.>etodo de punto cuarto en eJ c::~o b!di1ne:nsional sotJ; 

Necesitamos un PT'DgT'amCJ que en vez de recalculaT' infiniJ~j de vs~~s 

cie-rtas cosDs, como l.t:1 malla, para ahorra:r memoria, lo J1a9~1 una sola 

vez y guarde los resultüdos, cl.01ro esta. a expens<Js de l~ r.:.'11"..::Jf'ia. 

Ademas so deben resolver 

m~todo iterativo> los sistemas de ecuaciones 1 i i1 C'd.} ,;.. :. Cq.uc 

bastante grandes> en vez de tener q_ue fdr.~orizar matric.e.s: E,1orrnes •:on 

la consiguiente perdida de tiempo. CEn 

alargar aun mas el tr~baJo>. 

esto no me ~ud~ ~~ter para r. e 
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3) En ambos casos <uni y bi-dimensi::Jnales) se observo' qve· al l'"esol· .. o:!r 

problemas independientes del tict'l'po <es decir prob 1 crnas et.(ptic~-¡) 

como. si -Fueran parabÓlicos, no s~ puede asegurar <con Jo~ 

obtenidos> si se esta convergi~ndo a lü solucioÓ como t 0 ~ri~~mente se 

es.peraba~ sin emb.::trgo. hay ~u.;:a tef'lcr prc5o-:onte que c.::;n doJ ci tr~-s p.5s>:''i 

en el tiempo seria mucha suerte el que e{ectivament~ ob~er~ar.~~cs t~l 

convergencia de manera inmediata. 

Es.de esperarse que los resül~ados del análisis asint6ti~O no result~r. 

evidentes en los primeras pasos da tiemp~ <en que !nciu$ive ;e 

presenta,. oscilaciones g1~and1t-i sirt inv.:alidar el an.{lis 1.-,;), 

s. puede sin embargo ver que 

oscilaciones ni se no~ dispar~n 

"1 no se 

los T"esultados. 

tienen 

l?d V"Cl 

an~lisis meJor necesitamos correr ~l programa much~ m4' 
tiempo¡ otl'a vez nos enfrentamo'!i a l.as limitacioni:i$ 

a Uo 

arriba delineadas de la inefic.i.encia del 

limitaciones do tiempo de proce~a~iento. 

En ~esumon, aun~ue no toda la evid~ncia es 

grandes 

·hacer ur: 

l.ü.rgo di;:l 

sot vcic:-.~5 

claro el camino para encontrar una solu~iÓn a los 

sin respuesta por el momento: Segui~ po~ el mismo 

mas la eficiencia en tiempo del program~. 

dota 1-1 cf'$ Q.t.76'.! quec::in 
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Descripcion general de las tablas y graiicas. 

La tabla O contiene la descripcién de Jos problcmüs ur1idimen~ionales 

independientes del tiempo. Las tablas a 5 contienPn tos et"1•orcs 

(maximo y L2) encontrado-:. estos problema.;;, f:.~ tos 

encont'T'ados para cada mÓtado Cüh distir.itas mallas p.ara e1emerto, 

finito (mallas usociadas a NI elemcr.tos>, usando un.;. maJ Ja. untí-orme Je 

NIMP puntos para calcula'T'lO.:J>, son tabul.qdos cont'T'a el volor de Nr. 

Las tabla 12 contiene 

errores entre mallas 

convergencia observado, 

información acerca de 

cada v111z nas finas, 

la prapol"'cián de 

o sea " 1 O?!"den 

es decir las pendiente!> d'! l;)s r'ecf::as 

los 

ce 
<tUe 

resultarian al graricar estos d~tos en escala Estos 

resultados fueron obtenidos a par~ir doE> Jos datoS pre$('rt t.ados; ~n las 

tablas'anteriores Ces decir 1 a 5) de la ~iguiunte man~r~: si el errcr 

asociado a la malla que tiene N!:::;5 es El ~ el asociado a Nf=10 os E;?, 

entonces on el renglon m.t1rcado 5-l•J pongo ( t/c.e-. 2.J.e...,,({;;t/[:, )) Se 

procede de igual manera para las dcrnas mallas. 

De las tablas 1 a 5 se obtuvieron además las gr.Ífi C.<15 l ~ 51 Sen 

simplemente las mismas 

escalas log-log, las que mo dan la miGmZ jnformacion q_L':e la t:a!> la 12. 

Se incluyeron pues 1-acilitan el e~traer canclusiones. 

Para el caso parabo'lico unidimensicnal fa.'2 utilizaron l.:i-s. ta~la~ 6 y 7; 

En la primera sumarizo los problo,7'..3s pP.obaúos (os deci1· los p1•obler."'-:JS 

5 a S>. La tabla 7 resumo los T"escltado_s. encontrados P·"'r..J un.:: malla 

de elementos finitos de NI=101 a lo la?go del tiempn. s~ utilizo 

La· tabla 7 se presanta ds h\anera grafica t·n l.!t grafica 

B (utilizo escalas distintas p~ra c¿da _problema). 

En cuanto a los problemas bidimansion.oJe-s, tenemos la t.abl~ s, 
analiza el problema a para todos los m~todos y para v~ri~~ m~Jlas 

elemento -Pinito. La tabla 13 y la ?ráficil 6 comp·tcment;.:Jn 

informacion tal como teníamos par~ una. dinen~ion. 

los demas problemQS bidimensior1ala$ es~udiadosi los result~d0$ 

<t"ª 
de 

contenidos en las tiiblas 10 y 11 CuMplcmcnta lc1 lr1.;orm2.ciÓn la 

gráfica 7 y la tabla 13 (con los grddo,s de convc1•gcnci!:i obsar·¿1.;;dos). 
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Las tablas 14 y 15 re~umen las conclusior,~s obtenid~~. 
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Doscripció'n de los pt'oblem.,1s indeµendientos del tiempo <"'n vnJ dimen;;ió11 . 

. ·-------. -· - -· ---·--
flum. u p q ~ do!icr1pc1orr· 

' ' ·------· -
1 L-:.::5-tJM 

1 ' TI .S\., ("y) !»~ {~V) 1 o 11s::J ;.------· -
2 t.!L 

~- ~< ~ "t. 
l 

~'" t 7í • l 1 o 1T c.1...., (\rl ( 1-:; .S1.,1 ( r.v)} ·-· .. 3 l>!L b-Nl·1 

!, 1~ (Jr>') ...,, o - lf l( 1 -z.5,,..?(fiv}) ----· 4 
t..{1.1./z. 

L-S 1-1 
..Ji \" tn _, 

"' ó ,, 
~- ·--"' . - . -

'i la descr-ipción incluya los siguientes sfmbolo51 signi-Fic.a 

que el problemil tiene las siguiontes. car~cteT'isticas: L ~s lil'"le-al h!L 

no-lineal, t-lS es p'r'oblema no·-singular y s singular: f"'i :impl ic.Cl -:1ue !.as 

soluciones tienen singularid~d por tanto ,e espel'a que i~~ Te~ult~dos 

los metodos csp~ciales; NM implica soluciones "11.0 

singulares. -<Ces la 

ecuacion. 

solucion anal{tica. p, q_, f los coeticicn!:C>s. en la 

Descripcion 

dimension 

de los problema'!> 

Tabla O 

independiente~ del ti~mpa en una 

·-

... 



1 
l'rohh~111:i. Ufln f\fétodn uno 

J<;rror lv1:1:-:ilno .. --- -- ------·-
Al= U) 

tir.1n po l".J: =5 = 10 NI = 20 IJX. = 10 ----------t =-.... u.o 1.8·10 X 10-:1 ·1.UU·I X J0-G 2.n::s x 10-•. 1.024 X 1()-H 

- --·------- --------
t = 0.1 1.1:>·1[1 X 10-:1 2.oon x 10--11 1.200 X JQ-7 8.1•:2 X J(}-0 

----- ------ ------- ---··-----· --· 
t = 0.2 l ..... , ,,. ... ,_ .... 10- :'! ~.S!l2 X lo -ll 1.~:52 X 10 ... 1.:t 13 X }Q-H 

--------· --- --------
t =0.3 1.8·1'2 X 10-:i 2.0U:3 X J()-11 J .'205 X J()-·'l" 0.00[1 X 10-0 

··~ A<= O.OS" 

licrnpo /JI =5 tlX. = "' .~/J: = 20 ,,.,. ~ 10 

t =O.DO J.8·10 X 10-;i 4.001 )( 10-G 2.0r\5 X 10-7 ~t_~Q-8 ..... 
t = 0.05 J.G12 X 10-3 1.6SJ2 )( J0-11 :-s.or.n x 10-7 l.U50 X 10-0 

t =O.JO 1.f.-lb >< 10- 3 2.103 X 10-11 t.an5 x 10-7 3.001 X 10-0 
·-- ----·-·-·------ -------·-

t = 0.15 J .G·J1 X 10-:i :;.tui X 10-o 2.082 X 10-- 7 l.37n >< 10-11 
··---

t = 0.20 t .f.·13 X JQ-:l 2.0·11 X 10-11 l.OOU X JQ-7 l.OG7 >< JO-R ----·- t = 0.2ii J.~13 X J0-!1 2.0U•l X 10-0 1.717 X 10-' l.JOO X J0·-11 
. 

t = 0.30 J.U•13 )( 10-:i: 2.iil2 X 10-0 1.5·1·1 X 10-7 1.1108 X JO-o --
Tabla 1. 

Error },!'iixiu10 para el problema uno u!ili::ando el método uno 

'"'• ! 
~ 

: .... 

. . 



J>rohlr.111:1. uuo 1'.1i:lu1fo t1110 

Errnr / •.• -- ·--·--------
licrnJtD tJJ r-:o:; tJ!. =--"'JO ,¡~ · = 20 tlI 1 = -10--

t.l = U.I 1 
-,:.:_ o.-o--0.3r,r, X IQ-.4 ~LO.'"i9 X 10-11 2.000 X io- 7 l.33LJ X 10-8 ----- ---- --- ----------- ---- ---·--- --------

t ~0.1 n.:-s1u X 10-' t.:s:,~ X 10-0 R.2711 X I0- 8 5,88·1 X 10-11 
1 ------- ~·---- ------

t = 0.2 0.372 X Jo-' l .O:H: X 10-11 l.:.!7U X 10- 7 íl.1·13 X JQ-D 1 ----- ------- ---- ----
t "~ 0.3 n.377 ,, ID-' 1.070 X 1 o- c. 8.UJ5 >< 10-- 11 0.0.'J·í X JQ-D 

- -
f>t = D!15 

Lic1npo ti :r =S ti :r = JO ,¡:r =20 NI· =10 

t =O.DO n.::;r.r. x 111- 4 2.0[.!J X 10-os ~.ar.o x 10- ' 1.33[· X JQ-!i 

t = 0.05 D.35{1 X 10-" 2.GIO X 10- 1 2.111 >: JQ-7 1.:~&2 X 10-11 
1 ----------------- --------~-

t =O.JO 0.371 X JQ-4 1 .. 1:~2 X 10-11 o.n2u x JQ--H 0.202 X 10-V 

t = 0.15 o.:~oo x 10-,. 1.022 X JQ-C. l.137 X ICJ--7 11.023 X to-u --- ---------· 
t = 0.20 0.371 X JQ-.1 l.03U X 10-11 1.110 X 10- 7 7.fiBO X 10-0 ----- ---
t == 0.25 0.372 X JO-• 1.770 X 1 ()-11 I.13fJ X J0·;-1 S.2?.U X 10- 0 

t = 0.30 0.37-1 X J0-4. J,7JO X Jo-a 1.005 X 10-~ 7.003 X }Q-G 

Tublu f?. 
Error Lz para i!l prablcrna uno u!ili;;ando el rnétodo uno 



! ..... 
l ,. 

·~ 

·-··· 

J>roblc111:i. unn (1or Lurlos los 111C:Lodus 

·-
J•:rror f\.·1:txi1110 -· A<= OJ,t-r=· 0;1 

r-.·t:i ll:i. :ii11 c:in1hio:; pnnlu r.;~l~:liu:~u~r.uLo lnr.::il "1111cionc:t r~pcci:ilr: 

NI=ú l .U·l2 X 10--:i 1.lt!I X 10--:: 1 l.lliH X JQ--a 1 1.205 X 10-:. ------ ------------- ·--------··--- ---'-- ·--------- -----·-------
N/:--"10" ~.oua x iu-11 1.011 :< l~.0:11 X JO-• J.1Ull X tn-:i ---------- ----·-------- ---------- ----------
Nf=20. 1 .2llfi X l 0-7 ~~~-~.!_0- 0 __ -~~!I~ X~..:.. f..HJB X 10-11 ------ ----------
NI= '10 O.IHl5 X 10-0 '1.076 X 10-ft Ü.721 X 10·-U 3 • .f·lO X 10·-• ----- . 

A<= OD5,t = o;i --· 
""" '" '" '"" ¡;;;; "'" "" "'" '"""' l" "'"" '"'' .. ~ "'"' ?vf ali:\ sin c:i.rubin" 

Nl=5 1.U·l3 X 10-3 '·'""X '"~ """X '""' >.<•OX'" ' 
Nl= JO 2.512 X 10-0 I.li20 X 11}·- 3 2.ó~IJ _ _?.~ 111-0 - J.5:~3 X lo-:i 

NI= 20 J .5-11 X 10-7 0 . .388 X 10-':" J.fi11 X 10-7 ~?-382 X IQ-o -----
N/=10 l .OUH X JQ-U 2.58:.; X 10-a- 1.137 X 10-ff 1.805 X IQ-·7 -- . -

. Error I~'.! . -A<= OJ,t = .0,1 -
lvfalla :iin r.:unbioa punLo cuarto rcfin:unicuto loc."ll "uucioncs cspccialr.~ 

NI= 5 0.377 X 10-·I .5.330 X JO- :i 4.0:HJ X 10-"' 5.40•1 X 10-:S 

NI~ JO 1.070 X 10- 0 •l.005 X 10--• 1.U'/ J X 10-0 4.035 X 10.....:.i 

NJ ~~ 20 8.03ti X 10-a 7.0tiO X J0-7 3.023 X 10- 8 2.008 X 10-t 

NI= 10 O.U5·t X 10-0 2.200 X 10--H o.uno x 10-0 3.140 X JO-• 

A<~ (ijl5,t = ·.Q:J 

M;illa. r.in c:1.111hio3 pu11lo cunrto rclin:unicnt.o loc:i.1 "unciones cspc!cialc. 

Nl=5 0.37-1 X 10-.c 5.327 X io-::i 4.fl35 X 10-4. 5.303 X 10-a 

NI= 10 1.73li X 10-11 4.7JO X 10-4. 1.730 X 10-11 4.740 X JO--' 

N/=20 l.fHHi X J0-7 5.305 Y. 10-7 l.OU:$ }~ 10-7 1.~03 X 10- !I 

NI=10 7 .Oti3 X 10-"' 2.042 X 10-tJ 7.842 X 10-~ 0.325 X 10 • 
Tabla a: 

Error mc!%itno y/,,..!. para e/ prol1let11a uno utilizando lo• cualro uiétodo• 



r•rohlc111:i. th>s pnr lodos los 1111':lo<los 
It;rror f\1;ixi1110 y J~2 

Af = 0.1 ·' = o.s - --· .. -· -., 
Ji;rror 111:\xi 11111 1 

11n.ll:i. ---------,---------r "i;iu c.0111bio:t , puuLo cu:i.rLo rr./i11;i.111ic:11Lo lt1~.1l }·uucionc::r 1~:1pc:dn.lc~ 

----- ·---~, ¡..•¡ = 5 ~_!_:_1171 X~-j~t~ 10:.:.___.~~~~~~ _ l.O!iO X 10-:: 
NI= 10 1.0!!8 X l!)-r• ~ 1.•111!! >~ 10-:J 4.U·ll X 10-G 1.-1-17 X JO-a 

¡.¡¡.,;,. 20 !!.72:J )(JO- 11 L J.JOO X 10-11 ~?.700 >~ 10-11 - 2.!i7S X 10-0 

NI= 10 1.u1~ x 1n-;-! Ll70 x 1o:-;- ~l.Cinü-XiQ::;-· 1.017 .X 10--: 
- _L.__ -

J;:rror L".! 

:tvf :i.IJ~ :iin c:i.111bios 1 punto c:1:arto rclin.-:.n1icnto local ·unciones c.'ipcci:ilciJ 

N/=5 J .003 X l 0-ª _ __J 5.2t!O X 10-:. 0.1 J·I X JO-·I s .. 1·1n X 10-:s i 
' NI= 10 2.773 X 1 o-:.. 1 4.003 X 10--1 2.70[.i X J0·-6 4.IiJO X 10-.- 1 

10-11 ¡ -
Jll = 20 l.7f16 )( 0.007 X 10-7 1.700 X JU-11 1.121 X 10-11 ' - --
Nl=~U 1.07\l X 10-7 ! 0.651 X J()-B 1.102 X 10-7 1.118 X J0-'1 ' ; 

· 7hb!cz .¡. 
Error:e1 tnúritno y D2 problctna doa utili::anc!o 101 cual ro tnélodo• 



1 

Error J~~ 
. . Al =~ 0.1 , 1 = o;i, 

!====================--
l\.f:dl:i. 

NI= 5 1.0·12 X 1.0-a •l.2·1lJ X 10-ª ti.·l~I X JO--t 2.87'/ X 10-ª 

2.Clfi!J )< I0·- 1 J.O.'i2 X JO--:> 2.lúS X IO··" --------· ---------- ---·-- -------
1.100 >-:Jo-a l.O·f2X JO·-t. 1.·l.f:I X lo-o 

>--------~ 
Nl= ID 3.H:U1 X 10-s 

-~~-.,,,--1-
NI = ZO J.102 X 10-11 -.-------0---·-------· -------- -- ----------
NI= 10 o.s20 x 10-11 o.2na x 10-· 11 o.n,r;o x 10-u 1.r.~o x to-• 

-·=:::.:::!=:::==-=-======================== Prohlt:n1:i. r.u:i.tro por tot1c1s JnN 111f:lndn!< 

sin c:unbios puuto cu:~rto rcfln:i.nlicnto Joc.:i.I 1111r.io11cs cspcci:i.lc! 

2 .. 12u X IU-~ 2.3D7 X 10-:.i 2.flO·I X 10-' 

1.103 X 10-:l 2.JJ02 X 10-"' 2.5:~3 X 10-c. 2.753 X 10- 4 

NI= 20 J.12fi X 10--:. 3.lHJO X 10-0 0.505 X 10-r. J.11U >< JQ-G 
---· 

N/=10 3.fJ3G X 10-• 2.08•1 X JO-O 0.7:J5 X 1 o--:i J.800 X 10-3 

Tabla s. 
Error /.,2 para probl~mac tres y cual ro ulilizarido fo• cuatro 1nétodos 

.. 
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Descripción ele los problemas 
dt•pc1111icutcs de tic111po r.n una dirncnui6JJ 

Aqul to= -1, l. c:s li11c:i.I !'01, no-lln,.:il, :-.:ses no-slncul:.r S slnr;ul;i.r, 

SI h.s ~lngul:irld:ules so>u d~ tipo 0i~~(r.v) fHne 1'>1, lo que lmrllc:i. que se es¡•er:i. que u1f!jora.rá. con lo3 m€todo:i 

vtst.1.1s y N~I que no; 

Tc:bla o. 
Dc1cripci6r: de 1:112 problema: cinco e cu:/Jo en una dimctu:ión. 

'• 

'· 
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.. ,v. 

':; ~\V\ l 1\,c"\ e,- ""tt L f:" 

' ··~ 
\.""te ,,,, C.-l\LE;-

1 .. ~ c... n vl 

-,;-i fL-t·.,)'"' 

, .. / .)·,..., (·.-.1 e. - ' 

Adamás, si 1~ Cei;c.T"ipc.1~ 

qve czl pt"oti\eMa t.tenc \~,:\ 

-··-
p '\. f 

1 

:\. o o 

1.. """"""-\. 21~s.":l(1f"ll"le:-in" 1T" •. (..('.~ 

JI. :1 -t.t>!.l'l'?i. .. l 

f{-.(o) -¡(lt -f.)• 

M. :L J.:n ~ ..fl. t. 
----- ----~ 

1o~lv~e \o<:. $1~v1·~r1\..e,. SÍrnbo\o51 

~1')u1.ent.c.s. c.arac-teri"s.tic.os: L. es 

d.;o~c.1· i pe. i ó ... 

l. -llS"-t-lt-1 

NL-NS->Jh 

tlL- 5-µv1 

L-s-n 

s19ttlf1ca 

1 1 ne.¿¡ 1 NI-

no-\1nea...l 1 'NS e.s prob\emt:i no-s1nc;,v\¿ir ~ S SJV\9>.J.lill"~ 11\. 1t1>p\1c.u -;ve 1~_:. 

solvc.io"cr. l.tcr.~1,..., sín;;,olar1ch1d oor tan-t.o !.e? e;Spera '1,\Joli? \os re.cvl.t-adr-; 

\es mét "dos 

si1"9vldr-c5 . ..u..12s la 

ec.yac. ·,on. 

e.sre..c.[LS\es¡ Nt\ \r,1p .11' a... r.oluc 10,,<?$ 

p, '!.· f 

no 
la 

Oc~Lí1f-c..le':-i óc \n~ í'rl1r.\eitias d~P<?Fldíet;el'.f de-.1 "Liernpa eJ' v11a. ~¡w'len~rc;. 
T~!r 1-a b 



Problemas cinco a ·ocho todos los Métodos 
Errur ¡,, 

At~ 0.1 1fti 0= 1 o, t "= .0.3 

.. . . --
Problc:111:-. ·<·inco ' ----- ·------------------ -- -- --· --------

ticn1po . ------ _ __i:!.n~::'\~~~-~--- ___ !~t1~1~-~1.!:':~~'--·- _ rcliu~1~_:_i~~º-~::'.~ l°unci_~~-~i:\lr.~ 
t =::o.o 11.\20 X 10- 1 J.0~·1 >~ IU · :.i U.121 X 10--t 1.10~! X 1()-:l 

----·-·-:- -··------- -- ··--- -------------- ·------------ ----------
t = 0.1 J .Uf1:l >::. 10--:i 1.071 X JO-:? 1.ur,a X 10-:i 1.UH1 X 10-a 

----- ----------- -----------
t = 0.2 2.21U X 10-:• 2.!![17 X 10--:i !!.2-10 >< 10-:i 2.!180 X to-a --- ----------·- --- -------- ----------
t <= 0.3 2.'/17 X 1 n-:i 2.713 X 10-:i 2.718 X 10-:1 2.72!1 X 10-a 

- -- ---- .. -- -- ------ -- . .:--...:.-:=:=-~ -----
Prolilc111:i. i;cht 

tiempo ·· .,. .. ,.... r ,, ., .,.,,,·1 ·· · ..... , ...... , .. , ruucin11c!; cspcci:i.lcs 

t-. o.o 0.7C:' X 10··-' 1.011?. X 10--:i 0.7H2 X IQ-.s 1.158 X 10- 3 

------- ---·-------- ---------- ----------
t -0.1 1.U21 >~ lo-:i 1.0IM X Jo--:i 1.821 X to-a l.HSO X 10-:i ,___ ____ 

. ·---- ----------- --------
t e= 0.2 2.r,zri x 10-:i 2.fi'10 >< 10-a 2.r,25 x to-a 2.503 X J0-3 ------- --------- -- --- --------- ----------
t r= o.:J 3.0!18 X to-:i :-s.102 X to--:i 3.0!ltl X 1(1-3 3.1 IU X 10-3 

l"'rohle111:i. :dele 
lir:rnpo e;in c:unliios !'._l~-"~~l_:~~~ rcfiu;i.rnieuto loc.-~l fnncioucs e,peeiale:; -------- ---

t =o.o 2.3f1J X 10-11 ~?.U3 I X J ()-· .... 2.100 X to-o 2.U7·1 X 10-11 ------- -
t ~ 0.1 1.370 X 10-11 :?.770 X 10-r. 1.223 X 1()-11 5.fiU3 X 10-11 

t ~ 0.2 0.30!1 >~ 10-11 2:/·11 X 10-r. O.lUO X 1()-0 7 .UOO X 10-11 - - -
t r-:z 0.3 n.10:1 X 10-11 !?.721 X 10-ü 8.055 X 10-11 1.013 X JQ-ü 

Probleu1:?. ocho 

~u1po sin cn1nhlo:i ¡n111to cu:irLo relin:unicuLo Joc:i.l fnncioucs espcci:i.lcs --
t i= o.o 1.12'1 X J o-:i 2:100 X 10-·' 3.U·l3 X IQ-G 2.8tlU X }Q-·I 

----------t.._ 0.1 t.Of1!\ X 10-:i 2.720 X JU-""' 'l.~8U X 10-• 2.GZJ X 10-- -( 
-

te= 0.2 J.l!?.'lX 10-:i 2.7HX 10-""' 0.030 X lQ-G 2.720 X 10-..lo ---
t -== 0.3 1.12U X 10-3 2.752 X 10--1 7.530 X lQ-G 2.722 X 10-" 

Tabla 7. 
Err·or I~2 1iara 101 JJroblcniac cinca a oclio 

-



Prohlr.n1a. u= V!fi11(:rv) 
At,..,....,, 0.001, t = 0.001 

Ji:rror lVflixirno 

n :Lll:i (l!I, JfJ) t3 1 s_J _______ _J_u, r1) (:•, 1 u¡ _ (O, JO) 

'º'º (.'4). .1300HO:lf1 • l 2:U\~!UO'/ 1030:~:~:{7 J;H1:~·l lf,J X 10-1 ---- ------------- ----- ·-······ 
~t:arlo:i 200GO·t 12 .:\ 13U!!fi5U .:.? l 2UllUfi:' .21 JOO'lO:J 

-- - ------------- ---- ---~--------
rc/úia1nicnlo J)J ~!i222Gú X Jo- 1 .7122fJC.'.!10 X 10- 1 .-!H01111·150 X 10-· 1 .:>Jf1000310 X 10·• 

~ 

Error 1~2 
n :ill:i. (:JI. UJ) (3,ro) (ll, 5) (3, !O) 

Jolols.1.-i). .127U0070 X 10- 1 ..tt:!UJ'171 >~ 1()-1 .'.l2·1H21'/1 X 10- 1 

cuartos .7~?·102275 X 10-i .H·Hj,52017° X JO-t .:1oucn;:{-lS x 10- 1 

---------
,.e/inarnú:nto .133U&7011 X 10-1 .0'/3~HIU?.3 X 10-z .75:170200 X Jo-z 

Tabla 8. 

Proble1na u.= \l':ii11(1;y) 

... 
,4 
1 ... 
.~ ---; :-:--- ·---··-~--··--·----·-· --·· 

-

-·-
-··¡o, JO) 

.201or1:io1 X 10-1 

..12ri020~8 X JO·-J 
-

.48·107011. >< 10-: 

···-----··-·--··· ~· ···-·-··· _____ ¡ 

l 

1 
1 
' 

1 

•· ¡. 
/i 



r '"'· 1 
,.,,_ r ~ ·f J~'.-Cl"1rC.-l1~ol 

SIY\ (11" ~) 1 o 1l' !. \.., l "lt ~·) "!·E -L-'J :,-·:··! 
--

1 

J - E - L- rJ.; -111·\I 2 1 
...... l 11~) "1 o .. ~ ~'l \ ~1 t Ti"!) l 

.3 e·l(1 ~ i.CoS(y..,1))5,..,.. L'"a)' .AA 1 
.,., e- -..t .s•~ t JT~\ F /S' D-P-NL-S ·'1 

-¡. 

5 

b 

7 

13 

" = 
b = 

l 1 + !,. Cp~(l'\,..'I) S\W'\('l't'")) 
< 

..v. '/t{-1',) - lo. • i +(~ + ~)e) :::'-P -tlL- s.-"·"• 

l { - -t. ) ~1--I--- º ( -{ - t~) 

e-1...tt'tf- -- ------- ---·---
;_ P - L - JJ :.- .'-?·f' 5\\'\ l.1t'o) co~l li'-') o 

-
_J _____ 

----- ·---- - ·-

ll• ' , .. ". "'"""" ~ o Tt ... !lolV'IC.ll'1' F/g r-1>'. ·IJL-$-M -, 

trr.'1 •1 ... tn.)1~- ---~-
-

l 1 + 
,_ 

LO' -l"-•b + l<+ u e.) :- E-l!L-·.S-'·IM • 

., .... (.,,~) e.o:. Ln"') l~J-,_,,~ o r--'E-t..- u.>-11;¡ 

lit C..•s l'lf'a') {.. \ 4. 1: e.E>~ LTiv)))t. 

(1~' .... t.Tr'a"'l ~'""t,..,."J)'l. c. -:: 

- 1\ t... !>,..,, c..rr-a' c.o~c..rr..-"1/~ 

S\h t 'Ji~) (. \ + ~e.o" C..Ji'~'I) 

- ñ '1.. S,\.,.(.7f'J) t \ ,¡,. ~ C..OJ. (.1;" .. ,") 

inclu~e to~ .stiovic..,les !."ÍW>bol..,.s, 

c,7r ac.(e,- (r, i. ic as.' l ,,., 

1 .... pt tea .-¡ .. e ·1a~ 

1 os re!.>v\taóos 

!.Oll•C:.1004?5 
, 

MC.J o r-ar al'1 

t1e11<?t'I s1nsu\ar1d<?d pcr ttit"'\tc .s~ 

C..OV" fo~ ,.,,.;f·ódOJ C ... pec1~f<!5j 

~'pera Ci."e 

Vf1 1 .... pl 1ca 

soluc1011<!'~ ne \;J 5c>l ... c.1e,. ana1íi-1c;:. 

De:'lc::rlpción de lo5 problem2J e~ ~os dtrneni.1nr1~.S 

lob 1 <> 5 

f,'].Jf JóJ 



Problemas en dos dimensiones. 
At = .001, t = .001 

1 

1bb!a 10. 
Probletnc• en do• diracrni!Jll~!'," Error J.táxirnp. 

1 ; , - Problemas en dos dimensiones. 
Af = .OCJI, t = .001 

rcfi11aniio11Lo cuarLo:i 

Tnbln 11. 
l'rol1lc111a• eu do• di111cruionc•/ J~rror /1-z• 

.. 



• 

. -

" j 

., 
: 

. , .. 

Ct'111v':lrn~nc ifl 
f,roblt~l un~ pnr tcdos lo~ 1~''etddos 

El·ror H''nxi~o it~o. 1. t~0.3 

Erro1· L_2 

9. 519 
4.024 
3.813 

o~.:·"º· 1, t=o. 3 

----1 
rt.~f. 1 ocuJ f. C?S?. 

6 .. 767 3. 007 
4.873 . 7.~84 
~- 733 4. 102 
. ------ -----

;:!. 91'18 
9. 3r.19 
3. ·122 

Ordene?~ de convergencia observado~ pnra el problemü uno utilizand~ 
los c:ubtro m"e~..:odos 

T~b\~ \L . 



Problemas do~ u cuutro 

··cr: _1cc·.1lr·· •l. '1~1 
:J. 9:;:-1'"/ 
4. 026 
. . - ~- ------- --· ------- -- -

~ Ordenes do corlvergencin observ~dos 
para los problen1a5 des ~ cuatro 

Convcrg ene i a 
Eri"or f•1 11 aximo 

Problemns c11 dos dimensiones 

Prob l em<l ---- -~-~~ NJ=S-';1 10! 
-~---1-- (- m. l'C~¡U'J.-~1'-)°---¡-·-:-:.fJ;.5"--. 
... C p. cu<:Jrtos) . '154 
"i . 1 Cref.) . 917 

Cm. í'egular) .008 
2 < m. rc9ular> 2. 880 : 
3 1 ( m rcgulür) 1 1. c-¡23 1 

• cm"·. 1 > 3 ., renu ar ,83· 
5 C m. rcgulCJr) 1. 312 
6 e m. rcgul.:ir) 1. 923 
7 ( r.i. regulür) 1. 956 
e e m. rc~_t!lar > 1. 418 

(NI=6) 

Ordenes de conve~gencia 
observados para los problemas en dos dimensiones 

" 



--· 

conclu~ionn~: 

probleM.:is td 

!·~lCfl1~nt.:0!7. 
1 

···- !°C'QUlc'.lT'C_S 

' ' 
lpv"t.-;J 

coctr t<:t.S 

• i;;,. i nam i 1·1·1 •:: 

1o.:~1 

¡_ _________ ' 
1 

5 

- . --·-- ----- !- . ·--

1 

b ----!-

---- _; __ --_-,-_----

tabla 14 

En esta tabla: 

M-)-M 

MM-:>MM 

in di e a que me J ar d la 

e ono s C! e S(> e.ra b .a. 
indica <tVO 

1 ~ ··--~------ -

1 ,---· 
HM-:>Mrt - __ ./\-)>1 

i --·----¡---- --
·-¡-------

' 
1 rlM->l1i'I 

·1 ----r·--·· ------¡ 
--~ - -- 1-1-711 _______ --J. 

C!¡t'("o11.imaciÓn a la. -:.o1ución 

mvcho lil a 
solución tal c.01'10 sa c~p_eraba. 

En los dema's no se e:.pel'c'.lbü r;ic-J:>r.3 lJ as.i 5ucedió. 



·-. 
' . 
J 

... 
! '" ' ,,, 

J; 

6i 

1 ' 1 

"" ... 
' -
h" 

1 

~ ·-------""· 

conclu!;1one!>: 

1 
.J 

j 
1 

_ .. L 

tabla 15 

En e§ta tabla: 

. - -?""''t.,;--· 
:.:,.v.lrtl'Zs: 

---+------- -

i- .. -- ... 
.1t\::-2Nl:t 
1 

i 

f "i C ti ri.:1ni·r(H"1 \; ci 
' i J oc :il 

1 

1 i M-'.>l'I 

l . 
----¡ 

M-:>NM indica q,ue mC?JOl'tÍ la aoro:i;imacioñ ..a lc.1 5oloc.i d''i 

corno se esp~i·abd 

M->NM indica ~u~ NQ m3~or¿ ta 

tal como S• esp~raba. 

apro~ioacib~ a la 

En los da~~s no se esperaba ~eJGra ~ as\ ~~codi6. 

, 
s::-1 .... : i·~n 



(ln) 

5 

..:ro 

ANALISIS llf:L PROBI.1'1-IA 1 PAHA LOS S!GUIBf!l;s METOIJOS 

ELEMENTOS REGULARES PUrtTO CUARTO REFINAMIENTO LOCAL 

(ln) (l.11) 

-s -5 

-10 

o 

.ens .euw .en20 .en1,o tns lino .en20 lJ11,o 

GRAF!CA l 

0 ERROR HAX IMO 

0 ERROR L2 

(in) 

-s 

.btS ln!O ln20 llt40 

FUNCIOllES ESPECIALES 

.l.JtS lltlO lH20 .l.Jt40 



·5 

-10 

PROSLEM/, 1 

~ \ 
1 
1 
1 

(lll) 

-s 

\ -10 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
<\ 

\ 
\ 
\ 
ª-15 

ln5 '->11 o .t1120 .t.140 

GRAFICI\ 2. 

ERROR 1.2 PAM ],()S 
SIGUir~'11óS MhíOOOS 

PR03LEMI\ 2 

¡.e,,¡ 

-5 

-10 

l>lS ln 1 O tlt20 tllf, o 

GRl\FICA 3 

PROBLEMI\ 3 

(ln) 

-5 

tltS ln!O lJt20 .ln40 

GRl\F!CA ~ 

0 ELEMENTOS REGULARES + REFltW·llEllTO LOCAL 

O PUNTO CUARTO 4 FUNClOHES ESPECll\LES 

PROBLE"MJ\ 4 

lltS lnlO .fJ:20 0:40 

GRAFICA 5 

i 
' 

·'' 



PllOBLEI-~\ '¡t' 

(bt) ERHOR LZ 

-3 -

O rllNTO CU/\RTO 

+ REFllú\MIE!ITO LOCAL 

-4 __; 

-5 

5 10 NJ 
(NI ~ 6) 

C.1W'ICA 6. 



'"" 

(ln) (lit) (bt) 

-2.5 - -2.5 -

-5 -5 \ -s - \ 
cr--0 +-+ ;-~ 

+ 

+ 
-7.5 - -7.5 -

+ 
-10 -10 -10 

5 10 NJ 5- 10 NJ 5 10 NJ 

NI = 6 

ERROR L2 EN PROBLE!.L\S BIDIMr-'<SIO:W.ES CON METOIJO DE ELEME>;ro REGIJLllR 

O PROllLEMI\ 'a' 
O PIIDBLEMI\ 

+ PROBLEl-IÍ\ Z 

GllAFICI\ 7 

O PROBLEMI\ 3 

O PROBLEMA 4 

+ PROBLJ~\11\ 5 

G PROBLEMI\ 6 

O l'ROBLE·L\ 7 

+ PROllLl:r.!J\ 8 

. l 



.. : 3 

.... 

2 

-

l 

o 

. EIUlOR l.2 f'¡\j(¡\ LOS l'HOBL!~·~\S DEl'!"''DIENTr~s llEl. Til'J-1!'0 
Ul'll.IZA.'.1)) LOS SIGUI.ENTES ~n;rooos 

PR03LEMA 5 

(xto- 3 ) 

3' 

I V . 

2 

l 

,J .2 ,J:t 

0 F.LU:::ITOS 
REGUL1\RES 

o ru::To 
CUARTO • 

PROBLEMA 6 

(x10-3> 

... 

+ REFitlAMIEtlTO 
LOCAL 

A FUllC!ONES 
E~PEC!ALE5 

PROBLEMA 7 

(x!o- 5 ) 

3 

2 

l -

o .• l .2 .3 :t 

GRAFICA 8 

o . l .2 .3 .:t 

PROBLEMA a 

10,0 

7.5 

5.0 

2.s 

o .1 .2 .3 .t 



..., 

'"' 
.., 
'"' 

a 

M*M ¡ 1 1 

b 

e 

~i9vra l.1) Mnllas dr~ ctame-oi·tos Trnf·to.s 1J11iditt"1enr;1onc)Je,s.~ 

(ZI) malla ...-e9vJor con NI=S intervCJlos. 

tb) re.;1nlllm1-t>r1!:-o lecat i\-l.vld1chdo i!'l primcl"' ·l~ c.I ÓI tirT10) 111tar-valo -en 

cuatro -.ru!o1ntervalo"'-,, \:.J en 5..-9utJa ,Lo m'15n1et .r;on el pr irrer ly 

:rolii.ni.erv.atn. 

Ce.) 1113JJa Cdf1 cle·,..,. .. ení:cs t:.ir"o!Jul.1r~s: c:on pv·1l"'' cu..lrtos. er ·~I p1"1mer"" (y 

Últ1n-.?l ihl:?:v·valo. 



'". 

a 

* 

e 

/~9ura l2J 

ta> Tuncjone~ ~a~e 

• on 't, , f., "/'~ 

ff~ura C.2) 

b 

D ') ~-"-

0 ~\-=-h-

0 ~i:. 

* "!'.,_ 

tenemos 

)<:0 ' , 

(b) -4;ln1cinn<!S' tl~s~ cu-Cldrátic¡:¡~ et1 C.01 '1J ~vandn 

son i-:, 'f", ....,..> y valen re~pe!.-tivnmel"ite 1 

./-i ~Vr"- l 1.) 

en x~o ' , 

-x,=o. s ~ Xfl 

(c.J fon.:.101'\(IS. ba·se c~peciale.s en LO,. 1.J, (:'¡; de notdr!ie qvc Ge 



·~ 3, 

-· V3 

-' 
p~ r~ ..., 

P2 3, 

figu1n.(3) 

'ª) 11·1-:fngulo Cu.:iU1·.ftic.o ._.t,,·~;;•.;_·,1·.-· :·n al p1 i.lno (.3, 1 ~\.)• 



\ ! 

¡ 
.~ 

f\' 

P\ l'L n. 

figur."J(3) 

{~ .i C."1<J.;t r~c t~nq~lf• en ,,J plano t", y) f.1.~ J ivfdc en \oJ Jo;: 

mo~tr.:Jdos. 

'i:r i a',...,..,,, fl s 



-,., 
-
Ir'.' 

-
~ 

""' 

p:; P3' 

rs 

fl ~ r2 PI ft 1b r2 
@ 

f1gur~"'l (4) 

e~: un lf·i~r1gulo cu~dr4ticn usvnl. 

' <b> el t7·i.:;;11q•.11,j sinJulAT' CCrt (JV11to 3 cu~1rt:o~ us.<i.&o cva:ndo t<:>vu?1l'IO.f uno 

.;;jngulJJridad 011 Pl. 

<e) el p~r dt· tT·iá'nnulos qu~ .. se vsar~n par.;,. Si.n9u~~1r!ld.'.lJe.f. ~"al 
Pi P~. 



,...., 
' ! ' 

,.., 

i --· 
! 

' 
""-. ~ 
~ .,_ 
"- ........ 

"'-i . 
'-.,.!"'-... 
.................... 
'-.... ""-. 
'-..i'-.. 

!'-..... l"'-... 
"'-..~ 
"'... .......... 
-~ ·"':-,, 

"'-.,. ""-..... 
~-- ... 

'-.......1"'-
'-.. '-....... 
~ ...... 

... 

.......... .......... ~ ~ I"'-... '-.... 

> ~- · ......... ........... '-.. 
· .. ......... "- ~ ""-.' ""-·, 

~ 
___ .... 

,, · .. ""'1 '-. ·- · .. 
' ' 

' . 
.......... 

~'-.... ·, ""-.~ · .. '', . , .. 

......... ·-...., ..• ',, p ' _. '· "". -.......... I'-.... .. ...., ·. -·. 
~ '..,"'-... '· ., 

' '· 
-~~ ., '"'·· ............ '·· 
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I~ -~ ' .:~ ..., '-.... ......... 
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'-....... '"~ ~ 
··~ ~ ¡~ 
~ 

·,, 
"Z . ............. 

~ 
..... , ~ -~...: . 
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.......... 
·, . ..... '-.. 

'-.. .......... ....... 

.f'i~~uT·a<~·l 1·/.;)}l.-, unifnr11ic.• bidirr€!n5i ~l'lal c:on :Jl=-l1 1_1 NJ.:::17, 

' ,. 
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fil)L'T·~, {6) l'i.::111.ci loc:.;.lment--. ttí11"1Dil3 p:J.r-a. t;1'.:tl:iJl' :.1111v1ar : .. l~Jf:$ C"t\ 
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PAGIM~ LIME AS 

1 1q 
2 28 
3 2q 
4 qq 
5 17 
h 17 
7 1q 
8 \q 
q 47 

10 18 
11 28 
12 qq 
13 39 

e• r.. 
e• 

OlN<C!O"!U Ot PAGl~AS'. 

l.li"ITotllllU Ot 1.1 l'f?!llEP-A Ll~[A 

DtCLAKA•IllHE5 l'HllCNAf'l/ON!G!íl•L 
PflUGttAMA PRINCJl'AL • 
511n11uu11trt 5t11rr1 (JllrlLB~,1RoC,rw,A,u,u,•f) 

Sllfí===••••===••:•====•=••••"===•=======ª•"•:::::::: 
t"lJl\ll:IJtJtl r(A,Jl't-l) º 

rU•CTJUI! Q(a,rrNJ 
rUNC11tllf f (1,Jf'N) 
tUNC1'JUfl rEX(X 1rri 
SUORUiil!Nt tRRbR (Uríllr!LD•6xltXf 11PK1•!nP,H11fr) 
fUNCl!Uíl tlNl1XliX2rF1ltJrt 1lrR) .. " • 
rUNC1'!UH U¡J J1 lD,XlrX<rX<J · 
5UoRUUJ!Nt. rn DNT ¡N,tl,A,L7 
5UORUUl!Nt ~HO~NS rr,M,L,X•ei 

~ . . . . 



[STl PRUGRhMI\ ílt.SUEL.\IE, LA ElJllr.r1r.u -(t"ll'l 'tllllJ:f 
cutt c~rlDiciotJ~s E~ CA fRO~TEn~ D:O o u'=b· .. 
EflPLEAllnO r.tE•"E••TUS 'FHJJTUS COAORATICUS SUB•E (Xl,XF) 
y CUAílRATllRA "AºSIA••A CON CUA1RU ruurus PARA CALCULAR 
LUS CílEF 1 CI F.111 Eº UE LA MA 1R1 z··y DEL VtC 1 OK ºEGUNUO MIEMBPO 
EN X:XJ Y X=X~ ~ . -

111 tlUM[RO Oº INIEHVALUS 
ILGC CDNOJCIQ•• UE"FllOllTtRA tri x=xr 

O U:O :1 a•=o 
CONofc1on uE FHUNTtRA tN X=XF 

O U:O,:! ~·=o 



110/21/63) (JSAXJPROGRA4A/~RIG!NAL ON IJ~A!, 

1 e• pROf.íl.l'IA PRitl•lrAC 
2 10 P.t.AO(~,/) :11 tL•Cd"llC 
3 1·:~!TE Cb,qoul·ru,1LHc,1•sc 
Q J·:~JTE (7,101101 · 
5 lf (llJ,EO.OJCALC OXIT 
6 e• · · - · · 
7 NP:NJ•2-l+l~U~+IR•C 
a e• 
q 

1 o e• 
11 
12 
13 
IQ 
IS 
lb 
17 
1 íl 
¡q 
20 
21 
~~ 
2Q 
25 
2n 
27 
28 

LA•NP•3 

JA•! 
Jll•l/,+LA 
!d•ltl+'IP 
JAF•!n+NP 
JfJ•!AF+rJP•.1-1 
!F ( JFI ,LF., 1SOOJ oO TO ¿O 
i·i"llEC7,1t00) !'! .. 
W~!TE(b,!tOU) ¡r¡ 
CALL EX!T • 

20 CALL STllRM(N¡r JLSc, IJ:OC• 
r,OTOIO •. 

END 

PAGINA: ~-¡ 

pUNTOS•//2Xr'N!••,&5, . . . . . . -



1 
~ e• 
q 
5 
h 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 16 . 

e• 
e• 
e• 
e• 
e• 
e• 

e• 

11 e• 
l íl 
10 e• 
20 
~¿ e• 

SU8ROIJTHIF. ~T~R'I ~NI.ILbC,I~ll~,JJP,A,U,8,A~) 

OIHEnsron ·~N~,J)·U~nP)•B(U~)~AF(UP,]J 
XI = A9C!SA r•r•I•L 
Xf • A~CT5A flMAL' 
iPíl = r~nrcE OtL P•UHLEN• 
nlf.W = r-JtJ••fRO o< PU•~TllS n< IM~RcSilllf 

READ!5 1 /)II•X' IP•,UJHP 
J·/R!T~ (h,IOU07~!,•F;IpR,•IIIW 
l'/~JTE (7 llUOl . -
11• (Xf-X! l 1'1! " 

CALL STJrF (A ,u 1 •Ir H, JJI, IL~Cr IKBC rllP, IPR J 
NRITF.(7 1 /J A!íl" • • • . ·· ' 

CALL CHOONT (~P•3!ArAF) 

CALL CllOCNS (~r,3rA~ 1 U,bJ 

cALL ERROR lU•Ul,IL~c.x1,xf.IPR,NIMP1H1•PI 

·- ' 

23 
24 
25 
2ú 
27 
2A 
29 

e• . . . . . - - - . 
1000 FDRNAT(IHO,¿X•"•I~·.1p[I0.3,2x,•Xf••,<IU.~,2x,•1PR••,1J,2x, - * ·~IIHP:" tSl/1}. · ' - - · · · · -
1100 fURMAT( 1 '011a·2 O•') e• . .. ... 

r.ETURN 
E~O 

·.-···. 

•.. J 1 

-·· :-.--



ll0/21/0j) (ISAX)PROGeANA/~RIG!NAL ON l!~A~, 

1 C• STIFF:::::::::======================================= 
2 SUílROUT!UE !l!F~ ~Artt 1 Xl 1 H 1 ~1!ILHC 1 1R"C•N~ 1 1PRJ 
3 e• 
4 e• 
5 e• 
b e• 
1 e• 
n r. * 
q C* 

10 e• 
11 e• 
12 e• 
13 
14 
15 e• 
11> 
17 
1A 
19 
20 B e• 
23 
?. l! 
25 
2& 
27 
2R 
29 
~? 
3(! 
33 
311 
35 
3h 
37 
3g 
40 
41 
4? 
43 
44 
45 
4h 
47 
40 

30 
100 

e• 

49 e• 

ESTA RllT!UA OE ENC•RGA Ot CALCULAR A Y ~· >IENDO 
tr!TONCES LA ~ft~Tt trl"UUE SE ~'T1Lllh ~[M, .•. 

SE TRATA 



.. 
. l 10/21/8~) (lSAX)PROGRAM~/~RIG!NAL QN II~A~. PAGINA: ~·1 

1 FUtlCT!ON P(~ 1 !P•l 
2 e• 
3 GO T0(100 1 2U0!3º0!400) 1 1PH 
4. e• 
5 100 r=1. 
b P.t TUíltl 
7 e• 
8 200 r=1.•x 
q RETURU 

JO c•300 11 r=EXP(X) 
1?. Rt TURU 
13 e• 
JQ 400 P=EXP(X) 
15 P.t TURtl 
lb ENO 
17 e• 

• 

.¡ •. :..• •• 

. ~·· · .... •· . 



.110/21/8.S) (ISAX)PRDGRAM~/~RlG!NAL QN l!~A!, 

FU~CT!ON ílC!r!PKl 1 
2 C• 
~-
5 
b 
7 
A 
o 

10 
11 
12 
13 
1a 
15 
li 
17 

C• 
GO TO (IOO,~ou,~ou,~oOJrIPR 

1110 o=o. 
Rt TlJRrl 

e• 
200 0=100. 

Rt TUROI 
e• 

300 o=EXPCX) 
Rt TUP.11 

e• 

e• 

qoo a=EXP(Xl 
RETURrl 
END 



1 FU~CT!ON F(~ 1 !P•) 
2 e• 
3 OATA Pl/3.l~l?,9¿b?35696/ 
Q e• 
5 GO TO (100,~ou,~ou,~00J1IPR 
h e• 
7 100 r=srn(3.•PI*xJ 
8 RETllr.U " 
9 e• 

r=·PI•COS(Pl••)•(IOO+p¡••2•lfºxll•SINlPl••l IO 200 
11 R<TURN .. · . • · · ·· 
12 C• 
13 300 F=EXPCX)•(X*•<->.•x·t,) 
1 « RtTURrl ' - • 
15 e• 
lb QOO r:EXP!Xl•CX*•"·"••••«·lb•X•*3•12•x••2J 
17 R~TURN " • - • · 
18 END 
19 e• 



~!0/21¡6j) (lSAX)PRO~RAHA/~RIGINAL ON !J~A!. 

1 
2 e• 
3 
4 e• 
5 
6 
7 6. 
9 e• 

FUNCT!ON FEA(~ 1 1P•) 

DATA Pl/3,1~!~9~6?35898/ 

IO 
11 

200 FtX=S!~(PltA) 
Rt TllRtl • 

12 e• 
13 300 
14 
1 s e• 
lb 400 
17 
lR 
t 9 e• 

FEX=X• cx-1,J 
RETum¡ ' 

FEX=X**4* CX"l • l 
RETURN • -
END· 

-·-~~ .. ' .... ·.· .. ·· . 



~10/~1/83) 

1 
2 
3 
4 
5 
h 
7 
8 
9· 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
lh 
1 7 
16 
19 
20 
21 

~~ 
211 
25 
2h 
27 
2r. 
2q 
.lO 
31 
3?. 
33 
3•1 
35 
3¡, 
37 
38 
3q 
40 
41 

~~ 
44 
45 
46 
47 

e• 
e• 

(ISIX)PR~GíllqA/UíllG!NIL QN II~ft~, 

SU~R~llTHIE tR•UK ~ll1llI,lL~C!X~,x~.r~R1NlH~1~1N~) 

Q!>lEllSIOll U.lll~) 

. -·· ·. 
.-. ~~ ... 



k 
3 
4 
5 
b 
7 
R 
q 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
lb 
17 
18 

e• 

e• 

e• 
RETURrJ 
END 

_.:.;.• .. • ... 
' 1 



.ll0/21/85) [ISAXJPROGRAMA/~RIG!NAL QN l!~A~. PAGINA: 1!•1 

1 ru11cT!J~ 111J 1J.¡u,x1,x¿ 1 xcJ 
~ e• FUl!Clll'JES B•S~ . " 
3 JOP=lll+! . 
ll ,JP:J+I 
5 H2=lv2•X!l•*2 
6 GU !fi (!O,SU)!lUP 
7 e• 
n 10 Gil TO C20,3u,~5,qu¡!JP 
q e• 

10 ?Q lllJ=I. 
11 

3Q 
PETURIJ . 

12 UIJ:(2.•XC·l1"X¿)"lXC•X¿J/H¿ 
¡~ .!S 

RETIJRtl . 7 · • 
UIJ:l!,•rxc-11J•lXC•XC)/H2 

15 RE TUPIJ · · ' · · · 
lh liO tllJ•(XC-Xl)*(C,•x•-Xl•X¿)/H¿ 
17 Rt TURrl ' . · · ' 
líl e• 
1q 5Q cu TO (hQ,6U,~S17V) 1 JP 
20 e• 
21 bO JJIJ=Cli,•XC•ll"3,••2l/H2 
22 P.ETURN · " - .. 
23 hS 111 J=11. • rx 1 +'2·2. *'CJ 1112 
2li PETIJR;J . " - . · 
25 IO UJJ:(li,•XC·j,•x1-•2J/H2 
2h · r.ETURN . . " . 
27 e• 
28 END 



~10/21/8.l) (IMXJPROr.RA!·!A/UR!G~Nhl ON IJ~h~, 

¿ 
3 
4 
5. 
b 
7 
A 
n 

10 
1 1 
12 
13 
14 
JS 
16 
17 
IA 
¡q 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
21, 
27 
2~ 
29 
30 
31 
32 
33 
311 
35 
36 
37 
3~ 
3q 
40 
41 
42 
43 
44 

e• 
SUBROIJTTIJE CHUONT (N,J.l,A,L) 
r.HOLES~Y •• 
Ol~ENSion hlH•!l,L(N,!) 
RtAL l. . ...... 
LUr.lCAL FAIL 
INTEr.F.R r,o«R•S 
rAIL:,FAL>Ei . 
01:1, -
10=0 
00 lQO ¡:1,r1 
P:I 

!FCI.LT,lll ~=n-1+1 
R=I•f!+P - .. . . 
nu 50 J=r ,M 

s=J·t a=11-J+r 
Y=AC!,JJ 
!F(P.r.T.SJ bQ TU 20 

ou 10 ~=r,s· •• • · 
Y=Y·L(!,•)"LlR•Ul 
Q:q+ 1 . . • ••• 

1 O C UrlT JIWE 
20 [F¡J.Fíl,MJ bQ TU .so 

LC ,J) = l•C¡•,~¡· 
R=r.+ 1 . · .. • 
r.11 rn so 
OT:ílT•Y 30 
!F~Y En.o.¡ GU 10 900 
!F A~S(OTJ,LT,I~) GO .10 4U 

or= uo,1 · " - -. 
55 

1~=10+1 
r,íl TO 35 
IF(A95(ílTJ,bE,O·IJ GO TO ~5 
OT:OT1110.~ " . -·. -
JO=ID·I 
Gíl TO ~O 

45 L(!,J):l,ISURl(I) 
So COUT!NUE " .. • 

IOO CIH!THJUE 
11 O RETll~N 
900 r~JrJT tooo 

1000 FURMAT(lOHOCHIHUAnUA) 
· CALL EX!T • ' • - -

END 

PAGINA: 1;•1 

' ! 



~10/~l/8.S) 

1 
2 C* 
3 
4 

e• 

(IPIXJríl~GPAllA/~RJG1NIL ON ll~A!. 

r.t1BRn11rrr:E ~11un••s w,n,L, x,r.J 
CliOLESKY PA~T< ~ . .. 
Ol>IEl!S!Otl LlN•P 1 'lll,Bl!l 
Rtf·L L • - . - . . • 
INTEGER r,a 5 

(, 
7 
8 
q 

C*fORW~RO S~EEP 
e• 

1 o· 
11 
12 
13 
14 
¡~ 
1 7 
IA 
¡q 
20 
21 
22 C* 
23 C* 
24 e• 
25 
2b 
27 
2íl 
2q 
30 

H 
.l3 
34 
35 
36 
37 
38 
39 

111 =•·t-1 
00 25 T:t,N 

P=I 
IF!I.LT.1-1) p=11-I'I 
U:' -11+!-l 
Y:fl~¡~ 
IF!l !0T,,M1J "0 TU 20 
on o •=PH!'t -
O:íl+l - • 
Y=Y-LCI,Klt•(") 

10 CO,T!NUE - " . 
20 X(IJ:Y•L(l•MI 
2s curu rnur - • 
BACKNARO SUBST!T~T!O~ 

00 50 l:I,l·I 
1B=ll-1+1 
P=l 
lr!I .LT .1-tl r=11-1•1. 
Y:X(!B) ··• 
1l:1n+'1-r 
IF!P,GT.M!I "0 TU ~O 

DO 30 K:Pilll -
Y:Y-L(Q,KJ<A(Y) 
o=n-1 - " · 

30 CUNTHIUE 
40 XCl8l:Y•L(IB•MJ 
SO CDNTINUE • • • 

REfURN 
END 

. 

_: . .:~-· . 
- -·· .. - .. -· . 



• 1 .. 1 l. 

AKC~rvu: l!SA•l•RUGKAMA/ID/1 DN 
I'' ~Ar.ll!A"\ JU~o L!N~AS, 
1!•? RtG15 KO•,· · 
FtCtl,1: (1 u¡¿11~>) ¡ u:•2 JJHS, 
ll!:f!MO CAMlllO'. ~10/13/83), 

P~G!NaS: 1-tllU, 
** e SPOOLEK ** V~R~lO~ 3 
ptptp,-oE CUHru•A•IU~ 
I; ~·, M, A, S~ •· "'U,1'-4,A,M, 

lI~AS• 
·" 

_.; ... ; ...... ~······················~················································~························' 



PAGHJA L JrlEAS 

1 56 
2 1o1 
3 1oq 
q ·79 
s 113 
6 .lO 
7 35 
8 ua 
q tt! 

10 52 
1 1 98 
12 17 
13 117 
¡q 51 
IS 57 
16 77 
17 73 
18 7 
19 32 

e• 
e• 
e• 
e• 
e• 

e• 
e• 
e• 
e• 
e• 
e• e• 
e• 
e• e• 
e• 

DlNtC!.1rn1u ot l'AG!t!AS. 

Lll"Tcr!JI)() ut L/, f'l'Jf!El~A Ll"LA 

C Uf!M[I'< T ::•:=~HUGR l.llA 11 l' / ! ::::=: ::::::::::-:=:::::::::::::: 
l!Alo:::=:::::::::::::::::::::=:::::::::=:-:=:::::::::::::::: 
SlllKH::=:::::::::::::::::::::•:::::::::=:-:•:::::-:-: 
Sf'trF=:=::::=:=::::::::::::::=:::::::::=:•:=:::::•=-= 
fUNtJU~~S:::=::::::::::::::::::::::::::::•:=::: 

- t"IJl'lfllUM U(Al,>:¿,Y,3,u1,u¿,u3,1,11t1L,IO•JrH,IF.l 
tu"crrun tt11,x¿,13ru1,u¿,•3,¡,11Ht,ro11~~.1 .l 
tli•'C1'!Ull tF.X(XA1Tli1.,To,1rtt) . .. • 

~~~~~;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;~;;;;;;;:;:;= 
UA~t:=:=:::::::::::::::::::::=:::::::::::~:=::::::::: 
CAL~:=:=::::=:=::::::::::::::=:::::::::::~:=::::::::: 
CHLCK•:=:::::::::::::::::::::::::::::::::•:•:::::==-= 
FACIOtt:=:::::::::::::::::::::::::::::::=:•:•:::::=::::::: 
SUL::::=:::::::::::::::::::::::::::::::::•:=:::::­
EHRUR~:=:::::::::::::::::3:::=:::::::::=:~:=:::::-:-::: • 

INr~i~c~rG~=G~~;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;:;;;;;;;~;;;;;;===== 
r u•c~:I DN T ¡ M==============·===========~·~=====·=-========= 

,¡ • .: ... 

i 



.. 

~10/21¡8~) [l~AX)PROGRIH~/!Dll UN !!MAS, 

1 C * COMtlEllT:::::PRUGnAMA l IU 11 :=:::=:=::=::::::::=::::::::::::: 
2 S~ET L!NEllJ' O • ' - '. 
3 C* ·· n 
4 e• 
s e• 
6 e• 
1 e• a e• 
q e• ============================================================ 

10 e• 
11 r.. 
12 FILt 

¡~ ~:~~ 
15 FILt 
16 r !LE 
17 FILt 
I~ 
1q 
20 
21 
2? 
23 
24 
25 
2(, 
27 
28 
29 
30 
31 
3~ 
33 
3• 
35 
36 
37 
38 
3Q 

"º 41 
•2 
03 

"" 45 
% 
47 

"ª 09 

ESTt PROGRAMA Rt.SUE~VE LA EIJIJ~C!Oll DU/01= (~U'J •-1¡U+F 

EMPLEANDO ELE•E•TUS t!NITUS f.l'AURATTCUS sunnE ¡xl,XFJ 
Ul TL!ll.;·)J() rmn "&Ll" ~FGllLIH r.1~cllLIDI AU 1 º"ª T CAl-!ENTr, 
o ~!EH LEYC~ílU ºE u• tJLE UNA"NnLLA !HíltGULllR SI A~! SE 
OESEI, ¿TDOO E>ru "AK/,"LOS TIEflPC1$ T¡r.tlO A TlttEf CON ltlCRE-
-MENTOo El! TI EMPU Ull TA T, - . 
USO CUADRA TIJR'• OAUSlNlf, CUN Cl'A 1 P,0 PllNTUS PARA CALCULAH 
LUS CllEFIC!EfilE~ uE'LA llAIR!Z"Y"OEL VlCIO" >EGllNUU MIEMBRO 
EN x=xI v x=xr.· • 
p,O y f PUF.U[rt .:J[r< rllNC!ONES l'E t.fi SOLUl,;lUNt Y pUR LO 
TANTO LA ECUA~!~U P?lU[ StR U~ ~!UtAL~ " 

Ul : NUMERO Ot. lNlfHVALUS 
JL~C : CONDTClO• UE''f HOHTtRA tN X=X! 

=o v=o =1 o•=q 
IH~C = COHPic10• uE f NDílltRA tn x=xr 

=O U:n,:1 u•=o ·· 
LEE HE OIC[ cu1:~ ~·~Clli IP IUT~ll~TICMIENl.E L~ MALLA,(:!, .. ,,~) 

1.-
2.-
3.-

''· -
O ~!EH LECR UE PVflDITA 

UE pVf 11)ATA2 
FUNCIONES ES•E•]ALt.~ con 
IE~MIIJAR SI >F 

. -
1=5¡ 
c=&i 

MAL~A"REGULAR 

LO OEHAS~ 

so 
51 
52 
53 
54 
55 

r• 
e• 
e• e• e• 
e• e• 
e• 
e• 
e• 
e• 
e•. 
e• 
e• 
e• 
e• 
e• 
C• 
e• 
e• e• 
e• 
C* 
e• 
e• 
e• 
e• r.. 
e• 
e• 
e• e• o 
e• 
e• 
e• =========================-======================================== 

56 

PAG1NA: !-t • 1 

i 
1 

' 

'! 

! 



~10121¡83) CISAXJPRORPA"A/!Ptl O~ IIMAS. 

5q PUCJÉJyJ:~Ull,ry) + 1111 
60 265 CPtHJflll · • - '·-
61 GO TO 2nu 
62 27 fJl:R 
63 Gn ro 211 
1>11 26 Fll:JO . 
b'l ~1r=·1r+12 
66 271 00 15 ¡y:¡ rlll 
67 qEhOCrrc,1) PU_ C1,1_yJ,_~u.l2,Jy),pucJ_,,_Yl. 
68 IS COIJTJl!llE" .. 
&q 2HO CD•JTJl!llE 
10 NP=~r•<·I+iLoc•rnac 
71 Lh=~P•3 . ' · • 
12 C* 
73 
7Q 
75 
7b 
77 
7n 
7q 
RO 

B1 
63 
611 
85 
Bb 
67 
BR aq 
90 
91 
92 
qJ 
911 
95 
96 
97 
98 
99 

100 
1o1 

I .'\= 1 
lll=!A+LA 
IP=llt+NI' 
U.' = W+'W 
lFI=!Af+r1p•3·1 
IF írFf,l[·!OOU) G[J 10 2U 
nRITECó,l!OOJ &FJ 
C/,1.L EXI r . • . 

20 Cl.l.L STU•IHLtErlJI,pu.rLnt:,_JRor:,Np,•11•,_ 
• A(lr.¡ ,A (lUJ •• (IHJ 1A(lAf);xl, Xt ,H,r1,It~~) 

1 currr !NUE · - · • · - · - · -
GU ro JO 

11 CUllT!NUE 
LUCK ó 
LUCK 7 
CALL EXIT 

l 



• 1 ' 

l!D/21/Rj) (ISAX)PROGRAMA/1011 UN !!MAS. . . ·- .. -
l C• MAllJ::::::::::=:=:==================::::::=:=::::::::::::::: 
2 e• 
3 e• a e• 
s e• 
& e• 
1 e• 
H 
o 

10 
11 e• 
12 e• 
H 
15 
lb 
17 
18 
Jq 
20 
21 
22 
23 
211 
25 
2& 
27 
28 
2q 
30 
31 
3(! 
33 
3• 
35 
3& 
37 
38 
3q 
•o 
•1 
•2 
03 •• os 
% 
07 
08 
Qq 
so 
51 
52 

~~ 
55 
Só 
57 
58 

e• 
e• 
C• 

--=-----------=-=-=-=-=-------=--========================== -- f,~3-------- - - - - ------- --
10 cu."ltJr.:uE 
· R~hD(5,/) L~Err1u~v,x1,xr 

1IRI TE e~. •/l CE•É 1,U·•v;x 1, •F 
WHITE(l,•/l 'L" ,NUMV,x¡.xf 
lf CLEF .r.T. 1) GU TO JI 
OU 1 !YZ:t,•IU"V . ·· 

21 
23 

2• 

25 

255 

25& 

R[AJl5,/I NJ•l•~C,!RnC 
H:(XF•Xill''I " " 
BR!TE (ói•'l H•Nl,JLDC,!KO~ 
ilP.!TE C7!•'.l H'.NI,ILtiC.J~O~ 

IESP:O 
GO TO CZ~,¿4,2~,2b 1 21 1 28r2l)LlE 
IFSP:\ - .. " - . 
R!M(l):0°5 
RJM(~JJ 1 :t1.:i 
F!=O. " 
GO TO 25~ 
R!M(t)=o;zo 
R!l1(~!):U.'5 
f I=O. ' 
Gíl TO 25~ 
R!ll(1):0•2º 
R!ll('lll=º· 15 
fI:Q.S/fCQATlNl-2) 
corir11•UE · • • • · 
N!l=~T·I 
00 25& 1=2•Nll 

~Tlt(JJ:•JR(l-l)+Fl 
IF (fl •L•.·o;o) KIM(lJ=o.~ 

CONTil!UE. - - " · 
. 00 257 N=l '111 

ru¡1,N¡=x1+\N•tJ•H 
Pll 2,N =ru¡l,MJ+RIM(Nl•H 
PU 3ÉNJ•ru I¡N)+H' •. 

CONTlllll ' .. " ' 
Gíl Tíl ?.HU 
corn m11E 
Ht=d/t&, 
H2=H/ll, 
NI=~ll+t2 
NI2=,,T-.~ 
PUll.tJ=•I 
00 2&5 ¡t:l,N! 

HH:H ' " . 
!F( (IY•Lto"l .ORo lIT.GE.tl¡2¡ l Hll~HI 
!F( (ly;G1.•¡. AIW. (l'Y;·LEo7l l MH•HZ 
IF( ¡•v•r.•.• ll2-3J¡ tMm. lIY.Ll¡Nl~) l rF e '•c1,·u rµl, TJ=run,H- J • 
PU(2 ty7:PUll;!YJ'+ V,~•HH) · · • , . .. - \ . .. .. . 

..... -.· ' ... 

' . 



.l10/21¡8~) (ISAX)PROGRA'IA/!Ot! 11~ !IMAS, 

! C* STUR~:::::::::•:•:•:•:•:::•:::•:•:::::::::•:•::::•:•: 
i! e• 
3 e• 
q e• 
5 e• 
& e• 
1 e• 
n e• 
q e• 

! o 
11 
12 e• 
13 
\q 
15 
!(, 
1 7 
líl 

e• 
e• 
C* 

\q e• 
20 e• 
H e• 
23 e• 
21J 
25 
26 
27 
2B zq e• 
30 
3\ 
32 
33 e• 
31J e• 
35 
36 
37 
3R 
3q 

~Y e• 
q2 e• 
q3 
qq 
ll5 
% 
IJ7 
IJR 
qq 
50 
5t e• s2 e• 
53 
51¡ 
SS 

801 
81 

ESTA RUTINA CUUliULA EL P~OLE60 
LLArll. A TODAS "LAS 11t1\AS 1wr:11r.5 
R!:Oll!E~Etl. · cr.>o Pl·HAO•Llcr· no 
l~íl lHD!CE U["pKOoLttlA - " 

CALL ERR0R2~1111t,10,1r,Nl,ILnC,xI1XF1PU,lp•,N!MP,rt,NPrLE() 
GU !O 81 • . •• . " - . . ' . . 
CALL ERROR(l!ft[1T•,11,u11ILBL,x¡,xf,rU1!PR1NIMP1H1NP,LEE¡ 
COtll!NiJE " - • " - . . - .. 
JI EP. = o 
!F (TJqE ,GI, Tl~•F) GO TO IOU 
AYAtJCE Efl T~t'.~pu · '" 

/,,...-.J !l\•,f"l 'll 
,• UAUX(I)": U•UX(¡) • DIT*A(l,J!Ml•U(J) + HMA(I¡JIM)•UlJ) 

I !F(J,~T·Il DACX(Jl•UADXlJ)'• Oll•A(¡,J¡M)•U{! + . 
5& 
57 
58 

1010 COIHHIUE "· • · · • • • '\". . . . . K11nc1,.IIM)'Utll • - . 
10~0 CONTINUE 



Sq 
bO 
bl 
bi' 
b3 
b• 
b'i 
bh 
b7 
bR 
bq 
70 
71 
72 
n 
711 
75 
7b 
77 
7B 
7q 
80 

H 
83 
811 
85 
81, 
87 
BB oq 
2~ 
q?. 
q3 
q4 
qs 
% 
'l7 qn 
qq 

100 
1o1 
102 
103 
104 
105 
10& 
107 
108 
109 

e• 
10• e• . 

e• 
330 ou 10·10 I :1,••r 

l-lt\:A•\AXI \¡"?.r!l 
DO 10110 J:Ml!il~ 

1040 

1030 

e• 
e• 

334 
e• 

1111 

100 
e• 

.l!'l:J"ITll 
A(!,Jill>:•H•(l,JIM) + D,1,•A_(!,J!M) 

CO~TJUUE' .• . . 
B(J):UAIJA(I) • Ul•O(I) 

CUNT!llUE - ' .. 
nKllEt9,IOllJ L(A(LlrLJ)rLl:l,Np),LJ=lrMJ¡<U(LK),LK:11NP) 
CALL fACTnR\AJ,\r,"PrM,KJ • • XFACIO~ t/• · 
H tK .Lf.. NPJ "~ IU .>:I• " 
CALL ~0L(flFi'B1tlr~:.11,tJJ1,r·tJ %Rl:.SUELvr. 
CALL CiEtK(U,"U•ll•EPS!,•PSRrlrLAG,N•,LIMJl,lTEK) 
PKUESA COllVtR~E•<C~A- • " · - · . " · 

!IER=!TEP+I 
!F (!FLAG tíl• 1) Gil TOBO 
CALL SIJFFlu.•¡¡,¡1Mt,TOrLEE1ArB,NI 1 1LBCr!•BC, 

t Nri!l"~•Mr IESt') "' - · · p • p 

GU TO 330 . • • . . 
YlKITEfb,11\1) 

WR. I Erb,*'l A1Ar,K,~P 
FUR'IATC" nunr<ot< .... ] 
W~ITE(l,1111)' ·­
CALL EXl:T . cornrnu 
Rt:TURN 
ENO 

: • ·.1 



110/21/85) (lSAXJPRJGRl~A/10/l un· !!HIS, -. . .. . 

1 e• STIFF:::::::::=:=:=:=:::::=:::======::::::=:=::::=:== 
2 e• · 1 
3 e• 
a e• 
s e• 
6 e• 
1 e• 
a e• 
q e• 

10 e• 
11 e• 
12 C• 
13 
1 ij 
¡¡: e• 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
211 
25 
26 e• 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
3~ 
39 
40 

H 
43 
411 
45 
% 
47 
48 
110 
so 
3¿ 
53 
54 
55 
Só 

3~ 

t.str. RllTJrJA ~f El'iCA~l,if¡ Ot C/,lCL1L/\ll A y ti1 .:111:.t1uu 
e11TO~CES LI ~··r• tN""llllE SE ~T!LllA t[M,' -

Ir~ F.S ll~ IllllT"E QUE IUOICI L'E nut PIWoltMA 
ILdC=n Si U(A¡7:v, 1 SI •u o•RIVAllA tS o . 
IROC•O SI Ul•r>:v, 1 51 >U DtRIVlllA tS O . - . 

ºº 101 ~=1,1~¡ 
x1=r11c1,rii 
X;':i'll!?,•~) 
XJ:Pll 3,N) 
11111( 1 J: ( ri-1) •2• !LOC 
11mr2 =11101¡i+1 ·· 
Hlíl(3J=INOl2l+l 
!'!íll•JtJOl!l . " 
lt!ll~=I~JD\21 
lll03•!N0\3l 
1111'1•1 •• 
l111X•3 
!F(~ 0 Ell,l 0 •t1U.<1LUC,E".Ol JMill=2 

¡F(N.Ea.nr,•no,1"oc.Ea,v¡ JMIX:2 
U 1 :O. .. . . . . · " • · 
Jf(l~IDl,f.E.l) Ul:l'(lM!JIJ 
u¿:U(l~D2l • • .. 
lJ.5:0, 
!F l!llJJ ,Lt, N•l UJ:U(1N031 
If IIESP,Eíl•OI GU IU 20U ' 
JC: 1 ' • .. · • 
JF l~!.En.1) ¡1..:¿ 
If tll,Eíl,11!1 1c=3 

200 OU 30 l=ININ 1 1NAX 
ll=TNO(ll " 
00 20! J:JMJNrl 

SE TRATA 

\ 

JJ:M•l+O ' 
RRR=FlNT(ll~E,Jo,u1,11~,u3,x1,x2,xj,•,1,J,0,1PR,ICj 
35S=F 11!1 (1 l~E¡TOjUI ,11c,_03, Xl ,x2; Xj,e 1 l,J,1r1PR 1 !C 
ACII,•J1:A(llrJJ + R•:··· ~s~ . - .. 

CO•ITilllJE- " ' . ' ' · . 
TTT:FINT~T!M•r!O!Ul,~2rU~r!1 1 X2,X3rFrl(OrOrl~H,I~l 

. ::··· ••. , ¡ 

i 
·' 



!1012118!1 (ISAXJPPOGRA~~l!D'I un JJMAS, 
5ry 
bO 
b¡ 
b2 
b3 
bll 
b5 
b(, 
b7 
b8 
b9 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 

B(l!):R(!Jl t ITT 
30 CUNTINUE · " ... 

100 CUllTl~UE / g: ~=============================================;====== 
101 CU•ITirWE 

C* W~ITEl9,1041 l(A(Ll,LJ)•Ll:l 1 NP) 1 LJ=loMI IB!LK),LK:1 0 NP) 
RETURll • ' . ·• . " . · ' · 
END 

_-.~~ . 



!10/21/8~) (lSIX)PRO~Rl~~l!D'l 11~ !!MAS, 

1 
? 
3 
11 
5 
6 
7 
6 
q 

10 

H 
13 
1 Q 
15 
lb 
17 
1íl 
1q 
20 
21 
2?. 
23 
24 
25 
2& 
27 
2~ 
2q 
30 
31 
3? 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 

e• 
100 

e• 
200 

e• 
300 

e• 
400 

soo 

600 

700 

8UO 

900 

e• 

SIGUE~ LIS FUM•IUMtS PrO•F y Ftx: 
~. a y F CORK[OpUNU~M A IALE• 1:.n LA 1:.CUA~!•N 
UU/OT~ (PU'l' - uu··.-F . - .. .. 
FEX CILCIJLA LA 
~OMPARICION, . 

CALL CALC(Xl,•2rXo,t1¡,U¿,u3,T,TIME,10rXA,uA,IC) 
GO TO(l00,2U0!3U0!400,SUQ,bOOf700,uUo,qoo~,!PH 

r=l. 
Rl:.TURU 
P=1,+UAU2 
RI:. TURll 

P•UA 
Rt TIJP.N 

r=u• 
r.<TURN 
CUllT !NUE 
P=l, 
r.E TllRN 
r.O~!TIUUE 
r=t. +UA .. 2 
RE n1r.r1 
CUllT HIUE 
r=u• 
Ro TllP.U 
CUNT IrlUE 
r=u1 
P.t TURN 
CU•IT !rlUE 
RETURN 
ENO 

.,;,···· ) .. 

' 



l 
2 
3 

FUHCT!aN o (A I •X"· •.s, lll, u¿,¡p, 1, TlllE, TU, 1P•, !C) 
~ATA Pl/3.1•¡•9eb>.S•A981 " ·· · · · · · 

4 · C• 
5 

C~LL CILCCX!,~2!X~·~1,u¿,u3!T!T!ME, IO!x•,~A!!CJ 

r.o T~ (100,~0U,~OU,~00,~00,~00,700,HOO,~OU),!PH 
6 
7 
íl 
9 1 o 11 

12 
13 
14 
15 
16 
17 
1 fi 
19 
20 
21 
B 
24 
25 
2~ 
27 
28 
29 
30 

e• loo n=o. 
PtTURN 

e• 
200 n=o. 

e• Rt TIJRN 

30o o=o. 
Rt TURN e• 

400 n=o. 
500 

600 

700 

800 

900 

Rt TIJRll 
o=o. 
RE TIJRll 
n•=2.• (p¡u¿¡ 
o=n••1Cos•Pl••AJ••2J•Exrc·on•lIHE) 
Pt TURrl ' • " · • • '" •• o= 1 , / l T !llE • 1 O J 
N. TURIJ ·· " 
0-1. 
Ré. TllRll 
RfTURN 
ENO 

e• ===================================================== e• 

l'AGINA: ~:¡ 

/ 



~!0121/6~) (ISAXJPHílGRAM~l!Oll UN !IMA~. 

1 
2 
3 
g 
b 
7 
8 
~ 

10 
11 
12 
13 
1a 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

~~ 
23 
211 
25 
2b 
27 
28 
2q 
30 
31 
~~ 
3q 
35 

C• 

C* 

e• 

e• 

fU'ICTION f (Al' x¿, •.1, 111. u2,1P, 1, T l!IE. ru, ¡p11, 1cJ 
'DATA Pl/3,1~1~9~b?.S~696/ • .• . 

e ALL CALC CXI ó •2•X>,11 Aó u¿ó u3, T, TIME, 1 o, x• ó"A .xc J 
GU TO c100.~ u,~ou,~ .~ o,~ou,100,HOU,~ U);l~K 

100 F=f Pl•*2)•U• 
P.t 11r.n -

200 CUllT!NUE 
F=-IPl••2)*UA•(l, - 3•(UA••~J! 
r.ETLIPll - • 

300 F•-crI••2)•l1• - ¿,•(UA*•2)1 
P.qupr1 • - - • • 

e• 
ªºº 
500 

r=ccr1•u1¡••211¿, 
P.ETURrl " . · 
curn rnuE 
st~=st~c3.•~1·xAJ 
F=O. - -
r.trurr1 

600 CIJ'HJ~UE 
í=CPI•*2)•(UA••>) 
r.I:. TllP.rl . • 

700 r=-cosc2•r1•x•¡IC•I•(TIME-TUJJ••2 
Ri::TURrJ " - · · • · 

800 f=((Pl*UA)**2J/¿, 
R~TURN " .. 

900 CU~JTirlUE 
P.I:. TllRN 
END 

e• ===================================================== e• 

. ~·:--

' . 

,; . .:~-· . 



1 
2 
3 
11 
5 
ó 
7 
6 
q 

10 
11 
12 
13 
111 
15 
11> 

¡~ 
1q 
20 
H 
23 
211 
25 
2h 
27 
26 
20 
30 
31 
32 
33 
34 
3S 
3¡, 
37 
33 
3q 

"º 111 
42 
43 
114 
115 
4h 
47 
48 

C• 

e• 

C• 
100 

200 

300 

e• QOO 

500 

óOO 
7110 

800 

900 

FU,CTIOM FE~(~A•T!Ht 1 TOr!PR! 

DAT~ Pl/3,l~l:q7&:$~Uq51 

r.u ro 1100,~ou,jou,•oo,~oo,oou,100,ooo,•ou),IPH 
Rt. TllRN ' . · - • • · 

Ft.X:S!'l(PJUAI 
Rf. TUP.IJ . " 
ft.X:s VI !PI••AJ 
Rt TllP.tJ - • 
FEX:S!N(PJ.,AJ 
R~ TllP.N • • 

sE~.!=5 l 'J CPI *"AJ 
rt.X:Síl~T(SEN)" 
P.El IJJl" . 
rt.x:s 1 ~ rrI •'AJ, 1E•P (-(PI .. 2¡. 1 !lit)) 
P.E TIJRN - . · • •· 
Ft X=s 1 'I !PI HAJ •t.xr e- (P !• •2) * T lJJEJ 
pt Tllílfl - • -. • • • 
Ft.l:Sl~(P!••AJ/l(•I••2¡•[TI~E-ro1¡ 
RtTllRl·I - " ' - " • • 
sE>J:SVl(Pl .. AJ 
FEX=EXP[•TJMEJ•>QKT[SENJ · 
P.t TURN . " . " . 
CUIH !NUE 
RtTURN 
END 

.. 

' i 

•· .;-. ... 



1 - l .-.. • .... di "' 

ll0/21/65) (ISAY.lPROGRA'lA/l(l/1 llrl I!Ml,S, . . - -
1 C* tRHQH:::::::::::=:=:=:::::=:::::::::::::::=:=::::::::: 
2 e• 
3 e• 
'' e• s e• 

AOU! VEO EL VACílli Uf. LA tiOLlll ruri l!I LO• "ll"TllS UAUOS 
~AHI. LA ArHO<l"A~!Url POR FE!li tos COMPARU ~ON LU5 c1,Lc11uons oe Mt,•E•A EXA~TA,-ourEllIENOU eL"MAXlMU 
lRHOH 1 TAMB!E~ eL EHROR L2, ·· b e• 

1 e• 
n e• 
~ e• ===================================================== 

1 o e• 
11 
l ~ 'e. 
1 a e• 
15 
1 (. 
17 
IA 
¿ó 
21 
22 
23 
24 
25 
2b 
27 
2íl 
2q 
30 
31 
32 
33 
311 
35 
36 
37 
3R 
30 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
4b 
47 
4R 
4n 
so 
~¿ 
53 
54 
SS 
Sb 

10 
11 

20 

111 

100 

~~ poo 

SUBHOllTINE LR<Ui< \ r !llE, 1o'11. Nl' ILBC' X 1, •f' pu, l~R, NIH~' M, NP' LEt) .......... ···--·- -- - . 

PAGINA: ~-1 ·' 





.11012118.l) 

1 e• 
3
2 e• e• 
11 e• 
5 C* 
b e• 
1 e• a e• 
q 

1 o. e• 
11 
12 
13 
111 
15 
1& e• 
17 
18 
¡q 
2~ 
21 
22 
2~ 
24 
25 

. 2b 
27 
28 
29 
30 
3! 
3? 
33 
311 
35 
3{, C* 
37 
3A 
3q 
40 
41 
42 
43 
411 
45 
46 
47 
4B 
4q 
so 
51 
52 

CISAXlPROGP.A'tA/!011 Url llMAS. 

fINT::::::::::=:=:=:=:::::=:::::::::::::::::=:::;:::: 

..... 
.... ~ · ... ~· . 

. -······~- .. --.---- ---·. 



.110/21/65) (ISAX)rHOGRAf,A/!D'I 11~1 ll"AS. 

1 
2 
3 
4 
5 
b 
7 
o 
o 

10 
11 

I~ 
111 
15 
In 
17 
!A 
10 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
2& 
g 
20 
50 
31 

~~ 
3•1 
35 
3ó 
37 
36 
30 
"º 41 
Q~ 
43 

"" 1¡5 

~~ 
46 1¡q 
50 
51 
52 
53 

s~ 
% 
57 
58 

e• 
e• 

e• 
e• 

e• 

1 

IO 

20 

30 

35 

"º 
~o 

óO 

&5 

70 

AOll! TE'IGO 
SI IC ES 1 
SI !C fS 2 
SI IC ES 3 

!UP:ID+l 
RA2:SORT(2,J 
_,r=J•t . 
fl=X2•XI 
H2=H••2 
GO TO !1ÓI0"1"º")•IC 
GU 10 (1 ,5u !IUP' · 

GO TO c20,3u,~s!ouJ!JP 

IJ\J:\, 
PETUílfl 
UIJ:(2.•Xr.·•t"X<J'lXC•X<Jlll¿ 
RETllP.11 . " . • 
111J=•.•cxc-x1,•lX•-xc¡1tt2 
r.E TllnN • • • . • 
UIJ:kXC•XIJ*c•.·x~·xt-x•¡IH< 
r.<TU r1 • '· · · • 

GU TO (hQ,&U,~5,7u)!JP 

UIJ=(Cl.*XC-A1-3•*A2J/H2 
Rt:TURll · • - . · 
UIJ:ll,•(X\+X2"2•*'Cl/H2 
Pt TUP.N • • - - • 
utJ=A11,•xc-.1, •x 1-•2¡ 1112 
P.t rn rr - · - -

100 Tl"J=xc + 1, 
GU TO ¡110,15u¡,¡ur 

110 GU TO !20 1 13U 1 150;1llO)rJP 
120 UIJ=I, . . - . 

P.<TllP.11 
130 U!J:(TPI • ll•+•A•J*SílRl(TrlJ t HA2l/~A• 

RETIJP.11 . - - • 
155 UIJ:-11,+RA•J'(IP• - RA<•sn«Tltrl)) 

RtTIJP.11 · · • • • · • • 
140 UIJ:(ll,+RA<)IRA2J*ITPI • SllRl(TP1JJ 

P.ETURll . ' .• • " .. - · 
e• 

150 
\óO 

lb5 

170 

! 



270 

GU TO f260,¿bu ¿&>,270)•J~ 
lllJ•(( ,+RA¿11l•21•1-1,•1.112•snHT(IMl)J) 
r.E TUP.N . . • • • · • 
UlJ:•lRA2•l•)"("l•+l,/SURl(¿*lHIJ) 
RtTllRM - . • . . " .. 
UlJ:(•l,+((i,•R•2J/l2,•0QHTlTM!)l))IP.A2 
RETURN • • • • ' • - • 
ENO 

i 



110/21/8.i) (ISAXJrRílGr.A."iA/lDtl Or! I!MAS, -. . .. 
1 C• CALC::::::::::::::::::::::::::=::;::::::::::=:::::::: 
2 e• 
~ e• " e• s e• 
h e• 
7 C• 
n e• 
9. 

10 
11 
12 
13 
111 

¡g 
17 

AílUI, DlíllS LIO tUNClONEB BA~E y LOS TKE~ •UNTUti 
lNIE~VALO PEKT&Ht~lt¡ CALCUL• 'A Y llA, " 

tN [L 

IC lr!OICA ijll• l[NGU PUNCIONE" nast EBPtClALEti .. - - .. . ... 

-·· ~-- . 



• 
, ~!0121/8~) (!SAY.)PRDGRA>IA/!IJll U'.l !JMhS. 

1 E: CHECK==·····························===·······=·····= 
3 c• 
4 e• s . e• 
1> e• 
1 e• 
o e• 
q C• 

1 o e• 
11 
12 
13 
l IJ 
15 
I& 
17 
18 
10 
20 
21 
22 
23 
21¡ 
25 
2ó 
27 
28 
29 
30 
31 
3?. 
33 
34 
35 
3& 
37 
3~ 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
4& 
47 

~OMPhRA 11 co• UN<I ••• E• U[•!N LA E~TIHAC10N ANTtRIOK 
~O'I Lf, )!\IEV/,i 1 >! Lr. MAYOR P!tEREJJC!A E> ~•ENOR UUE 
trs!,EPSR o •¡-y• •!CF E" NUME~O MAXlMU uc-IIERACIONES 
IJESEAOO, OETlE~E E~ ~Roctsu;- . .. 

! 



.lJ0/21/85) CltAXJrRnr.RA•!Al!P'I Utl IIMAS, 

~ C• FACTUR::::::::===================:=========:=:::::::::::: 
C• 

3 
11 

e• 
C* 

5 . C* 
h e• 
1 e• 
8 
q 

10 
1 J 
J i! 
J3 
JI¡ 
JS 
lh 
17 
J8 
JO 
20 
21 
22 
23 
20 
25 
26 
27 
26 
2? 
30 
3J 
32 
33 
31¡ 
35 
36 
37 
30 
30 
4P 
41 
4?. 
43 
40 
45 
46 
47 
40 
4? 
so 
5¡ 

* 8 

üO TU t1 
: AFIJ•t 1 l•J+MJ • •fll+l 1 K+M•I•I)* 

Af\J+1 1K+M•J•IJ • · 
COtlTillU< • • ·· • • • 
ÁA = •F•J•l1K+M-J·1¡1nf1KrMl 
AF(J+t 1 N) ·:·A~ (J+l 1 1)"AAtAt{J+11K+M•J•l) 
AF(J+l 1 •+M•J•1) :·AA - - · · · - · · 

q CON!TrlUE" " - • 
90 CONT!l-IUE 
95 K : ti+ 1 
~9 RETUP.N 
• END 

! 



~·~'·""·;~·.··~ ;...,......--- ~··-,--..r-:"r" ........ ,_ ........... , ........... - --· .. 

!. ¡ - : . r 

l!0/?.1/85) (lSAX!PílOGP.A'IA/10/l (ltl !!MAS, . . - .. 
1 C* ~OL:::::::::::=:=:=•===:::=:::===:======•======::: 
2 e• 
3 e• 
'' e• s e• 
¡, C• 
7 C• s 

1n 
n 
12 
13 
lQ 
15 
ló 
17 
IH 
¡q 
20 
21 
2~ 
23 
211 
25 
2h 
27 
2g zq 
30 
3! 
32 
33 
Jq 
35 
36 
37 
Jn 
JO 
QO 
4\ 
4?. 
4~ 
44 
45 
4& 
47 
1¡~ 
4q 
so 
51 
5?. 
53 
5q 
55 
5& 
57 

===sua~üfiYin~=g5:y¡~;;;5=ri;~¡====================== 
O UIE!IS t 011 A•(", M) ! ~tri!, U (N), V \500) 
OU 11 K : 1 HI. • - • 

V(K) : OlKJ 
003K:l,t<" 

lf (K ,Le, IJ ~O ,TO j 
Z:V(K) · 
L : ~ 
!F [K ,GI, ttJ ~ = K" M • ¿ 
VD \ J = .. L, K .. . • . 

1 Z: 7. ··Ar(•,J·l·••M)*VlJ•I) 
2 V (K) : Z - . · - · • • 
3 CONTj.UllE 

UO a'K : ¡,ti 
4 U(K) : V['l'Ar(•,M) 
·001K=1,N··- -

J:~l+l•K 
!F (J ,LE• l) GU 10 ó 
Z:U(Jl-· ... 
L : 2 
If CJ ,GT• ~) L : J • ~ + 2 
DO 5 l : e,~ . 

ro = 1 - 1 - J • " 
U(!•ll • U(I•t) ··Af(J,lQ)•Z 

COtlTINUE •••. '.. . " ' 
co.urnuE · 
CONT!tlllE 

1IR!TE(q,p¡J \UlLL) 1 LL:l 1 M) 
111 FDR>IAT(" u¡•,op,o¡·· · • 

· REIURN ' .•. -

5 
ó 
7 

END 

. :: 

.:.~ ... - ... 



.i :.; . . . -· 

ll0/21/8J) (ISAYJPROGRA~A/1011 un JJMAI, . . .. . 
1 
?. 
3 
q 
5 
h 
7 
n 
o 

lÓ 
11 
12 
13 
111 
15 
ló 
17 
16 
1q 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
2ó 
27 
2R 
2q 
30 
31 
32 
33 
311 
35 
31. 
37 
36 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 

~~ 
54 
55 
56 
57 
58 

e• e• . e• 
C• 
e• 
e• 
e• 
C• 
e• 
e• 
e• 

ERROR2::::::::•:•:•:•:::::•:::•:•:::::::::•:•:::::::::: 

AílUI VEO EL V ll.O< vt LA >llLll'· !Uf! tri LO> rui•TUS UAUOS 
PA•A LA IPHO•JMftl.JU~ POR Ftnr cos CDMP•WU CON LUS 
ClLCllLIDOS occMA•E•A CXICTA,"OHTC~IENOU CL"MAXIMO 
tRROq2 y TAqo¡cn EL tnR0•2 L~ ... 

==========================================;========== 
SU8ROllTIHE tR•0•2 lTIMEoT0,•1,n¡,ILBC1ll1X•1PU,lpH,N!MP,H1Nr,LtEJ . ... .. - ..... - ·~ . 

raGINA: 1~-1 . · .... · r: 



¡' 

110/~1/8$) . . . 
5q 
&O 
&! 
&2 
&3 
&4 
&S 
bb 
&7 
&8 
&q 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
7& 
77 

(ISAX)PROGRAM~/!011 UN IIMAS, 

END 

. ~· ~ · ... -~· .. 
_.~ ..... · 



~!0/21¡85) (1$AXJPR0GRAq•¡!Oll un !!MAS, 

~ E: INICIA::::::::=:=:=========================================== 
3 e• 
11 c• 
5 C* 
6 e• 
1 e• 
n c• 
q e• 

10 C• u· e• 
13 
1 n e• 
15 
16 
11 e• 
16 
lQ 
20 
21 
22 
23 e• 
2n 
25 
26 
27 
2B 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
3¡, 

u 
39 
40 
41 
n2 
43 
4n 
q5 
46 
q7 
gg 
so 
51 
52 

AOU! CALCULO EL VALllH HllCIAL 
trr LA SOLUC!Ull''E•A•TA, AUEMA~ 
LA CUAL ES C~ll~T~N.T.t~ " 

PE MI OOLULJuN SA~ANUOHf 
~E LA MAIHIZ"Ot MASA 

===~5~~551!f!E:líllclA~u~f.ñ~l!M[~1u=lEtE~~M~~~¡:¡~Bc~iHac, * . . .. ~~~IPR~11,1cs~ 1 
.... ~ 11 .• 

OlllEMS !011 U lflr) r pu l3 1 NPJ 1 RHA (Np 1 M), HlU (.') 
EXTERllAL UIJU " .• '. . " • . · • 

OU 20 '1=1,IW 
DO 10 1.m=1r11 

R-.11~CMrf11'l)=O. 
1 O CNlT llllJE. " -
20 CUNT HJUE 

ou 101 •1:1,r•J 
Xl:P11(1,Nl 
X?:Pll(2 1N 
X3:PU(3,0) 
1110¡1¡=c•-'>"2'1Lec 
1110 ? :roo11J+1 ·· 
IHíl 3 •l"0'2l+l . 
IMol=tNol!l · • 
Jll02=TN0\2l 
Wo3=trJo'3' 
111!'1:1 • • 
I:it.X:3 
IflN,[íl,l,•11U lL"C,EY O) ¡M¡ll•2 

If(N.Eo.111.•u•.1~•C.to.ul I"AX:2 
. IFllND1.tn•tJ U(l~OlJ:fEX(Xl,T!Mt,rOrirRJ 

.U(!'lD2J:rE•r•2•Tir•E 10.1rR¡ . . . - . 
lf(IN03.tE•nr1·ut1N6•1=FtX1X3rTIMErTU,1pH¡ 

!F (!ESP.Elr'or GO Ttl 20U • . . . • 
!C:I - - .. . . . 
!~ lll.Eíl,1) ¡e:¿ 
!F IH,EQ,WIJ IC•3 

200 DO !O l:IMI•,•MAX 
!J:I~D(JJ ' . 
QQ 20! J•JM!Nrl 

J.J:M•l+w . 
~q. íl•FlHT(llMEoTOiu1.11¿,u3,x1,x2.xl,uNu,1,J,O,I~R,1Cl 
R~A(!l,•JJ=•MA(l 1JJ '+ºRKH • •• • . . • 

201 CONTlllUE' • .. ·- . 
30 CUllT!lllJE 100 CU~T!llUE · ...... . 53 

54 
55 
56 
57 

c• ===================================================== e• . 
101 

58 

CLirlTJNUE 
RtTURN 
END 

•• !~ .• 



~!0121/8!) (lSAX)PROGRAMA/!011 Oíl IIMAS, 
5q 
bQ 
bl 
62" 
b3 
bll 
b5 
bh 
b7 
68 
b9 
70 
71 
72 
73 

PAGINA: 11•2 --··· -. '. 
l .. . 

i 



~!Ol?J/6.S) 

1 C• 
2 e• 
3 e• 
Q 

5 
~ 
7 

·. 

(!SAXlPROGRA~~/!O'I U~ IIMAS. 

F mic T l ON IHlU:=:= ===================================== 
f5ficY!oij=oriu1¡r~~~~~3~o1~52~53~r~r17-E~i~~¡p~~rer===== 
U1\lO=i. - ... · • - · .. ... ~ · · • • -
R~TURN 
ENO 

:. ' • .. ¿ 



.l!0/21/8~] 

1 e• 
2 e• 
3 e• o e•· 
5 
6 
7 
R 
q 

10 
11 
12 
13 
111 
15 
16 
17 
16 
I~ 
20 
21 
22 
23 
2q 
25 
26 
27 
2íl zq 
30 
31 
32 

(lSAX)PROGRA'l~/!011 UN IIMAS, ' -
f UrJc TI o~ TI~============================================== 



\ 

-·-·-····-r-. . - . 
r•*•******************•*•******************•*********************************************•*•*•*~**************~ 

'"C~¡vu: l!>A•l•RU&HANA/20 o~ II~AS! 
2u rAG!J1A·.-1"&º L!NtAS, 
1!70 r.tGJSTHO~. · 
FtCHA: (IU/~l/B>); ¡j:qq llRS, 
11~,T'.flO CA11BlO' ttU/lj/tt3) 

·p~G!lfAS: l•ttlU, 

•* t S~OOLE~ ** VtRS!ON 3 
ntPIO, OE CUMrUIAC!UN 
I; ~- ~- ~· s~ .. ·u;N,A,M, 

.t.;•·•·•·•·······~···~········••***•*••·························~·······················;···~·~············••1 . ' 

.-. :~-· . 



PAG!tl~ L HIE•S 

l q7 
2 1 i'7 
3 130 

" 152 
5 •t1t' 
h pq 
7 52 
R 
q 

. ~5 
l .3 

10 .-~2 
11 ~o 
12 h3 
13 ·20 
\ij 87 
15 ~3 
ló 5LI 
17 ¿4¡ 
IR 7 
19 18 
20 2& 

e> 
e• 
r.• 
e• 
e• 

C* 
r. * e• 
e• 
e• r.. 
r.. 
r.• 
e• 

C• 

PlHtC~O"IU OL raGI~as. 

LONTOtJ!llü l)t l.~ l'l'IMERA Ll"f.A 

CUllM[L'IT=:-:::t>"llGr.AllA/20 AB~]c ¿8 19 ,l:::-: : 
MAIN=:=:~::=::::::::;:::::::::::::: ::::~: : 

SIU"H=:=:::::::::::::::::::::=:::::: ::::-: : 
SlltF=:=:::::::::::::::::;:::=:::::: ::::•: = 
fUN~Ju"oS::::::::::::::::::::::::::: ---- _ : 

======== =-= 
t-UNCIJUN Ll(Al,YI,c1,r1,1¿,1111f ,111,1p11J· . 
tlJr.C"fJOtJ t (q, Y 1, 11¡f TI, 1¿6,·1,1t 

1
1 u, ll'•l 

tll•''C' !Ut! tl:•lX/,,Y~, ltlf., l l'!~f.' . 

~-~:i~li~T¡fiE=E~~E~;~;;;~;;;;;;;;;;;;;;;;;;;~;;;;;;;;;;== 
~!~~~~~;~~L~~~~~~~~~~~~~~~;~~;;;;~;;~~~~;~;~~;;;~~~~~ 
CAi ~==:=:::~=::::::::::::::::::::::::::::~:=:::::~:.: 
CH[L~=:=:::::::::::::::::::::::::::::::::~:=:::::~:~: 
fACIOt<:=:::~t.ii:::::::::i::::::::::;:;:::::::•:=::::::~:.;.;::::: 

sut.===========================::=========="=======-
lNl~tl~~f f~~=f~~!~~!tf;f===================~=======-=-========= 

~uNc~IuN UNU==========================-============== ~ . .. . 



( ·. 

~10/2l/fl5) (!SAXlPROGílA~A/~D 0" l!MA•. 
~ C• COMMt~T::::::P•O•R•••llU AdRlL 2d 1463•:•:•:•::::::: 
: SS[I LJNElllFO .... 
3 e• 
4 e• s e• 
r. e• 
1 r• o e• 
q e• ============================================================ 

lo e• 
11 e• 
12 flLf 
13 FILE 
1 Q F!Lt 
15 F!L1'. 
lb 
17 
10 
¡q 
20 
21 
22 

5lK1 llO•íl l SK. llAX•E \.SI ZE= 1 Q, ¡11 llCKSl zE=n¿o. T 1 TLE•"PVF /r I "l 
blKilln•nISKit!•X•EtS!ZE=¿2.ucocKSliE•&hO•TITLF•'PdA/Al" 
7 l K !'iP •íl¡ SK i l\A X "Eº S¡ ZE :¿ 2, Ol•lltK SIZE•hb O r T l T LE:' Pd" I Al" 
q:11st1, u~.¡ T:K[l"IQ 1 E'" .. - . . 
D p•.rns 1 ort A l2'0U0J ,ti (50UO J, r·x l 3. 5cOU) 'PI (,, ~OOVJ, RIM (5000 J, !CC ( •¡ 
o 1•1rns1011 I1 cºl. J 1 .1r.1bl1N1 &7 t nn lbl, 1co t4l, ~JM l so·ooi; u csooo¡ · · • 
CtAL MA(250UOlt•~•?~O OJ,Aft¿~OOU) • " 
OAH lT/\,3rl1¿dlU · • · 
OATA JTll,1•3•2•2•11 
OATA JTN/j,~,1,~,,,j/ 
DATA JTN/3,1,,,¿,,,2/ 

23 
24 
25 
2f, 
27 
2B 

DATA l!HY2/¿¡· . 
e• ===================================================== e• 

36 
31 
32 
33 
3Q 
35 
3¡, 
37 
38 
3q 
QO 
41 
42 
Q3 
44 
45 
Q(, 
q7 

e• 
e• 
e• e• 
e• 
e• 
e• e• 
e• 
e• e• 
e• 
e• 
e• 
e• 
e• 
e• e• e• 
e• 
e• 

ESTt PROG~l.MA p,<SüE\.Vf LA Euur.r.1011 011101= ¡ru•¡••uUtf 
EN DOS O!MF_Nf.lOL'r.:; ·• - • · - • · 
[NpL[ANílO fLE~EATUS TR!Aíl•ULA"Eti 
uT!L!ZArtDn ·111JA 1·11,LLA P.f'.f,IJLAR ~AC:CIJL~OA AlllOMATICAMENTEo 
TODO ESTO PARA coo •ltnro• TI~EU A TIME• \.O~ 1NC~EMENTOS 1 
EN TIEMPO OEL.1.A!,, .. - .• " . 

p, O Y F PllEílE~ or• rUrlCIQNES l•[ LA SOLUCIUN• Y POR LO 
TAIHO LA ECllA~IUJi PUE!l[ stR N~ LI!lEAL• • 

UTILIZO arRux1M•c1o"E• PA"A• - ... - . . . . 
DE LOCALES A GLOBAL~S 

============================================================== 



~ 
3 
ij 

5 
b 
7 
fl 
q 

10 
11 
g 
14 
15 
16 
17 
18 
IQ 
20 
21 

B 
211 
25 
2r, 
27 
2A 
29 
30 
31 
32 
33 
31¡ 
35 
3r, 
37 
3R 
3q 
40 
41 
42 
43 
411 
45 
% 
47 
4A 
4q 
so 
51 
52 
53 

~~ 
56 
57 
58 

. ' 

M~IN:::::::::=:=======:::=::::::::=::::::=:=::::=:=:::::: 

e• 
C• 

723 

732 

7.!3 
e• 

23 

237 

236 

6b6 

257 

258 

321 
322 

GO ro c2>,<&JL•E 
DO 237 N=Plll 

Rill\NJ:•,~ 
cn1rr1111 E· · 
no 23íl •1=1•11J 

=?.f/l(iJJ:t1.:> 
COrJTrllU[· 
1.'ílTTF.ff>,b&U/ 
FOR~A ¡~ •UNIDS CUARTO~») 
IF creo IJ•[U,UJ"HJMll¡=· ¿5 
IF creo ~J'E"·"l 1:J11lN ¡=0;75 
JF crr.oc>i!ru,u¡ 1:JflltJ:U.~5 
IF (Ir.oc•¡ 0 r.u,u¡ l?JMU·IJ¡=o;75 
DO ?.57 N:1;1¡1 . · -

PX(t,N¡•xl+lN•¡J•Hl 
PXC2,N ;l'A(l,N +RiM(tJJ*HI 
PX(3,NJ"P•llr~ +Hl " • 

CONTlllUE" •..•• 
no 2~n '=1•NJ . 

PYl1'"l"XltlN•IJ•HJ PY 2,N •pt(l 1 N)tílJM(Nl•HJ . 
PV 3,N)=pl(l,N)+tlJ • -

cn~TTOllE" . . . 
WR!TEJ"r>211 j•.X(l,LJj,PAJ¿'LJJ•~Xl31L•j•lJ1LJ:l 1 NIJ WR!TE 6,>2e •Ytl,LJ ,pT ~.La .~Yl3iLª 1LJ1LJ:l,NJ 
FOR~A. C""pA • •l~,H " ' 1.' ) • · • • " · • • · •• 
FOR~Arcn P'"i3~1s.a'• "'12J · 
GO TO 260 ... · .. · '• '· · 

... ~ ... , ~ ' 



.l!0/21/8.!) (ISAXJPPDGPhl\A/~0 0" IIllAti. 

5q 26 COllT lllllE 
&O HJJ:fl!/4• 
bl HJ2:HT /2; 
b?. IF (ICO(I) .tD:Ol 1n=ril+~ 
b3 12='1!-I -
b4 13=!?·1 
ó5 IF (JCOP) .t~!O! tiJ=NJ+~ 
óh J2=•Ll•I 
&7 J3=J2•1 
b~ PXCl,IJ=•¡ 
&q HJ1:11J1110 
70 HJC!::HJ/2': 
71 PYll.t):T¡ 
7?. r!R!TE(~,b&I) 
73 bó7 FOR~AT(" •[r!•AMIENIO") 
74 00 265 !':1 1 •1· - · 
75 IHIJ:IH- • 
7& !F( rr•.cE.2J .AllD· (!lOl]J.(fl.QJ) MHJ:Hll 
77 !F( c1•.•í•l"l .h!JU. c1c~c2¡.E11.U) ) Hlll:Hll 
rn 1Fr cp.ru•~i.•110. ¡1crc1¡ •. o.u¡ J nt11:nl2 
H !F((!X'[".13>.AllO.l COt2J.F.fl.O• HHI•HI2 
BO JF (Tx-.o¡. 1) PX(l,I>:i=~x\3¡H•I) 
81 PXC?.,JA)•p•(l,IX) + lO;S•1111 
82 PX(!,T•)•P•(I,IX) t HHT · 
BJ 265 COflT!lllJE. · .• · ' 
811 QQ 266 JT:l,NJ 
BS Hll.J:HJ · " 
5¡, IFr o•.cf..2J .1.110. (IL0l3J·EO.OJ J MHJ:HJ! 
87 JFC (1'."[oJ<J 0 A1JU 0 (lCUC 1) Eu.u¡·¡- HllJ•HJI 
80 IF( ¡P.rodl .AllQ. (Jr.0131.~cJ;(I• J HllJ:HJ~ 
aq !F ( ( Yi[U.J3J .Al•D. l!Wt4l .r.u.DJ) 'HHJ•tlJ2 
90 !F ~IY-.o¡; 1)"PY(l 1 1Yl=~Y(3,IT•I)· ' -
91 rv1, .n¡=rtc1,1yl • 1o:s•111!J) 
92 PYC!.11 :py(l.Iy t Hll" . 
93 2&& cor1r111UE · · · -
qa ~R!TE(~.j21) (rXll,LJ),P•C~,LJ),~Xl31LJ),LJ•LJ=1,NI) 
95 ~IR ITF (ó, j2'l tn ti 1 LJ) 1 PT (~, L~), ~Yl3i L~ li LJ 1 LJ:l, NJ) 
% 2eo cm1r111uE- • - · .. · - · · -
q7 NX=~T•2-l+IC~(l)+Iccl2) 
q~ LA='IXfl . " - • . 
qq Ny=~JJ•2-l+ICCPJ+rccl4) 

100 20 rlP='IX•NY" " - " . • 
1 o~ ••=2•~x + 1 
10~ CALL STtJKM\LtErNI,NJrPX,rY,1cu,1cc,Nr,"XrNYtMA, 
103 • •¡ll,íl,AFIAr,q;n,y¡;yF,MiiHJ1 1,1T.Jl,1TN,J1N) 
104 1 COllT llUE - - - . - • .. " ' ... 

isi 11 t8c~ 0 & 10 
107 . LUCK 7 
!Oíl CALL EXIT 
100 e• 
110 e• 
111 ENO 
112 
113 
11 ij 
115 
116 



" 
.110/21/8~) (!SAXlPROr.P.AH~/~D 0" Ill1Ab. 

117 
118 
11 q 
120 
12! 
122 
123 
124 
125 
126 
127 

-·· ~~ .. 
. ~· -·.·. ~- . 



1. • 1 ' -
~10121/85) (ISAXJrROr,P.Af.!A/~0 0"' l!MAI, 

1 C• STUPM:::::::::=:=:=:=:::::::::=:::::::::::=:=:::::::: 
2 e• 
3 r.. 
11 e• 
s e• 
& e• 
1 e• 
a e• 
o e• 

10 
11 
I"~ e• 
111 
15 
16 
11 e• 
!~ e• 
20 e• 
21 

~~ 

EN IU 

o 1'1Ensro11 r• ( •• NI J. f'Y (3dlJ) 1 u lt!Pl. A uw, M), B (MP), ICC(4), ux (2500) 
RtAL Mqtlp 1M)" - - - · · 
DIMEUSl11n UAU•(>OVOJ,UllC.rl(5UOO),Af(NP1Nr)1AP(N~.NP){IC0(4) 
OJ:IEllS!Oll I.1.C~)~J.l.lb) 1 IHICb!r~T l_l6)1C(5UOO)oUNC.(~OOoJ · 

REI.~ (5,1) 11···rvb1 Jtl(f.UELT'·TrTllETA 
tl~I IEC7 r •/). T'llt 1 l lllft .otl tA 1, THf.TA 
tl~ITf Ch,5?.IJ 'Tl>ltll;Tl/IC.F .... 

24 522 

521 FUR~AT(" TTMEV 1¡r1Eru 2b15.ft) 
W~!TE (b,52•) ~tLIAT,tHtTI -
FOR'llT(" oELT•T•T"ETA" •GIS·OJ 
\·/HITE [b,•IJ 'l·"E".t!/1tt.OFCTIT,111Ell 
Rt.AD {5,/1 lpM,1~¡ ... 1p;n1nr,Er'1lfEPSP,,LlMll 
1·1~1TECb q37l lp• - - - - · " 
fUR'll I ( t PRUOtE•A NU/l[KO " 14) 

25 e• 
2b 
27 
26 
2q 
30 
31 
32 
33 
311 
35 
~y 
38 
3q 
40 
41 
4?. 
43 
44 
45 
4b 
117 
4íl qq 
so 
~~ 
53 
511 
55 
56 
57 
58 

937 
C• 
e• 
e• 

tlR !TE" (7,, f) 1·pK r "lMP 1 ErS1 1 r.~~R 1 L Illl T 
W~JTE (b 1•/l 1r•,"lt1p 1 E~S!ÍtplRiLIM!T 

•RITE [b,•IJ'I•RiNI~p,tpS 1EPSR1LIMll 
~u 11 ~= 1, rw - - · - - · - ·· 

u (ll) :O, 51 
11 co:H!rlLIE -

Tl'IE : TIMEU 
TUo•\, 
c•LL 1~1CJAIU•P•.•Y1TIMt,T01LlE+MAtNI,NJ,1co,1cc, 

111 "fjr"' 1 N)(i.NY 1 JPt< 1 M1 ITrJ 1 1 N 1 JTNJ' 
tl~ITEC& qqql¡" · ·· • - • · 

qqq¡ ruA~Al(t THICIQ ., 
nu ¡q I=t ,rir • 

ll>IE ( 1l :U l ¡J 
¡q cu•TINUE • -
~O JF (Tl~F.EO•Tlt1tOJ GO TU 81 

WR!lf(6,qq5¿)' - . 
~qs2 rDR'IAT (" EílT"E A tRROR ") 
-1~1 CUMTlílUE .. 

nu io 'l:1,~Jr 
1°/R JT E ( b 1 '2 'l N •LIME (NJ 1 llf)t\H ti) 

ID CUMTHHIE - " - · · " 
321 f0Rtl¡\f( 11 N,U,UtJti'lrTE.11r"rl'I,~(" ",G15.8J) 

CALL EqROR C .1111c 1¡u,11, fJI r NJ 11C01 I~Cr. • I; X~ t.11, Yf tPX ,ry ! IPR1 
* tHMP,Hl11r ,nI •HJ 1llP1NX 1 "Yi~H,tPS1 1 11fJT11.J.NrJ.TN . 

81 CU'ITHlllE ' . · - - . - ... - " . 
¡ t ER : O 
tl~ITEC6,!?.3l IIME 

123 fORMAT(• TIME'' "•GIS,81 
If (Tl~E ,GI, TlH•fl GO TO !OO 

rAG!NA: ~I 

i 
.-. .;, .. ' 



~10121/83) (ISAXJPHOGr••1•17n º" llllA•, 

59 
bO 

~~ 
b3 
bll 
65 
bb 
67 
b~ 
6q 

H 
72 
73 
711 
75 
7b 
77 
7~ 
70 
80 
81 
82 
83 
811 
85 
86 
87 
BA sq 
q~ 
q¡ 
q2 
93 qq 
95 
% 
q1 
9R 
qq 

100 
1 o l 
1 O?. 
103 
1011 
1 os 
106 
107 
IOR 
109 
11 o 
11 t 
112 
113 
11 ij 
115 
llb 

Dl:DELTAT•TllE'A 
OIT=DELTAT•lt•·IHcTA) 
CALL STTfF(UfiO,PX•PY,T!ME,TLI,LEF. A,tt 

• .. llJ, llJ ,NJOl!J, 1cu, 1cc,NP.r1• ,uv, 1P{i,M.11, JT, !TN,JTN) 
N~ITE(f,,9•¡9¿¡· . - - . · .. -

qqq2 fUR~Al(' ST1F• uNU ") 
no 1020 1 =·1111• - · 

• 

MM : AMA•tll"(ft•!¡,tJ 
UAIJX[ll = 0¡1>0(1 · 
Oíl 1010 J : ·"Md 

1111=J·¡•t1 . 
U llX[i)":UAUX(JJ • 
lf(J,t.T;IJ ~MIX(JJ 

1010 
10~0 

COllTJllUE 
CUNTll:UF. 

o¡ '•A¡lrJIMl•ltlJJ + MA[l,JIM)*U(J) 
: 1nux Jl • OlT*A\IrJ!MJ*U(Il + ~ 
M~C!,JlM)~U:I! " -

IFLAG:O 
Tl11E : TIME + OtL.•.AT 

330 CDNTillUE oo 1030 1 =1,nr 
~":MAAO\l"l""llrlJ 
DO tO•O"JlM"l; 1 · 

AJJ:•(l¡Jlf1) 
A(IÚºI~ ""AC¡,J¡MJ + DT*AI~ 

COl!TIN e . . · . 

1030 
!(!):UALIXIII + DT*BCIJ 

COllT!llllE . ' . • 

e• 
e• 

¡JRJTFfó•'9'3J 
F0R'1h ( 11 fACIOt< 1.'J 
MP:<1 -
CALL FACto•c•r•F,nP,MP,KJ 

~~ I rn~~ ~~~ l ,,~¡ ll~O TO ;3'' 
1IRJTEló;·9•q•J· - -
ror."1A 1 e· •oc • ¡ 

. CALL ~O~(AF1UiUtlEW,NP1M~) 
e•=================================~============== 

IFLAG•O 
WRITE(ó •3•SJ 
FOR~AT(t- ~tl~C~ JfLAb ") 
CALL ClifCK\lt,U•EM,EP~J;ErsK,JtLAG,NP•N•,NY,L¡M¡r,1tERl 
ITEq:ITf.K+l - · · • 
~PITE(6,12q) JrLAG IlElt 

12q rUAMAT¡•JfLAGl!IE•·.1~.121 
IF JFLA~ :Eu. IJ GO TU OQO 
CALL STitftUiP•,~Y,Tl~E,TOrLE~,A,R, 

"'. MJI tll, nJ;ICOr lCCi'Nr, ux, tll r 1rK, ... , 1T, JT' lTNt JTNJ 
"R!TE(ó ~qo31 .. · - · · " · · 

•.qo3 FOR~At(t SIJ~F DOS ttJ 
GU TO 330 " -

* 

ROO GU TO BO 
35q WK!TE(&,!111) 

1111 fUR~AT(' HORKQK :! 
· WK!!El7,1tll)' 

LUCK h • 
LUCK 7 
CALL EXIT 

100 CDtHINUE 

.;· 

_J 



111 e• 
118 
11q 
120 
121 
t 2t? 
123 
1211 
125 
·12~ 
127 
128 
12q 
130 

RETURN 
END 

.. •. --·~ ~ ...... . 
-·· .; ...... 

; 
1 
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1 
2 
3 
/j 

s 
b 
7 
R 
q 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
lb 
17 
18 
1q 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
2ti 
27 

~~ 
30 
31 
3?. 
33 
311 
35 
3¡, 
37 
3fl 
39 
40 
41 
42 
43 
411 
45 
4ti 
47 
48 
40 
so 
51 
52 
53 
54 
55 
5& 
57 
56 

e• STlFF:::=:::::=:=:=========================:=:::::::: e• 
e• 
e• 
e• 
e• 
e• 
e• 

C• 

e• 

e• 
e• 

r.El.L llP 
01qE11s1n11 lllN•,~YJ1PX[31Nl}1PTr31llJJ1A[NP1HJ,dlNPl1ICD!4l'ICC(4¡ 
DINfllR!Oll u>c•¡·u•c6¡·1NDl3J,alol3]1X\6J,l[b),~Nlb)1YN b . • • 
Dl11Ell51011 ¡l[b iJl(h 1 IlrH&lr~Tfllhl ' · " · 
EXTfRNAL p,u,r .. 

QO 20 'l=l,IW 
B(ll):O •. 
DO 10 t-1~1=t•M 

A[fl 1 /1M)=O• 
10 COllTJnUE' · -
20 CDIH!llUE 

3 

1 
2 

oo 101 11=1,r.r 
¡/RIE((,,t/) 11 

QO 101 •Jf!=l1NJ 
Rl1P=I PYl!•r¡vl - PY[.ltNf¡J l'' PXl3!N! - PX.Cl,Nll BB:.rRMPtPA ,,~) • P! 1,~N_) 
00 3 IXZ=líb . 

!Tt:Jl[lXL] 
!T2=JT[IXL) 
IT 3= I"ll l 1 • ZJ 
JTll:Jl'llll'll 
xr1•zr:rxt111,N1 
Y[JXZl:•Y\112,NN) 
XN(JXL):P~(lll,N) 
YN[IXL¡:Pl(!T4 1 NN) 

CONT!l!llE " ' 
xr1=xr1¡•0·4'*"1 xr2=xC2 -o~«~•nl 
IF [[X[41,GJ¡Xlll,ANU,[Xl4J,LT,X12J) C~ ,1,0 1 
Y(llJ=11Mr•xt11J " tiB .. - . .. . -
GO TO c. ' • 
X(4):[Y[4]"0a)IRMP 
x11141=xc•¡· · -
Yl!(O):y(4 
1n1=cr1-11•~+1c•lll 
1112=1111+1 . -·. 
INJ=Hl2•1 
Jlll: (llN• I) "2' l"C 13) 
JN2=Jllttl ' "·' 
JN~=Jll2tl 
•rm11¡=r•1 
trm c2 =1"2 
rno¡Jj:J•3 JllO 1 :JNl 
JND 2 :J~2 

' 1 



JI0/21/83) (ISAX)PROGRANA/~D O• IIMA~, 

5q 
bO 
bt 
b~ 
b3 
b4 
bS 
bb 
b7 
b6 
~ó 
7t 
1? 
73 
711 
75 n 
17 
78 
7q 
60 
et 
82 
63 
811 n 
67 
8~ 
5q 
qo 
9t 
92 
q3 
q1¡ 
95 
% 
q1 
90 
qq 

too 
to 1 
102 
103 
ton 
\05 
IOb 
107 
108 
toq 
110 
111 
112 
113 
114 
115 
1 ló 

~o 

41 

Jl!0(3):Jll3 
llíll!J:n.· 
Uíl(2J:O, 
llílOJ:O. 
Uíl(5J:O, 
Uíl(bJ:0 0 

US(IJ:O. 
US(2):0 0 

US(~l:O. 
US(5):0 0 

IFS(bl:O. 
IF(JNl.L•."J GU ro 4u. ' 
lff!NI .GI .u¡ UD(l'J:U\INl•Jll!) 
llílCbJ:U('tu<,JNIJ · · •• 
IF(!N3.Gl."XI 00 TO 40 
llB l2l :11 C rr:>, JIJl) 
US(2)=11íll21 •. 
!Fll•l.Lt.o¡ •D TO 41 
Uíl(5J:ll(11/1 1 Jll<) 
lFCJ~3.Gl.~yJ bO TO 41 
UB { 3) =U (lºf!I 1 JH!I) 
US(31=11Bl31 . -
UB(4):11(1M< 1 JN<) 
IJ5(11):11Bl41 - . 
!F(!M3.Lt.•lXJ US(b)=UlJN3rJll2) 
IFCJ•3.Gl.Ry¡ •o-ro 42 - -
ll5(51:1J(It1<,JN>l 
IFCl·(J3.Lt."Xl USU):U(ltl>,Jti3) 

\q3 fUR~Al('' RRl,lJ,KL · ",G15.6i - •12(~ "tl~)J 
243 fUR~AT(" RR~ 1 1J1KL ",G15.8i" "12(• "~l~)J 
lql FUR'IAT(1(" A"iG15~1\Jl . • ~ 
142 FUR~IT(,(" r•iGlS;H¡ 
241 f0R'IATf3(" XIJ",oP.~!l 
242 FURMAT 3(" YN",blJ.~ 

42 ou 30 ,1:1,0 • " - ·-

31 

Il=!T(!Jl 
1111=111nc111 
IF ((JM!•L'.1),0R.(JMl.Gl,NX)l GU 10 3U 
Jt:J¡(¡JJ" - •.. 
Jr:1=J1:ncJ11 
IF ([JM!;L•.11.oR.CJMt.Gl,Ny)) GU 10 3u 
IIt=tn1 • ~J~1-1J•flx •· -
DO 31 KL=t> JJ • 

Kt :IT lKO) -
KMI=JNOºl:Y. l) 
IF cc•r1 1 .•l•l),OR·(•~l.GT,NX)I i;o T~.$.1 
L\:JTlKC). - · " .. · 
L•U:JrlO'(Lll 
IF ((Lr1•.•T·ll.OR.(Llll,GT,NYJ) i;o T~ 31 
J,Jl:KMt-+ (LMl-¡)*NX ... 
lJ:HA•Ol!lltJJI 
JJT:JA~~(!Jl-jJI) 
JJ:H•JJT . -
RR!:FIN1(1!ME 1TO,US,X1Y1r 11J,KL1l•!•R) 
SS\:FINT(IJMt,10,us,xJV,o,IJ1KL,01!•R) 
1[!1,JJ1:A(lliJJ¡ + RKI + ~51 . - · 

COtlTH!UE" - .. - • 
TTl=FINT .1 T !H~, !.O'· US 1 X,Y 1 ~' ~J 1O1 O~ I~R! 

; . ~ 

i 
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Sq 
bO 
bl 
b~ 
b3 
611 
65 
bb 
67 
66 n 
71 
7? 
73 
111 
75 
7¡, 
17 
78 
7q 
80 
e1 
82 
83 
8Q 

g~ 
87 
6~ 
5q qo 
q¡ 
92 
93 
qn 
95 
% 
q1 
qn 
qq 

100 
101 
102 
103 
ton 
tos 
1 o(, 
107 
108 
1oq 
110 
IH 
113 
114 
115 
116 

(ISAXJPROGR!MA/~0 O• IIHA~, 

Jl!IJ (3):J113 

~o 

n¡ 

~1 

un111:n,· 
llíl!?.J:O, 
llBOJ:O, 
Uíl (5):0, 
Uíl(bJ:O, 
US!IJ:O, 
115(2]:0, 
IJS(~J:O, 
US(SJ:O, 
lló(f>l:O, 
IF(JIJ!,Lt,u¡ Gil 10 4U .. 
IF!INJ,Gl,U) UO!f):UlINl1JNI) 
llR(bJ:U("i"lJ< 1 JN1J · · " · 
lf(IN3.Gl,•XI OU TO 40 
llOl21=ttcru•,JN<l 
USf2):110l21 ... 
JF(J~t.Lt,o¡ •D TO 41 
un (51 =il l ir1• 1 Jrl<J 
lf(JQ3.Gl,AyJ •ll TO 41 
UB(3):lJ(tlll 1 JN>) 
us¡31=11Bl31 · • uo Q]:tl(lti<, Jli<J 
IJS(ll):llBlllJ - . 
IF(IM3,Lt."XJ US(b)=UlJN31Jll2) 
J F ( JN3. ri 1 .•'Qy J uo- TO '12 - -
llS(5l:U(lli<,JN>J 
IF(l'13.Lt,"Xl UB(l):U(Iri•~Jti3) 

íUR,.IAT( 11 RRl,lJ1KL' 11 ,Gl5.8i - "r2(!' 
FUR~Al('' RR~,1JrKL '' 1 G15.8í" "r2(• 
rur.·11.1¡.3(" •"iGIS."llJl . - • 
fUR~&T 3(" T•IGIS;n¡ 
F0R'l&T¡3¡" XIJ",bP,8 l 
FUR~AT 3 " Tt1·,~1~.~ 
ou ~o J:t,h ' ·· "·-

ll=IHTJl 

"I!~)) 
•;!~)) 

1 ti!= Jtln ( 11 J 
!F ((JMliLl,1).oR,(!Ml.Gl,NX)) GU ·'·º 3u 
Jt:JT(JJI " . " " • 
Jl\¡:JJ:O(JIJ 
IF ((,JMl~Ll,l),UH,(JMl.Gi,rly)) GU 10 3U 
IIl:Jlll • \J."l"IJ•NX " -
DO 31 KL=tlJJ • · 

K1:JTlKC)" 
KM! :JNf)"(K l l 
!F cc•11l.Lf·IJ.0R.(Kt\l,GT.NXJJ ijQ T~ . .1.1 
L1:JTlKCJ·" · • ·· . 
L'11:JrJD"'LIJ 
IF ((Ll!l,Ll•ll.DR•(Litl,GT,tlY)l GO T~ 31 
JJl:KM!"+ (LMl•j)*NX " .. 
ll=Hi>Ol!ll•JJI 
JJT:!Aíl~(l!l•jJI) 
J,l:M•JJ1 . -
RRl=FlNT(tir•E,ro,us,x1Y,r,1J,KL111IrRJ 
SSt:FIHT(ll"lrT01US1XiY10 1IJ¡•L101!•R) 
ACIT,JJ1:A(!liJJ¡ t R~I t 8S . - · 

COtlT!t!UE·· " . ' - ' 
TTl=FINT~T!H"•!º!us,•,Y,~,~J,O,O!l~R! 

: .. 

¡ 

__ ¡ 



1 1 . 

_110/21/8.S) [ISAXJPRDGr.A'l~/~D 0" IIllA~. 

!H 
119 
120 
121 
122 
123 
124 
125 
12íi 
127 
12~ 
12q 
130 
131 
132 
133 
1 3n us 
!3h 
137 
13~ 
13q 
140 
141 
14~ 
143 
144 
145 
14& 
147 
148 
140 
150 
t5t 
152 

B(l!J:~( 1¡ J+I TI 
30 co•n 111uE · · · • ou 52 1.1:1,b 

l?=!TtllJ~J 
Jl.:?:JtlD(I21 
IF ((Jf12;L1,l)ollff,(!M2,G',rlX)l GU 10 3< 
J2=Jn1CIJJ" • •• -
Jl12:Jl!O(J2J 
IF ((J"2•L1,1) 0 Uff,(JM2,Gl,Ny)) GO 10 3~ 
II?:Tl'2 • tJ•2"1l•nx •. -
00 33 KL=llIJ •. 

K?.:JJN(~LJ 
KM2:1 1~D\K~) 
IF c1•11<,Lf•ll,OR0(Kll¿,6T,flXJJ 60 ru_ 33 
L?=JT" c•u - - · ·· 
L'·,2=Jrin-(L!!} 
JF ((Lll",Llol),ílíl·(Ll\¿,GT,rlYJ) GO TU .S3 
JJ2:KM2'+ (LMl•jJ*~X ' .. 
I1=1-11,•o 'I 12•JJ2 
JJJ:I"il~ (II<•:IJ2J 
JJ:l\•JJl ..• 
RR2:FIQt(ll"E,10,ua.xr1,1~,P,!J1•L•!•IPRJ 
ss2:FIQT(ll~E,10,ua,x~,,1',íl,IJ,•L10i!PRJ 
1.r1rÉJJl'=•C'I.JJJ + R~2"+ ss2- - • 

33 CONTJl\11 . • . ' 
TJ?.•FINJlTIMt,10,uo,xN,YD,t,IJ,O,O,!PRJ 
íl(!IJ:S(l!l+IT• · "· - · - • 

32 CU~TINUE ' • .. 
100 CürHINUE 

C* ====================================::::::::::::::::: C* 
101 CUNTillUE 

VlfflTElb,1051 
105 FURMAT (" ArS EN_ !11.ff'J. 

RETURtJ -
END 

" • !.. ; 

! 



~10/21/85) (ISAXJPROGRA'IA/~D'El'~ IIMA~. 

1 e• FUNCIONES:::::•:•:•:•:::::•:::•:•::•::::::•:•:: 
2 e• 
3 e• 
Q e• 
s e• 
b e• 
1 e• 
~ e• 
q e• 

1 o e• 
11 e• 
1 ?. 
13 
14 
15 
11. 
17 
In 
1q 
20 
21 
22 

e• 

e• 

23 e• 

SIGUEN LAS fUflCJUNtS r,a.F y Ftx: 
P, ~ y F CORMEOpuNuEM A IALC• tN LA tCUA~IUN 
OlllOT•(Pll'J'.:"u· .. F. - . 

~EX C/.LCllLA LA SULUCIOfl txAclA POH MUTIVUS DE 
COMPAílAC!ON,. .. 

100 r=1. 
r.tTURtl 

200 r=1. 
RETURN 

211 300 P"llA 
Rt TllRM 2!i 

26 e• 
r=u• 27 400 
pt TllP.N 

suo cmlTIMUE 
2r. 
2q 
30 
3J 
32 
33 
31¡ 
35 
36 
37 
36 
3q 
40 
q¡ 
4?. 
43 
44 

r= 1. 
RtTURN 

&OO CUtlTHIUE 
r=ua 
P.E TllP.r·I 

700 CUtlTINUE 
P"UA 
RE TllPN 

800 COtlTINUE 
r=1. 
RETURN 

900 CUtlTINUE 
P•IJA 
Rt TUR'l 
END 

j 

" .. ,," ., .. _,,,, - -. --------



l . , 

lh 
17 
18 
1q 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 

FUNCTION D(A!•YJ,uJ,TI, 12,TIMt,TU,l~Rl 
Ol~EHSIOH Xl(O)iTllh),Ul(b)' · 
!SP•J · .... · 
CALL CALC(Xl¡'I•Ul,T1 1 T¿,¡¡MfrT0 1XA1VA 1UAr!SP) 
DATA Pl/3.1• ~q<b>j~8~8/ - · . · 
r.u TOCI00,200i3UOiQOo,suo,6UOr700,auo,9uo1,1pR e• - . - . . . 

100 a=o. 
P.t:TURN 

e• 
400 O•J,/CT!l!E•IOI 

P.t: TllRN ..• 
500 o-o. 

r.tTURN 
600 o•o. 

P.ETURN 
700 o-:o. 

P.HUPN 

ªºº D"·2.• (PI**¿) 
RETURN ' 

900 0•1. 
RETURN 
END 

-··~·.~···· 

.;..;-..• .•. 
' 1 

.. 
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1 
2 
~ 
4 
s 
b 
7 
8 
q 

1 o 
11 
12 
13 
111 
1 !i 
lh 
17 
In 
¡q 
20 
21 
22 
23 
211 
25 
26 
27 
28 
2q 
30 
31 
H 
34 
35 
3b 
37 
38 
3q 
40 
g~ 
43 
44 
115 
llb 

ih 
qq 
so 
5¡ 
52 

e• 

fUNCT!ON FC•¡.y1,u1,r1,12,11Ht,Tu,1rRJ 
Ol~EflS!Ofl Xl(0)1Tllb) 1 ul(b)' · · 
1sr=1 . . . 
c•LL CALC[Xl,•11U&,11,1¿,1¡nE,¡O,xA1YA1UA1lSP) 
OATA Pl/3,l•t~q¿b>l58,6/ - . . • · 
co 1nc100,2Uo!3UQ,llOO,SUQ,bUQ,700,BU019UO!r!PR 

100 r=CP!••2)tSINIPl••AJ 
P.tTllRfl . ' ... -

e• 
200 COf!T!fJUE 

r=CP1••2J•SlfllPl•tAJ 
P.ETIJRN • • " -

e• 
300 

e• 
400 

500 
600 

CUSE:COS(PlºX'l r.oss = t. + costt~. 
SE~E: 5I~[r¡•yA)" 
1rx = SFNE*r.us~ 
oux~ = C(Pr•co5lP&•YA)•COS5)••2l 
OUY2: ([Pl•SCNO•>INCPI•XA)72.)tt2) 
r.2t1x = •(PI*•~¡·ux ~ -
02UY = •(PI*•' •scNE•co~E/2· 
TEllE=-l,/((IJ•'•E-TU)*•2l. -
r=-TEME•Cou•2·+·ouv2 • ux•c~2ux • o¿uYJJ 
Rt TURfl • " • -
F=O. 
r.ETUFM 
CUSE:CDS(Pl"X"l 
r=CPJ••2/6,I•• ~("l*YA)*(2, t 6,*CO~E + 5•*lCU~E*•2)) ' 
P.t TURl·I • .. - - ' . 

" 

j 



.110121185) (ISAX)PROGRA~A/~0 O~'l!HA~, PAGlNA: ~.: 1 .. . .. 

1 FU~CTION FE•C~A1l•1TIME1TU,~PK) 
2 e• 
3 DATA Pl/3,1~1:9~b~j5DqR/ 
11 C• 
5 GO TO 1100,¿ou,lQU,400,~00,b00,700,HOU,~0U)1!P~ 
& C* . - . - ~ - -
7 100 FEX=SI'l(rJ•XAJ 
R RI:. flJRM - " 
q 200 r<x=st'lcr1•TAJ 

10 P.!:. TllP.11 · · ¡¿ 300 cosc=1. + r.us<rl••A)/2, 
EXPZ•EXPf•TlM<j " -

13 SE~IE=srn p¡•y• 
14 lt(SE~E ,~T· º¡¡ •U TO lOl 
15 SEIJE•S~QT 5t11c . .. -
16 FEX=EXPZ•SE•E*CUS• 
17 cu ro 302 · -
1 íl 301 N~ITE(h 1 341) XA 11ArSENt 
lQ 341 fllR~Al(' FAIL QN't3G15 H) 
20 LllCK & - .. ' 
21 CALL EXIT 
22 302 cur11 JrlUE 
23 P.E wqu 
24 e• 
25 400 5C:.~l=St'l(PJ•YAJ 
26 rosc=1. + custr1••AJ/?., 
27 FEX•sE~•Cos~1111Mt•TO) 

~~ 
RE TllRtJ . ' ·. .. 

50Q FEX:SJ~crI•IAJ•IE•P(·2•1Pl•*2l•TltlEJ)*CUSlPl•XA) 
30 RETURrJ · · " · - . · · · · • 
31 600 cosc:J, • CUSlPl••A)/2, 
3~ SEll[:SHJ(p¡•yA). " · 
3, IF(S[ME .~T· o.J oO TO bOI 
34 sE11r.=sOqT str1<J - .. 
35 FEX=sF.'IE•Co~C 

~~ r.u TO b02 -
601 NRITE(6 1 b41) XA IA SENt 

36 bªI FllP.MAT(" FAIL QNf'.!3~15,0) 
3q LOCK h · 
40 CA-LL EXJT 
41 602 corJT 11iuE 
42 N. Tl!RN 
43 C• 
44 700 s~~l=Sl~(rt•IAJ 
45 cusc=t, • cus•r1••Al12, 
4b rEx=sF.N•Cos~ • · · · 
47 

800 
r.E TURtl -

4B rEx:sr~crr•TAJ•~O•(PI•XA) 
4q RETUP.IJ ' " " " -
so 900 cmHINUE ! 51 stri=s!~l(PI*"A' 
52 If(SE~ .LT.~.' ~A•L EXll .;. ,:, .. ,•' . 
53 FEX•EXPC•TIMEl•~DKTlSENl•CO~(PJtYA) - ~·· ·." ... 
54 RETURN - • ... ·" " •·" ' 
55 END 
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1 

~ 
~ 

~ 
7 
R 
q 

10 
11 
12 
13 
la 
IS 
16 
17 
IR 
(q 
20 
21 
22 
23 
211 
25 
26 
27 
20 
2q 
30 
31 
32 
33 
311 
3S 
36 
37 
3A 
3q 

ªº 41 
42 
a3 
411 
as 
4h 
a1 
48 
qq 
so 
51 
s2 
53 
54 
5S 
56 

§~ 

C* ERHOH:::::::::=:=:====::::=:::=:=::=:::::::::::::::::: e• e• 
e• 
e• 
e• 
e• 
e• 
e• ===================================================== e• 

e• 

e• 

600 

842 

601 

845 

110 

112 

210 
11 

220 

SUBROUT llJE tR•O• l.'.IME, ru, u, "I, llJ, ¡cu, !CC, A 1, Xf, y 1, YF cl'X ,PY, IPH, 
• NJM~r~IMP•Hl,HJ1NP,~x¡11r,LEt,tP!r!TrJTrilN,Jill) .. 

P.EAt: M? 
OBIEllSTOll 
OHIENS 1011 

u1~•,NYl,xc6)1YC61¡PXf311ill1PT(•¡NJJ1ICOf41rICC(a) 
U•[~)tlNU(3J 1 JNU[~ ;¡ (0)1Jt(b)I IN(b)tJ fl(o) • 
~ • • - • .. - • 4 •• - .. •• • - ¡' . 

ER 

- . ';. .... 

_ _J 



1 
,¡ 

110/21 /8.!) . . . 
~ó 
bl 
bt! 
&3 
b4 
bS 
b& 
b7 
&8 
~z 
71 

B 
7Q 
75 
7& 
77 
78 
¡q 

ªº Bt 
82 
83 en 
85 
Bf, 
87 
86 
5q 
90 
91 
92 
i~ 
95 
% 
q7 
9R qq 

100 
1o1 
102 
103 
ton 
105 
!Ob 

(l5AX)PROGRA'IA/~0 o• IInA•. 

21 

3 

1 
2 

30 

40 

¡F lLl!t~.·Jl GO TO ~I T!"JI !XL · 
JT2•JY(lXlJ 
Gíl 10"2~ 
n1=1 •n•I•ll 
IT2=J'ftl\JAl) 
xr1•1r=rx11r1,nK¡ 
Y(IAZ!:rY\!12,NNN) 

COMTJflUE. - .. ' 
1Tt=1¡1¡•o·n~on¡ xT?=x ? -o;~~·nr 
IF ((Y(•ll.•r.x11l.ArJU,lXl4l,LT,X12l) GU TO 1 
Y{lll:RMP.•X"4l •"U " . · 
GO ro < • • - · 
X{~l:{t(4)"BO)IRNP 
corn111uE" - · · 
IMl•{!!R·l)'2•I•Cll) 
1112•1!!1 •1 - • 
Irl3•Tfl2+1 
Jll t: Cll"r!" 11 UHCC (3) 
Jf12:Jf!1 +I • ' . · 
Jrn=Jr:2+ 1 
UX(l):n,· 
U)'l~l=O. 
llY.(:1):0, 
UX(5):0, 
UX{b¡:O, 
IF[( !11,"E·IJ .Ano lJN3·Lt t!'ll UXl3J:U¡!NloJN3) 
IF(fTfll,L['óflAJ",Ai!O, (J!IT,GE,1 llX(~)~U~ N.S 1 JNI) 
lJY[4¡:11{lli<,Jfl<¡ - .. 
IF!L .rn:1J i;o·ru 30 
1r1¡r111.•E•IJ ·ANO, lJNt-Gt,I)) 
TF( ~l.f.t,1)· UX\SJ:U¡IrlT,Jf12) 
TF(J~t.r.t,1) U•¡b¡•Ul N2;Jr.t¡ 
GC TO IJO . . . ' .. 
ir¡rrrl3,LE•M•) ,Ano. ¡Jn•.LE,NYJJ UXll1:U(IN31JN3) 
IF JN3.Lt.AYJ UX{5l:U lt1~ 1 aN3j ' • · . 
lf 1~3.Lt.~XJ UX{b :U lr13r~fl2 
CQNJfr!ll( .. . . .. -
CILL FVALl'•'•ux,T1Mt1T01XlMP1YIMP1I~P•EPS1Tl1TZ) 
CILL rAL~ '•'f•x,1161~,TlMt,TU,x~,1AiU•,lS~) 
UE•FEI (XA 1 ' '' lM~, T r IPRI · ' ... -· EP•UE•lfA . "' . . • 
ABSER=AR~(CR/ 
IF (AP,SEH,C(;EI Gil TU 99 
XMAX:XA - ' 
YllAX•YA 
E=A~~rR 
F2=E?+ (tR••¿) · 
WRJTE (br4~J N 1~N,~R,AA 1 Y~,u[,UAr~R 

107 
IOB 
1oq 
11 o 
111 

42 FOR~AT(2ll'i" '') 1 5Gl5,67 " . 
100 CU~IT!NUE ' • ' .. • 

112 e• 
113 e• 
¡¡~ 10 

E2:SORTCE2/tLUAl{~IMP•HIMP)J 
WRITE¡&,!Ol"E;XMA•,Yt:AxrE2. 
Wff!TE 7,10 EIXRA•11NAXoE2 
~IRJTE &, t O ~;XMA•, Yl1AXrE2 

~ORMATC' ER !4~1?,!~l · 
11& e• 

! 



~!0121/8~) (lSAXlPRDGRAfl~/~O 0" IlMA~. 
117 P.ETURN 
116 ENO 
11 q 

... ''l.':' 

120 

IU 
123 



1 ¡ 

~!0121/8~) (l~AXJrROGrAilA/~0 º" l!HA~. 

1 
2 
3 
q 
s 
(, 
7 
8 
q 

10 
11 
12 
l3 
14 
IS 
lh 
17 
18 
¡q 
20 
21 
22 
23 
211 
2S 
26 
27 
28 
~ó 
31 

~~ 
34 
35 
3h 
.57 
3r. 
3q 
40 
41 
42 
43 
411 
45 
% 
47 
48 
49 
so 
SI 
52 

e• su~PUUTINE [VAL:=:================================== e• 
e• 
e• r.. 
e• 
e• 

ESTA RllTtnA UDlltNL TI y T~ A PARTI~ Ot •IMPrllMP 
~" EL IRIA~GºL" UEIER~JNAP• ron Y,J¡YJ,UJ; .. 
UTILIZO EL MtJuou Pí Ht~IO~ rARA ELLU, -

===~~a~aG!!n[=~~~E~~r;~¡;5r;11~~;yij;~1~r.;ir~~;r§~;E~s.r1,r2i 
ot~Ens1on x1cai;v11HJ,u1c&)" - " · · - • • -

1 

101 

102 

)03 

I SP: l · " " .. 
Tl=l,/3, 
T2•1.13, 
!FJN:11 
OD 2 J=l,IFlll 

OY~l:O, . 
OX12:0, 
OYTl:O, 
DYT 2:0, 
no 1 T=l•b 

OXTl=UXIJ t UIJ¡l•Tl, 1 2r2l*XlllJ 
OxT2=uxr2 t UIJ JrTl,T2;3 *Y.ll!J 
DYTl=UYTl t UlJ l•ll,•2;2 *Yllll 
ov12:uv•2 t UJJC1.11,T2¡3 *YilJJ ~ILCULU UtRJVADAS CDrlT!llUE .. .. . ... 

RJAC:Oxll•UYl2 "OXT~•UYll OtTtRMl•ANTE JACOBIA~O 
CALL CALt l•I iYl rll!, TI, 12i"Tll1Er JO, X•r lYiUX, !SP) 
RES! =Y.1•¡e••x . . . - . - .• - . 
R[S2=YTI e.ry 
FIC1:IOYla•RtS1 • OXl2•RtS~J/RJAC XNE~TON 
FAC2:(•0T1l•KE•t·+ D•Tl•KE~2l/RJAC 
T!•Tt + r'ACJ •. . ' " -
l?•T?. + FAC2 
lf[Tl.r,E•Oi) GU ID 101 

1?•121(1,"fll" 
n:T31 (1, "TI 
T 1 :o . - . 

lf(T?.Gt·O•) GU 10 102 
r1:r11¡1.-r•¡·· 
TJ=T31 1,•Tt 
12•0. - .. 

IFCT3,GE·O·) GU ro 103 
P=121¡1.·p1·· 
Tl=Ttl 1,•P) n=o. · · -

F/.r.t•ARSlFACI) 
FhC2=hR5lfAr.<) 

X~O~Rtr.clON pA~A QUE 
%·J1 12 Y T3 ESTC~ DENTHO 
XUE~ .l.R~ANGULD 

IF ((FACl,~f¡ErSl,ANu,(fftCl,LT,E~SJ) G~ 10 4 
2 CCINIHIUE " "' - - . " ' · · · -
4 r.UrJT!IJUE 

Rt:TURN 
END 

¡ 



~10/21/8j) (ISAX)PROGPA~A/~O O~ l!MA~. 

1 C• FINT::::::::::=:=====:::::=======:::::::::::=:::::::: 
2 e• · 
3 C• 
q r.. 
s e• 
b e• 
1 e• 
R C• 
9 

1 O C• 
11 
12 
13 
111 
15 
11· 
17 
rn 
1q 
20 
21 
22 
23 
211 
25 e• 
26 
27 
2íl 
29 
30 
31 
32 
33 

~~ 
3ñ 
37 
38 
39 
110 
111 
112 
113 
114 
115 
% 
47 
118 
119 

~~ 
~~ 
Sii 
55 
56 

~i 

1 

ESTA RllT!ll~ lll'Eb~A l'f.D!AtlTf. Cl_lAO~/,TURA b.A~SSIANA DE 
SIETE PUMrns: .. 

l" ' -.. 



~10/21/8~) (ISAXJrROGPA~A/~0 Ü'' llMA~. 

Sq 2 COflT!llllE 
bO 14 F!NT:F!lll 
61 13 conrrnuE ·· 
62 e• 
63 RETURN 
b4 END 
65 
bb 
67 
bíl 
6q 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
7R 
79 
80 



~ 
3 
11 
5 
6 
7 
íl 
q 

10 
11 
¡~ 
111 
15 
1(, 
17 
líl 
¡q 
20 
21 
22 
?.3 
211 
25 
2h 
27 
28 
2q 
30 
31 
32 
33 
311 
35 
3b 
31 
3R 
3q 
uo 
111 
112 
U3 
1111 
115 
11(, 
117 
118 
uq 
50 
51 
52 
53 
511 
55 
56 
57 
58 

C• ~ASE:::::NEll::=:=:=:=:::::::::=:=:::::::::=:=:::::::: 
e• 
e• 
e• 
C• 
e• e• 

e• 
20 

30 

lllJ=I. 
R~ Tl'RN 
lllJ:Tl•(2.•l!"l•l 
P.E TURrl " • -

32 l!IJ:T2•(2.•12"1•) 
P.ETURN " • -

311 UIJ:T3•(2,•13"!o) 
RETURN .. • -

36 Ul J:11.•T2•P 
P.E TllPN · 

36 lll.l:li.•T3•TI 
Rt TtlRrJ • 

110 Ul.1:11.•Tl•T¿ 
r.t:. TtlRN " 

110 
e• 

GO TO (120,!3U 1 !3~,l34,136,!3~,140)!Jr 

120 111.1:0. 
RETUr.rl 

130 UIJ:ll,•Tl•I• 
nE rnr•1 -

!32 UIJ:O. 
RI:. TURll 

134 lllJ:·•.•T3•1. 
íll:.TUílN . 

136 UIJ:•ll.•T2 
Rl:.TllP.N 

!36 lllJ:a. • CT3• l lJ 
PE-.TllRrJ •. • 

1110 lllJ:n.•T2 
rl:.TllRN 

210 r.u TO 1220.~3v,23¿,234,236,~3H,21iO)•J~ e• . . . - - . 
220 lllJ=c. 

r1:. rur.r.1 
230 U!J:P. 

rt.TURN 
232 IJ!J:ll .. T2•1• 

RETURN -
2311 lllJ:·li.•T3+1, 

PlóTUP.N • 
236 U!J:ll,•(T3•121 

RETllRN •• • 
238 IJ!J:•ll,•TI 

RETURN 

i 



~10121/83) (ISAXJPROGP.Ml~/~0 O~ !IMA~. rAG!fiA; !<•> . . ... -. . . ~ _,. : .. o T . . 
59 240 UIJ=4.*TI 
bO Rl:TURN 
bl END 
b2 
63 

j 
.;.h• .·· 



.ll 0/21 /8.l) (ISAX)PROGRA~~A/~0 0'' llllA~, 

1 
2 
3 
q 
5 
~ 
7 
R 
q 

10 
11 
12 
13 
I~ 
15 
16 
17 
18 
1q 
20 

C* CALC================================================= e• 
e• 
e• 
e• 
e• 
e• e• 

Aour, OIOAS LA• •U"ClOUE~ ~A5E y LOS St!5 •UNTOS tN [L 
fFIA~IGllLO PEKT!N~N!li CALCUI.~ ~A Y YA. - -

'H ... 

1 



.11on1185) (ISAX)PR0r,l!A~1A/~0 º'' 'llMA>. 

1 
2 
3 
ij 

5 
¡, 
7 
n 
q 

H 
12 
13 
111 
15 
1 f, 
17 
In 
1q 
20 
21 
22 
?3 
2• 

~~ 
27 
2B 
2" 
3~ 
31 
32 
33 
3Q 
35 
3~ 
37 

Jg 
"º •1 
•2 
•3 

"'' '15 
Qf, 
•7 
•n qq 

~~ 
52 
53 
5Q 
55 

~~ 
58 

~O~PARA ll ca•• UtJt~ ••• Eti U[l.lH LA EtiTlllAPON Al<H.RIOR 
en~ LA 'lUEVA• ' ti! LA MAYOR OH[R~llCIA Eti '1[N0R UUE 
EPSl,EPSR n :ir·y• 111~[ E~ Nll"E•o f1hXH1U uE"'ITrnAClONES 
OE~EADO, ílET!F~E·E~ ~POCtSO¡- · · · 

. ·····.··;-·. 

• ... 1 t' "; 

.; . .:~ .. 
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,10/21/83) (ISAX)PROGRAMA/~0 O• IIMA~. 

5q 
bO 
bl 
b2 
b3 
b4 
b5 
bb 
b7 
bA 
&9 
70 
71 
72 
73 
7a 
75 
7b 
17 
78 
79 
60 
61 
82 
83 
84 
85 
86 
87 

GUTO 30 
29 CU~H lllUE 
20 IFLAG:I 
3D cur1T!NUE 

00 15 J:l,N~ 
ll(J):UNEft(•) 

IS CUNTHlUE · -
RETURN 
ENO 

• 



~ 
3 
4 
5 
6 
7 
R 
q 

10 

H 
13 
14 
15 
16 
17 
Ir. 
19 
20 
21 
22 

~~ 
25 
26 
27 
2~ 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
30 
39 
40 
111 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
116 
4q 
50 
51 
52 
53 

(!5AXlrROGRl.'l~/~D o~· llllAS, • 

C• ~A~TUR:::::flEW=:=:::=:::::::::::::::::=:=:=:=:::::::::::: r.. 
e• 
e• 
e• 
e• 
e• 

ESTA RUTINA F"CIOnllA MAT~l•·E~ Slr1EIR1C•S UANUAOAS, ... ' .. ... - . . . -

===g~~~~~~~~F:~~~~~~r:~¡~~~~~r~~r.¡======================== 
1 ~2=2 - . . - -
00 4 K:1, 11" 

00 2 J:liM 
IF(K,J) : Ar(K 1 J) 

2 COllTHIUE" - ... 
q CONT!NUE 

QO 90 K:l,•Jr 
AKM•AF (K ¡¡.¡¡ 
IF ¡arM •E•. o.o¡ GO TU •9 
IF Nr ,CE; •l"GU TO 90 
L : K t M " 11< ·· 
IF (L ,Gt, "fJ~) 'L : IW • 1 
DO 9 J : K•L - · 

00 R l = ' J 
1F· ¡• ,le, IJ ~o 111 H 
AFlJ"lil"JIM) : AFtJ•!,l•J+MJ • •F!l~l,K+M•l•I)* 

• ·.- "· AF\Jll 1 K+M•J•ll - ' ... • 
8 COflTIL"Uc. .. · - · · 

Al : Af1J•!1K+M•J"l)/AKM 
AF!Jtl,M) :•Af(J+l,M)"AA•Af(Jtl1K+M"J•I) 
/,f Jtl,•tM•J•t) : AA " " - - . • -

9 COr·ITIIJUE" " . • .. 
qo CUllTINUE . 
q5 K : IJP+l 
~q RETURN 
- ENO 

. .... ·, .. ~· . -· ~· .. 



··J 

\ 

~10121/63) (ISAXlPílOG~A~A/~D n~ l!HA~. 

1 C• SOL:::::::::::=:=:::::::::===================::::: 
2 C:• 
3 e• 
a e• 
5 e• 
(, C* 
1 e• 
8 
q 

10 
11 

rn 
1 Í¡ 
IS 
1 f, 
17 
!~ 
1q 
20 
21 
22 
23 
2q 
25 
2ñ 
27 
2~ 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
3l> 
37 
36 
3q 
40 
41 
4~ 
43 
44 
45 
4ñ 
47 
48 
4q 

- so 151 
52 
53 
54 

AQU! OOTENGU LA SULUC!QN DE AX:O QAUA LA 
FACTCíl!ZAC!UW'Ot •: ESTA ·x· ~s HEALHtNIE 
!TI lllff:r/, SOLU~!UN' o~ LA EQ, "D!r. QIJSCADA, 

===~~6~~~rr~F=~a~ciF~~~¡,=N~~¡====================== 
Ol~Enston ar (N,M)l~líll,ucN)1Vl5000) 
¡ 112:2 - - . • . - • 
00 l t K : ¡, IJ 

11 V(K) : OlKJ 
DU 3 K : t,N " 

IF (K ,Lt, ll ~O TO > 
Z=V(K) • 
L = 11'12 
IF (K ,G 1, llJ L : K " M • h/2 
DO 1 J :"L•K· " . 

l Z: Z ··Ar(A 1 J•l·K+M)•V(J•l) 
2 V (K) : Z " " - · • • 
3 CONT' IJUE 

DO 4AK = 1,~J 
4 U(K) : V(•)IAr(A 1 M) 

DO 7 K • 1,~· . - ... 
J:~+l•K 
!F (J .LE· 1) Gu_ .r.o b 
Z : U(Jl - " 
L : I ~2 . 
!F CJ ,GT• "I L • J • M + 1!2 
DO s 1 = c,a 

!O : Z " 1 " J + M 
ucr-11· • ucx-o -· AfCJ,1aJ•z 

COIH!NUE . . • . " ' 
Cr.NT!llUE 
CO~TillUE 
RETURN 
El/O 

! 
~-~"lo·· . 



110/21/8$) (lSAX)PROG~AMA/<D O" IINA~, . . . . . 
1 C• IfllCIA::::::::=:=:=:=:::::=:=:=:::::::::::=:=:::::::::::::::: 
2 r.• 
3 e• 
• e• 
5 C* 
6 e• 
1 e• 
A C* q 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 e• 
17 
18 231 

~Ó e• 
21 
22 
23 
2 4 
25 
2h 
27 
2B 
29 
30 
31 
32 

H 
35 
36 
37 
3íl 
3q 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
4 íl 
4q 
50 
51 
52 
53 
54 
55 

~~ 
56 

3 

1 

2 

WHITEC6 2311."X•N'rNP 
FOR~AT(~ ~Xir:r,NPº",3(Jq,u "!)' 
00 100 N:t,íl!w ' 
~RITE (6 • IJ " 

OU 100 Nfl:!llJJ 
Rftp:( ryl!FIJN) • 
BB=-c~~P*P'C•r"l oo 3 1xz=¡•6· · 

!TI= 1 (lXlJ 
JT2=J1'\lX<J 
JT3=J1'1 tl'l) 
!Tll:JTfltl"Zl 
X[JAZ)':•Xll 11 N¡ 
Y(J•z¡:rY\lt2,NNl 
XN(lX•)•p•llT3,N 
YN(lXZJ=P 1 l!T4 1 NNl 

CílrJTJ l!UE · " '· · 
XT1:X(l)+0•4>•nI 
XT2:X(2)"0;4>•nl 
IF ((XC4J,Gf,Xlll,ANU,(Xl4J,LT,XT21l GU_ .r.o 
Y(4):RMP*x•41 • ~o " - . 
GO T fl c.. ~ - .. .. 

COtlTJl!ÍIE 
X(4):(Y(•¡·so¡•HMP 
Xll(/¡J:X(•" . -
Yll(41=Yl•l 
'Ml:(f!•!l•<+lC•ll) 
IN2:JMl+I .. -· -
!113=H12+1 
JHl=(l'N•l)•2•I•Cl3) 
Jt!?=Jr:1+1 - - • 
Jr.n=Jri2+1 
111D(1):JNI 
ltl0(2):JN2 
rno¡J¡=INJ JND 1 :JNI · 
JND 2 :JN2 
JN0(3 :JN3 
IF (NM,Gl,I) GU TO IU 
IF (JI!! CE:QJ UO"TO 10 

IFCCN.LE3!1.•n•.•It1!,Gltºll U(It1!6JNIJ=F•X(X(l)1Y(l)1T1ME,10,IrR1 
U(lN2 1 N!l~f<X~X~6! 1 ~ b !T!HErT !I~R! · · . " · 



l!0/21/83) (lSAX)PROGRAHA/~íl O" llHA~, . . . .. 
1 C• llJICIA::::::::=:=:=:=:::::::::::::::::::::=:=:::::::::::::::: 
i! e* 
3 e• n e• 
5 e• 
6 e• 
7 e• 
R C• q 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
lb e• 
17 
18 231 
¿Ó e• 
21 
22 
23 
24 
25 
2h 
27 
28 
2q 
30 
31 
32 
H 
30, 
3¡, 
37 
38 
3q 
40 
41 
42 • 
43 
4q 
45 
4b 
47 
4~ 
4q 
50 
51 
52 
53 
54 
55 

§9 
58 

3 

1 

WRITE(b 23!l' "X1Nt,Np 
FOR~AT(i ~Xif!t,Np-,3(J4r" "J_) 
DO 100 N:l 1 íl!- " 
~RITE[h •IJ '' ou 100 NIJ=l f!JJ 

RMp:[ •yl!FNN) • py(l,NNI )/( pX~3~N! : ~X~l 1 N)) 
BB:•(RMP'P'[j 1 1•) • PF[l 1 ~N!l 
oo 3 rxz=¡•h· · 

¡r¡: 1 [lX<J 
IT?=Jl'(lX<J 
IT3=I''IJllAZJ 
n11:J'l'll\ PZj 
xcr•zr:•X•I 1,11, 
vc1•z¡:PY\112,NNl 
XN(lX•J=P'llT3 1 N 
v~c1xz¡=P 1 C1T4,NNl 

CílllTJl!UE · " ·" · 
XT):X(l)+O•n"•"l 
xr2=xc21·0~4"*"I 
IF ((XC4J,GT,Xll},ANU,(X\4l,LT,XT2J) G~ TO 1 
Y(t¡):r,MP•X<4J • Ho ' • 
GO TO " " ... 
COIJT H!l'IE 
X(Q):(YC"l"Bd)IRMP 
Xll(4J=xC• " . -
Yll[4):Y[O) 
1 Nl:(U•ll•~tlC•ll) 
ltt2=!111+1 • . -· . 
1113=!112+1 
Jlll = crm-1 l •2•1 ~e l3J 
Jt!?=.H!I +1 · - • 
J1n=Jr;2+1 
1tJll(¡l:JNl 
Itl0(2 :IN2 
rno¡3¡=1•3 JNO 1 :JNI · 
JNO 2 :JN2 
JtJO (3 :JN3 
IF (NN,Gl,1) GU TO IU 
IF (Jlll CE:oJ OO"TO 10 

IFr¡N,LEJ!J.•11~,ClN!}Gl{OlJ U[INt6JNll=F~XlXCl)1Y(1) 1 T¡ME1T01I•RJ O 1~2 1 Nl)=f~X\Xlb 1 T b rTHlE1T 1l~RJ · · . ~ · .... '•··· •.•. --~ , 

• 



~10/21/8~) (lSAXJPROGnA"A/~D O• 

59 
hO 
bl 
62 
63 
&a 
b5 
bb 
&7 
bR 
b9· 
70 
71 
72 
73 
1a 
75 
76 
77 
7R 
79 
80 
81 
82 
83 
en 
85 
86 
87 
88 
aq 
;¡y 
92 
q3 
94 
95 
% 
97 
qn 
qq 

100 
1o1 
102 
103 
1 º'' 105 
101. 
107 
100 
1oq 
110 
111 
11§ 
114 
115 
116 

10 

20 

l F r Hl3. Lt ·''XJ u l ll!JÓJlil) =f tx (X (2), 1 (¿), T IllEr TO, IrH) 
IF ¡M.Gr. tl bU ru ~ . 
IF TUl.C(iQJ bU ro ¿o 
u rt~lt, 111¿1 =rtnx ts¡, 115), Tlt!Cr ro, I~HJ 
IFCJ~3.Lt."YJ U(ll! ,J~3J=FtXCXf3J 1 1(.l)rTIHErrU,¡pw¡ U(l,?tJll¿):ftXlXl4J,1(4lrTlMEr U¡a~RJ . 
IFCIMl.Lt,"IJ "Cln3,Jn2 =Ftx(XU(b)iYN(•J,TIMErTO,IPP) 
IFCJo1.Gl.~YJ bO TO •O · . · 
11(!'12tJ~r.>¡=ftX\Xll(5) .v~p¡ 1TIME, 1 o. I~RJ 
¡~ l 1'l.>. Lt .•:x J • u l lfl3, JN~J =Ftx (XII( 1). YN (1 J, TlMEr TO r IPPJ 

íORMAT(J(" A•rGl5·6J) - · · " - · · 
FURHIT¡1(' T•IGl5;6J) ºº 30 J:\ b - . - . 

11 :l T (!,!J 
Irll=1r111c11i 
lf ((IN!•L1,IJ•OH.(!Ml,Gl,MX)) GU .1.0 3U 
Jl:J1pJ1 .. · - ·· -, 
Jlll:Jl.íl(JIJ 
IF ((JM\;L•.1¡-oH,(JMl,G•.nv)J GU 10 3u 
111:1111 • ~J" "IJ•llX " . · 
DO 3\ KL=¡l ¡J • · 

K\:ITlKC) -
K'll=INOtKI) 
!F CC•Ml¡Lr.1l,OR.(KMl,6T.NX)J 60 TU $1 
Lt:JTlKC - . . - .. 
LM!:JNOtLIJ · 
IF ((LMl,~T·IJ,OR•CLMl,6T,NYJJ liO T! $1 
JJ \:KM!"+" (CMl•IJ *NX " •• . · 
¡¡:MAAOIIllVJJI) 
JJT•IAO~(lll•aJt) 
Jj:t\•JJT • -
Rq ¡=r 11!1°( l IME, To. us. X r y, UllU r IJ r •L· º' IPRJ 
~I lliJ'J=M•t11 1 JJ) +-RK! - · · -

31 COIHUllJE- " -. . - . 
~O CONT!llUE 

ou 32 1.1=1 ¡• 
12•r1111 J) 
1112=11rnc12i 

.IF ((!M21Ll,l)o0R,(IM2,Gl,Nxll ~V 10 3~. 
J2=JTllfIJJ"" . .• •• -
JH2•JttnC•2l 
!f (¡J1.12;L1,ll.0R,(JM2,Gl,Ny)l GU 10 3~ 
1I2•1r:2 + ''J•2"l l•llX " • · 
DO 3~ KL•tlIJ "· · -

K2•1T''!'L1 
K•\2:INO·¡y,¿) 
IF CC•ll~.Lr•IJ,DR·CKM~,GT,NXJJ 60 T~ B 
L2:.1t11c•u - · · · ·· · 
LM2:JNOtL~l 
IF (CLl\<,~t•l),OR•ILM¿,GT,NYJJ GO T~ 33 
JJ2:KM2·+ (Cr\~·1J*ÑX " ·· 
t¡:MAAOl112'1JJ2 
JJT:IAB~(ll'•jJ?.) 
JJ:M•JJ1 · ' · • 
RR2=F tlJl' ( 1 IMEt TO, UB, xr'. llJ 1 UUO, IJ r•L •O, IPHJ 
~\A(lliJ')=M•(1I,JJ) +"ttH2 - .. - · 

CONTtuuE- ~ -. . . 
CUNTINUE 

PAGlNA: 1~·2 
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117 100 CUNT!NUE 
¡¡~ ~= ===================================================== 
120 P.ETURN 
121 ENO 
122 C• REl:•:::::::::=:=:::=:::::=:=:=:=:::::::::::=::::::::::::: 
123 e• 
12ij e• 
12s e• 
12& e• 
121 e• 
12R C• 
12q e• 
130 

B1 
153 
1311 
135 
13& 
137 
136 
13q 
140 
141 e• 
1Q2 
1'13 
14ij 

Ul2 
1•7 
146 
14q 
ISO 
15\ 
152 
¡S3 

So 
·\ 55 
156 
IS7 
15R 
1sq 
lbO 
lb! 
lb2 
lb3 
lb4 
lbS 
1 bb 
lb7 
lb8 
lb9 
170 
171 
172 
173 
174 

3 

1 
2 

WHTTEfb 231J NX0~1,Mp 
FORMA et NXifJt 1NP•1J(l4•" "J) ºº 100 ~=1,r11·· ' . ' -
~RITECb,•/J " 

00 100 Nll:\ llJJ 
Rrtp:( PyltrlJN) • py(j,NUJ )/( pX!3~N! : ~X.O,NJ) 
BB=·IR•P•r•r~,n) • pT(l,MU)) 
oo 3 1n=¡•& - · ITI= l(lXL) 

l T2•J1' ( l XL' 
IT3=J"ífl\l'lJ 
IT4•J1'11ll•l¡ 
xr1•zr=•Xll 1,NJ 
vc1•z•=•v•112,NNl 
XN(lX<)•P•l!T3 N) 
YN(lXl)•PT(lT4:NN) 

CO•IT Jr!IJE. .. 
XTl:x¡11•0·3''"1 
xr2=x 2 ·o•3'*"1 IF ((X(ijl,GT,X11),ANU,(Xl4),LT,X12l) G~ TO l 
Y(llJ:nl1P•X't4l • Uu . • -. .. .. • -
GO TO c. ' . w • 

X(ij):(9(4)"B~)IHMP 
XHl4J:X(•)" .. 
vtl(4J:Y(q) 
IHl•(ll•ll•~tlC•(I) 
lll2•1Hltl " · .. · 
1111=1112+1 
Jlll: CllN• l l •2•I•C (3) 
Jtl2:JN1+1 • ~-· 
Jt)3:,Jf12t I 
lllO(l):IAl 

rnn¡2¡=IN2 !tm 3 :JN3 
Jrm 1 :JNt 
Jt!n 2 :JN2 
JtJD 3 :J~3 

" . ' ' . 

i 

' 1 

_J 
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175 

(ISAXlPRDGRl~A/~O O• IIMAti, 
. IF 0111.Gl,I) GU l(l JU 

!F (Jtll .~E;o¡ 0 o··To 10 l 7b 
177 
17A 
17q 
180 
181 
182 
183 
181¡ 
185 
18& 
167 
168 
189 
190 
!91 
192 
193 
1911 
195 
19& 
197 
19~ 
1qq 
200 
201 
202 
203 
2011 
205 
?.Ob 
207 
20~ 
2oq 
210 
211 
212 
213 
2111 
215 
21& 
217 
218 
21q 
220 
221 
222 
?.23 
224 
225 
22& 
227 
?.2 n 
?.2q 
230 
23! 
232 

10 

20 

141 
. 142 

40 

IF c¡IJ,Lf .1 J .•11~. lll!l .G' ·º¡) u \Illl ,_Jlll l :rtX (X (1) 'y (1) 'TIME, TO, I•RJ 
u 1'12 .JlllJ=FtXlX(~J,l(b ITll,[.TUr!•RJ . - . 
I l!N~.Lt,NXJ U(1113,JIJI =FtX(X(2J,ll¿)•TIHt.TO,IPHJ 
IF'(N,GT•tl llU.TIJ ~o· · · .. 
IF (!111,CE•OI 0 U'TO ¿o 
ll(JIJI .rn¿¡=rtx'lX¡~¡ T(~i·TlftE1TO.IPRJ 
lf(JIJ~,Lt,ny¡ u¡ n :JNJ =FtX(X(3¡,T(J)tTIHErJO,IPH) 
u e Pr2, .rn¿¡ =rtx lx ca1,' e ql, T irte. ro ,rp1u • 
IFllM1,Lt,NXJ U(11:3,JN2 •FtX(Xt1(b),Y•lºl1TIME,TO,IPRJ 
rr¡Jll3,Gl,rlYJ "ºTO •O . . 

V~c1~~~r=!=~~x~f~~i!SllJ~JEl!~61lf;l:'c1,T1ME,10,1PRJ 
F0R'IAT(3!" A•iGISoll)) " · · . · 
FURMITf ~ • T•iG15;8)) ºº 30 .1= 1. o . . - . 

ll:JT(IJI 
1rt1 =nin c1 JI 

. JF ((!MJ;Ll,l)•UR,(IM!,Gl,NX)) GU 10 JV 
Jl:JT(IJJ .. . . " .. 
Jf.11•.ll!O(JJJ 
IF ((Jlll¡Lr,l)•OR,(JMl,Gl,Ny)) GU 10 JU 
lll•rtl1 • tJ'll"l)•llX " . 
00 31 KL•p ¡J . 

Kt:ITlKO). 
K'H:INOtK 1) 
IF l!•fll,LT•IJ,ORo(Krtl,~T,NXJl ~O ru. 31 
Ll:JTlK'J • · ·· • ·• · 
L'l\:JrlOtLI) 
IF ((Llll,LT•ll,Oíl·(Llll,~T.NY)l GO T~ 31 
JJl:Kl·lt "• ·c~r-11-¡1•NX ... 
l!•Ml•Ol!llo'J,JI 
JJT•I•B>(lll·~JI) 
JJ:/.l•JJT . • " 
~R,:flNT(IIME1To,us,x,Y1UNO,IJ,•LrO•IPR) 
ql ¡¡¡Ja)=M•( lrJJ) •"RH! • ·· · • • · 

31 CONT!llllE. " .. . . . 
30 CONTirltJE ºº 32 !.J;:t,b 

!2:JTl!l!JJ 
m2=1r:ur121 
!F ((!M2;L1,l)•UH,(!M2,Gl,NX)l GU 10 3< 
J2:JTll( lªl" . .. . " • . .. . 
JH2=Jr:n (J2J 
!F (!JM2•L1jl)•UH,(JM2,Gl,NY)l GU 10 3~ 
1!2:1112 • t ~2"1) •llX " . · 
00 33 KL•t)!J " . 

K?=JTN("I J 
·K~2=!NDtK<l 
!F ((~Mt,LJ•ll,ORo(KH¿,ijT,NX)l HU T~ 33 
L?=JTN c•u · · - · .. · · 
LM2:J~OtL~l . 
IF ((LM<,LT•IJ~ORo(LM<,UT,NY)l HO T~ 33 
JJ2:KM2'+ '(CM2•1J*NX ' .• · 
l!=MIXOl!12iJJ2) 
JJT:JAD> (II<·~J2) 
JJ:MwaJT · ··-- " 
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233 
23Q 
235 
23~ 
237 
238 
2H 
?.QO 
zq¡ 

RR~=F rn 1 ( 1 I"'Ec ro. UB, xri~ rn, lltlO, I J, ~L. o, iPH) 
11A l11Ja)•R•(1I,JJ) +"ttH2 · ' · 

33 COHTII UEº - • · 
32 CUllTTNllE 

IDO CUtlTINUE 
e• ===================================================== e• . 

.. 

RETURN 
ENO 

·' 

¡ 

... -. -- ', .. . :...· 
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~H 
235 
23~ 
237 
238 
23q 
?.40 
241 

RR~:Flttl(IJME¡To.ua,xn.1N,UN0,1J,KL10,tPHJ 
11A IIIJ~)=H•( l 1 JJ) +-ttH2 · . • 33 CONT! UE. - .. . · . 

32 CUIHTNIJE 
1 DO CUNTINUE 

e• :==================================================== e• . 

.. 

RETURN 
END 

•' 

':· 

J 

...... 
; ;, . 
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.: 

~ 
q 
5 
6 
1 

fUNCTION IXX(AXrLM) 
IJXPl:NX+I ••.• 
!F lLM.GT NXPll l•X=ttXPl+NX"LM 
IF t(LM.G~,jl; ~Q¡(L~.L~.Nxr11i Ixx=S!N!·~M 
IF (LM,LT.3) 1xx:IO•LH ~ . 
RETURN • ' . • • 
END ' 

1 • 

i 
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~ 
4 
5 
b 
7 
8 
q 

10 
U· 
13 
14 
IS 
lh 
17 
18 

' 

(lSAXlPROGRA~A/~D D~ IIMA~, . •, - ·. . 
FU~CTION 1v1cnx1L~l 
llXPl:!IX+I ' " . " 
IF tLM.GT 7) 1yl:13+Lf1 
If ((L1.Gf,j¡¡A~O;(L~.L~.6)J I.vv=&+LH 
IF CLM,LE.~I ty1=~M · · • 
Rt: TURN · " • . "· 
ENO 

. : I! ·' 

1 
" ,· 

• 
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i e: 
! e• 
4 
5 

~ 
B 
q 

H 
12 
13 
14 
15 
16 
11 
IA 
I '> 
20 
21 
22 

. 23 
24 
25: 
26 

CISAXlPROGRAMA/~D o~ IIMAti, 

FUfJCTION UN~:=:::::::::=:::::::::;;=~=:=:=::::::::::: 
r5fiEri5ij=oij~1i¡;¡¡;51~1r;1~;1ir,~;19¡¡~~¡===;========= 
DIHENSIOtl X1(8)iY1C6) 1 U1(6)' • · • e • 
U~9~A~ . - . . . . 
END ' 

.: 
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