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Singularidades no—-puntuales gn la frontera,
Isaac Rudomin Goldberg

Resumen
En este trabajo se anali:za 1la ecuacidn de difusidn:
.....i"__=V- (FVM)-?‘A 4-1. . —
3 1
en donde s =0 en parte de la fronterar digamos {0,y n-Vau=o(i. e,

la componente normal) en &1 resto de la frontera, es deciv en J 0, .

En esta ecvacidn, p=¢t,9,&M 20 1=106yE 30y $=500y,¢,m) de la
+

que resulta uvna ecuacion parabolics no—lineal,

Hasta ahora se ha usado con €xito al método de elementos finitos para

ecuaciones elipticas lineales, con singularidades puntvalesr en la
£rentera hociendole modificaciones 'aprqpiadas al metodo (Whikeman y
Wait). Ha sido utilizado también en el caso de ecuvacisnes parabblicas
sin singularidades (Wait), En el problema arriba planteador para p= o
la no—linealidad de la ecvacicn proeduce soluciones singulares: donde
lag singularidades son no puntuales (i.e. singularidades en foda wna
parte de la frongera) que permanecen al awvanzar en el tiempo.

Se aplican las modificaciones al mdtodo de elemento finite suvgeridas
por Whiteman ¢ Wait para ecuacjgnes elfpticas con singularidades
puntuales, es decitr 1los métodos de : elemento singular eon puntos
cuartos., de funciones base singularas h refinamiento local. Se trata
basicamente el casc unidimensional. buscandose posterirrmenmte erxtender
los resultados encontrados al casg bidlmensfbﬁat

i



tay., L.
En los prablemas unidimensionales funcigaan los tres metodos, es decir
al utilizarlos se obtiene Una mejor aproximacion a'la selucidn que con
el método de elementos finitos con elementos regulares. Para mallas
gruesas: es mejyor utilizar refinamiento local, pero tambien mucho ras
caro pues Tequiere mayor tiempo de computo. Para mallae finas al
incremento en tiempo dP cémputo =2s relativamente mewor, pero lcs

resultados Yya no son distinguibles de los otros métodos.

En el caso bidimensional se obtiane £l Comportamiento ' egpa2rado al
aplicar-re#inémientu local:, es deciry sucede 1o misso que en al caso
unldimensinnai. Sin embarge:, y estao es ouy importante: en el caso d=1
metodo de elementos con punto cuarte mNo se encontvre wna mejer
aproximacion a 1la solucion c¢omo se esperabal 5in  embargo les
experimentos hechosg no son ccncluyentes. Se discuten varias
explicaciones posibles., pero los resultados obtenides no permiten
decidir cual es la verdadera causa del comportamiento obs@rvado.

En ambos casos (uni Y bi-dime.sionales) al rTeso]ver pvablémas‘
independientes del tiempaua. es dacir pveoblemas elipticos. como  si
fueran parabolicos no fue posible asegurar (con Jes resuvltades
obtenidos) si el procese estaba convergiendo a la selucidn cazo
teoricamente se esperaba. Con das ¢ tres pasos.en el tiempo saria paco.
probable observar tal convergencia

El presente trabajo se ha dividido en capftulos., en las cuales se
tratan los siguientes temas:

1) En el primer :ap{tulo se descrihe el pgroeblema que nos interzsas su
procedencia e importancia.

2) En'el capitulo 2 se hace wuna peque~na introduccidn a probleras
variacionales, que sirve de base teovica al método 4de elementos
finitos.

3) En los capftulos 3 y 4 se describe muy someramente e] método de
elemento finito, tratando aspectos tedrices.
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4) En los capftulos 5, & Yy 7 se habla de la implementacréh, asi como
las diversas adaptaciones al métods necesarias para tratar el ‘problama
de interds: asimismo se discuten las modificaciones al métode que han

sido utilizadas para la solucich de ecuaciones singulares

5) En el capitulb 8 se muestran las Tresuvltados obtenidos al aplicar
estos métodos al problema de: interds en el caso unidimensional,

&) En los capftulos 9 y 10 se estudia la extensich de 16: recultados
anteriores al.caso bhidimensignal.

7) En el capitulo 11 se amaliza 13 convergencia del métedo en los
diferentes casos y se resumen las conclusiones generales del 4grabago.
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CAPITULO 1 Planteamicento del prcblema

Una aplicacion del métndo de elementes Finitos (en 1o sucesivo
denominado F.E. M. ) que ha Tecibido mucha 2tencidn es ol estudio de las
singularidades. England Y Hennart analizan un problema de difusicn
que surge en estudios sobre simulaclen de plasma en disposibtivos deo
fusidn (como puede verse en [1] y E2]1 ). Este problema lleva a 1la
ecuaciodn

a.!-'. - D

Dis teaks _3-“—) » f Lt ko, f) € Rlo,T)
3+ T;:( 3 w3 ) T - 2_ (e {
T oApa=t

donde £ es una seccion del plano(*nﬂl.ﬂttunﬂq es el teéwnsar de difusidn

y $t5x,t) es una fuente externa da plasma. Tenemos la condicidn inicial

M(x"i‘plz.ﬂouuﬂl e nedfl y las condiciones de Frontara:
aa__ M(K.'!t't):“‘V'ﬂ'c*'n’ﬁ-,&"’:a + Ceayvy,t) & fﬁLX(U;TJ
v
ML, %, ) =0 ¥ lx., 71, €} & a1, x (o, TY

En los trabajos arriba citados: England y Hennart utiltzan e] wadtode
de elementos finitos para encontrar la sclucidh al problema descrito.
Tuvieron problemas para alcanzar 1la pfecision desmada en casos
singulares en que P=0 en parte de la frontera:. lo cual ep una condicidn
que surge frecuentemente. Este praoblema motivd el presente Lrabajo..

seccion 1.1 Introduccion ‘al problema

+ .
in
H .

En este trabajo se considera el uso de F.E.M. para reselver aquellos



N o . : Con : - iag. .1

problemas que son parabdlicos y canservan las singuliaridades
originales a lo  largo del tiempo, El metodo en su forma usuali, as
decir cvando e usan elementos regulares, prvoduce buenas

aproximaciones a problemas como el de difusicon si las sclutiches son
suficientemente suaves (ver [81 ), Sin embargo cuanda se tienan
singularidades, la funcion de aproximacidn del metodo de elementos
finitos. flue es casi siempre una funcidw polinomial por trozos. as
incapaz de reproducir la ferma singular. Esto es causa ¢e que puadan
ocurrir grandes errores cerca de la singuviaridad. )

Hay wvarias teénicas que se han aplicade a casos con sinmgularidadas
puntuvales en ecuaciones elipticas, por ej)emplo las dezcritas en lasg
referencias de Whiteman Y Wait ( L33 . £41 y [81] }. Mas interasa
analizar que sucede en el caso parabdlico con sinnularidades gue
persisten a 1lo 1largo del tiempe y se localizan an trazes de la

—

frontera.

Se analiza una ecuvacioh de difusidn generalizada semejante a las

estudiada por England & Hennart, & saber:
O 2 V.o (pVa) —qa + £ o)
ot

en donde 4 =0 en parte de la frontera, digamnséﬁngnnﬂa=a an el resto
de la frontera, es decitdfl,, En esta ecuacidn:

ﬁ:r(xmha)}a
q 4 f*‘:'ﬂ:*ﬂ‘t)'zo

.?

de lo que resulta una ecuacion parabflica no—lineal,

]

1

‘r t X, ‘3- {‘l“"‘)

'Hasta ahora se ha usado con &xito el mdtedo de elementos finites para
ecyationes elipticas lineales: con singularidades puntuates en la
frontera, y para ecuaciones parabtblicas sin singularidades. €n este
trabayo 5e'ap1ican pstos metodos al prebtiema arriba descrita, gque es
parabolico, y en el gue encontramos singularidades no puntunles (i.=.
singularidades en toda una parte de la frontera) que son groducidas
por la no~linealidad de la ecuacida cuando se tiene p=p. Estas singu-
laridades se mantienen a lo lavgo deld tiempo.
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seccion 1.2 Comportamiento singular de ¢] protlema da

interda

Veamos un problema semegante al avriba planteado {por smmplisficar =l

analisis aqui presento el caso unidimensional; un anblisis s€me jante

se haria en un caso bhidimensional):

d 4

Y

m M
( 2 ¥

Supongamos que la solucion tiene la forma

A: LX) = IR

Sustituyendo, resuvlta

¢ 29 .

‘utilizando

z

1
Y

@ 2
éx (¢

o)

:
'

).‘

L ¥
<A

o

A

separacion de wvariables se tiliene:

BRI

donde ¥ es constente.

Se propone

¢ = #C!] = Qo x(a + q‘xﬁ A

donde

o <f.
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ya,to ( Po >0 para que f,=0 en la singularidad que se supon2 en x=o0 ).

Entonces

T ’ l-—
_a-'i'-‘ = fo ds ¥ LP ' + 7, a, "(Lf VY
ax oL
de donde
¢ a.___¢ = fo qe? % Lzfe-n £ a Lo
gx .
+ta, a; Ct4?,) Y("" vt =)
E N
sustituyendo resulta: |

Lt fe ~1 .
. } F A2 (2 ety s CTP =2

=aps a, P {fa+P~1) x {to » Py~2 )

] > _ 2
5_;((4 -fg) = foap% (2P, -1y
| : .

+ de A, P‘ Lf54r._‘)x(_t’g+r. -2) N
!

Foen - i

Si Yit)+ o entonces de (z) resulta que

‘z:‘(?sagé_) "K'! = O

implica que el coeficiente del t€rmino deminante debe ser muvle (ningun

otro término lo puede anular) es deciT que Pody® (1P, ~1)}=0 pera cono

A:#0 necesariamente @ { 2fo ~i) 2p - Como f. 2P entonces 72Pe - =V es decir

?n:}l" - Por ser el termino dominanta es claTo que 4 tienms la forma  Jx.

seccion 1.3 Proceso saguida

Como ya se menciond, el propoesits de zste trabago es resclver ol

problema -+ = V. (pVu) — g T+ 5 o
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con las condiciones aze endf2,y n-74,=o enc[ﬂ;. El procesa que seo
utilizd para Tesolver pProblemss de easte tipoe so describe a

continuacidn:

En primer lugar se examind el cass eliptico donde .y-y4¢x). En tal caso

el problema queda expresado como

)__ 3 - =
ax,(r}?;—) qu TET

Despes se considero el caso parabélico'44=4tvyé\‘ en el gque resulta

p. _

¢ = l.(féxx)vqu o

b} 7% rEY

Finalmente se trabajo con el casg bhidiwensional y pavabélice donde

se tiene Mozar (e, L)

é&_ = V. (.fvdd - QM; 4 £
_E H

i

Se contaba cen el programa PVF/FEMQ (de J. P. Hennart) que {rata el
caso eliptico lineal en una dimersién cef Una malla wvniforme y una
base cuadratica. Se procedig entgnces a convertir el programa en
isoparametrico (ya que asi se haca mas sencilla la inclusidn de mallas
con refinamiento local y elementoes con neodos al punto gvarta, dos de

las tecnicas que aplicaremos pavra {ratar las singularidades’,

Después se considerd 1a posibilidad ge incluir las ecvaciones no
lineales. Posteriormente se incluyerop 10s metodos para tratar las
singulapidades, despues de lo cual se modificd el pragrama para
resolver el caso pavabelico.

Una vez completada esta fase el programa se transfovrmo en uno para dcs
dimensiones, lo cual ne fue f{rivial debido-al incremente significative
del tiempo de proceso 51 se ytilizan simplistamente Jos mismas

" mdtodos,

L]
vwrdimcngional



~ ‘ . R Ftag., 2:95

Las singulariéades fueron tratadas de <res maneras distintas, con el
obyjeto de obtener megjores Aproximacliones a la solucidn de laz ‘ecuacién
diferencial en relacidn con el aétode de elementos finitos con
elementos Tegulares:

1) Modificando el tipo de elementos cerca de la singularidad, usarndo
los llamadaos elementes singulares con puntos cuartos. que nan  sizZe
vtilizados con &xita en singularidades puntuales en problemas
elfpticos por Wait (ver [47 ). ’

2) Mediante un refinamiento local alrededer de la singulavidad. Este
metodo tambien ha sido ensayado con exite (en problamas elfpticos) por
Whiteman y Wait (vep [31 . [4] )} enire otras.

3) Utilizando funtiones base especiales coeme ha heche Whiteman (ver
£31 ) tambidn para casos elipticos

3
!
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CARITULO 2 Problemas Varia;ionales

Sea V.K-2R un espacio de funcionga: se llama funcionaies A& les mazzos
T:v—r;

R ;_é:v ‘tc_.ﬁ-:) e R
TigtadeR
Los m&todos de wesolucidn de problenas wvariacionales. as daocir

problemas sobre obtencion de maximas y pinimos de los fovncicnales son
seme jantes a los utilizados para obtener extremes dg funcisnes.
Hecesitamos las siguientes definicianes (wver L1111 }:

1) Si T es un funcional que depande de Y L=} la denotames por Tiyn).

2) El incremento o variacion '5‘?) dal argumanto y¢» del funciomnal Tlywal
es la diferencia entre dos funciones dyz= v ~4,Lx) donde yolvaria
arbitrariamente sobre cierta clase de funciones.

3) El1 funcional Tilyl=1} es centinua para = Yen el sentido de prowi-
midad de k—esimo orden si para tgdo E7C existe uen Jro tal que

] Tyl =T (y, )| ¢ €

para \ta(‘).'_ ‘ij‘ﬂ\CJ‘
] 9wy —g exdY e d

) \Jud(y) - jofk)“, Ve d

H
i

S

(tomando la funcion Y(») de la clase de funciones sobre )z cual ol
funcional T(y(xy) esta definido). '

: ?
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4) Un funcional es lineal si satisface
w{c !a(.\()) = Cﬁ(b(ﬂ)
Wtb'("‘\"' Vel o= Tr(‘_’).(‘()) -LTI—(.‘-_‘J._(-:i)

donde < es una constante arbitraria y r Y, funciones an @] domipio

adecuado.

5) Si

i T= m(bt,quha) - T lyear)

puede representarse como

AITI' = L 'f.f)(x'], lfta) + P’('b‘-"hdfa) "'\oa..u]nr_g)

donde L{ywn, L) es un funciomal lineal respecto a d, y 4 Ly, di)yocuanda
mawldyl 50 entonces L(tj[x),fv') es laz variacion del funcieomal Wiy x) )
y se representa camea J A . Es la parte principal del iwciamznto.

Para funcienales 7"(3(:‘1) (0 mas complajos) godemos definir 13 wariacion

como la derivada del Funcional"ﬁ(jcx) 44&3 Y con respeito add t+ para
4d=0 esg decir: )

ST = 2 7 1y vady) ]
A o o

Si el PuncionalT(ﬂa)) , que posee wvariaciom alcanza swo edbtremo para
Y=Y {x) siendo Y. (x) un punito interior de 1la Tegidn de définicidn del
funcional: entonces para Y=Yy (x) teadremas J -0,

En el caso de funcionales

¥y .
Tlyen) = 5 Fixy,y)d,
Xo '
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con puntaos de frontera £iJo0s para las curvas admisiPle&guw);ngtﬁjry,
tendremos que 5i conuidevamos los valorces del funcional sole en ta
familia de curvas 3:5()4,,4):-_3(41,;‘;&’” ttveg contiene parp Jdo-o la ¢curva
en la cuval se alcenza el sxtreao, el funcional se transferma &n
funcion de &, Tlylx,)) =4 () yo que el valoT del paramette .o

determing una curva de la familia tjth(ag) y por lo tants o) valor 4e
T lylyd)) . Esta funcion £0ld) tieng un extremn en o =p puyesto que
para este valor se ohtiene 9:3UL

La condicidn necesaria para que TLyla) tenga un oxtremg enf (W) cs €Ye) =0
y como

¥,
AlL)= 5‘ Flx% ,ulx,4), j'(x,a.)) d e

oo

—

entonces, considerando 3:9&4)9 Y zyla) como variables:

. X, .
Aty = 5’(6 [F‘?-j_d D(K,«.) + F_.)\ ;2:{ j‘(")d- )J(l)(

donde

F\) = é__ F > yLxgaL) , Yyt ¢l '

Y
F‘:l‘ =2 F x, yio=), y'end))
3 o
Como
7 d ) :
= YR ) T 2 (uex +udy ) =4, 2 yga) =2yl radyt) =iy
5‘4‘0 J adgxl ..(3) 9 ad‘J % o) Juc) 9 9
entonces

L4 i
‘e"(‘)-“ _i [.Fb L"',ytx)lﬂ‘cxﬂ)‘rj 3 Fbl (-“,ljl.’“/ ‘-J‘[()J_t(.t;'] dx
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coms habiamos dicho. entonces si.f}cngm, para un extremp se tiens JShi=p

es decir que si

%, 7 :
Ty} = 5; Flx, 9, d o =

sé necesita
X, .
Sxo (':'90’«9 A ¥y 1 Ydx =0

Como Syl .50y Jv) 3P + entonces la condicioh necesaria de

extremo toma la forma

. x
fme§ ' (rye 2 F o), Ak =
o ( g7 oy Y ) yex =0
basta tener
F_QF\::D
J e )
en la curva j=yw) que Tealiza el  gxtremo del Hfumcional TT

considerado. Esto se generaliza pars funcionales que dependen de aas
funciones, de funciones de variablas independientes . p de derivadas
de mayor orden.

seccion 2,1 Mdtodas directas
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Las ecuaciones diferenciales da 1los preblemas wvaviacicwales seo
integran de manera analfitica (como =2n el ojemplo d¢ la seccidn
anterior) solo excepcionalmente, por lo gque surgen leos llaimadas  (wver
£113) métodos directos cuya idea ss consaderar al problemz vaviacienzl
como 1{mite de un problema de extremo para una funcidn de un nimeTo
finito de variables, solucionandosz este sor métodos comunes. y con g1

paso al 1imite obtener 1a sslucidn del gvrecblema correspendiente.
A continvacicen menciono dos métodos diteckos comunmante vradoz:

1) E1 método de diferencias finitas de Euler, que ne cansidera leos
valeres del funcionpal en las curvas arbitrarias admisibies en a2t
problema variacional dado. sino en las lineas quebradgs formadas par
un numero dade de segmentos vectilinesy cuyas abocisas eshaﬁ dadss
{esto es en una dimensibn) y donda 21 FuncionalTﬂytxﬂ se transforma an
una funcion Llu,y, ... y,) de las ordenadss de estos vIréices: deter—

minando 9-;9;,'“ Y., del sistema de ezvaciones:

J 4 df < p

_— =0 , X ..

Y 9

W)
n

=0

|

[~

EY

ey

!
i

. ., " . = .
obteniende una solucion apraximada al pretlema variaciunal.

2Y El  llamado metodo de Ritz (que dcoctcollaremes mas adelante) que
conisidera los wvaleores del funciecnal no  en curvas acbitrarias
admisibles para el problema variacieonal dado, sino solo en teodas las
combinaciones lineales:

.U“ ‘.X): é Uq'f" (%)

con coeficientes constantes posibies formadas por las grimeras fun—
ciones de cierta svcesion elegida da funziones 7ﬁtx),1gcx),,. .W; (=)
Tales combinaciones 1linealsc deban ser admisibles ¢n 21 sroblzma

considerado: por lo gque hay ciertas limitaciones para €3cogar 1as7}&%

El funcional THnLn) se transforma en una funcidh de les ceeficientszs
Vi, Ve, ... , U, los que se escegen para que CU';lfz, RV |

tenga un extremos es decirt se deoeterminan del sistoema Af e ) gitn.
: ) U,
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Si nos limitamos a los primeros %érminos

Un (8) = € Vo s ex)d

A=

se tiene una solucion aproximada ai praoblema variacicnal. Fova

que
las U, sean admisibles hay que salisfacer ante todo los

condicionss
de frontera. La eleccion de la sucasides de funciones 7, 731 e
liamadas funciones base. influye considerablemente on el orsdo de
comple jidad :de los calcuvlos ultgriores, camo

posterinrmenté.

se analiza
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CAPITULO 3 Introduccicn al método de elementas Finitos

El método de elementos fFinitos (var [&1 . [7] y £33 ' consiste en una
descripecidn aproximada de un contiruo es t€rminos de un ndmere finlita.
aungue .grqnde. de partes que puedan Trepresentarse por pacos
parametros, llamados grados de libertad. El conceptao se oriainha en la
teoria de estructuras, donde wuna eskructura fisica g» construgye
vsuvalmente a partir de elementos cestructurales, los «wuales se

interconecten sclo cn determinados puntos Ilamados nodas,

Para cada eclemento, las propiedades estructurales  ( fae gjemplo las
relaciones fuerza-desplazamientoe) estah  definidas an +ormg Unica en
terminos de los grados de libertad permitidos en los nedos. 4 partir
del comportamiento en <cads nods, es posible -describiv el de 1la

estructura ensamblada.

i

Dade un continuo, este es dividide en un numero finile de peque™nas
Tegiones ajenas; sc les llama elementos. Podemos visuvalizar a eastos
elementos como interconectados salo en yn ciarto nbmere de  puntos
discretos en sus fronteras comunes, A es€es puntos, adamgis de slgunos
puntos especiales escogidos en el interior de 1os elementoy., se las
l1lama nodos. A cada nodo estan asociado un numero finifo de gradosz de
libertad. El comportamiento de teg clementos posta carvzcterizados  for
estos grados de libertads, Qqus son las coordenadoas genevalizadas de la

mecanica.

En mecanica vusuvalmente se& describe un problema de campo mediante un
conjunto de¢ ecuaciones diferencialazs con las condicionce de #Frontesra
apropiadas: o poar el extrema de uvn primcipioc  wvariacional., $Si este
extremo no existe basta un enuncisdo variacional mas debil. Con las
restricciones adecuvadas, los dos puntog de vista san matesdticamente
equivalentes (ver Tong %. Rossettos [ pagd "7-B1 donde se¢ demuestra
esto).
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Comt ya se menciond, dado un probiema djfgrencial, en general =e tiens
un problema wvariacional asociado. Para mayores detalles wvease ol
segundo capitule de Mitchell % \Walt: en donde se indican ciertos
principios wvariacionales comunes, y  sv relacidn con Frebleras

diferenciales,

seccion 3.1 Aproximacifn de Ritz.

- - . . . -
A continuacioh se describe un método parz aproximar la sclucion de

la ecuvacion diferencial eliptica lineal A,u-:/v s dadas cievtas can-

diciones de frontera {(es Pl mismo mctods anteriormente resumido en la

Vsecci-un 2. 1), Si suponemos que el agperador & es tal que fta funcidn,y

es la solucion al problema variacicnal Jf{4)fpara algun funcianal (),

entonces puede escribirse

Tlwr = 3 (A, )y - (w54 )

donde

(e, £z _S;L.q{y} ‘ﬂ‘»!(x) d

3 n ’
para R una Tegion de integracion,

Ademas requerimos que el funcional v opere sobpe un espacin H ' de
J 2
3_5
‘S(l{w))zdx <4 oo, .

funciones ‘b" tal que. ©i denotamos como M) se cumiig que
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Un espacio con tales caractevristicas es §lamado espacfo d» Jcsoblev,

Dada A y funciones base» que llararemos

'7"1' () €4 €n
podemos aproximar la solucian mediante 1a siguiente iwterpolacion:

Uix) = & Y Fo

El procedimiento de minimizar un funcions] vtilizando uvng aproximaciaon
de esta forma es conocide <comg aproximacion p_e Ritz. Para 1la
aproximacion se utiliza Un subespacio de dimensibn finlta del espacio
de Sobolev.

El procedimiento 2@ seguiT em 2sfa caso ha sido descyite por Tong y
Rossetteos (ver [71 L pag 30-361). Baste decir que - partir del
problema variacional podemos encontrar ta solucidn en cada elemento
(suponiendolo aislade) digamos 4= (Vi) comn la solucidn de A4 = 1
donde para a =(4i,) 1&4,4¢%n , es la que llamamos matriz de rigldez
del elementoc y T =(4s) 154%n o) vector de fuerza ( %oanbi€n del ele-
mento) que se obtienen del funcionafl al aplicarle @ las funciones base
del elemento, como se describird mzs adelante.

Con los resultados para cada elemento, s5i tenemos quetd I,J ¢ &, dende
w es el numero total de nodos e&s posible encontrar le gwe se llama
la matriz de vrigidez del sistema, 4z (AT3) y 21 vectar de fuar:a
P =1 Pe) (tambien del sistema} de maneva gue al regplver AU=Pp
obtenemos la solucion global aproximada D_;(UI\. Las UV, generalmente
son valores de V en los mnedos: i.e. Ul = U ({x ;).

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento a saguir, Dada la

.
ecuvaclon

-2
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con condiciones de frontera A LX)z AMlxg)y=0 (donde ol inte'rvalo'[v"u', ij
denota  por  Xg el valor al princijpio y psr X el wvalor sl Filwal). el
funcianal aproplada es

x -
LIEIR S &(l“_ fCx) fer )2 4_:2 5,(,‘42-—‘[“) 2y dy
*r
,\’ — - - — Lo
es decir  M(v)-: L (QTAV -P "V tua para cada elemerts se wve cono
Z .
S - -
TT;(U):-‘T,_\ATCT/:E -t73

Por lo tanto el problema se reduca a minigizar

-
T?'U‘) = {(-%xi‘ﬂf'd-l,‘w'\)

I=
dende m es el numereo total de slamentos. Entonces pars cbicner JH()=¢
respecto a UV resvlta gue basta rtesalver el sistema & T=p§ con las

co.ndiciones de frontera adecuadas,
Enrresumen los pasos a ¢:-ugIJi:£~ san:
1) discretizar el sistema fisico.
;’-2)‘ determinar las & = (&:.’) g 5=0.) 5 partir do principie: wariacionales
y procedimientos de interpolacidn adecuzjos. caracterizando asi los

elementos.

3) ensamblar los Ay P ) de los elementos para obtener los
A={lAry) E:(&’I) globales.

4) aplicar las restriccionss aprepiadas para obtener wvn sistema de

ecuaciones algebraicas soluble.
5) resolver tal sistema.

rd
Todo esto si tencemos que el gperadgr 4 £% positivo-definddo y sima-—

trico. Nuestro caspo es distinto, psr lo cwal tenemos gve ceonsidarar de

otra manecra la cuestibn, comg se ve en geguida,



seccion 3.2 Método de galerkin

S5i la ecvacion diferencial an su Tagrma clisica

t

. E&IM'= nF.

se multiplica ﬁnr funciones {Lx} (llamadzs de prueba) gy se infe-
gra sobre {1l (wutilizando el Teorona de &reen o s5ea inlegrscidn

por partes? se obtiene
Gha, §) = Cay ) T

donde

Caad )= §, awea fiso Ve

que es llamada la forma debil de la ecuacion diferencial.

La aproximacion de Ritz a la solucion del problema wariacional,

Vexy= ¢y 4 (o

Ay

-se  puede escribir come 1la solucidh fe

5‘)_ LW(U))-‘—' Cé”\u,’f';)"' Uf-',’"’):o A=1,..., n
Va

solo si el agoperador lineal A— es positivo—definido q sigftraco.

Pero si esto no sucede, el sistema de pcuaciones (éxM}&)'w”'“):‘AJP”77!)-£‘
L aj=0

. - . - -

.
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todavia define una solucidn aproximada. El mdtodo de Galerkin no os
cino una discretizacidn de la forma debil. Dado un Subespacit &h 401
espacio de soluciones y un subespacio + » del espacic de¢ prucha V

tenemos la solucion de Galerkin Vv es el elemento de <S4 qu? satis—

face

(Av, £)=lg)

El lado izquierdo requiere de 5 inCegraciones poT parties {(wir Strang
& Fix Cpags. 117-1181 y Mitchell £ UWait C pags 50-521).

La aproximacion de Galerkin arribhc construida satisface

(U, vy = ()

donde

o, Ly = () ‘

es decir la integracicﬁ por partes ya mencionada.

En las ecuaciones de Galerkin es naiural definir la aproximacidn.u y
las funciocnes \/ usando el misan congento de funciones base o
donde |z i £, , asegurando asi que en zquellos problemas en qua

tanto la aproximacion de Ritz y da Salerkin puedan definivse, Jlevan a
formulaciones alternativas de la migma funcion. Hay otras
aproximaciones en las que no se asconge 1a misma hase,un esempla deo
esto es el metodo de minimos cuadrados- Ademas, coyme s wve an
Mitchell & Wait ['pag 521, eos posible aplrcar el Métode de Galvrkin a

ciertos problemas no—lineales.
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CAPITULOD & El método de z2lemento: finitns

En el metodo de elementos finitas obteamzmos 1la solucibe aprorimada
interpolande la funcion en la frentera al interior del 'alermonto.

Por ejemplo pgfa G} dividido en subintervalos X &% €35 ., 5@
puede ubtener:la solucioh aprovimada V a partir de wvalarves nadasles
mediante wna interpelacion tineal

Uz Ulx) =V +V, W

donde se 1lama a ¥ Yy N furmciones de interpela¢idn o funciones
bases V, + Vi son pardmetros degcanocides que se determinan a parsir
del valor estacionario de funcicnales wvariacionales {fcoams sa ~i0
anteriarmente), En general se tiena Vix) = ;§'€/47ﬁ'(x).

En el metodo de Elemento finite geansralrante se vtilizan como lag Uy

los valores de U r d.e. U4 o= W (Xx:i)} + (la solucida al problama
variocional) en un punto discretas del dominio ( por ejemplo 1los
nodosl)i -se escogen las #: de manegra queg desaparezcan en todas partes
excepto en una peque™na regicon del contipguo, usvalmenie vnos cuantes
elementos: poara hacer que su influancia sea local Yy porv tante tengarcas
calculos mas economicos. Casi sliempre se oescogen funcienes de
interpolacion ( llamadas tambien funciones base) tal que demtro de un
elemente la funcion de inturpclacién dependa vuhicamentz de las

coordenadas generalizadas can los nodos del elemento,

En otras palabras se ecscogen Funcignes 4ales que sean suaves dentvo
de)l elemento y puedan ser tonstruidas independicentemente dal vesto de
las funciones del elemento, perg exigiendo compakibilidad en las
¢ronteras adyacentes, es decir, las funciones de interpolzcich daben
tener cierto grado de diferenciabilidad. al menos .en Ias fronteras
entre los elementos. '
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E'n general se escogen polinomios ceowd fvnciones de inter[--nl.a':icu’n pues
son facilmente mancgables y porque lecylmente tada funciah svave
parete un polinomio. Para selecclonar el ovden y tdrmines de  las
polinomios es necesario considerar la compl‘etez de la ropresontacitn

p-olinomial y 1a compatibilidad entpa elénentOE. adyacentes.

seccidn 4.1 Funciones base

Al vtilizar el método de elementcs Ffinitos el paso mzs esancial es
escoger el elemento, Se deban apraximar Las variables dab problemas por
vn conjunte de $funciones en terminog de Jas coordenadas generalizadasg,
es decir aproximar una funcion «(x) denkve de un elemenle wedizante la
interpolacion ya mencionada. Las funcienes de interpolacidn pueden
ser de diversas clases, como la ds Hermite que aproxima Ja fencidn-a(x)
mediante un polinomio Vix) en terminos de L& propia #ix)y nus derivadas.
Un caso especial es la que Utiliza solamente A1(x) es decir

Uix) = £ aixiy 7,

que €5 la llamada #formula de interpcolaciaon de Lagrange.

L.as funciones de interpolacion de Laprange estan dadas por

A txy = L O

W — X4

donde [ (x)=( x-%1 (-2 UexYque satisface 7 ()= Fix
para 1 i,k £n .

Se tiene entonces un polinomic de grado w-I . En el gcaso h=2
(unidimensional) resultan funcionas linocales

rfJ' (%)= =X - /Y,L(,q = ba-x
‘ 2 z




et

-
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51 se toman K,==1, Xq=[ .
En el caso w=3 con X, = =1, x,=0, X3 =] resultan Jog polinomios

cuadréticos
Y, Lxp == XUV T XY

Yo ey = e ) Cr~ »)

V3 () = Laaxi( Y72

que es 1lo que se vtili:ra eon el prvesente trabayp en el caso
unidimensional.

Similarmente en el case bidimensional, donde usualmente s5€¢ escoge
entre elementos rectangulares gy triangulares. aAqui s utilizan
elementos triangulares cuvadraticos arganilados comp muestra la figura
a(b). En el presente trabajo se uitiliza interpolacibw cwedrdtica en
elementos triangulares.

Sea el p]anu(Eqidx se tiecne un tridhgulo roctdngulo standard formado

por 3 =0 , 51 z0 4y 5*1, =7 , a5 decir el triangulo cdm vaTtices en
£z o)
¢z=C01)
FP3=1{(002)

Si se introduece una nueva coordepada $; = 1—3, - % , se tiene wun nuavo

sistema coordenado local que eon asle gaso coincide con lzs JTlamzfas
coordenadas trianculares o de apag (var Strang u Fix [pag. 241 y
figura 4a)l.

iy : i o : :
Se vtiliza como funcidn de interpalacidn:

£ ., _ -
ULB'ISLI BJ); ‘g 7{' (5.'32153) U.{ = el U
donde p = (W) < 3, (22,11 |
BL (231 "’) i W
3;(23? -} ’ i
1|?7_35
NETES i

us 3, - tT
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—_ son las funciones base. A estos tridnguley (con estas funcienes base)

les llamarcmos elementos reguelares e standard on <l caso

bidimensional.

i



CAPITULO 5 Un programa de alemantos finitos

E1 trabajo comenzo a partir del programa para el casc mas siagle
(PROGRAMA/DR IGINAL del Dr. .l P. Hennart) misme que se dascerits a
continuacion y esta contenido en logs apendices (aclaro que 5@ incluye
ademas de cada programa, un indica propie de las Tutinass de aste, agi
que al referirme @ la vubtina **x‘‘ del preagrama ‘**y’’ basta ronsultar

el indice del programa *‘g’’).

Se trata de un programa para elementas finitos cuadrdticos en una

dimension que resuelve el problema lineal

e Ser N
— o = L
d % ( R 3
donde y(x)>ro, SN} O,y %2 = weddl, Y con-q:oxeagen 1a frantera;,
= .
sobre el intervale ©xr,%7 uvtilizsido cuadratura Gaussiana <om cuatro
puntos para calcular los elementos de la matriz de rigidez A y del

vector de $fuerza %
Se hace la siguiente:

1) Se lee el numero de subintervales a considerar (NI} y las
condiciones de frontera {(ILBC. IRBZ),

2) Se llama a la subrutina STURM que es la que realmente controla el
procteso de solucian. Lo que sigue ag lo que va hacisndo STuUAM.

i) Se llama a STIFF que se encarga de calcular la matriz de rigidez
A y el vector de fuerza P i es la parte medulzr del pdtado
de elemento finito.

ii) Mediante 1la 1lamada factorizacion de Cholesky. cozrtenida en
las rutinas: CHOBNT, (la factorizacion de Cholesky),

CHOBNS, (13 resolucion de 1a ecuaciun matvicial)

se obtiene 1o que p5 a la vez solwcidn de AU=F y aproximacidn

discreta a la solucion do la ecuvacidn diferencial:
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Se utiliza esta facterizacian ya que debide a lss funcionzs
base elegidas so tieneg que A eps una matriz simétrica pesitiva

definida.

iii) Se compara con la solucion analilica esperada, Para ello se
utiliza la rutina ERROR.

seccion 5.1 Construccidn del sistema Je 2zcwaciones

lineales

La rutina STIFF calcula los elemenlas de la matriz de wigidez J y al
vectar § como se describe a continuacidm:

Los elementos de la matriz A= (A:s) son simplemente €1 rezultads de,

sumando sobre los M elementos del dominia, hacer:

M

' w2 _ )
Azy = jz:_ ( 3: q ﬁﬁ:73 d ¥ j;‘ Y %;%§ %{%ﬂ d::)
. k=

y el vector v = {Fylse calcula como sigue:

M %
XA
e o=y (Sn §¥de)
fy, =
en donde X., %, son  espectivamerte el principio v el Final de&

el subintervalo considerado {que o, este ¢aso corresponde al clemento
carrecto). Las Y’y son fFfunciones base apropiadas para ¢i ziecmente en

cuestion. STIFF hace justamente esios calculos tomando an cwucnta qu

L]

debido a las funciones bhase elogidas se tiene que J-o{dx,) 8 una matni
simetrica pentadiagonal la cval sa almaccna en forma cemprimidsg Yaibte
permite ahorvar bastante moemoria.l

v -
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seccian 5.2 Integracidn

Al evaluar las matriges rezultantes en 1a scccidn anteviarn debemns

calcular muchas integrales, gque pusden set dificiles o0 imzroesiblas de

integrar anal{ticamente. Por elle se utilizg comunmrente la
integracidh numerica. 51 se aproxima Hiw) utilizando
14
Vit s € Uis
-1‘-'.!
entonces
S_utn dx -
se puaede aproximar como
-
S (wy Mo« By
L1612
donde
W, = 5'\;"ch13,(
es un factor de peso y
Fr = S(Muq‘)- Vixg )y 4w
cs el error. Los valores escogidas para %, puedan o no tener alga

que ver con los nodos utilizados @a la interpolacidn, perc en €1l casa
de la cuadratura Gaussiana se utilizan puntos deo integraciom dados en
una tabla, Yy los posos aspCiadoes a estosx (ver E7] pag. 1BT7).

En el programa unidimonsional se uwliliza para integrar 15 rutina FINT,

que s la cvadratura gaussiana de coatTo puntos. i.e,:

e _ ~ ., Moes
ARZED % AR VAN AL N P

R__:l
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donde los W, son los pesos adecuados {ver L71 L pag. JBT-1G%1) para
r_

esta farma de integrar, y (M= () T Ty (xe)y g gf,;‘:'?-__.’((,c) . =i

los X, son los puntos de integracioh cerrespondientes a los W

.

Las -r; son simplemente 1as funclianes bese 774 0 Sus dirvivatas a )",4'-,/
segun el wvalor oasignade a 1D (que es argumento de FINI:, St este es
O se tendran las funciones base, y s5i s 1, sus derivadas

En esta ecuacidn £ significa 1z funcidn adecvada ew cada caso (i.e
[ ,[ de la ecuacion diferencial).

. .
seccion 5.3 Factorizacion

Se han obtenido 4, = 1 para factovizar 4 se vtilizd iz factori-~
zacion de Cholesky tomando en cuenta que debido a que ¢20, 4 » o ;|
se tiene una matriz simetrica positiva definida (que es pantadiagonal

debido a la base oé:ngida en o0l cace unidimensional),

El conocer esta descomposicidén nas permite resolvaer sistemas de. 1a
fgrma AU = & resalviendo primara RTW = § g despufs V=W

Estos sistemas son los que resuelye la rutina CHIOBNG, de la manera
esperada al sey triangular inferior y sugerior vrespectivamentbe, come
se podra apreciar en el listade de FROGAAHA/ORICINAL., imcluide an los

apendices.
-
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hAPITULU 6 Modificacignes al metodo de elementecs finitos

"Para pasar al caso mas general ccasiderado en esta tesis, se divid:i:z
el trabajo en dos etapas. Una primera que ':onsiste en resglvar 4
partir del programa original ya descrito, econ las medificacisnzs
apropiadas, £1 caso general en una dimension. La sagun¥a consiste ern
extender al caso bidimensiuonal los resultados obtenidos c¢n la pricera
etapa. La prfmera etapa se degecriba a3 conbtinvacidn. Pzra mas
detalles congultar el listade del programa modificade fFinal gara ol
caso unidimensional, PROGRAMA/ID 1, contenido en los apendicos.

—
seccion &, 1 Transformacidn Isoparamétrica

La mayoria de las modifficaciones requeridas hacen necesario %rabajar
con mallas un poco mas generales que las presentes eun 21 prograra
original. Por tanto, utilizar elementes que puedan ftrassformarsz a
elementos standard nos da la flaxibilidad deseada (ver [S1 1} gy

facilita el trabajo de adaptar los métodos para tratar singularidades

Se vtilizan elementos standard: 4y wna transformacidn que nos lleve a
estos a partit de los clementos en a2l dominio on el que esta planteado
el problemal en el caso uUnidimonsizcnal, gsta eonsiste em  &ransformar
nuestros intervalos a un intervalc standarvd con el tercer pvnéo en =l
centro.

t.a transformacion que llevda un intervale {(en genecral elemanto) en ol
espacio de las = a el espacio da las T donde T & UC-1, 11 se de-
fine por medio de

¥ = Z :-(.;"f"LT)

A=
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donde %. son valores nodales para J‘*a" y v g3 =l ndsero de

l“
funciones base,
Si se deofine una transformacion
L3
Vi) = E M WL LT)
donde V! son valores nodales corraspond:«entes a los punles X, Y

se tienen ciertas funciones W.(T}): la coordenada local T s define
en terminos de = mediante la inversa de la transformacion

L.a necesidad de que la inversa de 1a tramnsformacion esté bienm definida
impone varias condiciones sobre 1a disgwosicion de estos puntos . =31
para aproximar el valor de ¥ se utilizan las funciones baze ¥4 (a2n

el lugar de las W{ ) se tiene la llamada gransformacidn isoparamétrica.

En el caso cuadradtico unidimensional, que es el que nos fnterwsa. dado
T se calculan las funcliones basa ’};LT), (T, '7} £r) i+ en%tonces se
obtiene .

(T = P L) #2700y 43 hry

donde X., ¥v, X, son valores ncdales. pado quo tambien s2 tienen los
valores de a4 en los tres puntos, as deciw V, Vi, V; (inicialmante basta
alguna primera aproximacion) se calcula UV ({ T) como:

ULT) = BR(rY + VuaWtr) + Uy HOT)

Para esto 5@ utiliza el pracedimianto cALC, contanida en
PROGRAMA/ID/1, al que le pasamos T adesds de, (el punte inicial dal
subintervalo), Xz (el punto intermedio)., y X3 (el punle £inald. MNotar
que la TeenumerTacion dentro del jintervale hace que Xy, carresganda a
1o que eva X, . Se vutiliza a la rutina UIJ que detarming al valor de
la funcion base adecuada. : )

Ay —
Al in‘begram donde s&se tenia j’ 1{-’&'1 _"-I-:’a d v

L1}
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con Ié(ﬁ) fFL L Y "I\%lx\ se tiene shora

' a“ ~
.5_‘1&1) . &d(T)E*_zFJT

donde x{7T) y Tel-1,1] como ePra de esparavrse, Para loz talculoe 1z
unica difereoncia es gue en Lugar dg hacer los calculos =w bas2 a o,
se haran a pavtir de 1 y algun imndicader del idiptervaele an que 5o
esta, y asi obtener a=x(T) . )

En la rutina «de ERRDR e% nNacesaria obteéener T dada =& gava sstimav
el error en una malla uniforme {(esta malla No tiene nad aque ver con
la vsada a 1a hora de 10s cdlculas), for Tazones histoicicas se gpro
per calcular en forma explicita la inversa de 1la transformacidn,
suponiendo que para cada meétodo se sabia exactamente cual eora la
transformacion de CALGC en forma analitica i.e. usualmente lineal, gy
cuadrdtica en el caso de elementos con punto cuarto.

Dado que esto no funciona en el caseg de funciones base esfeciales gue
se estudia mas adelante, (para las que sin embargn se pudo preceder 2n
forma semejante a la del problawas orizinal) se inclueyeren en =1
programa de una dimension dos ru¥tinas diferentes para #) cdlevleo da21
eTToT. En el caseo bidimensional, como S8 verTa mas Jadetante, s
decidid, dada la mayor cempleyidad de la transformacibw, aprewximar la
inversa usande un método iterative de Nzwhon.

serccion &.2 Ecuacionas mo—-lineales

En un principio se manclaton tan =a3lo gapvoblemas lineales, es decirv,
donde dada la eccuacion




se tenfa que .r{x), q(w), ¥ U= ) - Pade gque heqms tvansformado el )
programa de manera gque conociendo al intevvalo y T sc abtignen ¥ (1)}
g V1) facilmente (dados valores aproximados para-f mediante CALCY an
el caco p=elY, ~LTY, uviTy) 1 9= glr, »tr), v tr1}, & =t TJA(T’, viTyr )
basta llamar & CALC en el lugar apropiade y vtilizar » [y WALy
tal como este los calcula, vresolviando como para un pyvoeblesa linzal,
pero iterando hasta converger (gon una precisidn dada) & 13 solucidn
del problema no-lineal, {(ver £33 pag 111).

’ 4 0] -
Eete es el llamado metodo de sustitucion sucesiva, as decir Avaluar a2l
coeficiente no-lineal o la n—esimy aproximacidn Uw y dgfarminar

U e .como la solucidn de unm preblema lineal.

Este método converge a la eolucidn corTecta, pors hay que tanar
cuidado y primero establecer la acuacidn no—lin;él pava ta funcian
minimizante y decpues Tesolver el froblema iterando: en otrve La50
se puede convergerT de mancra incorrecta.

secciun 4.3 Critevria para detener la itevacidn.

La rutina CHECK es la encargada da detenesr las iteracionesi sea b el
indice vsado para la iteracid&: la que hace es simplemenie comparar la

nueva soluci6nijthqal sistema

— (R

AL G pLe

. &
con 1la solucion a

- -1 = =
ALV-\ U[P-'l - P(\_.)
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. ) ’
Para el caso ynidimensional esta cemparicidn sp hace de la giguiente

manera:

Digamos que

(LAAAY = e l l((\'j’(r&‘.l‘—- U(X,,}{R)l
I .
S5MA S = Waa x ‘ V (5('1]( k“'\,

ny
EPS= ELy, v £y (SMmax)

donde las Xy son los nodos de la malla uvsada para 21 c¢dlcula, 4/ ol
numero de nodos {1llamado #X en el prazrama) y 515; ¢t € e son
dos numeros i jados externamente. -

E1l criterio para detener la iteracidn del metodo de elementos finibos

usado ps simplemente gue

Rrax & &PS

Ademas hay wun contador de iteracion ITER que permite detener
artificialmente el proceso si el numerae de iteraciones es mayor o

igual a LIMIT que es tambich un nymero fijade externament=,

So uwtilizan& 43,001 & Z.ocorei y LIIITST,

. : . .
seccion &. 4 Factorizacion
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En el caso general que nos intereca na es posibla 2gequrar que la
matriz de rigldez resultante sca pasitiva-definidas, (el operador puzie

no serleo).

Abandonpmos el esquema de  factavrizacjon de Cholesky pa2e oo 2as
general de factorizacidn ¢triple, (ver <73 pag. 83, adsptado pars
matrices bandadoas simetricas, Es{ae tiene un costoc en efizisncia &n
aquellos caso0s en nue si hubigraios obtenido matricss
pdsitivas-de#inidas (en €1 caso bidimensional resulto tap ineficiasnge
que probablemente hubiera sido mejer vutilyzar algun mebodo itevrativod.

— - & T -
Consiste el factorizar & «como 4 = L P L donde [ gs triangular

inferior y 7 es diagonals resolwemos j.U - ? vesolviendo pricarao
Tg =% ¢ despuds LG = B
seccion 6.5 - Integracidn numdrica

En el programa original se utiliza para inteprar la daroxipacidn de
Gauss de cuvatyo puntes (ver £73 L pag 187-188.1). Lo mMiswps s harta en
el caso general, pero @5 necesaria Lomze en cuenta los efectoes de la
transformacion isoparamdtrica en la integral.

Se vio ya gque on 12 integral anal{tica donde en un principia se

-
tenia

IS AN

¥

con 'é(ﬂ,éttk) albpra se tione
1

jf{‘%} ex T

=1 Y

R

con  x=x{T).



En la aproxiﬁacioﬁ so hate eractanente lo mismo, lo que dmplica Lenay
un valor para J~AT . Dado que ze utilizan las funciones base para
calcular ¥ on funcidn de T mediante lo Tutina CALC, ¢s Ltambidn
tégico pensar en calcular %y de manera similar, pero wkiFizandc

las derivadas de las funciones ba:e en vez de las fuynciones ba-a

de = :-;‘_ = 1) Q'f’i(r)
T iz ar

Recordemns que sc desea utilizar FINT para evaluar cualjviers de las

oipvesiones sigquientes:

R R UR R R T
£ * e '

Durante 1la aproximacion resulta quae {(por la reglg de la cadenz) en ol
primero y tercer casos @8 Necesaria multiplicar cada sumando (i.e, =21
valor del integrando en cada uyne do les puntos de Gaussi) par <l Qalcrv
de la aproximacion a la deriwvada de -~ con respecte 2 T . as
decir:

5 R AR PR
-

mientras que en el segundo, aparece apavrte el inverso al cwadrado d=o
esta, y'poer tanto hay que dividir entr: este valor, o sea que, si
denotamos €741 por ' entonces

: \
! g B mYED
Joe T = S p e ax

-1

~1 !

Cx)?

Todo esto lo trata con FINT , wvtilizando e! indicador TD paora saber de
cual integfal se trata. de manera coasistente a8 ceomo se hMace an
PROGRAMA/ORIGINAL., Si al valor calculado para la derivada 2 Ic llara
Y entonces basta multiplicar per —~ G-z cada tdrmino de la
suma en FINT, En el programa {ver los zpendices) a 7 se le llama
RJAC: y se tiene  que  RMULT=RUAC-#(1-2#ID).



seccion &. 4 Problema parvabelice

Hasta ahovra el programa resvelve problemas elipticos. es  ds

i
[yl
§e

problemas de la forma

%—;{("J I)JL) ‘i-"l\ +£ = O

Para ecuaciones de 1la forma

D4 = 3 (L au N ou

donde « =4lx,+), es necesaric resolver un sistema de ecuaciomes un pcco
distinto al arriba mencionado. Si los Uy son valoves nodales de la

a7 - N ’ :
splucion: entontes:por Galerkin sz Liene:

. DU':;_ - r- e ¥ \ 4
Mas it UI’(S? T 33:‘,, UREEAERT R LAT:

= 435 Ur 3 By

donde
Asy = S ¢ aﬁh 3')'; anF 55;_‘{):13 dx
?I = S—E ﬂI/I J)(

My; = § ¥yl de
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Aproximamos 9“¢J+ cnmﬂgﬁkﬁfﬁgbOnde U o) slgnifica ¥ ewvaluadc on
el tiempo £ ., El lado dcreﬁho dz la c@cuacion diferencizl o calzulo
como un promedio ponderade con peso §  en el kiempo €4y y un peso -
en él tiempao .+ , es decir 2l llamado wétodo B 1 entoncns abtanenas:

LA (Jean-Twy = (1-0) (Fey=A) Uh) v b (G Cian)=dte ) Ul
4t '

§

1o que implica gque el sistema a resolver es

Mot gt AL T (Fa) s A - GiB) aeALE)U L) 4
v AE Ci-81 G} & &4 L BF (€41)

0 sea gque

M-“- + 60 ad A*L{’-t\] l/—(.{--o-1) .: er Y Q\f‘ﬂ‘?(,‘f‘-ﬁt}

si hacemos

'an'—' A - Q-0 st AV E)Y & ad (y-5) pe)

Este esquema es incondicionalmenta astable solo si 9-5[%“) que 25 un
caso implicito. En el programa sa utilica a::}g.

En el programa esta nueva situaciol se we Toflejodo en  STVRM
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Aproximamos 9“'*/3 + cnmngﬂ_;s:)_'_f_",{’boude U (1) significa ¢ ewvalvado en
el tiempo < . El lado deracho da la ceudacion diferencial (o calculo
como un promodio ponderado con peso $ en el tiempo f.r y un peso -
en él tiempo .+t ., es decir el 1lamado wétodo £ 1 entoncas whtanemas:

LG (D=0 = (i) (Fear—A() TH)+ B (61 ) =dte )T 1)
A&t -

lo que implica que el sistema a rasolver es

Aot et ALt T (4105 M~ G-e)atde)Ted) 4
Fae G=-6) CU) 4+ 4 6F CEy1)

0 sea qoe

M O At g Har) v e} = J'“m 3 Af o P(-"f"f‘l}

51 hacemos

L

UCIL-V'-’ A - Or-p) 44 E{‘“Uh(f} + a¥ ¢)-p) Gt

Este esquema es incondicionalmenta astable solo si & ely,3) que es un

case implicito. En el programa sz wtilia =274,

En el programa esta nueva situaciois s5e we raflegadaoen  STVRM

Aba ST an s e e bt

T I g

e e e e e vl 1A Py e e
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seccion 6.7 Convergancia iz la aproximacien

En ccta seccion se analizan las propicdades de convergenciz del pisadc
de elemento finito. En una dimensiadn (ver étrang y Fix psgy. &£Z) si 1
es el numero de elementos (intervalas) y b= (»f - e ) S resulta que
si .¢ es 1la solucion analftica gy [/ la aproximacidm encsutrada par
el metodo do: elementos finitos: entanceg, si la nerma wvkilizadas es wura
noerma on un;nspacio de Sobolev ( ya vimes gue as un espacie de

' Spbolev) donde si

M"s)-.:. 7 M

entonces:

1144[]52 = 5::‘:“ ( é(Mu))l) 1
(

El caso !!Muoes el de la norma uswal RFE (root mean square) c L2,

Tenemos entonces que:

ha-vi, 2 Cn* ayenr

QOnde la base esta +ormada por pclinomios de orden % -1 y (o

es una constante. Esta constantzs as wna indicacioh diraecfa de 12s
propierdades del elemento particular escogido; depende da ia
construccion del elemento y de los parametros nodilzs. Fzia

geometrias Togulares un huen estimado asiptdtico pava C es5 el errcr
para aproximar polinomios del grado inmediataments supecrjor k. La .
potencia 8 la que se encuentra elevada " es simplemenic funcidn del

grado de 1los polinomios utilizadas. ez facil de encowtrar nuadrica-



o

31
%

|3
e
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mente,  indicando la frazion de'canverqencia al rvefiiws 1a malla, 1
tercer factor , es deciT el valor de 1a norma de y (F) depande del
problema en si, es deciTy de la syavidad de 1la solucioh, es decir de
que tan facil es aproximarla pov pglino;105;

En general (ver £53 T pag. 16&1 ) co ob*iene el siguients veioltado:

l‘ n -
Si e espacioc ¥ de elementos finitos e¢s de ovden K- (o5 dacir si

fjg-\ < ¥ 1z vestTiccioh de 5t a un elemanto) 3y 13 ccuacidn
es eliptica, se tiene que pava la < devivada, en caso de  que asta
eyista,
kg )
Ch 4y, Zww-Kes

a=-uN z
n ' s 2. h-)

& h ol 52 Zmok™

donde %, es el orden problema difaerenciai. La convergenciz s& da solo
51 Y, 7+ ec decir si se : pueden reprodwcir exactaments soluciancs
que son polinomios de grado wa

La convergencia on lo anterior o35 esencialmente la convergewcia d2 la

w derivada de U . Para la £ devivzda no se puede ebtener una
convergencia mejor que 0055, gee es L orden de la mcgor aproxica-—
cifn a L en un espacio 5" cuyas polinomios son de gwado K- que

es el caso de la aproximacion de Ritz,

En ¢l casgo cuadratice unidimensianal esdvdiado vesulika un 27ToT  de
discretizacioh de orden ((;?) . Las propiedades de oz polinomiocs
usados en triangulos en dos dimansiones s@ rvesumen en SErang y Fis
(pag. B84) de donde resvlita gque en 2l coaso del polinomio cuwadrdtico en
que ¥,=2 s& tiene tambien un error de deszvetizacion de ordem (U07) .
La razon de conﬁergcncia en puntos individuales es 21 mismo siempre y
cuando tenga derivadas &n Eodo punto (cuwando bay singwiaridades asto
ya no suvcede y por tanto las razonas de convergencia en vl sentido RIS
y puntuales pueden ser  muy distindas). Por otra parte € cievrtos

puntos especiales el erroT puede cowveTyar Con mayor veleocidad gue el
P 9 4
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promedio. Entonces si para calculare los ecvrores se utiliza vna malla
que coincida en cierton puntos con l1os nedos de la malla de elomentos
finitos, es posible abtenear uwna mayar convergencia d2bide a 15

superconvergencia que sc produce an estos puntos (ver (2D pag. 165},

Todos estps resultados son vdlidas para prablemas elipticas linezlas
con condiclones adecuadas de frontora, dorde ademas:

1) No hay singularidadec.
2) No ap uvtilizan mallas irregularas,

3) Son rvesul tados acerca de convargencia al vefinar uniforcsmante  1a
malla.

Ademas se ha supuesto que se calculx la aprowimac;da de manera exacka.
Como de hecho se wutiliza inte;racién nwumeérica y lay errares de
truncamiento, sobretodo en la vesalucide del sistema lineal, way que
cuidar los detalles. En cuanio a la inte?raci6h'hasta que iaz 2lE —w)
derivadas de las funciones base se integeon exacltamende para gque no
haya problemas. Curiosamente hd&y ocesiones en las cw=ales ura
integracidn numérica inexacta ccmpensa el “‘stiffness‘’ del sistaos
Yy de hecho mejora la aprnximaciéh.

Sin entrar cn detalles, Strang { pang. 107) dice que siempre y§ cuando
se tenga una transformacidn isopsramétrica o singulae ww Sic  tiene
problemas de convergencia, La trapnsforoacion de punfoe cwarfto no es
uniformemente svave y por tantz debe disminuir J& reozdn da
convergencia.

Para problemas no—lineales monotonns taozoto encuentra pyoklemas para

extender los resultados anteriores . (wvi-r LS]) pag 111} En cusnte sl
tiempa, hemos supuesto una apruximaciﬁﬁ de OCGalerkin computada
continuamente on el tiempo. Para preblemas de waler idnicial se

gncuentra una separacion contre el zirror debido al mitedo wtilizadn en
el tiempo y el debido a2 la apvo:inati6n< En el caso pavabdlice con el
orden bptimo sigue siendo ya que al eperador sigue sicaZn el miswo

operador eliptico que ocurre en prevlemas estdticos.
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Para un estudio de la convergencia en preoblemas parabdlices (el casn
lineal) tratados por metodos que avanzan un paso on el %izmpo a la
vez, {(que o5 el metodo cscegidea ), se puede consultar Sfrang y Fiy,
pag 250, y Mitchell & Walt [ pag 1&3-16%2 quienes llegan ol siguiante

resultado que es consistente con le esperzda:

Si G&" os un espacio de tlementos Finitasg de orden kK-! el errer en la
aproximacion de CGalerkin para un problema parabdlica salisfaes (utili-

zando la norma vuta ):

bl

Waee) - vt it & Chk[ B (M, 4 €™ élm.nk +

3 LT-¢)
§ e Pz 3z |

Donde Y  es el tiempo caracter{stico de¢l modo fundamentsl; el errow
es del mismo orden O(L*) que el encontvadoe para los problemss estacio-
narioes, y decaec tan répido como 21 mado fundamental =i wno hay un

termino fuente.
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CAPITULD 7 Singularidades

A}

El efecto de las singuwlaridades en 1la convergencia dal método oc  que
esta es mas lenta, especialmente ccrca de la singularidad {(ver {21 pag
39-43), Por tanto medianta e! rétodo de elementos 4Finitss cen
elementos Tegulares se obtisnen sproxinraciones que son ineiracttas &n
esa zona. Existen varias adaptacicnes al metodo standard que suparan
esta dificultad (ver [B1 [ pag 44-453). Estas pueden dividirse an daos
clases:

1) Mctodos que explotan 1la forma de la singularidad. y por  tanso
roequieren Un conocimiento de esta, y yx vimos qua 2n apestro tasa

conpcemos la forma de la singularidad.

2) Metodos que aunnue tOmMEn en cuapkta la presencia de Yz singularidad
ignoran su forma. Estos putden funcionar aun sin coneccr la Forma 4e
la singulavridad., pero si esta as canocida, puaden mijcrarce 1la
aproximacion al tomarla &n cuenta.

seccion 7.1 Funciones bace especiales

Entre la primera clase de miatndos esta el de avmentar ef ecsozcjip de
funciones base'cqn funciones que ¢angan la forma de la singularidac,
qua es un metode practico obvio para eaenfrentar la.singulﬁrf&ad (ver
el ). Este consiste en definir 1lzs fumciones base nuevas de manara
que tengan la forma apropiada (singular] terca da la sirgularidad,
sean cerc excepto en la vecindad de Iz singularidad. y tengan una
continuidad adecuada globalmente., Gtrang ( pag. 2&4—368) justifica
el metodo y demuestra que al incluirT funciones singulares es peositie

recuperar la razon de gonvergencia de problemas suaves.



Sea v la distancia de = a la singularidad, Si se desry representar
mediante funciones base algunas funrion2s de la forma F ¥ qué zon las
que Tesultan en nuestro €dsos 1as funciones base cuadrdiicas no zon La
me Jor maneTa -de  lograrlo. Lo que sv hate es incluivr ep ia base

funciones con la forma descada J v .

Lo base usada (para UunN elements normziizado a % ¢ L-4,17 can una

singularidad en x = -t ) es:

B AU AN S TN e
A R R Ly

7"3 (""‘ri-_)(\-i,‘-c.Lu )/J‘}__'

It

o

a5

it

Estas funciones tienen 1a forma Jv  desecada. Se utilizg <:iva

r
-

vnicamente donde edfectivaments se tiene egte comporbtsmiento, @5  d

b

az
cerca de la singularidad. En 2] 7zgto del espacio se wtiiizg la  bas
cuadratica. Hay varias manecas de incluir las funciones zspecialesi o
se aumentan a la base cuvadrdtica: gue o5 }o que sp hace vsvazlmente. o
bien se sustituvyen en vez de vy ygnicamente certa de la singularidad,
donde son nNecesarias. Este Jltimo fue =2l camino sequido, a pogar de
que aundue se meJora la apvorimacidn no se Tecuperz el orden de
convergencia del ¢aso no singulzr (dice J. P. Hennart)., wya que asi
se evita que se compliquen demasiado los cdlculos, al no permitir gue

la matriz A crezca o Plerda su estruciura bandada.

Por otro parte, la rutina de Gauss para apreximar intepralies es buzna
para polinomios. ten este caso de grado dos). Sin  ambarvgo parva
integrar funciones de la foerma Vv es +francamente wmala., y s= pusce
perder mas de lo ganado si wvwtilizsmos simplistamente £stsa opcidn, Zn

realidad Tequerimos integrar de otra manera.

W
L]

Resulta facil wver por 18 forma de la base, gue lo dnica qu=2

a
"

necesita hacer es up cambio de varviahle, wtilizando J v ¢n ve:

(]
2

~ - Asi se podyan integrar eractamante polinomios wvadrdticos

J¥ que es8 lo que se ntcesita.
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Para las funciones base especiales e¢s necesavio modificar FINT pues an
ver de integrar polinomins en X 25 necesavrin hacewle on N PR =
Easto % un simple cambio de wvariable e iralica cambios en la fowvma en
que deben usarse RAULT y 7T .

En este caso se debe tratar el primer oy dltimo intervales dv marera
distinta a los demas, paTad la que g2 uvtslv2za IC como indicadzr. Fava
el primer intervalo se usa IC=2y para el Oltimo wutilizamos [C=3, I
para los demas, IC=1.

Lo que debemos hacer 28 simplemente hzcer el casmbio de& wvarizbie
apropiade segun el valor de IC y ajgustar el determinante jacobianc.
L.a rutina puede consultarse en los apendices (ver PROGRAMA/ID/1),

seccion 7.2 Elamentos con punto cuario
1

i

Otra posibilidad es uvtiliizar ciergas propiedades de la tvansformacidn
isocparamétrica. Si -, =i‘fr y I(-:':a'a,;(.rfesulta que 4T "W dande I

es 1a matriz jyacobiana de la tvancFormaqidn w 2w LTy, En preblemas

.con sclucidn singular de la forma v ¢ con e£p £ 3, que son las

que nos interesan, resuvlta que las derivadas se van a infindilu, y @0
es posible aproximar este comportamiento mediante las funcioncs base
polinomiales usvales.

Una manevra de incluir este comportamients es a traver de la matri:
Jacobiana ya que'se puede causar que el determinante jacediane y
desaparezca en ciertos nodos medianle ura manipulacioh adecuvada de las
pesiciones de los nodos formando lo. que se llaman clementos
singulares.



. - itag. B: U
s R

Si en un elemento cuadratico penemss ©l nodo intermadio en ©!  punto
cuvaric en vaezr de a 1a mitad dol tado del elemente (bagra ) . lado en
que esta la singularidad) 1la transformacicn hacia et elemente
cuadratico standavrd nos produce un jacobiano singular d&+ 1a faocrma J7F
en el nodo en que psta 18 singularidad. Sc ha wvisto, {pryv =i ple [.:':H.
que tn problemas elipticos con sipngularidades de tipo J7 58 Tesu—

. .
pera de esta manera la vaizdmn de convergenslia de una solucich suvave.

En general si tengo la transferaacion (vsy C41 )

bal
o= Lé_ x, L.,

donde para a,R=1...,»m can
\ Yk
L,‘ (_h/ﬂ) - {c‘ ,‘:fk

Entonces tenge una interpolacidn de Lagrange que intarpola walores
de X;en los puntaos <4+ del intevvaiye L[Q, 13 Yy si temo Jos walores
de A, como

Ko & [ Kam W) L ()"

X
1
k.S

Q
f

(Xa =xey g . ("/)

Si g=o0 una funcidn lineal ¢ puade repgresentar una Funcian de la
forma v ¥ gi los puntos intermedics se selecciondn 4¢€ la mauvera
adecuada. El caso w= 71 e5 ¢l doi aftods de puntos cuartss.
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La técnica consiste con Todear la singuiaridad de vwna capa de estes
elementos zingulares, con los puntos cuvartes orientados kizia la
singularidad. El otvo lade de estos elementos es competlitle cen loe

"plementos usuales que se Utilizan pzra ef Testo del sspacie.

En el caso dp una dimensidn, en que las elementas con simpplzocsnte
intervalos (ver [4] ), si el'nodo interneg se pane en ¢}l puvito cuarto
(o tres ruaTtos) del intervilos, las funciones base pueden  reprasenkan
funciones de 1a forma JF  {donde v s la distancia #) gunta donde
esta la singularidad), alrsdedor de la singularidad. E®sto gueda mas

clara si se consulta la Ffigura wdwero 1.

Por otra parte es necesario hacer natar gue en alguna £7rxg el abdtoda
de elementos con puntos cuartes y 1 de Ffunciones bsse &specisies
hacen lo mismo; adaptar el metodo standard haciendo unid tvansformaziin
de un cspacio & otro. La diferencis s btdsicamente en donde 2= nace
esto. lLos puntos cwvartds Stransfermon la malla en si:. las funcicnrnasz
especiales la base. Inclusive 21 aspatieo de funciones que vouvliag ea‘
el mismo (la base es distinta) Es clare qUe ¢n lues elevonéos de punto
) Y. AT

y no y T nieniras que en los deras elementos solo se Lizne 1, v, rt
lo cual es claramente le mismo qua tentamos en funciowesr singulavas,

cvarto se tienen solamente funcierzs formadas por t

es decir no hemos aumentado la bass incluyendo JF v S5i o mas  bien
la bemos sustituido en lugar de v* cerca de donde esporzmes la

singularidad, tal y como 1o hicimecs con Jas funciones bzse 2spacialszs,

seccian 7.3 Refinamiento local

P . . Pt
La otra clase de metodos Bg aquelli~ donde, si bien sz sale guve eriste

una singularidad, se ignora su forma. Tienen 1la wvent:>j3 de pedsvse
aplicar donde no es conocida 1a forma de 1ls sihgularidsad. Eston
metodos conllevan el refinar la gulla de alguna manava, Obviamersa,

si se refina la mzlla solamente alradeder do la singularidad, ¢s d=c:v
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donde realmente es necesario. sa aobtienen megjores apgveximaciones a
menor costo que si se refina unifcrmemente: pues al crecer el nlmaro

de elementos se dispara el tama™ng del sistema a resalwver,

Como ya se wvia, al tener una malla #ina se obtiene wna major
aproximacion a la solucion (utilizando funciones base cvadrdticas),
pero por ser esto caro, %Sola wvala la pena hacerlo cuande hay raicnes
para suponer que esto me Jorara sensiblemente la aproximacidn: es decir
cerca de la frontera, donde se ecspera que la solucioh se comporte de
forma no cuvadratica, por estar cevrca de la singularidad,.

Es decir, €& necesitan cada vez intervaleos mas peque™nos al acercarse
a la singularidad. Al no suponer un comsovbtamiento eapecifice cerca
de la singularidad, es posible obéener aproximacionas mejores a8 la del
metodo standard aun cuando la singularidad sea de wotro tipo al
estudiado, lo que no sucede con las otras dos métodos wvistos.

A pesar de lo dicho anteriormente, cuando si es conocida la forma de
la singularidad: come en nuastro caso, ¢s5 posible rTefinar la wmalla de
manera que podamos mejorar aun mas la aproximacion a la zoclueidn, e
inclusive Tecuperan el orTden de canvergencia obtenida para uvn protblsaa

no singular:

Una rtegla util que permite rvafinar Jocalmente para wmejorar la
convergencia del metodo en presencia de singvlaridades (ver {853 Cpaj.
155]) es sugerida por la propiedad de qua para el elementia €\ 1a
diferencia entre & y VYV satisface:

Ke &
a - vl = Ch
\ SJEK s e I\\;ek

La regla sugevrida es refinar de marera gue

®-s
Y "
LY lk'ek_
permane2ca constante de un elemente a otro. En una dimensifn esto

significa que WR™*23+Y 4.k
x X
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(donde . x% s la singuvlaridad on ol origen)} debs fermanccenr
aproximadamente constente. Esto dice que se puede iograr el mizma
orden de exactitud para una totucisn singular que para uera vegular si

hacemos un Tefinamients apropiado.

En el caso unidimencsionsl se 2scogia el csquema de vedinamicont o qua e
ilustra en lJa figura i, el ceal no cumaplc con a3l ersiterin arribha
expuesto, por o cual aungue ecaperambsz LnNa mMeJorT  aprosinacidn a  la
solucioh, vio esperamos rTecupsrar por conglato el orden 4é convargancia

del problema no singular.

€1 cubintervzle mas cercent a una singularidad, es dividido on  cuatrto
0s

subintervalos igquales; ahora de est +& Loma el was cercaro a la

singjularidad y se divide otra sz eh custro partes. abc. En la
practica estamos haciaendo estn sols dJos veces, convirtieado emn sioke
egste primer subintervalo:s Como leo hacemos en realidad G ol préimara y
vltimn subintervalos., sp estan  agregande  doce swhinbtervalas.
Teoricamente esto debe daré sismpra un mejoramivnto (paazy problasmss
elipticos) sobre el metodo Standavd, cowo es claro =n [£1 (g 470  a

e

pecar de que el refinamientae pusde no sor el optimo desde el punto 4

vista del criterio arriba mencionadas.

seceion 7.4 Difoerenciaz Finitas y Elemento Flaito

El punto 2n el gue el metodo d2 elemeonto Finito ha contribuido con uaa
idea nueva y valiosa con respecto a la te€cnica de difercngias Finitas
establecida e3s que en vez de gporar con una variable desconozida -,
de manera que héga Una ecuaciin per punto g2 la malla, on F, .M. [E3-4
posible acoplar desplazanientos 4§ pendientes desconocidas lejrande mas
exactitud y aproximando deriwvadas de m&yor  oyvden sin  abandanar lsa

naturaleza local de la ecuacidn dz diferencias,
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Entre mas irregular sea loa malla 3 curva la frontera mas imporlanta se
vuelve estos ya que entTe las meysres wvenlajas sabre el mdtadeo de
diferencias finitas esta 1a de tenor una mayor habilidad gara tratvar

’
cualquicer tipo de dominlio o condicion de frontera con proziadadas

fisicas diversas y la de paoder logvar mayoyr exactifed  nbvilizoandy
clementes de  mayor ordon, danda una aproximacidn continr:z a  la
solucion desconocida y permitigndo dav o la coernputadora mas

responsabilidad en la construccidn de  la discretizacids, 251 cama =1
ensamblado 4 solvcidn de las ecuaciones de ‘Sstifeness’’, w2 dacir

. /
logrande una mayor avtomatizacion.

Dado el caracter local de Jas funciaones base, ce tienen ccuvaciones 4el
tipo de diferencias finitas. Se chbtienen malriges bawdadas ¢y que por

tanto pueden invertirse de manera mas Tdpido.

Sin embargqe, como se puede apreciar en las re¥;¥encias de Whitaman
tver [31 y £81 ) ni el mectodo de alemente £inito ni el de difevencias
finitas en sus formas standard son buenes para resolwver problzamas  con
singularidades en la Ffrontavra, pero las modificacianes ail mitcdo de
elemento finito tienen un Gxite evidente en me jorar la sproxismcion de

las soluciones numEricas (ver C[12]1 13,

Whiteman (ver [3] ) discute los rasultazdos obienidos por los métadas
standard de elementos finitos y de Ailerencias <Finidas #a casos
singulares. El mdtado de Elementas Finites permite sicmpre uvna me jar
aproximacidﬁ a menoyr costo. lthitanan ha usado tambiém reflnamiante
local y la inclusidn de funciones singwlares en los witadsr ctandard
de diferencias finitas., que merrén ia aproximacioh a la solucich, asi
que ho es imposible wutilizar ideas similares on ambos L£HS98F  5in
embargo parece ser que 1o implamentacichn 25 mas naturva! we el caso de

el metodo de elemento £inito.
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CARPITULDO 8 Resul tazdos en el caso unidimernsionatl

En resumen. las modificacianes mas iwxportantes hechas af programa

original para obtener gl programa +inal Jdel caso unidimensional son:
1) Adaptacion al caso isoparamdtrica,

2) Tratamliento del tcaso neo lineal,

3) Inclusion de las tecnicas que tarman en cuenta igs s?#gularidades.

Todo esto para permitir vesolver scuacienss parabdélicas no~lincales y
encontrar una mweyor aproximacidn a la solucidn en los casos de
problemas singulares con uUn comportamiento conocida. qué £s el caszo
que nhos interesa. ‘

En este capitulo se aplican 1los mdtodos arriba descrifos a prablemas
especificos. Es importante notar qua 1les problemas se escogieron’ por
ser representativoes, il e. el primar pveblema es eliptico-tincal; el
segundo ya es no—lineal, Yy asi hasta llegar a un preblema pﬁrahﬁli:cr
no—lineal y con una singularidad an la {frontera que se comparta cormo
deceariamos ( como v7¥ donde v es la distancia a.la singularidad?
el cual es el que realmente nos irmteresa; no obstante, 3 pesar da que
corre el Tiesgo de perder al  lector. creo que Jos rvesultades
intermedios ayudan a entender lo qua ests sucediendo.

Se rvevisan en orden: Simplemente hzsy que recordar que la ecuwacidn es

22 = 0 (pau)

d+ P A
y ver que son p,q,f cual es (A& soluciod anglfticar, sin
clvidar las condiciones de fraontera, que en ests capiivla serdhn
M) =M1l = o si Ay St w ) W o lo{)z iy )s O i ,a,‘:/.;t(k-?)

para todos 1os problemas. !
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Cada problema es resuelto median%e cuatro métodos, 2 saber: el de
elementn_?inito con elementos regulares: el de elamenlox com puntos
-cuartos, el de refinamiento local, y finzlmente el de funciones Hase
especiales. Dentroc de cada una, se awaliza @l efecto de distintas
mallas en X d{cuatwvo), Yy en L {(des),dpnde ¢ es Eienun, . gorparande
no solo los resultados entre los diferentes medtodos. sinb entre las

distintas mallas para cada uno.

Se utiliza wuna malla regvlar com NI=2Z] puntes para el cficulo Jde
error; aesta se cbtiene de Jistribulr Jde manera regular lor puntos
sobre el intervalo [0.11. A partir de esta malla wr calculan las
errores, uvtilizando dos estimados distintes del error:

1) El1 error maximo se calcula cann el pzximo wvaler absalute de las
diferencias entre los valores de 4 , la solucion analitica, y VY , la
aproximacich encontrsda, para cada punto en estd maliz, e3 decir

— “*l*” TN V2 it ws
I3 4

2) El error que llamaremos L2 (realmente e$ una aprerimacide al error
RMS o ** root mean sguare ‘'’ que @as la norma de Sobolev que se e}ti
vtilizando para minimizar) es decirel error Lidiscreto: ‘

"X

i L g (_,{m)-u(w.-\)z)
AT ; .

-z 1

seccion 8.1 Problemas ind:pendientes del ¢iempeo id.
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En 1a tabla D tenemos la presentacicn resumida de Yos probleamas

independientes del tiempo que se analizaron: son los ciguientes:

1) Coma primer problema 5 tiene quec:
p =
i.“.— o ]
~ 2
-S‘ =% 5wl T0a)
S A= Sva (k)

es decir que

D v
—== + W s Lfix) =0
P .
El problema es eliptico:s lineal, y no tiene singularidadesy tampoco

muestra un comportamiento tipe v terca de la frontera, gor lo cual
al hacerle ¢l conjyunto de pruebas no se espera ningunz mejerfa por
tratarlo con los diferentes métodos,

' 2) El segundo problema es un poco mis 'c::mple_!o pues no es lineil, pzro

todavia se espera una solucidn ne singularc: pues aqui:

?:-u-.a.z

4_—: o.
5 Wrowm {Fx} (- Boindlfe))

A

Y

Siv Wx)

Aqui tampoco hay dependencia del tiempo.
per lo que la ecuvacion gqueda coma:

3— (!a&(‘)c\-‘\) - T
3, = | LI (T ) (- 3 v L Rx)) =0

El problema es e_l:‘fptico: no lineal, sin singularidesdes: no se

comporta como J¥ .
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No se espera ninguna mejJor{a raeasultante de aplicar les metodas
modificados, mas bilen que haya pdrdida en cuanto a pregisidn en =1

‘caso de elementos con puntos cuavtes 9 en 8l de las fumciones base

esﬁeciales.

3) E1 tervcer problema es cliptico no—lineal: con una singularidad =n
la frontera (i.e, degenera,alli’ pero con una solucidn no-singular.
Aqui: p=-

g=o

LY T TPl 22vw?{m))
4{ = Sy URY)

En este caso no se tiene dependancia del tiempo. Yy entences lra
ecvacidn queda come .

Ei (-4gé:i

=

Tampoco se espera ninguna megoria notatile resyltante de aplicar 1leos

métodos modificados gue implican ccnocer Ya forma de la simgularvidad

{es decir ¢l de elementos con puntes cyartos y el de funzionss tase

especiales), aunque tampeco deben ser muy malos ya que Y ? agta
s .

ausente en la expansion asintbtircna. Ey de esperarss wuvna peque™na

meJjoria con el método de Tefinamienfo locgl.

4) E1 cuarte problema es eliptico no—lineal

con unad singularidad U una sclucidn singular de la forma V¥ con

-+
H

-0
RN S
JShﬂ(“?)

daonde entonces

—m—

z

3 k«3-0\7 y Fou? = o
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Ahora se espera una meJisria netable por aplicar 1los metodos
modi ficados. En refinamiento local se espera buen $fuwvcionamianto
simplemente por que se esta agregando intervalos a la mabla 2114 dornde
se necesitan; en elementdos <on puntos cuartos -y Fuaciores base
especiales porque se esta simulandec un compovtamiente tipa V¥ “n
la frontera para la aproximacidn., cgnociendo gue la solveifSn analftica

de hecho tiene tal comportamiento,.

En la tabkla 1 se analiza el error ,n4ximo para o) problema 1.
vtilizando el metodo standard, es decir €1 de elementos voegulares. a
lo largo del tiempo paTadat=0.\y Addi=00rs, La tabla 2 ez un andlisis
seme jante para el error L2, En ambo-s casesr Y tanto para d€= &. Vv caro
para 4i=p.r05 se observan agscllacichnes. aunque estas gavrcen estahi—
lizarse al avanzar en el tiempo. Las oscilacriones se presentan sobre
todo cuando NI eos grandes Y pueden ser debldas a gque se estd vsanda un
metodo de ecuaciones parabdlijcas para resolver un probicma eliptica,
1o cuval nos asegura que a8 la larga se tiene convergencia a la selucidn
de) problema eliptico discretizadsas pero no que este swcoderad de
manera inmmediota (es ﬁasn las oscilacisnes que se végantias en  un
principioc deberan amotrtiguarse si dejames franscurriy tiemgo

suficiente).

Es dificil observar de manera precisa la intfluenzia de la

discretizacidn en el espacic sobre ¢l eTPror™ &N  o2stas prucbas pues

nunca degjames transcurrir tiampo suficiente comp pave observar ona

estabilizacién,

Hay modos oscilantes presentes al principiec pero estos we ampriijuan
radpidamente. Son modos del tipo ‘*s&iff -~ que no estdn en ta =solusidh
analftica. Como la solucidh analftica-y 1la solucidn dei problema
el{ptico discretizado no coincidea. hay camponenteé de estas modos an
les primeros pasos de tiempo. Para analizar el ervaor de la
discretizacidn de problemas elfpticzos es mejor utilizae valonres en  un
tiempo avanzado cuandeo las oscilacicnes s¢ han amortiguazda.

Es importante recordar 4que hay mas mqﬁos oscilandes cweandao la
discretizacidn del espacio es mas fina Lfver Strang 4y Fix L[ pags.
245-2501), por lo cual refinar la palla en espacio pucde ewmpocrar la
situacioh en cuanta a convergencia an tiempo.

. !
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Come a pesar de todo e©sto se chserva uUna cierta tendencia a
estabilizarse, en la tabla 3 se amnaliza eo! problema I para todos los
metodos uvnicamente en el ultimo tizepo, ec decir {:-£.3 ., donde hay mas
estabilidadi lo hacemos para las das mallas de tieppa vtilizadas: os
facil wver que el camportamiento chservadd para amubas malla: es tan
parecido que no vale 1a pena analizar los dos cascs: da Jdqui =20
adelante se analizan los demas prob l<mas independicntes de tiempo
en =23 yatzof ya que para @sta malla necesitamos hzecer muchas
menos c%l:ulos.

Del anélisis de las tablas 1 a 85 y las grdficas 1 & 5 ez clare gue %3l
comp esperabamos no hay una mejoria importante ton ninguwo de los
metodos usados en el caso de les proeblemas 1 a 3, l®s cualas no se
comportan como ¥ . Se observa una mejoria peque“na
para refinamiento local tal gual s¢ habia predicho: perar nada para los
élemeqtos cton puntos cuartos o funciones base especiales. Esto es lo
que se esperaba pues se esta desechando la funcion base v* en favor de
la inutil JF ., 8in embargo, como er estos problemas Yz expausidn
de Taylor de la solucidn analitica nos wmwestTa que tampocn o Gil %
les erreres con puntos cwuvartes na son signiFicativ&mEnée distintos
a los obtenidos con elementos rvegulares: especialmente anands 1los
elementos son suficientemonte peque®nos.

Para el caso en el que la solucidn si se comporta cowas ¥ ey {.es
decir el problema 4, se cobserva una importante megoria para  los
mé€todos usados en compaTacidn can €1 metodo original Tamo puede
comprobarse en la gré?ica S 4y en la tatvla 13. El andliasis de estos
resultados debe tomar en cuenta que <£s¢amos deteniends e{ proceson
cuando la diferencia entre iteracizsnes €5 Menor que un nimeco de ordan
10. En el problema 4 esto sucede para NI=40 donde no se Ilegy a hacer
suficientes ite}aciones para converger a un rasuvltsdo. parae el
criterio usado detiene el proceseo. Povr tanto, los regswlftadas no <son
confiables: havemos el andiisis ¢obre lgs demds malias. pe€ hecho
deberiamos vtilizar otros wvalores para Jetener el proceso en  aske

caso, pero esto haria dificil hacer comparaciones.

Parece ser que el método de refinamicato local e3 meysr para  las

mallas gruesas. Pero sin duda algunga el mitodoe de elenzntos cen



Pag. 9:&
puntos‘tuartos y el de funciones base especiales son ads baratoes en
est0os casos: ya que para Tefinar localmenter agreganos 2 la mallaen . g
12 intervalos, lo cual incrementa giand: arnte el tama™wes del :istema a
resolver. Para mallas de 3, 10 (e inclusive 20) intérvalos. Este
misme incremento en el tama™no ewxplica ol buen funcicramienta deol
Tefinamiento local.

Para el problema 4 se obtiesnen buenos resultados con loc métodecs dJde
elementos ton puntos cuartos y funclones base especiales. Tn gensral
paTa mallas finas es mejorT ol metedo de ¢lementos con Juntes cuartos
que el de funciones base especialas; para las mallag srwesas (2340
tambien se observd en los problemas anterieres) la diferensia o5 manor
pero a favor de el mdtodo de funcicnes base especiales. ya que si bien
hay mas errores de Tedondeoc pava estas, para las mallaes grvesas 1los
errores de Tedondeo son poto impowrtantes; porv ptra parte 2l leaer wna
malla irregular produce eTTores grandes Lobre todo an aallas  gruesas.
De hecho se tiene una malla no uniforme gn el caso de clementegs con.
puntos cuartos y no en el de las funciones -base especiates. .

En cuanto a la convergenciaf(respa:to a h ) de los métados. %3l cono
io predice la teorfa, como indican las tablas 1 a B y lgs grdficas 1 a
4, encontramos ordenes de convergencia de o ©3am en aquellas

. problemas en que no hay scluciones 55ngu1ares tanto para el error

méximo como para el L2 (es decir 13s preblemas 1, 2 ¢y 3) encantranrao
mas debido a factores que pueden ceusar gvpeETCoOnveTgencid. comy el que
la malla en que se calcula el erTror toptgenga en sy mayovia nodos de
los elementos finitos . La grafica nimevo 1 asi come 13 tabla niprero
12 son muy claras en est® aspecto. Ver tambien los proeblemas 1, 2 y 3
segun la tabla 13. Para el problemz 4 na €s tan claro gue cosp era de
esperarse segun la teoria legremos restavrar el orden Je convevgencia
que se tenfa para el caso de el matsdo con elementos regulares an los
problemas sin singularidades. Pava las mallas con NI= &, 10 y = parece
ser que si se observa esto. fare, como ya se habia wenciorado. los
resultados con NI=A0 paTecen ser pzco confiables debido 3} criterio
que se utilizg para detener el proceso,

Esto implica que es conveniente %rabajar con mallas soficizntemante
finas en 2« ya que por ejemplo, al duplicar el esfuerzo s« ohtienan
resvultados varias veges mejores.
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seccion 8.2 Problemas parabolices 1d.

Se awnalizan ahora de manera similar loes problemas -parabolicos
seleccionados; veamos que sucede al aplicar los métodes vwodificados.
Estos son problemas parabdlicos: par lp cual es convenienteg ver que
suycede a lo largo del tiempa, al mencs para el ervoer LZ; Camo el
efecto de las distintas mallas en  ewx ya conocidas al iguval gque el
efecto de distintas mallas en tiempo, parece suficientec analiZar los
resultados para NI=10 y para atl-o1 . Se zscoge Justamente W1I=10 pues
se encuentra una situacion un pocz extra™na (al menos on apzriencial,
en cuanto a las mallas en X ya auve se observa que sj NI vale 20 o
40, la precisidn no cambia muchei Desde luego esto as eaplicwble si s
toma en cuenta cual es 1la precisidn que se tiene y cwal ¢l criterio
que detiene los calculos. De heckn, no s&€ obtiene ®maz precision al
utilizar mas intervalos debido a que em wn mamento dade reswita que
los cambios en cada iteracioh son menorzs que el viler figade rara
terminar las iteraciones: 4§ por tento la-iteracion se detiene.

Esto dificulta comparar los mctodas enbre 5f pues na fedas convergen
de la misma manera. Precisamente para evitar estas disfrsccicues  sin
sacrificar precisi&h se escoge NI=10 para las tablas. Lta selaccidn de
problemas =& hace con un cTiterio idehticp al usade pare2 Toes Froblemas
independientes del tiempo:, es decir:

1} Un problema parabolice lineal (probiema B} con Vna solucidn

no-singular en el que al sear

P
q:D
f=r

. W E
AL = sn LITxe) & w

la ecvacion diferencial queda como

e
du = da

—
)

.
v
‘

ax

2) Un problema-parabolic€o noe-linzal, »in singularidad, y <con uvf
-2 B

solucion no singular (problema &): gz I > , ?.;zvf‘cnjmfﬂﬁJe

',S:F".LJ ,u..'-=:n~\(ﬁx\e'ﬁ:f
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Entonces la ccuacion queda como

QM ; 1 r:, - : - -L
T =2 L (v ),_ﬂ.) _ {72 7 L () e T2 TE r 1
PR3 dx ( s ¢ ces ! ) )-Q LI

3} Un problema parabolice sipgular no lineal: cow uvna <salucion

no-singular (sin comportamiento tipa J7 en 1la frentera) (problemra
7), Aqui:.

p =

4 = \/i{ - te)

= TS L2W (e t)?

ACZ S a (TY /i (£ = (=) -
Adp = =%

Entonceés se tiene ~

dw

= P - A jh ~ cee (20>
e N CT D A CRRE
b b TH €t MR e ge)

Como Ultimo problema (problema B) de tiene uno parabdlice wmao-linsal.
con una singularidad y unas solucidn singular de la forma N 7
¢ =1 o

$=V |

4= ﬁtdi?/%

M=Vginlw g~ F

Entonces 1a ecuacidn gqueda como

dA _

2 [l 2
-— - LY e - " 't
iy 7 ( YA “ ¥ S

Este Gltimo problema es el proble~a que on dn‘ﬁrincipia wis planteamos
resolver, es decir, es el problema de iwterds.
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Para este Jltimo problema se espera una me Jjorf{a potablc par aplicar
los métodos modificados (en forra parcecida a lo obsecrvado en el
problema numero 4. gque aunque independicnte del tiempe era simila®}.
Para Tefinamiento lacal se espera buen funtionamiento simplements por

que estamos agregando intervalos a 1a malla alli donde se poecesitan.

Tambien se pspera buen Founcionamiente gl usar las tdcmicas da
elementos con puntos cuvartos y funcicnes base especiales pargue
eﬁtamos simulando un comportamienta tipo J ¥ en la S£ronters para la
aproximacio%.,cunOCiendn que 1a solycién analftica de hecha tiena <wati
comportamiento.

El1 resumen de 1los problemas parabblicos unidinensiecales y 1las
resultados obtenidos se muestran a:x las tablas & y 7 rvespectivamente:

Como puede ohservarse, tal cual se habia predichorhpara les problenas
Sy 6/ el mrtodo de Tefinamiento no es significativamente mzjor qua ai
metodn con elementos regulares. Lés de elementos con guntos guartcs y
funciones base especiales deberfan ser peoTes, pero came Iz forma
asintdtica de la solucion nc tiane t&¥Ymino en Yt Ja diferencia es
menoT a la esperada, c¢ inclusive a ve=es a favor de estos matodas.
ambos problemas evolucionan en el ¢iempp de manera gque Ja diferencia

entre los errores es cada veZz menarw aungue el erTor en si crecs,

Esto se debe a gue el modo fundarpzntal jel sistema discretdzado es
parecido para las diferentes discretizaciones, pevro no caincide con el
modo fundamental del sistema diferencial.

En el problema 7 sin emhargo:, por razones que no alcanze a cowprender:
resulta que el metodo de funcionas base ¢speciales es bsgstanfe buano
comparado con el de elementos con puntos cuartos on cuamie 3 orden da2
magnitud. Sin embargo este diltimz resulty ser constante en el tiazrpe
mientras que los demas métodos muestran vs crecimiento 2praximsdamante
lineal del_error. Para - p3 1a diferencia enére fuwancisues base

-

especiales Yy elementos con puntos cuartos 4a es peque™ma.

Para el problema B8, que es el problema de interés. rezisnsnte se

observa la mejoria esperada g3ara los métodos modificados en
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comparacion con el metodo original, El pétodo de‘vei§namzento lacal
es obviamente superior {para esta rnalla), ya qug su errdry ¢4 de wn
orden de magnitud de Jp~* . contra uno de 107™ com fumcicnes base
especiales y elementos con punto cuarto y una de o2 gara 21 mé=aco
original. Tambien resvlta una maysr estabilidad comparvstiva en ¢

los métodas para este pToblema ya que seolamente sa ticnen peque™aas

oscilaciones, .

En cuanto a la evolucioh en el tiempo de los problemass parstflicas es
bastante descorazonadoral par ser poces tiempes no s wve& tiaro si
estan oscilando. {lo cual parecse ser zierto en genfral’ e si ge

inclusive estan disparandose.

Como se idlustra en la grafica B inclvsive aquellos prablémes cuyo
errorT no 2sta disminuyendo tienen difevencias deireciﬁhtes enire los
errovres: lo cual no eas tan mala si vrecordamos que "es evrores an
tiempos anteriores se ecstan acumulando al Usar una aproximzcidn en f—{

para calcular la apreoximacion en - .,

Como ya se menciond, el modo fundamental del sisters discretiitado neo
coincide con el del sistema diferencial.  Aparentemente esztaros
convergiendo {(de manera semejganta parg ftodos 1los wmgtodos}y a ia
solucidn del sistema discretizade; esta no parece cweiwcidies con  la

solucion analftica.

En resumen, los resultados confirman Ja utilidad de los mdtodos
modificados para los problemas unidimensionales que noas interesan:  Si
se caonoce la forma de la singularidad conviene utilizar Jos wmdtados
que la toman en cuenta, i.e. funcicnes base especiales | elsmestos con
puntos cuartos, De lo contrario ggnvieas utilizar ref jnamients local.

Para mallas gruesas el refinamientc locyl es caro,
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CAPITULD < Sobre el caspo bidimensional

El andlisis hecho para ecuaciones an una dimensioh (espacial) tenfa el
cbjetivo de estudiar el funcionamianto de las diversas técnicas epnp el
tratamiento de ecvaciones parabdlicas con singularidades generzdas por
un cogficiente de difusidn degenarado. La mayoria de lwos casos da
intere’s prattice (ver por egemplo [13 4y E21 ) son de 43z o a@9s

dimensiones.

En seguida se hace un estudio en dos dimensiones con e) obretg de
averiguar si los metodos funcionan de manera similar & como lo  hacen
en el caso unidimensional. E1 progrema consiruido vesvelve la
ecvacidn parabdlica bidimensional

éaf[ = VoLl - A

" para *‘“-m*) una region Tectangular con condiciones de fronteva:

4 =0 Y (9t Q.
Nelp7.)=0 ¥ vye S0,
-
Utiliza elementos triangulares., y hace de manera cumpletamente
autematica el cAlculo de esta malla de elementoas triangulares. Es &l

programa PROGRAMA/2D y pueds consuyltarse en los apendices.

La malla efectivamente wusada puede wverse  en la figura 3. Strang
(pag. 152) muestra que esta manera de construir la malla es mejor que
i se consideran rectangulos con las des diagonales gara formar los
trisdngulos i+ ademds escoger 1a diagonal adecuada sejon el problesa
permite lograr matrices con bandas ligeramente mencores, hactiendo un
poco mas eficiente ¢l trabajo.
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Es una malla triangular formada a partir de una malla reetangwlar de

la siguiente manera:

Se leen dos numeros NI'NJ que son simplemente el nbaerec 43  intervalos

que tendrd la malla rectangular en 0y respectivamente.

Suponiendo por el momento qQue estamos ufitizando el mdtodo de @lemanto
finito con malla regular (es decir ol mdtodo de elementos finitos com
elementos rTegulares. sin tomar en cuenta 2l casa de las
singularidades) lo que hacemos as simplemente conséruir la malls
rectangular y dividir cada rectangule en deos triahgules rectahgules
cuya hipotenusa comidn es una diagonal de} rectahgulo. %= escogid 1la
diagonal con pendiente 32¢x4 o ., Asi, dividimos cade rectzagulo an
un triangule “*‘superior’’ y un tridngulg ‘‘inferior’’.

Aqui p = plx,9,4,4), 7= 9(x,9,¢,4), £ =f(x 41, +) 0 sea que como estas
puvaden ser funciones de la soiucion, no estamos restringidos a
resolver la ecuvacion lineal, sing que en general, y €5 £ste ¢l caso

que nos interesa, es posible tener una ecuacioh no-linezl.

La estructura es muy similar a la del case unidimensional, perm dosde
luege hay diferencias importantes en wvarios aspectes, que ‘son

I < 2 -
precisamente las que se analizan a continvacion.

seccion 9.1 Transformacion isoparamdtrica

La transformacidn entre un tridnguis en el espacio (ay) y el triangulo
unitario standard en el espacio LZ,’B() se define comoa:
— oz -
‘.’“- ")‘ = ZLJu,jg) - f‘ﬁ— {7/« p" (3515:153)

L )

1
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donde los P; son las toordenadas (> u) de los sels nodos del tridnguic

unitario cuvadrdtico standard ordenados como se ve en 13 figura 4b.

Por la ferma de constvuilr Jla malla. en el plano (x,:,\ tay des  tipos
distintos de tria’ngulos. inferioras y superiores, Cad2 wvno de oshas
tipos esta numerado de forma distinta poare compatible con respecto  al

mapeo al tridnguleo unitario cuadrdtico standard en (3,'.-5;)' / 313

(114
Las coordenadas locales (3,3;) se definen en teTminos de (wy) mediante
la inversa de la transformacioh iscparasdtrica. La nccesidad de que
esta este bhien definida imponpe varias cendiciones sobre la disposicida
de 1los puntos intermedios, pues at igual que n  al caso
unidimensional, en ciertas partes £l determinante jJacobiane ¥ de la
transformacidn isoparamétrica se anula (recordemos qwe precisamente

esta propirdad era aprovechada en lus etementas dg_ auntos cuvartos).

¥
seccion 2.2 La inverss a la transformacidn iseparamsStrica

Mediante la rutina EVAL., dadeslylysabiendo que se esta en €1 4ridnguio
determinado por las coordenadas A< ,Y; . donde X e¢Uyv &) s€ guieren
determinar las coovdenadas lacales 5, , %2 .

Si se tiene alguna estimacion inicial 5""”32“” de 5': '52 (se utiliz:d
0.3 como valor iniciasl de ambas}; antonces como ¥ =xL3,, %Y gy 9=y13, %)
son las ¢transformaciones iscoparamdtricas., se tiene qus ’r“’; - (5,“‘: ;.‘:Iﬂ!)
y ‘ﬂtl‘:\. ylse 3{"’)_ . El proceso de !fewton cznsiste en estimar 3¢7 5,

usando de manera iterativa ( si g es e} {ndigce de iteracion!:

-1

3‘“.»‘1_ '9_“” _a_x_- d x ) 7\“)- x
I B JE T B
{wa K’ 2
52 -BZL J v 3w (o
3 3 32, ki) -J
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En EVAL se hace esto de manera explicita, es decir:
3w Jx Y AR ‘
1) Calcular 3%, ' 3y, .%~§l y 5533 o En otras palabras.,
se tiene la matriz Jactobiana (de la transformacidn isoparamétrica)l:
S ¥ ax
T = o3, d i
D Qv
0 3, LA
2) A partir de estos valores s2 obtiens el determinante jacebizne:
dx 2%
Y=3dz 23
R c Y -~
la?u ¢ 32
3) Se utiliza CALC para obtener a partir de un valor inicial para 3,
y 32 valores correéspendientes {usando 1a transformacisan

isoparametrica) Z,=x{4) Yy B,=yltc).

Para calcular la inversa de 13 matriz jacebiana, se puede wvtilizar @ el

siguiente resultado:

o a3 a3 > D
Q¥ DY o a’l . gy  Tex
B D %y = 9 x oY :;J; &z, 22
249  2u sz 22 Yhy  ax
oz 9'33 o €2 23, 2 >

Este resultade es sustituido en 1lgs lugaves adecuados del proceso da
Newton para que finalmente tener:
(, = A — xtE)

Y, :\.3_ ) ()

Sy 2.3v, - (2% 43, v2) /7
f,o=0-99035,3r, F (IR YYD
e 3y,

oY {m
'51(? ! - 37_ 1‘.{1

i\l
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y aproximar de meanera iterativa a los valores de 2. 3z cuidarda

evitar que estps queden por error fuera Jel triangula .

Se hace esto hasta cuatro Veces. ¢ hasta aue tanto £ 1 ce cono[{Jc{.
En el programa (ver el 1istado en al aperndice PROGRAMAZZD):

13, % 3,5¢ 1llaman T1,T2,73.
2) RJAC significa ¥, el determinante Jagebiano.

3) DXT1, DXT2, DYT1 y BYT2, gignifican raspectivamente 3‘/93,: d 593“
"343,"1 19453, -

4y A xiv, utk‘resultantes de la transformacion isoparamétricas se les
llama XX, YY, mientras que a x . § se les 1lama XIMP, YIHWP
respectivamonte. XI, ¥YI szon wectores de sei;‘etemantas dende sa2
guardan las coordenadas de los nedos del tridhgula en el cual sa

esta trabajando en ese momento.

5) Ademas RES1, RES2, FAC1,FaAC2 so0n varigbles temporales wutivizadas
para ctalculos; las Ultimas dos son usada; tambien Farz comparasr

con € s o sea EPS.

&) Como para una dimension., las UXJ son las funciorer base © sus
derivadas segun el valor de ISP, que corvesponde a jo que ara ID
en una dimensioh. La convencidn en este caso es que ISP=1 significa
que se desea la funcidh base., que &I ISP=2 es que =& requiere la
parcial rvespecto a 3, .« y si [BP=3 es que . interesa le parcial
respecto a 3, . La propiedad arriba ilustrads acerca de 1la
matriz Jacobiana es utilizads 2n el programa ya que se tienen las
funciones base y sus derivadas an funcion de 3, 5, 4 na dw < n .

7) El parametro que detiene la itzpacidn, EPS se fija externamente.

seccion 9.3 Integracidn Numdrica
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De manera similar al caso unidimensional; se vtiliza [ntegracidn de
Gauss, pero recordando que aquf ze nocesitan mas ﬁuntos pard. abtanar
la prec3516n descada, {i. e. siete y no cwatro). El tipo d4¢ intejgral
deseada es:

Al "-‘-_'| ~ R
j (j 4 flel oy ) d2
~1

203, %)

la aproximacion usada es 18 formula de Hazrmer:

———

G TOM
IS ’
‘}{‘—I DLJr,J,) (Zl[p) .sl(k‘)

L

R

8i wtilizamos los pesos adecvados, W qQue s puedénconsvlitar en
Strang y Fix ( pags. 183-184). Tong & Rosgettos (pags. 1809-1533,
siendo f . la Funcid% adecuvada walvada en los puntes Xh.gl s114
listados. entonces se pueds essperzr unz precisioﬁ del ordcn de¢ he

En este contexto O{h'} significa que 1a integracioh numcrica €5 exazta

51 la funcidn integrada es un polinamiov de orden < -t on 2., 3, ;I ot

seccion 2.4 Elementos singulares con punto cugrta

Ya se menciond que si ciertos nodes laterales de un elemanto
cvadratico triangular se ponen emn los puntos cuvartos, entonces las
funciones base pueden representar funciones de la forma ¥ alrededor
de la singularidad, donde v es la distancia a esta ginguvlaridad.

Esto se ha hecho ua‘para elementes que tienhen una singularidad an  un
nodo (ver [4) ) pero aqui queremos ademds el caso en qua todo wn lado
es singular. Supongamos ub tridngwlo P1P2P3 con P4 en P03, cen PS an
P3P1 y con P& en P1IP2 como muestra la figura 5.

p,
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Hay varios casosl supongamos primarc que se tiene la disposicidn P& an

el punto cuartu mas cercans a PL sshre PIP2 y

mas cercano a Pl sobre PlP% (Ug by,

PO en e)

punte cuarto

Se tiene entonces que para cualquier punte sobre las lincas que van de

Pl a cualquier punto en P2P3 si v es la distancla a Pl entonces:

X —x, = [_C"fgwx.)'sj Ot - 03,73 ¢

9
g-vo= Lly-ndyy o Us-9038.0 10

+3)

4;1)

Por ejemplo. cuande 32:9 ; se tienep que si .ﬁg

lado PIP3 entonces 4
dad alrededor de PI.

es la lengjtud del

1,352, . BEate es el caso con wni
3 vy —

singulari-—

Otro caso es cuando., por ejemplo, P4 esti en el punto cuarkte tercans a

P2 sobre P2P3 4y P5 esta en el punta cuarto

cercano a £

sebre PiPC.

En ecte Caso suponemos la dislancia p PLP2 para cu2lquier punka a

3
1o largo de wectas que van de P3 3 puntes sobre PLPZ2.

asis si (¥c,4_ ) es 1a proysecich da1 punto

entonces:

X—X = ('xB"Y‘G)};z

R {33 - ‘357 '552

(x, 3 }

desde P32 sobra FLP2

En tal caso:si hy es la dis€ancia perpéndicular de P3 & P1P2 que es

el lado singular, rvesulta que Y:.hf. En ambog casos el coaportamiento

es como se degseaba para el problema a tratars, i.e,

Ya se habia comentado Qque usar el metodD “de puntos
cierta manera equivalente a ysar {funcicepes especiales
transformar la funcion base, se transforma el

trigdnguvio

como V¥ .,

cvartos es de
puves en weaz da

d¢  manera

que expresando las funciones base cuadratitas como funcidn d2 X, Y

y no de 3,, 3, ,de hecho tiene otra base para el mismo Cspacis (el fer—

mado al incluir las funciones base especiales),
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Por cuestiones de tiempo Se decidid no programar el case de Hunciones
especiales para el caso bidimansicnal, Fs de suponer. s5in embarga,
que no deb® haber mayor problema en esta extensidohn. Quads por ver si

esto es cierto en un estudic postarior.

Viendo globalmente 1o malls con elementps singularss en el casoc de
singularidades puntuales Contra el caso de sipgularidades en partes de
la frontera, resulta claro que en =s3te sagqundo caso cse esfd peturbando

la regularidad y simetria de la malla dec vuna manera mucho mayer, Far
lo cual: & pesar de que estamos aproxirindo mejor en la direccidn en
que esta la singularidad, en la otrs diveccién (y Justamente este

efecto es mayor cerca de las singularidbdes) estamos aproximande mucho

peor.

Es por esto que, al menos para mallas gruesas pueden presentarse
serios problemas en cvanto a este mdtodo., Veamos de todas mameras gus
sucede con el en la préitica. Hay que aclarar gue cste Lipa e
peturbaciones geométricas ne se presentariyan en el caszo de funcicnes
especiales: por lo cual:s de hecho podria resultar ser un majyor método

en problemas de este tipo.

seccion ?. 9 Refinamieerto local

En .cuanto al refinamiento lacal se apglica el siguiente esquamna:
consiste en dividir en 1la direcci{oh correcta segun la sinjvlaridad de
manera similar a como se hizo an 21 case unidimensional, pearo en  vna2
de dividir en 4, cada subintervalo, se divide en 2, es decir, coma se
indica en la figura numerst &, cumpliendn con el eriteria #grunciade an

el caso general.
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No debe haber mayores problemas er extender este métodg,

'
! t
!

i*ag.
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. CAPITULO 10 Resultades en el caso bidimensional

En este cap{tulo sp aplican los métodos anteriormenfe deoscritos a
problemas gspec(Ficos en dos dimcnsiones. Se escogicron problecas
seme jantes a los de una dimensidn que mas que un esktudieo dae les casacs
- representativos es una simple wmuvestra de los rasultadet  encentradiss

— para una dimensidn gue siguen siendo walidos y las dudas que hay

- acterca de la valide: de los otros. No cs un estudia tan sistemdtico
— como en el casp unidimensienal, ya que solo se trata de obvserwvar nue
- vresultados se extienden al caso bidimensional, =
Ademas de analizar algunos de los problemas que se habian escozido
para una dimensidn con fines de carparacidn: sg 4demaron otros
- problemas parecidos. Revisemolos entonces en orden: Simplewszrnte hoy
—  que vecordar gque la ecuacich es
- L —
- ST L P R
-
y ver que son ¢,4, § + tuvales scn las condiciones de {rontera apli-~

cables y desde luego cual es .. &n tada casa.

Csda problema es rvesuelto mediamke tres metodos, 'a sabevy el de
elemento finito con elementos regvlares, el de eclemgntes con puatss
cuartos, Yy el de vefinamiento local El e funcieones base aspaciales
no se analizo mas pevTo N0 hay razpoh poTg SUponer fque 1es  TEsultados
vistos para una dimensioh, que irdicabawm que en la forma en qus  fue
implementado deo hecho era parecidg al wetodo de punktos cuartos pero
con la transformacidn hecha de mapera caplicita y sin peturbaciones
geométricas (por lo cual %tal ver mno fue 3a mepor desiciem pesible el
no analizarlao) dejen de ser wvalides

/ A
Ademas se muestra que el afecto observade para disiintas matllas
tambien puede extenderse en este caso.
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seccion 10,1 El preblema .= J;:RT;
Este fue el problema que 52 analizg mas a fondo; en le 3gtesivo le

l1lamaremos problema *‘*a’”’.

Fue tratade por distintos métodos y mallas: debido = que los
resultados para el método de punto crarto no fueron tati cemo s&
esperaban en un probiems de este tipo (en e} que deberia mejgorar la
aproximacioh debide a que e5 un problema singular que se camporta camo
- g en la vecindad de la singularidad) se enﬁftizé este, el caso

- mas sencillo de este tipo, independiente del tiempo,

- En este problema

TPEe, wE0, £ =BT (T

- 2
y las condiciones de frontera sen 4ix, p) = .uex, 1)z @ .

*  Los resultados descrites en la tsbla 8 (ver tambien 12 grafica &)
muestran que, al menos para las mallas estudiadas (que por problaras
: de tiempo de proceso no pueden saT MAYsTES sin hacer un esfuoavrzo
considerable para hacer &l algebray lineaxl de las matrices &gParcidas
de manera mas eficiente) el métodc de elementos con puntol cuartas na
parece ser muy bueno, Es pcor qus =2l método standard. conirariamente
al resuvltado encontrado en wuna dimensisn (el que csperabamos se

extendiera con relativa facilidad a dos djmensiones]),

Parece que cfectivamente se pyade atribuir el corgoerlamignte
relativamente malo de este métoda a gue 1a malla modifFicada para el
punto cuvarte resultas asimedtrica en # (como habilamos efservadal.

Aunque este problema no dependa de A T la apvovimicidon sii
supongamos que el error | tiche dos componentes: El error introducide
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por esta asimetria en X, es decir C. . y el debido a Ja singularidad
en '} es decir E9 . No ss posihle tampoco olvidar al e<ccto dal

truncamiento, pero en este caso no parece ser importante,

Debido a que., come ya vimes en vna dimensidn (y ra teoris =1
comportamicnto es sempjante) 57 disminuye al mejorar 13 aproximazion
a V 7 cerea de 1a singularjdad por usar el mctodo det gunto cuartss
sin embargoe es posible que pacra estas mallas Ea 583 grande y
oscurezca la meyora on 1a aproximacidn a J¥ '

Todo esto es valido tanto para el error m3ximo como pstra el grror LZ2.
En una dimensich, un problama comparable era el preble=ns 4 en =s5¢
caso los puntos cuartos no aejoraren la golucion cuande N[=F pero si
con NI=10. Si NI=20 nuestrs aproximacidﬁ £€ra me jor: peara ya con NI=S0,
el efecto se hacia menons notorie debidw a que la iteracionh ya no

convergia (en el tiempo de procesc permitido en la miguina B7E30).

En dos dimensiones lps errores son bastante mayores, sobre todeo cuén:o
NJ=5, aunque las cosas nmegjoran bastante cuando MJI=I10, gor 1o que
resulta bastante probable que para mallls mas finas en Y el andlisis
asintdtico del error rvesulte vilids y que los elemenlos con puntos
cuartes mejoren la aproximacic%. {hay que acl&rar que & pesar de que
el meftodo no mejoro la aproximacidn & inclusive la emprerd) saguimns
teniends soluciones aprayimadas, (=34 decivr, no se vbservan
peturbaciones tan terribles que dagtruyan la forma de Ya solueidn an
forma global). Este estudip queda pen&ient9a pups es necesario contar

con rutinas mas eficientes pars 1la factcrizacidn de matrices con una

estructura esparcida muey particular,

seccion 10.2 Descripcidn de los demas problemas
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Para probar el funcionamiento de ¢l progTama para preoblemas en  das
dimensiones:' se hizo una seleccidn con un criterio identico 21 wusado
para los problemas unidimensionalas, es decir se escogieren casocs
representativos. Para estos casos wveamos cuanto valen p, 3 £

q'- las .condicinnes de fronterva para

In V. .
a—{:_ LpVM}- G A

que es nuestro problema 2 Tesolver en geneTal; tenemos entonces:

1) un problema independiente del tiempo (problema 1), lineal, ne
singular, con una splucidn = S (Mx) donde p=1,a=0, ..c:‘ﬁ’g....(rrwl
1] A\[U,H)r. "‘(‘;},‘J)::D .

Mo se espera que los mftodos esstudiados impliquen una mejoria sebre 21
método standavd,

2} un problema independien_t:e del tiempx (problema 2}, lineal, no
singular, con una solucidn L{Tslﬂ(ﬂ‘ﬁ\ dende p=,; 4=-o0, 4= }r;;,-,(ﬂ‘a)
gy alxol=at(<1)=0 .

Tampoco se espera que los metodss estudiados impligquen una megorfa
sobre el me’todo standatd. Sea geleccionaron estps Aes problemas
equivalentes para wverificar que el programa no intredvzca efectos

asimetricos con respecto a A o y -
3) un problema dependiente del tismpo (problema 3}, singvlar, que es

de la forma que nos interesa, es decir con una solucidn singular de la

forma ¥+ especificomente:

L }_' -
Al =€°F (l-} -‘itcog Lﬂ‘f)) .cuwo!TTU]

donda  p=av, g=1, £z l;;c-.af sin () (234 Beeslliwd & Sceon)
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g lg0) maqpx1y=0

Aqui si se espera que los mr{t:ndcc estudiados. impliquen una mejorla
sobre el metodo standard debido a la presancia de la singuiaridad,

También se tienme un problema similar perc dindependiente Jdel tiemga
(problema &) donde

M= Lhr Y con ORI gt ny,)

p'-M ¥ q =4 0/ ‘F :T? s”‘(fy) _‘15‘ (2_“?‘0-’('—;*) 3 CCCJJ?'(T/))

-

con iguales condiciones de frapntera en el cual se espera un
comportamiento similar.

4) un problema dependiente del tiempo (problema 4. ne-linsal,s
singular y con una salucion no singular

Mo (VY Cos ) LmlTY) /(¢ 20 )

donde

€o= =l ps 4, 2= Ve gy s £ Cas b4 Cevd de Ve~ €0 )

AT(wWeos Crrna) C 1+-}_<:o.s(f.rrx)))Z
b = %_ﬁ--slhln'la}.flh {irx)
= =~ T Slh‘fr?) Ll-{%tb&(ﬁd’)

- %T.sw(h‘a)co;(ﬁ'v5
= $uy (',T,a)Ll'& L Cos (i) )

y donde “Wlx,0) = yex) =p .
1
i
No se espera que los metodos mejoren al método standard.

ta



i‘ag, 1l: 2
Tambien un problems similar pero tntependiente del tiempo (provlicecma 79
donde g =¢ *%c'”(-ﬁnnbm(v}!) y dende pr- &, § =0, {;-{q.ybufhj),:).
con los mismos valores de frontera y en el cual 3 g guipera un

compoTtamiento’ similar.

5) un problema dependiente del tiampo (probema 353, lineal 4y con  una

.
solucion

LM ESslTpleoCre)e2ntt

donde P =y q,'.':o,.f.::() Yy Mx,0] = A%, ()0
Por ultimo un problema <similar perd 1indopondients det tiemo
{problema B) dondo . = ‘5“"("})) cos (i) ¥ p=1 ,9 = -2]‘\, L=

con iguales condiciones de frontera

—

t.as siguientes tablas descrTiben suscinktamente estos pvebilemas (tzbla
%) y 1los Tesultados para el error maximo y el errer guadratico
(respectivamente las tablas 10 y 11}, ademds de la tsbla 14 4y 1a
grafica 7 (que Tesumen 1a copwvergencia observaia en greblecas

bidimensionales). De ellas se pueds concluirT:

1) Al refinar uniformemente la malla en Y es decir a2l dejar crecer

HNJ, se puede decir gque si
L PR PR VL,

entonces e¢1 error disminuuye en fores a8l menos proporcional a ¥Wost 1a
solucioh es funcidn de P y no da -¥ . Algo similar sucedrfa con las
ke si se refinara en ese sentides, Se escogio trabajar sobre Y pues
para las mallas usadas rTesultan sistemzs de pcuvaciones wmas pfque¥nos

al refinar en g gue al Tefinar an x -

Todo esto sbcede cuando la ecuacich es lineal y sin singuvlaridadesr en
este caso el segundo problema. Fsto implica que @5 convoniente
trabajar con mallas suficientementa finas en Y cuandg jao guluciih

depende de esta,



2) E! metodo de vrefinamiento local' se comporta tal caoamo se esperaba.
es decir, trac tonsigo un m2joramianto considerable. comparatle con un
refinamiento uniforme grande en agquellos casos en que h3ay umae solucidn
singular (e inclusive donde no la bay pere sl hay una singularidad), y
uﬁ me joramiento poco significativu donde no sucedes este 13 ventsja
del refinamiento local sobre el refinzmiento uniforme ¢s5 que on
agquellos casos en que ambos funciowan sr abtienen Tesvitados similares

a menor costo.

3) E1 metodo de elementvs con pwuntos cvartos, que cra @l gue mas
hubieramos deseado que funcionara debide a su costm relkzg¢ivamente

baje, no parece tener el efacto esperado para ninguna de las probiamas

‘aqui analizados.

Se puede usar wun argumentoc similar. es decir la existancia ds
-

peturbaciones geometricas: al visto pars

Ad = 4 Sin {7y )

en los casos que esperabamos’ que m@jorarad, es decir

M= e-Flin Locostne)) JE TR, )

y
A= U4 cos (hepd v sgn Chg)
que son los que tienen unh comportamienio de la Fo'r.-nzi v Y cyando

y-20 4 \‘—F‘a_ cuando 1y —> ).

En los demas casos no es sorprendenbe quz empeore: siendp 4t = 5i» (re)

Y 4 T S Lyr._J} buenos mjemplos de o que esperabamos sucediera.

No solo no nes sirve tener J77 raepresecntada de algunp manera en la
base., pues ya no se tiene Tt sino que ademas estames introduciandao

peturbaciones geometricas.
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CAPITULD 11 Convergentia y Conclusiones

seccion 11,1 Resumen de c2averTgoncia
De las tablas y graficas anterioras se pvede concluir que

1) Tal como lo predice la teorfa encontramos ordenes de convergencia
de f(hs) o md&s ern aquellos problemss &n que no hay selucicnes
singulqres tanto para el error mdximo como Ppara Bl L2 {cncontranda mas
debido & los factores causanta2s do supergonvergencia ¢a mencignadas,
i.e. el que la malla en que se& calecwia el eTror contenge en  su
mayorias nodos de los elementos fint tos). lLa gr;Fica nu%eﬂo 1 a3si como
la tabla numero 12 son muy claras a2n  egte aspectp. Ve tasbian leos

problemas 2 y 3 scgun la tabla 13,

2) Se confirma que en Ppresencia de solwciones singuvilares ol métado
original les decirt el que no toma medidas especiales «n €s%0: caszas)
tiene un orden de cnnvevgencga bastante bueno, aunque sv gresicicn  as
mgnoT a 13 de 1ot mpotodos meodificados. Vease 1a convergncia del

problema 4 (metodo sin cambios) segJdn 1a (abla 13,

3) Como era deseado, con los métsdas madificados que btoman &an  cuanta
la existencia de la singularidad, cuando ¢sta efectivarents €xiste, se
Tecupera en parte la ctonvergencia perdida. En 1las qrdticas as
bastante claro cuando tengo problemas como. el anotade zcrca d=a qua el
criterio usado para detener el mdtzdo puede hacerlc &reralurzmanta,
La grafica numero 5 asi cemo la parte acerca de la copversencia en el

problema 4 {(tabla 13}, son claras =n este aspecto.

4) Desde 1luego, cuando st aplican elementos con punlos cwartos y
funciones base especiales donde ne s necesitan se obtiene usm orden de
convergencia bastante menor, Me grurre lo mismo payad vrefinamianko
local (pues seguvimos teniendo wrspresentaciones cezmpatiblies). Las
gréFicas 1,2,3 y 4 son ilustrativas en aste aspecto. Ver tambidn los

problemas 1, 2 y 3 segun las tablas 12 ¢ 13.
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5) Los problemas bidimensionales 1.2 y ‘*a’ es decir WS i By)
muestran claramente el comportamiento ¢sperado tuvando se refina la

malla en % para una funcion que no depende de Y , pard vmi gua depen-—

de exclusivamente de ella, Yy pava una que depende exclviivamente de
ella pero tiene una singularidad. Los otyes probleras »dimensionaies
me indicon que el hecho de depender de ¥ y Y timultianeamente
introduce ruido (2l menos para el coasp de mallas tan grudias €r 4

ya que al vefinar en esta direccicn el error disminuge ligavamenta),

Esto es claro en las graflicas &6 y 7,

El orden de convergencia que asperamas para casos dende no  hay

solucion singular es de la forma

g+ (29)f

l.cs numaTos en la tabila 14 selo btgman en cuenta el cambio en Yy es

decirt suponen la forma LA?)P, Caomes ta parte en no cambiar 18s numaros
¢oleo tienen sentido si el problema 1io depende de % .. Bcte €5 el caso‘
del problema 2, donde si se obsgyva - un nomero parecida 2 2 en 1la
tabla. Lo unico que puedo dacir szaTca d4c las demas problamas es gque

muestran una convergencia Que pareca coayistente con lo espevado,

seccion 11.2 Canclusigcnes

De los desarrollos tedricos, los pregramas heches y los resultados
encontrados tanto para una como psra dos dimensiones o3 conveniante
anotar lo siguiente como lo mas importante: guedando adecas descriio
de manera concisa en las tablas 14 y 15 (todo referido 3 los problemas
que hos interesaban en un principia:s ez Jecir a los no~limnzalas can
singularidodes del tipo {¥ o simiiares:, tanto dependizntess de) tisrnoe
comp independientes. unidimensionalas y bidimensionales?):
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subseccion 11.2, 1 El caso unidimensional

1) En los problemas wvunidimensionales, el meétodo de refinamienta lazal
es el mejor para mallas gruasas. en las que atemas os mey caro, Fara
mallas finas las diferencias entre aeste y ¢l método de clermenktas csan
puntos cuvartos asi como el mftode caon fungsiaones base ospeciales da jan
de ser importantes. Tanto ol métcdo de elementos can punttes cuartos
como el mftodo con fupciongs basg especiales funcinnan de 1a  farma

esperada (tante en los Gasos indzpendientes del tiempes c-ro en los

casos dependientes del tiempo), es decir produecen ona me jor
aproximacidn en aguellos casos en que s@ tiene uma solucidn singelar
de tipo v nue €s ol caso de inkbeteds,

Los métodos de ecleomentos con puntos cuvartos y functones base

especiales: son tan buen®s como se esperaba (ya gque tante 12 solucich
como la aproximacién se Comportan gn ese caso como ur cerca do
las fronteras), rvecuperandose en parte 13 razon de convirgzncia de un
problema suave. En generTal para mzllas finas es aeyor @l mélodo de
elementos con puntes cuvaTios que el de Ffunciones base especial@s: pava
las mallas gruesas f(eStoc tambidm se observd en Jes problemas
anteriores) la diferencia es mensr pero a favor de el mdtodo  de
funciones base ecspeciales. yd que =i bienh hay mas erroves 4€ redandeo
para estas:. para las mallas gruesas los evrrores de redondeo s50n pecra
importantes; por otra parte el tener wvna malla irreguviar prodwce
errores grandes sobre todo an mallas groesas. De hecho sg Eiena una
malla no uniforme en el c€aso de elamentos con puntos cuarfes: v nao =an

el de las funciones base especiales

2) Debido a que ninguna tde las soluciones analfticas de las problemas
escogidos tiene una expansign asintdftica que contenga tcrmines en v

el comportamiente del mftoda de alementos con punto cuavie fuer buzne
aun en aquellos tasos en  (ue se esperabas que fueva muvy malo puss no
tenemos aproximaciones mejores, pera tampoco peores. Leywnisme  ocLvyve

o N " .
con el métode con funcionecs base aspeciales.



subseccion 11.2.2 £l caso bidimensional

1) En cvanto al problema bidimersionatl ‘a’ dondo .t = ST TTETT
puede decirse que a pesar do que zn cuanteo a orden magnifui &el  errar

I PR :
se. esperaba que los metodos aodificados me joraran al wmélsdo standard

esto no s pudo obsevvar en el cazo del mctoda de puntoes cuartes. S
disron argumentos gromdtrices y refarentos al grosor de la mella vizoa
para explicar esta desviacidn del comporegmienta psperddo. &2 rcencluyue
que es necesario prober mallas mas fipas para poder decin 3lge mas

definitiwvo,

-—

2) En el caso bidimensional se tiene #l comportamienta cizeradoe en

al

caso del refinamiento ldcsal. al igual qua en el case whidimensionsl,

[~
m

hay una importante meJor{a de 1la apranimacidh y de 1a razdn

(4%

"

convergentia. 8in embargo. y estg es muy importante, al método

u
"

elementos con puntos cvaritos no muestra el compovrbamionte gque
esperaba: ya se discutieron posibles explicacioness pero una wverdalar

respuesta svlo podra obtenerse an  una indagarcich mas detellads

M

o«

haciendo pruebas extensas con mallas mas finas gue las limitaciecnas

del programa y la miquina no pewrmitan hacer de manera immediata,

Las medidas gue deben tomarfe pars hacer uvna prueba mas <cavisfacteria
del nmetodo de punto cuarto en el caso bidimensienal son;

Necesitamos un programa que en vez de recalcular infinidad de wvessz
ciertas cosas, como la malla, para ahorravr memoria, le haga uvna sola

vez Yy guarde los resultados, clarg esta, = expensas de l& rmzroria.

Ademas ce deben resclver de manora mat «ficiente (por cyemplu  aljdn
método iterativo) los sistemas de ecvaciones lincalss (que szn
bastante grandes) en vetr de ftener que factorizar matrices euormes
la consiguiente perdida de tiempo, (En csto no me puda mater para no

alargar aun mas el trabajo).
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3) En ambos casos (uni y bi-dimensisnales) se obseryd'que-al resolvaer
problemas independientes dal tiompo (es decir problemas elfpticssd
tamo si fueran parabﬂlicns; noe se puede asegurar (con los resyltsdos
chtenidos) si se esta convergienda a la solucioh como tedvricamente se

esperaba; sin embavrgo. hay gus tengr pres-nte que con des & Le-g pasc

-

en @] tiempo seria mucha suarte 21 que efectivamente pohservarawcs ta

convergencia de manera inmediata.

Es.de esperarse que log Tesultados del anglisis asintdticn no resuliten
evidentes en los primeros pasos dz tiempes (en que inciusive se pysden

. : . /0.
presentar oscilaciones grandes sin invalidar el analisis),

Se puede sin embarge ver que al menos no se Llienen grandes
oscilaciones ni se nos disparan Ios resuliados. Pava ‘hgcer un
analisis mejor necesitamds correr al pragrama mucha mds 3 Vo large dul
tiempo; otra wve:r nos enfrentamos a Las limitagzonog y solucienes
arriba delineadas acerca de la inefjciencia del! fprogvama y ias

limitaciones de tiempo de procesapiento.

£n resumen, aunque no toda la evidentia es del todo cencluydnte. £5
tlaro el tamino para encontrar una solucign a los dotalles gue gquegar
sin respuesta por el momento: Seguir por el mismo tamine pevro cuvidando
mas la eficiencia en tiempo del pragrama. ’
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Descripcion general de las tablas y gpraficas.

La tabla O contiene la descripcicn de los problemas wunidimencionales
independientes del tiempo. Las tgblas 1| a 3 centienen lps  errores
(maximo vy L2) encantrados para estos problemas, Extos arrores
encontrados para cada metedo con distimtas mallas piara elemerto,
finito (mallas asociadas a KNI elemgntos), usandao una maila uniforme Je
NIMP puntos para calgularlos, son tabulados contra el valer de NI,

l.as tabla 12 contiene informaciocn acecrca de la proporcidn de los
errores entre mallas cada wvezr nas finas, o sea el owden de
convergencia observado, es decir las pendientes de las rectas que
resultarian al graficar estos datos en escala 1log-log Estos
resultados fueron obtenidos a partir d2 105 datof precentades en las
tablas anteriores (es decir 1 a 5) de la siguiente manera: si el arrvsr
asociado a la malla gue tiepe NI=35 es E1 y el asociado 3 NI=10 es E2,
entonces en el renglon marcado 5~12 pongo ( U’(&\1]£ﬂ£€t/s.\) . Ee
proctede de igual manera para las demas mallas.

De las tablas 1 a S se obtuvieran ademss las grdficas ' & 3, San
simplemente las mismas tablas presentagas de maners gridfica. ‘cen
escalas log—~log, las que mo dan la mismz informacion quee la tadbla 12.

Se incluyevron pues facilitan el extraer cgnclusiones,

Para el caso parabdﬁico unidimensicnal s@ wtilizaron las tauvlas &y ¥;
En la primera swumarizo los problsesas preobados {(ps deciv los problemas
5 a 8). La tabla 7 rvesvume los rescltados cncontrados para unz malla
de elementos finitos de NI=10, g 1lo la»gec del tiempn. Sa wutilizo

La tabla 7 se presznta dg manera grafica vn la grafica

B (utilizo escalas distintas para cada preblema).

En cuanto a 1los preoblemas bidimansionales, tenemos la tbtabla 8, que
analiza el problema a para teodos las métadas y para varias wmallas de
elemento finito. La tabla 13 4 la oqrafica & complemsgntan  23ta
informacion tal como teniamas pava una dinengion. La {(abla 9 dascribe
los demas problemas bidimencionalss eskudiados; los resultadds estan
contenidos en las tablas 10 y 11 Cumplementa 1a snfeormacidn  la

gré#ica 7 4y la tabla 13 (con los grado; de converqencis observodos).



i.as tablas 14 y 15 resumen las conclusionus obtenidas,
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Descripcidn de los problemas indepondientes del tiempe vn una dimensida.

um. ' u p q f . B doseripclont
i
H L-¥N5-ri1
T
s (V) t ] T S () ,
2 HL HZ-NM
. . 2
_L__ Lin (7iw) U o Tatm (1 (1= 35102 ()
3 _ Ri_=5—Ni1
4 gim (Ww) Ak & _r Yt =25t lE))
R | L-5 1
{ JET G ,-,l o | wEar -
. . 8% la descripcidn incluys los siguientes simbelos, significa

que el problema tiene las siguientas caracteristicas: L @5 limeal L
no-lineal, NS es problema No-singular y § singular: i implica fue las
soluciones tienen singularidad por tanto se espevra que Jos resultidos
megjoraran con los metodos especiales; NM implica  seoluciones oo
singulares. {les la solucien analitice, p, @ f los coeficienkes en la

ecuacion.

Descripcion de 1los problemas indepandientes del tiempgd en wuna
dimension

Tabla O



Problema uno Método uno

Ioreor Miximoe

Error Mdaimo para el prablema uno u!ilizando
.

el mdétodo uno

™ Al = 01

licinpo Pl S == 10 MY == 20 AT = 40

f = 0.0 1.840 3¢ 10-2 1.604 X 10-0 2085 % 10-7, 1024 % {0-¥

t == 0.1 1516 % 10-3 2.000 > 10-8 T1.200 > 10-7 | 8.442 3 10~5
—= 0.2 | 1.8423:210-° | 0.8503¢ 10-0 1.852 ¢ 10 1.313 X 10~

t —= 0.3 1.842 32 10-2 2.0663 X 10-8 1.205 % 103 D005 ¢ 10-9

At = 005 N

ticmpo AN AT = {0 Ax =20 ey == 40

{ = 0.00 1.810 > 107 4.661 >¢ 10-0 2,095 x -7 1.024 x 105

{ == 0.05 1.812 X 10-2 4.602 3100 3.059 » 10—-7 1950 > 10-—-8

t == 0,10 1.81H ¢ 102 2,403 > 10-0 1.305 ¥ IU:" 3.004 > 10-°

t o= D.15 1.644 > 10-3 | &.107 ¢ 10-8 2082 x t0-7 1.378 > 10—

t = 0.20 1.843 X 10-3 2.044 X 100 1.600 3 10-7 1.087 3¢ 10-2

t = 0.25 1.0G13 > 10-3 2.6849 X 10—-2 1.717 > 10—-7 1.190 > 10--8

{ — 0.30 1.643 3¢ 10~3 | 2.512 % 1D-8 1.644 % 10-7 1.098 3¢ 109

Tabla 1.




Problema uno Mélodo uno

Tircor fa

Al = UL

HI =5

Y = 10

W == 20

NI y = 40

0.365 3 10—+

2.050 ¥ 10-0

20060 X 10--7

1.335 % 10 -8

9,370 ¥ 10-1

1.352 X 108

R.970 % 10-2

5,884 X 10—+

G372 >0 1)

1.638 > 10-8

1978 > 10~7

0,143 > 10—9

0.377 21 1D-¢

1.670 » 10~

8.U35 X 10--¢

0.054 % 10-0

Af— of15 -

Hx = 5§

NT =10

AT = 20

NI = 40

0300 X 10—+

2,089 M 10—

2,000 X 107

L3356 X j0~»

.350 > 10—+

2.619 X 102

2,111 107
S

1,362 X 10-#

9371 > 10—+

1.432 3 10-2

0.029 X [0--

06.262 > 10~*

0.300 > 10—+

1.922 X 10-¢

1.437 X -7

9.623 » 10-v

0.371 X 10—+

1.680 X 10-¢8

1110 3¢ 10-7

7.580 X 10—¢

0.372 X J0)—1

1.770 % 10-0

1.185 X 107

§.390 x 109

0.874 X 19—+

17306 > 10-2

1.005 X 10-7

7.003 X 10-9

ticpe
1 = 0.0
f = L1}
= 0.2
te= 03
- ticinpo
- 1 == 0.00
-— t = 0.05
. t— 0.10
t = 0.15
- { = 0.20
t = 0.25
— t = 0.30
-

Tudlu 2.

Error Lo pera el problcrng uno ulilizande of mdiodo uneo



P’roblema uno por ltodos los mélodos

Error MT’Lxhno

J_At-—-‘ 01,t == 03
Malla ain cambios punio coarto relinunicple local ﬁ‘u:aciumm ecapeeiale:
NI=—= 1.842 % 10--2 1.igl »x -—-= 1168 X 02 L2005 > 10—3=,
NT = 10 | 2,608 3 10-9 | 151 X JU-% {1 2.1 X 10-2 1,400 ¢ t0—3
NT=20" 1,905 3 107 1750 ¢ 10-0 1.203 > 10~ | &.0183¢ 10-n
NI = 40 0.005 3 10-5 4.076 > i0-A D21 X 10-9 | 2,440 X 107
TAt= 0D5,f= 03 -
Malia sin ecambios punlo cunrte refinamicnto local funciones cupeciales
Nfe=5 1.813 > 103 1.180 ¢ l'_U—= 1.170 X 102 1179 X t)-—=
NI =10 2.512 X 100 1.626 > 108 2020 ¥ 18 1.633 X [0-3
NI =20 1.0441 X 10-7 0.3688 > 10~7 B4 > 107 2582 < 100
NT == 40 1.008 X lU-—_"_ 2.583 X 10-8 1,137 > 10-¢ 1.8056 X 10-7
-Error Lo ) -
At= Ol,{= 03
Maila sin eambios punlo cuarto refinamicnto local funciones especialeg
NI=5 37T > 10—+ 5,330 » 10-3s 4,040 > 10—+ 5.404 ¥ [0-3
NI == 10 1.670 X 10-¢8 4.665 X 10—+ 1.671 > 10—0 4.635 X 10—+
NI == 20 8.935 » 108 7.050 X 10-7 £.023 X 108 2.008 X 10-¢
NI =40 G.954 ¢ 10-¢ 2.200 x 10--8 0.000 > 10-0 3.440 ¥ 10~7
. At = up5,t= .03
Maita gin cambioy punte cuarto refinnmicnto local Funciones especialey
NIlI=35 9.374 X 10—+ 5,327 X 10-3 4935 X 10—+ 5.3063 X 10— 7
NI =10 1,736 % 10~2 4.710 X 10-4 1.730 > 10-¢ 4.740 ¢ 10—+
NI =120 1.065 = 10-7 5.305 > 10-% o 1088 X 107 1.203 X 10-+¢
NI = 40 TOH63 3¢ 10-» 2.042 X 1038 7.842 X 10-v 8.325 % 10—8
Talbla 3.

Error mdzime y Ju para ¢l problesna une ulilizande fos cualre métodos



Probleina dos por tedos los m&lodos

I8rror Mixitmo ¥ fin

Af== 01 ,0= 03

ILrror maAximo

i
!

‘uncioney espeeinles

Malla ‘sin cambios T puntn cuarlo relinamicuto local

NI=25§ D1 X 100 L1088 X H-* 1.480 X 10— 1.000 X 10-32
NI = 10 4.008 % 10=% L L.anZ > 10-9 | 4.641 % 10-0 1447 % 10—
NI =20 27233100 1.1G6G X 10-3 D760 > 10—0 2.875 X 102
NI = 10 1678 3¢ 10=7 | 1176 X 10-7 | 160U X 10-7 1.017, %% 10 -7

" Lirror Lo

Malia sin eaimnbius puntye crarto refinzmiento tocal Funciones capecinies
NI=§ 1008 X IO—'-"-l 5.280 X 10—y O.F14 % 10— 5.0 X 102
NI =10 2773 % 10-5 1 4.003 X 10—+ 2.705 X 10--% 4.530 > 10—+
Ni=12h 1708 3 10—0 _i 6.007 X 10—7 1798 x 10—2 1.121 > 10—¢
NIe=40 1.070 ¥ 10~7 | 0.851 X 1G-S 1102 X 10-7 1118 > 107 _i

- Tabla 4.

Errores midzimo y Lo problema dos utilizando los cualro mélodos



LError Lo

At==p1 4t == 03

PProblcina tres por todos los indlodos

NMalla

sin eambioa

|_ punio cuarto

relinaminrnte lecal

1

‘Hneciones especiale:

NI=5

LO12 ¢ 1o

44240 XX )-8

S5.131 X 104

BTV X 103

NFP= 10

3.810 > 10-5

2,000 3¢ -t

1.652 X 10--8

2.108 X -4

NI == 20

1.102 X 10-#

1.406 > 10-o

1.Q42 X 14-8

1448 X 162

YNT =40

6.520 X 10-*

6283 X 10-8 |

0,856 X [0-3

1.590 X 10-7

Protlema

cualro por todos

]l';- mitlndox

Malia

sin c¢awnbios

punio cuarto

relinamicnto boeal

‘uneiones especiales

NI=b

2.428 X 10-%

2,307 X 10-3

2.804 ¥ 10—+

2226 > 109

NI=10

1,108 X 10-3

2502 X 10—+

2.633 X 10-0

2.753 X 10—+

NI = 2}

1.425 > 10—3*

30600 X 100

G505 X 104

1.418 X< 10-%

NI=40

3.035 X 10-%

2.084 X 10-—-2

6.7385 > 19--3

1.800 X 10-3

Error Lz para problemas tres y cualro

Tabla 5.

ulifizando los cualro inélodos



Descripeion de los problemas

depomlientes de ticinpe en una dimensidn
- L

. .. ¥
Idcscnpcmn t prob. nurn.

Banalitice L r | |
O A ] s |8
- | sin(zz).e7" 14 u? |2t wotay &t wied N NL-NS-INM o
zt (E— to)} [ —voa{Sxx)/({t — ta)®) | MNL-S-NM 7

e

-  #in(rz)/ (= —
" 1 () /2 NL-8-M

LAE=R bt

sin{:

- Aqul lg == —1, I, &3 lincal WL, no-ilnral, NS t3 no-singelar S singular. -

1t Si las singularidades son de tipo sill(?.‘y) puse M, le que Imnplica que s¢ espera que mejorari con log métodos

vistos y NM que noj

Tabla 6.

e Descripeidn: de los protlemas eineo e eehio en una dimensidn.

s

¥ ]
5]

3 ]
e




i
2
?
H

et e e et 2 et am ¢ e e e e

frrsgripeidn g 16s prublonas depewd:~ntes dal Liempo ev vna dimenside

¥ AL P i r f descripeicn
5 Sl em ° 0 F 4 o o L -0S—NM
I o2 =
£ B LR WY e =M 1 rut 2eos™ (MY T3 NL-NS-N#
[ L L TUN) P13 A EE LIS &5 T HL-5~N¥
e e el E— )
T (gt (4= 40) T CE —to)t
2 S5 (7 -t A 1 AT L-5-H

ademds, si

la desr_ripcioﬁ rocluwye los si1gusenties simbolos, Significa

que e! problema tienc Lo sigurieates caracteristiceas: L as lineal ML

ne~linegal,
salucionecs

meEjoraran

singulares.

-
ecyacan,

NS e problema vno-Singular ¥ S sivgalars Moamwplica jue  las
Licnen simularidad cor tants se espera aque los resul tador
con 1os metodos especiales; HNA implica teluvciands ne

aes la soluctsh gnalftica, p, % f 103 coeficcentes en 1o

. ) -
Descrificiecsm 8¢ Yox prublemes dependiontes del Kiewmpe eh vn2 liwmensies

Tavia b




Problemas cinco a ocho todos los Métodos

Al =

Yrror La

01 1= 10,1 = .0.3

Prallems cinco ~

ticmpo sin canhins punto cuarlo refinpmicnlo local Puncionea espeeinbes
t == 0.0 VD ¢ FO-1 ] 1028y a0-% | 0124 s to-4 1.102 % 1p-1
TTEea 04 1 1858 10~ | 1071 % 10-¢2 1.063 5 10-3 | 1.081 % 10-9
= 0.2 wodt w tu-1 | #.9A7 % 10-e 1,249 3¢ 10-3 2,260 X 109
=03 Q1T % 103 | 2753 % 10-2 | 2.7t8 3 1o-0 2.720 X 10-3

- Problema sebs - ]

ticmpo sitn cambiuy punic cuzrio relinamicnto loeal Jfunciones especiales
{ e 0.0 0988 5¢ 104 | L.0BZ % 10--% D702 3¢ 10—+ 1.158 X 10—-2
t e 0.1 1.821 > 10,-3 1.083 X 109 1.621 X 10-3 1550 3 10-2
t == 0.2 2525 5 10-0 | 2.540 > 103 2.525 % 10-1 2,503 X 10—2

= 0.3——

3.008 X 10-?

"5.102 % 10-3

3008 % 10-9

3.119 X 10-2

I’roblema sicle

{icrpo sin ciunbios punio euarlo relinamicnto local [uncioncy espeeinles
t = 0.0 2053 3¢ 10-9 |  2.851 % 10-5 2,100 % 10-° 2.074 % 10-0
t = 0.1 4.370.){ 100 25779 > 10-¢ 4.223 X 10-0 5.003 > 10-—»
== 0.2 6,308 > 10-8 2.744 ¥ 10-¢ 0.180 > 10-° 7.000 X 100
t= 03 B.163% ¥ 10—0 —1.2.72'1 > 105 8.055 » 109 1.013 X 105

I’'roblema oclio

tfeinpo sin cambloa puntio cuarlo reflinaimicnto local funciones eapeciales
t = 0.0 1,184 » 10-3 0700 ¥ 10~ 3.4043 » 106 2.808 > 10—
Tt e 0.1 1.05% % 10-3 2.720 X 104 4,389 X 10-5 2.623 X 101
t =102 1,133 > 10-3 044 XK 10—+ 6.030 ¥ 1)-8 2720 K 10—+
t = .3 1,128 % 10-2 29562 X 10—+ 7.5306 X 10-8 2,722 X 10—+

Error Lia

Tabla 7.

pare los problemias cinco a ocho



img

Problema u =

sin(ry)

Al = 0.001,¢t = 0.001

Iirror Miximo

malla (BRI, NI | (3,5) (0,5) (3, 10) (8, 10)
solo (£11). | 13008030 Teasen07 10303357 EBA3A151 X 10—
:xartos ooocgd12 ALB09550 .21 2UNE5S .211()9??1':?_' T
o f fnamiento | 018622255 3 10— L7 12256240 X 10-1 .43(;11}1_450 3 10~ 1 515000310 % 107
Error Lo
mfalls. (ILNJI) (3,5) (0, 5) (3, 10) (s, 14)

rolo (s 00Y.

42750070 X 102

LA 13GI471 > 101

22402171 X 10-1¢

L20165301 X j0—1

uarios

L T24B2275 > 10-2

LB46H2047 X 101

LIDLOB38 XX 10—

refinarmicnto

13385700 X 10-12

073000624 X 102

L 70370200 X [0—=

AZHGL0RE X 10

48407614 > 10+

Tabla &.

Prolblems v == +/sin{sy}

L T T T P,

r————— .




.

C‘e_;cr\pc|c'n d€e Yos problemzs en day dimenstoacs.

Nem, AA Id Sl* . § Jewcri P rdn
1 5‘“(“”) 4 o M sim LTI TR R I TN
- s (.“ta) 1 o T avn C'ﬁ\p) T~ -L—ME=tM
3 et e tnlfsn (T A 1 w2 e aningEe b-P N~ -M
+ Cy ¢ !iCugt.Flf\) 5w (Ty) AN, Vit=ty | —Lla b ster Ve TP oL I
A ceMerle”
(& — 4Le) (44— te)

5 sym LT Cot LTy e ot a1 "o o - S NPT
-] (GRS L tos Lz-.‘l\J.s\.-.n—,” M o] Tt sualnyY Frg r-% -JL-5~F
7 Cra ¥ eos UMV Stni ) | M 0 —~ Lee v b & ety iR Y/ PR Y
IS 51 Ty cos LX) % -7 Tr Q [~ E -l 13-
havi Lo =-n Tz L+3costllind 4+ 5 eos? (T

o= T tes Lxy I Lo e L cos LRI d = = B" sty costin/a

- * —
L = (1::5.«. LTy s-...m,.:) € T sualTiy) (4 & % cos ama)

C = —TF" pimlliyg) LV 4y cos Can)

Adem3s, si Ya descripcicn include 19: siguicnies STmbolas,

problemz tiene lac Siguienics

1ve ef
D dependienta,

problema no-simgular y

irndependrente el trempo,

es linea] HL  wso-lincwl, N5 e

implica gue 135 solyciones tienewn sangularidad per tontec rz

los resvitgdos chorariﬂ corm [os writodas

.
selucionss  he cangularcE. A es g selectien anatiftrcd

coefrcienles en la ecuacidn

Descripcidn de Los problemas en 408 dimansiones
Tobla 9

coracfericticas’

cspeciales; W

sranv¥ica

1 e

€ <5 cliptico P parabéiljce. L
S séngvlar. M
cfpPera que
1imal 1eg
e, f les



Problemas en dos dimensiones.

Al 001, ¢ = 001

r. rror M ixiino

rob,[ WYl== 3, [IJ== & .u.‘im— 3, LJ—— IU relinamicute ruartos
1 [ BAE0737C 3¢ 10— | I - AOSHTHY < 1073 | 54071451 X 0~
b] 4008875 ¢ 107 SIS 3¢ 10—F
3 |, 7ae5080n 3 101 | e66150 x”iu—' 10158378 > 101 | 94115050 X 10~
T4 | aigsoast 2uiAn1e 23206010 TontiaTTe
B | 14308278 % 10— { LYURHEI02 X 10—° | 2070057 ¢ (0—1 | 91851010 > 10—2
"o | 75181831 % 10—t | .Lonv6505 3¢ 10— | 10244058 % 10-1 | 04866053 X 10—1 |
7 1 75610090 3 In—! | _I0Gh7058 3¢ 1071 | 1G83TUS0 3¢ 10— .| 00311288 > 101
£ | 16141308 % 101 | 60012005 > 10—% | .14GBFTES » 10— | 100044038 3 10—1
Tabla 10,
Probtleraci cn dog divieensioner; Iorror Mdrime.
i
Problemas en dos dimensiones.
Al = 001, ¢ — 001
'''' Error L2
ol NI==3 'NI= 5 HI== 3, NJ==10 refinamiconlo cuartos
[ 40107 450 X (0~F 4(}""0010 3 1072 | 20908452 3¢ 103 | .11730792 % 10—t
2 17478455 . 10—3 7108058 3¢ 10~ LTRTSEE000 » 103 A0183370 x 102
3 | .J0UTOBT X 10-1 | 00208054 X 10—% | 83726574 x 10—¢ | 21003878 x 10~¢
1 J1531084 L3L504010 X 100 U sea7vsen s 10! L2588786 ¢ 10—t
5 ] AGITIS01 3 102 50013401 w102 AROGRINT > 107 RITEIRHR I | b
| TORINNT 2 10— | GUTUARTE 3¢ 02 | BARSUATA S 102 | 24847221 3¢ 10—1
7 | 17455610 % 10~ L5EBET00 3¢ 10-F [ 61144734 > 10—% | 206280615 > 10—1
§ | AT763350 x 10=7 | Zeeantin > 105 | 47074300 5 10~ | 1287 132 3 0%

Tabia £1.
Praoblemnas en doe diseneiones,; Frror Lo,

.




Convaragoncia

Probleiny uny porv tedos lps m'evodos

Evror Miaxiro AL=0. 1, t=0.3

ooy e e £ i £ et o e e b
Fiflas sin cambios| p. tuartc

=5 10 | © 424 2. 9976
=10= 20 | & 2ho G 74k
=205 43 | 3. L9s G 431

B

llas sin cambios! p cuartoe lucaﬂ £, osnp
=5— 10 Q. 91% . 2 900 2743
=10+< 20 4. 0224 11, 222 9. 329
=202 4 3.813 L4, =8 3. 7us
Error L_2 A0, 1,%=0. 3
1l1as  sint _camhins ruaTio ef, _ Jpcal . g
SRt - SR ARt B el pe b Jdecall f.o 2and
=10 Z0 h, BI040 R e 7. 13140
=d0- 40 | 3. 6853 | $.002 2. 513
At=0. 05, ¢=0.3
21)as . _Sin combion) .. Cusriinl___ wef.. 1GRal] F.. 05D,
=55 15 Toase T hAsy 8. 1%y 3509
1:=10- 20 4. Qctds T AT 8. 622
I=20=- 30 3 797_’Lm§;§?7 4. 249 i
- R S

Ordenes de conver
los cuatre m"etodo

Tbla 12,

gencia observados para el problema uno
5 -

vtilizanda



. Pag., 1:5

Convevrquncin
Problemas dos a cuatro

—d At=0. kR T T
:.—] :—'"" '_-" ] --_ o Toomes o - T oo et
al ain coambionl. P Dwvef, YecalT L wspld
! L.one 5 4. 491 3, 8550
1 3. 9E 3. 957 £1, €050
1 i 083 aloRb 3, 224
Problemnsa 3 A o . |
T I S| FrehiosII R cuseto (T e, Tocw TR ToR
Tiz-ney 1D G, S o, 20 9. 039 . Q. T35
iI=102 20 (5. 121 7. 503 3, 90e 3. 1331
Ni=R0-2 40 | 4. 077 4544 Bgz26 | 30181
Problema 4 '
a . P - S el 1A e e T
inllas _ sin_combiog T ref. M1ogal £, 8%
Lu:b—ﬂo 4. 308 3. 550 oI
11==10= 20 (SR | -3, 373 [, 279
N1=20-7 40 =-1,092 ~0. 037 -0, 035

Ordenes de convergencia observados
para los problemas dos 3 cuatTo

Convergencia Problemas en dos dimensiones
Error M'aximo
Problema . NJ=s= 10, (NI=4)
g ("m. vwoqularTy <Y1
a { p. tuartos) . 154
a {res. ) . 917
1 ( m. swegular} . 003
2 ( m. Tefqular) i 2.8B0
3 ( M. Tegular} 1.923 |
4 ( m., Tegular) ! . 832 .
5 ( m. Tegular) s 1.312
& ¢ m Tequlor) 1,923
7 { m. Tequlap) b 1. g5& '
5] { m. Teqular) | i.a4l8

. Ordenes de convergencia . .
observados para los prablemas en dos dimensiones

Talla 13,

. . o -



et e

e

conclusiaonts:

problemas 1d

bretlema: &lementns puntss TErinamicats fuevcaepriI
. _Tegulares cuvartas 1ocal PipECiz=l ez !
i : . > E
| . e 3 e
e ] ‘1 p— : i
2 | o I T T
3 ; - h ; ;
4 L MM M=y Bon

i

e 10 T e

- tahla 14

En esta tabla:

M—>M indica que meyord la . apvowsimacidn a VYa seolucion ta
cemo se esperabd.
MM->MM  indica aque srejord wucho 1a aprocimacion a 1

solucion tal cemo se czseTaba.

En los demas no sé& esperaba mejora y asi swcedid.

[



conclusiones:

problemas 2d

Ff obiemal vlvaintos ’ .' Feng s’ YefinasTents
i e .___Tegulares tevar tex freca !
i ) : o
— a 4 . T Cevt
L | : i
I AUt
e L

" L] N
e B R .
& oy in-—m e
7 ‘ :
e L S R

tabla

15

En esta tabla:

M~

=N

En los demas no .

indica que mejyord 1a
como e esnavaba
indica que

tal como Sz

s . N
NG ma yoro ia aproximaci
esperdba.

se gsperaba mejcra y asi svcedid.

agroximacion a ta solucidgn
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_ GRAFICA 1

ANALISIS DEL PROBLIMA 1 PARA [0S SIGUIENTES METODOS

ELEMENTOS REGULARES

(en)

=5

it

1 1 L |

PUNTO CUARTO

1£n)

1 ] | |

-

REFINAMIENTO LOCAL

{1}

Re
ol N N O

FUNCICHES ESPECIALES

2110 £n20 £nao

£n5  £n10 £n20 £n40

@& ERROR MAXIMO

O ERROR L2

©fns  £n10 £n20 £R4AO

£ns  £n10 £420 £r40 :
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1 1 | J

PROZLEMA 2

PROBLEMA 3

(&n}

| [ ! 1

PROBLEMA 4

Lot

Lns  Pn10 £n20 £n40
GRAFICA 2

ERROR 1.2 PARA 10S
SIGUIENTES METODOS

£n5 110 £n20 D140
GRAFICA 3

s £nlo ] £n2o 40
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© ELEMENTOS REGULARES -~ REFIRAMIENTO LOCAL

O PURTD CUARTD
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- PROBLEMA 'a’
ERROR L2
[a]
+
| .
5 10 NI
(NI = )

GRAFICA 6

©® ELEMFNTQS REGULARES

O PUNTO CUARTO

.}  REFIHAMIENTO LOCAL



{&n)

-2.5(-

{(£n)

—-2.5

-5

=73

+ -y

-10

1 b 1 1
5 10 5- 10 NI 10
NI = ¢

ERROR L2 EN PROBLIZMAS BIDTMENSIOMALES CON METORO DE ELEMENTO REGULAR

© PROBLEMA *a!
O PROBLIMA 1
+ PROBLEMA. 2

GRAFICA 7

0 PROBLIZA 3

O PROBLIDA 4

+ PROBLEMA §

@ PROBLRMA 6

O PROBLRMA 7

+ PROBLIMA 8



*ERROR L2 PARA LOS PROBLIMAS DEPENDIENTES DEL TIIRMPO
UTILYIZANDO LOS SIGUIENTES METODOS

PROBLEMA &

(x1073)

xS

i 1N

© FELEMINTOS
REGULARES

O PUNTO
CUARTO

PROBLEMA &

(x10™3)

|

REFIHAMIENTO
+ LOCAL

A FUNCIONES
ESPECIALES

PROBLEMA 7

(x1075)

3

3\<3~o—“o

PROBLEMA 2

...1,)
q] (;fm

10.0 -~

—
s (P h

gt 0 .1 .2

GRAFICA 8
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figura t1) HMallzs 4p clomentfos finctos unidimensionales:

{a) maila vegular com NI=B intervalos o

by refinamiermto lecal dividiendo el primer -y el Yl Ekimo} intervalo en
cuvatro sudintervalas, o en scguida 1o wmisme con el priper (y wliimo)
swbintervalo.

(¢} matla con elewmentos Eingulares con punloy cvartas er 2| primer  (y

Cltiws) ipLevualo.



fagura (2)

{a) Tunciones base cuadrdticas en té,LJ cuanie tengmos ®,, Xy, ¥2
£on 'ﬁ, 11, 1& Yy wvalen respecibudmente 1 ien »=0, ﬁfﬂ.ﬁ y ¥=1
Comp referencim se trazaron ysi y y=x .
figura ()

(b) tuncinnes basé cuadralricas ev £0;1] cvando tewvemos Xy, ¥i y X2
son ¥, Y, h y wvalen respeciivament@ 1 en  x20, X=Q1S y x=1
Come referencls se Crazaron Y=, Y x y g:fq?‘

figura 2}
(c) Ffunciones baise especisdles en [0, 13, Es de notarse que se alceanzan

valores guR ng qump den —lgu=l. comp referencia s travaron 4=l 4 y=x
{ Y L)
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ta) Tridngula Cuadrdbico slamsavs

+n el pluno (SHBJL
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figurall)

(%7 Cada Tectlngule en o) plano Lg,gj s Jdivide en o5 Jdos f,;j&su;as
mostrados, ’



figural{4g)

- %

.
& un triangulo cuadrabich vsual.

(b)) el t'r-i-':n_auia singular €tn puntes cuartes vsado cuande tewewor
singularidad en PRI, ¢

(c) el par drn t;ria‘ngulns jus se usarEn gara singuiarydades on ol
PL PR

wng

lajoe
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PR IDTRISE LR NI iRk

a32- REbIsT WUs;

FECHA: (1U/21782); 15181
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DIREC)ORIU DE FAGIRAS,
PAGIMA LINEAS LONTEHIDU O LA PRIMERA LINEA

19 C* DECLAHALTIUMES IHUGRAfA/DHIGINHL
' RO it A T C, M0, A,
uh P | t4 ] U,u,H
C» SlI?F=:-::::2:2::::::L:;::=:§-==:::::-==é~:-Ei:;:=:=:

ru~c11un F
FUNEYION F

AN =20 DD =3 LN &= iU
LN EETU e T ed b s vt 2 TN
LoaPmI~NOoO—~~003

[l e



110/21/85) (ISAXIPROGRAMA/ZURIGLNAL oW TICAS, ' PAGINAS

Rade-lo ¥o JU, NI HTE o P R DN+ B8, B3PV F T

T i et g i s et e s

C* DECLARACIONES FRUGNAMA/ZDRIGINAL
LE  SESPVF/FENNDTUNTIZUISK RECURD =14 B OCK INb=42U
LE ﬁ-IMP UMIT-FRIHIEN,RErnHD'E
LE 73456, UNTTSXEADIE
DERERSTON ALI20V)

CSTE PROGRAMA RESVELVE LA EUGUATICNH -U"ll %'*UU-‘-F
CUM CcONDICINNES EN CA FRONTERE D=0 o
N0 FLEMEVTUS FINITUS CﬂADRATICUS SUBRE (X1, XF)
HEA CADSIANA ComM EUATRD PUNTUS PARA CALLULAR
Fg:hg UE LA MAIRIZ“Y DEL VECIOX 2EGUNDO MItMBPU

[
c1
¥z
MCRO pE MIERYALUS

nIclow UEFRONTERA LN ¥=XT )
0 =Q

ni

0,

et by

v,

m
-
=
-
m
-
M=

6103 Ug FRONTERA EN x=XxF

lainiglgaininlninleintelele Bes bns bl
L e LI R Y N ]



(10/721783) (TSAX)PROGRAMA/URIGINAL QN 1INAY, PAGLINAZ 2=

1 e ROGNAMA PRANVIPAL
2 % Ftnn( LT 11.8C s IRYC

3 RITE ca,qOUS Hl, anc 1%8C

3 RITE (7,

2 ] tF (91.E0. OJLRLL EXIT

*

7 MP=HYIagey+ILpL+LIROC

P oo -BL

9 LA=NP&3

10 cx

11 1a=]

1e TU=TA+LA

13 I8=TI+Mp

123 IAF=IR+NP

15 TFISTAF4NP I~

16 IF (IFI.LE.1590) ©0 TO €0

17 l-mI!E(?,nOU] I

iA WRTTE(H,1100) JrY

19 CALL EXTT
20 20 CALL STURM(NI{ILBUY+IRBCs NPrALTA) ALIV)rALIH) +A(IAF))
21 GO To 10
53 C"900 FURMAT (1H1¢vELEMENTOS CUADRAIICUS = GAUSS 4 PUNTDS"IIEXr'NI-“:lﬁv
24 * 2%, "TLRCS" 12, <Xr "IRBCE", 13}
25 1000 FURHAT (" DATA 1 GK") _ )
5? c}’100 FORMAT (tH1, "A°ES VEMASIADO PEWUEND, IFI=7,15) :

28 END -



L10/21785) (1SAX)PROGPAMA/URIGLINAL ON ITVAS, : _ PAGINAT 3=y

‘13 SUBRONTTHE STYRY }NI,ILuc.I{fug,rw,A.'U.B.A:J

g " DIMENSION ALMKE,3)rUCHP)B(N'Y, AF (NP, 3)

5 C£* X1 = A3CISA InTJtIAL

6 C* XF = AJLTSA FIMAL

7 C*x g¢Pp = INDTCE DEL PrUBLEMA _

g Cw ﬁInP = NUMERQ pE PUNTOS DE IMERESIUNM

C* . i

10 READéS,/]Xchr 1PR,NTINP

11 WRIT Ea,lnﬂO!ﬁl.fF;IPR,urnv

12 ww¥rg 7.11007 -

3., = XF-xyfsu1 -

15, CALL STIFF(A,0,ATeH, NI, SLOBCs IRBCHP,IFRI

16 o NRITECT,/) AFR™ " ° - -t

- ig ot CALL CHODNT (NP 3rAsAF)

s? o CALL CHORNS (WP:3¢AF,U,b)

S% o CALL ERROR LUzMi, lLBC,xl,XF;IPR,NIHP,H,NPJ _ ‘
2l “1o00 FUB?ﬁgtiﬂﬂ dx;;xl-".lPEIO 312K, "XFE4 L1V, 2, 2%, "IPRZ", 13, 2K, -
25 * "HTMPS . ' -
59 CllOD FURMAT(" DA'A e on')

28 RETURN

29 END
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F!wall/sél (ISAX)PROGRAMAZURLGINAL ON [IMAS B . ‘
FUNCTION P(A,1pn)} o . o PAGINAZ Doy

cx
GO TO(100,200¢300,400),1PR

Cr
100

Ct
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ct
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400
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£10/21/83) (ISAX)PROGRAMA/YRLGANAL OW LIDAS, PAGLNAS 0=y
FUMCTION N(A,1PK) ‘
GO0 TO (100,20Y,30U,500)/IPR

Cn

Cw~
100

mn
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el
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209
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110/21/83) (ISAXIPROGRAA/URLGINAL QN TIMAS, PAGINAS 1=y
FUNCTION F(X,1Px} : '

Ca  DATA PI/3.18120¢6255098/

cx 00 TO (100,20U,200,100), TPR

100 FESIN(3,aPI*X)
ce RETIIRA)

200 FS=PIaCOS(PLaA)*(LO04pI*a2hLT+X) ) RSIN(PLInA)
RETURN . A &

(]

cCk
300 FEEXP(X) % (XAd=2.7X71,)
RETURM *

Cx
400 XP[!]*(X*:ﬁ-biltiﬂulth**3*1E*Xttaj

F2E
RETURN
END

D20 1ML £ LAl D 23 =D U1 LA e

Bl i i et e s i il Bl

Cx
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DATA PI/3,14129¢6235398/

GO TO (100,20v,30v,400),IPR
Ex:sg?tS.*fI*X!/}9!*PI**2J

PAGINAT 0oy
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*(x=1,)
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2 b

Xkqk (X71=)
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(10/21/83) (ISAXIPROGRAMAZYRIGLNAL ON TIFAS,

FUMCTION FINTAXL I P T IPR
é c#* INTEGRACTON ntxu 5 hE'n pvﬂlnsJ

3 nl“Ensrnn ¥iql, hlql

4 D TA x/=0, 80113b511504033.-u 5399
S +0, 597810%55B4835,+u 8611
b nAIA uln 3u!ﬁﬂuﬂﬂ3157n54 hselas
! c# +55¢1951548b25750, 043471354
9 FINT=0,

10 ol 10 Y=1,4

11 XC=(a2=x1)aluinirs, ) /a, +x1

12 FIMI:FIMT+ﬂ}|Jwr(ﬁE,IPﬁ kUTS (1,10, X1,x2,X)%
13 *UIJLT, I0, X1 ¥XE, AC) -

13 10 CONTINUE

{2 R FLHT=FINT*(A27X1}/2,

17 RETURM

18 EAD

E&?lNﬁ: {u=y



10/21/85) (15AX}PROGRAMA/URIGINAL ON TIRAS, | PAGLNAT 1i=y

1 CUNCTION urJ \JrIU, X, %2,XC)
2 Cx FURCINNES BASE ‘ *
3 IBP=In+1

1] JP=J+]

5 H2s(yP=y1)r*2

6 o, O 137 (10,50) ¢ Tup

B8 10 GU TU (20,3“;35!““],.”’

q C* ) -

1n 20 ulJ=1,

11 . PETurN

12 0 tlJ=f2,«%C- XI'de (XC~%X2)/He
13 nETUPI

q 35 ul)= *(xc-llj*lxﬂ'KCJ/HE

is PETUP

14 G0 ULJ=(XCmX1)%(C, "KL =X1=Xe)/He
17 " RETURM

16 Cx

ég cs 50 C0 TO (40,60,05:7V),JP

21 b0 ULJ= (8, xXC~X173,%42) /12

22 RETURN

23 65 (112, 8 (X14X2720 %4C) /12
a4 . PETURH == -

25 10 ULJ=(4,%XC=3,"X1=A2)/H2
26 " RETURN = T
¢l Cx*
28 ERD



1

PAFINA: {em

110/21/85) (ISAXIPROGRAMA/URLIGINAL ON 110AS,

un
> T

—~ =
- o]

- o —
L8 -

- (=3 ()
= =) [ %]

- - (=] = 2 ] -~
= = . aze —~e W - <
R b~ I} - Ly -— ~ =

- By - Dt me DE —iet . - [
— - - — — - -— (=] hed -
Z = - - x =Y - - =¥

o - wn ] [ | f = s 10— u; 2 =
Dr om - Etr A x L - 22 Hi =21 -4 .
= = [« 1l — * — e - w xr
i R N | = 11 —r gl —— - - —t ~ M

= =Dty - = (1717, Y o S — I ©
u o wif} - - - —~ m— o = e NODC O oI
Fr-w VI SN | H = . L= (=] L= 2 e 8o B et i ) [=1-—F
b il L « M L T ) T LS 4+ e b ol e
| ol JR |+ o T be Q™ eatmibt 2% | T L= ME R ODE CHODI 0T et
e e L Y P = a4 } IO O s R DR sT S L
cuizr el = o [ =l ok A S | T T I Y=t el il b=
(g T LTy~ Ll N Tl LTIV B PIE b e T TR T et S PR TR T o ) TR o e et T2 g |
ST I e tS b= 1)} LR o B T b ot ) R T T T e L o Ll o L fe R T oY L o brnd o = - T T |
DAl =000 > = | =1 =] oY Doa T
LU -, Do = e ) oo Ol
(=71 o N (= Nocooco
-y M W = TNCOD
—— O
o -—e

[&]

UMM WD G St UM LN O S e G ST LNAD PO O (UM S DO MO S =N 5
Wt et g B ey Sty et o T UL U U AU T AU MY MY MM A P M M S O S 3T

#



1310/21783) (IGAX)PRIOGRANAZURIGINAL QN [TMAS PAGINAS 13-y

i SUBRPUTTNE LHUBNS L M, L K1)
2 C* CHOLESKY PAKYE

3 DIMENSTOM LlN!iJ AL1),BL1)

4 REAL 1. MR

5 INTEGER P,0

h LC*

7 CeFURWARD SWEEP

8 C»

9 HY=H-1

%? DU 2.) I=1,NM

12 IF(I LT H} P= EMTITL .
13 Uzt - 5
12 }ﬁﬁﬁllr M) w0 TV ap :

< 1

{3 on 10 k=pinr -

17 0=n+! -

16 YSY=L{I,K}Ina(u)

i9 10 CUHTINUE -

20 a0 X{I)=Y«L(I:M/

21 25 CONTINUE -
272 C«r
23 C* BACKNARD SUBSTLTuTION
51 Cw 2TET.
25 DU 50 I=1,H
2h IpEt=T+1
e? Pz1 _
2R Ip{I.LT.M) P7HTITL,
29 YSX(13) T
Ip B=1B+Map
35 YF(P,GT My) ©0 TV ap
3 D0 30 K=Pint
33 Y=Y-L(Q,KJ %A (u)

Iq p=n=1 -
25 30 CONTIMIE
35 40 X{IB)=ysL(LBeM)
37 50 cONTINUE ° -
28 RETURNM
3q9 END
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DIRECIOKIU DB PAGIHAS.
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(10/21783) (ISAX)PROGRAMAZED/D UM TIMAS,

C* COMBENT==z=sPRUGRAMA/ID/ aSacoSaSzazzsoassSsSeosssTsnsist
SSET LINEINDS = ' - -
ce
Cx
£ A ISAAL RUDOMIT GOLDDEKG
N
o
C* =z=zSzzs=zoocos oSeTassTrostosotoiesSanssssTaSnoosS oS naoszEas
c* o )
G ]
FILE SUETHRENISKeMHYRELSIZE=MA,pLILES1ZESA20, TLTLE="PBF /P]
3 6lKInB=nISKin“XnEcﬁllﬁ=lu:Frncﬁﬁl§E=ﬂd0:TITLE="uuA/A1
1le 7UKTH :n}sx,nmx«5=§115=1n,tvOfK5125=ueu.zlaLE=nuuB/A1
FILE B3PVF/DATA,UN3T=DISK,RELORD=1A RLOCKING=ACO -
FILE  9=uSH, INJTZNERMDIE® oo i
FILE 10=PVYF/DATAC,ONLT=DISK,RECOED=1A, pLUCARINGSH20
; DIMENSION RAATIZ0Y],A(1200)59U(3,500)RimL500)
E. bt b D R et Rt - L S
ci
Cx
C* ESTE PROGRAMA RESUELVE LA ENUACIQN DU/DI= (FUT)'=nuU+F

C* EMPLEAMDD ELEMEWTUS #INITUS CUAURATICUS SUBRRE (Xl ,AF

HENTDS “EN TIEMPU ULLTAT.

=ME
C* USD CuA

LUs CNE
Ct EN X=xXI Y ¥=xt,

PO Y F PUEULEN 3Ex rUBCIONES VE (A SOLULIUN: Y pUR LD
C* TANTD LA ECUALION POLUE SER NU LINEALs - ° 7 =+ -

C* HI = NUMCRD DE LNIERVALUS

C* ILRC = COMDICION DE FROHTERA EN x=XI
Ek =ﬂ U:O =1 UI:Q

€+ IRaL = cONDiCion vE FRONTERA ©h X=Xp

TSN = O 3~ O L S iU D D=0 U & W e 0 30 = T LI e 23 00~ T LSt 0= D SO 0 T 2w N —
L
»

UVIWVILR UL LA I S b 0 P 2o 25 B B 2 LedUnd WAl L Lad L o L R P PU R U PURY PURUTU P et 1= 5 i bt s 5 et o

C* UTTLIZANDD UMA OALLA REGULAKR CALCULADA AUYOMATICAMENTE .
C* 0 _RIEN LEYENDU OE UN FILE UNATMALLA IRREGULRR SI ASI SE -
DESEA +T3N0 ESTYV rARA-LQOS TIEMPUS TIMEO A TIMEF CON INCRE«

UADRATURA GAUSIANA CUN CUAIRD PUNTUS PARA CALCULAR
DEFICIENTEY UE'LA NAIRIZTY™DEL VECIDK 2EGUNUD MIEMBRO

=0 U=p,=1 ‘
Cx LEE ME DICC'CUnY LALCULAR AUTURATICAMENIE LA MALLA .(=1rae,s4)

c* L.~ MALLA NEGULAR AUTNUATICA
c* 2. PINIQS LUARTOS AUTORATICDS EN EATREMOS REGULAR LO LEMAS:
£ 3,= PUN1QD CUARTOS FERO™LU DEMAS VAKIA CENTARENT 2
&y #l- REFIMAMIENTU EN'LOS FXTRENOS. = © '

C* 0 BIEH LEER VE PVF/DATA (=5)

o UE PYF/DATAZ  (FB)

C* 0 FUNCIONES ESF;L]ALEB COfl MALLA“REGULAR (=7

E: TERMINAR ST 273 “ : .

C* sz==zscoscoo=cseSptzFosensSoo i nSuno eSS o e SRR SRERESSpESRaEF

PAGLNA:

=



110/21,83) (1SAX)PRORRAMAZID/ZL DN IIMAS,

O OWADADIN OO0 DD LOEDRIEEIN D~~~y OO T OO

b pum

- ODONDP WSO DD NI U S WD D3N U B WS = DA N P SIS W e 0

PUCILYI=RULL TY) ¢ o

265 ggn;gnunu
H 2
27 FIl.zA
GNP Tp 271
28 FIL=10 -
HI='lT+12
271 DO %Ea‘?zié”‘; r
READCF /) pu(y, 17) rule,l u(s,
F1.11] EOHTIPUE
NP=“I*B-1+1LHC'IRHC
LA=Yps3 °
cl
A=y
HU=TA+LA
ID=Ty+Np
IL = TR+NF
TFTZ[AF tpa3e
IF (IF1.LE» 1:OUJ Go 10 2v
“RTTth-JI 0J LF]
20 E??t §§aé1tL:E ni LA, 1
i ! PNI,PU, TLRL, IRNE, NP, KMA
ACIRy, ACdUY,AC2H TAEY BTk y
t conTiege’ (4U2,AC2H),ACL1AF)T %ng_,H;ﬁgI EPJ
0715 10
11 CUMTIMUE
ULK &
ucKk 7
LL EXIT
ct
900‘F3§MA} [IHL:}’ LenT
"Itacsvi t"IRBCS"
1109 FU"hAT%lﬁl,:A‘éa "E"AsIAOU FEUUEN0,1F1~",15J
ND

ELEMENTQS LUADK?TICUS = bAUSD 4 PUNTDS”//EX;“NI-' 15,

FAG 1NAS

€=z

e



-1

I
. - L]

A LA

OGRAMAZLID/ T DM TTHAS,

110/21783) (158X)PR

. . a
_. : .,. Hn‘
__- = . -
-_ - .. H
—- = | “.
- u- .
__- -— . \J
—- : la
-. : HH)
_- ._.- _-_.-d.-
-_ - “HI
: : HHNI'.
._ .- . oc...
: : .J‘......
_: : \JI.._V.-
: .- .J -..-
- = ..C\.IV...I.
: : E T.T-Is)
-— :. .r_ .-J “O(I\H
: : L U -E“H
: _u \I- 0 EL-P..
-_. = quh. 1. ._._ H_ .U.-H.;q-:-
: : UB 2 ) t -YN)O
_- - unwn. l.- l.-n Ir. -I.IQATU
: : T.T. nu ...\ N‘ -1(!]!..
_. - F ...l 2 M ( l\ l
-. - FUA Ccc - I H.II .\lll..-v
_. _- .r..nll. ﬂ «ub .l I.N ﬂl.. oUI-l\-
: ._- KIIIIRLL ?_ F *RH R”I..U\..f
: : ..T.u.n .I.T.T. ... +1.. .J...* ﬂ.ﬂ-Pvl
= - -_ .....vnlﬂu l ll .h_ \J )0 -.lJ] ID._I
: L.. : X_IH.T-E.T.I a a. 1..-_ -NM... n.l.).l._
= .ﬂ : ln.\M .D.NN. l - -U H-.l. )\:Nl-...
: .l« _: VﬂUUL..r.ln n.: |.. l. ..\-..-.-. u.ﬂ..l.l-&
.— l.. : u:,UNGI.HH _...L N |..I\l +.l.( vn. co'OU
_. L. : .UN.. l l.. ..\. .ln...r— l!.Uuuu N.r-l.r..lv-_
: H : ﬂtE)VII)) ﬂ 5 T NILNXPP lLGGG:
_._ (.- _. !Er_fﬂ..“ﬂr.l. J._. 1: 3?. DIR.- l.ﬂ.o—l.-::. lac.—-_-_.-l-
: “ __ ..tr_LLU..It.u -.Sv an 9._.0 _.C._ 11\1.14\1. I.-v-v.»v-Vu
_. V— .. EL.-ﬂr...J.l.l 5..0 ._J,-U ..J.UL :.JI..—.NNN.U .Avu..u.lql:lulgo
: .. I_)Tll..l:_n?l ﬁLU:-.JU:anu:FE-lI.lrrEPllrEnuEv23.-7&((\(1!.
__ .H ._ \.-lr..hclivn;\.l\ .l.:\ia..\l..\c:\ll....h.- ((Ula.}“?].b'cl-)uu fA.r_
: H : 1...!*.::... 01.]1 .JT. ]T.Sn.v...blNT(((”HI......TIS:((([
: A :E..rt..?..al—r..tc,._.n"_TlN.-UI.M.:U\\-IVSIFISUUH[DI.I.ITP.-..BJ..FFFFU
: 9. _—“llql—.r.v:nl.u.n.l-lPvlnff-(ﬂ?l;\ftovlf\t\n.rl :\C?.YLT.D.-?PPTT.TA:WR -.‘EHIIIIP
-_ G —-NS&(EI“(IIP\%“”-. ﬂ-ll-_ ”n\l.:.lt... l-lc_-——:af\
- n. __-l'l)l\_.L.L_..L:nn.nhEn..FIT.InUI'lInI'..IOvln 00 GnUnl.-CT.vlun
-— R _-vIDEYor\anH.un”IGIRHFGRRFGRRFC.‘D CD CGEHHNNPD
__ D- -SNATI .
1]
= [ - B e So-L W ]

— 1] =

- n o —p = n [Ta] .} ~ 0

= I e and n nd u n v A
2 a ..r_
lltthlt .l.l t.l.
CCCCC.LC CC ECC

UM D@ G~ N MS D - 0 O G ot UM T N o 0 O @ (M T LD (00 St UM S p= GG 6 S et OUMIST NS 0D
F et et et et e et e U DU AU O O O AU AU RS AU P MM P S T ST oF 3 T AT A T TNy Nt g



L10/21,85) (ISAX)PROGRAMA/ID/E UM TINAS, : FAGINAS 3=y
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6 C* REQUIEREN, ~ wAd0 PARABULICE MO LINEAL is»UPARAMtTRILD
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8 g .. i
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4p (C+ )
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52 C* e -
5% - JIN=J=1"™™ :
A i A S R B R T X
. = ‘e ' ® ; :
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o8 1020 CUNTINUE
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25 20 CUNTIMUE
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ANUL VED EL VALDK VE LA SOLUE TUR kN LOD ¢UNTUS UADOS
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CALCULADNS Dt MAREXA EXAUTA, TOMTENIENDU ELTHMAX1MU
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e T

SUBROUTINE ERNDK S TINE, 10,UgN1, TLBCsXL,AF2PU, LPRyNINE, 1, NP LEE)
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E=0.
£e=o0,
HMAY =Y
HIZ(YF=XT) /6 LUAL (WINP=y)
DO 10D Mz, wImpc C - e
XIMP=YI+LH=1)e0]
P0 Yzpy txiiing
= ]
IF (A eT.X%) Gu Tp 1V
S L
Gn 10 2v
10 conTInge
11 COMTINUE"
- T1=91
20  COMTINUE
[HOL=(TT7122d#1LBC
THD2ZINDI#E © °
THRA=TNDE+L
X1=Pn(1,4713
Xp=21{2,117
X3=PU (3,117
uisg,  CO"
JELINDI.UE=1) Y1SU(INDY)
H§=g(IND?) -
IF (fun3.Le,9P) U3=ULINDS) g
TINP=TINTEL, 521 K5, XINP) =
CALL CALL (&L, XE 28 11, U2/ US, TINPL TINE, L0, XA7UA,IC)
OEZFEY (%A, TIME (U, [P - : hadE
. UTZFEY (X4l VINE, 7O, 1PR)
ER=IE=IIA" ! - )
IF (ABSE&R LoTeb) HMAXSN
ExpMaY1 (A (ERT,E)
ERSEP+ERRAL .
APETE (bs131) AAUC,UALER
§11 FORMAT(™ Xa,Uc UATER" 4b15.0)
nRITE (9:111) AR uk v,
100 CUMTINUE ~ = " * ~°7
E2=SORT (ER/NTHP)
¥MAX=X I+ (NHAY~1) €01
BRLTELS 0 i xnaxES
. ! -
1100 FURMAT(2X:mXInP=011PET0.3,3%, "UES* E1048, 2% "UAS" JE1548, 3K
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1 C* FINVsgzszs=s==SpScscSasoootoscRssooSgeoasaioFossgsass
: 5
4 C* ESTA PuTxnn LYIELRA MEDTANTE CUADRATURA LAUSSIANA DE
9 € CUATRO PUMTOD,
6 C*
P&
§ tf == FURCTION T In Tt?mn 10,01, Ua;us (X1,%, u.m 17157 irra 10
10. C* N
1 DIHENSION Xind V3D, a0
12 JOATA X/=0,20 1156 5115911 93,=0, 539951 085580056,
13 + 3397810“Sbﬂa835,+" 6E1136511590058/
14 DATA wlo iuraﬁanu3157u5a 0,r82145154B625480, -
15 0.b5c145E549H8062546,0, 3ﬂfﬂsﬂnﬂ5157“5“l
12 ex o eURERLORT
17 FINT=Q,
18 DO 13 M=y, 4
Ilég T?%[E}Fﬂ 20 A=A llr+1,0)#72) /2,0) = 1.0 -
altier - . e ]
21 }F(%C.Em_’,l 12030 = L ((1-05T) ha2) /e, V)
22 DD 11 [yx=1,3 . - 2
23 V(IYX2=0TJ(4Y%,1,-1.0:1.0,7,1C)
24 11 CONTIMUE" ~ -
25 RIACZV (1) %A1 + V(D) +RE +v6$)*x3
. 2 JF(IC.Ens27 mJACERJALF{L? ¢§(n))
27 IF{IC.ER=37 RIACTRIALE(1T0-X(N)])
28 IF (RJACT,E0. U} GV 10 17 -
29 RMULT=RJAE= st =axID)
i [ L) I )
.E9, L -
35 F}N%lglﬁltﬂ(ﬂi'f of, vd,u%:7 :TlMt,TU,IPR,ICat
33 « 0TI, 19,7100 .o,T,Iﬁ)-bch 10721208 1,051, ICYARALLT
34 1g FINT=FInI -t ‘
g‘j 13 CUNTINUE .
6H C» -
37 RETURN
34 END
39
ag
41
42
43 .
4q
45
b
47
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49
50 .
51 -
52 .
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C* BASE=zo=zroz=zS==c-SsS@nessSranszczm=oz=zssSxizseosass

AS FUNLIUNLS BASE T SUS UERIVAUASS

Lfun FORLIQHES BASE USHALED; 7
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2e RETURN
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28 1f (ITER SuEs LIAITy GUTD ¢9

23 WRITE (6, 113) RMAXsSMAX,LIMII

R S A T N L LI

f it 1%

58 113 FURMAT(M EPSIsErSR,EPS)ITER®13615,8,14)

29 GOTO 30 - R -

n 29 CUNTIHYE :
31 20 TFLAG=I

R4
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3 7 RETURN
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