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1 , INTRODUCCI ON 

Para podor llevar a cabo el anál lsls de un sistema estructural complejo, es 
necesario desarrollar una abstracción o modelo matemático del mismo, suf iclente
mento comploto tn su descripción pero limitado en cuanto su complejidad para que 
sea manejable y proporcione resultados apropiados, 

En· la actualidad, los mítodos matemáticos facilitan y hacen más racional el 
anál isls estructural 1 sin embargo, en la construcción de modelos matemáticos de 

_sistemas estructurales, el Ingeniero concentra su atención sabre ciertas varia
bles, y ya sea por Ignorancia o por conveniencia, el modelo desprtcla en oca
siones gran cantidad de parámetros que pueden alejar los r1sultados obtenidos 
del comportamiento del sistema real, En Ja ref, 1 se establece quo: 

• cuando un ingeniero diseña una estructura, sabe que se enfrenta a un problema 
plagado de Incertidumbres: la obra que habra de construirse siguiendo sus planos 
y 1sp1clflcaclones tendra probablemente dimensiono• y materiales distintos a los 
que Íl empleó en sus modelos matemáticos, y las cargas futuras son lmpredtclbles 
tanto en Intensidad como en distribución; además, lo,. muy difícil dtflnlr 
cual•• variables determinarán el comportamiento del sistema, y como pr1d1clr y 
con que' precisión los valores más desfavorables de dichas variables a partir de 
las características probables de la obra que se construya y de las cargas que 
sobre e 11 a actúen• · · 

Es nte 11 caso cuando se calculan las rigideces de las ntructuras o las 
cargas qut actúan sobre ellas, las cuales no pueden ser exactament.e tu&luadas, 
ya que dtptndtn do diferentes factores, por lo que son en ostncla varlablts 
altatorlas, Sin embargo, a partir de valores medios de las varlablts Involucra
das se obtienen respuostas estructurales medias, Ignorando su variación debido a 
las Incertidumbres en los valores de sus propiedades. 



En este trabajo se estudia e1 problema de1 cálculo de Ja respuesta de 
sistemas estructurales elásticos sometidos a excitación sísmica, obtenida me
diante e1 mltodo de superposicion modal espectral, Se incluye en el anilisis el 
efecto de la variación de diferentes parámetros aleatorios como son la masa y la 
rigidez de la estructura. Se considera la influencia en la respuesta de la 
estructura de modos de vibración estrechamente acoplados, así como la aplicación 
de espectros de respuesta provenientes de registros de aceleración de sismos 
ocurridos tan to en suelo blando (Ciudad de Me'x i co) 1 como en su el o duro. 

A manera de introducción al problema, en el capítulo 2 se presenta el 
método de análisis modal espectral 1 señalandose las características que lo 
hacen ser un método rápido y por lo mismo aproximado para obtener las relaciones 
cuantitativas de un fen&neno tan complejo como lo es el anál lsls de una estruc
tura excitada por un sismo. Se presentan también los criterior de superposición 
modal que han sido desarrollados para llevar a cabo el análisis modal espectral. 

En el capítulo 3 se hace una revisión crítica de los métodos de superposi
ción modal 1 Y se aplican a una estructura de tfpo urbano, con parámetros deter
ministas. Lo anterior se utiliza para establecer un marco de referencia que 
posteriormente, permita manejar de una manera adecuada parámetros aleatorios en 
el análisis probabilista de sistemas estructurales. 

Los resultados de algunos estudios realizados tanto en México como en otros 
paises, para determinar propiedades estad(sticas de parámetros que afectan \as 
propiedades de las estructuras, se presentan en el capítulo 4. 

En el capítulo 5 se presentan diferentes métodos probabilistas que permiten 
obtener respuestas no deterministas, de estructuras con parámetros inciertos, 
tanto estáticas como dinámicas. Se presta mayor atención al problema de valores 
característicos, por ser -fundamental en el método de análisis modal espectral. 

La evaluación de los efectos ocasionados por los diferentes parámetros 
aleatorios en la respuesta modal espectral se presenta en el capítulo 6. 

En los capítulos 7 y B se presentan respectivamente las conclusiones obte
nidas a partir de los resultados de este trabaJo, y las publicaciones consulta
das para realizarlo, 
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2. ANALISIS MODAL ESPECTRAL DE ESTRUCTURAS 

El cálculo de la rt5punta dlnamlca de una estructura ante una .excl tacio'n 
sísmica, es un problema complicado, debido al número de paraínetros Involucrados 
y a la cantidad do c{lculos numéricos n1c1sarlos para llovarlo a cabo, La 
Introducción del concopto "Espectro de Respuesta• por Bennlof on 1934 (rof; 2) y 
por 81 ot (ro f, 3) en 1943, represon to' un gran avance en 1 os esfuerzos orlen lados 
a reducir el número de paraínetros básicos en este tipo de problemas. 

A contlnuaclo'n se describirá el método do anál lsls modal espoctral 1 el cual 
se basa en un espectro de respuesta para estimar la respuesta máxima de las 
estructuras, Se describen también los criterios de suptrposlclÓn modal quo han 
sl_do dosarrollados para llevar a cabo la combinación de las respuestas modalos 
maxlmas. 

2.1 Ecuaciones de equilibrio dinámico 

Para sistemas llnealos con amortiguamiento viscoso, suJetos a una acolera
clÓn en la baso, la ecuación de equilibrio dlnaÍ!llco se puodo ucriblr comos 

fH] ii<t> + [c] ü<t> + [)<] u<t> = {F <t>) (2.1) 

dondt u(t) os el uector de desplazamientos rolatlvos do la estructura, 11 punto 
denota derluación rospecto al tiempo, (Hl , \Cl y ¡K] son las matrlcu de 
m•••• amortiguamiento y rlgldecos respectlvamento, y {F<tl} r1pr111nta las 
fuerzas de Inercia dtl sistema estructural debido al mauimlento dtl suola, quo 
pa.ra. et ca.so de movimiento en tres. direcciones st puede txpresar como 

{F<t>}= - m, ü., <t> - m, ü,. <.t> - m, U,. <t> 

donde Ü¡~ es la. aceleración del terreno en la dirtcción 1 (i= x, y 1 z) y m¡es 
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una matriz columna que representa las masas asociadas a los desplazamientos en 
la dirección i <refs. 4 Y 5), 

Para poder 11 evar a cabo el análisis moda 1 espectral, será ne cesar 1 o trans
formar el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias <2.1>, en un sistema de 
ecuaciones de movimiento desacopladas independientes, para Jo cual, en el caso 
de amortiguamiento pequeño>' del tipo proporcional (refs. 4 y 5) 1 se introduce 
la transforma.e 1 Ón 

!u\ = [Q] {x) (2,2) 

donde [Q] es la matriz modal del sistema, obtenida de 
de valores característicos< [K] - w' lM) l [Q] = [O] 
(2.2) '/sus derivadas en la ec. <2.1>, se obtiene 

la solucion del problema 
Sustituyendo la ec. 

[HJ [$](xi+ (C] [$] [x) + [K] (~] [x1 = {F<t>} 

misma que al multiplicarse por la transpuesta del i-ésimo vector modal 
resulta 

T 
{~).[M) [9] ('xl + 

' 

T 
(iiJ.,[c] [9] {x) + 

T T 
lQl¡[KJ ($) {x\ = ($\ F<t> 

SI se utilizan las propiedades de ortogonalidad de los modos (re!. 4) 

T T T 
/$\[11] (~)( 0}1[CJ {~Jj= {9JJK) (~)j= [O) 1 1 f. j 

(2,3) 

se obtiene que todos los componentes, excepto la del 1-ésimo modo sean cero, 
teniéndose entonces 

T 
f~\;[M) {~).= m¡ (2,4al 

T ' 
(~)¡ [C) (~l.= c. = 2 f, "'; m. (2,4bl 

T ' ' ' 
{~l;[K] {~}.= K. • (2.4c> = W¡ m¡ T , ' 
{~\¡ F< tl = F ¡ < t l (2.4d) 

donde m1 1 c·, y k¡ son la 1-ésima masa, amortiguamiento y rigidez desaco-
plada del sistema estructural y_ w1 la frocuencla natural dt vibración. El 
cooflclonto de amortiguamiento modal 'i; relaciona el amortiguamiento modal e¡ Y 
tl critico 2 m. w. , como 'f1= c./ 2 m. w .• 

1 1 1 1 1 

Entonces, al sustituir las ecs. (2.4) en la ec. (2,3) se obtiene 

·x. + 
' 

X. + 
' 

x¡ = F¡ ( t) 

Multiplicando la ec. anterior por l/m, 
' 

X·, + 2 w. í. x. + w.,' x., = - L. ii. (t) 
l 1 1 \ 1 

en esta ec, al te'rmlno 
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F¡ < t) 
L.=-----
' 

m. 
' 

= ----- = -------

m. • 
T 

($\[HJ (~); 

se le denomina factor de participación modal, y define la escala en la que 
participa el modo 1 en el movimiento global de la estructura. 

Debido a que los espectros de diseño que se presentan en los Reglamentos de 
Construcciones, san espectros de seudo aceleraciones, esto es, el valor de la 
seudo ace 1 e rae i ón máxima Sa 1 se def 1 ne como 

Sa = Sd w" 

donde Sd es el desplazamiento espectral, entonces, 
participación L¡ sea congruente y permita obtener 
expresar como 

para que el coeficiente de 
desplazamientos, se puede 

T 

(~},(H] {l) 
L.=---:------
' (~([H) HJ1 w~ 

La soluclon de la ec. <2.5) permite obtener la historia de la deformación 
x<t> de cada modo de la estructura, la cual depende de la aceleración del suelo 
Y de las caracterfstlcas dinámicas de la misma, como lo son la frecuencia 
natural de vibracio'n y la relación de amortiguamiento modal correspondiente, 
Esta solución se puede expresar para el grado de libertad 1 del sistema estruc
tural como <refs, 3 1 4 y 5) 

x 1 (\) = - L¡ -:-J~.< o) exp [-f¡w 1<.t - ¡; iJ sen [w0 <t -2'~d,. (2,6) 
• o 

2 1/2 
dondt w 0 =w¡(l-~·) es , ' , el 1-eslmo modo de vibracion, 

e; la variable de lntegraclon. 

la frecuencia amortiguada de la estructura 
t el tiempo de duración de la excitación 

en 
y 

Para la obtención de la ec. (2,5) se considero'que la transform•clÓn (2,2). 
desacopla las fuerzas elásticas, de Inercia y de amortiguamiento, pero no se 
establecieron las condiciones bajo las cuales existe este dosacopl&mitnto, Por 
otro lado, para que las condiciones de ortogonalidad soan satisfechas, la matriz 
de amortiguamiento deberá ser de la forma 

-1 n 
[e]= [H)¿ ªn ( [H ][K]) (2, 7) 

n 

donde n puede variar en el Intervalo - oo ( n (o:i , pudiéndose Incluir tantos 
términos como se desee en la suma, así 1 si se toman Únicamente dos 1 esto es n = 
O, l, se tendrá el llamado amortiguamiento de Rayleigh 
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[e] = a
0 

[N] + a, [K] (2.8) 

Apl lcando las condiciones de ortogonalidad a la ec, (2,7) 

T T -1 n 
c; = l9l; [e] {Q). = {Q].[H]r.a0 

' ' n 
(HJ [KJ ) 

T -1 
premultiplicando la relación [KJ \~\;= w~ [HJ (~)¡ 1 por l~l¡[K] [HJ Cref, 4l, 
sit tiene 

T -1 2 T 4 
[Q}¡ [KJ [tt] [KJ ! Q ). = W• \Q J. [K J \ Q ]¡ = w· m¡ 

' 1 

' 1 

anál6gamente 

T -1 n 2n 
{ $}. [HJ [MJ [K) ) {$}. = w. m¡ 

1 ' 1 

entonces 

2n 
c1n= a¡ w¡ m¡ 

así, la matriz de amortiguamiento asociada con el 1-{simo modo será 

2n 
e, = ~ cin = ¿ ª¡ w ¡ m¡ 

n n 

de donde 
1 

~=-
\ 2 W· 

1 

( 2-;9) 

la 1cuaclÓn anterior permite obtener las constantes ªn para cualquier rela
ción de amortiguamiento correspondientes a cualquier número de modos. En gene
ral, la oc, (2,9) puede escribirse como 

1 
[fl= - [a] \a) 

2 
. (2.10) 

donde los coeficientes de la matriz [a] son las dleftrtntes frtcutnclas natu
rales oleUildas a un cierto exponente, Finalmente, la solución del slstem• dt 
ecuaciones <2.10) proporclonara'un valor de las con1tantes ªn , 1sto tt. 

-1 
= 2 [a] [ n 

Así, para calcular la respuesta estructural de un sistema somttldo a una 
excitación sísmica, se debe evaluar la oc. (2,6> para cada lnshntt dt tltmpo t 
Y pára cada modo, obtenie'ndose así las historias de desplazamientos corrupon
dientos, Sin emb¡rgo, para fines de diseño, no es necesario conocer l• hlstorl• 
completa de la respuesta estructural del sistema, basta con conocer los despla-
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zamlentos modales máximos y combinarlos apropiadamente para obtener la respuesta 
total m'xima aproximada del sistema. 

En resúmen 1 e 1 an ál 1 sis moda 1 espec tra 1 se basa en e 1 hecho de que para 
ciertos valores de amortiguamiento, la respuesta asociada a cada modo de vibra
ción puede calcularse independientemente de las otras, y las respuestas modales 
pueden combinarse para determinar una aproximacio"n de la respuesta total, 

Es Importante hacer notar que en el caso de excJtaciá'n sísmica en tres 
dimensiones, se debe tener cuidado al combinar las respuestas, pues si esta 
combinación se va a hacer de manera probabilista, la excitación en cada direc
ción debe ser estad(stlcamente independiente de las otras (ref. 77), 

2.2 Espectro de respuesta y método de superposición modal espectral 

Con base en lo anterior se puede establecer la igualdad 

xmÍI-= máx lx<t>I 

donde x<t> es el valor m{xlmo del desplazamiento, proveniente de resólver ta ec. 
(2.6) de un análisis en el tiempo. Al graflcar el valor máximo del desplazamien
to como función de la frecuencia natural de la estructura (o del período natu
ral>, Y d& la relación de amortiguamiento, se obtiene un •espectro de respues
ta•, que es el conJunto de valores de Xm&t correspondientes a frecuencias y 
relaciones de amortiguamiento conocidos, esto es 

donde Sdn se 1 e denomina desp 1azam1 en to espec tra 1 máx 1 mo correspondiente a 1 a 
n-e"sima frecuenc Ja y re 1 ac i o"n de amortigua.mi en to, 

La flg. 1 muestra un eJemplo de la construcción de un espectro de respuesta 
de desplazamiento, Para ello se determinan los desplazamientos de tres ••tructu
ras con carac ter r st ¡ cas dinámicas dlf eren tes, pero sorne t 1 das a la m 1 sma exc 1 ta-, r ' 1 ' 1 clon s smlca, Del anallsls de la historia completa se obtiene e valor max mo 
(en valor absoluto> de la deformacloÓ 1 para cada una de las estructuras. Esto 
proporciona un punto en el espectro de respuesta. Repltltndo el procedlmlonto 
anterior para un intervalo de valores de la frecuencia o el período natural de 
vibración, y manteniendo la relación de amortiguamiento constante, se obtiene el 
espectro de respuesta para el sismo dado, 

Análogamente es posible obtener los espectrosde re•puesta de seudo veloci
dad Su 'I de seudo aceleración Sa 1 como función de la frecuencia o del período 
de vibración del sistema, La relación entre ellos es como sigue 

Sv = w Sd = 2 1f f Sd 

Sa = w Sv = w2 Sd = ~ 11"2 f 2 Sd 

donde f = "'12 lres la frecuencia en Hertz y w es la frecuencia circular en 
rad/seg, en laci expresiones anteriores, por simplicidad en la escritura, se 
eliminó la notación de función de wn 1 f 1 de Sdn, Svn 1 y San 1 sin embargo 
deberá entenderse que ésta siempre existe~ · 

Debido a que los términos Sd 1 Su y Sa están estrechamente relacionados, el 

7 



espectro de respuesta puede representarse mediante una so1a gráfica, al tomar 
logaritmos de las relaciones anteriores, esto es 

1 og Sv = 1 og f + 1 og ( 2 1í Sd 

para va1ores de Sd constantes, esta expresi6n representa la de una recta con 
pendiente a 45º • Por otro lado 

Sa 
1 og Sv = - 1 og f + 1 og ---

2 lT 

análogamente, para valores de Sa constantes, Ja expresión anterior representa la 
de una recta con pendiente de 135º • 

Al manejar un conjunto de datos para diferentes valores de amortiguamiento 
con las relaciones anteriores 1 se obtiene una gráfica semejante a la que se 
muestra en la fig. 2, que representa un espectro de respuesta con diferentes 
relaciones de amortiguamiento. 

Por lo anterior, la respuesta máxima correspondiente al n-ésimo modo natu
ral de vibración puede expresarse en terminas de Sd, Sv o Sa. Con base en ello, 
el desplazamiento modal máximo (en coordenadas modales) será 

San 
Ln ,,. 

n 

y el desplazamiento máximo en coordenadas f Ísicas o generales será 

un= Ln \$)~ Sdn = 

para L•[OlT,(H] ltl/{~)T[H] 1$1., ·-
En resumen, el metodo de anallsis modal 

pasos siguientes <ref. 5l1 
espectral •• puede describir en los 

al definir el espectro de respuesta 
bl establecer las propiedades de la 

de amortiguamiento 

para el registro de aceleración del 
estructura, matrices [MJ 1 [K] Y 

suelo 
relación 

e> resolver el problema de valores característicos para determinar las frecuen
cias Y los modos de vibrar de-la estructura 

dl calcular la respuesta máxima correspondiente a cada uno de los modos, utili
zando para ello el espectro de respuesta del sismo 

e> calcular el valor de la respuesta máxima Rmáx , combinando las respuestas 
máximas modales, mediante algún criterio de superposlcion modal, 

2,3 Criterios de superposición modal 

Al aplicar el concepto espectro de respuesta a estructuras que poseen más 
de un grado de 1 lbertad 1 se obtiene tan sólo una aproximación de la rtsput•ta 
máxima del sistema, esto se debe a que dicha respuestas• obtiene de la superpo
sición de las respuestas modales máximas individuales de un número de sistemas 
de un solo grado de 1 lbertad, Igual al número de grados de libertad del sistema 
completo, las cuales no ocurren en el mismo Instante de tiempo <flg. 3), 
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Debido a lo anterior, la relación que hay entre ma'ximos no está definida, 
surgiendo el problema siguiente <ref. 6>: conocido el espectro de respuest~ para 
un sismo, y conocidos los modos y frecuencias de vibrar de la estructura, l cuál 
es el método más apropiado para calcular un valor aproximado de la respuesta 
máxima y qué orden de aproximación se puede esperar de dicho resultado? Para 
contestar esta pregunta, se han propuesto diferentes criterior para llevar a 
cabo la superposicio'n de las respuestas modales, los cuales se describen a 
cent inuac ión, 

2.3,1 Suma de valores absolutos <ABSI 

Es este el primer criterio de superposición modal desarrollado, La superpo
sición se hace mediante la suma de los valores absolutos de los modos Indivi
duales. La idea fue desarrollada originalmente por Biot en 1943 <ref, 31 1 mate
máticamente se representa como 

n 
R = ~ 1RI1 

1=1 

donde 
R =valor máximo representativo de una respuesta particular, para una componen

te dada de un sismo, 
Rt = respuesta máxima debida al modo i, 
n = número de modas considerados en la combinación para la respuesta modal. 

Este método proporciona una frontera superior de la respuesta, al comparar
se con otros criterios de superposición modal siempre y cuando se haYa cons.ide
rodo el mismo número de grados de 1 ibertad, esto se debe a que las respuestas 
Individuales máximas no ocurren al mismo tiempo con el mismo signo. Una caracte
rística de estt criterio de combinación es que la evaluacloh que proporciona es 
siempre del lado de la seguridad (si se cumple la-condición anotada). 

2.3,2 Porcentaje de modos superiores 

Este criterio desarroll~do por Clough en 1955 (ref, 71, consiste en consi
derar un porcentaJe de cada una de las respuestas modales superiores por agregar 
a la respuesta del primer modo. El criterio se basa en el razonamiento de que 
generalmente, el primer modo contribuye de manera considerable a la respuesta 
sísmica total, mientras que los modos superiores proporcionan una correccioñ de 
los efectos del prim•ro, Sumando los valores absolutos de las contrlbuclon•s 
modales, es posible obtener valores aproximados de la respuesta total, Para 
esto, es necesario seleccionar un factor de proporción .lJ apropiado, qui 
multlpl lcado por la respuesta máxima de los modos superiores aporte su contrlbu
clon a la respuesta total, v varía con los períodos de vibración de la estruc
tura, y es diferente para cada uno de los valores de las respuestas que s1r&n 
calculadas (desplazamientos, cortantes, etc.), por esta razón se consldtra poc~ 
práctico desde el punto de vista ingenieril. Considerando Únicamente los dos 
primeros modos de vibración, se puede expresar como sigue 

Rd = 1 Rd,I + J.Jd 1 Rd,I 

Rv = 1 Rv
1
1 + .i,v \ Rv2 I 
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Rm = 1 Rm,[ + v~! Rm
2

[ 

donde 
Rd, Rv y Rm =respuesta máxima de desplazamientos, cortantes y momentos 
Rd¡ , Rv¡ y Rm¡ =respuesta máxima debida al moda i 
JJ =factor de proporcio'n para cada uno de los efectos mencionados. 

2,3.3 Raíz cuadrada de la suma de los cuadrados (SRSS) 

Una aproximación diferente del problema se basa en ideas provenientes de la 
Teoría de Probabil ida.des, debido a que los máximos de las diferentes respuestas 
modales ocurren a diferentes tiempos, no pueden ser tratados simplemente en 
términos estadísticos, Rosenblueth en 1951 '(ref.8) sugirió que la respuesta 
máxima probable, se puede obtener combinando las respuestas modales individuales 
como la raíz cuadrada de la suma de sus cuadrados. Este criterio proporciona 
valores nume'ricos menores que los obtenidos con la suma de los valores absolu
tos, siendo mas realista para ciertas condiciones. Se expresa como sigue 

n 
R = ( ¿ 

1=1 

2 
RI 

1/2 

2.3.4 Promedio de valores absolutos y raíz cuadrada (PROM!) 

Posteriormente, Jennings en 1958 <ref.9) propuso un método que toma en 
cuenta un promedio de la suma de los valores absolutos y de la raíz cuadrada de 
la suma de los cuadrados. Para apl lcar este método es necesario preescrlbir los 
1 Ímltes de la desviación estándar deseada, por medio del criterio de promedios 
pesados. Matemáticamente se puede escribir como sigue 

n 
¿ 
1=1 

2 1/2 
RI ) 

R = ------------
m + 

donde R1 RI y n ya han sido def lnldos antes, y m es un factor de peso, de manera 
que si m=O, se tiene el criterio de la raíz cuadrada de la suma.de los cuadra
dos. Suponiendo que la respuesta real es un 95% de la respuesta calcul~da con la 
suma de los valores absolutos, 'y que los tres primeros modos guardan una rela
ción R, 1 R,: R1 = 51311 1 ta cual se considera úna dlstrlbucld'n razonable 
<según el autor del criterio>, para una estructura de cortante típica, es poSi
ble ajustar el factor de peso m para que la desviación estándar no sobropast el 
valor 1 ímlte deseado, Esto es lo que hace lmpráctlco este criterio, ya qut es 
necesario estudiar el comportamiento de varias estructuras para determinar tstos 
límites. 

2,3.5 Método del Naval Research Laboratory <NRL) 

Este es un criterio des·arrollado por O'Hara y Cunnlff en 1963 (ref,10) para 
evaluar la respuesta de estructuras submarinas sometidas a ondas dt choque 
ocasionadas por explosiones. Para el caso de una excitación sísmica proporciona 
un límite superior 'de la respuesta, pues considera el máximo de los máximos 
modales "mas la ra(z cuadrada de la suma de los cuadrados del resto. Esto es 
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n 2 1/2 
R = Rrnáx + ¿ RI l 

i=l 

2.3,6 H~todo do 1 a doblo suma (DSM> 

Basándose en Ja Teoría de Procesos Estocásticos, Rosenblueth en 1968 
Cref.tl> propu50 un criterio que correlaciona de una manera más real las res
puestas modales individuales. Parte de la hipótesis de que los sismos que actúan 
sobre la estructura se pueden idealizar como segmentos de la misma duración de 
un proceso estocástico estacionario, y que la duración de los movimientos es 
grande, comparada con el período fundamental de la estructura, el cual es mucho 
mayor que los períodos dominantes de los acelerogramas de los sismos. Las res
puestas de diseño se calculan como la dable suma del producto de las respuestas 
correspondientes al 1-ésimo y al J-ésimo modo de vibración, dividida entre un 
coeficiente que toma en cuenta la proximidad entre los valores de las frecuen
cias. de los modos que contribuyen a la respuesta, y la fracción de amortigua
miento crítico equivalente que el sistema posee en el i-ésimo modo natural, as( 
como la duración del temblor, Esto es 

n n 
2 n 2 ¿ ¿ Ri Rj 

R = ¿ RI + 
l=l i ;tj l + E1j 

dando 
E ij = w: - w~ )/( f , .. + 1: w. 

' J \ ' J ' 

a su ... 
2 112 

' = - ~. ) W, w, 
' ' 

f = ¡, + 2 / t W¡ 
' ' 

dando R, RI, RJ y n ya ·han sido dofinYé!as, w¡ y w1 son las frocuoncias natu
rales consecutluas 1 f¡ Íj ~on las relaciones de amortiguamiento para dos modos 
consecutivas, t es la dura.clan del sismo. 

2.3.7 Combinación cuadrática complota (CQC) 

Otro criterio que se ha propuesto es el método de combinación cuadrática 
complota según Kiureghlan •n 1981 (rof.12>, dando, al Igual qu• •1 crlt•rlo de 
la doble suma, . toma en cuenta las caracter(stlcas de que ciertas estructuras 
pastan modos de olbrar estrechamente acoplados. Para osto, el motado parlt dt 1• 
eliminación de los errores que generalmente aparecen en el criterio de la suma 
de valores· absolutos, o el de la raíz cuadrada de la suma de los cua.drado1, 
empleando Teoría de Vibraciones Aleatorias, de donde se encuentra que las r1s
puostas moda los doben combinarse lncluyondo además los tórmlnos modalos cruza
dos, debido a modos de torsión, de ahí su nombre. Esto es 

n n 1/2 
R =(~1 ;l RI ,PiJ RJ) 

donde f'IJ son los factoros do corrolaciÓn ·modal, 
, I 

quo ostan en funcion de l• 
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frecuencia de vibración, de la duración de las cargas, de las formas me.dales y 
de \as relaciones de amortiguamiento de la estructura, de donde, si la duración 
de\ sismo es muy grande, comparada con los períodos de vibración de la estructu
ra, y si el espectro de respuesta es uniforme en un rango de frecuencias amplio, 
el coeficiente ?ij se puede expresar como 

a f¡ 
1/2 312 

h> (fitrfJlr 
TIJ = ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

2 2 2 2 2 
<I - r) + 4 fi tJ r<I + r l +4<fi+~Jlr 

donde r= wj / W¡ • 

SI ¡. es constante, se tiene 

3/2 
a f 2 <l+r) r 

fij =~~~~~~~~~~~~~~ 
2 2 2 

<I - r l • + 4 ~ r<I + r) 

2.3.8 Método de agrupamiento 

El método de agrupamiento <ref.13l, consiste en formar grupos que Incluyen 
aquellos modos cuyas frecuencias están entre la menor del grupo y una cuyo valor 
es 10Y. mayor a ésta, con la tondición de que ninguna frecuencia puede pertenecer 
a maS de un grupo, el máximo valor representativo de una respuesta particular 
atribuida a todos los modos significativos de la estructura, se oblendra tomando 
la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de los valores máximos- correspon
dientes a la respuesta del sistema atribuida a cada grupo de modos estrechamente 
atoplados, y las respuestas modales para los modos que no lo están, Matemática
mente se expresa como 

2 
R = 

n 
¿ 
K=I 

2 
RK 

p J 
+ ¿ :2: 

q=I l=i 

j 
'.a: j Rlq 
m=I 

Rmq j l;óm 

donde Rlq y Rmq son las respuestas modales Rl y Rm en el q-éslmo grupo, 
número del modo donde el grupo Inicia, J es el número del modo donde el 
termina, y p el número de modos estrechamente acoplados. 

2.3.9 Método del diez por ciento <TPMl 

es el 
grupo 

Este método <ref,14) considera, al Igual que los dos Últimos crlttrlos 
mene 1 onados, la con tr 1bue1 Ón de 1 os modos de tors Ión para obtener la respuosta 
de estructuras que presentan esta característica, se puede expresar como sigui 

2 " 
R = '.a: 

K=l 

2 
RK li'J 

La segunda suma se hace sobre ~odas los modos i y j cuyas frecuencl~s están 
cercanas una de otra·, esto es, considerando que w1 y w1 son las frecuencl·as dt 
dos modos consecutivos, se dice que éstos están estrechamente acoplados si 
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<= o .1 o 
dond• 1 <= 1 <= j <= n. 

2.3.10 Prom•dlo •ntr• los métodos SRSS y NRL <PROH2> 

Con base en la observación de que el método del NRL proporciona un t(mJte 
superior para las respuestas, se puede promediar con el método de la rafz 
cuadrada de la suma de los cuadrados (SRSS> que proporciona 1Ímites inferiores, 
obteniéndose un valor promedio de la respuesta de tos dos métodos que presentan 
cotas opuestas, 

2,3,11 Método d• la dobl• suma modificado (05t't1) 

Esh método propuesto por Gupta en H83 <ref, 14 l se ut 11 iza para combinar 
las respuestas modales provenientes de frecuencias altas, no Únicamente de 
frecuencias estrechamente acopladas. Se parte de la consld•raclÓn de que una 
frecuencia cuya aceleración espectral es mayor o igual que la aceleración de 
excitación influye de manera significativa sobre la respuesta, ya que, como es 
aceptado, las respuestas de los modos que poseen frecuencias mayores a la antes 
mencionada, denominada •frecuencia rígida•, están perfectamente correlacionadas 
entro sí y además con la aceleración de excitación. El método d• la doble suma 
modlf lc&do toma en cuenta estas observaciones, corrigiendo el método de la doble 
suma propuesto originalmente por Rosenblueth y modificado ya por Slngh y otros 
<ref.15 >, al considerar un coeficiente de respuesta r(glda 1 calculado comos 

log fi/fl 
CC¡ =------- o <= a:; <= 

log f2/f 1 

donde 
O:¡= coeflclonte de respuesta rígida 
fl = frecuencia del modo 11 en Hertz 
f! = Sa máx / 2 11" Sv máx, en Hertz 
f2 = < fl + 2 fr )/3 1Hertz 
fr = fr•cuencla rígida ( > 33 Hertz seg6n ref. 14 

Este coeficiente proporcionara' la parte rígida de la respuesta calculada como 

r 
RI = a:¡ RI 

RI = rospuesta proveni•nte del modo 

Ademís, existe otra parte de la respuesta denominada respuesta amortiguada, 
qu• se supone estadístlcamonte lndep•ndlente do la part• rígida 1 esto es 

p 2 
RI = < (Ril 

r 2 
- <Rll ) 

1/2 

Ahora, debido a que las partes r(gidas est{n, perfecta.menté correlacionadas, se 
P.ueden sumar a 1gebra1 e amen te, es to es 
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r n r 
R = ¿ RI 

i=\ 

Y las partes amortiguadas se pueden combinar usando el m~todo de ta doble suma 

p 2 n p 2 p p 
¿ <Ri> + 2 ¿¿ E;j RI Rj (R ) = 
i i)j 

donde 

en el cual 

• • ciJ = <1-3)' )(0,036 - ifJ - fl\ l) O 
F =relación de amortiguamiento 

entonces, finalmente, la respuesta total es 

R = p 2 J + <R ) 
1/2 

2.3.12 Método de la combinación de respuestas avanzadas (ARC> 

Este me'todo de superposición modal propuesto. por Tsai en 1983 <ref, 16> 
toma en cuenta las contribuciones de modos de. vibración provenientes de fro
cuenclas demasiado altas o demasiado bajas, La respuesta se calcula con 

2 n 2 
R = :!: RI + 

n· 
2 ¿ 

li!J 
clJ RI Rj 

1 

donde 
2 

clJ = 1 - H<flJ> t1¡j 
2 

/ ( /:¡ 1 J + 4( y.1 + 0.01>
2

) 

a su vez 

f I = rolación de amortiguamiento <IY. 1 zr., 5X> 
t11J = (fj - fi) / flJ = 0.01 1 0.02 1 0,05 1 0.1 1 0.15 1 0.2 1 es la frtcu1ncla 

modal diferencial 
flj = <fl + fJ)/2 = 0.1 a 40 es la frecuencia modal media 

f 1 J 1 o 1 1 5 , . 15 1 25 1 33 

H O 1 0,3 0.1 O 

Esto criterio corrige al de la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados al 
llevar a cabo la suma algebraica de 1 .. respuestas ajustándolas con un factor dt 
acoplamiento modal clj, que fue obtenido empírlcament• a partir de un estudio 
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paramétrico, A simple vista se Je pueden encontrar ciertas J imitaciones, como es 
eJ hecho de haber considerado para Ja generación de\ factor de acoplamiento 
moda\ 1 , Únicamente tres relaciones de amortiguamiento, así corn.o el tener una 
rel,ac1on de amortiguamiento constante, lo que ocasiona que H<fij) sea una fun
cion 1 lneal, la cual afecta directamente al factor cij, 

2,3,13 Método de Slngh y Hehta 

Singh Y Hehta <ref, 17) han propuesto en 1983 un criterio de superposi
ción modal, en eJ cual la excitación no es proporcionada por un epectro de 
aceleración o de seudo velocidad, sino mas bien, par un espectro de ace1eraci6n 
relativa a de velocidad relativa , que se puede relacionar con los seudo espec
tros. Este nuevo método de Slngh y Hehta es un intento para obtener la respuesta 
modal a partir de las primeros modos de vibración, sin perder aproximación por 
no Incluir los modos superiores aun-que éstos contribuyan de manera importante 
sobre la respuesta. En este criterio no se supone que la excitación es propor
cionada por ruido blanco, sino que se basa en una aproximación a partir de 
•aceleracloñ modat•, denominada de esta manera debido a que la respuesta es 
expresada en función de la aceleración de los modos, en vez del desplazamiento 
modal. Su formulación matemática es la siguiente 

Sd = v· <- 2 
<:!: 7> Ag 

Wj 

n 
• :?:: 

J=I 

2 n 
• :2: 

J=I 

n 
:2: 2 

K=J•I 

[ 
2 2 

2 w j <l-2 ~¡ ) 
2 2 J Ru <w· >- Rr (W·) • ) J 

2 2 
~;>Ru<wj)+ 

2 2 2 2 2 
+-w"<I- 4\\> Ru <w,> - Rr <wj) -Rr <w,> + 

2 2 2 2 2 
+ B 1 w K Rv (W j ) + 82 Rr (w j ) + B, W\<. Ru 

donde 
FJ = ualor de la respuesta en el j-ésimo modo 
.Vj =factor de participación modal 

(Wj ) f 

C>;= rolaclÓn de amortiguamiento modal 
Ru<wj ) = uelocldad relatlua para la frecuencia wJ y (?J según el espectro d• ·. 

respuesta 
Ag = aceltración máxima del suelo 
Rr(wj) = respuesta proveniente del espectro de aceleración relativa 
B1 1 B~ ,e, 184 son constantes, obtenidas a partir de la solución del slguionte 

sistema de ecuaciones 

donde 
[G] {B) = {P} 
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4 
o r o 

2 2 2 4 
-2<1-2('> ) -2r (1-2 11>~) r 

k 
2 2 2 [G)= 

1 -2<1-2 ~~) -2r (1-2 (\. ) 
J 

o 

( P) = 

donde 

t = 4 ( r ('>j - {'>K ) 
r=wj/WK 

4 
2 

r 

-( 

T 
{0] = 

3 
('>. "' r 

J ''k 

o 

{ 0, ¡ 82 8; 

2 
- 4 t>j ~ r<l<r - 4 r.i¡(\r + 

2 K 2 
+r -err..·~-t 14> 

J • 

84 J 

t < Bj - r 1\ ) r 

Según los autores (ref, 17 ) 1 los espectros de aceleración absoluta y de 
velocidad relativa se pueden relacionar mediante la expresión 

2 2 2 2 2 2 
Ra (w • ) ,:, Ag - Rr ¡_ <w j > + 2 < 1 - 2 t'; > wj Rv <w; > 

conoc 1 dos Ra<w j ) y Rv<w ¡ ) 1 se ti enei 

2 2 2 2 2 2 
Rr <w ¡ ) ,;, Ag - Ra <w; > + 2 < 1 - 2 ~¡ > w l Rv <w ¡ > 

donde: 

f =frecuencia circular en rad/seg 
w = f/21T en Hertz (ciclos/seg) 

Los mismos autores dts•rrollaron antes un método (ref, 18) con la dlftron
cia de que el anterior carece de suficiente aproximación cuando no s1 con~ldtrA 
suflcientt número de modos, deficiencia que se supera en este criterio. 

Como se puede ver, este método tiene el Inconveniente d• ser bastante 
laborlo10 para ser apl lcado de mantr• práctica. 

2.3.14 Planteamiento de Aminl y Trlfunac 

Recientemente, Amlni y Trlfunac han desarrollado cierto planteamiento 
probabilista p•ra evaluar las respuestas provenientes de un análisis 1sp1ctral 
modal de estructuras. La respuesta de la estructura se obtiene con base en la 

16 



raíz cuadrada de la amplitud de la excitación, a la dimensién de la frecuencia 
en el espectro de respuesta y al número total de máximos que se desea conocer, 

Este criterio presenta la ventaja de poder conocer tantos valores m'ximos de 
la respuesta como se desee, es decir, se puede reproducir inclusive la historia 
de la respuesta según el estudio real izado por sus autores <rei. 19 >, 10 cual 
permite considerar de una manera mucho más aproximada las relaciones que existen 
entre máximos, y así 1 las características físicas del sistema estructural. 

Sin embargo, su desarrollo es complicado y laborioso, por lo que aquí 
Únicamente se hace mención de ;1. 

Recientemente han sido desarrollados otros criterios de superposición menos 
conocidos, los cuales siguen dos tipos de planteamiento, por un lado el clásico, 
basado en un espectro do aceleración absoluta (rofs.20 y 21) 1 y por •I otro, los 
que st basan en espectros de velocidad relativa para obtener sus respuestas 
máximas <r•fs, 22 y 23), 
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3, EVALUACION DE CRITERIOS DE SUPERPOSICION MODAL 

Con el obJetlvo de establecer un marco de referencia que permita comparar, 
la respuesta modal espectral probabilista de estructuras, en el presente capítu
lo se •valúan desde el punto de uista determinista, los diferentes criterios de 
superposición modal mencionados en el cap(tulo anterior. La evaluación se lleva
ra' a cabo haciendo una comparación directa entre la respuesta máxima '1 la 
respuesta máxima exacta, esta Última provtniente de un anál lsls dinámico de 
superposición modal en el tiempo. 

El desarrollo de este caprtulo se basa fundamentalmente en la ref. 24 1 
presentándose la evaluación de los resultados en forma gráf lca 1 mucho más deta
llada y completa, 

3.1 Sismos estudiados 

Se eligieron once registros de aceleración· s(smica para utilizarlos en la. 
eua.luaclÓn de los criterios de superposición modal, -estos son1 la componttt 
Norto-Sur del sismo ocurrido en El Centro California, el 18 dt marzo dt 1940, 
esto es un sismo ocurrido en su1lo duro; la componete Este-Oes\t dtl sismo 
ocurrido en la Cd. de México el 6 de Julio de 1964 1 contándost con las utr•ionn 

. registradas en el patio y en la cimentación del edificio Hidalgo, asi COlll~ l• 
componente Norte-Sur del mismo tomblor 1 pero registrado en el edificio Gonz•ltz¡ 
las uersionts de la componente Este-Oeste dtl sismo dtl 2 dt agosto de 1968 1 
ocurrido también en la Cd, do MÓxico, registrado en el patio y en 1• cimtntaclón 
del ·edificio Atizapan; y cinco sismos mas simulados en tl Instituto dt lngtnl•
ría d• la ltlAH (ref. 79) 1 contándose en total con seis registros dt sismo• 
reales, cinco do ellos ocurridos en suelo blando (Cd. de México) y uno en sutlo 
duro (El Central, y cinco registros de sismos simulados en suelo duro, 
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Las características· básicas de estos registros de aceleración se pueden ver 
en la tabla 1 y en la flg, 4. 

3.2 Estructura estudiada 

Para real izar la evaluación de los criterios de superposición modal, se 
considero' estudiar una estructura simple pero que reprodujera una situación 
práctica, como es el caso de los modos de vibrar estrechamente acoplados. Existe 
en la literatura un estudio bastante completo (ref. 78>, de una estructura de 
concreto reforzado para la que se determinaron tanto anal ítlca como experimen
talmente, las deformaciones inelásticas y los cambios que se presentan en sus 
propiedades al apl lcarse en su base una serie de sismos, sin embargo, se trataba 
de buscar una estructura que presentara modos de vibrar estrechamente acoplados, 
pues es este efecto precisamente el que se trata de considerar en este trabajo, 
situación que no presenta la estructura mencionada, así, se decidió estudiar un 
edif lcío de tres niveles de concreto con f~=250 kg/cm2 1 slm¡trico, de planta 
cuadrada (fig. 5) 1 con trabes de 30 x 45 cm y columnas de 30 x 50 cm formando un 
marca en cada uno de los cuatro lados de la estructura, la masa traslacional m 
de cada entrepiso del edificio se calculo' como la suma de la masa m = 53.13 kg
seg2/cm debida al peso del mismo <al considerar una losa de 10 cm de espesor y 
la masa tributarla de trabes y columnas>, y la masa m =36,11 kg-seg2/cm, 
proveniente de la carga viva que soportara" la estructura <considerada en este 
caso de 220 kg/m2>, con lo cual el valor calculado de la masa traslaclonal por 
entrepiso es de 89.24 kg-seg2/cm, la masa rotacional j de cada entrepiso se 
consldero'de 1 497 309 kg-seg2/rad. 

La estructura se modelo' de manera que el centro de masas y el de rigideces 
no coincidan, generándose así modos de vibrar de traslación y rotación acopla
dos, esto Implica que al excitar la estructura en sentido del eJe Y (flg. 5 >, 
estos modos tengan factores de participación modal diferentes de cero, esto es, 
cada modo individual contiene desplazamientos de traslación y rotación en cada 
piso, lo que ocasionará que una excitación sísmica de la estructura en cualquier 
dirección, producirá una respuesta tridimensional de la misma. 

Se consideraron tres grupos de relaciones de amortiguamiento, en el prime
ro se tomó el 2X para los primeros dos modos, 3'/. para los dos siguientes y 5X 
para los modos superiores, en el segundo grupo se consldero'el 4, 6 y lOX, y en 
el tercero el 6, 9 y !5X respectivamente, la razón por la que se decldlo'utlll
zar estas relaciones de amortiguamiento es que comprenden las que se recomiendan 
en la 11 teratura. 

Las caracter(sticas dinámicas de la estructura se pueden ver en la tabla 2. 

3,3 Estudio numérico 

Para realizar el estudio nume'rico, se utilizoJ"una versión modificada d•l 
programa STOCAL, elaborado en la Universidad de Berkeley (ref, 25 ), Se conside
ro' práctico u t 111 zar STOCAL, ya que sus cara.e ter í s ti cas 1 o hacen un programa de 
análisis bastante flexible y completo, pues el usuario al manejar las diferentes 
Instrucciones macro con las que funciona, en real ida~ esta' programando los 
algoritmos que necesita para efectuar cualquier tipo de anál lsis estructural, 
estático o dinámico, determinista o probabilista. Por otro lado, su estructura
ción se basa en la utilización de memoria dlnámic~, controlando las diferentes 
operaciones que real iza mediante un directorio, entonces, si se desea Introducir 
una rutina que· no maneje el programa original 1 bastara'con Incluirla como tal 
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dentro de este y desde luego en su directorio, teniéndose asi 1 un programa que 
es bastante general, pero adaptado a las necesidades específicas de un usuario 
en particular y sin que éste haya tenido que realizar el trabajo de generar un 
programa completo totalmente nuevo, lo que viene a representar un gran ahorro de 
tiempo. 

Para su análisis, la estructura se idealizó como un marco tridimensional con 
seis grados de libertad por nodo y tres grados de libertad por piso (fig, 5). 
Las masas se consideraron concentradas a nivel de cada entrepiso, los que a ~u 
vez fueron considerados como diafragmas rígidos indeformables en su plano, 
modelando num{ricamente esta propiedad con vigas de rigidez 'infinita• a la 
flexión alrededor de su eje vertical. 

El anális.is dinaÍnico tridimensional se real izó calculando la matriz de 
rigidez total de la estructura y condensando estáticamente los grados de liber
tad no requeridos. Para cada uno de los registros de aceleración se resolvió la 
ec. (2,6) de\ cap(tu\o 2 1 obteniéndose \a historia completa de desplazamientos 
en el sistema coordenado normal. Los desplazamientos normales máximos, corres
pondientes a cada modo de vibración, representan el espectro de respuesta para 
cada uno de los registros de aceleración, a partir de éstos se evaluaron las 
respuestas con los diferentes criterios de superposict5n modal descritos en el 
capítulo anterior. 

Para medir la aproximación de cada uno de los criterios de superposición 
modal, se calculo" el error relativo, obtenido como la diferencia de la respuesta 
calculada con alguno de los criterios menos \a respuesta exacta, dividida 
entre la respuesta exacta Cref. 26 >, lo que permite obtener errores con signo 
positivo y negativo, Interpretándose éstos como respuesta sobrevaluada 'I res
puesta subvaluada 1 respectivamente. 

3,4 Análisis de resultados 

Los resultados obtenidos del an¡l lsls de la estructura utilizando los cri te
r los de superposlció'n modal 1 ( flgs. 6 a 11) se presentan como los valores 
medios de los errores relativos de las deformacion1s par'a cada uno de los pisos 
de la estructura, provenientes de realizar un estudio estad(stico de {stos, y 
agrupándolos por tipo de suelo, sismo, criterio de superposición y re1aci6n do 
amortiguamiento, De los resultados obtenidos, se puede observar lo siguiente: J 

ll Como se esperaba, e\ método de la raíz cuadrada <SRSSl 1 subestima grandemen-
te la respuesta en el sentido de excitación del sismo <errores relativos 
negativos>, flgs. 6 y 91 mientras que para el sentido perpendicular al 
de oxcitació'n la sobrestima <errores relativos -positivos>, flgs. By 11 ¡ 
por otro lado 1 el método de suma de val ores absolutos <ABSl sobres tima h 
respuesta en todos los casos (figs, 6 a lll, 

2) En general 1 el método del NRL proporciona en todos los casos r.esultados 
bastante semejantes, a los obtenidos con los mltodos del diez por cltnto Y 
de agrupamiento, a pesar de que éstos Últimos son mucho má's laboriosos tn su 
utilización (flgs, 6 a 11), 

3) Para todos \os casos, los resultados obtenidos al hacer los promedios do la 
ra(z cuadrada con la suma de valores absolutos, así como con el criterio del 
NRL, se corrigen, en general 1 pero aún así los errores tienden hacia el 
primer criterio (método de la ra(z cuadrada), figs. 6 a 11,. 
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4) Los errores relativos positivos son mucho mayores para la estructura apoyada 
sobre suelo blando Cfigs. 9 1 10 y 11) 1 y crecen a medida que la relación de 
amortiguamiento crítico aumenta.. 

5) A excepción de los criterios de la raíz cuadrada <SRSS>, suma de valores 
absolutos <ABS>, y los promedios <SRSS+ABS)/2 y <SRSS+NRL>/2, 1 a eva 1 uac i ón 
de la respuesta en el sentido paralelo al de excitación, proporciona errores 
relativos no muy altos (figs. 6 1 7 't 8) 1 sin embargo, para la respuesta en 
el sentido perpendicular al de excitacion (figs, 9, 10 y 11>, todos los 
criterios, a excepción del método de combinación cuadrática completa (COC) 
sobrestiman la respuesta. 

6) La respuesta estimada de la rotación proporciona errores relativos mucho 
menores para la estructura desplantada en suelo blando (figs. 7 y 10). 

7) El criterio de la combinación cuadrática completa CCOC) es el que proporciona 
errores relativos menores, en todos los casos Cfigs. 6 a 11), 

B> El criterio de la raíz cuadrada <SRSS>, proporciona el límite inferior en la 
evaluación de la respuesta , mientra<; que la suma de valores absolutos CABS) 
proporciona el límite superior. 

Por otro lado, el primer intento para llevar a cabo de manera racional el 
cálculo de la correlacio'"n existente entre los modos de vibrar de las estructu
ras, apl lcándolo a un crl ter lo de superposición modal se real izo' con el método 
de la doble suma <ref.11) 1 en el cual se estiman los coeficientes de correlación 
modal en función de la relación de amortiguamiento crítico, la frecuencia 
amortiguada Y el tiempo de duración del sismo, De la observación de su formula
ción matemática, es de esperarse que el factor determinante que modifica su 
evaluación es el tiempo de duracio'n del sismo, razón por ta cual su autor 
recomienda valores de 20; 30, 40 y 50 seg <ref, 46>, según el tipo de suelo 
sobre.el que se apoye ta estructura. 

Para •1 edificio aquí estudiado, se evaluaron los coeficientes de correla
ción modal con la formulación del método de la doble suma, variando la duración 
del sismo, y utilizando tiempos de temblores reales ocurridos tanto en suelo 
duro como en suelo blando, además de los valores recomendados en la ref. 46, 
considerándose tambl.én un tiempo de duración Infinitamente grande. Los coefi
cientes obtenidos se muestran en la tabla 3. Por otro lado, se calcularon los 
coeficientes de correlación modal mediante la formulación de la ref, 12¡ (tabla 
4), De la ob5ervación de las tabla5 3 y 4, se puede ver la razón por la que el 
método del cae proporciona error•• relativos pequeños al evaluar la respuesta en 
el sentido perpendicular al de excltaclon, esto se debe a que a medida quo •• 
alejan de la diagonal de la matriz de coeficientes de correlación modal eStos 
tienden a ser más pequeños <tabla 4>, lo que no ocurre con los coeficientes dt 
corre 1ac1 Ón moda 1 ca 1cu1 ados con e 1 método de 1 a doble suma <tabla 3), aun 
cuando el tiempo de duración del sismo tiende a Infinito. 
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4, VARIABILIDAD DE LAS PROPIEDADES DE LAS ESTRUCTURAS 

En el estado actual de conocimientos del anál lsls estruct.ural 1 es claro 
que Ia• propiedad•• de la• ••tructuras dependen de diferente• factor•• poco 
conocidos, lo que tas hace mas o menos Inciertas, como sucede con la geometría Y 
las propiedades mecánicas de los materiales, sin olvidar las cargas que actuarañ 
•obre ella•. 

John•on en 1952 (ref, 27) definió dos grupo• en lo• que se pueden cla•ifl· 
car las Incertidumbre• que afectan las propiedades ••tructurales, estos •on: 
1l Rigidez 

a) re•lstencla de los materiales 
b) dimensiones estructurales 

2) Cargas 
a) carga muerta 
b> carga vlua, incluyendo efectos dinámicos 
e> viento, agua, nieve, ttmperatura, hundimientos, sismos, etc, 
d) hipótesis en los modelos ••tructurales 

En su trabajo John•on hace un estudio bastante completo de l• rtlaclÓn 
funcional quo existe tntre una cantidad Incierta o variable aleatoria <v.1.>, Y 
otra completamente determinada, llegando a proponer la función dt distribución Y 
la función de frecuencia o función de densidad de probabilidad de la resistencia 
para diferentes tipos d• materl•les. 

En un trabajo más roe 1 en te, Corne 11 (ref. 28 ) , re por ta val oros de laa 
variaclonts que presonhn ciertas •fuontH de lncortldumbrt" por tJtmplo, tl 
esfuerzo de fluencia del acero presenta un cotflcitntt de YariaciÓn 1 e.u., que 
va del B al IOX, la resistencia a comproslÓn del concreto prtstnh un c.v. 1ntr1 
e 1 5 ~ e 1 2DX, deptnd l eniJo de 1 control de las candi c 1 ones do 1 as pruebH ¡ las 
velocidades anuales máximas de viento tienen c.v. de 10 a 20X 1 los c.v. dt h 
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distribución de cargas estacionarias en edificios de oficinas varían entre el 30 
y e1 100:1.' 1 dependiendo del área tributaria, mientras que Ja intensidad de Jas 
mismas presenta c.v. entre el 10 y e1 20/.; las aceleraciones anuales máximas del 
suelo presentan coeficientes de variación en ocasiones mayores al 100%¡ las 
dimensiones de los elementos estructurales comparadas con las dimensiones anota
das en los planos constructivos, por ejemplo la colocación del acero de refuerzo 
en vigas de concreto reforzado, presenta c.v. entre el 2 y el 10/. 1 dependiendo 
del tamaño de la viga. Las formulas de diseño llenen c.v. cercanos al 12X, por 
ejemplo, el coeficiente de variación de las ecuaciones para calcular la capaci
dad a momento de vigas de concreto reforzado, de sección rectangular es aproxi
mada.mente 12/. 1 para columnas de concreto reforzado 11/. 1 para deflexiones a corto 
plazo en vigas de concreto reforzado 1~/. y para pandeo lateral de vigas de acero 
9.6%, 

4.1 Variabilidad en las propiedades 

Debido a que la variación de la resistencia es una propiedad inherente a 
todos los materiales, la estimación de la misma en los componentes de un sistema 
estructural es siempre un proceso estocástico. Estudios real Izados en especí
menes, en los cuales se han controlado todas las posibles fuentes de error, 
demuestran que los resultados obtenidos son aleatorios. 

Con lo anterior en mente, los conceptos de probabilidad y las técnicas de 
anál isls estad(stico, pueden ser usadas para definir las propiedades de los 
elementos estructurales. Por lo tanto, si la variabilidad de las propiedades en 
estudio es un fenómeno aleatorio, será posible tener Únicamente una aproximación 
del conoclmionto completo de las características de la misma. Para determinar la 
aproximación probabll isla que gobierna tal propiedad, es necesario realizar el 
mayor número posible de pruebas para poder obtener sus propiedades estadísticas 
(media, desviación estándar y coeficiente de variación). · 

4,2 Evaluación estadística de las propiedades mecánicas del concreto reforzado 

Se han ~echo estudios estad(stlcos para establecer los !(miles de valores 
confiables de las propiedades mecánicas de los materiales que inhgran el con
creto reforzado y preesforzado, tanto Individualmente Ccll Índros de prueba>, 
como 1 n legrados en un e 1 emento es true tura 1 a 1s1 ado (vi gas 1 columnas 1 1osas 1 

refs, 29 a 34 y 70 a 74) y sometido a cierto tipo de esfuerzo. 

4.2.1 Propiedades estad(sticas del acero de refuerzo 

En la ref. 34 1 con base en las especificaciones nacionales, se real izó un 
estudio bastante completo para determinar las características mec{nlcas de 
barras de refuerzo empleadas en el D.F., analizándose las propledados slgulen
ttsz 
al esfuerzo de fluencia 
b) esfuerzo máximo 
c) alargamiento 
d) corruga.e 1 ón 
e> módulo de elasticidad 
f) área 

El estudio de aproximadamente 60 obras, se real izo' en ta zona urbana, dtl 
D.F., tomando dos barras diferentes de cada lote de 10 ton, agrupando estas por 
marca Y diámetro¡ Los métodos de prueba se pueden en ver en la reftrtncla 
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citada. Los resultados se analizaron en conjunto, haciendo dos combinaciones: a) 
esfuerzo de fluencia, esfuerzo máximo, módulo de elasticidad y alargamiento y b) 
área, altura de corrugación y espaciamiento de corrugación. 

Al graflcar las frecuencias acumuladas de los resultados, se encontro'una 
gran tendencia hacia la línea recta. de los datos tratados como distribución 
logarítmico normal, al hacer la prueba Xi cuadrada de cinco conjuntos de datos 
tomados a.1 azar y con un nivel de significa.ocia del 95/. para conocer ta bondad 
de aJuste 1 se decidió utilizar la distribución logarítmica normal, para analizar 
las propiedades estad(sticas de los resultados, 

Los resultados se analizaran agrupando la influencia del diaÍnetro y la 
marca en el valor medio del esfuerzos de fluencia máximo, módulo de elasticidad 
y alargamiento, encontrándose entre otras cosas, que la marca de las varillas 
influye grandemente en los valores medios de los esiuerzos máximo y de tluencla, 
mientras que, el dia.Ínetra tiene una clara influencia sobre el mo'dula de elasti
cidad, así como también en su alargamiento. 

Agrupando las resultadas obtenidos de las mediciones del esfuerzo de 
fluencia para las diferentes marcas de las barras, se observó que la desviación 
estándar permanece constante can un valor aproximado de 400 kg/cm2 para un fy= 
4200 kg/cm2, 

La tabla 5 muestra las propiedades estadísticas de los datos presentados 
en la ref. 34 1 agrupando diferentes marcas de barras. 

En un estudio mis reciente (ref. 70>, se evaluaron nuevamente las propie
dades estad(sticas de los aceros, y se compararon con las obtenidas en la ref. 
34 1 para determinar de que manera se habían presentado variaciones a través de 
las años, Se realizaron 2104 ensayes de varillas elaboradas por diferentes 
fabricantes, encontrándose que, para diámetros desde 3/e• hasta 1• 1 el c.v. para 
el esfuerzo máxima se encuentra entre 3,2 y 11.6X 1 mientras que para el esfuerzo 
de fluencia esta' entre 3,6 a 10,0'/. 1 además se puede obseruar que a medida que el 
di~etro aumenta, -el c.v. disminuye. En el misma estudip_ se encantra'que en la 
mayoría de los casos, la distribución de frecuencias se ajusta a la distribución 
normal, Al comparar las propiedades estadísticas halladas en el presente estu
dlo1 can las obtenidas en estudios real izadas en años anteriores en el D.F., 
< refs. 34 y 72) 1 se en can tró un 1 ncremen ta en 1 as res l stenc 1 as med 1 as Y una 
disminución en el porcentaje de defectuosos, mientras que la tendencia de la 
variación entre diáínetro y marca son semejantes. 

En otro estudio, Mirza y HacGregor <ref, 35 >, reportan los resultados del 
análisis de las propiedades del esfuerzo de fluencia del acero de pruebas reali
zadas en E, U, y Canada', de u ar 111 as fabr 1 cadas con aceros de fy= 2800 y 4200 
kg/cm2 1 encontr{ndose que para las primeras, el esfuerza de fluencia medio 1s 
de 3185 kg/cm2 y su e.u. de 11.6X, mientras que para las segundas su esfutrzo dt 
fl u ene la med 1 o fue de 4745 kg/cm2 y su e, v, de 9, 0'/.. Se cons 1 de ro' una func 1 Ón dt 
distribución beta. En la misma referencia se reporta el estudio dt Al len (rtf. 
36.), para barras de acero con un fy=2BOO kg/cm2 1 donde se encontró un fy modio 
de 3_233 kg/cm2 con un c.v. del 9,0X, se supuso una distribución normal¡ t.,.bltn 
el estudio de Elllngwood (ref, 37) para el mismo acero de refuerzo, encontrando 
un fy medio de 3354 kg/cm2 con e.u. de 9,0X, suponiendo una distribución log
normal. En una publicación posterior a esta referencia (ref. 38 >,se redujo ti 
fy medio a 3143 kg/cm2 y el c.v. se Incrementó a 11.0X al tornar en ·cuenta las 
variaciones debidas al efecto de los tamaña; de laS barra; a;(·como los ef1ctas 
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de deformaciones en las mismas. 

En la ref. 31 1 también se describe el estudio de Mirza y otros (ref, 39) 
para alambres de preesfuerzo con una resistencia nominal de aproximadamente 
18900 kg/cm2, encontrándose que su resistencia Última a tensión es de apro
ximadamente 19700 kg/cm2 con un e.u, de 2.5X 1 suponiendo una distribución nor
mal, 

4.2.2 Propiedades e.stadÍsticas del concreto 

En la ref. 29 1 Bloem estudia la resistencia del concreto tomada de dos 
fuentes, una de cilindros de prueba, y otra de corazones de losas. En sus 
estudios encontró que para concretos de 190 1 195 1 210 1 220 1 234 1 260 1 290 y 320 
kg/cm2, se tienen los coeficientes de variación siguientes 19,06, 17.48 1 11.79, 
9.41 1 9,11 1 6.26 1 10.10 y 6.07 X, respectivamente. 

Recientemente, Castañeda <rei. 40 ) 1 real izó un estudio bastante completo 
de las propiedades estadísticas de los concretos que se fabrican en la zona 
urbana del O.F.i se consideraron una gran variedad de detalles de los mate
ria.lesa su pesa volumétrico, densidad, porcentaje de absarci6n de agua, compo
sición ·granulométrlca, etc., registrándose Inclusive los lugares de procedencia 
de los agregados. También se observó la calidad del agua utilizada, la composi
ción química de los cementos utilizados, su finura, porcentaje de consistencia, 
superficie específica, etc. 

La elaboración de las mezclas de prueba se realizó combinando los diferen
tes tipos de agregados, para producir concretos con resistencias a la compresión 
f'c de 150 hasta 400 kg/cm2 con revenimientos de 5 1 10 y 18 cm. Se anal Izaron sus 
propiedades tanto del concreto fresco como endurecido, siendo estas Últimas las 
de mayor lntereS para los fines de este traba.Jo, 

Se encontraron una gran cantidad de resultados de las propiedades estadís
ticas de los concretos estudiados, por ejemplo, el módulo de elasticidad alcanz6 
un ua 1 or medio aprox lmado de 8500 Jf'c 1 no 11 egando a a,tcanzar e 1 ua 1 or de 
10000 JfC' que señala como máximo el Reglamento de Construcciones del D.F. Para 
concretos con fC = 350 1 se encontraron c.v. de la resistencia 8,37/. 1 mientras 
que para el módulo de elasticidad el e.u, fue de 7.15X 1 por otro lado, el valor 
medio de la relación de Polsson varía alrededor de 0,3275, Se encontraron tam
bién expresiones para determinar teóricamente la resistencia a tensión dol 
concreto. 

También recientemente Mena y otros <ref, 73) 1 estudió las propiedades de 
los concretos elaborados en el D.F. así como las trabes postensadas que se 
util Izarán en la 1 Ínea cuatro del metro, con el fin dt verificar su calidad. 
Para el estudio de las propiedades del concreto se elaboraron mezclas con rtsls
lencias nominales de 200 1 300 1 350 y 450 Kg/cm2 1 obteniéndost quo la• r1slst1n
clas medidas a los 20 días, fueron de 263 a 557 kg/cm2, es decir, mayoros quo 
las osperadas, Para •1 módulo de elasticidad se enconlro'que varía alredodor de 
7700 . .fl'2, Por otro 1ado 1 también se lomaron muestras del concreto de la Hlruc
tura,. 1xtrayendo núcleos de 9.5 cm de dia'fnetro y 30 cm de i.ltura, encontrándose 
que su resistencia a compresión varía entre 373 a 572 Kg/cm2 1 mientras que ol 
módulo de elasticidad varía entre 7000 ..rfC' , Se determinaron lambl(n las 
propiedades del concreto en sitio, utilizando un método de ultrasonido, midiendo 
la velocidad de propagación de un pulso a través de la masa del concrtlo y 
correlacionaódola con las propiedades del concreto, se encentro" que en todos los 
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casos, la resistencia fue superior a los 400 kg/cm2. 

En el estudio real izado por Mendaz a. <ref. 74) 1 se anal izaron las propie
dades de los concretos fabricados en el D.F., determinándose las propiedades 
típicas, mecánicas y ela"sticas a corto y largo plazo, encontraÍ1dose resultados 
bastante Interesantes en cuanto a la resistencia del concreto, ya que al tratar
se de un material frágil 1 la Influencia de las características de los mate
riales con los que se elabora es un factor importante en cuanto a la varia.bit 1-
dad de la resistencia, Por esta razón, se proponen diferentes expresiones que 
permiten calcular la resistencia (a cualquier edad del concreto>, a compresión, 
tensión, módulo de e\astlcidad 1 relacioñ de Poisson 1 modulo de rigidez al corte 
y contracción al secado, de concretos elaborados con diferentes materiales 
específicos (grava basáltica, grava ligera de arcilla expandida, arena andesíti
ca, etc.>. Se encontraron también algunas características de estos concretos, 
como son la deformación unitaria, el coeficiente de deformación diferida y la 
relación esfuerzo-deformación entre otras. 

En otro estudio realizado también en la Cd. de México, GoÍnez <r•f. 32l 
analizo' la capacidad a compresión y tensión de cilindros de concreto elaborados 
con los materiales que se encuentran en el D.F., estudiándose concretos con 
resistencia nominal f'c entre 140 y 350 Kg/cm2, con revenimientos de B, 7 Y 5 cm, 
manteniendo constantes los procedimientos de colado, curado, edad 1 Y tamaño 
máximo del agregado. 

En la ref. 41 1 se anal izó la resistencia a tensión y a compresión del 
concreto, suponiendo un ciclo de cargas lento, observándose que el c.v. de la 
resistencia a compresión de cilindros probados en laboratorio varía entre el 12 
y 15X para concretos con fe entre 200 y 350 Kg/cm2 1 mientras que para concretos 
tomados de e lomen tos ya cons tru 1 dos varía entre • 1 15 y l BX, El 11 ngwood <ref. 
38) estimó que éste varía hasta en un 20.7/., 

En la ref, 42 se determinaron las propiedades estadísticas de la resisten
cia a la tensión del concreto, obteniéndose un valor medio de 21.5 Kg/cm2 para 
concreto con fe de 200 Kg/cm2, y de 27,35 Kg/cm2 para uno con fe de 359 Kg/cm2, 
con CV de IBX. 

En ambas pruebas se consideró que la resistencia del concreto presenta una 
distribución normal. 

4,2,3 Propiedades estadísticas de la resistencia de elementos estructurales 
a 1 si ados 

A partir de los datos de las propiedades estadÍstlcas de los materiales Y 
de las dimensiones de las elementos estructurales, en la ref, 31 se llevo' a cabo 
un estudio d• las propiedades estadísticas de la resistencia de elementos ostruc 
turales, utilizando simulación de Monte Carlo, sometidos a diferentes sollclta
clonos, el resúmen de los resultados obtenldos·se muestra en la tabla 7. 

4.2.4 Propiedades estadísticas de las dimensiones de los elementos estructu
rales 

Existen pocos estudios de las propiedades estadísticas de las dimensiones 
de los elementos estructurales de concreto r~forzado. La ref, 31 reporta algunos 
obtonidos •n Suiza ( ref, 43 ) 1 ·y E.U. ( ref, 44), Se ha encontrado del análisis 
de la capacidad a flexión de vigas ( Al len, ref, 36 l que el espesor efoctlvo d 1 
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es igual a1 ualor especificado con un e.u. de .025+0.20/d • En otro estudio, 
Ellingwood <rei. 38) sugiere que el c.v. de las dimensiones de elementos de 
concreto es 0.4/h 1 mientras que para el espesor efectiuo de la colocación de) 
re~uerzo en elementos de flexl¿n es 0.68/h, donde h es la dimensioñ nominal del 
elemento. En todos estos estudios, tanto la colocación de 1as barras, as( como 
las dimensiones de los elementos presentan una distribución normal. 

En nuestro pa(s, Villanueua <ref, 71) 1 recientemente realizó un estudia a 
cerca de las imperTecciones geométricas que se presentan en 1as columnas de 
concreto armado coladas en s1 tia ubicadas en dos edificios en el D.F. Las 
Imperfecciones que se midieron fueron la tal ta de uertical idad ( desplomes >, 
las dimensiones de las secciones transuersales, los claros entre ejes de colum
nas y el recubrimiento del acero de refuerzo, Oe1 análisis estad(stico de los 
datos se encontró que el valor medio de tos desplomes de las columnas se aproxi
ma a cero, Respecto a las secciones transversales, se estudiaron dos tipos, con 
secciones nominales de 60 x 60 cm y de ~O x BO cm, a partir de los datos de las 
mediciones, se obtuvieron cuatro poblaciones en estudio, esto debido probable
mente a la forma en la que fueron cimbradas para colarse¡ de las cuatro pobla
ciones tres se aJustaron a la distribución normal y una a la distribución log
norma1 trasladada. Loll ua1ores medios que se obtuuieron de las secciones trans
versales fueron 59.56 1 60.51 1 S0.23 y 39.54 cm, con coeficientes de variación 
del a.01, 0,75, 0.26 y 0,9(/., observándose que los valores de las propiedades 
estad(sticas de 1as secciones transversales para el primer nivel, (la desviación 
estándar espec(/icamente), son signi-1/ca\lvamente diferentes del resto de los 
niveles, lo cual se atribuye •las dificultades que se presentan en las condi
ciones de construcción a medida que se avanza en los niveles superiores, Los 
datos estad(sticos obtenidos de las mediciones de Jos claros entre columnas, 
pr1s1ntan valores de ta desuiaciÓn estándar entre 2 y 3 cm. Los recubrimientos 
mtdidos resultarom mayores a los especificados en 1os planos constructivos, en 
una relación del JZI, para un edificio y del 45'/. para el otro, sin embargo, en un 
estudio anterior realizado por Mendoza y otros (ref. 75>, se encontro'que en 
general 1 tos recubrimientos tiend1n a ser mayores que 1os especificados. 

Se encuentran otros estudios en la literatura, en ·1as que se proponen 
criterios de análisis de elementos estructurales de concreto reforzado tales 
como losas <ref, 45 ) 1 de los que es posible obtener las propledadts tstad(stl
cas de los especfmenes analizadas, obtenie'ndose, a partir de las .Pruebas de 
Ltnschow y Sozen (ref, 45 l en 19 losas, con un espesor nominal total de 10 cm, 
un espesor medio de 10,4 cm y un c.v. de 1.31/.. 

Un resúmen de los resultados de las propiedades estad(stlcas de las dimen
siones de los elementos estructurales se puede ver en la hblaó. 

Es importante hacer notar que las diferencias existentes entr~ las dimen
siones anotadas en 1as planos constructivos, y los elementos ya construidos, se 
puoden caracterizar mucho meJor mediante las propiedades ostad(stlcas del 
error en las dimensiones (ref, 31 ) 1 esto es debido a que la desviación tsta~dar 
tiende a ser independiente del \amaño del elemento, lo que origina qut el cooH
clente de variación se reduzca a medida que e1 tamaño del elemento s1 increm1n
ta, 

4,3 Variabilidad en las .cargas 

En lo que slgut se mencionan algunos de Jos estudios existentes rtlacionados 
con la varlaci&n que presentan las cargas actuantes en las estructuras. Se hace 



mención Únicamente de dos tipos de cargas (vivas y muertas), sin que esto 
signifique que sean las Únicas que afectan el comportAmiento estructural, sino 
que son las que se consideran como no deterministas en el presente trabajo. 

4,3,1 Cargas vivas 

Existen estudios de las propiedades estadísticas de las cargas vivas (ref. 
48) donde se han derivado relaciones entre las cargas y el área cargada basadas 
en una distribución normal 1 a partir de los resultados obtenidos se han desarro
llado especificaciones para diferentes códigos de diseño (ref. 49 >. 

En otro estudio (ref, 50 ) 1 se analiza la dependencia de las cargas vivas 
respecto al tipo de estructura, tipo de uso y área, mediante un análisis de 
varlanta, encontrándose que las distribuciones son normales, lag-normales Y 
eMtremas. Johnson en su trabajo (ref. 27 >, también estudia ta. distrlbucién de 
las cargas vivas, encontrando que la debida a personas es lag-normal. 

En un estudio más reciente, El l ingwood (ref. 47 ) encentro' que para un 
período de 50 años, la carga viva presenta una distribución de extremos tipo 
1 1con un c.v. de 25% 1 mientras que para un período de a años, la distribución es 
la misma y el c.v. es de 32"/.¡ y para 1 año la distribución es gamna con un c.v. 
de 407. 1 observándose que a medida que el intervalo se incrementa, el c.v. 
disminuye, 

4.3,2 Cargas muertas 

Como es sabido, las cargas muertas son función de la estructura. Posible
mente por esta razón no se habían hecho estudios de su variabilidad en las 
estructuras, sin embargo, existe un gran número de componentes en una estructura 
que se consideran como carga muerta, pero que no forman parte del sistema 
estructural¡ Elllngwood <re-f, 47 ) encontro' que estas cargas presentan una 
distribución normal con un c.v. de IOX. 

4.4 Otras -fuentes de Incertidumbre 

En general, además de las mencionadas, existen otras fuentes de incertidum
bre que afectan el comportamiento de las estructuras, de las que aún se cartee 
de suilcientes datos que permitan evaluar sus propiedades estad(sticas. En los 
párrafos siguientes se mencionan algunas de lstas. 

4.4.1 Incertidumbre en el modelo de anárisis dinaínico 

En la rei. 51 se anotan los resultados de un estudio realizado para 
determinar las propiedades estadísticas de la relación Rt que existe entre el 
per(odo natural de vibración observado y el calculado mediante un análisis modal 
en estructuras reales, sometidas a excitaciones sísmicas. Del estudio dt 22 
edificios se encontró, un valor medio de Rt 1,15 1 su desviación estándar dt 
0.344 1 con un c.v. del 29,9'/.. 

Otra incertidumbre que afecta el modelo de aná1 lsis din"-ico es la inttrac
cián que existe entre el suelo y la estructura al presentarse e\ sismo. Aunque 
ya se han hecho numerosos estudios, por ejemplo Badi11o <rei. 76) 1 analizó ti 
efecto de la rotación del suelo al excl tar a una estructura, 1 legando a obhntr 
espectros de respuesta de torsión, existen otros para tratar de determinar los 
límites en los que esta Interacción debe tomarse en cuenta, se ha tratado 
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también el problema desde el punto de vista experimental, utilizando mesas 
vibradoras e introduciendo el término de amortiguamiento radial, o desde el 
punto de vista puramente analítico, modelando el suelo como resortes, lo cual 
viene a producir serios errores al despreciar efectos del sismo, pues la reali
dad es que el suelo contiene un número infinito de grados de 1 ibertad <aunque 
esta aproximación es aceptable en la modelaciÓn de la rigidez rotacional en la 
base de muros de cortante y columnas>. Sin embargo, es muy poco el material que 
tiene una aplicación directa en el análisis s(smico de estructura.s 1 pues muchos 
de estos estudios poseen serias restricciones teóricas o no son fáciles de 
ap 1 i car. 

El amortiguamiento representa otra de tas fuentes de incertidumbre en la 
respuesta dinaÍnlca de las estructuras 1 ya que ocasionara' que se tome un espectro 
diferente, afectando directamente el valor de la respuesta que se esta' calcu
lando. Por otro lado, el amortiguamiento estará en función tanto de las propie
dades de la estructura (masa y la rigidez>,como se viÓ en el capitulo 2 1 como de 
las características de la excitacid"n, razón por la cual su evaluación real 
resulta bastante Incierta. En mediciones reales (ref. 51>, se encontro'que del 
estudio de 52 edificios el coeficiente de amortiguamiento presenta un valor 
medio de 4.91X, desviación estándar de 3,27X y su c.v. del 66.6/. 

4,4.2 lncertldumbr! en la combinación de las acciones 

Las incertidumbres que afectan la combinación de las cargas actuantes en 
una estructura, se material iza como factores de carga, lo que viene a ser una 
aproximación del problema real 1 pues la calibración de estos factores depende de 
diferentes elementos, como son (ref. 52 )1 

a) las relaciones físicas entre acciones, como sucede con la presión 
succión del viento, o las cargas vivas 'I muertas al actuar al 
tiempo, 

y 1 a 
mismo 

b> la correlación entre acciones, partiendo de la base de que éstas son varia
bles aleatorias. 

c> las relaciones existenciales entre acciones, esto es 1 la manera en la que se 
pueden presentar las acciones, por eJemplo, sea F1 y F2 dos acciones, sus 
relaciones existenciales pueden ser1 
i) si FI Y F2 pueden ocurrir separadamente, su relación existencial se dice 

que es Independiente 
1 I> si FI Y F2 se presentan Juntas, son slmul táneamente existenciales 
lillsl FI y F2 se presentan simultáneamente con el mismo o diferente efecto, 

se dice que son dependientes negativas 
iv> si F1 puede ocurrir sólo si F2 existe, se dice que son dependientes 

posl ti vas 

Entonces, la combinación de acciones de una estructura está sujeta a dos 
tipos de estudio, determinista y probabll lsta 1 y cada uno de ellos• dos plan
tea.mientas diferentes, uno, de las acciones aisladas, donde no se Involucran las 
propiedades de la estructura en la solución, y el denominado aproximación efec
to-acción donde la solución cubre la relación acción-estructura (ref. 52 ), 

4.4,3 Deterioro de la estructura 

Es evidente que para ciertas estructuras, las cargas debido a condiciones 



ambientales, ocasionan un decremento en su resistencia estructural, como lo es 
la corrosión en las estructuras de acero, o el agrietamiento en las estructuras 
de concreto. En la actualidad, empiezan a recabarse datos de este efecto y la 
manera como afecta el comportamiento estructural, relacionándolo principalmente 
con el fen&-neno de fatiga, 

4.4.4 Endurecimiento del concreto con la edad 

Generalmente, el incremento en la resistencia del concreto debido a su 
edad, no se tiene en cuenta en el análisis de las estructuras, posiblemente 
porque se piensa que su efecto es tendiente hacia un mejor comportamiento de la 
estructura, o porque al correlacionarse con el agrieta.miento, se compensa el 
incremento de rigidez, lo cual no necesariamente es cierto, ya que en realidad 
se están alterando algunas de las hipótesis de partida con las que se anal izÓ la 
estructura. 

Según estudios, se ha encontrado que existe una relación lineal entre la 
resistencia del concreto y el logaritmo de la edad. Para concretos pobres, (ref. 
31 ) 1 a los 25 años de edad, la resistencia se aproxima al 240X de la medida a 
los 28 d(as de colocado, mientras que para concretos de alt"a resistencia esta 
relacioñ se encuentra entre el 125 y 150X. En el mismo estudio se encontró que 
la distribución de este efecto podría considerarse como una variable normalmente 
dlsrtibulda, con un ualor medio de 1.25 y e.u. de 7;(, Al Incluir el Incremento 
en la resistencia del concreto en las características de elementos estructurales 
aislados, se ha obtenido que para vigas sometidas a flexion con f'c=350 kg/cm2 1 
su c.v. esta' entre el a y 11%; sometidas a cortante su c.v. es del 22X 1 mientras 
que para columnas con -falla a compresión, su c.v. es del 161.. 

4.4.5 Errores humanos 

Resulta complejo estimar las causas y el efecto de los errores humanos 
sobre el comportamiento de las estructuras, sin embargo, es evldento que .e'stos 
influyen en el comportamiento estructural. En el trabajo de Helchers Y Harrln
gton <ref. 53 ) , se reportan algunos de los primeros conceptos y estimaciones 
del efecto del error humano, Asl se tiene que los errores humanos se pueden 
clasificar en1 

a) errores de omisión, como es la falla al eJecutar un traba.Jo 
b) errores de eJecuciÓn 1 como es la ejecución defectuosa de un traba.Jo 
c) actos extraños 
d) errores secuenciales, es decir, errores que se suceden consecutivamente 
e) errores debido al poco tiempo con el que se cuenta para realizar un trabajo 

.. 
En otro estudio NowaK (ref, 54 ) 1 propone un modelo 

cual es posible medir la consecuencia del error humano, 
estad(stlcas de las caracter(sticas de la estructura qu• 
go, en la actualidad, la determinación de estos errores 
de estimar, pero los primeros estudios a ese respecto se 

de análisis medlanh ti 
a partir de propiedades 
se analiza, sin embar
resulta adn muy difícil 
emplez•n a realizar. 

En el presente traba.Jo se estudiará el efecto que ocasionan sobre la res
puesta modal espectral de las estructuras, la uariabl 1 idad en las propiedades 
mecánicas Y elásticas de los materiales y las variaolones que se presentan en 
las dimensiones de los di-hrentes elementos estructurales que las Integran 
(vigas Y columnas), así como en las masas que actúan sobre las mismas. 
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5, PROBLEMA OE ANALISIS ESTRUCTURAL PARA SIST81AS CON PARAMETROS INCIERTOS 

Debido a las lncertl,dumbros que .. 1sten en las propiedades tanto ela'stlcas 
como geomltrlcas de los elementos estructurales, as( como en las cargas que 
actúan sobrt los sistemas 1structural1s 1 el llevar a cabo un análisis determi
nista para obtener su respuesta utilizando para ello ualores medios de dichos 
paráme tras, puede 11 e u ar a resultados en oca si enes poco real 1 stas. 

En este capítulo se estudia la-Influencia de estas Incertidumbres sobre la 
respuesta estructural. Se anal Izan cuatro dlferentn planteaml1ntos matem,tlcos 
que consisten ba'slcamente en Introducir en las ecuaciones de equll lbrlo esta'tlco 
o dtnamico de las estructuras, parámetros caracterizados por sus prlmtros y 
segundos momentos. El planteamiento de estos métodos se hace primero para la 
respuesta estítica, considerando cargas deterministas, y posteriormente st hact 
el planteamiento para el problema de ualores característicos (rospuesta dlnaínl
ca>, considerando masas y rigideces como par{metros altatorlos. 

5,1 Formulacl~n de diferentes métodos de análisis no determinista para el pro
blema de anál lsls estructural est,tlco 

5.1.1 Análisis de Incertidumbre de primer orden 

Esto mÍtodo(ref, 55 1 56,57 l permite estimar en primera aproximación, la 
incertidumbre que afecta la respuesta de sistemas estructurales, en los qut st 
han Incluido propledadts estadísticas de sus tlementos, Asl 1 para el caso está
tico, la ecuación de equilibrio es& 

(K](•} = (F} ( 5 .1) 

donde [ K J es 1 a matr 1 z de r 1 gl de ces de 1 a estructura que depende dt 1 as 
propiedades elásticas y geom~trlcas de los elementos estructurales, {•) •• ti 
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vector de desplazamientos de los nodos de la estructura, y lF} el vector de 
cargas. Las propiedades estadísticas de \a respuesta se pueden obtener introdu
ciendo directamente en el planteamiento de la ec, (S.1>, los valores medios y 
varianzas de las variables aleatorias (u.a,) consideradas, esto se logra al 
derivar ta ec. (5.1>, con propiedades aleatorias, respecto a \a v.a. YI a.si 1 

entonces: 

¿¡ (K] 
- (xj 
a Y; 

afxj 
(KJ ~ = 

¿¡fx] ¿¡(Fl 
t [K) - = 

iJY; i)Y1 

él [ F ) él[KJ 
--fx] 

()Y, 

Considerando que el vector de fuerzas no es función de las v.a. 
aftctan la matriz de rigideces, se obtiene 

(Jfx] él(K) 
[KJ- = - (x] 

él Y; él Y; 

(5. 2> 

'11 que 

(5, 3) 

11 amando {xo] = a {x J I 
(Fo] =- i)[K) (x)/ iJY; 
escribir como sigue 

iJ Y¡ vector de desplazamientos virtuales, y al término 
vector de fuerzas virtuales, la ec, (5.3) se puede 

(K] (xo) = (Fo} 

al resolver el sistema de ecuaciones anterior se obtiene el vector 
partir del cual es posible calcular la matriz de covarianzas de la 
con la expresión 

coo x) = (xo) ( coo Y; ) (xo) 
r 

donde 
(coo Y; > = [U,][/'] [ lly] 

(5,4) 

{xo) , a 
respuesta, 

(5,5) 

(5,6) 

es la matriz de couarianzas de tas propiedades estructurales consideradas como 
aloatorlas, ( v,] la matriz de desviación estándar (matriz diagonal), y [t'] la 
matriz de coeficientes· de correlación de tas v.a. 

La determinación de la matriz de cooarlanzas de la respuesta requiere del. 
conocimiento previo de la matriz de cooarlanzas de los coeficientes do rlgl
doces, te. (5.6) 1 c00>0 se puede ver en la ec. (5,5), 

5.1.2 Método de simulación de Monte Carla 

con El método de simulación de Monte Cario (ref. 58) consisto en repotlr 1 
ta ayuda de la computadora, un experimento numérico un gran n~mero de "'cts 
obteniendo igual número d• resultados, para posteriormente determln•r las pro
piedades estadÍstlcas de estos Últimos, teniéndose que, a medida que tl númtro 
de experimentos crece, •1 r•sultado pr00>•dlo obtenido se aproxlm• al V•lor 
exacto. · 
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Para el caso de análisis estructura\ aqui estudiado, este método consiste en 
generar 11alores aleatorios de cada propiedad estructural, a partir de su función 
de distribución de probabil idad 1 que para este estudio 1 y según lo 11isto en el 
capítulo 4 anterior, se considerara1 normal o gaus!iiana 1 pero sin embargo se 
puede tener cualquier otra función de distribucioñ <ref. 27). Para cada conjunto 
de valores simulados se obtienen las respuestas estructurales correspondientes, 
que posteriormente se anal izarán estadísticamente. Asl, para la función de 
distribución de probabilidades FCxl 

J~ ti< 
X - ;¡ 

) 2 J FCxl = exp dx 
~ 2Tr' v, v, 

( 5. 7l 

Para el Intervalo considerado se puede obtener 

p ( x ~ X;) = ~ 2 ~, Ja: exp ( -

2 
u 

du (5,8) 
2 

donde u = < x - x ) / v x 

La ec, (5,8) def lne la probabll idad de que el valor de las v.a. x, sea menor 
o Igual al parámetro x¡ , Entonces, los valores simulados para las v,a. conside"".' 
radas, se obtienen igualando la función de distribución de cada uno de los nGme
ros aleatorios generados, que será la probabilidad de ocurrencia de cada una de 
las v.a. Y calculando su valor con el cambio de variable para u. Esto procedi
miento se repite cierto número de 11eces, obtenle1ndose números aleatorios no 
correl•cionados, Resolviendo la ec, (5,1) para cada simulación se obtienen las 
diferentes respuestas estáticas, que deberán estudiarse estadísticamente. 

Un procedimiento similar s~ seguiría para simular números aleator-los que 
tuviesen otra función de distribución, 

5,1,3 Método de perturbaciones 

Las técnicas de perturbaciones (ref, 59) se utll Izan para obtener solu
ciones de ecuaciones diferenciales en forma de series de potencias, cuando las 
ecuaciones diferenciales son aproximadamente 1 lneales y autónomas, l .e., cuando 
los términos no 1 lnealits o no autónomos son relativamente pequeños.· Tales tírmi
nos son· conocidos como •perturbaciones•, >'representan efectos de segundo orden 
del sistema, Las técnic•s de perturbaciones para obtener la soluci6n de sistemas 
aproximadamente 1 lneales 1 son denominados métodos de perturbaciones. Existe una 
gran variedad de m6todos de perturbaciones, aqu( se presenta uno dt ellos adap
tado al obJétluo de este trabajo de an'l lsis estructural no determinista, qut 
consistt en considerar las variaciones de las propiedades estructurales corno 
perturbaciones de la matriz de rigideces del sistema estructural, 

Para el caso de análisis estático, se considera que las propiedades de la 
estructura están dadas por su 11alor medio y una uarlaclÓn conslderada'~leatoria 
(perturbacidnl, La matriz [K) de la ec, (5,1) es una matriz aleatoria, enton
ces, dt acuerdo a la teor(a de perturbaciones <ref, 60 ) 1 la matriz d• rlgldecu 
puede expresarse como s ¡ gue · 
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[K] = [K)
0 

t [a], t [ª ], t • • • (5,9) 

dende [K], es la matriz de rigideces ne perturbada (determinista>, y [O]¡ la 
perturbaclcli de orden 1 de dicha matriz, SI las perturbaciones sen pequeñas, la 
solución de la ec, (5,1) se puede escribir cerne 

[x] = {xl. t {u)
1 

t {u1, + , (5, 10) 

dende [x), es la solución ne perturbada <determinista), y (u1; la perturbación 
de orden 1 de la respuesta estática, 

Sustituyendo las ecs. (5.9) y (5,10) en la ec. (5,1) 1 y considerando Única
mente términos hasta segundo orden, se tiene 

[CK]. • [a], • [aJ,][rxJ, • {u), • {u1,] = (F1 (5,11) 

Real Izando el producto indicado y agrupando términos de igual orden 1 se 
t lene 

= (F) [KJ, °(x1, 

[KJ, (u}, 

[K], {u 1
2 

= - [O], [x}, (5,12) 

= - [ª], (x}, - [ª], [u), 

de donde, a partir de las ecs. (5,12) es posible obtener valeres para la res
puesta estática ccnoclendc la perturbación de la matriz de rigideces. 

5.1.4 Método de perturbaciones con simulación de Mente Carie 

Este método aprovecha las ventajas del método de simulación de Monte Cario 
para obtener diferentes valeres de las propiedades estructurales, que sen consi
derados corno perturbaciones de la matriz de rigideces, obtenl•ndc para cada 
simulación de las perturb•clcn•s de la matriz [K] , simulaciones dt las compo
nentes de la respuesta perturbada, a partir de las cuales es posible determinar 
les parámetros estadísticos de la respuesta estática, 

5,2 Formulación de diferentes m~tcdcs de análisis ne determinista para el pro
blema de anál !sis estructural dinámico 

5,2,1 Análisis de incertidumbre de primer orden 

De forma análoga al caso estático, es posible estimar la lncertldumbrt que 
afecta la respuesta dináraica de un sistema estructural 1 del cual se canoc1n las 
propledade5 estadísticas de les para1n•trcs aleatcrlcs que determln•n su cC111pcr
tamlentc1 como son las rigideces y las masas, Asl se tiene, par• el probltm• dt 
valeres carocterístlccs <ref. 55 )1 

• 
< [ K J - A [ MJ ) { $) = (o 1 (5, 13) 

dende las matrices [M] y [K] sen las masas y rigideces de la utructur• 1 
A' les valeres característicos que sen función de la frecuoncia naturol, y l~) 

los vectores modales. 

SI las matrices de masas Y rigideces se consideran ne deterministas, tnton-
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ces es posible introducir en el planteamiento de la ec, (5,13) las propiedades 
estadísticas de sus v.a., para obtener las propiedades estadísticas de la res
puesta dinámica, esto se logra al derivar la ec, (5,13l respecto a las v.a. Y1 

a [K] • 
--(~} 

()Y1 

il[~l ¡¡t-
+ [.K]- - [N]- (Q) 

ilY1 ()Y; 

(l (~) 

il [N] 
-A-(ó) 

ilY; 

il { ~) 
- [N]- = (O) 

()Y; 

< [K] - f- [MJ l - = 
¡¡Y; 

ilA a [KJ 
[MJ- (1)) - - (1)) 

av, ilY; 

+ a[M][Q1 
av, 

T 
premultlpllcando por (Q). 

T a~) i)f- T 
(~)( [K] - f- [M] J-- = -(~) [MJ Ci)l 

uy, av1 

il[K] 
(~)'-(~) + 

()Y¡ 

Ta(MJ 
+ (~)-- (~) 

il Y¡ 

pero ya que [K] {q) = f- [MJ [~) 1 entonces 

~(~j'[H] [~j _ (~fil[K] (Q) + f- (~}Til[M)(~) = (01 
ilY¡ ilY¡ ilY¡ 

· de dando 

ilY¡ 

- t- (~]1iJ[MJ {i)) 
()Y¡ 

la matriz de covarlanzas de los valores característicos se pued• obtoner como 

e cav A > = 1-u" J L av, 
< cov Y¡ ) Í- uf- ]' 

L élY; J 
para determinar la matri1 de cavar lanzas dt las frecuencias naturales w, se 
t ieno qiJ• f- = w' 1 entonces 

pero 

aw 
a Y¡ 

= 

1 -va =-A =---
2 2 w 
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finalmente, 1a matriz de covarianzas de las frecuencias naturales es 

Nuevamente, 1 a obtenc i Ón de 1 a ma tr 1 z de covar i anzas de 1 a respuesta re
quiere del conocimiento previo de la matriz de covarlanzas de las v.a, conside
radas. 

5,2,2 HÓtodo de simulación de Monte Cario 

El método de simulación de Monte Cario apl lcado al anál lsis dinámico, es 
completamente análogo en cuanto a su metodología, al caso de anál isls est,tlco, 
al hacer uso de la naturaleza probabilista de las funciones de distribución de 
probabll ldades de las matrices de masas y rigideces, que en el caso del problema 
de valores característicos se consideran aleatorias, para obtener de manera 
artificial o simulada los resultados de cierto número de experimentos numéricos 
repetl ti vos, 

5,2,3 Método de perturbaciones 

En la ref, 61 se presenta una aplicación de la teoría de perturbaciones al 
análisis dinámico no 1 ineal de estructuras, en la que se consideran como tales a 

.. la parte inelástica de la matriz de rigideces. Para el caso que aqu( se presen
ta, se utiliza un planteamiento análogo al desarrollado por Tanslrlkongkol y 
Pecknold, presentándose la ~arlante de considerar perturbaciones no sólo en la 
matriz de rigideces, sino también en la matriz de masas, debido a las varia
ciones que pueden presentar ambas matrices ocasionadas por las Incertidumbres de 
que se ha hablado en el capítulo anterior, entonces, al. considerar el modelo 
dinámico no determinista de una estructura, sus matrices [K] y [H]se conside
ran formadas por v.a., esto es 

[K] = 
[HJ = 

[ K] + 
o 

[ HJ. + 

[a], ' 

[LJ, + 

donde, al Igual que para la respuesta estática, [K]
0

es la matriz do rigideces no 
perturbada o determinista, y [D); es la perturbación de orden 1 de dicha 
matriz, y ademá's [N]

0 
es la matriz de masas no perturbada (determinista> y[L)¡ 

la perturbación de orden i de la misma, 

Entonces, 1 a respuesta dinámica de 1 a estructura también será no determl-
nista 1 esto es 

[~J. [Q] = [~] + + [O J, + o 

[w') = \w') + (w'], +. l w'J, + 
' 

donde [!)] es la matriz modal de la estructura, [w'1 la frecuencia natural 
circular, [0], y (w'), la matriz- modal y la frecuencia natural de vibración 
deterministas, y [QJ;y · fw'); la perturbación de orden 1 de la matriz modal y dt 
la frecuencia natural de la estructura, 
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Al sustituir las matrices anteriores en la ecuación de valores caracter(s
tlcos, y considerando perturbaciones de segundo orden 

[[K],+ [a],• [a].- <(w'],>lw'],+{w'J,><[H],+ [LJ, • [L],~<(QJ: [Q],• [(!],>=[o] 

real izando los productos indicados, y agrupando términos de igual orden, se 
llene 

<[K J. -
<[K J -• 
<[K J -

o 

(w'J.[H J.> 
{w'},[H] l 

o 

{w'~[HJ > 

lliJ. = [0] 

[O], • <[a],- {w'J.[H]
0
> [9]

0 
= {w'J.[LJ.[~] 0 

[$]
1 

• <[a]
1

- (w'},[HJ
0
l [$]

0 
• <[a].- (w'),[HJ

0
> 

= (w'J.[LJ. [~], • {w'J,[L1, [~].' {w'J.[LJ, [$)
0 

(5.14) 

(5.15) 

[~J.= 
(5.16) 

Considerando Únicamente perturbaciones de primer orden, y reescribiendo la ec. 
(5.15) como sigue 

<[KJ.- [<.f;)JHJ.> {~}. •<[a]. - (wn.[HJ
0
> {$1}, = {w~J_[LJ.{~~ <5.11> 

T 
premultiplicando la ec. anterior por (~;]. 

T T T 
[~;). <[KJ.- (w~l,[H] 0> {$1),• [$;)

0 
<[a],- {w;}JHJ

0
> {$;).= {w~J.{~ 1),[LJ,t~.1. 

pero 

entonces 

pero, para modos ortonormates 

T 
{Q;] 0 [H J \$1}. = [ 1 J 

donde [1 J es la matriz identidad, Finalmente 

T , T 
{wn, = (~;)0 [a], (q;)

0 
- {w1)J$,)_[L],\$;)

0 
<s.1e> 

Expresando las perturbaciones de los vectores modales como comblnaclonos 
llntales de los modos deterministas (ref, 61 ) se tltne 

dond1 1 Indica el modo, k el orden de la perturbaclcfo, J la variación dt lo• 
modos Y n el namoro total de modos considerados. Entonces, para el primor ordtn 
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de aproximación 

n 
~ 

J=1 
(Q ·) 

Jo 

T 
Premultipllcando la ec. (5,17) por el vector (~j)0 

T · T T 
($;), < [KJ, -(w;)JM ], > {~;), + {$;),<[a), -H\~ M J,> (O,\= {w;l.(i:>¡)J L), (~.). 

sustituyendo la ec. (5,19) en la et. anterior 

pero 

entonces 

de donde 

T T 
+ ($;).[a],($;). - {wt1,{~¡),[MJ, t~il, = 

[1 J 

[o J 

T 
= (~j], [MJ, {Oj), 

T 
= H;J, [MJ. (~¡). 

T 
= (w~),\~;\[LJ,{$i'J. 

T • T 
(~;), [a]. {$11, - {w;},{$;J, [L J. H;J

0 a.. =----=-=---''-----'-_;:_::_::.:.____;:_ __ 

Jlf (w~), - {w~), 

5.2.4 Método de perturbaciones con simulación de Monto Cario 

( 5 .19) 

( 5. 20) 

La Id .. de la combluci6n de estos dos métodos para obtener lu proplo
d•du tshd(sticas de la resputsh dinómica dt tlemtntos utructuralu aislados 
(Columnas>, fue planteada por Shlnozuka en 1972 (ref. 62 ) 1 y ha sldo·utillzada 
para ostudi ar estructuras de t l erra <ref. 63 ) 1 prtsentlndou aqu Í h var 1 antt 
de Incluir, además de la rigidez de la estructura, las masas dt la misma, como 
propiedades aleatorias. Aprovechando el planteamiento p•ra •ti probhru dt 
valores característicos desarrollado en el párrafo anterior. AnÍlogamtnt• i1 
caso dt la respuesta osdtlca 1 se utiliza ti método dt simulación dt Monlt Cario 
para generar diferentes valores de las propiedades estructurales, que son consl-

38 



derados como perturbaciones de primer orden para las matrices de masas y rigi
deces de la estructura, y a partir de éstos y utilizando el método de perturba
ciones, es posible obtener diferentes valores de la respuesta dinámica. 
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6, RESPUESTA MODAL ESPECTRAL PROBABILISTA 

En general, podr(a pensarse que al considerar los valores m's desfavorables 
de las variables que afectan directamente el comportamiento de una estructura, 
se estaría dlsenañdo ésta del lado de la seguridad, sin embargo, este no os un 
razonamiento realista, pues lo cierto es que el valor de tales variables se 
presenta en la naturale2il de una manera completamente aleatoria. Con esta idea 
en mente, en el presente capítulo se propone una metodología que permite estimar 
el comportamiento dinámico no determinista de una estructura, y a partir de éste 
su respuesta modal espectral probabilista, que proporcionara', en base a las 
variaciones estad(stlcas que se tengan de las propiedades de los elementos 
estructurales y las masas, la manera en que éstas afectan cada uno de los 
criterios de superposición modal, esto es, se podra'mtdir la aproximación que 
cada mltodo de superposición proporciona, Justlflca'ndoso o no el lncremonto de 
cálculos numéricos que hay que hacer para obtener la respuesta, pues como st ui6 
en el cap(tulo 2, algunos de estos criterios son demasiado laboriosos en su 
apl icactón pra'ct i ca. 

6.1 Hetodologla 

Apoyándose en el capitulo anterior, es posible obtener las caractorr~tlcas 
dln;íÍnlcH no dttermlnlstas de una estructura, utilizando par• ello sus proplt
dadts ntadÍ•tlcas de masas y rlgideces1 esto se puede llovar a cabo conocltndo 
las matrices de perturbaclón[L] r [ll] r con islas obttnor las perturbaciones 
de primer ordon de las frecuoncias naturalH con la oc. (5,18) 1 Y pos\trlor111nlo 
calcular los coeficientes a¡11 con la ec. (5,20) 1 para obtener las perturba
ciones de primer orden de la matriz modal con la oc, (5,19l. Se obsorva qut las 
diferentes frecuencias obtenidas de esta ~anera 1 están elevadas al cuadrado, 
pues la apl lcaclón del mltodo de perturbaclonu so hact sobro el probl111a dt 
valores caraCter(sticos, entonces, para poder lleuar a cabo el estudio estadfs
tlco de las <frecuencias naturales, es necesario plantear el problema dt la 
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determinación del comportamiento de variables aleatorias dependientes, esto es 
Cref, 64l 1 sea Z= wª una variable aleatoria, su media est{ dada por 

µ,=µw•= ECw'l 
Y su desviación estándar 

4 µ' v' + .... 

• = µ1.1,1 + ( 6 .1) 

4 1/2 
2 v.. ) ( 6.2) 

entonces, para este caso, se conocen las propiedades estadísticas para wz. 
esto es, conocemos µwi Y Vwi. 1 entonces de la ec. <6.1) 

sustituyendo la ec. (6,3) en la ec. 16.2) 

u:I ;:: 4 ( µWI - r¡<U2. ) U...,2 
t 2 

despejando a v-' 
"' 

v-' = w 

1 
+( µ' - -- ... 

112 
V~) 

w 
2 

( 6,3) 

2 

(6,4) 

Finalmente, con las ecs. 16.3) y (6,4) es posible determinar las propiedades 
estadísticas de las -frecuencias naturales aleatorias, obtenidas a partir del 
problema de valores características probabilista, 

La aproximación del método probabilista de análisis se estudió utilizando un 
criterio similar a de Hoshlya y Chiba Cref, 65) 1 aplicándolo a la estructura de 
un marco plano considerado como una viga de cortante, al cual se le asignaron 
valores unitarios a las masas y rigideces de cada piso, Incrementando el coe-fl
clente de variación de ambos parámetros en 5 1 10 1 15 1 20 1 25 y 30X 1 y no consi
derando correlación entre ellos, Se real izaron 400 simulaciones de las matrices 
mencionadas en cada una de las cuales se resolvió el problema de valores carac
terísticos, y se calcularon los e.u, de la primeras tres -frecuencias naturales, 
obteniéndose las curvas que se muestran en la -fig. 12 1 posteriormente, se reali
zaron 160 simulaciones con perturbaciones utilizando el planteamiento descrito, 
y fijando un nivel de conf lanza de 95.40X se obtuvieron las curvas anotadas 
también en la flg, 12 1 del anál lsls de estos resultados ·se puede apreciar como 
el método híbrido de perturbaciones/simulaciones tiende hacia los resultados 
obtenidos mediante el método de simulaciones puras, pero realizando únicamente 
un 40X de éstas, y además, como puede apreciarse en su planteamiento, no es 
necesario resoluer el problema de valores característicos en cada simulación, 
sino Únicamente la primera vez, Por otro lado 1 al Igual que en la re-f, 65, se 
puede ver como para c, v. mayores de 1 20/. en 1 os paráme tras es true tura! es, e 1 
método híbrido tlonde a alejarse de los resultados de las simulaciones, la razón 
de este comporti.l'flliento es que en su planteamiento matemático no se toman en 
cuenta perturbaciones de orden superior al primero, sin embargo, esta hipótesis 
puede considerarse realista ya que no se registran variaciones.grandes en los 
parámetros estructural es, 

Por lo anterior, las ventajas que presenta este mitodo híbrido de perturba
ciones/simulaciones, es que no se necesita llevar a cabo un número elevado de 
simulaciones, como sucede con el método de Honte Carla puro para obtener propie
dades estadísticas de la respuesta estructural, pues ya que con relatlvamonte 
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pocas de e11as y aun trabajando con perturbaciones de primer orden, la aproxima
ción obtenida puede considerarse excelente, como se aprecia en la flg. 12 1 otra 
venta.Ja es que se puede considerar cualquier tipo de función de distribución de 
probabilidades, pues basta con maneJa.r adecuadamente el algoritmo que genera 
números aleatorios de acuerdo a 1a función de distribución que se desee. En este 
traba.Jo, además, al considerar distribuciones de probabilidades normales o 
gauslanas de las propiedades estructurales, es posible fijar los intervalos de 
confianza que se desee para llevar a cabo el análisis no determinista, 

De esta manera, una vez obtenidas las.propiedades dlnáÍlllcas probabilistas de 
la estructura, es posible obtener su respuesta modal espectral probabll lsta 
considerando un espectro determinista mediante alguno de los planteamientos que 
se muestran en las flgs, 13 y 14, En este trabajo, se utll izar{ el planteamiento 
1 (fig, 13) 1 pues raque éste, a diferencia del planteamiento 2 1 permite obtener 
las propiedades estadísticas de las respuestas. 

6.2 Generaci6n de números aleatorios correlacionados 

En el problema de análisis estructural probabilista, los paraÍnetros conside
radas como v.a. están correlacionados de alguna manera. Para Incluir esta corre
lación en el método descrito, es necesario desarrollar un procedimiento que 
permita generar, en el proceso de slmulacl6n 1 parámetros con una correlacl6n 
conocida. 

Sea 1 a matriz de cavar 1 anzas de n v,a, gausianas corre 1a.e1 onadas <ref, 66) 

' 11., cov X1 x, cov X1 x. 
cov X, X, (j,,~ cav x'Z. Xn 

[cov x] = (6.5) 

'' cov Xn X1 cov x, x~ lí'n 

en forma e '?'llP a.et a { ~ l=J 
[cov X J [< X¡ >] 

i;-,1 
= E - X¡ )( Xj - ;¡. 

= cov X¡ X_; J 
li.!J 

donde Vi1.~ es la varianza de la.s v.a. X¡ 1 y cov X1 Xj es la covarianza entre 
las v;a .• X¡ y Xj , Por otro lado, el coeficiente de correlaci&n l'ij se de.fine 
como 

donde Vl'. es la desv i ac 1 Ón está"ndar, 

cov X1 Xj 

Vx.¡ Vxj 

• 'La ec, (6,6> debe satisfacer la condlcl6n 

esto .lmpl ica 
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cov X¡ Xj -$ 

entonces, si existe correlacioÓ perfecta entre dos v.a. y en el mismo sentido, 
P = 1 1 si esta correlación es en sentidos opuestos Cuna variable ·se Incrementa 

>' Ja otra decrece), P = -1 1 si no existe correlación, P= O, La flg, 16 
muestra algunos ejemplos de dispersión y coeficientes de correlación <ref, 67), 

De la ec. (6,6) 

co" X¡ Xj = v,..i .P11 v~J 

por lo tanto, es posible representar la matriz de co1Jarianzas como el producto 

(6,8) 

donde las matrices diagonales [ v, J contienen Únicamente los ualores de la 
desolación estándar de las u.a,, mientras que la matriz [f] contiene los coefi
cientes de correlación entre las mismas "·ª· 

Es posible representar los coeficientes de correlación P;j de los paraíne
tros aleatorios dentro de un mismo elemento estructural o de elemento a elem&nto 
mediañte una expresión exponencial del tipo (ref, 68) 

P;j= e 

donde L es una distancia caractedstlca, 1 f1 - Fjl es la distancia entro los 
elementos estructurales 1 y J 1 y a:. es una constante que putd• d1t1rmlnars1 de 
acuerdo con tl grado de corrtlaclÓn al anal Izar contrastes do hlpó'tr1ls entre 
varianzas; para agrupar di'lersas muestras en una sola población, a este tipo de 
estudio se le denomina prueba 'F' (ref. 58), 

Matrlclalmente 
crW,-1,I 

- -L-
e 

0:11.-1.I ;-L-

slm. 

En la ec. anterior, se obserua que a medida que el coeficiente a: tltndt a 
lnf,lnito, la correlacid'n tiende a cero. 

En la ref, 65 se presenta una general lzación de los coeficientes dt corrtla
ción que puede existir entre elementos estructurales, Esto es, p•ra corrtl•clo
nar los diferentes parámetros Inciertos 
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f;j= 
-A l 1-J 1 

e i,J=l,2 1 ••• ,n 

Para simular números aleatorios correlacionados, conocida la matriz de 
correlación Pij , sea fA1 un vector formado por números aleatorios no correla
cionados distribuidos de acuerdo a alguna función de distribución conocida 

(A1 = 

a, 
a, 

Sea (8) un vector formado por números aleatorios correlacionados de acuerdo 
a una matriz de correlaciÓn[f ]conocida 

Considérese 
transforma.e 1 Ón 

que los 

b, 
bz 

(B) = 

bn 

vec tares [A) y (B) están 

(B)= [CJ (A) 

relacionados a través de la 

donde [e J es una matriz triangular inferior que se determinará más adelante. 

De la ec. (6,9), post-multipl !cando. ambos miembros de la matriz transpuesta 
respectiva, se tiene 

T 
(B) {B) = 

·- T T 
[c]fA) [A] [e] 

y tomando la esperanza de las v.a. de la ec, anterior 

T T T 
E ( {B) {B) = [e] E ( {A} (A) > [e] 

esto es 

a, E< a, a,) E<a, a,l 

ª• E<a, a, l E< a, a,> 

E<{A){AJT) = E < (a, ªi • • • a n) ) = 

an E<an a 1 ) E< ªn a,> 

(6.10) 

pero los elementos del vector 
ces que E<a¡ a;>= 1 mientras 

(A 1 son v .a, 
que E<a¡ ªJ l = 

no correlacionadas, se tiene enton
o 1 de donde 
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T 
E<(B](B] l =E< 

T 
E( (A) {A) = [1 J 

E<b, b, l 
E<b, b, l 

debido a que las u.a. del vec.tor \B) están corre1acionadas entre si, se tiene 
que ECb¡ b¡) = 1 1 y que ECb¡ bj) =fltj que es el coeficiente de correlació'n, 
entonces 

T 
E( (8) ( B) l = 

P.. 
1 

P"' fna 
Entonces, de la ec. (6,lOl se tiene 

[!' J = [e J[c]T 
F 1 na lmen te, la transformac 1 Ón de la ec. < 6, 9) perm 1 te obtener el oector (B} 

de números aleatorios correlacionados de acuerdo a la matriz de correlación 
[!']a partir del oector {A) de números aleatorios no correlacionados, 

6.3 Estudio paramétrlco 

6,3,1 Aplicación del método de an~llsls modal espectral probabilista 

El procedlmlonto de anál lsls probabilista de perturbaciones con simulación 
de Monte Cario, para o.a. no correlacionadas, so apl lcÓ a la estructura estudia
da en el capítulo 3, utilizando variaciones típicas en sus parámetros estructu
rales ontenldas a partir de los estudios mencionados en el cap(tulo 41 y reali
zando 160 slmulaclonts, con un nloel do confianza del 95.44X. 

En •l capftulo 3 se puede apreciar la poca Influencia global sobre todos 
los criterios de superposición modal, que eJerce el tipo de su•lo tn el qut st 
desplanta la estructura, al observar que los errores relativos rstimados con 101 
diferentes criterios de superposición modal se comportan en forma stmtJantt 
tanto para excitación sfsmlca registrada tn suolo duro como en •utlo blando, 
razón por la cual se decidió utilizar como excitación el espectro dt diseño dtl 
Roglamento de Construcciones del D.F. (flg, 15), 

Las variaciones con que se estudió la estructura en sus dlfere.nt1s p1ráme
tros se putden dloldlr en dos tipos, rigideces y masas, Para estudl•r tl tftcto 
de la variación de rigideces se consideraran Jos siguientes casas, para ti 
espectro en la zona 1 

Kll e.o. dol 7X en el módulo do elasticidad del concreto 
K2l se Incrementó el c.v. del concreto a ISX 
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K3> e.u. de las dimensiones de elementos estructurales del 6% 
K4> para determinar Ja influencia del espectro se anal izo .. \a estructura con un 

e.u. del 7X en el módulo de elasticidad del concreto, y espectro en la zona 
ll I 

Para estimar 
la estructura, 
en 1a zona l 

el efecto de la variación de la intensidad de Ja masa total de 
ésta. se analizó con las siguientes variaciones para el espectro 

NI> e.u, del IOX en la masa total por entrepiso 
N2> e.u. del 15X en la masa total por entrepiso 

Para estimar e\ eiecto de todas las variables mencionadas actuando al mismo 
tiempo, para el espectro en la zona I se anal izaron los casos 

11) las v.a. de las dimensiones de los elementos estructurales, el módulo de 
elasticidad y la intensidad de las masas totales con e.u del 61 7 y IDX 
respectivamente 

12> los mismos valores anteriores para los c.v. de las dimensiones de los 
elementos estructurales y el mddulo de elasticidad, e incrementando el c.v. 
de la Intensidad de las masas totales al 15X. 

Finalmente, a partir de un análisis preliminar de los resultados obten/dos 
en los casos anteriores, se observó que la variable que m{s influenc(a 1a 
respuesta es la variación en la intensidad de las masas, debido a esto se 
decidió Incluir además de esta Incertidumbre, variación en la distribución de la 
masa debida a carga viva, tenie'ndose para un c.v. del 10.X en su Intensidad los 
s.iguientes casos de distribución para el espectro en la zonal 

M3) 30X de 1 a distribución de 1 a carga ulua en el primer piso y IDO;!, en segundo 
y tercero 

N4l 3DX de I• distribución de la carga u iua en el primero y segundo pisos Y IOOX 
en el tercero 

M5l 30X de /a distribución de la carga u iva en todos los pisos 
Nól 30X de la distribución de la carga ulva en el tercer pi so y 100% en primero 

y segundo 

6.3.2 Re su liados obtenidos 

Al aplicársele excitación en el sentido del eJe Y <flg, 5) de la estructura 
estudiada, considerando las variaciones anotadas, se calcularon las propi1dad1s 
estad(stlcas de la respuesta del sistema para cada uno de los criterios dt 
superposición (tabla 8) 1 obteniéndose lo siguiente: 

al so puede observar que en gener•l 1 y a excepción del método CGC1 p•ra •I 
tercer piso todos los criterios presentan el mismo resultado calculado dt 
desplazam/tnto absoluto para las direcciones Y y z, mientras qut par• ti 
primero y segundo pisos, la relación de desplazamientos calculados es aproxi
madamente de 10:1 estas direcciones 

. . 
bl la influencia que presentan sobre la respuesta las variaciones en los par•me-

tros que Influyen directamente en la matriz de rigidez do la estructura, conto 
son el módulo de elasticidad y las dimensiones de los elementos tslructu
rales1 casos K! 1 K2 y K3 para el espectro en la zona l 1 es sem•Jantt p•ra 
cada uno de 1 os cr 1ter1 os de superpos 1eián 1 pre.sen \ando un ual or med/ o do 
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desplazamiento prácticamente igual para todos los casos dentro de cada crite
rio, y un c.11.· entre 2.95 y 5.02/. para la respuesta en sentido paralelo, y de 
3.01 a 5.05X para el sentido transversal, registrándose estos valores en el 
criterio de la suma de valores absolutos CA8SI en los pisos 2 y 3 

c) para la estructura estudiada no se registro' gran variación en la· respuesta 
calculada para Jos pisos 1 y 2 al modificar el espectro, de la zona J a la 
zona JJI, esto se atribuye a que debido a las características dinámicas que 
presenta la misma, al variar el espectro, par coincidencia la aceleraclo'n 
espectral correspondiente a sus períodos de vibración, es semejante para 
ambas zonas 1 corno se puede ver para e 1 caso 1<4 en la tabla B 

d) se observa que el parámetro que mayor influencia ejerce sobre las respuestas 
calculadas con los criteriosde superposición modal, es la variación en la 
intensidad de la masa total de la estructura (casos MI y H2) 1 con desplaza

mientos medios absolutos calculados en el tercer nivel mediante la suma de 
valores absolutos CA851 1 de hasta 10.34 y 11,71 cm <caso M21 para las direc
ciones Y y z, lo que viene a representar el 1 ími te superior de la respues
ta, y de 2,66 y 3.06 cm al calcularse esta con el motado de la raíz cuadrada 
de la suma de los cuadrados CSRSSI, y 2,74 y 2.78 cm con la combinación 
cuadrática completa <CDC> para el mismo piso y mismo caso, para las direc
ciones Y y z, representando estos Últimos desplazamientos el 1 Ímlte inferior 
de la respuesta calculada 

el la variación en la distribución e intensidad de la masa debido a 
viva no presenta gran Influencia sobre el desplazamiento medio en 
sin embargo, sobre su c.v. s( 1 elevándose e'ste hasta el 73.SilY. 
dirección Y en el piso 31 para el criterio cae <caso H4> 

1 a carga 
general, 
para 1 a 

fl al considerar que los parámetros aleatorios Introducidos Individualmente en 
los casos Hl 1 H2 y KI a K4, actuaran simultáneamente, casos TI y T2 1 se 
presentan desplazamientos medios calculados en el tercer nivel para las 
direcciones Y y Z de hasta 8,59 y 9,39 cm respectivamente, y c.v. de hasta 
117,15 y 119,931. 1 obtenidos utll izando el criterio ABS. Es Intersante hacer 
notar que estos valores son menores que las obtenidos al introducir variación 
Únicamente en la masa total del edificio, caso H2 para el mismo criterio 

Al graflcar los desplazamientos medios absolutos de cada piso lf lgs. 17 a 
22>, para las direcciones Y y z, se observa que1 

al en todos los casos estudiados se presentan dos situaciones bien definidas: el 
criterio ABS proporciona siempre un 1 ímlte superior de la respuesta esperada, 
y los criterios de SRSS y cae se entrecruzan, formando conjuntamente el 
1 Ími te Inferior de la misma, a pesar de que los errores rolatlvos dt la 
respuesta calculados en el estudio determinista de la estructura (capítulo 
31, mediante el cae fueron mucho menores que los obtenido• con el mótodo 
de la raíz cuadrada CSRSS) 

b) en las figuras mencionadas, se puede ver que la respuosta valuada mtdlantt 
cualquiera de los criterios de superposición, en el <entldo transversal al do 
excitación es mayor que la calculada para el sentido paralelo de aplicación 
del sismo 

c) es posible apreciar como análogamente al estudio determinista, el criterio 
NRl coincide en ocasiones con el método GM y el TPM a pesar de ser mucho más 
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elaborados en su apicación estos Últimos 

d) al promediar los criterios SRSS r ABS, la respuesta calculada tiende hacia 
este Último criterio 

e> el método de la doble suma <DSM) tiende hacia el límite inferior de la 
respuesta 

f) existe un cambio de direcci6n al dibujar los desplazamientos del primero y 
segundo pisos, la razón de este es que los desplazamientos calculados en el 
primer nivel son mucho menores que los del segundo, y al dibujarlos en papel 
logarítmico se genera este efecto. 
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7. CONCLUSJ DNES 

En el presente trabajo se estableció un procedimiento de an¡I /sis modal 
espectral no determinista para calcular ta respuesta de estructuras con paráme
tros de masa y rigidez Inciertos. El procedimiento se basa en una formulación 
teórica que combina el método de perturbaciones y el método de simulación de 
Nante Cario para la solución no determinista del problema de valores caracterís
ticas requerida por _un anal is is modal espectral. La Incertidumbre en la respues
ta modal espectral de una estructura debido a varlacione5-- en sus parámetros de 
masa Y rigidez se evalúa a partir de un estudio estadístico de los resultados 
provenientes de experimentos numéricos. 

Con el fin de establecer un marco de referencia para poder evaJuar las 
características de la respuesta modal espectral probabilista, se calcularon los 
desplazamientos máximos probables con diferentes criterios de superposición 
modal, de una estructura de tipo urbano con parámetros deterministas, y st 
encontró que para el sentido paralelo al de excitación sísmica los criterios 
SRSS, PROM! y PRON2 subestiman Ja respuesta estructural, mientras que Jos demás 
criterios proporcionan errores relativos razonables. Para el sentido transversal 
al de excitación, todos los criterios de superposición sobrestiman Ja rtspuesh 
estructural 1 en ocasiones grandemente <errores relativos de hasta 14DDX para el 
criterio ABS, o del 1250r. aproximadamente para los criterios NRL, TPH 1 GH Y 
DSN> 1 siendo el criterio cae el que proporciona Jos menores errores relativos en 
este sentido, comparados estos con Jos de Jos demás criterios, En los giro• dt 
los pisos, en general todos los criterios proporcionan errores relativos r1zon1-
bles. Se observa también que a medida que Ja relación do amortl9uaml1nto modal 
se incrementa, los errores re1atlvos en valor absoluto crecen, además de presen
tar valores semejantes para respuestas calculadas de excitaciones sísmicas 
provenientes tanto de suelo duro como de suelo blando, 
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Para la parte probabilista del presente trabajo, se utilizó como excitación 
sísmica la correspondiente a un espectro de respuesta determinista. Con esta 
consideración se realizó un estudio paramétrico para la misma estructura, eva
luándose los diferentes criterios de superposición modal y diversas combina
ciones de incertidumbres en los parámetros de masa 'I rigidez. Se encentro' que, 
el efecto de la incertidumbre en diversos parámetros sobre la respuesta de una 
estructura como la aquí estudiada, es semejante para todos los criterios anal i
zados, observándose como respuestas eva 1 uadas con criterios comp 1 icados como e 1 
cae, el TPM o el GM son semejantes a los correspondientes a criterios más 
simples de aplicar como el SRSS o el NRL. Esta semejanza se justifica debido a 
que la gran mayoría de los criterios de superposición modal existentes, se 
fundamentan en hipótesis de partida c0munes 1 particularmente, la consideración 
del sismo como un proceso estacionario, ignorando así la correlación existente 
entre las diferentes respuestas, ya que se ha observado (ref, 69) 1 que a medida 
que la relación de amortiguamiento se incrementa, la ocurrencia de máximos en 
las respuestas se acerca más al instante en el que ocurre la aceleración máxima 
en el registro de aceleraciones, lo cual implica que a mayor amortiguamiento, la 
correlación entre las respuestas máximas correspondientes a los diferentes modos 
se incrementa. Por el contrario, para relaciones de amortiguamiento pequeñas, se 
presentan varios máximos de valor muy parecido en Instantes muy diferentes en el 
desarrollo total de \a respuesta, y por lo tanto, la correlación entre respues
tas modales debe ser baja 1 a menos que se trate de modos de períodos semejantes. 

Por otro lado, para la estructura estudiada se encontró que variaciones del 
mismo orden en las dimensiones de los elementos estructurales o en los mate
riales <módulo de elasticidad>, presentan efectos similares en Ja respuesta 
estructural 1 mientras que las variaciones en las respuestas son ma's sensibles a 
variaciones en el valor de la masa total (masa del edificio mas la asociada a la 
carga viva>, más que a la distribución de la masa por carga viva. 

Del anil lsls de los resultados obtenidos, se puede concluir que el efecto en 
la respuesta de variaciones grandes en la rigidez de la estructura, tales como 
las que se suceden al considerar o no la interacción de muros en el análisis, 
puede llevar~ resultados o acciones no esperadas, las que generalmente no se 
consideran durante el diseño. 

La influ•ncla qu• ti•no sobr• la r•spu•sta •I tipo d• espoctro 
es mínima, esto se atribuye a las características dinámicas de la 
estudiada, como se menciono" en el capítulo anterior. 

considerado 
estructura 

Tanto para la evaluación determinista de los criterios de superposición 
modal, como para el estudio del efecto de las Incertidumbres en los parámetros 
estructurales sobre la respuesta, se utilizó una versión modificada y aumentada 
d•I programa STOCAL, recomendándose el uso de éste o de otros que trabajen 
mediante Instrucciones macro, ya que así no es necesario elaborar, durante una 
investigación, un programa de computadora particular suceptible de acomodar lo:s 
cambios constantes de algoritmos requeridos durante el desarrollo de un procedi
miento numérico previamente no experimentado, 

Finalmente, es recomendable real izar los estudios estadísticos necesarios 
para conocer la variabilidad de Jos factores que intervienen en el comportamien
to de las estructuras, como son las variaciones en las cargas, dimensiones Y 
resistencia de los materiales, para tomar en cuenta la incertidumbre en ·los 
valores nominales d~ éstos, y así, poder conocer de manera más racional la forma 
en que estos factores afectan el comportamiento estructural. 
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De las conclusiones obtenidas del presente trabajo 1 se puede inferir que es 
necesario desarrollar estudios que \leven a obtener un mejor conocimiento del 
problema que aquí se ha analizado, tales como 

*realizar el estudio paramétricodeunafamiliao familias de estructuras 
típicas, para contar con más elementos de juicio que permitieran establecer 
un criterio de manera cuantitativa, acerca de cui\ mitodo de superposicitln 
moda\ presenta m~s o menos ventajas para calcular \a respuesta máxima probable 
proveniente de un anál lsis modal espectral 

• llevar a cabo el mismo estudio anotado en el párrafo anterior, considerando 
además la correlación entre los diferentes parámetros aleatorios estudiados, 
lo cual se puede real izar mediante el procedimiento propuesto en el capítulo 6 
de este trabajo, así como con los datos necesarios para rea.\ izarlo 

*ya que la relación de amortiguamiento presenta una fuente de incertidumbre 
que esta' relacionada directamente can los parámetros de rigidez, y con la 
intensidad del movimiento sísmico, sería interesante estudiar el efecto que 
ocasionaría en la respuesta estructural el considerar un comportamiento lne
lástlco. Para esto Último, sería necesario plantear un algoritmo a partir de 
la metodología propuesta· que permitiese, de manera Óptima, determinar la 
respuesta estructural, ya que en cada simulación de las masas o las rigideces 
de la estructura habría que considerar el carácter no 1 ineal de la matriz de 
rigidez de la misma, lo cual resultaría un proceso demasiado costoso 

*una 1Jez entendido y evaluado el problema de la influencia de incertidumbres de 
parámetros de sistemas estructurales sobre su respuesta modal espectral, 
resultada Útil establecer la cantidad de modos que deben tomarse en cuenta 
para calcular la respuesta mixlma probable evaluada mediante un anil !sis modal 
espectra 1 , 
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TABLA 2. CARACTERISTICAS OINAHICAS 
FRECUENC 1 AS NATURALES lrddl!eq) 

CARACTIERISTICAS 

REAL EN IUELO ouno 

SIMULADO EH SUElD DURO 

Sll.IU.AOO EN SUELD DURO 

llMULAOO EN SUE\..O t'UAO 

SlMUUOO EN SUtUI DURO 

SIMULADO EN SUCLD DURO 

REAL EN SUtlO llLAliDO 

llCAL tN IUELO 01.ANOO 

REAL EN SUELO !ILANDO 

REAL EN sun.o BLANDO 

REAL [N SU[LO !ILANOO 

FECHA V 
COMPONENTE 

MiW,18.1940 N'6 

--
--
--
---

Aú0,2.111118 E.W 

Aú0.:Z.19fl8 E·W 

JUL.6,19b4 N6 
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JUt..li.19b4 E·W 

, 2 3 4 5 6 7 8 • 
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H O O O · S 
1 2 3 4 5 6 "'7 8 q 
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"' o 

29.14 SCQ 

188.26 seg 

20,00 seg 

)0,00 seg 

40.00 seg 

50.00 ••9 

TABLA 3. COEFICIENTES OE CO"RRELACION MODAL, E.1j CRITERIO OE LA DOBLE SUMA 
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TADLA 3 ( c o N T 1 N u A c 1 o N ) 

TABLA~ COEFICIENTES DE CORRELACIOll MODAL, f'¡j CRITERIO OE LA COMBINACION CUADRATICA COMPLETA 



TABLA 5, RESIS'fENCIAS CARACTIBISTICAS Y DE DISEÑO 

PARA RARRAS DE DIFERENTES !·!ARCAS (RE'F, 3!1) 

1 f~ Úfy Exicl "· A u,. 
J.IARCA Oí le kcilcm'J (k'g/cnlJ c.v. fy (kg/<m2

) (K9/c.I) 
c.v .• (cm') (cm') 

c.v. A 

3/8 5122 315 0.061 2.. 00 8 0.239 0.119 o. 70 0.027 0.039 
1/2 5053 597 O.ll8 2.051 0.119 o. 058 1.268 0.038 0.030 

HYLSA 5 /8 11669 291 0.062 2. 249 0.173 o. 076 1.976 o .023 0.012 
3 /4 4499 323 o. 071 2. 225 o. 227 0.102 2.830 0.064 0.022 

1 4489 316 o. 071 2 .115 0.215 0.101 11 .929 o. 315 o .06!1 

3/8 4 57 5 r.01 0.087 1.97 0.173 0.088 0.698 0.027 0.039 
1/2 4336 356 o. 082 2.049 o. 208 0.101 1.252 o.olio o .032 

AllMSA 5 /8 4211 508 o .120 2 ,174 0.220 0.101 1.978 ·O, 048 o. 024 
3 /4 4294 595 o .138 2. 2!1 o. 267 o .119 2,839 o ,o84 0.029 

1 11270 217 0,051 2 .113 0.191 0,090 4.908 0.124 0.025 

3 /8 4 64 5 538 0.115 2.011 o. 234 o .ll6 o. 708 0.023 0.032 
1/2 4392 4 31 0.098 1. 97 5 0.192 o .097 1.285 o .102 o. 079 

BP 5/8 4785 38 5 o. 080 2.219 0.231 0.104 2.044 o .088 0.043 
3/4 11623 304 0.065 2. 4 30 0.310 o .127 2 .. a12 0.120 0.041 

1 

TABLA 6 • PROPIEDADES ESTADISTICA$ DE LAS DIMENSIONES 

DE ELFl~ENTOS ESTRUCTURALES (REF, 31) 

Diferencias de dimensiones 

Peralte total - peralte nominal 
Losas (1696 loaas) 

(99 losas) 
Vigas (108 vigas) 

(24 vigas) 

Peralte efectivo - peralte nominal 
Losas en un sentido; borras interiores 

(1696 losas) 
( 99 losas) 

Losas en un sentido; burras interiores 
( 2805 losas) 

(96 losas) 
Vigas, barras superiores 
Vigas, ancho total - ancho nominal 
Columnas, ancho total - ancho nominal 
Recubrimiento del acero en vigas 
(sup. e inf.) 

62 

Media 

+0.8 mm 
+5.3 mm 
-3.05 mm 

+20.57 mm 

-19.1 mm 
-1.0 mm 

-3.3 mm 
-4.1 rr.m 
-5.5 mm 
+2.54 mm 
+l. 5 nun 
+1.5 mm 
-8,9 mm 

Desv.Std. 

11.9 Illl1l 

6.6 mm 
6.4 mm 

14 .o mm 

16 Illl1l 

9.4 mm 

8.6 mm 
8.9 mm 

13.5 mm 
3.8 mm 
6.4 mm 

11.4 mm 
7 .1 mm 



Acci6n 

Concreto 
reforzado 
ll 

flexión 

Concreto 
presforzado 
ll 

flexi6n 

Flexi6n y 
carga axial 

Cortante 

Tensi6n 

Flexi6n 

Carga axial 

TABLA 7 PROPIEDADES ESTADISTICAS DE LA RESISTENCIA DE 

ELD4ENTOS ESTRUCTURALES AISLADOS (REFS.31 Y 47) 

Elemento 

Losas de conc. refor.zndo 
en un sentido 
Losas de cene. reforzado 
en dos sentidos 

Vigas, 

Vigas, 

• / 2 fe= 350 Kg cm 
fy= 2800 Kg/c~2 
f'c= 350 Kg/cm 
fy= 4200 Kg/cm2 

Colado y presforze.do 
en planta 

Colado en sitio y 
postensndo 

Columnas cortas, falla 
a compresión 

Características 

h=l2 cm, fy= 2800 Kg/cm2 

h=l2 cm, fy= 4200 Kg/cm2 
h=l2 cm, fy= 4200 Kg/cm2 
h=l8 cm, fy= 4200 Kg/cm2 

f'=o .005=0 .09f'b 
I' =O. 019=0 .35 /'b 
f' =O. 006=0 .lh f'b 
I' =O. 015=0. 31/' b 
f'=0.027=0.57 ,Pb 
f =0.03li=0.37 fb 

wp= 0.054 
wp= 0.122 
wp= 0.228 
wp= 0.295 
wp= 0.054 
wp= 0.122 
wp= 0.228 
wp= 0.295 

fé= 
rC= 

2 
210 Kg/cm 
350 Kg/cm2 

Columnas cortas, falla 
a tensión fe= 210 y 350 kg/cm2 

Columnas esbeltas, l0./h=20, 
falla o compresión ré= 350 Kg/cm2 

Columnas esbeltas, "Kl/h=20, 
falla a tensi6n f'c= 350 Kg/cm2 

Vigas con a/d ~ 2.5, 
f'w = 0.008 

Losas planas 

Acero estructW'al 

Viga de o.e ero 

Columna de acero 
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sin estribos 
estribos mínimos 
fy = 10.5 Kg/cm2 
sin refuer1.os de cortante 

hasta. la fluencia 

secci6n compacta 

c.v.(%) 

16.o 
15.0 
15.0 
14 .o 

14.o 
14.o 
8.0 

n.o 
n.o 
12.0 

5,7 
6.1 
8.3 
9,7 
6.1 
8.3 

11.l 
14.4 

16.o 
111.0 

12.0 

17 .o 

12.0 

21.0 
19.0 
17 .o 
27 .o 
ll,0 

13.0 

14.o 



CRITERIO 
DE SUPER ~ 
POSICllN so 

Kl 
K2 
K3 
K4 
HI 

ABS H2 
H3 
H4 
H5 
H6 
TI 
T2 

KI 
K2 
K3 
K4 
HI 

SRSS H2 
H3 
H4 
H5 
H6 
TI 
T2 

KI 
K2 
K3 
K4 
HI 

NRL H2 
H3 
H4 
H5 
H6 
TI 
T2 

• 

TABLA B , Propiedades estadística• de las r"pueslas 
c¡Jculadas con los diferentes criterios de superposición modal 

DESPLA2AHIENTO HEDIO<cm> C.V. O E S P L A 2 A H 1 E ti T O (%) 

PISO 1 1 PISO 2 1 PISO 3 PISO 1 1 PISO 2 1 PISO 3 
y 1 2 1 y 1 2 1 y 1 2 y 1 2 1 y 1 2 1 y 1 2 

5.50E-05 3.06E-06 O. llB 0,0139 2.99 2.91 4.64 4.59 4,79 4.71 2,95 3.01 
5.50E-05 3.06E-06 O. llB 0,0139 2.99 2.91 4.75 4.B7 5.02 5.05 3,13 3.19 
5.50E-05 3.06E-06 o .119 0.0139 2.99 2.91 4.64 4,50 4.69 4.65 2,95 3.01 
5.42E-05 3.7BE-06 0.097 o .0135 4.BO 4.63 4.27 4.25 4.46 4.34 3.72 3,79 
5.55E-05 3.0BE-06 O. IBl 0.0177 5.52 5.93 14,00 18,2B 109,12 67.04 123,31 118.44 
5.77E-05 3.21E-06 0.303 0,0296 10,34 11.71 20.28 26.92 107.18 122.56 110,54 111.91 
5.44E-05 3.05E-06 0.117 0.0143 2.96 2.99 .7.07 6.83 31.16 29.B2 46,31 50.38 
5.47E-05 3.05E-06 0.117 0.0140 3.00 2.96 6.67 6.00 18,76 11 .50 46,14 44.75 
5.46E-05 3.05E-06 0.110 0.0141 2.98 2.92 4.90 5.10 11.81 11 ,8B 13.B2 14.32 
5.44E-05 3.0SE-06 o .110 o .0141 2.93 2.96 5.79 7.87 34.56 37,72 23.39 23.75 
5.60E-05 3.06E-06 o .173 0,0171 4.78 5.26 14,Bl 1.9.73 8,73 67.58 107.58 94.50 
5.78E-05 3,0JE-06 0.210 0.0267 B.59 9.39 19.21 30.93 116.29 92.88 117.15 119.93 

I.9BE-05 1.03E-06 0.04B o .0062 I.35 1.32 4.63 4.5B 4.79 4,73 2.94 3.00 
I .98E-05 1.03E-06 0.062 0,0059 1.35 1.32 4.72 4.84 5.05 4.90 3.01 3.06 
I.98E-05 1.02E-06 0.048 0,0062 I.35 1.32 4.64 4.50 4.69 4.65 2.96 3.01 
1.97E-05 I.27E-06 0.039 0,0060 2.17 2.09 4.27 4.24 4.46 4,37 3.71 3.78 
2.06E-05 1.05E-06 O.OB5 0.0098 2.66 3.06 13.99 18.69 106.56 89.06 117.62 112.67 
2.17E-05 I.13E-06 0.139 0,0148 5.10 5.76 20.93 27.10 101.95 116.74 106.21 106,BS 
I .9BE-05 J ,03E-06 o .oso o ,0065 1.47 1.50 7.15 6.82 33.53 31.29 52,06 58.46 
I.99E-05 l.03E-06 0.049 0,0062 I.48 1.46 6.76 5.99 19.46 11 .49 54.11 51.31 
I. 98E-05 1.02E-06 0.048 o .0063 1.36 1.34 4.92 5.12 11.99 11.75 13.99 14.56 
I .99E-05 1.03E-06 0.051 0,0066 1.36 1.38 5,59 7.99 36.52 43.75 24,46 25,53 
2.09E-05 1.0SE-06 0.082 o .0096 2.50 2.75 15,25 19.65 91.46 99,89 94.35 104.20 
2. I 9E-05 I. 06E-06 0.102 0,0149 4.32 4.69 20.01 31.15 112.73 90.60 111.26 113.35 

2.69E-05 I.36E-06 o .064 0.0095 1.89 1.94 4.64 4.59 4.78 4.75 2,95 3.00 
2.69E-05 · I .36E-06 0.065 0,0096 1.99 1.93 4.69 4.81 4.99 4,96 2,99 3.01 
2.69E-05 I .36E-06 0.065 0.0096 I.89 1.94 4.64 4.50 4.69 4.66 2.95 3.01 
2.67E-05 1.69E-06 0.053 o .0093 3.03 2.92 4.27 4.23 4.45 4.39 3,71 3.78 
2.81E-05 I.42E-06 0.119 0.0128 3,73 4.29 14.10 19.10 106,67 89.23 118.27 113.11 
2.99E-05 l .54E-06 0.195 0.0210 7.20 9,13 21.36 27 .21 101.69 116.86 106,51 J07,18 
2.70E-05 I.36E-06 0,069 0.0092 2.06 2.11 7 .16 6·91 34.20 31.53 58,10 51.82 
2.70E-05 l .35E-06 0.067 0,0097 2.07 2.06 6.70 9.00 19.97 11.54 53,78 51.03 
2.69E-05 J ,36E-06 0.065 0,0098 1.91 1.87 4.91 5.24 12.16 11.79 14.09 14.65 
2.69E-05 I .37E-06 0.069 0,0094 1.92 1.94 5.51 9.31 37.15 44.01 24,47 25.39 
2.86E-05 I .42E-06 0.114 D.0125 3.51 3.87 15.40 19.64 92.07 90.03 94.39 104.45 
3.0IE-05 I .45E-06 o .141 0.0021 6.07 6.60 20.25 31.72 112.69 90.75 111.69 113,74 
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TABLA B • (Con ti nuac 1 ón> 

CRITERIO D E S P L A Z A H 1 E N T O HEDIOCcml C.V. D E S P L A Z AH 1 E N T O W 
DE SUPER 41 PISO 1 1 PISO 2 1 PISO 3 PISO 1 1 PISO 2 1 PISO 3 
POSICION so y 1 z • 1 y 1 z 1 y 1 z y 1 z 1 y 1 z 1 y 1 1 

KI 3.72E-05 2.04E-06 o .084 0.0100 2.17 2.11 4.64 4.59 4.79 4.71 2.95 3.01 
K2 3.72E-D5 2.04E-06 0.084 0.0100 2.17 2.11 4.74 4,87 5.06 4.BB 3.09 3.15 
K3 3.72E-05 2.04E-06 0.083 0.0100 2.17 2.11 4.64 4,50 4,69 4.66 2.95 3.01 
K4 3.69E-D5 2.52E-06 0.069 o .0097 3.49 3.36 4.27 4.25 4.47 4.35 3.71 3.78 
HI 3.B!E-DS 2.07E-06 0.134 0.0134 3.91 4.49 13.96 18.35 108.16 87.58 121.34 116.37 

PRCl11 HZ 3.97E-D5 2.17E-05 0.221 0.0223 7,73 B.74 20.42 26,88 105.46 120.57 109.0B 110.21 
H3 3.72E-05 2.04E-06 0.084 0.0104 2.22 2.25 7.10 6.82 31.78 30.24 47.98 52.86 
H4 3.74E-05 2.04E-06 0,084 0.0101 2.24 2.21 6.69 6.00 18.93 11.49 48.53 46.70 
H5 3. 72E-05 2,04E-06 0.083 0.0102 2.17 2.13 4.92 5.11 11.86 11.85 13.87 14.38 
H6 3,71E-05 2.04E-06 o.aes 0.0104 2.15 2.17 5.72 7 .90 35.07 39.46 23.67 24.20 
TI 3.B5E-05 2,0SE-05 o .127 0.0130 3.64 4.02 14.89 19.69 89.50 BB.23 94,34 106.45 
12 3,99E-05 2.04E-06 D.160 0.0218 6.45 7.04 19.39 30.99 115,08 91.n 115.12 117.24 

KI 2.33E-05 l.19E-06 0,057 0.0074 1.62 1.58 4.63 4.58 4.79 4.74 4.78 4.74 
K2 2,33E-05 1.19E-06 0.057 0.0074 1.62 1.58 4.70 4.BO 5.02 4.94 3,00 3.06 
K3- 2.34E-05 l.19E-06 0.056 0.0074 1.62 1.58 4.64 4.50 4.69 4,66 2.95 3.01 
K4 2.32E-05 l.4BE-06 0.046 0;0072 2.60 2.51 4.27 4.24 4.46 4.38 3.71 3.78 
HI 2,44E-05 l.24E-06 0.102 0.0109 3.19 3.68 14 .05 1 B.89 106.63 89,16 118.08 112.93 

PRCl12 H2 2,58E-05 l.33E-06 0.167 0.0179 6.15 6.94 21.17 27.14 101.79 116.81 107.05 106.39 
H3 2.34E-05 l,19E-06 0.059 0.0079 1.76 1.81 7.16 6.86 33.91 31.43 51.92 58.25 
H4 2.35E-05 l.19E-06 0.058 0.0075 1.78 1.76 6.73 6,00 19.70 11.52 53.92 51.15 
H5 2,34E-05 l,19E-06 0.057 0.0076 1.64 1.61 4.91 5.18 12.08 11.78 14.05 14.62 
H6 2,34E-05 1,20E-06 0.060 0.0002 1.64 1.66 5.54 B.16 36.BB 43.90 24.46 25.36 
TI 2.48E-05 l.23E-06 0,098 0.0107 3.oo 3.31 15.33 19.63 91.82 89.87 . 94.38 104.35 
12 2.60E-05 l.26E-06 0.122 o .0179 5.20. 5.64 20.15 31.63 112.71 90.69 111.51 113.58 

KI 2.87E-05 l .47E-06 0.055 0.0063 1.75 1.70 4.64 4.59 4.78 4,73 3.00 3.00 
K2 2.B8E-05 l.4BE-06 0.055 0.0064 1.75 1.70 4.75 4.82 4.96 4.87 3.02 3.02 
K3 2.BBE-05 l.47E-06 0,055 0.0063 1.74 1. 70 4.64 4,50 4.69 4.66 3.01 3.01 
K4 2.B6E-05 l.B2E-06 0.045 0.0061 2.01 2.71 4.27 4.25 4.44 4.36 3.78 3.78 
HI 2.95E-05 1.49E-06 0.092 0.0092 3,11 3.57 13.30 17.34 107.37 BB.96 121.89 116.87 

IJ1 H2 3.09E-05 l,56E-06 o .151 0.0151 6.17 6.97 19.71 25.69 104.05 117 .26 109.48 110.66 
H3 2.BBE-05 l .47E-06 0.056 0.0068 1.77 1.7' 6.79 7.02 32.41 31.16 47.52 52.14 
H4 2.B9E-OS l .47E-06 0.055 0.0064 1.79 1.77 6.56 6.12 19.01 11.48 47.89 46.13 
HS 2.BBE-05 1.47E-06 0,055 0.0065 1,75 1.71 4.87 5.03 11.BB 11.77 13.86 14.35 
H6 2.BBE-05 l.46E-06 0.056 o .0068 1.73 1.74 5.49 7.17 35.61 43.32 23.59 24.03 
TI 3.00E-05 l.49E-06 o.osa 0.0898 2.89 3.19 14.32 19.0I 90.23 89,80 94.36 106.73 
T2 3,08E-05 l.47E-06 o .109 0.0150 5.14 5.60 IB.75 28,98 113.87 90.78 115.73 117.80 
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TABLA B • <Continuación> 

CRITERIO DESPLAZAHIENTO H E D 1 O (cmi C.V. D E S P L A Z A H 1 E N T O <r.> 
DE SUPER CA PISO 1 1 PISO 2 1 PISO 3 PISO 1 1 PISO 2 1 PISO 3 
POSICllÑ sii y 1 z 1 y 1 Z i.Y 1 z y 1 z 1 y 1 z 1 y 1 z 

KI 2.BIE-OS 1. 39E-06 o.oss 0.0063 l.7S 1.70 4,63 4.SB 4.78 4,73 2.9S 3.00 
K2 2.BIE-OS l .3BE-06 o.oss 0.0064 1.7S 1.70 4.73 4.80 4,96 4.87 2.97 3.03 
K3 2.BIE-OS l .40E-06 o.oss 0.0063 l.7S 1.70 4.64 4.SO 4.69 4.66 2.96 3.01 
K4 2.79E-OS l.73E-06 0,04S o .0061 2.81 2.71 4.27 4.24 4.44 4.36 3,71 3.78 
HI 2.B7E-OS l .42E-06 0.092 0.0092 3.ll 3.S7 13.80 17.15 107.38 88.95 121.89 ll6.BB 

Tfl1 H2 2.99E-OS l .49E-06 o .151 o ,0151 6.17 6.97 20 .22 2S.26 104.06 117 .2s 109.47 ll0.66 
H3 2.BIE-OS l.39E-06 O.OS6 0.0067 1.77 1.79 6.98 6.92 32.41 31.16 47.52 52.15 
H4 2.B3E-OS l .40E-06 o.oss 0.0064 1.79 1.77 6.67 6.09 19.07 ll .48 47.89 46.13 
HS 2.BIE-05 l.40E-06 o.oss o.006S 1.75 1.71 4.9o s.02 11.BB ll .77 13.86 14,BS 
H6 2.SIE-05 l .49E-06 O.OS6 0.0068 1.73 1.74 S.S4 7.09 3S.62 43.22 23.60 24.03 
TI 2.92E-05 1.42E-06 o.ose 0.0898 2.89 3.19 14.83 18.73 90.23 89.80 106.74 94.36 
T2 3.0IE-05 l. 40E-06 0,109 O ,O!SD S.14 5.61 19.46 28.S9 113.BS 90.77 llS,72 ll7 .so 

KI 2.BSE-OS l.49E-06 0.060 0.0073 1.78 1.73 4.66 4.60 4.80 4,74 2.98 3.03 
K2 2.BSE-OS l .SOE-06 0.060 0.0073 1.78 1.73 4.76 4.84 5.03 4.78 3.01 3,07 
K3 2.B6E-OS l .SDE-06 0.060 0.0073 1.78 1.73 4.66 4.S2 4.71 4.67 2.98 3,04 
K4 2.B4E-OS l .BSE-06 o.oso 0.0071 2.86 2.75 4.29 4.26 4.48 . 4,37 3.73 3.80 
MI 2.93E-OS l .52E-06 0.097 0.0100 3.IS 3.62 13.47 17.87 107,BB 07.64 122.07 117 .10 

OSH H2 3.06E-OS l .61E-06 0,161 0.0165 6.2S 7.06 19 .88 26.20 IOS,15 ll9.19 109.62 ll0.82 
H3 2.BSE-OS l .49E-06 0.061 0.0076 1.79 1.02 6.88 6,95 31.79 30.17 47.35 51.90 
H4 2.B7E-05 l .49E-06 0,060 0.0074 1.81 1.79 6,61 6.09 IB.86 11.48 47.65 4S.93 
HS 2.B6E-OS l .49E-06 0,060 0.0074 1.77 1.74 4.90 s.oo 11.86 ll .82 13.86 14.35 
H6 2.BSE-OS l.49E-06 0,061 o ,0076 1.76 1.77 5.53 7 .so 3S.IB 40.61 23.57 23.99 
TI 2.97E·05 1.52E-06 0.093 0.0097 2.93 3.23 14.48 19.32 89,52 BB.33 94.37 106.87 
T2 3.06E-05 l .51E-06 0,116 0.0162 s.21 5.68 IB.99 30,04 114.SB 91.S2 115.90 117.99 

KI l .3SE·05 l.07E-06 0.059 0.0068 0.82 1.68 4.60 4.57 4,80 4.74 2.85 3,03 
K2 l .35E-05 l.OBE-06 0.059 0.0068 0.02 1.69 4.77 4.71 5,03 4.92 3.01 3.07 
K3 l.35E·05 1.07E-06 0,059 0.0068' 0.82 1.69 4,61 4.50 4.70 4.66 2.85 3.04 
K4 l .34E-05 l .33E-06 0.048 0.0066 1.32 2.68 4.23 4.22 4.47 4,37 3.64 3.80 
HI l.45E-05 l .llE-06 0,086 0.0092 2.74 2.78 12.17 19.14 87.60 83.05 141.64 88,87 

coc H2 l .57E-05 l.21E-06 0,127 0.0142 5.BB 4.52 20,05 27.27 88,51 109.69 116.68 90.67 
H3 l .36E-05 l .07E-06 0.059 0.0072 1.09 1.77 6.20 6.95 31.90 30.40 65.76 50,57 
H4 l.36E-05 1.07E-06 O.OS9 0.0069 1.10 l.7S s.ss 6.04 18,89 11.51 73.84 45.59 
HS l ,35E-05 l.07E-06 0,059 0.0070 o.es 1.70 4.82 5.14 11.87 11.so 14.92 14.36 
H6 l .36E-05 l.OSE-06 0,060 0.0072 0.89 1.72 6.26 7 .94 35,27 41.62 28.94 24.07 
TI l.47E-05 1.IOE-06 0.084 0.0090 2.53 2.57 13.44 19.99 78.37 84.66 112.84 83.86 
T2 1.56E-05 l .14E-06 0.096 0.0140 4.86 3.89 20.04 32,36 98.14 os.so 124.58 93.82 
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Fig. 21. Desplazamientos de la estructura, caso T1. 
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