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l. INTRODUCCION 

La. construcci6n de. silos con hoja.a de lámina. delgada. para el 
almacenllllliento de granos, ha proliferado debido ha. su be.jo co~ 
to de construcci6n y gran oapacida.d de almacenaje si se ~es 
compara con sil.os de' concreto, su forma más común consiste en 
un r'eoipiente cilíndrico y una tapa o6nioa trunca.da. en se ex
tremo superior, dejando una. abertura por la. cudl. se ll.eva a C_!! 

bo el. proceso de al.ma.cenllllliento del grano. 

En silos de este tipo construidos en la ciudad de Tampico 
Tamps., hay inforaes recientes que muestran da.iios ocasiona.aos 
por la fuerza del viento, aún con velocidades del V·iente inte
riores a las qua podrían presentarse en zonas costeras, como 
l.a que. ee •enciona. 

Este problema despert6 el interés por conoce~ l.cs procedimien
tos empleados para el análisis de estas estructuras ante el. 
efecto del. viento, e intentar mejorarlos iesa.rrollanio una te_!< 
nología propia adecuada a las necesidades &e nuestro país. 

Las presiones y fuerzas de fricci6n generadas por el. grano 
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sobre la.a paredes dol recipiente, cuando éste ee encuentra alma 
cenado y cuando el grano fluye durante el proceso de vaciado, 
han e ido estudiados por Ravcnet ( re:r: 1) y han resulta.do ser 
significativos, pero cuando el silo se encuentra vacío, el efe~ 
to del viento resulta ser más importante que dichas acciones; 
el análisis por vionto de estos oilos lo han realizado Jerath 
y Boreei (ref 12) 1 quienes plantearon las ecuaoionos diferen
cia.lee parciales de equilibrio, tanto de la lámina c6nica como 
de la cilíndrica; las condiciones de frontera naturales :rueron 
obtenidas empleando los principios de energía potencial mínima; 
para faoili tar la ooluoi6n del problema, la distribuoi6n de 
presión del viento sobre la superficie de la lámina cilíndrica. 
la consideraron· como un desarrollo de serie do Fourier, con 
seis términos. de la serie y empleando ésta misma distribuci6n 
de presiones para la lámina c6nica. 

Esta reprosentaci6n de las cargas externas mediante serie de 
Fourier, permite transformar las ecuaciones dii'e.renciales PªE 
cía.les de equilibrio y de frontera, en ecuaciones difereRoia
les ordinarias, auya solución llevaron a cabo con un m&todo 
aprox·imado 1 consistente en particionar el dominio de la fun
ción en intervalos y aproximarla mediante un polinomio cúbico, 
la integral. del error en un subintervalo se iguala a cero y 

aunque ne• se elimina el error punto a punto, el prooedimiente 
permite reducirlo libremente, dependiendo del número de inter
valos elegidos en la solución •. 

En este trabajo se demuestra que en la representación de la 
distribución de presiones en el cilindro no son suticientee 
seis t~rminos de la serie, pues si bien resulta adecuadamente 
representada en la zona de barlovento, no lo es en la zona de 
sotavento. Por otra parte la distribución de presión del 
viento en la tapa cónica es totalmente diferente a la del ci
lindro, coneiderandoee que la solución obtenida por Jerath y 
Doreai introduce un error :Unportante al establecer el sistema 



3 

de cargas en la soluci6n del problema. 

Se ha determinado que oon dooe tér1ninos de la serio de Fourier 
se logra representar en forma precisa la variaci6n de la pre
si6n alrededor del cilindro; con este criterio y con la ?bten
oi6n de los coeficientes de presiones correctos en la tapa c6-
nica, se optimará la soluci6n obtenida hasta el momento con lo 
oual se puada evitar la falla de este tipo de estructuras. 

Para determinar los coeficientes de presi6n en la tapa c6nioa, 
se realizaron pruebas en túnel de viento de modelos represent_!· 
tivos de silos reales, que permitirán a su vez verificar la 
distribuoi6n de presiones en el ouerpo oilínllrioo. 
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2. DESCRIPCION GEOMETRICA DE LOS SILOS Y PROPIEDADES DE LA 
LAMINA 

2.1 ASPECTOS GENERALES 

Los silos en estudio están formados por un recipiente cilínir1 
co y una tapa en :rorma de cono truncaio provisto de un anillo 
ie acero en su extremo superior, por cuyo orificio se lleva a 
cabo el proceso ie almacenamiento del grano (!otogratíae 1,2,3). 

Loe silos se construyen con láminae de acero galvanizaio con 
corrugacionee semicirculares colocibidolas ie tal :rorma que la 
corrugaci6n queda en sentido circunferencial (totogratíae 31 4). 

Para este tipo de 14.minaa, aún cuando están tnbricadaa con un 
material isotr6pico 1 es válido considerar que tienen un compor 
tamiento ortotr6pioo debido a la corrugaoi6n de las hojas. 

Las relaciones constitutivas para láminas cilindricas oonstru_! 
•·aa con este tipo ie hojas tueron determinadas experimentallllea 
"'8 (ret 2) y son !unciones de· las dill.ensionea de la corruga-
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ci6n de la lámina y su espesor.multiplicadas por las reopecti
vas relaciones constitutivas correspondientes a una lámina iB2. 
tr6pica. En este análisis se considera a:L cuerpo cilíndrico 
ortotr6pico y a la tapa c6nics,isotr6pica. La condioion · de 

· sujeción en la base es por medio de anclas· '.que p:mni ten el giro 
l.ibre de la lámina, por lo que se han considerado las condioi_2 

"nes da frontera correspondientes a una articulaci6n en todo el. 
perímetro. En eL extremo superior deL silo 1.as deformaciones 
de la 1.ámina deberán ser compatibles con las deformaciones del 
anil.1.o de• acero al. cual se enouentra unida. 

2.2 LAMINA ORTOTROPICA IDEAL 

Para el. caso de una 1.ámina ortotr6pics ideal., el. material. tie
ne tres planos de simetría con respecto a sus propiedades elá.J:! 
tioas, esos pl.anos son los planos coordenados x, a, y z. 

La rel.aci6n entre 1.as co.mponentes de esfuerzo y deformación, 
para el caso de esfuerzos planos en los planos x y e, está 
dada por la exprsi6n: 

irx El. Eµ o Ex 
Qé Eµ. E2 o E.e 
7:xe o o G Exa ( 2, 1.) 

En la que: · 

El =- Ex 
1-¡tl/t¿ 

E2 = E;¡: 
1-pl.~ 

E =ff1E2 =).l2E1 -- (2.2) 

Los elementos mecánicos obtenidos por la integraci6n de 1.os 
esfuerzes dados por la ec l. a traves del espesor·t~ quedau 
expresados en funci6n'de las siguientes propiedades mecánicas: 
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Dx =E1 t Bx = El t3 

12 

De, = E2 t. Be 
E 11,3 

= 1 
12 

D¡<1- = EJL t; B¡¿ = EJl t3 
12 

Dxa = G t. Bxa = G t3 (2.3) 
6 

2.3 PROPIEDADES DE UNA LltMINA CILINDRICA CORRUGADA 

Una lámina cilíndrica corrugada hecha oon hojas de aoero pue
de tratarae,como ya se ha mencionado, considerándola como un 
material ortotr6pioa y sus propiedades mecánicaa,obtenidas 
experimentalmente, son las siguientes (re:r 2): 

D = Et (.,) Bx = E t3 ( ~) X 6(1 ¡ll2) 12(1¡<L2) 

D9 = E t ( i'.) B9 = 0.522 E 1; :r2 

D a= E t ( c) 
X 2(1t11-) L 

B = R t 3 
x0 12(1+µ) ( ~) --- (2.4) 

Loe et'ectos de las relaciones de Poiaeon,,ll-2Ex' y !L:J.Ey BH. 

aeapreciablee y no tienen int'luencia en las propiedades :meoáni
oae ele las hojas, por lo tanto se considera que Djl = B¡t e O. 
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3. DETERMINACION DE LAS FUERZAS DEL VIENTO 

3.1 PRUEBAS EN TONEL DEL VIENTO 

La presi6n que la fuerza del viento ejerce sobre una ouperfi
oie ee detel'lllina con la expresi6n: 

p = l ec v2 --- (3.1) 2 p 

En ionie: 

e = Deneiiai iel aire. 
Cp= Coeficiente adilleneional ie.pre•i6n o eucci6n. 
V = Velooiiai ie iieefio iel viento en kll/hr. 
P = Preei6n o eucci6n en kg/m2, aotuanio normal a la. •uperfi

oie ie contacto. 

La preei6n ie iieeno en cualquier punto ie una euper!ioie ie
penie ie la v.ariaci6n iel CP en ella. 

·Para obtener loe valoree de loe coeficientes ie preei6n en loe 
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silos, ea realizaron pruebas en el túnel del viento en cinco 
lDOdelos de lámina delgada a escala; el cuerpo oilíndrico era 
de 60 cm de diámetro por 3:l cm de altura; las tapas del modelo 
ae tueron cambiand~ siendo las cuatro prineras 
con ángulos de inclinaci6n de su generatri& de 
10º; la Última tapa tué plana, 

de torma c6nica,. 
~o·, 30º, 2o", y 

Se instrumentaron.cuatro líneas correspondientes a Ó, go", 180° 
y 270°; cada línea ee inatrument6 con trece estaciones en la ~ 
neratriz iel oono y ocho estaciones a lo largo de la altura 
del cilindro,todae simétricamente distribuidas, siendo ochenta 
y cuatro puntos de medici6n,más un punto adicional en el vértj. 
oe del cono. 

En cada uno de los puntos 
bre de 20 lllll1 ie largo· y 

de medici6n se tiene un tubo de oo-
3 mm de diámetro conectado por medio 

de una manguera a un tubo de vidrio conteniendo agua coloreada 
hasta un cierto nivel, 

El viento ee generado por un ventilador de madera conectado a 
un motor de 75 HP, que genera una corriente de aire con velo~ 
cidadee en la sona de prueba hasta de 150 klll/hr. La seooi6n 
de prueba es ie torma prismática, de dimensiones o.80xl.l5xl.75 
m, construida de madera. El modelo se coloca sobre una de las 
pareiee vertioalea de la aeooi6n de prueba. 

Cuanio la corriente de aire llega a los tubos de meiioi6n, una 
disminuoi6n o aumento en el nivel de agua en loa oorreeponiie~ 
tes tubos i• vidrio, en el tablero de medici6n,indioa el valor 
ie la presi6n o succi6n generada por la corriente de aire. 

La obtenci6n ie los valores ie loe diferentes Clllllbios ie nivel 
en loe tubos de agua, ae baoe por medio ie totogratíae tomaias 
en el momento en que se estabilisa el !lujo ie aire, 
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Girando el modelo a cada l5ºy tomando fotografías en posicio
nes de rf a 75º1 ae obtienen lecturas para cada tubo instru
mentado de o• a 360º. La velocid.ad del viento generali.a en 
las pruebas realizadas fué de 150 km/hr, así por ejemplo, p¡¡,ra 
una disminuci6n del nivel de agua de 5 cm en un tubo de medi
ci6n y para un incremento de 9 cm en el nivel de agua en otro, 
loe correapondientea coe!icienteo de presi6n son loe siguien
tes: 

p = l ~e v2 = l {O.Oll)C (150) 2 = 123.BC r P r P P 
kg/m.2 

Para h = 5 cm P =Y h = (1000 ~)(0.05m) = 50 ~ 

e = 50 = o.~o· 
p 123.8 

Para h = -9 cm P = -(1000 ~)(o.09m) = 90 ~ 

o = - 90 = -0.72 
p 123.8 

Loe coe!icientee de preei6n obtenidos para uno do los moielos, 
se muestran en la tabla 3.1; la variaci6n de estos coeficien
tes ae presi6n en la parte media del cilindro y en la parte m~ 
dia del cono ee·muestran gráficamente en las !ige 3.1 y 3.2 • 

3. 2 SERIE DE FOURIE!t PARA Cp 

Es indispensable contar con una expresi6n matemática que permi 
. -

ta obtener la variaci6n del coeficiente de preei6n Cp alreie~ 
dor del per!metro del oiliniro y de las secciones del cono, &~ 
to se puede lograr mediante su iesarrollo en serie ie Pourier 
iel tipo: 

'//• cD 

CP = :[ ~ oos ne 
-rr=O 

--- (3.2) 
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Rish (re! 3), ha propuesto seis términos de la serio para re
presentar la variaoi6n de Cp' Toshio (re!· 4), eetableci6 
que era necesario considerar diecinueve términos de la serie 
para obtener la variaci6n del coeficiente de presi6n en la ciE 
cunt'erencia· del cilindro. 

En la tabla 3.2, se muestran los valores del coeficiente de 
preei6n CP para un cilindro con relaci6n de esbeltez H/D= l 
a cada cinco grados, y loe valoree correspondientes obtenidos 
oon series de Fourier con di!erente nÚJnero de términos del 
tipo 3, 2, considerando cinco, seis, doce, ·y dieciocho térmi
no a ie la serie respectivamente. En la tabla 3,3, se indican 
loe coe!ioientee de Fourier de cada una de las series mencicn_! 
iaa. 

Se puede observar de la tabla 3,2, que la soluci6n para el co~ 
!iciente de.presi6n para seis términos de la serie de Fourier 
tiene un error máximo iel 54%, mientras que la obtenida con d.!!_ 
ce términos tiene un error ~áximo del 2.7% y el error máximo 
para iieciocho términos es de 2.2%. Los errores promedio obte
niioe para seis, doce y iieciooho términos de la serie ie Fou
rier son 8.7%, 0.49%, y 0.40% respectivamente. 

La eoluoi6n con seis términos, tiene un porcentaje de error de
masiado grande por lo que no ee considera adecuada. La eolu
oi6n con doce y dieciocho términos eon prácticamente iguales 
y no ee justifica emplear máe de doce términos ie la serie; por -
lo tanto, la presi6n que el viento ejerce en cualquier punto 
iel silo se pueie obtener con la siguiente expreei6n: 

n=JJ 

P = o.oas50Pv2
; cp=~ncos nG 

'fl •o 

En este análisis, para cada modelo, ee han considerado los coe
!ioientes ie la serie ie Pourier que representan la.variaoi6n 
ie Cp a la mitad del oiliniro y en trece eeccienee iel cono. 
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4. METODO DE SOLUCION DE LA ESTJtUCTURA 

4.1 PLANTEAMIENTO 

Para el an~lisis de los silos es necesario obtener las ecuacio
nes ie equilibrio ie la 16.mina c6nica isotr6pica, y lae corres
pondientes a la 16.lllina cilíndrica ortotr6pi~a i~l recipiente. 

Las coniiciones ie frontera que deben prevalece~ tanto en la 
uni6n ie la tapa c6nica y el cuerpo cilíndrico, como en la . 
uni6n del anillo metálico y el extremo superior del cono, se pu~ 
ien ieterminar con el principio de energía potencial mínima. 

Este grupo ie ecuaciones, junte con las ecuaciones ie equilibrio 
se resuelven numéricamente empleanio el método de subiominioe. 

Las coordenadas ie referencia son x, e, y s; longituiinal, cir
cunterencial y radial respectivamente, las componentes is iee
plasamiento ie la superficie media de la lámina en las iireoci_! 
nea x, e, s son u, v, y w respectivamente (fig 4.1). Las 
expresiones para valuar de!or11aoionee, ele~entoe mecánicos y 

las ecuaciones ie equilibrio para una lámina curvilínea, se pu.! 
ien expresar en !unci6n ie coordenadas de superficie. 
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4,2 SUPERFICIES 

Loa conceptos básicos de oo~rdenadas de super!icie son l.oa si
guientes: 

Una auper!icie ae de!ine por ecuaciones del. tipo: 

X = !(x,y) Y = g(x,y) Z = h(x,y) ( 4,l.) 

En donde (X, Y,Z) eon ooorienadas rectangulares y (x,y) son pa
riS.metros l.l.amadoe coordenadas de super!icie (!ig 4,2). 

Si i, j, k, aon vectores unitarios a lo l.argo de l.oa ejes X, Y, 
Z, el. punto (X, Y, Z) se localiza por el vector: 

r =Xi+ Yj + Zk = ~(x,y)i +g(x,y)j + h(x,y)k 

Una l.ínea en l.a auper!icie en la que s6l.o x o-y varien, ee l.la
ma l.inea coordenada en x o linea coordenada en y reepeoti"V,! 
mente, por lo tanto: 

ir= ~r dx + dr dy =.rx ix + ry iy 
ax· TY 

Loa vectore• rx = or y ry = ~r son tangentes al.as l.íneas 
oooraenadas .x, y,ªxrespectivam~~te. Lea D6dul.oa ie l.oa vect.! 
res rx y ry serán A y B respectivamente y ae obtienen 
con l.aa siguientes expresiones: 

A2=lr:l= 

B2=1 ryl = 

rx· rx = (:;)2+ (~)2+ (:*)2 
- - 2 r ·r =(~X)+ 

y y r ay (~~)2+ (~;)2 ( 4, 4b) 
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El vector unitario norinnl a la superficie es: 

(.\.. 5) 

Los valoree extremos de las curvaturas de, planos nornales a las 
secciones transversales de la superficie en cualquier punto son: 

.! = - e. l = - _g ( 4,6) 
rl :¡• r B' 2 

XXX Yxx zxx xYY yyy zyy. 
Donie: e = l· XX Yx 

Ali. 
xy yy 

.:En ionie, loa índices x,y 
coordenadas de .superficie 
ea cenocen como curvaturas 

zx g = l XX Yx zx 
'Ili 

zy xy yy zy 

( 4, 7) 

iniican derivadas con respecto 
x,y. Laa cantiiadee l/r1 y 
principales. 

a laa 
l/r2 

Si laa líneas de curvatura principal son lineas coordenadas, 
esto ea ai r . r = o, entonce11: 

X y. 

( 4.8) 

4,3 COOFIDENADAS DE LAMINA 

La superficie meiia ie una lihiina se pueie iefinir por: 

X = :t(x,y) Y = g(x,y) z = h(x,y) 

Donde (X, Y, Z) son coorienadas rectangul.ares y (x,y) son 
coorienadas ie superficie. La iietancia normal a la superficie 
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media se indica por ±•· Cualquier conjunto de valores (x,y,s} 
le corresponde un punto en la superficie de la lámina. Por io 
tanto (x,y,s) son coordenadas curvilíneas 
lea llama coordenadas de lámina. 

Si el vector de posici6n de un punto en la 
r y el vector de posici6n correspondiente 
distancia z de. la superficie media ea ñ: 

- - -ll=r+n• 

Derivando: 

en el espacio, y se 

superf ioie media es 
de un punto a una 
(fig ~.3), entonces: 

lly = ry + nys 

- - -Ity = <1 + _!)rY 11.. = n 
r2 

La distancia ds entre dos puntos de la lámina sería: 

c1s
2 

=(l + ....!)2
rxrxdx

2 
+ ( l + ....!)2

ry· ryay
2 

+ ñ·ñt.2 

rl r2 

En donlie: 

is
2 

=(l + r~) 2 A
2
dx

2 
+ (1 + r~2 

B
2
dy

2 
+ aa2 

ds2 =o<.2 ix2 +/3 2 dy2 + y2 cJ.s2 

d.= A(l + _!) 
rl 

Y=l --(4.9) 

Conocilios los parámetros A, B, l/r1 , l/r2 , o<. y J3 de las' 
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coordenadas de lámina para una lámina curvilínea cualquiera, las 
deformaciones, elementos mecánicos y ecuaciones de equilibrio se 
pueden determinar de la siguiente manera. 

4.4 · DEFORMACIONES DE LAMINAS CURVILINEAS 

Mediante la hip6tesis de Kirchhoff,Jde que las líneas normales a 
la superficie media permanecen rectas· y normales después de la 
deformaci6n y despreciando términos de segundo orden, las defor
maciones unitarias de·una lámina curvilínea en funci6n de los 
desplazamientos u, v, w de, la superficie media según las dire~ 
cciones de los ejes coordenados son (ref 5): 

En donde: 

+~+...!!. 
A B r 1 

e = 3L y B 
+ uBX + W 

A1l r 2 
V u Au Bv. 

e = ...2!: + .J. - _;¡__ - ....z_ 
xy A B A B A B 

k = 
X 

k = y 

_ .!.. ..a..( wx')- AY wy 
A ax A AB" 

- Bx wx· - 1 a (~) 
A'" B F ay B 

( 4.lOa) 

( 4.lOb) 

( 4. lOc) 

(4.lla) 

(4.llb) 

(4.llc) 

(4.lld) 

(4.lle) 

lr:x = _2_ (Av wx + Bx wy - wxy\ --- (4.llf) 
y AB A B ) 
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Los subíndices x,y, en 1.os miembros derechos de 1.aa ecuacio
nes, indican derivadas con respecto a 1.as coordenadas de 1.ámina. 

4,5 ELE!4ENTOS MECANICOS DE LAMINAS CURVILINEAS 

Integrando 1.os esfuerzos existentes en 1.a 1.ámina a traves del. 
espesor t, se obtienen 1.os elementos mecánicos en cual.quier s~ 
coi6n transversal. por medio de 1.as siguientes expresiones: 

j_t/2 Ux(l. + 2)dz N -
X -t/2 . r2 

(4.1.2a) 

. jt/2 cry(l. + 2)dz N· -
y -t/2 rl. 

(4.1.2b) 

lt/2 ~y(l. + 2)dz N -
xy- t/2 r2 

(4.1.2c) 

it/2 l:xy(l. + z)dz N = 
yx t/2 rl. 

(4.12d) 

{t/2 bxz(l. + 2)dz Q -
X t/2 r2 

(4.1.2e) 

{t/2 Cyz(l. + 2)dz Q -
y t/2 rl. 

(4.12f) 

f_.t/2 zoX(l. + _¿)dz JI! -
X t/2 r2 

( 4.1.2g) 

=lt/2 z llYci + 2)dz M -
y t/2 rl. 

(4.1.2h) 

f_.t/2 z &xy(l. + 2)dz lil,cy= t/2 r2 
(4.1.2i) 
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j t/2 
M = z 

yx -t/2 
(4.12j) 

4.6 ECUACIONES DE EQUILIBRIO DE UNA LAJ.!INA CURVILINEA 

Del equilibrio de fuerzas de. un diferencial de lámina, se ob
tienen las siguientes ecuaciones de equilibrio, los sentidos 
positivos para fuerzas y momentos se muestran en la fig 4.4. 

.Q.(B Qx) 
é)X 

+ J_(A Qy) 
o Y 

..ª-.(B r4x) + .l_(A Myx> 
()X o Y 

.l_(B Mxy) + o (A M ) 
3y y é)X 

' 

AB P =O 
X 

--- . ( 4.13a) 

+ AB Qy + AB p =O 
r y 

2 (4.13b) 

+ A B Nx - A B N + AB Pz = o 
- - y rl r2 

(4.13c) 

+ CJA lúxy - oB llly - AB Qx = o 
o Y ax 

( 4.13d) 

+ oB Myx - oA Mx - AB Q = o y 
i>X o Y 

( 4.14 ) 

Con las expresiones anteriores ea posible plantear las ecuacio
nes de equilibrio que gobiernan el comportamiento de un difere!! 
cial de lámina curvilínea. Para el problema en cuesti6n, proa_!! 
daremos a particularizar esas ecuaciones para el caso de una l~ 
mina cilíndrica ortotr6pica y para una lámina c6nica iaotr6pica. 

4.7 LAMINA CILillDRICA ORTOTROPICA 

Para una lámina ortotr6pica ideal, las relaciones esfuerzo de
formaci6n están dadas por la ec. (2.l) y para·una superficie 



l.8 

cil.Índrioa, l.as coordenadas de: l.ámina son x, . l.a l.ongi tud a l.o 
l.argo del. meridicno y e, el. ángu1o del. meridiano (fig 4,5), 

Así l.aa coordenadas rectangu1ares X, Y, Z expresadas en fll;!!; 
ci6n de las coordenadas de lámina anteriores serán: 

X= x. 
Y= - a Coa 0 

Z = a Coa 0 (4.l.5) 

Donde: a = Radio del. cilindro. 

Aplicando l.as ecs 4,4, 4.6, y 4,7 al.as ecs 4.l.5 se, obtiene: 

A = l. 
B: = a 

l./rl. = o 
l/~2 = - l./a ( 4,l.fr) 

El. signo menos de l./r2 se debe a que el. c·entro de curvatura 
de. r 2 está del. l.ado positivo del plano tangente a n. Sustit.!! 
yendo l.os valores anteriores y las respectivas derivadas de A 
y B con respecto a las coordenadas de l.ámina x, e en las ecu.!!: 
cienes 4,ll. éstas quedan como sigue: 

ex = u kx = wxx X 

ea = V9 -w ka = wee 
a a -y 

a 

axe =~ - Vx f'xe= 2wxe (4.li.7) 
a 

Los subíndices x,e en l.os miembros derechos de las ecuaciones 
indican derivadas con respecto a l.aa coordenadas de l.4mina x, e. 
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A~ considerar las deformacionee ~e. membrana, haciendo Ex= ex' 
· Ee = ªe y Exe = ªxe; mediante la sustituoi6n de la eo. 3.14 

en. las eos. 4.l2a, 4.l2b, y 4.l2o, después de integrar se ob
tiene: 

Nx = E t u + E,,t ( v - w) (4.18a) l X -- 0 a 

Ne = E,.,t ux + E2t (v0 - w) ( 4.18b) 
a 

N 9 = Gt(ue + 
X - a 

vx) (4.180) 

Nax = Gt(ue + 
a 

vx) ( 4.18d) 

Considerando las deformaciones por· flexión como E.X = z k , 
E E X e, = z ka• y x9 = z kxe; eueti tuyendo la eo, 2.l en las 
aes. 4.l2g, 4.l2h, 4.l2i, deepuás de integrar se obtiene: 

~ = - ~(E1 wxx + E_.,~) ( 4.18e) 
a 

Me, = - t3(E,., wxx + E2 Wea) ( 4.l8f) 
ü 7 

Mxa = - G t3 wxa (4.l8g) . --¡;- --¡-

Max = - G. 11-3 wxe ( 4.l8h) 
~a-

Mediante las relaciones 2.3, las ecs. 4.18 finalmente quedan: 

= D u + D_.¿(v
9 

-w) 
X X -a. 

(4.l9a) 

=D..., u + DB(v9 - w) 
X -a 

(4.l9b) 

( 4,19d) 
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( 4.J.9f) 

Las ecs. 4.J.9, son J.as fuerzas de membrana y momentos flexiona_!! 
tes de. un elemento diferencia]. de lámina cilíndrica ortotr6pica, 
en funci6n de. ].os desplazamientos u, v, w de J.a superficie m~ 
dia de J.a lámina. 

Las ecuaciones de e~uilibrio para esta lámina se obtienen sustJ: 
tuyendo las ecs. 4.16 y las correspondientes derivadas de A y 
de B en las aes. 4.13, ástas se reducen a las siguientes ex-
presiones: 

a éJ N 
~X 

+ tJ N . ;ro ex +a px = o 

a 2. Nxa + .l.. Na - Qe + 
ax ila 

a P0 = o 

a 2. Qx + tJ Qa +Ne +a pz = o 
ax ~ 

a a M + ;;:¡ Mex - a Qx = o 
~ X ~ 

a ;;¡ M 
9 + d 1119 - a ·Qa = o 

OX X ~ 

Despejando Qx y Qe de las dos Últimas ecuaciones y sustitu
yendo en las tres primeras se obtiene: 

2 Nx + ;:;¡ Nxa + Px 
0 x ai; a 

(4.2oa) 

.J... N + i3 Na - Cl Mxe - o 1110 + Pe = o 
ax xe ~a ax a- ~ ~ 

( 4. 20P.) 

o 2 Mx + 21.:_ 1.1.xe + ~ 2 r.ie + Ne + P z = 0 
ox2 Jxo0 a ilo2 ª2 a 

---' (4.20c) 
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Las aes, 4.20 fueron establecidas por primera vez por Flügge 
( :r;ef 6) ; aetas ecuaciones fue1,~n difíciles de use:r al intentar 
resolver much~s problemas prácticos, particularmente de estabi
lidad. 

Se. han propuesto ecuaciones simplificadas usando diversas apro
ximaciones en las condiciones de equilibrio y las relaciones 
geométricas de la lámina {refs 7 a 9). 

La aproximación propuesta por Donnell (ref 7), es muy adecuada 
para el tipo de estructura que nos interesa. Originalmente, Do!!: 
· nell estudió las láminas cilíndricas isotrópicas, para las 
cuales E1 = E/(l -Jf2), E2 = E/(l -.)J-2) y E,a =,/.lE/(l -,Ll2) ¡ 
llevando estos valorea a las ecs. 4.16 y sustituyendo en las 
aes. 4,20, después do simplificar, los términos correspondien-
tes a los momentos :M.~0 
multiplicados por (t/a) 2 

y Mei en la ecuación 4.20b,reaultan 
como se muestra a continuación: 

+ l ;;¡ rµu + l <vo - w)J 
a(l-,«) ~ l X a 

= o (4.20b) 

Puesto que el valor (t/a) 2 resulta ser demasiado pequefio, 
Donnell ha propuesto que los términos correspondientes a l~e m2 
mantos Mxe y M0 en lee eca. 4.20b se pueden despreciar, co
mo se puede ver de la eouaci6n anterior. Considerando la sim
plificación propuesta por Donnell, lee ece. 4.20 de equilibrio 
para la lámina cilíndrica se reducen en la forma siguiente: 
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=o ( 4, 2la) 

= o (4.2lb) 

= o (4.210) 

La . importancia de· la aimplifioaoi6n de Donnell radioa en qua se. 
logra tener un sistema de eouaoiones que. se puede resolver má.s 
fácilmente sin la introduooi6n de errores importantes; la vali
dez de esta hip6tesis para láminas oilindrioas ortotr6picas ha 
sido estudiada por Marzouk (ref 2), los cuales obtuvieron el e
rror promedio y el error máximo en las raioes de la soluci6n h,2 
mogénea de las ecs. 4.21 propuestas por Donnell, oomparadaa con 
la soluoi6n exaota (e~s. 4,20), para láminas cilíndrioas ortc
tr6picae e isotr6picae. El error introduoido por la aprcxima
oi6n de Donnell es relativamente bajo pa;a relaoiones.L/a de 
:L. y 2 siendo L y a la longitud y el radio del oilindro res
peotí vamente. 

Para un radio de 3,05 m, el. error máximo para L/a de l y 2 fue
ron 0.82% y 1.5% reepectívamente para una lámina ieotr6pioa, y 
de 0,99fo y 2% en una lámin~ ortotr6pica. 
Por lo tanto, la eimplificaoi6n introduoida·por Donne11 en las 
eauacionee de' equilibrio de una 'lámina oilíndrioa son justifi
cables y permiten eu aplicaci6n en los silos cilíndricos cuyos 
radios suelen ser basta de 16.0 m,lo mismo que, su al.tura. 

Sustituyendo lae aes. 4,19 en las 4,21, se obtienen las eiguie_!! 
tes ecuaciones de equilibrio para una lámina cilíndrica ortotz:2 
pica, en funci6n de los desplazamientos u, v, w de su superf_! 
cie media. 
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= O -- (4.22c) 

4. 8 LAMINA CONICA ISOTROPICA 

Las relaciones esfuerza deformaci6n para una lámina iaotr6pica 
ideal son: 

E "'-E o Ex 
l.-A2 1-4 

~ = ...U.E E º' Ea 
1-A2 1-,ll.2 

~a o o G Exa ( 4-. 23) 

Las coordenadas de J.á.mina correspondientes serian s, la l.oné:.~i · · · 
tud al.o largp del meridiano (fig 4-.6),B.Las coordenadas reet8,!! 
gul.ares X, Y, z, en funci6n de, las coordenadas de lámina se
rian: 

X = s Seno<. 
Y =·r Sen 0 

Z = r Coa 0 

Donde r = s Coso<. , por lo tanto: 



X = e Sene<. 
y = - B Ca B «. Sen e 
Z =e Cos<><.Coe 6 ( 4. 24) 

Aplicando las ecs. 4.4, 4.6, y 4.7 a las ece. 4.24 se obtiene: 

A= 1 
B = B 

sec"'-
1/rl = o 
1/r2 = -~ 

B 
( 4. 25) 

Las deformaciones de la lámina c6n1ca se obtienen con J.ae 
ece~ 4.ll.•mediente la euetituci6n en ellas de laá eca •. 4.25 y 

.) 
son J.ae siguientes: 

0
86 

=], (v
9 

e + ü0 Seoo<. - v) 
e 

=-w SS 

k0 = - l (w e + w00 sea~) 2 e 
e 

ksa = 2 seco< (wa - w96) 
S B 

\ ( 4;26) 

Loe subíndices e, a en.los miembros derechos de las ecuacio
nes indican derivadas con respecto a las coordenadas de lámina 
e, 0; ú, v, w son loe desplazamientos de la superficie media 
de la lámina c6nica. 

Haciendo Ex = es' Ea = e0 y Exe = e 90 , para la evaluación 
de las fuerzas de membrana y Ex = z k

9 
, ée = z ka y Exa=z k

90 



25 

para la determinación de los momentos flexionantes y torsionan
te, mediante.las ecs. 4.23, 4.25, y 4,26, después de sustituir 
e i.ntegrar las ecs. 4,12, se obtienen las siguientes expresio
nes pera los elementos mecánicos en funci6n de los desplaza
mientos u, v, w de la superficie media de la lámina. 

N--0- = E'füs + _!(v0seooi: + 
8 

ü - wtg"'l] 

N9a =Nas = (1-A)E'(v - V + Ü9Sec.,,, 
2 ª a s 

) 

Ms = -D [wsa +~(ws + y¡,ªª Seo~ ~ 8 S 

Ma = - DtlWSS + ~(ws + W99 Seo~ ~ 8 

Mee = l"es = (1-,.¿¿) D [S:Col'.(:e - w80~ (4.27) 

Donde: E'= E t. D = E t,3 
(1-,tt2) 12(1-,.r¿2} 

Similarmente sl caso de la lámina cilíndrica, las ecuaciones de 
equilibrio para la lámina cónica se obtienen de las ecs, 4.13 
después de eliminar los términos Qx y Q6 y de sustituir las 
eos. 4.25 y 4.27, les ecuaciones de equilibrio en funci6n de 
loe desplazamientos ·u, v, w de la superficie media del cono, 
considerando la simplifioaoi6n de Donnell, resultan ser las si
guientes ecuaciones: 

+ s2:es 
ET"'" 

=o ( 4. 28a) 



- w + SS 

Donde: k = t 2 

~ 

+ Sec'L. 
2 

S 

=o (4.28b) 

+Vis) - tg.<:Sec.oc. ve - tgo<.Ü -,ld&(s üs 
S 

= o ( 4, 28c) 

y E'= Et 
( 1-_¿¿2) 
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Las ecuaciones de equilibrio' 4.22 y 4.28, son ecuaciones dife
renciales parciales dependientes de las coordenadas de lámina 
x,e y a,e respectiva.mente. 

La dependencia sobre la variable e se puede eliminar de esas 
ecuaciones, 'si las cargas en cada una de las direcciones en 
consideración y loe desplazamientos ü, v, w, se expresan como 
·desarrollos de series de Fourier del tipo siguiente: 

Px = I Pxn (x) Coa ne 

Pe = ;[PBn (x) Sen ne 

p = 
r Lprn (x) Coa ne ( 4. 29a} 

u = IUn (x) Coa ne 

V = í:Vn (x} Sen ne 

w = ¿,wn (x} Coa ne (4.29b) 



Sustituyendo las expresiones anteriores en las ecs, 
brio 4.22 y 4,28, y mediante el cambio de variable 
éstas se reducen a la siguiente forma: 

27 

de equili
Tn = w n,xx' 

(4,22a•) 

a2nxevn,xx - n2nevn - na(Dxo + Dµ)Un,x + DDaWn + a2Pen = o 

(4.22b 1 ) 

(.¡.,220•) 

= o 

(4.22d 1 ) 

=o 

(4.28a•) 
2 2 2 - ~ -

s ~l-..<l) vn,ss + sq-.u> vn,s - (n secoe: + ~)vn -ns\lrrec un,s 

T = W • n n,ss 

=o 

. (4.28b•) 

(4.280•) 
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- ,uetgoc. Ü - tgoc. Ún - nSeccc.tg«.Vn n,s 

2 - - Prn s2 + tg o<.. wn = o (4.28d 1 ) 

E' 

Las ecs. de equi1ibrio 4.22' y 4.28 1 son ahora ecuaciones dife
renciales ordinarias, y el prob1ema. espacial ae ha transforma
do a un problema unidimensional. 

4.9 CONDICIONES DE FRONTERA 

Adicionalmente a las ecuaciones de equilibrio, tanto del cono C.!!, 

mo del cilindro, se deben.satisfacer ciertas condioiones de fro_B 
tara en e1 extremo superior del cono, en la uni6n del cono y el 
cilindro y en 1a base del ci1indro. 

~a.unidn del cono y del cilindro es cont:Cnüa,por 1o que la pendie_B 
te será oontínua en e1 cono y el cilindro; así, las condiciones 
de frontera forzadas que deben prevalecer entre loa desplazamien
tos y pendiente del cono· y e1 cilindro para satisfacer la cómpa~ 
tibilidad son las siguientes: 

I 

u = u Sene<. + w Coso< 
V=V 
w = - u Cose<: + w Sene<. 

w,x = 

Sustituyendo las 

w ,s 

aes. 4.29 en las 4.30 se obtiene: 

(4.30) 



u =U Seno<. + wn Coa"'-n n 
·v n = V n 

wn = - u n Cose(+ '11 n Sen o<. 

( 4, 31) 

Además de las condiciones de frontera forzadas anteriores, exi_!! 
ten cuatro condiciones de frontera naturales en la uni6n que d2_ 
ben satisfacerse. Estas se obtienen usando el principio de 
energía potencial mínima, el cual establece que cuando la ener
gía de de!ormaci6n de un cuerpo ea: mínima, la configuraci6n de 
de!ormaci6n corresponde a la de equilibrio. 
La energía de deformaoi6n total.en la uni6n cono - cilindr~es 

la combinaci6n de la energía de deformaci6n de membrana y de 
flexi6n tanto del cono como del cilindro. El diferencial de 
energía de deformación de una placa plana es: 

dU = 1: ( 11'"x Ex + Vy E.y + bi')dx dy dz 
2 

(4.32) 

Para una lámina ieotr6pica curvilínea, la integral de la ecua
.ci6n anterior conduce a la siguiente expresi6n (ref 5). 

+ E t3 f/Gt. 2 + k 2 + 2µkxky + 1 (l-;i!)k 
2 ]AB dx dy 

24(1-_..¿2f)J [x Y 'Z .AY 

( 4,33) 

Para une lámina ortotrópica curvilínea, la integral de la ec. 
4.32 conduce ·a: 

U = ~{!~xex2 + AB dx dy 

+ V/fxkx2 + All dx dy -- (4.34) 
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En las ecuaciones anteriores x,y son coordenadas de lámina. 

La energía de deformaci6n para la lámina c6nica en funci6n de 
los desplazamientos ú, v, w se puede obtener sustituyendo las 
ecs. 4.25 y 4.26 en las ecs. 4.33, con lo que se obtiene: 

u cono Jasec Íc2'1rf 2 = EtCo e.o<. sús + 1 
2(1-_,¿2) o o 8 

(Seco<.v9 + ú - tgo<.w) 2 

+ Et3cos.x ·sw Jasecf 271'[ 2 

24(f-/l2J 0 0 SS. 

+ 2JI. w {sw + Seo~ w66 ) + 2(1-.U.) (w66 B 98 B s - ~ wal 2sec~ 1 da d9 

( 4. 35) 

La energía de deformaoi6n para la lámina cilíndrica ortotr6pica 
en funoi6n de los desplazamientos u, v, w, se puede obtener 
sustituyendo las eos 4.16 y 4.17 en la 4.34 obteniendose la si-
guiente expresi6n: 

( 4. 36) 

La aner~ía de deformaci6n total en la uni6n.oono - anillo ea: 
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u = 0 cono + ucil (4. 37) 

Una funci6n obtiene un valor estacionario (mínimo o máximo), si 
su primera variaci6n es cero; la primera variación 'SU =oU + cono 
()Ucil para la energía de deformaci6n se determina con el cál-

culo de variaciones (ref 5, 10), después de integrar por partes 
se obtienen estas expresiones: 

= EtCosc< . aSeco: ü J2rr~ 
. (1-µ2) o s 

+ .«(Secc<. v6 + u - tgcdv) J i;u 

+ Et 3 Cose( [aSecq: ¡;¡ s + ,<{ ws 
12(1-JL2) s 

+ .« SecC(. W991 ~ w · dQ 
a s. 

(4-. 38) 

+ lDxac:e + vx \] i;v 

+ [Bxwxx + , w09 aw:j}de 
--- (4,39) 

Las variaciones de loe desplazamientos u, v, w, del cono y 

del cilindro, deben satisfacer las condiciones de frontera for
zadas en la uni6n, por lo tanto están relacionadas con las si~ 

. guientes expresiones: 

pu = CíÚ Sene( + óW Coso: 
¡¡v = liV 
sw. = ¡¡Ü Cose( + ljw Sene< 

¡¡w,x = 'l)w,s (4.40) 
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sustituyendo 1as ece 4.40 en la 4.39 y aplicando e1 principio 
de energía potencia1 mínima (o U = O); 1a primera variación 
de 1a energía de deformación d~be anu1arse para funciones ar
bi trariae •ü, -ov, ¡¡w y ¡¡¡;¡ 

6 
; esto conduce a 1as siguien-

' tea cuatro ecuaciones de frontera natural, en 1a unión cono -
oi1indro 

Para sú = O 

Sen~ + Cose<: 

(Sec<t Y.e + ü - tg..: w) 1 ( 4. 41a) 

Para ifV = O 

Para -;rw = O 

EtCoac.: 
(1-;L2) 

= Et
3
cosol [ººªet w 12(1-,<{2) -ª- 8 

Para 

asaco( vs -vl] -- ' 
(4.41b) 

Sen"' 

(4.4l.c) 
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(4.4ld) 

La dependencia sobre la variable 0 puede eliminarse de las ecs. 
4,41 mediante la sustitución de las ecs 4.29; finalmente, las 
oondio.iones de frontera natural quedan de la siguiente forma: 

- Coa 

E t3 [- Cosci:Tn -
12(1-,11.2) 

(4,42a) 

(4.42b) 

(4.42ai · 

--- '( 4. 42d) 

Similarmente, en el extremo superior del cono, existen cuatro oon 
dicione~ de frontera natural para la unión cono-anillo que deben 
satisfacerse; la energía de defQrmación para un anillo de área.A 



e inercia.I considerando deformaciones axiales y por i'lexi6n 
es la siguiente: 

U ""EªArJ2 'ir fe.va-·aw f d9 +Ealrj2 o/ ave± aw00)2 d9 -- (4,43) 
anillo 2"" 0 \" r ) ~ o \" r 

La energía de deformaci6n total en la uni6n cono - anillo es: 

U"" uanillo + Ucono (4.44) 

Los desplazamientos del cono y del anillo en la uni6n, eatán 
relacionados mediante las siguientes condiciones de continuidad 
(i'ig 4, 7). 

aw "" - u Cos<t + w Senoe. 

aV = V (4,45) 

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en la ec 4,43, después 
de integrar por partes la primera variaci6n de la energía de de
!ormaci6n (ec 4,44), se obtiene la siguiente expresi6n: 

~u - a v: + E A 5211'[~-
- sTdoso<. o _a 

+ :8 I - - - -J2'lf{l . a v9 - Cose( u99 + Sen<( Wee] ( e! v0 -
(s CoB:()3 o 

T 

( 3-µ) seo~ Yiee 
ST 2 

• 



2 - (2-1sec.«-
T 

iVea] ¡¡ws 1 do, 

( 4. 45) 
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Aplicando el.principio de energía potencial mínima a la ec 4.45 
óU se anulará para funciones arbitrarias 0ü, 0v, 0 w, y ~w • 

s 

Así, las condioionea de frontera en'el extremo superior del cono 
resultan ser: 

( 4. 46a) 

=o (4.46c) 

tgC(u -a, tgot Ve +a, t~O{ w + t wsss -A - A2- 3~-
S 2Cosc<. S 12(1-,«.2) 

+ (2-A)Sec~ 
s 2 

T 

T T 

=o ( 4. 46d) 

Sustituyendo las eos 4.29 en las 4.46, las condiciones de front!!_ 
ra en el extremo. superior del cono quedan com~ sigue: 



A -
(. J./.t -.a)º+ 
\ST(l-µ.2) ST'l. n 

t u 
(l-,a2) n, s 

( 

A -
- ,Ut; - a ) tgc(l'ln =O 

ST(l-µ.2) $2 
T· 

- SeCC(n u: + s n 
T 

=o 

t3 [~ 
12(J:-µ.2) n,s 

- ( 2-)1. Seo~ n2 

~ T 
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(4.47a) 

(4. 47b) 

(4.470) 

Las condiciones de frontera en la base deJJ. cilindro correspon
den a suponer'una articu1aci6n en todo el perímetro, ya que las 
características de aujeci6n de la lámina permite el libre giro 
de 1Satas, por la tanto, l.as condiciones de frontera en la base 
del cilindro serán: 

u= o v= o w =o Mx = o 

Mediante las ecs 4,29, se transforman a: 

Un = o V = O n wn =o Tn = o ( 4, 48) 

4,10 SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES 

Las ecuaciones· diferenciales ordinarias de equilibrio 4.22 1 Y. 
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4.28 1 se deben resolver conjuntamente con las 16 condiciones de 
frontera correspondientes a las ecs 4.31 1 4.42, 4.47, y 4,48. 

El método nlimérico empleado en la solución de las ecuaciones es 
un procedimiento de partición,. con aproxima<;lión· mediante un poli
nomio de tercer grado (rcf 11). El método consiste en dividir 
en "n" partes al intervalo cerrado [a,b] en estudio del dominio 
de la función. La función "y'(fig 4.8), se determina con la si
guiente expresión: 

( 4, 49) 

En donde: 



Cuando la partición del intervalo [a,b] se especifica, lama
triz [cj] se determina exclusivamente con los valores de las 
coordenadas de los extremos del subintervalo j, esto es xj' 
xj_1; si se conoce el vector {Yj} del subintorvalo, es.deoir 
el valor de la !unción y su derivada en los extremos del subin
tervalo j, la funci6n se puede determinar en cualquier punto 
del .sub intervalo mediante la eo .¡.. 49. La aproximación nos per
mite resolver una ecuación diferencial de segundo orden del ti
po: 

L (y) = t (x) 

Si L es un operador diferencial de segundo orden, la ec 4.49 
será una solución con aproximación de un polinomio cúbico en el 
in~ervalo cerrado (a,b] , particionado en n partes. La solu
ci6n aproximada sería la siguiente expresi6n: 

L(y) = fL(l), L(x), L{x2), L(x3)} [cj] {Yj\ = f(x) + e(x) 

{-4-. 51) 

:Para el subintervalo xj-l LxLxj 

En esta ecuación e(x), es el error resultante de la aproxima
ción; ya que se emplea un polinomio clibico, oada inte_rvalo 
(xj-l' xj) se divide tambien en dos partes por su· punto medio 
,Sj y se considera la integral del error nula en cada subinter
valo. De esta manera , cada una de las 'rí' partes del interva
lo [a, b] , da dos ecuaciones con un total de"2n" ecuaciones. 

j~j 
= . f(x)dx 

xj-1 
{ 4. 52) 



Con una ecuaci6n similar para el intervalo 

Si contamos con dos condiciones de frontera, se plantean 2n+2 
ecuaciones algebraicas lineales para determinar las 2n+2 in

cognitas (yj' Yjxl en el intervalo [a,b] 

Una ecuación diferencial de cuarto orden puede ser transformada 
a dos ecuaciones de .segundo orden mediante el cambio de varia
ble T = Yxz• y la aproximación del método del polinomio se 
puede emplear para resolver una ectiaoi6n de cuarto orden. 

Las ecuaciones de equilibrio de la lámina o6nica y la cilíndri
ca, forman un sistema de ocho ecuaciones diferenciales de Bel>U;B 
do orden con las funciones desplazamientos i~oognitaa u, V, W, 
y T = Wxx· Para el cilindro estas funciones se aproximan madi~ 
te loa polinomios cúbicos en x siguientes: 

u = { 1, x, x2, x3 '~j] ~ ºj t 
V = j 1, x, 2 

X ' x3} [?j] \vj 1 
w = {1. x, 2 

X t x3 J [?j] [wj l 
T = {i. x, x2' x3} ~n \Tj} (4.53) 

uj-1 
En donde: u. 1 

{uj}= 
J- ,x 

uj 

u j,x (4. 54) . 

Con significado similar para {v j ) , {vi j } y { Tj ¡ • 
Para las funciones desplazamientos 'incognitae en el cono u, v, 



w' y 
f'orma 

-
T = Wss' 

silnil.ar a 

u = { 1, 

V = {1, 

w = {1, 

T = ¡1, 
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se aproximan con polinomios cúbicos en s, en 
las funciones desplazamientos del cilindro. 

s, s s~ [cj]{uj¡ 

s, s s} [ºj] {Vj f 
s, s s) [ºj]JVlj\ 
S 1 S S l [ºjJ /Tj f ( 4. 55) 

En este análisis, la generatriz del cono se divide en 12 inter-
val.os con 13 nudos y la altura del cilindro en 24 intervalos 
con 25 nudos, oada uno de esos intervalos se subdivide por su 
punto medio. 

Las cuatro ecuaciones de equilibrio para el cilindro (4.22 1 ) y 
las correspondientes del cono (4.28°) se plantean dos veces en 
cada intervalo generandose 192 y 96 ecuaciones algebraicas res
pectivamente. 

En oombinaci6n con las 16 condiciones de frontera (ecs 4.31 1 

4.32 1 4.47 y 4.48), se obtiene un sistema de 304 ecuaciones al
gebraicas lineales para el mismo número de incognitas oorrespo_!! 

· diente·s ·s los valores de u, V, W, T y sus derivadas en cada.·. 
nudo. 

En cada una de las ecuaciones, intervienen exclusivamente 16 de 
las incognitas; la matriz de coeficientes del sistema presenta 
un ancho de banda de 23 1 por lo que el trabajo numárico para la 
so1uci6n se reduce considerablemente. 

Las ecuaciones de equilibrio 4.22 y 4.28, tueron deducidas para 
carga asimétrica. Para e1 caso particular de carga axisimétri
ca, los esfuerzos y desplazamientos son independientes de la va 

. . -
riable 'e y las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio 
en funci6n de desplazamientos, se reducen a ecuaciones'di!eren-



cialea ordinarias con derivadas en x y en s para el cilindro 
y el cono respectivamente. También para este caso, la funci6n 
desplazamiento v y v en la direcci6n circunferencial es nula; 
debido a esto, las 8 ecuaciones diferenciales de equilibrio de 
lámina.' se reducen a 6 y las 16 condiciones de frontera se redE: 
cen a 12; también, las funciones desplazamientos incognitas 
ahora serán exclusivamente u, W, T y sus derivadas en cada 
nudo. 

Para el caso de carga axisimétrico, resulta por lo tan~o, un 
sistema de 228 ecuaciones algebraicas, cuyo ancho de banda de 
la matriz de coeficientes es de 17. La soluci6n de loe siste
mas de ecuaciones involucrados se realiz6 con el método de eli 
minaoi6n de Gausa, considerando el ancho de banda de la matriz 
de coeficientes. 

Al considerar la acoi6n del viento, la preai6n que ejerce so
bre la superficie del silo se obtuvo mediante un desarrollo de 
serie de Fourier considerando 12 términos de la serie, variando 
n de cero a once, El término cero de la serie corresponde a la 
.componente media de la aoci6n del viento. 

Una ve~ obtenidas las eoluoionea·para loe doce sistemas de ecu~ 
cianea algebraicas, los desplazamientos u, v, y w en cualquier 
punto de la superficie, se pueden determinar fácilmente con las 
ecs . .¡..29b, particularizadas para el presente caso en que se ºº.!! 
sideran doce términos de la serie. 

Los elementos mecánicos para el.. cilindro. y para el. cono (eos ·.¡.,19 
y .¡.,27), en funoi6n de las ecs . .¡..29b quedan de la forma siguiente. 



.i 

] 

·1 ... 
.. 

' 1 
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= Dxa !.ll. [-nU + aVn x1 sen ne 
a n=O n ' 

n-11 [ J .¡;- - B ~ . + B n2 W Coa ne 
i1=o x.n ~ n 

a 

= 

n=ll 2: [n Vln x] Sen ne 
n=O • 

(4.19') 

= E' 

Ne = E' 
L µ.Ü s + .! (nSec<><. ;¡ n + ün - tg odin) Cos ne n=1lt Q 
n=O n, a 

- D 

cos ne 

(4.27') 



Donde: E' = E t. 
(1-;¿2) 

D = E t3 
12(I-;Ll;!J 
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En forma similar, loa elementos mecánicos en cualquier punto de 
la superficie del silo se pueden determinar en forma sencilla, 
una vez que: sean conocidas las soluciones de los doce sistemas 
de ecuaciones algebraicas planteadas, como se puede ver de las 
ecuaciones anteriores. 



5. SOLUCION NUJ.!ERICA DEL PROBLEMA 

5,1 ESTRUCTURACION DEL PROGRAMA 

Se elabor6 un programa para ordenador digital en lenguaje 
Fortran, para la soluci6n de las ecuaciones de equilibrio y las 
condiciones de frontera planteadas en el capitulo anterior. 

Todo el conjunto de datos involucrados en la soluci6n del pro
blema se lee en formato libre (apéndice B) y son los siguien-, 
tes: 

a) Caraoteristicas géométricas del silo. 
b) Propiedades geométricas de la lámina corrugada. 
ex) Espesor de la lámina del cono. 
d)' Velocidad de disefio del viento. 
e) Coeficientes de presión en ell. cilindro. 
f) Coeficientes de prosi6n en·el cono. 

El programa se estructuró por medio de un conjunto de subruti
nas independientes cuyo contenido es el siguiente: 



La primera subrutina calcula los doce coeficientes de la serie 
de Fourier que representa la variaoi6n de cada distribuci6n de 
presi6n; una para el cuerpo cilíndrico y trece para la tapa có
nica. 

La siguiente subrutina obtiene todas las constantes involucra
das en las ecuaciones de equilibrio y de frontera, que no depe~ 
den de "n'' o de la coordenada "s" del oono. A continuaci6n se 
determina para cada intervalo, el producto de la integral del 
polinomio: cúbioo de aproximaci6n por la matriz [cj] del inte_E 
val.o, para la funci6n y sus primeras dos derivadas con las ex
presiones siguientes: 

y =[J:: 
Y' 

y" = {O, 

Jxs 
dx, X 

xi 

(xs 

)xi 

o, 

dx, 

dx, 

(xs 
)xi 

{xs 
)xi 

X2 d x, 

2x dx, 

t s 
2 dx, 

xi 

i: x3 dx} [ºj] 
(5 .l) 

ts. .3x2 dx 
X1 

~: 6x dx } [ºl] 
(5,3) 

En donde xi y xs son las coordenadas inferior y superior del 
eubintervalo en donde se lleva a cabo la integraci6n. Estos 
vectores se calculan dos veces en cada intervalo puesto que se 
ha divido en dos cada uno de ellos por su punto medio. 

A continuaci6n se forma la matriz .de coeficientes del ·sistema 
de ecuaciones así como el correspondiente vector de cargas y 

se resuelve. el sistema de ecuaciones por·ei.mótodo de elimina
ci6n de

0

Gauss, ésto se realizará para valores de 11 n• de cero a 
once corre.spondientes a los doce. t6rminos de la serie de Fou -

rier en consideraci6n. El orden de las variables para evitar 



aingul.aridad de la matriz de coeficientes es u•, v•, T, T', U, 
V, W, - y· W 1 en cada nudo, se form6 dirsctrunente la matriz de 
coeficientes en banda, exclusivrunente. 
Una vez resueltos los doce sistemas de ecuaciones, la última 
subrutina calcula los desplazamientos totales y elementos mecá
nicos en cada nudo en estudio tanto del cono como del cilindro 
a cada 15° a partir de a· hasta 180° • Loa pasos anteriores 
ae· muestran esquemáticamente en la fig 5.1 

·' 



~ 

J 

47 

li. RESULTADOS OBTENIDOS. 

6!.l ANALISIS DE UN SILO 

Se ha realizado el análisis tanto por peso propio como por :t'ú.e,!'. 
zas de viento, de un tamafio de silo de oonstrucoi6n común. 

Las dimensiones se muestran en la :f'ig 6.1, siendo su diámetro 
de 32.0 m y su altura de 20.89 m. La generatriz de la t~pa c6-· 
nica tiene )llla• inolinaci6n de 30º y el diámetro del hueco supe
rior por.donde se lleva a cabo el proceso de almacenamiento del 
grano ea de l.54m. 

La geometría de la lámina corrugada se .. indica en la fig 6.2, los ,. 
valores de sus características geometricas son las siguientes: 

t = o.635 cm 
o = 6.,77 cm 
L = 7.38 cm 

t = 0.35 cm 
A = 0· • .38 cm2/cm 

IX = o.074.2 om4/om 



w 2 = 25.0 kg/m 

Donde r· es la flecha demedia onda, c es la distancia entre 
dos crestas o valles, L la longitud entre dos valles , t el. 
espesor do la lámina, A el área, Ix el momento de inercia y 
W el peso de la lámina. 

Loa parámetros de rigidez dados por las ecs 2,4, que consideran 
a la lámina corrugada como ortotr6pi~a, para los valorea geomé
tricos dados anteriormanté son los siguientes: 

Dx = 39¡ 285 

De =805 461 

Dxe =271 124 

D..u- = o, 

Bx = 7 381 

Be =157 982 

B e = GJ 57a x, 

'Bµ, = o 

(kg/om)/om 

(kg/cm)/om 

(kg/cm)/cm 

(kg-cm)/am 

(kg-om)/om 

(kg-om)/cm 

Para una lámina isotr6pica de espesor t (0,35 cm), l.as constan-· 
tes d~ rigidez anteriores se deducen de las ecs 2,3 haciendo 
µ 1 = fi2 = fl , E1 = E2 = E/(l.-,<{2) y e; = E/2(1.+)l), estas cons
tantes se reducen a las siguientes expresiones: 

• 
D =De =• Et 

X . I=jZ! 

D,u. =,'lDx 

D = G:t = Et 
xe 2(1+,µ) 

B = B =· E t3 
X e -12(1-µ2) 



Bµ =fLBx 

Bxa = G' 1L3 = E .J o- 12(1+µ) 

Para valores de E = 2 llL 100, kg/cm2 y /L= o.30, correspondien
tes. al.. acero y para un espesor de. lámina de 0.35 cm, '.!-as constEI;!; 
tes de rigidez para la lámina isotr6pica resultan ser : 

Dx =De = 788 l.44 (kg/om)/cm 

Dxa= 295 554 (kg/om)/cm. 

D,u. = l.97 C13fu (kg/om)/cm 

B = B9 = a 046 {kg-cm)/am 
X 

Bxa= 6, 034 ( kg,-cm) /cm 

Bµ= 2 Oll:. (kg-cm)/cm 

Los valores obtenidos son por centímetro de. ancho de lámina. 

De la oomparaci6n de, estos valores con los correspondientes a la 

iámina ortotr6pica, se puede observar que la lámina isotr6pica 
es más rígida que la ortotr6pica, ésto se debe. ·básicamente a que 
la ondulaci6n de la lámina disminuye ·su rigidez en la direcoi6n 
x (fig 6.2) 1 y que cuando la lámina se esfuerza en esta dire
ce:i6n/ prácticamente. no se deforma en· la dirección trans.versal, 
por lo que los valores de• Dµ. y Bµ. se consideran despreciables, 

La diferencia de: rigidez entre los dos casos se verá reflejada 
en: los valores de. los desplazamientos y elementos mecánicos re
sultantes en cada análisis. 

Los resultados del análisis por peso propio, se muestran en las 
figs 6·.Ja y 6. 3b, para el caso de lámina cilíndrica ortotr6pica 
y lámina c6nica isottopica; en las i'igs 6.4a y 6.,.1,b se muestran 
los resultados para el caso en que la lámina oilindrica y la 



50 

c6nica son isotr6picas. 

se, puede observar que para el segundo caso los desplazamientos 
son menores y que los elementos mecánicos son prácticamente loa 
miamos, excepto los valores de Na que disminuyen en el. cilin
dro, debe observarse tambien la aparicion de momento Ida en el.. 
cilindro, ésto es claro al observar en las eca 4.19 1 la corres
pondiente a M0 , que aunque"n" s6lo toma el valor de cero por ser 
carga axiaimétrica, Bµ ea diferente de cero por ser el cilllldro 
una lámina iaotr6pica. 

En las tablas 6i.l y 6:.2 ae muestran loa valores calculados de 
la fuerza axial Ns y Nx para e:L. cono y ~l cilindro respecti
vamente, y loa valores correspondientes obtenidos en el. progra-
ma. 

El error máximo ocurre cerca del hueco superior del cono donde · 
el nivel de esfuerzos ea menor, el error en las secciones reat~ 
tes es del orden del 1% excepto en la uni6n del cono y el. cilin
dro en donde resulta ser del 3.45', valor que se considera dentro 
del rango aceptable de errores en problemas de ingeniería. 

Este error en el extremo superior del cilindro s~ disipa a lo 
largo de la altura de1 mismo llegando a ser del 1.7% en la basa, 
&ato se debe a que el cuerpo cilíndrico no introduce error ya que 
ia diferencia de fuerza axial en la base y el extremo superior 
del cilindro multiplicado por el perímetro resulta ser el peso 
del mismo. 

Las condiciones de compatibilidad y equilibrio se cumple:t1. tanto 
en la uni&Jl cono cilindro oomo en la base del cil:indro. 

En las figa 6.5 a 6.15, se muestran los resultados obtenidos del 
'análisi~ por viento del modelo (fig 6.1) para el caso en que la 
lámina cilíndrica se considera ortotr6pica, la velocidad del 

' 



v.1.ento considerada fué de l.10 lan/hr y los coeficientes de presi6n 
CP que definen la variacion de la presi6n del viento en la supe.E 
ficie del silo son los contenidos en la tabla 3.1, obtenidos en 
el.. túnel. del viento para el modelo correspondiente. 

Los resultados obtenidos para el caso en que la lámina cilíndrica 
se considera isotr6pica se muestran en las figs 6.16 a 6.26 • 

. ,J 
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7. OBSERVACIONES FINALES 

De' los resultados obtenidos del análisis del modelo, mostrados 
en las figs 6.5 a 6.15, se puede observar que en general., los 
desplazamientos y elementos mecánicos son mayores cuando se 
considera a la lámina cilíndrica ortotr6pica; esto se debe a la 
menor rigidez de la lámina corrugada, por otra parte, conatriiir 
a los silos con lámina lisa de comportamiento isotr6pico, si 
bien es más rígida, tendría problemas de pandeo local, por lo 
tanto considerar a la lámina corrugada como un material ortotr~ 
pico Jea una auposici6n más congruente con la realidad; 

Como obaervaci6n adicional, las condiciones de compatibilidad 
de deformaciones en la base del cilindro, se satisfacen plename.!!: 
te, pero el equilibrio horizontal proporoionado por las fuerzas 
N 0 no ea exacto en la base, satisfaoiendose en la eecci6n inme-x . 
diata superior. Esto pone de manifiesto la carencia de preai-
oi6n del mátodo empleado eri loa extremos del modelo como. ya se 
había observado en el anillo superior del cono, hay que hacer n§. 
tar que ásto no afecta a la aoluci6n general del modelo. 

Una conclusi6n importante resulta de la observaci6n de la fuerza 
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cortante en la base proporcionada por Nxe , que ocasiona un flu
jo de cortante máximo de 25.6 kg/cm. Considerando un esfuerzo 
permisible a cortante de 700. kg/cm2 , éste flujo puede absorberse 
con anclas de 3/411 do diámetro, con área neta de 2 cm2 , separadas 
a 54 cm de distancia, o bien con anclas de l" de diámetro con 
área neta de 3,55 cm2 separadas a 95 cm. 
Loa silos construidos en la actualidad similares al modelo en ea- 1'' 
tudio, tienen Un sistema de aujeci6n a base de anclas de 5/811 se
paradas a cada 143 cm; de lo anterio~ se concluye que son insufi
cientes para resistir el empuje de vientos de 110 km/hr. 

Un punto interesante del problema es determinar la influencia 
que la inclinación de la generatriz de la tapa c6nioa tie'ne en el 
comportamiento general de la estructura, Con este objetivo se 
efectuó tambien el análisis de silos para inclinaciones de la ge
neratriz do la tapa cónica de (, 10°, 20·, y 40~ para los dos 
casos coneiderados aquí, lámina cilíndrica de comportamiento ortE_ 
trópica y lámina cilíndrica isotrópica, 

Un resumen do los resultados obtenidos del análisis de estos mode 
o -

los incluyendo el correspondiente a 30 de inclinación, se muestra 
en las tablas 7,1 y 7,2. En ellas se indican loa valores máximos 
de loa desplazamientos y e.lamentos mecánicos obtenidos en cada mE_ 
delo, en tres secciones diferentes; la sección L corresponde al 

extremo superior del cono, la sección 2 ea el extremo superior de 
el cilindro y la sección 3 es la base del cilindro. Estos valores 
máximos no ocurren para la misma posición de la coordenada 0 de 
loa modelos. LGs valores de los coeficientes de presión en la t~ 
pa cónica de cada modelo se obtuvieron en pruebas de túnel de 
viento. 

Se puede observar de las tablas que la inclinaci6n de la tapa c6-
nica si influye en las deformaciones y fuerzas generadas en el 
·cilindro y que no es 30• el valor del ángulo de inclinación más 
óptima, si no que 6ste se encuentra comprendido entre 2o" y 30 , 



A.pesar de ésto, es recomendable la construcción de la tapa c6nioa 
con una incl:inaci6n de 30• , debido a que es el: ángulo de reposo 
aproximado de los granos y asi se evita el: empuje de ellos sobre 
l:a lámina cónica. 

Si bien los desplazamientos y fuerzas en l;a tapa c6nica resultan 
menores para la inclinación de 20~ el afecto que ésta tiene sobre 
el: cilindro resulta menor para inclinaciones de la tapa de ~o·, 

aunque para este caso la fuerza de tensión en la base del: cilin
dro se. incrementa. 

El: modelo correspondiente a tapa cónica de 4-"de inclinaci6n pre
senta desplazamientos radiales excesivos de su extremo superior, 
debido a l:a discontinuidad prevo.cada ·por el hueco, por lo que 
se puede afirmar que no se podrían construir silos con esas cara~ 
terísticas, a menos que sean reforzados adecuadamente. 

La tabla 7.2, obtenida del: análisis de los modelos considerando 
tanto al.• cono como al cilindro como material.es isotrópicoe, per
mite observar el: efecto que tiene sobre la tapa cónica, el: cambio 
en la rigidez del: cilindro; se aprecia que los desplazamientos y 
elementos mecánicos en la tapa c6nica disminuyen considerablemen
te con respecto al modelo con cilindro ortotrópico menos rígido, 
6ato se debe a que el. disminuir las deformaciones en el cilindro 
dieml.nuirán también en el cono. 

En el cilindro iaotrópico loa desplazamientos dLsminuyen y loa 
elementos mécaniooa disminuyen también aunque prácticamente perro.!!: 
nacen igualee ·a; excepción de !40 que es mayor, y la presencia de 
N0 en la base del cilindro; l:a razón de esto es que L!0 depende 
de la rigidez Bp. y N8 del valor Dµ. , loe cuales son nulos pa
ra la lámina corrugada. 

El nivel de esfuerzos en la lámina puede determinarse mediante la 

• 
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superposici6n de los efectos d~ flexi6n y de membrana, las propi2_ 
dadas geometricas de la lám1na se repiten a continuaci6n y son: 

IX = 0.0742 cm4/cm 

Ie = 0.00357 cm4/cm 

Ax = 0.38 cm2/cm 

Ae = 0.35 cm2/cm 

t. = 0,35 cm 

·. f = o.635 cm 

Con estos valores, se pueden obtener esfuerzos en la lámina c6ni
ca y cilindrica de la oombinaci6n del. efecto del viento y del pe
so propio. 

Considerando los valores máximos de los elementos mecánicos oo
rrespondientes al modelo con tapa c6nica de 30"de inclinación los 
esfuerzos en la lámina cilíndrica resultan ser los siguientes: 

·¡ Elementos mecánicos por viento. 
J 

·1 
' 

~ ~ (41,35 kg-cm)/cm 

N = ( 4.8& kg)/cm 
lt 

~e= (-0.40 kg-cm)/cm 

N0 = (-238 kg)/cm 

Elementos mecánicos por peso propio. 

Mx = (-19.10 kg-cm)/cm 

N = (- 2,23 kg)/om 
X 

?40 = o 

N0 = (104.3 kg)/om 
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N . 

X! 
r¡;_ = - (41.35-19.1)(0.175) + (4.86-2.23) = - 1090.7 + &.9 

0.00357 o.38 

~ = 1083,7 kg/cm2 

Ci0 = (0.4)(0.317) + (-238+104.3) = - 1.7 - 382 = 
0.0142. o.35 

Estos son los. esfuerzos máximos en la estruotura debido a la oom,
binaoi6n de los esfuerzos provocados por el. empuje del viento y 
los originados por el. peso propio de la estructura. 

Los momentos tienen grandes valores exclusivamente en la uni6n 
cono cilindro, el momento ~ máximo ocurre en la secoi6n inmedi~ 
ta a la uni6n mencionada y es de -2.02 kg-cm /cm por lo que no 
resulta desfavorable aún con la combinaci6n del correspondiente 
al peso propio. 

De lo anterior se concluye que los esfuerzos provocados por el P..!! 
so propio son favorables cuando se presenta la aoci6n del viento 
pu~s resultan ser de. signos contrarios, a los induoiélos por 
efectos de peso propio. 

Es ·conveniente hacer notar la necesidad que existe de orear un 
reglamento, que especifique los esfuerzos permisibles en este tipo 
de lá.mina~para su oomparaci6n. 
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TABLA 3.1 COEFICIENTES DE PRESION PARA UN MODELO OBTENIDOS 
,...¡ 
"' EN EL TUNEL DEL VIENTO 

~ Punlo 
Oº 15° 30° 45º 60º 75º 90° 105° 120º 135º 150º 165° 180° ~ Punlo 

85 - 0.64 - u. 64 - o. 64 "o. 64 - o. 64 - o. 64 - 0.64 - o. 64 - o. 64 - o. 64 - o. 64 - o. 64 - 0.64 85 

1 - o. S3 - 0.81 - l. 08 - l. 05 - l. 32 - l. 40 - o. 92 - o. 81 - o. 69 - o. 5S - 0.84 - o. 77 - o. S5 1 

2 - o. 40 - o. 57 - o. 79 - o. 85 - l. 12 - l. 29 - o. 76 - o. 59 - o. S3 -º· 50 - 0.87 - o. 79 - o. 56 2 

3 - o. 31 - o. 41 - 0.63 - o. 77 - l. 04 - l. 24 - o. 95 - o. 96 - 0.8S -º· 59 - 0.89 - 0.82 - o. 58 3 

4 - O. lS - 0.19 - o. 50 - o. 60 - o. 96 - l. 22 - o. 94 - o. 97 - 0.84 - o. 62 - 0.88 - o. 83 - 0.62 4 

5 - 0.12 - o. 26 - o. 45 - o. 64 - 0.86 - l. 11 - 0.88 - 0.88 - o. 72 - 0.60 - 0.83 - o. as - 0.64 5 

6 - o. 22 - o. 20 - 0.36 - o. 54 - o. 78 - l. 03 - o. 90 - o. 95 - o. 76 - o. 62 - o. 74 - 0.83 - 0.68 6 

7 - 0.10 - 0.12 - o. 27 - o. 48 - 0.72 - o. 98 - o. 89 - o. 97 - o. 7S - 0.59 - 0.65 - o. 76 - 0.62 7 

8 + 0.03 - O.OB - o. 19 - o. 40 - 0.68 - o. 93 - 0.8S - o. 92 - o. 68 - o. SS - o. SS - 0.68 - o. S7 8 

9 + 0.10 + 0.02 - 0.16 - o. 32 - 0.60 - o. 84 - o.so - o. 90 - 0.64 - o. 49 - 0.46 - 0.60 - o.so 9 

10 + 0.19 + 0.12 - 0.03 - o. 25 - 0.43 - o. 76 - o. 75 - o. 83 - 0.60 - 0,40 - o. 38 - 0.47 - 0.39 10 

11 +o.os + 0.00 - o. 09 -º· 33 - 0.43 - o. 72 - o. 68 - o. 72 - 0.42 -º· 33 - 0.32 - 0.39 - 0.31 11 

12 - 0.84 - o. 82 - o. 73 - o. 59 - o. 71 - o. 79 - 0.68 - o. 71 _.o. 29 -º· 21 - 0.20 - o. 31 - o. 23 12 

13 - 0.86 - o.so - o. 71 ~o. 84 - 0.67 - o. 76 - o. 72 - o. 74 - o. 21 - 0.18 - 0.18 - o. 27 - o. 2S 13 

14 + 0.86 +O. 77 + 0.45 - o. 05 - 0.48 - 0.85 - o. 81 - o. 65 - 0.18 - 0.17 - o. 21 - o. 27 - 0.19 14 
. 

15 + 0.99 +o. 88 +o. 50 + 0.03 - 0.42 - o. 85 - o. 90 - o. 75 - o. 21 - 0.18 - 0.21 - o. 26 - 0.19 15 

16 ' 16 + 1.05 +o. 93 +o. 52 + 0.02 - 0.46 - o. 90 - o. 98 - o. 79 - o. 22 - 0.18 - o. 22 - 0.28 - 0.19 

17 + 1.00 + 0.88 +o. 50 + 0.02 - 0.49 - o. 95 - l. 02 - o. 69 - o. 21 - 0.19 - 0.23 - 0.30 - 0.19 17 

18 +l. 10 H- o. 97 +o. 53 + 0.03 - 0.37 - 0.85 - o. 95 - o. 58 - 0.18 - 0.15 - o. 23 -·0.30 . - 0.18 18 . 
19 + 1.08 H- o. 95 +o. 52 + 0.04 - 0.32 - o. 74 - 0.88 - o. 40 - 0.19 - 0.19 - o. 23 - 0.30 - 0.16 19 

20 +l. 07 H- o. 91 +o. 50 - o.os - o. 48 - o. 91 - o. 90 - o. 37 - 0 .. 21 - o. 20 - o. 23 - o. 28 - o 12 20 

21 + 1.04 ~ 0.88 +0.49 - o. 05 - o. 53 - o. 92 - o. 79 - o. 36 - 0,'23 - 0.24 - o. 23 - o. 23 - 0.06 21 
... 



TABLA 3.2 DESARROLLO EN SERIE DE FOURIER DE Cp 62 

GRA- Cp TERMINOS '5 TERMINOS 6 TERtvri NOS 12 TERMINOS 18 
DOS Cp ER!10R Cp ~Rfi'OR Cp ~ROOR Cp ERROR 

o. 1.00 0.98 2,0 1.00 --- l.01 l:o 1,01 l.O 

5 1.00 0,95 5.0 0.97 3,0 0.99 l.O 0.99 l.O 
10 0.94 0.88 6.4 o.89 5.6 0.92 2.1 0.93 l.O 
15 o.so 0,75 6.6 0.7&, 5,3 o.so --- o.so ---
20 0,60 0,59 1.7 0.59 l.7 0.61 l.6 0,60 ---
25 o. 36 0.38 5,5 0.37 2.7 0,37 2.7 0.36 ---
30, 0.10 0,15 50.0 0.14 40.0 0.10 --- 0,10 ---
35 -0.17 -0,10 70.0 -0.11 54,5 -0.17 --- -0,17 ---
40 -0.45 -0.36 25.0 -O. 38 18.4 -0.45 --- -0.44 2.2 
45 -0.70 -0.61 14.7 -0.64 9,3 -0.70 --- ...0.10 ---
50 -0.92 -0.86 6.9 ,,,0,88 4.5 -0.91. l.l -0.92 ---
55 -l..09 -1.09 ---- -l.10 0.9 -l.08 0.9 -1.08 0.9 
6D -1.20 -l.29 7.5 -l. 29 7.5 -1.22 1.6, -1.21 o.a 
6ó -l. 34 -l.45 8.2 -l. 45 8.2 -1.35 0.7 -1.34 ---
70 -1.48 -1.57 6.0 -l.56 5,4 -1.47 0.7 -1.48 ---
75 -l.60 -l.64 2.5 -1.63 1,8 -l.59 0.6 -1.60 ---
80 -1.68 -l.67 0.6 -1.65 l.8 -1.68 --- -1.68 ---
85 -l.72 -l.65 4,2 -l.64 4.8 -l.73 o.6 -1.72 ---
90 -l..70 -l.60 6,.2 -1.58 7,6 -1.70 --- -1.70 ---
95 -1.61 -l.50 7.3 -1.49 a.o -1.60 0.6 -1.62 0.6 

l.00 -1.45 -l.38 5.0 -l.. 36 6.6 -1.43 1.4 -1.44 0.6 
l.05 -l.. 20 -l.24 3.3 -1.23 2,5 -1.22 1.6 -1.22 1.6 
lllO -1.0l -1.08 6.9 -1.08 6.9 -1.0l. --- -1.0l ---
ll.5 -0.84 -0.93 10.7 -0.93 :i:o.7 -0.84 --- -0.84 ---
120 -0.70 -0.79 12.8 -0.78 11.4 -0.70 --- -0.71 l.4 
l.25 -0,61 -0.66 8.2 -0.65 60, 5 -0.61 --- -0.60 l.6 
130 -0.54 -0.56 3.7 -0.55 1.8 -0.54 --- -0,54 ---
135 -0.50 -0.47 6.4 -o. 46, 8.7 -0.50 --- -0.50 ---
140 -0.45 -0.42 7.1 -0.40 12.5 -0.45 --- -0.46 2.2 
145 -0.42 -O. 38 10.5 -0.37 13.5 -0.42 --- -0.42 ---
150 -0.40 -0, 36 11.l -0.35 14.3 -0.40 --- -0.40 ---
155 -0.40 -o. 36 11.l -0.36 ll.l -0.40 --- -0.40 ---
160 -0.40 -O. 37 8.1 -0, 37 8.1 -0.40 --- -0.40 ---
165 -0,40 -O. 39 2.6 -0.39 2.6 -0.40 --- -0.40 ---
170 -0,40 -O. 41 2.5 -0.41 2.5 -0.40 --- -Q~40 ~--

~'75 -0.40 -0.42 5.0 -0.42 5.0 -0.40 --- -0.40 --
180 -0.40 -0.42 5.0 -0.43 7.5 -0.40 --- -0.40 ---



TABLA 3,3 COEFICIENTES DE FOURIER PARA SERIES 63 
CON DIFERENTE NUMERO DE TERMINOS 

TERMI- NUMERO DE TERMINOS 
NO '5 6 1 2 1 e 
ªo -0.602 -0.598 -o.603 -0.603 

ª1 0.301 0.296 0.300 0,300 

ª2 0.937 0.932 0,934 0.935 

ª3 0.401 0.408 0,413 0.412 

ª4 -0.056 -0.047 -0,049 -0.0J,8 

ª5 0.010 0,018 0.019 

ª6 0.066 0,066, 

~ -0,013 -0,014 

ª8 -0.046 -0.044 

ª9 -0,004 -0.002 

ª10 0.008 0.008 

ª11 -0.005 -0.004 

ª12 -0.0001 

&i3 -0.0097 

ª1" -0.0044 

. ª15 -0.0077 

ª16 0.0003 

Ri7 0.0040 

,• 
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TABLA G.1 ANALISIS POR PESO PROPIO. ESFUERZO Ns 
EN EL CONO 

PUNTO AREA PESO PERIMETRC Ns Ns Nsf'Nsc 
M2 KG CM CAL CU t•/\00 PR06RAMA 

J. 2.2 54 --- ---- ---- --
2 15.1 323 1282 0.50 0.57 14 

3 39.7 939 2079 0.90 0.97 7 
4 76.0 1846 2876 J.. 28 l. 34 4 

5 124.0 3046' 3674 J.. 66 1.71 3 
6 183.7 ol-538 4471 2.03 2.07 2 

7 255.1 6323 5269 2. 40 2.4-4- 2 

8 338.1 8399 6066 2.76. 2.80 l 

9 432.9 l076r7 61l64 3.14 3.17 l 
10 539. 3 13428 . 7661 3.50 3,54 l 
ll 6.57. 4 16381 8458 3,87 3.91 l 
12 789.2 19626 9256' 4.24 4.19 l 

13 928.7 23162 10053 4.60 4,45 3 

TABLA G. 2 ANALISIS POR PESO PROPIO. ESFUERZO Nx 
EN EL ·CILINDRO 

PUNTO A REA PESO PERIMETRC Nx Nx N% 
M2 "G CM lrALCULA.00 PRO&RAMA Nxc 

l 928.7 23162 10053 2.30 2.22 3 
2 1030.7 25767 10053 2,56, 2.48, 3 

. 3 1132.8 28320 10053 2,82 2,73 3 
4 1234,9 30872 10053 3,07 2.99 2 

5 1337 .o 33425 10053 3.32 3.24 2 
6 1439.2 35980 10053 3,58 3.49 2 

7 1541.3 38532 J.0053 3,83 3.75 2 
8 1643,4 41085 10053 4,08 4.00 2 

9 1745·5 43637 10053 4,34 4.26 2 
10 1847.6 46190 10053 4.59 4.51 2 
ll 1949.8 48745 10053 4.85 4.76 2 
12 2051.9 51297 10053 5.10 5.01 2 

13 2154.0 53850 10053 5.36 5.27 2 
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TABLA 7.1 ELEMENTOS MECANICOS MAXIMOS PARA CADA MODELO 
LAMINA CILINDRICA ORTOTROPICA. 

O: O N O E P T O - •A N: G U LO o<.. 
.... 10' 20· 30· 40.· 

SECO ION l. 

DESPLAZAIUENTO w -55.0 -2i.i 7.3 9.3 i3.2 
FUERZA Nx -43.2 a.i. 1.8 3.2 3,9. 
FUERZA NO -427 .4 79.a 17.8 31.7 39.0 
FUERZA Nxo o.o o.o ' o.o o.o o.o 
MOMENTO 'Mx o.o o.o o.o o.o o.o 
MOMENTO 'Mo -167. 4 -34.8 69.4 85.4 139.8 
UOMENTO Mxo 63.4 -22.2 -14.5 -24.61 -31.9 

S E O O I O N 2 

DESPLAZAMIENTO w l., 9 2.4 1..4 J..5 1.7 
FUERZA Nx 3.1 8.7 5.0 4.9 2.9 
FUERZA No -732.0 -1070.0 -340.6 -238.0 -129.7 
FUERZA Nxo 1.9. 9 -25.1. -4.6 7.9 -9.8· 
MOMENTO Mx 84.5 14i.2 53.7 4J:..3 19.5 
MOMENTO r.io 0.3 -0.5 -0.4 -0.4 o.6 
NOMEN TO 'Mxo -0.2 -0.3 0.1 -0.1 -0.J. 

!! E O O ION 3. 

FUERZA Nx -29.9 ;..54;1 36'. 3 3i..a 34.7 
FUERZA No o.o o.o o.o o.o o.o 
FUERZA Nxo -58.4 -230.-. 7 -106'.8 -49·9 fu7.7 
MO:ME!ITO Mx o.o o.o o.o o.o o.o 

· l\IOMEN TO ?.lo o.o o.o o.o o.o o .• o 
MOMENTO Mxo 2. 6i -12.5 5.2 1.fu . -2.9 



66, 

TABLA 7.2 ELEMENTOS MECANICOS MAXIMOS PARA CADA MODELO 

LAMINA CILINDRICA ISOTROPICA. 

c_o N o E p T o 1A.N G U LO o<. 

4. 10· 20· 30· 40• 
$_ECO ION l 

. 
DESPLAZAIUENTO w -29.0 -12.2 1.2 4.5 5.9 
FUERZA Nx -17.8 3,8 -1.1 1.4 . 2.1 
FUERZA No -176:.2 37. 4 4.9 13,7 21.0 
FUERZA Nxo o.o o.o o.o o.o o.o 
MOll!ENTO Mx o.o o.o o.o o.o o.o 
MOMENTO ?4() -66.6 30. 5 . 7,5 37,9 75,4 
MOMENTO Mxo 23. 4- 8.5 -5. 4 -11.5 -J:6.4 

S .. E C O I O N. 2 

DESPLAZAMIENTO w 1.5 2.1 0.8 o.a, o.a 
FUERZA Nx 3,3 8.5 4,9 5,1 4, 6, 

FUERZA NO -699. 4 -970.1 -313.6, -233. 2 ' -178,0 
FUERZA NxO 25.1 19.9 -4.7 -8.9 -12.1 
MOMENTO Mx 92.9 139.9 54.5 44.4 32.9 
KOl\IENTO MQ 23.2 34.9 13.6 11.1 8.3 
MOMENTO ll!xO 0.3 0.3 0.1 0.1 -0.1 

S-E e e I o N 3 

FUERZA Nx 28.5 45,7 27.7 39,3 51.4 
FUERZA NO 7.1 11.7 6.9; 9.8 12.9 
FUERZA Nxo 32.5 85,5 -49.5 -33.2 -34.4 
MOMENTO Mx o.o o.o o.o o.o o.o 
MOMENTO MO o.o o.o o.o o.o o.o 
LIOMENTO HxO ~0.9 -3.9 1.8 -0.5 -1.0 
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F !GURA 3. 2 VARIACION DE cp· EN UNA SECCIO N DEL CONO 
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FIGURA 4.1 COMPONENTES DE DESPLAZAMIENTO 
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FIGURA 4. 2 COORDENADAS DE SUPERFICIE 



FIGURA 4.3 COORDENADAS DE LAMINA 
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FIGURA 4.5 515 TEMA COORDENADO EN EL CILINDRO 
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FIGURA 4.6 515 TEMA COORDENADO EN EL CONOi 
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FKJURA 4.7 GEOMETRIA DEL CONO 
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FIGURA 4. 8 INTERVALO DE UNA FU~CION 
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1 LECTURA DE DATOS 1 

1 1 

CALCULO DE LOS COEFICIENTES DE LA SERIE 
DE FOURIER PARA LOS COEFICIENTES DE 
PRESION Cp DEL CILINDRO Y DEL CONO 

l 
DETERMINACION DE CONSTANTES 1 • 

J 
OBTENCION DE LAS FUNCIONES POLINOMIALES 
Y, Y' 1 y Y'' ECS 5.1 A 5.3 

l 
j PARA N = 0 1---,N = llj 

l 
CALCULO DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES 
DEL SISTEMA DE ECUACIONES. CONDICIO-
NES DE FRONTERA UNION CONO - ANILLO 

l 
CALCULO DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES 
Y VECTOR DE CARGA DEL SISTEMA 
EQUILIBRIO DEL CONO 

1 
CALCULO DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES 
CONDICIONES DE FRONTERA FORZADAS 
UNION CONO - CILINDRO 

1 
CALCULO DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES 
CONDICIONES DE FRONTERA NATURAL 
UNION CONO - CILDIDHO 

cb 
FIGURA 5.1a 



y 
CALCULO DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES 

Y VECTOR DE CARGA DEL SISTEMA 

EQUILIBRIO DEL CILINDRO 

1 
CALCULO DE LA !.!ATRIZ DE COEFICIENTES 

CONDICIONES DE FRONTERA FORZADAS EN. 

LA BASE DEL CILINDRO 

l ' 
SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES 

ALGEBRAICAS POR EL l\!ETODO DE ELD!I-

NACION DE GAUSS 

l 
DETERMINACION DE LOS DESPLAZAMIENTOS 

u, v, w Y LOS ELEMENTOS MECANICOS 

EN CADA NUDO DE LA GENERATRIZ DEL 

CONO Y DEL CILINDRO 

l 
1FIN1 

DIAGRAMA DE FLUJO ESQUEMA TICO DEL PROGRAMA 

UTILIZADO PARA EL ANALISIS DE LOS SI LOS 

FIGURA ':i.1b 
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FIGURA 6.1 GEOMETRIA DEL SILO ( crnl 

X 

e =&.11 

FIGURA 6.2 GEOMETRIA DE LA LAMINA(crnl · 
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APENDICE A 

TAPA CONICA ORTOTROPICA 

Se ha visto que la ortotropÍa del cuerpo oilindrico del. sil.o, 
modifica su comportamiento ante cargas externas con respecto a 
la estructura isotr6pica. Por lo tanto ea dee.eabl.e poder anii.l.J: 
zar tambián estas estructuras considerando la ortotrop!a ie la 
tapa cónica, para C<?nsiderar su efecto. en la este.bilidai del. si
lo. Esto se puede efectuar realizando pruebas de labore.torio 
con modelos represeRtativos de l.a tapa c6nioa para cada sil.o •• 
particular y poder obtener loe parámetros de rigidez de iicha 
tapa que dependeran de la geometría de l.a lámina en l.a euperti
cie o6nioa, 

Loe el.amentos mecánicos y ecuaciones de equilibrio correspon
dientes se modifican y se pueden obtener en forma similar a la 
delJ. cuerpo cilíndrico como se muestra a oontinuaoi6ia: 

Para una lámina ortotropica, las relaciones esfuerzo deformaci4n 
están dadas por la ec 4,J.4 1 eustituyendolas en l.as ecs 4,l.2 que 
representan a los el.amentos 'mecánicos ·en·J.a superficie ccSnica, 

' . 



después de integrar estas ecuaciones quedan en 1a forma 
te: 

Ns 

N e, 

lisa 

= D u· 
S S 

+ Dµ. 
S 

(v0~ec0( + u - wtg"') 

= Dµ.us + De 
B 

(v0seo + u - wtgc() 

= Dse (v.
8 

- .! + ueseoct) 
S S 

= ~SWSS + Bµ. (w + Seo~ wee)] B S S 

[:Sµ.WBS 
+ Be (.ws + Seo~ waal] 

S B 

= Bsa Seco( (wa - wsa) 
S S 

En donde: D = El. t, 
B 

Dµ = E;µ. t 

Da = E2 t 

Dsa = G; t, 

Be = El. t,3/l.2 

Bµ. = Bµt.3/l.2 

Be; = E2t3/12 

Bsa = G. t3/6 

102 

sigui e~ 

Estos parámetros de rigidez deben obtenerse experimental.Jaente 
para oaia tipo de tapa cónica. 

Con estos va1ores de 1os elementos meoánic~s; las.ecuaciones de 
equi1ibrio se pueden obtener mediBJlte 1ae eoe 4,13 oon loa va
lorea .oorrespcndientea de .A, :s, 1/r1 , y 1/r2, para una ltbai-

• 



l.03 

na ocSnica. · Después de sustituir y considerar la aimplifica
ci6n de Donnell,l.aa ecuaciones de equilibrio quedan de la si
guiente manera: 

D S 2 - D D S t - ~ 2 ·o + 0 eo "(. v.-ea - aB v - e ec.«. goc. wa + •e. s = 

B
2 B 2B B - + Ba w- t 2 D -

S WSSSS + s8 WSBB - 0 WBB - B + g C( 0 w; + 
B 

+2(Bµ.+B~a+Be)sec~(w00 -tg.;Seax<:D0 v 0. - tg«:sDµ. üs - tgcdi. - 11
2P11=0 

B 

Conocidos l.oa paráaetros de rigidez, las ecuaciones anteriores 
junto coa l.ae correspondientes a loe elementos mecánicos, ee pue
den utilizar para analizar el silo oonsilleranio tanto al. cuerpo 
oil.!ndrico como a ~a tapa c6nica formados por un material orto
trcSpioo. 



APENDICE B 

INSTRUCTIVO DEL PROGRAMA 

Los d~tos de entrada del. programa e e al.macenan en un archivo de 
trabajo en formato J.ibre; el. orden de lectura es el. siguiente: 

J., PRIMERA LINEA 

Velocidad del. viento en km/hr 
2' Peso de la J.ámina en kg/m 

Indice para indicar anál.isis isotr6pico 
u ortotrcSpioo 
Indice para definir análisis por peso propio 
o por viento · 
Val.ar del. ilicremento del. ángul.o en que se 
desea la salida de resultados 

2, SEGUNDA LINEA 

.l!adio del. cil.indro en cm 
Altura del cil.indro en cm 

(R·eaJ.) 
(Real.) 
(Biltero) 

(Entero) 

{Real.) 

(Real.) 
(Real.) 



Angulo da.inclinaci6n de la generatriz de la 
tapa c6nica en grados 
Distancia del v~rtioe del cono al anillo 
superior en ·cm 
Area de la secci6n transversal del anillo 

· super.ior en cm2 

3, TERCERA LIDEA 

M6dulo de elasticidad de la lámina 
en kg/cm.2 

M6dulo de Poisson 
Espesor de la lámina oilíndrioa en cm 
Distancia horizontal entre dos crestas o 
~lles de la ccrrugaci6n ~e la lámina 
cilíndrica (c~ en cm {fig 6.2) 
Longitud curvilínea entre dcs crestas o 
valles (L) en cm (f1g 6,2) 
Flecha de la corrugaci6n de la lámina 
(f) en cm 

4, ·CUARTA LINEA 

Coeficientes de preai6n del viento para 
el cuerpo cilíndrico a cada 15º de 0° a Lilaº 
(Trece datos) 

5. QUINTA LINEA 

Coeficientes de presi6n del viento para la tapa 
cónica en trece eeccioaes circulares, iniciando 
en el v&rtice y fiaalizando en la unitSn coll el 

. . o o o . 
cilindro.· Serán a cada·15 ie O e. 180¡ trece -
de.toe pc:u secci6• circular. 

(Rea.J.) 

{Real.) 

{Rea1) 

{Rea1) 

(Rea.J.) 
(Real) 
(Real) 

{Real) 

(Real) 

{Real) 

(Real) 



l.06· 

El. diaposi tivo de entrada de datos puede ser modificado. empl.e":!!; 
doae,por ejemplo; tarjetas perforadas. 

El índice para indicar análisis isotr6pioo será oero y cualquier 
valor diferente de oero para análisis ortotr6pioo. 

El índice para definir análisis por peso propio será cualquier 
valor diferente de cero y val.drá oero para definir análisis por 
viento. 

Loa reaul.tados serán loa deapl.azamientoa y.elementos mecánicos 
a lo largo de una generatriz y se obtendrá para ángulos de oªa' 
180º con·uncinoremento definido por el dato " valor del inoremen
to del ángu10 11

• 
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