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INTRODUCCION 

Deb.ido a la necesidad de clj scñar apropiadamente las estructuras 

que se localizan en zonas s5.s1nicas se han OI'ip,inado varios cs-

. tudios relacionados con el fcnÓm<~ no de propagaci6n y amplifica-

. ción de ondas sísrnicas, t>in crnb.=1rgo, los resultados obtenidos 

indican que aún son nece~.Jl'·ios llkH~ cstt1d_ios para comprender -

las caracteristicas de los 1novi1nic:11tot: en la ~;:upcrficie Je la 

tierra. 

Dado que las caracte~ísticas de los suelos dependen de mucl1os 

factores y sabiendo que el factor de a1npllficaci6n para un si

tio dado varia consictcrdblc111cnte de acuerdo con el mov.irniento, 

es necesario tratar de explicar c!stos factores para comprender 

de forma general el movimiento dül terreno en un sitio dado. 

Para definir los 1nov.intienton en 1a superf:icic d<"! un depLÍsito -



.. l\~ l sur..-

los y un método adecuado para Citlcular dicho movinii2nt:o. 

Entre los primero:; método.'.: rn1rnél•-icos ele a11<Íli~ir; pal'a c:.Jlcular 

lu respuestél en uri. ::;i.tio ~~H L~11cu«ntra el que :idl~,1l:i.za Uihl cap .. 1 

sc1ni-infinita dl! ~:uelo cr•n tH\<1 ~-.1·r.ie de ma:_;:i~; ,.,)IH~\~111.l--.dtl.lS cu-· 

con los cuales De [;imul.in ].¿¡~; propiedades d.;:l :;uelo, :·:E: l'equi~ 

·re que las propiedu.d~~-; <h;1 mu.tel'i.al Gea.n const:¿1nTC's ~i .lo lar•go 

de planos horizontales y que~ t".:l movi1niento qU(: ~~t.' é1p1 iccl en la 

base sea hori.zontal, o ;;c:a, so estudia el suelo corno un:1 vj ga 

de cortante. Este modQlo solo l~:..> .:ipl·ica.blt: en .:tquellos ~-;.i.tios 

doúde la pendiente en lü supc,rf.icie d\~l dcpÓDi to y en 1,1 base· 

del mismo sea 1nuy poco pron11r1ciadi1 y a<le111~s, lQ excitaci6n eot~~ 

dada ·por ondas sismica.s del tipo S que se propagan vertical-

mente. 

Dada la cornplej id.:id del· pPoblerna <le propa_p,aci.ún de onJas t::n Oll?-

dios de geometría irregular los modelos uniclimen::;ionalc::; solo 

proporcionan una idea var.;a del f>POblema real. Un paso hacia --

adelante lo represen tan los modelos bidimens_ionales, que aunque 

más costosos, incluyen factores no .nanejnbles con una teoría -

unidimensional, dentro de esta línea se han realizado vtlrios tr! 

bajos (Idriss atal), sin embareo su utilidad práctica QB el campo 

de. la :ingeniería sís1nica es cuestionable debido a lo limitado 

de-1 rango de frecuencia:; invest.: ·ado y a las incei•tid1.11!1bPes in..:. 

herentes en los modelo~; ntlfi\'á:ric:os . mplcados. 



Desde 1977 hasta]¿\ fecha S(· han \'fJB:ido des.:iPr-.Jl]a11<lo en t::>l rn:; 

tituto de Ingenjür'Ía (LIN/\M) vaiiios pr•oyi;~ctos p,.;ip.:1 tPalat' de cln:} 

lizar el fenómeno d~~ Amplif:ic.i.eíón· Din5mic.:l, .:~11tr\~ t-.i_lo~~ :1c· t~n 

cuentran el riue ut-i.l.i~a t.>1 método de J¿ü1 car•.:ictcP:Íst:i.cL1:; ( .. \yaJ .. 1 

y Reyes) para el eDtuct_-io dt• ampl.if.icac .. i.011e!:> dP 011da~1 P \' 'JV, e.\ 

que utiliza el 111(!·t:odo d<~.1 c:ll.'lill.'J1to fi11i to ·j\\n·to eon t!l f'OllCC!pto 

de fronter'<:lf> üCtiv.i~; (Ar·.111dd v i\Vi\] .. 1) p<..11·.1 c•l t.~:1t·udio de~ dm¡1li 

ficación ele ondas Sii y c·1 que ,-~mplea ec11<1cion(=:~ i ntc>p,ralt~~; y -

distribución de fuente:; ~" Í:;m:i ca~> para f'l'~;o 1.. ver P l" proble1n.~1 ch~ 

'amplificación (Sá.nche;:'.). Con ef:to[; 1nétodos se h.:1n obtc:nido re

sultados bastante aceptnbles, sin e1nbaP¿:o, a)gunos de ellos ha11 

sido interrumpidos por diversas cat1sas y su aµJicabílid~d prác 

ti ca aun no h'a s :ido comp1 e t:arncntc e>:plotacl.::t. 

En es·te trabajo se estudj a la formulación nu1nérica del fenómeno 

del Amplificación Dinámica orieinado por ondas del tipo P, SV 

y SH. 

En el capítulo 2 se dc.scr.i.be el problema y ~~l! fundomcnta el mi~ 

mo con base en la teoría de propagación ele ondas en medios elá~ 

ticos. En el capítulo 3 se pl'Csenta ]a forn1a de aplicar el mét2_. 

do de las diferencias finitas al fenómeno d12 amplificación do 

ondas SH, se discuten alcunrls aproximaciones utilizadas por v~ 

rios autores y se hace énfasis en el trata1niento de fronteras 

e ·interfases. En el siguiente capítulo se desarrolla el método 

de· las características paré\ ondas del tipo SH tomando como ba-

se el trabajo realizado por Aya~1 y Reyes para ondas P y SV y 

se plantea el conjunto de ecuac.:. nes necesario pura la modela-



En el capítulo!.. :::f.~ plante!.] el n~toda del e1omL!nto r_lnito, se T'~·

visa y e:-:tiend.-~ (.:L co11cc•pt0 tl•~ fL,OI\teras activ..:i:j, ~·:l" c.1lcu1.:1n 

los coeficiente~-; de r•:·flcxión par-a ondas P, SV y Sll con h.:ise l:!I\ 

est0 conct:~pto y :_;c~ c0111p.:1r.:111 con lo~; ohtl·11ido!~ 11\l•.:lii"int,--~ ,)t1'0 ,cr'i 

terio, así ml~mo, ~J(.: pPL'1';('flt:.J.ll '/ compn1•an la;; ci111plit:u..:\,·:~ no1,n1!::! 

lizil<ldS de los l{¡_·~;¡)!a:~nlllil!llt:OS \"•ttr'il ¡,] :incidc'•nci,'_¡ llOl'll\,\.l de 011 

das Sl-l sobre un valle ct.Luvictl s1_:nnicilíndrico y pürd la i.nc.ld,::rr 

'cia norma). de ondaG P y SV sobre un cl1fion con ln 1nisma geome--

tría. 

En.el capitulo 6 se rre~e11ta la for1nulací6n clirect<l e~ indira~ 

ta del 1nétodo de los elen1l~nt:o:3 d.:i froni:c·r.i dcri.v.;ido.s del prin

cipio de los trabajos virtuales como un proccdiu1.icnto general. 

para la solución de problo1nat:-; de elasto<l:i.nátnica, así mismo, se 

plantea el tratamiento de' f1~ont\."!ras infjnito.s y se pre·senta una 

posible forma de tratar nÚmL•ri cu.mente las si nr,ul~lr:Íd¿¡des. 

Po1• último, en el capí·tulo ·¡ sci describe una forma aproxitnacla 

de aplicar los elementos de frontera en el cstndio de probletnus 

de radiaci6n ya que con ellos se pueden definir condiciones -

aproximadas en las frontl~t·as de regiones que se encuentran al~ 

jadas del dominio en estudio. 



DESCRlPC!Oll UEL PRO~LEllA 

!lasta la fecha no ha sido posible definir un modelo general mediante el 

cual se pueda evalt1ar la i11f luQ11cia de las condiciones locales en las ca
racterísticas de los si"1,,os. La aplicabilidad de los modelos cxistuntcs 

esta restringida ya que no cubren todo el ran90 de situaciones que se pue

den presentar en la rea 1 i úll.d. Por 1 o regular, es tos moJel os consideran 

solo de manera aproximada la influencia de las características (jL'o1ógicas 

y topográficas de un sitio dado (rcfs 1,2 

El conocimiento de la influencia de las condiciones locales es Gtil en 

los estudios de microregionalización donde es necesario formular criterios 

que permitan definir para un sitio dado espectros de diseiio. Estudios reil_ 

lizados· han de111ostrado la influencia que las características locales de al

gunos sitios han tenido sobre el daiio observado en las estructuras {ref 3 

Entre los factores que mas influyen en las características de los 111ovimie!~ 

tos sísmicos se encuentran las características del 111ecanismo generador y 

la trayectoria que siguen las ondas para 1 legar al sitio en consideración. 

Ambos factores determinan el tipo o tipos de ondas que dan lugar al movi

miento. 

Observaciones realizadas han demostrado que dependiendo del mecanismo ge

nerador se originan diferentes tipos de ondas.mismas que al viajar a tra

vés de las diferentes capas de la corteza terrestre sufren fenómenos de 

reflexion, refracción y dispersión que modifican radicalmente sus carac

ter!sticas en la fuente. Estos fenómenos normalmente se concentran en las· 

capas de suelo superficial, de aquí, la importancia que tiene para el in

geniero el estudio de la influencia del .suelo y la topografía local en los 

movimientos sísmicos 

La evaluación de daños producidos en sismos recientes ha proporcionado 

pruebas cada vez más convincentes de la importancia de las condiciones 

·locales. Se ha visto que aún en zonas localizadas a poca distancia una 

·de la otra existen marcadas diferE1.cias en el movimiento de la superficie 

(ref 4- ). Estas diferencias ,;2 deben principalmente a los cambios · 



' 

en espesor de los deposites de suelo bajo la superficie y a las diferentes 

caracterlsticas topográficas, sobre todo si te tienen zonas de transición 

entre suelo y roca como se muestra en la fi9 1 En este caso, el 

tamaiio de la irregularidad topogrlfica, el tipo de suelo y la 1011gitud de 

onda dominante son factores muy importantes en este fenómeno ya que si ll1 

irregularidad es 111uy pequeña en relación a lo longitud de onda el fenómeno de 

amplificación se puede despreciar. Lo mismo sucede si la irre~1ularidad 

es muy grande en relación a la longitud de onda. Por lo re!JUlar en los 

estudios sismológicos se consideran estas condiciones, sin en1bar~10, para 

fines de Ingeniería Sismicll es necesario considerar por ejemplo pendientes 

pronunciadas y longitud de ondas de interés en el diseiio sís1>lico. 

En la ref 5 se proponen para su estudio algunas condiciones topográficas 

y geológicas de utilidad en ingeniería sísmica ,así mismo,se sugiere que se 

util izen frecuencias mayores de 1 Hz o longitudes de onda menores de 1000 1n 

Sin embargo, independientemente del método que se utilice, la evaluación 

de la respuesta en un sitio para diferentes frecuencias puede resultar, 

demasiado costosa, por lo que es necesario utilizar métodos de interpola

ción con ayuda de los cuales se pueden construir las funciones de transfe

rencia para el rango de frecuencias de interés. 

Ya que la experiencia ha demostrado que la influencia de las configura

ciones topográficas y geológicas es muy importantes en la distribución 

local de amplificaciones, las que pueden ser críticas en algunas estruc

turas, estas se deben considerar en las especificaciones de diseiio. Por 

lo regular, los reglamentos no consideran las variaciones posibles de los 

movimientos en la superficie. 

Se considera (ref 5 ) que las condiciones topográficas y geológicas como 

las que se muestran en la fig 2 pueden formar las bases para la modela-

ci6n y evaluación de los futuros modelos ingeniernc, , así mismo es con

veniente, desde el punto de vista de costo y eficiencia, considerar como 

superficie plana a la que se encuentra junto a la iregularidad . 



.'.' 

PROPJ\GAC ION DE ur:Oi\S Erl MEUI os ELAST 1 cos 

Con el objeto de fundílrnentar el contenido de los capitulas si~1uicntes, en 

esta sección se presentara una introducción a la teoriu de propagación de 

ondas en medios elásticos 

Consideremos un cuerpo en equilibrio definido por su· volumen V y su fron

tera S (fig 3 ). 

El cuerpo esta sometido a un sistema <le fuerzas oor unidad de n,l!sa v l'Or 

unidad de volumen definido porª y en su f1·ontera acluan fuerzas exte1~.io

res o tracciones t ,.. 
El equilibrio se establece de. forma qeneral con la senunda ley de 

Newton, misma que en notación indicial se escribe como 

.2.1 

donde p es la densidad de masa del cuerpo, t., Bi, u. son las componentes 
. 1 1 

de los vectores de fuerzas externas, fuerzas de .cuerpo y desplazamiento 

(!!) respectivamente, el punto indica derivación con respecto al tiempo. 

Al sustituir en la ec 2.1 la relación de esfuerzos de Cauchy (ref 6 ) da

da por 

2.2 

donde ~ij, son las componentes del tensor de esfuerzos y ni es el vector 

normal unitario a la superficie, se obtiene 

2.3 

Si ahora en esta ecuación se aplica el teorema de Gauss (ref 7 ) que re

laciona una integral de volumen con una integral de superfice se obtiene 

2.4 



y como esto se cumple para cualquier volumen V, entonces la ecuación dC> 

equilibrio quedará finalmente. 

pÜ· 
J 

2.5 

Si se supone que el material que ocupa el volumen V es elástico, lineal, 

homogéneo e is6tropo, entonces de acuerdo con la ley de llooke (rcf 6 ) 

las relaciones constitutivas del mate'rial se definen como 

2.6 

donde ).y G son las constantes elásticas de Lamé, ~lj es una delta de 

Kronecker que se define corno 

s .. = ¡ 1 
'J o ·.i 

.. i "'j 

. .J • 
'r J 

y las ~~ son las componentes del tensor de deformaciones (ref 6 ) definj_ 

do por las relaciones despl azami ento-deformaci bn como 

1 . ou; i'>uj 
T l O~j + ;i.,,; l 2.7 

Al sustituir las relaciones desplaza111iento-deformación en las ecuaciones 

constitutivas del 111aterial y a su vez esta en las ecuaciones de equilibrio 

se llega a las siguientes relaciones 

1 
G d~U¡ 

J ')(. 
J 

2.8 



conocidas como ecuaciones de movimiénto de r~avicr 

En forma vectorial y despreciando las fuerzas de cuerpo, las ecuacion ant~ 

rior se puede expresar cuma 

2.9 

donde 'V es el gradiente, V es la divergencia y vi JS el operador Laplacia
no. 
SegQn el teore111a de llel111holtz la ec. 2.9 admite una solucibn si v., se exprg_ 
sa coino una combinación de un potencial escalar I¡ y un potencial vectorial 

"Í· , es decir 

2. JO 

donde'V" representa al rotacional 
Ya que la ec 2.9 relaciona las tres componentes del vector de desplazamie!l 
to con cuatro funciones, es necesario para definir el problema una restricción 
adicional, o sea debe existir una restricción entre los componentes de~. 
Esta restricción se escribe como 

2.11 

Si se sustituye la ec 2.10 en la 2.9 y se consider~ asta restricción se 
obtiene 

La cual solo se cumple ~i 

2.12 



y 

. 2 .13 

la primera de estas ecuaciones nos lleva a 

2.14 

y la. segunda a 

2.15 

donde 

e~ A.+ 2G 
p = p 

2.16 

La aplicación del teorema de Helmholtz permite desacoplar el sistema de 
ecuaciones original dado por la ec 2.9 en un sistema de ecuaciones defi-
nido por las ecs 2.14 y 2.15. Cualquiera de ellas se conoce con el nom- • 

· bre genérico de ecuación de onda. De aquí, es posible demostrar (ref 8 
que a través de un medio elástico infinito se pueden propagar dos tipos 

de peturbaciones, una con velocidad CP asociada al potencial ~ y la 
otra con.velocidad Cs, asociada al potencial y. La primera se conoce 
con el nombre de onda de dilatación (onda P, oñda de compresion) y la 
segunda como o.nda de·distorsión (onda S, onda de cortante). La onda de 

dilatación produce cambios volumétricos en el cuerpo mientras que la de 
cortante distorsiones en el cuerpo. El problema quedará resuelto· si 
se determinan los potenciales ~ y y que satisfagan las ecs 2.14 y 

2.15 y además cumplan con las condiciones iniciales y de frontera. Una 
alternativa de interés práctico la representa el considerar un frente 
de onda plano que se propaga en un espacio elástico homogéneo e isótropo. 
En este caso, se puede demostrar que esta solución esta dada por 

2. 17 

y = Y1l •;I¡. <.ll + t1";\¡- C,ll 2.18 

' 



donde Lf1 , ~1 , 

\¡ representa 
(fig 4 ) 

i·1 y 'l"i son funciones arbitrat"iíls de sus n1·~1umentos y 

los cosenos tli1·ectorcs de la normal al frente de la ondd 

Si se considera que 1íls 01Hllls es tan polarizudílS en el plano "':.. x ~ . es-

to es el plano que define al frente de onda normal ol plano "t"> , los 
potenciales ~ y 'f son funciones solo de lf y 1f~y por lo tonto los 
desp 1 azami en tos se éscri ben <Je 1 a ec 2. lU como 

2.19 

2.20 

2.21 

En este caso 1 os componentes u1 y u~ son 1 os asociados a 1 a onda P y a 1 a 
componente de onda s sobre el plano de polarización, onda SV, La compone!l 
te u 2 esta asociada con la componente horizontal de.la onda S, onda SH. 

Los potenciales f Y"f, soluciones de las ecs 2:14 y 2:15, considerando 
·que la onda es armónica, .que se propa~a Po la dirección positiva del eje 
'"t· y que incide en una superficie libre, pueden escribirse como 

~ = f<.,~>e"p(ík<cl~,,. 1 1) 

i::: c:Jl'l.~le"e(i~<cl- ><il] 

2.22 

2.23 

donde e es la velocidad aparente de propagación de 111 onda en la dirección 
del eje x1, k es el número de onda resultado· de divictir la frecuencia 
entre la velocidad de propagac1ón de las ondas y f( ~~) y g(l43 ) 
son funciones que describen la forma en que la amplitud de la ondas ca•1-
bian .con la profundidad,/\l sustituir las ces 2 .. 22 y 2.23 en las 2.14 .v 2'15 respeE_ 
tivamente se llega a una ecuación di l'erencial de 22 orden, la que al ser. 

resuelta Para el caso de ondas P y ,V nos conduce a 



{cY.,)= l\e•p[ikx 3 ~i~- tj + A2 e><p¡:i\ .. ,:.J~1~ - ¡' ]2.24 

~.lY. 3>:: B1e><p [ib; Je~ -11 ·r B2 e"Pt'k"~ ./{r- { ¡2.25 

por_ lo que los potenciales se expresaran de la siguiente forma 

tr = A1e,p [il(cl-.,..1 ·J~; .1', 3j t-f\i~·r['\<.ld-•i·/~~- l x11] 2.2G 

! = Ble"P r¡k,«-o¡,1•J¿~ · l '11] + B2 exprik.1cl-•1·J~,1 - i
0

Y¡J 2.27 

o en forma compacta 

Para el caso de una onda P incidente se ha demostrado (ref · 9 J que esta 
refleja tanto una onda P como una onda SV. e on estas circustancias los . 
potenciales se definen como 

2.28 

2. 29 

y en el caso de que se tenga una onda SV incidente se reflejaran tanto 
una onda SV como una onda P, por lo que ahora los potenciales quedaran 

tp = ~2 2.31 

"Y = i\ + 1l'i 2.32 
~ 

Para una onda 1 ncidente SH se ha de!iiostrado (ref 9 ) que unicamente 
se refleja una onda SH, por lo tanto 



2.32 

Los va 1 ores A
1 

, A
2 

, B
1 

y B2 dependen de 1 as candi c iones que se tengan 

en 1 a frontera 

Hayleigh (ref 10 ) demostró que en la superficie libre del plilno de po

lirización P, SV, no solo pueden viajar onjas de cuerpo sino también on
das de superficie cuya amplitud es función de la frecuencia y de la pro

fundidad. En este caso los potenciales se expresan como 

ljl =- A2e"P [iklcl - " 1 )J 

'Y = Bze>-p likld- "i>I 

2.33 

Se ha demostrado que en las ondas de Rayleigh la mnpl itud del desplaza

miento disminuye exponencialmente con la distancia a la superficie 'libre, 

es decir A2 y B2 son funciones exponenciales de <3 . 

Sustituyendo las ecs. 2.33 .v 2.34 en los ecs 2.19 y 2.20 y a su vez sus

tituyendo estas en las relaciones que nos definen una superficie 1 ibre en 

" 3 : O se obtienen dos ecuaciones homogéneas para las amplitudes A2 , 

B2 • Eliminando de estas ecuaciones las .11:ipl itudes se obtiene una ecua

ción cubica en función de la relación Cr/ es , la que puede ser resuelta 

si se conoce el valor del módulo de Poisson v , con lo que se demuestra 

que las ondas de superficie son no dispersivas, o sea, la velocidad de 

propagación no es función de la frecuencia y solo depende de las propie

dades elásticas del material. De· esta manera se demuestra (ref 10 ) 

que las funciones que definen el desplazamiento son 

[-e"pt-c¡/k l + ~ 
r\1 

- ¡·2iir e"pl- r/k l ,. .3... expl-"l/k.>ll k.1<3l. 
ri-+-1 k . 

2.35 

2.36 



donde 

2.37 

2.38 

En los párrafos anteriores se ha presentado la teorfo asociada con los 

principales tipos de ondas que se propaqan en un semi-espacio clílstico 

considerando tjue el frente de aneas es plano.sin embargo, cerca de los 

mecanismos generadores o fuentes qt11> dan lugar a los proble111as de radia

ción no se puede considerar que el frente de las ondas sea plm10 sino 

que existen ondas que se pueden aproximar con las 1 lamadas ondas cilín

dricas y esféricas (ref 8 ). Por lo cual, si se considera que la reglbn 

en estudio esta a una distancia lo suficiente111ente lejana de la fuente, 

el frente de ondas se puede considerar como plano, si esto no ocurre, se 

debe hacer una corrección y considerar la curvatura del frente de ondas, 

sin embargo, esto implica un grado mayor de complejidad. 

Por otro lado, la existencia de estratificación e irregularidades topogr~ 

fi cas ocasiona combinaciones de ondas que en genera 1 son di spersi vas .. 



METODO DE L/\S DIFERENCil\S Jo'INIT/\S 

El m~todo de las diferencias finitas se ha utilizuclo en ln 

aproximaci6n de las ccuucioncs d.ifcrcnciules p.:i.rc_i.nll"!s y cond_:!.. 

cienes de frontera que gobiernun el problcm.:i de prop.:t~Juci6n de 

ondas. La aproximación consiste en sustituir parn el punto 

P~, 
11 

como se muestra en la fi.g 5 (los subíndices se refieren 

a la colocaci6n espacial del punto y el super-índice a ln tcn1-

peral) cada derivada de ln ec 2,9 por una ccu.:ici6n de clireren-

cias en términos de los vnlores ele ln. función en el !?Un~o con

siderado y en puntos vecinos, r ... a derivada temporal se sus ti t~ 
1 

ye por valores en el intervalo considerado y en tien1pos ante-

rieres. Como resulta do se obtiene un sis temu. de ecuaciones re 

cursivo, el cual se resuelve junto con las condiciones inicin-

les de frontera. 

A continuación se presenta una aplicación de este método al 

problema de propagación de ondas Sii, el cual esta ~¡obernado 

por una ecuaci6n diferencial parcial del tipo hiperbólico. 

El primer paso consiste en dividir el es~acio continuo x, z, 

t (en este capítulo por conveniencia se utilizará notaci6n es

calar) en una malla rectangular de tal forma que el campo de 

desplazamientos queda determinado por los valores en los pun-

tos nodales. Si se escoge un espaciamiento constante /j x, 11 z 

Y !!. t cada .nodo quedará colocado de )ma sola forma con respec-

to a un origen arbitrario de coordenadas por los índices rn, n, 

p, o sea, por ejemplo, el desplazamiento v estará dado por 



3. 1 

Utilizando la notación anterior se puede cstnblecer unn upro-

ximación para lu primera y segunda dcrivud.:ts de 1.:i siguiente 

manera 

(Í)V) -
--r,¡- JO -

3.2 

Vm, 1 -1"m,n + "rn·l 

( b~ l 

este esquen1a se conoce como el de di fercncias finitas Centra-

les (ref. 11) 

De la ntisma forma se aproxir.lan las derival1ns con respecto a 

z y t. 

La ecuación diferencial parcial que rige el movimiento de una 

onda SH en un medio no ho111og€!nco donde se desprecian las fue.E. 

zas de cuerpo se puede demostrar de la ec 2. 9 que esta dada 

por 

. 1 
'él 'l 

p (lt "l 

donde 

G = G(x, z) es el m6dulo de .rigidez al cortante 

f = f(X, z) es la densidad de masa 

v = desplazamiento 

3.3 



Si consic1era1nos 

G {x, z) constante 

~lª• z) •constante 

entonces la ec 3.3 nos ~uedarft 

1. 
CJv 
()z'L ) 

3,4 

al sustituir las aproximncio11cs para ln seguncla derivada de-

finidas con la ce 3 .. 2 y agrupando térn1inos se obtiene una 

ecuaci6n para el desplazamiento en una forma explícita 

p+! 
"m n = • - -2:~,n- -~i.~ +e~ M ["~·•·n-1~:);v~.,,n +v~,n·•~2~X~);"~·n·I] 

esta ecuaci6n junto con las condiciones de frontern y candi-

ciones iniciales nos definen por completo el problema. En el 

caso de que el medio en que se propagan las ondas no sea horno 

géneo podemos escribir la ec 3.3 de la siguiente forma 

ª'l." <i f c'I. -;i.,] 'd í,ci 'd J . 
-;i.¡_1 = ~"'r s cit,-z> ª" + d~ L s lit, z.) ª~ 

donde e! = G/f es la velociclucl ele propagaoi6n, que se consi

dera varía espacialmente. Kelly et al (ref 12) discuten algu'-

nas aproxin1acioncs parn este tipo de derivadas y concluyen que 

las que mejor se comportan son 

;;¡[' -;¡,,] -=- e~ l,c., t..)- = "'t. ' ';l:t. 
e;'º,"'"''' < "~11, n .. t:.. vfri .n J -·C._ T11,nª 11,.. l ..... ~.n - "'rn?n·1)' 

( />,:z. ) 1 



donde 
')_ "l e + C, m e - Cint\on ,n 

sm. t/1,n- 2 

'l. 2 

e - Csm.,,n+ Csm n 
Sm·t/'1,n- ?. 

Se ha demostrado (rcf 13) que para un.:i di.scrcti.znc.i.6n espncial 

uniforme los esq_uen\as md.s elcmentu.lcs ele c.lifcrcnc.i.ns ~ini-

tos y de elementos finitos son idénl:icos, Se puede demostrar 

que sise utilizan las ideas de isoparamctría desarrollados en 

el m~todo ele los elementos finitos es posible derivar esquemas 

para mallas no un.iformcs (rcf l~). Nótese que en todas las 

expresiones, se ha considerndo AY. y l::..'L como constantes, sin 

embargo, se puede incluir dentro del programa de cálculo vale-

res variables de estos incre1nentos aunque esto i1nplica un au-

mento en el costo del mioma. 

CONDICIONES DE FRONTERA 

Cuando se tienen cambios de rigidez dentro de la superficie 

que se está estudiando, o sea, existen interfases, las conUi-

cienes que se deben cumplir son las de continuidad da esfuer-' 

zoa normales y de desplazamiento a través de ·1as mismas. Es-

tas condiciones se expresan de la siguiente forma 



donde los subíndices I y II se refieren a los r.1.:lt:0rial..:!s guc 

se encuentran a t.11nbos lados de la in ter fu se y ~ es la normal 

n la interfnse. Lu condici6n dcfinidu en lns ecuaci.ones ante-

riores presenta problc1nas cuando lu interfnsc es curvu. Unu 

forma de resolver este problcr1a es utilizanUo el ar~ificio que 

presenta Boore (ref 15) el cual consiste en construir una nor-

mal a la curva en el punto donde se quiere culcul.:1r el des~>la-

zan1iento (fig G ) , enseguida se c.:ilculan los dcspl<tznrnicntos 

mediante una interpolución lineal en los puntos donde la rcc-

ta normal intersecta a la malla y la aproximación se establece 

oon la siguiente ecuaci6n 

P• t 
G "n 

l oc 
M 

Ve 
P~l f'+1 

G "e' - -Vn 
2 UC' 

con la cual se obtiene el nuevo desplazamiento en el pttnto de 

la interfase D, o sea, vg+1
. DC y DC' son las longitudes a 

lo largo de la recta normal de los puntos e y e• a D (fig 6 ) , 

La condición de frontera en la superficie libre se expresa 

como 

FRONTERAS ·ARTIFICALES 

Las fronteras artificalcs son necesarias para restringir la 

extensi6n del medio debido a las limitaciones que se tienen, 

tanto econ6micas como en capacidad de memoria de las com9uta-

doras. Las condiciones que se deben definir en estas fronte

ras dependen del tipo de problcl'.ta que se este estudiando. 



Si consiclcrtlmos el ele un.1 onda Sil incidiendo vortic.i 1111cnte 

sobre un estrato superficial que tiene una interfase irregu

lar pero sin1étrica, se puede considerar que el pluno lle simc-

tría es una frontera con la condición ov/d~ = O, o sea es 

una superficie libre ( fig 7 ) . Para otros casos, .se hnn eles a 

rrollado varios esquemas para el estudio de lus frontc1·¿¡s ver 

ticales, entre ellos destaca el de Doore (ref 15) el cuul con 

sidera las siguientes opciones. 

i) . Si la irregularidad es periódica se Dl>--..:lc considerar como 

superficie libre (fig 8 ) 

ii) Se pueden calcular las condiciones de frontera consideran 

do que la onda incide verticalmente sobre un cstrnto ele 

espesorh(fig 9 ) . Esto es, se ignora el efecto de irreg~ 

laridad. 

Para la frontera inferior las condiciones de fron.tera se cal

culan con la solución analíticu al t'roblema unidimensional ig

norando también el efecto ele la irregularidad. La inclusión de 

fronteras artificiales: cualquiera que sea la forma en que se 

consideren originan la aparici6n 4e fuentes secundar.tas que 

producen movimientos espurios en la superficie ya que la onda 

al ser reflejada cuando choca con la superficie vuelve a ser 

reflejada por las fronteras artificiales. 

Por otra parte, Engquist y Majda (ref 16) han desarrollado una 

jerarquía de condiciones de frrintera locales que aproximan 



condiciones no-locales tanto en el espacio cor10 en el tiempo. 

Desde el punto de vista de c.1lculo, las condiciones son irn-

prácticas, ya que para conocer el Vlllor clel dest:>l3znm.icnto en uri. 

punto de la frontera pnru un determinado intervalo de tiempo 

es necesario conocer la informacidn en todos los intervalos 

de· tiempo anteriores y sobre todos los puntos de la frontera. 

Para las condiciones. ele frontera locales, fund<lmcntnclos en una 

aproxinlaci6n paraxial proponen la siguiente jcrurr1uíu de candi-

cienes de frontera absorbentes con C
5 

= 1 

1) º" º" o 3.G 
(ll< - ¡¡¡:--- = 

• ()\¡ i ¿¡\ ) <l\I = o 3.7 2 ciidl - 'dl1 2 Tz'!"" 
'?> ~ -;¡\ ~ 

3) 'dv 'd'1 l " o" o 3.8 
Cl><.lll1 "dl! 4 ;:¡~;¡,. -4 °dl;)~l = 

etc 
donde se considera que el eje x es paralelo a la dirección de 

propagaci6n y el origen se .encuentra en la frontera. Para in-

cidencia normal la reflexiOn casi es nula mientras que para 

incidencias a 45° estas con<liciones de frontera reflejan el 

17%, 3% y .5% respectivamente de la amplitud de la onda inci

dente. La primera de estas,ec 3.6 tiene el mismo significado fí

sico que la condición de absorción de Lysmcr y J<ulhmeyer (ref 

17} mientras que para las dos restantes aún no se conoce alg~ 

na interpretación física. Por ejemplo utilizando el esquema 

de diferencias finitas centrales, las ces 3.6 y 1.7 se pueden 

reescribir de la siguiente· forr,,., 



j 
·• 

1 
l 

' 1 . 

_.l' - p 
""'1n~1,n Vrn·l,n 

P•\ p-¡ 
Vm,n - '-'rn .n =. O 

2b.l 

En las expresiones an tcriorcs, se puede apreciar que ü. 1nedida 

que aumenta el grado de aproximuci6n numentLl el núnlcro ele 

puntos necesarios pura encontrar el valor del dcsplaznnlicnto 

en la frontera, así mismo aumenta el t.i.cr.1!._JO ele cálculo. En lo 

derivaci6n de estas condiciones de frontera se consider6 que 

la incidencia de las ondas es normal; en el caso de que se 

tenga informaci6n sobre el ángulo de incidencia de lüs ondas 

las aproximaciones se c.lcben desarrollar sobre esta direcci6n. 

Si no se tiene información respecto al ángulo ele incidencia es 

posible desarrollar condiciones aproximadas del tiJ?O de las riua 

se presentan en el capítulo 5 donde se considera para cada 

punto sobre la frontera un cierto rango de §ngulos de inciden-

cías. 

Ang y Newmark (ref 18) también utilizan el esquema de las d.i.-

ferencias finitas centrales para modelar fronteras transmiso-

ras definidas a partir del principio de D' Alembert aplicado a 

mode.los discretos. Se aproxim~ la ecuaci6n de movimiento un!_ 

dimensional de la sigui en te forma 

p. . p 

<i Cbtl)- crcb-n 
b,.,, 

,p b 
= r11< > 3,9 



donde u (b) es la nceleraci6n en el ?Unto b de la frontern en 

el instante p y (ip(b+l) y cJP(b-1) son los esfuerzos en el 

instante p en los puntos b+l y b-1 respectivamente (fiq 10), 

Como el esfuerzo (f p (b+l) es desconocido, su valor se calcula 

considerando que la oncln ele esfuerzos recorre la clistílncia en-

tre dos masas concentradas en el siguiente tiem?o 

ti.~ p=-c-· 

donde ·e es la velocidad de propagaci6n, además se considera 

qui el esfuerzo en el tiempo (p-n) an el punto (b-1) estl 

dndo por 

P·n a cb·11 

el cual es igual al esfuerzo en el punto b+l para el tiempo p, 

o sea 

P b p.n b 
(j'( +11= (j \ ·1) 

por lo que la ec 3.9 quedará 

P·n p 
u cb-11 - ü 1b·l1 

/':;.-.. 
.. p b 1 = r u, 11 

Esta formulaci6n es equivalente n las fronteras viscosas pro-

puestas por Lysmer y Kulhmeyer mismas que se discuten en el 

cap!tulo 5. Sin enlbargo dadas laa incertidumbres en los á!! 

gulas de incidencia una formuln'-!i6n en dos dimensiones no se 



justifica analíticamente. 

Entre los problemas que se presenti.tn en la formulnci.ón del mé-

todo de las diferencias finitas se CllCllcntra ]_a clcccidn de 

los intervalos tnnto espaciales como del ticmuo, y.::1 que DttGdcn 

conducir a errores de convergencia y ele dispcrsi6n ele ondas. 

Los errores por dispcrsi6n se mi1limiznn si se auna11t~ la dcnsi 

dad de puntos en la n1allu.. o bien se utilizan Cfiqucmas <.le un or. 

den superior (rcf 12). Un modelo convergente se 1091:.:i si la 

ecuación de diferencias se aproxima a la soluci6n del nDdelo 

continuo a medida que se disminuyen los incre1~1entos espaciales. 

La convergencia está muy relacionada con la estabilidad. Para 

el caso de diferencias fi11itns centrales el límite de estabili 

dad estfi dado por (ref 15) 

1'L <: j,_ .!!!:... 
'"""'" - e; fi:" 

INICil\LIZACION DEL PROBLCMA 

El empleo de diferencias finitas centrales en el tiempo irnoli-

ca que para iniciar el problema se requiere de artificios ya 

que la soluci6n en el tiempo t =-A t no se conoce. 

En este caso es posible diseñar esquemas de diferencias hacia 

adelante que solo incluyan corno dato el valor d.e la funci6n · 

en el tiempo t = o. 

Corno se m"encion6 anteriormente, el fen6meno de dispersi6n está 



asociado con los intervalos espaciales y temporales. 

fig 11 se puede apreciar la influencia de estos factores, En 

el~a se grafica la va.riucí.611 del desrJluznmiento con rcs!Jecto 

al tiempo para un tJulso de !Jrcsi6n var.iuble que inci ele sobre 

una cufia de 9-0° en la cual, la velociclnd es nula. Dicho cuña 

se encuentra dentro de un n1cdio acústico (rcf 12). La linea 

llena representa la soluci6n .:inulítica mi.cntr.:ls que lc>S !Juntos 

representan· 1a soluci6n ob't.c11idu con el método de lns <li fercn

cias finitas. 

De lo anterior se deduce que dados los mejores rcsul tados que 

se obtienen utilizando esquema de diferencias ele orden supe

rior o aumentando la densidad de puntos del do1:1inio, lns 9rin

cipales limitaciones prácticas de este método son el tiempo de 

computadora y la .capacidad de memoria de la misma. 



ME'l'ODO DC LAS Cl\RAC'PEIUSTICAS 

En este capitulo se prcsentu el método de l.'.\s cur.Jcterísticos 

aplicado al problema ele ~ropagr1ci6n de ondas .SII. Si el !Jrobls:_ 

ma se idealiza como li11eal y bidimensional, las ccuacio11cs que 

lo gobiernan son un conjunto de ecuaciones di fcrcncialcs par

ciales hiperbólicas do primer orden que ~.Jl.H?dc rcsolvcr~•c 0fi

ciente1ncntc por el rnétodo convencional ( rel' l~l) de lus carne-

ter!sticaS. Se ha clctnostruclo que la uti lizilci6n de aproximn-

cienes co1nunes en el 1nétodo Uc los elementos fi.nitos conduce n 

un procedimiento nti.1nérico de integraci6n paso a paso (rcf 14). 

Para el calculo de los valores de las funcionco y de sus deri

vadas en los puntos selcccionaclos del do1ninio ñiscrctizaclo de 

soluci6n se .aplican las funciones de intcr!JOlnci6n emplenaas 

en el método del elemento finito .. 

Para elitlinar las reflexiones artificiales que a9nrecen en las 

froni:.eras ficticias se utiliza una a?ro:ximaci6n de la ecuaci6n 

escalar de onda (ref 16) con ln que se establece una ecuación 

diferencial parcial para cada una de las fronteras, esta ecua

ci6n junto con las establecidas mediante el método de las ca

racterísticas minimizan las reflexiones falsas. 

Finalmente se establece. el conjunto de ecuaciones y condicio

nes necesarias para resolver el problema de medios con c.lifere!!_ 

tes tipos de materiales. 



FOIL\IULACIO!I ANALl'l'ICA 

La propagación de onda del tipo Sil polarizn<las estu gobcrn~-

da por un sistema do ecuaciones di fercncialcs parciulcs dado 

por la ccuaci6n de cc¡uilibrio d.inámico establecida Cl"'n ln ce 2.3 

o 4. 1 

y de las relaciones constitctivus da<lu. por la ce 2.G 

~ 

~ - G ª" = o 
ax ax 

4.2 

a:ryz - G 
av o at -
az 

.4 .3 

siendo ~yx, 1-yz los componentes del tensor ele esfuerzos, v el 

cor1iponente del tensor de velocidades, p la densidad ele masa y 

G el m6dulo de .rigidez .al cortante. 

Al definir las siguientes variables adimensionales 

• 
t es 

t = -b- V = v/Cs 

= X 
X ií 

• 2 
,. yx = Tzx/pCS 

z = z 
ií 

• 2 
Tyz = Tyz/pCS 

donde b es el ancho caracteristico del elemento y sustituir

las en las ecs 4.1,4.2y4.3se llega al siguiente sistema de ecu~ 

cienes diferenciales hiperb6lj r.an adimensionales de primer. 



orden 

¡) TYX a TYZ <Jv o 
"" + ¡¡z Jt = 

~ av o = Jt "" 
d T av _:¡_z - o at E= 

Este sistema lo pode1:los escribir de manera compacta como 

11,v, i = 1, 2, 3 

donde a i son coeficientes conocidos, y 
µv 

4.4 

4.5 

Si en la ec 4.5 realizanns una transformaci6n a lao coordenadas in-

dependientes "Í• obtendremos 

a j µv 

Ou 
V 
~=o 

i 

Si se establece que en x3 = cte uv es una funci6n conocida de 

xl y "2 se tiene 



donde 

i = 1.2 

·son funciones conocidas. 

Las superficies x) = cte se definen como características 

(ref 20) si 

o 

a . ;)x; 
).l. '11.J íh< • 

J 

Esta ecuación. se satisface si 

= o 

4.6 

4.7 

4.0. 

donde ax3/3xi son proporcionales a los cosenos directores 

ºi ,n2 / n3 de las normales a las superficies 

x;(x1 , x2 , x 3) =constante. 



se ha demostrado (r.,( 21) que la ce 4.7 representa una familia 

de i:Jlanos normales al eje t y no proporcionu infor1:tuci6n útil, 

r1\ientras que lü ce 4, 8 ahora cscri ta corno 

define un cono_ cufidrico, lu que junto con ln restricción 

n.; n; ~ 1 4.9 

definen las nor111alcs p.:tru una fa!nil.Ja de su~)crficics x) co!~10 

funciones ele un pnrámc tro inde9endientc O el cual ?Or con ve-

niencia se elige como el ángulo entre el eje x1 y la 9royec-

ci6n de la normal ni en el !.)lana x1 , x
3 

(fig 12). La nor-

mal n
1 

nos define un conjunto infinito de Su!1cr ficies carac

terísticas a travé.s de cada 9unto del csl_Jacio x1 y tienen 

como· envolvente un cono cuya ecuaci6n es 

·1 e .. di<·d,,,l· ~ o 
l J 1 

Para definir los puntos que se localizan en el conoide utili

zamos el parámetro independiente 1:, por lo tanto, las curvas 

e = cte se encuentran sinlultáneamente en el cono y en la su-

~erficie característica definida por ese valor ~articular de 

0, a estas l!neas se les conoce con el nombre de bicaracte-

r!sticas y tienen como ecuaciones 9ara111étricas 

. 



dond'e J.i, )ii' )Ji son cocfici0ntes constantes. 

Se ha c.len1ostrado (rcf20) QUC si x3cx 1 , x 2 , x 3) =etc, es una 

superficie cnracter!stica entonces existe un vector 11ulo tnl 

que 

y que las combinaciones lineales 

:O 4,10 

proporcionan ecuaciones di fcrenCiales a lo lar~¡o de las bien-

rncter1sticas conocidas como ecuaciones de con1putibilidad. 

De las ecs 4.9 y 4.10 obtenemos el vector nulo 

1 = (1 

el cual a prc1nultiplicar al sistema de ecuaciones 4. 4 nos con 

duce a 

De la regla de la cadena se tiene 



si 1 sustituin1os en ln ec 4.llobtenemos la llat11u.dn ccunci6n 

dife encial de continuidad 

'4,12 

(h ces{) -t ~ sen e)(~ -a)- (ºl1~ + _<l}1~) íi:~ ;enB=~]Jl 
\ ... -~ í.)?. º"" {(} 

l'ORMULACION NU!·IERICJ\ 

La e '1.12rcpresenta un conjunto infinito de soluciones, sin 

lI "' 3,,. e:11ba go, si sus_tituímos en elln los valores de 0 = O, 2 , 1\ , 2" 

y lo integramos n lo largo de las bicnracterísticao corren90~ 

dien es y ademfis integramos las ecs 4.2 y 4.3 a lo largo del 

eje el tiempo t, obtenemos un conjunto de relaciones diferen-

cial s las que nl combinarse eliminan de ln formulación a las 

pri 

don 

ras derivadas de las funciones en el !)lana t == t + l:, o 

J' es el intervalo de tiemr>o seleccionado. 



üonde ª1' ª2' .'.\3, '-'4 rc:Jre:.scntun a la ecn 4.12 inte~r.:-td~1 

a lo largo de las bicuractcristicas e = o, °!f' ·¡¡ ' f 1\ rcs::icct i-

var.1ente, y na, L>b' ce rc1Jrcscntnn la .intcgr;'lción c~c las ecs 

4.4 a lo largo del eje del tiempo t 

Para la evaluuci6n cic las ces '1.13 se cliscrctiza J" re-

ui6n en estudio r.1cdinnte una n1alln cuudrilfitcru. Ya que los 

puntos en el plano t = t
0 

no coinc:í.dcn en gencrül con los oun 

tos de la malla original, el c5.lculo de las funciones y de 

sus derivadas se hncc utilizundo lns .funciones de interpola-

ci6n de la teoría Ue elcn1entos finitos isopar;:¡métricos (rcf 22), 

o sea 

donde y, Iyx' Jyz son vectores que contienen loG valores de 

las funciones en los nodos del elemento finito, N representa 
~ 

un vector que contiene las funciones de interoolaci6n en tér

·1ninos de las coordenadas locales 'S }' ~ . 

Para el elemento c¡µe se muestra en la fig 13, las funciones de 

interpolación se definen corno 



ltl = ~ (i-l;)ci-l]H·';-'fj·l\ 
'2. 

f.1
5 

~ ¿ U - 'S >C l -Y)) 

las restantes se obtie11cn f5cilrncntc p6r simotrfa. 

Las derivadas de .las funciones lle intcrpolaci6n ~ con reD!Jec-

to a las variables CS!_)ilCÍíl.les se obtienen medi;inte un procedi-

i;1iento indirecto ( rcf 22) y se ha demostrado que son i']uales a 
·-· ·- ·-· --·-·---- ·----

T 1 ¡.¡; 
'C~ o!< :;¡~ ()\:! d-
o)( ~ a¡- ~ <ll; 

[ J1] 
".l t.f ' t1' I!~ ol'\ d~ ~ 
oZ íl 2. ?Z -a 'l <l!J 

donde J es el Jacobiano de la transformación. 

FHON~'ERAS' 

La inclusi6n de las fronteras ficticias en ntl~'11:J~.-, ':ormula-

ci6n num6rica se logra al eliminar Je lag ecs 4,13 la relación 

o relaciones diferenciales é,¡ue se encuentren fuera de nuestro 

ü.or11inio con lo que obtener.Los un sistema indeter_minado de ecu~ 

cienes. La ecuaci6n o ecuaciones faltantes se obtienen.a oa_;: 

tir de una aproximación de la ecuación escalar de onda (re.f. lG\ 

esta aproximación se establece !)ara 8 = O, ~ , 1í ·-¡ 111 , como 

. 



º" + ·f*~ 1 f¡ = o 
'd>< (O <Jl 'f C((' 

<l.., + w d'1 
~ ~ ¡~ T "'<!> 

:: o 

'il'1 w~ + ~ J.}~' ~ o óx ot 

º" <Jo;:. w~ <ll + i 1* y d.(/> = o 

al combinarse ·las correspondientes ecuaciones nnteriorcs con 

las resultantes de eliminar la relaci6n di.ferencial C]Ue cae 

fuera de nuo.otro clominio e integrarla a lo largo del eje del 

tiempo nos conduce a un si1nple sistenu1 determinado de· ccuaci2 

nus lineales. 

IH1rE11FASES 

Para el caso de la interfases entr.e dos materiales diferentes., 

fig 14, se establecen las ecs 4. 13 para cada uno de 

ellos, y en cada uno de estos oistenas ele ecuaciones se elimi-

na la relación diferencial que se encuentra 'en el dominio del 

otro material, obteniéndose 

para I: 

f," + ~ ~T)tf t~ (a,-ª•- 'la,¡ - ao. { 2 j¡-t)+ee (l-Jf') 

6. T:i•/ if( <<>1- a;J - <Jf. i >bb 



pnra II: 

cote, es un sistc1na Lle ccuucioncs indct8rr~inuclo, 9~r.:i en con-

trar su soluci6n establccc1r.os en la intcrfnsc las s:íguicntes 

condiciones 

Se puede apreciar guc la formulación anterior no es muy dif!-

cil de aplicar, sin embargo, existen otro tipo de fronte!as 

con las cuales se per111ite transmitir eficientemente ondas que 

se propagan en diferentes direcciones (ref 23), la inclusión, 

en nuestro modelo, de este tipo de fronteras serú el objetivo 

de estudios posteriores. 

EJElll?LO NU:-IERICO 

Con el objeto de mostrar la aplicabilidad numérica de este mé-

todo, se estudió el problema de una onda Sil que incide verti-

calmente en una cápa horizontal de suelo como se muestra en la 

fig 15. En ella se grafica la variación de la velocidad con 

r~specto al· tiem~o para un punto localizado en la superficie 

libre de la capa así como ~:iara L1n punto en la base de la inisma. 



Dado que el tJroUlc1n.J. se idealizó co?no biclimBnsionH l, 1'15 con

diciones necesnrius l=lara esta moclelnción se ohtuVieron de ln 

forma cxpliciJ.d~ antcrtormun te. 

De los resultados obtenidos se observa que este 1uútoc10 prono!: 

ciona una buena nproxtmación, sin en1bnr<Jo, sus nrincipales li-

1nitaciones son la cantidnd de t.i.cmpo invcrtidll en la ,_,rc~'nra

ci6n de los datos y la inclusión en el modelo de fronteras que 

no sean rectas. 



Mr:TODO DEL l·:Ll:MoNTO l'IN LTO 

INTl\ODUCCION 

Entre los métodoB numéricoH que se uLi liznn par u estudi.:1r c.\. fenómeno de 

propagación de ondas se COl'Uctttra el métc.1do del elemento finito, el cual 

consiste en discrctizar o dividir el don1inio, o región en cstuJil1 en un 

conjunto equivalente de elementos finitos, de tal form.1 qt1e el ~11~11mhlc 

de todos ellof:l reprc!Jcntc la l"l~giiÍ11 orig.in{ll, 

Las ecuaciones que gobiernan el problema se aproximan dentro de c.ndn ele-

·mento finito mediante funciones de forma o funciones de intcrpolnción con 

lo cual se caracterizo el comportamiento del don1inio en cado elemento fi-

nito. Los valores de las incógnitas en coda punto nodul sirven ca-

mo coeficientes de pnrticip~1ciOn pnrn lns funciones lit:! intcrpolnl·ión. Se 

utilizan principios cncrgétlc.os o variacionalcH parn dctcrm'innr las comb.f. 

·.naciones de las funciones de interpolación que mejor suc.isfacen las ecua-

~:,;·. cienes. Se realiza un ensamble de las contribuciones de cndu elemento fi-

nito obteniéndose un sistema de ecuaciones general, el cual nl ser resuel 

to proporciona los valores de las incógnitas en los puntos nodales de los 

elementos finitos • 

FORMULACION 

Si consideramos un sólido tridimensional en equilibrio como. el que se muC!!_ 

tra en la fig '3 uobre el que actuan lns tracciones en la suPerficie t, 

las fuerzas de cuerpo Bf, lns fuerzas concentradas F y aplicamos· el princi 

¡)io de .los trabajos virt'uales el cual establece que dado un desplazamien

to virtual, el trabajo virtual interno desarrollado en el cuerpo es .igUal~ 

al t~nbajo virtunl externo rcalizaJo por las fuerzas sobre él, se puede e_!! 



·'·. 

tnblcccr (reí 22) como 

5. 1 

donde - ,. u es el vector lle desp]uz11111icnto d~l cuerpo en ln configuración de-

forma<ln. 

G son lns deformaciones virtunle8 correspondiente::> a 

cr Son los esfuerzos COlll'L"CSpond Lentes n las deformaciones en la CO.!!. 

figuración no tleform~lJii. 

El subíndice i está nsociudo u los puntos donde He aplican l.:is íuerz.:ts 

concentradas. En el método Jcl elemento finito se enipl1.~11 una técnica me-

diante ln cual un cuerpo ge. !illllllividc con líncns o superficies imagina

rías en una serie de su~dominios 1 cstos subdominios o elementos finitos e.!!_ 

tan conectad.os entre sl por medio de puntos 1uHlalüR r¡uc se encuentran en 

sus fronteras. La aproximación es local mcdinnte una serie de funciones que 

definen de uno sola formn en cndn elemento los desplaznmicntos y deforma-

cienes en funci6n de los desplazamientos de los puntos nodalcs, o seu: 

v'"'' = 
E tonl:. 

N <m•v 5.2 

B•m>u 5.J 
el superíi:tdice m se refiere al elemento m> lus matrices N(m) y ll(m) no 

son mas que· las matrices <le transformaci6n p;.¡rn definir los cle8plnznmientos 

y lb deformación . respectivamente y U es el vector <le desplnznmientos 

de los puntos nodales. Para rclnciorar los csfuer:ios con las _deformaciones 

en cada elemento finita se emplea la siguiente expresión (Ref 22) 

5.t. 

donde la matriz D depende de lns propiedades del rnnterlal en cada clemen-

to finito. Las tres ecuaciones anteriores nos definen el estado de despl!!_ 

zamientos, deformación y esfuerzos dentro de cada elemento" finito. 

Si· aplicamos el principio de los trabni os virtuales n una serie de e leme.!!. 
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.... 

'. ,. 

i. 

tos finitos de tal forma qui.! el conjunto o uuma <lo tud,1~ ellos i:o11:-;titu-

ya el volumen total del cuc.rpu podremos escribir la c1.:.'J,\ di:! ta tiiguiuntc 

rotntu:' 

. ' 
GlmldV'"'':: L.J\J1m1 s,tmJ d\I'"'' + 

m 'J\1n1 t 
LfÜl'~º' ~lffll d~IH\) 
m S'"'' 

• L:U¡ F, 
m 

y si en esto ecuación se inc.luyC!n relaciones del tipo de !ns cutnbleci 

das en las ces. 5.2, 5.3 '/ J,!1 ~e obtiene 

ü' [:Lf B'"''D""' B'"" dV'm'] u 
rn \/''"' 

= ü 1 [2:JN"m• s•m• di/ Un•l 
m '!'~) ! . .. J 

• 

ü 1 [2:.f tl''"" em• d S""'l + (J 'r 
tn slml -' 

s.s 

donde P es un vector de fu(.!L"ZaH conc.cntradns cuyn componente i-Gsima es 

la fuerza nodal concentrada que corresponde al 1-Gsimo componente de de~ 

plaznmiento en U. 
se puede apreciar que esta ecuación nos define el equilibrio cstñ tico del. 

conjunto de elementos finitos, sin embargo, en problemas din5micos como 

lo es el de propagación de ondas ue deben considerar las fuc1:zas de iner-

cin que obran en el cuerpo. llnrn la inclusión de las fuerzas de inercia RC. 

·considern que las acelcrucioncs se aproximan de. la misma forma que los 

desplazamientos, es decir 
\j \m1 :: N lml \j ! 

Si llamamos a f (m) la densidad de masa del elemento m y aplicando el prin_ 

cipio de D' Alambert, podemos reescribir la uc.. S. 5 de la siguiente mn-

= ú '[z:r N\m; [s""'- ""'N'"" Ü) dV'"")· + 
m y<ml Í f' 5.6 

·' Ur 
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_, 
Debido a que U no es mas que un dt:!splazamiento vi1·tual y lo suponemos 

igual a ln unidad paru todos los componente del det1plnzu111icnto lo podcinoo 

eliminar de lo ~cu.:.iciún antcri.01·, la que al Hor Cticrit:a eu.funua compal'ta 

nos queda 
MÜ + KlJ = P 'j. 7 

dQndc 

5.;; 

es la matriz de mnsas del sistc1m1 tnmhién conocida como mntriz c.onsistcnte 

es la mntriz de rigidcceH del siscema, y 
T 

P = L:fN •m• B'm> dV'"" + EJn'-rn> L'm'ds ""' 
1n v\.ml 4 S\U\l 

es el vector de cargas del sistema 

+ 5 .10 

Pnrn la e.valuación de la matriz de masas se. han utilizado los criterios de ma-

sas concentradas y masas consistentes, El primt:!ro de estos criterios uti 

liza un procedimierito físico "razonable" para la conccntrnci6n. Se obtie

nen matrices diagonales, lo que desde el punto de vista de cálculo e:3 muy 

·útil Y económico. Cuando se utilizan elementos finitos simples; la concc.n 

traciOn· es bastante obvia, pero para elementos de orden superior se debe 

realizar un procedimiento sistemático aceptable. Se han desarrollado va-

rías formas para lograr lo anterior (Ref -· 22) pero independientemonte del 

método que se siga, se debe conservar la masa total del elemento. 

~ir·:.-· Para el cálculo de la matriz de masas consistente, basta con sustituit 

las funciones de interpelación que se utilizaron ·para aproximar i·os des-

plazamientos en la cc.S.By renlizur 1.-1 integración, obteniéndose matrices 
\ 

llenas. 
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Existe tnmbiún la posibilidad de. calcular la matriz de masas por medio de 

una combinación lineal de lit matriz de masas concentrndus y la motriz de mQ_ 

sus consistente, o !iCa 

M = "'1'1¡ ·I· <i-c<> Me 

donde M1 ;:;¡nutriz <lcmnsnscuncentratlas, Me es ln matriz de ma~:i.:1s consistente 

« es un parámetro tal que o~iat~ 1 . Se ha observado que cuando se consillcra 

que oC =O. 5 1 el elemento finito tiene un mejor comportamiento cunndo se est!!_ 

dian problemas de propngución lle ( recuL?nc ias a 1.tau ( rl~f '!.11 ), 

Ln utilización de e( implica que p.:1L·n u11<1 frccucnci11 dad.a el número de elcmcn-

tos requerido pura obtener un resultado es menor que cuando no SI.! utiliza lu 

combinación de las matrices de masas. 

Actualmente se esta llevando n cabo un estudio en el que se trata de determi

nar los valores <le oC. = o{ (W) c¡ue producen la diupersión mín~ma. Desafortuna

damente los valores de ot que minimizun los cambios de velocidad de fase no son 

los mismos que los correspondientes a loi:; cambios de velocidad do gL·upo. 

La extrapolación de estos conceptos nl dominio del tiempo requiere de un proc~ 

so de· minimización tomando en cuenta el espectro de la excitación. 

Un ejemplo del efecto de o<. en la reprcsentución de una solución en el dominio 

de· la frecuencia se muestra en la fig 16 • En los resultados que se mucstrun 

Cn las figs 30 13L y 32. se utilizaron 5 elementos por longitud de onda, se pue

de observar que este tamaño de longitud de onda proporciona rcsu~tados bastante 

,1 aceptables, 

FRONTERAS DE LYSMER 

A· partir de la relación de energía definida como el cociente de la energía re-

flejada y la energía producido por las ondas incidcntes,Lysmer y Kuhlmeycr 

(ref · 17) encontraron que las siguientes expresiones son la forma m5s sencilla 

de- representar 'las condiciones de frontera absorbente 



U= apCp11,; 

t = b p Cs u, 

5. 11 

5. 12 

donde Ú y 'l:so11 los esfuerzos not·malcs y tangenciules en la frontcL-.:1 rcspcc

tivn, "Ün y 'Ul son ln velocidad not·111a.l y tangencial un un punto de la fron

tera y a, b son parfimctro~ adimcnsion.-.lc~ .:i ser determinados. Ei-;tas cnndl:_ 

condiciones son nnálogas a L1 colocación de nmortiguador~:; oricntntlos normal 

y tangeocinlmcntc a la frontera. 

Lns expresiones paru el cálculo de la cnergla son las i!iguientL'H 

Onda P 

Ondn S ,. 

E· 1 

E, 

. ' . : -'-pC, ..... ••ne 
is 

= J.. re, ... .:;;. ~·n-0 
~. 

E; : ~pe,.,} S•n '/. 

E, = ~ r e, '0
1 
"'

1 
s•n V + 

donde Ei es la energía incidente, Er ln energía reflejada, Q es el úngulo de 

incidencin y reflexión de las Ondas P, "i- ~angulo de incidencia y reflexión 

de ondas S, A=amplitud de Onda P reflejadas, ll=nmplitud de ondas S reflcjadus 1 

W. ::::ifrecuencia de las onüas y C
5

/Cp=s. 

Se encontró que n::::ib::il son los valores que mejor definen este tipo de fronteras 

viscosas ya que pnra ondas P incidentes se alcanza u nbsorhcr hastn el 95.-5% 

de la energía reflejada para ángulos de incidencia muyo res de 30°y pnrn ondaS 

S incidentc·s se absorbe hasta un 957: de las ondas reflejadas. 

FRONTERAS DE SHITI! 

Smith (fig 25) emplea una técnica mediante la cual elimina completamente las r~ · 

flexiones csp~rias. Su formulación analítica es exacta e independiente de la 
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frecuencia y del iín~ulo di? i1ll!id~nciu de lns ondas, s~ utili2a una su¡H.!l"I'~ 

sición de dos soluciones, la primcrn corresponde a consid~rJr t¡u.:! 1.1 frun-

tcra es libre y St.! rept·escur.a con la condición de Newm:..11111 y .1.1 ~l..·~:u1H\;l ~on

sidera que la frontera l!S fijn y se rept·csentu mediantl~ '•1 l'lHHlición lle !Ji-

richlet. 

Por ejemplo, en el caso de propagación unidimensional tic una onda plana 

que incide con un ángulo Q sol>re la frontera x=o (fig 17), el cnmpo tl1..~ des-

plazamiento esta daJo poi· 

Al aplicar ln condiciOn de Ncwmnnn ( ~ =o) en x=o se obtiene A= l y de In "" . 
condición de Dirichlct (u=o) en x= o: A= -1. Ln uuma de estas dos BC'llucio-

nes elimina completamente ln reflexión, De forma similar se aplica este cri 

tCrio pnra el caso de ondas P y SV. 

De lo anterior se deduce que si el dominio en estudio c1:1t:fi modelado con 

n fronteras (fig 18) entonccH se requieren zn soluciones independientes 

para eliminar las reflexiones, lu cual uumenta obviamente ~l tiempo y cos-

to de cálculo. Además pnra poder renlizar ln superposición se requiere que 

el material sea lineal, con ln clcsvcntnja n<licionnl <le que lau reflexiones 

espurias que alcanzan fronteras reales no pueden ser eliminndus por este 

proceso de superposición .. Esto, sin cmbnrgo, sü puE!de evitar empleando unn 

·. :· aj,roximaci6n (rcf 26) que permite eliminar cstns reflexiones a medida que 

se avanza en el tiempo, con esto, aunque la absorción no es perfecta, el ni 

mero de soluciones requeridas· et1 independiente del número de fronteras e 

igual a 2 . 



FRONTERAS ACTl VAS 

En el caso de propng;1cí6n unic.Jjmcnsion<1l de oncln::i pl.:inns tic corte con ve-

loci<lad Cs a lo largo del ejuxi (fi¡~ l'))ln ce 2.8 ~e tr;:in!'">forma en 

= 1 
(f 

$ 

donde u 3 es la componente de dcspln?.nmicnto normal a la <lirecciún de propa

gnción y se han despreciado .1.a.s componentes de lns fuerzntl de. cu~rpo. Estn 

ecunción acepta como solución (rc.>f 27) 

donde f) y F3 son funciones con argumentos "arbitrarios y difcrcncinbles 

con respecto a los mismo9, La primera de ellas representa una pertubación 
• que se desplaza en la dirección positiva del eje Xt y l.a segunda yepr~ 

sent.a otra pcturbación pero que se desplaza su dirección .contruria n la 

anterior, es decir,· f3 esta nsociadn con las ondas incidentes y i:3 con 

obtener lns ondas reflcjndns 

De la ec 2. 6 el esfuerzo <f13 asociado a una partícula con desplazamiento 

U.¡ se expresn como 

. <r13 : 

pero 

G ;iu3 
;:¡,,

1 
5. 13 . 

-G+r~· 

la coma indica derivnciOn con respecto al argumento de la función, po~ lo 

tanto 

: 



De la ec2 .16se tiene quu 

G = pCt 
y adcmús como 

u 1 = · e, 1 ~ + e. T'; 
entonces la ec., 5.13 quellnriÍ 

Ya que 

. lh ce S.13 se transformo (innlmente en 

la que al ser cxprcsndn como esfuerzo externo n unu frontera cuyu normal 

es de sentido contrario al de ln propngnción de ln onda incidente queda 

De la misma formo se obtiene una expresión para el cnso de onclns de com-

presión, o sea 

En forma general, los esfuerzos en esta frontera para un tren de ondas P 

y SV .que ae propagan en la misma dirccci6n se pueden expresar como 

las tildes indican que las variables estnn referidas a la direcci6n de 

propagación definida por los cosenos directores 1
1
,i21 1

3 
(r'ig 4 ), De lo 



anterior se deduce que el l!ntndo de es(uerzou de uno part'Ículü ubicni\¡1 en 

el frente de ondn!3 de cuerpo ll y SV qu~ se propaga en dirección llcl cjl.'? :{l 
(fig.20) cstl dndo por 

. 
<í11 = -f e r [ 2 Í¡ ii1] 

G13 ::: -rCs [ 1.f; - ~;] 
G3l = -f f Cr - '2. • e,] [ '1. f1 -

u, 

ª" 
o ' e 1 s 

siendo , --
' H g (Cp - 2s C

5
); Ü1 g if1 

- 1.:. 
o en forma compacta O" ::. AV 

~ ~ 

Utilizando las reglas de trilnsformnción tanto para mutr iz A' y el vector 

~ al estado de esfuerzos de una partíCuln en el frente de onda s.e expresa 

en el sistema de coordenadas x1 x3 , Je ln siguiente manera 

cp coo'O 

(l!+ 2C0 ) ocn 2 0cos0 

(Cp - 2C5}scn26cos6 

+ Hcos 3 0 

1 (CP-l!-C5 )scn0cos 2 6 

~ C8 scn 36 

1 (Cp - 2C5 )ocn0cos;~ 
1 + l! scn'O · 1 
1 Cpscn'B + 

1 (l!+ 2C5 }scn0cos 2 6 

1 (Cp-H-C.)scn 2-0cos0 
1 " 
1 + C5 cos'O 

5.14 

u, 

Se puede apreciar que el estado de esfuerzos depende únicamente del ñngu

gulo de incidencia de las ondas y de las propiedades del material 

En general, los esfuerzos externos nsocindos a una frontera se derivan de 

la expresión 



·.: 

5. 15 

donde nj son los cosenos Jircctorcs tlc la no1·mal n ln frontera consillcrE_ 

da. 

Si se utiliza ln ec 5.15 t.•n In ce 5. t4sc tiene que en forma matl.·icinl. 

Como el intervalo de lncidcncin de lns onUas que llcgnn a una frontera es 

difícil de predecir, la matriz/\ se \Htcdc uproximar por medio de un:i ma-

triz A* cuyos elementos s1~an ind(•pcndientcs del úngulo dl! tal forina t¡uc 

1 • 1 < .u. . <l •• -a.. E:, .1,J 
>J 'J 

dónde E es el error. 

Lo que se quiere es encontrar los elementos de ,\'h tales que el valor· de 

los elementos de E. sean mínimos, dado que dichos vnlorcs pueden ser pos.!. 

tivos o negutivos es conveniente clevnrlos al cuadrado y aplicar un critE., 

ria de minimización. Para esto sean • • a¡j '1 ªtj los elementos d_c las matr1-

ces A & A* respectivamcntes y sea 

J,j= fta¡j - a~idn 
el error cuadratico medio, entonces aplicando u1; criterio de mínimos cun-

drndos 

~ = ~¡r,Jta¡j - aijl'de 
()a'¡j u 

de donde ul despejar se obtiene 

l•·j d9 
jdO 

5.16 



Por lo rintcrior, ln ec 5. ló fjUCdü canto ,, r¡ 2c,~ ] , .;c•¡c r- e,] 'º''o 2c,-c, · 
lu Cpc.u.ll+-3(Cr·C-. :.l•110 I· e' cc:ú U1 p Cp r 

c;'2C, e &¡< e J •e 'ZC~ . ., 
l3l - p --c;-~en - ~c.,c,~ !. :..e.o -cP ,Me - '3Crí:pc,l "···1' 5.1? 

ll! 2c, r J , ~~;[c,-c,J .. n'O •· c, •• ,,gJ lü,I :,e e P- e, ,..,, o+ e,"'. e 
p 

ª1 j 

donU.c e
2 

Y a
1 

cletcrminnn los límites pn1~n el inte1~valo de in

cide11cin de lns ondus sí smic.:is, 

El criterio anterio1: no incluye nin0unLJ. consiclci.\:\ción rcnpcc

to a la energía. que estas fronteras· pueden reflejar lo cual 

es de mucha importc:inci a, ya que la ene r0 ín re f le j itd.:i depende 

del ángulo de incidencia de las ondas, o sen, ondas de igual 

amplitud pero con diferentes ángulos de incidencia reflejan 

diferentes cantidades de energía. Por lo tanto se debe tratar 

de minimizar esta energía incluyendo la influencia del il~gulo 

·ae incidencia y considerantlo que la energía en un frente de 

ondas es proporcion'11 al coseno del ángulo de incidencia de 

las ondas sísmicas. 

l\plicando este criterio, el error cu«drático medio se define 

co1no 

. el cual después de ser :rninitni zado nos proporciona los elemen

tos de A* o sea 

aJ-· 1J 
:--a 

! ªª". 1J 

2Ca1 j - ·~j ) cos 2 0 da Q o 



La ce 5.lG se expresa ahora de l.:t siguiente formu 

hb2 cos 28 dB 
ij 

a.~. = ~ 5. lB 
1J te, cos 2 0 dO 

-01 

Por ejemplo, para una frontera vertical (fiq 21) el rango 

de incidancia está comprenclido entre 1T¡2 y - 1V2 por lo que 

la ec 5.14 se transforma en 

l c2-+2-2s)I o (u l - f l) t n BG Cs s 1 

·--- -------'----- 5 .19 
15n 1 . . 

tt absorción o 
1 

l (3 + 2s) (u; - f 1¡ Cs 

y· para una fro11tera horizontnl ( fig 22} el rango de inciclencin 

está cubierto entre O y 1f , por lo tanto la ce 5.14 se madi tica 

y queda como 

.l.. 5 2s) 1 o (u3 - f~) t,, (-+ 2 - 1 c. s BG 1 ·--- -·------¡------ 5.20 
lSn 1 1 

tt absorción o 
1 Cs 

(2s -!· 3) (u
1
-f

1
) 

Siguiendo un procedimiento similar al anterior se pueden deri-

var las condiciones de frontera para el caso de ondas SH que 

. se propagan a lo l.argo del eje X~. El estado de esfuerzos de 

una partícula referido al sistema de ejes .xl x 3 ostñ dado por 

0 11 "' CDS 8 0 l\. 

a 3i • sen e 0 51 



donde 

Aplicando el criterio anterior se obtiene corr_o con di. clón do 

frontera activa tanto para una frontera vertical como horizon-

tal 

t • 
t 

SG 
5.21 

sin embargo es importante mencionar que cuando se tiene alguna 

irregularidad ta~ogrfifica como la que se muestra en ln fig 23 

y se emplea el concepto de fronteras activas el rango de inci-

dencia de las ondas no es fácil de definir como el de los dos 

casos anteriores ya que las ondas al chocar con la irregulari-

dad-sufren reflexiones con direcciones que no pueden ser deter 

minadas mediante la teoría ele reflcxi6n de ondas. Por lo ante-

rior, en este trabajo se ha supuesto un modelo de roflexi6n b~ 

sado en criterios meramente físicos aproximar el ranqo de áng!:!_ 

lo de reflexi6n como se explic'l con la fig 24. 

Por otra _parte no se debe ol vicla·r la existencia de las ondas 

superficiales anteriormente mencionadas en el cap 2 . En 

este· caso los potenciales se expresan de la siguiente fornta 

(ref 10 ) 

(f: f.-1 ""P [-~~~.¡. >kccl-><1l] 

1:. Li ºP G-r~3 .i. il<tcl-><111 



donde se ha supuesto que las ondus son arm6nic.:i.s y que se !)r~ 

pagan por un scmiespacio cl.1stico an la tlirccci.611 del eje x
1 

(fig 25); q y r están 'k1cl;:is por las ces 2. 37 v 2. 38 

La relación entre ~ 2 y n
2 

se determina del sistcn1a de ecuacio

nes que se obtiene al sus ti tu ir las condiciones de frontera 

como se mencionó en el cnp 2 y está clac.ln por 

P,o:·l\2ql 
i 2 rl+-li 

Los desplazamientos u 1 y u 3 están dados por 

U¡ :: :a11 + ~ 
;¡~, ax, 

U¡ = o\I - ó'\: 
élx3 dXj 

y los esfuerzos en la frontera como 

5.22 

5. 23 

Dadas las expresiones para los potenciales y para los despla-

zamientos, se pueden sustituir en las ecs 5.19 y 5.20 obteniendo-

se 

u11 "' ac k .. ir Cr ú., 

G11 = hlb 1 p C, ü 1 

5.24 

5.25 



donde a(kz) y b(kz) est&n dadas por: 

a<hl : _l_l--1 + 
se, 

bthJ =-!-[ 
Cs 

donde 

ct-2s'l 

-1 + P ~-· L-k'z. R, - fa_h- ~· t~.:f> e.~_~t':h- ~· >l/(2-0) 
~1-~' "r t-h ·R 1+[2~1-0.' "-'P i,.t. {l-"°,;7i]/t 2- ~·, 

C( : 

@ = 

e 

Cp 

t 

e, 
y z es la profundidad medida a partir del eje x 1 . Nótese que 

los esfuer~os postulados en las ces 5.24 y 5.25 son los mismos C)Ue 

los de Lysmer y I<ulhmeyer utilizados para absorción de ondas 

superficiales. 

En la fig 26 se muestra la variación de a (kz) y b (kz) para un 

valor del módulo de Poi sson V = O. 25, se puede apreciar que a 

partir de un cierto valor los parámetros a y b tienden a la 

unidad. As! mismo se aprecia que existe una singularidad en· 

la curva correspondiente al parámetro 11 a 11
, dicha singularic;lad 

corresponde al punto donde la componente de la velocidad en la 

dirección del eje x1 es nula como se aprecia en la fig 26 así 

mismo se puede observar que a partir de una cierta profundi-

dad los valores de las velocidades tienden a ser nulas. De lo ant~ 

rior se deduce que los principale's problemas en la definición 

de condiciones de absorción par.1 ondas su9erficiales son el 



,i• 

tratamiento de ln si119ul ariclad y la definición de una :_::irofun-

didad hasta lu cual se deben considcr<lr los efectos de lns on-

das superficiales. DaLlo que la sjngulnridad conci.clc co11 el 

punto de velociducl nula, la condici6n que se puede suponer en 

ese punto es la ele esfuerzo normnl nulo. Por lo que resµecta 

a la profundidad ésta se puede definir de acuerdo con la fi9 

26 , ez decir, lu influencia de lns ondas superfi.cií.1.1.lcs se des 

precia a partir del valor de z donde lns co1nponcntcs de la ve-

locidad tiende a ser nulas, 

El argumento anterior es solo una a~roxirnaci6n del ~roblerna 

real ya que su validez depende de que las oncl.:ts re flejndas 

sean solo de Rayleigh 

COE!'ICIEN'rES DE RE!'LEXIO!l 

Onda P 

Para este caso los desplazamientos u1 y u3 al ser expresados 

en funci6n de los potenciales ~ y 1f quedan de la siguiente 
~ 

manera 

1..1¡ 
()(~¡ + 4\l d 1}, ' 5.26 

Ji<~- + 
ª"i 

ll¡ 
o( l(I; + 4'.l élijr, 

5.27 

""º ~ 

Los esfuerzos asociados con estos desplazamientos se pueden 

expresar de acuerdo con la lej• de !looke de la siguiente fo.nna: 



Cl;3 = t ">- +1G) "?~ 
'd'<3 

+ A ;Ju, 
;)xl 

5. 2 8 

ª~\ 
(lul ~u, l 5. 29 - G(- + - d"><; (h<¡ 

1\1 sustituir las ecuücioneG 5.2G y 5,27 en ln., 5.28 y 5.69 ol1t8Ile!'tJS 

De la 

·donde 

c'ol-~'~, -
. " ;i;r 

3 

Ley de Snell (ref 

' ' 'Cp Co>0 = e, CO>~ 
1 

8 

los 1ingulos o y e' se 

. d~ . . ,. 
+ 2.~·1'"J(\f1+l!,) 5.11 

) : 

Ce!> 0
1

: 
e, 5. 32 cco~0 = '.:i CO'.!> Ü 

p 

definen en la fig 27 

Al hacer A = 1, B = O en las expresiones para los potenciales 

y sustituyendolas en las eca 5.30 y 5 • .11 y utilizando .la ce 5.3'2 ne 

llega a 
~·-- ---·----· 

A' l\ - 'l.•1 co.'Ol - B
0

2< co•lh~nB' 1- t- Zs1 <o•'ll 

= 5. 34 

Las condiciones· de esfuerzo según el criterio de las fronteras 

activas eficientes estiin dadas por las ·ecs 5.19 y 5.20, o sea 

5. 35 

5; 36 



Al sustituí r os tus ecuaciones en la 5.33 y 5.34 res:;>ectiva1~cnte 

obtenemos el siguiente sistcr.ta de ecuaciones 

. ··Jr··1 [ e 2' 'Ü·'J •Zr .• o-..01ol:'n0-c 1 co~Ü f\ _ -c 1 ~.tl·\'-I •.en·~ -

sen:-0' - -:.-='co!::i1 B+c,u:e& B' -e?. c:o$0 1- 2t.~cc~tlttn0 

clonde c 1 
o 2 

::; 15 1f ( 5 + 2B - 2s ) y 

Onda SV 

En este cu.so se tiene las siguientes rclncioncs 

\,(1 = + 

las que al ser su ti tu idas en las ecs 5.30 y 3,31 clan lugar a 
.. - -·· .. -· ··-·-···----··- ··-··- ... -·-

e' p [ ¡JlJr ci'~, 1 e' '2.C; •' ] <rl, = ~ ----ar l - '/_-!-) - C' -- ('\'¡-t'f~ 5,38 
r C>x, '1 C' d;ic,d'.<3 . r r 

5.39 

Para este caso la ley de Snell se establece como sigue (ref 

8) : 

• Cp 1 
to~ O ; -co:.O -::. -Co!'.>0 e, s. 

5.40 

donde O' y_ e se definen en la figura 27 

Al hacer B = 1, A = O en las e:qJresiones pnra los potehciales en· 

5,37 



las ecs 5.33 y 3.34 utiJi.z.:indo la ec 5,40 }-' rcc1n:)li\z'"1ndo 1.1'3 

condicione~ de esfuerzo cst~lll~~idas en las ce 5,35 y 5.36 se 

obtiene otro si stcma de ccu.:icioncs: 

(

!- 'l. cos'!l + c1 <ene' 

'ls sen Q' co-.. é +. ; .cot> O 

-'l.s<!.nBco•e - c 1 l (A']"[-2s~n8coo0 + co•0 J S.
41

· 
'e 1 0 ,, 9 <1• :. e ~en - cos + -~!ó!n o e.o-::. 0 - -;.,r:n'G + .s:~en0 

' 5 

CRITERIO DE LYSt·IER 

, Onda I' 

Como se estableci6 en lus ces ~.11 )' 5.12 los esfuerzos están 

dados por 
5,42 

5. 43 

donde se ha considerado que a = b = 1 

Al sustituir las ecs 5.42 y 5,43 en las 5.28 y 5.29 respecti-

vamente, utilizando las expresiones para los potenciales y la 

·relación establecida con la ec 5.32 se obtiene el siguiente 

sistema de ecuaciones 

· [l - '2-.: 1 CGs'& + a 'en O 
bco~o·-+ '!>1 s'1.n'lG [

2 •' eo•
16 1 + as<n O] 

5. 44 
•'sen 18 - 60 cosa 

A. partir de este sistema de ecuaciones se determinan A' y a' en 

función del 1ingulo a y de valo¡ .. 1s específicos de a y b. 



Onda SV 

Procediendo de manera similiar a la anterior, Ly5ri1cr cstnblc-

ci6 el siguiente sistema de ecuaciones 

[

2, co,O '"-"o' + b ~º'O 

-c:o~29 + a!>~nO 

De la misma forma que t')ara el caso anterior se calculan A' y B' 

en funci6n del ángulo 0 y ele vnlores específicos de n y b. 

En las figs 28 y 29se grafican las nm?litudes ele las ondas re 

flejadas utilizando el criterio ele fronteras activas eficien-

tüs y el de Lysmer, estas gráficas se obtienen con solo resol-

ver los sistemas de ecuaciones 9lanteados con las ecuaciones 

5.37, 5.41, 5,44 ~l 5.45 

En estas figuras se aprecia que el criterio de fronteras acti-

vas proporciona una mejor absorci6n·para un rango mayor de. &n-

gulas de incidencia qt1e el criterio er.1pleado por Lysr:1er. Se 

puede observar que si el rango de los fingulos de incidencia de 

las ondas difractadas que llegan a una frontera artificial son 

conocidos, los resultados mejoran dentro de este rango, .t:igs 

30 1 31 y 32 , sin embargo, como se ex[.>lic6 anteriormente, la de

terrninaci6n a priori de este rango de incidencia requiere de 

una sensibilizaci6n con el problema lo c¡ue no os fficilmente 

lograble. 



Por lo que respecta a lns ondas superficiales, tantb.ien existe 

la duda acerca de ln profundidad hasti.l lu cunl deben ser con-

sicleradas. De hecho,·el problema es bastnntc compll:jo y11 riuc 

se debe decidir si se consideran ondus supcrf icialcs o de 

cuerpo ílnicamentc, o si se consideran ainbas. HuBta la techa 

no se han logrado estub.leccr los criterios que per1nitan in-

e luir de una manera formal estas con si dcrncioncs. 

En este trabajo se encontró qL1c ln mejor opci6n lu rcnrescntn 

el considerar y restringir l1asta cierta profu11didad el efecto 

de las ondas superficiL1les. Dicha profunllidncl debe ser consis 

tente con aquella que predice poco efecto de lus ondas su~er.f:!:_ 

ciales y mas alla de este valor sustituir el criterio de absof 

ci6n por el equivalente ¡)ara ondas P y SV. 

EJEHPLOS MUMETIICOS 

Con el objeto de mostrar la aproxir.mción obtenida al utilizar 

el ml!todo de los elementos finitos junto con el concepto de 

fronteras activas, se estudi6 la amplificaci6n dinámica de on 

· das Sil en un valle aluvial semicilíndrico COMO el que se mue:!_ 

tra en la fig 30-a. El arreglo de elementos finitos utiliz.a

do se muestran en la fig 30-b. En las figs 30-c y 30-d se 

grafican la amplitud de los desplazamientos contra un par§me

tro adi~ensional definido por x 1/a, en la 97imera de ellas se 

empleó una frecuencia normalizada q; o. 25 muestras· que en la· 

segunda la frecuencia normalizada fue ele o. 50. E11 estas fig!:!_ 

ras se puede apreciar que la 9,_, lución numérica mejora al 



·considerar un cierto rango de ángulos- do reflcxi6n sobre las 

fronteras activas, dichos ángulos se fijaron con el criterio 

mostrado en la fig 24. 

Cabe hacer notar, que la discrepanciu observuda cntr0 la solu 

ci6n de 'rrifunac (rcf 1) y la solución numérica pur.:i el punto 

sobre lu superficie do11dc x 1 /il = o, dis~i11uía nl ~edificar el 

arreglo de elementos finitos en esa zon.J, es clccir, si se cac1 

·biaba el ele1ncnto finito en csn zona por do.s elemento~; finitos 

como se muestra con la línea punteada en la fig 30-b !jC obte

nían resultados en los que la. soluci6n en es.e punto cambiaba 

hasta en un 20%, sobre todo para la frecuenciu de 0.5. 

En la fig 31 se F.1Uestran los primeros resultados obtenidos con 

esta formulaci6n para el caso de incidencia normal de ondas P, 

en este caso se estudió la amplificación de un cañón simicir-

cular se comparan los resultados con los obtenidos por Stl.n-

chez(ref 28). Se grafican tanto la amplitud de los desplaza

mientos verticales como horizontales. llsí mismo, en la fig 32 

se presentan los resultados para el caso_ de incidencia normal 

de ondas sv. 

El programa de computadora c¡ue se utilizó fue originalmente 

desarrollado por llranda y llyala (ref 23), el cual se documen·

to y modificó para hacerlo mas eficiente desde el punto de 

vista de tiempo de cálculo, así como las modificaciones de 

necesarias para incluir cualquier tipo de ondas de las mencio 

nadas, o sea, ondas l', sv, SI! y de Rayleigh. 



ME1'0DO DEL ELE>·IEl'l'ro 08 r ROl'l'l'EP.l\ 

IllTRODUCCION 

En los capítulos anteriores BC hnn !Jrcscntat1o alquno'i 1nétodos 

con los cuales se <liscrctiza al dominio en estudio c11 u11 con

junto ele elementos (método c1cl elemento flnito y 1:iétnCo de las 

caracter1sticas) o ?Un tos discretos (í.16todo de las di fcrcnci.as 

finitas) 

En estos métodos se presenta la dificultad de re~1rcsentnr en 

una forma apropiada las contliciones en las fronteras necesa

rias para lir11i tar la rc9i6n o doP1inio en estudio. Dichas con

cliciones se clebcn definir de la mejor manera po.i;;ible de tal· 

forma que representen la continuidad del r1eclio y !lCrmitan la 

transmisi6n y absorci6n de la energia de las ondas sísmicas. 

Sin' embargo, Sus principales ventajas cst~n en la capacidad 

para estudiar medios no homogéneos y problemas no linealer.;, 

aunque el grado cla complejidad es ma~lOr (re: 29). 

Ultiman1ente se ha desarrollu.do otra técnica que se conoce con 

el nombre de Mi;todo de los Elementos de Frontera (ref 30) e11 

la cual, las funciones que nproximan la soluci6n satisfacen 

. las ecuaciones que gobiernan al problema en el dominio pero 

no satisfacen las condiciones de frontera, lo cual no ocurre 

con los rndtodos formulados en los capitulas anteriores ya que 

en ellos las funciones que aproximan la solución satisfacen 

las ecuaciones que gobiern?:l al problema y Satisfüc8n ?arcial o 



comLJletamen te las condiciones de frontera. 

La t~cnica de los elementos de frontera consiste en dividir l.J 

su1Jerficie externa ele un dominio o re<Jión en unn serie de ele-

mentes en los cuales lns funcionen n incógnitns del problomu se 

pueden aproximar de lu misma forma que en el método de los ele 

mentas finitos. 

Las ventajas que ofrece este rn0todo son lw i..:~1p.:1.cidud \le de(i-

nir tinican1ente la superficie del cuerpo 9or lo cual 5c nccesi-

ta una menor cantida<l a.e datos 9ara resolver ol problema, si_:! 

te1nas de ecuaciones mns peqtief.os y la posibilidad de estudiar 

problemas con dominios ']lle· se extienden al i.n fin.i to. 

Por otra parte, este m!'!todo e!'\ dificil de aplicnr pnra resol-

ver probler.las no hontogéneos ya que las soluciones fundamentales 

para este tipo de problemas son muy escasas. Su aplicaci6n 

también es dificil pnrn el estudio de problemlls no lineales. 

FORMULllCION llNl\Ln'ICI\ 

Las relaciones de equilibrio para un cuerpo de valwncn V y 

frontera S como el que se muestra en la fig 3 se cstablecic-

ron ae la siguiente forma 

~ ax J • 81 - pÜ 1 • o 6.1 

Para definir las condiciones de frontera considérese que la 

·misma está formada por dos partes: s<f y su, la primera ele 

ellas se asocia can· fuerzas de ~1uperfice prescrita"s .y la 



se0un<la con Llesplaza.r.iicn tos prcscri tos. 

Las condiciones anteriores se escriben como sigue 

'.' e ª1J°J - r, 
U( &: U¡ 

6,2 

donde t 1 son lu.::; trucci.oncs prc5crituo, nj son los cosenos di

rectores de' la norr.1al exterior n cOn respecto u los c·jcs xi 

y ui son los valores prescritos del des~llnzumicnto 

Para encontrar una solución aproximada del problema planteado 

ron las ecs 6.1y6.2 se ü.9lica el µrincirio de los trabn:jos vir-

tuales, el cual para un cuerpo elástico se de.fine como 

donde uf son los 

~· 
/vl 3,J +ni·pü1) u•1dv- {C•¡ ·t~ u~ds -

a 
- / (u¡ - Ü/ t~dS 

u 
desplazamienton virtuales y t* = 

i 

6.3 

* (]' i j n1 son las 

fuerzas o tracciones corres.µondicntes al r.-;iritena de des9laza-

Si se integra por partes el primer término del nrimer r.iienbro 

de la ecuaci6n anterior y además se aplica el teorema de Gauss 

se obtiene 

-J. <f:. 
V IJ 

la que al ser sustituida en la ec 6.3y eliminando términos con

duce a 



+ 
[ 

C>u'· J ;. .. 
- Ó;j - 1 d'/ + tB¡u¡- pu¡ -- l·tt· 5- IÜ·-u·)l.·dS f - ~¿ 1 •· 

- ... 1 1 C" 1 1 l 
V ¡¡ 'j V "<f Ju 

Al sustituir en esta ecu~ci6n las relaciones csfucrzo-deformu-

ción se obtiene 

··[-auk a uj au 1 a uj au 13u 1 .. •] 
/Aaxk ax¡•G(ª"J ª"J •a~Jax¡)+pu/si"' 

dV • ¿ t:1 ujds +fffv q u 1dv /<u 1-ü1) t~dS 
a u 

METO DO DE LOS ELfillEN1'0S F ItlITOS 

6.4 

De acuerdo con la teoría del eletncnto finito, el v.ector a.e 

aespluzan1ientos se puede aproximar como 

6.5 

donde 1111 = 11il (xk) son funciones. de interpolación r¡ue satis

facen las condiciones de frontera de desplazamiento y u1 son 

los desplazamientos nodales del elemen'to finito los cuales 

son las incógnitas del problema. 

Al sustituir la ec 6.5 en la 6.4 y aplicando el Método de Galerkin 

el cual establece que las funciones que se utilizan para aprox!_ · 

mar la solución - 11il - deben ser las mismas. que definen las 

.funciones de peso, en este caso los desplazamientos virtuales, 

se obtiene 

3t11 3~Jm 3~11 3~km 
O (-- -- + -- --) dV U + 

axk ª"k axk ax, 1 

• I Íl~JmdS + ~ al~lm dV 
sa 

6.6 



donde se ha supuesto cor:10 ne 111cncion6 anterior!'.'lente f!UC 

t:n forma compacta la ce 6.G se escribe. como 

<lene.le k1 es la 1nntriz de rigideces, n 1 es .la 111ntriz e.le MDSas m m 

consistentes y Pm el vector tlc cat-gas de cndu clc1ncnto finito, 

Si la formulación antcr.ior se aplica .:l caGa uno de los clcncn-

tos finitos e.le la región en estudio y se realiza un ensa!nble 

de contribuciones se ol)ticnc 

6.7 

donde M es la 1natriz ele r.1aHas del sistema, K la matriz de ri-

gideces del sistema y P el vector global ele cargas. 

tlótcse que enta ecuación es idéntica a la 5. 7 lo c1uc eli fiere 

es el tipo ele formulación que se emplea para lle9ar n ellas. 

La primera formulaci6n se basa en un e11foque ener".)el:.ico mien

tras que la a1tima utiliza el principio de los trabajos vir

tuales como método aproximado de solución que es el m6todo de 

Galerkin. 

FORHULACION I!JDIRECTA DEL !·IETODO DE LOS ELB!\llNTOS DE 

FRONTERA 

Como se mencion6 en la introducción ele este cary!tulo, en este 

método se supone que se satisfacen a priori las ecuaciones de 

equilibrio en el interior ele un cuerpo elástico pero no se sa 

tisfaccn las condiciones de fro11tera, por lo tnn,to, la ce 6.3 



se escribe ahora como 

G. 8 

En otras palabras, las funciones que a!.:'roximan la solución ~ i 1 

satisfacen la ecuación diferencial ele equilibrio y (1ni.c.:imcntc 

se ilf>roximan las condiciones de frontera. Por lo tanto, las 

funciones <1ue se utili.ccn para aproximar ti y ui deben satis

facer la ecuaci6n de equilJbrio. Yu que como 011 el c.J;.o ele 

los elementos finitos la aproxi1naci6n CJ.lobal del problema es 

dificil conviene dividir la frontera S ~ s11 + su en elementos 

y aplicar la ec G.B para cada uno de ellos. Dadn ltt escasez de 

soluciones que satisfagan lo anterior, se utiliza una superp~ 

sici6n de soluciones clumcntalcs a· de Green de finfdus pnrn nE_ 

cienes distribuidas sobre una superficie auxiliar que puede o 

no coincidir con la frontera del cuerpo. 

El conocimiento de soluciones elementales que además de sati§_ 

facer las ecuaciones ele equilibrio del sistema satisfacen al-

gunas condiciones de frontera (por ejemplo, soluci6n estática de 

Mindlin para una carga puntual dentro de un semiespacio elás

tico), g_eneralmente simplifican la aplicaci6n de la ec G. B 

Desafortunadamente lo escaso de estas soluciones y dificulta-

des involucradas en su obtenci6n generalmente conducen a que 

solo se utilice la soluci6n elemental para una carga puntual 

dentro de un cuerpo el:istico de extensi6n infinita (soluci6n 

estática de Kelvin). 



Si se utiliz~ una superficie auxiliar (SA} conw l~ sue ~ü 1nue! 

tra en la fig 33 que no coi11ciUa con la frontera,· el vector de;! 

plazamiento se puede definir como un potenci.:11 de cqn.:i simple 

del tipo (ref 31) 

donde 

"¡(xk) "{ Gíj(xk,yk) dj(yk)dS 
A 

xk punto sobre ln superficie real 

yk punto sobre ln superficie auxiliar 

. 6.9 

Gij componente i del desplazamiento en el punto xk debido 

a una fuerza uni tu ria en la dirección j aplicadu en 

el punto yk (ver apéndice A ) 

aj densidad desconocida de carga en la dirección j defi

nida en la su[lerficie auxiliar 

El tensor de esfuerzo asociado a Gij se puede escribir de la 

ley de Hooke como 

as.1. 1 ,. = h--.-.. 
IJm . ax~ 

0 im + G 6.10 

Por tanto, el tensor de esfuerzo()' ij asociado a u¡ se define 

como el potencial de capa doble 

f Tljm (xk,yk) dj (yk) dS 
SA 

a. ª 1m 6,11 

Para evaluar las ecs 6,9 y 6,11 es conveniente dividir la super-

ficie .auxiliar SA en subregiones usando el mismo nllmero de 



puntos nodales que parn la frontera real, l' para caclu uno de 

estos elementos aproximnr la densidad ele carqn dj como 

G.12 

donde tjl son funciones de intcrpolnci6n c1efinidas sobre el 

elemento de frontera considcrnclo y o1 los vuloros noa.:1lcs des 

. conocidos de la dcnsid.:id de carga. 

Al sustituir las eco G.9 y G.12 en G. 8, se f}ncuen trn una. aproxi-

maci6n para el principio de los trabajos virtunles duela por 

6. 13 

Las funciones prescritas t. y u. se pueden representar de ma-
l. l. 

nera aproximada mediante funciones de interpolación ~j 1 defi-

nidas dentro de cada ele1nento sobre la frontera S. As!, para 

un elemento, se tiene 

t¡ ~ ~. T 
1n n 

6. J:4 

u, ~ ~, u 
n n 

donde Tn y U
0 

representan los valores no dales prescritos de 

las funciones t 1 y Üi' respectivamente, Para un elemento de 

frontera dado, la ec G.l.3 se puede escribir 

/' 



I { ¡; (xk,YI,) O -f.. T } '" I T ljm n <),~dS u'¡dS -

SA 
m J i. 1n n 

so 
G.15 

{ ¡; (xk ,yk) ~j ldS o-f.u} • o I I Glj t.dS = 
i in u 1 

s SA u 

Nótese que si la ec 6.15 se considcrn como cx!?rcsión del tnétodo 

de los residuos ponderados, el método de colocaci6n nodal re-

quiere la utilización de funciones de 9eso definidas como 

G. 16 

donde &i es el del ta de Dirnc y xk las coordenadas· del punto 

nodal et del elemento (puntos de colocaci6n). 

La inclusi6n de la ec 6.11.cn la 6.15 da lugar a una formulaci6n 

equivalente a la indirecta del método de elementos de fronte-

ra, donde la frontera y la solución están definidas en super-

ficies diferentes, esto es 

¡; I Tljm (>:~,yk) "m~j.!.ds O ,e - f j (x~) e O 6.17 

s" 
¿ I G 1J (x~,1·k) 9j.e.dS º.e. - u 1 (x~) = o 6.18 

SA 

De los párrafos anteriores se deduce que la formulaci6n numé

rica dada por la ec 6 .15 es general, ya que la selección de 

distintas funciones de peso da lugar a las diversas versiones 

del método de los residuos pesados. 

lln el caso del método de Galeri:in las funciones ui y ti 



sobre la frontera S csttin dadas r:ior 

.;. -
"I ~ ~'In 

r•¡ ~ f. 
In 

La sustitución de las ecs6.19 y 6.20 en la G.15 i:ln lug.:i.r a 

¡ ¡; ¡ T Ijm (xk 'yk) 11 q•.tdS\Oi.$. dS - ¡ fo. t. T dS -
so .sA 

líl J I 1 P 
so 

1n · 1p n 

- I ); ¡ GíJ (x1, ,yk) ¡.j~<ls,,oé 1 Pds + I 4i° 'f,. U dS • o 
s 

SA s In 1p n 
u u 

o bien, en forma compacta, a 

ªpl!.09. - cpnTn - b o + pl!. l!. 
e u • o 

pn n 

9. • f, 2' ... ,ti 

p,n = 1,2, ••• ,H 

G. 19 

G. 20 

G.21 

6,22 

donde N es el n!imero total de valores nodalcs de la densidad 

de carga sobre la superficie auxiliar SA y M e 1 n!imero de gr~ 

dos. de libertad en el elemento de frontera considerado. 

La ec6.21 permite tener en un eleioonto de frontera restr.icciones 

de esfuerzo y de desplazamiento simul ttíneamen te. Sin embargo, 

si solo existen condiciones de frontera de desDlazamiento, re-

sulta 

Y·Si solo existen condiciones de frontera de esfuerzo 
' 

nr,o·. - 'C r .• o 
L Ñ pfl 0 

6,23 

G. 24 



El ensamble de las contribuciones correspondientes a cada el~ 

mento da frontera da lugar a una ecuación matricial similar a 

la resultante de aplicar el método de elementos finitos, esto 

es 

G.25 

l,J p 1,2, ..• ,u 

donde las matrices Aij' Dij y Cij son las globales resultado 

del ensamble de la ec G.22 )ara cadn elemento. Así, para la 

respuesta al problema planteado en párrqfos anteriores que se 

requiere la solución de un sistema de ecuaciones lineales no 

simétrico. l\l resolver esta ccuaci6n y encontrar los valores 

nodales de la densidad de carga, D., la formulaci6n para obt~ 
. J 

ner esfuerzos y desplazamientos en cualquier punto dentro del 

cuerpo se hace directamente de la versi6n discreta de las ecs 

6,9 y 6,11,o sea 

G. 26 

I Tljm(xk,yk) lj>jl'. Ol'.dS 
SA 

G.27 

Una alternativa para la soluci6n aproximada de la ec G.8 es 

considerar que la superficie auxiliar sobre la que se definen 

los potenciales de las ecs 6.9 y 6.llcoincide con la frontera 

del cuerpo. En este caso es necesario considerar la discont! 

nuidad de ·los potenciales de capa doble cuando la superficie 

auxiliar se acerca a la fronte1.1 S. El problema ha sido 



tratado por Crusc trcf 31), cncontrtinclose ciue el !)Otencial de 

capa simple no se modifica, es decir 

6.28 

Sin embargo, el potencial l1C capa doble tiene unn discontinui-

dud en la frontera S mcdiclíl por 

6 .29 

o sea que la ec 6.11 se transforma en 

6.30 

donde 

si yk ... xk desde el ir1tcrior del cuerpo 

6.31 
si yk ... xk desde el exterior del cuerpo 

Como en el caso en que la super.ficie auxiliar no coincida con 

la frontera s, las ecs 6.2By6.30proporcionan una solución exac 

ta para ui y (J" irn' Los errores que puedan existir son debidos 

a la aproximación de la función d. (x,. l corno una función seccio 
J •• 

nalmente continua. 

Tratamiento de fronteras infinitas 

Una situación un tanto coman en la formulación numérica de 

problemas de georneci\nica es la existencia de regiones limita

das. por fronteras que se extienden a distancias tales que 

hacen impráctica, y hasta en oc 'lsiones imposible, la aplicación 



directa de m1ltodos discretos de solución del tipo del de los 

ele1nentos de frontera. 

Esta dificultad, que tanbién aparece en lns aplicncioncs del 

método de los elementos finitos, se puede resolver al cm_µlcar 

elementos de frontern C8pcc.i.ulmcnte diseñados p.:trl1 111cidclLlr 

condiciones nl i11finito. 

En el presente estudio se opi.:6 por usar elementos de frontera 

del tipo de los de la ref 32 en aplicaciones del método de los 

elementos finitos a problemas relativos a propngnci6n de ondas. 

Una geometría típica para un elemento de frontera !?lana, aquí 

denominado seminfinito se presenta en la fig 34. Este tipo de 

elemento se conecta n los elementos de .frontera convenciona-

les a lo largo del lado x 2 ~ O. 

De igual manera, para elementos finitos las funciones de inteE_ 

polación pueden ser las definidas por polinomios de Lagrange, 

Con objeto de garantizar que las integrales de la ec 6.8 tien-

dan a un valor finito, es necesario multiplicar las funciones 

de interpolación por funciones con comportamientto asintótico. 

Por ejemplo, las fu·nciones de interpolaci6n para un elemento 

de frontera como el de la Hg 34 se pueden definir como una 

combinación de polinomios de Lagrange en dirección x2 y fun

ciones de interpolación definidas a lo largo del eje x1 como 

(ref 33 l 

(xi - X¡ )/L N-I 
J 

- X\) (X¡ 

11, u e 1 n 
l•.l 

(no sumo} 6.31 
Jul " Xi) 

1 1 
1;. J 

(1:11,2, •••• N-1 

·,.;._ .. 



donde L es un par~metro que mi.de la rapidez con que decae la 

función exponencial. 

La función de interf>olación para i = N se o!>tiene de 

11-1 
- E llj 

J=1 
6. 32 

En el Apéndice B so presentí:Ul las funciones de intcrpolaci6n 

asociadas a un elemento scminfini to plano como el de la fig 34 

Par·a elementos de forr.1a distorsionada e!J ponible definir una 

representación pnram6trica similar n la empleada en los ele-

mentas de frontera convencionales. 

3. 4 Equivalencia del método ele Galerkin y el método de Colo

cación Ortogonal 

La evaluaci6n analítica de las integrales de la ec 6. 21 no es 

práctica por la com2lejidad de los nücleos y la posible irre

gularidad de la región de integración. Una forma alternativa 

de formular numéricamente el problema es utilizar las ideas de 

integraci6n numérica comünmente empleadas en el método de los 

elementos finitos (Apéndice C ) • 

La integración numérica de la ec 6. 21 se obtiene de remplazar 

las integrales sobre S y SA por sus cuadraturas numéricas. Si 

se considera solo la integraci6n numérica sobre S, re.sulta 

E 1 
SA 

- E JAGIJ(x~, yk) 9j1 (yk)dS 0 1.pip(x~'.)11ª + <j> 10 \x~l9¡p(x~)ll"u0 =o 

G.33 



donde el superíndicc o!. indica. el punto de integración considc 

rado y \Vct el factor de peso correspondiente. 

Por simplicidad lu ce 6. 33 se puede escribir en forma comnnctn 

6. 34. 

donde 

6. 35 

Fil'.= E f Glj(x~,yk).pjl'.(yk)dS 
SA 

6. 36 

H6tese que el número de operaciones involucradas en la nplica-· 

ci6n numérica del m6todo de Galerkin es excesivo. f,sta desven 

taja, sin embargo, puede ser superada si en vez del método de 

Galerkin se emplea otra modalidad del método de los residuos 

pesados, conocido como colocación ortogonal (ref 34). 

En ese método las funciones de 9eso son del tas de Di rae evalua 

das en puntos correspondientes a los ceros de los polinámios 

de Legendre, que para elementos de frontera regular coinciden 

con los puntos de integraci6n Gausiana, xk. Para elementos se

minfinitos los puntos de colocaci6n son los ceros de los poli

nomios de Laguerre (ref 34) • 

La aplicaci6n del método de colocaci6n ortogonal en la ec 6.15. 

conduce a 



-f { t f Gij{xk,yk)~J 1 Cvklds ºi:.- 9¡"Cxk)un} oS{x 
n A 

o sea 

-t ¡ Glj{x~,yk) <l>jt {yk)dS º.1. + ~ln{xk)Un • O 

SA 
Finalmente, de lns ces 6.35 y 6.3G se obtiene 

1;. 3 7 

G.38 

6, 39 

que es equivalente a la ec 6, 34 resultante de la integraci6n 

numérica en el método de Galerkin. Este resultado es impor-

tante, ya que si los errores de cuadratura en la aplicaci6n de 

la ec 6.34 son pequeños, los resultados del método de coloca-

ci6n ortogonal son los mismos que los de la ª'?licaci6n direc-

ta de la ec 6. 21, esto es, un mismo resultado con un esfuerzo 

computacional menor. 

3.5 Tratamiento de singularidades 

La aplicaci6n del método de los elementos de frontera presen

ta dificultades cuando la soluci6n aproximada se construye 

sobre una superficie auxiliar que coincide con la frontera en 

la cual se utiliza la discretizaci6n, ya que al coincidir los 



puntos xk y yk, los intcgrandos de las ces G. 9 y 6. 11 pre se!!_ 

tan singularidadcn. Estos integran~los son en ~1encral difíci

les de integrar analiticnn1cnte, :?Ol: lo que sL: ncccaitn una 'in 

tegraci6n numérica de ellos. 

Lachat y i'latson (rcf JS) prcscntun un algoi:it1no que pcr1nite 

una integraci6n num~rica de estas sinC]Ulüridu1Jes; sin embargo, 

su procedin1iento es difícil ele implantnr en un !>rogrnl!Hl de 

computadorn; además su ap licnción req uicre un grün es fuerzo 

computacional. 

Tomando en cuenta let si1nplificaci6n f]UC se introduce al em

plear· el m~todo de colocación ortogon.:il COT!lO el Cf]Uivulcnte a 

la aplicaci6n numérica del método de Galerkin, e~ factible i~ 

tegrar numéricamente de manera simplificada las singularidades. 

Esto se logra si una vez definidon los puntos de colocaciOn, 

la integraci6n numérica de las soluciones aproximadas se efes 

ta.a con reglas de cuadratura de orden superior a la necesaria 

para lograr la equivalencia del método de Galerkin con el de 

colocación ortogonal, a. fin de que los puntos de colocaci6n 

(donde se presentan las singularidades) nunca coincidan con 

los correspondientes a la integraci6n numérica. 

Esta manera de integrar resulta más sencilla que la proi:;>uesta 

en la ref 35; sin embargo, es necesario verificar su efectivi 

dad en el programa de computadora 



: ... 

I:'O!UIULACION DIREC1'A 

El i.lrincipio de los tr~bajos virtuales para un proble1na elfis-

tico-lincal se cstnblcci6 en el cnp 5 y se escribe ele lit si-

guiente forma 

l 'dCi¡j 
(--

\' )><j 
-1 Ó¡ - pu¡l1Í¡d\f = 

Si se considera quo las rclnciones dcsplüzamicnto-deformaci.ón 

y las propiedades del 1nuterial son lineales y se intcg1:a por 

partes se obtiene 

::· ~l¡u4id& -Íl¡U.•¡dS 
- e ·,¡ª ~· 

y considerando que s == su ·t- sú , entonces, 

Si se utiliza la siguiente relación 

r cr,J. •';¡· ª" = fa;. E1• av = 
'" " J J 

f • - . G • oU¡ d\I 
'J iJ C)Xj 

y se integra por partes la ec 6.40 se'obticne 

1 

• 
.. .... -o<h¡ • 

J.( 8¡ \li- p t.1¡ U\+ --·-u.i) aV:: 
.v <J~j 

y finalmente 
·-:-·· . - .. 
. J 'dCi" f S·u·1 dV~· ¡=.. 
1 \ "\ ..r:. ,v "ªJ 

Si se·considera como solución fundamental el valor de los de~ 

plazamientos virtuales uf de tal forma que se satisfaga la 



siguiente ecuaci6n 

' ~cr,, ..• 
_,_ -ru¡ 
ihj 

l + t., : o 

. 1 
donde Ak es una función Delta de Dirac y representa una car-

ga unitaria uplicada en 1 y en direcci6n k 

Esta ecuaci6n tiene la siguiente propiedncl 

• l r (}G·~ 
- p\.'1i )U¡ d\J 

J f ( "aCi,¡ -fÜ~ ~ t:,.,¡u¡ dV = J t .:::::!L + ju'.;;'> U¡ d'I 
'I :l><j """Jxs 'I 

• u l ¡ ¡¡U.; .. • d'I + " (-- - ftii \'lli f. 
" Ó'W.j 

1 donde uk es el valor desconocido de u en el punto donde se 

aplica la fuente o carqa, o sea, es el desplazamiento eri 1 en 

la direcci6n k ." 

De lo anterior se deduce que 

por lo que la ec 6. 40 Be transforma en 

o en. general 

u1 + fu 1l¡dS " 
' 1-. s 

6. 41 

Los valores de uf y tf son los desplazamientos tracciones. ori 

ginados por una carga concentr'1da que actúa en el punto l y 



en la direcci6n '1 k 11
• 

Si se consideran cqr9as concentradas unitarias actuando en las 

tres direc'ciones, la ce G. 41 se escribo co1no 

6.42 

donde u* ki son los valores de los dcsplazan1icntos y truccioncs 

en la dirección 11 ! 11 debidos u fuerzas unitarias actuando en 

la dirección 11 k 11 y sus expresiones se presentan 'en el upéndi-

ce A Nótese, que esta Gltima expresi6n es válida para.cual 

quier ¡:>unto dentro del dominio v. Con el objeto de formular el 

problema como uno de frontera, se debe considerar que el pun.to 

11 1 11 está sobre la frontera, aunque, en· general, la ec 6.42 se 

puede escribir para un punto como 

6.43 

donde el valor de c 1 depende de la localización. del punto. Se 

ha demostrado (ref 35) que c 1 = 1 para un punto interno, 

c 1 = O para un punto externo y c 1 = 1/2 para un punto sobre 

una frontera suave. 

En forma matricial la ecuación anterior se escribe como 

6.44 ,. 



donde u, t, B son los vectores ae· desplazamiento, de traccio-

nes superficiales y de fuerzas de cuerpo rcspcctivnmente y 

l 11 l " t \;, u11 tt 12 U:! 

~ • l =· l ~~ ..¡_~~ l ;; u = u,, un. 11 l.~ 

l ~ .. l.!'.:. l;. u?.~ U:~ u!! -. 
La ec G.44 se aplica sobre la frontera del dominio en estudio, 

la cual se puede considerar d.ividida en elementos y uproximnr 

los vectores u y t utilizando las funciones de interpolacidn 

.i,T, ¡ o sea 

donde uj y tj son los valores desconocidos de los desplazamie~ 

to.s y tracciones en los nodo~ del elemento, los que son sirni-

lares a los del elemento finito, solo que es.te caso los nodos 

y los elementos solo cstan Cnicamente sobre la frontero s. 

Por lo tanto, la ec 6.44se descretiza como 

doncl. N es el n(imero de elementos de frontera y 11 es el nümero 

de celdas o regiones internas sobre las que se deben calcular 



•' 

las integrales para lus fuerzus de cuerpo y S. es la SLl!_)erfi
J 

cie del elemento 11 j". 

Generalmente lu in tcgrución de es tas ccu.:icioncs es numéricu y 

las funciones de interpolaci6n c1uc se utilizan son las mismas 

que las empleadus en el método de los elementos finitos. Si 

se realiza la integraci6n de l¿i ccuaci6n anterior para cacla 

nodo se obtiene 

n h " 
CiUj ·1- :¡: H .. U• 

~·\ \ J J 
+ B· 1 

: lG--t · 
J•l 'J J 6.45 

" n 

• :;:.H-·u· 
.i•I IJ J + B· l = lG;• 

J•l J 

~ . 
donde llij = llij para i t- j' lli j = llij + .. para i = í 1\ i 

el resultado de realizar la integral sobre el dominio V y 

es el número total de puntos nodales. 

En forma matricial la ec G.45 se escribe como 

HU+ B = Gi 

y al reordenar términos y colocar todas las inc6gni tas del 

lado izquierdo se llega a 

1 A'I. = F 

es 

n 

donde X es un vector que contiene los valores desconocidos de 

u y t. ya que de los n puntos nodales, n1 tienen como inc6gni

tas los valores de t y n2 tienen como incogni t'a los valores 



de u y o sea, n = n1 + n2 . 

Al resolver este sisten1n de ecuaciones se conocen los valores 

de u y q en cualquier parte de la frontcrn y zi se düsca cal-

cular los desplazamientos en cualquier punto interno d8l domi 

nio se utiliza la ce 6.~3, quedftndo 

u~ ~ l ti~. L¡ d5 s • 

Así mismo, para el cálculo de los esfuerzos en los puntos in-

ternos del dominio se aplican las relaciones csfuerzo-despla-

zamien'to obteniéndose 

• • ~_u'nt_)]l¡ Ci. _ J[ 2 Go 5rj 
alt~L 1- G l.!!~.'!!!.. dS r- --

· J S l·'lv -a~i º'• a)(, .. , 

-J[ 2Gu ~ij ~t~,.L 1· G ( <Jl"!L. "ol.,¡ j dS ·:- ll¡ 
5 \·'lv <l~¡ ?'1.n "l)<.111 . 

• 
~·"'-l ~ . .is ;J.[2"''!.. ~¡· ~·~hl + G ( dUmi. 

s l - 2v J °di< i 'd '1-n 'tlY.rn i . 

En la actualidad, se están formulando los programas de compu-

·tadora para ambos casos, o sea, tanto para el método. directo 

· como indirecto, 



/IPLIC/ICION llSIN'rDTIC/I DEL ME'rODO DE L/I Ilfi'EGR/IL DE 

FRONTERA 

Debido a que la definición de fronteras ficticias en el estu

clio de problemns de extensión ilimitnda (como lo puede ser el 

de difracci6n de onda en dep6sitos de suelos)no se hil podido 

lograr ile 1nanera exacta con los métodos i:>rcscntados en los ca

pítulos 3, 4 y 5 es posible con el n1étoclo el~ ta intc~1rill de 

frontera definir condiciones matern5.ticas que eliminen lu uti

lizaci6n de fronteras ficticias y aproximen la extensi6n infi

nita de los dominios considerados. 

A manera de completar este trabajo se presenta la forn1a de 

aplicar esta idea al método de la integral de frontera a la 

ecuaci6n escalnr de . onda, obteniéndose como primera aproxima

ci6n la condici6n de radiaci6n de Sommerfeld. Dicha apro:xim!'_ 

ci6n se obtiene utilizando las funciones de Green, así misrno, 

se presenta la derivaci6n matemática de una segunda aproxima

ci6n utilizando.estas mismas funciones, 

En los siguientes párrafos se presenta el desarrollo mntená

tico para la definición de las ideas expuestas en el párrafo 

anterior y finalmente se presentan las soluciones fundamenta

les para el caso de ondas P y SV a partir de las cuales se pe_ 

dr!an obtener las condiciones de radiaci6n en los elementos 

de frontera para este problema 



Para ondas armónica~; li'l. ccu.'l.ci6n escalar de onda se tra11c.;for-

n1a en la ecuación de Helmholtz ul ser.>aritr la depcnclcnciu con 

respecto al tiempo, o scu de lo ce 2.9 se obtiene 

7.1 

'11rüllsform§.ndola a coordenadas polares queda como 

i k'u = O 

donde r y e están dados por 

Para encontrar la solución de esta ecunci6n, se a9lica el md

todo ·de" separüci6n de variables, o sea 

entonces 

-ª._u_ , _av. T 
ar dt 

¿-y T 
d ,-

. por lo tanto la ec 7,1 queda como 

d·
2 v T + 1 av --1+ 

d•1 r clr 
1 il2 T --- --·,V rl de + k1 (VT) = O 

manipulando algebraicamente se llega a 

d1 T 

= 
_ d01 

= í 

1 7.2 
n'l'. 

Considerando solo la P<tl'tfL.c;le~echa de .esta ecuaci6n se tiene 

J'..l + n'T : O 
dti1 



la que admite como sol uci6n 

donde A y D son constan tes nrbi t ra rins 

Considerando ahora el n1icmbro izquierdo ele la ec 7.2 se tiene 

-¡. J'V 
t.--.-

d t. 
+ ti_\'_ 

dr 
+ r'k'V - n'Y = O 

y si hacemos x kr se obtiene la siguiente relaci6n 

mejor conocida co1no ecuaci6n de Bessel, la que aceµtn como s~ 

luciones funciones del misn10 nombre de primct-.:i. y segunda cla-

se (J (kr), Yr (kr) ) 

segunda clase (ref 35). 

y las funciones de llankel de '_)rimera y 

de Ilankel de orden cero y 

Si se escoge como soluci6n 

primera especie' n¿ l) (kr)' 

la función 

y la de-

pendencia con respecto al tiempo como exp (i w t) donde i = f=-I' 

se satisface la condición de radiación, o sea, si se conside-

ra que r-. o.o 



la· cual es la re~Jresentación cl.1sica de una ondu que se ule ja 

en la direcci6n que aumenta r, o sea, f (r ... et). 

Por lo tanto, la solución fundamental de la ec 7.1 está dado 
\ 

por ( ref 37) 

.. 1 l ~' 
u ::. Ti HCJ <l-.r> 7. 3 

Para el estudio del problema de pro?agaci6n, Gu9on~arnos que 

tenemos una región R1 dis~rctizaPa con elementos finitos. y .una 

regi6n R2 que se extiende al infinito en cualquier dirección y 

una superficie S que une a ambas (fig 35), entonces, si 11¡¡lici!. 

mas e.l principio de los trabajos virtuales en la ec 7.1 y consi-

derando como desplazamiento virtuál la soluci6n fundamental u* 

e integrando en todo el dominio R = R1 +. R2 se obtiene 

Jt?':u+ k~uJu.'dR: O 
1', 

la·que al ser integrada por partes eles veces como se mostr6 

en el cap 6· nos lleva a 

~ a • 
f l'-'-·~ - i u)dS: n 
5 an ~n 

7.4 



done.le n es la norraul exterior a la frontera !3 {ref 7 ) . 

Sustituyendo lu ec 7.3 en lu ce 7 .4 

S -H tl.1i-- - -- --·H d1l ._. ·.15= r l ' "' ~;,u J [ l •• J } 
s 41 L tl dn jJ\ •4¡ o 

7.5 

.Si se considera que r -:::: n, entonces el segundo térrnino de la. 

ecuaci6n anterior se modi f i cnrfi 

;> [1 "' ~ t , ~ '" j H, tl"¡ = c .. 11 1ln an ~. 4¡ 
"' o 

' ['' 11:" tl•l J = 4¡ °d(.\.;d 

por lo que la ec 7.Squcrlar[i cor.10 

Empleando .las fórmulas para las derivadas de las funciones de 

Dessel y las relaciones entre ellas (rcf 36) se puede estable 

cer 

'" ;)Ho Ü-•l 
<l l~r) 

(1) 
-1\ (~•) 

-1. 

expresión que al ser sustituida en la ec 7.5 nos conduce a 

7.6 

7.7 



.·.; 

Una de las pro{Jiedadcs r1uten1fiticas de las funciones de llankel 

es su expansi6n asintótica, o sea. 

donde P y Q son los polinomios con los que se e fcctúu ln ex-

pansi6n. 

Si se considera como primera npr.oxi1nñci6n únicamente los ele-

mentas de la expt1nsi6n donde aparezcan términos de primer or-

den y se sustituyen en la ec 7. 7 se lle e¡ a a 

H<l--L.¡ dU --.iktl -..li.>uJdS =o 
S o<. an S~r 

y s~ además se considera que r es muy grande 

7.8 

expresi6n mejor conocida como la condici6n de radiación de so

r.unerfeld (ref 37). Si por otra !>arte se hubiera considerado 

como solución fundamental la funci6n de llankel de orden cero 

y de segunda especie (ref 37), o sea 

... i ('l) 

u = T ~. tbi 

y la dependencia con +especto al tiempo como exp (:i w t) ·se 

llegaría a la siguiente expresión 



7.9 

que se conoce como la condicidn ele absorción de Sonuncrfelcl 

(ref 37) . 

Anlbas expresiones {ces 7.S) Y 7.~ tienen un scnt.ido t:ísico, con-

siderando por ejemplo la dependencia con respecto ul tiempo 

como exp (- i ui t), la primera. ele cll.:is cstnblcce que lus onda.o 

no son reflejadas por la región exterior R
2

, mientra~ que _en 

la segunda se establece que todas ·1as ondas convergen hacia la 

regi6n interior H.
1

, es decir, c~1da una de ellas está asociada 

con un problen1a exterior e interior respectivamente. 

·con10 so mencionó anteriormente, en el estudio del problema de 

propagaci6n de ondas se presenta el problema de modelar mnte-

mliticamente las fronteras del dominio por lo que la condici6n 

en la frontera S será la que se define con la ec 7. O 

o sea, la condición de radiaci6n. 

f.lanipulando algebraicamente con la ec 7.B se puede llegar a la 

siguiente expresi6n 

~= 
on 

" k'r' - ' -~~~~---"··- ldu -'4 \..' r'-+ 1 

lo que se transforma en 

ilu.--1-u - . 2t-

u 

7 .10 



···¡. 

. " 

.. 
... ·-

si r es grande 

Al comparar esta ccuaci6n con lu que se obtiene cor!o condici6n 

ele ftontcra transmi.sora purn una onda cilíndrica •1ue nh.:tndonn 

una regi6n (ref 38) se ohscrvü cierta similitud, por lo r¡uc se 

infiere que la condici6n ele rndinci6n en· la t'Lontcrn clcl domi-

nio discretizado con elcrtcntos finitos cst5 asociada n ondas 

ci ll'.ndricas. 

Si el problema estuviera definido en el dominio del tic~po se 

tiene que la ccuaci6n de propagaci6n en coordenadas polares se 

encribe como 

en este caso la soluci6n está dada por 

1.l = 

Tseng y Robinson (ref 3B) demuestran que la condici6n de fron-

tera transmisora está dada ~ar 

dU : . ..!... ';)u _ ~ 
~h· e at. 2.t-

7.11 

N6tese la similitud entre las ecs 7.10 y 7.11. Sin embargo Tseng 

y Robinson emplean el método de las diferencias finitas para 

resolver el problema de propagaci6n, siendo la estabilidad y 

la convergencia los problemas más serios que prescinta nu .for

mulaci6n. 



Si ahora como segunda .:iproximnción se consiLlcr.:i11 los tér1ninos 

de segundo orden en lu expansión de l.:i función de H.:i.nkcl-, la 

con<lici6n de frontera. q ucd.:-t como 

Se puede apreciar en esta exprcs.i6n que el hecho ele considc-

rar que r es grande no implica que se puede c~:ducir de ntuncrn 

sencilla la condici6n de frontera transr.tisoru para ondas ci-

l!ndricas adcmfis, el cfilculo de esta expresi6n implica un poco 

más de tiempo de computadora. 

De la misma forma que el desarrollo anterior se puec"ien establ~ 

cer las condiciones de radiación en los elen1entos de fron tern 

para el caso de ondas P y SV, para ello se considera como so-

lución fundamental la respuesta de un medio infinito elástico 

e isotr6pico a una fuerza armónica concentrada en un punto 

{~~f 3'l!, o sea 

U··=__!:_.. [1¡1 5j; ·--/.. 
ji 211~G~ 

dtl 
'an . 



.·., 

donde las func~-~~7s_} '1'o/ se:: definen como 

:X .. 

k (_i~.r. \ -l-
o C:, 

Kv son funciones de 13esscl de segunda clase y de orden lJ , 

Cs y C. son las velocidades de propa.gaci6n de las onc1as r> y 
p 

SV respectivamente, S ji es una delta de J(rnocker y p es la. 

densidad de masa. 

El procedimiento analítico consistiría en sustituir estas ex-

pr<!sion<!s en la <!cuaci6n cl<!l trabajo virtual y hac<!r el cl<!sa-

rrollo matemático correspondiente; dado lo extenso de estas 

expresiones y lo tedioso el<! este proc13dimiento únicam<!nt<! se 

ha planteado el problema. 



CONCLUSIONES 

En este trabajo se estudiaron varios tnétodos para n1odclar nu

mérican1ente dcp6sitos finitos de suelo considernndo al mismo 

como un medio elástico, ho1nogénco· e is6tro90. Se supuso con.2. 

cido el tipo de onda incidente y la dirccci6n de JJro:_'J.:1C]act6n. 

La forn1ulaci6n al mon1cnto cst5 restringicl,1 u ondns incidentes 

planas. 

Se present6 la formulaci6n numérica y analí. ti ca del problema 

de amplificación dinámica a partir del métoclo de lils di feren

cias finitas, del método de las caracterl'.sticas , del método 

del elemento finito y el método de los elementos de fronter¡:¡, 

~e la misma forn1a se presentaron las condiciones de· nbsorci6n 

necesarias para 1'1 minimización de lils reflexiones artificia

les en las fronteras ficticias, ast como también las condicio 

nes para resolver el proble~a de medios con estratificación. 

Se encontr6 que las principales limitaciones ~ue ?resenta el 

método de las diferencias finitas son la modelación de front~ 

ras e interfases curvas y la densidad de puntos requerida 

para logra una buena aproximación, 

El· método de .las características presenta taml,ién la dificul

tad de modelar dominios con fronteras curvas, Para la utili

zaci6n de alguno de estos dos métodos se requiere una gran 

cantidad de. tiempo en la preparación de los datos lo que im

plica un aumento en el costo c~o aplicaci6n de los mismos. 



No obstante que los rosultados obtenidos con el 1nétoclo del 

elemento finito indicnn unu. cxcclentl! nproxi111Ltci6n, no se pU9_ 

de considerar a este método como el que proprociona la mejor 

soluci6n para este tipo de problemns ya que no se debe olvi

dar que aún no ha sido posible definir de nu1nern exacta candi 

cienes en fronteras ficticias requeridas por el 1no<lelo. De 

igual manera existen duelas acerca de ln influcncin y contrib~ 

ci6n de las ondas superficiales y de las on<lus ele cuer90 y ele 

los efectos que pueden ocasionar al incidir en las fronteras 

ficticias. 

Es de importancia mencionar que los resultados obtenidos de 

un análisis con elementos finitos dependen fuertemente del 

tipo de elemento y de la discretizaci6n empleada, Una conclu 

si6n de este trabajo es que el uso de elementos cuadrangula

res con 4 nodos parece ser el nlás ndecuado. 

·Un punto de importancia es la definición del número de ele

mtrntos por longitud de onda¡ lo cual está intimamente rela

cionado con el tipo de lnntriz de rnnsas (consistente, concen

trada o una combinación de ambas) empleada. En general los 

resultados hasta ahora presentados en la li terarutra son co

rrespondientes a frecuencias bajas de poco interetis en inge

niería sísmica. 

Es necesario explorar frecuencias más altas lo que implica 

i.vestigaciiSn adicional para definir cual mtitodo de los aquí 

discutidos es mejor. Cabe hacc:r notar que el tiempo de 



con1putadora empleado !JUra el anti.lisis de estos proble1nas cua!!_ 

do se utiliza el n1étodo clol elerncnto finito es bastante 1ncnor 

comparado con el obtenido con el ele otros métodos. 

Dada la complejidad que tiene el problema de amplificnci6n df. 

námica en dcp6sitos de suelo de extensi6n infinita es posible 

extender lns fronteras al infinito utilizando elementos de 

frontera de extensi6n semi-infinita, con los cuales se aprox.!_ 

men las condiciones de absorción mencionados en párrafos ant~ 

rieres, sin entbargo, canto se estableci6n en el capítulo 6 esto 

implica un alto grado de dificultad numérica. 

No obstante el em~leo de la analogía entre el método de 

Galerkin y el de colocaci6n ortogonal actualmente se esta es

tudiando la posibilidad de utilizar elementos de frontera en 

una frontera ficticia y aplicar las expansiones asint6ticas 

para la soluci6n fundamental con lo cual se obtienen condicio 

nes de frontera locales como se discutió en el capítulo 7, 

La conclusi6n general de este trabajo es que la utilidad de 

estos métodos solo se podr§ verificar a través de registros 

obtenidos en el campo. La información hasta ahora disponible 

no es suficiente dada la incertidumbre en los·par§metros que 

. definen la excitaci6n sísmica. 
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APENO 1 CE A.. . SOLUC 1 ONES ELEMEllTALES Ell LA TEORI A DE ELAST IC IDAO TR 1OIMEllS1.Q. 

NAL 

La.a soluciones elementales o de Green en la teoría de la elasticidad lineal 

Son generalmente escasas. Sin embargo, existen en l~ teoría tridimensional 

dÓs soluciones de gran utilidad en la aplicación del método de clcmenton de 

frontera: la solución da Kelvin y la solución de Mindlin (refl.\O). 

La de Kelvin es la respuesta al problema de una carga concentrada en un pu.!!. 

t:o dentro de un cuerpo elástico lineal homogéneo e is6tropo de_extensión 

infinita (fi9 3&). Esta solución se escribe 

( l ( 1 + \1) 6 1J A,B • Bn(l '-v)Er 

donde 

I;;¡' • (y¡ "X¡) 

'l;;J • (y. " X ) 
. J J 
tk • (yk - xk) 



de 1 ta de Kronecker 

módulo de elasticidad 

V rclaclón de Polsson 

El. significado de las otras literales se ilustra en ln fig 3'". 

A partir de· la solución de Kelvin es poSible cncontrn.r la solución para una 

c~9a concentrada en un punto denc.ro de un scmicspacio clS.ntico (fig 31') ~ 

En este ca.so la solución, conocida como de Mindlin, satisface condiciones 

·de tracción nula en la frontera, con lo cual basta que en.la aplicación del 

método de los elementos de frontera o problemas cano el del cañon , la di! 

cretización solo se requiera nobre el rni,rno .• 

E1 campo de desplazamientos y de esfuerzos para la solución de Mindlin se 

csc::r.ibe para el caso de una fuerza do magnitud unitaria en la dirección XJ 

.. \i• 1 

i JC 1 [ X3 - C 
-- ---+ 

2G. R' 
l 

(3 - 4v) (x, - e) 

R' 
2 

x2 [ x, - e (3 - 4vl (x,- e) 
-- ---+ + 

2G R' R' 
l 2 

4(1 -v) (1 -2v) 
' + 

R1(R2 + x, + e) 

6cx 3 (x, + e) ] 

Rs 
2 

6cx, (x 3 + e) 

Rs 
2 

4(1 ·V) (1 - 2V) ] 

R1(R1 + x, +e) 

• (x,-c) 1 

• _1 [ 3-4v + 8(1-v)· -(3-4v) +---+ 
Gu ZG R1 Rz R' 

(3 - 4v) ex, +c>2- 2cx, 

R' • 
+ 

6cx 3 (x 3 +e)' 

R' 

(1 - 2v) (x, - e) 

lt(1 -v)(1 - zv) 

Rz (Rz + x, + e) 

l • • 
+ (1~2v) (3Cx3 - e) - 4v (x, +el} 

R' • 

+ 6c (x, +e) [ (1 -. 2V)x, - Zvc] 

Rs 
2 

2
[3(x1 -c) 3(3-4v)(x,-c) 30cx 3 (x 3 +c) 

- x, Rs + R' + R1 
1 2. 2 . 

. ft(l -v) (1 - 2v)(ZR2 + x3 + 

R1(R +X + c) 2 

2 • ' 



l1 - 2v) (xj-c) (1-Zv) [3(x,-c)-4v(x,+ el] 6c(x,+cl[(1-2,•)x,-Zvc.J 
T229 SS -------+ + -

R' R3 R5 

1 2 2 

4(t-v)(1-Zv) 

[

3(x, - e) 3(3 - l1v)(x, - e) 30cx,(x, +e) 
x' + ------- + ------

2 R s R s R., R, (R2 + x, + e) 
1 2 2 

4(1 - v) (1 - Zv) (ZR, + X3 + e) J 
R1 (R 2 + x1 +e) 

2 

T,,·, ~ (1 - 2v) 
1 1 3 (x, - e)' 

(x, -e) (- - -) -----
R' R3 R5 

3(3 - l1vlx1\x 3 + c) 2 - 3c(x1 +e) (5x, - e) 

R' 
2 1 1 2 

30cx1 (x 3 + e)' 

R' 
2 

T2u ª x, [<1.-2v) 
1 1 (-- -) 

R1 R1 
2 l 

30cx 3 (x, +, el' J 
R' 

2 

l111' • Xt ( 1 - 2V) (- - -) [ . ' ' 
R 3 R 3 

2 1 

30cx,(x, + c) 2 

R7 . ] 
2 

3(x, - c) 2 

R' 
l 

3(3- 4v)z,(x, +e) - 3c(3x 3 +e) 

R' 
2 

3 (z - e) 2 3 (3 - 4v)x, (x, +'e) - '3c (Jx·, + e) 

R' 
l· 

R' 
2 

'·'· 

..... 

1 

.. 



3(x, - e) 
T121 a X1.x2[- ----

fl5 

donde 

30cx3(x, 

R' 
2 

1 

+ e) J 

G módulo de cortante 

3(3 - ~v) tx, - e) 4(1 -v) (1 - 2v) (2R2 + x, + e) 

R5 R'(i\ + x, + c)2 
2 2. • 2 

V relación de Poisson, y el significado de las otras litcralcs·sa ilu!_ 

traen la figura 31. 

Las soluciones correspondientes a fuerzas unitarias en las direcciones X1 y 

Xs se encuentran por ejemplo en la rcf lfO. 

Para un medio estratificado que consista en capns paralelas, el uso en el 

método de los clcmuntos de frontera de una solución elemental que satisf!!_ 

9a las condiciones en l.as interfases 'simplificaría el problema, ya que no 

serta necesario utilizar elementos de frontera sobro ellas. Esto tipo do 

soluciones pueden derivarse si se usan métodos de trasformadas integrales 

como los de la ref ~1 • 



APENOICE D. FUNCIOllES OE INTERPOLACION 

La representación isoparamétrica de la geometría do un elemento de _frontE., 

ra se puede lograr si se utilizan las ideas correspondientes desarrolladas 

en el método de elementos finitos. Así, un elemento de frontera isoparam.§. 

tr.ico es uno en que las funciones de interpolación que definen la variación 

de los desplazamientos u( y tracciones t¡ son las mismas.que las que se 

utilizan para definir su geometría (reflZ). Con un elemento como el de la 

ti9 3a- a se puede demostrar que las funciones de interpolación del. tipo 

.Ae.Jt.eJuf.ip.lty son adecuadas para definir la variación de desplazamientos u J 

y/o_ tracciones t¡ sobre un elemento de frontera corno el que se muestra en 

la fi9 ~\b si .~J = 1. 

En.general, la vñriación de los desplazamientos y/o tracciones sobre un el!:_ 

mento de frontera plano se c~cribe corno 

donde 

N8 (~) las funciones de interpolación 

a a 
Ul , T r los valores da los dcsplazamlontos y do laa tracciones en el 

nodo a do cada elemento de frontera 

~ 1 , ( 2 la9 coordcn.:idas intrin:H,cas del elemento. 



Para una variación lineal, a= 1,2,3,4 

. 1 
N1 

a 1j (1 + !.;¡) (1 + E;,) 

tl
2 

a * (1 - i.;¡) (1 + l;2) 

1 
N'ª1j(1 

N" 1 ( 1 a 1j 

- !.;¡) (1 - E;2) 

+ ¡;,) (1 - ¡;,) 

Para una variación cuadriltica,a = 1 1 2,3,~,5,6,7,B 

, 

N1 ª t (1 + ¡;¡) (1 + E;2) (1;1 + !;2 - 1) 

N2 ª t (1 - E;¡) (1 + E; 2) (-1;1 + !;2 -1) 

N' a* (1 - 1; 1 ) (1 • I;,) (-E;¡ - E;2 -1) 

N' a * (1 + !;¡) (1 - !;2) (!;1 - l;2 - 1) 

N5 = * (1 + l;1) (1 - E;:) 

1 2 
N6 =1j(l+E;2) (1-E;

1
) 

N
7 

a * ( 1 - !.;1) (1 - E;:) 

1 2 u• a 7j (1 -1;2) (1 - i;,J 

Si el elemento de frontera considerado no es plano, las funciones de intc!, 

polación se consideran como casos particulares de las correspondientes a 

los elementos tridimensionales a los que se van a acoPlar. Así, por ejemplo, 

si el acoplamiento ocurre en la cara del elemento tridimensional tl ia - 1 

(fig 31a), bastará sustituir el valor anterior de F;s en las funciones de 

interpolación del elemento considerado. 

CU.ando se utilizan elementos de frontera scminfinitou,las funciones de intc,:: 

polaciiSn se obtienen al combinar las funciones definidas en la ce '1.lL con 

los polincnios convencionales de La9rango en la dirección ><z , x 3 y se obti!_. · 

. nen las correspondientes a elemento~ rectangulares que se extienden al inf! 



nito en la dirección xi , esto es 

donde 

de al 

Hx 1 son las funcione~ de interpolación en ln dirección 
i X X 

infinito y H. 2 , N 3 las funciones de interpolación en 
1 ¡ 

X2 ,X3 , respectivamente. 

que se extic,!l 

la dirección 

Como ilustración,a continuación se derivan lao funciones de interpolación 

para un elemento rectangular como el de la f ig 3Sc. 

En la dirección X1 
n-1 

XJ 
N (x¡ - x1 )/L íl - Xl 

( 1 ¡) ¡ = e Xj 
J=l 1 - x, 

"¡ 

En'·la dirección X2 

n j 

•• - X 

"• -n ( j '> 1 
•• - x, 

J•I 

h'J 

n 

t~ - ·~>][ 
X¡ - X1 

' 



HR. ª [1 -

• [ e(x~ -
J -x~l][x~ Hn 

x1 ) /L (• 
Xj - X Xq 

1 1 2 

xq Xj 
Noª ( 6 lx~ - x1)/L ( l - X~)] [ 2 

xq - x, Xj 
1 2 

X~ - X¡ ] [ X~ 
( k p) q 
" -x " 1 1 2 

o 
x )/L (x, 

1 • o x, 

P m 
X 1 - X1 ][ X 2 

( p k) m 
X - X X 

1 1 2 

p 

X~][ X 2 - X~ ] 

X Xp - X 
2 2 2 

k -x:J[x~ -x: ] 
- X X - X 

2 2 2 

donde lbs superíndiccs indlcan el nodo al que está asociado la coordenada. 



APEUDICE C. INTEGRACIOll UUl'\EP.ICA 

La evaluación· numérica de las intcgr.alcs que aparecen en los mútodos de lo~ 

c1cmcntos finitos y de los clC'mcn.tos de frontera put>Uu lu1ccr.sc cficicntcmc!~ 

te con la fónnula ele cuadraturn de Gauss-Lcgendrc, que en el c~!:;o unidim.c.I! 

sional se escribo 

1 
¡ f(t;) dt; " ((0.1) 

-1 

·.donde 

wl factores de peso 

.t I coordenada del punto de integración 

. n número de puntos do intc9r~1ción 

E
0 

error 

los factores de pe!Jo y los punto~ de integración se cucogCn de tal manera 

que la !Órmula es cxactii cu'1.n<lo f (~) c9 un polinomio de grado menor que 211. 

Las cundrütu~as corrcspondi~.ntcs a intc9ralcs bi y tridi..mcnsionAlcs se e~ 

cucnti·an al combinnr la ce C.1 p.:trn el número de dimensiones. Por ejemplo, la 



cuadraturH lddiman~d{•nal resulta 

1 1 
f f f(~.n)dF,dq = 

-1 "'l 

n 
¡; 

1=1 
(C. 2) 

Cuando el 11mita r.upcrior de intL'lJL·ación es infinito, c:oll\o en el c,1so de 

las .integrales que ~1pc:1r~ccn en la fonnul;;;.ción do len e] e1ocnto~ de frontera 

scminfinitos, cst:o es, integra.le!; clcl t:ipo 

u 
¡ 
o 

-x 
" f(x)dx (C. 3) 

su evaluación numérica en la dirección que tiundc a infinito se hncc al c1n 

·plear el procedimiento do integración de Gc:n1~s-I.a9ue1·rc, o sea 

a 
J c-x (f(x)dx = 
o 

n 
E 11 1 f(x 1) + En 

1=1 
(C. 11) 

con factores da peso y puntos [),!.! integración derivados de los polinomios ·ac 

Laguerrc. La integración en ln otra dirección, al ser con límites finitos, 

· •. so efectúa con el procedimiento clásico de Gauss-Lcgendrc •. 

Loo puntos de integración y lo!l factores de pesos para las cuadraturas de 

Gauss-Lcgcndre. y de Gauss-Lagucrrc· se encuentran tabuliidos en la i·cf Lt'Z. p~ 

ra diferentes valores de n~ 
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Fig. 1 Esquc1na de un ·df.!posito di.;! s1I<~lo sobre una. base incli

nucla de pocu, 
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H • 50- 300m 

C5• 200-600 m/s 

B > IOOOm 

H • 50-300m 

B• I000-3000m 

H• '.loo-1ooom 

B•I00-300m 

H•I00-300m 

Fig. 2 Condiciones topoeráfic •. ·· y gcologícas de ut:i lidad en 

estudios <le nmplificac~~n dinS1nica. 
"-



_Fig. 1~ Definici6n de los cosenos 

directores. 

-"--s 

X¡ 

Fig. 3 Dcrinic.i.ón de la frcntcr'a 

y volumen de un sólido -

t1., i.dimcns.i anal. 

-x 
P~•t,n 

Fig. 5 Ilustración del esquema 

de diferencias finitai. 



Fig. 6 Puntos utilizados .:~n las 

fronteras curvas pa1•a el 

empleo del método de las 

diferencias finitao. 

-Periódica 

f, 
r, 
(, 
I' ,; ,, 
Jz 

1-z__ 'l).1 d111. 
1 ••mU.ri'.¡ 

1 

J 
z 

rig. 1 Condici6n lÍP frontera p~ 

ra una interfnne regularo 
y simétr:ica. 

--· 
' X 

' o 
¡ -' PertodtCll 
) 
) 
) 

~ ., 

fig; 8 Irregularidad periódica. 
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h . . ...... 

. . 

lsH 
Fig. 9 Ondas SH incidienclo en un estrato de espesor h. 
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Fig. 10 FrontcriJ tra.n:Jr.U.sora ;,c~ún 1\ng y Newmar•k 

ln' 
1~·2' 

:: or------.,, 

·I o 

Fig. 11.a Geometría y coordenadüs utilizadas F.ig. 
para el modelo de la cuña. 

11.b Algoritll\O de diferencias fi
nitas de segundo orxlcn. 11 
puntos por longitud de onda. 

Fig. 11.d ·AJ.goritmo de diferencias finitar. . 
de cuarto orden. 5 puntos por lon
gitud de onda. 

:: o,_ ____ _, 
.,, 

fig. 11.c Algo1"tÍiro de diferencias finitas 
de segundo orden. 5 puntos por 
lonnitud de onda. 

Fig. 11 Representación gráfica del ctesplaza1niento 
para diferentB·, c:;rrox~m~ciones de difepen 

.::?1as .f.1nJtas. 
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Fig. 12 Superficie car~cterística 
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Dominio original Dominio mapeado 

Fig. 13 Mapeo isoparamétrico. 
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(x,y,t•kl 

Fig. 11i Conos caractcr:í.s·tico!> para un punto localj.7.ado 

en una intcrfane. 
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Bm 
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+ • • • • • • • • 12m t • • • • • • • • + • • • • • • • + t • • • • • • • + 
t • • • • •• • + 
t • • • • • • • + 
+ • • • • • • • • ¡,. ............................. .J. 

t r B 1 1 '· 
s 

Fi¡¡. 15 Ejemplo nu1nérico. 
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Fig. lG.a Car.ibio de vc:;_oci~n<l c'!c "fase vo nur.1cro 
::o eJcr1~;?11to~1 ~..,ot' lon.:¡itud de 011 .. in {rcf 4,l} 
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• 
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o.s 
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0,6 

Fig. 16 .!J Cnrt:Jio Lie velocj .iatl U.e grupo vs nQ;.1ero de 
clcr1cnto3 :.>or. l•::nuitud lle ondn (rcf 44) 
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l'ig. 17 Onda. plc1nc1 incidiend.o 1.:n 

la !'ron tel'a x=o 

/ 

z 

X 

Fig. 18 Esquema de reflexio1,.,s múltiples seg(111 Smith. 



Fig, 19 Onda de corte propa
gandose un lil Jirec
ción.~<:!__e_je x1 

1 

1 
1 

1 ll/1 

1 - ll/2. 

!x3 

x, 

Fig. 21 Condición de esfuerzos 
para una frontera acti 
va vertical. 

Fic. 20 

x; 

o 

X' 3 

Frente de oncla.s planas que 
inciden en una frontera as_ 
ti va. 

11 

Fig. 22 Condición de esfuerzo para 
una frontera ·activa hori
zontal. 

.':' 



Fig. 23 Ondas s1smicas que inciden en una irrogulari<lad. 

t - - - -

' . ' 
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Fig. 2L1 Esquema para represen·tér~ de forma aprox.i1nada el rarlgo 
de ángulo de i,eflexión :ia ondas en la frontera del - ,._. 

dornin i !) • 
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Fig. 30.a Valle ~luvial contenido en. tln Gc1ni-espacío. 
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71=

A 

Á= 27TC§.. 
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X¡ 

. Fig. 30. b Modelo de elementos finitos utilizado para el valle 

:iluvial. 



, .. 
,., 

,.. 

•• 

10.d 

u·· 
¡, .. 
¡,, 

--., 

TrlfuMot 

n.:.,, ... ,,. ""'-lY•' r rw-.,;., d• 1dlr>'.ibl ,,_ "....,,' 

fr<>nl•U• •~lh•I 

TrUuoao 
Jh.w1rnu a.c:l l"'u y JW101 d• r.t11ai{n O. ~ 

rronuru •<1ltv.u 



..... 

• • ~ • • .• 
~ 

~ o • • • ~ , -.• " ~ .2 
1 

-:;. 1 
• 

.-·-·-. 
-·-·-·-·· 

1.0 / 

1.4 

1.2 

1.0 

º' 

06 

'" 
02 

.... -· .... -·-·-·--·-· 
-·-

rJ-'I 
r· 
1., 

S!in::hc~ 

horizontal. 

rig, 31 Am~litwlca normnllzaJa.11 dot d11Jplaz11miur.to vertical y horizontal en un 
cañdn ll1Jnl.-cl.rc11l11r. lncldencla J,1 01uia11 r 

·-·-·-·-·-· 
... ....... .. 

-·-·-· 

--.1 

-·-·-· -·-·-

, 
,, ·' 

rrontr.ru¡ activa!l 

r..1uchl!t. 

• _, -· -· ••• -~. -:-:-:. -07:. _:-, --. --

02 ()i\ (.¡.(, .,..¡ Ui 11 1¡1 
fl~. 1/ A~pli'C.1t•h~s ll•r11allzad•• <11 d1,,,pl1u1~l<.olo ve.rtíC41 

~li'i&n se•i·cÚ·cul•r. J111.id1nc\d de.º'"'•" S'i 

hori:ontal 



' ' \ 

\ 

' ~s 

' -------~ I - --
Fig. 33 Er.quema de l.J.s superf.icies S y SA 

¡.
X 1 

N9dos del elemento ~Nodos dol elemento 

. . ¡·'L-/\~-t-._-,_.:/_._,_,_.:co_ 
' X2 Y-· ___ _., ____ _,_~------ co 

L'"'º ''" ,., . Elemento de frontera 
Elemonto de frontero seml-lnllnllo 

convcnclonul 

F.íg 34 Geo111r.tJt.(a de un drmento ~CJllt-.iuM11lto plruto 
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