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l ~T!WDUCC ION. 

Una de ] as ramas de la invt•st igaci6n de operaciones mas es

tudl ada y popularizada es la progrumnci6n lineal debido a 

su flexibilidad para modelar diversas situaciones problemá

ticas y ~l 6xito que han tenido sus m6todos generales de so 

luci6n, particularmente, el método simplex propuesto por 

Dantzing. Aunque los métodos generales de soluci6n de la -

programaci6n lineal siguen siendo investigados y nuevos en

foques han sido propuestos, la linea de mayor desarrollo se 

tiene en la espccinlizaci6n de los métodos b&sicos a probl! 

mas lineales con una estructura especial corno es el caso de 

los problemas de rédes. 

Uno de los aspectos relevantes de los problemas lineales 

que pueden representarse por medio de redes de flujo es su 

f&cil rcpresentaci6n esquemática por medio de una gráfica. 

Asimismo, resulta interesante mencionar que los problemas -

b&sicos de redes como ruta mas corta, flujo mfiximo, transpo! 

te, entre otros, han sido estudiados y resueltos usando métQ 

dos distintos a los propuestos por la programaci6n lineal. 

Sin embargo, recientemente, se ha demostrado que la especia

lizaci6n de los métodos primales y primales-duales de la prQ 

gramaci?n lineal equivalen a tales métodos, lograndose con 

esto una unificaci6n de los métodos de soluci6n. 

La idea fundamental de los métodos primales de la programa-



u 

cí6n lineal es el concepto de base de 1¡11 sistema de t·r1111cio 

nes. En el.ichos métodos, la k1se L"llJT1':po11dc a cnl11riofl~S -

fa e t i b l es de l pro h 1 e 111 a o r i g i n a 1 y 1 o q 11 e s t• d t• ~'e a t• ~; de t t' r -

minar aquella base que cstfi asociada o una soluci6n 6ptlma, 

En el caso de redes de flujo, la matriz hase equivale a una 

gráfica denominada firbol con raíz que es sencilla de mani¡,u

lar con lo que las operaciones básicas de la programaci6n -

lineal pueden realizarse de manera eficiente. la especial! 

zaci6n de los mfitodos primales de la programaci6n lineal 

son conocidos en la literatura. 

En este trabajo se estudian los métodos bfisicos de soluci6n 

de la programaci6n lineal denominados mfitodos primales-dua

les, cuya característica es partir de una soluci6n factible 

básica del problema dual e ir iterando, por medio de la so

luci6n de problemas lineales restringidos (y sencillos) has 

ta obtener una soluci.6n dual factible que es 6ptima. El 

prop6sito del trabajo es estudiar la especializaci6n de es

tos métodos al caso de problemas básicos de redes de flujo. 

La contribuci6n de este trabajo es la síntesis e unificaci6n 

de diversos métodos de soluci6n de problemas de redes, expl! 

cadas como casos particulares de la especializaci6n del m~t~ 

do primal-dual, particularmente, ~n el caso del problema de 

redes de flujo a costo mínimo.· 

Por ejemplo, los algori tinos clás.icos ele Hi tchcock, determina

ci6n de circuitos negativos y ruta mas corta-flujo m4ximo, 



SL' demuestran que son casos particulares del método primal

du;11. 

Este trabajo se desarrolla como sigue: 

En el primr.r capítulo se describen los conceptos m6s impor

tantes y resultados b5sicos de programaci6n lineal, en par

ticular se describen los resultados de teor!a de dualidad y 

lo manera en que se utiliza para generar el correspondiente 

m&todo Primal-Dual. 

En el segundo capítulo se ven los conceptos m's importantes 

para desarrollar los m&todos primales para los problemas de 

transporte, asignaci6n, flujo a costo mínimo, ruta m5s cor

ta y flujo mfiximo. 

En el tercer. caphulo, se realiza la especializaci6n del m..§ 

todo Primal-Du·a1 para los problemas ele transporte, de asig

naci6n, ruta mfis corta y de flujo mSximo. 

En el cuarto capítulo se efect6a la especializaci6n del mé

todo Primal-Dual para el problema de flujo a costo mínimo, 

dando dos opciones para su soluci6n. También se ve el méto 

do Primal-Dual para el problema de Hitchcock el cual se po

dría particularizar al problema de asignaci6n. 

Finalmente se tienen las conclusiones y se incluyen dos apé~ 

dices, en uno se describe el método simplex con un ejemplo y 

en el otro los conceptos bfisicos de redes. 



CAPITULO 

PROGRAMACIÓN LINEAL: TEORJA DE DUALIDAD 

Uno de los aspectos m&s importantes de la programaci6n li

neal es su aplicucJ6n a diversas situaciones problem&ticas. 

En algunos casos, la nuturculczu mJsma del problema establ! 

ce en forma sencilla el correspondiente modelo lineal. Sin 

embargo, existen otras en donde es ne~esario reestructurar

el planteamiento o modelo original, con el prop6sito de ob

tener una estructura lineal. La ventaja de este 6ltimo en

foque es que podemos usar la exhaustivamente investigada 

teoría de programaci6n lineal en el unálisis del modelo mo

dificado. 

En este capítulo se describen los conceptos y resultados b! 

sicos de programaci6n lineal y se discute en detalle su re

laci6n con el correspondiente problema dual asociado. En -

particular, se describen los resultados básicos de teoría

de dualidad que son usados por los diversos m6todos de so-

luciones de la programaci6n lineal. 

El énfasis principal radica en el método Primal-Dual debido 

a su aplicaci6n posterior en problemas de redes. 

El capítulo se desarrolla como sigue: en las socciones uno 

y dos se presentan las definiciones y notaci6n que se maneja 



- 2 -

a lo largo del trabajo. En lu tercero secci6n se define el 

problema dual asociado a un problema de programaci6n lineal 

y se muestra la mecánica de su obtenci6n. La cuarto secci6n 

presenta los teoremas de dualidad y holgura complementaria 

que caracterizan las solucjoncs 6ptimas de los problemas li

neales duales, mientras que la quinta secci6n describe en de

talle el método primal-dual. Finalmente, se pres~ntan va

rios ejemplos que ilustran la aplicaci6n del método primal

dual. 
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1.1 EL l'lWl'il"\\ J1E l'kOCl\\"lACl!lN IL\F\L. 

1 i nC':l] ··~ un ¡> ru\l J, ::.;1 1h· opt i m_!_ 

z;1ci6n l'n el cu;¡} la funci6n objc1ivo es 1ill':al y las res-

tricciones consisten de igualdades y desigualdades lineales 

en las mismas variables. La formo de estas restricciones -

puede diferir de un problema a otro, pero cualquier proble

ma de programaci6n lineal puede transformarse en la siguie.!! 

te forma estándar: 

sujeto a 

donde las bi, 

tantes reales 

Suponemos que 

(1) 

c 1 , ªij' i = 1, ... ,n; j = ·1, ... ,m, son cons

fijas y las x. son números reales a determinar. 
. l . 

cada ecuaci6n ha sido multiplicada por menos, 

si es· necesario, para que cada bi sea no negativa . 

En notaci6n matricial el probl~ma en forma estándar se con

vieTte en: 
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m.i n t e X 

suj cto a 

Ax b 

o 
(2) 

X > 

donde X es un vector columna n-dimc11sional; 

et vector rengl6n n-dimensional; 

b vector columna m-dimensional; 

A matriz mxn 

El vector x > O significa_ que cada componente de x es no ne-

gativa. 

Ejemplos de problemas lineales convertidas en forma estándar 

son: 

Ejemplo l. Considere el problema: 

siijcto a 

+ ••• + 

+ ••• + 
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C'll furm3 0:.t611dar como: 

sujeto a 

Yz 

ªmlxl + ªm2x2 + ... + a X + Ym bm mn n 

xl ~ 0 ,x 2 > o , ... ' xn > o -
Y1 ~ O ,y2 > o ' ... ' Ym > o 

Las nuevas variables no negativas, denotadas yi, intro_ducidas 

para convertir las desigualdades a igualdades son llamadis va 

riables de !1_~gura, tenemos ahora n + m variables x1 , x2 , ... , 

x
11

, yl' .. ''Ym· La matriz de orden mx(n+m) que describe las 

restricciones de igualdades lineales es de la forma [A,I], e! 

to es, sus columnas pueden ser particionadas en dos conjuntos; 

el primero con n columnas de la matriz A y el otro con m co

lumnas, es una matriz identidad m~m. 
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a. X 
111 n 

y. 
. 1 

:: j 

b i e on y i _'.'.. O. 

En esto cnso las variables tales co1110 yi' para convertir dE, 

sigualJades "mayores o iguales" a igualdades son llamadas 

variables excedentes. 

Ejemplo 3. Si un problema de prograrnaci6n lineal es dado en 

forma estándar, excepto que una o más variables no son res - -

tringidas, el problema puede ser transformado a la forma es 

tándar usando dos técnicas simples. Para describir la pri

mera técnica, suponga que en (1), por ejemplo la restricci6n 

x1 > O no se presenta y por lo tanto x1 es libre para tomar 

un valor positivo o negativo. Entonces escribirnos: 

xl )1 
1 vl (3) 

donde µl ~ o y vl ~ o. Si sustituirnos )11-V 1 por xl en 

(1). la linealidad de las restricciones se conserva y todas 

las vari;1bles son ahora no negativas. Entonces el problema 

es expresado en t6rminos de las n + 1 variables 

Existe obviamente un cierto grado de redundancia introduci

do por esta técnica, sin embargo úna constante a~adida a p1 

y v
1 

no cambia x1 , esto es; la representaci6n di un valor 
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Un segu11,Jo m6todo para convcrt ir el prnhh-rnil a Ja fcrmn cs

Uíndar cuando x1 no es rc~tringida es C'l iminnr x1 junto con 

una de las m restricciones con coeficiente diferente de ce 

ro para x1 . Por ejemplo: 

(4) 

donde ªil t O. Entonces x1 puede ser expresado como una com 

binaci6n lineal de las otras variables mas una constante. 

Si esta expresi6n es sustituída por x1 en (1), tenemos un 

nuevo problema de la misma forma pero expresado en términos 

de las variables x2 , ... ,xn. Además la i-ésima ecuaci6n usa

da para determinar x1 , es ahora cero y también puede ser el! 

minada. Este esquema de sustituci6n es válido, ya que cual

quier combinaci6n de variables no negativas x2 , x3, ... ,xn 

deja a x1 factible de (4); x1 es no restringida. Como resul 

1ado de esta simplificaci6n, obtenemos un 'programa lineal es 

tándar teniendo n-1 variables y m-1 restricciones. El valor 

de la variable x1 puede ser determinado después <le su solu-

ci6n a través tle (4). 
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l . ~ '~ ¡ 1 ·" ' '. 

Considere el sistema de igualdades: 

Ax b (5) 

donde: x es un vector con n componentes; 

b vector con m componentes 

A matriz mxn 

Suponga que de las n columnas de A seleccionamos un conjunto 

de m columnas linealmente independientes (el conjunto existe 

~i el rango de A es m). Para simplificar la notaci6n supon! 

mos que seleccionamos las primeras m columnas de A y denota

mos la matriz mxm por B. La matriz B es entonces no singu

lar y resuelve la ecuaci6n 

b (6) 

para el vector x
8 

de m componentes. Haciendo ~ • [x 8 , O], 

es decir, los primeros m elementos de x es el vector x8 y 

los demás son cero, obtenemos una soluci6n para Ax m b. 

Definición: Dado el conjunto de m ecuaciones lineales simul 

táneas con n inc6gnitas (5), sea B una submatriz no singular 

formada por las columnas de A. Entonces, si todos los n-m 

componentes de x no asociaJos con las columnas de B son ce-

ro, el espacio solución que resulto de las ecuaciones es 
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En la definici6n nos referimos a B como una base, ya que B 

consiste de m columnas linealmente independientes que puede 

ser considerada como una base para el espacio Em. La solu

ci6n básica corresponde a una expresi6n para el vector b co 

mo una combinaci6n lineal de esos vectores base. 

En general la ecuación (5) podría no tener soluciones b~si

cas. Sin embargo, podríamos evitar trivialidades y dificul-

~ades no esenciales haciendo ciertas suposiciones elementa

les considerando la estructura de la matriz A. Primero su-

ponemos que n > m, esto es, el n6mero de variables x. exce-
1 

de al número de ecuaciones. Segunda suposición, los renglo-

nes de A son linealmen~e independientes, correspondiendo in-

dependencia lineal ~ las m ecuaciones. Si hay dependencia 

lineal entre los renglones de A podríamos llegar a una con

tradicción y por tanto no tiene solución (5) o una redundan 

cia que podemos eliminar. 

Suposici6n de rango completo. La matriz A de mxn tiene m<n 

y los m renglones de A son linealmente independientes. Bajo 

esta suposición, el sistema (5) siempre tendrá una soluci6n 

y de hecho siempre tiene al menos una soluci6n básica. Las 
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variables b~sicas en una soluci6n b'sica no son necesaria-

mente todas ceros. 

Definici6n: Si una o m5s de las variables b5sicas en una 

soluci6n b5sica tiene valor cero, esta soluci6n ei llamada 

~o}_u.c:_i_q~ b(is i ca E_ege_I~?L~-~~. 

Notamos que en una sol.uci6n biÍsica no degenerada las varia 

bles blisicas y por lo tanto la base B, puede ser identifi-

cada directamente por medio de las componentes positivas 

de la soluci6n. 

Observe que hemos tratado ánicamente las restricciones de 

igualdad de (5) sin mencionar a las restricciones no nega

tivas. x ~O, sin embargo, definiciones similares se apli-

can. Finalmente, considere el sistema 

Ax = b 
(7) 

X >'O 

esto es, las restricciones del problema de programaci6n li

neal en forma est6ndar. 

Definici6n: Un vector x que satisface (7) se llama facti

ble para esas restricciones. Una soluci6n factible para (7) 

que es tambien b'sica, se llama soluci6n b~sica fa¿tible; 

si esta so1uci6n es soluci6n b6~ica degenerada, se llama 

~~luci§.E b5sic~ factible deg~~'::!:..'.1_~~; 
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correspondiente problema de progrnmaci6n lineal dual. Ambos 

problemas son construfdos con los mismos coeficientes de cos 

tos y restricciones, pero en cada uno de ellos, si uno es de 

minimizoci6n el otro será de moxlmizaci6n y el valor 6ptimo 

de las funciones objetivo correspondientes, si es finito son 

iguales. Las variables del problema dual pueden ser inter-

pretadas como precios asociados con las restricciones del · 

problema primal. y a través de esta asociaci6n es posible dar 

una interpretaci6n econ6mica al problema dual. 

Definimos la dualidad a través del par de problemas: 

Primal Dual 

min .t 
C X max: ;\. tb 

s.a Ax > b s.a ·;\, tA < 
.t c (8) 

X > b A > o -
Si A es una matriz de mxn, entonces x es un vector columna 

den componentes; b vector columna de m componentes; et vec

tor rengl6n de n componentes; y ;\.t vector rengl~n de m com

ponentes. El vector x es la variable del problema primal y 

;\. es la variable del problema dual. 

El par de problemas (8) es llamado la forma ~ica de dua 

lidad, puede ser usada para definir el dual de un problema 
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de programaci6n 1i.ncal. Es irnpon;rnte notar quu el primal 

y el dual pueden ser invertidos. Asf, estudiando en dcta-

lle el procuso por el cual el dual es obtenido del primal; 

intercambiando el vector de costos por las restricciones, 

trasponiendo la rnatriz de coeficientes, invirtiendo l~s de-

sigualdades y cambiando de rninirnizaci6n a rnaxirnizaci6n; ve-

mos que este rnisrno proceso aplicado al dual do el primal. 

De otra forma, si el dual es transformado multiplicando la 

funci6~ objetivo y las restricciones por una unidad negat! 

va, entonces tiene la estructura del primal (expresado en 

términos de ~) y su co~respon<liente dual sería equivalente 

al primal original. 

El dual de cualquier problema de programación lineal lo po-

demos encontrar convirtiendo el problema a la forma del pr~ 

blema primal anterior. Por ejemplo dado un problema de pr~ 

gramaci6n lineal en forma est6ndar: 

min t 
C X 

s.a Ax b 

X > 0 

escribimos en forma equivalente 

min t e X 

s.a Ax >. b 
• 

-Ax >- b 

,. . 
X > o 
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el cual está en la forma del primal (8), pero con la matriz 

de coeficientes l~t-]. 
Usando el vector dual particionado como [µ,v], el correspon-

diente dual es 

max µtb - vtb 

s.a t µ A VtA < c t 

\J > o 

V > o 

siendo A = µ-v podemos simplificar la representaci6n del 

problem·a dual, así obtenemos el par de problemas: 

Primal Dual 

min ctx max >.tb 

Ax b A tA t 
(9) s .a s.a < c -

X > o k no restringida 

Esta es la forma sim6tric~ de dualidad. Transformaciones si 

milares se pueden hacer para pasar al siguiente problema de 

programaci6n lineal, a el primal de la forma (8), obteniendo 

el dual y simplificándolo. 

En general, si algunas de las desigualdades lineales en el 

problema primal de (8) son cambiadas a igualdades, las com-

ponentes correspondientes de A e~ el dual se convierten en 

variables libres. Si algunas de las componentes de x en el • 
" -
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pfimal son variables libres, entonces las desigualdades co

rrespondientes en AtA < et son cambiadas a igualdades en el 

dual. Estas ·no son reglas arbitrarias sinn es consecuencia 

directa de la definición original y las equivalencia~ de 

problemas de programación lineal. 

!?,~El~· El problcmJ 1lc la <l.icta. Este problema fué pla~ 

teado por un dietista tratando de seleccionar uni combina--

ci6n de comida con ciertos requerimientos nutricionales a 

costo mfnimo. Este problema tiene la forma 

s.a Ax > b 

X > 0 

y por tanto puede ser considerado como el problema primal de 

(8): Una interpretación del problema dual es: 

Imagine a una compañía farmacéutica que produce pastillas 

con cada uno de los nutrientes considerados por la dietista. 

La compañía farmacéutica trata de convencer al dietista de , 
comprar pastillas y suplir los nutrientes, en vez de de com-

prar varios alimentos. El problema planteado por la compa-

nía es determinado por unidades de precio positivas 

"1· ).z' ).3' · · ").m para los nutrientes, así como los benefi-

cios 
, . 

max1mos, mientras que al mismo tiempo empieza la com-

petencia con los alimentos. Para ser competitivo con los 
,., -

... 
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alimentos, el costo por unidad de alimento sint6tico i no 

debe exceder a ci, es decir, los precios de los alimentos 

.en el mercauo. Así denotamos por a. el i-6simo, la compE_ 
1 

ftía debe satisfacer Xtai ~ ci para cada i. En forma ma

tricial esto es equivalente a XtA e c'; bj unidades ~el 

j-6simo nutriente ser5 comprado. 

El problema en este caso queda como 

max 

s.a 

X > O 

que es el problema dual. 
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1.4 TEOREMAS DE DU:\LJD,\D Y SUS EQll!Vi\1.ENCIAS. 

Consider .s el problema primal en forma est5ndar 

s.a Ax b {10) 

X > 0 

y su correspondj.cnte dual 

(11) 

;\ no restringida 

No necesariamente A es de rango completo. El siguiente lema 

da una relación importante entre los dos problemas. 

Lema. de dualidad <l6bil. Si x y ;\ son factibles para (10) 

y (11) respectivamente, entonces ctx > ).tb. 

Prueba. Tenemos que >.tb = ).tAx < ctx. La desigualdad es 

válida ya que x ?.. O y • 

Este lema prueba que un vector factible para cualquier pro

blema establece u~ límite sobre el valor del otro problema. 

Los valores asociados con el primal son mas grandes que los 

valores asociados con el dual. 

r. - -H+HHH+H+l· - · ··· -+l+H+H-H-HH-H-·> z 
valores duales valores primales 
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Ya que el problema primal busca un mínimo y el dual un m6xi

mo, cada uno busca alcanzar al otro. De aquí tenemos el si-

guiente corolario. 

f~~~l__.1.E.L~· Si x0 y >- 0 son factibles para (10) y (11"), res

pectivamente y si ctx0 • A~b entonces x0 y >. 0 son 6ptimos 

para sus rcspcct i vos prob le1nas. 

El corolario muestra que si un par de vectores factible~ pu::_ 

de ser encontrado para los problemas primal r dual con valo

res objetivos iguales, entonces ambos son óptimos. 

El resultado mas general que se tiene en este sentido se re

sume en el teorema de dualidad de la programación lineal des 

crito en la pSgina siguiente, cuya demostración se basa en 

un argumento de separación de conjuntos convexos por medio 

de un hiperplano. 

,. -
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Teorema de du~_!_~da~~-c_lll'º&.'._'.1_rl_'.l_<:_i6n __ !_l_I1c;:._I_. Si alguno de 

los problemas (10) u (11) tiene una soluci6n 6pt ima fini-

ta, entonces los correspondientes valores de las funciones 

objetivo son iguales. Si uno de los problemas tiene valor 

objetivo no acotado, entonces el otro problema no tiene so 

luci6n f;ictible. 

Prueba. Notamos primeramente que la segunda afirmaci6n es 

consecuencia inmediata del lema ele dualidad d6bil. Si el 

primal es no acotado y A es factible para el dual, debemos 

tener que A tb 2 - M para M arbitrariamente grande, lo cual 

es imposible. Segundo, notamos que aunque el primal y dual 

no están en la forma simétrica, es suficiente probar la 

primera nfirmaci6n; suponemos que el primal tiene una solu

ci6n 6ptima finita y mostramos que el dual tiene una solu

ci6n con el mismo valor. Esto se sigue porque cualquier 

problema pued~ ser transformado a la forma est6ndar y el 

primal y dual.son invertibles. 

Suponga que (10) tiene una so1uci6n 6ptima finita con va
f 

lor z0. En el espacio Em+l definimos el conjunto convexo: 

t C = { ( r , w) 1 r = t z 
0 

- c x , w = t b - ·Ax ,, x > O , t ~ O } 

Aquí e es un cono convexo cerrado. El punto (1, O) no está 

en c. Si w = t 0b - A Xº = o con, 't
0 > o' XQ > o' entonces 

xolto factible (10) rft_o = 
t O por X = es para y zo - c X < 

,. . 

.,&. 
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lo que r < O. Si t 
0 

= O, 1v = - A x
0 

= O con x > o c tx = - 1 o -- , o 
y si x es una ~olución factible para (10), entonces x + yx 0 
es factible para y ~ O y da arbitrariamente un valor objeti-

vo pequefio cuanJo y es incrementada. Esto contradice nues-

tra suposición sobre la existencia ele un Óptimo finito y 

así concluí111os que x
0 

no e·\istc. Por lo tanto (l,O)fC. 

Como C es un conjunto convexo cerrado, hay un hiperplano de 

se~aración entre C y (1,0). Esto es, existe un vector dife
m+l rente de cero [s,A]EE y una corlstante c tal que 

s < ·e t inf{sr + A w 1 (r,w)EC} 

Como C es un cono e > O. Si (r,w)EC tal que sr + AW < O, 

entonces y(r,w) para y grande podría violar la desigualdad 

del hiperplano. Por otro lado, ya que (O,O)EC debernos tener 

que e < o. Así e = O. Corno una consecuencia s < O, y sin 

pérdida de generalidad suponernos s = - l. 

Este punto establece la existencia de AEEm tal que -r + AtW 

~O para todo (r,w)EC. Equivnlentcmcntc, usan(lo la defini

ci6n de C, se tiend que (c - AtA)x - tz 0 + tAtb ~ O, para t~ 

da x ~O, t >O. Siendo t O de xtA ~et, por lo cual deci 

mos que A es factible para el dual. Siendo x O y t = 1 da 

Atb > z0 , por el lema de dualidad débil y el corolario ante 

ricr, probarnos que A es 6ptimo para el dual. 5 
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Las soluciones 6pti.mas para los problemas primal y ,\ual sa

tisfacen una relaci6n atlicional que tiene una interpreta- -

ci6n econ6mica para cualquier par du problemas de programa

ci6n lineal. Esta relaci6n se resume en el siguiente resul 

tado. 

x y 1 soluciones factibles para los prciblemas primal y dual 

respectivamente, en (9). Una condici6n necesaria y sufi- -

ciente ¡:ara que ambas sean soluciones 6ptimas es que para 

toda i se cumpla: 

i) x. > O => 1 ta. e 
. ]. l i 

Prueba: Si las condiciones establecidas se cumplen, enton

ces (ltA - ct)x = O. Así ltb = ctx, y por el corolario del 

lema de dualidad d6bil, l~s dos soluciones son 6ptimas. 

Recíprocam~nte, si las dos soluciones son 6ptimas, por el· 

teorema de dualitlad ltb = ctx y (ltA - ct)x = O. Puesto 

que cada componcntJ de x es no negativa y cada componente 

de ltA - et es no-positiva, las condiciones (i) e (ii) se 

cumplen. • 

Una forma alternativa de presentar este resultado, para el 

caso de problemas lineales duales se tiene a continuaci6n. 
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x y A soluciones factihles para los prohlemas primal y dual 

respec,.tivamcnte, en (8). Una conJ.ici6n necesaria y sufí-

ciente para que ambas soluciones sean 6ptimas es q~e para 

toda i, j : 

i) X·· > o => >.ta. ci 1 1 

ii) x. 
l 

o <= t 
A ªi < ci 

íi i) A. > o => aj X = bj J 

iv) Aj o <= aj X > b. 
J 

donde aj es el j-ésimo rengl6n de A. 

Prueba. Suponemos que x y A son soluciones factibles. Sean 

a = (Ax - b) ~ O y B = (c - AA)x ~ O por las condiciones 

(i) e (ii), B =O y por las condiciones (iii) e (iv) a= O, 

lo que implica, sumando a + B ex - Ab = O. Ahora bien x 

y A son soluciones 6ptimas· si y solo si ex Ab que equiva-

le a a = a = O. Recíprocamente si las dos soluciones son 

6ptimas entonces Cf = Ab, por lo tanto ex - Ab = >- (Ax-b) + 

(c-J-A)x = o; lo que implica A(Ax-b) = O y las condiciones 

(iii) y (iv) se cumplen y (c->-A)x O;.las condiciones (i) 

e (ii) tambien se cumplen. • 

Una interprctaci6n econ6mica de. ~ste resultado es como si-

gue: si en el problema .. -
~ 
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s.n Ax>b 

X > 0 

se tiene una restricción :1ctíva, esto es aj x : hj, e'nton

ccs el precio a que se compraría una unidad adicional del 

recurso j es igual a Aj. Adcm6s, si la rcstricci6n es no 

activa, esto es, ajx > bj' el precio a que se compraría la 

unidad.adicional de recurso es igual a cero. De este re

sultado se justifica que los elementos Aj' j=l,2, ... ,m sean 

denominados los precios sombra o precios de oportunidad~ 

r. • 
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Describiremos un procedimiento para resolver problemas de 

prograrnaci6n lineal trabajando simulttíncanÍente con los pr~. 

blernas primal y dual. Empezaremos con una soluci6n facti

ble para el dual y la mejoraremos en cada paso, optimizan

do un problema primal restringido. El método trata de al-

canzar las condiciones de holgura complementBria en condi· 

ciones 6ptimas. Originalmente el método primal-dual fué 

desarrollado para resolver una clase especial de problemas 

de programaci6n lineal en redes de flujo y fué extendido 

al caso general de la programaci6n lineal. 

Consideramos el problema: 

s.a. Ax = b (12) 

X ·> 0 

y su correspondiente dual 

rnax 

s.a (13) 

). no restringida 

Dada una soluci6n factible ). para el problema dual, defi-

subconjunto p ele {1,Z,. .. ,n} iEP si t 
nimos el por ). ªi = ci' 

donde ªi . es la i-ésima columna de A, esto es, ya que ). 



como: 

e .. 
l 

l'a ra !I )' 

min Ity 

s.a Ax +y 
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b 

y > o 

pr ¡,,;1 l 1 lt :J L ·r in\.,. i li o 
-· ..... ----··· ·--""--···--

(14) 
O para ~ P 

donde r (1,1, ... ,1) vector con m componentes. El dual 

de este primal restringido es llamado dual restringido. 

Así, 

max µtb 

a.a µta. < O, 
. l 

µ < l 

i e: p (15) 

La condici6n de optimalidad del método primal-dual es ex-

presada en el siguiente teorema. 

Teorema de optimalidad Primal-Dual. Suponga que A es fa~ 

tible para el dual y que x es factible, además y = O (y 

desde luego óptimo) para el primal restringido. Entonces 

x e ~ son óptimos para los problemas originales primal y 

dual respectivamente. 

. 
Prueba. Claramente x es factible para el primal y tenemos 

que ctx ª AtAx, porque AtA es id6ntico a et sobre las com-
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ponentes corrcspon<licntes a los elementos <liferentes de ce 

ro de x. Así ctx • AtAx • Atb, siguiendo la optimalidad 

del lc1n.1 tic dualidad d6bil. 

El método primal-dual permanece con una soluci6n f~ctible 

para el tlual y entonces optimiza el primal restringido. 

Si la soluci6n 6ptima para el primal restringido es no faf 

tible para ~l primal, la soluci6n factible parci el dual se 

mejora y determinamos un nuevo primal restringido. 
1 

El método se describe detalladamente en la página siguien-

te. Para probar la convergencia de este método primero ve 

rificamos la afirmaci6n hecha en el paso 3, así para 
t < o toda j implica el primal tiene sol u-µo ªj - para que no 

ci6n factible. El vector >. . >-o + E µo es factible para 
E 

el problema dual para todo e: positivo, ya que µ0tA ~O. 

Además A: b • >.~b + E µ~b y µ~b = Ity > O, como E es incre 

'mentada obtenemos una soluci6n no acotada para el dual. 

Por el teorema de dualidad, esto implica que no existe so

luci6n para el primal. 
I 

Suponga que se cumple la suposici6n en el paso ~· para al 

. t o menos una J, µ 0aj > . 

AE = "o + E µ0 Puesto 

t a. < o i e: p, que µo 1 - para 

tor hE es fac tiblc para 

"' -

Defina la familia .de vectores 

que µo es soluci6n de ( 15) tenemos 

y para .e: pequeña positiva el vec-

el <lua]. Incrementamos E para el ,//!!. 
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I>rimer punto donde una <!e 1 as desigualdades A t a. " c 
E J • j ' 

j ~ P se convierte en igual dad. Esto determina EO > O y ."k:. 

• El nuevo vector A corresponde a un valor incrementando la 

funci6n objetivo del dual Atb 

nuevo conjunto P incluye el {n<lice k. Alg6n otro indice i 

que corresponde a un valor positivo de xi en el primal res 

tringido estA en P, ya que por holgura complcm9ntaria 

\lot a
1
. = O para alguna i y as[ Ata~, = At a + E t a c - o 'i ºµº i ~ i" 

Esto significa que la soluci6n primal anterior es factible 

para el nuevo primal restringido y que ªk puede entrar a 
t la base. Puesto que µ 0ak > O, pivoteando sobre ªk decre-

mentaremos el valor del primal restringido. 

En resumen ha sido mostrado que en cada paso una mejora en 

el primal se produce o una condici6n de infactibilidad es 

detectada. Suponiendo no degeneraci6n, esto implica que 

esa base del primal no se repite, y puesto que solamente 

existe un n6mero finito de bases posibles, la soluci6n es 

alcanzada en un n6mero finito de pasos. 

,.. . 



- 2 7 -

ALGORIT~O.- Primal-Dual 

PROPOSITO: Resolv~r el problema de programaci6n lineal 

cuando se tiene una soluci6n duar factible.· 

DESCR I PC ION 

Pa~E_~· D:ida una solución factible 1, 0 para el problema dual 

(13), determine el primal restringido de acuerdo a (14). 

Paso 2. Optimize el primal restringido. Si el valor mínimo 
i 

de este problema es cero, la correspondiente soluci6n es 6p-

tima para el problema primal original por el teorema de opt! 

malidad primal-dual. 

Paso 3. Si el valor mínimo del primal restringido es estric 

tamente positivo, obtenemos del 6ltimo tableau simplex del 

primal ~estringido 

si no existe j tal 

luciones factibles. 

la soluci6n µ0 del dual restringido (lS). 

que t 
µo ªj > ·o concluÍmos que no tiene só-. 

Si por el contrario existe al menos una 

j tal que µ 0taj > O, definimos el nuevo vector factible. 

donde 

regresamos al paso 1 usando esta A. 

.. . 
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1ªjemplo S. El siguiente ejemplo ilustra el m6todo primal

dual e indica como implementarlo en un tnblenu. Considere 

min 2x 1 + Xz + 4x
3 

sujeto a xl + Xz + zx
3 

3 

2x 1 + Xz + 3x
3 = 5 

Xl~O, Xz~O, x 3~0 

como todos los coeficientes en la funci6n objetivo son no 

negativos, ). 

El cual es: 

(O,O) es un vector factible para el dual. 

max 3).1 + S>.l 

sujeto: a Al + 2>.2 < 2 

).1 + ).2 < 1 

ZA1 + S>.2 < 4 

>.l' ;i. 2 no restringidas 

El tableau queda de la siguiente rnaner~: 
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Primera i t~~ci6n: 

ª1 ª2 ª3 b 

1 1 2 1 o 3 

2 3 o 1 5 

o o o 1 1 o 

Para formar este tableau tuvimos que agregar va~iables ar

tificiales 

ª1 ª2 ª3 b 

1 1 2 1 o 3 

2 1 3 o 1 5 

-3 -2 -s o o -8 

Ci -
t 

}, ª1 + 2 1 4 

El tercer rengl6n da los coeficientes de costos del probl~ 

ma primal, el rengl6n podría ser usado como en el procedi

miento de la fase I. En el cuar~o rengl6n est&n los 
t ci - l a1 para l. 1Las columnas consitler~tlas en el primal 

restringido están determinadas por los ceros en el 6ltimo 

reng16n. 



'· 

- 30 -

x1.= x2 = x3 • O, y1 • 3, Yz • 5 es 6ptima para A. La so-

lución µ0 para el dual restringido es µ0 
que el primal y dual restringidos son: 

m.in Y1 + Yz max 3µ1 

s.a.yl = 3 s.a µ1 

Y·2 5 

Y1~D, Yz~o µl' 

(~,S) o t y = y como Y¡• Yz > => A ªi c. 
l. 

(1, 1), puesto 

+ 5µ2 

< 1 -
µ2 < 2 

µ2 no restringidos 

por holgura com-

plementaria. Los números -µ 0tªi• i = l,Z,3 son iguales a 

los tres primeros elementos en el tercer renglón. Así 

calculando c0 tenemos que 

Ahora los nuevos valores para el cuarto reng~6n son sumando 

c0 veces los tres primeros elementos del tercer renglón al 

cuarto renglón, te~emos: 

Segunda iteraci6n: 
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ªL :1 2 a - lJ 
.) 

1 0 2 l o 3 

2 1 3 o 1 5 

-3 2 -s o o -8 

l/ 2 o 3/ z . 

~inimizando el nuevo primal restringido por el pivote indi-

cado obtenemos: 

ª1 ªz ª3 b 

. 1 1 i 1 o 3 

1 o 1 -1 1 2 

-1 o -1 z o -2 

i¡ 2. o 1¡ 2 

Cii.lculand() E:O = min<1~ , 3/il " 1li y sumando este m61tiplo 

de~·ter~~r reng16n al cuarto, obtenemos el siguiente tabieau: 

Tercera itdraci6n: 

ª1 ª2 ª3 b 

0 1 2 1 o 3 

1 o 1 -1 1 2 

o o l 

Optimizando el nuevo primal restringfdo obtenemos: 

.. 
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:11 ., :i. b .. 2 .) 

o l l 2 -1 l 

o 1 -1 1 2 

o o o 1 1 o 

o o 1 

habiendo obtenido factibilidad en el primal, c()ncluímos que 

la soluci6n también es 6ptirna: X¡ = 2' Xz = 1, X3 o. El 

valor de la funci6n objetivo es XQ = s. 



e 
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1. 6 EJEMPLOS 1 LllSTRATIVOS. 

Ejemplo 6. Considere el siguiente problema: 

sujeto a = 8 

xl + X4 + X5 + x6 5 

Xl + X4 = 6 

Xz + X5 .. 4 

X3 + x6 = 3 

Como todos' los coeficientes en la funcí6n objetivo son no

negativos, l = (O, O, O, O, O) es un vector fa~tible para 

el dual, el cual es: 

sujeto a x1 + 13 < 9 

ll + '°'4 < 7 

ll + )¡5 < 4 

lz + ).3 < 2 

12 ).4 < 6 

lz + \ < 10 
. 

ll' lz, ;\3' ;\4' >-5 no restringidas 

.&. 
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La soluci6n con el m6todo primal-dual es corno sigue: 

Primera itcraci6n. 

ª1 ª2 ªs ª4 ªs ª6 b 

1 1 1 o o o 1 o o o o 8 

o o o o o o 1 o o o 5 

.1 o o 1 o o o o l o .o 6 

o 1 o o 1 o o o o 1 o 4 

o o 1 o o 1 o o lo o l 3 

o o o o o o 1 l 1 1 1 o 

Tuvimos que agregar variables artifi<;:ialcs. El sexto rcn-

gl6n nos dará los coeficientes de costos del primal. 

ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

1 1 1 o o o 1 o o o o 8 

o o o l 1 1 o 1 o o o 5 

1 o o 1 o o o o l o o 6 

o 1 o o 1 o o o o 1 o 4 

o o 1 tl o 1 o o o o 1 3 

c.->.ta.+-2 
l. J 

-2 -z -z -2 -z o o o o o - 26 

9 7 4 2 6 10 

En el s6ptimo rcng16n están los t 
ci->. ªj para h. 

Ji: 

e 

. -
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Las columnas consideradas para el primal restringido est6n 

determinadas por los ceros en el Último rengl6n. La solu-

ci6n X¡ = Xz = X3 " X4 " X5 .. x6 = o y Y1 = 8. Yz = 5. 

Y3 .. 6, Y4 = 4' y = 3 es 6pt ima para .\. La soluci6n µo S. 

para el dual restringido es µo = (1. 1, 1, 1. 1) y los nú-

mernos t 
-µ0 3 i' i = 1,2,3,4,5 son iguales a los !'e is prime-

ros elementos del sexto rengl6n. Calculando e;º tenemos que 

Los nuevos valores para el séptimo rengl6n son sumando c0 
veces los seis primeros elementos del re~gl6n sexto al 

sGptimo. 

Segunda iteraci6n~ 

ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

1 1 1 o o o 1 o o o o 8 

o o o 0 1 1 o 1 o o o. 5 

1 o o. 1 o o o o 1 o o 6 

o l o 10 1 o o o o 1 o 4 

o o 1 o o 1 o o o o 1 3 

-2 -2 -2 - 2 -2 -2 o o • o o o -Z.6 

7 5 z o 4 8 

Minimizando el nuevo primal rc;tringido obtenemos: 

e • 
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ª1 ªz ª3 ª4 ªs ª6 b 

1 1 1 o o o 1 o o o o 8 

o o o 1 1 1 o 1 o o o 5 

1 o o o -1 -1 o -1 1 o o l' 

o 1 o o 1 o o o o 1 o 4 

o o 1 o o 1 o o o o 1 3 

-2 -2 -2 o o o o 2 o o o -16 

7 5 2 o 4 8 

Calculando e: 0 = min {1 fi. s1z' 1} 1 

Terc~ iteraci6n: 

a 1 ªz ª3 ª4 ªs ª6 b 

1 1 1 o .o o 1 o o o o 8 

o o o 1 1 1 o 1 o o o 5 

1 o o o -1 -1 o -1 1 o o ,1 

o 1 o o 1 o o o o 1 o 4 

o o 0 o o 1 o o o o 1 3 

-2 -2 -2 -O o o ' o 2 o o o -1.6 

5 3 o o 4 8 

minimizando el nuevo primal restringido: 

.e 

" -
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ª1 a 
2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

1 1 o o o -1 1 o o o -1 5 

o o o 1 1 1 o 1 o o o 5 

1 o o o -1 -1 o -l o o . 1 

o 1 o o 1 o o o o 1 D 4 

o o 1 o o 1 o o o o 1 3 

-2 -2 o o o 2 o 2 o o -2 -10 

5 3 o 
-1 

o 4. 8 

calculamlo ¡; . = min( 5 /_ 3/:} = 3 /_ o 2 , .z 2 

·cuarta · iter aci6n: -----

ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

1 1 o o o -1 1 o o o -1 5 

o o o 1 1 o 1 o o o 5 

1 o o o -1 -1 o ·.~ 1 1 o o 1 

o 0 o o 1 o o o o 1 o 4 

o o 1 o o 1 o o o o 1 3 

-2 -2 o 6 o 2 o 2 o o 2 -10 

., o o o 4 11 ,, 

minimizando el nuevo primal restringido: 

.&. 

e 
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ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

1 o o o -1 -1 1 o o -1 o 1 

o o o 1 1 1 o 1 o • o o 5 

1 o o o -1 -1 o -1 1 o o • 1 

o 1 o o l 1 o o o 1 o 4 

o o 1 o o o o o o o 1 3 

-2 o o o 2 2 o 2 o 2 o -2 

2 o ,¡ o 4 4 

Calculando E:º min {l} l. 

Quinta iteraci6n: 

ª1 ª2 a ... ª4 ªs ª6 b 

1 o o o -1 -1 ,1 o o -1 o 1 

o o o 1 1 1 o 1 o o o 5 

Q) o o o -1 -1 o -1 1 o 'º 1 

o 1 o o 1 o o o o 1 o 4 

o o 1 o o o o o o 1 . 3 
f 

-2 o o o 2 z o 2 o 2 o -z 
o o o o 8 15 

minimizando el nuevo primal restringido 

.11: 

r. • 
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ª1 ªz ª3 ª4 a 5 ª6 b 

o o o o o o l l -1 -1 o o 

o o o 1 1 1 o 1 o o o s 

1 o o o -1 -1 o -1 l o o l. 

o 1 o o 1 o o o o 1 o 4 

o o 1 o o l o o o o 1 3 

o o o o o o o o 2 2 ó o 

o o o o o 15 

Habiendo obtenido factibilidad en el primal, conciu_í.mos que 

la soluci6n tambi6n és 6ptima: x1 = 1, x2 = 4, x3_ = 3, 

X4 s, X5 = o, x6 = O. El valor 6ptimo de la funci6n obj~ 

tivo es XQ = 59. 

.. -
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Ej eme lo 7. Cons illerc el siguiente problema: 

min xl + 2x 3 x4 

sujeto a xl + Xz + X3 + Xi\ < 6 

zx 1 - Xz + 3x
3 3x 4 > 5 -

xl' Xz, x3, x4 > o 

El problema anterior primero lo ponemos en forma estlndar, 

esto es: 

min xl zx 3 - X4 

sujeto a xl + Xz + X3 + X4 

-zx1 
+ Xz - ~x3 + 3x4 - x6 

X¡, Xz· X3• X4, X51 x6 > o 

El tableau queda: 

Primera iteraci6n: 

ª1 ªz ª3 ª4 ªs ª6 

1 11 1 1 1 o o 

-2 1 -3 3 o -1 1 

o o o o o o 1 

b 

6 

5 

o 

Agregando solo una variable artificial y usuando 

6 

s 

el 

dimiento de ia fnsc I para obtener los coeficientes 

tos del problema primal, tenemos: 
" 

pro ce-

de cos .ir:: 
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a 1 ªz ª3 ª4 ªs ª6 b 

1 1 l 1 1 o o 6 

-2 1 -3 Q) o -1 5 

2 -1 3 -3 o 1 o -5 

ci " 
t 

). ªi + o 2 01 o o 

Las columnas consideradas en el prima 1 restringido están de 

terminadas por los ceros en el último rcngl6n. Como apare-

ce el coeficiente c. - ).ta. de la cuarta cplumna negativo, 
l l 

primero debemos buscar una soluci6n factible, esto es: 

ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

sh 2¡l 2 o 1 1/3 - liJ l 3/¡ 

- 213 1/3 -1 1 o - l/¡ l /¡ 5 /¡ 

o o o o o o 1 o 
lh lh 1 o o o 

Habiendo obtenido factibilidad en el primal, conclufmos qui) 

la soluci6n tambi6n es 6ptima, Xl = o, Xz = o' X3 = o. 

X4 = 5 /¡ ' X5 = l 3 /i 3' /)(6 = o. El valor 6ptimo de la funci6n 

objetivo es XQ = - 5 /¡ • 

... 
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Ejemplo 8. Considere el siguiente problema: 

:max xl + 6x 2 

sujeto a xl + Xz > 2 

X¡ + 3x 2 < 3 

X¡ > o - ' Xz > o 

Este problema lo transformamos primeramente a la forma es-

. i tándar, esto es: 

sujeto a xl + Xz - X3 2 

X¡ + 3x 2 + X4 3 

Xl' Xz, X31 X4 > o -

El tableau queda:• 

Primera iteraci6n: 

ª1 ªz ª3 ª4 b 

1 1 -1 o 1 2 

! 3 o 1 o 3 

o o o o 1 ·o 

Agr_egando una variable artificial y usando el procedimiento 

de la fase I para obtener los coeficientes de costo del pr~ ~ 

J:i 1.cma primal, tenemos: 
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Ejemplo S. Considere el siguiente problema: 

:max X¡ + 6x 2 

sujeto a xl + Xz ) z 

xl + 3x2 < 3 

xl ) o 1 Xz ) o -

Agr_egando una variable artificial y usando el procedimiento 

de la fase I para obtener los c¿cficientes de costo del pr~ ~ 

)l~ma primal, tenemos: 
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a l ªz ª3 ª4 b 

1 -1 o 1 2 

1 0 o 1 o 3 
-1 -1 1 o o -2 

ci - Xta. ... 
l 

-1 8J o o 

Como podemos obs"ervar los c. 
l 

- Ata. 
l 

son· negativos, debemos 

primero buscar una soluci6n factible; escogiendo la segun-

da columna tenemos que: 

ª1 ªz ª3 ·ª4 b 

2Ji o -1 _ 1 /3 1 1 

lh 1 o lh o 1 

- 2h o 1 1/3 o -1 . 

ci - Ata . .,. 
l 

1 o o 2 

La.s columna's consideradas en el primal restringido están 

determinadas por los ceros en el Último reng16n. En este 

caso no podemos m?Jorar el primal restringido-por lo que 
; 

calculamos E0 , es(~ es 

.. -



- 4 4 -

~unda i teraci6n: 

ª1 ª2 ª3 ª4 b 

(]) o -1 ~lh 1 1 

l /1 1 o 1/1 o 1 

- zA : o 1 1/1 o ~1 

o o 3 h. 5 h. 

minimizando el nuevo primal restringido 

ªi ªz ª3 ª4 b 

1 o _ 3 h. .11z 11z 3 h. 

o 1 l h. l h _11z l h. 

o o o o 1 o 

o o 3 h. 5 h. 

Habiendo obténido factibilidad en el primal, concluímos que 

la soluci6n tambi~n es 6ptima: Xl = 3 h. ' Xz = ltz ' X3 = o. 

X4 = o. El valor 6ptimo de la funci6n objetivo es XQ =. 'lh. 

.. -
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CAPITULO II 

ANALISIS DE PROBLEMAS DE REDES: METODOS PRIMALES 

Problemas de estructura especial son importantes por su apli

caci6n y teoría. Tales como el problema de transporte, el de 

asignaci6n, el de ruta mSs.corta y flujo m5ximo. Aquí vere-

mos los conceptos m5s importantes para desarrollar los méto--

dos ~rimales de éstos problemas. 

En la primera parte de este capítulo se describe el problema

de transporte. En la segunda un método para encontrar una so 

luci6n básica factible inicial, mientras que en la tercera se 

demu~stra una propiedad importante: triangularizaci6n de la 

base. .En la cuaita se~ci6n se proporciona el algoritmo de 

transporte con un ejemplo ilustrativo. En la quinta, se des

cribe el problema de asígnaci6n que es un caso particular del 

problema de transpor~e. En la sexta, se desarrolla una inter 

prctaci6n de los conceptos de redes para el problema de trans 
f . 

porte desarrollado en términos algebraicos; considerando el -

problema de flujo a costo mínimo. En la séptima, se describe 

el problema de flujo m5ximo y en la octava parte el problema

de ruta más corta. 
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2. 1 EL PROB!.L'!A DE Tl\J\.'ISPORTE. 

Suponga que las cantidades a1 , a2 , ... •ªm de un cierto produc

to son transportadas de m l0calidades a n destinos cuyas de

mandas son b1 ,b 2, ... ,bn. Asociado con el embarque de·ura un_!:. 

dad de producto de un origen i a un destino j, existe un cos-

to cij. Se desea dctermi .iar el patr6n de embarques de los o

rígenes a los destinos que minimice el costo total del trans

porte. 

Con el prop6sito de formular este problema como uno de progr! 

maci6n lineal, considere el arreglo: 

donde el i-6simo rcnJ16n define las variables asociadas con el 

i~6sjmo origen, mientras que la j-6sima cblumna define las va

riables asociadas con el j-Gsimo destino. E~ problema da lu

gar a variables no negativas xij' donde la suma del i-6simo 

rengl6n es a1 , la suma de la j-é=.i!11a columna es bj y 



.. .... 
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n m 
¿ ¿ 

j =l i=-1 
c .. x .. 

lJ l J 

representan los costos de transporte a minimizar .. Entonces 

tenernos el siguiente problema de prograrnaci6n lineal:' 

nti n 

s.a 

¿ 
ij 

n 
¿ 

j=l 
1 
n 

Ji 

c .. x .. 
lJ lJ 

x .. a. 
lJ l 

x .. = b. 
lJ J 

para i=l, ... ,rn (1) 

·para j =1,, .• ,n (Z) 

para i=l, ... ,m 

j=l, ... ,n 

para que las restricciones ·(1) y (2) sean consistentes, su-

ponemos que 

n 
¿ . b. ' 

j =1 . ) 

es decir, la oferta ~otal es igual a la demanda total. 

El problema de transporte tiene nm variables. Las ecuacio

nes (1) y (2) pueden ser combinadas y expresadas en forma ma 

tricial y los coeficientes de ésta matriz de orden (m+n)x(mn) 

consiste de ceros y unos, a saber:· 

"' . 
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xml + xmz + •.• + xmn = ªm (3) 

xll + Xzl + xml e bl 

)(12 + xzz + xm2 = bz 

X = b mn n 

En la práctica no es necesario escribir las restricciones del 

probluma de transporte de la forma (3). Un problema especifi

co de transporte es generalmente definido como: 

cll Cl2 

a = Cª1•ª2•·'"•ªm) Czl czz 

b 
1 

(b1,bz•···•bn) e 

cml cmz 

La so~uci6n puede ser rcprcscntodo en un arreglo de mxn y los 

dílculos pueclcn hacerse en un nrrc'glo si.milar. 



! ' 
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EicmElo l. Un prnblcma Je transporte con 4 orígenes y s de1 

tinos es definido por: 

3 4 6 8 9 

. a (30, 80, 10, 60) 2 2 4 5 5 
e 

b (1 o' 50, 20, 80, 20) 2 2 2 3 2 

3 3 2 4 2 

note que los requerimientos son satisfechos, ya que la suma 

de la oferta y la demanda e~ 180. 

FACTIBILIDAD Y· REDUNDANCIA. 

Un primer paso para estudiar la estructura del problema de 

transporte es mostrar que siempre existe una soluci6n facti-

ble; esto establece que el problema esti bien definido. Po

demos encontrar una soluci6n factible distribuyendo embar

que~ de orígenes a destinos en proporci6n a ia ~ferta y re

querimientos demandados. Específicamente sea S la oferta 

total (que es igual a la demanda total). Entonces xijgªibj/S 

para i=l, ... ,m; j=l,J .. ,n. Las soluciones son acotadas ya 

que cada x .. es acotada por a
1
. (y por bj). Un problema de 

lJ 
optimizaci6n acotado con una soluci6n factible tiene una so-

luci6n 6ptima. Así, un problema de transporte siempre tiene 

una soluci6n 6ptima. 

.. -
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Un segundo paso para estudia1 la estructura del problema de 

transporte se basa en examinar las rcst r icciones. llay m 

ecuaciones que corresponden a las restricciones de oferta y 

n ecuaciones que corresponden a las restricciones de ~eman-

da; un total de m + n restricciones. Sin embargo, not~mos 

que la suma de las ecuaciones de oferta son: 

m n m 
Í. íx ,,·¿a. (4) 

i~l j=l ij i=l l 

y la suma de las ecuaciones de demanda son: 

m n 
l l X•• e 

i=l j:l lJ 

n 
l b. 

j =l 
(5) 

Los lados izquierdos de estas ecuaciones son iguales. Ob-

serve que estas ecuaciones fueron formadas por combinacio

nes lineales de las ecu~ciones originales, es por ello que 

las ecuaciones del sistema original no son independientes. 

Los lados derechos de (4) y (5) son iguales por la suposi

ci6n de que el sistema es equilibrado, y por lo tanto las 

dos ecuaciones son consistentes. Sin .emt.a1·go el sistema 
1 

·original de ecuaciones es redundante. Esto significa que 

una de las restricciones puede ser eliminada sin cambiar el 

espacio de soluciones factibles. 

" -

.e: 



.. 
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I~· Un problema de transporte siempre tiene una solu

ci6n factible y tiene exactamente una restricci6n de igual

dad redundante. Cuando alguna de las restricciones es eli-

minada, el sistema de n + m - 1 restricciones es linealmen 

te independiente. 

Prueba. La existencia de una soluci6n y la redundancia fue 

ron ya establecidas anteriormente. Por lo tanto ·alguna res 

tricci6n puede ser expresada como una combinaci6n lineal de 

las otras y puede ser eliminada. 
1 

~u~onga que una ecuaci6n·es el1minada, la dltima. Supone-

mos que hubo ~na combinaci6n lineal de las ecuaciones res-

tantes que fu& cero. Sean los coeficientes de tal combina 

ci6na., i = l, ... ,m y aJ., 
. l 

= · 1,. .. ,n -1. En referencia 

a(3·), vemos que cada xin' i = l, ... ,m, aparece en 1.a i-~si 

ma ecuaci6n (ya que la dltima ha sido eliminada). Esto es, 

a
1
. •O para i = 1, ... ,n. El resto de las ecuaciones x'. 

. l] 

aparece en una ecuaci6n, y aj =O, j l, ... ,n-1. ·De aquí 

l~ combinaci6n lineal que da cero es la cornbinaci6n cero, y 
I 

por tanto el sistema de ecuaciones es linealmente indepen-

diente. • 

Una base para el problema de transporte consiste de rn+n-1 

vectores y unil so1uci6n b6sic11 factible no degenerada con-

siste de rn+n-1 va1·i.;ih1cs. I..1 soltH.:i6n (·nconlracla anteriot 
" -

mente en esta parte no es una soluci6n h:Ísica • 
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2.2 SOLUCION BASICA FACTIBLE. 

Existen varios m6todos para encontrar una soluci6n bdsica 

factible inicial err el problema de transporte. En esta Pª! 

te discutimos solo uno. Este m6todo es r'pido y nos· intro

duce al proceso computncional que es fundamental para la so 

luci6n general quo se basa en la t6cnica del m6todo sim

plex. 

LA REGLA DE LA ESQUINA. NOROESTE. 

Este método se lleva a cabo mediante el siguiente arreglo: 

Jéll xlZ xl3 ... xln ª1 

XZl xzz Xz3 ... xzn ªz 

(6) . 

xml xm2 X m3 ... X a mn m 
-

b¡ 1 b2 b3 ... 
1· 

b 
n 

Los elementos del arreglo aparecen en celdas Y representan 

una soluci6n. Una celda vacf3 <lcpota el valor de cero. Em

pcz:inJo con tod:1s Ja:; c¡·Jd:t'; vacl<b, el proce<l i1;Jicnto es co-"""" 

llio ·si guc: 
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.!.':i.~.l.· Coinenzamos con la celda <le la esquina superior iz

quierda. 

Pas~. Asignamos el máximo factible correspondiente al 

rengl6n y columna de los requerimientos involucrados en la 

celda. (Al menos uno de esos requerimientos será satisfe-

cho). 

Paso 3. Nos movemos una celda a la derecha si hay alg6n re 

querimiento en el rengl6n. En otro caso nos '.movemos una 

celda hacia abajo. Si todos los requerimientos son satis-

fechas paramos. En otro caso regresamos al paso 2. 

El procedimiento es llamado ~.&.!! de la esquina noroeste 

porque en cada paso selecciona la celda de la esquina supe

rior izquierda del subarreglo, tomando en cuenta los reque

rimi~ntos por rengl6n y columna diferentes de cero. La 

ilustraci6n gr6fica de como la regla de la esquina noroe~te 

asigna valores a las variables con m=4 y n=S es: 

H 
1--++--+---+---r--1----

B B B 

B B3 
-+--~- ----

B B a~ 
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ten ctiqu.etados. Etiquete esos noJo::; con i. 

Paso 3. Si el nodo m es etiquetado pare; una trayectoria se 

ha conseguido, una ruta existe. Si hay nodos no etiquetados 

que no pue,len ser etiquctaJos, pare; no existe una ruta cunee-

tada. En otro caso vaya al paso 2. 

El proceso se ilustra como sigue: 

1 2 5 

X 

6 7 

-~® 

Figura 4. El procedimiento de bdsque<ln. 
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--- -·--· 
1 

- . --- -

i:f:-
-···----

10 20 o 
---·---·--- ---

30 20 30 30 o 
...-,.-.......-- --+ 

10 
---- --

40 zo 60 20 o 
10 so 20 80 20 

o 30 o 50 o 

o 40 

o 
--------- -··-

Nótese que se tiene el número requerido de var~ables básicas 

a saber, ·s = m + n - l. Las celdas en blanco son no básicas 

·Y las variables asociadas tienén valor cero. 

Existe la posibilidad de que en algÓn rcngl6n y columna se 

satisfagan requciimientos correspondientes. La pr6xima en

trada será cero,. indicando una soluci6n básica degenerada. 

Segón la posici6n del cero existen dos posibles soluciones. 

b~sicas degeneradas como puede observarse a continuaci6n 

¡--.-----

3Ó1 --
30 o 

-- --------·---· --
30 30 o - -'-+ 

20 ~ 20 40 20 o 20 20 + o 40 20 o 
T 

o 20 20 o 20. 20 o 
1 

20 40 60 40 o 20 >- 40 60 40 o -- -·--- ----
50 20 40 40 

=~?~-~--~---,}.o __ ¡----~~ 
_:_~J __ J __ I_ º _ 

----w----~ SQ 20 40 40 
-'---· -·~-··- ----- -·---·-

20 1 o 20 o 
-- º 1 · , --;-r -- . 
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La regla Je la e~quina noroeste puede ~er usada para obtener 

diferentes soluciones-b&slcas factibles, permutando los ren

glones y columnas del arreglo antes de aplicar el procedi- -

·miento. O equivalentemente, podemos hacer esto indirectame! 

te, comenzando el procedimiento. en una celda arbitrar'ia y e! 

tonces consideramos renglones y columnas sucesivas en un or

den arbitrario. 
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2.3 CARACTEIUZACIOS DE LA BASE. 

En esta secci6n estableceremos una propiedad importante para 

el problema de transporte: la trinngularizaci6n de la base. 

Esta propiedad simplifica el proceso de soluci6n <lb 'UQ siste 

ma de ecuaciones cuyos' coefic icntcs corresponden a una base, 

permitiendo unn irnplemcnrnci6n eficiente del método simplex. 

MATRICES TRIANGULARES. 

Definici6n: Una mdtriz cuadrada no singular M se llama 

triangular si por una permutaci6n de sus renglones y colum

nas e~tS en la forma de una matriz triangular inferior. 

Es inmediato que una matriz triangular inferior no singular 

es triangular de acuerdo a la definici6n. Una matriz trian

gular superior no singular. es también,triangular, ya que in

virtiendo el orden de sus renglones y columnas se convierte 

en triangular inferior. 

Un proc:edimiento simple pa_ra. determinar si una matriz M es 

triangular es dado ~orno ~igue: 

Paso l.. Encontrar un rengl6n con exactamente un elemento di 

ferente de cero. 

Paso 2. Forme una submatriz de la matriz utilizada en el pa-

to d i fe n: n t e d e e v ro e n es e JT 11 ¿: 1 6 n . Re ,; r es (' a 1 p :i :; u l e o n 
" 
la submntriz. 
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Si el procedimiento lo podemos continuar hasta que todos los 

renglones han sido eliminados, entonces la matriz es triang~ 

lar. Podemos ponerla en la forma explicita de triangular in 
feriar, arreglando los renglones y columnas en el orden que 

fu6 dete~minado por el procedimiento. 

É..Í..!:'~J?_!~--~· Del lado izquierdo está la matriz antes de apli

car el procedimiento, indicando a los lados el orden en que 

deben ir los renglones y columnas de acuerdo al procedimien

to. Del lado derecho está la matriz después de aplicar el· 

procedimiento, cuando sus renglones y columnas son permuta-

dos de acuerde al orden encontrado. 

1 2 o 1 o 2 4 4 o o o o o 

4 1 o 5 o o 3 1 2 o o o o 

o o o 4 o· o 1 5 1 4 o o o 

2 1 7 2 1 3 6 1 ·z 1 2 o o 

2 3 2 o o 3 5 o 3 2 3 2 o 

o 2 o 1 o o 2 2 1 2 3 7 1 

3 z 5 1 l 6 4 

La importancia de triangularizaci6n es, desde luego, el méto 

do asociado de sustituci6n hacia atrás para el sistema trian --- --- ---
gular de ccu:icioncs. Suponga que M es triangular. Una per-

rnut.;ic i.(111 de, rc·ri~l n:1{~:i e,. l1 i l ;·~ rcn r'd~·1!:1c l Ón siup]c de las ec11n 

cjones y ll!l:'I pe rLill t ]C j 611 ll L' CU 1 u:·1H:!:,} ('~ un;i rconknac i 6n s im 

.J':': 
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ple <le las·v~iriilbl('s. As~ dc~:p11(5 ,¡l. una r"ordc11aci6n apro-

piada, el sistema de ecuaciones Mx = d toma la forma triang~ 

lar inferior y puede ser resuelto: primero para x1 de la 

primera ecuaci6n, sustituyendo este valor en la segunda ecua 

ci6n, resolviendo para x2 y as{ sucesivamente. 

Este m6todo tarnbi6n se aplica a sistemas de la forma ltM•ct. 

En este caso las componentes de 1 serSn determinadas en or-

den inverso, empezan<lo con 1 ya que la matriz está de ·1a n 

forma triangular superior (que corre·sponde a la eliminaci6n 

gaussiana en un sistema arbitrario). 

Un aspecto importante del problema de transporte es que cada 

una de sus bases es una matriz triangular. 

Te~_de __ triangularizaci6n d~ bases. Cada una de las ba

ses del problema de transporte es triangular. 

Prueba. Refiriéndonos al sistema de restricciones (3). Cam-

biamos el signo a la mitad del sistema, entonces la matriz de 

coeficientes del s\stcma consiste de + 1, - 1 6 O. Siguie_!! 

do el resultado del teorema de la primera secci6n, quitamos 

una de las ecuaciones para eliminar redundancia. De los coe 

ficientes de la matriz resultante formamos una base B, sele~ 

cionando un subconjunto no singular de m + n - 1 columnas. 



- 60 -

Cada columna de B cont il'ne a lo m(is dos ekmentos di fo rentes 

de cero, + l y - 1. Entonces hay a lo mas Z (m+n-1) elemen

tos diferentes de cero en la base. Sin embargo, si cada co 

lumna contiene dos elementos diferentes de cero, entonces 

la suma de todos los renglones serfa cero, contradici~ndo la 

no-singularidad de B. De este modo, al menos una columna de 

B contiene solamente un elemento diferente de cero. Esto 

significa que el n(unero total de elementos diferentes de ce

ro en Bes menor que Z(m+nÍl). 

Entonces existe un reng16n con un elemento diferente de cero; 

si cada rengi6n tiene dos o mls elementos diferentes de cero, 

el n6mero total podría ser al menos 2(m+n-l). Esto signifi

ca que el primer paso del procedimiento para verificar tria_!! 

gularidad se satisface. Un argumento similar puede ser apl! 

cado para la submatriz de B obtenida al cruzaf el rengl6n 

con la columna correspondiente a estos eleme~tos, esta subma

triz también debe contener un rengl6n con un elemento diferen 

te de cero. Este argumen,to establece que la base B es trian

gular. • 

filemplo 4. Como ilustraci6n del teorema de triangulariz.aci6n 

de bases, considere la base seleccionada por la regla de la 

esquina noroeste del ejemplo 2. En esta hase solamente las 

vnri:1blf's !J{,c.jc:1:' son intlicachs,, no así sus valores. 
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Un reg16n en una matriz b'sica corresponde a una ecuaci6n en 

el sistema original y está asociada con -una restricci6n so

bre el total de un reng16n o columna. En este ejemplo la e

cuaci6n correspondiente a la suma de la primera columna con

tiene solamente una variable básica, E¡¡· El valor de esta 

variable lo podemos encontrar rápidamente, es 10. La siguie! 

te ecuaci6n corresponde a la suma del primer rengl6n. La va-

riable es x12 la cual tiene valor de 20 ya que x11 es conoci

da. Este procedimiento es equivalente al métoúo de sustitu

ci6n hac1a atr~s. 

_§jc.mr.!.~.2.· Rc¡;rcscntamlo otra base para el ejemplo 2. Debe-
1 

mas buscar sobre los renglones y columnas para encontrar una 

variable básica. El valor 'de esta varia~le podemos encontra~ 

lo facilmente. Tales renglones o columnas siempre existen, 

ya que toda base es triangular. Entonces este rengl6n o co-

" . 
au11quc hay 0ln•~. 
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SOLUCIONES ENTERAS. 

• 1 
Como cualquier matriz b'sica es triangular y todos sus. ele-

mentos diferentes de cero son iguales a uno (o menos uno, si 

el signo de algunas ecuaciones es cambiado), el proceso de 

sustituci6n hacia atras implicar4 sumas y restas repetida-

mente del total de los. renglones y columnas. La multiplic_!! 

ci6n no s·e requiere. Por lo tanto si el total de los ren-

glones y columnas originales son enteros, los valores de to

das las variables b'sicas son enteras. Esto es un resultado 

import~nte, el cual se resume en el ~iguiente corolario de 

triangularidad de bases. 

f 

Coro!_?rio. Si los totales de los renglones y columnas ~le un 

problema de transporte son enteros, entonces las variables 

b'sicas en cualquier soluci6n b&sica son ent~ras. 
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2.4 METODO SHIPLEX PARA EL PROBLEMA DE TRANSPORTE. 

MULTIPLICADORES SIMPLEX. 

Los multiplicadores simplex están asociados con las restric

ciones. En este caso particionarnos el vector de multi~lica

dores como:\= (11,v). Ar¡u{ µi representa.los multiplicado-

res asociados con el i-6si~o rengl6n y v. representa los mul 
J -

tiplicndores asociados con la j-6sima columna. Ya que una 

de las restricciones es redundante, un valor arbitrario debe 

ser asignado a uno de los multiplicadores. Para simplificar 

la notaci6n vn ~ O. 

Dada una base B, los multiplicadores simplex se encontrarán 

en la ecuaci6n :\tB • CtB· Para determinar la forma expl{cita 

de estas ecuaciones, nos referiremos al sistema original de 

restricciones (3). Si x .. es básica, entonces la correspon-
lJ. 

dien~e columna de A será inclu{da en B. Esta columna tiene 

dos elementos + 1: uno es la i-6sima posici6n y otro en la 

j-6sima. Esta columna genera a lo~ ~ultiplicndores simplex 

tic la ecuaci6n 11
1
. + \/J. = c . ., ya que µ. y v. son las campo-

? lJ ·1 J 

nentes corrcsponJientes del vector de multiplicatlores. Las 

ecuaciones de los multiplicadores simplex. son: 

pnra to.1:1 i, j, p:n:i 

µ.+v.=c .. 
1 J l] 

1 r) s et i a 1 t.~ s ).: . . e~~ h ~ ::. í t: :t . 
l J 

(8) 
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b6sica y por tanto es triangular. 0c este modo el sistema 

puede ser resuelto por sustituci6n Ji¡¡cia atr6s. Esto es si 

milar al procedimiento para encontrar los valores de lus va 

riablcs b§sicas y por consiguiente, tenemos otro corolario 

del teorema de triangularizaci6n de bases para los multipli-

cadores simplex. 

~OROLi}R..l.Q· Si los costos c ij de un problema de transporte 

.son enteros, entonces (suponiendo que un multiplicador sim

plex está en un conjunto entero). los multÍplicadores simplex 

asociados con cada base son enteros. 

Una vez que los multiplicadores simplex son conocidos, los 

coeficientes de costo relativo para las variables no bási

cas pueden ser encontrado~ de la manera usual como r~ = e~ -

AtD. En este caso los coeficientes de costo relativo son 

para i=l, ..• ,m 
j =l, ... ,n 

(9) 

Esta rclaci6n es válida para ~arinbles b~sicas; con costo re-

lativo cero. 

Dada una base, el cálculo de los multiplicad?res simplex es 

similar a calcular los valores de las variables b5sicas. 

Los c'lculo5 son f<icilmcnte ejecutados sobre un arreglo de 

]n ~~i~·:.1i..._:11tc: Í\)¡.·',, dond-:-~ }1)~; L·1(;;;,.iiLus l'í1 c11"Cu1o corre~.pn_~·~ ...-:. 
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cml 

En este caso la parte principal del arreglo con los coeficie~ 

tes cij permanecen fijos y calculamos las columnas y renglo

nes correspondientes a µ o v. 

El procedimiento para calcular los multiplicadores simplex 

es: 

Paso l. Asignar un valor arbitrario a algunos de los multi

plicadores. 

Paso 2. Buscar en los renglones y columnas del arreglo has

ta encontrar un elemento c .. ·en círculo tal que µ
1
. o vJ. (no 

lJ 

nmbos) haya sido determinado. 

f 

~· Calcular µi o vj <le la ecuación cij = µi 

todos los multiplicadores son determinados pare. 

so regrese al paso Z. 

- V.. Si 
J 

En otro ca 

La tri.nng11larizaci611 de la b::isc gnranliza que este procedi-



- 66 -

Eiemr..!_o_Q.. Consillcre el siguiente arreglo lle costos. Los 

elementos en c(rculo corresponJcn a la soluci6n b6sica fac-

tible (< .,. ontrnJa por la regla de la esquina noroeste). So 

lamente :;tos números son usados en el crilculo de los multi 

plicaclo es. 

Arbitrariamente sea v5 O. Entonces buscamos en la celdas, 

un solo elemento en círculo debe ser determinado. Este es 

el elemento de la esquina derecha de 

tonces de la ecuaci6n 4 = 2 + V4, se 

ra µ3 y µ2 son determinadas, entonces 

El resultado es 

V 

2· 

3 

-2 

2 

3 

8 

abajo y da µ4 = 2. En-

tiene que V4 = 2. Aho-

V3 y Vz• y finalmente 

µ 

9 s 

1 

2 
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C;\,\IBIO DE CICLO. 

De acuerdo con el procedimiento general del simplex, si una 

variable no b6sica tiene asociado un coeficiente de costo re 

lativo negativo, entonces 6sta variable es un candidatq para 

entrar a la base. Como el valor de esta variable es incrc-

mentado gradualmente, los valores de las variables b'sicas 

cambiar6n continuamente para mantener factibilidad. Enton-

ces el valor de la nueva variable es incrementado, mientras 

que unalde las variables b·ásicas se hace cero. 

Si el nuevo vector básico es d ,. entonces el cambio en las 
-1 otras variables está dado por -B d, donde B QS la base. 

TEOREMA. Sea B una base de A (ignorando un rengl6n) y sea d 
-1 una column~. Entonces las componentes del vector y = B d 

. son O, + 1 , o - 1 . 

Prueba. Sea y la soluci6ri·de la ecuaci6n By - d. Entonces 

y es la representaci6n de d en t6rminos de la base. Esta 

ecuacilln se puede resolver por la regla de1Cr;i111er 1 esto es, 
! 

dct Bk 
Yk=-

det B 

donde Bk es la matriz obtenida al reemplazar la k-ésima co-

lu1111w de R por d. H )' l\ so11 sub;,¡;tric<'s de Ja ni-itriz de 

:\. 

fvr;;ia triallj_',\\l:1r cua tud<"' 10:; el.- nlu~ en la díar,unal 
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iguales a + 1, Por t:rnto, considerando el cambio del signo 

que resulta de intcrca1'1b.iar los renglones y columnas, 

det B = -.1 6 - 1. Así mismo podemos mostrar que det Bk = O, 

+ 1, 6 -1. Conclu fmos que cada componente <le y es O, + 1 

6 - 1 .• 

La implicaci6n de este resultado es que cuando una nueva va

riable es afta<lida a la soluci6n en una unidad, l~s variables 

básicas cambiarán a + 1, - 1 6 O. Si las nuevas variables 

tienen el valor de o, entonces las variables básicas cam

bian a + O, - O 6 O correspondientemente. Por lo tanto es 

necesario determinar los signos de cam6io para cada varia-

ble básica. 

La determinaci6n de estos signos es una búsqueda sobre los 

renglones y columnas. Operncionalmente, una asignaci6n + a 

la celda de la variable que entra representa un cambio + 0, 

que será determinada. Entonces +, - y O. son asignados uno 

por uno a las celdas de algunas variables básicas, indicando 

cambios <le +O, - 0 6 O para mantcnt)r una soluci6n f.:ictible. 
f 

Despu~s de cada paso habr6 una ecuaci6n que detcnnina el 

signo asignado a la variable básica. El resultado será una 

secuencia de + y asignados a las ccl<l3S que forman un 

ciclo, primero la celda de la variable que entra. En esen-

flujo en un si:.:L :! dL' t1d11.~rJ'.ir1 

" 

..r:: 
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Una vez que la s-:c.icncia de+, - y o es determinada, la nue 

va soluci6n b5sica factible se encuentra colucan<lo el nivel 

de cambio 0. Esto es, poniendo una de las variables b5sicas 

en cero. Debemos examinar las variable; b6sicas para las 

cuales un signo menos ha sido asignado, para estas, son los 

unos los que se decrementarSn cuando la nueva variable entra. 

Entonces O es igual a la magnitud m&s pcquefia de estas va-

riables. Este valor es sumado a todas las celdas que tengan 

asignado + y restado de todas las celdas que tengan asignado 
1 

El resultado seri la nueva 'soluci6n b6sica factible. 

El procedimiento se ilustra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 7. Un arreglo soluci6n es el siguiente: 

10° 

10
11 

10 

30 60 

10 

--·-- --- --.. --:-- ----·~---!--·--·-

40 10 30 40 40 

En este ejemplo x53 es la variable que entra, así un signo + 

es asignado allf. Los signos de las otras celdas son detcr-

La v~r!:)1 1 1:1:1;;.. ¡J .. _:1.¡ 1 !:: i\:: 
. . ' cu11 un .'; ! ¡~it·, i::~ ·1\1~ ;1:.: 1 ~n~luo e_-:. 

10. Así (J =JO, queJ:111tlo: 
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ALGORITMO DE TRANSPORTE: 

Ahora es posible reunir las componentes.desarrolladas hasta 

aquí en la forma de un procedimiento simplex revisado para 

el problema de transporte. 

Descripci6n. 

Pa~_l· Calcular una soluci6n inicial básica factible, u.sª.!! 

do la regla de la esquina noroeste, o alg6n otro método. 

Paso 2. Calcular los multiplicadores si~plcx y los cocficien 
1 

tes de costos relativos. Si todos los coeficientes de costos 

relativos son negativos, paramos, la soluci6n es 6ptima. En 

otro caso ir al paso 3. 

Paso 3. Sclcccio11c una ,·arinhlc no h(isica corresponclicntc a 
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tivo). Calcule el ciclo Je cambio y sea o igual a la va

riable b6sica m5s pequefia con signo menos asignado. Ir al 

paso 2. 

Ejemplo 8. Ahora podemos resolver completamente el 'p1,ob¡ema 

en el ejemplo l. Los requerimientos y una soluci6n b5sica 

factible obtenida por la regla de la esqui11a norueste,. son 

los siguientes: 

10 20 30 

30 20 30 

10 

40 20 60 

10 so 20 80 20 

Los coeficientes en un círculo corresponden a las variables 

básicas. Los multiplicadores simplex calculados por la b6s 

queda de renglones y columnas (en el ejemplo 6) son los si-

guientes: 
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Los coeficientes de costos relativos son calculados de restar 

1 

3 

3 

---...,-------.-·-

2 

2 

º 1 4 
·-- ----1---t 

o 

-1 

2 

1 

En este caso resulta negativo solamente la celda (4,3); así 

la variable x43 entrar5 a la base. Un signo + se pone en la 

celda del arreglo original, y el ciclo de O, + 1, -1 es de

terminado. (no es necesario continuar la búsqueda una vez 

que el ciclo est5 determinado): 

10 20 30 

-30 20 30+ 80 

. 10° 10 
o ioº + 40 60 

--.- ---- ·--- ~---"--

10 so 20 so 20 
--- l---~-.-... ··-

La variable b&sica con signo menos m5s pequefio es 20,.cnton

ces 20 es sumado o restado de los elemento~ del ciclo como 

indican los signos. Ln nueva soluci6n básica factibles es: 
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=t¡-I--~ 10 zo 
---->-·-·-- ·---

30 so 
- ·---· ---- --·-!---··-

30 

80 

10 10 

20 20 z o 60 

10 50 20 80 z o 
--~-- - ---

Los nuevos multiplicadores sirnplcx correspondientes a la nu~ 

va base con calculados y los costos del arreglo revisados: 

µi 

6 B 9 

R z 4 ® 5 

z z z 0 2 1 

3 3 0 0 0 z 
v. -2 -1 o z --~ J 

uos coeficientes de costo relativo son: 

1 1 4 
-- ------~.- --·- ---
• l 1 2 

·------
3 2 1 

4 z 

En este caso todos los coeficientes de costo relativo son p~ 

sitivos, inclicnnclo que la soluci6n es 6ptima. 

1,, • 

· .. 
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DEGENERACION. 

Todo·problcma de programaci6n lineal Jeg~ncrado tiene varia 

bles b5sicas co11 valor cero, esto puede ocurrir en el pro

blema de transporte. Si hay degcncraci6n en el proc¿dimiento 

simplcx, podemos introducir el m6todo cst.'índar de perturba

ci6n. En este método a la V<Lriable b.'Ísica con valor cero se 

lo asigna el valor E y se contin6a de manera usu~l. Si deja 

la base, entonces E puede ser eliminado . 

.!?,j_emplo 9. · Pa~a ilustrar el m6todo con degeneraci6n, consi

dere una modificaci6n del ejemplo 8, el cuarto rengl6n d~ 60 

a zo·y la cuarta columna de 80 a 40. Entonces la soluci6n 

básica factible por la regla de la esquina noroeste es dege

nerado. Una E en el lugar de la variable básica con valor 

cero se pone en ~l arreglo: 

30 10 zo 30 
·--· '--- --

30 20 30 80 30 20 - 30+ so 

zo 50 _:: ~:r~ 10 

-- r--- -·--·- ,____, ----
10º 10 

-- .. - 20° 20 + E 

10 so .20 40 20 

Los coeficientes de costo relativo. son los mismos que en el 

ejemplo 8, x43 es el candidato a entrar a la base, y el Ca! 

b~o-de ciclo es el mismo. En este caso, sin embargo, el 
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y la variable x deja la base. 44 

20 30 
1---t--- ---

30 20 30 80 

10 10 

2 o 2 o 

10 50 20 40 20 

Los nuevos multiplicadores simplex corresp;ndientes d la nue 

va base son calculados, al igual que los coeficientes de cos 

to relativo: 

µi 

8 9 6 o 3 

2 4 1 1 

2 2 3 2 o o 

3 2 4 3 

v. -3 -2 o 1 o 
J 

Los nuevos coeficientes de costo relativo son positivos, in

dicando que la nueva soluci6n es 6ptima. · La. e: puede ser eli 

minada en la soluci6n final. 

,. -
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Z.S EL PROBLEMA DE ASlGNACION. 

El problema de asignaci6n es un caso particular del proble

ma de transporte. El ejemplo clásico ,lel pr.oblema d.e asig

naci6n es optimizar la-asignaci6n de n trabajadores a n em-

pleos. Si el trabajador i es asignado al empleo j, hay un 

beneficio de cij. Cada trabajador debe ser asignado a un 

empleo y viceversa. Hay que maximizar el valor total de la 

asignaci6n. 
. 1 

La formulaci6n general del problema de asignaci6n es encon-

trar x .. i=l, ... ,n, j=l, ... ,n para: 
lJ 

n n 
min l Í c .. x .. 

j=l i=l lJ lJ 

n 
s.a l x .. 1 para 

.J =l lJ 

n 
l x .. 1 para 

i=l lJ 

i 

j 

xij > O para i 

= 

1, ... ,n 

1, .•. ,n 

1, .. .,n 

1, ... ,n 

(1 O) 

se requiere que cada una de las variables tome el valor de 

cero o uno, en otro caso la soluci6n no tiene sentido ya que 

no es posible hacer asignaciones fraccionarias. 

"' . 
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TEO~~!:!· Una soluci6n básica factible <lt1l problema de asig-

naci6n tiene todas las xij igunl a cero o uno. 

Prueba'. De acuerdo al corolario del Teorema ele triangulariz_!! 

ci6n·de bases, todas las variables b5sicns en alguna ~oluci6n 

básica son enteras. Las variables no pueden exceder a uno 

porque el lado tlert)cho de las rt)stricciones son uno. Por lo 

tanto todas las variables deben ser cero o uno .• 

Se sigue que hay al menos n variables blsicas que tienen el 

valor de uno porque debe haber un uno en cada rengl6n (y en 

cada columna). En un problema de tr~nsporte de esta dimen

si6n, una soluci6n básica no degenerada podría tener Zn-1 va

riables positivas. De este modo, las soluciones básicas fac

tibles para el problema de asignaci6n son altamente degenera· 

das, con n-1 variables ~ásicas iguales a cero. 

El problema de asignaci6n puede ser resuelto por el algoritmo 

de transporte, es un poco tedioso. Un algoritmo eficiente 

fu6 desarrolla<l6 para el problema de asignaci6n por <los mate-
. 1 

máticos hdngaros, despu6s fu6 generalizado a la forma del mé-

todo primal-dual para programaci6n lineal. (Se verá en el ca 

pítulo 11 I). 
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2.6 FLUJO A COSTO MININO. 

En esta secci6n consideramos el problema b&sico de flujo a 

costo mlnimo, el cual generaliza~! problema d~ transpor~e. 

El objetivo principal de esta sccci6n es desarrollar una in

terprctaci6n de los conceptos de redes para el problema de 

transporte dcsarroll;ido en términos al¡;ebrfiicos. 

Consi4eramos una red con n nodos. Correspondiendole a cada 

nodo i un número bi~ representando la oferta disponible al no 

do. (Si bi < O, entonces hay un requerimiento demandado). 

Suponemos que la red está balanceada en el sentido que 

Asociado con cada arco (i,j) hay un número c .. , representando 
lJ 

la unidad de costo por flujo para el arco. El problema de 

flujo a costo mínimo está determinado por flujos x .. >O en 
l] --

cada arco de la red, así el flujo neto en cada nodo i es b1 , 

mientras que minimizamos el costo total. En t6rcinos matemá 
I ticos el problema es: 

n n 
s.a. í. x .. - í Xq = b. i=l,. . .,n (11) 

j =l l] k=l l 

r. 
> o i, j =l, ... , n X •• 

lJ 

.,,::. 



- 79 -

El problema Je transporte es un ..:aso 

ma, corrcspon<lien<lole una red con arcos que van solo de no-

dos de oferta a nodos de demanda, el cual refleja que los e! 

barqucs estan restringidos en este problema para ir directa-

mente del nodo oferta al nodo demanda. El problema mas gen~ 

ral pennite configuraciones de redes m~s complicadas, el flu 

jo de un nodo oferta pue<lc ir a nodos intermedios.antes de 

alcanzar su destino. 

ESTRUCTURA DEL PROBLEMA. 

El problema (11) es un problema de programaci6n lineal. La 

matriz de coeficientes A de las restricciones ~e flujo es la 

matriz de incidencia nodos-arcos de la red. La columna co-

rrespondiente al arco (i,j) tiene una entrada +l en el ren

gl6n i y -1 en el rengl6n j. Ya que la suma de todos los 

renglones es el vector cero, la matriz A tiene rango menor o 

igual a n-1, y alg6n reng16n de A puede·ser eliminado para 

obtener una matriz de coeficientes de rango igual a la ori~ 

ginal. Mostraremos usando los conceptos de redes que el ra~ 
1 

go de la matriz de coeficientes es n-1, bajo una suposici6n 

simple sobre la red. 

Para establecer la suposici6n requerida, definimos la gr~fica 

G de. la red. Cada arco de la red .est' incluido en G, indepe! 

dientemente de su direcci6n. (La orientaci6n de los arcos nos:. 

e,¡;; considerada porque solo nos interesa 
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llrli!, r~·,,.,. t!J f f1 l t, :'··~I·'.'\. ~ °"ºAr: .. " 1, . ·1 '1r:~,';' 

~~~ !l t•l' '< .... 

El problema ,Je t rans¡wl't c t.:~ un 1..: .• 1so 

•. 11!! ¡:¡>¡.; lJ.i .. · 1 ··c 
IJdJ..;,J t A 

cspec ial de c!'tc prohl~ 

ma, corrcspondiemlolc una rc<l con arcos que V<lll solo de no-

dos de oferta a nodos de demanda, el cual refleja que los e~ 

barques estan restringidos en este problema para ir directa

mente del nodo oferta al nodo demanda. El problema mas gen~ 

ral permite configuraciones de redes m~s complicadas, el flu 

jo de un nodo oferta puede ir a nodos intermedios.antes de 

alcanzar su destino. 

ESTRUCTURA DEL PROBLEMA. 

El problema (11) es un problema de programaci6n lineal. La 

matriz de coeficientes A de las restricciones .de flujo es la 

matriz de incidencia nodos-arcos de la red. La columna co-

rrespondiente al arco (i,j) tiene una entrada +l en el ren

gl6n i y -1 en el rengl6n j. Ya que la suma de todos los 

renglones es el vector cero, la matriz A tiene rango menor o 

igual a n-1, y algún rengl6n de A puede·ser eliminado para 

obtener una matriz de coeficientes de rango igual a la ori~ 

ginal. Mostraremos usando los conceptos de redes que el ra_!! , 
go de la matriz de coeficientes es n-1, bajo una suposici~n 

simple sobre la red. 

Para establecer la suposici6n requerida, definimos la gr~fica 

G de. la red. Cada arco de 1 a red .está incl uído en G, indepe!! 

dientemente de su direcci6n. (La orientaci6n de los arcos no~ 

e.s considerada porque solo nos interesa 
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las propi~dades lineales de A). Dehemos suponer que Ges c~ 

nectada. Esto implica que G contiene al menos un firbol de 

expansi6n. 

Para probar que el rango de A es n-1, seleccionamos u~ ren

gl6n para eliminarlo de A y denotamos la nueva matriz por Á. 

Consideramos el árbol de expansi6n T en la gr6fica G. Este 

árbol consistirá de n-1 arcos sin ciclos. Rcfiri6ndonos al 

nodo correspondiente del rengl6n que fu6 eliminado de·A tie

ne la ra1íz del árbol. Sea AT .subrnatriz de orden (n-l)x(n-1) 

de A; consiste de n-1 columnas correspondientes a los arcos 

en el árbol. Al menos dos nodos del árbol debe tener solo 

un arcodeT, y al menos uno de estos no es una 
, 

ra1z. Esto 

significa que el rengl6n correspondiente de AT tiene una en-

trada diferente de cero. Imagine que cruzamos el rengl6n y 

la columna correspondiente ~ esta entrada. En t6rminos del 

árbol, esto corresponde a elimi~ar el nodo y el arco tocado.· 

Los n-2 arcos restantes de T forman un árbol para la red re

ducida de n-1 nodos, incluyendo la raíz. El procedimiento 

puede ser repetido Clonsecutivo!nente, climinnndo todos los n.2_ 

dos excepto la raíz hasta que todos los renglones de AT sean 

eliminados. 

Es claro que este procedimiento es equivalente .al procedi

miento de triangularizaci6n de l~ ~ecci6n 3. En otras pala

bras A.r es una submatriz triangular no singular de (n-l)x(n-1} .. 
... . 
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Por tanto'A tic-ne rango igual a n-1. 

ESTRUCTURA DE UNA BASE. 

Hemos mostrado que un ~rbol de expansi6n G corresponde·a una 

base, ya que define a la submatriz no singular A. Una base 

corresponde a escoger n-1 columna linealmente independiente 

de A. Cada columna corresponde a un arco de la icd, así la 

selecci6n de una base es equivalente a seleccionar n·l arcos. 

Que~cmos mostrar que esos arcos deben formar u~ &rbol de ex

pansi6n. Suponemos que la colecci6n de arcos correspondien-

tes a la base contiene un ciclo de m arcos.· Cuando estan co 

locadas en ciclo tienen la forma (n 1, n2), (n 2 ,n3), (n 3 ,n4), 

·· .... , (nm;n1). En este orden algunos arcos pueden preser

var su orientaci6n original y algunos pueden ser invertidos. 

Ahora corisidcramos lns columnas correspondientes de A a1 , a2 , 

••. •ªm· Formando la combinaci6n lineal ±a1 ,±a2 ,±a 3± ••• ±am 

don<le en cnda ca~o el coeficiente es + si la ori~ntaci6n del 

arco es la· misma en el ciclo comb en la gr,fica original y 

si no lo cs. La ~i-6sima columna en esta combinación co-

rresponde al arco (ni, ºi+l) del ciclo y tiene +l en el ren

gl6n correspondiente a n1 y -1 en el re~g16n.corrcspondiente 

a ºi+l" Como un resultado, los +1 y -1 se cancelan en la 

combinaci6n. Así la combinaci6n e~ el vector cero, contra-

diciendo la indepen<lencia lineal <le a1 ,a 2 , ... •ªm· Tenemos 

p~r -lo tanto establecido que la colccc i6n <le arcos, corres-
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pendientes a ln hnse na contiene ciclos ya que hay n-l orcos 

y n nodos, es f~cil concluir que los arcos deben formar un 

árbol <le cxpansi6n. 

Concluímos que hay una correspondencia uno a uno ent-rc los 

arcos (colur.inas) en un:i base y el (1rbol de expansi6n. Cono-

cernos ta~bi6n que Ja base es triangul:ir y por tanto unimodu-

lar. Las características del problema de transporte nos lle 

van al problema general de flujo a costo mínimo. 

Dada una base, la soluci6n básica correspondiente puede ser 

encontrada por el método de sustituci6n hacia atr6s, usando 

la estructura triangular. En este proceso vemcis la ecuaci6n 

que tiene una variable b6sica indeterminada correspondiendo

le un arco de flujo indeterminado x ... Esta e¿uaci6n es re-. lJ 

suelta para x .. , y entonces tal ecuaci6n se encuentra. En 
lJ 

t6rminos de concepto' de redes, primero vemos el final del 

¡rbol de expansi6n correspondiente a la base, esto es, en

contramos un rio<lo que toca solamente un arco del 4rbol. El 

flujo en este arco es determinado por la oferta (o demanda) 

en ese nodo. Con ststituci6n hacia atr6s resolvemos los flu 

jos de los arcos del.arHol de expansi6n, comenzando por el 

Gltimo y así sucesivame~te eliminando arcos~ 

EL METODO SIMPLEX 

ªl.método simplex revisado puede ser aplicado para gcnerali-
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:ar el problema de flujo a costo mínimo. Describiremos los 

pasos junto con una <liscusi6n breve paro su interpretaci6n 

con redes. 

Prop6sito: Determinar el flujo a costo mínimo en una red. 
-~ 

Paso l. Empiece con una soluci6n bSsica factible. 

Paso 2. Calcule los mul~iplicadores simplex xi_para cada no 

do i. Esto para resolver las ecuaciones 

X. - X. 
1 J 

c .. 
lJ (1 Z) 

para cada i, j correspondientes a un arco b6sico. Esto se 

sigue porque el arco (i,j) corresponde a una columna en A 

con +len el rengl6n i y -1 en el reng16n j. Las ecuaciones 

se resuelven colocando el valor de alguno de los multiplica

dores. Una ecuáci6n con un solo multiplicador indeterminado 

se calcula y este a su vez determina a otro y así sucesiva-

mente. 

Los coeficientes de costos relµtivos para los arcos no bási-

cos son: 

r .. 
lJ c .. - (>.. - >.J.) 

1) 1 
(13) 

Si todos los coeficientes.de costo relativo son no negativos, 

paPe;· la soluci6n es 6ptima. En otro caso ir al paso 3 • 

. . . 
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Paso 3. Seleccione un flujo no b6sico con co~ficicnte de 

costo relativo negativo para entrar a la base. Aíladiendo es 

te arco al árbol de expansi6n de la base anterior, tendremos 

un ciclo como se muestra en la figura: 

' / f\,........_ /·--7<1 arco nuevo 
que intro
duce flujo 
al ciclo. 

arco fuera 
cuando el 
flujo neto , í es cero. 

Anterior Nuevo 

Figura 3. Base de un árbol de expansi6n 

Introduce un flujo positivo a este ciclo de 0. Como 0 es in 

crementado, algún flujo básico 'anterior se decrementará, 'así 

0 se escoge del valor mas pequeño del flujo·neto de uno de 

los arcos básicos iguales a cero. Esta variable sale de la 

base~ El nuevo árbol de expansi~n es obtenido añadiendo un 

arco para formar un ciclo y eliminando otro arco del ciclo. 
.. . 
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CONSIDERACIONES ADlClO.N . .\LES 

Características adicionales pueden ser incorporadas como en 

otras aplicaciones del método simplex. Por ej·emplo, una so 

luci6n bSsica factible si existe, puede ser buscada tlsando 

variables artificiales en el procedimiento de lo fase I. 

Esto lo podemos hacer introduciendo un nodo adicional con o 

ferta cero y con un arco conectado (dirigido al nodo con de 

manda y lejos del nodo con oferta). Una soluci6n básica i

nicial es constru{da con el flujb del nodo artificial. Du

rante la fase I, el costo del arco artificial es la unidad 

·y cero en los dem1Í~. Si el costo total se repro<lucea cero, obt!:_ 

nemes una soluci6n básica factible para el problema origi

nal. 

Una extensi6n importante del problema es la inclusión de li 

mites supcri6res (capacidades) sobre magnitudes de flujo to 

letables en un arco. 

Finalmente deberíamos hacer hincapié de que hay varios proc~ 

dimientos para organizar la informaci6n requerida pol· el mé

todo simplex. En el procedimiento se trabaja con la forma 

algebraica definida por.la matriz de incidencia nodos-arcos. 

Otros procedimientos estan basados en representaciones de r~ 

des ~as completas, asignando flujo a los arcos y multiplica

dores simplex para los nodos. 

" -
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2.7 FLUJO ~L\XIMO. 

Un tipo diferente de problem~s de flujo se discutir& en esta 

secci6n, nqu61 que determina el flujo mSximo posible de un 

nodo fuente a uno final bajo arcos con capacidades r~strin

gidas. Un problema preliminar cuya soluci6n consiste en de

tctmi nar una trayectoria de un nodo a otro en una gráfica di 

rigida. 

PROCEDIMIENTO DEL ARBOL. 

Recordando que el nodo j es nlcanzable al nodo i en una gr&-

fica dirigida si hay una ruta del nodo i al j. Para 

gr6ficas simples podemos inspeccionar la alcanzabilidad, no 

así para gdficas grandes. El probJ ema pub.de ser resuelto 

sistem&ticamente por un proceso de etiquetas, buscando ~arios 

nodos· en la grSfica. Este procedimiento es la base.de un nd 

mero de m6todos para resolver gráficas mas complejas y pro

blemas de redes. 

Suponemos que que ren\OS de te i·mina r si una ruta del no-

do uno al m existe. En cada paso del algoritm_o: cada nodo 

no es etiquetado, etiquetado pero no hay·bdsRueda, o etique

tado y hay bdsqueda. El procedimiento es el siguiente: 

Paso l. Etiquetar el nodo l. 

tados. 
" . 

Lo~· dem&s nodos no son etiqu_e 
...-: 
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rn~o 2. rara nlg6n nodo ctiquctn<lo ~in h6~qucdn del nodo i, 

encuentre totlos 1os nodos nlcanznhles a i sin que estos es-

ten eti4uet0Jos. Etiquete esos nodos con i. 

Pas~_l. Si el noclo m es etiquetado pa1·e; una trayectoria se 

ha conseguido, una 1uta existe. Si hay nodos no etiquetados 

quena puc,fon ser etiquetados, pare; no existe una ruta canee-

tnda. En otro caso veya al paso 2. 

El proceso se ilustra como sigue: 

1 

X 

5 
==-=) 8 

6 . 7 
t------>Q)---77® 

Figura 4. El procedimiento de búsqueda . 
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G'-St!rVo que un:1 rut ;¡ cnt n· e 1 11\•d<J l y 1 O ;.;e v11cuc:ntra. los 

3,S,6,8,4,7,9,10. LJS etiquetas cst~n in<licn<lns pr6ximns a 

los nodos. Los arcos que fueron usados en el proceso de 

b6osqueda est5n indicados por l[neas gruesas. Note que la 

colecci6n de nodos y arcos seleccionada por el proceso, con

siderada como una gráfica no dirigida, forma un árbol (sin 

ciclos). Si esiamos interesados solo en determinar si una 

ruta conectada existe y no necesitamos encontrar la ruta por 

sí misma, entonces las etiquetas necesitan estar con una mar 

ca sencilla, mas bien en el nodo Índice. Sin embargo; si 

los nod~s índices son usados como etiquetas, entonces des

pu's de terminar completamente el algoritmo, la ruta actual 

conectada puede ser encontrada trazando hacia atrás el nodo 

m siguiendo las etiquetas. En el ejemplo empezamos en 10 

y nos mo_vemos al nodo 7, después al 6, 3, y l. La ruta si

gue la inversa de esta secuencia. 

Es fácil probar que el algoritmo resuelve la existencia de 

una ruta conectada. En cada paso del proceso, un nuevo_ nodo 

es etiquetado, es imposible continuar, o el nodo mes etiqu~ 

tado y el proceso termina. Claramente el proceso puede con

tinuar para al menos n - 1 pasos, donde n es el número de 

nodos en la gráfica. Suponemos que en algún paso es impo

sible continuar. Sea S el conjunto de nodos etiquetados en 

este paso y sea S el conjunto de nodos no etiquetados. 
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Es claro que el nodo 1 esta en S y el m en ~. Si hubiera 

una r u t a conectando el no<lo con el m, entonces de-

hería haber un arco en esa r u t a de un nodo k en S a 

un nodo en S. Sin embargo esto podría implicar que Ql nodo 

k no fu6 buscado, esto es w1a contradicci6n. Si el algori! 

mo continua hasta a lcan~ar el nodo líl, entonces es claro que 

una r u t a· conectada puede ser construida hacia atrfis. 

CAPACIDAD EN REDES. 
1 

En algunas aplicaciones de redes es usual suponer •\Ue hay un 

límite superior sobre el flujo tolerable en varios arcos. 

Esto motiva los conceptos de una red con capacidad. 

Definici6n: Una red~ caEacid~ es una red en la cual al

gunos arcos est'n asignados ·con capacid~des no negativas, d! 

finiendo el flujo m'ximo tolerable en esos arcos. La capac! 

dad de un arco (i,j) es denotido por k .. , y esta capacidad 
lJ 

es indicada sobre la gr,fi~a por k .. adyacente al arco. 
lJ 

En esta secci6n se s~1pone que todas las capacidades son ente 

ras no negativas. En la siguiente figura se muestra un eje~ 

plo de una red con las capacidades indicatlas, Así la capac! 

dad del nodo 1 al 2 es 12, mientras que del nodo 2 al 1 es 6. 

ir • 
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5 

Figura S. Una red con capacidades. 

EL PROBLEMA DE FLUJO MAXlMO. 

Considere una red con capacidades en la cual los nodos fuente 

y final son distinguidos facilmente: Son el nodo 1 y el nodo 

m respectivamente. Los dcm~s nodos deben satisfacer los re

querimientos, esto es, el flujo neto en estos nodos debe ser 

cero. Sin embargo, el nodo fuente debe tener una salida de 

flujo neto y el nodo final una entrada de flujo neto. Que d! 

ben ser iguales co1110 una consecuencia de conservaci6n de los 
l 

otros nodos. Un conjunto de arcos con flujo que satisfacen 

estas condiciones, ·se dice que es un flujo en·1a red con va-. . 
lar f. El problema de flujo m6ximo estl det~rminado por el 

flujo mlximo que puede pasar en una red. Esto es: 

"' . 
. . . 
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o 

o 

L X . - L x. + [ o 
j=l mJ j=l Jm 

o < x .. .s k .. 
1 1J lJ 

i f l ,m ( 1'4) 

Vi ,j 

donde ~os pares. i,j corresponden a los arcos permitidos. 

El problema puede ser expresado en forma mas compacta, en t6! 

minos de la matriz de incidencia nodos-arcos. Sea x el vec-

tor ton flujos xij (ordenado). ·Sea A la matriz de inciden

cia nodos-arcos. ·Finalmente sea e un ~~ctor con dimensi6n. 

igual al número de nodos, teniendo +l ~n la componente del 

nodo 1 y -1 en la del nodo m, en los demás componentes cero • 
• 

El problema de flujo m6ximo es: 

~ max f 

s. a. Ax - ·fe = O (15) 

La matriz de coeficientes de este ~roblema es igual a la ma-

triz de incidencia nodos-arcos con una columna adicional pa- ~ 

ria ia variable de flujo f. Alguna base de esta matriz es 
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triangular. El m~todu simplcx puede ser empleado para reso.!_ 

ver este problema. Sin embargo en Jugar del m6to<lo simplex 

podemos usar un algoritmo mas eficiente basado en el proced! 

miento del árbol. 

La estrategia básica del algoritmo es simple. Primero admi-

timos que es po:;iblc enviar un flujo difc-rcnte de cero del 

nodo 1 al m, solamente si el nodo mes alcanzable del nodo l. 

El procedimiento del árbol puede ser usado para determinar 

si m es alcanzable, si lo es, el al~oritmo dará una 

t a de 1 a m. Examinando los arco~ de esta r u t a 

r u ... 

' po-

demos determinar la capacidad mínima. Entonces debemos cons 

truir un flujo .con esta capacidad de 1 a m usando e s t a· 

r u t a. Esto nos da un flujo inicial positivo (y entero). 

Luego consideramos la naturaleza de la red en este punto en 

thminos del flujo adicional que debe ser asignado. Si hay 

un flujo x .. 
l) 

en el arco ( i. j). entonces la capacidad de este 

arco es reducida por x .. (a k .. 
lJ 1) 

- xij), ya que este es el 

fluj~ m5ximo adicional que puede ser asignado a este arco. 

Por otro lado, la c~pacidad inversa sobre el arco (j,i) es 

incrementada por x 15 . (a kji + xij), ya ~ue un incremento 

pequeño hacia atr~s de flujo es actualmente'realizado como 

una reducci6n en ql flujo enviado a través d~l arco. Una 

vez ~ue estos cambios con capaci~ades se han llevado a ¿abo, 
.JI:. 

el procedimiento del ~rbol puede ser usado otra vez para en- • 
.. -
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asignado (qucd;t un:1 ruta aumentada). Firwlmcntc, si m no 

es nlcanzablc ,ie 1, no pu.::de h~1bc·r flujo adicional asignado, 

y el procedimiento se completa. 

El m&todo est6 basado sobre aplicaciones repetidas del pro

cedimiento del 6rbol, el cual es implementado por etiquetas 

y bGsquedas. Incluyendo m6s informacl6n en las etiquetas 

del algoritmo del firbol, el arco con capacidad mínima de la 

ruta aumentada puede ser determiado durante la b(1squeda ini

cial, en vez de reexaminar los arcos <lcspu's de la ruta que 

se encontr6. Una etiqueta del nodo i tiene la forma (k,ci) 

donde k denota un precursor del nodo y c1 es el flujo m6xi

mo que debe ser enviado del nodo fuente al nodo i a trav6s 

de la ruta creada por etiquetas y b6squeda. El procedimien-

to es el siguiente: 

ALGORITMO DE FLUJO MAXIMO. 

Prop6sito: Determinar el flujo m6ximo en una red con nodo 

fuente uno y nodo terminal n. 

Paso o. 

Descripci6n 

Sean todas las x .. = O y f = O. lJ 

Paso l. Etiquete el nodo 1 con (-,~). Los otros nodos no 

son etiquetados. 
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Paso Z. Seleccione alguna etiqueta del nu,lo i para la búsqu~ 

da,•tiene etiqueta (k, ci). Para todos los nodos j no etiqu~ 

tados, tales que (i ,j) es un arco con x .. < k .. , asigne la 
lJ lJ 

etiqueta (i, cj)' donde cj min {ci, kij xij}. Para tocfos 

los nodos j no etiquetados tales que (j ,i) es un arco con 

xij >O, asigne la etiqueta (i,cj) donde cj 

Paso 3. Repita el paso 2 hasta que el nodo m es etiquetado o 

hasta que no se pueden asignar mas etiquetas. En este caso 

la soiuci6n es 6ptima. 

Paso 4. (Aumento), Si el nodo mes etiquetado (i; cm), en

tonces incrementamos f y el flujo sobre el arco (i,m) está 

dado por cm continue hacia atrás en la . r u t a . aumentada 

por los nodos, incrementando el flujo en cada arco de la - -· 

r u t a por cm. Regresar al paso 1. 

La vilidaci6n del algoritmo debiera ser evidente. Sin embar

go, una prueba completa es considerada hasta ver el teorema 

de flujo mfiximo-cortadura m[ni~a. No obstante la convergen

cia del algoritmo ~e establece. 

PROPOSICION. El algoritmo de flujo máximo converge en un nG-

mero finito de iteraciones. 

Prueba. (Recordando nuestra suposici6n de que todas las ca-
<. . 

pacidades son enteras no negativ'as) .· El flujo es acotado .e: 

J.al menos por la suma de las capacidades). Empezando con 
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flujo cero, la cnpacidnd m{nimn disponible en toda la fase se

rá un entero, y scgdn el flujo, ser& aumentado por un entero 

en todo paso. Este proceso debe terminar en up n6mero finito 

de pasos, ya que el flujo es acotado .• 

.Si~P..!_~.lQ· Un ejemplo de este procedimiento es mostrado en 

la siguiente figura. El nodo 1 es el fuente y el 6 el final. 

La red original tiene las capacidades sobre los ateos. Tam

bi6n se muestra la etiqueta inicial obtenida por el proc~di

miento. En este caso el nodo final esl~ etiquetado, indican

do un flujo de una unidad. 

( l, l) (2, l) 
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La ruta aum0nt0Ja Je este flujo es: 

El nGmcro en el cuadrito indica el flujo total en un arco. 

Las nuevas etiquetas son encontradas y aftadidas. Note que 

el nodo 2 no puede ser et.iquetado del nodo 1 porque no hay 

capacidad en esta direcci6n. El nodo 2 puede ser etiquetado 

por el nodo 4, ya que el flujo existe dando una capacidad i~ 

versa de una ~nidad. Volvemos a etiquetar el nodo final y · 

una unidad más de flujo puede ser construida. 

La r~ta aumentada es: 
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(1,1) (Z,1) 

Una nueva etiqueta es aftadi<la a esta figura. El nodo final 

es etiquetado y una unidad adicional de flujo puede ser en

viada del nodo fuente al nodo final. La ruta de esta unidad 

es: 
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Note que incluye un flujo del nodo 4 al 2, sin c~hargo flujo i 

gual no fu6 permitido en esta dircccJ6n en la red original. 

Este flujo es permitido porque ya hay un flujo en la <lirecci6n 

opuesta. El flujo total es: 

Figura 6. Ejemplo de un problema de flujo m5ximo. 

Los niveles de flujo·aparecen en el.cuadrito. Este es el flu

jo m~ximo,· ya que solamente el nodo fuente puede ser etiquetado". 

TEOREMA DE FLUJO MAXIMO-CORTADURA MINIMA., • 

Algunos resultados adicionales pueden ser obtenidos a trav6s 

de la notaci6n de cortadura en una red. Dada una red con un no 

do ·fuente 1 y uno final m, se divide . arbitrariamente en dos 

colfjúntos s y ~ de ·tal manera que el nodo fuente est~ en S y 

~ 
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el nodo final en S. El conjunto de arcos desde S a S es una 

cortadura que se denota (S,S). La capaci~ad de la cortadura 

es la suma de las capacidades de los arcos en la cortadura. 

Un ejemplo de una cortadura se muestra como sigue: 

~---
; 

Figura 7. Una cortadura 

El conjunto S consiste de los nodos 1 y Z, y el S de los no

dos ~· 4, 5 y 6. La capacidad de esta cortadura es 4. 

Debería ser claro que una ruta del nodo 1 al m debe in

cluir al menos un arco en alguna corta4ura, para la ruta de

be tener un arco del conjunto Sal conjunto S. Adem~s, es 

claro que el flujo máximo que puede enviar a través de una 

cortadura es igual a su capacidad. Asi cada cortadura da un 
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I!mitc superior sobre el valor del problema de flujo mSximo. 

El teorema de flujo.m6ximo-cortadura mínima manifiesta que la 

igualdad se consigue para alguna cortadura. ~sto es, el flu• 

jo m'ximo es igual a la capacidad de la cortadura mínima. De 

berlamos notar que la prueba del teorema tnmbi6n establece la 

maximizaci6n del flujo obtenido por el algoritmo de flujo 

m'ximo. 
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TEOREMA de f.!.~.!.J~ .!!~~J~~~:.~ta~_I~ mínima. En una red el flujo 

mfiximo entre el notlo fuente y el final es igual a la capacidad 

de cortadura rnlnima de todas las cortaduras que separan a los 

nodos fuente y final. 

Prueba. Observe que la capacidad de cada cortadura debe ser 

mayor o igual al flujo m~ximo; es por ello necesario exhibir 

un flujo y una cortadura para que la igualdad se cumpla. Em-

pezando con un flujo en la red que no puede ser aumentado·por 

el algor,itmo de flujo mhimo. Para este arco encontramos la 

capacidad del arco de todos los arcos que incrementan su flu• 

jo y aplicamos el procedimiento de etiquetas del algoritmo de 

flujo m6ximo. De no existir la r u t a aumentada, el al-

goritmo debe terminar antes de etiquetar al nodo final. 

Sea S ~ § los conjuntos de nodos etiquetados y no etiquetados 

respectivamente. Esto define una cortadura de separaci6n del 

nodo fuente al final. Todos los arcos originados·eh S y ter• 

minados en S tienen capacidad de .incremen~o cero, o de lo con 

trar\o un nodo en § podría haber sido et\quetado. Esto sign! 

fica que cada arco l la cortadura est6 saturado por el flujo en 

original, esto es, el flujo es igual a la capacidad. Algún 

arco originado en s y terminado en S, del otto lado, debe te• 

ner flujo cero; o de lo contrario esto implicaría .un incremen 
1 

to po"sitivo de la capacidad en la ,direcci6n inversa y el nodo 

""" originado en S podría ser etiquetado. Así hay un flujo to~al • . 
·d{ g a S igual a la capacidad de la coitadura, y un flujo ce-
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cero de G a S. Esto ~ignifica que el flujo <lel nodo fuente al 

final es igual a la capacidad de cortn<lurn. Así la capacidad 

de cortadura debe ser mínima y el flujo m6ximo. • 

En la red de la figura 6 la m1nima cortadura coricspon<le a S 

que consiste solo del nodo fuente, Esta capacidad de corta<lu· 

ra es 3. Note que de acuerdo al teorema, esto es igual al va• 

lor de flujo mSximo y la cortadura mlnima es determinada por 

la etiqueta final. En la figura 7 la cortadura mostrada tam• 
1 

bi6n es mfoima. 

DUALIDAD. 

El teorema de flujo m:íximo y cortadura minima sugiere una conec

ci6n con el teorema de Dualidad~ El problema de !lujo mSximo 

es un problema de programaci6n lineal expresado en (15), Su 

problema 'dual es 

min wtk 

s.~. µtA wt 
(16)' 

t 
1 µ e 

w > o 

Cuando lo escribimos con detalle er dual es: 
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min ¡; wij kij 
ij 

s.a. ¡Ji - µj = wij ·(17) 

JJ1 . µm " 1 

wij o 

Un par i.'j est~ incluído ·solamente si(i,j) es un arc·o en la red, 

Una soluci6n factible del problema dual se puede encontrar en 

thminos de un conjunto de cortadura (S, ,!i). E11 particular, 

es f~cil V(lr que 

. { 1 si i E S 

IJ· .. 1 
o si i ES 

(18) 

¡ 1 si (i,j )e (S,S) 
., .. 

lJ 
o en otro caso 

es una soluci6n. factible. El valor del problema dua: ~s-

ponJicnte a esta soluci6n es la cnpocidod de cortadura. Si to 
I 

roamos al conjunto de cortadura por tino determinado por el pro-

cedimiento de. etiquetas del algoritmo de flu.jo mhimo, podemos 

ver que la optimalidad se verifica por las condiciones de hol

gura complementaria, El ~alor mínimo del d~al es igual a la 

capacidad de ¿ortadura mínima. 

" . 
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2.8 RUTA MAS CORTA 

Supo1rna que se tiene una red G con m nodos y n arcos, y un cos 

to cij asociado con cada arco (i,j) en G. El problema de la 

ruta más corta es: Encontrar la ruta (menos costosa)·m~s cor• 

ta del nodo 1 al nodo m en G. El costo de la ruta es la suma 

de los costos sobre los arcos en l~ ruta. 

Se puede pensar en el problema de la ruta m5s corta dentro del 

~ontexto de flujo en una red si se disefta una red en la que se 
1 

desea enviar una sola unidad de' flujo del nodo 1 al nodo m con 

un cost~ mínüno. Luego, b1 = 1 b "· 1 y b. = O para í r 1 6 
' m · ' .1 

m. La formulaci6n matemlítíca viene a ser: 

min 

s.a. 

m m 

1·~¿1 ¿ c .. :x: •• 
- j =l 1) lJ 

m m r :X: .. •. l xki j :1 1) J =1 

x .. 
lJ 

¡ 1 si 
o si 
·1 si 

=: o 6 1 . i ,j 

i :;= 1 

i + 1 6 m (19) 

i "' m 

= 1, 2, .... ,m 

en donde las sumas y los requerimientos~.- 1 se toman sobre 
f 

arcos existentes en G. Las restricciones xij = O 6 1 indican 

que cada arco estlí en la ruta o no estlí. 

Ignor~ndo las restricciones o,- 1, se encuentran de nuevo las 

ecuaciones usuales de co~servaci6n de flujo, La matriz de in-. . 
cidencia nodos-arcos asociada con las ecuaciones de conserva- ~ 

ci..lín-de flujo es totalmente unimodular. • ::'ur lo tanto, si se 
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2, 8 RUTA MAS CORTA 

Suponga que se tiene una red G con m nodos y n arcos, y un cos 

to cij asociado con cada arco (i,j) en ~. El problema de la 

ruta m5s cbrta es: Encontrar la ruta (menos costosa)·m~s cor• 

ta del nodo 1 al nodo m en G. El costo de la ruta es la suma 

de los costos sobre los arcos en ln ruta. 

Se puede p~nsar en el problema de la ruta m6s corta dentro del 

contexto de flujo en una red si se disefta una red en la que se 
1 

desea enviar una sola unidad de flujo del nodo 1 al nodo m con 

un cost() mín.imo. Luego, b1 = 1, bm =-1, y bi = O para i -f 1 6 

m, La formulaci6n matem,tica viene a ser: 

m m 
min . l l c .. x .. 

l"'l j•l lJ lJ 

l 
1 si i 1 m m 

s.a. ¿ X •• - l xk. o si i + 1 6 m (19) 
j =l lJ j =l l 

-1 si i m 

x .. ';" o 6 
l.J 

l . i, j = 1, Z, ••• ,m 

en donde las sumas y los requerimientos o,- 1 se toman sobre 
1 

arcos existentes en G. Las restricciones xij = O 6 1 indican 

que cada arco est6 en la ruta o no está. 

Ignor~ndo las restricciones O,- 1, se encuentran de nuevo las 

ecuaciones usuales de co~servaci6n de flujo. La matriz de in

cidencia nodos-lrcos asociada con ~as ecuaciones de conserva- ~ 

ci6n- de flujo es totalmente unimodular. 'Por lo tanto, si se 
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reemplaza xij "' O 6 1 por xij _: O, y si ex i :;te una soluci6n 6E 

tima, entonces del mGtodo simplex a6n se obtendría una solu-

ci6n 6ptima entera en la que el valor de ca<la variable es cero 

o uno. Asi, se puedo resolver como un problema de programa• 

ci6n lineal. Esto es: 

m m 
min l l c .. x .. 

i=l j=l l] lJ 

. ¡ 1 si i 1 m m 
s.a. l x .. - ~ xk. o si i + 1 6 m (ZQ). 

j =l lJ k=l 1 

·l si i = m 

xij > o i,j = 1, ••• ,m 

Puesto que el problema de la ruta m5s corta es un problema de 

flujo a costo mínimo en una red, se puede resolver por alguno 

de los m6todos descritos anteriormente. 

Consid6rese el dual del problema de la ruta ~&s corta: 

s.ª· wl - w. < e .. J J.) 
i ,j 1,2,. •• ,m 

w. n6 restringido i = 1,2, ••• ,m 
J. 

(21) 

Es conveniente hacer la sustituci6n w! =-w •• Como se ver5 en 
J. l 

la soluci6n 6ptima, wi • wl es la distancia m5s corta del nodo 

1 al nodo i. ,' Por lo tanto, se puede obtener la distancia mas 

corta del nodo 1 a todos los nodos ae la red. 
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Existen varios m6todos para encontrar la ruta más corta, alg~ 

nos solo consideran los costos no negativos, otros los costos 

negativos y otros costos arbitrarios. Aquí veremos un algori! 

mo que considera los costos arbitrarios utilizando etiq~etas. 

Supongase que con cada nodo se asocia una etiqueta (i,wj), 

donde la primera componente i da el nodo inmediato anterior 

al nodo j en la ruta y 

costo (longitud) de la 

j. Sea c 0 = · r cij. 
c .. <O 

l:J como sigué: 

la segunda componento,.w!, indica el 
J 

"mejor" ruta actual del nodo 1 al nodo 

El algoritmb de etiquet~do resulta 

ALGORITMO DE RUTA MAS CORTA. · 

Prop6sito: Obtener la ruta m's corta en una red que admit~ 

cualquier costo. 

D e s c r i p e i 6 n 

_!'.~~· Se etiqUeta el nodo 1 como (-,O) y el nodo·i como 

(- ,co) para i = 2 ,· ••• ,m. 

Paso 2. Si w! < w! +c .. para i,j=l, ... ,m, se termina; se 
J - 1 ' lJ 

ha obtenido la soluci6n 6ptima. En caso ~ontrario, se selec-

ciona (p,q) tal que w' > w' + e y el nodo q se hace (P,wq' = q p pq 
W 1 + e ) . p ' .pq Si wq < c 0 , se termina; hay un circuito negativo 

en G. En caso contrario, se repit~ el paso 2. 

,. . 
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., , en-

tonces no existe una ruta del nodo 1 al m en G. En caso con-

trario, la primera componente en el nodo m, por ejemplo k, da 

el nodo anterior en la ruta m's corta. Se busca hacia atrás 

el nodo k y se repite el proceso hasta alcanzar el nodo l. 

Ejemplo 11. Considere la red de la siguiente figura, en la 

~ue se desea encontrar la ruta m's corta del nodo 1 al~. 

No hay un or~en requerido en el ,que se deban considerar los · 

arcos para. que el algoritmo converja. P.rimero empezamos con 

c0•-l -.4 - 6 =-11.· Etiquetando los nodos te~emos: 
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seleccionamos ol arco (1,3) tnl que w3 > wi + c13 , • > - 1, 

por lo tanto la etiqueta del nodo 3 queda (l,·1): 

(- •"'> 

(- ,0) 

(1,-1) 

Seleccionamos el arco (l~Z) ta; que wi > wi + c12 , ~ > Z, por 

lo tanto la etiqueta del nodo 2 es (1,2): 

(1,-1) 

Seleccionamos el arco (Z .~) tal que w3 > w2 + .c23 , -1 > -2, 

por lo tanto la etiqueta del nodo 3 es (Z,-2): 

,. -
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seleccionamos el arco (~,4) tal que w4 > w3 + c 34 , ~ > -8, 

por lo tanto la etiqueta del nodo 4 es (~,-8): 

(-,O) (3,-8) 

Todo w! < w: + c .. , vel'iiicando tonemos que: 
J J lJ 1 

-2 Wz < w' 
- l 

+ cll 2 

-2 w' 3 
< w 1 
- 1 

+ C13 -· 1 

-2 = w' 3 < w' - 2 + c23 2 

-8 w' 4 < w' - 2 + ~24 6 

-8 w' 4 < w' 
- 3 

+ C34 8 

.. . 

JI', . 
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Por lo tanto es 6ptimo, lo que implica que existe una ruta 

más corta con longitud -8, la ruta es (1,2), (2,3),y (3,4) 

siguiendo la trayectoria hada atr5s, es decir, a partir del 

nodo final, en este caso el nodo 4. 

2 

~· 

· . 

.. -



CAPITULO I 11 

ANALISIS DE PROBLEMAS DE REDES: METODOS· PRIMALES DUALES, 

El algoritmo primal-dual es un algoritmo general para resol

ver problemas de programaci6n lineal. Este algoritmo fué d~ 

sarrollado a partir de uno menos general considerado para 

ciertos problemas de redes, y proporciona las ideas claves 

p'ara generar algoritmos especializados para problemas de re 

des, 

La idea b~sica del m~todo primal-dual es partir de una solu

ci6n factible del problema dual (la que se propone como apr~ 

ximaci6n a la soluci6n 6ptima) y g~nerar un denominado pro

blema primal restringido cuya soluci6n proporciona uno de 

los siguientes res~ltados: 

a), La soluci?n 6ptima del problema primal. 

b). Una soluci~n del dual del primal restringido que 

mejora la soluci6n factible del problema dual 

original. 

En el primer caso, el proceso termina mientras que en el se

gundo caso se mejora la soluci6n factible del problema dual 

y el proceso se repite. 
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Un aspecto importante del proceso efectuado por el m6todo prl 

mal-dual es que termina en un número finito de iteraciones. 

Bl proceso de terminaci6n es equivalente a que las soluciones 

primal y dual sean factibles y satisfagan las condiciones de 

holgura complementaria de la programaci6n lineal. Una forma 

esquem~tica del proceso primal-dual se tiene en la figura. 

1 ~-->_8--)..__RES_:_~-~-GI_OO__, DUAL~EL PRIMAL 
RESTRINGIOO. ) 

X 

Ajuste a >. 

Bl algoritmo primal-dual es considerado propiamente un algo

ritmo dual, debido a que se parte de una >. factible en el pr~. 

blema dual y se mantiene siempre la factiblidad dual. En ca 

so de que c ~ O, se puede tomar >. = O como urla soluci6n ini

cial dual factible. Cuando c es no negativa, no bostante, 

se puede encontrar una >. factible. 

En este capítulo se efectúa la especializaci6n del m6todo pr! 

mal-dual para cada uno de los siguientes problemas: de trans 

porte, de asignaci6n, de ruta más corta y de flujo m~ximo. 
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3.1 EL PROBLEMA DE TRANSPORTE. 

Considere el problema de transporte en la forma: 

n m 
min ! l é .. x .. 

j=l i=l l) l) 

n 
s. a. I. X •• ªi• j =l 1) 

m 
í x .. .. bj. i=l lJ 

1 

xij > ·o -
n 

i=l, ... ,m 

j=l, ... ,n 

V i,j 

(1) . 

m 
donde suponemo~ que É a. 

i=l l 
E b. y é .. > o. También supone-

j =1 J 1) 

mos que las ªi y bj son enteros no negativos. El correspon

diente problema dual es: 

m n· 
max l µ.a. + í v.b. 

i=1' 1 1 j=l J J 

s.a. µ~ + v. e .s
1
.J. 

1 . J -

(Z) 

El algoritmo primal-dpal ·se inicia con una soluci6n factible 

para el dual (toda ~i =O y vj =O son adecuadas). De ~cuerdo 

a este algoritmo, correspondiente a la soluci6n dual factible 

se die~ que el par (i,j) pertenece al conjunto admisible S si 

la (i,j) -ésima restricci~n dual se satisface con igualdad, 

esto es, el par (i,j) es admisible ~i µ.-v. = c.
3 
.. En'este ~ 

. l J l 

ca~o el problema primal restringido se define en terminas de 

'\: 
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los indices admisibles. Específicamente la definici6n gene

ral del problema es: 

min 

s.a 
n 

n 
+ r z. 

j .. ¡ ) 

r x. . + Y¡· = ª1·. 
j =l 1) 

m r x .. : + zj .. bj• i=l l) 

xij . .?:_ o 

yi > o 

zj > o 

xij = o 

i=l, ... ,m 

j=l, •.• ,n 
(~) 

V i,j 

V i 

V j 

para i,j ~s. 

m n 
.. !lebido a la condici6n de balance se tiene que · E y = · E z. 

i=l i j .. l ) 
"en alguna soluci6n. Alternativamente, el problema puede po-

nerse. en forma de un problema de flujo máximo. La funci6n 

objetivo la reescri~iremos como: 

m n n m 
L (a· - L x·. ·) +. Í (b · - Í X··.) 

i=l l j =1 l) j =l ) i=l lJ 

de la cual se ve que un problema equivalente es maximizar 

.~ 1 -~ x .. sujeto a las restricciones en (3) •. Este es un pr~ 
)= i=l 1) 

blema de flujo m~ximo sobre la red siguiente: .. 
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Figura l. El problema de transporte en una red de. ·flujo. 

En la figura el flujo va del nodo O al D. Las ªi y bj' indican 

lils capacidade!I para los arcos or.igen y los terminales respecti 

vamente.' Los arcos centrales tienen una capacidad infinita de en

vío (la cual puede ser representada por un ndmero entero gran

de), pero tal arco s; presenta e~ la red solo si correiponde a 

un par(i,j)admisible. 
n 

ésimo, entonces · E x .. 
j =l lJ 

Si xij denota el flujo en el arco (i,j)

es el flujo total que deja el nodo i. 

Este también es el flujo de entrada del nodo i a la ezquierda 

y este flujo no debe ser 

qu: deja el nodo q es f = 

mas grande que ªi' El flujo total 
m n 
E Ex ..• El problema primal 

i=l j=l lJ 
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restringido maximiza este flujo. El problema puede ser resuel 

to por el algoritmo de flujo máximo. Si el resultado es facti 

ble para el problema original, tambi6n es ~ptimo. De otro mo

do es necesario cambiar las variables du~les y empezar otra 
j 

vez. 

La soluci6n del problema dual asociada al problema primal res

tringido (~) detc.rmina la manera en que la soluci6n dual ini

cial debe ser cambiada. Dicho dual es, específicamente, el 

problema: 

max 

s.a. 

í a.r. + 
i l l. 

ri + sj < -

ri < -
sj < -

o i;j e:S 

(4) 

1 

1 

La soluci~~ para este dual puede ser determinada directamente 

de la etiqueta final del algoritm6 de flujo máximo. Específi-

camente, 

. ¡ : 1 si el nodo i es etiquetado 
r. 

l 
l. si el nodo i no esta·· etiquetado 

(5) 

·; -r: si el nodo j es etiquetado 

si el nodo j no es etiquetado 
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De acuerdo con el algoritmo general primal-dual, la soluci6n 

du'al factible original es actualizada al af'iadir un m6ltiplo 

de la soluci6n dual restringida. El múltiplo se determina 

introduciendo uno o mas arcos admisibles. Para encontrar el 

múltiplo apropiado, sea I y J los conjuntos de etiquetas pa

ra los nodos de oferta Y demanda respectivamente. Entonces 

definimos: 

h = mi~ (cij - µi - vj) > O 

1 
i e: I 

j t J 

(6) 

De acuerdo al método general primal-dual, h/4 veces la sotu

ci6n (S) debería ser sumada a la soluci6n factible original 

del dual. Sin enbargo, primero sumando h/z a todas las µi Y 

sustraemos hh de todas las vj (una operaci6n que no altera 

la factibilidad o la admisibilidad del arco). La formi ac:. 

tualizada toma l~ forma: 

µ. = µi + h, i E: I .1 

µ. .. µ .• i t I . 1 . 1 (7) 

vj .. vj - h, j e: J 

v . .. 
vj~ j t J 

J 

··~''\ 
~ . ... 
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Esta es la f6rmula convencional usada para el problema de 

transporte. El algoritmo continua buscando los arcos admisi

bles y .el ílujo m&ximo. 

·FORMA DEL ARREGLO. 

Todos los cálculos requeridos para el algoritmo pr{mal-dual 

pueden ser ejecuJados sobre arreglos soluci6n y coeficientes 

de costos como en el métqdo simplex para el problema de tran~ 

porte. No es necesario construir la red explícitamente. 



ALGORITMO PRIMAL-DUAL. 

Prop6sito. Resolver el problema de transporte cuando se tiene 

una soluci6n dual factible. 

Descripci6n 

Paso l. Inicializaci6n. Primero del arreglo de coeficientes 

de costos encont!ar una soluci6n dual factible. Un procedí-

miento com6n es que µi "'. m~n cij para el reng16n i y v (~in 
i (c .. -µ.) para la columna j. Esto garantiza que c

1
.J.•µ

1
. 

l) -1 
+ -v j. 

se obtiene al menos una vez en cada rengl6n y columna. Ense-

guida establecemos un tableau soiuci6n en donde los requerimien 

tos a. y b. est'n en una columna y rengl6n extras, respeciiv•-
1. ) 

mente. En las celdas con un círculo se da igualdad c .. aµ.+v. 
l) l. J 

.para las i,j correspondientes. El tableau es como sigue (ini-

cial~erite todos los flujos son cero): 

1 bz 

Tableau soluci6n 
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~· Encontrar el flujo máxime. El flujo máximo es asig~ 

nado las celdas admisibles (círculo). El flujo máximo se e~ 

cuent~a por el procedimiento de etiquetas; Las etiquetas de 
-la forma (k, ci) están junto a los renglon.es y columnas. En 

cada fase las celdas en círculo deben tener números, denotan

do los niveles de flujo. 

a): Etiquetar todos los renglones en donde hay oferta exceden 

te. Si el rengl6n i es de esta clase asigne la etiqueti (s, 
1 . 

ci)' donde ci es e~ excedente en el rengl6n. 

b). En cada reng16n etiquetado i, vea las celdas con círculo. 

Si tal:: celda ocurre en la columna j, etiquete la columna con 

(i, cj) donde cj = c1• Si una columna con exc'edente es eti

quetada, una trayectoria existe, ir al paso (e). 

c). En cada ¿alumna etiq~etada j,. vea las celdas con círculo 

para las cuales x .. · > ·O. Si tal celda se encuentra y el ren-
lJ .. 

· gl6n i no 'ha sido etiqu'etado, etiquete el rengl6n con (j, ci), 

donde ci = min(cj, xij). 

d). Repita el paso (L) y (c) hasta encontrar la trayectoria o 

demostrar. que no es posible etiquetar mas renglones o columnas. 

En el prime·r caso ir al paso (e). En el segundo caso pare, el 

flujo es máximo. 

~J: Suponga que la trayectoria existe en la columna k. Sea 

f ~l minimo de ck ~ el excedente en 'ia columna k. Entonces, 
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si el excedente en la columna k es (µ, ck), modifique el flu-
,. 

jo a xuk ~ xuk +f. Si la etiqueta en el rengl6n µes (j,cu)• 
,., 

sea x~j ~ xuj - f. Continue hacia atr¡~ a trav6s de la cadena, 

incrementando y decrementando alternativamente los flujos, 

hasta que un rengl6!1 alcance la etiqu~ta s del ¡i.odo fuente. 

Quite todas las etiquetas y regrese al paso (a). 

Paso 3. ,Las variable~ duales actualizadas. Si el flujo mlxi

mo que se encontr~ en el paso 2 no tiene excedente; entonces 
1 

tenemos una soluci6n factibla para el problema original y prir 

tanto es .6ptima. Si por el contrario hay excedentes, las va

riables duales son actualizadas de acuerdo a (7). Haga un 

circulo al nuevo espacio de celdas admisibles, borre las eti-

quet~s y regrese al paso 2. 
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Ejemplo l. Considere el problema de transporte del ejemplo 1 

capitulo II. Procederemos a resolverlo usando este método. 

El arreglo de los coeficientes es como sigue: 

µi 

Ciclo 1, soluci6n dual factibl~. 

con los renglones y columnas mostrando la soluci6n factible 

inicial para el dual obtenida en el paso l. Los círculos in

dican donde c .. = µ
1
. +v .• · 

lJ J 

Iteraci6n l. El tableau soluci6n es construido con círculos en 

las mismas celdas correspondientes. Inicialmente ya que hay 

excedente en todos los renglones y columnas, el procedimiento 

de etiquetas es trivi&l y conduce a repetir la trayectoria. Es 

ta fase se comporta como una modificaci6n de la regla de la es

quina noroeste, restringida a las celdas admi~ibles. ~a solu

ci6n resultante de esta fase es la siguiente: 
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Eiernplo l. Considere el problema de transporte del ejemplo 1 

capítulo II. Procederemos a resolverlo usando este método. 

El arreglo de los coeficientes es corno sigue: 

µi 

0 
·--·· 

4 6 8 9 3 

CD--0 r---~--- ·--- --· ---
4 5 5 z 

---~ 
_B 0- ~-- -·0·· 0 z 

-- -
3 3 z 4 0 2 

¡o o o ·1 o 

Ciclo 1, soluci6n dual factible. 

con los renglones y columnas mostrando la soluci6n factible 

inicial para el dual obtenida en el paso l. Los círculos in

dican donde cij = µi + vj. 

Iteraci6n l. El tableau soluci6n.es construido con círculos en 

las mismas celdas correspondientes. Inicialmente ya que hay 

excedente en todos los renglones y columnas, el procedimiento 

de etiquetas es trivi&l y conduce a repetir la trayectoria. Es 

ta fase se comporta como una modificaci6n de la regla de la es

quina noroeste, restringida a las celdas admi~ibles. La solu

ci6n resultante de esta fase es la siguiente: 
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30 

so 

60 

10 so 20 80 20 

Ciclo l. Soluci6n primal factible. 

Para ejecutar el procedimiento de etiquetas los renglones con 
. 1 

oferta exc~dente primero se etiquetan. En este caso; los ren-

glones 1, 2 y 4 son etiquetados. La etiqu~ta e~ (s,c) donde 

s denota el nodo fuente y c es igual al excedente. Después 

las columnas 1, 2, ~ y S serán etiquetadas porque contienen 

círculos efi las celdas de los renglones etiquetados: 

(S,20) 

(s,30) 

(3,10) 

(S,30) 

(1,20) .(2,30) (4,30) (3,20) (4,30) 

@ 
() (s~ .• 

u o @ u o 
~o) ® -

10 so 20 80 20 

Ciclo 1, soluci6n primal factible 

30 

80 

10 

60 

El rengl6n ~ es etiquetado ¡'Porque contiene una celda con flujo 

positivo en la columna etiquetada. En este caso c = 10, ya .-

que. el flujo 10 es.menor que la etiqueta c de 30 en la tercer 
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columna. Finalmente la columna 4 es etiquetada porque tiene 

un círculo en.la celda del reng16n 3 •. Esta es una trayectoria 

porque la columna cuatro tiene un excedente. 

El flujo es ajustado siguiendo la ruta hacia atr~s: + 10 en 

la celda (3,4); -10 en (3,3), +10 en (4,3). La ruta termina. 

en el reng16n 4 ya que el "nodo fuente" es etiquetado. 

Después el tableau es ajustado y las etiquetas recalculadas. 

El resultado es: 

(1, 20) (2,~0) (4, 20) (4,20) 

(S,20) 30 

(S,~0) 8.0. 

@ 10 

(S,20) ® ® 60 

10 50 20 80 20 

Ciclo 1, soluci6n primal 6ptima. 

En este caso no hay trayectoria, así el flujo ~s máximo. De 

cualquier modo debe ser actualizado y empezar otro ciclo. El 

valor de h es 

para i 1,2,4, j = 4. El mínimo ocurre para i=4 y h=l. 
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Las variables duales son revisadas de acuerdo a (7). Los nue 

vos valores junto con los coeficientes de costo son: 

Iteraci6n Z: 

µi 

6 8 9 4 

4 5 s 3 

z z z 2 2 

3 3 3 

vj -1 -1 -1 1 -1 

Ciclci 2, soluci6n dual factible 

Note que hay menos celdas admisibles que en el caso qriginal. 

Sin embargo, todas las celdas usadas actualmente en el flujo 

50n aíin admisibles_·y una nueva celda admisible aparece en el 

lugar 4, 4. 

pn el siguiente paso el tableau soluci6n es modificado por 

los valores del flli.jo, pero actuÚizando los lugares de las . 

. celdas que correspon~e~ a los lugares admisibles. Entonces 

el flujo máximo se encuentra para este nuevo conjunto de cel

das admisibles: 
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(1,20). (2,30) 

(S,20) @ 
r--=,,--+---,,..,.---¡~~~ 

(S,30) o 50 

10 50 20 

10 

80 20 

···J ' ........ 
·~~··1 

30 

80 

10 

---- --- ---. - ----

Ciclo 2, soluci6n primal 6ptima 

. . 1 
Se etiquetan.ios renglones con excedente, en este caso son los 

renglones 1 y 2. Después las columnas l,·2 son etiquetadas 

porque contienen círculos en las celdas de los renglones etiqu! 

tados. ·Como ya no se pueden etiquetar mas renglones y columnas, 

el flujo es máximo. Entonces actualizamos el dual, para i=l,2 

y j = 3,4,5. El mínimo ocurre para.i = 2 y j = 4, h =l. 
. . . ' . 

Las 

variables duales son revisadas de acuer,do a· (7). Los. nuevos 

.valores junto co~ los coeficientes de costo son: 

Iteraci6n 3: 

CD· 4 6 

0 (i) 4 

2 2 2 

3 3 0 
-2 -2 -1 

B 

0 
(_3) 
(4) 

1 

9 

5 

2 

0 
-1 

µ. 
·1 

5 

4 
2 

3 

Ciclo ~~oluci6n dual factible, • 
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Note que hay una nueva celda ~dmisible que aparece en el lu

gar 2, 4. En el siguiente paso el tableau soluci6n es modi

ficado por los valores del flujo, pero actualizando los lug~ 

res de las celdas en circulo que corresponden a los lugares 

ad~iiibles. Entonces el flujo m5ximo se encuentra para ~~te 

nuevo conjunto de celdas admisibles: 

(l ,20) 

-~§f 
-

(s, ZO) 30 

-o- so '·ªº. 
·lO 

,6,0 ·. 

10 so 20 80 zo 

Ciclo ~. soluci6n primal 6ptima. 

Se et~quetan los rengl6nes co~ excedente, en este caso solo 

es el rengl~n l. La columna 1 es etiquetada porque contiene 

un círculo en la celda del rengl6.n etiquetado •. Ya no se PU.!:, 

den etiquetar renglones y columnas, por tanto el flujo es 

m~ximo. Entonces adualiz.amos el dual para i=l y j=Z,~,4,S. 

El mínimo ocurre para i=l y·j=Z, h=l. Las ·variables du~les 

son revisadas de acuerdo a (7). Los nuevos valores junto 

con los coeficientes de costo son: 

Iteraci6n 4. 
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µ. 
·l 

6 8 9 6 

4 s 4 

2 2 2 2 

3 3 _0 3 

v. -3 -2 -1 1 -1 
J ----- -----

Ciclo 4, soluci6n dual factible 

Note que hay una nueva celda admisib~e que aparece en el lu

gar 1,2. En el siguiente p~so el tableau soluci.6n lo modifi" 

camos por los valores del flujo, pero actualizando los luga

res de las celda~ en círculo que corresponden a ·los lugares 

admisibles. Entonces el flujo máximo se encuentra para este 

nuevo conjunto de celdas admisibles: 

@ ~?) 30 

~~ ~~ 80 

(íó) 10 

@ @ @ 60 

10 so. 20 80 20 

Ciclo 4, soluci6n primal 6ptima 

Como el flujo m~ximo no tiene excedentes, entonces la soluci6n 

que se tiene es factible para el problema origi~al y por tanto 

es 6ptima. La soluci6n 6ptima. es: xn=lO, X¡z=20, xzz=~o. Xz4=SO, 

x34•10, •x43=20, x44=20, x45=20 y las XifO restantes, x0=610. 
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3.2 EL PROBLEMA DE ASIGNACION. 

Considere el problema de asignaci6n en la forma: 

n n 
min Í Í c .. x .. 

j=l i=l lJ lJ 

s.a 
n 
>: x .. = 1 

j =l lJ 

n 
l x .... 1 

i•l lJ 

> o 

para i=l, ..• ,n 

para j=l, ••• ,n 

parí! i,jal,, .. ,n 

(8) 

Se requiere que cada una de las variables tome el valor de O 

6 1, en otro caso la soluci6n no tiene sentido ya qu~ no es 

posible hacer asignaciones fraccionarias. El correspondiente 

problema dual es: 

max 

s.a 

n r µ. + 
i=1' 1 

n 
l v. 

j =1 J 

~i y vj no restringidas 

(9) 
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El problema d~. asignaci6n es un caso especial del problema de 

transporte y su estructura permite una mayor eficiencia en la 

aplicaci6n del algoritmo primal-dual. El procedimiento puede 

ser llevado a un arreglo y el proceso de etiquetas se simpli· 

fica. El resultado es el método húngaro, el cual fué la pri

mera forma del algoritmo piimal-dual . 

.. . 
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ALGORITMO PRIMAL-DUAL. 

Prop6sito: Resolver el problema de asignaci6n . 

. Descripci6n 

Paso l. Inicializaci6n. Primero del arreglo de coeficientes 

de costos encontrar una soluci~n dual factiblh. Se encuen-· 

tran las µi coma µi = min cij para el i-6simo rengl6n, enton-

ces los 

Después 

coeficientes de costo estan modificados por cij ~ µi. 

los v. ~ min(c.J.-µ.) para la j-ésima columna, enton-J 1 l . 

ces los coeficientes del arreglo estAn formad¿s por c .. -µ. -v .• 
. . lJ l J 

Los coeficientes con cero representan las celdas admisibles. 

Así el problema original es transformado en uno equivalente, 

fácil de'~esolver. Restando una consta~ie de al~6n rengl~n o 

columna de la matriz de coeficientes no cambia la.soluci6n 62 

tima porque cualquier 
0

soluci6n debe tener x.: • i en tal ren- · lJ 
gl6n o columna. 

Paso 2. Encontrar el' flujo mhimo. El flujo mhimo es asig

nado a los coeficientes con cero que representan las celdas 

admisibles. El flujo se encuentra por el procedimiento de e

tiquetas; en este.caso la etiqueta solo necesita el índice 

apropiado del rengl6n o columna, la capacidad de la etiqueta 

no se requiere ya que siempre es igual a la unidad. 
.. 
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a). Etiquetar todos los renglones donde no:hay celda asigna

da. Si el rengl6n i es tal rengl6n, ponga s. 

b). En cada rengl6n etiquetado i vea los coeficientes con va 

lor cero( es decir, las celdas admisibles). Si ocurre en la 

columna j, etiquete la columna j por i. Si una columna con 

excedente es etiquetada (es decir, una columnn sin celda es 

etiquetada), ir~ (e). 

c). En cada columna etiquetada j ver los coeficientes asign! 

dos para los 

rengl6n i no 

cuales x .. ~ l. Si tal celda se encuentra y el lJ 
ha sido etiquetado; etiquételo con j. 

\ 

d). Repita el paso (b) y (c) hasta encontrar· la trayectoria 

(es decir, que pueda etiquetar una columna sin celda asignada) 

o no es posible etiquetar mas renglones o columnas. En el pri 

mer caso ir a (e). En el segundo pare, el flujo es m'ximo. 

e). Suponga que la trayectoria ocurre en la columna k. En

tonces modifique el flujo. Si la etiqueta en el rengl6n µ es 

j, contin6e hacia atr's a través ~e la cadena, incrementando 

y decrementando alte~nativamente los flu1os, hasta que un ren

gi~n alcance la etiqueta s del nodo fu?nte. Quite todas las 

eti~uetas, y regrese al paso (a). 

Paso 3. Las variables duales actualizadas. Si el flujo m'xi
.11:. 

mo encontrado no tiene excedentes, es decir, se completa una • 

asignaci6n, entonces la soluci6n es factible para el problema 
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original y por tanto es 6ptima. La soluci6n 6ptima es aquella 

en que xij • 1 si la celda (i,j) es asignada y xij = O para 

las celdas rcsta~tes. Si por el contrario hay excedente, es 

decir, no se completa una asignaci6n, las variables duales 

son actualizadas. Hacemos una b~squeda sobre todas las cel-

das correspondientes a los renglones etiquetados y columnas 

no etiquetadas para el valor mínimo de e .. - µ. - v. en el 
lJ l J 

arreglo. Entont~s actualizamos los'coeficientes de costo ~el 

arreglo. restando este valor de todos los renglones etiq'ueta-
1 . •, 

dos y sumando este valor a las columnas etiquetadas, borre 

las etiquetas y regrese al paso Z. 
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Ejemplo 2. Considere el problema de asignaci6n con los si

guientes coeficientes <le costo: 

12 7 6 s· 10 
---

8 5 9 6 8 

6 13 9 6 10 
-- ~·--

10 5 8 9 12 
·-

11 12 5 6 3 
-

Las variables duales iniciales se encuentran por el pr.ocedi

miento descrito anterionnente. Primero las µi se encuentran 

por µ
1
. = min e. . en el í- és imo rengl 6n. Entonces los coefi-

lJ 

cientes de costo del arreglo están modificados por cij-µi' 

los cuales son: 

Iteraci6n 1 

7 2 1 o 5 

3 o 4 1 3 

d 7 3 o 4 

5 o 3 4 7 
-

8 9 2 3 o 

Después lbs v. se encuentran de este nuevo arreglo por A 
. J 

v. = min(c .. -µ.) de la j-ésima columna. Entonces los coefi-
J• 1J 1 

cientes del ar. reglo están formados por c .. - µ. - vJ .• 
. lJ 1 
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Los cuales son: 

7 2 ·º o s 

3 o 3 1 3 

o 7 2 o 4 
. ,_____ 

5 o 2 4 7 
- -- ,..---.-

8 9 1 3 o 

N9 es necesario recordar los valores de lasµ; y v .• Solamen 
1 J 

te los coeficientes de costo son necesarios. Los coeficie~-

te~ con cero representan las celdas admisibles. 

Una interpretaci6n ~til de este procedimiento de inicializa: 

ci6n es que el problema original es transformado en uno equi

valente más fácil de resolver. Restando una constante de al-

g~n rengl~n o columna de la matriz de coeficientes no cambia 

la soluci~n ~ptima porque cualquier so~uci6n ~ebe tener x1j•i : 

en tai reng16n o columna. Así la funci6n·objetivo se decre

mentar~. (por el valor restad~), pero la soluci6n no cambiará. 

En términos del nuevo, arreglo, es claro que podríamos hacer 

asignaciones en las posiciones que tienen valor cero. Si des 

pu~s de este procedimient9 de sustracci6n una.asignaci~n co.m

pleta se puede hacer sobre los elementos cero, tal asigna

ci6n podría ser 6ptima. 
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El siguiente paso del procedimiento es maximizar el flujo u

sando el métod.o de etiquetas. En este caso la etiqueta solo 
, 

necesita el Índice apropiado del rengl6n o columna, la capa-· 

cidad á~ la etiqueta po se requiere ya que siempre es igual 

a la unidad. El resultado de maximizar el flujo es el si~:. 

guiente indicando con un cuadro los lugares asignados: 

4 -
7 2 m o 5 

-
2 3 m 3 1 3 

@] 7 2 o 4 

5 5 o 2 4 7 

8 9 1 3 @] •. 

La soluci6n obtenida no completá una asignaci6n, así las va

riables duales· (o equivalentemerite el arreglo de costo.modi

ficado) debe ser actualizado. Hacemos esta b4squeda sobte 

todas las celdas cor.respondientes a los renglones etiqueta

dos y columnas no·etiquetadas ~ara el valor m~ni~o de cij--

µ. - v. en el arreglo. 
1 J 

En este caso.el valor míaimo es uno. 

Entonce~ actualizarnos los coeficientes de costo del arreglo 

restando este valor de todos los renglones etiquetados y su

mando este valor a las columnas etiquetadas.· El resultado 

es el siguiente: 

Iteraci6n 2: 
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4 z· 

7 3 [Q] o s 
2 []] 2 o 2 

@] 
. 

8 2 o 4 

s 4 . o 1 3 6 

8 10 1 3 []] 

La rutina de'fl~jo m'ximo es iniciada sobre el nuevo arreglo, 

·el cual etiquetamos. La trayectoria ocurre en la columna 4. 

L~ nueva asignaci6n ~e encuentra hacia atr&s, es la siguient~ • 

7 3 m o s 
2 o 2 IT1 2 

m 8 2 o 4 

.4. @] 1 3 6 

s·· 10 1 3 (Q] 

Es una asignaci~n completa y por tanto ~ptima. La soluci6n 

optima es: x13 = x24 x31 

tantes. x0 = 26. 

42' = x55 = 1 y las xij O res-

.· 
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3.3 EL PROBLEMA DE RUTA MAS CORJA. 

Considere el problema de ruta más corta en la forma: 

min 

s.a 

m m 
l l c .. x .. 

i=l j=l lJ lJ 

m 
l X •. ~ E xki 

j ';l lJ 

x .. >!o 
. lJ -

¡ 1 si i 1 

= o si i t 1 6 m 

-1 si i =".m 

i,j 1, ... ,m 

(1.0) 

El problema de la ruta m's corta es un problema de 'flujo con 

costo mínimo en una red. El correspondiente problema dual 

es: 

s.a i,j=l, ... ,m (11) 

no restringida i,jal, ••• ,m 

Es conveniente hacer l~ sustituci6n w~ =-w¡, ya que en la 

soluci6n 6ptima w~ -'wi es la distancia mas corta del nodo 

uno al nodo i. Por lo tanto se puede obtener la distancia 

mas corta del nodo uno a todos los nodos de la red. 

Para utilizar el método primal-dual ai' problema de la ruta 

más corta, planteamos como sigue el problema: ·.1:. 
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min ctf 

s.a Af • ( 

1 si i .. 1 

o si i + 1 6 m 

(12) 

f ~ o 

donde A es una m~trii de incidencia nodos-arcos para una 

gr6fica dirigida con m nodos y n arcos, en donde el rengl6n 

correspondiente al nodo final m ha sido eliminado, f ~an· 

componentes O 6 1 y e es el vector de costos. Su corres

pondiente problema dual es:. 

max ;\l 

s.a ;i. i - ;i.j < c ij 

(13) 
;\i no restringida Vi 

;\m se fija a ;\m = O debido a· que se ami te su rengl6n. Y de 

acuérdo al procedim1ento definido; el conjunto de arcos ad

misibles es definido por: 

P = {arcos (i,j) 

El problema primal restringido es: 
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mi11 lty 

s.a Af + y a { : 

f > o 

y > o 

i = 1 

" .• ;..,i,,;J 
.... ""...., 

(14) . 

d,onde l = (l, l, .•. , l) vector con m-1 conponentes ,• Finalmen 

te el dual del primal.r~stringido es: 

max µl 

s.a \Ji - µ. < 
l -

o para todos los arcos (i.,j) cP 

·_(15) 
µ. < 

l - 1 

no restringida 

Se propone iterar sobre el problema primal restringido con 

el objeto de ir mejorarido la soluci6n, pero en este caso la 

soluci6~ del problem~ dual restringido es m&s facil debido 

a lo siguiente: 

1 para los nodos alcanzab~es con tr•yectorias desde 
el nodo fuente usando arcos de P (por l.a propaga
ci6n de µ1=1 con arcos en P) 

O para los nodos desde ·1os cuales el.nodo final es 
alcanzable usando los arcos de P (por la propaga-
ci6n de µ e O con arcos en P) · .., 

1 

m 

para los otros nodos (µ 1.~ µ. <O) 
J -
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Podemos entonces caicular: 

E: = o min {cij - (>.i - >.j) 1 µi - µj >O} 

arcos (i, j )f P 

actuali~ando µ y P, resolver el problema dual restringido. 

Si tenemos una trayectoria del nodo fuente al nodo final 

(es decir de 1 a m) usando los arcos en P, )Jl = o entonces 

tenemos el 6ptinÍo. ya que. el mínimo es igual al máximo igual 

a cero
1
. ·Alguna t rayec to'r ia del nodo fuente al nodo final 

usa~do solo los arcos en P es 6ptima. Así el algoritmo 

primal-dual simplifica el problema de ruta.más cort~. 

·, 

.. 



.... 
1 

... 
' ; -

- 14 2 -

ALGORITMO·. PRIMAL- Dl!AL 

Prop6sito: Resolver el problema de ruta más corta cuando 

se tiene una soluci6n dual factible. 

Descripci6n 

~· IniciaÚzaci6n. Dadas las soluciones iniciales 

faciibles 10 • (O,O, ... ,O) para el problema dual (13~ y 

11 0 • (1,1, ... ,1) para el problema dual restringido (15), 

?1 • o y. p. <•l· 

~· Calcular: 

Ea • min {cij - p,i - lj) 1 µi - ~j > O} 

(i,j)tP. · 

Pasci 3~ Calcular: 1 • i 0 + c 0 ~ 0 y hacer u1 = O ~ara· la 

~i que determina c0. 

~· Si t O 1 . 1 2 ~i para n guna 1, regresar a paso .• En 

caso contrario P • {conjunto de arcos considerados en tra 

yectoria más corto del nodo 1 al m} . 

.·. J ,. .. :"' .. : ... 
.. ~.- .. ' 

~'f 

... 
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~j_emplo 3. Considere la red: 

3 

1 

con la capacidad máxima indi'é:ada sobre los arcos • 

. Iteraci6n 1: Como los costos son no-negativos, podemos em-

pezar con }. (O,O,O,O,O) 

DUAL 

o 

p = {lj>} 

. . 
}.O = (O,O,O,O,O) soluci6n 

inicial factible. 

DUAL RESTRINGIDO 

iCD 

@ 
1 

µ0 = (1,1,1,1,1) soluci6n 

iilicial .factible µi-µj ~O ·.16. 

para los arcos (4,6): 2-(0-0) = 2 
(S,6): S·(0-0) = S 

.. c0 m 2 por el arco (4,6) 
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lteraci6n 2: 

2 2 1 
@ 

O (propagación 

·~·¡·O) 

1 

1 

CD 
{(4,6)} 0 © 

;i. ... ;i.0 + &0µ0 

• (O,O,O,O,O) + 2(1,1,1,1;1) 

• (2,2,2,2,2) 

Iteraci6n 3: 

4 2 

4· 

1 o 

µ0 • (1,1,1,0,1) 

para los arcos (5,4): 2-(2-2) 0 2 

(2,4): 3-(2-2)•3 

•• E0 ~ 2 por el ar~o. (5,4). 

1 

©----.,. 
1 

© 
P={ (4, 6), (5,4)} 

G}-----
1 o 

A • Aº :1- Eºµº µ
0 

D (1,1,1,0,0) 

• (2,2,2,2,2) + 2(1,1,1,0,l) para los arcos (2,4): 3-(4-2)•1 

• (4,4,4,2,4) (3,5): 1-(4-4)•1 

··· ~0=1 para los arcos (2,4)y.(3,_5) 



- 14 5 

Iteraci6n 4: 

o o 

1 

[l 
' --~s 't>-~. 

' . . ' ... o 
p•{ (4,6)' (5, 4)' (2 ,4)' (3 ,5) 

>.·.>.o+ e:oµo 

• (4,4,4,2,4) + 1(1,1,1,0,0) 

µo a (l,0,0,0,0) 
1 

para los arcos(l,2)i2-(S-5) • 2 

(5,5,5,2,4) (1,3):1-(5-5) • 1 

•• e:0 • 1 para el arco (1,3) 

Iteraci6n 5: 

5 4 

p•{ (4, 6) 1 (5, '•). (2, 4). (3,5). (1,3)} 

~. ).º+e:ºµº . l!ri • (0,0,0,0,0) 

• (5,5,5,2,4) + 1(1,0,0,0,0) 

• (6,5,5,2,4) 
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Finalmente después de cinco iteraciones del método primal

dual alcanzamos el 6ptimo para ~ = (6,S,S,Z,4) y el corres

pondiente conjunto P, e.l cual contiene la trayectoria 6pti-.. 
ma. Cualquier trayectoria del nodo fuente al final en el 

conjunto de· arcos admisibles final satisface la holgura com

plementaria y por tanto es 6ptima, en este caso la trayecto

ria es (1,3), (~,S), (S,4), (4,6) con costo igual a seis. 

El ejemplo anterior per~ite visualizar el algoritmo, par-

l ti~ndo directamente del procedimiento primal-dual, el cual 

en primera instancia serla para.e .. >O. . . lJ ' 

E.1. algoritmo de D.ijkstra es una aplicaci6n eficiente del ·al

goritmó primal-dual para ruta más corta. Se supone que· los 

costos en los arcos son no-negativos. Este método se basa 

en la asignaci6n ·de etiquetas "permanentes" a los nodos· pa

ra los cuales _ya se conocen las longitudes de las rutas más 

·cortas del nodo fuente a ellos. Sea S este conjunto de no

dos permanentes-. Las etiquetas de los nodos de S represen

tan precisamente las longitudes de las rutas más cortas bus

cadas. Los nodos restantes se etiquetan "temporalmente" con 

una cota superior de ·1a longitud más corta del nodo fuente 

al nodo etiquetado. En la primera iteraci6n el conjunto S 

contendrá 6nicamente el nodo fuente, es decir, el nodo uno 

estará etiquetado permanentemente. Las etiquetas tem'porales 
,,,,. 

se mejoran continuamente y en cada iteraci6n se agrega exac-. 

tamente un nodo i a s; este nodo es aqu~l tal que la longitud 
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desde el nodo fuente es la más corta posible. 

Puesto que todos los arcos tienen costos no-negativos, siem 

pre puede encontrarse una ruta más corta del nodo fuente al 

nodo i que pase s6lo por nodos de S; en este caso la etiqu! 

ta i representa la longitud de la ruta más corta correspon

diente. Una vez que todos los nodos estén en S, las etiqu! 

tas de todos los nodos ser6n las correspondientes a las lo~ 

gitudes más cortas desde el nodo fuente y por lo tantos~. 

habrá encontrado la soluci6n d~seada. En el caso en que se 

desee s6lo la ruta más .corta entre dos nodos especif~cos, 

se obtendrá la soluci6n cuando se etiquete "permanentemente" 

el nodo final del camino buscado . 

. ' 

"'\.,\ 
.. ;," 
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ALGORITMO DE DIJKSTRA. 

Prop6sitq: Obtener la trayectoria de la ruta más corta en 

una red con costos no negativos en los arcos. 

Descripci6n 

~· Inicializaci6n de etiquetas. Sea d(i) una etique

ta asociada al nodo i para todo i. Sea d(l) = O (nodo f~e~ 

te) y márquese ésta etiqueta como permanente. Sea d(i) = • 
1 . 

para i = 2, •.. ,m y considérense estas etiquetas como temp~ 

rales. Sea a(i) una etiqueta.asociada al nodo i para i f 1 

(nodo fuente) y sea d(i,j) la longitud.del arco i,j. Sea 

k " 1 .. (nodo fuente). 

Paso·Z. Actualizaci6n de etiquetis. Para.toda i~r que ten 

ga etiqueta temporal, actualizar etiquetas' de acuerdo a: 

d(i) = min{d(i), d(k) + d(k+i)} 

si d(i) se modific6, hacer a(i) =p. Sea i* tal que 

d(i*) = mii {d(i) 1 ,d(i) es temporal}. Si d(i*) = •, ter-

minar. En este caso no existe trayectoria alguna. En otro 

caso ir al paso 3. 

Paso 3. Etiquetaci6n permanente. Marcar la etiqueta d(i*) 

como permanente. Sea k = i*. 
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~· (i) Si s6lo se desea la ruta del nodo fuente al 

nodo final: Si k ª m, terminar; d(k) es la longitud del 

camino más corto. Si k t m, ir al paso 2. (ii) Si se ~e

sea la trayectoria: Si todos los nodos tienen etiquetas 

permanentes, terminar¡ ésta es la longitud del camino de· 

seado y el conjunto de arcos (n(i),i) forman la trayecto

ria de caminos más cortos. En otro caso ir al paso 2. 

Observe que el algoritmo termina en un número finito de·i

·teraciones, ya sea en el paso 2 6 en el paso 4, puesto qu~ 

el número de nodos es finito. Se justificará la optimali

dad del algoritmo. 

Note que si el algoritmo termina en el paso 4, la gráfica g~ 

nerada tendrá n-1 arcos y el nodo fuente como r~íz; por esta 

raz6n, dicha gráfica es una trayectoria. Por otro lado, se 

tiene que, por construcci6n,· d(i) es la longitud del único 

camino del nodo fuente a i en esta trayectoria. Ahora se pr~ 

bará que la trayecioria generada es de ruta más corta. Para 

ello se demostrará, por inducci6n sobre el número de iter~

ciones, que las etiq'Uetas permanentes de los nodos son las lon 

gitudes de las rutas más cortas del nodo fuente a i, para to

da i. Esto es claro en la . primera iteraci6p. Sup~ngase que 

también es válido en la k-ésima iteraci6n. Sean S el conjunto 

de nodos con etiquetas permanentes y ~ el conjunto de nodos 

con etiquetas temporales en la iteraci6n k. 

Al final del ~aso 2 de la iteraci6n k + 1 la· 
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etiqueta temporal d(i), para ieS, es la longitud.de una ruta 

m's corta del nodo fuente a i que contiene solamente nodos 

de S. 

En efecto, en cada iteraci6n, s61o se etiqueta permanente

mente un nodo, por lo tanto, s6lo es necesaria la compara

ci6n efectuada en el paso 2. En particular, 6sto sucede pa

ra i* (nodo con la mínima etiqueta temporal). Sup6ngase aho 

ra.que la ruta má~ corta de la raíz (nodo fuente) a 1* no 
1 

contiene s6lo nodos de S. Sea j al primer nodo, en el cami-

no más corto del nodo fuente a 1*, que no esd en S. Puesto 

que los co~tos de ·1os.arcos son no negativos~ entonces la 

. longitud de la porci6n del camino del nodo fuente a 1 *, que 

une a j coh i *, es no .nt3gativa. Sea D esta longitud. Note 

que la porci6n del camino del nodo fuente a i*, que une al 

nodo fuente con j, es un camino que contiene s6lamente nodos 

d~ S. Pero d(j) es ~a longitud d~ una ruta' más corta que 

contiene todos sus nodos en S, 'luego: 

d(j). + D < d(i*). 

·lo que lmpl ica: 

d(j) < d(i*) - D <·d(i*),-

lo cual constituye una contradicci6n.puesto que d(i*) es el 

mínimo de las etiqueta~ temporales. Luego se concluye que 

la ruta más corta del nodo fuente a 1* contiene s6lo nodos 
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de S, y por lo tanto, d(i*) es su longitud. Por lo tanto, 

la etiqueta permanente de i es igual a la longitud de la ru 

ta más corta del nodo fuente a i en la iteraci6n k+l. 

Finalmente observe que si d(i*) ·,. m (paso 2) en alguna ite 

raci6n, entonces existe algún nodo (i* y todos los que ten

gan etiqueta temporal) para el cual no existe ruta alguna . 
desde el nodo fl!ente; puede entonces concluirse que el pro-

blema no tiene soluci6n puesto que en este caso el nodo 

fuente no es raíz de la red. 

Ejem~. Considere la red: 

2 

1 

:z 

con la capacidad máxima sobre los.arcos. Determinaremos la 

trayectoria de ruta mas corta usando el algoritmo de Dijkstrn,;-= 
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Iteraci6n 1: d(l) • O, etiqueta permanente; d(i) = m para 

i = Z, ... ,8, etiquetas temporales. K =l. 

Actualizaci6~ de etiquetas: r(k) = {Z,~,4) 

d(2) 

d(3) 

" min 

= min 

{m,l} 1 

{m,l} " 1 

a(2) = 1 

a(3) 1 

d(4) = min {w,~} 3 a ( 4) 1 

De donde i*•2 puesto que es el nqdo con mínima etiqueta · 

temporal (los empates se rompen arbVrariamente). Se marca 

d(Z) como permanente; k = 2 (k f m = 8) 

[ i 1 [m) 

2 

z 

[ j 1 
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Iteraci6n 2: Actualizaci6n de etiquetas, r(k) m {S} 
1 

d(S) • min {•,3} • 3 a(5) • Z 

donde i~ • 3 nodo con mínima etiqueta temporal. Se marca 

d(3) como permanente. K = 3 (k t m = 8) 

'¡ 
2 

Iteraci6n 3: Actualizaci6n de etiquetas r(k) {6} 

d(6) • min {•,2} = 2 a(6) " ~ 

donde i* • 6 nodo con mínima etiqueta temporal. Se marca 

d(6) como permanente. K = 6 (k t m = B) 
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. 2 

l .. i" 
1 

,\ 

2 

[ca] 

·. 

[c:o] 

Iteraci6n 4: Actualizaci6n de etiquetas r(k) • {7,8} 

d(7) = min {m,3} = 3 a(7) 6 

d(8) = rnin {w,5} 5 a(8) 6 

. donde i* ~ 4. se· marca d(4) como permanente. K = 4 

(k + m = 8) 

1 

z 

2 

["'] 
?. 

Cjl 

["'] 
5 
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Iteraci6n 5: Actualizaci6n de etiquetas r(k) = {7} 

d(7) = min {3,5} • 3 a(7) no sa modifica 

donde • "' 5. Se marca d(5) como permanente. K = 5 

(K t n " 8) 

2 

1 

[QJ 

2 

\ 

Itera2i6n 6: Actualizaci6n de etiquetas r(k) = {8} 

d(8) = {5,4} = 4 a(8) ". 5 . 

donde~· = 7. Se mar1::a d(7) como permanente: K "' 7 

(k + m = 8) 

2 

co 

[_!] co 
1 [5] 

4 

2 

co co 

U.1 U.l 

... 
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Iteraci6n 7: Actualizaci6n de etiquetas 

~ 
~ 

r(k) = {B} 

d(S) = {4,S} .. 5 a(S) no se modifica 

Todos los nodos tienen etiqueta permanente. ALTO. 

La trayectoria d~ ruta más corta de raíz en el nodo uno, 

estS formada por el conjunto de arcos (i,a(i)). Esta tra-

yectoria es·: 

RUTA MAS .CORTA ENTRE TODO PAR DE NODOS. 

Este procedimiento fué desarrollado por R.W. Floyd (1962) y 

es aplicable a redes que admiten cualquier ~osto en sus ar

cos. En el algoritmo de Floyd se supo~drS una numeraci6n 

de los nodos de la red 1, Z, ...• ~ y se utili~ar~ una matriz 

C, de nxn, para calcular las longitudes de las rutas m6s 
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cortas entre todo par de nodos; al terminar de aplic~r el 

algoritmo, la longitud de la ruta m6s corta entre los nodos 

i y j estará daªa por el elemento (i,j) de C. En la k-ési

ma iteraci6n se calcula la longitud de la ruta m6s corta, 

entre i y j, que puede admitir a los primeros k nodos, o al 

gunos de ellos, como nodos intermedios; este ndmero se alma 

cena en la entrada (i,j) de la matriz C. Al principio se 

asigna el costo del arco (i,j) al elemento (i,j) de la ma

triz Ci si i + j; si este arco no existe entonces se asigna 

~. Los valores de la diagonal serán cero. Con esto ~uddan 

calculadas las longitudes de ~a~ rutas m~s cortas entre to

do par de.nodos i y j, que no contengan ningún nodo como no 

do intermedio. Al principio de la k-ésima iteraci6n, la en 

trada_ (i,j) de C es igual a la longitu~ de la ruta más cor

ta, entr~ i ·y.j, que contiene a los primeros k~~ nodos, o 

alguno de ellos, como nodos intermedios, .entre i. Y k ·y k ·y 

j; de e~ta m~nera se obtiene la ruta más corta! entre i y j, 

que contiene a los primeros k nodos, o alguno de .e.llos, co"'. 

mo nodos intermedios. Procediendo de este. modo se. tendr~ 

que, al final de la n-ésima iteraci6n, la entrada' (i,j) de 

Ces la longitud de la ruta m~s corta, entre i y_j ,. que con 

tiene a los primei:os n nodos como nodos inte;medio·s o .al'gu-· 

nos de ellos¡ es decir, se habrá calculado la longitud de · 

la ruta m&s corta ~ntre i y j. 
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Debe observarse que si. al finalizar de aplicar el algorit-

mo. alguna entrada de e es igual a mt ésto querrá decir que 

no existe r~ta alguna entre los nodos correspondientes. 

Por otro lado si alg6n elemento de la diagonal de c. sup~n

gaie el (i,j). es menor que cero en alguna iteraci6n, se ha 

brá encontrado una ruta de i a i de longitud negativa (e.s 

deci~, un cirtuito negativo). Luego, en este caso, el pro

blema no tiene ioluci6n. Por ésto mencionado ~ltim~mente! 

este algoritmo será de gran utilidad en problemas de detec

ci6n de circuitos negativos. 
·:·". 
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ALGORITMO DE Fl.OYD. 

Prop6sito: Obtener las rutas más cortas entre todo par de 

nodos' en una red con n nodos. 

Descripci6n 

Paso 1. Co~str6yase la matriz C, de nxn, de elementos cij 

. ¡ o si. i = j 

c .. "' si (i,j)f A 
lJ 

d(i,j) si (i,j) EA 

donde A es el.conjunto de arcos de la red. H~gase k •O. 

Paso 2: Hacer k = k+J. Par" to<lo i f k tal que cij t 00 

y para todo j f k tal <l'' , í<.j f "'• hacer: 

Paso 3: (i) Si cii <O para alguna i, terminar. En este 

caso existe un circuito negativo que contiene 'al nodo i y 

por lo tanto no hay sol.uci6n . 

(ii) Si cii ~ O, para toda i, y k = n, terminar; 

c .. es la longitud del camino más corto de i aj .. 
lJ 

(iii) Si c .. > O, para toda i, y .k < n, ir al paso 2. 
ll -
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Para recuperar las rutas más cortas puede construirse una 

matriz A de dimensi6n nxn; el elemento a .. de esta matriz 
lj 

será el predecesor del nodo en la ruta de i a j encontr.!!_ 

da en cada iteraci6n~ Dada la definici6n de A, sus entra

das se inicializarán ªij • i, para todo par de nodos i,j. 

A será modificada en el paso 2 de la k-~sima itcraci6n de 

acuerdo con: 

El algoritmo de- Floyd termina en f·i<actamente n i ter_acion_es, 

donde n es el n<i1nero de nodos de ~a red, a menos que termi-

ne en el inci!:c (i,) del paso 3; en este Último caso, se 

terminarll en racnns de n iteracionHS. Se mostrará la opti.:. 

malidad por Íí:-~<ll cifon sobre el número de .iteraciones. 

Al principio de la iteraci6~ 1 (paso 1) la entrada (i,j) de 

la matriz representa la longitud de la ruta más corta, que 

no contiene ningún nodo intermedio, entre'los nodos i y j. 

Durante el paso 2 de esta iteraci6n se realiza una compar.!!_ 

ci6n entre dicha longitud (c .. ) y la de aquella -ruta for-
lJ 

mada por la uni6n de la ruta entre i ~ 1 y la ruta entre 

1 y j (cil + cij)~ de este modo se obtiene la longitud de 

la ruta más corta, entre los nodos i y j, que no contiene 

ning6n nodo intermedio o que contiene al nodo 1 como in-
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termedio. Sup6ngase que al fin~l de la iteraci6n k-1, cij 

representa la longitud de la ruta más corta, entre i y j, 

que contiene a los primeros k-1 nodos como nodos interme

dios, o a algunos de ellos. Durante el paso 2, de la ite

raci6n k, se realiza la comparaci6n entre esta Última lon

gitud (cij) y ·la de aquella ruta formada por la uni6n de 

las rutas m6s cortas, que admiten a los primeros k-1 nodos 

como nodos inter~edios, entre i y k y entre k y j (c.k+ck.); 
l ·J 

entonces, al final de la k-ésima iteraci6n, cij es igual a 

la longitud de la ruta más corta, entre i y j, que contie

ne a los primeros k nodos· como intermedios o. a algunos de 

ellos. 

De lo anterior se concluye que, al final de la iteraci6n n, 

c .. es la longitud de la ruta más corta entre los vértices 
l.J 

i y j ~ 

Ejemplo S. Considere la siguiente red: 
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con la capacidad m5xima sobro los arcos. Determinaremos 

las rutas más cortas ·entre todo par de nodos mediante el al 

goritmo de,Floyd. 

Iteraci6n 1: Las matrices e y A resultantes son: 

o 3 "' "' 2 1 1 1 1 1 1 

CD o -1 .. o 2 2 2 2 2 2 

.. 00 o -2 s 3 3 3 3 3, 3 
e = A" ... .. o ... 3 4 4 4 4 4 4 

1 .. 00 8 o co 5 5 s 5 5 s 

"' ... CD s o 6 6 6 6 6 6 

Se asigna: k = 1 y se actualizan las matrices C y A 

c52 = min {m, 1+3} = 4 1 

c
56 

= min {oo, 1+2} = 3 

·Estos son los unicos elementos que se modiÚcan pue?to que 

cil = ."'• para i = 2,~ 1 4,6 y cij =""para j = ~,4,S. 
~as matrices resultantes son: 

¡-o 3 CD .. 2 -1 1 1 1 1 

.. o -1 "' "' o 2 z z. 2 2 

"' .. o • Z CD s 3 3 3 3 ·3 
e A 

CD .. o 3 4 4 4 .4 4 

1 4 "' 8 o 3 5 1 s 5 5 

.. .. "' "' 5 o 6. 6 6 6 6 

1 

z 
3 

4 

1 

6 

• 
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puesto que k < n .. 6, c .. 
ll " o para todo i aún no se han ter 

m.inado de revisar lns rutas: 

Iteraci6n 2: Se asigna k = 2 y se actualiz:an los elementos 

1 
A 

C13 = min {"' 1 3-1} =2 ª13 8 23 
.. z 1 

C53 = min {"'. 4-1} =3 ª53 8 23 = 2 

cl6 = min {2, 3+0} =2 no se modifica. ª16 

CS6 = min {3, 4 +O} = 3 no se modifica ªs6 

Las matrices resultantes en esta iteraci6n son: 

-o 3 2 "' "' 2 -1 1 2 1 1 l 

"' o -1 "' "' o . 2 2 2 2 2 2 

"' "' o -2 .. s 3 3 3 3 3 3· J 

e A = 
en co "' o "' 3 4 4 4 4 4 4 

1 4 3 8 o 3 5 1 2 .s . 5 5 

"' "' "' "' 5 o 6 6 6 6 6 6 

puesto que k = z < n 6 y c.; .. o. para todo i, s·e rea-
ll 

liza otra iteraci6n. 

Iteraci6n 3: Se asigna k=~ y se actualizan los elementos 

C¡4 min {"'. Z-2} o ª14 = ª34 = 3 

c16 min {2, 2+5} z no se modifica ª16 

Cz4 min { 00 ,-1-2} =-3 ª24 ª34 3 
... 

·~ ' j . ' 
: ' 
' ·.;~·:., 
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Cz6 .. min {0,-1+5} .. o . no se modifica ªz6 

C54 .. min {8, 3-Z} = l. ªs4 = ª34 = 3 

c56 .. min {~ . 3+5} = 3 no se modifica ª56 

Las matrices resultantes de esta iteraci6n son: 

o 3 z o z 1 1 2 3 1 1 

"" o -1 -3 "" o. 2 2 2 3 z 2 

"" e "" o -2 .., ·. 5 
A .. 3 3 3 3 3 3 

.. "" "" o . "" 3 4 4. 4 4 4 4 

1 4 ·3 1 o .3 5 l· 2 3 5 l 

"" .. "" "" 5 o 6 6 6 6 6 6 

como k < n, a6n no se tiene la soluci6n., 

Iteraci6n 4: Se asigna k = 4 y .. se actuaHzan los elementos 

c16 = min {2, 0+3} = z no se modifica ªt6 

Cz6 min' {O,-~+~} o no se modifica ª26 

C36 = min { 5, - 9~~} 1 ª36 = ª46 = 4 

C56 min {3, 1+3} = 3 no se modifica ªs6 

en base a lo anterior se tienen las siguientes matrices: 
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o 3 z o .. z 1 1 2 3 1 1 

"' o -1 -3 "' o 2 .., 2 3 2 2 .. 
"" "' o -2 "" 1 3 3 3 3 3, 4 

e • A .. 

"" "' .. o "' 3 4 4 4 4 4 4 
. ¡ 

1 4 3 1 o 3 5 1 2 3 5 l' 

"' "' "" "' 5 o 6 6 6 6 6 6 

k < n, aún no se, determina la soluci6n. 

Iteraci6n 5: .se asigna k .. 5 y se actualiza los elementos 

c61 = min {"'' l+S} .. 6 ª61 = a = . 51 5 

c62 = min {"'. 4+5} 9 ª62 "' ª52 1 

. c63 "' min {"'. 3+5} = 8 . ª63 ª53 = 2 

c64 min {m, l+S} 6 ª64 ª54 = 3 

c66 = min (O, 3+5} ., o no se modifica ª66 

se tiene ent'o·nces, que las nuevas matrices son: 

o 3 2 o "' 2 1 1 2 3 1 1 

"' o -1 -~ "" o 2 2 2 3 2 2 

"' o -2 "' 1 3 3 3 3 3 4 
e = A 

"' "' o 3 4 4 4 4 4 4 

1 4 3 1 o 3 5 1 2 3 s 1 

6 9 8 6 5 o 5 1 2 3· 6 6 

..e: ,, 

k < n, entonces se realiza otra iteraci6n. 
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Iteraci6n 6. Se asigna k =· 6. Se actualizan los elementos: 

cll • mi.n {O, 6+Z) o no se modifica ª11 

C¡z .. min {3, 9+2) .. 3 no se modifica ª12 

C13 " min {2, 8 +2} " 2 no se modifica 3 13 

C¡4 = min {O, 6+2} o no se modifica ª14 

C15 " min. {co, S+Z} = 7 ª1s = 3 65 6 

Cz¡ " min {"", 6+0} 6 ª21 .. 3 61 " 5 
1 

Czz " min {O, 9+0} .. o no se modifica ª22 

C23 " min {-1,8+0} =·-1 no se modifica ª23 

Cz4 "' min {-~,6~0} = - 3 .no se modifica 3 24 

Cz5 = min {a>. S+O} = 5 ª2s 3 65 6 

c31 " min {"'' 6+1} 7 ª:n = ª61 
.. s 

C3z .. min {"', 9+1} 10 ª32 .. ª62 .. 1 

C33 min {O, 8+1} = o no se modifica 3 33 

C34 = min {-2,6+1} =-2 no se modifica 3 34 . 
C35 = min {"'. 5+1} 6 3 35 3 65 .. 6 

C4¡ = min { 00' 6+3} 9 ª41 3 61 s 

C4z = rnin {a>, 9+3} 12 3 42 ª62 1 

C43 = min { "'• 8+3} 11 3 43 ª63 .z 
....: 

C44 min {"', 5+3} 8 ª45 3 65 6 
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• min {l, 6+3} = l no se modifica a51 

C5.z • min {4, 9+3}.m 4 no se modifica ªsz 

c
53 

• min {~, 8+3} • 3 no se modifica a 53 

c54 • min {l, 6+3} = l no se modifica a54 

min {O, 5+3} o no se modifica a55 

De lo anteriormente calculado, se tiene las siguientes m~-

trices C Y. A: 

'C .. 

-o 3 2 o 7 z. 

6 o -1 -3 5 o 

7 10 o -z 6 1 

9 lZ 11 O 8 3 

1 4 3 1 o 3· 

6 9 8 6 5 o 

A = 

-1 1 z 3 6 1 

SZZ3'6.Z 

5 1 3 ·3 6 4 

5 1 2 4 6 4 

5 1 2 3 5 1 

5 1 2 3 6 6 

· .. 

Pu.esto que k • n • 6, la Última matriz es la matriz de lon

gitudes más cortas entre todo par de.nodos. 

Para recuperar las rotas se utiliza la matriz A. Por ejem

plo, la ruta de l a 1 se obtiene de la siguiente manera: el 

predecesor de l en la ruta 1 a l· es l; es decir se tiene la 

ruta vacía de longitud c~ro. La ruta entre los nodos 3 y 1 
. ' 

se obtiene del modo siguiente: el predecesor de l; en la ru 

ta de 3 a l es a31 = 5; el predecesor de 5 en la ruta de 3 

a ·s es ª:3s ,,; 6; el predecesor de 6 en la ruta de .3 a 6 es 

'JllJI. 
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a 36 • 4; el predecesor de 4 en la ruta de 3 a 4 es a34 = 3. 

Entonces la ruta entre los nodos ~ y 1 es 3,4,6,S,l de lon

gitud c 31 m 7. Para encontrar la ruta de 6 a S se tiene: 

el predecesor de S en la ruta de 6 a S es 6; entonces la ru 

ta más corta entre los nodos 6 Y.5 es 6, S d~ longitud 

c 65 = S. Análogamente se obtienen las demás rutas. 
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3.4 EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO. 

El problema de flujo máximo puede plantearse como un flujo 

del nodo fuente al nodo final de valor v definido•por: 

max V 

s.a 

( 
+v nodo fuente 

Af -v nodo final 
o otros 

(16) 
f < b 

f ~ o 

donde A es la matriz de incidencia nodos-arcos de una grá

fica dirigida, y f y b e IR.m son los vectores de flujo y c~ 

~acidad respectivamente, 

Reescribiremos el problema (16) usando el vector,denl1 de

finido por: 

i = 1 (nodo fuente) 
i = n (nodo final) 
Otro caso 

Entonces el problema de programaci6n lineal es: 
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max v 

Af + dv < O 

f < b (17) 

-f < o 

La reformulaci6n del 'problema anterior se parece al dual de 

un problema est,ndar de programaci6n lineal, la idea es en

contrar el dual del primal restringido directamente del dual 

(17) sin pasar por el primal restringido. De acuerdo al 

procedimiento definido para la ob~enci6n del dual restring!· 
" 

do se puede apreciar ciertas reglas que son: reemplazar el 

vecto'r del lado derecho por _Q, eliminar los renglones que" 

no estan en P, agregar las'restricciones f, v <l. Esto es, 

el dual restringido es: 

max v 

s.a Af + dv < o 'para todos los renglones 

f~ o para. renglones con f .. b en (17) 

-f ~ o para renglones donde f o· en Ú7) (18) 

f < 1 -
V < 1 

Este problema se puede interpretar como: encantrar una tra

yectoria. del nodo fuente al nodo final (para un flujo con 

valor l); que use los arcos en la siguiente forma: arcos 

saturados en direcci6n inversa¡ arcos con flujo cero en di

recci6n hacia adelante¡ y todos los otros arcos en cualquier 



.. ··~ •· .... 
- 171 -

, ..... ; .... 1 - .. ·... ••• .... ....... : ..... . 

dirección. 

El próximo paso en el algoritmo primal-dual es encontrar 

una trayectoria aumentada, que corresponde a aumentar un 

flujo f tan grande como sea posible; esto es, hasta atrave-
¡ 

.sar un arco en direcci6n inversa ~uedando si~ flujo (todo 

el flujo es cancelado) o hasta atravesar un arco en direc

ción hacia delantd saturado. 

Se. aprecia que la soluci6n al d.ual restringido, de acuerdo 

al procedimiento definido arriba; no requiere el uso del · 

simplex una vez encontrada la soiuci6n del du•~ re~tringido 

se procede a actualizar el dual (el cual corresponde direc· 

tamente al problema de flujo máximo) agregándole el flujo 

encontrado en la trayectoria aumentada. Y con los plantea

~ientos. 4el dual actualizado se procede a resolver nuevamen 

te el dual restringido hasta que no se puede definir una 

trayectoria aumentada del nodo fuente al nodo final'en cuyo 

caso el flujo ·definido en (17) es el flujo máximo. 

Este procedimiento $e ·establece en una forma ~ás eficiente 

con el algoritmo de Ford-Fulkerson que consiste en lo si

guiente: se inicia con ~ualquier flujo fac~ible. Primera

mente se etiqueta el nodo fuente con dos etiquetas [s,~J i~ 

dicando que en este nodo se dispone de cualquier cantidad 

de flujo. Después, si j es un nodo etiquetado y puede ~ 
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enviarse flujo de j a i, i recibe dos etiquetas [+j, f(i)], 

La primera etiqueta será de la forma +j si iEr+(j); es de

cir, si puede aumentarse el flujo a través del arco (j, i). 

Será de la forma -j si ier (j); es decir, si puede disminu

irse el flujo a través del arco (i,j). La segunda etiqueta 

es la cantidad de flujo que puede enviarse de j a i y se 

calculará por tanto como el mínimo entre f(j) y h, donde: 

{ •i.; - f ji si iET·+(j) 

h =· 1 

f .. si ür -(j) 
l) 

debe observarse que si h = O no puede enviarse flujo de j 

a i por lo cual no se etiquetar4 i con [±j, f(i)]. 

Este proceso de asignaci6n de etiquetas a nodos se repetirá 

mientras sea posible. Si el nodo final n recibe ~tiquet~s 

entonces, d¡ido el modo de etiquetar, existe una cadena au

mentante del nodo fuente al nodo final con capacidad incre

mental igual a f(n) y por tanto·s~ procederá a determinar 

ésta; con la ayuda ~e la primera etiqueta, y se actualizará 

el flujo a través de ella. Si, por el contrario, el nodo 

final n no recibe etiqueta alguna, entonces se habrá deter

minado el flujo máximo. 

Para justificar esto Último considérese el conjunto de ar

cos que tienen extremo inicial etiquetado y extremo final 
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no etiquetado; este conjunto forma una cortadura de capaci

dad igual al valor del Último flujo definido y por lo tan

to éste es máximo. En efecto, n6tese la similitud de este 

algoritmo con la demostraci6n del teorema flujo. máximo ~º! 
~ 

tadura mínima. Por esta raz6n, la justificaci6n de opt~m! 

lidad y convergencia del algoritmo está dada por dicho tea 

rema. Adem5s de la manera de etiquetar los nodos, el al

goritmo servir~ también en casos donde sea de interés de-. 

terminar la cortadura de capacidad mínima. 
1 . 

Es importarite observar que el algoritmo converge s6lo si 

las capacidades para el ·flujo en los arcos son enteras; sin 

embargo, en casos donde las capacidades sean racionales; 

pueden transformarse éstas en enteras, multiplicándolas po~ . .. 
la potencia de iO .adecuada. De este modo, el algoritmo pu~ 

de utilizarse ia~bién en estos casos. 
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ALGORITMO DE FORD Y FULKERSON. 

Prop6sito: Determinar el flujo máximo entre el nodo fuen

te y el nodo final en una red. 

Descripci6n 

Paso l. Iniciar cnn cualquier flujo factible f 

Paso Z. Etiquetar el nodo fuente con [s, oo] 

Paso 3. Elegir un nodo etiquetado y no examinado¡ sea j 

éste nodo y sean' (±k, f(j)] sus etiquetas. 

(i) A todo ier+(j) que no esté etiquetado y tal que 

f .. < q .. asignar la etiqueta [+j, f(i)], donde 
J 1 lJ . 

f(i) = min {f(j), qji - fji}. 

(ii) A todo id- (j) que no est~ etiquetado y tal que 

f .. >O asignar la etiqueta [-j, f(i)], donde 
lJ . 

f(i~ '"min {f(j), fij}. 

Se dice que el nodo j ha sido examinado. 

~· Repetir el paso 3 hasta que suceda (i) o (ii): 

(i) El nodo final n no tiene etiqueta y todos los nodos 

etiquetados han sido examinados. Terminar, ya que el flujo 

factible f es máximo. 

(ii). El nodo final n recibe etiqueta. Ir al paso 5. 

.1 

\. 
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Paso S. Sea x = n. 

(i) Si la etiqueta de 

fzx = fzx + f(n). 

(ii) Si la etiqueta de 

fxz f -xz f(n). 

175 
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x es de la forma [+z, f(x)] hacer 

x es de la forma [- z' f(x)) hacer 

Paso 6. Si z = s borrar todas las etiquetas y regresar al 

paso 2. Si z t s, hacer x = z y regresar al paso S. 
1 

Ejemplo S. Determínese el flujo m~ximo del nodo fuente 

al nodo final en la siguiente red mediante el algoritmo d~ 

Ford y Fulkerson. En ül'.imero asociado a cada arco represe~ 

ta su capacidad. 

Se aplicar~ el algoritmo utilizando inicialmente un flujo 

igual a cero a trav6s de todos los ateos de la red. 

·~·~.\ 
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Iteraci6n l. A continuaci6n se muestran las etiquetas asi& 

nadas a los nodos durante ésta iteraci6n. Los números aso-

ciados a cada arco son el flujo a través de él y su c~paci-

dad. 

. [ s,6}' [ +2, 2) 

Primeramente se etiquet6 el nodo 1 con [s,m], después se 

caicularon las otras etiquetas conforme a los pasos ~ y 4 

'del algoritmo. 

Se elige el nodo 1 puesto que ·está etiquetado pero no exami 

nado. Los sucesores i de 1 no etiquetados y tales qu~ 

f 11 < q11 son 2 y 3, por lo que: 
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z recibe etiqueta [+ s, 

3 rccil:ie etiqueta [+ s , 
min {.,.;, 

min Í"', 

Z)] 

6} J 

.~ .... 

Se elige el nodo 2 puesto que est~ etiquetado pero no ei<a-

minado. Los sucesores. i de z no etiquetados tales que 

fZi < q2i son 4 y S, por lo que: 

4 recibe etiqueta [+ 2. min { z, 3}] 

5 recibe etiqueta [+ 2, min {Z, Z}] 

El nodo Z ha sido examinado. ¿. 

Se elige el nodo 5. El sucesor i de .5 no etiquetado y tal 

que fsi < q5i es 6, de donde: 

Puesto que 

6 recibe etiqueta (+ S, Z] 

El nodo 5 ha ~ido examinado. 

el nodo n = 6 recibi6 etiqueta 

na aunientante· del nodo fuente al final, es 

existe una 

<lec ir del 

1 al 6. Se ·determinará ésta y se actualiza el flujo 

vés de ellá ·en los pasos.5 y 6 del algoritmo: 

X = 6, su etiqueta es [+S, ZJ, entonces fst 

X = 5, su etiqueta es [+2, 2), entonces f24 

X" 2, su etiqueta es [+s, 2), entonces fsl 

cade-

nodo 

a tra 

2 

2 

2 

Con este nuevo flujo de valor 2 se realiza otra iteraci6n. 
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Iteraci6n Z. Las etiquetas resultantes de esta iteraci6n 

se muestran en la siguiente red: 

[ +e,6) [ +J,4] 

. ' 

De· nuevo se etiquet6 el nodo fuente con [s' co], después: 

Se elige el nodo l. •El vecino i dtl 1 no etiquetado y tal 

que fli < qli es 3, de donde: 

3 recibe etiqueta [ + s' min { co' 6}] 

El nodo 1 ha sido examinado. 

Se elige el nodo 3. El único sucesor no etiquetado de 3 

es S y f 35 < q35 por lo que: 
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5 recibe etiqueta [+ ~. min {6, 4}) 

El nodo 3 ha sido examinado, 

Se elige el nodo S. El sucesor i no etiquetado de 5 tal 

que f 5i <·qsi es 4, de donde: 

de donde: 

4 recibe etiqueta [+ 5, min {4, 11] 

El predecesor de 5 no etiquetado es Z y f 25 > O 

2 recibe etiqueta [- 5, min {4, 2}] 

El nodo 5 ha sido examinado. 

Se elige el nodo 4 .. El sucesor no etiquetado de 4 ~s 6 y 

f 46 < q46 , de donde: 

6 recibe etiqueta [+ 4, min {l, 8}] 

El nodo 4 ha sido examinado. 

Puesto que 6 recibi6 etiqueta", 'existe una cadena aumentante 

·de 1 a 6 con capacidad increm.ental igual a l. Se determina 

ésta y se actualiza el flujo a través de ella: 

X = 6, su etiqueta es [+4, l], entonces f46 1 

X = 4, su etiqueta es [+5, 1), entonces f54 1 

X 7' s, su etiqueta es [+3, 4], entonces f35 1 

X = ~· su etiqueta es [+s, 6 ]_, entonces f13 1 

Con este nuevo flujo factible de valor 3 s·e realiza otra 

Heraci6n. 

..e; 
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Iteraci6n ~· De nuevo, las etiquetas asignadas se muestran 

en la siguiente red: 

[+s,5] { +3,3) 

De nuevo, se etiquetó el nodo 1 con {s, ·~1. Luego: 

Se elige el nodo l. El sucesor de 1 no etiquetado es 3 y 

f 13 < q13 , entonces: 

3 recibe etiqueta [+. s, min {~, 6-1}] 

El nodo 1 ha sido examinado. 

Se elige el nodo 3. El sucesor no etiquetado de 3 es 5 y 



- 1 B l -

S rNjbe c1i< 1ultn !<'., L,in 15, -1-1)) 

El nodo 3 ha sido examinndo. 

Se elige el nodo S. El predecesor no etiquetado de 5 es 2 

y f 25 > o, luego: 

2 recibe etiqueta [- S, min {3, 2}] 

El nodo S ha. sido examinado. 

Se elige el nodo 2. El sucesor no etiquetado de 2 es 4 y 

fi 4 < q24 , po~ tanto: 

4 recibe etiqueta [+ 2, min {2, 3}] 

El nodo 2 ha sido e~aminado. 

Se el~ge el nodo -4, El .sucesor no etiquetado de 4 es 6 y 

f 46 < q46 , por tanto: 

6 recibe etiqueta [+ 4, min 2, 8-1 ) 

El nodo 4 ha sido examinado. 

El nodo 6 recibi6 etiqueta por lo cual existe una cadena.au 

mentante de capacidad incremental 2. Se determina 6sta y 

se actualiza el flujo: 
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X ; 
6' .su C'tiqueta l~ s ¡ ... 1, e l , t'TltC•TJ(('S f .16 " .¡ 2 3 

" 4' su e· t i i¡u r t a t' ~ I•' .. , 
i. 1, t ( _. ¡i, (' .~ 124 X - 1 - J ' 

X " 2' su et 1 quct a es [ - 5 1 2), ent oncc·s f25 2 - 2 o 

X = 5, su etiqueta es [ -t3, 3), entonces f35 " 1 + 2 3 

X = 3, su etiqueta es [+s, 5 J. entonces f13 = l + 2 = 3 

con este nuevo flujo factible de valor 5 se realiza otra 

iteraci6n: 

Iteraci6n 4. Las etiquetas asignadas se muestran a conti

nuaci6n·: 

(0,2) 

(3,6) 

~~~(3,~4~)~--~ 
¡ +s,3] [ +2,1] 
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qli es 3 . por tanto: 

3 recibe etiqueta [ts, min {~, 6-3)]. 

El nodo 1 ha sido examinado. 

Se elige el nodo 3. El sucesor no etiquetado de 3 es 5 y 

! 35 < q35 , de donde: 

5 recibe etiqueta {+2, min {3, 4-3)] 

El nodo 3 ha sido examinado. 

Se' elige el nodo S. Ningún vecino de 5 puede recibir eti

queta. 

Todos los nodos ~tiquetados han sido examinados y 6 no re

cibi6 etiqueta. Por tanto, el último flujo es m'ximo. 

Por otro lado, el conjunto de nodos etiquetados es {l,~ 1 5); 

por lo tanto, la cortadura mínima es {(1,2), (5,4), (5,6)). 

Obsérvese que su capacidad es 2 + 1 + 2 = 5 que es igual al 

valor del flujo m&xirno. 



CAPlTULO IV 

ANALISIS DE PROBLEMAS.DE REDES : METODOS~PRIMALES DUALES 11 

En este capítulo se contin4a con la especializaci6n del mé

todo primal-dual a problemas de redes de flujo. El proble

ma que se analiza es el denominado problema de redes de fl~ 

jo a costo mínimo. Dicho problema es una generalizaci6n de 

todos los problemas estudiados en el capítulo anterior y· 

los métodos desarrollados en el presente capítulo son apli

cables. Sin embargo, el énfasis principal es en el estudio 

del problema de redes de flujo a costo mínimo. 

Uno de. los aspectos más interesantes del presente capítulo 

es la unificaci6n de los métodos clásicos de ciclo negati

vo y ruta mas corta-flujo máximo como casos especiales de 

la especializaci6n del método primal-dual. En el caso del 

método de ciclo negativo, se demuestra que la b4squeda de 

dicho ciclo equivale a la soluci6n del primal~restringido 

cuyo resul~ado es la soluci6n 6ptima del problema original 

o bien, a través del correspondiente dual-restringido, un 

mejoramiento de la soiuci6n dual factible disponible, Una 

explicaci6n semejante se tiene para el caso del método de 

ruta más corta-flujo máximo. 

El clásico problema de Hitchcock es descrito y resuelto u

sando el método primal-dual. La equivalencia de este probl~ 
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ma de flujo a costo mínimo se discute y se proporciona un 

ejemplo. 

Este capitulo se desarrolla como sigue: 

En la primera secci6n se define el problema de flujo a co! 

to mínimo. En la segunda y tercer secci6n se dan dos op-

ciones respectivamente para su soluci6n a través del méto

do primal-dual. En la cuarta se ve el método primal-dual 

para·e1 problema de Hitchcock el cual se puede particular! 

zar al problema dc_asignaci6n y en la quinta se ve una 

transformaci6n del problema de flujo a costo mínimo a uno 

de Hitchcock. 
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4.1 EL PROP.LL:l,\ Tlf: FlUJO A COSJú .',JJ\Plü. 

restricciones no triviales. Aplicaremos el íllgoritmo pri-

mal-dual especializado, como en los problemas de flujo 

m6ximo y ruta m&s corta. Existen dos formas para llevarlo 

a cabo: considerando el problema original como el dual, de 

un cierto problema primal y llegar a resolver un subproble

ma de costo mínimo; o podemos considerar el problema original 

como el primal en el m6todo primal-dual. 

El problema a considerar se define como sigue: 

Sea N una red de flujo en una gráfica dirigida G, con pesos 

sobre los arcos, cij; para todo arco (i 'j) y valores de flu 

jo v0• El problema de flujo a costo mÍnimo consiste en en-

centrar un flujo factible del nouo fuente al nodo final de 

valor v0 que tiene un costo mínimo. En la forma de un pro

blema de programaci6n lineal queda: 

min ctf 

s. a Af v0d 
(1) 

f < b para todos los arcos 

f > o para todos los arcos -
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donde A es la m:i tri: de incid«ncia nodos-arcos )' 

¡ - l i :l\(;LjO fuc·nt e 

di " 1 i " n nodo final (2) 

o otro caso 

4.2 ALGORITMO DEL CICLO. 

Considere el siguiente problema de programaci6n lineal: 

min -vód ex ·~ bS 

s.a Aex + lB - ly = - et 

ex no restringida 
(3) 

a .:: o, y .:: o 

El correspondiente problema dual ~sel.siguiente: 

max -

s.a Af vod 
(4) 

f < b para .todo arco 
:-

-f < o para todo arco 

Note que el problema dual (4) es el problema de flujo a costo 

minimo (1), excepto porque en la funci6n objetivo es m~ximo 

en lugar de minimo, pero es equivalente. La idea es resolver 

por el m~todo primal-dual el problema de flujo a co~to m~nimo, 

considera~do el primal como el dual, haciendo el c;1mbio en la 
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funci6n objetiYr>, es decir, r:,ultiplicar por ·l Ja iu11ci6n 

flujo factible Je yaJor ''o en C'l d11¡¡] (4), u~;n,do flujo 

m&ximo por ejemplo. 

Siguiendo con el m~todo primal-dual, se inicia con una solu

ci6n factible para el dual. Correspondiente a la soluci6n 

dual factible se dice que el par (i,j) pertenece al conjun

to admisible si la (i,j)-~sima restricci6n se satisface con 

igualdad. El problema primal restringido se define en t6ru 

minos de los indices admisibles. Específicamente, el pro

blema primal restringido es: 

min 1 'y 

s.a Aa + lB + l)' + y = - et 

a no restringida 

.a > o ·- (5) 
'Y·~ o 

y > o -
a = O para los arcos que no son admisibles 

'Y O ara los arcos que no son acbnisibles 

El dual del.primal restringido puede ser escrito como: 
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max -ctf 

M o 

{ < o pnTn orcos snturados (6) 

f > o para arcos vacíos 

f > -1 para todos los arcos (ya que - c ~ O) 

Con Af ~ O volvemos a tener clara la indicaci6n de conserva-

ci6n de flujo en todo nodo, Un flujo factible satisfaciendo 

Af = O tiene un significado especial para nosotros, el cual 

se distingue por un nombre. 

Definici6i: Un flujo factible f que satisface Af 

mado una circulaci6n. Su costo es ctf. 

O es lla-

La soluci6n 6ptima para el problema dual restringido es una 

circulaci6n de una clase especial: debe tener ~lujo no nega- · 

tivo sobre un arco vacío, un flujo positivo sobre un arco sa 

tura do, y no valer menos que -1 sobr_e algGn arco. Es conve

niente definir un nuevo peso en la red en la cual estas res

tricciones son incorporadas. 

Definici6n. Dado un flujo factible f en una red N, definimos 

el peso incremental en una red de flujo N' (f) como: N' tcndr~ 

·el mismo conjunto de nodos como N. Para cada arco e=(i,j) en 

N con jlujo v, capacidad d, y ~esto c, proponemos dos arcos 

en N': un arco (i,j) con capacidad d-v ~ O y costo c; y otro 

arco (j,i) con capacidad v ~O y costo - ~· Omitimos todos 
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los urcos con capacidud cero. 

flujo v 

0 < V < d 

Capacidad d 

capacidad 

Costo c 

Costo -c 

Figura l. . Un arco en una red de flujo y los arcos co
rrespondientes en la red incremental N'(f). 

De esta definici6n se sigue que una trayectoria del nodo fuen 

te al nodo final en N' (f) con peso x determina un aumento del 

nodo fuente al final de la trayectoria en N; .Y que un incre

mento con el valor del flujo f del nodo fuente al final en N 

a lo largo de esta trayectoria por una unidad resulta un in

cremento en el costo total del flujo por x unidades.' Asimis 

mo, una circulaci6n f en N' (f) de costo x determina un nuevo 

'flujo f ~ l del nodo fuente al final en N del mismo val~r, 
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TEOl~E~!A. lln flujo f del 1wclo fuente: ;,J 11c.do f.in:1l c·s un 

fl\ljO 6ptimo de costo m1nimo si y solo si 110 hay ciclos en 

N' (f) con e.asto negativo. 

Prueba. El nlgoritmo primal-dual nos dice que el flujo f es 

6ptimo si y s6lo si la soluci6n 6ptima para el problema dual 

restringido tiene costo cero, el cual es equivalente a te-

ner circulaciones con costos no negativos en N' (f). La red 

incremental N' (f) tiene una circulaci6n con costo negativo 

si y solo si tiene un ciclo con costo negativo. a 

El algoritmo primal-dual puede ser implementado comenzando 

con alg~n flujo f de valor v0 y buscando un ciclo con costo 

n'egativo usando el algoritmo de Ford y Futkerson para en con-

trar ciclos con peso negativo. Al nnal del algoritmo pri-

mal-dual se suma el ciclo de flujo f. El algoritmo de ciclo 

primal-dual para flujo a costo m1nimo es como sigue: 
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~.1 •:(IR 1 T!·\0 N L Cl CJ (1: 

en tm:i red. 

Pnso l. Use el nlgor.itmo de f1\lj0 mfiximo para encontrar un 

flujo de valor v 0 . 

Paso 2. Constn~yase la red incremental, con respecto a 

f,N'(f). 

Paso 3. Mediante algún algoritmo de rutas más cortas, ide_!! 

tifiquese alg6n ciclo con costo negativo c en N' (f). Si no 

existen ciclos con costo negativo terminar. El flujo actual 

f es el requerido; en otro caso, sea C el ciclo con costo ne 

gativo. 

Paso 4. ---

Ir al paso 4. 

Sea d = min {capacidad de los arcos N' (f)} 
(i,j)<:C 

aumente el flujo en C hasta N' no mas grande que el que est' 

contenido en C. Con este nuevo flujo ir al paso 2. 



. ' 

- 1 ~J ... 

trc1r un :'Jujo \'.e; ;-;;l\;1· 2 dL·1 ·h ,1c.1 fiH :11e :,] ),r_-:<10 f~J.:·~ l c·c.n 

costo ;r,)nimo. Los nÚ~1c·ros u1 r·l par~ntcsis ind.ic;rn la ca

pacidad y el costo rcspectivJmentc: 

Suponga que hay un flujo de una unidad en las trayectoria;; 

(1,2,4) y (1,2,3,4). con un costo total de 17. 
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La red incremental G' es la siguiente: 

.... 
(2,-4) ,, ,, 

(2,1) 

..... " . ... (1,-5) 
' 

(1,5) ' 

.. 
"'"'(1,-2) ,,. . 

0 
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Sote que el cirlo ccn costo ne~ativo (1,3,: 1 1) es una ci1·cu 

1;~ci~":n { 1·~.1·:1 la f ( 1·1! l¡,;!1, ;·ic,l:1l·jt'i,c1Q ~:n 1111.io lle lina 

unid::id en {1,2,4j y (1,3,4), C"on un costo total <le 7-5 = 12 

La nueva red incremental es la siguiente: 

(1,4) 

(1, 2) 1,3) 

.; "'CÍ,-2) 

La red incremental G' no tiene ciclos con costo negativo, y 

por tanto el fluj~ es 6ptimo. 



4.3 ALGORITMO DE CONSTRUCCION. 

La segunda opci6n para aplicar el primal-dual a un proble

ma de flujo a costo mínimo es la combinaci6n de los costos, 

considerando el problema como primal. Esto se complica ya 

que hemos tratado con el correspondiente dual para encon

trar un conjunto admisible. Esto se hace explícitamente 

por Ford y Fulkerson, en donde ~ejan el valor v del flujo 

como una variable. Maximizan la funci6n de costos: 

(7) 

para incrementar los valores de p, con esto se obtiene una 

secuencia de flujos del valor incrementado, cada uno de cos 

to mínimo. El objetivo es llegar a un algoritmo que evite 

el problema dual. El resultado puede ser resumido en el si 

guiente teorema. 

TEOREMA. Sea f
1 

un flujo 6ptimo de valor v en un problema 

de flujo a costo mfoimo. Sea f 2 un flujo de valor 1 en una 

trayectoria aumentada P del nodo 1fuente al nodo final en 

N' (f1) de costo mínimo. Entonces f 1 + f 2 es ~n flujo 6pti

mo de valor v + l •. 

PRUEBA. Si f 1 + f 2 no es 6ptimo, entonces por el teorema 

anterior, hay un ciclo de costo negativo c en la red incre

mental N' (f1 + f 2). Este ciclo apareci6 en la red incremen 
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tal cunndo el flujo fué incrr:mcntaJo de \' a ,. + 1, porquc 

t)\..¡ 1c 1.·:i1.:.1c~ \~c;·J 11_:::-to ~ ~-~'.·-¡1 i•t.1• j°(:J· t,,i;1o \: í l~i:e t~n ar 

co e= (i,j) ,Je costo -e L·orn-,,pcndi(;nte ''un arco (j,i) 

sobre P, como se muestra en lo siguiente figura: 

·nodo fuente 

. 
l 

nodo fiJrnl 

t..--~ trayectoria P 
/--~· 

/! \"-.___--·-,'\ 

e 

\ I 

I 

, 
I 

.\ 
1 

1 

Figura 2. Construcci6n en la prueba del teorema: 
El ciclo de costo negativo e deja un 

costo interior en la trayectoria P. 

Reemplace el arco (j,i) en P por C-{e). El efecto sobre el 

costo en la trayectoria P se incrementa por 

-e + (costo del costo restante de C) = costo de C < O 



- 198 -

Por lo tanto P no fu6 la trayectoria menos cara del nodo 

fuente al nodo final en N' (f1) ;, esta 'contradicci6n muestra 

que f 1 + f 2 es 6ptima. 8 

Con este teorema podemos construir un flujo 6ptimo paso a 

paso, sumando flujos en la trayectoria de aumento de cos

to mínimo en N'. En cada paso encontramos una trayectoria 

de aumento de costo mínimo P en N', y entonces aumentamos 

el flujo en P hasta que el flujo alcanza el valor v, o ha! 

ta que P no sea más grande que la trayectoria de aumento 

de costo mínimo porque uno de estos arcos desaparece debi

do a la saturaci6n o es vacío el arco correspondiente a N. 

Note que alg~n arco en N' puede tener costo negativo y el 

algoritmo de la ruta más corta para encontrar P debe tratar 

se en esta caso. Sin embargo, porque siempre tomamos algún 

nivel, el flujo 6ptimo de valor f < v, nunca tiene ciclos 

de costo negativo en N'. El algoritmo es el siguiente (pa

ra flujo a costo mínimo): 
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ALGORITMO DE CONSTRUCCION. 

Prop6sito. Determinar el flujo a costo mínimo de valor v 

en una red. 

Descripci6n 

Paso l. Determínese un flujo factible f de costo mínimo 

de valor cero en la red. 

Paso 2. Constrúyase la red incremental, con respecto a 

f, N' (f). 

Paso 3. Si el flujo f < v0, entonces encontrar una trayec

toria de ruta m5s corta P del nodo fuente al nodo final en 

N' • 

Paso 4. Sea d = min 
(i,j)e:P 

{capacidad de los arcos N' (f)} 

aumente el flujo a lo largo de P hasta alcanzar v0 6 hasta 

que P no sea m5s grande que la trayectoria de aumento de 

costo mínimo. 

En contraste al algoritmo del ciclo, el algoritmo de cons

trucci6n no da ~n flujo factible de valor v0 hasta que ter

mina, asi lo llamaremos un algoritmo de problema-infacÚble. 
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Paso l. Deterrnlncsu un flujo factible {de costo m1nimo 

Pa!:'o 2. ((Jll!'·t i·(i¡·:::;c Ja red incn-:.n11t:il, 1..on rc·~¡;c:cto a 

f,N'(f). 

Paso 3. Si el flujo f < v0 , entonces encontrar una trayeE: 

toria de ruta más corta P del nodo fuente al nodo final en 

N'. 

Paso 4. Sea d min {capacidad de los arcos N'{f)) 
(:i ,j)cP 

aumente el flujo a lo largo de P hasta alcanzar v0 6 hasta 

que P no sea más grande que la trayectoria de aumento de 

costo mínimo. 

En contraste al algoritmo del ciclo, el algoritmo de cons

trucci6n no da un flujo factible de valor v0 hasta que te_!: 

mina, asi lo llamaremo.s un algoritmo de problema-infactible, 

~mplo 2. Considerando el problema 1, empezamos con un 

flujo cero en la red: 
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Ejemplo 2. Considerando el problema 1, empezamos con un flu 

jo cero en la red: 

Si se define flujo igual a cero a través de todos los arcos 

de la red se obtiene un flujo de valor cero de costo mínimo 

puesto que la red incremental, con respecto a este flujo, 

coincide con la original y no existen en ella ciclos con· 

costo negativo. El costo mínimo del nodo 1 al 4 es la tra

yectoria (l,~ 1 4), y el aumento a lo largo de esta trayecto

ria produce un flujo de valor 1 y costo 3, 

0 

Por lo que la red incremental N' es: 
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( 2,4) (l, 5) 

(1, 2) (l ,3) 

,,,. 
.... ,,"' (1,-2) 

(1,-1)' ....... 

Una trayectoria de costo m!nimo del nodo.fuente al nodo fi

nal en la red incremental N' es (1,2,4), ·con flujo 1 y cos-

to 9. 

La nueva red incremental N' es: 
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.... 
.... ...(1,-5) 

.... 
' ' 

(1,3) 'B 
/ 

/ 
/ 

' / 

' 
/ (1,-2) 

' ,, 
(1, -1) .. .... , 

De· este modo se obtiene el flujo a costo minimo de valor 

v ~ 2, da el mismo flujo 6ptimo de valor Z y costo 12 como 

el algoritmo del ciclo. 

1 
i 
! 
1 



4.4 ALGORITMO PRIMAL-DUAL PARA EL PROBLEMA DE 
l-11TCHCOCK - ALGORI'.i'MO ALFABETA. 

Un problema que es un caso especial del problema de flujo a . 
costo minimo, es analizado en esta sccci6n, el problema de 

Hitchchock. Está motivado por la siguiente situaci6n: 

Tenemos m nodos fuentes, cada uno tiene una oferta de ªi uní 

dades, i m l, ••• ,m y n·nodos finales, cada uno tiene una de

manda de bj unidades, j • l, ••• ,n. Adem&s el costo por uni

dad del nodo i al j es c .. , ¿C6mo satisfacemos la demanda a 
. 1) 

un costo minimo?. Como un problema de programaci6n lineal~ 

tenemos lo siguiente. 

Definici6n. Dados m y n enteros positivos; nodos de oferta 

a1., i=l, ••• ,m; nodos de demanda b., j=l, ••• ,n y costos c.J.>O 
J 1 -

i=l, ••. ,m, jcl,, •• ,n; el problema de Hitchcock es el siguie~ 

te problema de programaci6n lineal con variables f .. : 
1) 

· min fj c .. f .. 
lJ lJ 

n 
s.a í f .. = a. ·i=l, ••• ,m (8) 

j =1 lJ l. 

m 
. l f .. = bj j=l, .. .,n (9) 
1•1 .. lJ 

fij > o -
donde 



m 
l 

i=l 
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a. a 
l 

Note que podríamos haber formulado el problema con las desi

gualdades: 

n 
l fij < ªi is:l, •.. ,m (10) 

j =l -

m 
l f .. > b. j=l, ... ,n (11) 

i=l lJ-- J 

donde ªi esta disponible como oferta y bj es la demanda que 

debe ser encontrada. Las igualdades (8) y (9) pueden ser u

sadas sln pérdida de generalidad, ~in embargo, ya que siem

pre podemos introducir un nodo final ficticio (n+l) con de

manda 

m n 
bn+l = l a. - l b. (12) 

i=l l j =l J 

y costos 

ci' n+l o i=l, •.• ,m 

cuando todos los ªi y bj son 1, el problema de Hitchcock es 

llamado el problema de asignaci6n. 

Nuestro plan es examinar el dual explícitamente. Asignamos 

variables ªi y 6j a las igualdades (8) y (9), respectivamen

te, tenemos el dual: 

• 
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a
1
. + aJ. < c .. 

- lJ 

(13) 
V i=l, ••• ,m y 

j=l, ... ,n 

Una soluci6n inicial factible para el dual puede ser escrita 

inmediatamente. 

ªi = o 

sj = min {c .. } 
lJ 

1 < i < m -
Definimos el conjunto admisible IJ de Índices de las varia

bles en el primal restringido por los pares (i,j) para los 

cuales la igualdad se consigue en (11). 

El primal restringido se define como sigue: 

m+n 
min ~ = }'. y. 

j;=l l 

s.a r f .. + }' i = a. i=l, ••• ,m (l~) 
j lJ .l 

l fij + Ym+j bj j=l, ... ,n 
i 
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yi ~O i=l, ••• ,m+n 

fij > O (i,j)e IJ 

fij = O (i,j)t IJ 

donde hemos llamado a yi' i=l, ••• ,m+n variables artificiales. 

El costo en el primal restringido puede ser escrito como: 

m n 
~ • Í a. + lb. - 2 ). f .. 

ial 1 j al ) (i,HeIJ l) 
(16) 

Minimizando ~ es por lo tanto equivalente a maximizar el flu 

jo total sobre los arcos admisibles. Debemos entonces rees

cribir el primai restringido sin variables artificiales pero 

con restricciones de desigualdad, es: 

max í fij 
(i,j)E:!J 

s.a l f .. < ªi j . 1) -

~ fij < b. 
i - ) 

fij > o -

fij = o 

i=l, ... ,rn 

j=l, ... ,n (17) 

(i ,j) E:lJ 

(i,j)tIJ 

Este es el problema de flujo m~ximo, mostrado en la siguiente 

figura: 
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Figurá 3. Un problema de flujo m~ximc equivalente 

super nodo 
tenninal 

a un problema primal restringido de Hitch
chock; la capacidad infinita de los arcos 
corresponde a los índices admisibles en el. 
dual, 
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Creamos un super-nodo fuente y un super-nodo terminal; del 

nodo fuente a cada uno de los m nodos terminales ponemos un 

arco con capacidad ai; de cada uno de los n nodos terminaics 

ponemos un arco con capacidad bj. De un nodo fuente a un no 

do terminal ponemos el arco (i,j) con capacidad infinita, 

exactamente cuando (i,j)cIJ. Esto asegura que la variable 

fij puede ser mas grande que cero solamente cuando el par i~ 

dexado (i,j) es admisible. 

El resultado del algoritmo primal-dual, mejorando la solu- ~ 

ci6n dual factible a , B con el dual 6ptimo, se dice a, a 
del primal restringido. Necesitamos una terminología para 

discutir la aplicaci6n del algoritmo de etiquetas al proble

ma de Hitchcock. 

Definici6n: Cuando conseguimos la optimalidad después de la 

aplicaci6n del algoritmo de etiquetas para el primal restri~ 

gido (15), decimos que no tenemos una trayectoria. Una no 

trayectoria, es: 

I* ~ {i nodo fuente i es etiquetado} 

J* = {j nodo terminal j es etiquetado} 

Lema. Una no trayectoria es la soluci9n del primal restrin

gido (11), un~ soluci6n 6ptima para el dual del primal res

tringido (15) esta dada por: 
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ªi • 1 i e: I* 

- .. - 1 i ~ I* ªi (18) 

ªJ 1 j e: J* 

aj .. 1 ~ J* 

podemos mostrar que & y Ü son factibles en el dual del pri

mal restringido y que su costo es 6ptimo par~ el primal res

tringido (15). 

Si ~ • O una no trayectoria, hemos obtenido una soluci6n 6p

tima para nuestro problema original, con un valor del flujo: 

í f .. = ¡ ªi " l bj 
(i,j)e:IJ lJ l j 

Si ~ > O, tenemos dos casos en el algoritmo primal-dual: 

Caso l. v· (i,j)fIJ 

Caso 2. --- para alg6n (i,j)~IJ. 

El caso 1 implica que el primal .fu~ infactible y por tanto 

debe ser imposible porque nuestra formulaci6n del primal sic~ 

pre tiene tma soluci6n factible. Por lo tanto el caso 2 se 

sostiene y calculamos: 



01 " min 
i,j 

tal que 

- 21 o -

ªi + aj > o 

y (i,j)EIJ 

"min 
ie;I * 

• j fJ* 

(19) 

De la ecuaci6n anterior se sigue que ªi + aj puede exceder a 

cero solo cuando i el* y j fJ*, en tal caso es igual a 2; en 

este caso hemos asegurado que (i,j)flJ, en otro caso j podría 

haber sido etiquetada. La nueva soiuci6n dual n se obtiene 

por: 

. { ªi + 01 ir:: I* 
a~ 

1 a. - ªi i4:I* 
1 

(20) 

·fj - 01 je: J* 

a~ H J* J e. + 01 . . .J 

Un arco que no lleve flujo puede hacerse inadmisible, justo 

como una columna no básica puede hacerse inadmisible en el al 

goritmo general primal-dual. Esto nos capacita para continuar 

etiquetando en el algoritmo de Ford-Fulkerson del flujo que 
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fu~ 6ptimo en la no trayectoria previa. Esto determina com 

pletamente el algoritmo, para que alcancemos, el flujo max! 

mo r ªi ª r bj. El algoritmo primal-dual para el problema 

de Hitchcock es el siguiente: 

ALGORITMO ALFABETA. 

Paso l. Escoja a, S factibles en el dual, (13). 

Paso 2. Resuelva el problema de flujo máximo del primal 

restringido, (15) usando solamente los arcos admisibles. 

Paso 3, Encuentre los renglones y columnas etiquetadas en 

la no trayectoria, para I* y J*¡' 

Paso 4. Calcule 01 y actualice a, S; (19) y (20). Si el 

flujo es máximo pare. En otro caso ir al paso 2. 

Combinando los costos en el problema de Hitchcock da el fl~ 

jo m~ximo como un subproblema. El flujo máximo es resuelto 

combinando las capacidades, dando un subproblema para enco~ 

trar un flujo en la trayectoria de aumento. Hemos así usa

do la idea del'primal-dual en una anidaci6n para reemplazar 

dos vectores de datos, costos y capacidades, por dos ~azos 

anidados en un problema combinado simple, como se muestra 

en la siguiente figura: 
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Combinando capacidades 

[E~~~trar una trayectoria 
nodo fuente al final 

-----

del 

Figura 4. Una representaci6n esqu~mfitica del 
algoritmo alfabeta como dos lazos anidados. 

Si usamos una versi6n de Dijkstra que maneje arcos con cos-

tos negativos, resolvemos los subproblemas en ciclo 6 cons

trucci6n, entonces la misma interprctaci6n se aplica para 

estos algoritmos. 
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!J_emplo 3. Co1n;illcre l'l !'ip1il'11ll' prohlt·m11 tlt· ll1tcl1luck. 

3 (¡ 2 2 

4 5 3 7 3 8 s 

5 5 6 12 ,. 
.) 

., 11 

3 2 8 3 4 8 2 

5 9 6 10 5 10 9 
-~------

Las entradas de la matriz son los costos c ..• Gr~ficamente lJ 
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Una soluci6n factible inicial para t:1 probkma du;.l (:S: 

(1 o l .... ,4 
i 

aj "' min { cij} 1 •...• 6 

1 < i < m 

El conjunto admisible de Índices IJ de las variables en el 

primal restringido, son los pares (i,j) para los cuales se 

obtienen la igualdad en ~l problema dual: 

{(3,1),(1,3),(3,3),(l,4),(2,5),(3,6)} 

·De donde 
(),i 

5 0 7 _CD 8 5 o 

5 6 12 5 -0 11 o 

8 0 4 B o 

9 6 10 5 10 9 o 

8j 2 3 3 3 7 2 
---·· ---·--· --····--- ····-·----- ····~--

Soluci6n dual factible. 

El tableau soluci6n es construído con círculos en las mismas 

celdas correspondientes. Se procederá a crtcontrar la solu~ 

ci6n primal factible y el flujo máximo como se hizo en el 

ejemplo 1 de la secci6n 3.1 del capítulo III. La soluci6n 
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resultante e!": 

3 3 6 2 1 2 

Soluci6n primal factible 

Para el procedimiento de etiquetas, los renglones con oferta 

~xcedente primero se etiquetan. En este caso los renglones 

2 y 4, La etiqueta es (s, c) do.nde se denota el "nodo fuen

te" y e es igual al excedente de flujo, Despu6s la columna 

S ser6 etiquetada porque contiene un circulo en la celda del 

rengl6n etiquetado: 

(2,4) 

4 

(s,4) ~ 5 0------ -u-·-----·-----------·- o --3 
------ -·-···-···--· ---- -- -- - --- ·-- __ .. _____ --·-···---- ----

(s,S) S 
1---------'--·-- -----·-·-----·-

3 3 6 2 1 2 

Soluci6n primal Óptima 
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En este cnso ne cxjste tr<iycctorja, así t'l fluio es máximo. 

De cualquier modo dchc ser actuali:ado y empezar otra itera-

d {,Jl, J\,; J 1 • ~ { 2 1 .\ } 1 j +e { J 1 :) J 1 J ' ·' { S} 1 ,j • ~ { ) 
1 

2 
1 

'.) 
1 

4 
1 

6} , 

Calculamos el valor <le 01· 

.,{3/2,3/2,9/2,l,9/ S¡ 3¡ 7¡ 1,7/}=l 2, 2, 2, z, 2 

el m!nimo es obtenido en. las celdas Z,4 y 4,4. Entonces ac

tualizamos les variables duales y añadimos un circulo en las 

celdas 2,4 y 4,4, quedando: 

s 
s 

9 

3 4 4 4 6 3 

Soluci6n dual factible 

En el siguiente paso el tableau soluci6n es modificado por 

los valores del flujo, pero actualizando los lugnres de las 

celdas que corresponden a los lugares admisibles. Entonces 

el flujo m~ximo se encuentra para este nuevo conjunto de 

celdas admisibles: 



'' 
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( 4 ' 1) 

t ~' 3) 

Soluci6n primal 6ptima. 

Se etiquetan los renglones con excedente, en este caso son 

los renglones 2 y 4. Despu6s las columnas 4 y S son etique-· 

tadas porque contienen circulas en las celdas de. los renglo

nes etiquetados. El rengl6n uno es etiquetado porque conti~ 

ne una celda con flujo positivo en la columna etiquetada. 

En este caso e= 1, ya que el flujo 1 es menor que·la etiqu~ 

ta c de 3 en la cuarta columna. Finalmente la columna 2 es 

etiquetada porque tiene un circulo en la celda del rcngl6n 

uno. Como ya no se pueden etiquetar mas renglones y colum

nas, el flujo es m5ximo. Entonces actualizamos el dual 

I* = {1,2,4} y]* = {1,3,6}, el mfnimo ocurre para i • 2 y 

j = 1, por lo que a1 = l. Las variables duales son revisa

das tje acuerdo a: 

a~ 
1 

B~ 
J 

¡ 
{ 

o: i 

ªi 

aj 

aj 

+ el í e:!"" 

- 01 i p• 

- 01 j E J"" 

+ el j f J* 
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Los nuevos valores junto con los coeficientes <le costo son: 

" Solu~i6n dual factible. 

Note que hay una nueva celda admisible que aparece en el lu

gar 2,1. En el siguiente paso el tableau soluci6n es modifi 

cado por los valores de flujo, pero actualizando los lugares 

de las celdas en círculo que corresponden a los lugares admi 

siblcs. Entonces el flu~o m5ximo se encuentra para este nue 

vo conjunto de celdas admisibles: 

( 4, 1) 

( 4 , 1) 

(2,1)(1,1) (4,5) (2.1) 
-----G)··· 0 Ci) ----·-

~B- ~:f 
-·--·-~-·-

w --=-
--o~-o 

o 
3 :5 6 2 1 2 

Soluci6n primal 6ptima. 

a. 
l 

4 

s 
--

3 

s 
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Se etiqueta el rcngl6n 4 que es el 611ico que tiene exceden· 

te. La coJun:na 4 C5 et iquct:i<l:1 pc;r q~1c t:C•l1ticnc un círculo 

en la celda del n·n¡_:J6n t:tit111et:Hlo. J.os n·n,g1oncs l y 2 

son etiquetados porque contienen una celda con flujo posi· 

tivo en la columna etiquetada, en ambos c = 1, ya que el 

flujo 1 es menor que la etiqueta c de 5 en la cua~ta columna. 

Finalmente las columnas 1 y 2 son etiquetadas porque contie

nen un circulo en la celda de los renglones 1 y 2. Como ya 

no se pueden etiquetar m5~ renglones y columnas, el flujo es 

rn~ximo. Enton~es actualizarnos el dual para 1• {l,2,4} y 

j• {3,6}, ~l mínimo ocurre para icl, y jc6, por lo que 

0
1 

e 1 . Los nuevos valores junto con los coeficientes de 

costo son: 

a. 
1 

s --m B (5)' • 5 

~0 6 2: 5 

2 8 "' 2. 5 

9 6 2. s 
--- ~-.... ._. 

2. s 2.5 5. s 2.5 4.5 4.5 

Soluci6n <lual factible. 

Note que hay una nueva celda admisible en el lugar 1,6 y que 

perdemos una en el lugar ~.l.' En el siguiente paso el tableau • 

~oluci6n lo modificamos por los valores del flujo, pero actua-
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]izando los lugare~ <le las celdas en cfrculo que correspon

drn a los lugares aJmi~lblcs. Entonce~ el flujo m6ximo se 

enc11t·ntra para t'~cte JHJ(·Vo conju!lto de celdas : .. Jrr:i~il>Jes: 

(2,]) (1,1) ( 4' 5) ( 2' 1) (1, 1) a. 
1 

( 4 '1) -ffi E:~T =-·-¡-·8_ 4 

(4,1) _0 Q2 _0 5 

3 

(s, 5) B 5 

aj 3 3· 6 2 ' 1 2 

Soluci6n primal factible. 

Se etiquetan renglones y columnas como hasta ahora lo hemos 

hecho. Esta es una trayectoria porque la columna 6 tiene un 

.excedente. El flujo es ajustatlo siguiendo la trayectoria ha 

cia atras: +l en la celda 1, 6; -1 en la celtla 1, 4 y +l en 

la 4,4. L~· trayectoria termina en el rengl6n 4 ya que el 

"nodo fuente" es etiquetado. 

Despu6s el tablcau es ajustado y las etiquetas rec~lculadas. 

El resultado es: 



( 4 , 1 ) 

(s,4) 

bj 
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Soluci6n primal 6ptima. 

En este caso no hay trayectoria, asi el flujo es m~ximo. De 

cualquier modo debe ser actualizado y empezar otra iteraci6n. 

Entonces actualizamos el dual para I" = {2,4} Y. j• fZ,3,6}, 

el minimo ocurre .para i = 2, 4 y j = 2·, por lo que e1 ! . 

Los nuevos valores junto con los coeficientes de costo son: 

a. 
l 

5 CIT. 7 3 8 o 

B --B lZ ® 0- 11 3 

2 8 ~<12 .. 4 8 0 -3 

9 0 10 02 10 9 3 

Bj 2 3 6 2 4 5 
---- -----

Soluci6n dual factible. 

En el siguiente paso el tableau soluci6n es modificado por los 

va~ores del flujo. Entonces el flujo m~ximo se encuentra para 

este nuevo conjunto de celdas admisibles: 



( 2 '3) 

( 4 '1) 

(s,4) 

bj 
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(2,1) (4,4) (4,4) (2,1) (1,3) ªi -ro· 1 ----T------r05 4 
---- -- - --- - ..;c··· • • ••. -- -¡ . . . ---- ---··--· 

~ D .. ~· (i). _0 O - ~ 
---··· --0__- ··--· -=0 -~----- -- 5 

3 3 6 2 1 2 

Soluci6n primal factible 

Esta es una trayectoria porque la columna 6 tiene tm exceden 

te. El flujo es ajustado siguiendo la trayectoria hacia . 

atr6s: +l en la cela 1,6; -1 en la celda (1,2) y +l en la 

celda 4,2. La trayectoria termina en el rengl6n 4 ya que el 

"riodo fuente" es etiquetado. 

Despu~s el tableau es ajustado y las eti~ueta~ recalculadas. 

El resultado es: 

(2,1) ( 4 '3) ' ( 4 '3) (Z,l) (1, Z) a. 
l -

_81= _0 (2,2) 4 

( 4'1) ~ ~0 0 5 

Q_ 3 

(s, ~) 0 0 5 

bj 3 :5 6 2 1 2 

Soluci6n primal 6ptima 
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En este caso no hay trayectoria, así el flujo es m&ximo • 

Intonces actuaJiznmos el dual para 1• (1 ,2,4) y J• • {3), 

el mínimo ocurre para i • 1,4, j 3, por Jo qnc o1 = L 

Los nuevos valores junto con los coeficientes de costo son: 

(1. 
l -6 3 8 _0 .5 

12 11 3.5 

2 8 0 4 8 2 r 3,5 

9 © @) CD 10 9 3.5 

~j 1.5 2.5 6.S 1.5 3.5 4.5 

Soluci6n dual factible. 

En el siguiente paso el tableau soluci6n lo modificamos por 

los valores de flujo. Entonces el flujo mhimo se encuentra 

para este nuevo conjunto de celdas admisibles: 

b. 3 3 6 2 1 
J 

.Soluci6n primal 6ptima 

a. 
l 

©4 
3 

5 

2 

Como el flujo m~ximo no tiene excedente, entonces la soluci6n 

que se tiene es fat:tible para el problema original y por ta·n-
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4. 5 UNA TRANSFORMAClON DE FLUJO A COSTO MlNIMO PARA 

HlTCllCOCK. 

El problema de Hitchocock es un caso especial del problema 

de flujo a costo minimo. Esto es inmrdiato de la construc 

ci6n en la figura 3 con todos los arcos admisibles. Simpll 

ficamos la oferta de todos los nodos fuentes con un nodo su 

per-fuente recogemos el flujo de todos_ los nodos termina

les con un nodo supcr-te.rminal. Significa que dado un eje!!! 

plo de flujo a costo minímo, podemos construir un ejemplo 

de Hitchcock que tiene la misma soluci6n. La transforma

ci6n del problema de redes a costo mínimo en uno de Hitch~ 

chock es como sigue: 

Flujo a cósto mínimo 

arco (i,j) 

nodo i 

costo cij 

capacidad bij 

Hitchocock 

nodo fuente ij 

nodo terminal i 

arco (ij,j) con costo cij 

y capacidad infínita · 

arco (ij,i) con costo cero 

y capacidad infinita 

oferta bij al nodo fuente ij 

Para especificar la demanda, necesitamos primero la nota

ci6n 
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biv ~ bij 

todo j tal que 

(i,j) i: E 

Esto es, biv es la capacidad total fuera del nodo i. 

La demanda al nodo terminal i es entonces: 

biv - VO i .. s 

(21) 

biv + VO i .. t {22) 

biv i + s,t 

La construcci6n est' ilustrada en la siguiente figura: 

nodos tenninales 

Costo cij 

Figura S. El problema Hitchcock construido de un problema de 
flujo a costo mínimo. · . 
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El problema de Hitchcock es encontrar u~ flujo fij,k tal 

que 

(23) 

(la oferta al nodo fuente ij es usada completamente); 

{ 
biv - YO i • s 

~ (f. . . + f ... ) .. biv + Vo i = t (24) 
J 

l.J, 1 J l., 1 

biv i + s,t 

(la deinantla en el nodo i está llena); y 

fij,k ~o V i. j. k (2~) 

en 

min ¿ f .. cij,j (26) 
todos los l.J. j 

nodos fuente 
ij 

o(~,~." 
Note que la foerta total es igual a la demanda total en 

Hits_hcock. 
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Lema. El problema original de.flujo a cos~o mlnimo y el 

problema construido de Hitchcock son ~quivalentes en el sen 

tido de que un flujo factible en cualquiera de los dos~ co

rresponde a un flujo factible en el otro con el mismo costo. 

Prgeba. Sea fij un flujo factible en el problema de flujo 

a costo rnlnimo. Entonces, en el problema de Hitchcock, si 

tomamos: 

> o (2 7) 

fij,i .. ºij - fij > o (28) 

estos flujos satisfacen la ecuaci6n (21). Sustituyendo en 

la ecuaci6n (22), obtenemos: 

b.v + ¿ CfJ·i· - fl..J.) l. . j 

biv 
.. v· i .. s o 

biv + VQ i • t (29) 

biv i + s,t 

asl requerido. 

Luego, suponemos que tenemos un flujo factible fij'k en el 

problema de Hitchcock. Este es diferente de cero solo cuan

do k • i 6 j. En el pro~lema original de flujo a costo mini 

mo, definimos: 



f .. = f. .. 
l J lJ .J 

( 30) 

Entonces O< f .. < b.j por la oferta en el nodo fuente ij. 
- lJ - l 

También, el flujo neto fuera del nodo i en el problema de 

flujo a costo mínimo es: 

¿ r. . . - ¿ r. . . = ¿ Cb. . - r. . . J - ¿ r. . . 
j lJ,J j Jl.,1 j lJ lJ,l j Jl,1 

.. b
1
.v - ¿ cr ... + r. .. ) . 

j lJ,1 Jl,l 

¡ VOO -vo 

i = s 

i = t 

i + s,t 

( 31) 

en donde utilizamos las ecuaciones (23) y (24), por tanto 

todas las restricciones se satisfacen. Finalmente, es f~

cil ver que los costos de los flujos, los cuales correspo~ 

den a las ecuaciones (27) y (30) son iguales en sus respe~ 

tivos problemas. • 
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APENDICE. A 

EL METODO SD!l'LEX. 

Cfl factih1e (que vs un punto <'.\trt"»o) <I•: un co11junto ,Je n•s 

triccion(·S de un probh·mfl en fo1ma estfin<l:ir a otro, de tal 

monera <le que se vaya decrcmcntnndo el valor de la funci6n 

objetivo )1asta alc~111iar el inínimo. 

Dado el siguiente prob~cma de programaci6n lineal, desarro

llamos el m&todo simplex: 

donde X es 

et es 

A es 

b e!¡ 

un vector 

un vector 

min t 
C X 

s.a Ax " b 

X > 0 

columna de 

rengl6n de 

una matriz de mxn y 

un vector col unina de 

n componentes 

n componentes 

m componentes. 

Suponernos que l'llipcz;mos con unn so1uci6n hfisica factible y 

qu·~ el tab]em1 ·:one~.;pondinnte a Ax = b está en fonha can6-

nica para esta soluci6n. Adjuntamos un reng16n es la parte 

inferior que consiste en los coeficientes de costo y el ne

gativo de la funci6n de costos. El resultado es un tableau 

simplex. 
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Esto es, si suponemos c¡uc las vnriables hfisicas son (en or-

1 o 

o 

o o 

o ·º 
o o 

X,, ... ,X., el t;,),]•.·;HI '.,j::1pl1";( 1 1.lma'l:l f'('JJn::l ini-
... di 

a rn 

o 

l 

o 

·¡ 
'111+2 

a. 
J 

Figura l. Ta~leau can6nico ~implex. 

b 

La soluci6n h6sica correspondiente a este tableeu es: 

x . 
. l . ¡ o 

O < i < m 

m+l < i < n 
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la cual suponcm0s que es factible, esto es, Y¡o .::_ O, 

i ~ 1,2,. .. ,rn. l'l 1.-or11:·!0pC\J1Jirntc \';1lc•r de la funcí6n ob· 

jcti\'o es : 0 . 

Los co1:fici entes de costo r. 111d ican si el \'nlor de 1 a fun 
J 

ci6n objetivo se incrementar~ o decrcmcntnrfi si x es pi-
j 

voteado en la sol11ci6n. Si estos coeficientes son no .. neg~ 

tivos, entonces la soluci6n es 6ptima. Si algunos son ne

gativos, se puede mejorar (suponiendo no degeneraci6n). 

Llevando las componentes correspondientes en la soluci6n. 

Cuando mas de uno de los coeficientes <le costo es negativo, 

se debe seleccionar uno de ellos para determinar en cual 

.col~mna pivotear. Comúnmente se escoge el mfis negativo. 

Consideramos a z como una variable adicional y 

como otra ecuaci6n. Una soluci6n' bfisica para el sistema 

aumentado serfi m+l variables b'sicns, pero puede requerir 

se que z sea una de e1lns. Por esta raz6n no es nccesa-

rio 3fiadir la columna correspondiente a z, ya que podría 

ser (O,O,. .. ,O,J). De este modo, inici11lmcnte, el Último 

rengl6n que consiste de los ci y del lado derecho de ceros 

puede estar en el arreglo en forma est4ndar para represen

tar esta ecuaci6n adicional. Usando en el pivote operaci~ 

nes elementales, los elementos en este rengl6n correspon-
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diente a lns variables b6sicas puede ser rcduc1~o a cero, 

Eqo <:·s cqu\\':11<':itt· :1 tr:n1'ror;n;1r lii 1.·<11:1ci(>11 :H1icional a 

+ ••• + 

Esto debe ser equivalente a 

n 
ctx = z 0 + l (cj - zj)xj 

j=m+l 

y por tanto los r. obte~idos son los coeficientes de costo. 
J 

Así, el 6ltimo reng16n puede ser tratado operacionalmente 

como otro rengl6n más: comenzado con los c. y reduciendo 
J 

los términos correspondientes de las variables básicas a 

cero con operaciones elementales por reng16n. 

Despu's se selecciona una columna q en la cual se pivotea, 

la selecci6n final de los elcmentds pivote se hace calcu-

lando la raz6n y. 0/y. para los elementos positivos y. , 
. 1 lQ . 1q 

i•l,2, ... ,m, de la q-6sima columna y seleccionando el ele-

mento p que da la raz6n mfnima. Pivotcando sobre estos 

elementos mantendremos factibilidad así como (suponiendo 

no degeneraci6n) <lecrer.1cntar el valor' de la íunci6n objet~. 

vo. Si no hay cl.emcntos no-negativos en la columna, el 

problema es no-acotado. Despu~s actualizamos el tableau 

con y como pivote y transformamos el Óltimo rengl6n de 
pq 

la misma manera que los otros (excepto el reng16n q), ob-

tenemos un nuevo.tableau en forma can6nica. Los nuevos 
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valores de la futici6n obj et in1 otra vez aparecen en la JlH!: 

te i n fe r i o r t1 v rr· ll1 a ,Je l t "\i 1 e a u . 

ALGOR!HIO SHll'LEX. 

Paso l. Forme un tableau como en la figura 1, correspon

diente a la soluci6n básica factible. 

~· Si cada rj > O, .Pare; la soluci6n bfisica factible 

es 6ptima. 

Seleccione q tal que r < O para determinar cual q 

variable no básica entra a la base. 

Paso 4. Calcule yiO/yíq para yiq >O, i:-1,2, ... ,m. Si no 

es Yjq > O, pare; el problema es no acotado. En otro caso, 

seleccione p como el índice i correspondiente al cociente 

mínimo. 

Paso S. Pívotee sobre el pq-~simo elemento, actualizando 

todos los renglones, incluyendo el Último. Regrese' al paso 2. 

El problema termina solamente si la optimalidad es alcanza 

da o se descubre no-acotamiento. Si ninguna de las condi-

cienes anteriores se dan, entonces la funci6n objetivo es 

decreracntada. Ya que ha; un número finito de po~ibles so

luciones b~sicas factibles, y no se repite la base porque 

~ 



la funci6n objetivo se dccrcrncntu, el algoritmo debe alean 

s. 11 2x 1 
i X 2 

+ X3 < 2 

xl + zx 2 
~ 3x

3 < 5 

zx 1 + zx 2 + X3 < 6 

xl . ..'.:. o, Xz 2_ o. X 3 
> o 

Para transformar el problema a la forma estfindar, aplicarnos 

el procedimiento simplex, cambiarnos de maximizaci6n a mini

mizaci6n multiplicando la funci6n objetivo por menos uno, e 

introducimos tres variables de holgura x
4 , x

5 , x
6

• Enton

ces tenernos el siguiente talbeau inicial: 

ª1 ªz ª3 ª4 ªs ª6 b 

0 CD 1 1 o o z 
1 2 0 o 1 o s 
2 2 1 ·o o 1 5 

rt -3 -1 -3 o o o o 

Primer tableau 
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El problema cstS en forma cnn6nica con tres vnriahles Je 

( 'e; -
" 

ri;ib1es de holgura son L"L·ro. .l\pl icanclo el cr.iterio para 

seleccionar una columna, se muestran en las trcs primeras 

columnas que podrían mejorar la soluci6n. En cada una de 

estas columnas el pivote apropiado es determinado las ra· 

iones YiolYij y seleccionando uno, el m6s pequefio positi

vo. Los tres pivotes son permitibles y estan en un círcu 

lo sobre el tableau Es necesario determinar solo uno. 

Para este ejemplo seleccionamos el el): 

ª1 ª2 ª3 ª4 ªs ª6 b 

2 1 1 1 o o 2 

-3 o G) -2 1 o 1 

-2 o -1 -z o 1 z 

-1 o -z 1 o o z 

Segundo tableau 

Note que la funci6n objetivo · usando el negativo de la o

riginal · se ha decrementado de cero a menos dos. Otra 

vez el piv.ote es (D: 



- 236 -

¡¡] ª2 ª3 ª4 il 5 a 
6 

b 

C0 () :~ - l o 

. 3 [) . 2 l o 

. 5 o o . 4 1 3 

- 7 o o -3 z o 4 

Tercer tablcau 

El valor de la funcj6n objetivo tiene ahora un decremento 

de menos cuatro y debemos pivotcar en la primera o cuarta 

columna. Selecci.onamos 0: 
ª1 ªz ª3 ª4 ªs ª6 b 

l l/5 o ~Is · l/ 5 o 1/5 

o 3/5 1 -1/5 2/5 o 8/5 

o 1 o -1 o 1 4 

o 115 o 6/5 3/s o 211 5 

Cuarto tableau 

Como el Último rcnr,16n no tiene elementos negativos, concluí

mos que la soluci6n correspondiente al cuarto tableau es 

6ptima. Así x1 = 1/5, x2 = O, x 3 = 8/5 , x 4 = O, x5 O, 

x 6 = 4 es la s~luci6n 6ptima con una valor de -27/s en la 

funci6n objetivo. 
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APENDICE B 

CO:\CE!'TOS B,\S l COS DE J;EDFS. 

Dcf_i_nicl~!!· Una gr:ífica consiste de una colccci6n finita 

de elementos lJ amados nodos y un subconjunto formado por 

pares de nodos llnmados arcos. 

Los nodos de una fráfica generalmente son numerados, esto 

es, l,2,3, ... ,n. Un arco entre los nodos i y j, está re

presentado por el par (i,j). Los nodos están designados 

por c~rculos, con su n6mero correspondiente. Los arcos 

están representados por líneas entre los nodos. Una gráf.!_ 

ca es representada de la siguiente manera: 

--~--------© 

Figura l. Una gráfica 
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Hay otras definiciones elementales asociadas con las gr6-

.ficas que dc;;cribcn ~u v<t 1.ict11ra. Llllii cndc·na c·ntre los 

cucncia debe tc·ncr Ja forma (i, }; 1 ), (k 1 , J.; 2). (k 2 , k
3
), ... 

.. , (km' j). En la figura l (1,2), (2,4), (4,3) es una ca 

dena entre los nodos 1 y 3. Si una dirccci6n de movimien

to a lo largo de una cadena es especificado - del nodo i 

al j - es llamada una ruta de i a j. Un ciclo es una ca

dena que empieza en el nodo i, y termina en el nodo i. 

La cadena (1,2), (2,4), (4,3) y (3,1) es un ciclo para la 

gráfica en la figura l. 

Una gráfica es .coi:iecta_da si hay una cadena entre cada par 

de nodos. Así la gráfica de la figura l es conectada. Una 

gráfica es un árbol si es conectada y no tiene ciclos. Eli 

minando algunos de los arcos (1,2), (1,3), (2,4.) 6 (3,4) p~ 

dríamos transformar la gráfica de la figur~ 1 ~n un árbol. 

Algunas veces conside1amos un árbol en una gráfica G, el 

cual es precisamente un árbol construído del subconjunto de 

arcos de G. Tal árbol es un ~!·E~! .i:l~ ~xpans_~6n si toca to

dos los nodos de G. Es fdcil ver que una gr5fica es conec

tada si y s6lo si contiene un firbol de cxpansi6n. 

Nuestro principal inter6s está sobre las gráficas dirigidas, 

en la cual un sentido de orientaci6n está dado por un arco. 
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En este caso un arco es co11sidcrado un par ordenado de n~ 

1los (i,.i) y 1l(•cimos que el arco va <kl n()(lo i al nodo j 

Figura 2. Una gr&fica dirigida. 

Cuando trabajamos con grfificas dirigidas algunos pares de 

nodos pueden tener un.arco en ambas ~irecciones.· Indican 

do ambos arcos en .tal caso ·que es equivalente a un arco no 

dirigido. Las notaciones de ruta y ciclos pueden ser apl! 

cadas a las gr6ficas dirigidas. En rcs6mcn decimos que el 

nodo j es alcanzable al i si hay una ruta del nodo i al no 

· do j. 

Para la representaci6n- de una grfific~ dirigida, caracteri

zada por la figura 2, otro método común de representaci?n 

está en términos de· una ¡natriz de incidencia nodos-a.reos. 
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Esta es construída listando los nodos verticalmente y los 

a 1 e os lwri ;·ont n J me11t e. l'J1\ onces en 1 :i co 1 urnna del a reo 

y un -1 en la posici6n currcspondlcntc al nodo i y un -1 

en el nodo j. La matriz de incidencia para la gráfica de 

la figura 2 es la siguiente: 

(1,2) (1,4) (2, 3) (2,4) ( 4 '2) 
,...-------------------------

1 

2 

3 

4 

1 

-1 

-1 

1 1 -1 

- J. 

-1 1 

toda la informaci6n acerca de la estructura de la gráfica _, 

est' en la matriz de incidencia nodos-arcos.· Esta repre

sentaci6n es muy usual para prop6sitos computacionales, ya 

que es muy f'cil .almacenarlos en una computadora. 

FLUJOS EN REDES. 

Una gr6fica es una manera efectiva para representar la co

municaci6n estructurada entre nodos. Cuando existe la po

sibilidad de flujos en los arcos, nos referimos a una gr'

fica qirigida como una red. En aplicaciones, las redes re 

presentan un sistema de transporte o una red de comunica

ci6n, o simplemente una representaci6n para prop~sitos 
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rnatcrn5ticos (tal como en el problema <le asignnci6n). 

lln flujo c·n un ;ir1·0 tlirir;i.lo (i,_i) <'S un !.'J::a·ro X .. ) 0. 
l J -· 

Flujos vn los arcos ,]e 1 a r«d tll'l-cn ;¡rt icuJ ;,r~c <:ati ~fa-

ciendo un criterio Je co~scrvaci6n en cada nudo. Espcc! 

ficamente, a menos de que el no<lo sea un nodo fuente o 

final, el flujo no puede ser creado o perdido en un nodo; 

el flujo total que entra en un nodo debe ser igual al flu 

jo total que sale del nodo. Así en cada nodo i 

A •• -· 
1) 

o 

La primera suma es el flujo total de i, y la segunda suma 

es el flujo total a i (desde luego xij no existe si no ~ay 

un arco de i aj). Para que flujos diferentes de cero 

exist~n en una red sin nodo fuente o final, la red debe te 

ner un cicl.o. 

En muchas aplicaciones, algunos nodos son designados nodo 

fuente o final (o alternativamente nodo oferta o nodo de-

manda). El f1 u jo neto fuera de un nodo fu ente debe ser p~ 

sitivo, y el nivel de su flujo neto puede ser fijo o varia 

ble, dependiendo de la aplicaci6n. Similarmente, el flujo 

neto dentro de un nodo final debe ser positivo. 



CONCLUSIONES •• 

Una de las ramas mas jntl·resantcs )' estudiad;is de la invcs-

tigaci6n <le operaciones l'~; la relacionadu con Ja programa-

ci6n lineal y sus estructuras especiales. Una de estas 

estructuras es la progrnmaci6n en redes de flujo, esto es, 

problemas lineales que pueden representarse y analizarse 

en t6rminos de redes. Como es de esperarse, la especializ! 

ci6n de los métodos generales <le la programaci6n lineal al 

caso <le problemas <le redes, resulta en nuevos y eficien'tes 

métodos de anilisis que en anos recientes se han populari-

zado. 

En este trabajo se han analizado las bases generales de la 

programaci6n lineal y, en particular, se han descrito las 

dos lineas básicas de métodos de soluci6n: los métodos pri

males y los métodos primales-duales. La especializaci6n de 

los métodos primales a problemas básicos de redes es conoci 

da y una descripci6n breve de los mismos ha sido desarrolla 

da en este trabajo. Sin embargo, la especializaci6n de los 

métodos primales-duales a problemas básicos de redes es po-

co conocida en la literatura. 

La contribuci6n que se tiene en este trabajo es la unifica

ci6n y comparaci6n de los métodos primales-duales especiali 

zados a problemas básicos de redes. Métodos clásicos de so . -
luci6n como el de ciclos negativos y ruta más corta-flujo 
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mSximo se ha demostrndo que son casos particulares de la 

espcciali:aci6n ¡lC'l ;;ié:todo ¡ninal-tlual ~· su coHvergcncia 

es sencilla de demostrarse, evitan<lose discusiones tedio

sas de teoría de gr5ficas. 

Entre los aspectos a extender de este trabajo se tienen 

la tecnología de implantaci6n de los algoritmos de progr,!! 

maci6n lineal especializados a redes y su respectiva com

paraci6n. 
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