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l. Introducci6n 

En el análisis y mejoramiento de sistemas en gran ese.ala 

se observa que las problemáticas con que el decisor se 

enfrenta son cada día más complejas, pues al conceptuali

zar un aspecto de la realidad deben atenderse otros fac

tores que influyen en su proceso de des~rrollo. La inves

tigaci6n de operaciones interviene en este conflicto, pro

porcionando modelos y métodos de solución qúe facilitan la 

comprensi6n de la problemática y la toma de decisiones. Su 

trabajo es interdisciplinario y trata de considerar las 

partes que afectan al todo, así como sus interrelaciones 

para entender mejor el carácter dinámico de los problemas 

que enfrenta. 

1 

Un ejemplo típico de sistema en gran escala son los sistemas 

de aprovechamientos hidráulicos. Este tipo de sistemas tiene 

diferentes prop6sitos, por ejemplo, proporcionar agua para el 

crecimiento de culti\'o~:;, generación de energía eléctrica y 

tarnbit1n, servir corno inst1~umento para el control de avenidas. 

Como puede observarse, al9unos de estos prop6sitos son con

flictivos y tienen diferentes impactos sobre los uspecLos ecu

n6micos y sociales de un país. 

La motivación principal de este trabajo es analizar el pro

blema de asignación de agua de un sistema de aprovechamientos 



hidráulicos a un distrito de riego. Asimismo, se preten

de demostrar la forma en que algunas t€cnicas y modelos de 

la investigación de operaciones puede ayudarnos en. el análi

sis de esta problemática. Específicamente, se demuestra la 

manera en que se manipula el caracter aleatorio de los es

currimientos a la presa y como se modela y resuelve, usando 

el método de Howard, el proceso de decisión periódico a que 

ésto da lugar. 
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Con el propósito de entender el método de floward, en el si

guiente capitulo darnos algunos conceptos de álgebra lineal, 

como por ejemplo la forma normal de Jordan, forma que nos 

permite tratar de modo simple el concepto de convergencia en 

matrices. En el capítulo tres, con lo hecho en el anterior, 

tratamos los procesos Markovianos con un lengu<:lje simple que 

nos permi.te demostrar convergenciu. en el método de Howard de 

una manera sencilla. Seguidamente, en el capítulo cuatro, se 

explica la problem5tica en los distritos de riego y se presen

tan dos ejemplos numéricos que nos permiten entender mejor 

dicha problemática y mostrar la aplicación del método de 

Howard. En el primer ejemplo se determina una estrategia 6p

tima anual y en el otro una semestral. Finalmente algunas 

conclusiones sobre lo realizado son pr~sentadas. 



2. Nociones de álgebra lineal. 

En este capitulo estableceremos algunas· nociones de álgebra 

lineal que nos serán titiles en el des~rroi_lo de este trabajo. 

2.1. Algunos conceotos básicos. 

Definición. Sean V y 11 espacios vectoriales sobre el campo 

K. Una transforrnaci6n ~ 

T V+ N 

es una transformación que satisface que 9ara cualesquiera 

u, v en V y cualesquiera escalares a., !3 en K 

T 1.au + Bv) aT(u) + BT(v) 

Definici6n. F.l conjunto de eleraentos ven V tales que T(v)=O, 

donde 0 re!)rcsenta el elemento neutro o cero de \·1, recibe el 

nombre de nt1cleo de T. Al conjunto de elementos w de U para 

los cuales existe un elemento v tle V tnl r:11C T (v) = w, se le 

conoce como la ima.ryen ele T. 

A menudo abreviaremos núcleo e imagen, escribiendo simr>lemente 

Ker e Im, respectivamente. 

El. sitJUiente teorema relaciona las dimensiones del ntícleo y de 

la imagen de una transformación lineal, con la dimensi6n del 

espacio sobre el cual cst5 definida la transformación. 



Teorema l. Sean V, \'1 espacios vectoriales de dirnensi6n fini-

ta y ·T:V-+W una transformación lineal. Entonces, 

dim V dim Ker T + dim Im T 

donde dim, es una abreviatura para dimensión. 

Prueba. Si la imagen de T consta s6lo del cero, entonces la 

afirmación es trivial. Suponga que {w
1

, ... ,w
5

} es una base 

de la imagen de T y sean v
1

, ... ,v
5 

eleMentos de V tales que 

T(v
1

l=w
1

, para i=l, .. ,s. Si el nGcleo de T no es {8}, enton

ces supóngase que {u
1

, ... ,uq} es una base del núcleo. Si 

el na.cleo es {0}, entonces, en lo que sigue, omita toda re-

ferencia a {u1 , ... ,uq}. Afirmarnos que {v
1

, ... ,v
5

, u
1

, •.. ,uq} 

es una base de V. 

Para ver ésto, sea v cunlquier elemento de V; entonces exis-

ya que {w
1

, ... ,w
5

} es una base de la .imagen de '11
• De aqu'.i., 

por linealidñd, 

Por tanto, v-a
1

v
1 

-, ... ,- n.
5

v
5 

está en el núcleo de 'r y exis

ten escalare!:> B1, ... I eq tal que 

4 



Por consiguiente, 

Esto 

prueba que dichos vectores generan V. Ahora, demostraremos 

que son linealmente independientes y, por tanto, constitu-

yen una base. Supóngase que existe una cornbinaci6n lineal: 

Aplicando Ta esta relación y usando el hecho de que T(ui)=0 

para i=l, ..• ,q, obtenemos, 

Pero T(vi) = wi, i=l, ... ,s, por lo que a 1 = , .•• , = a
5 

=O 

ya que w1 , •.. ,w
5 

son linealmente independi~ntes. Por con

siguiente, 

8 

Pero u
1

, .•. ,uq constituyen una base del núcleo de T y, por 

tanto, Bi=O para i=l, ... ,q. Esto concluye la prueba. 

Un ejemplo clásica de transformaci6n lineal es una matriz. 

Por ejemplo, sea A una matriz de mxn en el campo K. Entonces, 

se puede asociar con A una transformación 

5 



Haciendo 

para cada, vector columna x de Kn. Que, ,esta, transformación 

es lineal se deduce simplemente deºlas propiedades de la 

multiplicación de matrices. 

Definición. TA es la transformación ~asociada con la 

matriz !:!· 

El problema contrario, o sea dada una transformaci6n lineal 

T : Kn+¡(" asociarle una matriz única A tal que Ax = T (x) pa

ra toda x en Kn, es relativamente sencillo. Sean E1 , ... , En 

los vectores columna unitarios en Kn, y sean el, ... ,em los 

vectores columna unitariás en Km. Cualquier vector x. de Kn 

se puede expresar como una combinaci6n lineal 

donde xj es la componente 

que: 

de x. Por linealidad, se tiene 

y se puede escribir cada uno de los T(Ej) en términos de 

1 m 
f· , ••• ,e . En otras palabras, existen nG.meros ªij tales que 

1 m 
ª11 e ... +, • • · ,+ ªmle 

6 
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Por tanto, 

= <ª11x1 +, •.. ,+ ª1 x )el +, .•. ,+ 'ª·· lxl+. ¡ ... +a. ·x. ·)em . n n ,. m e ,,_ : • •• mn n . ' 

En consecuencia, si hacernos A (aij) se . ve que 

T(x) =Ax 

De este modo T = TA y si T = T8 esto implica que A 

demuestra la unicidad de la matriz A. 

B lo que 

Ahora bien, un caso más general, es cuando tratamos con espa-

cios vectoriales cualesquiera V, W sobre K, de dimensión fini-

ta. Sean {v1 , ... ,vn} y (w
1

, ... ,wm} bases de V y W respectiva

mente. Para cualquier ven V, se puede expresar ven forma 

univoca como una combinación lineal 

x. en K 
i 

Análogamente para W. Si T:V-+N es una transformaci6n lineal, 

asociaremos a T una matriz única A tal que si x es el vector 

de coordenadas de un elemento ven V, relativo a la base 

{v
1

, ... ,v
0

}, entonces Ax, es el vector de coordenadas de T(v), 

relativo a la base [w
1

, ... ,wm}. Para ello, sea 



Ciertamente se tiene -que 

y 

Definiendo A como 

a 
mn 

se tiene que Ax es el vector de coordenadas de T(v), respecto 

8 

Definici6n. A es la matriz reorcsentando ! respecto ~ ~bases 

~ v 1 , ... ,vn y B' ~ (w
1

, ... ,wml y será denotada como M:, (T). 

Un caso especial, es cuando W V, o sea, Tes una transforma-

ci6n de V en sí misma. 

Proposici6n l. Sea 1':V-•V la transformación identidad (id) y 

B, B' bases de V. Entonces, 



~' (id) M~, (id) = M~
0 

(id) M~, (id) I 

donde I, representa la matriz identidad. 

~· Sea v un t;!lemento de V;Y x su vector de coordenadas 

respecto a la_ base B. -~ntonc~s, el vector de coordenadas de 

T(v) relativo a B': es M~, (id) x; De aqui, el vector de 

coordenadas de T[jCvff.relativo.a. la base Bes M~, (id)M:, (id)x 

Y ya que T['.i'(v[Í: =~'.v se sigue que 11~, (id) M:, (;.d)x=x, 

B' 
i. e., MB (id l.. ·~a otra parte de la demostraci6n 

es similar. 

. . 

Describiremos ahoi'á.- con- p-re.cisi6n como cambia la matriz re-

presentando una transformaci6n lineal cuando se cambian las 

bases. 

Teorema 2. Sea T:V-~v y sean B, B 1 bases de V. Entonces, 

existe una matriz invertible N, tal que, 

donde N M~
1 

(id) y N-l representa la inversa de N. 

Prueba. Sea v en V y x su vector de coordenadas respecto a 

la base B' . Entonces el vector de coordenadas de v respecto 

B' a la base B es Mn (id) x y por lo tan to el v~ct:or de coorden.J.-

das de T(v) respecto a la btise n os H~('I')M~(id)x. De aqui, 

el vector de coordenadas de T (v) rcspcc_to a la base B, es 

11~, (id) M~(T) n:' (id)x, i.e., 

9 



Haci.endo N = M~ '• (id) y aplicando la proposici6 1 1 anterior, 

el teorema queda demostrado. 

En el resto del trabajo nos ocuparemos m&s amp iamente de 

las transformaciones lineales de un espacio vectorial en sí 

mismo. 

10 
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2.2. _Valores.y_vectores caracter1sticos 

Definici6n. Sea T una transformaci6n lineal de V en s1 mis-

mo. Si W es un subespacio de V tal que T[tiJ es subconjunto 

(e) de W, entonces W es llamado un subespacio invariante de 

V bajo T. Generalmente, el problema de determinar las pro-

piedades de T sobre V puede ser reducido al problema de de-

terminar las propiedades de T sobre los subespacios invarian-

tes. r:l caso más· simple ocurre cuar.C.v t..:l sui..JesJ?acio inva·-

riante iV es de dimensi6n uno. Sea {a
1

} una base para W. En-

tonces ya que T (c:x
1

l está en 11, existe un escalar '-· tal que 
' 

T (a
1

) = ,\1ª1· Tambi~n, para cualquier n en t·/, a = ª1 i.11 y por 

lo tanto T(a) = "1T (al) = ª1·11ª1 = ).1 a. Vemos de este :nodo 

que x
1 

es característico del subespacio invariante N. 

Definición. Un escalar ~ es un valor característico de una 

transformación lineal T:V+V sobre el campo I<, si existe un 

vector. v en V diferente de cero tal que: 

T(v) = ;\ V (1) 

El vector correspondiente v recibe el nombre de vector ~-

ter1stico de T. 

La interpretaci6n geométrica de un vector característico es 

que si se le aplica la transformación 'l', sólo carnbi6 su me<li-

da y quizá el signo. 

Note que la ecuaci6n (1) es equivalente a la ecuación 

[]· - ! (idl]v e 



Sabemos que si Ker @' - ). (idl] 'f [ 0), entonces existe un 

vector v diferente de cero satisfaciendo dicha ecuación. 

Ahora bien, sea [a1 , •.. ,anl cualquier base de V y A la 

matriz representando T con respecto a esta base. 
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Definici6n. El polinomio característico de la transforma

ci6n lineal Tes el determinante de la matriz A-xI, rcpre-

sentado como det [!l-x:[]. 

Si {a~, ... , a~} es otra base de V y A 1 es la matriz repre

sentando T con respecto a esta base, por el teorema 2 de la 

secci6n anterior, 

relación que nos permitirá demostrar el siguiente resultado: 

Proposici6n l. det [!I - xl] = det [A' - xl] 

Prueba. -1 
Ya ']lle A 1 = N A N, 

det [A' - xl] = det [N-l A N - xl] 

det [21' - xl] det Ql-1 (A - xI)~ 

(det N- 1 ) (det Q\ - xl]) (det N) 

-1 Es claro que det N det N 1 y por lo tan to con e 1 uimos que 



det [!.• - ><U = det [!. - ><U 

Este resultado nos muestr<> que el P.olinom.io ',cár~cte.rístiCo 

de lu transformaci6n T no depende de. la. ba~e: :elegida. para 

V. De este fiado, sea. 

f(x) = det ~ - .xU 

el polinomio característico de la tránsformaci6n T y A la 

matriz representando .T respecto a cualquier base elegida de 

V. Dicho.pÓlinomio puede ser escrito como 

donde k 
n 

constan tia 

n 
= (-1)º ; kn-1 = (-l)n-1 E 

i=l 
k 0 es igual al determinante 

y, e 1 término 

de A. Un teorema que 

tiene que ver con el polinomio característico y que nos será 

de mucha utilidad en la siguiente secci6n, es el teorema de 

Hamilton-Cayley. 

Teorema l. (llami 1 ton-Cayl.!".Yl. Sea T:V->V una transform¡¡ci6n 

lineal sobre el campo K. Sea f(x) el polinomio caracterís

tico de 1'. En ton ces f (T) = O, donde f (T) e:; igual a k
11 

Tn + 

kn-lTn-1+, ... ,+ko (id). 

Pruehn. Sea A la matriz que representa T respecto a la base 

B de V. Entonces, f(A) = 0. Sea x el vector de coordenadas 

de v en V respecto a B. Entonces Aix es el vector de coor

denadas de 1ri (v) para i=l, 2, ... , n. Por lÜ tanto, 

/ 
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es el vector .de.,. co¿~denadas. de 

: .-,--- -~ ·:.: ., ,'· ;; : ~« ~ ' . 

y de aqu1 

k~!n(v)), ••. ,+. k
0

v. = 
.,, , ___ _ 

Como V fue arb~ tr~_ii~ . se' S-ifi~.fi-,:: ij\le, 

Esto termina la prueba. 

Definición. La ecuación m (x) = O grado que •r satisface es lla

mada ecuación m1nima para T y m(x) es llamado el polinomio rn1-

nimo de T. Ya que T satisface su polinomio característico el 

grado de m(x) es menor o igual que n. 

Definici6n. Sea f(x) el polinomio característico de la trans-

formación T y A la matriz representando dicha transformación. 

La ecuación f (x) = O es conocida como la ecuación caracterís-

tica de la transformación 'l'. 

14 

Si existe un escal.:ir >., en el campo K del espacio V en cuestión, 

que·sea solución de la ecuación característica, entonces, existe 

un vector y en Kn diferente de cero tal que Ay ; Ay. Sabemos 

que si el campo es el de los nt'.imeros complejos, existe al me-

nos un complejo A ~ue satisface dicha ecuación. 
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es el vector de coordenádas de· 

y de aqui 

.. ' ·.· 
~;. -i'<V'l +,.: .•. + k0 v = e 

Corno .v. foe arbÍ.tri'lria se sigue que, 

Esto termina la prueba. 

Definición. La ecuación m(x) = O de menor grado que T sa

tisface es llamada ecuación mínima para T y m(x) es llamado 

el polinomio ~ de T. Ya que T satisface su polinomio 

característico el grado de rn(x) es menor o igual que n. 

Definici6n. Sea f{x) el polinomio característico de la trans-

formación T y A la matriz representando dicha transformaci6n. 

La ecuaci6n f (x) = O es conocida como la ecuación caracterís-

ti ca de la transformación T. Si existe un escalar A, en el 

campo K del espacio V en cuestión, que sea soluci6n de la 

ecuación característica, entonces, exi3te un vector y en Kn 

diferente de cero tal que Ay = .\y. Sabemos que si el campo 

es el de los números complejos, existe al menos un complejo 

.\ que satisface dicha ecuación. 
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Un resultado que relaciona la 'ecuaci6n característica con 

lo·s valores característicos de la transforma.ci6n T es el 

si<Juiente: 

.Proposición 2. Un escalar ). es un. valor característico de 

T sí y s6lo sí es solución de la ecuación característica 

de T. 

~· Sea A. la rnatr.iz que representa T respecto a la 

·bas~ {v1 , .- .. '"'.°~'}.,. SL ~ es un valor caracterf.stico de T, 

entonces, por de.finición existe v en V diferente de cero 

tal que 

T(v) = ).v 

Sea y el vector de coordenadas de v respecto a la base· 

{v
1 

, ... , vn}. Obviamente y es diferente de cero. Entonces 

Ay es el vector de coordenadas de T(v) respect, a la base 

{v
1 

, ... , vnl. Pero T{v) = Av, lo que implica que, 

Ay ).y 

i.e., 

para y + 0. Ahora bien, esto significa que 

det l}I - ).D = o 

y por lo tanto A es solución de la ecuación característica 

de T. 



Por otra parte, suponga que i.. es solución de la ecuación 

característica de T. Sea A la matriz representando T a la 

base· { v 
1
,. •• , v n). Entonces, existe y en Kn diferente de 

cero tal que [11. - i..:f]y = o. Sin embargo, A ,.. AI es la ma

triz representando T - i.. (id), por lo que si definirnos 
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v = y 1v 1 +,. .. ,+ ynvn' entonces las coordenadas de !J-:>-(idl]{v) 

son precisaMente (Í\- i..:Qy=O. o sea, ~-:>- (idQ (v) = o, i.e., 

T(V) = AV 

De este modo, hemos encontrado un vector v distinto de cero, 

tal que, T(v) = AV por lo que i.. es un valor característico 

Esta proposición nos permite encontrar los valores y vecto-

res caracter1sticos de T a trav6s de la soluci6n de su ecua-

ci6n característica. 

Definición. El espacio cara'-!ter1stico de T correspondiente a 

A, denotado por S(~}, es el conjunto de vectores caracterís-

tices de 'l' correspondientes a >.. junto con el elemento neutro. 

Es fácil demostrar que S(A) es un subespacio de V. 

Definición. J.,a ctirnensión de S (;I) es llamada la multiplici

dad geométrica de '· 

Hemos visto que .\ es solución de la ecuaci6n característica 

de f(x) ~O. De aqui, x-i.. es un factor de f(x). Si (x-A)k 

es un factor de f (x) pero (x-i.. l k+l no, i.. es una ra1z de 

f(x) =O de multiplicid~d k. 



Definición. k es llamada la multiplicidad algebraica dP. ~. 

Generalmente, para una transformación lineal dada, se bus-

ca una base para la cual la matriz representando la trans-

formación tenga forma simple, tanto como sea posible. Dicha 

forma, seria por ejemplo ana matriz diagonal. La siguiente 

proposición nos dará bases para buscar condiciones en que 

<licha matriz diagonal pueda ser encontrada. 

Proposici6n 3. Sean A
1

, ... , ).
11
, valores caracter1sticos dis

tintos de la transformaci6n lineal T. Entonces cualquier 

conjunto e 1 , e
2

, ... ,era de vectores correspondientes es li

nealmente independiente. 

Prueba. Suponga que los vectores característicos son lineal

mente dependientes. Entonces existe una combinaci6n lineal 

de esos vectores tal que 

m 

I a. e. 
i=l 

i 1 

y no todas l.:J.S "· son cero. 
1 

D·':? las posibles combinaciones 

lineales escoja la que tiene t..::l nümcro mínimo de coeficientes 

distintos de cero. Sin p6rdida de generalidad suponga que 

esos coeficientes corresponden a los primeros k vectores 

caracter1sticos y que el primer coeficiente es uno. Esto 

es, la combinaci6n lineal es de la forma 

o ll) 

18 



ªi- +O para i=2,3,.:.,k. Si.multiplicamos e~ta ecuación 

por la· transformación T obtenemos 

Usando el hecho de que los ei són valores característicos, 

esta última ecuación es ·equivalente a 

(2) 

HultJ.,>licando (l) por >.1 .Y restándola de (2) obtenemos 

Sin embargo, ésto, es una combinación lineal de sólo (k-1) 

términos, contradiciendo. la definición de k como el valor 

rn!nimo posible. 

Proposición 4. Una transformación lineal T puede ser repre

sentada por una matriz diagonal sí y s6J u sí existe una base 

consistiendo de vectores característicos do T. 

Prueba. Suponga que existo un conjunto de vectores carac-

ter:ísticos {C 1 , ... ,~n) linealmente indcpendi~ntes y que 

A
1

, •.• ,A 0 son los valores característicos correspondientes. 

Entonces T(f:i) :::.: 1-.ir.i y de este modo la matriz representan

do T con respecto a es ta base, tiene la forna: 
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~1 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

esto es, T es representada por una matriz diagonal. Con

trariamente, si T es representado por una matriz diagonal, 

los vectores en esa base son vectores característicos. 

No todas las transformaciones lineales pueden ser represen

tadas por matrices diagonales, sin embargo, cuando conside

ramos como campo los nOmeros complejos, existe una forma de 

matriz conocida como la forro~ normal de Jordan en la cual 

todas las transformaciones lineales pueden ser representa

das y las matrices diagonales son un caso particular de esta 

forma. Esto es ya una gran ventaja y de ello nos ocuparemos 

en la siguiente secci611. 
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2.3 Forma normal de Jordan. 

En esta sección suponemos ~ue el camno de escalares es ei de 

los nCil!\eros coMnlejos. Sea '!' una transformaci6n lineal de un 

esnacio vectorial V en si mismo de dimensi6n finita. Si f(x) 

es el polinomio característico de T, obtenido a través de la 

matriz A renresentando T, dicho polinomio ouede ser descornpues-

to'en factores lineales, 

ya que el cam.no es el de los nCímeros COml'.JlejOS y donde Ai,j¡.j 

nara __ifj :y r 1 .és '1a ¡;.ult.ii:>licidad algebraica del valor carac

+:er.ístico ·)..·i.·· .'.El nolinomio mínimo, que puede ser demostrado 

divide al nolinomio característico, es entonces de la siguien-

te forma: 

m(x) (X - A ) So 
p 

Ln la nronosición 4 de la sección 2.2 trñbaia~os con una base 

consistiendo de vectores característicos. Sin embargo, dado 

que ahora trabaiamos en el caso de nue dichn base no exist:i., 

debemos buscar gencn1lizar ñlgunils nociones dadas en la sec-

ci6n anterior. 

Definición. Parn un valo1~ cnracterístico A fijo, se definen 

los subesnacios 
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De esta forma, MO (e} y 111 es el espacio característico de 

T corresnondiente a •· 
,,., __ , 

:j·>' '<:·/-·', '..-~,;_:,·'.~_;·; ., 

que· cada.Mk,.y\hés J:~;;~;;i~~~~bajo T-A(id). 

(a) @ - A(iJB~~+~ :i:01~j'.W~Í1~t:·' 
Mostraremos ahora 

Prooosici6n l. 

(bf á ~ ~úa.l];.,J<~;,\:t+.~. ~.'1f 

~-
-- '._.···-:- -- --·-,-- -· ., 

[! _:\(1cil]k+l~~\]:' .o i(idl]k!2- A(idl]a =e 

O sea, (! ~(idl]a esi:A.en Mk. Po·r otra parte, si a esta 

en MI<, @' - HictlJ ka = e, d;. d.;nde, 

esto es Mk c Mk+l. lo que pru~ba (a). 

Para ~robar (b) , __ sea_ a en y,1<. _Eriton~es, existe x en \T tal que 

[3' - X (idl] kx = a, lo que im!)lica <JUe, 

i.e., [3' - A\idQa est!i. eri wk+l. Si S está en \·lk+l, existe 

>< tal que 8 = [T - A (id)]k+lx, o sea, 

donde a = 
k en ~·T , lo riuc imolica que 

~ = ['j.' - ¡. (id >Ja está en [T - ), (id l]Wk. Esto demuestra que 

[T l (ia[i ·11< = 1.f+l. Por otra parte si " está en Wk+l, exis

te Y. tal <!UC a= ['.r - \(id)]k+lx = [T - ).(idok [T- J.(idQx 



de donde a está en J'. Con _!lsto co_ncluimos la parte (b) 

y la proposición queda demostr_ada. 

Una consecuencia directa-_ de ia p;!()p'o~ición 1 anterior, es 

la siguiente: 

Proposición 2. Bajo~· :r cualquier' polinomio en ·T - x (id), 
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Mk y \'lk son subespacios invariantes. Además, si µ es cual

quier otro valor caracteristico de T, l\k y ¡}< son invariantes 

bajo T - µ (id). 

Prueba. La primera parte de la proposici6n se sigue de que 

si x está en ¡}<, entonces [J - ; (id>] x está en \'lk. Pero :lx 

está. en ,,,K ya que A es un escalar y wk es un subespacio, lo 

que implica que T (x) estií en Wk. Por lo tanto ~· ~i::J e \Vk. 

La demostraci6n para Mk es similar. Ahora bien, (t->. (id)]nwk= 

CT - Á (idl] n-l (J - ; (id)]Wk 

Por otra parte si ll es cualquier vector caréicteristico de T 

y x es un elemento de Wk, l•X está en Wk y T (x) tambi/in. Esto 

implica que []' - 1' (idl]x cst:í en Wk. Por lo tanto 

['):' - µ (idl]Wk e 1'1k. Con ésto, la proposición queda demostrada. 



Ya que MO c 11
1 c M2 c, .•• , c V y V es de dirnensi6n finita, es

ta sucesión debe detenerse en algGn punto. Sea t el índice 

rnlis pequeño tal que Mk = Mt para toda k~t, y ·denote Mt por 

M(A). Sea mk la dimensión de Mk; por el ·i:eórema 'l de la. 

sección 2.1 la dimensión de Wk es 

Denote Wt corno \·' '(~). 

Proposición 3. V es la 

V "' M(X) .l!l 

Prueba. De .la .Piopc:isición .1 anterior, parte (b), ['.r- X{idQ1l 

= wt+l = wt lo que muestra que ['.r - ¡. {idÜ es una transforma-

ci6n uno a, uno y sobre, o sea, no singular sobre W p.) . Sea 

a cualquier vector en V~ Entonces [T - A (id)] ta = e es un 

elemento de w
0

). Ya que [T - ¡. (idÜ es no singular sobre 

W ( ¡.) , tambi(!;n lo es ['F ¡. (idl] t. Esto se sigue de que 

[)' - ).'id)] t l'lt = [i' - A (idQ t-l ['.r - l- (idl]Wt 
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Entonces existe un !1nico vector y en Wt tal que ['F - ¡. (idl]ty=e .. 

Sea " y + ó. Esto implica que 6 está en M (>,). De 

aquí V M().) + N().). Ya que n = dirn V = dirn M(l-) + \·I ().) 

dirn M (>.) + dim w<Al - dim M().) f1 W(.I) donde n representa la 



intersección de los subespacios, se sigue que dim M(A) n W(x)•O 

o sea· la suma es directa. 

Sean • 1 , •• .- , xp los valores característicos distintos de T. 

Se.a Mi una notaci6n simple para M(A _) y w1 para _w(x,_.). 
. l. 

Para Ai + Aj, Mi c Wj" 

- Prueba. ~11p0Ílga que. a_ está en Mi y en el núcleo. de T-xj (id). 

Entoncie~ 
t. 

[}j(idl '- •iCidl] '-a 
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El primer término es cero porque a está. en Mi, y los otros 

son cero porque" está en el núcleo de T - Xj(id). Ya que 

Aj - Ai 1 O, se sigue que a • o. Por la ~roposici6n 2 de 

esta secci6n, iJ.' - ;i.j (id)] [}1i J e Mi lo que implica que 
_ t· 

T - Xj (id) es no singular sobre M
1 

y por lo tanto ['.r -aj (id)j J 

es no singular sobre Mi. 

conjunto de im~genes bajo 

De este Qodo Mi estS contenida 

t· !}' - lj (idl] J, i.e., M1 e ;1j. 

en el 

Esta proposici6n nos permitir5 demostrar el siguiente teorema, 

el más importante de este capitulo, pero antes, probaremos este 

lema. 

Lema l. Sea q (T) • [1• - x1 (idl] .. ['.r - XP(idl]y IV 

Entonces q(T) es no singular sobre IV. 



~- Pr.imero demostraremos que W es invarianté. bajo 

q(Tl, i.e., q(T)[lv]cw. Para ello, sea x en w;_.·Entorices, 

por la proposición 2 de esta sección [J - l. (idf]x ~stá. en 
p 

W1 ; @' - ).p{id>]x está en W
2 

; ..• ; (J - ).p{idl]x está en Wp; 

Esto implica que @' - ¡.P(idJ]x está en w. De manera similar, 

@' - l..p-l (idl] @' - l.p(idJ]x está en W. Procediendo de esta 

forma, [j - 1. 1 (idl] @' - 1.p(idl]x está en W y asl'. Hes 

invariante bajo q (T). 

Por otra parte, sea xcW tal que q (T)A = e, i.e., [J - • 1 (idl] 

@' - ¡.p(id)]x =e. Pero@'"" ¡. 2 (idl] .•. @' - AP(id)]x 

está en W y de ac¡ul'. en W 1 . Como @' - A 
1 

(id>] es no singular 

sobre :·1
1

, esto implica que @' i. 2 (idl] •.. [r - 1.p(idl]x=G. 

Sin embargo, @' - l. 2 (idl] . . [J - l.p (id l] x está en 112 y de 

nuevo in~licamos r¡u~ [J-:1 3 (id)] .. @'-\, (idl] x=o. Proccdientio 

de manera similar, concluimos que x=o. De aquí, q(T) es no 

singular sobre W. 
Teorema l. V = M1 lll !12GJ , ••• , Gl Mp 

Prueba. Ya que V 

V ul l!J w1 

~l m_()v
1

n v¡ 

= Mi lll 1I11 n (f.l2$W2l] 

111 lll [lw1 o M
2

ll!l Ct\ n 1·12 l] 

¡.¡l l!J IT12 ij) <u1 o i12lJ 
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cont~nuan~o ~e. este modo, obtenemos 

(e J, el_· te_orerri<i queda de-

mostrado. Por el lema anterior, q(T) es no singular sobre W 
_k 

y en_ base a l!sto fácilmente se sigue que [q (TU es tambil!n no 

singular sobre W para k arbitraria. Pero q(x) contiene cada 

factor del polinomio característico f(x), tál que, para k 

adecuada,f(x) divide a [9<xJ]k. Esto es, [g(x)]k = g(x)f(x) 

par_a "lgtin_ polinomio g. Por el teorema de Hamilton-Cayley 

(teorema 1 de la secci6n 2.2), [g(TJ]k = g(T)f('f)=e. Como 

[g (Tl] k es no singular sobre W, esto implica que ~¡ = {e) con 

lo cual el teorema queda demostrado. 

Una consecuencia irunediat'a de este teorema es el siguiente 

corolario. 

Corolario l. t 1 
:3 .,-.para -i=1, ... ,-p. 

i ' 

~· Ya qu~ V = Mi ill l·!z 

sobre Mi,. se sigue qúe ·@'·· __ 

sobre todo V. De este'modo 

t. 
lll • • •. m M y @' - A. (idQ 1 = 

t p - i tp 
i. 1 (idl] 1 • ••· [T - .lp (idl] = O 

t 
.<x-:-\

1
) 1 _ , (x-1.p) tp es divisi-

ble por el polinomio m1~imo -Y- s_i ·_::..ti' 

Por otra parte, si para algan·i, ~e;n~~os que s
1
<ti, entonces 

existe a en M. tal 
i 

@' - Aj {id)] es no 

parn cualquier k. 

[T-\ i+l (id)] 
5

1+1 

- s 
que L'.r - ;

1
(idl] 1a+o. Para toda lj+>. 1 , 

singular sobre ~!i y también [T->,j (idl] k 

ne aquí, existe y en ~i tal que 

['.t•-x (icll]
5

Py="· i.c., m(T)y+ú, 
!' 
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lo que es una coritradicci6n y por lo tanto t
1 

si. 

Retornamos. ahO~a'a la situación donde, para el valor carac

tedstico: A, Mk. es el núcleo de [J - :>- (idl]k y ~f su imagen. 

En vista de lo demostrado en el corolario 1, Mk = Ns para 
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toda k.::_s. Por inducci6n podemos construir una base {a1 , ... ,o.IT1q J 

de M(:>-) tal que (a1 , ... ,a ) es una base de Mk. 
mk 

Procedemos ahora a modificar esta base. El conjunto 

{arns-i+l , • • •, ªm
5

'} consiste de aquellos elementos bá.sicos 

de MS ·que no estiin en Ms-l. Estos elementos no seriin cambia-

dos, perp por consist~ncia en la notaci6n, cambiaremos sus 

=em5 _zt:v y consirl'ere el conjunto (a
1 

, ... , 

ªms-z+ms - rns-1 L 

" ' ms-2 

Proposici6n S. Este conjunto es linealmente independiente. 

Prueba·.- Suponga que es linealmente dependiente. Entonces 

existe una combinaci6n lineal n<; trivial en la cual al menos 

alguna de las a1 tiene 'un coeficiente distinto de cero ya que 

el canjunt0 {a1 , ... , ªms-Z} es linealmente independiente. 

pues dicha combinaci6n 

ms-ms-1 

i=l 
ªi ªi + v~l bms-2+v ems-2+v 

con al Menos una bm
5

_
2

+v + O. 

Seu 
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De. esta ecuacÚin; vemos que una combinación lineal no trivial 
. ' - . . .... - . ~ "'-~: .· " _,., .. 

de las .~i es _una_· C::ºlllbinaci6n lineal de ias "i y por -lo tanto 

est1i-en M5
-

2 , ·i,é;, 

Pero, 

m -m s . s-:l 
. I 
V=l 

b a 
r~s-2+v ms-1+v 

ms-ms-1 
{]' - ~(id)] s-2 

vI1 b ms-2 + v ems-2 +v 

lo que implica que _una combiriaci6n line_al no trivial de 

{orn 
s-1 

dencia 

, ••• , a. 1 está en 1'1
5

-
1 . 

ms 
lineal de f a 1 , ... , "ms}. 

(a
1 

, ... , a , 
ms-2 

independiente. 

Esto contradice la indepen-

~or lo tanto, el conj\1n~n 

Este subconjunto de Ms-l puede ser expandido a una base de 

Ms-l y usamos 2 para denotar esos elementos adicionales, si 

esos elementos son necesarios. De esta forma tenernos una 

nueva base {a 
1 
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Si ahora G' - X (idl] t>ms-irv = Bms·_
3

+v' y procedemos de manera 

similar obtenemos una nueVii:'bB.Sé! {a1;>.·.,a +l!f'·~· +1,. .. ,s } 
. · · ms-3 .. · s-3 . ms-2 

Siguiendo este. procecÍimien~(:, ~~~~~ .. G~~ una. base . nueva 

una base de { B1 ,, •• ' 

Mk y' @'.,,:-: relaci6n pue-

para k>l 

T S ,, 

Vemos que, en cierto sentid.o_, i3c es 11.casi 11 un vector carac-
mk +" 

teristico. 

Reordenando los vectores básicos como { B1 , sm
1

+l , . · ·' Sm +1}' 
s-1 

luego los vectores {~ 2 , ~m1+ 2 , ... , }, etc., un nuevo orden en 

la base es obtenido. Con la base de 11 (X) en este orden y su

poniendo que M(X) es toda V la matriz representando T toma 

la forma 



r
1 

r 
Teorema 2. Sea f(x) = (x - i

1
) (x - i.p) P el polinomio 

caracterlstico de T y m(x) = (x - ¡,
1

)
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, •.• , (x - i~ 5P supo

linomio mínimo. Sea A la matriz representando T asociada a 

cualquier base de V. Entonces A = N-l J N donde J es una matriz 

con submatrices de la forma 

l. 1 o o 
i 

o ¡,i 1 o 

B. 
i 

o o o 

(} o o 



a lo largo de la diagonal principal. ~·odos los otros ele

mentos de J son cero. Para cada A. existe al menos una B. 
1 1 

de orden si. Todos los otros Bi correspondientes a 'i son 

de orden menor que o igual a si. El namero de Bi correpon

dientes a este Ai es igual a la multiplicidad geom~trica de 

Ai· Además, la suma de las 6rdenes de todas las Bi corres

pondientes a Ai es ri. J es llamada la forma ~de 

Jordan correspondiente a T. 

~· Del teorema 1 de es~·· secci6n tenemos que V ::= n
1 

ID 

M2 Q) ••• III Mp. En la discusión precedente a este teorema, 

mostrarnos que Mi tiene una base de tipo especial. Ya que 

V es la suma directa de las Mi, la unión de esas bases es 
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una base para V. Esto muestra ri.ue una matriz J del tipo des-

crito en este teorema representa T y por el teorema 2 de la 

sección 2.1, para cualquier matriz A representando T con 

respecto a otra base de V, A = N-lJ tl. 

Ya que, por la proposici6n 1 a~ la sección 2.2, el polinomio 

caracter!stico de T no dependL: de la base elegida, el nümero 

de veces que (x - ,\ i) aparece col':lo factor del polinomio ca

racterístico obtenido usando J debe ser igual a ri. Como 

~sto depende s61o del número de veces que Ai aparece en la 

diagonal principal de J, la suma de las órdenes de las a 1 

correspondientes a Ai debe ser ri. 

La forma normal de Jordan nos permitirá tratar en forma 

simple el concepto de convergencia en matrices, tema que 

desarrollarnos en la siquiente sección. 



2.:!1 "Norma y convergencia en matrices 

Una tle las propiedades fundamentales de un es~aóio_ nc:>rmado 

es el manejo del concepto de convergencia y la :definición 

de limite. En el caso del espacio de las matric.es es po

sible establecer el concepto de norma usando.dos enfóques. 

El primer enfoque esta basado en la póstulaci6íi de. una 

función 1 ! • 11 en el espacio de matrice~ que s~Úsfag·á los 

requisitos de la norma. Un ejemplo tipico es:: 

n 
!IBI 1 = max < I 1 bi. 1 ; i=1, .•• ,mJ 

J=l J 

donde B pertenece al espacio de matrices .reales (ó.·c.otlplejas) 

de orden mxn. Cor.io puede esperarse dicha función satisface 

los postulados de norma,- esto es, 

a. llBll ::_O y llB!l=O si y sólo si B =O 

donde" ~ es la condición de no-negatividad; ~, la condición 
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de homogeneidad; y ~, la desigualdad del triangulo~ J\simis

mo, para esta norl'ila, en particular, se s~tisface la desigual-

dad de Schwartz: 

d. l IABI 1 5., J IP-11 l lnl I 

donde A es una matriz real (o co~pleja) de orden ~xn y B es 

otra matriz real (o cor::~:oleja) Ge orden mxn. 



El otro enfoque usado para establecer el concepto de norma 

esta .~a.saa'o e·n ia consideraci6n de que una matriz A de orden 

mxn es_ una transfonn'lci6n lineal de espacio Rm a Rn. Supondre-

mos que m=n para facilitar la discusi6n, sin embargo, las 

propiedades y resultados que se establecen son ciertos para 

mln. En este caso, la manera de establecer el concepto de 

norma de A queda dado por la expresi6n 

donde 11;'1-I es·.•:uha.no_rrna'ehel 'espacio Rn. Pero, las propie

dades d_~l ~~!'ª~id kr1 Y• ia definici6n de norma de A permiten 

estable~e'( :Í.as ~-Lgui~ntes -expresiones equivalentes: 

l !IA!!I max { 11Ax11 / 11x11 

max { l IAx 11 1lxl1 < 1) 

max { l IAxl I l lxl 1 1) 

Conviene señalar que el cálcu1~ de la norma de A depende del 

tipo de norma usuda. en Rn. A:;imismo, es necesario establecer 
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formas concretas del c§lculo de ln norma de A que sean fáciles 

de manipular, pues hasta ahora lo tlnico que puede garantizarse 

es que 1II·111 satisface los postulados de norma. 

En relaci6n a la representaci6n de la norma 1 I I · 1 1 I en forma 

explícita se tiene lo siguiente 



Lema· l. Sea H. el espado. de matrices de orden .nxn. 

n . 
l llALI 1 = rnax { >T Ja .. I ; jo=l, •• ,n 1 

· .. · i=l : :J,.J . 
',e:·;: . -.· .·-;.' -, , 

si ia norma en Rn es 1Jxli 1 ~{~{J~iJ.:'11simisrno 
. '.;; ·:: '.··::;:_,:,·{·~-> ~~·,:.' 

111~-1.11:,;hk"Ft··jif\'~i~I i.=l, ... ,n) 

si la norrná en Jé és 11i1LE~:~~~ ·fl~i l ; i,,1, ... ;nJ. 
·:\._': 

Prueba .. sea ~tRn. tai~~Ü~;:í1!J]i·~i¡k1><.il 
·n ._n 

1.JAx 1 li;;.· I 1 l' ª.iJ.;J·, 1 
i'=l,: )=l. 

n. -n ·-

.'.'. I l l~i. Lxj 1 
i=l j,,.1 . J 

n n 

= l.· Entonces 

I lxj 1 ( l Ja .. J l 
i=l l) j=l 

n 
< max I laiJ. I 

i=l 

n 

j=l, . .,nl 

De dondn l IAI 1 < rnax { I la .. 1 ; j=l, ... ,n . Recíprocamente, si 
- i=l' 1 J 

hacemos x = ej (j=l,_ ... ,n) donde ej es vector de ceros, excepto 

en la posición j en que tiene coeficiente igual a uno. note que 

Aej es el j-ésirno vector columna de A. Asimismo, 11ej11 = 1 y 
n 

llAeJ.11 1= X [a .. ¡ Estodernuestraque 
i=l l) 

11IAI11 
n 

max { l laijl 
i=l 

j=l, ... ,n} 

La segunda parte es similar y se pide al lector. 
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Considere el 'espacio de matrices de orden mxn,cuy6s,,elemeni:os 

están definidos ,en, el conjunto de números complejos. _Suponga 

que en ,dicho conjunto se define la norma 

n 
1 pi¡¡ = max { l lbij 1 ; i, = 1, ..• ,m ) 

' ' j=l 

Se dice que una' sucesión de matrices {Am) , converge a una ma 

triz A si lim 1IAm-A11 = O y se denota por A = lim~. Así-
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mismo, se dice que una serie de matrices l B. 
i=O 1 

converge a una 
k 

matriz s si la sucesi6n de matrices {Sk} donde 
00 

sk = Jo ª1 
converge a s y se denota por s ~ I Bi. 

i=O 

Proposici6n 1: Una sucesión de matrices{ Am} converge a la rna 

triz A sí y s6lo si cada elemento (i,j) de la sucesión {Am ) 

converge al elemento (i, j) de A, esto es, lim (Am) ij = Aij. 
m 

Prueba. Es inmediata 

La equivalencia de convergencia puntual y convergencia en el 

sentido de la norma permite generalizar la mayoría de las pr~ 

piedades de límites para escalares y números complejos. 

~osici6n 2: Suponga que {Am} y {Bm) son sucesiones de 

matrices que convergen a las matrices A y B, respectivamente. 

Entonces {AmBm} converge a AB y {aAm+BBm} converge a la ma

triz nA + BB para cualquier a,B complejo. 

Prueba. Fije un elemento (i, j) de (AmBm). Entonces 



Sin embargo, por tratarse de súcesiones ·de.·· n11meros "complejos, 

se tiene inmediatamente que 

n 
r 

k=l 

n· 

r. 
k=l 

y lim 
m 

AD. La prueba· restante es análoga. 

Sea A una matriz compleja de orden nxn. El conjunto de valores 

característicos de A se denota por o(A) y el máximo valor abso 

luto de estos elementos se denomina el radio espectral de A, 

denotándose por 1 a (Ali· 

sxs se dice Jordan si 

J ~ 
L 

o bien J = XI+E donde 

Por otra parte una matriz J de orden 

1 

.. 1 

es un número complejo; I es la matriz 

identidad de orden sxs; y E es una matriz con elementos igual 

a uno arriba de la diagonal principal y cero en otras posici~ 

nes. 
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Lema 2. Sea J una matriz Jordan de orden sxs·. Entonces 

O = lim.Jn s1'. y ~6lo si 1 l. !<l. 

Prueba. Es sencillo verificar que Es = ·ó;·.· Asimismo 

n 
{ ¡. ÚE)n = r 

k=O (
.n. ) .. ¡.n-k .E.k k .. · .. ··· 

De donde; .si n > s la f6rrnula ·anterior .se .reduce .a 

Sin embargo, si fijamos k (O .::_ k .::_ s-1) y comparamos los coefi 

cientes de Ek en la; matrices Jn y Jn+l se tiene que dicha rel~ 

ci6n es igual a 

=(ti~l~ 
q ( n n-k k ,\ 

n+l 
n+l-k 

que implica jqj<l sf y s6lo si jAj<l y n es suficientemente 

grande. De esta relaci6n podemos concluir que cada uno de -

los coeficientes de Ek converge a cero cuando n tiende infi-

nito sf y s6lo si j).j<l. Equivalentemente O= lim Jn si y 

s6lo si l•l<l y la prueba termina. 
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Teorema l. Suponga que B .es _una matriz cuadrada compleja. 

Entonces, los postulados ·siguientes son equivalentes: 

a. 1 o (B) 1 < 1 

b. lini BN = O 

para algún N ~ 1 

d .. - l BN es absolutamente convergente 
N=O 

~· El teorema de Jordan implica que B 

una matriz no-singular y J es de la forma 

J 

J 
n 

QJQ-l donde Q es 

Asimismo, cada Ji(i=l, ... ,n) es una matriz de Jordan, i.e., 

Ji = AiI + E, donde cada una de las matrices es de orden 

nixni y Ai pertenece a u (B). Asimismo, se observa que 

BN = QJNQ-l para toda N y se cumple que 

< l lol 1 

l lol 1 
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donde.¡¡.¡¡ es la norma en el espacio de matrices. De aquí se 

concluye que O = lim BN sí y s6lo si O = lim JN (pues también 

.f' = Q-lBNQ). Sin embargo, O= lim JN sí y s6lo si O= lim J~ 

para toda i 1, ... ,n. Por otra parte, el Lema 2 demuestra 

que O 

que O 

lim J~ sí y s6lo si IAil < l. De donde se concluye 

lim BN sí y s6lo si !cr(B) 1 < l. 

La prueba de ~ implica ~ es inmediata. Para demostrar que ~ 

implica ~ observe que: I Bk es absolutamente convergente 
k=O 

sí y s6lo si 

Sin embargo, se observa que 

! !ski 1 
n-1 

l IBjN+i 11 l l l 
k=O j=O i=O 

n-1 
! IBN 11 j l lsi 11 < r l 

j=O i=O 

n-1 
L l lsi 11 

i=O 

si l IBNI ¡ < 1 para algún N>l. Finalmente, se observa que ~ im-

plica ~ pues la convergencia absoluta de la serie r BN equ~ 
N=O 

vale a l y esto implica que converge a 
N=O 

cero cuando N tiende a infin:L to. Equivalente a O = lim BN y 

la prueba termina. 

Corolario l. Si cualquiera de las equivalencias del teorema se 

cumple, entonces la inversa de I-B existe y es igual a 
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3. Procesos de decisi6n markovianos con descuento. 

Los procesos de decisi6n markovianos son modelos matemáticos 

simples de interés no s6lo para investigadores de operaciones 

y matem~ticos, sino también para economistas e ingenieros. 

Estos procesos poseen resultados elegantes y en este capítulo 

nos ocuparemos de uno de los tipos de procesos de decisi6n 

markovianos mús usuales, específicamente los discretos con -

descuento. El prop6sito de describir y analizar las princip~ 

les propiedades de estos procesos es establecer el marco de 

referencia para la determinación de políticas de asignación 

de agua en sistemas de recursos hidráulicos. 

Este capítulo se desarrolla corno sigue: primero se establecen 

los conceptos y definiciones básicas de un proceso markoviano. 

A coritinuaci6n, se plantea el problema g8neral usando un len

guaje más formal, lo que permite enfatizar el concepto de es

trategias estacionarias. En la sección 3 se demuestra la 

existencia de estrategias estacionarias que son 6ptimas y se 

establece un resultado que permite proponer un algori trno para 

su determinación. Dicho algoritmo, debido a Howard, se prese!_!. 

ta en la secci6n 4. Finalmente, se presenta una prueba alter

nativa del algorj_tmo de Howard usando los resultados del ca

pítulo 2. 

3.1 Conceptos y definiciones 

Para entender lo que es un proceso markoviano es necesario 

definir antes lo que es una cadena de Markov. 
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Definici6n. Una cadena de Markov es una sucesi6n de variables 

aleatorias x
0

, x
1

, ... , tal que la distribuci6n condicional de 

Xn+l' dadas x0 ,x1 , .•. ,Xn depende solamente del valor de Xn' 

pero no de los valores x 0 ,· x 1 , ..• ,xn-l' i.e., para toda i,h, 

· ·.·, j ,Y n, 

En otras palabras, para decir como se desarrolla el proceso 

después del tiempo n, s6lo necesitamos saber en d6nde se en-

cuentra el tiempo n. Dicha propiedad es conocida como la pr~ 

piedad markoviana. Usualmente, 

se representa como pij (n,n+l) y para facilitar el lenguaje 

diremos que el sistema está en el estado i al tiempo n si 

Xn = i. De este modo, pij (n,n+l) representa la probabilidad 

de pasar del estado i al estado j en una transici6n. 'l'rabaja-

remos exclusivamente con cadenas de Markov en que el número 

de estados es finito y diremos que el conjunto de estados es 

discreto digamos N. 

Las probabilidades de transici6n asociada con una cadena de 

Markov, son consideradas más convenient.:::!mente, como los ele-

mentas de una matriz. 

una matriz P de orden N x N se denomina matriz de transición 

6 estocástica si sus elemento!;; son no negativos y la suma de 
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los elementos de cada hilera es igual a uno, espec!ficamente, si 



donde 

a. P ij ~·•O 

N 
b. ¿ p ÍJ. o 

j=l 

l,j 1, ••• ,N 

i 1, ••• ,N 

Es claro, que todos los elementos de una matriz P asociados 

con una cadena de Markov. Q.. e., una matriz cuyos elementos 

son pij (n, n+l) J, independientemente del tiempo n en que nos 

encontremos, cumplen con esas propiedades. Por otra parte, es 

conveniente puntualizar que si P y Q son matrices de transi-

ci6n, PQ también es una matriz de transición. De aquf, por 

inducci6n, Pm es una matriz de transición, donde m es un en-

tero positivo cualquiera. 

Estamos ahora en posibilidad de entender lo que es un proceso 

markoviano discreto. 

Definición. Un proceso de decisi6n rnarkoviano discreto con N 

estado~ es un proceso estocástico que puede ser descrito a 

través de una cadena de Markov, en donde se tienen asociados 

ciertos beneficios al pasar de un estado a otro. Se dice que 
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el proceso es de decisión, porque los beneficios y las proba

bilidades de transición de un estado a otro dependen de la de 

cisión, que sobre distintas alternativas se elija. 

Bajo esta situación, nos preguntamos: ¿Cuál deberia ser la es 

trategia, o sea la sucesi6n de decisiones en cada etapa, que 

debemos seguir de modo tal que hagamos máximo el beneficio 

esperado total si empezamos en algún estado? Si el horizonte 

de planeaci6n, o sea el número de etapas,es finito, el probl~ 

ma puede ser formulado directamente a través de programaci6n 

dinámica, y una estrategia óptima puede ser obtenida por me

dio de una relación de recurrencia. El problema interesante 

surge cuando el número de etapas es infinito, en cuyo caso, 

no podemos aplicar programación dinámica porque las estrate

gias consideradas son infinitas. Además, el beneficio espera

do total podria diverger (en el sentido matemático). 

Para atacar dicha problemática, introduciremos un factor de 

descuento B {O .:5_ B < 1), por eso se dice que el proceso mark~ 

viano es con descuento, que r0~resenta qué tan deseable es 
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una unidad monetaria en el presente. Con ésto, el beneficio 

esperado total siempre converge, y nuestra tarea ser5 desarro 

llar un algoritmo que busque la estrategia que lo hace máximo. 

Cabe recordar que el número de estrategias es infinito y por 

ello definiremos de entre esas estrategias un tipo especial, 

que vienen a jugar el mismo papel que juegan los puntos ex

tremos en la programaci6n lineal¡ el problema se reduce a ele 

gir entre esas estrategias, cuyo número es fir1ito, l.:i óptima. 



3~2 Planteamiento del problema 

Consideré un sistema cuyo conjunto de estados es finito. Sea 

S dicho ~onjunto formad~ por los eltados etiquetados por los 

enteros 1; 1,2, ••• ,N, 1.e., S; (r,2, •.. ,N) . Para cada i en 

s, tenemos un conjunto finito Ki e acciones (o alternativas) 

etiquetadas por los enteros k; 1,2, .•. ,Ki. El conjunto de p~ 

líticas es denotado por el produc o cartesiano de cada con-

junto de políticas, esto es, K ; 11 x K
2 

x ... x KN' Seguida

mente, considere un problema de dEcisi6n en el qu0 peri6dica-

mente observamos uno de los estad<¡'s y realizamos una acci6n. 

Cuando el sistema está en el estac~o i en S en el tiempo n y 

realizarnos una acci6n k en Ki, sui:eden dos cosas: 

(1) El sistema obedece la ley de Jrobabilidad p~j(n,n+l) 

(j en S) en el período siguie te, donde p~. (n,n+l) es la 
1] 

probabilidad de transición de que el sistema esté en el 

estado j en el siguiente perí do dado que el sistema se 

encuentra en el estado i y u a acción k es hecha. 

(2) Obtenemos el beneficio inmedjato Rk. de pasar del estado 
1) 

i al estado j realizando la ¿cción k. 

Como consecuencia de estos dos s\cesos, obtenemos un benefi-

cio inmediato esperado, que deno:aremos como 

en 
S p~j (n' +1) i{j 
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Aqu1, suponemos. que el. l:>enefiéi?.' es acotado, para_toda i en 

S y. k en Ki • •• , . . .• · _.,· .. ·· . . •/ ; 

Como dijimos antes; el. prci~'gs6 és con ~e~i,~~n;t~,· .ÚénéÍc/ 

e (O 5_ e < l) ~l fa~tci; dé descuEintci; con~Íd~~~:cJ.o ··~;;~.;·~Í re

ciproco dé la Unidad· más la tasa de i!l~eré,i .d:·f)Ji: e., 

' .· - . 

con objeto de plantear nuestra· prol>1eTI;átiba·, "'{ un• lenguaje 

más adecuado, daremos Ías siguicintes de~J.~icion~~i 

Definición. F {f 1 f : s-· ->K, f fuiic~ónJ. 

Ya que S y K son conjuntos· firiitos( F· es un conjunto finito. 

Definición. Sean f 6 g funciones én F. Una estrategia IT es 

definida por una sucesión {fn' n=l, 2, •.• } y puede ser escrita 

corno 

donde fn es el vector de decisión para cada estado en el pe

ríodo n, i.e., fn(i), el elemento i-ésimo de fn es una acci6n 

en el estado i en S en el período n. 

Una estrategia puede ser defasada un período 6 varios perío

dos y en ese caso escribimos (g, Il} 6 (.; 0 ,n) respectivamente, 

donde (g,H) = (g,f 1 ,f 2 , ... ) y gen F y, similarmente, 

(gn ,TI) = (g,g, ..• ,g,fl,f2' ... ) 

n 
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También, una estrategia puede ser independiente del per!odo 

y sólo depender del estado en que el sistema se encuentra. 

Definición. Sea f en F. Una estrategia ·rt;f; •.. ,f, .. ;.) es lle_ 

mada una estrategia estacionaria y es denotada por· t'"· . 

Por otra parte, escribiremos la matriz de probabilidades de 

transici6n en n pasos como 

para n ::::: 1, 2, ... 

donde P(fn) es una matriz de transición de orden N x N cuyo 

k elemento i-jésimo es pij , k = fn(i) en Ki. Para n =O, def.:!:_ 

nimos PO (TI) = I y para cualquier f en F, escribimos el N X 1 

vector de beneficios inmediatos esperados r(f) cuyo i-ésimo 

elemento es r~, k=f(i) en Ki. Bajo la notación definida 

arriba, tenemos que el vector N x 1 de beneficio total espe-

rada es: 

Este vector es ucotado y para ver ésto, sea r
0 

k 
min ri 
i,k 

Entonces 

L 

(l~S) 1 1 

donde ~ es el vector N x 1 cuyos elementos son la unidad. 



Además, si ll ='.f°', ·entonces 

v~ (!') .l 
n=O 

converge; Para ver ésto,. sea ¡ ¡;f¡ la:n~rín~ en el espacio de 

matrice·s 

Peroo.::_a<t 

que 

es absolutamente convergente. De este modo, v 6 (n} es conver

gente para cualquier estrategia estacionaria y, por el corola-

rio 1 de la sección 2. 4, 
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Como consecuencia de lo que ac:.~:.dmos de discutir, si P es una 

matriz de transición cualquiera y 8 es un escalar tal que \S\<1 

entonces la inversa de I - BP existe. De esta fonna podemos 

enunciar este hecho como: 

Proposición 1. Si P es una matriz de transición y B es un es

calar tal que [a [ < 1, entonces [r - ai'.J-l existe y es igual a 

I an P 0
• 

n=O 

Ahora definirnos una función L(f) que mapea cualquier vector 

Nxl w en L(f}w = r(f} + BP(f)w. De est0 modo, 
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v
8

(f,ll) = L(f)VB (IT). También definimos, para cualesquiera ve~ 

tares columna w1 , w2 , w1 .'.'.. w2 si cada elemento de w1 no es me 

nor que el correspondiente elemento de w
2

, y escribimos w
1

>w
2 

si w1 .'.'.. w2 y w1 f w2 • 

Definici6n. ·Una estrategia IT* es llamada 8-6ptima si v
8 

(ll*) > 

v
8

(rr) para toda n, donde 8(028<1) es fija. 

Esta definici6n significa que una estrategia 6ptima es alean-

zada simultáneamente para cada estado, hecho que no es tri-

vial como mostraremos más adelante. 

Podemos formular ahora muestra problemática como: 11 encontrar 

la estrategia íl* que maximiza el beneficio total esperado 

v
6

(n*) para una B fija". 

3.3 Existencia de estrategias estacionarias. 

Nos prepararemos para demostrar la existencia de una estrate-

gia estacionaria que es 8-6ptima. 

Lema 1. L(f) es monótona; esto es, w
1 

> w2 implica que 

L(f)w
1 

.'.'.. L(f)w
2

• 

Con este lema, probaremos los siguientes teoremas. 

Teorema l. v
8

(lJ*) > v
8

(g,ll*) para toda gen F implica que 

11* es 8-6ptima. 



Prueba: Nuestra hipótesis es que L(g) v
8

(_Il*l ~ v
8

(,Il*) para 

toda g en F. J?ara cualquier estrategia 

Il= (f1 ,f2 , ••• ,f~, •• ,) ,. hac_iendo g = fn' tE!nemos 

L(fn) v8'fil*) ,::_y8 (~*>),ApÜcando el operador monótono LCf1 ) ••• 

L(fn'." 1 i, ter.,;~os) '.<I ·· ... · · · 
L(fn-i> L(f~l· ~~(ff*J .'.'. L(fn_ 1 > v¿cn*> :: v¡¡Cll*l 

L(f~) v
8

(n*) < L(fn_ 2 > v8 (Il*l:: v8 cn*) 

para tod~ n: :Pero 

y tomando.el límite cuando n tiende a infinito, 

de donde 

para toda n. 

Lim L(fl) ..• L(fn)Vs(Il*) 
n->co 

Este teorema nos dice que si existe una estrategia n* tal que 

defasándola un período e introduciendo una función de deci-

si6n cualquiera, se cumple que la estrategia TI* tiene un va-

lar esperado total mayor o igual que la estrategia defasada, 

entonces íl* es 6ptima. 
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Prueba: La hipótesis.es que_ L~OVa(IlJ > Va(fl); Aplicando el 

operador rnon6tono 

para n > 

y 

de donde 

Ahora bien, suponga 

Por hip6tesis, L(f) v8 (íl) > v
8

(TI) de donde 

L(f) V9(f00
) > VB(f•) 

Pero L(f) v8 (f 00 ) = v 6 (f~) y por lo tanto 

v6 (f00
) > VB(f 00

) 

que es una contradicci6n, lo que implica que 
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La consecuencia 

esta 

para 

g en 

f (i) 

y b) g (i) = 

G(L;f) tenemos que v
8

(goo)>v
6

cf00 ). 

~: El i-ésimo elemento de v
8

(g,f 00 ) es r~+B I p~j vj 
jcS 

donde k g(i). Esto·puede. exceder vi si y sólo si g(i) está 

en G(i,f) y será igual a vi si g(i) = f(i). De este modo si 

G(i,f) es vacío para toda i en s, entonces v
8

(foo) ~ v 6(g,f00 ) 

para toda g en F, lo que implica que f 00 es S-6ptima (por el 

teorema 1). Mientras que, para cualquier g en F satisfaciendo 

(a) y (b), tenemosquev
6

Cg,f 00 ) >VS(f 00), dedondev
6

(g 00 ) > 

V S ( f 00 ) (por el teorema 2) . 

Una consecuencia directa de este teorema es el siguiente ca-

rolario, objeto de esta secci6n. 

Corolario 1. Existe una estrategia B-6ptima que es estacionaria. 

~· De acuerdo al teorema anterior, si tomamos cualquier 

estrategia estacionaria f~ suceden dos c~sas: 
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I) fm es 8-ópti.m~ @aso G(i,f) vacío para .tocia .i. en r[J. 

II) Existe ,u~a estrategia· estácionária ·goo • que.' mejora el va

lor e~~~rado total @aso G (i, f) no v<lcfo para .alguna i 

·en iD. 

Ya que el nt1mero de estrategias estacionarias es. finito·, exi~ 

te una que no puede ser mejorada en un número finito de ,iter~ 

cienes; de aquí debe ser 8-óptima. 

3.4 F.l mftodo de mejoramiento de políticas 

Este método, basado en los teoremas de la sección anterior, 

fue desarrollado primero por Howard y por ello es llamado a 

veces el algoritmo de iteración de politicas de Howard. El 

algoritmo tiene dos partes, corno sigue: 

I. Determinación de valores. Tome cualquier f en F. 

Resuelva. 

para vi (i en S), donde k = f(i) corresponde a la estrategia 

seleccionada fCD. 

II. Mejoramiento de políticas. Usando los valores vi (i en S), 

encuentre el elemento de G(í,f) para cad? i en S tal que 

> v. 
i 

y k en Ki. Sí G(í,f) es vacío para toda i en S, f 00 es B-6ptima 

y v
8

(f 00 ) es el beneficio total esperado. Si al menos alguna 

g(i) está en G{i,f) para alguna i, definiremos una nueva estra 
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tegia g~ tal que gÜl est.:i en G (i, f) para alguna i y g (i) 
. _- .-,.,.:_-.. _ .. -. --:: .. '·-

f (i) para G(i,f) vacl'..o; ·entonces_ retornamos.al paso I. -

Como una estrategia inicial, f~ puede ~er tciiniida ,a· ser,. por 

ejemplo, max r~ para cada i en--~~::_:;_·. 
k en ki 

Este algoritmo es simple y 

tante r.:ipida. 



SS 

4. Los sistemas de recursos hidráulicos 

Una de las problemáticas más im~ortantes en el sector agrícola 

es la determinación de las políticas de operación para el uso 

adecuado de los recursos hidráulicos. En los denominados Dis

tritos de Riego las polfticas de asignación de agua han sido 

tomadas, en general, siguiendo dos grandes tendencias. La 

primera consiste en tener grandes almacen:ir.lientos y utiliznr, 

únicamente, pequeños volOmenes de agua con el propósito de a

segurar el suministro de la misraa en años futuros. La otra ten

dencia, basada en el valor actual del agu~, consiste en favore

cer su uso inmediato. Dichas tendencias pueden llegar a ser 

contraproducentes pues puede ocurrir que en años de seguía no 

sea posible suministrar agua o que en años abundantes se ten

gan grandes volurnenes desperdiciados, que podr..:ían ser aprove

chados de otro modo. Estos desequilibrios conducen a p6rdidas 

económicas y problemas sociales. 

Un sistema de recursos hidráulicos que permite situar la pro

blem:itica descrita en un contexto más general se describe en 

la figura l. El diagrama tiene corno propósito identificar las 

partes afe~tadas y sus int.errelaciones, así. como mostrar algu

nos objetivos globales de este sisteMa. 

En este capitulo se desarrollan algunos modelos que permiten 

evaluar y jerar~uizar las distintas políticas del uso del aguQ. 

El método de 1-loward es usado para determinar las polfticns d~ 

asignación de agua, sobre una base anual y otra semestral, del 
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sistema de recursos hidráulicos al subsistema de riego, bajo 

el criterio de maximizaci6n de beneficios obtenidos de la 

producci6n de cultivos. La naturaleza periódica de los ciclos 

agrícolas permite modelar las problemáticas que nos ocupan co

rno procesos de decisi6n Markovianos con descuento. 

Respecto a la base (anual o semestral) en que se determinan 
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las políticas de asignaci6n de agua, su elección depende de la 

naturaleza de los escurrimientos en la regi6n. En muchos casos, 

una política anual es adecuada; sin embargo, el conflicto surge 

cuando una base anual resulta poco práctica, pues en muchas re

gion~s es posible observar un comportamiento de los escurrimien

tos que no puede ser reflejado sobre esta base. Por ejemplo, 

de lo que escurre anualmente, es factible que una parte conside

rable se concentre en unos cuantos meses y tomar decisiones 

anuales no contemplaría este hecho. Por otra p;irte, hacer de

cisiones en períodos muy cortos, es difícil, pues los beneficios 

obtenidos de la producción agrícola dependen de la duraci6n del 

ciclo productivo, que generalemente, no es menor de tres meses 

para muchos productos. Un sistema de recursos hidráulicos que 

describe el ~roceso anterior, cuando se tiene un período hCmedo 

y un período seco, se tiene en la figura 2. 

En este trabajo, se supone, que han sido tomados en cuenta los 

desequilibrios que surgen al determinar la periodicidad en que 

se van a establecer las políticas de operaci6n del sistema en 

cuestión y dicha periodicidad ha sido fijada. Por otra parte, 
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dado que el m~todo de Howard, supone que el número.de transi

ciones que realice el sistema es grande;· esta. suposici6n pue-
. . ~ .·-. . 

de ser garantizada para los casos que se mode1an·si'se satis-

facen las condiciones: 

a. La tecnolog!a agr!cola permanece constante. 

b. Se mantiene la relaci6n entre el costo de los insumos y 

el precio de los productos agrícolas. 

Una justificación de esta hipótesis es decir que el efecto del 

incremento en tecnología se anula con el incremento de los ces-

tos de los insumos y el precio de los productos, 

A continuaci6n se presentan las aplicaciones de los procesos 

Markovianos a sistemas de recursos hidráulicos en los cuales 

se determinan estrategias 6ptimas de asignación de agua para 

riego sobre una base de decisión anual y otra semestral. 
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.4.1 Anlicé'ci6n I: ooli tic as de anignaci6n' anual. 

Consídere un sistema de abastecimientos hidrfiulicos consis

tente de un vaso y un distrito de riego (fig. 1). Suponga 

que los escurrimientos que llegan al vaso en cada periodo 

(i.e., periodo= un año) son estocSsticamente independientes 

y pueden representarse por una funci6n de densidad discreta 

como sigue: Q = 1/4 con probabilidad igual a 1/2 y Q = 3/4 

con probabilidad igual a 1/2. Asimismo considere que la ca

pacidad del vaso es igual a uno y suponga que los beneficios 

obtenidos de asignar un volumen ~ de agua al distrito de rie

go son: 

X 

B(x) 

o 

o 

1/4 

2 

1/2 

7/2 

3/4 

9/2 

1 

5 

Por otra parte 1 si x denota el volumen de agua prometido a 

el distrito y se entrega un volumen x, la penalizaci6n debida 

al deficit de agua x-x>O es dada por: 

x-x 

T(x-x) 

o 

o 

1/4 

-4 

1/2 

-7 

3/4 

-9 

1 

-10 

De manera semejante la penalizaci6n debida a el derrame de un 

volumen w~O de agua del vaso es dada por: 

w 

D(w) 

o 1/4 

-3/2 

1/2 

-4 

3/4 

-4 

1 

-4 

Finalmente suponga que el factor de descuento para actualizar 
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177 

RIO 

Fig .. 1 .. El sistema de aprovechamientos 

1/2 

Fig. 2. El proceso de Harkov (poHtica 6ptima) 
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un peso de un periodo al anterior es 0.83. 

¿Cual deberia ser la asignación de agua al distrito, para un 

ntímero grande de periodos?. 

Solución: 

Con el propósito de analizar la problem6tica descrita se pre

senta, en la siguiente hoja, un modelo que resume las restric

ciones del sistema de aprovechamientos, así como el criterio 

de jerarquización para comparar alternativas de operaci6n. 

En el modelo, (1) representa la ecuación de balance de entra

das y salinas de agua a el vaso; (2) especifica que el almace

namiento en el vaso debe eatar entre ~=O y 5=1; (3) especifica 

que el volumen de agua entregada es no-negativo y menor igual 

a el volumen de agua prometida; y, (4) especifica que el volu

men de agua derramado es no-negativo. Conviene r.iencionar que to

dos los eventos en las restricciones se efectuan al principio 

de cada periodo. Finalmente,la función objetivo considera los 

beneficios ele asignación de agua, la penalizaci6n por deficits 

en la entrega y la debida a derrames, todos ellos conveniente

mente actualizados. 

El es~ado del sistema, puede ser caracterizado por los diferen

tes niveles de almacenaniento del vaso. Con objeto de hacer 

discreta esta variable, se escogen N=5 valores que serán eti

quetados por los enteros 1, 2, 3, y 5 correspondientes a los 

niveles del vaso O, 1/4, 1/2, 3/4 y 1 respectivamente. Asi el 

conjunto de estados es fin.ita. Ahora bien, en cada estado 



MODELO DE ASIGN.ACION DE AGUA 

sujeto a: 

(1) 5iú = si + Qi - ~i - w. 
l. 

J2J §. ~ si ~ s 

(3) o ~ '::i < X. 
- l. 

(4) o ~ wi 

para toda i. 

"' w 
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podemos realizar,'una acci6n k, k=l, 2, 3, 4 y 5 donde el en

- tero-especificá ,que-el, agua prometida _para riego es xi = O, 

Ú4, '1/:2) Jf~;;y-1; respectivamente. Como consecuenCia pode-

- mas calcuÍai:-"-~1 -_beneficio inmediato esperado como: 

5 
¡: 

j=l 
P~. 
i] 

k donde pij representa la probabilidad de transición del nivel 

de almacenamiento i al almacenamiento j prometiendo k volumen 

de agua para riego. Dicha probabilidad puede ser calculada 

a travl:s de la ecuación de balance de agua, representada por 

la restricción (1) del modelo planteado anteriormente. Si

milarmente R~j representa el beneficio ottenido al pasar del 

nivel de almacenamiento i al prometiendo k v6lumen de agua 

para riega. Su cálculo es por medio de las funciones de bene-

ficios y penalizaciones dadas anteriormente. Los valores de 

las matrices de transición [ Pij J y de beneficios inmediatos 

[ R~. J se dan en la tabla l. 
i] 

Con esto se logra reformular la problemática analizada como 

un pro~:eso de Markov con descuento (fig. 2). Queremos, así, 

buscar la estrategia estacionaria que sea 6-6ptima, i.e., que 

maximice 

l ~n Pn(f) r(f) 
n=O 

donde r(f) es el vector de beneficios inmediatos esperados 

cuyo i-ésimo elemento es r~, k=f (i}. 

La soluci6n del modelo !·1arkoviano, usando la técnica de Howard 

se describe en la siguiente hoja. 
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l\p1icaci6n del l'létodo de lioward .. 

Si se considera como. poli úca _inicial: 

Estado 1 5 

Decisión 2 5 

. . . . : -

Tenemos que la matriz· ·de_, trªn_sí~i6n. y, elvector de beneficios 

esperados es 

1/2 o 

1/2 o 
p 1/2 o 1/2 o o dZ)= 9/2 

1/2 o 1/2 o o 5 

o 1/2 o 1/2 o 5 

De donde se plantea el sistema de ecuaciones 

cuya soluci6n es: 

17.87 19.37 20.37 20.87 21. 70 

Usando la rutina de mejoramiento de polític~s (tabla 2) se 
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tiene que es necesario canibiar, en los estados 4 y 5, las po-

l:í.ticas de· decisi6n (extracción) originales 5 y .5, respecti

vamente, por las políticas .4 y 4, res.pectivamente. 

En esta segunda iteración la matriz de transición y vector de 

beneficios inmediatos es 

1/2 o 1/2 

1/2 o 1/2 

p = 1/2 o 1/2 

o 1/2 o 

o o 1/2 

De donde el nuevo sistema que se plantea es: 

vl 2 + 0.83 ( 0.5 Vl + 0.5 v3) 

v2 3.5 + 0.83 0.5 v1 + 0.5 v3) 

V3 4.5 + 0.83 0.5 vl + o.s v3) 

V4 4.5 + 0.83 0.5 v 2 + 0.5 v4) 

V = 5 
4.5 + 0.83 ( 0.5 v

3 + 0.5 v 5) 

cuya soluci6n es: 

17.83 19.37 20.37 21.43 22.14 
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Usando 

bla 1). 

política 

p 

y .el sistema· de ecuaciones es 

vl 2 + 0.83 (0.5 vl + 0.,5 V3) 

v2 3 .5 + 0.83 (O. 5 vl + 0.5 v 3 ) 

v3 3.5 + 0.83 (O. 5 v2 + ·0.5 V4) 

V4 4. 5 + 0.83 (O. 5 v2 + 0.5 v 4) 

V = 5 4.5 + 0.83 (0.5 V3 + 0.5 v 5) 

cuya solución es 

vl v2 V3 V4 V5 

17.96 19.46 20. 50 21.50 22.23 

como puede observarse de la tabla 2, esta es la política óptima. 



Estado 
(Almacenamiento) 

1(0) 

2(1/4) 

3(1/2) 

4(3/4) 

5(1) 

Tabla l. Matrices de transici6n y beneficios inme~iatos asociados al problcmñ 

Pol1tica Probabilidad ~~J 
(E><tracci6n) 

1(0) o 1/2 o 1/2 o 
2(1/4) 1/2 o 1/2 o o 
3(2/4) 1/2 1/2 o o o 
4(3/4) 1 o o o o 
5(1) 1 o o o o 

1(0) o o 1/2 o 1/2 
2(1/4) o 1/2 o 1/2 o 
3(1/2) 1/2 o 1/2 o o 
4(3/4) 1/2 1/2 o o o 
5(1) 1 o o o o 

1(0) o o o 1/2 1/2 
2(1/4) o o 1/2 o 1/2 
3(1/2) o 1/2 o 1/2 o 
4 (3/4) 1/2 o 1/2 o o 
5(1) 1/2 1/2 o o o 

, 1(0) o o o o 1 
2(1/4) o o o 1/2 1/2 
3(1/2) o o 1/2 o 1/2 
4(3/4) o 1/2 o 1/2 o 
5(1) 1/2 o 1/2 o o 

1(0) o o o o 1 
2(1/4) o o o o 1 
3(1/2) o o o 1/2 1/2 
4 (3/4) o o 1/2 o 1/2 
5(1) o 1/2 o 1/2 o 

Beneficio inme-

di ato [n~J 

o o o o o 
2 o 2 o o 

-2 7/2 o o o 
-1/4 o o o o 

-13/4 o o o o 

o o o o o 
o 2 !) 2 o 

7/2 o 7/2 o o 
·-1/2 9/2 o o o 

3/4 o o o o 

o o o o -3/2 
o o 2 o 2 
o 7/2 o 7/2 o 

9/2 o 9/2 o o 
1/2 5 o o o 

o o o o -2 
o o o 2 1/2 
o o 7/2 o 7/2 
o 9/2 o 9/2 o 
5 o 5 o o 

o o o o -11/4 
o o o o o 
o o o 7/2 2 
o o 9/2 o 9/2 
o 5 o 5 o 

Beneficio 5i~edi~to 
es¡Jerado .l.

1
Pij :i1 j 

+ 

+ 

... 

... 

... 

¡= 

o 
2 

3/.4 
-1/4 

-13/4 

o 
2 

7/2 
2 

3/4 

-3/4 
2 

7/2 
9/2 

11/4 

-2 
5/4 
7/2 
9/2 

5 

-11/4 
o 

11/4 
9/2 
5 

"' "' 

1 

1 
i 

! 
1 
1 

1 

1 



Estado 
(Almacenamiento) 

1 

Indica la 

k 
+ 8 r k 

Decisi6n ri pij vj 
(Extracci6n) =1 

Iteraci6n Iteración Iteración ------
1 16,7 16.93 17.0 
2 17. 87 17.87 17. 96 
3 rr:2T Tt.H 16. 28 
4 14.58 14.58 17.6 
5 11. 58 11.58 15. 2 

1 17. 46 17. 46 17.73 
2 18.93 18.93 19.0 
3 19.37 19."7 19.46 
4 IT:45 rr:45 17.53 
5 15.58 15.58 19.20 

- ·-1- 17.25 17.33 17.4 
2 19.00 19.64 19.73 

'3 20. 20 20. 4 3 20.5 
4 20. 37 20.37 20 • .¡5 

-5. IB:70 18.20 18. 28 

le 16. 01 16.38 16.45 
2 18.92 19.33 19.75 
3 20.96 21.1<1 21. 23 
4 21. 20 21.43 21.5 
5 20:B'i N:ll7 20.96 

1 15.26 15.63 15. 7 
2 18. 01 18.38 18.45 
3 20. 42 20.83 21. 25 
4 21. 9fi 22.14 22. 23 
5 21:70 21. 93 rr--

pol.1'..tica que se proponía como óptima 

Tabla 2. Resumen de resultados de la rutina de mejoramiento de políticas 

"' "' 



ANUAL 70. 
Extracci6n 
propt.csta 

Poli tic¡¡ inici¡¡l 

3/4 

1./2 

1/4 

o 1/4 1 

1 

3/4 

1/2 

1/4 

1/4 1/2 3/4 1 

Politica 6ptima 

1 

3/4 

1/2 

1/4 

1/4 1/2 3/4 1 

Fig. 3. Politicas de cxtrocci6n de agua 
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~.2 Anlicación II: nolfticns de asignaci6n estacionales 

Considr.re un s'istema de aprovechamientos hidré.ulicoo, consisten

te de un vaso y un distrito de riego (fig. 1). En dicho sis

tema, los escurrimientos que llegan al vaso en un año queGan 

caracterizados por medio de d~s periodos semestrales denomina

dos: período húmedo y perfodo seco. En el primero los escurri

mientos siguer. una funci6n de densidad discreta dada por: 

1/4 con protobilidad 1/2 

Q 

3/4 con probabilidad l/2 

Asimis~o, suponga que los escurrimientos que llegan al vaso 

en el período seco pueden representarse por una funci6n Ce den

sidad discreta, co~o sigue: 

o con probabilidad 1/2 

G 

1/2 con probabilidad l/2 

Se supone además que los escurrimientos entre los distin~os pe

riodos y afio con año, son estocásticar.!.entc independientes. 

Por otra parte considere que la capaci,,íl<..., del vaso es igual a 

uno y suponga que los beneficios de asignar un vol umcn de agua 

~(y) al distrito de riego en el perí0do húmedo (seco) son: 



ESCURRIMIENTO 

1 

3 

1/2 

1/4 

VASO 

Fig. 1. El sistema de aprovechamientos hidráulicos. 



o 1/4 1/2 3/4 1 

o 2 7/2 9/2 5 

o 3/2 3 4 9/2 

Asimismo, si x(y) .denOta el volumen de agua prometida al dis

trito e·n ·.;1".per!odo hGrnedo (seco) y se entrega un volumen 
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:_< Cyl, la penalizaci6n de_bida .al deficit de agua x-'.:'~º (Y-.'('.'..Ol, 

es · aª'~la:_ por 

-~""'~ty-r' o· 1/4 . 1/2 3/4 1 

T1 (x-'.:') o -4 -7 -9 -10 

T2(y-~) o -3 -6 -B -9 

De manera semejante, la penalizaci6n 'debida al derrame de un 

v6lumen w>o <z:o> de agua del vaso en el período h6medo (se

co) es dada por: 

w/z o 1/4 1/2 3/4 1 

o -3/2 -4 -4 -4 

o -1 -3/2 -4 -4 

Finalmente suponga que el factor de descuento, para actuali

zar un peso de un período al anterior es 0.911. 

¿Cual debería ser la asignación de agua al distrito, para cada 

uno de los niveles del vaso (S=O, 1/4, 1/2, 3/4, 1) en cada período, 
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para un nt'imerO _grcl¡.¡4e,- de a~os? 

Soluci6ri ,--

El modelo ,que representa la problemática descrita, se tiene 

en-la siguiente hoja, donde (1) y (2) representan la ecuaci6n 

de balance de entradas y salidas de agua al vaso, de un pe

ríodo al otro; (3) especifica que el almacenamiento en el va

so, en ambos períodos, debe estar entre ~=O y S=l; (4) deno

ta .que el volumen de agua entregada, en ambos periodos es no 

negativo y menor o igual al volu~en d~ agua prometido; y por 

· tl.ltimo, (5) especifica que el volumen de agua derramado es 

no negativo. Conviene mencionar que todos los eventos en las 

restricciones se efectúan al principio de cada período. En la 

funci6n objetivo se consideran los beneficios por asignaci6n 

de agua, la penalizaci6n por a¿ficits en la entr·~ga y la de

bida a derrames, en cada periodo, convenientemente actualizados. 

Considerando que se desea establecer la extracci6n de agua del 

vaso para cada nivel propuesto de almacenamiento en cada perio

do es conveniente establecer: 

a. Período húmedo 

Los niveles S =O, 1/4, 1/2, 3/4 y 1 se denotan por los índi

ces r = 1, 2, 3, 4 y 5 respectivamente. Asimismo, las alterna

tivas de extracción correspondientes, x;Q, 1/4, 1/2, 3/4 y 1 

se denotan por los indices k = 1, 2, 3, 4 y 5, respectivamente. 



max E 
(xi' yi} (Qi' Gi) 

sujeto a: 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

para toda 

MODELO DE ASIGNACION DEL AGUA 
(ESTACIONAL) 

s ::.. s1 ::.. s 1 §. ::.. Hi ::_ S 

o _< ~i ~xi o ~~i::..Yi· 

o ::.. wi o ::.. zi 

i. ...., 

"' 



b. Periodo seco 

Los niveles H =O, 1/4, 1/2, 3/4 y 1 se denotan por los·1ndices 

6, 7, B, 9 y 10, respect.i.vámente· •. Las· alternativas.:de_extrac

ci6n y =0,1/4, 1/2, 3/4 y 1, se denotan por. 6; 7, B, .9 .Y 10, 

respectivamente. 

Como consecuen'cia poéJ.<imos calcu1"i: el beneficio inmediato espe-

rada' como: 

i=-1, ... ,10 

k donde pij es la probabilidad de pasar del estado (almacenamien-

to) i al estado j realizando la acción (extracción) k. Note 

que si l<i<S, entonces p~. 
- - 1) 

O para j = 1, 2, ... ,5. Similar-

k mente, pij =O para j = 6, ... ,10 cuando G~i~lO. Ahora bien, 

una vez que se ha fijado una estrategia f, el ve~tor de benefi

cios esperados r(f), serl ahora igual a rk(i), k=f (i) para 

12i~10. Por otra parte, la matriz de transición P(f) tiene la 

forma: 

donde cada una de las submatrices es de orden 5x5, y, A(B) es 

la matriz de transición del primer (segundo) periodo del año. 
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Con estas observaciones, y con objeto de actualizar debida

mente .los beneficios esperados, debemos buscar la estrategia 

estacionaria B 6ptima', i.e.; que maximice 

. l 11n pn (f) r(f) 
·n=O 

Implantaci6n del método de Howard 

Con el objeto de adecuar el método de Howard al caso de que 

se tengan dos periodos de decisión en el año, se propone la 

siguiente metodología: 

a. Soluci6n del sistema de ecuaciones 

Una vez que se ha especificado una estrategia, debemos en-

centrar las v(i), tal que, 

10 
v(i) r(i) + a l: pij v(j) i=l, .. - ,5 

j=6 

5 
v(i) r (i) +a l: pij V (j) i=6, ..... ,10 

j=l 

Dichas f6rmulas pueden ser vistas como un sistema de 10 ecua-

cienes con 10 incógnitas con la estructura que se muestra en 

la figura 2. Sin embargo, si definirnos: 

l""'l L(S}_ 
r·"l l(S) 
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o 

o 

o Ps,6 

o 

v(7) r(7) o 

v(lO) r(lO) P10,1'' ' ' P10,S 

Fig. 2. El sistema de ecuaciones. 

Pl,10 

P5,10 

o 

o 

o 

v(l) l 
v(2) 

v(S) 

V (6) 

V (7) 

.... 
(X) 



!fl~t¡~~ 
,, 

[

v(G)J 
v(7) . 

,¡,,, 
r2 r .. (··.6 .. )] .. 

r(7) 

,.;~· 

r(lO 
:.- .:_-, ,,- .. ·' 

.el sistéma de ecuaciones puéd~ ser tep~e~e~,~,;do rnatricialrnente 

como: 

+ [-:- ~-n 
donde A es la matriz de transici6n del período uno al dos y 

B es la del período dos al uno. Resolviendo este sistema de 

ecuaciones se tiene que: 

(1) 

(2) 

Sustituyendo la ecuaci6n (2) en la ecuaci6n (1), tenernos que, 

vl r 1 +BAr2 + a 2 
AB v 1 

de donde 

[I - B2 ~ vl rl + B A r 2 

Haciendo e !} - a2A1[:¡-1, 

y sustituyendo este valor en la ecuaci6n (2) podernos encontrar v 2 . 

Hemos demostrado de esta manera, que basta con calcular la matriz 

C (la existencia de C está garantizada ya que O<B 2 <1 y AB es una 

matriz de transición (ver proposición 1 de la sección 3. 2) , 
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para_, que con operaciones matriciales siznples ~ne-entremos la 

soluci6n del sistema de ecuaciones. 

b) Mejoramiento de poll'.ticas 

una vez resuelto el sistema de e~uaciones l?ªra una e_strategia 

específica debemos, de acuerdo a Howard, maximizar: 

rk(i) 
10 

k 
+ a l pij v(j) para i::::;l, ••. ,S 

j=l 

rk(il+a 
10 k l pij V (j) para i=6, ... ,10 
j=l 

respecto. a. 'todas' las álternativas en el i-ésimo nivel de 

almacenamiento. En el caso de dos períodos, dada la estruc

tura de.la· matriz.de transici6n P, el problema se reduce a 

maxirni zar· 

rk(i) 
10 k 

+ B l pij V (j) si o< i< 5 (k=l, ... ,5) 
j=6 

rk(i) 
5 k + B Y. pij V (j) si 6<i<l0 (k=6, ... ,10) 

j=l 

Los valores de la matriz de transición ~~ J y la de benefi

cios inmediatos se dan en la tabla l. Con ésto, se logra 

reformular la problemática analizada como un proceso de 

Markov con descuento (fig. 3). La soluci6n del modelo Mar-

koviano, usando la técnica de Howard se describe en la siguien-

te hoja. 



1\.plicaci6n del nétodo de Howurd 

Si se considera como politica inicial: 

Estado 1 

Decisión 2 

2 

3 

3 4 5 

5 . 5 

9 

9 

10 

io 
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tenemos que la matriz dé tran.sic'.:i.6_1\ y el 'vector _de beneÚcios 

esperados e:S: 

o o o 1/2 o o 2 

o. o o o . o. 1/2 o 1/2 o o 7/2 

·o o o ·O o 1/2 o 1/2 o o 9/2 

o ·o o o 1/2 o 1/2 o 9 5 

.. P= O. o O. o o o 1/2 o 1/2 ·O rm= 5 

1/2 o 1/2 o o ·o o .o o o o 

1/2 o 1/2 o o o o o o o 6/4 

1/2 o 1/2 o o o o .o o o 

1/2 1/2 o o o o o o o 

1/2 1/2 o o o o o o o 9/2 

De donde se plantea el sistema de ecuaciones 

V(l) + 0.9H(0.5v(G) +. 0.5v (U)) 

v(2) 7/2 + 0.911(0.Sv(G) + O.Sv (8)) 

v(3) 9/2 + 0.911(0.5v(6) + 0.5v(8)) 

V(4) + 0.911 (0,5v(6) + o.sv (8)) 

V(S) + 0.911(0.Sv(?) + O. Sv (9)) 

V(6) + O.Sll(0.5v(l") + O. Sv (3)) 



v(?) 6/4 + O .911 (O.Sv(l) 

v(S) 3 + o.911(0.SJT(l) 
·. 

v(g) 4. + . o ;911<ri.51'(1.r . 

V(lO) 912 .. +· 

cuya sol~1ci6n.es: 

V(l) 

v(S) 

V{9) 

30.04 

28.74 

V(6) 

v(lO) 

24. 74 

29 .24 

+ O .Sv (:Í)) 

0 .• ~V(3)) 

+ o.'sv <311 

V (3) 

v(7) 

28.40 

26.24 V (8) 

82 

28.90 

27. 74 

Usando la rutina de mejorarr.iento de políticas (tabla 2) se 

tiene que es necesario cambiar, en los estados 3, 4, 5. y 10, 

las políticas de decisión (extracción) originales 4, 5, 5 y 10, 

respectivanmn te, por las políticas 3, 4, 4· y 9 respectivamente. 

En esta segunda iteración la matriz de transíci6n y vector de 

beneficios inmediatos es: 

o o o o o 1/2 o 1/2 o o 2 

o o o o o 1/2 o 1/2 o o 7/2 

o o o o o o 1/2 o 1/2 o 7/2 

o o o o o o 1/2 o 1/2 o 9/2 

o o o o o o o 1/2 o 1/2 9/2 

P= 1/2 o 1/2 o o o o o o o r(f) o 

1/2 o 1/2 o o o o o o o 6/4 

1/2 o 1/2 o o o o o o o 3 

1/2 o 1/2 o o o o o o 

o 1/2 o 1/2 o o o o o o 



' . 

y el sistema de.ecuaciones ·as 

V(l) = 2 aA11c6is;,(G·,· + o .sv (8)) 

o·.~ii>co.~~(6) • V(2) = 112 + .·+ 'O.Sv (8) l 

V(J) =· 112·~L o;9Ú(O.Sv(7) o.sv (9)) 
::·::·'.>.:: !·F,> 

.,~'· :.;: 

V(4)•,;, .9/2 +·· 0;911(0.5V(7) + 0.5v(9)) 

V(S) ·= !Í/2 + 0:91Í(0.5V(8) + O.Sv(lO)) .· 
V(6) = o ···.+·· 0.911(0.SV(l) + o.sv (3)) 

V(7) =. 6/4 + 0.911(0.SV(l) + o.sv (3)) 

V(S) ·.= 3 + 0.911(0.SV(l) + o.sv (3)) 

V(9) 4 + 0.911(0.SV (1) + o .. sv (3)) 

v(ll'O 4 + 0.911(0.Sv (2) + o.sv ( 4)) 

cuy~·soluci6n es: 

v(l) 

v{S) 

V{9) 

26.24 

31. 09 

v(2) 

V (6) 

29.11 v(l.O) 

27.74 ·v(3) 28.88 v{4) 

25.11 V (7) 26.61 V (8) 

30.25 

83 

29.88 

28.ll 

Usando nuevareente la rutina de mejoramiento de políticas (ta-

bla 2} se tiene que es necesario cambiar en los estados 4, 9 

y 10, las políticas de extracción ~' 9 y 9 por 3, 8 y 8 res-

pectivainentcª 

En esta tercera iteraci6n, la matriz de transición y vector de 

beneficios inmediatos es: 



o o 

o 

1/2 

1/2 

o 

o 

y el sistema· d~·écuaciones es: 

v(l)" ·2 + 0.911(0.5v(6) .+ o.sv 
0

(8)) 

v(2) 7/2 + 0.911(0.5V(6) .¡. O.SV (B)) 

V(3) 7/2 + 0.911(0.5Y(7) + 0.5V(9)) 

V(4) 7/2 + 0.911(0.SV(S) + O. 5v llOl l 

V(5) 9/2 + 0.911(0.5V(8) + o.sv (10)) 

V(6) o + 0.911(O.5v' (1) + 0. 5V (3)) 

V(7) 6/4 + O. 911 (O. 5v (1) + o. sv (3) l 

v(B) 3 + 0.9ll(0.5v(l) + o. sv (3) l 

v(9) 3 + 0.911(0.5V(2) + o. sv (4)) 

V(lO) 3 + 0.91l(0.5v(3) + o. sv (5)) 

cuya solución es: 

V(l) ~ 26. d9 V(2) 27. 99 V(3) 29.22 

V(5) 31. 37 . (6) 25.38 v(7) ; 26.88 

V(9) 29. 57 \'UOl 30.61 

que como puede observarse en la tubla 2' 6sta 

3 

v(4) 30.37 

V (8) 28.38 

es la política óptima. 



--·· 
Estado 

( Al.r.'.J.cer.a:r.iento) 

1(0) 

: 2(1/4) : 

3(1/2) 

4(3/4) 

5(1) 

--

Tabla 1. Matrices de transici6n y beneficios inmediatos asociados· al problema 

PoHtica Probabilidad ~~ J Beneficio inme-
(Extracci6n) [n~J di ato 

1(0) o 1/2 o 1/2 o o o o o o 
2(1/4) 1/2 o 1/2 o o 2 o 2 o o 
3(2/4) 1/2 1/2 o o o -2 7/2 o o o 
4(3/4) 1 o o o o -1/4 o o o o 
5(1) l o o o o -13/4 o o o o 

1(0) o o 1/2 o 1/2 l o o o o o 
2(1/4) o 1/2 o 1/2 o o· 2 o 2 o 
3(1/2) 1/2. o 1/2 o o 7/2 o 7/2 o o 
4(3/4) 1/2 1/2 o o o -1/2 9/2 o o o 
5(1) l o o o o 3/4 o o o o 

1(0) o o o 1/2 1/2 o o o o -3/2 
2(1/4) o o 1/2 o 1/2 o o 2 o 2 
3(1/2) o 1/2 o 1/2 ·o o 7/2 o 7/2 o 
4 (3/4) 1/2 o l/2 o o 9/2 o 9/2 o o 
5(1) 1/2 1/2 o o o 1/2 5 o o o 

1(0) o o o o 1 o o o o -2 
2(1/4) o o o 1/i 1/2 o o o 2 1/2 
3(1/2) o o 1/2 o 1/2 o o 7/2 o 7/2 
4 (3/4) o 1/2 o 1/2 o o 9/2 o 9/2 o 
5(1) 1/2 o 1/2 o o 5 o 5 o o 

1(0) o o o o l o o o o -11/4 
2(1/4) o o o o l o o o o o 
3(1/2) o o o 1/2 1/2 .O o o 7/2 2 
4 (3/4) o o 1/2 o 1/2 o o 9/2 o 9/2 
5(1) o 1/2 a 1/2 o o 5 o 5 o 

PE!UODO HUMEDO 

·--·----~-·-.---. ···---
Beneficio inmedi~to 

J.j) k 
esperado .L P1 i 

)=6 . 

o .. 2 
3/.4 

-1/4 
-13/'1 

o 
2 

+ 7/2 
2 

3/4 

-3/4 
2 

7/2 
+ 9/2 

11/4 

-2 
5/4 
7/2 
9/2 

+ 5 

-11/4 
o 

11/4 
9/2 

+ 5 

k 
:rij 

"' "' 



PERÍOD S'E C O 
.,,. ... •, 

Estado Pol1tica 
.·. ·.· .· ..•.. ·. :· :11·k·~·.' 

Almacenamiento) de extracci6n 
Probabil~~ªf:i'}i~. · 

• .. -r• r•'> • ; -;.'·~::-~; > 

6(0j 6(0) 1/2 o 1/2 . o 
7(1/4) 1/2 1/2 o o o 
8(1/2) l o o o o 
9(3/4) l o o o o 

·. 10(1) l o o o o 

7(1/4) . 6(0) o 1/2 o 1/2 o 
7(1/4) 1/2 o 1/2 o o 
8(1/2) 1/2 1/2 o o o 
9(3/4) l o o· o o 
10(1) l o o o o 

8(1/2) 6(0) o o 1/2 o 1/2 
7(1/4) o 1/2 o 1/2 o 
8 (1/2) 1/2 o 1/2 o o 
9(3/4) 1/2 1/2 o o o 
10(1) 1 o o o o 

9(3/4) . 6 (O) o o o 1/2 1/2 
7(1/4) o o 1/2 o 1/2 
8(1/2) o 1/2 o 1/2 o 
9(3/4) 1/2 o 1/2 o o 
10 (1) 1/2 1/2 o o o· 

10(1) 6(0) o o o o 1 
7(1/4) o o o 1/2 1/2 
8(1/2) o o 1/2 o 1/2 
9 (3/4) o 1/2 o 1/2 o 
10 (1) 1/2 o 1/2 o o 

Beneficio irune-

diato ~~J 

o o o o 
-3 3/2 o o 

-3/2 o o o 
-4 o o o 
-6 o o o 

o o o o 
3/2 o 3/2 o 

-3/2 3 o o 
-1/4 o o o 
-1/4 o o o 

o o o o 
o 3/2 o 3/2 
3 o 3 o 
o 4 o o 

3/4 o o o 

o o o o 
o o 3/2 o 
o 3 o 3 
4 o 4 o 

5/2 9/2 o o 

o o o o 
o o o 3/2 
o o 3 o 
o 4 o 4 

9/2 o 9/2 o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

o 
o 
o 
o 
o 

-1 
3/2 
o 
o 
o 

-3/2 
1/2 

3 
o 
o 

Beneficio irunediato 

esperado !;. k l: p, . 
j =l lJ 

+ o 
-3/4 
-3/2 
-4 
-G 

o 
+ 6/4 

3/4 
-1/4 

-11/4 

o 
6/4 

+ 3 
2 

2/4 

-1/2 
6/4 

3 
-> 4 

14/4 

-3/2 
1 
3 
4 

+ 9/2 

k 
Rij 

--

"' "' 



1 

r:stado Decis16n Período P.amedo Per!cdo Seco ¡ (l\lroacenam.iento>. .,CE><traccilln) rk(i)+ 
10 

pk v(j) r111J-1- ~ 
5 

p~j max B .l max l V(j) 
{1,2,3,4,5} J=6 

~ ij 
{6,7,B,9,10} j=l . 

(12i~5) (62i210) 

. 

Iteraci6n 1 Iteraci6n 2 Iteraci6n 3 .. 

1(0) 1 (O) 20,04 25.38 25. 71 
2(1/4) 25.90* 26.23* 26.49* 
3 (1/2) 23.97 24.TI 24. 56 
4 (3/4) 22.29 22.62 22.88 
5 (1) 19.29 19.62 19.88 

2(1/4) 1 (O) 25.95. 26.58 26.87 
2(1/4) 27.04 27.38 27.71 
3 (1/2) 27.40* 27.74* 27.99* 
4(J/4) 25":"TI rr.-5'5 25.81 
5 (1) 23,29 23.62 23.88 

3(1/2) 1 (0) 25.66 26.28 26.66 
2(1/4) 27.95 ·2s .58 28.87 
3(1/2) 28.54 28.87* 29.22* 
4(J/4) 28.40• 28.74 28.99 
5 (1) 25.97 26.31 21.06 

4 (3/4) 1 (O) 24. 64 25.55 25.88 
2(1/4) 27.66 28 .28 28.66 
3 (1/2) 29.45 30.08 30.37* 
4 (3/4) 29: S.1 29.8B* 30.21 
5 (1) 28.9U* 29.~4 29.49 

5(1) l (O) 23.89 24.80 25.13 
2 (1/4) 26.64 27.55 27.88 
3 (1/2) 29.16 ·29.78 30.16 
4 (3/4) 30.45 31. 08* 31. 37• 
5 (1) 'j"Q.Q.f * JO:"!lf 3D.7T 



ÚlNTINÜACIÓN 

6 (0) 1 (O) 24.74* 2s·.10• 25.38* 

2(1/4) 2:Ll3" 23.83 24. 07 

3(1/2) 22.10 22.40 22.G4 

4(3/4) 19.60 19.90 20.14 

5 (1) 17.60 17.90 18.14 

7 (l/4) l (O) 25.65 26.24 26.59 

2 (l/4) 26.24* 26.60• 26.88* 

3(1/2) E":'fü 25':'33 25.57 

4(3/4) 23.35 23.65 23.89 

5 (l) 20.85 21.15 21. 39 

8(1/2) l (O) 26.62 27. 31 27.60 

2(1/4) 27 .15 27.74 28.09 

3 (l/2) 27.74* 28.10* 26.38* 

4 (3/4) 2b.28. ~ 2b.B7 

5 (1) 24.10 24.40 24.64 

9 (3/4) 6 (O) 26. 35. 27. 27 27.63 
7(1/4) 28 .12 28.81 29.10 
o (l/2) 28.65 29.24 29.59* 
~(3/4) 28.74* 29.10* 29.38 
10(1) 27.78 28.08 28.32 

10(1) 6 (O) 25.87 26.82 27. 08 

7 (1/4) 27.85 28.77 29 .13 

8 (l/2) 29.62 30.31 30.60* 

9 (3/4) 29.65 ~· 3'Q.;9 

10(1) 29.24* 29. 6.0 29.88 

Indica la política que se propon!a como 6ptima 

TABLA 2, ílESUMEN DE RESULTADOS DE LA RUTINA DE MEJORAMIENTO · 

DE POLÍTICAS "' "' 



.89 

1/2 

Per!odo húmedo Per!odo seco Per!oüo húmedo 

Fig. 3. El proceso de :larl:ov (Política 6ptima). 



Ext!-acc-i6n 
proµucsta 

o 

l 

3/4 

1/2 

1/4 

l 

3/4 

1/2 

1/4 

o 

1/4 

1/4 

1/4 

Fig. 

PERIODO !IUMEDO 90 
( semestral) 

Pol1tiéa inicial 

.·112 3/4 l 

I rtera;,i6ri · 

1/2 3/4 1 

Po11tica 6ptima 

Almacenamiento en el vaso 

1/2 3/4 l 

4. Pol:fticas de cxtracci6n de agua 



Ex.tracción 
propuesta 

l 

3/4 

1/2 

'1/4 

3/4 

1/2 

1/4 

o 

l 

3/4 

1/2 

1/4 

1(4 

1/4 

l/•1 

Politica inicial 

1/2 314 -l 

I Iteraci6n 

l/2 3/4 1 

Política 6ptima 

1/2 3/4 1 

Fig. 4. Politicas de extracción 

PERIODO SECO 
(semestral) 

91 

Alrn;:lcenamicnto en el vaso 

de agua 



5. Conclusiones 

Se anlic6 el método de Howard y para ellos se demostr6 su 

convergencia con solo la introducci6ff de una notación adecua

da. También dicho método fue aplicado para resolver ejemplos 

num~ricos sencillos de sistemas de recursos hidráulicos. 

La extensión de dichos ejemplos a casos específicos puede 

obtenerse sin dificultad y, en particular, para la aplica

ción en que se determin6 una estrategia estacional, si se 

toman en cuenta más períodos de decisi6n en en el año, e.g., 

tres cuatro o más basta una simple adecuación al ejemplo tra

tado. 

Tal vez la dificultad mayor, cuando de casos concretos se 

trata, el la implantaci6n en computadora de m~todo de Howard 

y principalmente en lo que respecta a la solución del sistema 

de ecuaciones. Por esto, en el caso estacional se propone 

una metodolog1a para encontrar la solución a través de sim

ples operaciones matriciales. 

Finalmente, un análisis de sensibilidad respecto al factor 

de descuento seria también recomendable 
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