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Acevec1o .Anesufn hñs llntonio, "Siallaci6n de la conta
lli.nad.6n de un· aodfeio por inyecci6n de ·aguas residua
les". Tesis de Maestría, IJEPFI-IJWol, 1986. 

En este trabajo se hace una revisi6n de las princi -
pales actividades de recarga de acuíferos que se han rea 
!izado en el IUldo, y en las cuales se utilizan aguas re 
sidmles. As{ tallbién se presentan varios de los modelos 
mt..&tioos <pe se han propuesto para interpretar el..,_ 
aivimto del agua subterrinea así c.- de los constitu
yentes "1Úli.COS que la contaminan. Se plantea un lllJdclo, 
se obtiene su soluci6n lllÉrica !llll'leando el mlítodo del 
elemento finito y se ·aprecia su 1xnlad aplicándolo al ca 
so del estudio de recayga del acuífero de Palo Al t:o, Ca
lifornia, del cual se dispone de infonnaci6n experimen
tal para emparar los resultados de la sinulaci6n. Debi
do a que este reporte final presenta la metodología para 
sinañar la contaminación de cualquier aciúfero, pártien
do desde los principios básicos de la hidráulica subte
rránea, as { COllD de los conceptos fundmnentales de la fí 
sica del lliwimiento y de la quúnica del agua subterrá- -
nea, constituye una aportación a la bibliografía que so
bre el tema es 111JY escasa en espaílol. 
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INTIUU:CllJI. 

ll1 haobrc es parte integral de 
In Naturaleza, depende de ella para 
vivir y desarrcllarse en sociedad e 
individualmente. No obstante, los im 
pactos que el ser 1nmano genera so· 
bre los ecosistemas al satisfacer · 
sus necesidades y aspiraciones, han 
derivado en m desequilibrio que, en 
grandes extensiones del planeta, se 
muestra irreversible hoy en día. 

Aunque la Naturaleza posee cier 
ta capacidad para tolerar y amorti· 
guar las alteraciones provocadas por 
el hombre, cuando sus modos y fonnas 
de apropiaci6n, manejo y transfonna· 
ci6n de los recursos naturales supe· 
ran dicha capacidad, los procesos na 
torales de intercambio de energía y 
materia se rompen y aparecen la con· 
taminaci6n y el deterioro del ambien 
te. 

En México, durante el presente 
siglo, se han alcanzado grados signi 
ficativos de perturbaci6n en nuestro 
ecosistema. La erosi6n, la presencia 
do contaminantes en el aire de las • 
ciudades y la desaparici6n de espe· 
cies silvestres, son algunas de las 
manifestaciones de esta situaci6n. 

J.a preocupaci6n acerca de estos 
problemas, denominados ecol6gicos en 
los 6itimos afios, ha rebasado el ám· 
bito científico y de la administra· 
ci6n de los recursos naturales, para 
convertirse en una demanda social. · 
Por tal motivo, se hace imprescindi· 
ble evaluar y dar a conocer las con· 
diciones del medio y los elementos • 
físicos y bi6ticos que lo componen , 
para detectar las causas y efectos • 
de los mismos y actuar en c.onsecuen· 
cia. 

• 1 • 

' . 

l.a contaainaci6n ambiental se · 
origina principalmente por el crecí· 
miento no planificado de los centros 
de poblaci6n, las actividades indus· 
triales y las transfonnaciones en · 
los hábitos de canportamiento 1 orien 
tados al consumismo. Este fcnomcno · 
ocurre cuando se rebasa la capacidad 
de autodepuraci6n de los ecosistemas 
al arrojarse al medio natural elemcn 
tos y substancias en concentraciones 
tales que no pueden ser absorbidos o 
biodegradados. 

La importancia del control y la 
prcvenci6n de la contaminaci6n radi • 
ca en el hecho de que ésta no s6lo • 
significa un deterioro de las candi· 
cienes naturales del entorno, sino • 
una amenaza a la salud ht.unana y a la 
calidad de vida de la poblaci6n, ade 
más de la cancelaci6n de opciones 
pre.ductivas. 

El crecimiento demográfico e in 
dustrial observado a partir de la d6 
cada de los cuarenta, deriv6 en un 
aunento significativo en el censuro 
de agua y en consecuencia, en mayo· 
res volúmenes de aguas residuales 
que afectan sensiblemente la calidad 
del recurso, el equilibrio ecol6gico 
y la existencia de gran cantidad de 
especies de flora y fauna acuáticas 
en ríos y lagos, lagt111J1s, estuarios 
y zonas costeras. 

Las prácticas asociadas con el 
manejo y disposici6n de las aguas re 
siduales también han traido consigo 
diversos efectos de naturaleza socio 
econ6mica. r.on la contaminaci6n del 
recurso se ha reducido la disponibi
lidad del agua superficial de buena 
calidad, ocasionando una explotoci6n 



mayor de Jos mantos aru{fcros y la -
intJOrtaci6n desde fuentes cada vez -
más Jej3Jlas a los centros de desarro 
llo urbano-industriales, con el con
secuente incremento en los costos -
del suninistro y el déficit constan
te en Ja dotaci6n a los sectores más 
pobres de Ja poblaci6n. 

Por otra parte, el cnpleo de -
aguas procedentes de cuerpos contami 
nadas eleva considerablemente los re 
querimientos y costos del tratamien
to para adecuar el rea.trso a los 
usos <lanéstico e industrial, atuncn
tando así los .riesgos en Ja salud pú 
hlica cuando es usado en la agricul
tura. I.a contaminaci6n del agua re
percute además en la disminuci6n o -
cancclaci6n de opciones productivas 
e influye de manera negativa en el -
desarrollo turístico de algunas zo
nas del país. 

El deterioro de la calidad del 
agua y los requerimientos para el -
control de la contaminaci6n est~n en 
funci6n directa de la evoluci6n y el 
crecimiento de las actividades pro
ductivas y el desarrollo urbano. 

En 1980, la SARH estim6 a nivel 
nacional una descarga total de aguas 
residuales de 14.41 millones de me
tros cúhicos. Las descargas previs
tas para los años 1990 y 2000 son de 
24.42 y 31.68 millones de metros cú
bicos, respectivamente. Durante este 
período el mayor volumen de aguas re 
siduales será generado por la agri
cultura y los núcleos urbanos. (Se
cretaría de Desarrollo Urbano y Eco
logía, 1986). 

Para 1985, la SEDUE calcul6 que · ' 
en las principales cuencas hidrológi · 
cas del país se generaron 160 m3 /seg · 
a nivel urbano-industrial. La capaci · 
dad instalada para tratar estas · 
aguas ascendi6 en 1985 a 28 m1/seg 

lo que representa el 17 .5~ del gasto 
descargado. J., SEIXJI' ha registrailo -
la cxistcnc ia ,Je 193 plantas de tra
tamiento namicipal, con un3 c:1paci
dad de 16 m'/scg y 611 plantas c¡uc 
tratan residuos líquidos indu.•tria
lcs con un.a capacitlntl 1lc JZ 1m /~a.:v. 
en total. (SlillllE, 1986). 

Debido al mal estado de algunas 
plantas o a problemas de operaci6n , 
el caudal de aguas tratadas con una 
calidad aceptable para los diversos 
usos a que se destinan, es de 
7.6 m3/seg a nivel municipal 
(4.2 m3/seg tratados en el D.F.) y -
7.2 m3/seg a nivel industrial, lo 
que representa el 9.25\ del gasto to 
tal descargado. (SF.ll!JE, 1986). 

El impacto de las aguas residua 
les industriales en el país es posi
blemente mayor que el que producen -
las aguas residuales municipales de
bido al tipo de canpuestos que apor
tan: metales pesados, compuestos or
gánicos sintéticos, sales disueltas, 
cte. (Véase la Tabla I.1.) 

En muchos casos, cOl!Xl en el Di s 
trito Iederal, las aguas residuales 
industriales y municipales tienen co 
mo cuerpo receptor n grandes zonas -
agrícolas. No obstante que durante -
los primeros afias se obtienen bcneíi 
cios en la producci6n agrícolu, es -
innegable que también se ocasionan -
diversos perjuicios como riesgo~ :1 
Ja salud, efectos a largo )' mediano 
plazo en la producci6n por deterioro 
del suelo, contaminación de los acuf 
feros, cte. (Iturbe, 1983). 

La cvoluci6n tanto de las aguas 
residuales dispuestas en una zona. -
como del suelo que las recibe, cons

.. tituye un problema complejo por la -
cantidad de factores que en ~) intcr 

· ·vicriCn por 1 o que se· hace ncccsnr i o 
estudiarlo y resolver aquel la p:1rto 
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TABIA l. l. Niveles de contarninaci6n en las cuencas hidrol6r.icas de máxima 

prioridad en nuestro nnrs. 

CAílAC:'TERIZACION 

DEMANDA BIOOUIMICA DE OXIGENO 
CUENCA SUPERFICIE PODLACION VOLU,..ENDE DESCARGA 

KM: h•b. DE AGUAS nESIOUALES CARGA ORGANICA 
-m1l1-.11dtni '/,,1ih1- Ion/afta URBANO INDUSTRIAL 

LEllMA.SANTIAGO 1;._ICJ632 1134446/ bJ6 350946 33 67 
PANUCO 67 872 I / /51 688 1407 632 535 47 SJ 
SAN JUAN 32678 2 992 920 2!16 116 076 42 se 
BALSAS 111300 7 280632 258 120666 30 •• 
BLANCO 2730 818674 162 116511 6 94 
CULIACAN 21677 470559 113 85 701 e 92 
COLDUAOO &180 4119634 J!) 14 314 67 33 
FUER JE JJ •oo 38600} ... 64455 • 96 
NAZAS 59632 1 062 295 61 23601 SI 49 
Jl\MAPA 3974 592413 74 46180 •• Ob 
l A AN llGllA 3519 463 7'h &5 407:10 11 89 
:;UNOttA :.O>!Btr.,) :17:.0 9.1U :tb ..... ... 41 
ColJA'tf,1 lJO 1 /llH4 :1111•&11 ... 33648 • !lfi 
11~11u1 //b40 114!. /UI :tu 13642 "' 6!I 
hAl AUO t..134/ hR!IJRU 62' 16462 IU Jll 
COHCllOS 11 964 831 82H 17 20600 "' 4!1 
AIU.ILlllA !J /9"j 4691148 "" 72920 l!f "' CUAi llJA YANA I JOI :tB"J libl 34 23&71 ,.. 1iJ 

llllJAHA ) :tJ.1 48!.1613 44 19240 !>!. •• 
UllAVO 8750 !tlft 188 •• 13897 11 ~'l 

Fuente: Sl:JlllE, 1986. 
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que resulte prioritaria en cada ca
so. 

Por ejmplo, si lo ..SS importan 
te es purificar el agua residual y -
6nicamente se utiliza al suelo CaJK> 

un medio para lograrlo, entonces el 
objetivo será el disello de un siste
ma de tratamiento en base a las c.1-
racterfsticas físicas, químicas y -
biol6gicas de las aguas residuales. 

Si el problema es mantener 1ma 
produccíon agrícola adeomda en una 
zona que requiere el riego con aguas 
residuales, entonces el objetivo se
rá diseñar un sistema en el que el -
suelo utilice las aguas residuales -
de tal manera que no se afecte la ca 
pacidad productiva. 

Si el problema es la extracción 
de agua del subsuelo con fines pota
bles, es evidente que el objetivo se 
rá mantener el acuífero libre de con 
taminaci6n; aunque en cualquier caso 
el disefio correspondiente debe consi 
derar la no contaminación del acuífe 
ro. (!turbe, 1983). 

OBJETIVOS, 

En este trabajo se estudia el -
tercer problema, considerando el -
efecto que tendría la inyección di
recta de agua contaminada a un acuí
fero, lo cual puede ser el punto de 
partida para estudios más elaborados 
donde la fuente de contaminación ya 
no sea puntual, sino de área, como -
es el caso de la irrigación de culti 
vos con aguas residuales, práctica 
común en nuestro país. 

Los principales objetivos de es 
te trabajo son: 

l. Presentar en forma ordenada 
los principios básicos necesarios po 

ra el estudio llcl movimiento y conta 
minaci6n del agua subterránea, de ma 
nera <~ic sc pueda dispooer de un" 
fuente Je información en español 
acerca <le este tema, ya que es c:;:c;i
sa la bibliografía en nuestro idio;n;.1 
sobre el particular. 

2. Conocer los mecanismos 1h.' 
acunu1aci6n y transporte Je los curi · 
taminantes a través del subsuelo. 

3. Plantear tm nw:xlclo matemáti
co que permita coooccr la distrihu
ci6n de un contaminante en 1m a cuí re 
ro, en flDlci6n del tiempo, conside
rando la influencia de los mccan i ~; · 
mas de advccci6n, dispersi 6n, así cu 
mo <le las reacciones fisicoqu.ímica~; 
entre el agua >' el suelo. 

4. Resolver el modelo plantea
do, empleando el métoJo del elemen
to finito, a fin de aplicarlo a pro 
blemas con geometrías irregulares. 

5. Diseñar un programa ue com
putadora tan versátil que pueda 
aplicarse a problemas en condicio· 
nes variadas, como geometrías dife

rentes e irregulares, 1ocalizaci6n y 
n6mcro variable de pozos de inycc· 
ción, extracción y/u observación, 
así como diversos contaminantes, 
sin necesidad de modificar la es
tructura básico del programa. 

,¡ -

6. Hevisar la bondad dc1 
modelo y la confiabil iclad del pro· 
grama, mediante la comparaci6n con 
los resultados experimentales y/o -
calculados por otros investigadores 
porque la reali zoción de llll experi -
mento queda fuera del alcance ue es 
te estudfo. 
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CJIPITULO l. 

N>ITECEDENTES HISTCIRICOS DE 1 fl EVALUl\CJctl 

OC l.OS RECURroS HJDAAIJlJCOS DEL SUBStELO. •• 

Muchos siglos se requirieron pa 
ra establecer el concepto de ciclo -
hidrol6gico. La solucilln del proble
ma acerca del origen del a¡?Ua subte
rr6nea contribuy6 al desarrollo y -
lenta aceptación del concepto (Pari
zek, 1963). Seg6n Keilhack (1912), -
el oriFen del a¡?Ua subterránea se -
mencion6 en el Libro 21 de la Ilíada 
de llomero, escrita por el año 1000 •. 
a. c., como siJ?Uc: "Ni el poderoso -
río Achelous, ni la potente fuerza -
de las corrientes profundas del Ocea 
nus, combatirían con Zeus, a partir 
del cual fluyen todos los ríos y 
cualquier mar, así como todos los ma 
nantiales y pozos profundos". llero<lo 
to (484-425 a.C.) razon6 que el sol 
"atrae el agua, y después de atraer
la, otra vez la repele a las regio
nes superiores, donde los vientos -
la sostienen, la dispersan y la redu 
cen a vapor". Antes de que el sol re 
torne otra vez a su posici6n de vera 
no en el cielo, "los ríos corren 
abundantes por la cantidad de a¡¡ua 
de lluvia que hacen bajar de los cam 
pos, en donde existe demasiada hume
dad en tal magnitud que la tierra es 
surcada por muchos arroyos; pero en 
el verano, cuando las lluvias se van 
y el sol atrae su agua, ellos vuel
ven u ser pequeños" (Herodoto, Gue
rras Persas). 

po de cavernas inmensas del Tarta
rus. Anaxágoras tant>ién advi rti6 la 
importancia de la lluvia, la recar
¡m, y el almacenamiento en el subsue 
lo. mm cuando entendi6 incorrecta
mente la naturaleza de este almacena 
miento. 

Plat6n escribi6 en Critias, al
rededor del 350 a.c., acerca de algu 
nos fraj!lllentos del ciclo, como el de 
lluvia-escurrimiento, el de infiltra 
ci6n del agua superficial y el alma
cenamiento en el subsuelo, e hizo -
afirmaciones correctas conceTilientes 
a los orígenes de los manantiales y 
las corrientes. Arist6teles (384-322 
a .C.) reconoci6 el camino cíclico -
del agua.entre la tierra y el aire, 
la evaporaci6n y Ja condensaci6n así 
como su importancia en la lluvia, y 
que parte cle ella es descargada a 
las corrientes, mientras que otra 
parte se percola en el suelo y reapa 
rece en los manantiales (Meteorologi 
ca). f,a importancia de la evapora
ci6n, la lluvia y la infiltraci6n, -
en el origen del a¡?Ua subterránea, -
fue enunciada clara y corrcctrunmtc 
por Vitruvius, quien vivió en la épo 
ca de (:risto (Vitruvius, Arquitectu
ra). 

Leonardo da Vinci comprcndi6 -
los sistemas artesianos subterráneos 

Anaxágoras (500-428 a.C.) reco- y llernard Palissy (1509-1589) cxpli-
noci6 la importancia de la evapora- c6 correctamente la relaci6n entre -
ci6n y de la lluvia como fuentes de pozos y rfos, el orij!en de los manan 
agua para los ríos, pero pens6 en - tiales y los ríos, el ciclo hidroJ6-
términos de grandes dep6sitos del ti l!ÍCO y los cambios en los niveles de 

•• Este capítulo es una traducci6n y adaptaci6n de una se7ci6n del libro 
"Groundwater P.eosurce Evaluation" de Walton, Me Graw 11111, 1970. 
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a!!IJ3 en l~s po:os (Palissy, Discur
sos Admirables). Pierre Perrault 
(1608-1680), científico franc6s, de
n.:istr6 que la lluvia es má.~ que sufi 
ciente oara explicar el caudal de 
ríos y manantiales. SU trabajo fue -
ampliado algunos alios uás tarde por 
otro científico francés; Mariotte 
(1620-1684), quien correlacionó la -
filtraci6n en una cueva con la llu
via, y denvstr6 que el flujo de los 
manantiales varía de acuerdo con la 
lluvfia y que la infiltraci6n de 6sta 
abastece los manantiales y los pozos 
con su ª!!llll· En 1693, Ednnmd Halley 
(1656-1742), astr6nano briti!nico, de 
mostr6 que la evaporaci6n es capaz -
de suministrar una cantidad similar 
de agua que la que retoma al mar 
por los rfos que fluyen a él. Bcrnar 
dino Ramazzini di6 una explicaci6n 
precisa del origen de la presi6n ar
tesiana, en 1691. Vallesiere (1715) 
reconoci6 la importancia de los es
tratos impermeables que sirven como 
capas de confinamiento en los siste
mas artesianos. Ja Metherie explicó 
en 1791 que una parte del agua de -
lluvia y de nieve fluye superficial
mente, una segunda parte humedece el 
suelo y se evapora o alimenta a las 
plantas, y una tercera parte penetra 
hasta depósitos subsuperficiales a -
mayores profundidades, desde las cua 
les brota gradualmente en forma de -
manantiales. 

Ferris y Sayre (1955) describie 
ron la serie de cambios habidos en
tre 1856 y 1955, que ayudaron a esta 
blecer los principios de la evalua
ci6n de los recursos hidráulicos sub 
terráneos como ciencia cuantitativa. 
Darcy (1856) trabaj6 experimcntalmen 
te con el flujo de agua a través de 
arenas, y deriv6 uta f6raula conoci
da con.:i ley de Darcy, la cual expre
sa la relación entre la velocidad de 
percolaci6n, la permeabilidad de los 

6 

nnteriales saturados con agua, y el 
gradiente hidráulico. la ley de Dar
cy sirve de base para numerosos m6to 
dos cuantitativos de evaluaci6n de -
recursos hidráulicos subterráneos. 
[).Jpuit (1863) fue el primer científi 
co en desarrollar una f6raula para -
el estado estacionario del flujo de 
agua desde un pozo. A. Thicm (18 70) 
desarrolló ecuaciones para el flujo 
de pozos y galerías. Forchheimer 
(1886) introdujo los conceptos de ma 
peo confonnacional y la construcci6n 
de redes de flujo, el m6todo de las 
itMgenes y la teoría de las funcio
nes de variable compleja. Fue el pri 
mero en resolver el problema del flu 
jo de agua subterri!nea en una forma
ci6n scmiinfinita saturada de agua y 
limitada por una corriente permanen
te, así como el problema del pozo -
que descarga desde una formación sa
turada de agua y abastecida por re
carga uniforme. Badon Ghyben (1889) 
establcci6 las leyes de equilibrio 
entre el n¡>1.1a del mar y el agua dul
ce subterránea. Slichter (1898) de
~ostró la relaci6n entre el tamafio -
de grano de las rocas y la permeabi
lidad, así como el movimiento del -
agua subterri!nea. Chamberlin (1885) 
defini6 los controles geol6gicos 1ne
cesarios para la ocurrencia de pozos 
artesianos. la información detallada 
de la relaci6n entre la carga y el -
movimiento del agua del subsuelo fue 
presentada por King (1892). 

1\irneaure y Russell (1901) pu
blicaron un libro de texto sobre 
abastecimientos de apuas públicas, -
el cual inc1uy6 sus contrapartes de 
las ecuaciones de Thiem y de Slit
cher para el flujo radial hacia un -
pozo de descar¡m. G. Thiem (1906) de 
sarroll6 un m6todo de campo para la 
determinaci6n de la permeabilidad de 
formaciones saturadas de agua y sus 
tasas de flujo, utilizando un pozo -
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tk bonl><.'<• :y midiendo las pénlidns de par:1 l:i''J.OfC;,,,;ó:idfu de ln-i 1~rJ1-
cnrj!a, rc~ultnntes oo los pózos Je oh c.L"lS Je, en rga en. lDl poLo <le hunhro, -
scrvaci6n. l!orton (1906) ·extendi6 - .fuerqn descritos por !\ano. (1939), .la 
lai; f6nrulas de estado estacionario cob:(1947l; Rorabaugh (1953), r Enge 
de'Slichter a fin de obtener un m6to luód' (1953), Los· m6tr:idos '¡iara la es· 
do para la determinaci6n de la pro-.. 'timad6n''dc'la recarga'o de•c<•rga a 
fundidad y espaciamiento adecuados - . partir de lÓs.camhios'cn el almacena 
de las tuberfas de barro cocido para miento deLa¡oUa subterránea, íueron 
drenaje. Meinzer (1923) evalu6 Jos - ·proyectados.por &nith (1924), ll'hite 
estudios anteriores para el plantea: . , .. (1932), Mcinzer. (1928), ns{ como por 

·miento de los principios y metodolo· William5,y l.oh!Mn (1949). Una' de las 
¡;fa de invest.igaci6n de Ja ocurren- · más importantes aportaciones ·al desa 
cia'y .distribuci6n del agua' subterrá '' riollo'dc·1a·evaluaci6n de.los rccur 
nea, y proporcion6 el primer manual''· ·''sos hidráulicos subterráneos, fue In 
para hidrologistas subterráneos. · introducci6n de·la eciiaci6n de Theis 

· · ·' '(1935) pal-a el flujo· hacia tm pozo -
·r:1 transporte del agua en el · - ~ri estado·estricionario. · 

suelo fue investigado· por.Gárdner Y,:· 
colaboradores (1928) , Is raelscn y Me · 
).aughlin (1935), y Kirkham (1945), ·' 
quienes analiznron. la hidráúlica del 
flujo hació.drencs 5ituados' imcima -
<le fonikicioncs · artcsiana5' sritura<laS 
de a¡,'\11. El trabajo eje llopf y · 
Trcfft: (1921), Pavlovsky (1922), Kn 
:en)' (1933), l.indquist (1933), llame! 
(1934), ~luzlcnt (1935), Verdemikov ·. 
í1934), Meleschenkó · (1936)', 'iis { como 

.d.c Vrodcnburgh y Stevens. (1936), au· 
ment6 considerabl1311erite el desarro
llo de soluciones pa¡-a el flujo h i y 
tridimensional hacia canales y dre· 

De Glee (1930) proporcion6 una 
solución al problema del flujo estac 
cionario hacia un pozo de una fo1ma~ 
ción artesiana permeable saturada de·· 
agua, :=;urtida por lOla fonnaci6n ncur . 
fcra superyacente. J.cwis (1932) pro· 
porcionó la primera solµción. pnkti-
ca para el flujo radial estacionario 
hacia un pozo en una formaci6n acu{ · 
fcra que recibe recarga unifonnc y - . · 
permanente. l.a distribución dül po· . 
tcnci al cerca de un pozo d.e pc:net ra · 
ción parcial rue analizada por l'orclt 
heimcr (1930), Kozeny (1932), Muzkat 
(1932) )' Hnntush (1964). !.os m6todos 

. J.os modelos de tiinqlies' de arena 
fueron aplicados a problemas 'de flu
jo .radial por Wyckoff y col11borado· 
. res;(1932); Babbitt yCaldl\'ell 

(1948); lfanscrt' [19.52), .Childs y cola 
horadares (1953), · Kozeny (1932), 

'Muzknt (1935), Vaidhianathan y cola· 
bonidore!\ (1934 l; llawnann (1951), 
así como Dny 'y Luthin (1954), !.os mo 

' dcléis an6Jo~os 'eJ6ctricos fueron de· 
· srirrollado; paí-a la soluci6n de pa· 
trenes de flujo complejos, 'por ~k1z· 
kat (1935), Babbitt y Caldwell 
(1948) , ll'yckoff y colabor:idorcs 
[1933), y Za~ger (1953). 'Mendenhall 
(190S), Piper (1939], Houk (1921), y 
Mcin~er (1928] analizaron los regis
tros. de Jos flujos p.1rri detemlinar · 
la rc'carga .de' Jos dep6sitos d.e agua 
subterr.1ncn y su descarga hacia las 
corrientes. :·!uzkat. (1937) pub! ic6 un 
texto extenso·sobre flujo de flui<Jo, 
11 través del medio poroso. · 

· Thcis (J!J37)' fue el primero en 
formular el. rfojo, 'en estado transi. 

'JOl~iO, 'Jcl agua subtcrr(mc~ <le fosns 
.o'dri;ncs <le,dcscargn; Kirkhnm · 
· (1945),'r.hit<ls (1945)', y'Engelund 
(1%1) proporcionaron 1m análisis 
completo del ílujo de1 ngua •lel suh· 



suelo hacia los drenes. 

lbbbcrt (1940) deriv6 a partir -
de las ccuacimes de Navier-Stokes -
la ley de Darcy e introdujo el con
cepto de potencial de fuerza en su -
derivaci6n matemática. lli>bert apm 
t6 tani>ién (1940) los principios f{
s icos de la rclaci6n agua dulce-agua 
salada bajo la condicim hidrodinámi 
ca. Jacob (1940) clarific6 cuantita
tivamente cáno se aplica el coefi
ciente de alJDaccnmnicnto a la fonna
ci6n acuífera artesiana. Varias ecua 
ciones útiles, cano corolario a la -
f6nnula.de Theis, fueron desarrolla
das por 1ñeis (1935) y Jacob (1950). 
OJyton (1941) dcmostr~ que las pérdi 
das de carga calculadas con la f6nnu 
la de Theis concordaban aprox:inada
mcntc con las obseIVaciC11es reales · 
de cmnpo. !.os análisis matemáticos -
del flujo del agUa subterránea, a es 
cala de grandes cuencas, fueron rea
lizados por Hubbert (1940), Jacob -
(1945), Stepgcwenta (1933), Werner y 
Noren (1951), y Ferris (1951). El -
asentamiento del suelo debido a las 
extracciones de agUa subterránea, 
fue investigado por Tolman y Poland 
(1940). Los métodos para la investi
paci6n de la infiltraci6n del agua -
de río a pozos adyacentes, 

fueron presentados por -
Theis (1941), RorabauFh (1951), llan
tush (1964), líazmann (1948), y Wal
ton (1963). La aplicaci6n de la f6r
mula de Theis y del métódo de las -
im6genes para la localizaci6n de las 
fronteras de formaciones acuíferas, 
fue descrita por Ferris (1948). 

!.os principios del intercambio 
cati6nico fueron descritos por Piper 

f1953) y Lave (1944). El -
intercambio de bases en· el agua sub-. 
terránea fue estudiado por. Renick 

' - '8 

(1925), as{ como l'olanJ y colabora.lo 
res (1948). Los métodos cuantitati
vos parJ el csttdio de la afluencia 
de aguas mineralizadas en áreas de -
intenso banbco, fueron desarrollados 
por llil 1 (194Z), Langelier y l.udwig 
(1942), y Pipcr (1944). 

fds discusicncs detalladas accr 
ca del uso de Jos métodos nun6ricos 
para la soluci6n de problemas que in 
volucran el flujo en acuíferos, fuc
rro proporcionadas por Yang (1949), 
Boul ton (1951), Kashef y colaborado
res (1952) , I.uthin y Scott (1952) , -
Shaw y Southwell (1941), y Stallman 
(1955). Las relaciones cuantitativas 
entre la calidad del agua y la resis 
tividad eléctrica fueron desarrolla
das y usadas por Janes y Buford 
(1951). llansen (1952) y ZanFer 
(1953) usaron modelos mecánicos 
(elásticos) para resolver problemas 
de apua subterránea. Stuart y cola
boradores (1954) analizaron Proble
mas de agua subterránea asociados -
con el beneficio de minerales de hie 
rro. Ahrens (1957) present6 crite
rios para e 1 di sefio de pozos. Jlcm -
(1959) resumi6 los métodos para In -
interpretnci6n de las característi
cas químicas del a!(llll natural. Henry 
(1959) , y Bear y Dagen (1963) deriva 
ron ecuaciones concctnientes a la in 
tnisi6n de aFua salada en acuíferos 
de agua dulce. Kohout (1960) presen
t6 datos acerca del flujo cíclico -
del agua salada en formaciones acuí
feras costeras. La dispcrsi6n hidro
dinámica y el mezclado de ªFUª en 
acu!feros fue analizado por P.~ar 
(1961). 

Koening (1960) anal i:6 Jos as
pectos econ6micos de Jn simlilaci6n 
de pozos de. agua. Rasmussen y And t'l'U 
sen (1959), así como Schii:ht y Wal-
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ton (1961), prepararen presupuestos 
hidrol6gicos para cuencas. llnck 
11961) !)rescnt6 técnicas para el ma
l"-'º ele frentes hidrodinámicos. Ski
hitzke (1961) aplic6 técnicas 'ma\6-
~i cas eléctricas para resolver pro
blanas canplejos del sistema de 
nJlllas subterráneas. Walton y 
Prickett (1963) cxtmdieron Ja apli
caci6n de las técnicas ana16gicas pa 
m Ja soluci6n de los mismos proble
mas. Walton y Neill (1961) analiza
ron los problemas de agua subterrá
nea con una computadora digital. Po
lnncl (1961) describi6 el coeficiente 
de almacenamiento en una rcgi6n de -
mayor asentamiento causado por la -
compactaci6n de las formaciones acur 
foras. Lusczynski (1961) deriv6 cct&1 
e iones para la carga y flujo del 
OJ!Un subterránea de densidad varia
ble. Patten y Bennett (1963) resumie 
ron las aplicaciones del transporte 

eléctrico y radioactivo a 
In hidrología subterránea, Sniegocki 
(1963) resumi6 los problem.1s de re
carga artificial a trav6s de pozos. 
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Toth (1963) suminisn6 tm .:mr.lisis -
teórico clel flujo de agua subterrt!
ncn en pequeñas cuencns de dcsagí.lc. 
W111ton y Ncill (1963) analizaron ela
to.< d" capnciclnd específica para de
terminar lus propiedades hidráulicas 
ele formaciones acu(feras. lloulton 
(1963) ide6 un método para el análi
sis ele pruebas de bombeo bajo el ni
vcl frcático, el cual fue· ampliado -
por Prickett (1965). llantush (1964) 
proporcion6 soluciones pam muchos -
problemas de hidráulica de pozos, in 
cluycndo aquéllos asociados con con
diciones artesianas pcnneablcs, po
Zofi que penl'trnn parclalmcntc, infil 
traci6n inducida por el flujo de las 
corrientes, y colectores horizonta
les. Walton y colabomdores (1967) -
analizaron con canputadoras 

la recar~a por infiltraci6n indu 
cida por las corrlcntes, en condi
ciones variables del nivel <lcl 3f.!Ua 
subterránea y de la época ele 1 a co
rriente. Cooper y l!orabau~h (1963) 
:inal izaron el movimiento del agua -
subterrtlnca en época de avenidas. 



: 
CAPJTUID 2. 

ASPECTOS BASICOS IE LA HIDIWJI ICI\ SURTERRJNA, - ~ 

E.<te capítulo intenta proporcio 
nar 6nicamcnte las definiciones b6si 
cas, junto con los aspectos prácti
cos, del movimiento del agua en el -
subsuelo, así cano de sus medicio
nes. Por ejemplo, se aproxima el con 
ccpto <le "car,:?a" s6lo por su asocia- · 
ci6n con el nivel de agua en un pozo 
siendo 6sta la 6nica forma pdctica 
de mcd ir esta carfa en un amífcro. 
lnfonnaci6n mlÍs detallada acerca ele 
Ja teorfa del movimiento del agua 
subterránea, se puede encontrar en -
excelentes libros de texto como los 
de .Jacob Bear (1972), David Todd 
(1959) y De Wiest (1965). 

EL CICLO HJDROLOGICO, f35J 

La cadcnn de eventos que dcscri 
ben la historia del agua se denomina 
ciclo hidro16~ico. El ciclo involu
cra al sistema total de la Tierra: -
atmósfera, hidr6sfcra y lit6sfcra. -
l.a ntm6sfera es la envoltura gasco~u 
encima de la hidr6sfera; la hidr6sfe 
ra con.stu de los cuerpos do agua que 
cubren la superficie de la t icrra, y 
Ja lit6sfcra es el ambiente de roca 
sólida dcbaj o de la hidr6sfera. El -
ciclo de actividades del agua se ex
tiende en estas tres partes del si~
tcma terrestre, desde tma nroftm<li -
uHd mcd ju de 11. 8 km en la li t6s 
fcrn, hasta W1a al tura de cerca de -
p km en Ja atmósfera. 

En el ciclo hidrológico, el 
agun se evapora desde los océanos y 
t'l suelo y pasa a fonnar parte de Ja 
atm6sfcra. Ja humedad evanorada se -

eleva y se mantiene en la atm6sfcra 
hasta que se precipita a la Tierra, 
ya se,. uf suelo o a los océanos. 
El upa precipitada puede ser inter
ceptmla o transpirada por las plan
tas, pou.ele \•j a_iar sobre la superfi -
cic de-1 terreno en corrientes hacia 
los océ.anos, o puede infiltrarse en 
el suc:l<J, f.a mayor parte del agua in 
terccJ>~;ada y transpirada, así caro -
parte del agua de escurrimiento su
pcrfic i;:il ,rct:oma al aire mediante -
evapor.ac16n y transpiración. El aµua 
infllt=cla puede pcrcolarse hacia 
abajo parn ser almacenada temporal -
mente como agua subterránea, la cual 
despoé:s fluye fuera de las rocas co
mo m:tnantial,. o se filtra en corricn 
tes como escurrimientos hacia el 
oc6ano~ o se evapora hucia In ntm6s
fcrn1 r>arn completar el ciclo. Así, 
el clc:J.o hiürolÓgico sufre varios 
procesos complicados de cvaporaci6n, 
preclpí tacl6n, intercepci6n, transpi 
racidn, iQfiltración, percolación y 
escurri..micnto. 

EL MJP.. na SUBSUELO. r 35 
J 

La mayoría de las rocas contie
ne ntllll~roso¡; esnacios abiertos, lleno 
minados; intersticios, en Jos cuales 
el agua put'dc ser a Jmncenada, y a 
través de los cuales e 1 "gua puede -
ma\•crse-. E1 ag11a que existe en Jos -
intcrst i-clos de las rocas se denomi
na n~ua suhsupcrficinl {?tlcinzcr, 
1959); csn parte del agua subsuperfi 
cial co:n"tcnlda en intersticios com
plctamcri~C' saturados, se denomina 
a~ua sub"tcrrfoea, C1 agua subsupcrfi 

** I.n mavor parte de este cnpltulo c.s una trm!uc=ci6n y· adaptaci6n de unn sec
ción ltcl libro 11r.rotmdwntcr Pollution11 Uc ,forin .J, Fried, Elsevicr Scicnti
fic Publishinp Company, 1975. l.a!' otras referencias se indican en los sub
tJtulos. 
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e ial de los intersticios de ln zona 
do aireación, arriba de In zona de · 

·saturación, donde éstos s61o están • 
parcialmente saturados con agua, se 
denomina agua vadosa. 

Un acuífero es un lecho, folllla· 
ci6n o grupo de folll18ciones, satura
do, el cual produce agua en cantidad 
suficiente para ser considerado, en 
consecuencia, lUla fuente de abastcci 
miento. Un acuífero sirve de conduc
to de transmisi6n y dep6sito de alma 
cenamiento. Transporta agua desde 
las áreas de recarga hacia los cuer
pos superficiales de agua, terrenos 
h(medos, manantiales, áreas de evapo 
transpiraci6n, así como pozos y 
otros dispositivos abastecedores de 
agua. Como dep6sito de almacenamien
to, un acuífero proporciona agua da 
reserva para usarla durante períodos 
cuando las descargas superan Ja re· 
carga. !.a cantidad de agua dispo
nible en almacennmiento, en algunos 
acuíferos, nuede ser tan grandr. que 
durante años de altas descargas no -
se observe evidencia marcada de ago
tamiento. 

INTERSTICIOS, (351 
Las di fcrencias en el númoro, -

tamaño, fonna, interconexión ·y arre· 
glo de los intersticios de Jos acuí
feros, resultan de la gran diversi
dad de procesos geol6gicos por los · 
cuales las rocas fueron producidas )' 
mlls tarde modificadas. La.mayoría da 
los intersticios son pequeiios e in
terconectados, algwios son caverno
sos en tamaiio, y otros son pequeños 
y aislados en tal manera que hay po
ca oportunidad para el movimfonto · 
del agua de un intersticio a otro. -
la naturaleza de los intersticios es 
tá detellllinada por la estructura geo 
J6gica de las rocas, siendo esencial 

1ma descripci6n ordenada de la gcolo 
gía e historia gcol6gica de una re
¡:i6n, para el entendimiento del movi 
miento y almacenamiento del agua sub 
tcrránea. 

Los intersticios de las rocas -
pueden clasificarse en dos grupos, 
originales y secundarios (Meinzer, -
1959). Los intersticios originales -
existen desde que las rocas se forma 
ron y se pueden subdividir en aqu6-
llos de origen seclimentario,y de ori 
gen Ígneo. Los intersticios secunda
rios son el resol ta<lo de los proce· 
sos por los cuales las rocas se madi 
ficaron despu6s de formarse, e inclu 
yen principalmente las fracturas así 
como las aberturas por disoluci6n. 
J.os intersticios originales consis
ten <le espacios entre fragmentos ad· 
yacentes de rocas sedimentarias, y -
de pequeñas cavidades o inclusiones 
dentro de Jos cristales, as{ cano de 
pequeños espacios intercristal inos 
desarrollados en las rocas ígneas du 
rantc su enfriamiento. Los intersti
cios secundarios, producidos princi -
palmente por contracción, presi6n y 
defolll13ci~n de las rocas, son tam· 
bién generados por la descomposici6n 
química de las rocas, la disoluci6n 
y consecuente remoci6n de los produc 
tos solubles, o por soluci6n y elimi 
naci6n de rocas solubles. 

POROSIDAD, [
35 l 

J.a porosidad de 1ma roca es UJh1 

medida de su espacio intersticial, y 
se expresa cuantitativamente como el 
porcentaje del volUJTICn total de roca 
ocupado por los intersticios [Mein
zer, 1959). I.os rangos representati -
vos de porosidad para rocas seleccio 
nndas, se presentan en la tabla 2.1. 
r:n general, una porosidad mayor del 
zoi se considera grande, entre 5 y -

11 -



TABLA 2.J. RANGOS REPRESENTATIVOS DE POROSIDAD 
DE ROCAS SELECCIOODAS, 

ROCAS POROSIDAD, % 

ARCILl.A 45-55 
ARFNA 35-40 
GRAVA 30-40 
ARENA Y GRAVA 20-35 
PIEDRA ARENISCA 10-20 
PIZARRA (LUl'ITA) 1-10' 
PIEDRA CALIZA 1-10 '' . ·" . r-:,··.:'· 

·-,\:.; ., '._¡;• '.Í1>'L''·' .Í· 

----------------------~-----.;. __________ • l ,_: i .· 

Fuente: Walton, 1970. 

20% · se considera media, y menor del · 
5% baja. La más alta porosidad cono
cida 'es de 80 a 95%, la cual ha sido 
reportada para aluvi6n recién deposi 
tado' en el delta del Mississippi. 

CLASIFICACION DEL SUElD, [5] 

La clasificaci6n de los suelos 
es importante debido a su variabili
dad en características de funciona
miento y 6stas incluyen no solamente 
la porosidad y la permeabilidad, si
no también el esfuerzo cortante y la 
compresibilidad. Se han hecho varias 
aproximaciones al problema. En 1952, 
el Departamento del Interior, el Co
legio de Ingenieros y A. casagrande 
de llaJYard, en Estados Unidos, madi· 
ficaron la clasificaci6n Airficld de 
este Último, para crear la Clasifica 
ci6n Unificada del Suelo. De esta -
fueron ex uidos los granos que cxce 
den las 3 pulgadas de diámetro, en
contr&ndose en esta categoría tanto 
los guijarros (de 3 a 12 pulgadas de 
diámetro) como las piedras (de más -
de 12 pulgadas de diámetro).* 

En el esquema hay dos divisio
nes que son granos gruesos y grnnos 
finos. La lfoea divisoria es el tama 

'... .;; 

• ño de malla•número 200,:es.'decir de 
0;074 mm, y una subdivisi6n más deta 

· llada es la siguiente: 
, . "'- ~--'_¡·u 

· 3""ª ma11a N~ ·4 (3/16") 
·3".' ª'· 3/4'!') ,..,,-; 

G (grava) 
gruesa 
fina , .. . 3¡4u a :malla: Nº 4 

S ·(arena) 
gmesa · 
mt'Clia 
fina· 

,:·· j;,! ._,,·;1· 

ma11a· Nº 41.aimalla 200 
·'.malla·Nº'4' a malla 10 

malla"lO 'a· malla 40 
.. malla A O :a malla 200 

M (sedimentos, 
aluvi6n) , 

e (arcilla) 

Los sedimentos pueden sep:i ra rse 
de Ja arcilla en base a su tamaño Je 
grano, el cual ha sido establecido -
por algunos autores en 5 11m rn. 005 
lmll) y por otros en 2 um (O. 002 nnn). 
Sifl embargo, las propiedades ingenie 
riles no parecen depender de tamaflos 
de ~rano en particular, por lo que -
no hay tma distinci6n real del tamn· 
ño en el sistana de la Clasificaci6n 
Unificada del Suelo, distinguiéndose 
m(ts bien dos materiales según su com 
nortamiento. Las arcillas son cohcsi 
Vas y complejilS, y de naturnl cza alu 

• 3 nulgadas = 7.62 cm; 12 pul¡mdas = :lll.48 cm. 

'., 
.1. .. -

-¡ i 
'" 
~1 
..1 

... 
1 1 
~ .. 
,.., 
' ' ' 

-
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mino-silico-ácidas con una estructu 
rn qu<' reflcja capas de varios e$pC 
~ores. 

Los suelos pueden ser de clase 
buena o pobre. 

Precucntemcnte con 
tienen agua y la cantidad de ésta -
produce tres consistencias principa 
les. Estas son las siguientes: 

1) Líquidos< el suelo está en 
suspcnsi6n o se canporta como tm 
fluido viscoso, 

2) Plásticos: el suelo es de
formable sin rccuperaci6n elástjca. 

3) s61idos: el suelo se quie
bra con 13 deformaci6n o se recupe
ra elásticruncnte. 

Estos tres principales estados 
de la consistencia del suelo se des 
criben nonnalmente con referencia a 
la fracci6n de suelo más pequeña 
que el tamaño de malla 40, o sea, -
el límite superior del comportamien 
to fino de la arena. Para esta frac 
ci6n de suelo en particular, el con 
tenido de agua como porcentaje de -
peso seco, para el cual el suelo pa 
sa del estado líquido al pl!istico, 
se denomina límite l.Íquido. De la -
misma manera, el contenido de ngua 
del sucio en la frontera entre el -
estado plástico y el s6lido, se de
nomina l i'nii te plns t ico. La di fercn -
cía de los límites líquido y p!ástj 
co constituye el índice de nlastici 
dad, y éste corresponde al rango de 
contenjdo de agua dentro del cual -
el sucio es nlástico. Los 1 futites -
antes mencioñados comprenden los fa 
mosos lÍmitcs de Atterberg, y se 
utilizan para distinguir las arci
llas (plásticas) de los sedimentos 
(no pUsticos, o pobranentc plásti
cos). 

PPOPIEIWJES AClJIFERAS, ESTRATWRN'IA 
Y ESTRUCTlflA DE LAS ROCAS, 1 35 1 

I.as rocas <le la Tierra se ptll'· 

den dividí r en dos J,?randcs clases: -
(1) las rocas consolidadas, o rocas 
firmes, y (2) los materiales no con
solidados. Con respecto a su origCT1, 
las rocas pueden ser divfididas en 
tres clases (Mcinzer, 1959): (1) las 
rocas ígneas, las cuales son produci 
das por el enfriamiento y solidifica 
ci6n de materiales fundidos; (2) l.1s 
rocas sedimentarias, las cual e.s son 
producidas por la depositaci6n de 111:1 

tcriales intemncrizados de rocas m•ls 
viejas, derivadas de restos de anima 
les y plantas, o precipitados de las 
soluciones ncuosas, )• (3) las roe.as 
metamórficas, las cuales son produci 
das por alteración profunda de otras 
rocas, principalmente por los agen
tes del calor y la presi6n. 

Los dep6sitos no consolidados -
de arena y grava son los más impor
tantes acuíferos; probablemente m.is 
del 90\ de toda cf agua subterránea 
bombeada en los Estados Unidos pro
viene de la arena y la grava. 

CAUSAS !1EL MOVIMIENTO DEL 
MUA SUBTERRANEA, 

Ln fuerza impulsora del flujo -
de agua en el subsuelo es el poten
cial o carpa hidráuU ca. Este poten· 
cial es reoresentado oor el nivel de 
a~un en las perforaciones: la dife
rencia de carga entre dos puntos us 
igual a la diferencia de los niveles 
de agua en dos pozos perforados en -
estos ptDltos. Pcalmente, la c.ausa 
del movimiento es la diferencia de -
potencial: 

i) Si el fluido tiene la misma 
carg:i en cualquier punto, no hay flu 
jo. 

- 1.1 -



Oireccloñ del flujo 

hz 

• o • o 
o • • • • o 

o o" 

FiPUra 2. l. Di recci6n del flujo del a¡rua subterránea. 

z,h 

!'! _______ _ 

plana de referencia.· . ' 
. . . . -. - -··~'. '·.· 

! 1-,.- ! ¡¡ 

fj¡nJra 2.2. Concepto de car~a. 
·_," 

. ' '. \ .. ¡ 
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i i) Si existe una diferencia de 
cu rga en el espacio, el ª""' fluye 
l'n la di n•ccim en que Jiminuyl'lt 
!:is c:irg:ts (fil!IJra 2.1). 

ta hiJrosd.tica nos dice que: 

Pt = pg(h, - Z1), [ec. 2.1] 

· donde p ·es la prcsi6n, p la densidad 
y g la acclcracicSn de la gravedad; h 
y z se definen eri la figura 2.2. 

h1 =_EL+ Zt (ec. 2.2] pg 

es la carra en el punto 1 que es
trictamente hablando, está dada por 
la sipuiente relacicSn: 

. . 2 
h 1 =-EL + ~ + z., [ec. 2.3] 

pg <fl 

donde ves la·velocidad del agua. En 
un medio poroso, v2 puede ser despre 
ciada. A lo largo de una línea de co 
rriente, de acuerdo con Bernoulli, -
se tiene que: 

..l!.L + z1 • ....i!L + z2 + 6h, [ec. 2.4) 
PI! PI! 

donde 6h es la pérdida de carga debi 
da a la disipaci6n del calor por la 
viscosidad. De esta rranera, la pérdi 
da de carga es ipual a la diferencia 
de los niveles de agua, h1 - hz. 

ACUIFEROS CONFINPDOS Y 
NO CONFINAOOS. 

Un pozo es perforado en un acuí 
fero; la pcrforaci6n se suspende 
cuando se encuentra agua nor \'.eZ pri 
mera: 

i) Si el nivel del agua dentro 
de la perforacicSn se estabiliza mlÍ• 
arriba del fondo del agujero, el 
acuífero es confinado. 

i i) Si por el contmrio, el ni -
ve! Jel u¡¡ua no se eleva dentro lle 
la pcrfomci6n, el ncutfero es no 
con f i nudo. 

El mismo acuífero puede ser con 
finado en algunas rc¡?iones y no con
finado en otras. El hecho Je que sea 
confinado o no es una propiedad lo
cal del acuífero. Es una aplicaci6n 
nruy sencilla del principio Je los va 
sos comunicantes (figura 2.3). 

El agua dentro de una perfora
ci6n se estabiliza en un nivel que -
se denomina nivel piezométrico. La 
superficie que une todos los niveles 
de agua es la superficie piezométri
ca. Si ésta coincide con el manto 
freático, se trata de una superficie 
libre y el acuífero es no confinado. 
Fn el caso contrario, la superficie 
piezom6trica está encima del manto -
fre/Ítico. 

GRADIENTE HIDRAULICO y vaOCIIWlES, 

Considérense dos puntos 1 y 2 y 
sus correspondientes cargas (o nii.tl
les piezométricos) h1 y h2, a lo lar 
go Je una línea de corriente horizon 
tal. La distancia entre 1 y 2, a lo 
lar¡?o de la línea de corriente es '· 
(figura 2. 4). 

. m gradiente hidráulico en ln -
dirccci6n Je 1 a 2 es: 

- h, - h1 l - t [ce. 2.5 

; Se trata Je un núnero nlgcbrt!i
co: si el gradiente hidr.íulico se to 
ma en la dirccci6n del flujo, es ne
gativo, porque se dijo que el flujo 
ocurre en 'la dirccci6n• enique dismi
nuyen las car~as. 

- 15 -
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la cantidad hi - h2 '"' dcnrnina 
p6nlida de carga entre 1 )' 2. 

Rcsl>C'Ctt' a las vcloci<l.1t1c::o. 
cxi stcn Varios tipos: 

1) la velocidad aparente es la 
velocidad general del flujo a través 
del medio poroso; 

2) ln velocidad real es la \t!lo 
cidad de una gota microsc6pica en el 
medio poroso. · 

Consid6rese un ejCJDPlo (figura 
2.5). 

Estando A y B sobre una línea -
de corriente, se invecta cierta 
cantidad de trazador radioactivo en 
el pozo 1. Después de un período de 
t icmpo T, un medidor en el pozo 2 re 
gistra la presencia de agua radioac
tiva. La velocidad aparente es: 

V= Ltr [ce. 2.6] 

siendo L la distancia horizontal en
tre los pozos. 

Realmente, las moléculas no si
!!Uen un camino rectilíneo en el me
dio. poroso, sus velocidades son mayo 
res que la velocidad aparente, por- · 
que la longitud del recorrido es ma· 
yor que L, debido a la matriz s6lida 
(figura 2.6). · 

[ce. !.:'] 

Jondc ~t es W1 cocfii:i1.."lltc Jimmsio
nalmrnte ifml a la \•elociJad. El -
si¡mo resulta del hecho de que el 
desplazamiento ocurre en la dircc
ci6n en que disminuym las cargas. 

La ley de DaTC)' dice que la ve
locidad del agua subterránea es pro
porcional al ~radiente hidráulico. 

TASA llE lNFILTRACl<ll DEL FUlJO, 

Se calcula a continuaci6n la ta 
sa del flujo a través de una sccci6n 
de subsuelo (figura 2.7). 

ConsiJ6rese el flujo de agua -
subterránea a través de una secci6n 
de espesor e, de ancho t, pcrpcndicu 
lar a las líneas de flujo. Supóngase 
primero un fen6mcno más sencillo, un 
fluido continuo sin la matriz poro
sa, Entre los tiempos ti y t 2 , un -
volllllen q de fluido pasa a través de 
la secci6n, definiéndose la longitud 
L por la relaci6n: 

[ce. 2.8] 

L puede interpretarse como la distan 
cia virtual recorrida por la secci6n · 
durante el tiempo t, - ti. 

F.ntonces, la velocidad media VM 
entre ti y t 2 se define po.r:. · 

l.a velocidad aparento se denomi 
na velocidad macrosc6pica VM o velo- · y···= ·.L [ce.· 2.9] 
cidad porosa media VM" IJt velocidad M · t•~t1. .. . . . 
r7al se denomina vclllcidad microsc6-.,<-y·--la;.tasa de flujo. Q*a ,t;~~és de Jo 
¡nea \'m' ....... ,·secci6n•·se expreso cano: 

LEY DE DJIRCY, 

A lo largo de una línea do co
rriente se tiene que: 

1 .~:::t./qi' .... :·_ . '.,-:_. -·- ·.· .. , -~. ' 
. ·':Q·,~···t2-ti - =VM•l.•E • .[ce. 2.10] 

. Po;· analogía, ln tosa do flujo 
Q a través de una secci6n de medio 
poroso, se expresa como: .. . 

,· ,";'' . "'.•" ' . . .. .. . 
- li 
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Fi!!IJra Z. 5. Velocidad aparente. 
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' Fi!!Ura Z.6. Velocidad real. 
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Figura 2. 7: 'li1oíiué' elcméiíi:ni de subsuelo. 
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[ce. 2.11] más general por el agtn unida a la -
matriz s61ida que toma parte en el 
flujo. dmde V 0 es la velocidad de Da rey. A 

partir He la fonna en que ha sido in 
troducida, es obvio que la velocidad 
de llarcy no es una velocidad real, -
sino un concepto abstracto. La ecua
ci6n 2ll define VD a partir de canti 
dades medibles: Q, t y •· 

POROS l llAD DE IYIRCY, 

La tasa de flujo Q también pue
de expresarse en ténninos de la velo 
cidad macrosc6pica VM por: 

Q = VM S, [ce. Z.12) 

donde S es el área de los poros m -
ln sccci6n. 

111 porosidad de Darcy se define 
por: 

$0 = VDNM [ec. 2.13] 

y estableciendo' que: 

"u= ~ó'l.i•'.:',. :: [ec. 2.14] 

se encuentra• otra foTIID do la ley, de 
narcy: ,. ; ·L 

·:. - i ~-: :" ! ! ' ' 

v
0 

= -K¡¡i, [ce. 2.15] 

)' Kn se denomina penneabilidnd. 

Debería subrayarse que la poro
sidad de Darcy tiene un significado 
hidráulico, ya que representa la 
fracci6n del medio poroso que real
mente conduce agua por el flujo bajo 
presi6n. Es una porosidad efectiva: 
la medici6n del porcentaje de huecos 
en tm medio poroso indica una porosi 
dad real q, mayor que + ; esto se ex· 
plica por la ocurrcnciY de poros sin 
salida, n¡?Ua adsorbida, y en forma 

PEMABILIDAD. C5l 

fil coeficiente de pcnncabilidad 
Kn siannrc es mayor para lll estrato 
en particular si éste constituye par 
te de la zona satura da que si es t:í 
cn la zona de aireaci6n. Se puede -
pensar en la pcnncabilidad como el · 
factor gobernante del flujo y su es
timaci6n es crítica, pero desafortu
nadruncnte es inexacta por el gran · 
rango de variabilidad en la porosi
dad de los materiales naturales. 

Si el dirunetro del grano de un 
lecho es d, entonces la pcnueabili
dad específica está dada por: 

[ce. 2.16) 

donde e es una constante adimensio· 
nal. Fsta cxpresi6n no hace referen
cia a la viscosidad, peso específico 
y resistencia al corte del líquido · 
involucrado. Es, en efecto, una sim
plificaci6n y k asume dimensiones de 
~rea, las cuales se refieren al área 
porosa que gobienia el flujo. La f6r 
mula para la permeabilidad de Pair
Hatch es más id6nea, y esta se expre 
sa, siendo + la porosidad, como: 

k = m((l-+)'/~'J((!/lOOJ(p/d )l''[ec.2.17) 
m 

donde m es el factor de anpacamien
to, a es el factor de fonn:1 del gra
no (6 para granos csf6ricos, 7.7 pa
ra granos angulosos), p es el porccn 
taje de retenido que queda entre dos 
mallas adyacentes y d es la media -
geométrica de los trun'Rños nominales 
de las mallas adyacentes. 

Actualmente se han diseñado ins-
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tnanentos de laboratorio para meili r 
la pcnncabilidad, y éstos se dcnani
nan pennerunctros. !JI. "penncabilidad -
tambi6n puede ser medida en el c:un
po. . 

TIW-lSMI s IVInAD, 

!,a desear!?ª real de un fluido 
es: 

crn1lqukr modo, "' .tnrfi ~11 Jpfini· 
ci 611 usual en es te ca so • 

Cu:111¡ln !'>l' l11.1ud>l':1 on ol ucuírc 
. ro, el ·nivel piezom6trico desdend<· 
desde hA hasta h,, (figura z. 8). Un 
volumen de agua "V · se extrae. de la 
sccci6n A.· El vol;.:{en del medio•poro 
so V P recorrido por el manto frc~ti -
ca es: 

[ce. 2.Zll 
.. · .. [ce. 

. Vp = (hA·h8) •A, 
2.18), .... ,, ,, ""' 
,.,,;: ;;; - -donde A es ol área de la secci6n. 

que puede escribirse' coo~):. 
' _.; . \ ' .. ~ 

por el establecimiento de:· 
• • • : ~:-.-_~':- ~ ,_, 1- :1 '-;:., 

· T = K e ._,· ifL' • r, : ., ,·.,,¡:~-\:_'[ec. 2.20] 

[ce. 2.22] 

· '-'j.. cano+ <l,sc tienv que Vw<Vp. El 
,. u·CocficieRte de almacenamiento es la 

·· - · ·porosidad efectiva • 

, 1 D .•. , , .J \1· • 1···-· ;~r_;, 

donde T es ln transmisividad, diiÍt¿~~ ' 
· ··sionalmente i!?UBl a· t 2r 1 • 

, . . ACUIFEROS CONFINAOOS. El térmi -
· no de coeficiente de almacenamiento, 

realmente se aplica s6lo a los acuí
feros confinados, Aunque en ambos ca 
sos los esquemas son los mismos. los 
mecanismos físicos sen diferentes. 

'como'. ejemplo, una transmisvidád
0 

·de 1 m2/ser para un·ancho t de 1 m y 
tm gradiente i de -1, produce una ta 
sa de flujo de 1 m' /seg. 

El concepto de transmisivdad se 
IL<a generalmente para acuífero< con
finados, donde e representa el espe
sor del acuífero. Pennite el trata
miento de casos tridimensionales con 
modelos bidimensionales, espccialmen 
te con resoecto n la estimaci6n de -
recurso< hidráulicos; estos modelos 
son menos adecuados para determinar 
el movimiento, requiriéndose enton
ces la ley generalizada de Darcy, 

COEFICIENTE ílE Al}\o\CEN/>MIENTO, 

ACUIFEROS NO CONFINAJJOS. El tér 
mino "coeficiente de almncenamiento11 

se utiliza err6ncamentc en el caso -
de acuíferos no confinados, pero de 

20 

Siendo Vw el volumen real de -
apua extraída durante el recorrido -
bajo presi6n de un "volumen" Vp (fi
gura 2. 9) , se define el coeficiente 
de almacenamiento S por: 

VW • S•Vp, [ec. Z.23) 

siendo S adimensional. 

El mecanismo puede ser explica
do como sigue. Cuando el nivel pieza 
métrico desciende, el agua queda me
nos comprimida, produciéndose una -
primera fracci6n de agua V1 • A par
tir chl coeficiente de compresibili 

dad definido de acuerdo con: 
¿V . 

a = ""\76'p 

~e tjenc que: 

[ce, Z.24] 

! i 

·-· 

-· 

.. 



Fij!UJ'a 2.8. Descenso del nivel piezanétrico. 

Descenso unitario del 

Areo unitario de la secciÓn 
tron versal 

Superficie piezométrK:a 

Estrato confinante 

Aculfero 

Area unitaria de la 
sección trgnsversol 

Lecho de roca1s-lnmm:iilW::m:ñ:·:rl· ffi Valumen: S 
( b) Acu11ero no confinado 

Fi¡?Ura 2.9. ílcfinici6n del coeficiente de nlmaccnamicnto. 
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. !ce. 2.2."I 

sicnJo AV el volumen de aJ!ua cuntcni" 
Jo en tm voltmcn de subsuelo V ~ t\1., · -
donde e· es e 1 espesor de 1 ª°' r r ero y 
/\ es el tlrca superficial definida en 
la figura 2.8. De esta manera, 

[ce. 2.26] · 

donde t es la porosidad del acuífe
ro. /le~ es el voltJDcn de los poros. 
Confonnc 1n pres i6n disminuye, la ma 
tri: s61 ida se expande y cmnujn otra 
fracci6n de agua V2 : 

v, = ~r (h11-h11)pg]Ac(l-+), [ec. 2.27] 

donde a es el coeficiente de compre
sibilidad de la JNltriz s6lida. 
Ac(l-o) es el volumen de la matriz -
s61 üla. Por lo tanto, el volumen to
tal de apua extraída es: ; . '';\, ·, 

V= v,•v, = AlhB-hAI [+Spg+(l-+)~Íil'l~ 
· [ce. 2.28] 

y el coeficiente de almacenamiento:;¡ 

·.irt1111 íco entre A y 11 es el V<'Ctor Lk· 
. fin idO por: 

' 
.,,. .,,.,(h(b,,h,.lh)-h(a1 ,:i,,a, l l/ih1 ·a1 I 

iAnÍl lh(l>t,h.,1'1)-h(a1 ,:1,,n1l]/rh 7 ;i;) ~ 
; [h(h,,b2 ,b, )-h (a,,a,,a , ) ] / (h, -a,) 
¡ 

Si B tiende hacia A, iAB tiende 
hacia el vccto.r i 11: 

'"' · ai{" .. ·' '' '': 
3X(a,,a.,n1) 
ah 

iA { aiª"ª"ª') 
ah -¡¡z(a1 ,a,,a,) 

iA se denominará gradiente hi
dráuli~o en A, grad h. 

, , .. LEY DE llARCY. Siendo K,, el coc-
• ficicntc''dc'fa veloci<!a<l nn2rosc6pi

.,,·ca y K0'cl' éoe.ficiente de oarcy, la 
; ley de Darcy se gcnerali za en una -

.: i primera etapa caoo: 

tcc. 2.30] 

S = !?er.g•(l-+)ap¡¡]c • . [ce. 2.29] : V0 = -K¡¡ l!rad h lec. 2.31] 

Otra foTIM t1ti1 de dcfinirs·.':-··.· ··Y los 'c~ricntes de los vectores VM 
es: el coeficiente de al11<lce0amié'ni:'o · ·. · Y Vn son: · 
es el Yolumen de agua que un acuífe- ah 
ro suministra o toma para almacena- V~lx = -Ki.rax' 
mi en to , por unidad de áren supcrf i - _ ah 
cinl de acuífero·, por unidad de cam- VM l VMy·'"·::~. 
hio de la carra nonnal a esa superfi ... . >:···:ah'" 
cie. VMz = -~ 

GENER~LlZAClctl PE LA LEY JlE DARCV, ·. 
-·· ·. 

GRADIENTE HIDRAULICD •. Consldére 
se el nivel piezomátrico h(x ,y';i) en 
un punto rx ,y ,z) y la línea de flujo 
gue pasa a través de los puntos 1\ ~· . 
B de coordenadas· respectivas ' - ' · 
ía1 ,a2,n:) y (b 1,b2 1b3) en n1JU1n sis 
tema de referencia. El gradiente hi-

ah 
V !lX = • Koax 

,V0 t Vriy ;<. ,cK0~~ 
Vil = -K .. ~h z. :u ... z 
Si el medio no us is6tropo ni -

' homop.éiieo ;1.1a·:lcy de 111rcy 'so genera 
1 iza ndicionalmentc como: 
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V = -(})( 
K · ah _ K ah K ~h 
·l<Xax xyay - xi5z 

VDy = K_.~h K_,ah_K~1_!! 
yx~x yyay yzaz 

K ~h - K ah - K ah 
zx:ix zyay zz~1z 

l.a fonna más genera 1 de la IL'Y 
de llarcy, aplicable a flujo no !lOten 
cial se escribe como: 

v0 = - !(grad p + pg grad z) • 
u [ce. Z.3Z] 

Esta forma debe usarse cuandc · · · 
la densidad no es constante, lo · ·- • 
cual ocurre en algunos problemas ·•de + 
contaminaci6n. 

k es el c:oeficientc de ncnroac 
hi 1.idiul- osnccÍfica, c.limensionnlmcntc 
igual a L2, y u es la viscosidad di
námica. Si es constmite la densidad 

:.:.! 

p, obtenetoosla, fonna usual de la . -• · 
ley dc .. Darcy: .. · .. , . . . . , 

V = kpg ~rad (1-.~z) , ·u · ·u ... .,. pg· .· 

,.,. '.
1
=''' ,K~'grad h, .. 

''·.• 
' ~·: 

h ~ L+z 
pg 

[ce. Z.33] 

.. ¡Í 
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CAPITULO 3. 
FISICA DEL tu.'IMIENTO na Jl.C-0.A. SJBlEIRll.'EA .•• 

LEY PE J:'lll.RCV, 

Darcy encontr6 experimentalmen
te qu6 factores gobiernan el flujo -
Je agua a través de un filtro de are 
na (figura 3.lJ, El midi6 la descar
pa cronometrando la tasa a la cual -
el agua llen6 un recipiente de 1 me
tro cuadrado de base, así como la -
p6rdida de carga a través de la are
na. narcy defini6 la cnr1a como la -
altura, con respecto al fondo de ln 
arena, a la cual el agua se elev6 en 
cada tubo con fama de U. Aunque Dar 
cy utiliz6 man6metros de mercurio, -
siempre report.6 sus datos de carga -
en ténninos de'la altura equivalente 
de agua. Se demostrara que la carga 
es proporcional a la suma del poten
cial de presi6n del mercurio (o cual 
quier fluido) en el tubo en U, más -
el potencial de elevaci6n referido -
al nivel de la base. La ·aplicaci6n · 
del ténnino carga a la altura por en 
cima del nivel del mar, del agua en 
W1 pozo, es el uso corriente en el · 
campo en el sentido original que nar 
cy le dio al tónnino. 

,,\partir de una serie de experi 
mentas, Dar¡:y establcci6 que para un 
tipo dado de arena, la tasa de des
carga volumétrica Q es directamente 
proporcional a la pérdida de carga -
h,-h 1 y al área de la secci6n trans
versal, A, pero es inversamente pro· 
norcional n la diferencia de longi tu 
des 12-1 1 • ílenominando a la constan
te de proporcionalidad Kn como la 
conductividad hidráulica; obtenemos 
Ja ley de Darcy: 

[ce. 3.1) 

El signo negativo significa que 
el al!IJ3 subterránea fluye en Ja di
recci6n de la pérdida de carga. La 
figura 3. 2 es una gráfica que mues
tra los datos experimentales de Dar
cy. Ilustra la relaci6n lineal entre 
la tasa de descarga y la pérdida de 
carga para dos diferentes arenas. 

POTENCIAL DE FUERZA DE HUBBERT, 

El agua subterránea fluye en 
1·espuesta a las diferencias de pre
si6n y a las diferencias de eleva- -
ci6n. Numerosas personas caen en el 
error de igualar Ja carga con la pre 
si6n y despreciar a In elevaci6n. • 
llubbert (1940) clarific6 el concepto 
de potencial del agua subterránea y 
su relaci6n con la carga de Darcy, 
derivándola a partir de principios - · ... 
físicos. El potencial del agua subte 
rránea en un punto dado es Ja encr· 
gfa requerida para transportar una -
masa unitaria de agua desde un esta-
do estándar de referencia hacia eso 
punto. Las diferencias de potencial 
ocasionan el flujp del a¡:ua subtcrrfi 
nea; esto es, el agua se mueve desde 
un notcncial mayor hacia el menor. ~ 
El potencial se denomina potencial -
de fuerza poi·quc· su derivada cspa- .-
cial tiene unidades de fuerza por -
tnidad de masa. 

Se presc'llta ahora Ja dcrivaci6n 
de llubbert del potencial del ap,ua -
subterr&nea. Dos potenciules de fuer 

•• Esto canítulo es una traclucci6n y'adaptaci6n ele una sccci6n ·del libro "ln
trocluction to Grounclwater Modelinp," de l~anp, y Anderson, W.H. Freeman Md -
ComDany, 1982. 
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Col~a ~e arena utilizada -bn el cxncrimento de Thlrc)!Y •• 
El dibujo es un facsúnil des la fipura 3. de la obra de 
Henry:oarcy, "Les ~ontainosldc la.Ville de Dijon", Vfi'.c· 
tor Tmlmont, París,. 1856 •. : , 
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Fi¡rura 3.2. Resultados de Darcy que demuestran que el flujo es propor
cional a la· p6rdida de carga. 
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Fi¡rura 3.3. Carga total en un nunto del suelo. 
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?a, presión y elevaci6n, acro:m por 
separado sobre una masa unitaria de 
agua subterrlínea. Suponga <1ue se tic
nc tm tubo lleno de arena saturad:i 
de agua, y que la presión es p a Ja 
alturn z. l.a energía potencial por -
masa \U\itaria de agua. se define co
mo el trabajo requerido parn llevar 
uno masa unitaria de agua desde 1ma 
posici6n de referencia zrcf hacia su 
posici6n actual z. Si cons1dcnunos -
que la prcsi6n en la posici6n de re
ferencia es cero, entonces la prc
si6n p coincide con la prcsi6n del 
man6metro . 

Consid6rcsc por separado el 
trabajo requerido para tener la masa 
unitaria de a¡rua a la presi6n p, y -
el requerido para elevar la nnsa uni 
taria a la elevaci6n z. In el primer 
caso, el trabajo requerido es: 

1( = .!. 
1
'"vdD (ce. 3. 2] 

m o 

donde m es la masa de agua y V su vo 
lumen, el cual es igual a m/nw sien 
do p , la densidad del agua. S1 sn asu 
me ~uc el agua es incompresible, es 
decir, que su densidad es la misma a 

.cualquier ~resi6n, entonces ol traba 
jo i·equcrido por masa tUlitnria para 

. elevar la presi6n del agua a p es -
p/p .• Por otra ¡iarte, el trabajo re

. quelfido por masa unitaria para ele
var el fluido a la elcvaci6n " es -

· ,r(z.ci f), siendo g. la acclernci6n -
. Je. Jargravedad. Por lo. tanto, el po
" ~endaLtotal del a~ subterránea -

es:, 

0 = ~ ,+ g(z-zrerl . "· [ce. 3. 3] 
Pw ·. ' .. . ·.·. 
· Se ha expresado el potencial in 

vcstigado para. el .flujo.del. ngua sub 
terránca, en términos físicos funda
mentales. ¿c6mo se relaciona el po
tencial o con la carga de Darcy h? 

¿r:á.t;, se relacionan los términos de 
1 a ccuaci6n anterior con las cantid:i 
des medidas físicamente en el cxperi 
lflClltO de llarcy? Observe la fil!IJra -
3.3. Sea z fln Jím•a de referencia 
para la c1&a:ci6n. Entonces la pre
si6n p del agua a una elcvaci6n : es 
p = p._,g(h-z). Si esta expresi6n se -
susti'luye en la eaiaci6n 3. 3 y si -
z r=O, entonces: re 

o = ph . [ce. 3.4] 

No olvide que O y h son fmciones de 
la clevaci6n z. l.a ccuaci6n 3.4 
dice que el potencial o derivado a -
partir de la mecánica de fluidos, es 
directamente proporcional a Ja carga 
experimental de Darcy. En efecto, 
puede pensarse en la carga como un -
potencial expresado en términos de -
encrl(fa por unidad de .~SQ de agua, 
mientras que el Potencla!o de -
Huhbert se expresa en términos de -
energía por unidad de masa. También 

'l')UCl1c- considerar por-sc¡iamdo los 
'ténninos de carga por ·presi6n y car
ga por elevación, los cuales tienen 
unidades de energfa por unidad de pe 
so: c-sto es: 

h • l + z , [ce. 3.5] 
pwg 

donde h es la carga total, p/pwg es 
la carga por presi6n, y z es la car
ga por clevaci~n. La pérdida de car
ga en la ley de Darcy es proporcio
nal a Ja p6rdida de energía que re
sulta de la fricci6n del fluido al -
chocar contra las paredes de Jos ca
nales porosos. La ley de Darcy es 
una cxpresi6n del hecho de que el 
agua subtcrr~nea se mueve en tma di
rccci6n en que disminuye la energía 
desde una carga mayor hacia una me
nar. 
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. LA LEY DE llARCY m lRES DllENSIONES 

Ahora Sl' dc:->cn gcncrnljz..-¡r el 
put<•ncial 1iara que sea uru1 funci6n 
de Ju~ tres coonlcruidas cspaci:ilc~, 
o sea, h = h(x,y,z), así como tam
bién dh/dt, la tasa de cambio de 
curga con respecto a la posici6n. -
Has ta aquí se ha considerado s6lo -
la direcci6n vertical, donde h = 
h(z). sup6ngase un medio poroso isó 
tropo y que la tasa' de descarga Q -
no depende del tiempo. 

Oefínase q = Q/A como la tasa 
volunétrica de flujo por unidad de 
área. Ja cantidad o se denomina des 
carga específica. En el límite, con 
forme la pérdida de carga 'h2-h1 oci1 

rre.en un intervalo cada vez más pe 
4uei!ó 12-11 , se puede.escribir la - . 

. ley dc·narcy;eri fonna diferencial: 

.. . ·, ,;: •'dh ' ' 
,q ,~ ,,,,Kp¡¡¡ • '· "fec. 3.6] 
; . /, ~ ,.... ' - ' : ;, ' : ; ' . : ,, . . 

-. fa descarga específica q t1cne 
·'unidades de ,Velocidad y se conoce -
. 'también 'como ,velocidad ne llarcy. Ln 

velócidad a~are~té es_ q/~, siendo ~ 
la porosidad. 

La generalizaci6n tridirnensio-. 
nal de la ley de llarcy requiere que 
la forma unidimensional, ecuaci6n -. 
3. 6; sea e ierta. para cada uno dé -
los componentes del flujo x,y,z: 

e • ah 
qx - , Kpa;c 

!( ah 
q)'=-llay 

,. ah 
q= = - "naz 

[ce. 3. 7] 

!\ote que las derivadas espaci u 
les son derh·adas parciales oorque 
ahora lu carga es una funci6n de 
las tres coordenadas espaciales. J.a 
ccuaci6n 3.7 puede escribirse en la 
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forma :ibrcv inda de •ln not:id6n wcto 
rial e~ sillUC: · ' 

[ce. 3.8) 

li1 vector de velocidad e¡ tiene los -
componentes q , q y q_, y vl vector 
del gradientc"g~ h t!ene los compo 
nen tes ah/ax, ah/ay y ah/az. Debido 
a que cada componente de q es un m61 
tiplo escalar K..,de los componentes -
correspondientes de (-grad h) , ambos 
vectores q y (-grad h) apuntan en la 
misma dirccci6n. Esta conclusi6n se 
obtiene de la consideraci6n de iso
tropía. Para una direcci6n arbitra
ria en un medio anis6tropo, el vec
tor de vf>locidad q generalmente no 
apunta en la misma di recci6n que 
(-grad h). 

Considérese una situaci6n bidi
mons ional h = h (x ,y) para ilustrar -
las propiedades del gradiente de car 
ga. lns líneas de contonlo de la car 
ga se definen por -la condici6n: 

<1h ='ah ~x +'ah~;. O· [ce. 3.9) 
ax '" ay . 

J.a pendiente de la tangente· W/llX a 
la línea de contorno es igual a -
-(ah/ax)/(ah/ay). La pendiente de -
grad h, por otra parte, es igual a 
la relaci6n de sus componentes 
(ah/ay)/ (ah/ax). El producto de la -
pendiente del vector del gradiente -
por Ja direcci6n de Ja línea de con
torno en cada punto es 1 negativo. -
Por lo tanto, el vector del gradien
te es perpendicular al contorno de -
carga constante. El flujo es perpen
dicular a las líneas de contorno por 
que, nara un medio is6tropo, el vec
tor de velocidad tiene la direcci6n 
contraria o negativa del vector del 
gradiente. 



ECUACl<JI DE C<JITll'«JIDAll Pl>PA a 
FLUJO EN ESTADO EST.i'ClotJ.ARIO, 

J.a ley de Darcy, ecuaci6n 3.8, 
resume mucho de la física del flujo 
del apua subterránea, al relacionar 
el vector de velocidad con el ¡,-a- -
diente del potencial. La continuidad 
o conscrvaci6n es una segunda ley im 
portante. Para condiciones de estado 
estacionario, la continuidad requie
re que la cantidad de agua que entra 
en tm volumen elemental rcprcscntati 
va sea ipual a la cantidad que sale 
de 61. La existencia de condiciones 
de estado estacionario implica que -
la car¡¡a es independiente del tiem
po. Por el mancnto, se harán otras 
dos suposiciones simµlific.atorias. -
Primero, se asumirá que el agua es -
incompresible. Si no lo fuera, po- -
dría comprimirse y almacenarse en el 
volumen elemental. La masa siempre -
se conseiva, pero el volumen s6Io se 
conserva para el caso de un líquido 
incompresible. Scg1.Dldo, se aswnir!t -
que el volumen elemental. no contiene 
fuentes ni sumideros. Esto significa 
que no se pennitirá la adici6n o re
moci6n de n¡¡ua del acuífero por me
dio de pozos o por precipitaci6n o 
transpiraci6n, por citar al¡runos 
ejcmnlos. 

Se empezará el análisis conside 
randa el flujo de entrada y salida -
en un volumen elemental cúbico, cu
yos Indos son de lon¡¡i tud bx, Ay y . 
i.z (figura 3.4), El volumen del cubo 
es AV = ~xAyAz. El balance de masa -
se c.1Jculn sumando, para cada dircc-, 
ci6n, las resultantes de los compo
nentes. Por ejanplo, el componente -
qr representa la tasa voltunétrica de 
f ujo por unidad de área a· través de 
la cara izquierda del cubo. La des
carga a través de la cara izquierda, 
o Ja derecha, es el producto de la -
tasa de flujo por unidad de área por 

el área l>XAZ de la cara u tmv6s de 
la .. cual ocurn• el flujo. En la carn 
derecha, q es diferente por una can 
tidad (aq ~}l°ay)Ay. Por lo tanto, el -
cambio nefo de la tasa de descar¡:a -
en la direcci6n y es: 

(aq/•Y)Ay(6XAZ) • (aqy1ay)AV. 

,,. convcnci6n ·d~ signos indica que 
si la derivada es positiva, el flujo 
neto del agua es hacia afuera. Se -
puede realizar un análisis similar -
para las direcciones x }' z, a fin de 
obtener el cambio neto de la tasa de 
descarga, que para la direcci6n x es 
(aq /ax)AV mientras que para z es 
(aq~/az)AV. La stuna: 

(aqx/ax)AV + (aqytay)AV + (;,q/az)AV 
' 

debe ser i¡ntal a cero. rodemos divi-
dir por AV y obtener así la ecunci6n 
de continuidad para condiciones de -
estado estacionario: 

aqx +·~ + aqz = o • 
ax ~Y az 

[ce. 3.10] 

.. , .·E'Úiado izquierdo de la ecua- -
éi6n'· 3.10 representa el cambio neto 
de la tasa volumétrica del flujo por 
unidad de voltunen. Se denomi 
na aivergencia de q y se escribe: 

1 ~- :.t ,._, ,' ''; - _.-; . '_._. 1 ~ 

¡·"· ·aq•··aq aq 
divq•2+.::.J:'.+_z. [ce. 3.11] 

· ax ay az 

· 'in diverFcncia es una opcrnci6n 
que se ejecuta sobre un vector y pro 
duce una cantidad ese.alar. Por el -
otro lado, el gradiente es una opcr:i 
ci6n que se ejecuta sobre un escalar 

, y produce ~ cantidad vectorial. 
' ' . - . ' "t 
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Fipura 3.4. Análisis del flujo voltan6trico neto, oor unidad de tiClll1)0, 
a través de un cubo i nfini tes imal. 

División de OQUOI 
subterrdneas 

Elevación topográfica 

Acu1'fero 

Rocas de la base 

Divislo·n de aguas 
subterráneos 

Fipura · 3.5., Rcprescntaci6n de las fronteras del sistema re¡¡iorial 
bidimensional de flujo de n~uas .subterráneas, 

~ ' - ' • • ' - -· ' ' 1 
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LA ECUJICloN 1lE Lft.P!XE, . · ca. Los «iifereÍltes tipos de condicio 
· . nes. de frontera son: 

La ecuaci6n de !.aplace combina · · 
la ley de Darcy y -la ecuaci6n de con . 
tinuidad en una ecuaci6n diferencial 
parcial de' sepundo orden sen el lla. - '' 
La ley de Jlarcy se sustituye en cada 
uno de los comoonentcs de la ecua- -

i) ·(:u~cio se conoce la carga en 
, las superficies que delimitan ln re
gi6n de flujo (condiciones de Dirich 
Jet); 

ci6n 3.10: ·; .r·i_, i·. · ii) cuando se conoce ·el flujo a 
través de las superficies que delimi 
tan la repi6n.(condicioncs de Neu
maun); 

. ' 

··,. [e.e: 3.12] 

con KiJ ~ K(x,y ,z). Si se ·a~umc que 
K es J.Ildependiente de x,y,zJ es de
~ir, que la rcgi6n es homo¡¡enea e 
is6tropn, entonces la ecuaci6n 3.12 
se convierte en: 

'. 

a2h a'h a2h axr + ay2 + 1i? • o. [ce. 3.13] 

. La ccuaciát 3.13 es la ecuaci6n 
de Laplace, expresi6n pobc111antc del 
flujo del agua subterránea a través 
de un acuífero is6tropo y homopénco 
bajo condiciones de estado estacio~ 
rio. La ecuaci6n. de Laplace se utili 
zn también en otras rrums de la ffsi 
en. Por ej cmplo, es la ecuaci6n que 
gobiema la conducci6n del calor en 
un s6lido bajo condiciones de estado 
estacionario. 

UlNDIC!ONES DE FOONTERA. ¿OUé -
sipnificn resolver la ccuaci6n de La 
place? La cantidad física de interés 
es ln carga como una fmci6n de x,y 
z. La ecuaci6n de Laplace solamente' 
enuncia que la suna de las segundas 
derivadas parciales de h con respec
to a x,y,z es igual a cero. J.a solu
ci6n de la ecuaci6n de !.aplace re- -
quiere la cspecificaci6n de condicio 
nes de frontem uue limiten el pro
hlcma y tenga as( tma soluci6n (a1i-

iii) cualido se cono.ce alguila 
.combinaci6n de las condiciones ante
riores para las superficies que deli 
mitan la regi6n de estudio (condicio 
nes mixtas). 

El hidrologista del subsuelo al 
gunas veces debe aproxinar las condi 
ciones de frontera para 1 imitar la -
reFi6n de dominio del problema. Si 
se especifican condiciones de fronte 
ra inconsistentes o incompletas, el 
problema mismo queda indefinido. 

SISTEMA P.EG!tllJIL DE FUJJO DE 
Af.UPS SUBTERAANEAS, 

Como ejemplo de un modelo para 
agua subterránea que involucre la -
ecuaci6n de Laplace junto con adecua 
das condiciones de frontera, se pre
scnt~ ense!l"ida un problema re~ional 
de h1drául1ca del subsuelo, descrito 
por Toth (1962) • El fue caoaz de ob
tener conclusiones acerca de la con
figuraci6n de sistemas regionales de 
aguas subternfoeas, utilizando un mo 
delo matemático. 

La figura 3.5 representa la sec 
ci6n transversal de una pequeña cucn 
ca, limitada por un lado por una ele 
vaci6n topográfica que marca una úi
visi6n regional de ugm suhtcrrrutcu, 
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Y por <'l otro lado por una corriente 
princi¡nl que constituye un área de 
descnrga Je a¡rua al. subsuelo y que -
marca otm divisi6n regimal de agun 
subterrtúiea. Se asume que el acuífe
ro consiste de nnterial poroso hamo· 
gfueo e is6tropo, situado encima de 
roca impcnncable. 

Primero se considerarón las con 
diciones de frontera. Las divisiones 
izquierda y derecha se pueden repre
sentar matemáticamente como imncrmca 
bles, o fronteras de no flujo. Aun· 
que no exista una barrera física -
una divisi6n de ªl'll" subterránea'tie 
ne el mismo efecto que tma barrera -
impermeable porque el a~ subterrá
nea no la cruza. Esto es oorque el -
agua subterrtúiea a la derecha del -
fondo del valle, descarga en el pun
to A, mientras que al otro lado de -
la elcvaci6n topográfica, el agua -
fluye más allá del punto B. La fron
tera inferior tambii!n se trata de -
una frontera de no flujo, porque la 
roca impenneable de la base forma -
una barrera física contra el flujo. 
J.a frontera superior del modelo mate 
m.1tico es la Hnea horizontal AB • -
aun cuando el nivel fre>Ítico del sis 
tema fl' s ico se si tlla por encinn de -
All', De esta manera, el dominio rec
tangular del problema en el modelo -
m.;timuitico constituye una aproxima
c16n de la fonna real de la regi6n -
saturada de flujo. A lo largo de la 
frontera AB', la carga se con~idcra 
igual a la altura del nivel freático 
y la configuraci6n de este nivel se 
nsune como 1.D'la línea recta. 

Toth (1962, 1963) encontr6 que 
este modelo matemático es una repre· 
s7ntaci6n realista de la confi¡n¡ra
c16n· general del sistema de flujo -
donde la topografía es dominante y -
la pendiente del nivel freático es 
suave. Toth (1963) también ·utiliz6 

um expresión mlis general pnm J:o 
configuraci6n del nivel freático <'11 
una región de topo¡míf!n suav""'°nt<' 
ondulada. 

Se oleho expresar en t6nninos m.1 
tennticos las condiciones de fronte
ra mostradas en la figura 3. 5. El 
sistema de coordenadas se define en 
la fi~ra 3,6. Se requiere una ecua
ci6n para cada frontera. Consid~re
se primero la frontera superior. J.a 
frontera se localiza en y = )'o para 
x dentro del rango de O a s. la dis
tribución de la carga a lo largo de 
cstn frontera se aswnc que es ljncal 
y la ecuaci6n para una variaci6n li
neal tal que h(O,y 0) = y 0 es 
h(X,}'o) =ex +}'o para O s x ~ s, 
donde c es la pendiente del nivel 
frdtico, 1.a especificación de la 
carga a lo' largo de la frontera supe 
rio1· constituye una condici6n de -
frontera de Di richlet. 

1.as otras tres condiciones de -
frontera son nara fronteras de no -
flujo. J.n ley de Darcy relaciona el 
flujo al gradiente de la car~n. A lo 
1 argo de una frontera vertical de no 
fltijo, q = O :implica que ah/ax = o, 
y a lo l~rgo de una frontera horizon 
tal de no flujo, et., = O implica que 
ah/ay = O. J.a espeéificaci3n del flu 
jo a trav6s de estas tres fronteras 
constituye condiciones de frontera -
de Neumann. En este ejemplo, se han 
especificado tanto condiciones de 
cnrga como de flujo, por lo que se -
trata de un problema mixto. El juego 
completo de condiciones de frontera 
se escribe como sigue: 

Arriba: h(x,y 0 ) = ex +yo'; osx~s 
"'';·. 

Abajo: ah¡ ·o · ' o· ay y=O =.. :. rxss 

Izquierda: :~lx=O =o ·,'.'~·g~y::y, 
De. · -~- . ah¡ . . .. · 

reum: ax x=s = O " ·: Osy~}'o 

- 32 -

,., 

·~· ,., 
... 
.. , 

-
-
... 



. ~ : 

Fi¡rura 

y 

--_ ... ----------
y=. i--~----------.,-.~--t 

h = C1I + y.-'· 

' 
3.6. Modelo matcmádco del sistema regional Illlllstrado en la 

fi¡rum 3.5. · 

Acuif.ero 

Figura 3. 7. Acuífero horizontal bidimensional ooo contiene un volumen 
elerpenta} representativo, para la deriii"'nci6n de la ei:ua
ci6n de' Poisson • 
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/\hora considérese ln ccunci6n -
gohcrnantc, Sabemós que la ccuaci6n 
de Jnplacc simula el flujo del a¡¡m 
suhtcrránca en un a01ífcro homoRénco 
e is6troJJO si no hay acumulaci6n ni 
pérdida de a¡nia dentro del "i stcma. 
Toth asumi6 que en una cuenca suhdc
sarrollada las fluctuaciones del ni
vel freático eran pcqueflas sobre una 
base anual. Esto es, 61 utiliz6 una 
posici6n promedio del nivel freático 
y asumi6 que el sistema estaba en es 
tado estacionario sobre una base 
anual. In posici6n del nivel freáti
co al principio del ano era la misma 
que al final; no hubo acumulaci6n o 
pérdida neta de a¡rua del sistema.Por 
lo tanto, con esta idealizaci6n, la 
ecuaci6n bidimensional de f,aplace, -
32h/ax' + a'h/ay' = O, es la ecua- -
ci6n gobernante requerida. El modelo 
matemático, que consta de la ecua- -
ci6n gobernante junto con las cuatro 
condiciones de frontera, se resume -
en la fip;ura 3, 6. 

Para resolver el modelo se re
quiere el cálculo do los valores de 
la carga en 'cada punto del sistema. 
Usando las técnicas del Cálculo Dife 
rencial e Intel!Tlll, algunas veces es 
posible escribir una expresi6n para 
la carga como una funci6n de las 
coordenadas del espacio. Es así que 
obtenemos una soluci6n analítica. -
Por ejemplo, Toth (1962) prescnt6 -
una soluci6n analítica para el mode
lo del sistema regional de flujo ele 
aguas subterráneas, que ya se discu
ti6, la cual es: 

h(x ,y) = y, + es 4cs ~¡; F -----= . ¿ rr o m 

, [ec. 3.14] 

me 0,1,Z,3, .. .. 

U\ ECUACICJ.I DE POISSOO, 

Ja recarga por precipi tnci6n y 
ln dc!>cargn por lUl pozo ~on cje:nplos 
de una fumtc distrihuida y de un su 
midero puntual de aguas subterrá
neas, rcs~ctivamcnte. La ndici6n o 
substracci6n de agua subterránea sig 
nifica que ln divergencia de la tasa 
volumétrica de flujo de agua hacia -
los alrededores, por unidad de volu
men de acuífero, no es igual a cero 
en alguna parte dentro del dominio -
del problema, por lo que la ccuaci6n 
de Laplace ya no es la ecunci6n go
bernante. 

Considérese un acuífero horizon 
tal bidimensional, cuyo espesor es -
unifonne e igual a b (figura 3.7). -
La primera etapa en la deri vaci6n de 
una nueva ecuaci6n gobernante, es ha 
cer un análisis de continuidnd simi
lar al descrito anterionnente. Consi 
dércsc el volumen elemental dentro -
del acuífero mostrado en la figura -
3.7. Sea R(x,y) el volumen de agua -
añadida, por unidad de tiempo poi· 
unidad de área de acuífero, al volu
men infinitesimal alrededor del pun
to (x ,y). Para condiciones de estado 
estacionario, la tasa volumétrica de 
flujo de ª!!tiª hacia los alrededores 
dche ser igual a R(x,y)AxAy. Esto 
significa que: 

ªª 3q -2. Ax(bAy) + __l:'. Ay(bAX) = ax ay 

= R(x,y)ÓXAY 
• • J ·~ - , ' . 

[ce. 3.15] 

SI" usur6 la ley de D:ircy para -
suhstituir a y q • También se incor 
oorarli Ja t~ansmrsividad T que es -
el producto. de la conductividad hi
dráulica K por el espesor b del acuf 
fero. Haciendo estas substituciones 
y dividiendo todo por -TAx¿y ,se obtfo-
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ne la cruaci6n de Poisson: 

~ + 32h ª _ R(x,y) • 
1x· W --r- (L'C. 3.16] 

Si R(x ,y) es igual a cero en -
cualQUier parte del dominio del pro
blema, la ecuaci6n de Poisson se re
duce a la ecuaci6n de !..aplace. m 
ténnino R(x,y) se usa para sinular -
tanto fuentes (valores positivos) eo 
mo sumideros (valores negativos), ¡11 
sean JllDlttlales o distribuidas, y tie 
ne dimensiones de longitud por uni
dad de tiempo. 

RECARr-A DE ISLAS, 

Jacob (1943) considero la ver
'i6n unidimensional de la ecuaci6n -
3.16, con R i¡zual a lDl3 constante, -
para simular el flujo de a¡zua subte
rránea debajo de LCl1g Island, Ncw -
York (figuro 3. 8). La ecuación j!Oher 
nante es: 

d 2h R 
Ux7 = - 'i' [ce. 3.17] 

Jacob utiliz6 esta ecuaci6n go
bernante paro simular un acu! fero no 
confinado asumiendo que el espesor -
realmente saturado h+b casi era 
ij!Ual a la distancia b, Esto es, asu 
mi6 que b>>h. También supuso en el -
modelo que el nivel fr.,,Ítico inter
secta al nivel del mar en los bordes 
de la isla y que el perfil del nivel 
fre~tico es simétrico dentro de la -
isla. Por lo tanto, s6lo necesitamos 
considerar la mitad del dominio del 
problema, ra sea O~xs1 6 -t~x~O. Si 
•e con>idera la parte derecha del do 
minio del problema, las condicione• 
de frontera son h = O para x = 1 )' -
dh/dx = O para x = O. El modelo se -
puede resolver analíticamente por in 
tcj!raci6n doble resoecto a x. la so-

luci6n general es: 
R x' h(xl = T 2 + a 1x + a., [ce. 3. lR] 

donde ª' y 82 son constantes amitra 
rins que se pueden determinar a par
tir de las condiciones de frontera. 
l.a cond ici6n para x = O se utiliza -
para encontrar que a1 = o, y la con
dici6n para x = t se usa para encon
trar que a 2 = Rt 2/ZT. Por lo tanto, 
la soluci6n del modelo es: 

h(x) e ti (1 2 - x2) • [ec. 3.19] 

Si se calcula h(x,y) dados los 
valores de T y R, trabajamos en lo -
que se conoce cano problema directo 
o hacia adelante. El cálculo de R da
da la carga en un JllDltO, es e 1 pro
blema inverso o hacia atrás. 1.a ven
taja de la soluci6n analítica para -
el problC111a unidimensional es que el 
problema inverso se puede resolver -
por simple álgebra, y no se requiere 
ningíin procedimiento de ensayo y -
error. Pero, en el caso bidimcnsio~ 
nal, el problema inverso se tiene -
que resolver encontrando la soluci6n 
para el problema directo varias ve
ces ensayando valores cada vez mejo
res de R. 

Otro tipo de problema inverso -
involucra el cálculo de volares para 
la transmisividod o para lo conducti 
vidad hidráulica, a partir devalo
res medidos de las cargas. Este pro
blC!l\3 inverso podr!n ser resuelto -
también por ensayo y error. Sin em· 
bar~o, se ha demostrado Que varias • 
diferentes distribuciones de transmi 
sividatl pueden generar la mis11111 dis
tribuci6n de las carRas, porque 6s· 
tas no son particularmente sensibles 
u los camhios en la transmisividod -
(Gil lham and Farvolden, 1974). Re- -
cicntcmente varios invcstipadorcs es 
t~n intentando formular maneras más 
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l'Íici!"ntcs·pnra solucionar el prohlP 
mi inverso nnra las tran!;mis iv iU;:¡- · 
Je~ •. 11nra ml1yorcs detallc.~s consultHr 
r.ooler (1977, 1979), Neum.1nn (1~73), 

, Ncummm y YakoNi tz (1979) , Ncumann 
et al. (1980), y Ncum:mn (19811), 

DESCARGA DE POZOS (AOJI FEP.O 
CONF INAOO) , 

. Las fuentes }' s\.unidcros se re
prCscntan matcmátic:uncnte en la ecua 
ci6n de J>oisson nor la función tlc re 
carga l!(x ,y). se· usará la ccuaci6n -
de ,Poisson para descrihir ln tlt-'~car
ga de un pozo que penetra completa
mente en un acuífero horizontal is6-
tropo de espesor b. Si se n~;1m1c que 
el pozo tiene agujeros a lo largo -
<lcl espesor canpleto <lel acu.Í fcro, -
cntoncc5 el flujo será hori:ontal y 
bidimensional. Oebido a que "1 pozo 
está localizado en tm solo punt'o 
(x 0 , Yo), constituye tm s1nnidcro pun 
tual (o fuente si se trata de' un po
zo de .inyrcci6n), mientras qUL' la re 
carga por precioitaci6n nl11-
vial es una fuertte de área. 

Se prcswnc para el nnúl i:. is tille 
el eje del pozo está centrado dcnt rn 
de tm \•oltuncn infini tcsim.1] h:.x/1v 
tal-como se muestra en la fig11r:1. 
3. 7. Sup6ngase que el pozo bon1h<'a n 
una tusa Q, donde Q tiene unid:1d<'!" 
de voltm1en/tjemoo. Entonces, Ja [un· 
cl6n de recarga· para el área "upcrfi 
cj¡¡l infinitesimal alrededor de 
(x 0 ,y 0 ) es: 

, R(x 0 ,y 0 ) = - -¡;/};y [ce. :i,20] 

porque R(x ,y) es el volumen ele rcca r 
ga por unidad de tiempo por unidad -
de frea de acuffcro. El sir.no ncpnti 
1·0 en la ccuaci6n 3. 20 existe por 1 a 
convenci6n establecida cunndo •;e de· 
rh-6 Ja ecmci6n de Poisson (cc11a-
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ci6n 3. lfi) de qtu• 1<is dl'Scargas dC'l 
aeuffcro ~on ncv,atjva::.. H(x,y) 1..•s 
i¡...rua 1 a cc.•ro fut•ra del vol tunen infi -
nit0simal que conticnt• :-il pozo. 1'sí 
st· t icr.l' com¡ilctamcnte Jcfinido 
H(x ,y) m el dominio del problema r 
se- h~1 dcscri to m:1tcm3ticnmcntc la 
<lcscnr¡:!a dC' tm r,o:o de pcnl"traci6n -
completa, en ténninos <le 1;:1 ecuac i6n 
de Poisson. 

f.1 :;o]UC' j,)n :1n:il ftic:i cst;'Í d:1Ja 
por l;i C'Cll:tcjÓn de Thll·m, 1:1 cual L'S 
para el f1ujn r:idj;1l de un po:o que 
bombea hajo condicionC's dC' estado es 
tncionario. L.i 0c11:1ci611 dl' Thi(1n es: 

ll r h(r) - h(r ) = ->,-, ln --, [ce, 3,21) 
e· 2;1 I re 

don<le r = lxz--+? v r ~ es la <lis
tanci;:i :i 1.i cunl c1 nivSl Jcl agtL.1 

remanece innltcrn<lo nor ln dC'scnr~a 
del pozo. 

ACU!FEPO NO CONF!f'.11\f'O BAJO 
LAS HIPOTES!S nE nururT, 

Si un 11cuífcro C'S no confinado, 
g11 espesor sntttrado varía con ]n ;1)

tura del nivC>] fr0f'itjco. Considérese 
el flujo unidimen;,inn;i1 a tr.:ivés Uc 
1u1 ncuffcro no confiníHlo. El flujo R 

es 11nid_iml'nsionnl pnr la~ ~uposiclo
nes de Dupuit de q11<': 

i l C'l flujo es hori;nntnl, Y 

ii) el .{!TiJdicntL' hidr;~ulico Cb 

igual n la pendiente dl' 1J surX>rfi
cic 1 ihrc. 

f'.st~IS consideraciones impJ ic;.in 
ln :1u:;;cnci:1 de tmn c;1r<1 pcnne;¡hJc.· -
en Ja frontera '-'llnl'rior. P:1r:1 dcri
\':1r );¡ ecuación gobcn1antc del fl 11-
io no coníinado con 1:1•, sunosicio

ñcs Je ílurult, primero !'\C hnr(i tnt -

t 

-
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:m&J isis Je continuidad para una re· 
l~1n:1Jn infinitesimal de acufft•ro (fi 
1:ur.1 3.9). la rebanada csd oricntu· 
J:i pcrpcndiculanncnte al ílujo. JJt · 
p.1rtt• superior del volt1DCn rC'prc!-'l'll
tat h'u es el •mto frciltico y tiene 
una altura h(x) = h1 en la cara iz
quicnla y una altura h(x) = h, en J:i 
cara derecha. 1.a suposici6n de llu- -
!'llit de flujo horizontal implica que 
la pendiente del nivel frcático Jebe 
ser pequeña. Sean Q1 y Q2 las tasas 
volun6tricas de flujo a través de -
las caras izquierda y derech.1, rcs
ncctivamcnte. Aplicando la ler de -
Darcy y multiplicando por el área de 
cada cara , t cn<DDs: 

Q,-o, = -KAy[h~I -ux x, 
dh 

- h1ili<lx, l . 
[ce. 3. 22] 

Si R es la tasa de rcca rga en -
la par~e superior del vollll!Cn repre
sentativo, entonces por la continui
dad: 

Q2-Q1 = R.IXáy . [ce. 3.23] 

Cada ténnino dentro del parénte 
sis de la ecuación 3.22 se puede ex
presar .como una derivada de h'. porque 

iJ (1)2)/dx = 2h(dh/dx), Después de -
dividir lns ecuaciones 3.22 y 3,23 -
por ~áy, se tiene que: · 

dh 2 dh2 

_ ~ [ ax-lx, ~ ax:-lx, '] = R ' 

[ec. 3.24] 

. ...- El t~nnino d¿ntro ¡~l . par6nte
s1s de la·ecuación 3.24 es d 2h2/dx 2 

en el límite cuando ~ ~,o, ne esta 
manera, para flujo no confinado uni
dimensional con las;hip6tesis de Du
puit: 

;:.,.,_ -~ f:::J'l i.'rt;;,-:

K J'h•,~~, . ·''"'··· 
°! llii"' =¡- R /'O' (<'C. 3.25( 

Jl;1r.1~ílujo hhlirncn~;ional: 

K ~>h2 Í a'b2 .· · .· ·.. . . 
-z ! ax..'.J_ªY~-.~.'.' - R ; [ce. 3. 26) 

l .... , i( -.- ", ;__ \ ,. . - ·,·_ . 

l.a ~'Cllación 3.26 sé puede con- · 
vertir en la .ccuai:ión 'de Poissón -
ectl{u:i6n- t3:16·;1 sil s"'c--hncc' ·· 1Cl ·cambio · 
de variable \l =. h2 : • . 

a2u a2u 2R · ax• .. \ ay• = - )(' [ce. 3.27) 

" _.,~1tf·., 

. l.as condiciones de frontera do
·: ben ser r<iéalculadas en ténninos Je 
·u en lugar de h. Después de que se -
ha obtenido la solución en funci6n -
de u, la carga se obtiene extrayendo 

. la. raíz cuadrada de u. 

- ' ' . .._~ 

INFILlRACICfl EN PRESAS, 

Un problema cl6sico de sistemas 
de flujo no confinado se localiza en 
la frontera superior Je la zona sntu 
rada en una presa do tierra. r:n la -
sccci6n trnnsvcrsal mostrada en la . 
figura 3.10, el aptm d<'l dcp6sito 
tiene una elevación de 4 m y fuc1·a -
ilc la presa, de 3 m. El fondo 
de la presa en y = O descansa sobre 
roen impcnncab1c. fu esta sccci6n se 
resolverá la vcrsi6n unidimension:il 
d7 este prob!cma, usando Ja aproxima 
ción de Dupu1t de que el flujo es ha 
rizontal a través de la presa v que 
la frontera superior saturada '1ntcr· 
secta los niveles de los estnnqul!s 
en los dos extremos de la presa. 

Ln fonnulaci6n cxncta Je este 
problema Je infil trnci6n requiere 
4uc la superficie superior se trate co 
mo una frontero de no flujo y que la 
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car¡:a en cada punto de esta frontera 
· ~ca· ij!WJl a su elevacicSn. 

" ' ' 

In una dimensi6n, la et~~•ci6n -
gobernante para este prohlt""" es '" 
3. 25 con R = O. !.as conJ icion<•s de -
frontera son h = 4 m para x = O, r 
h = 3 m nara x = 6 m. J.a solución 
analíticá se ruede obtener oor inte
prnci6n de d 2h2 /dx 2 = O, coñduciendo 
a la soluci6n general h2 = a 1x + a,, 
donde a 1 y a 2 son constantes dctcnni 
nadas por la substituci6n de las con 
diciones de frontera. !.a soluci6n 
analítica final oara las condiciones 
de frontera usadás en este problema, 
es: 

h(x) = ¡- - 7x + l6 
6 

nescARr-P re pazos 
(ACUIFEPO lll Cc.flF!NAOO), 

[ce. 3.28] 

Ja ecuacicSn gobenwntc es la -
3.~6. Una difcrcncja con respecto nl 
caso confinado es el hecho de aue el 
producto de la conductividad hidr6u
lica por el espesor saturado no es -
ima constante para un acuífero no -
confinado. Pnra problemas en los cua 
les la descarga es pequeña comparada 
con el espesor del acuífero, el pro
ducto I<h casi es constante e igunl 
al valor de la transmisividad del 
acuífero confinado ~ivalcnte. l.a -
solui:i6n analítica es: · 

h 2 (r) - h2 (r
0

) = -& In ~ , [ce. 3. 29) 
e 

'• ¡, 

donde r e rx• + y' y r es el radio. 
de influenda de la desgarra. 

ECUPCION PPR/l FLUJO TRANSITORIO, , ¡ 
i • : '.' , ' ",L, •¡' :; -. 

lh problema transitorio es 
aquél en el cual la ·variable descono 
cida es dependiente deFtiempo. Esto 
es, In carpa cambia con el ticmlX> en 

. - 1 ·.'' 

cw1lquier nrohlcma tmnsitorio. r"<
tos probl crnas tambic<n se dcnomin.'fl -
dCJll'ndicntcs del tiempo, incstahlcs, 
en dC'Sl'qlli 1 ihrio, o en estado no cs-
1"donilrio. En 1" dcrivaci6n Je la -
c<..uu:i6n J!Ohcmantl' para cootlicioncs 
trnnsitorias, la ccuaci6n Je conti
nuidad se madi fica de tal fonn.~ qua 
la tasa volumétrica de salida es 
iRual a Ja tasa volumétrica de entra 
da más la tasa de liberación de agua 
de almacenamiento. Esta cxpresi6n in 
volucra el uso del coeficiente de al 
maccnamimto S, el cual representa -
el volumen de agua liberada del alm.• 
cenamiento, por tmidad de área de 
acuífero por wüdad de descenso de -
la carga. Esto es: 
• AVW 
s = - AXAYAh ' [ce. 3.30] 

donde AV es el volumen de agua libe 
rada dcl"almacennmiento dentro del -
volumen elemental cuya área es AXAy, 
y cuyo espesor es b. 111 presencia 
del si~o menos en la ecunci6n 3.30 
se explica de acuerdo con la s iguien 
te convencicSn de si¡mos. Cuando el -
ngua es liberada del almacenamiento, 
AV es posUivo y Ah es negativo; -
cull'ndo el agun es rcco¡¡ida para alma 
cemunicnto, AV.- as negativo y Ah es 
positivo. la tasa de liberaci6n de -
apua del almacenamiento es AV/At y 
se puede escribir como -StxGy(Ah/At) 
y confonne A t -> 0, esta expresión -
se convierte en -s (ah/at)(AXA)'). Por 
lo. tanto, la fonnn de la ecuación de 
contiriuidad, ecuación 3.15, p;1ra con 

.·diciones transitorias es: 

aq . . .. ' 

+ ~ ty(bAX) = 

.. ·ah · ·'·' 
= R(x,y,t)tixAy S TI (AxAy). 

' d 1 

[ec. 3. 31] 
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"-'; ' Subs ti tuycndo la ley de l\1 rey 
·en q y q , y dividiendo todo por -

'' : "~TM~Y, sfondo T • ICb, se oht ienc 
'' " la ecuaci6n parn flujo trnns i torio: 

[ec. 3.32] 

IJESCAP.G.A. TIWISllORIA DE !'OZOS 
(PROBLEl"A DE lllEIS), 

Considérese un problema transi 
torio de descarga de un pozo, el 
cual está bombeando a una tasa cons 
tante Q, en un acuífero confinado -
de extensa área donde la superficie 
piezanétrica inicialmente es hori
zontal e igual a h 0 • Este problema 
es uno de los que resolvi6 11leis 
(1935). La p6rdida de carga a uno -
distancia radial r del pozo es: 

[ce. 3. 33] 

1:0 la nproximaci6n de Jacoh, l:t 
flI1ci6n de pozo su uproxima por 
11(1.1) = - 0.5772 - ln u, nar:i u 
menor de 0.01 • 

. HIPOTESIS J1E OUPUIT Y CONDICIONES 
TP.#NSITOP.l~.S PARA AOJIFEllJS 00 
C:Otf'INAllOS, 

Para derivar la ecuaci6n gober
nante para Oujo transitorio no con
f i.nndo, se debe incol"{Xlrar en la 
ccuaci6n 3. ~6 un t6rmino que cxpli
quci los crunbios m el almacenamiento 
del a~'Ua, fstc t6nnino es S(ah/at) , 
dOTidc S es el cocficimte de almnce
naJTlicnto no confinado definido por -
la ecuación 3.30. La ecuación gober
naritc para flujo transitorio en un -
acuífero no confinado es: 

ah = S at - R(x,y,t). 

[ec. 3. 37] h 0 - h = ~ W(u) , 

donde: 

. W(u) 

. ' y: 

· El .coeficiente de nlmncenrunien
,, to para .. \Ul:acuífcro no confinado trun 

b icln se dcnanina productividad espe
[ec. 3. 341 · 'cí:fica. Hs 100 a 1000 veces mayor -

• .::, . .., ::que•el :de un acuífero confinado, de 
--! n·: 1 i ;,'1bi<lo a los cambios de a1maccnamiento 

r 2S u=m . ', ···-. 
,. [ec. 3 35¡' '"que resultan de la deshidrntaci6n o 

. ; ·.;, ¡ , . • ' !sa turaci6n del acuífero, mientras -
W (u) se denorniná '1a· funci6n i!e ' 

pÓio y puede enc<Í!itrat;se et\ fonn.i -
. tabular en la mayor!a"de _los textos 

1·introductorfüs de hidro¡ieó!Ogín o ' 
hidrliuliea de pazos· (por'iijemplo, -
Freezc and Cherry, 1979, p. 318) ."" 

- ,., 
j" r 

" J• !¡(_'( J /', :·:;: . 

!.a aproximaci6n de Jacob a la 
solu?i6n.de Th.ei.~,e,s: .. ,.,,1 
ho -h'=· Q l~ (2.25Tt). 

hl r 2 S · · 

,.,que en .un acuífero confinado el agua 
i>s 1 iberada debido a lo canprcsi6n -
de 1 ncuí fcro y, en menor grndo 1 en 

.-respuesta a la disminuci6n de la 
prcsl6n. 

L Í'-' 

; Otra vez se hace el carnbi o de -
\"arinl>lc u = h'. En virtud de que -

, •i:au/at~;= ah 2/at, = Zh(ah/at), se puede 
reescribir la ccuaci6n 3.3i ccxno: 

i ,• 't' ~ ''. ._., 

K ( ·¡2,, + a'u· ) · 'S · "''. . . 
·!'.-~ •r' =.z;i::'a~·R(x,y,tJ. 

[ec. 3.36] .. ",. .. ,, ·rcc. ~.3BJ 
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FLUJO TP.ANSITOP.10 EN AOJIFEFOS 
ANISOTPOPOS Y HETERO<'ENEOS, 

!.os dos modelos bidimensionales 
m.1s ampliruncnte usados y bien docu· 
mentados, son los desarrollados por 
Prickett y Loruu¡uist (1971) y Tres 
cott et al. (1976) paro fluJo del 
agua subterrtinca. Ambos modelos re· 
sue l\'en una forma de la ecuaci6n pa • 
ra flujo transitorio que pcnnite Ja 
consideraci6n de hetero~cnei<fad y 
anisotropía: 

-.,-. 

••,; 

; :·• 

: f 

" .. '" • : ') :1 . 'i, . 

., ... :.· .1•• 

. : ¡,· 

•'·' 

2 cr ~hl ... 2 cf : ah¡ = . ; 
ax x ax ay Y. ay 

= s ah R( t) • at X ,y' [ce. 3. :wJ 

Aunqll<' s6lo es estrictamente vá 
lida oara acuíferos confinados, la • 
ccuaci6n 3. 39 también puede usarse • 
para acuíferos no confinados penni
ticndo qu<' Tx y T. varíen con el 
tiempo confonnc e1 espesor saturado 
cambia. 

• ''•·: 

.. 
'. 

,1;, 

L 

_¡,, 

.·,;,.¡ '1' 

":.'. ; : 
1 ..... 

''I,' 

.. ., ' . '· 



CPPJTUI O 4. 

QUir.Ir.A lE. Ar-t.lf. SlJITERIW8'. .. 

COt'STITUVEITTES rl.llMICOS, 

El t1~a es solvente para mu- -
chas sales y alpunos materiales orgá 
nicos. El apua es efectiva en Ja di-. 
soluci6n de las sales debido a su -
muv alta constante dieléctrica, y -
porqueºsus moléculas tienden a combi 
narsc con iones para fonnar iones hi 
dratados. La formaci6n de éstos pro
mueve Ja estabilidad de Jos iones en 
sol11ci6n acuosa. Cada ion cnr~ado po 
siti\'arncnte, conocido corno cnti6n, -
atrae los extremos nepativos de las 
niolé¡:ulas nolares del apua, uniéndo
se varias moléculas en arreglos rela 
tivruncntc estables. El nlrncro de mo
léculas unidas a cada c.ati6n se dc
tennina por el tamafio del cati6n. + 
Por cjemnlo, el pequeño cati6n ~e 2 

fonna el ion hidratado Be(~20)! .:+ -
Iones m.is ~rondes como ~IR' 6 Al' , 
tienen f~rmas hidrnt~dns como 
Mp.(fl2o)¡ y J\1(11 20}1 • Las es11ecies 
carf!adas ncpativomcnte, conocidas co 
mo nn i enes, cxhi ben lllla tcndenci n me 
nor a la hidmtaci6n. En este caso, 
los aniones atraen los extremos nosi 
tivos de lns moléculas polares del -
npun. Los tamaños de los iones en -
sus fonnas hidratadas, son importun
tcs con respecto a muchos procesos -
que ocurren en el ambiente del apun 
subterránea. 

Coma resultado de las interac
ciones químicas y bioaul'.micns entre 
el n~u subterrtlnen y Jos materiales 
~eo16picos a través de Jos cuales 
fluye, r en un menor ~rado deb'ido a 
las contribuciones de la ntm6sfcrn )' 
cuerpos de apun sunerficinl, <'1 npua 

subterránea ''contiene una nmpl ia va
riedad de constituyentes químicos 
inorJ76nic'os disueltos en varias con

·centraciones. La concentrnci6n de s6 
lides disueltos totales (SITf) en el 
aj!UO suhterrllnea·, se determina por -
el peso del residuo s61ido obtenido 
por evaporaci6n has ta sequedad de un 
vollnnen medido de muestra filtrada. 
J.~ concentrnci6n de SIJI' en el agua -
subterranea vurfo en muchos 6rdenes 
de mnpni tud. Un csQuc111c1 simple, pero 
run:nlimncntc usado, nara la clasifica 
ci6n de estas UJ.!UDS se nrcscnta en -
Ju tabla 4. l. Para noner en perspec
tiva los run~os de conccntraci6n, -
puede ser útil notar ouc el arua c1uc 
contiene m.1s de 2000-3000 mp/l de -
SDT ¡¡eneralmcnte es demasiado salada 
para beberse. Los sur del ngun de -
w.nr son aproximadrunente 35 000 mp/J. 

TABLP. 4.J .. Cl.PSIFICACIClt' SIMPLE DEL 
MUJI SUeTEPfW'EJI SEt'U~1 SU CO~'l'E~'lllO 
"E $0l ir.ns lllSUELrns Tl'TALES, 
------------------------------------
CATEc;QRIA 

AGUA Dlll.CE 
AGUA SAl.OJlPR 
AGUA SAi. I NA 
SAi MUERA 

SOLIT'CS íllSUEl.TOS~ 
TOTfllfS (r-tJ/L Ó C:/W) 

o - 10011 

11100 - 10 ·ººº 
10 ·ººº - 100 ·ººº ~Lis de 100 , 1100 

------------------------------------Fuente: Frceze y Cherry, 1979. 

llna clasificaci6n de ]ns espe
cie~ inorgánicns que contiene el 
n;i-uu Sl~ltcrránca se mucstnt en la ta 
hla 4.2. J¡1s cat<..•porí•1~ e.le· ln caneen 
trni:i6n ~on ~610 unn 1!11f:1 11cnc·ral. 

~ * r:stc cnp.Í tul o í1.1c tr:iduc ido y ;1d:ip1 ;ic!Cl dL· 1111:1 ~p~:' · i (111 dl' 1 1 1 b r1.· "'; rn11nr! · 
water", de Frcc:c y Chcrrr, Pren t i re l !;1 l l , 1 ~1-!1. 

! . 



TABLJI 4.2, CUSJFICACIOI! nE LOS 
CONSTITUVE~ES Jtl'.JP.l'N'ICOS lllSUELTOS 
EtJ EL llGUft 51.!!TEflPftM:.A, 

COOSTITUVH~ES PPlt'CI PAL ES 
<w.s r.i: s Mr-/Ll : 
,\cido carh6nico 
Bicarhonntos 
Calcio 
ClonJros 

Hapnesio 
Silicio 
Sodio 
Sulfatos 

CONSTITINEITTES MEllOPES 
(Q,OJ. - 10,0 Mr./L): 
Boro 
C.ubonatos 
E..c;troncio 
fluoruros 

flierro 
Nitratos 
Potasio 

CONSTI TUYEl'TES TPAZP.S 
(MEIOS DE 0,.1. Mr-/L): 
Aluminio M:>libdcno 
Antimonio Niobio 
Arsénico Níquel 
l~trio Oro· 
Bcri 1 io Pinta 
Bismuto Platino 
Bromuros Plano' 
Cadmio Radio 
Cerio Rubidio 
Ccsi o Putenio 
Cobalto · Selenio 
Cobre ' ''•: .Talio' 
Cromo , ' ' , , Ti tánio 
HscandiO · .Ju >i:rorio ··• · 

·r:stafto ·' ··.,'· · "' Tungsteno 
Fosfatos "'- '' · 1 Uranio · 

'Galio' :• ·vanadio' 
· Gennanio" " Yo<lU'ros 

·' Indio · ~- .,. YtCrbio 
Inntano _,,,,. Ytrio 
Utió" . Zinc 
~fw1ganciso 1 

'··.· Zirconio 
' 

·Fuente: Fr~eze' 'y Cherry, lDiD. 

· En a ll!UÍlos cnsós se exceden los rnn 
pos de concentraci6n. J,os constitu
yentes principales de la tabla 4. 2 
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ocurren princin:1lmcntt• l'n forma ióni 
l"U .>· ~omlínncntl·.sc ds~omin;_!Q i~n~·s 
rnnc1p;11t·" (Na , Mr· , ea· , Cl , 
PC.:0 1-, 9li. 7 -). T ... 't concentrnci6n to
tal Je estos SC'is iones principall's, 
nonnalmcntc con.stituvc.' más Jcl .. 9Di -
úc los SDT t~n Pl aguá, sin importar 
5¡ está diluidn o ·tiene lmn salini
dad mayor QUC' C'l apt1<1 de mar. · 

Las concentraciones <le los io
nes princi~alcs, menores r trazas en 
el agua suhtcrránC'a, f'st;'Ín controla
das oor la disponihi J idarJ de.• los ele 
mentas en el slll'lo v 1;1~• roc:1s a tra 
vés <le 1:1~; cua1c~; n~sa t'l ap.u:1, por 
limitaciones gcoquími,·:is tillcs como 
soltibil i<la<l y udsorc i('in, por las ta
sas (cinética) de los nroccsos ~co
químicos, y oor ]a secuencia en ]a -
cual el apua entra en contacto con -
1 os di versos minera 1 es llllC' cent iencn 
los mntcrinlcs peol6ricos, a lo }ar
po ele su camino. Cad;i vc>z es más co
mún uuc l;:1s conccntrnc ionc>s de los -

· consti tuycntcs inorg;fn icos disucl tos 
estén influitlnf: nor J;:1s :ict ividadcs 
del homhrc. · 

CO'ISTI TIJVEllTES f1R<WI 1 CllS , 

La m.-itl!ri1:1 org;'in icn dif:ueltn es 
tá omniprcsC'ntc en el n¡11i;1 std)tcrrá
nca natural, aunauc ]as conccntracio 
ncs son gcnC'ra1mcnte bajas en comna
raci6n con líls c!r 1os constituventcs 
inorgánicos. Poco Sl' ~nhe <1ceréa de 
]a n:1turnlcza ouímiL:.1 d.-· 1.i m<ltPria 
orp.ffnic:t <lel apua ·:11l1trr1·.-·:nr•:1. IU\'CS 
tignciones del a.r11:1 tk·l '>ttl•lo h;1n su 
gcrido Clllt' la fllatcri:t 01-.r;Í11ic1 que.· · 
se cncucnt1-:1 m:is di!-illL'ltil en le~; ~is 
temas de fl11_in s11hs1111crfici:il, es c1 
ácidu fÚl\'ico }' el ácido húnico. l:s· 
tos ténninn!• se rPfiL·rc11 a tinos n:ir 
ticulnrt·s dC' ff1;1t1·ri;1·; orp:ínic:1s c1ue 
persisten en l:is a~11u1s subsuocrficia 
les debido a su rC'si!;tC'1H.:ia a Ja dc
p.radaci6n por lo~ rnicroorJ!anismos. 



l'ftSES J'llSUElTOS. 

Los J?llses disueltos irás abundan 
tes en el apua subterri!nea son N2 , 

01, C02, Oh, H2S y N,O. J.os tres • 
nrimcros comllOllen la atm6sfen1 te· -
rrcstrc, y por lo tanto no es sor- -
nrcndcnte aue 001rran en apuas subsu 
P.,rficiales. a1., H2S y N,O existen 
frecuentemente en el apua subterrá
nea en concentraciones sipnificati
\'as debido a que son productos de -
procesos biopeoquúnicos que suceden 
en zonas subsuoerficiales no airea-
das. ·· 

EOUll.IPRIO rulM!a>, 

Ja ley de acción de masas es -
una de las relaciones más Útiles pa
ra el análisis de los procesos auúni 
cos del apua subterránea, Se ha sábi 
do desde hace más de un siplo que la 
fuerza impulsora de lllla reacción ouí 
mica se relaciona con las concentra
ciones de los constituyentes que es
tán reaccionando y las concentracio
nes de los productos de la reacción. 
Considérense los constituyentes B y 
e que reaccionan para producir D y E 
scrún la expresión: 

hB + cC - dD + eE , [ce. 4.1] 

donde b ,c ,d ¡• e son el ntlmero de mo- · 
Jos de los constituyentes quúnicos 
B, e, o y E, respectivamente; 

U1 Jev de. acción de-mas~s exore 
sa la relación entre los reactivos y 
Jos oroductos cuando la reacción es
tá en equilibrio: ·., .,,>· 

•·• \•_:, fec. 4.21 

donde K es un coefÍcieni:e' conocido -
como constante de eo.uilibrio · termodi 

námh:o o constante de estabilidad. 

EFECTOS DE LnS r,p,.AJlIENTES 
JJE CONCE/''TPftCIQt1, 

La difusión en las soluciones -
es el proceso donde los constituyen
tes i6nicos o molca1tarcs se mueven 
par la influencia de su actividad ci 
nética en la dirección de su pmdien 
te de concentración. La difusión ocu 
rrc en ausencia do cualouicr movi- -
111iento hidníulico de la masa de solii 
ción. Si la solución fluye, la difu
sión es un mecanismo jllllto con la 
dispersión meaínica que causa el mez 
clndo de los constituyentes i6nicos 
o moleculares. La difusión cesa s6lo 
cuando los r.radicnte de concentra
ción dejan de existir. 

La no•sa de sustancia difusiva -
aue nasa n través de una scccl6n 
transversal dada, nor llllidad de tiem 
Po, es orooorciona 1 al pradiente de 
concentrnci6n. Esto ·se conoce cano -
primera ley de Fick. Se expresa así: 

F • - D ~ , [ce. 4. 3] 

donde F, que es el flujo másico, es 
la masa de soluto por unidad de área 
y por unidad de tiempo [M/L'T!; D es 
el coeficiente de difusión [L /f] ; C 
es la concentración de soluto [M/L'l 
y dC/dx es el ~mdiente de concentra 
ci6n, el cual es una cantidad nevati 
va en. In dirección de la difusi6n. -
Los coeficientes de difusi6n pam 
electrólitos en solución acuosa son 
bien conocidos. J.os iones pr¡nci~
le~+de~ ~¡¡ua .s!.lbtcrrál}ea (N~ _, K. , 
Mg • Ca ' Cl • Hm, • so.. l t10· 
nen coeficientes de difusjÓn en el 
rango de 1 x 10·•a 2 x 10·• m2/s a 
25ºC (Robinson and Stokcs, 1965). 
J.os coeficientes son denendientes de 
la tan6cratura. Por cjcmnlo, a SºC , 
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los coeficientes son aoroximadamente 
SO~ más ncaueflos. El efecto de la -

. 'fuerz..1. · itSnica es mmor. 

En medio poroso, los coeficien
tes de difusi6n aparente oara estos 
iones son más pequeños que en apua, 
debido a que los iones siruen cami
nos más Iarr.os durante la di fusi6n 

· por la presencia de !"lrtÍCulas en la 
matriz s61ida y debido a la adsor- -
ci6n en Jos s6lidos. El coeficiente 
de difusi6n aparente para esnccies 
no adsorbidas en medio poroso, D*, -
se representa oor la relaci6n: 

D* = wD , fec. 4.4] 

donde "', que es menor a 1, es un cae 
ficiente emnírico que explica el 
efecto de In fase s6Iida del medio -
ooroso en la difusi6n. En estudios -
de lahoratorio sobre difusi6n de io
nes no adsorbidos en 1'13teriales ~eo-

bles. En un ticmoo inicial, uno de -
los estratos tiene csnecics de solu
to i a la ccncentracidn C0 • En el 
otro, la conccntraci6n inicial de i 
es lo suficientemente pequeña que se 
aproxima a cero. Dchido al gradien
te de conccntraci6n a través de la -
intercara, el soluto se difundirá -
desde la cana de mayor conccntraci6n 
hacia la de menor. También as6mase -
qüc la conccntraci6n de soluto en l:i 
cnoa ni.is concentrada, pcI111aI1ccc cons 
tantc en el ticmJXJ, que sería el cn
so en el oue la conc~ntracitSn de so
luto estuviera en equilibrio por di
soluci6n mineral. Los valores de C -
en Ja direcci6n de x, se pueden cal
cular con respecto al ticmno, usando 
la sipuicntc relaci6n (Crank, 1956): 

[ce. 4.6] 

I6yicos oorosos, se'obsen.tln coÚ-' donde erfc es la funci6n error com-
mente valores de w entre 0.5 y O;l -' , ,plemcntaria• Asumiendo un valor de -
aproximadamente. "",'' ",5x:10- 10 m2/s"nara n•, se, puede cal 

A oartir de la pr:imcra ley de -
Fick y de'la ecuaci6n de continuidrid ·" 
es oosible dcrivár una ccuaci6n dife 

. 'rencial que relacione la concentra-
' 'ci6n de la substancia difusiva con' -

el espacio y el tiempo. En una dimen 
si6n, esta expresi6n conocida como -
S~jlUllda ley de Fick, es: 

. ac = n• a 'e 
at .. , axr [ce. 4.5] 

Para obtener una indicaci6n de 
las tasas a las cuales se difunden -
'1os. so lutos en materiales pcol6ricos 
oorosos, consid6rese una situaci6n -
i1inótética donde dos estratos oue 
contienen diferentes concentraciones 
de solllto csdn en contacto. 1\súmasc 
uue los estratos cst6n saturados de 
arua ,. aue los ¡¡radientcs hidr~ul i
cos en estos estratos son dcsnrccin· 

-- cular el nerfil' de concentraciones -
, , de. so luto' a un intetValo. de tiempo -

esnecífico, Por ejcmplo,'si elc~imos 
una conccntraci6n relativa C/C0 de 
o .• l y una distancia x de 10 m, la 
ccuaci6n 4.6 indica que el tiempo -
anroximado de difusi6n serd de 500 -
nÍios. Es evidente, por lo tanto, que 
la difusi6n es un proceso relativa
mente lento. En zonas de flujo acti
vo del agua suhterrdnea, sus efccfos 
usualmente son dominados por los 
efectos del movimiento de la masa de 
a¡rua. 

l)ISl)LUCIO~· V .SOl.lJl.'ILID~D 
11E Mlt!ERN ES, ,., 

' \ . ·. 
Cuando el ugua 'critru 'en contnc~ 

to con los minerales, lu disoluci6n 
de éstos comie11za y continuará has.ta 
quC. 'se ··a1c.1ncen 1as. ·~onccntroc iones 1 

': [ '•.: :.·~oT • 
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Je cqui 1 ihrio en el agua, o hasta 
•1uc !'e conslftall todos los aincrJles. 
l.a l'DlUb i1 idad de Wl Plineral se defi 
ne como su aasa que se disolverá en 
Lll voluncn LDlitario de soluci6n bajo 
condiciones cslledficas. las solubi
lidades de los· minerales que el agua 
subterránea cncucntra a su paso cuan 
do csú en movimiento, varían en mu
chos 6rdcnes de ma¡mi tud. As r. dei>cn 
dicndo de los minerales oue e 1 arua 
encuentre durante Ja historia de su 
flujo, puede rcsul tar ligeramente -
con mayor cantidad de s61idos disucl 
tos ouc el apua de lluvia, o \'arias 
veces más salada que el al\ua de mar. 

l.a tabla 4.3 indica las solubi
lidades de varios minerales sedimen
tarios en apua J'llr& a ZSºC y 1 atmds 
fcra de Qresi6n total. Esta tabla -

atm6sfcra. l.a soluhil idad de los mi -
ncrales J., carbonato" deocnde dl' la 
presi6n parcial del ro,. 

Todos los minerales enlistados 
en la tahla 4.5 normalmente se di- -
suclvcn congruentemente. Esta afirma 
ci6n significa que Jos productos Je 
la reacci6n de disoluci6n del mine
ral, son tcidos especies disueltas. -
Hueros minerales que afectan la evo
luci6n química del agua subterránea, 
se disuelven incon!!TIJCntcmcntc¡ esto 
es, lD\O o más de los productos de la 
disoluci6n ocurren COIDO minerales o 
COIOO sustancias s6Jidas ruoorfas. La 
rmyorfa de los minerales de silica
tos de aluninio se disuelven incon
¡mrcntanentc. El feldespato., o a lbi -
ta, es un buen ejemplo: 

TJllllJI. 4.~. WCClctlES !'JE msoclACIOI'', CONSTPtlTES llE EPUIL.IERI01 y 
SOIUBILl!l>IlES DE JILGUMOS MltJER.ALES r.tt.E SE nISUELVEN 
CONC..P.t.IEMDIE/''TE EN "'3JA A 25'C Y J. ATM DE PRESlOO TOT1'.., 

----------------------------------------------------------------------------

• ! At 2si2o5(0lll 4rsl • 
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En esta reacci6n la alhi ta se -
disuelve por la acci6n lixiviantc 
del ácido carb6nico (11,CD,) oora pro 
ducir csnccies disueltas )' el mine
ral, de arcilla c1olinita. Esta es 
una rcacci6n común en zonas de aruas 
suhtcrníneas de terrenos granfticos. 
A partir de la ley de acción de ma
sas: 
K ~ [Na +)[llCD, -J[H,si0,] 2 

alb-caol [fl,co,J 

[ce. 4.8] 

donde ln constante de equilibrio K -
depende de ln temperatura y la prc
sion. La solubilidad de la albita y 
otros· alllllinosilicatos cati6ni cos se 
incrementa confonne n1uncnta la pre-. 
si6n:parcial del co,, 

DESEt;lUJLIBRIO E 1m1cE 
IJE SATUR~CIO!I, 

Considerando la ccurici 6n 4 .1 en 
condiciones de dcscqui librio, la rc
Jaci6n entre los reactantcs y los 
p~ductos se puede cxnresar como: 

. " . ' 

·'[ce. 4,9] 

donde O es el cociente de la rene- . -
ción r ·Jos otros parlÚnctros se cons i 
dcran como en la· ecuación 4. 2. J,1 si 
guicntc rclaci6n es 6ti1. nam compa
rar el estado de una rcacci6n <le di
~oluci6n-prcci".litnci6n de mincralCs 
en un punto particular en el ticmoo 

' o en el cs)'\1cio, con respecto n ln 
condici6n ck equilibrio tcnnodin6mi
co: 

S ' ' o i = -r
Keq 

[ce. 4.10] 

donde s. ,se denanina índice Je s1tu
raci6n~ 1P.1rn calcita .en contacto con 

. agua subtcrranea, . el ínJi ce Je sn tu
raci6n es: .... , , · : 

.¡; 

= rea'+][m,r], 5. . 
' . Kcal . 

[ce. 4.11] 

··.Las. actividades i6nicas del nu
merador se µucdcn obtener a partir -
del an~lisis de muestras de agua sub 
tcrránca v de la rcncci 6n de Uisocia 

·.' ci6n del ácido carb6nico, mientras -
que K 1 se puede conocer a partir -
de dnÍgs de energía libre, o directa 
mente de tnblas de valores de cons
tantes de equilibrio. 

Si S. > 1, el OJ!Ua contiene un 
exceso dc1constituycntcs i6nicos. -
Por lo tanto, la reacción: 

[ce. 4 .12] 

debe proceder .hnc ia la i zquicrda, lo 
cual requiere que ocurra la nrecipi
taci6n del mineral. Si S. < 1, la -
reacci6n procede hacia 1& dereclm -
con la disoluci6n del mineral. Si 
s. = 1, Ja rcacci6n está en equili
b!-io, lo cual sip.nifica que está sn
turadn con respecto nl mineral en -
cuesti6n . 

PROCESOS ílE OXlílACION V REDUCCJON, 

Muchns reacciones aue ocurren 
en el ambiente del agua ·subterránea 
involucran la transferencia de c1cc· 
trenes entre los const j tuycntcs di· 
sueltos, s1ascosos o s6lidos. Como rc 
sultado de Ja transferencia electr6-
nica hay ct1mbios en lo~ estn<los tic 
oxidaci6n de los reactnntes )' los -
productos. 

. J.os ríos y lagos no contamina· 
dos, Lrencrnlmcntc presentan cond i cio 
ncs oxidantes debido a su mezcla con 
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C'l ox(pcno de la at116sfcrn tcrrl's- -
trc. Sin cd>argo, la tendenciu "" -
los sistemas de ajrul'lS subterr.~ncns 
es h;idu la dj S111inuci6n de uxígeoo r 
eondicioncs reductoras. Dcbjdo LJ c1uc 
e 1 apm que d rcula a través d<' 1 sub 
suelo, rcneralmcnte est~ aislada Je 
la atm6~f"cra, el oxÍl!CllO que se con
sune uor rcaccimcs hidrcquímicas · y 
bioouímicas no se recuncra. Para ouc 
ocurra la rcduccioo de const:ituyen
tcs inorJ?c°(nicos, aJpunos otros cons
tituVentcs se deben oxidar. !.os com
oucsÍ:os oxidrulos son f:cneralmcntc m.1 

tcria orpánica. las reacciones son 
catalizadas nor h:Jcterins o cnzhnas 
aisladas ouc producen energía t1l 
ticmoo ouc fuci litan el proceso Je 
transferencia de electrones. 

La tabla 4 _4 enlista alp¡mas 
reacciones rcdox en las cuales se 
consl.ITlc oxípcno. En a1runa.r rcac 
ciones se nroducen iones H • En mu
chos sistem~s de aguas subtermneas 
los iones H son consunidos por rene 
cienes con minerales. Por lo tanto • 
el pH no disminuye anreciahlCll\Cnte . 
Sin emharpo, en otros sistemas Jos -
minerales auc reaccionan así no cs
t~n presentes, en cuyo caso Jos pro
cesos de oxidnci6n causan que el -
apua sen ~cida. 

Cuando se ha consunido todo el 
0 2 del a¡rua subterrnnea, todav fa pue 
de succde1· la oxidaci6n de materia -
orpánica, pero 'Jos apcntes oxicL1ntes 
(los consti t:uycntes oue sufren red~~ 
ci6n) son NO, , MnO,. Fe(OH),, so, 
\' otros como se indica en la tabla -
:1.s. Conforme se apotan estos :1pcn
tes oxidantes, el ambiente del ªf!llª 
subterránea se hace más reductor. Si 
Jos nroccsos contin6nn lo suficien
te, el ambiente puede converti rsc en 
fuert<'lllente reductor de tal manera -
4ue los comouestos orpánicos nueden 
sufrir depradaci6n anaer6bica. 

Al)gjRCI~ E lt!TEl'CN1PIO JOOJCO, 

f.o.s materiales rcoJ6picos roro 
s:os qLJt.• cont icncn un Porc~ntaJc 

.-;rpn'Ciablc Je vartículas de tamai1o 
•C.O}oidal, tienen la can.1cidaJ de in 
;t~rcaMl:>iar const ituycntc!' i6nicos -
aidsorhidos en las s1mcrficies de di 
a:J!las nartfculas. llstas tienen di(ime 
el:•os en el rango de 10-' a 10- • llill, 

Das cuales son grandes en comn..1ra
c:::i!6n con el tamafio de moléculas chi 
c:::::t1.s, pero son suficientemente peque 
iili.Dis tal auc las fuerzas intcrfncia-
1- e-!i son sipnificativns en el con- -
t: í101 de su compartlun i cnto. l.a mayo
r=í-i de los minerales de 1'1 arcilla 
\;COlll de twiaño coloidal. Los produc
to,,; de 1" '1ltoradón pcoqflfmi ca de 
Jss rocas, frecuentemente son coloi 
Jss inorp~nicos y amorfos (no cris
ti•lll!lnos n pobremente cristalizados) 
cro11 1m estado met:aestablc pcrs i sten-1.,,.. Estos nroJuctos coloiclnles 1111e
de11:: fotmar· canas en la superficie -
1lc · j\1rt(culas más prancles. Aún 1m -
Jc!IJ...lsito oue parezca estar comnues
to e.le arena o ,l'rava l impía, puede -
tcr:n"'r 1m contenido coloidal signifi 
cuet.Jvo. 

Los procesos do intcrc:unbio ió 
n\c=o están limi todos cxcl usivitmcntc 
11 [l<l(Lft!cul'1s coloidales poroue 6s
tas; tienen una gran car#?a cl6ctrica 
rol.;.a tlvn a sus freas sunerficiales. 
1.1 -c~1rpn sunerficial es resultado -
do: 

(1) imoerfccciones o suhstitu
cior.ies i6n icas dentro· de In red 
crlst:ollna, o 

(Z) reacciones do disoclaci6n 
qu(.,,.Lr.i en la. superficfo de la par
tfcu iJ.i, :,' \ ,,-, 

Jns substituciones i61iia1s cuu 
san t:1Ill1fl cu rpa n~ta positiva o ncpu -

¡,-. 
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T~.DI A 4.4. N..IU•os mxESOS )JE OXIDICI~! 1mr.c:.at1ICA ruE 
<n!SU'EN rom·-Em DISlELTO EN EL .AA.IA SUBTEl'R.a~'E.A. ------------------------------------------------

PPOCESO REACCIO•!* 

OXIDACION DE SULFUROS 0 2 + l llS- = l S0.2- + l'.W 
OXIDACION DEL HlERAO 1 02 + Fc 2 ~· + W - Fel+ + l ."20 ... 
NJTRIFICACWN 02 + l Nll.+ -1 NO,- +,W .. + l H20 .. 
OXllJACION DEL MANGANESO 02 + 2 r.ti>+ + 2 1120 -2 Mn02 .. <(11+ . 
OXIDACION DE ffiEIOO Y SULFUROSt (15/4) 02 + FeS2(s) + (7/2);Á~~.,...:·. _ 

. -.Fe(OH).'(s)+._zso. 2 +4H+ 
. '.l" : ·.;: --- -----------------------------

• (s), s61ido. . Fuente: Frecze'y'Che~,1979. 
t Exnresada cano 11113 reacci6n combinada. 

WEIJI 4.5. AU=Ums !'POCESOS PITT>X PLE CONSll'EN MATEPI.~ oP.r-.aNICA v 
PEl'l!CEt! <XJ4PIJESTOS lt-ORr..aMICClS Et' EL .ar:UP SUBTEml'EA, 

-----------------------------------------------------------------------
PPOCESO ECUACl.ntJ* 

1 

DENITRI Fl CACIONt Cll20 + (4/S)No,- = (2/S)N2(1t)+!lal,-+(l/S)11•+ 

REDUCCION DE MANGANESO (IV) 
REílUCCION DE HIERRO (II l) 
REDUCCION DE SULFA'IUSd' 
FEIMENfACJON DE METANO 

+ (2/5)11 o . 
c11,o + 2Mno, (s)+3H• = 2Mn!++11co, - +2H20 ... 
Cl',O + 4Fe(Ofl), (s)+111• = 4Fe 2•+11co, ~+10 :tt,o 
ai20 + l so,•- = l 11s- + ¡¡co,- + ! 11+ · · 
c1120 • 111,0 - ¡ c11. + j.f_1co,- :• ¡ 11• 

• (~), pascoso o fonna disuelta; (s), s6lido. . ·. .--· ·· 
· t CH20 representa materia orpiinicn; también se nueden oxidar otros 

comnuestos or~~nicos. 
"U.S existe corno una esnecie disuelta en el agua: .HS:, .. ~. 11•, '."' 1125. El H2S 

es la especie dcxninante a un nfl < 7. · · · · 

.tiva en la red cristalina. Este des· 
balance de carras se compensa por -
una acumulaci6n superficial de iones 
de carga onueSta, conocidos como con 
traiones. Estos componen una capa ad 
sorbida de comoosici6n variable. Los 
iones en esta capa pueden ser inter
cambiados por otros iones, siempre -

Fuente:);reeie y chcrry;. fo79, 
' ,.:;·-;:·>' ' ' 

que .continve·cl desbalance.de car· 
~ns eléctricas' en la red cÍ'istali
nn. l.n nn turnleza de la carga su· 
perficia 1 .es .una funci6n del pi!. A 

. valores bajos. de. pH prevalece unu 
superficie cargada positivamente ; 
a vnlores :iltos se desarrolla uru1 
superficie carpadn negntivnmente 
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J>or lo tanto, la tendencia Je aJsor
ci6n de cationes o de aniones, depcn 

. de del pff de la soluci6n. 

f.a carocidad de intercambio cu
ti6nico (eIC) de un material coloi
Jal se define, sef!(ín van Olpben 
(1963) , como el exceso de contra i o
nes en la zona adyacente a la super
ficie o capa cacyada, el crnl nucde 
ser intercambiado 11Dr otros ait io- -
nes. La caJl3cidad de interC311!hio cu
ti6nico de los materiales geol6r.icos 
nonnalmcntc se expresa COJOO e J núnc
ro de milicquivalentes de cati6n <!Ue 
~e pueden intercambiar en una mues
tra de 100 r de masa seca. La prueba 
~stiíndar para determinar la ere de 
estos materiales involucra: 

11) el ajuste del pH del agua 
de los noros a 7.0, 

(2) la saturaci6n do los si
tios de intercambio eón NH,•, mez
clando la muestra de suelo con una 
soluci6n de acetato de amonio; 

(3) la remoci6n del NH• + adsor
: ''bídó, nor lixlviaci6n con una solu

ci 6n con e entrada de · NaCl (el Na• rcm 
olriza al NH, • de los si tlos de in ter 

· ''cambio), y ' 

(4) la detenninaci6n del conte
·nido de lll-1, • de la soluéi6n de lixi-
1·indo después de que se ha alcanzado 
el' equilibrio. 

f.os valores de la ere obtenidos 
n p.1rti r de las pruebas estándar de 
laboratorio, son una medida de la en 
pacidad de intercambio bajo las con
diciones específicas del ensayo. Pn
rá los minerales aue deben su capaci 
dad de intercambió a las reacciones 
c1uímicas .de disociaci6n de su super
ficie' ln canacidad de intercambio -
rea!' puede depender considerablemen
te del pH. 

f'nra desarrollar fas relaciones 
coo.ntitativns de los nrocc-sos de in· 
tcrcnmbio· cati6nico, se as11ne que el 
sistema Je intcrcamhio con$istc Je · 
dos fas~s discretas, la fa5~ de solu 
ci6n v la fase de intercmN>io. Ln fa 
se de· intercambio consta de todo o 
parte del mc'<lio poroso. El proceso -
de intercambio i6nico ge representa 
entonces simnlancntc conK' tma pcrmu· 
taci6n de iones entre estas dos fa
ses: 

aA + bR(ad) -aA(ad) + hB,[ec. 4.13) 

donle A y R son los iones intercam
biables, a y b son el núnero de mo
les y el sufijo (ad) representa al -
ion adsorbido. I.n auscncin de este -
sufijo denota un ion en soluci6n. A 
partir de la ler de acci6n de masas: 

[ce. 4 .14) 

donde las<l'cántidades' entre corchetes 
representan las actividades. Ln ra-

. z6n de las actividades de los iones 
en· soluci6n;• se ·puede expresar en -
t6nninos. de.Ja molariclnd y los coefi 
ciéntcs'·de actividad conio: •. 

: \l} h .. ~;'jb' 
. .l.!lf_ = Ya' (8). 

a .. 
0 

a , · (ec. 4.15) 
[AJ ... YA (A) .. 

. ' . ' . 

donde . .ios valores de los coeficien
tes de.actividad ,(YA• YBl se pueden 
obtener de .la manera usual. Para que 
la ecuaci6n 4.14 sea 6til, es nccesa 
rio obtcne1· los valores para las ac
tividades de los iones adsorbidos en 
In fase de ·intercambio. Vanselow 
(1932) propuso que las actividades -
de los Iones adsorbidos fueran igua 1 
u sus fracciones mola res. Las frac· 
ciones molares de A )' H son: 

(A) íH) 
NA = ---- y NB = -----

(Al + (R) (A) + (11) 

- so -

" 

'1 ... 

'1 ... 
• 1 . .. 



donde (A) y (11), expresados ro mlcs 
son .. los constituyentes adsorl1idos. l;1 
cx~resi6n de cauilibrio so colll/fierte 
en:· 

(B)b ~(ad) 
. Ñ.J; • [ce. 4.16] 
CA)ª . (ad) 

Vanselow y otros investir.adores 
han encontrado experilnentalmcnte que 
para all!IIlos siste111as de intercambio 
que involucran electr61itos y arci • 
Jlas, K es una constante. En cense· 
cuencia, 'K se ha conocido como coef i 
ciente de selectividad. r:n los casos 
en aue no es lD\3 constante, es más 
apropiado denominarla ftmci6n de se· 
Jcctividad (Babcock, 1963). En mu· • 
chas invcstij!aciones no se incluye
ron los t~nninos de los coeficientes 
de actividad do la ecuaci6n 4.15.Sin 
cmbarpo, Babcock y Schulz (1963) han 
demostrado aue el efecto del cocfi· 
ciento de actividad puede ser nnrti· 
culamente importante en el caso del 
intercambio cnti6nico monovalente-di 
valente. 

Arpersinger junto con sus cola
boradores (1950), extendi6 la toorfo 
de Vanselow para explicar m6s complo 
tamonte los efectos de los Iones ad· 
sorbidos. J.os coeficientes de activi 
dad oara iones adsorbidos, fueron in 
traducidos en fonna análoga n los • 
coeficientes de actividad de los so· 
lutos: 

. . ';1 · --~ , -. 
Y!/nd) _ 

K ~ K 
A· 6 l (ad) (A·B) 

B 

[l'C. 4.18) 

Aunaue en tcorfa esta ccuaci6n 
proporciona un m6todo válido para · 
predecir los efectos del intercambio 
i6nico en las concentraciones de los 
cationes del agua subterránea, los • 
estixlios de intercambio cati6nico ge 
neralmente no incluyen la detemina· 
ci6n de los valores de K y y(ad), · 
con la notable excepci6n de lns in· 
vestigaciones <le Jensen y IL•bcock · 
(1973), y El·Prince y Babcock (1975). 

Bl interés en los nrocesos de · 
intercambio catiónico en lu zona sa
turada, com!'mmente se enfoca a la · 
cuesti6n de qué es lo que pasará " 
las concentraciones de los cationes 

. confonne se mueve el BJ!Ua dentro de 
una zona en la cual existe una capa
c idnd de intercambio cati6nico signi 
ficutiva. Los estratos aue [Aleden n 1 
ternr la quúnica del a¡¡ua subterr~
neu pcir el intercambio cati6nico, 
pueden Poseer otras propiedades ¡¡eo· 
químicas irnPortantes. Estas son ex· 
cluidas para simplificar Ju discu· · 
si6n, Cuando a¡rua subterránea de una 
composici6n particular se muevo den· 
tro de unn zona de intercambio cati6 
nico, las concentraciones de los ca
tiones se ajustar.in a las condicio· 
nes de equilibrio. Las concentracio
nes catiónicas en el equilibrio <le· 
nen<len de las condiciones iniciales, 
tales como: 

·¡ A(ad) 
= [A(ad)) 

f;A(a<l) (1) las concentraciones cati6ni 
cas del agua que entra a 1 espacio de 

[ec. 4.17.J ... :Jos poros en los.cuales ocurre el in 
· · ·;.. ·_. tcrcnmbio, ·y 

y y = [B(n<l)] 
B(ad) NB(ad) 

Por lo.tanto, la constanto.der.:, ...• ,: ., .. . . .., 
equilibrio de la acci6n de masas, ¡;.-,, "" :11 _.,. '"" (2). ;las fracciones, mola res de 
KA-B• se relaciona con la funci6n do hb.los .cationes adsorbldos .. en la super· 
selectividad· de acuerdo con: "''; ··!; ,,¡ficic do, lOs .noros, ! inmedintnmonte 
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antes de la entrada de nueva agua en 
los nares. 

Cadn vez que un nuevo voltm1cn · 
de agua se mueve a través del espa
cio de los ooros, W1 nuevo cqui 1 i -
brio es establecido en resnuesta n l 
nuevo jue~o de condiciones- inicia- -

. les. Rl movimiento continuo del a~ua 
subterrlÍnca a través de la zona de · 
intercambio cati6nico ruede estar 
acomnañado de una aur.lica de los no
ros gradualmente cámbiantc, mm cuan 
do el equilibrio del intercambio en 
el agua de los :coros se mantenpa du
rante todo el tiemno. Esta condición 
de equilibrio cmnhiante es oarticu' 
larmcnte característica de los nroce 
sos de intercambio cati6nico en la -
zona saturada, y también esuí asocin 
da con otros procesos hidroquímlcos 
donde el flujo hidrodiMinico cause -
el r""Jllazmniento continuo del agua 
de los noros conforme ocurren las r6 
nidas reacciones mineral-agua. 

El intercambio aue involucra ca 
tioncs de la misma vñlcncia, se ca
racteriza nor la oreferenciu <le uno 
de los Iones si ei coeficiente de se 
lectividad es mayor o menor de la 
unidad. El orden nonnal de nrefercn
cia de-algunos cationes m:>novnlcntc~ 
y divalentes :nor las arcillas, es: 

Afinidad para la adsorci6n: 

es+ > Rh+ > K+ > Na+ > J.i+ 

más fuerte Jlk1S déb i 1 

Ba 2+ > Sr2+ > ca 2 + > Me 2+ 

Los iones divalentes normalmen
te tienen una afinidad oara la adsor 
ci6n m~s fuerte aue los iones monova 
lentes; aunque esto deoendc en al~u-

' na medida de la naturaleza del inter 
cambiador y la concentración de las 
soluciones (Wiklander, 1964). 

f.os rcuCCioneS·do'·intcrc1mhio -
cutidnico m~s-7imoortantcs· en tos ~is 
ternas 'de' :íruas subterráneas' son 
aau6Uas que involucran cnt iones mo
novulentcs y divalentcs, tales como 
Na•-r.a. 2 +··; Na•·Mg2 + 1 K+-ea 2 + y K+

·Mv2+. Para estas reacciones: 

2 A+ + R(nJ) ·, R2 + +. 2 A(ad) 

[ec. 4.19] 

[ce. 4.20) 

l.n · reacci6n de intercambio 
Na"'::-ea 2+ ·es· de imoortancia especial 
·cuando oa1rre en arcillas montmori
llonfticos debido a aue nucdc causar 
grandes cambios en Ja peimcabilidnd. 
Las· arcillas del grupo montmorilloni 
ta se nucden expander y cent raer en 
regnucs ta a los cambios en comoos i -
ción de los cationes adsorbidos en
tre las plnqui tas de arcilla. Los ra 
dios hidratados de Na+ y Ca 2 + son de 
tal mapnitud oue dos Na+ hidratados 
rcauicrcn m6s esnacio auc tm r.a 2+. 
ne nauí que el rcmnlazamiento de 
Ca 2 + nor Na• de los sitios de intcr

. cambjo cause lll1 incremento en ln di.
mensi6n de la red cristalina. Esto -
ocasiona unn disminución de la per
meabilidad. Esto nuede causar una de 
gradación en.la nroductividad a~dco 
la.de ·los suelos. 

., ~ 

'."¡:' Efí''.· i . ; , , 
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C'./JPITllD 5. 

APUr.N:IOO !E /VDS RESIOOAl.ES PL SIR.O 

PMA IEARGA !E ~IFem. 

J.a descarga en el suelo es lllUl 
de las tres posibles maneras de re
circulaci6n y/o disposici6n final de 
los desechos (las otras dos son la -
descarga en cuerpos de agua y hacia 
la atm6sfcra). Factores tales como -
usos adecuados del suelo, impacto en 
la salud pública, requerimientos de 
energía, estética y efectos biol6gi
cos, se deben considerar antes dé de 
cidir si se hace la descarga en el 
suelo, agua o atm6sfcra. Sin embar
go, los problemas que se tienen en 
los procesos de selecci6n son comple 
jos y dcmardan una atenci6n multidis 
ciplinaria que incluya a científicos 
del suelo e hidroge6logos. 

!.a aceptaci6n creciente <le la 
necesidad del reúso intencional del 
agua residual, ha conducido n In con 
sideraci6n seria de las técnicas de 
disposici6n en el suelo. Aunque no 
se trata de una alternativa nueva pa 
ra el tratamiento y disposici6n fi-

. nal de las aguas residuales, la comu 
nidad técnica est' investigando cier 
tos métodos de nplicaci6n al suelo -
para determinar su factibilidad bajo 
las condiciones presentes y futuras. 
La literatura reciente contiene mu
cha informaci6n y datos que apoyan -
el retorno de las aguas residuales 
domésticas al suelo. 

El éxito del tratamiento del -
agua residual mediante su aplicaci6n 
al suelo, se basa en la premisa de -
que la corteza de suelo es un filtro 
masivo capaz de remover los materia
les contenidos en el agua. General
mente el suelo es capaz de renovar -
las aguas residuales nnmicipales 

que contienen gran cantidad de conta 
minantcs. Sin embargo, ciertos con
taminantes a determinadas concentra
ciones requerir&. grandes áreas de -
suelo y largos tiempos de filtra- -
ci6n o dccaillliento. Otros contaminan 
tes, por ej cmplo las sales, se con
centraran en el suelo y permanecerán 
indefinidamente. También algunos sue 
los no tienen adecuadas carncter(sti 
cas de filtraci6n. El costo de alte
rar o remover aquellos contaminantes 
nocivos al suelo o al agua stbterrá
ne.1, puede ser alto. En consecuencia 
la aplicaci6n al suelo puede ser lllUl 
técnica no costeable en algunos ca
sos. La combinaci6n de estas conside 
raciones de "rentabilidadº con el -
criterio más importante, el efecto -
potencial en la salud p6blicn, ha -
originado una revisi6n en el presen
te de los alcances prácticos de ln -
nplicaci6n al suelo. El sentimiento 
actual es que el agua residual muni
cipal debe ser tratada hasta un ni
vel secundario. En algunos casos es 
recomendable lo desinfecci6n antes 
de su retomo al suelo (véase la ta-
bla 5. l). · 

TEORIA DE LA OPERACION, 

El concepto básico de la conser 
vaci6n y la renovad6n de las aguas 
residuales, se puede describir me- -
diante un ciclo que consta de retor
no, renovaci6n, recarga y reuso del 

· agua residual (figura 5.1). El retor 
no al suelo se realiza median 
te un sistema de irrigaci6n. 

Las plantas y las ca 
pa.• superficiales de suelo renuevan 
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TAll.A 5.1, CAUJIAD IE EFUBfTES SBUIMRIOS 
SFI R'Cl<INJOS PNIA SU llPUCACl<lf 
AL SlELO, 

llOO 
S.<; 
SIJrl 

RNm 

6·4Z 
1Z·88 

480·1235 
6.s-33;4 
Z.1·16.0 

PIOE>IO 

26 

Nitroecno total 
FtSsfóro total 
Sódi.o 
RAS• 
Boro 

40·260 
1.3·7.4 lllXl/l 
0.4·1.0 

48 
900 
18.S 
8.8 

160 
4.1 
0.7 

NolP Z ,Z-23/100 111 

~~~~~~~~ 

1 s6tidos disueltos totales. Puente: WPCF y ASCE, 1982. 
2 Relacim de adsorci6n de sodio. 

este desccoo líquido. El agua rcnova 
da queda dispoliible para la recatga 
de los s1111inistros de agua subtom· 
nea. Tanto los wtrientes CCllO ol • 
agua renovada pueden usatse. 

Rm'Ofit«>. !by tres factores con· 
cernicntcs a la fase de retomo den· 
tro del ciclo qoo son importantes pa 
ra W1 disello efectivo: 

1) Los desechos l!quidos se do· 
ben distrihuir unifoJ!Mllente sobro • 
el área. 

2) La tasa de aplicaci6n dobe • 
ser los suficientemente baja para • 
que toda el agua se infiltre a tra· 
vés del suelo. 

3) La cantidad de agua residual 
que realmente se aplique por interva 
lo de tianpo, debe ser compatible • 
con el crecimiento de los cultivos y 
con el tipo de suelo, para asegurar 
la reoovaci6n. 

REMlVACION. IJl ranoci6n de los 
contllllinantes por lllCdio de la aplica 
cí6n del agua residtnl al suelo, se 
obtiene <Xll!IO resultado de mecanismos 
físicos, quÍllicos y/o biol6gicos.J.os 
<:<instituyentes orgánicos e inorgfini· 
cos de los desechos, así COOYJ las · 
bacterias y los virus, están sujetos 
a lo filtraci6n del desecho l!quido 
por las plantas y los capas supcrfi· 
cialcs de suelo, a cambios químicos 
y biol6gicos por separado, y a una • 
COll1binaci6n do las alteraciones re· 
sultantes de la nnocioo de 1U1a por· 
ci6n del desecho, conforme e 1 e f!ucn 
te se mueve a través del pcrfi 1 de • 
suelo. El principal riesgo de los • 
sistemas de tratamiento con suelos, 
es la aCtJmulaci6n a largo plazo de • 
material inorgánico. Las concentra· 
dones de boro, sodio, cloruros y -
carbonatos que podrfan causar cfec· 
tos perjudiciales, se enlistan en la 
tabla 5. 2. Los concentraciones lll<Ú<í • 
mas recomerdadas para elementos tra· 
zas en aguas de írrigoci6n, se dan 

• 54 • 

-1 ,., 

•. , 
11 

ti 

. . 



. TABlA 5.2. VAWIES AEIDEOOOS PARA l.OS CON>TITlttEffTES 
llllRGNllOlS PRINCIPALES EH EL #aJA APLICADA 
M. SIElD. 

PROBLEMA Y OJNSTlllll'ENTE RESPECTIVO 

SALINIDAD: 
Coixluctividrul del agua de 
irrigaci6n, milimOOs/cm 

P~IUDAD: 
Coixluctividad del agua de 
irrigaci6n, lllllho/cm 
RAS (Relaci6n de adsorci6n 
de sodio), fme/l]i 

TOXICIDA!l ron ICJIBS ESPECIFI<l)S: 
Por absorci6n de las raíces; 

Sodio {evaluado por el RAS), 
me/l 
Cloruros, me/l 
Cloruros, mg/l 
Boro, mg/l 

Por absorci6n de las hojas 
{riego por aspersores); 

Sodio, me/l 
Sodio, mg/1 
Cloruros, me/l 
Cloruros , mg/l 

lllVERSOS: 
N-1'.tl•~ N-~11.+mg/l para cultivos 
sensibles 
11m,-, me/1 (s61o con aspersores 
sobrecargados) 
IKlh ~ mg/l (s61o con aspersorcs 

ftl!D 

< 0.75 

> o.s 
< 6.0 

< 3 
< 4 

< 142 
< 0.5 

< 3.o·· 
< 69. 

< 3.0 
< 106 

/;¡ 

< 5 

< 1.5 

llfAICTO EN EL SlEl.O * 

l!lOillt.OOTJ Ol 

o. 75-3.0 > 3.0 

< 0.5 < 0.2 

6.0-9.0 >. 9.0 

~ ; ' 

" • 1 ¡' 

3. 0-9.0' ... ,, .. , >'9.0 
4,0-10 · ' ,.>jo 
142-355 ! > ¡j55 
o. s-z.o c.z,·0~10.0 

. : ... ,. .. 3.0··· 
···; ¡·:;>·;."69r,(¡f". 

' ,;· 3;0 

' " , ' ; ~ ·:· .: 

'') 30 

sobrecargados) < 90 90-520 ) 520 
pll Rango ri<>TIM). 6.5-8.4 -----------------------------------------.... ---.. --------------------

* liis interpretaciones se basan en los cfeCtos 'posibles de los constituyen
tes en los cultivos y/o en los suelos. lns valores rccomeooados son flexi 
bles y deberán ser modificados cuaixlo lo garantice la experiencia local o 
condiciones especiales de los cultivos, suc:::to y m~todo de i rrigaci6n. 

Fuente: ll'PCr y ASCE, 1982. 
'· . 
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TABlA 5.3, OONCENTRACIONES MPXIHAS RE<Xl'EtlWlAS PARA LDS 
El.EMEKTOS. TRAZAS EN /G1'S DE 1 RRIGACION, * -------------------

ELEMENTO 

Altminil' 
Arsénico 
Berilio 
lloro 
Cadmio · 
Cobalto 
Cobre 
Cromo 
Fluonaos 
Hierro 
Litio 
Manganeso 
Molibdeno 
N!quel 
Plano 
Selenio 

·Zinc 

PARA f(;lJAS DE APU CACI ON 
<DNTltü\ EN rooos LDS 
Sl.ELDS, MGIL 

s.o 
0.10 
0.10 
o. 7S 
0.010 
o.oso 
0.20 
0.10 
1.0 
s. o .. 
2.S .. · 
0.20 
0.010 
0.20 
s.o 
0.020 
2.0 

·: -

PARA USO HASTA DURAR 
2C Aibs EN SI.El.OS DE 
Flt-1>\ TEXTURA (PH DE 6.0 
A 8.5), MG/L 

20.0 
2.0 
o.so 
2.0-10.0 
o.oso 
s.o 
s.o 
1.0 

IS.O 
. 20.0 

2.S 
10.0 
o.oso 
2.0 

.,; 10.0 
0.020 

10.0 --------------------------------------
• Estos niveles·no afectarán adversmnente n las plantas o a los suelos. 

Fuente: 1·n>CF y ASCE, 19Bi. 

· TABl.A 5,1!,, LIMITES RECG\Et-IJAOOS PARA LA SALINIDAD EN LAS 
N3UN3 DE IRRIGACION. 

RESPUESTA DEL CULTIVO SOLIDOS DISLELTOS TOTALES, 
fWL 

Usualmente no se notarlin efectos 
de dcstrucc.i6n leve o parcial 

Puede haber deterioros leves en 
cultivos sensibles 

Pueden presentarse efectos 
adversos en muchos cultivos 

Se pueden usar para plantas 
tolerantes ele sales en suelos 
permeables con prácticas de 
ndministraci6n cuidadosa 

Fuente: ll'PCF )' ASCE, 1982. 

soo 

S00-1000 

1000-2000 

2000-SOOO 
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ELECTRICA, 

""11-0S/CJol 

0.7S 

0.7S-1.50 

1.50-3.00 

3.00-7,SO 



1 
RtcatQO 

1 1 

- -
Figura S. l. Ciclo de conservaci6n y renovaci6n de las 

aguas residuales. 

Clornci6n 

QZ 

r"'ª~ª-.o~~~a~•~-E_f_l_ue_n_.t~;~ 

QZIA 

QI 

Influcnte 

Lodo• de 10 
·coOQulociÓn con cal 

Cloriticacldn 
qu(mico 

R1mocidn de 
omonfaco 

t 
co2 

RecarbonoloclÓn 

Q6 

FillraciÓn 

Osmosis 
inversa 

Ad'°rclÓn en 
corbÓn activado 

Figura 5.2. Procesos y ?untos de muestreo en la Planta 
Purificadora l'.'F-21 de Ornnre, California. 
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en la tnbla 5.3. lD5 !Íllites sugeri
dos inra salinidad en aguas de irri
gaci6n, se dan en la tabla 5.4. 

Las concentraciones de los io
nes de sodio,, calcio y magnesio, se 
utilizan para el dlculo de la rela
ci6n de adsorci6n de saJio (RAS): 

RAS = -;;:;;;;:=::Na:;:;-;;:::;;;:;
,l ((ca + Mg)/ZJ 

[ce. 5.1] 

donde Na, Ca y Mg scm las eonccntra
cioncs de los iones respectivos en -
milicquivalentes por litro de agua . 
lns valores del RAS ma}.:Jrcs a 9 pue
den afectar adversamente Ja penncabi 
Jidad de Jos suelos (tabla 5.2). 

RECARGI\. !.a tasa a la cual el -
agua residual se aplica al suelo, de 
pende de Ja localizaci6n geográfica 
y del reuso anticipado del agua sub
terránea. Como ejcaiplos, una tasa de 
descarga de 1.8 a 2.4 m/día (6 a 8 
~/día) se considera apropiada para 
Arizona, porque el agua subterránea 
s6lo se utiliza para irrigaci6n. Sin 
embargo, en la Uaiversida<l del !:Sta
do de Pc1U1Sylvnnia se usa tma tasa -
de 50 mm/semana (2 pulgadas/semana) 
con la intcnci6n de alcanzar estánda 
res de agua potable pura efluentes -
que pasen por una proftmlidad de 1. 2 
m (4 ft) de suelo. 

I.as condiciones del pcr fi 1 de -
suelo que permitan un rápido drenaje 
interne, ocasionaron que el agua re
sidual renovada se lllleva verticnlmen 
te hncin abajo con di recci6n o los -
dep6si tos de agua subterránea. Sin -
embargo, capas de arcilla interdis
pcrsas pueden causar que el a¡,'lla re
novada se mueva lateralmente y posi
blcmente que se descargue en Ja su
perficie del suelo o en un cuerpo de 
agua superficial. Cadn tlisposici6n -· .. 
tiene sus ventajas y desventajas de-

pctdieiñ> de las necesidades de 
agua de la ammidad, de la opini6n 
pOblica, y de los estatutos regulato 
rios oficia les. 

REU:iO. Potencialmente, el reuso 
de aguas residuales tratadas puede -
ayudar a satisfacer las tlemanfas 
agrícolas, industriales y tlom6sti- -
cas .. fll reuso del agua residual en -
los 011tivos es tm método ohvio. Su 
<listribuci6n, cvcntwlmcntc puede re 
cupcrar las rcscJVas de ngua ~ubtc
rránca 1 sitvicndo en 61timo caso co
mo fuente de abastecimiento t!c 3J-.'1D 
industrial y doméstica qm ayulc :i 
aliviar los problanas <le stministro. 
El agua residual tratada no se ha 
11accpta<lo" todavía para reuso corro -
agua potable. Sin anhargo, ante un -
abastecimiento limitado y una danan
da creciente de agua potable en al¡,'11 
na &rea, se deben considerar el reu
so y la conservaci6n. 

OPERACIOtES DE RECARGA DE AGUAS 
SlllTERIWEAS EN EL EST AOO DE 
CALIFORNIA (T~KASHI AS/ro Y KlllT 
L, WASS6'Wll, l!:m), 

la recarga de las aguas suhtc
rráncos con agua residual municipal 
recuperada, es una altcrnativn <le -
reuso tic agua que permite la planea
ci6n de reservas de agua subterrfi- -
nen. La recarga artificial por medio 
de cuencas de distrihuci6n superfi
cial o con pozos de inyccci6n, se es 
tá convirtiendo en una práctica im-

. portante en el presente y debe coll!; i 
dorarse seriamente en la plancaci6n 
tic un reuso más intenso de agua en -
el futuro. 

!ns prop6sitos de la recarga ar 
tificial tic lii.~ aguas subterráneas , 
han sido: 

1) reducir, detener o a6n invcr 
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tir los descensos en el nivel de es
tas aguas, 

2)proteger el agua dulce del -
subsuelo en actÚferos costeros, con
tra la intrusi6n de agua salada del 
océano, y 

3) almacenar agua superficial, 
incluyendo las avenidas (inundacio
nes o crecientes) u otras aguas exce 
dentes, así romo efluentes tratados, 
pam uso futuro. 

Cerca del 40\ del área de Cali
fornia corresponde a cuencas de agua 
subterránea, con una capacidad total 
de almacenamiento estimada en 
160.4 x 10• metros-hectárea de agua. 
Una estimaci6n conservadora de la -
porci6n iÍtil de la capacidad de alma 
cenamiento es 17.6 x 106 m-ha, más -
de tres veces la capacidad total de 
almacenamiento de los dep6sitos su
perficiales en el Estado. Estas cuen 
cas satisfacen acti.almento el 40~ 
(l. 9 x 106 m-ha/alkl) de las neccsida 
des de agua en el Estado. Sin 1J11bar
go, la descarga anual excede a la ro 
carga en o. 27 x 106 m-ha. Durante la 
sequía de 1976-77 de los F.stados del 
oeste, aproximadnmcnte 10,000 nuevos 
pozos se construyeron y los excesos 
aunentaron a 1 x 106 m-ha/año. 

Si no se mejora la adninistra
ci6n de los recursos hidráulicos y -
se desarrollan nucvos abastecimien
tos, las demardas netas estatales ex 
cederán en el afio 2000 las reservas 
probadas ,en o.s x 10 6 m-ha/aro. Para 
corregir tales condiciones inacepta
bles, el Departamento de Recursos lli 
dráulicos desarrcll6 un Programa de 
i\dministraci6n del Agua pam llegar 
a cunplir las danandas proyectadas -
para el afio 2000, Se espera que la -
recuperaci6n y el reuso del agua re
sidual, contribuyan al menos con 
74 ,000 m-ha/afto. 

SElECCION DE PROCESOS DE 
TRAT.#IIEMm PARA Cl.MPLIR LOS 
REalERIHIENTOS PARA REUSO DEL 
~ (RUSSELL L. OJLP, 1980), 

La recarga de los acuíferos pue 
de hacerse directa o indirectamente. 
La recarga di recta , usual.Juentc se ha 
ce por medio do pozos de inyecci6n . 
La indirecta por di stribuci6n super
ficial de agm resid11.1l tr:irada. En 
cualquier caso, se obtiene una dilu
ci6n del agua Je rc-c.1.rga al me;: e] ar
sc con el agua subterránea, )' alguna 
purificaci6n a su paso a través ele -
los materiales granulares del acuífc 
ro. Manás para el caso de la distri 
huci6n superficial se ohticne una pu 
rificaci6n adicional por: 

a) pcrco1nci6n a través de la -
zona aer6bica del siJClO, 

b) consumo de nitr6geno, f6sfo
ro y otras substancias por los ctü ti 

·\f>s o la vegetaci&n. 

c) filtraci6n y adsarci6n en el 
suelo situado encima del acuífero, y 

d) acci6n bacteriana o quúnica. 

La remoci6n de contami.nrui.tcs en 
la distribuci6n superficial, depende 
de los siguientes factores: 

i) prctratamicnto proporciona-
do,· 

ii) clima, 

iii) tipo y profundidad del sue 
lo, 

iv] · hidrogcologín del ocuí fcro, 

,v] itipos;y .. frecuencia de las co 
sechas, 

._,.¡ ' .·i ¡' .1.: - ',. 

vi) tasa de aplicaci6n del agua 
¡ ¡.:-.;_ -,. ·11 ¡' i" 
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ri:sidual y de la precipitaci6n, y 

. . vi i) tasa de movimiento del 
· itglla subterránea. 

Sin embargo , 1 as remociones ob
tenidas en las operaciones de distri 
buci6n superficial son suficientes -
de modo tal que el pretratamfonto re 
querido para el agua residual es me
nor que para el caso de la recarga -
por inyecci6n directa. 

En Gal i fomia, el agua para di s 
tribuci6n superficial debe cunplir -
el siguiente tratamiento mínimo: 

a) control de la füente do com
puestos químicos t6xicos de h indus 
tria, 

b) ox;daci6n adecuada, 

e) adsorci6n en carb6n con 30 -
minutos de contacto, 

d) pcrcolaci6n a trav6s de una 
distancia mínima de 10 pies de la zo 
na aer6bica no saturada del suelo, 

e) diluci6n con una cantidad 
igual de agua subterrktea, y 

f) almacenamiento por un año. 

A su vez, la consideraci6n de -
los estándares de calidad del ·agua -
para lnyecci6n con pozos, depende -
del caso en particular. Sin embargo, 
se acepta el siguiente pretratrunien
to: 

j) desi nfecci6n adecuada , 

i i) oxidaci6n, 

iii) congulaci6n, 
. •, 

iv) clarificaci6n, · 

v) filtraci6n, 

vi) ·adsorci6n en carl>6n activa
do granular (GAC) , 

vii);6smosis,·in\tcrsa, y 

viii) remoci6n de orgánicos vo
llÍtilcs de bajo peso molecular. 

OJSTOS. La tabla 5. 5 resune los 
costos de recarga y pretratamiento -
para cinco juegos de condiciones. 

CONFI ABI LID.AD DE LA PLANTA 
Pl.RJFICADORA DE ~ WF-21, [A, 
(DAVID G, AROO, 1!8)). 

l.n planta purificadora de agua 
WF-21, construida por el Distrito de 
Agua del Condado de Orange en Pmui
tain Val ley, California, es 1n1t1 i ns
talaci6n recuperadora de aguas rcsi
dualcs,dc di:.:;cño avanzado, que produ 
ce hnsta 0.66 m'/seg (15 mgd) dt• -
agua a partir de un efluente securula 
rio tratado biol6gicmnente.El agua -
producida se inyecta en la cuenca de 
agua del subsuelo por medio de um -
serie de pozos de inyeccj6n a lo lnr 
go de lo costa, para consti tui.r tmn 
barrera contra la intrusi6n del ngin 
ele mar 1 al tiempo que se recuperan -
las reservas de agua subterr~nea. 

Los procesos de tratruniento sc
leccfonndos para la ll'F·Zl (figura 
5.2), fueron diseñados para obtener 
un agua capaz de clJ!lplir con Jos es
tándares para agua potable. Parn de
tenninnr la confiabilidad de la cali 
dad del agua obtenida, se condujcro11 
jnvcstigacioncs durante tres años 
por el Distrito de Agua del Condado 
de Orange y por la Uviversidad de 
Stanfonl. 

. Los procesos ,usados fueron cla
ri ficaci6n con cal y recald naci 6n -
de. Jos lodos, ranoci6n de :-011onlnco , 
recarbonataci6n, .. cloraci6n a púnto -
de quiebre, fi ltraci6n en medio mez-
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TABLA S.S. RESLtlEN DE LOS COSTOS DE PRETRATAMIENTO 

MET!lXl DE RECARGA 

D 1 srRI BUCION 
SlWERFICIAL 

DISíRIBUCION 
SlWERFICIAL 

DISTRIBUCION 
SUPERFICIAi. 

DI STIU BUCION 
SlWERFICIAI. 

TNYECCION 
MEDIANrE POZOS 

Y RECARGA DE LAS JIGUAS SUBTERRANEAS EN LOS EE UU 
(INCUJYEIDO PROCESAMIENTO DE LOOOS): CDSTOS DE lg¡¡, 

SISTEMA DE PRETRATl'MIENTO 

TRATftMIEl'<IO SECINDARJO f:N 
IAGUNJ\.5 AIREADAS (PRCTR/ffAMIENIO 
MINll-0) 

TRATN-llEmD SECUNDARIO alN 
UJOOS ACfIVAfXlS (PfOYECTO TIPO 
WllITIIER NARRO\~) 

IDOOS ACTIVADOS, FILTRACION, 
AIJSORCION EN GAG* 

IDOOS ACTIVADOS, CAL EN EXCESO, 
RECAJUJONATACION, FI LTRACfON, 

CD5IO UNITARIO 
EN t /lOOJ GALONES 

1 f'Gl 10 MGD 50 MGD 

38.1 19. 7 15.8 

127.3 59.6 52.8 

200.2 . ' 84.6 64.6 

ADSORCION EN GAG, Cl.ORACfON 238. 7 100.6 75.5 

IDOOS ACTIVAOOS, CAJ. FN EXCT'50, 
RECARIJONATACION, lr.IJAJACION Dll 
FlllJO, FIJ.TRACTON, Hl!M1CION Dll 
AMJNTAOO POR INTERCN-!l!TO IONIOO, 
CIDRACION A PllN'JO Dll Qlll l:BR!l , 
AD9JRCION EN C.AC, OS>IOS IS I NVEl!.'3A, 
OZONACION, Y C!ORACHJ,'I 4Bl.3 '214.6 171.8 

* r.AC son Jns. siplns en inplés de Carh6n Activado Granular.• Fuente: Culp, 1980. 

ciado, adsorci6n en cnrb6n nct \vado 
con regencraci6n de caTb6n, postclo
raci6n, y desmineralizaci6n por 6srro 
sis inversa. · 

Este esttr:Iio demostr6 que los -
procesos AlIT n una escala· complota -
pueden ser confiables en In remoci6n 
do muchos contaminantes de lns aguas 
residuales mtmicipales tratadas bio
J6gicamente, obteniéndose reduccio
nes de orgánicos trazas específicos 
a menos de 1 µg/l. 

Finalmente, la inyecci6n del 
agua recuperada en las cuencas de 
ngu:is subterráneas, atuncntn la con 
fiabilidad y seguridad de este sis 
tann. 

SELECCION DE SITIOS DE RECARGA 
(WARREN W, WOOD, l!l!OJ, 

El problema del cstablecimien 
to tic un criterio rncjonal de clise 
ño para recarga· nrtíficial, <lcscnn 
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sa en gran medida en la predicción -
de la reducción de la conductividad 
hidrauli ca conn función de la cali
dad y cantidad del agtia de entrada. 

la reducción de la conductiv i -
dad hidráulica del acuífero receptor 
usualmente ocurre en o ·cerca de la 
intercara agua·acu! foro, por mecanis 
mos físicos, químicos y biológicos . 
El taponamiento de acuíferos recarga 
dos artificialmente por crecimientos 
biológicos, es un problema serio )' 
frecuentemente es un factor limitan
te del éxito de las operaciones de -
recarga artificial. la mayoría de 
los reportes publicados que tratan -
el problema del tapom¡micnto biológi 
co, sugiere que éste ocurre debido -
al crecimiento in·situ de bacterias 
en o cerca de la interfase agua·acuí 
foro, más que por el transporto y -
acumulación de células muertas en la 
intercara. !lay evidencia de que gran 
parte de esta p~rdida de la conducti 
vidad hidráulica se asocie con el 
cambio de condiciones aeróbicas a 
anaeróbicas cerca de la intercara 
agua·acuífcro. Además, el taponamien 
to real resulta de la obstrucción fí 
sien causada por el crecimiento de -
las células, así como por la acumula 
ción de stt• productos de desecho, in 
cluyendo la generación de gas ligera 
mente soluble que queda atrapado en 
los poros. 

· El taponamiento inducido quúni -
camente puede ocurrir en dos formas, 
una en la cual el agua de recarga 
reacciona con el agua intersticial o 
con la estructura esquel~tica para -
formar un precipitado; lá segunda re 
sulta.de la dispersión de las arci· 
llas presentes por naturaleza en el 
acuífero. 

El taponamiento por precipita
ción mineral generalmente no ha sido 
un problana serio en la recarga de 

agua potable, debido tal vez a la ci 
nét ica lenta que causa que la preci -
pitnci6n ocurra en una gran tiren tic 
acuífero más que en la intercara, -
y/o a que la precipitación ocurre en 
espacios de poros rclativ&mcnte ai"
lados con poco efecto en lo co1xluct i 
vidad hidrliulica, y/o a que el volu
men total de precipitación es dema
siado pequeño como para afectar sig
nificativamente la conductiv idml hi -
dráulica. 

El taponamiento de acuíferos -
por la introducción de material pur
ticulado no se ha entendido bien. La 
mayor parte de la investigaci6n en -
esta área ha tratado de la eficien
cia <le la filtraci6n rápida C'n arena 
más que de la reducción de la co1~l11c 
tividad hidráulic..~. 

El desarrollo de la recarga ar
tificial cerno herramienta efectiva -
en la administración del agua, re- -
quiere que los criterios técnicos pa 
ra la selecci6n del sitio que se de
sarrollen, puedan predecir satisfac
toriamente el inicio del tapon,unien
to del acuífero por mecanismos qu úni 
cos, físicos y biológicos. Otros f:tc 
torcs técnicos que afectan la recar
ga artificial tales como la cantidad 
y la calidad del agua disponible, la 
tasa de recarga, la disponibilidad -
de almacenamiento, y los cambios qtú 
mices despu6s de la recarga, son de 
desarrollo ro.is avanzado que la prc·
dicción de la reducción de la conduc 
tividad hidráulica. 

PROCESOS QUE AFECTJIN EL l'OVIMIENTO Y 
DESTINO DE LDS ORGAN 1 COS TRAZAS 
( PERRY L, MC CARTY, BRUCE E, R 1 TIMANN 
~ MARTIN RE!NHARD, 1930), 

El nxivimiento y destino de Jos 
materiales orgtlnicos eontenidos en 
los ambientes subsuperficialcs de"-
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pués de la recarg¡i, sm gobc~s · 
en gran medida por los proccios ; Je · 
sorci6n y de biodegradaci6n. la ..e sor· 
ci6n afecta ln tasa de recorrldJlc del 
material orgánico a través de l·Jcs · 
sistanas subsuperficialcs, en rl'ela
ci6n con la del agua. La sorci!Sieln tm 
bi6i pcnnite la ao.nulaci6n Je =· 
puestos org6nicos en el modio scsc:llido 
subsuperficia l. Parece que los mate· 
ria les org{micos hidrof6bicos E2Son · 
sorbidos (ya sea adsorbidos o llE!bsor· 
bidos) por el material orgánlcc:io par· 
ticulado contenido dentro o sol::lb:ro el 
medio s6lido; por lo tanto, In 1C111gni 
tui de la sorción parece ser 11nn.a flUl 
ci6n de la fracci6n de carbón oo-rg6ni 
co dentro de la matriz subslJf')i<•rfi· · 
cial. 

La partición de los org&n:•Lcos -
hidrof6bicos entre la fase oct>XOoso y 
las partículas org.ínicas subsllpi¡:»erfi
ciales. se puede estimar a par-tt:lr -
del coeficiente de partición o--0c::tarol 
/agua de cadn compuesto orgJni ic::o, Es 
to es un hallazgo importante ¡ic;iorqoo 
tales valores son fácilmente tUl:isponi 
bles para muchos compuestos or-:rgJni· 
cos, o se pueden determinar c=n rola. 
tivn facilidad en el laborotor:n-:io. Se 
encontraron buenas correlaclorrnes cn
t re las predicciones de los ti.iiopos 
relativos de retención y los rnme.'iilcio 
nes de campo, para varios cangpustos 
basándose en la fracción or¡ár.Di:ica -
del medio subsuperficial y el <0cfi
ciente octanol/agua. Tales pre·<><i\ccio 
nes no son aplicables a matori:·i"1les -
orgánicos ionizados o relatlvs·;Cl'<)nte 
hidrofílicos. Las especies i1r1r¡odas 
pueden estar más sujetas a \nrd:crcam
bio iónico en las arcillas, 

· · El destino final de Jos • c::anpues 
tos 0rgánicos en el sister111 srcU1bs1~er 
ficial, tmnbién depende de su..u blcde- . 
gradabilidad,"En la actualldn.nci, ln -
biodegradaci6n parece ser el · i5nlco ~ 
proceso s; gnificativo que pu=ao afee 

tar la transfol1113ci6n de los materia 
les orgánicos en este ambiente. 1,os 
modelos 'de película biol6gica son 
útiles para la cxpl icación de la 111o1g 

nitud de la biodcgradación que puede 
ocurrir, y de los efectos de la can
petcncia entre los diferentes donado 

roo y aceptares de electrones. Las 
predicciones de los modelos y los es 
tudios de laboratorio han indic.1do -
que hay una concentración mínima a -
la cual un material orgánico senci
llo puede descomponerse en cond icio
ncs de estado estacionario. Esta con 
ccntración es función de los diver
sos coeficientes de crecimiento y de 
caimiento de las bacterias, que a su 
vez son funciones de las vari:iblcs M 

ambientales tales como temperatura , 
¡il, y de las especies bacterianas y 
aceptares electrónicos presentes. En 
general, la concentraci6n mínima pa
ra orgruticos parece meror bajo candi 
dones ·aeróbicas que anaer6bicas. 

Los materiales orgánicos trazas 
pueden ser biodcgradables, pero se -
encuentran frecuent<mcnto por debajo 
de ·su concentración mínima descrita 
anteriormente. l..1 biodegradación de 
tales materiales ocurre generalmente 
sólo si se utilizan como substratos 
secundarios, condici6n que requiere 
ln presencia de un substrato org6ni
co primario en una conccntraci6n ma
yor a su concentrnci6n mínima, ·así -
como la presencia de · espécics bacte
rianas capaces de descomponer tanto 
los substratos primarios corro los se 
cundarios. 

DESTUIJ DE LOS MIOO COt./T/füNANTES 
IOORGANICOS DURANTE LA RECMGA, 
(A.C. CHANG #ID A,L, PAGE, l~l. 

Mucl\os contaminantes est&n pre· 
sentes en el agua de recarga, en es
tado disuelto. Corro la acción física 
de filtraci6.n no tiene efecto en la 
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remoci6n de los amstituyentes di- -
sueltos, para que los metales traza.' 
sean retenidos en el suelo, se re- -
quieren reacciones químicas y micro
biológicas qoo los inlilovilicen. En 
un s istana de recarga de aguas subte 
rrineas, el impacto de las activida
des microbianas en la atenuación de 

· los microrontaminantes imrgániros , 
es pequeflo. Los mecanismos químicos 
que son importantes para la capaci -
dad del suelo para reaccionar con -
e~an~ntos metálicos trazas, son los 
s1gw.en~es: 

i) reacciones de intercambio ca 
ti6nico, 

ii) prccipitaci6n, 

iii) adsorci6n superficial, y 

.iv) quelación y acomplejaci6n. 

Durante períodos largos de tiem 
po, los metales trazas tanbí6n se -
rueden incrustar en los minerales de 
arcilla. Debido a que tienen tasas -
de reacci6n relativamente lentas, no 
se espera que alteren el sistema. 

INrERCAMBIO IONICD. Cuando una 
soluci6n de electr6litos entra en 
contacto con el suelo, exhibe propie 
dades de intercambio iónico que per
mite la pcrmutaci6n de cationes y de 
aniones entre la fase s6lida (el sue 
lo) y la fase líquida (la solución -
de electr6litos). En suelos norma- -
les, el intercambio de cationes es -
la reacci6n química predominante. La 
reacción electrostática reversible -
de intercambio de cationes en el sue 
lo, se debe a la substituci6n isomor 
fa de minerales de silicatos deposi
taclos en estratos, y a la hidrata- -
ci6n'de 6xidos e hidróxidos runorfos 
de hierro, aluminio y sílice, y a ln 
disociación de protones de varios -
grupos ftmcionales de la materia or· 

~gánica. Qlando sucede la stbstitu- -
ci6n de un ion de menor valencia en 
los silicatos presentes en las capa.' 
de suelo (por ej cmplo, Al'+ por Si•• 
en las capas tetraédricas, y Mg 2+ ó 
Fe'• por Al'• en las canas octaédri
ca.'), resulta un dcsbalance de car
gas en los minerales de arcilla que 
mmcnta su capacidad para adsorber e 
intercamhiar eationes. 

ílebido a que los metales trazas 
(Cu, Ni, Zn, etc.) ocurren en las 
aguas residuales y en las soluciones 
del suelo en concentraciones ·menores 
que los metales alcalinos (Na, K) y 
alcalinotérrcos (Ca, Mg) , no existe 
la certeza de que el intercambio i6-
nico juegue un papel principal en la 
inmovilización de los elementos tra
zas en el suélo. 

ADSORCION. Este término denota 
la adhesi6n química y física de subs 
tancias disueltas, en la superficie 
de un medio s61ido en una película -
delgada. cuantitativamente, la rcac
ci6n de adsorci6n puede ser descrita 
por isotennas que establecen la rola 
ci6n entre.la cantidad adsorbida des 
de una soluci6n y la concentración -
residual del adsorba to, en el cquili 
brfo. 

Estudios recientes han indicado 
una af jnidad fuertemente selectiva -
de iones metálicos trazas en ciertos 
sitios de adsorci6n de los suelos.Se 
ha sugerido que esta fuerte adsor- . 
ci6n ocurre en la superficie de for· 
mas cristalinas y amorfas de 6xidos 
de hierro, manganeso y aluninio. 
Otras propiedades del suelo cano tcx 
tura y capacidad de intercambio cu
ti6nico, no parecen influir signifi
cativamente en las cnractor{sticas -
de adsorci611 de los metales trazas -
en los suelos. 

Los metales trazas que ocurren 
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a.o anilllleS en soluci6n (As, a-(VJ) 
F, lb, Se) tambiln son ·xetenidos por 
los suelos, con wa alta afinidrul.En 
los suelos, la qufaica del Cr(VI) es 
{mjm. ~e se Teduce rápido a 
la fon.a cati6nica Cr(III), la cual 
foma cxmpiestos al~te insolu~ -
bles en el suelo. Se ha pensado que 
el mecanis.> por el cual los aniones 
lllCÚlicos trazas (AsO,•- l AsO,•-, -
p-, N:D .. 2-, Sc0,2-, SeO, -) son rete 
nidos, involucra ..,,. interacción con 
foillaS cristalims o aM>rfas dci óxi
dos de ·hierro y alminio. AsilliSBIO , 
la adsorci6n de mti.ones por los sue
los deperde del pH, y atmenta confor 
me el pH del sist-. dismi!RJ)'e. 

Canparado con otros metales , el 
boro es débilmente adsorbido por los 
suelos. La tabla 5.6 resuoo los coe
ficientes de LaJ131UÍr de mmcima ad
sorción (ll) y de energía relativa al 
enlace (J() para el Cd en 30 . suelos. 

zas m el agua residual :iplkada, -
es ,¡¡ffcil distinguir cntr•• In:. ''º'' 
mecanismos. Nüacrosns csttll ins bnn 
d..,strado que las conccntrn.:ioncs 
de la lla)'Or!a de los mctall's tr.iz.•~ 
en las aguas residuales y en la.~ so 
luciones del suelo, son lllllCho meno
res que las predichas a partir de -
las cnnstantes del producto de solu 
bilidad de los carbonatos e hldroxi 
dos metálicos. Estas concentracio
nes 111enorcs indican la fonnaci6n de 
COlllpUCStos metálicos menos solubles 

o que las 
reacciones de adsorci6n controlan -
la concentraci6n de equilibrio de -
los elanentos metálicos trazas en -
la so luci6n del suelo. 

QllELl\CICJl Y AIDIPLITTl\CION. En 
soluciones aClllsas, los iones metá
licos son capiccs de canbin .. 'lrsc con 
ligamos orgánicos e inorgánicos pa 
ra crear foimas complejas. La ocu-

TAlll..A 5,6, ADSORCION DEL CA!l-110 POR VARIOS SUEl.OS, 
EXl'RES.NlA POR LA ISOTERMA DE Lmi"l.llR, t 

TIPO DE SIR.O Nll'ERO DE 
SUELDS 

Q)Efl CI alTES DE UWMJIR 

B, ~IG K 

SUELOS ORGANIQ)S 5 5.165 ± 0.685 0.144 ± 0.051 
ARCILLAS PF.si'JJAS 8 4.879 ± 0.323 0.102 ± 0.045 
ARCILLAS PLASTICJ\S 
11.RENJSAS Y DE AUNION 12 4.942 ± 0.639 0.108 ± 0.048 
SUELOS AREl.()9'.JS 

3
5 4.989 ± o.352 0.060 ± o.042 ---------IalaW--------------------------------

t xfm = J + ~ , donde c es la concentraci6n de equilibrio del c.d (mg/l) y 
x/m es la cantidad de Cll adsorbido por tmidad de suelo; B 
es la adsorci6n mrudma, y K es una constante relativa a -
la energía de enlace del suelo con el Cd. 

· Fuente: Chang y Pagc, 1980. 

PRECIPITACION. Puesto que la ad 
sorci6n y las reacciones de precipi
taci6n en el suelo sirven para rcdu 
cir la concentracicSn de metales tra-

rrencia de estas reacciones confor· 
me el agua se muevo a través del -
suelo, afecta la cinética y equili
brio qu!mims de las ·otras reaccio· 
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nes asociadas a>n los metales tra- -
zas. 

REK>CION DE PATOGB«JS llllWITE LA 
RECARGA (OWll.ES P. c:ERllA NlJ 
J' a.ARENCE l.M(E, !98)) ' 

La efectividad de la remoci6n -
de pat6geros se detemina por la· su
pctvivencia y la retenci6n, los cua
les depemen de: 

1) el clima, 

2) la naturaleza del suelo, y 

3) la naturaleza del microorga
niSJllJ; 

La SU!lervivencia de los virus: 

i) se ve incremen"tada confonne 
aunenta la adsorci6n de virus al sue 
lo, y cuando se elevan los niveles -
de aluninio intercambiable, 

ii) disminuye cuando aunenta el 
pH y el f6sforo extractable con resi 
na, y cuando se eleva la tEmperatu
ra, y 

iii) los microorganismos aer6bi 
cos del suelo afectan adversamente -
la supetvivencia de los virus, mien
tras que los anaer6bicos no tienen -
efecto. 

EL PROYECTO DE LA REGION DEL DAN, EN 
ISRAEL (EJIWUEL IDEl..CNITQl, RIOlAAD 
TERKEL10UB Af'D MEDY MI OlAI L, 198J) , 

La recarga de aguas subterrá- -
neas con efluentes terciarios, me- -
diante cuencas de distribuci6n, se 
practica en el proyecto de la regi6n 
del Dan, para reuso indirecto del 
agua residual municipal del área me
tropolitana de Tel Aviv (figuras 5.3 

y 5.4). Un programa de moniton<> 
acompaña la operaci6n de recarga a 
gran escala. El ion cloruro es un -
trazador confiable del efluente re
cargado en el acuífero. La ca lid ad -
del efluente (tabla 5.7) se mejora -
swstancialmente a su paso por la za 
na no saturada y por el acuífero de 
piedra arenisca calcárea, particulor 
mente con respecto a: materia or~6ni 
ca, f6sforo, estabilidad química, -
RAS y varios elementos trazas. t<k
más del tratamiento del efluente, la 
recarga de las aguas subterráneas 
proporciona un almacenanicnto es t·:1-
cional y multianual, tiene mórit•1·'. 
econ6micos y psico16gicos, y au:11 .... ;;l ;1 

la confiabilidad del sistana de n··:u 
peraci6n. 

FI LTRACION EN LAS RIBERAS DEL rd 11 H 
(IEINRIOl SONTIEIMER, l!BJ), 

La filtraci6n en la ribcrn "" l 
río se ha usado por muchas d6c;ida,; · 
en el Rhin, en Alanania. Se han c'.I i
minndo por precipitaci6n el hi crrn , 
los fosfatos y metales pesados , 'i.n 
causar obstrucciones en el acuJfi.:•1\) 
(tabla S. 8). Todos los orgánicos son 
removidos hasta en tm 75% por oxida·· 
ci6n biol6gica (tabla 5.9), mientras 
que los nitratos sitvcn como acopla
res de electrones en condicione:..; -
anaer6bicas. Los orgánicos halogenu
dos por su baja biodegradabilidad pe 
netran más fácilmente. Las mejoras · 
en la calidad del río influyen lant" 
en el filtrado de la ribera como "" 
el agua recuperada. Los orgánico,; 
trazas específicos se renueven pobre 
mente cuando su contenido de hal6gl' 
nos es relativamente alto. La fil ll"a 
ci6n en la ribera ha probado ser una 
etapa valiosa en el tratamiento, '/ -
en combinaci6n con filtros de ca rb6n 
activado asegura un agua potable sin 
riesgos. 
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TAll.A 5,7, M:.JJRAS EN LA CALIDAD DEL EFU.EKT'E IEllDAS A LA 
P8lOOLACI~ A TRAVES DE LA ZDMll t«> SAlU!IGA Y Al 
R.WO A 1RNES DEL ACUIFEll>, (Regi6n del Dan, Israel). 

PARAMETRO 

SOLIIXJS SUSPENDllXJS , r!lf!,/1 
DOO, mg/l 
ixp, mg/l 
~. amsunido cono 0 2 , mg/l 
OD, mg/l . 
lcnoní aco caoo N, mg/l 
NITROIE{) 'IUl'AL, mg/l 
RJSRJRO, mg/l 
pH 
ALCALINIDAD romo OICD" mg/l 
SCi>IO, mg/l 
OORO, mg/l 
SELENIO, ~g/l 

EFU.ENTE DE 
RECN!GA 

15 
8 

60 
lZ 
15 

1-5 
7-10 

1 
9.5-10 

130 
180 

0.3-0.5 
6-9 

POZO DE OBSERVACION 
1( 61. * 

o 
< 1 
10 
z 
3 
o 

5-8 
o.oz 
8 

lZO 
25-170 

0.05-0.3 
< 1-Z . 

• Banbcanlo el 100, del efluente ile' recarga. 
Fuente: Idelovitch, 1980. 

TAllA 5,8, RfM:ICJ(fj DE IETALES PESNlOS POR FILTRACI~ EN 
LAS RI llERAS IE. RI O EN a MJCl RHI N (Du¡ SBERG), 

METAL l'fllN 

Zn 180. 
Cu 31.8 
Pb lZ.6 
Ni 9.5 
Cr 7.9 
Sn 4.5 
As 4.2 
O:! z.o 
Se 1.8 
Ag ·"'o. 5 
Hg . 0.3 
Be O.I 

Valores medios para 1975-i8 
Fuente: 'ontheimer, 1980. 

CDNCENTRACION EN µ;/L 
FILTRADO DE LA RIIERA % DE REMICl<Jl 

33. 8Z 
·7 .s 51 
3.2 75 
4.7 51 
o.s 94 
3.6 20 
0.3 93 
o.s 75 
1.6 11 
o.s. o 
o;z . 33 
0.1 o 
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TABIA 5, 9, EFICIEH:IA DE RIMlCION llO ORGNU a>S 1RAZAS JE.. RIO llllH, , 

Cl ORG\NICD DISIELlU 
ao,+ ca.-
c,11.a, 
c,ucr, 
c,a_ 
c,11.ci 
co11-c1, 
c,11,0, 
C1ll2Cl• 
c,11-ocn, 
c,11,0,m. 
Col!& 
c,11.a¡, 

RIO llllN 

99. 
3.4 
0.6 
0.6 
1.5 
2.30 
2.98 
0.33 
0.02 
1.06 
0.37 
0.75 
1.90 

Fucnt:c: Sonthcimer, 1980. 

FILTRACION EN BAHCDS DE ARENA 
EN HOIJIDA (G,J, PIET AN> 
B.C.J. ZOE.TIMAN, l!Bll, 

La recarga artificial de aguas 
superficiales contaminadas, m dunas 
se ha nnl icado · durante períodos de 
~ de 20 años en lblanla (figura -
S.S). 

Los constituyentes químicos del 
agua que afectan su sabor y que tie
nen posibles efectos a largo phzo -
en e1 suelo y en la salud humana, -
son de r.ran interés debido al aumen
to de la contamiruici6n del medio run
biente. 

Aunque la recarga artificial se 
practica duranto Jl<'ríodos de muchos 
mios , en 1 a actualidoo se debe poner 
mayor atenci6n al O)mportamiento de 
los micro contaminantes orgánicos. 

Se reccmienda seleccionar quími 
cos org~nicos específicos o clases -
de qu!'micos tales como compuestos or 
gt!nicos de nitr6geno y de clom, 1111i 
nas aromáticas , éteres clorados y -

FIL~ DE LA RIEERA 

61. 
2.80 
0.45 
0.45 
o.so 
0.09 
1.65 
0.29 
o.oz 
0.06 
0.14 
0.15 
0.10 

% DE IEUX:IOI 

38.4 
17.6 
25.0 
25.0 
66.7 
96.l 
44.6 
12.l 
o. 

94.3 
62.Z 
80.0 
94.7 

solvcnt:es clorados muy volátiles , 
para los estulios en modelos de la 
boratorio o en instalaciones de · 
abastecimiento de agua que apli · 
qucn t:écnicas de infil t:raci6n. 

Existe lUla variedad de roin- • 
puestos que prcxlt.cen olor en el · 
agua. Algunos de ellos afectan atl· 
vcrsamente la calidad del agua, ro 
TO otros podrían contribuir a una 
calidad acorde con la del agua pe· 
t:ablc. Muchos 6teres y 6steres do 
bajo peso t00lecular que se prodU" 
cenen el suelo, podrían contri- · 
buir a este efecto. Ui.s sustancias 
olorosas que deterioran la calidoo 
del agua infiltrada en las ribe- · 
ras, no se remueven f~ci lmente en 
el subsuelo. Esto ha sido demostra 
do por las observaciones en 1 as · 
instalaciones de abastecimiento do 
agua de Zwolle (figuras 5.6 y • 
S. 7). El núnem de clasificaci6n · 
de olor relativamente alto del 
agua del Rhin infiltrada en las rl 
berl!S (figura 5. 7), se debe a la 
presencia de compuestos industria· 
les tales como didoro y tricloro· 
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bencenos , oooocloro y dicloroanili -
nas, 5-cloro-o-toluidina, hexacloro
butadieno y éter bis-(2-cloro isopro 
pilo). Varias de estas substancias -
se detectaron en agua después de la 
infiltraci6n,a concentraciones mayo
res al 1' de su conccntraci6n unbral 
de olor, lo que c:oincidi6 con los in 
fonnes de varios consunidorcs. Es 
evidente que una intrusión de can- -
puestos olorosos está teniendo lugar 
en las instalaciones abastecedoras -
de agua de Zwlle, las cuales utili
zan la infiltraci6n en las riberas -
desde 1952 con IDl3 pi;oducci6n de 
7 .6 x 106 m3 /afto en 1976. IDs pozos 
más cercaoos al río fueron los prime 
ros en ser afectados. 

Las observaciones organolC'Pti
cas de agua infiltrada en las dlD!as 
de l.a Haya (1976) y Holnnda del 
Norte (1966-1970), denostraron que -
se obtiene una reducci6n considera
ble del sabor del ag\ia·del río por -
procesos de pretratamiento como coa
gulaci6n y filtraci6n rápida en are
na. La ozonaci6n antes de la infil
tración tiene un efecto benéfico en 
la calidad organoléptica del agua. 

RECARGA DE /l6UPS SUBTF.RRANEAS Y 
EFECTOS EN LA SALID, EN CALI FORN!A 
DEL SUR (W, GARRISON, M. NELLDR AND 
R. BA!RD, l~)), 

En 1978, se estableció el Estu
dio de Reuso del Agua de los Conda
dos de Orange y Los Angeles, para de 
sarrollar lDl plan regional de reuti
lizaci6n del agua residual generada 
en esta área metropolitana del sur -
de california. así como para evaluar 
los aspectos de salud por la recarga 
de agua subterránea. Durante tres -
años )' medio se ha investigado extm1 
samente el área de la Bahía <le 1"ontebe 
llo del Condado de Los Angeles, debi 
do a que desde 1962 parte de su agua 

subterránea se ha restituido con 
agua recuperada (figura 5.8). Estos 
estudios incluyen caracterizaciones 
químicas y bacterianas de la calidad 
del agua, evaluaciones toxicológicas 
y desarrollo de datos de la pobla- -
ci6n expuesta, así como un estudio -
epidemiol6gico. 

Para aislar grandes cantidades 
de residuos orgánicos para el ensayo 
toxicol6gico, se ha construido un -
nuevf> concentrador de orgánicos tra
zas, capaz de colectar y procesar -
hasta 200 litros de volunen de mues
tra. 

SISTEMAS DE lNFILTRAClON RAP!DA 
(H, B'.lll'IER, r. RICE, J, l..mCE ~ 
R, GILEERT, 1~). 

Los estudios <le infiltraci6n -
rápida en Phoenix han deioostrado que 
la percolaci6n de efluentes secunda
rios a través del suelo y del acuífe 
ro, !Jroduce la canpleta reiooci6n de 
los s6lidos suspendidosJ DB'.l, bacte
rias y ·vfi.rus. La remocion de nitr6ge 
no fue del 65% y la de fósforo del -
94%. Las concentraciones ·residuales 
de carbón orgánico fueron de 3 a 5 -
mg/l, dependiendo del sitio de mues
treo. El agua "renovada" resultante 
es así adecuat'a para la recreación e 
irrigación no restringida, y otros -
prop6si tos. La carga hidráulica fue 
de 60 m/año, .,.,ro debería duplicarse 
a expensas de la remoci6n de ni tr6ge 
no. La recolecci6n del agua renovada 
con pozos, drenes o mediante la in· 
filtración hacia áreas más bajas (fi 
gura 5.9), restringe la porción uti
lizada del acuífero para la renova
ci6n del agua residual, y permite -
darle un tratamiento adicional al -
agua renovada si es necesario. 

El proyecto de Flushing Mea-
dows consiste básicamente de seis 
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CUCllClS de i nfiU:racilfn paralelas • 
•I<' 6.1 x 213 • y sepmwlas 6.1 a (fi 
gur.t 5.10). 1:1 efluente sconlario -
(lodos acti>tidos • sin cloraci6n) de 
la Planta de Trataüento de la Avení 
da 91, fue bmileado a 1m exu-. de 
las cuencas dent:ro de tma esttuctura 
de derrame que wut1ola el acceso -
del agua al otro extJtA> así mm> la 
proftnlidad del agua en la cuenca -
(nomalmente 30 o 15 Cll). 

El suelo de las cuencas amsis
te de arena fina arcillosa de 1 • de 
profumidad situada encilla de capas 
de grava y arena gruesa • El dupcSsi -
to de arcilla cmpieza a la proñnli -
dal de 75 m. las capas de grava y -
arena gruesa follllall m acuífero no 
amfinado con un nivel freático a 
3 m de profundidad. Se instalaron po 
zas de 6 a 9 m de hondo sobre una lÍ 
nea perpcnlirular a las cueiras, pa" 
ra obtener muestras de agua renova
da. Se localizaron pozos entre cada 
par de cuencas y a diferentes pwltos 
fuera del área de las cuencas, a fin 
de estuiiar la calidad del efluente 
después de que ha alcanzado el aruí
fcro debajo de las cuencas, y des- · 
¡ou6s de que se ha movido lateralmen
te fuera de ellas a través del acuí • 
foro. 

DISEib DE U\ OPERACION DE RECARGA 
EN PALD ALTO, CAl..I FORNIA (p, ROBERTS, 
p, MC CARTY, W, RCfolAN, J, SOflEltER, 
AND G, lilPKINS, 1978-l!Bl), 

Se obtuvieron datos de la cali · 
ciad del agua a partir de un estuiio 
de campo en el cual se inyectó agua 
recuperada a wia tasa de 6 l/seg a 
un acuífero en Palo Alto Baylands en 
las márgenes de la bahía de San Fran 
cisco (figura 5.11). Se obsenfiron • 
cambios en la calidad del agua al 
analizar muestras de los pozos a dis 
rancias de 10 a 40 m y en diferentes 

directiCllleS a partir del pmto dl' in 
yecci6n. IDs datos d.,. los cont:ainm 
tes or!Püms tra%11S mostraron cvi· 
deocia dcl retraso de su -iloiento 
en varios grados. presaaibl-..te -
causado por interaa:iCllleS adsortivas 
en el acuífero. IDs C!J!1111E5tos de -
tribal.-tanos mostrann semJes de 
biodegradaci6n. la mncentraci6n to
tal de las smstancias oQlÍnicas. me 
dida a.> ror y IQl, . disairuy6 signi 
ficativallelll:e por biodegradaci6n, pe 
ro el total de hal6gcnos oigwcos -
parece inalterado a su paso por el -
iíaúfem. 

El tilDpO de residencia del -
agua en el aí:uífero antes de alcan
zar in detenainado pozo de obseJVa· 
ci6n (figura 5.12), se calcu16 COlll> 
sigue: el volunen de agua desplazada 
a través de los poros se estill6 por 
integracifu del área arriba de la 
curvti de avance de cloruros (figura 
5.13); el volunen se dividió enton
ces por la tasa pranedio de flujo in 
yectado para estimar el tianpo de re 
sidcncia promedio (figura 5 .14). 

Los compuestos orgánicos difie
ren en el grado de retraso de su mo· 
vimiento a travl!s del acuífero cano 
lo muestra la figura 5.15. Los datos 
de avance para clorofonno, broioofor
JOO y clorobenceno en el pozo PS se -
comparan am los del pozo de inyec
ci6n. El retraso de los canpuestos • 
estuliados se inc1ementa en el orden 

01CI, < rncrnr, = a,crn, < O!Br, < 

< c,tt5cl 

lo cual est~ en concordancia aproxi· 
mada con el orden de elución de es· 
tos compuestos en cromatografía ga
seosa. 

Las características del in· 
fluente son: 

• i6 • 
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-

-
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Finura 5.11. Plano de las instalaciones de recaw.a de 
. aruas subterráneas en Palo Alto l\aylands. 

Firura 5.12. 

Distancia desde el pazo do Inyección 

P7 PG P5 11 523 524 

Ar•na y grava 
Capas 01t1rno1 
di arara y mcllla 
Arena y limo 

Arcillo 

Corte del acuífero y diarrama de los pozos de 
observaci6n en las cercanías del nozo de in
yecci6n 11, corresnondientes al estudio de re
carra de Palo Alto, California. 
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a!1,Ua inyectada. Se obtuvo a partir de las 
mediciones de cloruros, ajustando las cur
vas resultantes ~ara el estudio de Palo 
Al to, California. 
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1. Flujo: 88 m 3 /seg. 
2. flllO, 20 mg/l. 
3. íQ.l, :;o mg/l. · 
4. s61i<los suspendidos, 30 mg/l. 
S. Jmoníaco, 25 mg/1 de Nlh. 
6. Sustancias activas al azul de me

. tileno, SMM, 2 mg/l. 
7. Turbiedad, 30 Jtu. 
8. Bacterias cplifonnes, 1-MP <1000/ 

100 ml. 

Los nivel es de calidad del 
efluente a las 24 horas, valores 
promedio y máximo, son: 

l. DBO, 1.0 y 1.0 mg/l. 
2. DQl, 10.0 y 15.0 mg/1. 
3. SS, 1.0 y 5.0 mg/l. 
4. /maníaco, 2.0 y 5.0 mg/l. 
5. SAMI, 0.1 y 0.2 mg/l. 
6. Turbiedad, o. 3 y o. 5 Jtu. 
7. Colifomes <2.2 y 23 l'MP/100 ml. 

EVALUACION DEL REUSO AGRICOLA DE 
N3UAS RESIDl.W..ES DEL RIO DE LOS 
REMEDIOS, MEXICO (S, AYANEGUl,1984). 

Este estuiio representa un tra
bajo pionero en México, dentro de su 
clase, destinado a profundizar el co 
nacimiento de los problemas involu
crados en el uso de aguas municipa
les residuales para fines agrícolas. 

La ubicación del sitio donde se 
llevó a cabo la experimentación de 
campo se muestra en la figura 5 .16 . 
Como puede observarse, se trata de -
una parte del bonlo de la margen de
recha del río de los Remedios, cerca 
na a la zona industrial de Naucalpan 
en el Estado de México, antes de su 
desembocadura al ·vaso de regulación 
"El Cristo". · 

El alcance del estudio se limi
tó a las actMidades siguientes: 

l. Selección de dos tipos de cultiv!J 
(cebolla y lechuga) para evaluar la 
productividad con distintas calida
des de agua de riego. 

2. Opcraci6n de tma planta piloto pa 
ra el tratamiento primario y biol6gi 
co de las aguas residuales del río -
de los Remedios, así cano evaluaci6n 
d<' la calidad de su efluente. 

3. Disem de un programa estadístico 
de evaluaci6n para canparar los partí 
metros de productividad de los culti 
vos (altura, neso y % de estableci
miento) en función de los tratamien
tos experimentales, calidad del 
agua, variedad de cultivo, y niveles 
de fertilizaci6n. 

4. Se diseñaron, trazaron, construye 
ron y operaron dos series de parce
las experimentales (replicación esta 
dística) con los dos tipos de culti
vo, tres tipos de calidad del agua y 
cuatro niveles de fertilización. 

5. En otra parte se diseñó, constru
yó y operó una zona de infiltraci6n 
rápida, sin crecimiento 'Vegetativo , 
para efectuar comparaciones con las 
parcelas experimentales, operadas a 
regímenes de riego similares. 

6. Se instalaron drenes a 0.6, 1.1 y 
1.5 m de profundidad, para colectar 
y transportar el agua percola<la de 
las parcelas experimentales y zona 
de infiltración rápida. 

7. Se extrajeron muestras de suelo -
en las parcelas y zona de infiltra· 
ción, antes , durante y después de 
efectuados los cultivos y su cose- -
cha. 

R. Se caracteri znron las aguas para 
riego, haciéndose las siguientes ·de
terminaciones:· pH, [)JJO, DQl, Nitr6ge 
no (amoniacal, orgánico, nitritos , 
nitratos y total), 'dureza total, al
calinidad total, fosfato total, s6Ji 
dos (ST, SS, SD y Ssed), iones mayo
res (Na, K, Ca, Mg, Fe), metales pe
sados (CU, Al, Cr y Pb) , CE, colifor 
mes fecales y totales, así como es
treptococos fecales. 
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9. Se regaron las parcelas cxpcrimen 
tales, utilizando láminas d~rie -
de acuerdo a las pJÍcticas · -
cas convencionales que supon an la -
presencia de agua de ~lado aún -
en el dren de colección iMs profun
do. 

10. Se tomaron muestras de ambos cul 
ti vos a varios intervalos de tiempo, 
midiéndose altura de cada muestra y 
analizándose el contenido de metales 
pesados. 

11. Se extrajeron .-iestras de agua -
percolada a las distintas profundida 
des en los drenes colectores, para -
los diferentes intervalos de tiempo. 

12. Se analizaron las variaciones en 
las calidades física, química y bac
teriol6gica de las aguas muestreadas 
a las distintas profundidades y se -
obtuvieron los perfiles de las con
centraciones de dichos parámetros. 

¡ .. 

.. .. , . 
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Cll'ITIID 6. 

l'IFl ffi JE TIWtSroRIE !E CDfflf'IINIWTFS EN B. lru\ SlllTBIWEA. 

En teoría, un lnnbre puede so
brevivir soJ.anente con cinco litros 
de agua por día y algunas veces con 
menos • .Aiin as!, un pranedio de 40 a 
50 litros por ·día se necesita para -
higiene personal y doméstica; más -
agua se requiere para las labores 
agrícolas: m campesino necesita 100 
litros cuando menos; y en áreas in
dustrializadas son requerimientos co 
munes 400 a 500 litros por habitan
te. Para satisfacer estos :increncn
tos drásticos en la demanda de agua, 
constantanente se tienen que explo
tar los recursos hidráulicos existen 
tes y se tienen que briscar nuevas -
fuentes; todos. los recursos disponi -
bles deben ser utilizados y especial 
mente el agua subterránea. 

El agua subterránea generalmen
te ha sido una muy ooena fuente de 
agua potable debido a las propieda
des de purificaci6n de los suelos; -
también se utiliza para irrigación y 
esparcimiento y, donde es escasa el 
agua superficial, para prop6sitos in 
dust riales. En muchas zonas áridas y 
seniiíridas, es la principal fuente -
de agua. Un aru!fcro constituye nor
malmente un depósito natural de agua 
de alta calidad. Pero atmque está -
más protegida que las aguas superfi -
ciales, el agua subterránea parece -
estar sujeta a contaminación mayor , 
fenómeno que puede ser definido as r: 

La contaminación es una modifi
cación cie las propiedades físicas, -

químicas y biológicas del ugua, res
tringiendo o previniendo su uso en 
varias aplicaciones donde nonnnlmen
te tema parte. 

La contaninaci6n del agua subte 
rránca usuahamte pnwiene de cuatro 
orígenes pr~~les: contaminación 
industrial, stica, agrícola y n:1 
tural, cada ma subdividida en tipos 
cxntinuo y accidental. 

1) la contaninaci6n inlustrial 
es acarreada al aaúfero por: 

a) aguas usadas que cont icncn -
canpuestos químicos y elementos tni
zas (tales c:aOO metales, ¡ior ejem- -
plo) o que tienen una alta tcrnperatu 
ra. Igualmente por contaminación ra
dioactiva de plantas at6micas. 

b) infil trnci6n de agua de 11 u
via a través de dep6sitos de dese- -
chos. · 

c) accidentes como el rompimien 
to de una tubería. 

2) la contaminación doméstica -
se lleva al acuífero pór: 

a) infiltraci6n de agua de 11 u
via a través de rellenos sanitarios. 

b) accidentes cano el rompimien 
to de tanques sépticos. 

3) La contaminación agrícola se 
debe al agua de irrigación o de. llu
via que acarrea fertilizantes, mine
rales, sales, herbicidas y pestici-. 
das. 
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4) La contaninaci.cSn natural se 
debe principalmente a la intrusión -
de agua de mar en los acuíferos cos
teros. 

La contaminaci6n bacteriol6gica 
se origina principalmente en los de· 
sechos doméstioos tales <XllllO excre-
mentos y m es objeto de tul 
estudio por separado. 

KlllEl.OS. 13'61 

Un modelo es una herramienta di 
señada para representar la realidad 
en lU1a versi6n simple. A partir de -
esta definici6n, es evidente que to
dos utilizamos los modelos en nues
tra vida diaria. Por ejemplo, tu\ ma
pa de carreteras es lU1a fonna de re
presentar tul arreglo canplejo de ca
mims en una fonna simb6lica, de tal 
manera que es posible ensayar varias 
rutas sobre el mapa, más que inten
tar guiar el autoiiilivil por ensayo y 
error. lht mapa de éarreteras debe -
oonsiderarse tul tipo de modelo (Lehr 
1979) por representar la realidad en 
fonna simple. Similannentc, los mode 
los de agua subterrárea también son 
representaciones de la realidad y si 
se construyen adeOJadamente, pueden 
ser valiosas herramientas de predic
ci6n en la administración de los -
recursos hidráulioos del subsuelo 
Por ejemplo, con el uso de tu\ modelo 
de agua subterránea es posible ensa
yar varios esquemas de administra- -
ci6n y predecir los efectos de cier
tas acciones. Por supuesto, la vali
dez de los pron6sticos dependerá de 
qué tan bien se aproxima el modelo a 
las condiciones de campo: Son esen
ciales buems datos de campo cuando 
se usa el modelo con prop6sitos pre
dictivos. Sin embargo, un intento pa 
ra modelar tul sistema con inadecua
dos datos de campo, también puede -
ser instructivo, ya que servirá para 

identificar aquellas áreas donde
0 

son 
críticos los datos de· campo para el 
éxito del modelo. 

Se han utilizado varios tipos -
de modelos para estudiar los siste
mas de flujo de aguas subterráneas . 
Se pueden dividir en tres categorfas 
principales (Prickett, 1975): mode
los con tanques de arena. modelos -
análogos que incluyen modelos el&:
tricos y de fluidos viscosos, y mode 
los matemáticos, que incluyen los 
analíticos y IUJUéricos. lbl modelo 
am tanques de arena eonsiste de un 
dep6sito lleno con un medio poroso -
ID éOl1!Dnctado a través del cual se 
hace fluir el agua. El principal in
conveniente de los modelos con tnn
ques de arena es el problema de rcdu 
cir la escala de la si tunci6n de crun 
po a las dimensiones o.le un modelo de 
laboratorio. 

e.orno veremos des pué:; , td flujo 
del agui subterránea se ·puede dcscri 
bir con ecuaciones di fer en~ i :i les oh
tcnidas a partir de los prim.:i.pio,; -
físicos básicos. Otro~ procc~sos, tn
lcs como el flujo Ue corriente el C.c
trica a través de un medio ue resis
tencias , o el flujo de calor li t ra
vés de un s61ido, tmnbi6n operan ba
jo principios físicos s.úni.lan:;. l 11 

otras palabras, estos sistOTJas :;on -
análogos al sistema de ngua,; ,;11111.e
rráneas. Los modelos c16ctr.icn', cpn
sisten de tableros alai11b1·aJos C(1n r'--' 
des el1ktricas de resis Lores r capa 
cítores. La similittrl matantítica dt· 
la ley de Da rey y la ky de Ol•n, _i1i;; 

tífica que los cambios en el volr:ijl" 
en el modelo eléctrico ,;cun antílogo:; 
a los cambios en las cargas hidd11i i 
cas subterr!ineas. Una desvento i" ,1<, 
estos modelos es que crK.la lDlO ;;t· di · 
seña para lD1 sistema acu(fcro úni<-u. 
Cuan!o se desea csttLl iar un acuf fe ro 
diferente, se debe const1Liir tm me.le 
lo eléctrico ccmpletmnente nuevo. 
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lh llOdelo matmticx> consiste -
de tm juego de eaJaciones diferencia 
les que gobiernan el flujo del agua 
subtcrr&nea. Se han utilizado desde 
1800. Simpre se deben hacer suposi
ciones sillplificatorias pana coru;- -
truirlos debido a que las situacio
nes de canpo son d~!:'1~';'81'1i01-
das para si.rularse te. Mu
chas soluciooes anaiíticas requieren 
que el medio sea hmogérieo e is6tro
po. Tratar con situacimes más rea
les requiere resolver con aproxima
ciones los modelos 1111tmfiticos , usan 
do técnicas minéricas, yá sea de di -
ferencias finitas o de elemento fini 
to (figura 6.1). 

PROCESOS DE TRANSl'aITE,(11) 

El punto de partida en el desa
rrollo de ecuaciones diferenciales -
que describan el transporte de solu
tos en materiales porosos, es consi -
derar el flujo de los salutes hacia 
adentro y hacia afuera de un volunen 
elemental fijo en la regi6n de flu
jo. Una expresión de consérvaci6n de 
la masa para este volunen elanental, 
es: 

'

tasa neta del 
cambio de ma = 
sa de salute 

flujo de sa
lute hacia 
adentro 

1 

flujo de so-¡ 
luto hacia 
afuera 

p6rdidas o ganan 
cias de masa de 

± so luto debidas a 
reacciones 

·Los procesos físicos que centro 
lan el flujo hacia adentro y hacia -
afuera del volunen elanental, son la 
advecci6n (algunos autores emplean -
el ténnino de convecci6n) y la dis
persi6n hidrodinámica. Las p6rdidas 
o ganancias de masa de salute dentro 

del volta.!ll elellental pueden ocu- -
rrir CXlllJO resultado de reacciones 
qufaicas, bioquímicas o de decai- -
lliento radioactivo. 

La advccci6n es el componente 
del llDVilliento del salute, atribui -
do al trasporte por el flujo de 
agua. La tasa de transporte es 
igual a la velocidad lineal prome
dio del agua subterranea u, dome 
u = u/+, siendo u la descarga espe
cífica y + la porosidad. El proceso 
de dispersi6n hidrodiMmica ocurre 
caoo resultado del mezclado mecfini
co y de la difusi6n molecular. 

Las descripciones mat"'1láticas 
de la dispersi6n se limitan actual -
mente a materiales que son is6tro
pos respecto a las propiedades dis
persivas del medio. La ecuaci6n di -
fcrencial principal que describo> e 1 
transporte de constituyentes rcacti 
vos disueltos m medios porosos sa -
turados e is6tropos, se conoce como 
ecuaci6n de advecci6n-dispersi6n. 

COOSTllUYENTES OOJlEACTIVOS EN 
MEDIO H'.MJGEtEO, lill 

La forma unidimensional de la 
ecuaci6n de advccci6n-dispersi6n pa 
ra constituyentes disueltos no rene 
tivos en materiales is6tropos, hamo 
géneos y saturados, y én conlicio
nes de estado estacionario con flu-
jo uniforme, es: ·, 

ac _ a'c - ac 
at - 01. w - 0 1. ai:. 

donde l. es la coordenada curvilínea 
cuya di recci6n se tana a lo largo -
de una línea de corriente, u es la 
velocidad lineal promedio del agua 
subterránea, DI. es el coeficiente -
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de dispersi6n hidmdin!i.i ca en la di. 
recci6n Iongittdinal (és decir, a lo 
largo del recorrido de flujo). y e -
es la cnnccntl'llci6n de soluto. t.os 
ef cctos de Jas reacciones qufaicas , 
transfol'Jll3ciones biol6gicas y decai
miento radioactivo no se incluyen en 
esta follll3 de la ecuaci6n de trans
porte. 

El coeficiente de dispcrsi6n hi 
drodinámica se puede expresar en tér 
minos de dos canponentes: 

D =a"ü+D* l l • [ce. 6.2] 

donde ªf es una propiedad caracterís 
ti ca de medio poroso conocida COllD 
dispersividad dináoica, o simplemen
te dispersividad [L], y D* es el coe 
ficiente de difusi6n J11Jlecular ~ara 
el soluto en el medio poroso [L /rl. 
La relaci6n entre D* y el roeficien
te ele difusi6n para especies de solu 
to en agua, se describe en el capítu 
lo 4. Alguoos autores han indicadó -
que una fonna más exacta del compo
nente mecániro del coeficiente de -
dispersi6n, es a\111, donde m es una 

ams tante detenninada empíricamente 
entre 1 y 2. Los estulios de labora
torio indican que para prop6si tos -
prácticos , m puede igualarse a la -
unidad para materiales geol6gicos -
granulares. 

' El experimento clásico mostrado 
en la figura 6.2, es wia de las for
mas más directas de ilustrar el sig
nificado físico de la versi6n unidi -
mens ional de la ecuaci6n de advec- -
ci6n-dispersi6n. Las o:indiciones de 
frontera representadas por la fun- -
ci6n constante de entrada, se descri 
ben matemáticamente cano: ... , 

) 
C (t ,O) = O t ~ O 
C(O ,t) = Co t ~ O 
cc~,tJ=o t~o 

Para estas amdiciones de fron
tera, la soluci6n d<' la ecuacim 6.1 
para un aedio poroso tomgéneo y sa
turado, es (ll¡pta, 1970): 

e = l[fcrc(1-üt l + expr~1)fcrc(1+u1: )] r. m;t 'U 1 UD,."i 
[ec. 6.3] 

donde fcrc representa la ftmci 6n 
error canplancntaria , tabulada en el 
Anexo l; 1. es la distancia a lo lar
go del recorrido de flujo, y ü es la 
velocidad lineal proncdio del agua. 

lkla de las características del 
proceso dispersivo es que causa la -
distribuci6n del so luto, si existe -
la oporttmidod, en direcciones trans 
versales al recorrido do flujo, así 
caoo en las longitulinales. Esto se 
ilustra csquonáticruncnte para un cam 
po bidimensional de flujo oorizontal 
en la figura 6. 3 (a). En esta caja -
experimental de ·arena, un trazador -
no reactivo se intro.luce continuamen 
te en la regi6n de flujo unifonne. La 
dispersi6n en este daninio bidimen
sional de flujo, se ilustra de mane
ra diferente por el experimento mo~ 
trado en la figura 6. 3 (b) , en la -
cual el trazador se introduce como -
una fuente puntual instantánea (es -
decir, como un disparo de trazador) 
en el régimen de flujo unifonne. 

Las expresiones lllli<limcnsiona
les para el transporte de constitu
yentes disueltos, como la ecuación -
6.1, son 6tiles en la interpretación 
de colunruis exnerimcntales de labora 
torio, pero soñ de alcance limitado 
en el análisis de problemas de campo 
debido a que la dispersi6n ocurre en 
direcciones transversales como longi 
tulinales. C:Omo ejemplo de la solu
ción de la ecuaci6n de advecci6n-dis 
persi6n tridimensional siguien~e: 
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l \Cil ·-(d) 
Dispersi6n lonri tudinal de un trazador oue nasa a través . de tma 
colunna de medio noroso. (a) Colunna con flujo estacionario y 
SlU!linistro continuo de~ trazador desnués del tit'lllno t 0 •. (b) En
trada del trazador sc¡n¡n la funci6n constante. (c) Concentra
ci6n relativa del trazador a la salida de la columna. (d) Per
fil de concentraci6n del trazador en la columna a diversos 
tiemoos. 
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~,Flujo !-l~ifor~e 

Pipura 6.3. 
.:.:•: ··.~:c:·:.oe¡ (b) 

Distribuci6n de un. trazador en una re¡:ti6n de flujo unifomc 
bidimensional de arcnn is6trona. (a) Alimcntaci6n continua 
del trazador con la condici6n inicial de funci6n constante. 
(b) Fuente puntual instantánea. 
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ac .a2c + a•c . a•c 
. at = . IDx ax' Dy ar + Dz azrl 

- ~ ~e + ü 1f + ü 1!!1 x .x y ay z az 

[ec. 6.4] 

se seguirá la aproxhnaci6n descrita 
por Bactsle (1969). C.Ons idérese co
mo en la figura 6. 3 (b), que el' con
~aminante se origil\a ron una descarga 
mstantánen de tma fuente puntual en 
x=O, y=O, z=O. Entonces, la masa de 
cont1111inante se acarrea fuera de la 
fuente por transporte en tma regi6n 
de flujo unifonnc en estado estacio
nario, con movimiento en la dircc- -
ci6n x en un medio is6tropo y homogé 
neo. C.Onfomc se transporta la masa 
de contaminante a trav6s del sistana 
de flujo, la distribuci6n de la con
ccntraci6n del contaminante en el -
t ianpo t, está dada por: 

C(x,y,z,t) = 

= ::-~;-';M-;;:::;;:::;;;:: cxp(-4XD
2

t...;t..,._t 4ft) 
B(nt)'·',IJíx°;>z X •Uyé z 

[ce. 6.5) 

donde M es la masa de contaminante -
introducido en la fuente puntual, -
D , D y Dz son los coeficientes de 
dfspefsi6n en las direcciones x y z 

X Y . ' ' ' y , , y Z son las distancias en -
las direcciones x,y,z desde el cen
t ro de gravedad de la masa de conta
minante, l..a posici6n del centro de -
grav:Jad de esta masa en el tianpo t 
se situará a lo largo del recorrido 
ele flujo en la direcci6n x, en las 
coordenadas (Xr, Yt•-zt), donde -
Yt ,:: Zt = O, y Xt = ut = ut/~, sien
do u la velocidad lineal promooio u 
la descarga específica y ~ la po~si 
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dad. En la ecuaci6n 6.S, X = x - üt, 
y e y. y z = z. ne acuerdo con la -
ecuaci6n 6.5, parece que la concen
traci6n máxima se localiza en el cen 
tto de gravedad de la nube contami
nante, donde X=O, Y=O, Z=O. La masa 
de contaminante introducida en la -
fuente puntual es igual a e o V o, don
de Co es la concentraci6n inicial y 

V. . es el volumen inicial. f:n la fonnu 
laci6n matanAtica de las condiciones 
iniciales, la entrada de contaminan
te ocurre en un punto y por lo tanto 
tiene masa pero no volumen. En la -
prá'ctica, sin embargo, esto se cxpre 
sa por la cantidad CoV o. 

A partir de la ecuaci6n 6. 5 se 
obtiene que la concentraci6n máxima 
que ocurre en el centro de ·gravedad 
de la nube contaminante, está dada -
por: 

cmax = :-:~c:':.~Y:•':::::::;;:: 
8 (nt) 1 

• ',ID)(Dybz 
[t:c. 6. 6) 

La zona que contiene el 9~. 7% -
de la masa de contmnante está des
crita por el elipsoide con dimensio
nes, medidas desde el centro de ma
sa , de 3cr = l2Dxf, 3cr = /2Dv t -
3~z = 12ñ~t, donde a er la de~vÍa- -
ción estái\dar de la distribuci6n de 
la ·concentraci6n. 

CONSTITUYENTES 00 REACTIVOS EN 
MEDIO HETEROGENEQ,llll 

Si no fuera por el efecto de la 
heterogeneidad de los materiales geo 
16gicos naturales, el problema de la 
P;eciicci6n y detecci~n del comporta
miento de los contaminantes en siste 
mas de flujo de agua subterránea se 
r! a fácilmente resuelto. ' 



rara ilustnir el efecto en los 
patrones de transpoTte de las hctero 
gcncidadcs m estratos simples, se -
utilizara la sea:.ión tnmsv'l!rsal ,Je 
la rcgifu de flujo de la figura -
6.4 (a). Sup6ngase que el flujo del 
agua subterclnca ocurre en estado es 
tacionario a través de la secci6n -
transversal y que la región de flujo 
es is6t:ropa ron respecto a la coniuc 
tividad hidrilica. Manás existe -
una zona de entrada de contaminante 
en la sección, lo que consti tuyc un 
área de recarga del sistena. En si
tuaciones de campo, esto sería rcprc 
sentado por infiltraci6n a través de 
lagunas de desechos, rellenos sanita 
r ios , o cualquier otra fuente super
ficial o cercana a la superficie. Las 
figuras 6.4 (b), (c), (d) y (e) mues 
tran los patrones de transporte de -
contmninante que ocurrirán con va
rias ronfiguraciones hipotéticas· de 
la estratigrafía. Se supone que el -
contaminante nó es reactivo y que el 
efecto de la dispersi6n es desprecia 
ble. Las líneas de rorriente que mar 
can los lúni tes de los patrones de -
migraci6n del contaninante, se obtu
vieron resolVlicndo la forma bidimen
sional de la ecuaci6n de flujo del -
agua subterrfutea en.estado estaciona 
río (ecuaci6n 3.12), mediante el mé
todo del elemento finito (capítulo -
7) en la manera descrita por Pickens 
y Lennox (1976). 

Aproximadamente todos los estu 
dios de dispersi6n reportados en la 
literatura han involucrado materia
les arenosos relativamente homog6- -
neos bajo o:mdiciones controladas de 
laboratorio. Estos estudios indican 
que la 'dispersividad de estos mate
riales es pequeña. Los valores de -
dispersividad longitudinal están en 
el rango de 0.1 a 10 11111, mientras 
que los de dispersividad trans~rsa 1 

mlJIUlboente son menores por m fac
tor ,¡., S a 20. rPolJchos inv<'stig:üores 
han couclui<lo que los wl<>ros <ll' Jm; 
dispersividaJes longitulinal y trans 
versal en sistonas de campo, son sig 
nificativamente mayores que los valo 
res obtenidos en experimentos de la
boratorio, en materiales honl>géncos 
o con heterogeneidades simples_ Valo 
res de dis;JCrsividad longitulinal -
tan grandes ccooo 100 m y de dispersi 
·~idad lateral de 50 m, se han utili
zado en estulios de simulaci6n mate
mática de la migraci6n de grandes -
plunas de contaninantes en acuíferos 
arenosos (Pinder, 1973; Konikm< anl 
Brcdehoeft, 1974; Robertson, 1974). 

Para ilustrar el efecto de gran 
des dispershlidades en la migración 
de contmiinantes en un sistema hipo
tético de flujo de aguas subterrá- -
neas, se usará la secci6n transver
sal de una regi6n de flujo similar a 
la mostrada en la figura 6.4 (a) y -
(b). La figura 6. 5 muestra el efecto 
de la dispersividad en la distribu
ci6n de la pluma cont<1111inante que -
emana de una fuente ubicada en el 
rirea de recarga del sistema. J\llllquc 
la secci6n transversal de la figura 
6.5 es homogénea, ·se supone que las 
dispersividadcs del sistema son gran 
des como resultado de heterogeneida
des de pequeña escala. Con los ·valo
res asignados de dispersividad, se 
pueden simular los patrones de dis
tribuci6n de contaminante, utilizan
do la aproximaci6n por elemento fini 
to de la ecuaci6n de transporte ex
presada en forma bidimensional para 
un medio is6tropo, heterogéneo y sa-
turado: · 

ac _ a (D ac J + -~- ac ) at - as t ias t ast CDtast -

[ec. 6. 7) 
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Fipura 6.4. Efecto de los estratos en los recorridos de flujo, en sis
temas de apuas subterráneas. (a) Condiciones de frontera. 
(b) Caso h01110rénco. (e) Ca'la íínica de alta conductividad. 
(d) Dos estratos de baja conductividad. (e) Dos estratos 
de alta conductividml. 
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. ·.Tiempo CÍe ho.~spor1e = 15 años, 
flignersión de tm containin.nnte~i~n un sistc~a de. npuas ·sub
terráneas. Porosidad del 30%. Conductidclad Pidráulica 
de 0.5 l'l/día. Contornos de concentraci6n a .C/C0 = 0.9, 
n.1, o.s, o.3y o.i.. _ 91 _ . · 



do11Lle s1 y >'t son las direcciones -
de l:ts Hncas de corriente del agw¡ 
subterranca y las perpeJXliculares a 
ellas, respectivanente. El modelo de 
elcmento finito usado para obtener -
las distribuciones de contaminantes 
de la figura 6.5, fue descrito por -
Pickens y Lennox (1976). 

TRANSPORTE DE CONSTITlNENTES 
REACTIVOS, [11) 

los cambios en la conccntraci6n 
pueden orurri r por las reacciones 
químicas que tienen lugar dentro de 
la fase acuosa por completo, o por -
la transferencia de soluto hacia o 
desde otras fases , tales como la ma
triz s6lida del medio poroso, o la -
fase gaseosa en la zona no saturada. 
Las nunerosas reacciones químicas y 
bioquímicas que pueden alterar las 
concentraciones de contmninantcs en 
los sistcmas de flujo de aguas subte 
i-ráneas, se pueden agrupar en seis -
categorías: reacciones de adsorci6n
desorci6n, ácido-básicas, de solu- -
ci6n-precipitaci6n; de oxidaci6n-re
ducci6n, de acomplejaci6n o aparea
miento de iones, y de síntesis celu
lar microbiana. Los contaminantes ra 
dioactivos son influidos por el de· 
caimiento radioactivo además de los 
procesos no radiogénicos. En la si
guiente discusi6n se harñ énfasis en 
la adsorci6n como el mecanismo alte
rador de la concentraci6n. 

Para un medio homog6neo y satu
rado con flujo en estado estaciona
rio, la fonna unidimensional de la -
ccuaci6n de advccci6n-dispersi6n se 
expresa de una manera que incluya la 
influencia de la adsorci6n: 

<C a'c - ac + E.h as 
;t = Di,~1 2 - ' 11 TI ~ at 

[ce. 6. 8] 

•lond<> Pb es lu dcnshlml global del -
medio poroso, ~ es la porosidad, y S 
es la masa de constituyente qufutico 
adsorbido en la parte s61ida del me
dio poroso por unidad de masa de s6-
lido, 3S/at representa la tasa a la 
cual se adsorbe el constituyente 
[MM!'], y (Pb/~)(as/at) representa -
el cambio causado en la concentra- -
ci6n en el fluido por la adsorci6n o 
desorci6n: 

Se ha visto que las reacciones 
de adsorci6n para los contaminantes 
de las aguas subterráneas, normalmen 
te son muy rápidas en relaci6n con -
la velocidad de flujo. La cantidad -
de contaminante que se adsorbe en -
los s61idos (es decir, el grado de -
adsorci6n) comfunente es funci6n de 
la concentraci6n en soluci6n, S=f (C) 
por lo que: 

as _ as ac 
- at - ac at 

. y de aquí que: 

[ce. 6. 9] 

en las cuales, el ténnino aS/aC re
presenta la partici6n del contaminan 
te entre los s61 idós )' ln soluci6n. 

Los resultados de los cxperimcn 
tos de adsorci6n com6nncnte se grafi 
can en papel logarítmico. Para espe
cies de soluto a bajas o moderadas • 
concentraciones, se obtienen rclacio 
nes gráficas lineales en amplios ran 
gos de conccntraci6n. Esta condici6n 
se expresa como: 
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log s = b log e + Jog ~. 

que es equivalente a: 

[ec. 6.10) 

doRle S es Ja ...sa de especies de so 
luto adsorbidas o precipitadas sobre 
los s6lidos por wüdad de masa glo
bal seca de medio poroso, e es Ja -
conccntraci6n de so luto• ~ y b son 
coeficientes que dcpcJXlen ae las es
pecies de soluto, naturaleza del me
dio poroso y otras amliciones del -
sistana. La ecuaci.6n 6.10 se conoce 
caoo Isotenna de Prcumlich. Para -
una isotenna lineal, con b=l en la 
ecuaci6n 6.10, se tiene que: 

dS _ "· CIC - .. a [ec. 6.11) 

donde K,i se conoce caoo coeficiente 
de distribuci6n. 

La transferencia por adsorci6n 
u otros procesos químicos, de masa -
de contaminante desde el agua hacia 
la parte s61ida del medio poroso, 
mientras ocurre el flujo, causa que 
la tasa de avance del frente contami 
nante disminuya. Para ilustrar este 
concepto, considérese que se agregan 
dos trazadores al agua que pasa a -
trav6s de la colunna de la figura -
6. 2 (a). Un trazador ro se adsorbe y 
por lo tanto se mueve con el agua. El 
otro trazador sufre adsorci6n y con
fonne atraviesa la coltJllllll, parte de 
su masa se retiene en el medio poro
so. Los dos trazadores se agregan • 
sirnul ttínct:uncnte al agua, en la en
trada de la colunna, de acuerdo con 
la función de ingreso constante mos
trada en la figura 6. 2 (b). O>nforme 
ocurre el transporte, los dos traza
dores se distribuyen en la colunna, 
en la fonna irdicada por la figura • 
b.6. 

Para casos en los cuales la par 
tici6n del ront=aioontc se describe 
a<ft>aedtr etc por el meficiente de 
distribuci6r e es decir. adsorci6n ra 
pida y revetsible CIJJl isotema 1i - -
ncal). el retraso del frente con res 
pecto a la msa de agua, se describe 
por la expresi6n: 

u p~ 

- = 1 + =·"· - ... ª ' 
ºc 

[ec. 6.12) 

donde u es la velocidad lineal prone 
dio del agua sd>terránea, y u es la 
velocidad del pulto C/C0 =0.5 ~el pcr 
fil de concentraciones del constitu
yente retardado. La ecuación 6.12 se 
conoce com:!miente cano ecuación de -
retardaci6n. El térmim 1 + (P\JN) l\i 
se denomina factor de retardao6n. El 
recíproco del factor anterior se co
noce caoo velocidad relativa \uc/u). 

Para dep6sitos granulares no -
consolidados, la porosidad expresada 
como fracci6n varfa can6nncnte den· 
tro del rango de 0.2 a 0.4. La dcnsi 
dad promedio de los minerales que -
constituyen a los dep6si tos consoli
dados , aproximadamente es 2. 65. El 
rango de las densidades globales de 
masa, Pb• que corresponle al rango • 
anterior de porosidad, es 1.6 a 2.1 
g/cn'. Para estos rangos de porosi
dad y densidad global, los valores -
de Pbl~ varían de 4 a 10 g/an'. Por 
lo tanto , una aproximaci6il de la 
ecuación 6.12 es: · 

(1 + 4 lid) a (1 + 10 K,¡) 

Los coeficientes de distribu· -
ci6n para solutos,reactivos varían -
desde cero hasta .. 10'ml/g o ·más. 'De.
acuerdo con .1a, ex¡)resi6n anterior pa 
ra la velocidad relativa, parece que 
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, Firura 6.6. Avance de los solutos adsorhiclos y no adsorbidos en una 

colll"Jla de materiales porosos. Las entradas de soluto 
son a la conccntraci6n C0 para ti~s mayores de cero. 
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l'i¡rurn 6. 7. Efecto del coeficiente de distribución en el retraso del con
UWlinante durante su transoorte en un sistema de aguas subte
rráneas. Porosidad de 0.3. Conductfridad hidráulica de 0.5 !'1/rl. 
a1 = 10 m. a2 = O. 5 m. Contornos de concentraci6n a C/C0 = o. 9, 
0.7, 0.5, 0.3 y 0.1. 
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si ·x.i = 1 ml/g el punto del 50\ de 
la concentraciÓn de soluto se retra
sara respecto al flujo global del -
agua subterránea por wi factor entre 
5 y 11. Para valores de I<,¡ mayores a 
1, e 1 so luto pennanecerá esencialmen 
te im6vil. 

Para ilustrar adicionalmente el 
efecto de la partici6n líquido- fase 
s6lida, se usará la secci6n transver 
sal de la regi6n de flujo.de las fi
guras 6.4 y 6.5. El patron de conta
minaci6n causado por el ingreso de -
agua con especies contaninantes con 
diferentes coeficientes de distribu
ci6n, se muestra en la figura 6. 7 
Estos resultados fueron obtenidos 
por Pickens y Lennox (1973) usanlo -
el m6todo del elanento finito en la 
ecuaci 6n de transporte con el t6nni
no de reacci6n descrito por la ecua
ci6n 6. 9. 

SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL 
DE DISPERSION LDNGITWINAL EN MEDIO 
POROSO (A, ':GATA NfJ R,B, BANKS, 
1961)' 

La mayoría de los investigado
res han usado la transfonnaci6n de 
coordenadas (x - ut) para resolver -
la ecuaci6n de dispersi6n de IDl flui 
do que se mueve en medio poroso. Ade 
mis el uso de las rondicionés de -
frontera C = O a X = m, y C = Co a 
x = -m para t > O conduce a distribu 
ciones de concentraci6n que resultan 

·simétricas. Este estu!io present6 -
una soluci6n de la ecuaci6n diferen
cial sin usar esta transfonnaci6n pa 
ra obtener una distribuci6n asimétri 
ca de la concentraci6n. Se dC11Dstr6 
que la soluci6n se aproxima a la ob
tenida con coridiciones de frontera -
simétricas, siempre que el coeficien 
te de dispcrsi6n D sea pequeño y no 
se considere la regi6n cercana a la 

fuente. 

El problana específico conside
rado es el de un medio semi infinito 
que tiene una fuente plana en X e 0. 
La ccuaci6n gobernante es la 6.1 es
crita en ténninos de x en vez de t. 

Inicialmente, en el medio tiene 
lugar el flujo saturado de soluci6n 
de roncentraci6n C = O. Así, l3s con 
diciones de frontera apropiadas son: 

C(O ,t) = C0 
C(x,O) = O 
C(m,t) = O 

; t ~ o 
; X ~ 0 

t ~o 

La soluci6n analítica es simi
lar a la ecuaci6n 6.3. 

METODO Nll'IERI ro PARA ESTIMAR a 
FLUJO SIMlL TANEO DE N3UA Y SAL.ES 
EN Sl.ELDS 00 SAllJRAOOS (E, BRESLER 
ANl R,J, HANKS, 1$9), 

En este estudio se prcscnt6 un 
método para estimar la distribuci6n 
dé un soluto no adsorbido en el sue 
lo, en respuesta a diversas conli
ciones de huncdad. Esencialmente, -
el modelo es una combinaci6n de un 
método numérico desarrollado previa 
mente por Hanks et al. (1969) para 
la predicci6n del flujo de agua en 
suelos no saturados, y de un modelo 
de distribuci6n de sales descrito -
por Bresler (1967). El Último mode
lo se moclific6 para calcular la con 
rontraci6n de las sales en funci6n 
del tiempo y de la profundidad. Se 
utilizaron datos experimentales dis 
ponibles para probar la aplicabili
dad del método. 

Considérese el flujo 1D1idimcn
sional de lDl salute que no interac
ciona con el suelo. I.a tasa de flu
jo en cualquier punto dado, en la -
direcci6n del flujo, está dada por: 
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ac - 1 = 1- Dp ax + uOC + S X ' 

'! '! [ce. 6.13) 

'Jonde Q es la cantidad de soluto 
transferido por tmidad de &rea, t es 
el tiempo, JJ,., es el meficiente de · 
dispersi6n cl'cctiva de soluto. e es 
la conccntraci6n de soluto, x es la 
Jistancia en lá direcci6n del flujo, 
ü es la velocidad praoedio de la so· 
luci6n, e es el contenido volunGtri· 
co de agua , y s es la tasa de cambio 
de soluto con el tümpo, por unidoo 
de &rea, debida a fuentes o sunide· 
ros. 

Para los problenas tratados en 
este estudio, la difusi6n contribuye 
muy poco en comparaci6n.:_con el flujo 
viscoso ( Dp[ac¡ax] « uec ) y no -
existen fuentes ni sunideros. La 
ecuaci6n 6.13 se reduce a: 

[ ~ lx = [ uoc lx [ec. 6.14) 

La tasa de acunulaci6n de solu· 
to en un volunen de suelo de área • 
unitaria, con frontera superior fija 
en x = O, y una longitud x = L, es: 

¡W' = [ ÜOC lx=O • [ ÜBC lx=L 

[ec. 6.15] 

donde 
. L 

' Q' = J C(x)•B(x) dx 
.• ' o ' ' 
e~'' la cantidad aé:unuladá d~ ~oluto. 

. El modelo se .. resol~i6 utilizan· 
"do el m6todo, _de diferencias finitas.;.·' 

TRAHSfORJE Sll'lJ.TMBl lE AGUA Y 
a.attRlS DlJIAlllE lA l IFILlRACllli 
(C. KIRDA. D.R. HIEi.SEN NE J,W. 
BIGGM, 1!173). 

Se estudi6 el desplaz""imto de 
los cloruros durante la infiltraci6n 
utilizanlo coluanas de suelo para -
dos casos: distribuci6n inicial de -
cloruros en la superficie del suelo, 
y mezcla inicial de cloruros con el 
suelo. 

Consid.Srese una colunna de sue· 
lo tmifonncmcnte anpacada con un con 
tenido inicial de agua 80. Cuando es 
te contenido se incranenta repcntim 
mente a Bs en la superficie del sui;
lo y se mantiene constante, se apli
can las siguientes condiciones ini
cial y de frontera: 

o = ºs 

e = ºº 
x=O;t>O 

x>O;t=O 

La ecuaci6n que describe el 
proceso de infiltraci6n es: 

ae a ae ·!!ill [ 16) if = ax [D (e) .axl - ax • ec. 6. 

en dome e es el contenido volum6tri 
co de agua en el suelo (cm 3 /cm 3), X 

es la distancia (cm) medida positiva 
mente hacia abajo, K(B) es la cooouc 
tividad hidráulica (cm/min), y D(9) 
es la difusividad de agua del suelo 
(cm 2/min). Los -víilores de conductivi 
dad hidráulica se calcularon usando 
la relaci6n: 

· · '· de 
·. K(9) = D(a) ¡¡¡¡ [ce. G. 17) 

donde de/dh es la pendiente de la • 
curva-característica.del suelo suni· 
nistrada como infonnaci6n inicial • 
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j 1.mto ex>n los mi.lores de difusivida:l 
del agua, para la solución maoérica. 

La ecuación •midi!M'nSional de -
dcsplazmniento miscible aplicable a 
transporte de solutos, en amdicio
ncs de flujo transitorio de agua, -
es: 

[ec. 6.18) 

donde C es la concentraci6n del solu 
to en soluci6n (meq/an 3) D es el 
coeficiente de difusi6n ~pa~nte del 
soluto (cm2/min) considerado constan 
te, y A está dada por: 

[ec. 6.19) 

siendo q el flujo de agua de Darcy -
(on/min). 

las siguientes condiciones ini
cial y de frontera se usaron para -
describir los experimentos en donde 
los cloruros se distribuyeron origi
nalmente sobre la superficie del sue 
lo: 

e= Cs X= 0 o < t :; t 0 

0 ac . - s63X + qC = o X = 0 t > t, 

e = o X > d(t) t > o 
e = o X > 0 ; t = o 

Aquí to es el tienpo requerido 
para'la aplicaci6n completa de los 
cloruros sobre lá superficie del sue 
lo, Cs es la concentraci6n superfi
cial constante hasta alcanzar t 0 y 
d(t) es la profundidad del frent~ de 
la soluci6n desplazante. 

Para obtener una soluci6n esta
ble de la expresi6n en diferencias -· 

finitas de la ewaci6n 6.16, se debe 
cuiplir la siguiente anl.ici6n: 

s l . 

Para el caso de la ecuaci6n 
6.18, los criterios de estabilidad -
para los incrementos en espacio y -
tispo, rospectivanente son: 

y At <~ , 

donde Jmax es el valor máximo de 
para un ciclo de cálculo; 

TRANSPORTE Sll4.l.TAIEO DE AGUA Y 
SOUITOS EN <DMJICIOtES DE FLWO 
TRANSITORIO tfJ SATIJlAIJO 
(E, BRESLER, 1973), 

A 

La difusi6n de soluto m 1m 
cuerpo unifonne de agua se describe 
mac~sc6picanente por la primera ley 
de Fick. En los suelos, el coeficien 
te de difusi6n D es mmor que el -
coeficiente equi~.alente Do para 1m 
cuerpo de agua. furter et al. (1960) 
Y Kanper and van Schaik (1966) denos 
traron que para prop6sitos prácticos 
el coeficiente de difusi6n en un sis 
tena arcilla-agua es independiente -
de la concentraci6n de sales y depcn 
de 6nicamente del contenido de agua. 
La relaci6n funcional entre Dp y e 
de acuerdo con Kenper and van Schaik 
es del tipo: 

Dp(e) = Doa·ebe , [ec. 6.20) 

donde e es el contenido volunótrico 
de agua, mientras que a y b son cons 
tantes enpíricas caracter!Sticas del 
suelo. 

Para muchos suelos estudiados 
por Olsen and Kemper (1968), · b fue -
igual a 10 y.!!. vari6 de o. 001-a 
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o. 005, dependierdo del área grnnu
lnr • del suelo en cuesti6n (arcilla 
a barro arenoso). 

En general, la difusi6n molc01-
las tiene lugar jtmto con él trans
porte ronvectivo, el cual debe tener 
en cuenta la velocidad pnxnedio del 
flujo y la dispersi6n mecánica o hi
drodinánica. !Ds solutos se transpor 
tan por convecci6n a la velocidad -
promedio de la soluci6n, y adonás se 
dispersan alrededor dé la pos ici6n -
media de 1 frente. Se ha donostrado -
que, en condiciones saturadas y de -
flujo estacionario, el coeficiente -
de dispersi6n mecánica D¡, es propor
cional a la primera potencia de la 
velocidad pranedio del flujo (Ogata, 
1970) : 

ll¡¡(u) = Alul [ec. 6.21] 

donde u, en en/seg, es la velocidad 
intersticial promedio del flujo, y 
A, en en , es una constante experimcn 
tal que depende de las caractcr!sti -
cas del medio poroso. 

En suelos agr!rolas, los cam- -
bios en el rontenido de agua debidos 
a la infil traci6n, redistribuci6n, -
evaporaci6n y transpiraci6n, traen -
ronsigo el movimiento simultáneo de 
las sales y el agua. El flujo en es
tado estacionario raras veces ocurre 
en o>ndiciones naturales. Una expre
si6n matemática para rondiciones 
transitorias y unidimensionales, se 
obtiene a partir de la consideraci6n 
de la continuidad: 

-ª--CQ • ec) = -ª--cocu,eJª~ -at. . az az 

.lls9. + s 
az ' 

(ec. 6.22] 

· • donde Q es la concentraci6n. local, -
positiva o negativa, de s.óluto en la 
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fase "adsorl>ida", meq/an' de suelo¡ 
C es la roncentraci6n en la fuse de 
soluci6n, meq/an' de soluci6n de sue 
lo¡ S es la tasa de cualquier fuente 
o stmidero de o>nsuno, precipi taci6n 
o di soluci6n de sales; D es el coefi 
ciente cxxnbinado de difusi6n-disper
si6n, an2/scg, igual a D¡,(u) + D0 (e) 
y q es el flujo volunétrio> de la so 
luci6n, cm' /cm>seg. 

la ecuaci6n de o>ntinuidad para 
el flujo vertical unidimensional de 
agua en un suelo no saturado, es: 

~=-19. 
at az [ce. 6. 23] 

Aquí, el flujo volun6trio> de 
agua está dado por la ecuaci6n de 
Darcy: 

q = ue= - K(6) ah 
az [ec. 6.24] 

doooc K(e) es la o>oouctividad hi- -
dráulica del suelo (una funci6n de -
O) , y h es la carga hidráulica, que 
es la suna de la carga debida a la -
prcsi6n p y la carga debida a la gra 
vedad; La e01aci6n 6. 24 considera al 
gradiente hidráulico COJ1JJ la <inica -
fuerza causante del flujo del ·agua . 
Observe que se ha supuesto una rela
ci6n 6nica entre K y e en la ecua- -
ci6n 6. 24. Esta consideraci6n es ra
zonablemente buena sionpre que la -
concentraci6n total de electr6litos 
sea mayor que la Cinin expresada por 
la ecuaci6n de Quirk (1971): 

Na+ 
r.

1
.n = 0.56 -=-- + 0.6 , 

-.n cea 2•> º·' 
· [eé:. 6.2s1 

doooe Cinin es el niv~l mí~ de -
electr61itos totales (en·meq/l de so 
luci6n de suelo) requerido para pre
venir una disminuci6n apreciable de 
la permeabilidad del suelo. 

• 

• 



KllELACION DE LOS CMBIOS EN EL 
FUlJO Y EN LA CALllllO QUIHICA 
EN t.W SISTIMA AOJIFml-RIAIHEUI 
(L, l«>NI IOI NIJ J, l!REllBllEFT, 
W4>. 

De acucnlo con Pinler y Brede
hoeft (1968) , Pin!er (1970) , y Brede 
hoeft y Pinder (1973) , la eruaci6n -
diferencial que describe el flujo bi 
dimensional no estacionario de un -
fluido h:Jmogénco aimpresible en un 
acu!fero anis6tropo y heterogéneo, -
es similar a la eaiaci.6n 3. 39, que -
en notaci6n tensorial se eortvierte -
en: 

:¡ rr ah ) ax- ij 3i(. 
l J 

ah ( 
m s at + w x,y ,t) • 

[ec. 6. 26] 

doooe Tij es el tensor de transmisi
vidades, L2/f; h es la carga hidráu
lica, L; S es el coeficiente de alma 
cenamiento (adimcnsional); t es el -
tienpo, T; y W es el flujo volun6tri 
co por unidoo de área, Lfr. En el -
sistana acu!fero-corriente de agua , 
que se estudi6, el témtino de flujo 
puede representar el banbeo o la re
carga del aruífero, o pénlidas o ga
nancias de la corriente de agua. Así 
W(x,y ,t) se jJ.Jcde expresar cano: 

W(x,y ,t) = Q(x,y) + ~ (lly. - h), 

[ec. 6. 27] 

donde Q es la descarga o recarga, -
L/f; Kz es la cooouctividad hidráuli 
ca vertical del suelo aebajo de la -
corriente de agua, L/f; m es el espe 
sor del suelo debajo de la eorriente 
con unidades de L, y Hr es la carga 
hidráulica del río, L. , , '. · ,. 

Si se considera que' no .ócurre -
reacci6n química, entre el agua y los 
materiáles del·aaíífero'o del·suelo, 
que afecten la concentraci6n de s61i 

f',i!'.. 

dos disueltos, la eoiaci6n que des
cribe el transporte de aasa y la dis 
persi6n de los ainsti tuymtes qufmi
ais disueltos en el medio poroso sa
turalo, se puede escribir COllO: 

aC _ a (O aC ) _ a (u¡C) _ W· 
at - iiX- ij iiX- ax1• 1. 

l. J 

[ec. 6.28] 

donde e es la aincentraci6n de los -
s61idos disueltos, M/L'; Djj es el 
coeficiente de dispersi6n mdrodiná
mica, L2 /f, y Wi es el flujo másico 
de una fuente o sunidero, M/L3T. 

El coeficiente de dispersi6n hi 
drodinl!mica es un tensor de segun;lo 
rango. Scheidegger (1961) expresa la 
relaci6n entre el coeficiente de dis 
persi6n, la velocidad del fluido y -
la naturaleza del sistana poroso, co 
IOO: 

Dij = ªijmn ~ , [ec. 6. 29] 

doooe aijmn es la dispersividad del 
medio poroso, L; L\n y "n son los com 
ponentes de la veloc:idad en las di -
recciones m y n, L/T; y Jul es la -
magnitud de la velocidad, L/f. Tam
bién danostr6 que para un medio poro 
so 'is6tropo, el tensor de dis¡jersivi 
dad es se puede definir por dos canpo 
nentes. Estos son las dispersivida
des longitudinal a1 y transversal a2 
del medio. F.stas se relacionan con -
los coeficientes de dispersi6n longi 
tulinal y transversal por: 

[ec. 6.30] 

[ec. 6. 31] 

· respectivrnnente, En este cstulio se 
considero que las dispersividades -
longitudinal y transversal se rela-
cfonaban:por: ' . , ' 

[ec. 6. 32] · 

- 99 -



SOLUCION ANALITICA DE LA EQJACION 
DE TRANSPORTE DE SOWTOS REACTIVOS 
A TRAVES DEL SIJEl.D (H,M, SELIM 
AtV R,S, f'WlSEl.L 1976), 

En condiciones de flujo en es ta 
do estacionario, el transporte de so 
lutos a través del suelo está gober
nado por la ecuaci6n cnnvectiva-dis
persiva, que se escribe así: 

as + ~ = oD a2 C _ ac Q 
'1i'I' "aT ";iX1" "3i( -

[ce. 6. 33] 

donde C es la concentraci6n del solu 
to en la soluci6n del suelo (µg/on') 
r e es el contenido de agua del suo· 

. lo (an'/an'); Ds es el coeficiente • 
·.de dispersión hldrodinmnica (on2fhr) 
y u es la velocidad de Darcy del -
agua (on/hr); Ses la cantidad de so 

; luto adsorbido por unidad de volunen 
de suelo (µg/on'); Q es la tasa de 

pérdidas o ganancias de soluto por 
, ._. . . unidad de volunen de suelo (µg/on 'h) 

y T es el tiempo (hr); X es la longi 
tud de suelo (on). El ténnim Q es 
una fuente o sunidero que representa 
la producci6n (q negativa) o la remo 
ci6n (Q positiva) irreversibles de · 
soluto en la soluci6n del suelo. !JJs 
procesos de adsorci6n o intercmnbio 
representados por aShT se suponen • 
reversibles. 

Un flujo continuo de soluto en 
·la· superficie, se puede expresar co· 
mo: 

donde e;, es la concentraci6n de solu 
to en la soluci6n aplicada (supuesta 
constan te) y T1 ·es el ti<mpo de apli 
caci6n de esta soluci6n 1 después del 
cual se alimenta solucion libre de 
soluto. 

Se supone que existe \Dla rela
ción de equilibrio entre s y e tal -
que: 

_as = k ac 
aT P aT 

[ec. 6.34] 

donde k es el coeficiente de distri
bución (an'/g), que se puede obtener 
de las isotennas de adsorci6n; y p -
es la densidad global del súelo -
(g/an•). Memás, el ténnino de fuen
te-sunidero se relaciona cnn la con
centraci6n en la fonna: 

- e Q-z,. [ec. 6.35] 

dome < es la tasa constante de la -
fuente·sunidero, y Co es la roncen· 
traci6n de soluto en la soluci6n • -
aplicáda. 

C.Onsidérense los siguientes can 
bios de variable: 

R, = 1 + (pk/o) 

R, = &/BCo 

va = u/o 

. x,= X/L 

uC - aDs ~ = uC 0 ; X =O, T >O t =.~0T/R1L ' 
... ··,! ' ·''-' 1 '' - • ,. 

mientras que una entrada tipo impuh ¡: ,c,=."Cc:c;)(Cci.-c,J·,, 
so-¡cano: · .,;,"1,,:;::; ;;_'. .:·~, . ~! ,,. .. ' ·1- >-~:: 

· a= D5 /uoL:··-';·; ·.i/1 . 

. , :.:·.A .. R,L/uo; .·,.; ,-.• .,, 
._. ''·.-- '' •f1:""'"''~ ; ''. .,.·._·" ,·.,",' ,. --

; · Ii) (R,L/~~J cé:;/cci~cú1 : •· 
,-,~, ,_.: 

.. 
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a= 1/2a 

b=-(A+lu) 

t: 1 = T iuo/RtL • 

Utilizanlo las cnndiciones de -
frontera para la entrada tipo illpul
so e· flujo pist6n) presentadas en -
la página anterior. así mm la si -
gµicnte cnndici6n inicial: 

C=<;; O <X <L ,T=O 

dome C. es la c:onamtraci6n inicial 
de soluto a lo largo de la cnlllllll'1 -
de suelo, ruya longitul es L, se ob
tiene la sigµiente soluci6n analíti
ca para t :; t1: 

c(x,t) = exp(ax+bt) •texp(-a1iu2t) • 
l 

• xOm,xHa:>J·b)- 1 Ü(~.t) lt=o· 

•[(a~-b) + B - B exp(a'i.2t·bt)]. 

[ec. 6.~] 

Para t > t 1> la soluci6n es: 

c(x,t) = exp(ax+bt) •texp(-a)m2t) • 
1 

•x('m,x)(a~-b)- 1 ·1Ü('in•t) lt=o· 

•[(a~-b) + B - B exp(a>in2t-bt)] -

. - ,xf>in,x) lx=oCo(C:i-Co)- 1exp(a~t-bt) 

+ )((lq¡,x) lx=oCo(Cj_-Co)-1. 

[ec. 6. 37] 

siendo R1 el factor de retardaci6n -
· del soluto y u0 la velocidad del -
· agua dentro de los poros, así como: 

xC~,x) = /f[>n,cos(l:,,,x)+a sen(\.X)] 

~+a2 + 2a 

[ec, 6. 38] 
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Ü(l.,t) lt=O -

• .izc21.a)[(l~ + a'JI~+ a' + iar1 

[ce. 6.39) 

X(\,,X) lx=O = lfl.tC1i! + a2 + za)! 

[ec. 6.40) 

Los eigcn valores correspoolien 
tes \, (m = 1,2,3, ••• ) son las raí
ces positivlas de la ecuaci6n trascen 
\lenta}: 

21 a tan A =- )lt _ 
3

1 [ec. 6.41) 

En este estl.llio se danostr6 que 
la entrada contirua de soluto en 
X • O es wi caso especial del proble 
ma de entrada tipo impulso que se re 
solvi6 antes, ya que se pueden can
biar las corrliciones de frontera pre 
sentadas en la página anterior, de -
Wl caso por el otro, o simplemente -
hacerse T1 muy grarrle. También se de 
mostr6 que la soluci6n analítica pa· 
ra T s T1 para el problema de flujo 
tipo pist6n es también la soluci6n • 
para el problema de flujo contiml> • 
En ambos casos, la corrlici6n de fron 
tera para el extrano inferior de la 
colunna de suelo, es: 

ac/aX = O ; X = L ; T > O • 

DISTRIBUCIONES DEL 2,4-0 Y DEL fJGJA 
EN EL SLELO, DLRANTE LA INFILTRACION 
Y LA REDISTRIBUCION (H,M, SELIM, 
R.S, MANSELL AUJ A. EUEFTl'HY, 
1976). 

La ecuaci6n unidimensional para 
el flujo transitorio del agua en sue 
los no saturados , es: 

[ec. 6.42] 



.!onde t denota el tieop> (hr); :: la 
distancia vertical en el suelo (cm), 
positiva hacia abajo; e el amtcnido 
vol..titrico de agua en el suelo -
(ai' /ai'); D(e) la difusividad del 
agua en el suelo (cnZ/hr), y K(e) la 
conductividad hldriulica (m/hr). La 
ccuaci6n conespondiente que gobier
na el transporte tmidimensional y 
transitorio de solutos a trav6s del 
suelo, se puede escribir caoo: 

a(S+eC) = L(o D 'u'.a§ - .ilif1 
at az s'u'az az 

[ec. 6.43) 

donde C es la concentraci6n de solu
to en la soluci6n del suelo (mg/cm3 ) 

y S la cantidad de soluto adsorbido 
por la matriz del suelo por unidad 
de voluncn de suelo (mg/cm'); u es 
el flujo de agua de Darcy (an/hr) ; 
D~ (ü) es el coeficiente de disper- -
s16ri- del soluto (cm2 /hr). El arreglo 
de la ecuaci6n 6. 43 conduce a: 

!. as + ac = 0 r.;\ a2c _ A ~ 
e at at s'º'W az 

[ce. 6.44) 

donde: 

A= _ol[u o C"'~ - eaDs(u)l 
s º'az az 

[ec. 6.45] 

Usando las isoteI111as de adsor
ci6n para evaluar el ténnino cinéti
co de sorci6n aS/at ··, la ecuaci6n -
6.44 se simplifica as~:. 

ac =.u a2c _ A. ac 
· at W az [ce. 6.46] 

donde: . 

Jj = Ds (U) /R(C) 

X= A/RCC) 

R(C) = 1.0 + pk(C)/o , 

siendo p la densidad global del suc 
lo (g/cm'), k(C) la función de dis
tribucilín del soluto (cm' /g) dcduci 
da a partir de las isoteJ'llos de ad
sorci6n, y R(C) el factor de retar
daci6n. 

Utilizando las condiciones ini 
dales y de frontera apropiadas, -
las ecuaciones 6.42 y 6.46 se resol 
vieron por el método de diferencias 
finitas. 

~PORTE !E SOUITTlS REACTIVOS A 
TRAVES !E SlELOS !E VARIAS CN'AS 
(H,M, 5alH, J,M, IIAVIDSOI AND 
r.s.c, RAO, l!l77l, 

La ecuaci6n convectiva-disper
siva gobernante del transporte del 
soluto en el estrato i-ésimo, se -
puede expresar como: 

[ec. 6.•17) 

donde C es la concentraci6n de solu 
to en la soluci6n del suelo -
(µg/cm 3

); S la cantidad de soluto -
adsorbido por la matriz de suelo -
(µg/g); P l~ densidad global del -
suelo (g/cm ); e el contenido volu
métrico de agua en el suelo 
(an3/cm3

); Del coeficiente de dis
persión del salute (cm2/hr), q la -
velocidad de Darcy del agua en el -
suelo (cm/hr); Q una fuente (o sumi 
dero) debida a interacciones irre
ver_sibles del soluto (µg/cm'hr); x 
la_ distancia a partir de la superfi 
cic del suelo (cm), y t el tiempo -
(hr). 
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Se usaron t:res relaciones para 
describir el t~ rcvcrsihle de 
adsorc i6n 't'>/ at, úe la ecuaci6n 
b.47. 

Primero se asuni6 UIUI <1ilsorci6n 
linea 1 entre S y e tal que: 

S= kC [ec. 6.-18] 

donde k es el coeficiente de distri· 
buci6n (en' /g). El factor de retarda 
ci6n R obtenido es: 

R = 1 +. ~k [ec. 6.49] 

En segundo lugar se consider6 -
una adsorci6n no lineal : 

[ec. 6.50] 
ijl_l' . ' 

donde n < l. Similannente se obtiene 
el factor. de ret:ardaci6n: . 

il = '¡ + ~ ncn-1 [ec. 6.51J 

. Finalmente ~e ·consider6 lllla ad· 
. sorci6n lineal con. cin6tica de pri-
mer orden: · · 

finitas. 

l'IJDEU\CICW "-'TEMl\TICA IE LA 
INFILTRACIOO EN EL SLELO DE /IGJA 
CCWTAMINADA Wl FOSFalO (y, 
ta/OTNY, H. TRAN, V. SIMSl!Wl AND 
G, OESTERS, 1978), 

Matemáticamente se han propues
to varias descripciones del equili
brio de adsorci6n (isotennas), sien
do las más canunes la de Langnui r y 
la de Freundlich. a modelo de Lang
Dllir es válido para la adsorci6n en 
una capa, y fue expresada por Weber 
en la fonna: 

[ce. 6.54] 

donde Qº en µg/g es la adsorci6n má
xima a una temperatura dada, y b es 
una constante relacionada con la en
talpía neta de adsorci6n (1/mg o 
ml/mg). 

' ~. -. as . 
,- = ko[kC - S] [ce. 6.52] 

La isoterma de Frelllldlich es 
i'itil cuando el término de energía b 
de la isoterma de Langmuir varía en 
funcifm de la magnitud de la cobertu 
ra de superficie, S. La ecuación de 

.. ,: 

•t ' • 1 

donde ko es el coeficiente cinético 
de dcsorci6n de so luto (hr 1) • 

· · Frelllldlich tiene la forma general: 

s = kcl/n [ec, 6,55] 

Adcm5s, el téiinino '~~ sumideros donde K y n son constantes. 
" Q de la ecuaci6n 6.4.7 .se. expres6 co· 
. mo: · .- ·.;:. ,:-:.i :j .: "''~·;¡, ·;,·ir::·,::,i"' ,_';'·,i:·· ·: J..a,combinaci6n·dc,.variables más 

,r,, 1.:L-· ···(°':.·:.' !·;. r;·¡ ·-'.·'.··..,a ·_;Jsatisfactoria;encontrada por los au-
.Q =me.. "', ; ,, .. Jec. 5;53)..: ! tares.para cuantificar. las·adsorcio-

. " ... , . ,. .;,nesrniáximas. (Qº),. se describe por -
.donde mes.el coeficiente ,de rapidez;;.' la·1siguiente1ccuaci6n•de·rcgresi6n -

o (lir;~l).., '. .. , :. · para 'Valores' de pW deli suelo menores 
de 7 .O: .... ('< ', :: • • • " j ' . ' ' 

· ' · .. ; · El ¡irocedimiento usado para re· 
;_solver la el:uaci6n 6.47 junto con · 

,.:.sus' ccindiciones inicial y de fronte· 
". 'ra. fue la técnica de aproximaci6n • 

· , explícita-implícita de diferencias 

·~.-

o• = -3.47 + 1i.6o:·~, io·Ptl~ + 
+ 10. 66 x (% de arcilla) +. 
+ 49.52 x (%de e orgánicoi. 

·· ~[ce. 6;:.61 
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1:1 coeficiente de correlaci6n núlti • 
ple para esta eelacim fue r = o.so. 

l'a ra m pH ·· 7 : 

Qº·=.207.09 - 73,327 X 10-pH + 
· + 2.81 x (\ de arcilla).+ 
+ 78.25 x (' de e orgáilico). 

[ce. 6.57) 

IJ1 coeficiente de correlaci6n nrulti
p le para esta relación fue r = O. 63. 

El valor de la constante b se -
detcnnin6 con: 

b = 0.061 + 169,832 X 10-pfl + 
+ 0.027 x (t de arcilla) + 
+ 0.76 x (\de e orglÚrlco). 

[ce. 6. 58) 

El valor de r para esta relaci6n fue 
de 0.54. 

Se supuso un modelo de adsor- -
ci6n de primer orden para represen
tar una aproximaci6n razonable del 
proceso: 

~ = k(Se • S) 

donde: 
_ QºbC 

Se-~ 

[ec. 6.59) 

siendo S la cantidad de contaminante 
adsorbido, y k el coeficiente de ad· 
sorci6n estimado en 0.12 hr-1 por Ry 
den et al. (1972). Enfield discuti6 
dos modelos.cinéticos.simplificados, 
descritos por las ecuaciones: 

dS _ = - a(kC - S) 
UL , 

y: 
,¡·,_( 

dS _ cbsc ut - a 

[ec. 6.60] 

[ec. 6.61) 

donde C es la concentraci6n de la so 
luci6n en equilibrio, y a, k, a, b, 
y e son constantes estadísticas. 

1RANSroUE DE SOLUTOS REACTIVOS 
lllllANTE EL R.WO TRANSITOOIO lE.. AGUA 
EN SI.El.OS M.LTIESlRATIFICAOOS Y NO 
SAllRAIJOS (H,M, SELIM, 1978). 

Para flujo unidimensional en un 
peffil de suelo no saturado de va- • 
rias capas, la ecuaci6n de flujo del 
agua (en el estrato i) es: 

30i = .!_¡K. ahi) . 3Kj 
at az iaz az [ce. 6.62] 

válida en el rango O< z < L·, sien
do e el contenido de agua deÍ suelo 
(an3/an3

), h la carga hidráulica en 
el suelo debida a la presi6n (cm), -
K = K(h) la conductividad hidráulica 
(cn/hr), t el tiempo (hr) y z la · 
distancia (en). La ccuaci6n corres· 
pondiente para el transporte transi· 
torio unidimensional de soluto a tra 
vés del suelo, os similar a la ecua· 
ci6n 6.47. 

Las relaciones de e(h) y K(h), 
usadas en este estudio, fueron las -
propuestas por Gardner. (1958) : 

e(h) = os/11 + (-h/a)b] [ce. 6.63) 

K[h) = Ks cxp(ah) [ce. 6.64] .-. -' 

· donde e y Ks son el contenido de • 
agua y ia conductividad hidráulica • 
en el suelo saturado, rcspectivamcn· 
te. Los valores elegidos para es, Ks 
y las constantes arbitrarias a, b y 

·a fueron O.SS, 0.5, 1000;· 0.5 y O.OS 
para la capa de arcilla; así como 
0.4, 1.0, 300, 1.0 y 0.03 para la ca 

. pa de barro o arcilla plástica, res· 
pe'ctivainente. Para la capa de arena, 
los valores de ªs• a y b fueron 0.3S 
SO y O. 75. La relación de K(h) csco· 
gida para' este estrato fue la de Se· 
lim, Mansell y Elzeftawy (1976): 
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K(h) = exp[Y + a log e], [ce. 6.65] 

donde los valores de las constan tes 
arbitrarias y y B, fueron 12.14 y 
7.93, rcspectiv811Cllte. Las densida
des globales del suelo fueron 1. 25 , 
1.4 y 1.6 g/an' para la arcilla, el 
barro y la arena, respectivamente. 

Los mecanismos usados para des
cribir el ténnino de adsorci6n rever 
sible de soluto 3S/3t de la ceuaci6n 
6.47, fueron las reacciones de equi
librio lineal y no lineal, así como 
la cinética de primer orden para ca
da estrato del suelo. La reacci6n pa 
ra el 6ltimo caso fue: 

Pi% = ka OC - k,¡ PS [ce. 6.66] 

donde k,, y k,¡ (Giddings, 1965) son 
los cocticientes de rapidez de adsor 
ci6n y desorci6n (h- 1

), respectiva
mente. 

!.os procesos irreversibles (ta 
les como precipitación o transfonna 
ción quÍmica) representados por el 
ténnino de sumidero Q en la ecua- -
ci6n 6.47, se consideraron desde el 
punto de vista de la cinética de -
primer orden: 

[ec. 6.67] 

se COIL~idcr6 la soluci6n 110r difcrcn 
cins finitn.~. -

Se supuso que era aplicable el 
modelo de intercambio c.,ti6nico re
versible de lliester and Vernuclen -
(1952) <!00 hace uso de la rcacci6n: 

kc 
e + B.S kiiª + c.s [ce. 6.68] 

para representar el sistema monova
lente/monovalente en el cual C es la 
concentraci6n del catión en soluci6n 
que se incorpora al suelo; B.S es la 
concentraci6n del cati6n intercambia 
ble que se desprende; C.S es la con
centración de intercambio del cati6n 
que se ineorpora; B es la conccntra
ci6n en soluci6n del cati6n que se -
desprende; kc es el coeficiente de -
intercambio para el catión e. y k¡¡ -
para el cati6n B. Suponiendo que el 
intercambio i6nico está controlado -
por la ley de acción de masas, se -
tiene que: 

a(itS) = kc C(B.S) - ks B(C.S) • 

[ec. 6.69] 

siendo t el tiempo. 

donde ~ es el coeficiente de rapi
dez (h- ) de la remoci6n irreversi
ble de soluto de la solución del -
suelo, 

. . Para simplificar .el modelo de -
transporte se.consider6.·la 'fuerza ió 
niéa, constante y tinifonnc;';además de i 

. , ;9~e ~::;1 1~;;?~-~~~'.'1~d~~;~1.é?J'rica: 

TRANSPORTE DE CATIONES EN REACTORES 
DE SUELO (A, ~, B, MC MAi-iON, 
R, CHU AND F, WNlG, 198'.l). 

Se desarroll6 un modelo de in
tercambio cati6nii:o junto con un mo 
delo de transporte a través de un -
reactor de lechos empacados. Luego 

t¡\_-~_,.·1r ._,._, .• !"'" , 1 ,-:1~\ B + C ·="-A·='- constante¡.' . .,, ,_;,..• 

·: _ •· ·,; '":; .. ,,,,•·n ,f1 r'.t,,;,_., .. ' __ 
durante. todo .. un·. experimento espcdfi 

. co, en"donde'A 'es 'la é:onccnhación -
de aniones. Además se suiiúSo constan 
te la.capacidad de, .intercambio catió. .-nico:·-' ~--"--' .. .,_ ... ¡ · ~"· ' - -

' \ ... , •-,¡ "" i ; -. 
, _ · · ·Para· describir: el' transporte de 
cationes a''.trav6s' del' 'reaci:or se us6 
un modcl'o' dc'.flujo-dfspersi6n, que -
para un lecho inicialmentc)ibre de 
C y con una entrada constante, es: 

JOS -



OC'+ E. a(C.S) ,;. D ~ _ V~ 
at+at ax ax 

CCll: 

C(x,O) = O, 

C(O,t) = Ca, 

C(m,t) = O , 

[ec. 6.70) 

siendo D el coeficiente de disper- -
si6n, V la velocidad del agua dentro 
de los poros ,P la densidad global -

· del suelo y t su porosidad. 

Debido a la naturaleza no 1i - -
neal de la ccuaci6n 6.69 se obtuvo -
tma soluci6n ~rica por el método 
de diferencias finitas, de acuerdo -
con el procedimiento de Crank-Nickol 
son, en el cual para asegurar su con 
vergencia, se estableci6 el criterio 
siguiente: 

·'t* < Vt - iYQ 
siendo t* = Vt/1, Q = B.S + C.S, y 
~ la profundidad del reactor. 

f'ODELO <XJMBINAOO DE lRANSPORTE DE 
SPUS Y EQUILIBRIO QIJIMICO PARA 
SUELOS CALCAREOS Y Ql.E CONTIENEN 
YESO (C,W, ROBBINS, R,J, WAGENCI' 
IWD J ,J, JLRINAJ(, l!XlQ), 

El modelo de precipitaci6n quí
mica usado en este esttdio, supone -
que: 

1) El suelo contiene cal. 

2) El suelo está suficientemen
te amortiguado, tal que el pH es 
constante en cada intervalo de pro
fundidad, pero puede variar con la -
misma. · 

3) La soluci6n del suelo en ca
da intervalo de profundidad es m -
sisi- abierto al CDz, gobernado -
por el PI del suelo. 

lh "sistcnn abierto" significa 
que el CD2 puede entrar (por las raí 
ces o por la materia orgáiüca en des 
c:mposici6n) o salir (por el lllCIVÍ- -
miento del agua o el aire en el sue
lo) del sistema, y no significa que 
exista m equilibrio con el 002 at
mosf6rico. La constante KtJ de la ley 
de Henry para el 002 se supuso inde
pendiente de la temperatura y de la 
conccntraci6n de sales. 

La conductividad eléctrica de -
la soluci6n del suelo (CE , en 
nrnho/cm)se calcul6 a partir de las 
concentraciones i6nicas individuales 
(Me Neal et al. , 1970). A su vez la 
fuerza i6nica de la soluci6n (I, en 
moles/litro) se calcul6 a partir de 
la CE (Griffin and Jurinak, 1973), -
mientras que los coeficientes de ac
tividad de los iones mono y divalen
tes (Y1 y y,) a partir de ln rela- -
ci6n de Davies (StUllll and i.t>rgan, 
1960). 

La presi6n parcial del C02 
(Pro,) para cada profundidad se cal
cul6 a partir del pH y de los datos 
del· (Ca) usando expresiones termodi
námicas estmdares (aquí los parénte 
sis denotan actividades). · 

Utilizando las constantes apro
piadas, se calcul6 (CO,) y ~ICO,) a 
partir de los valores de (H) y Pro 
(Robbins, 1979). 2 

Los p~res i6nicos Caro, 0 d 
CaHCO, + , CaQH+ , CaS04 o , MgCXJ3 , -

MgHCXJ, + , MgOfl+ , t :gso. 0 , Nas:>, - y -
Na0J3· fueron evaluados para los c~l 
culos de lns actividades i6nicas, -
ilustrlindose como ejemplo la correc
ci6n de los pares i6nicos para (Ca). 
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J.a ccnccntracifu analítica to
tal de Ca en solucifu, c:a.¡., ,;e defi
ne cano: 

Car = ea'+ + CaJID,+ + eaa1• -+ 

+ f.aCD1 o + Ca.50111 o 

dmdc las unidades de amccntraci6n 
son moles/litro_ 

l.a substituci6n adeainda y el -
rearreglo de la expresi6n anterior -
conduce a: 

(Ca) = Car • [ .!_ + ~ + 
Y2 1H)KU.Y2 

+ (H) lál, n +~ + 

+ <fJ;l 1 [ce- 6.71) 

donde Kdi :cprescnta la constante de 
estabilidad adecuada para 111 par i6-
nico dado y Kw = (00) (H) • Se usaron 
expresiones similares para (Mg) , 
(Na) y eso.) [Robbins, 1979J. 

Utilizando los valores corregi -
dos de (Ca) y (00 3) 6 (SO,), <lSÍ co
mo el producto de solubilidad apro
piado (Kps) , se calcu16 la cantidad 
de sal ligeramente soluble que <lehe 
añadirse o removerse de la so1uci6n 
para alcanzar el equilibrio entre el 
sistema y la fase s61ida const:ituida 
por eaco, y caso, .2f120. 

CALCULOS DE INTERCAMBIO CATIONI CO 
EN Ltl ffiDELO DE TRANSPORTE DE SALES 
Cc.w. ROBBJNS, J,J, JlJHNAK ANO 
R,J, WAGENET, 1900), 

Las reacciones de intercambio -
cati6nico se pueden describir por -
una de dos maneras. l.a convencí 6n -
de Vanselow designa la carga ani6ni -

c-n Je- intcn::11nbio COllO -1, y los c:n· 
t imcs rcaccionantes mcdinntl"' c.int i -
dadcs molares. ¡., rcaccifu de intcr
Clllbio se representa cam>: 

n M\, + m N"+ = n M""" + m NXn 

[ec. 6.72) 

donde M y N son los cationes metili 
cos con cargas de -+m y +n, respccti -
vamente. La convcnci6n de Gapcn re
presenta los cationes rcaccionantes 
mediante sus equivalente, y tana la 
forma: 

nm Mi + m N"+ = n M""" + nn N1 mx nx 

[ec. 6. 73) 

Dividiendo ambos lados de la 
ecuaci6n 6. 72 por nm, y usando tma 
notaci6n ligeramente diferente, la 
ecuaci6n se convierte en: 

1 n+ 1 .m+ xl + - N - xl + - M ,(ce. 6.74] 
.!M n N m 
m ñ' 

manteniéndose todavía la carga de -1 
para X. Debe reconocerse que (l/m)JIP+ 
6 (1/n)NR+ no existen a escala mole
cular (para m > 1 y n > 1); sin em
bargo, a macrocscala esta forma es -
termodinámicamente equivalente, pero 
de mayor utilidad, en la modelaci6n 
de sistemas multicati6nicos. 

La ecuaci6n 6. 74. se puede eva
luar con al relai:i6n de e,quilibrio: 

- xl/n N crl"+) l/m , , 

K - Xl/m M (Nl17.1/lt:, ¡ [ec. G. 75) 
........ ,,. .. ,., - 'Í' 

donde K es el coeficiente· de >:clccti 
vidad. · 

La subrutina desarrol l ml:i pura 
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l'Ste estulio considera que la capa
ci<lad de intercamio cati6nico 
(CIC) es constante para tm suelo de 
terminado, independiente del pi!, ti 
po y conccntraci6n de iones, que la 
soluci6n del suelo es tna "soluci6n 
verdadera" donde las actividades ca 
ti6nicas no son afectadas por la -
presencia de superficies cargadas y 
que el intercambio cati6nico es un 
proceso reversible. la subrutina no 
considera intercambio ani6nico y -
además supone que la suna de catio
nes intercambiables es igual a CIC. 
Esto es: · 

CIC = X!ca + xlMg + ~a + XK 

[ce. 6. 76] 

donde X!C;t• XlMi?• XNa y XK son los 
cationes lllterclfrnbiables (mcq/100 
gramos) para el estudio realizado. 

los coeficientes de selectivi
dad K1 hasta K¡¡ para el equilibrio 
entre los cationes en soluci6n y -
los cationes intercambiables, se de 
finen como: 

¡ 

Kl = 
(Ca) X¡~ 

l (Mg) Xlca 
[ec. 6.77] 

K = 
(Na) Xlca 

2 l (Ca) XNa 
[ec. 6. 78] 

K3 = 
(K) X lea. 

ccai 1 xK. 
[ec. 6. 79] 

K4 = 
(K) X!Mg 

l . (Mg) XK 
[ce. 6.80] 

K = (Na) XlMg 

5 (Mg)l ~ 

(Na) XK 

(K) ~a 

[ce. 6.81) 

[ec. 6.82] 

las actividades cati6nicas usa
das en las ecuaciones anteriores se 
corrigen por el efecto de la füerza 
i6nica y del apareamiento de iones, 
en la subrutina química (Robbins et 
al., 1980). 

la ecuaci6n para calcular X!ea 
se desarrolla reescribiendo las -
ecuaciones 6.77, 6.78 y 6.79 en tér
minos de XjMi?, XNa y XK y substitu· 
yéndolas en Ja ccuaci6n 6.76. Facto
rizando X!ea y rearreglando la ecua· 
ci6n resultante, se obtiene: 

x1ea = ere 

+ c3 +11 
(Ca) K3 

[ec. 6.83] 

Por este mismo procedimiento se 
·obtienen las ecuaciones equivalentes 
para calcular X!Mg• XNa Y XK. 

Las cuatro ecuaciones resultan· 
tes son la base de la subrutina de • 
intercambio cati6nico que equilibra 

. .•las 'actividades en soluci6n con las 
cmiCentraciones de cationes intercam 
biables·, durante la precipi taci6n o 
la disoluci6n de sales. · 

··En principio la técnica ante
rior se puede extender para cual· 
quier n1linero de cationes, siempre . . 
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que los cocficicnt:es de selcctivi ~ 
dad se cst:imcn para t:odas las posi
bles reacciones de int:crcambio de -
pares cati6nicos. 

DESffilPCION DE LA Q\JIMICA DEL SLEl.O 
DlJlANTE EL TRANSPOR'TE TRANSITOOIO 
DE SOLUTOS (L,M, DlJJLEY, R,J, 
WAGENET AND J,J, JlJllNAK, 1981), 

1;1 flujo del agua en presencia 
de la extracci6n por las plantas, -
se simula por la ley de Darcy inclu 
yendo un ténnino de extracci6n por 
raíces: 

1!!. = .L¡ K(o) aH J + A(z, t) at az az 
[ce. 6.841 

donde e es el contenido volun6trico 
de agua (en' /en'): t es el tiempo -
(horas); z es la profundidad (en) , 
K(e) es la conductividad hidráulica 
(on/hr), H es la carga hidráulica -
(en),. y A(z, t) describe la cxtrac
ci6n de agua por las raíces (hr-1). 

El transporte de solutos y los 
cálculos de las reacciones quúnicas 
y de intercambio cati6nico de la so 
luci6n del suelo, se manejan por se 
parado pero secuencialmente. El 
transporte de solutos se supone re
sultante de los procesos combinados 
de dispcrsi6n-difusi6n y flujo mási 
co. 

l.a distribuci6n de soluto re
sultan te de los procesos de trans
porte, se predice individualmente -
;Jara los iones ea 2+, Mg 2+, K+, Na+, 
So 4

2 - y c1-. Una \'ez que estas con
centraciones se conocen para cada -
profundidad, se ajustan individual
mente de acuerdo a sus relaciones -
de equilibrio quúnico contenidas ':'11 
una serie de subrutinas que descri
ben la disoluci6n-precipitaci6n de 
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la cal y el yeso. En ellas se calcu
la la conductividad eléctrica do la 
solución del suelo a partir de (Me -
Neal et al. , 1970) : . 

CE = 0.05641 [Ca'+l0. 9ZOZ + 

+ 0.05099 [Mg2+1°·9102 + 

+ 0.04748 [Na+1º· 9495 + 

+ O.G7263 [K"lº·9706 + 

+ o.069 ¡so,•-1º· 997~ + 

+ 0.0733 100.'-1º~~7~9, + 

+ o.o.ÍÚ3 ciioo,-1º· 95º 1 + 

+ 0.01216 ¡cr-1°·9671 ~ 

+ 0.1103 [(Ca,Mg)&l•ºlºº8463 

(ce. 6.851 

donde las concentraciones denotadas 
por los corchetes son en meq/l. 

Los dem&s cálculos de las subru 
tinas química y de intercambio cati6 
nico ya fueron descritas anteriormen 
te. 

TRANSPORTE DE SOLlJTOS 1NTERCJ!l-1B1 ADORES 
DE IONES: TEORIA CR<l'IAT05RAFICA 
(A, VALOCQll, R. STREER ANO 
P, ROBERTS, 1981), 

Las ecuaciones básicas que des
criben el transporte de especies -
reaccionantes, se han presentado por 
varios investigadores (Bear, 1972 ; 
Frcezc an<l Cherry, 1979). Si Ja Gni
ca reacci6n quúnica considerada es -
la de intercambio i6nico y además se 
supone una columna de suelo homog~-. 
nea y unidimensional, estas ecuacio
nes se pueden expresar como: 



0aCi +paé¡. = 00a2~¡ __ aci 
<Jt, : ,,,at. . . ax "3X • i=l. .n 

· .·:, fcc. <>.86) 

donde C¡ es Ja concentraci6n de la -
es pee ie i en la fase acmsa · (mcq/l) , 
ci es·la conccntraci6n de la especie 
i en la fase sorbida (meq/g), n es -
el n6mero de iones intercambiables -
en el sistema, e es la porosidad del 
suelo, p su densidad global (g/l), D 
es el coeficiente de dispersión hi
drodinrunica (m2 /h), q es la descarga 
específica del fluído dentro de los 
poros (m/h), t es el tiempo (h) y x 
la distancia (m). Se puede definir -
la conccntrnci6n total de iones en -
el fluido dentro de los poros (norma 
lid ad total de la soluci6n) como: 

n 
Cr = ~ ci [ce. 6. 87) 

En este estudio se usa el mode
lo clásico de dispersi6n delineado -
por llcar (1972) y otros investigado
res. Para flujo unidimensional: 

I', ; 

[ec. 6.88) 

'donde ªi es la dispersividad longitu 
dinnl del medio poroso (m) , y u es -
la velocidad del agua dentro de los 
poros, igual a q/e. 

Para resolver las ecuaciones re 
presentadas por la expresi6n 6. 86, -
se requieren n ecuaciones adiciona
les. Estas se obtienen a partir de -
las leyes químicas que gobiernan los 
procesos de intercambio i6nico. Una 
de estas ecuaciones se deduce de la 
definici6n de capacidad de intercam
bio cati6nico Gr: 

n -Cr = r Ci [ce. 6.89) 
1 
A partir de la suposici6n de 

equilibrio químico local entre los n 
iones intercambiables 'en el sistema, 
existen n-1 expresiones indepcndicn-

.tes de cquilibrioJdc:lu fonna: 
. ¡•, ·- .,, .. J,C ;:·~;;;;i_~; l.,,: 

_-, : í 

[ce; 6.90] 

donde "· es )a>val.encia del ion j 
~,es é1 coeficiente de sclcctivi-' 

de ~tcrcam~io i6nico, y Cj • es 
~a fracc16n equivalente de especies 
J en la fase sorbida , definida como: 

e.•= t r J _ ec. 6.91) 
Gr 

Las c~ciones 6.86, 6.89 y -
6.90 constituyen el modelo básico de 
transporte. Siguiendo la técnica de 
Rubín y James (1973), estas ecuacio
nes se convierten en tm sistema de -
ecuaciones operacionales que son más 
a~ecuadas para la soluci6n num6rica. 
S1 se consideran lmicamcntc cationes 
monovalentes o s6lo divalcntes las 
n ecuaciones químicas 6.89 y 6'.9o se 
pueden combinar para producir n i so· 
tennas de intercambio de multicompo· 
nentes: 

C:i = Fi(C¡, Cz, •. , Cnl . [ce. 6.92) 

Estas isotermas, que son funcio 
nes algebráicas no lineales se pue
den substituir dircctamentc'en la -
ecuaci6n 6.86 para dar: 

n . , .. 
~ + P r r . .acj = 0~ :·_ac1 
at . j =l lJ at 

1
ax 'ra;c 

(i, = 1,2,. '. ,n) · · [ec. 6.93) 

donde: 

'. •, ,- "' ;:ir~·· •:i "'.·1i-_ -~- (¡· .. ~. '.' ' 
Con, aP.ropiadas ·'cori<liciones ini

ciales y·~e','frori~~!a; ;las ··ecuaciones 
6. 93 no ·lineales se' iesuel ven usando 
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el m6todo del el..,,..to finito de Ga
lerkin (Pinder and Gray, 1977). 

La naturaleza C01Pleja de las -
ecuaciones de transporte de michas -
especies, hace muy difícil la prcdic 
ci6n apriori de las características 
generales de los perfiles resultan
tes de concentraci6n. 

El prop6sito de este estudio -
fue presentar una metodología analí
tica con la rual se puiieran obtener 
ciertas claves en los perfiles de -
concentraci6n. Esta metodología esbÍ 
basada en la teoría cranatográfica , 
que se basa en simples balances de -
masa para deducir analíticamente la 
respuesta general de las concentra
ciones. Se extendieron estas teorías 
al caso de intercambio heterovalente 
de muchas especies en condiciones de 
normalidad total de la soluci6n Gr -
variable. 

r ·. 

. ',' 
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f.APllULD 7. 

a llETOOO DEL EIB'ENTO FINllU. ** 

INTRODUCCION, 

La apli!=llci6n del método del 
elemento finito a los problemas del 
agua subterránea, es un desarrollo -
relativamente reciente comparado con 
el método de diferencias finitas. Ca 
da m6todo conduce a un conjunto de -
eamciones algebráicas cuyas inc6gni 
tas son las cargas (o las concentra
ciones) en un níinero finito de pun
tos nodales. En la figura 6.1 del ca 
pítulo anterior se muestra una vi- -
si6n conceptual de cáix> se aproxima 
el dominio del problema por los dos 
m6todos. Usualmente el m~todo de di
ferencias finitas se utiliza con 
celdas rectangulares, mientras que -
el del elemento finito con una vario 
dad de tipos de elementos, siendo el 
triangular un cjemnlo adecuado 
para describir el método. Los clemen 
tos triangulares se definen por tres 
nodos, uno en cada esquina. Estos no 
dos sirven para situar las cargas 
desconocidas; esto es, son los plDl
tos dentro del dominio del problema, 
en los cuales se calcularán las car
gas. Adicionalmente, la carga dentro 
de cada elemento se define en térmi
nos de los valores nodales mediante 
funciones básicas o de interpola
ci6n. La carga se define en todo el 
dominio del problema de una manera -
fraccionada en los elementos indivi
dunles. El uso de las funciones de -
interpolaci6n para definir el poten
cial en toda la regi6n del problema, 
es un importante concepto que distin 
gue al método del elemento finito 

finici6n de la carga en todo el domi 
nio del problema en el mMO<Jo del -
elemento finito, permite la aplica
ci6n de los principios variacionales 
o de residuos pesados. 

Los precursores del método del 
elemento finito destacan su flexibi
lidad en problemas cuyas fronteras -
son irregulares o cuyo medio es hete 
rogénco o anisótropo. Los programas 
de diferencias finitas tambi6n se -
aplican con estas complicaciones, pe 
ro la flexibilidad del elemento fini 
to es útil en la solución de proble
mas acoplados, cCXllO el transporte de 
contaminantes, o en la soluci6n de -
problemas de fronteras m6viles, como 
los de variaciones del nivel freáti
co. Al final de cuentas, la elección 
de cualquiera de los métodos depende 
de factores tales cano la compleji
dad del problema y la familiaridad -
del usuario con cada método. 

EL MElOIJO DE GALERKI N, 

El método de Galerkin y la téc
nica del elemento finito se combinan 
tan frecuentemente en la solución 
por computadora de problemas del -
agua subterránea que prácticamente -
se consideran sinónimos. El m6todo -
de Galerkin se basa en un especial -
principio de los residuos pesados -
que resulta ser equivalente al prin
cipio variacional, si es que existe 
para el problema bajo consideraci6n. 

del de diferencias finitas. En este La filosofía detrás del prllici-
último, la carga se define exclusiva pio variacional es que una cantidad 
mente en los puntos nodales. La de- física, tal como la tasa de disipa, 

**Este capítulo es una traducci6n y adaptación de la obra de Wang [Ref. 36]. 
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ci6n de energía, sea minimizada dcn
t ro del dcminio del problema. Hsta -
tasa puede expresarse en términos 
del potencial (carga) dentro del do
minio. Si el potencial se expresa en 
funci6n de sus valores nodales, el 
principio variacional corviucc a ecua 
ciones algebráicas. 

El principio de residuos pesa
dos se expresa directamente en t6rmi 
nos de la ecuación diferencial par
cial gobernante sin necesidad de re
currir a una cantidad física. El re
siduo en cada punto del dcminio del 
problema, es una medida del grado en 
el cual la carga no satisface la 
ecuaci6n gobernante. Si un particu
lar promedio pesado de los residuos 
es forzado a desaparecer, se obtie
nen las cargas nodales al solucionar 
un sistema de ecuaciones algebráicas. 

Se procederá enseguida a los de 
talles de la aplicación del m6todo -
de Galerkin a la ecuaci6n de J.apla
ce. El primer paso es definir una -
aproximaci6n o soluci6n de prueba, -
fi(x,y), expresmla como una sunato
ria, en donde cada ténnino es el pro 
dueto de una carga nodal hL y una 
funci6n básica asociada al nodo, 
:-11.(x,y): 

li(x,y) = [ec. 7.1] 

El subíndice L indica el núnero 
de nodo y NN es el núaero total.de -
nodos en el dominio del problema. Ob 
serve que un subíndice sencillo Je
signa el núncro de nodo. 

Las funciones básicas en la 
ecuaci6n 7.1 son análogas a los vec
tores unitarios. La soluci6n de prue 
ba se construye como una combinaci6n 
lineal de las funciones básicas. Las 
funciones básicas también se denomi
nan funciones de interpolaci6n por-
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que Jefincn In !'Olud6n dc pnicl'1 
dentro del daninio del prohlaru en 
térainos de las cargas nodales. 

El siguiente paso es requerir -
m total de NN condicimes para de
terminar los NN valores de hL. B1 el 
método de Galerkin, las NN condicio
nes son que los residuos de la ecua
ci6n gobernante, pesados por cada -
una de las NN funciones básicas sean 
igual a cero después de su integra
ci6n dentro del dominio del proble
ma:: 

J¡ ( :~~ + :~ ) NL(x,y) dx dy = O , 

[ec. 7.2] 

donde L = 1,2, ••• , NN, y D significa 
que la integraci6n se hace dentro 
del dominio canpleto del problema. 

· La cantidad entre par6ntesis es 
el residuo. Si la soluci6n de prueba 
h(x,y) fuera exacta, la ccuaci~n de 
Laplace resultaría satisfecha en to
do el dominio del problema y el resi 
duo sería cero en cualquier parte . 
El residuo es una medida de la magni 
tud en la cual fi(x,y) no satisface -
la ecuaci6n de Laplace. En el método 
de Galerkin, se impone el requerí- -
miento de que los NN promedios pesa
dos de los residuos se ipunlcn a cero; 
las fimciones básicas :-IL(x,y) son -
las funciones de peso. 

La elecci6n de 1'1.íx,y) como las 
funciones de peso podria parecer ad 
hoc. Por ejemplo, uno podría reque
rir que los residuos desaparezcan 
dentro de los N:-1 pequeños subdomi
nios alrededor de cada punto nodal ; 
esto es: 



::; 

.· ' uorÍde' WL ·,;5· 1 dentro del subdominio 
· ¡, y"O ffiera de él, La 1,2, ••• ,NN.En 
realidad, la ecuación 7 .3 conduce a 
un sis tema de eruaciones ·para re so 1-
ver aproximadamente la ecuaci6n de 
Laplace. Es te método se conoce como 
método del s ublooiinio. Una de las ra 
zoncs del uso iMs frecuente del méto 
do de Galerkin es que el sistema de 
ecuaciones representado por la exprc 
si6n 7 .2, es el mismo que el genera
do a partir del principio· de mínima 
uisipaci6n. Los principios variacio
nales no existen para todas las ecua 
ciones gobernantes. En tales situa
ciones, el m6todo de Galerkin o cual 
quier otro de residuos pesados, toda 
vfa resulta aplicable. 

INTEGRACION PQl PAATIS, 

Las funciones básicas NL(x,y) -
se definen usualmente de manera frac 
donada pero continua dentro del do
minio D del problema. Sin embargo, -
las primeras derivadas de N¡ pueden 
no ser contimms. Debido a que -
fi(x,y) es una combinnci6n lineal de 
X¡,, sus segwidas derivadas no se de

' finen fácilmente en las discontinui
uades escalonadas de las primeras ele 
rivadas, complicando así la evalua
ci6n de la integral en la ecuaci6n -
; . 2. Si se aplica la integraci6n por 
partes a la ecuación 7. 2, entonces -
se puede reducir el orden de las de
rivadas en wio, dentro del integran
do. 

Debido a que la f6rnrula unidi
mensional para la integración por -
partes es mlis familiar, considfrese 

· primero •su aplicación a la fonna tmi 
dimensional de In eeuaci6n 7. 2: 

·bd2h J;,oxr N1.(x)dx • n. [ec. i .4] 

La f6nnula para la integraci6n 

, .-,-, L L -· :,:·r· _, -'·:\ .-· 
por partes,es 2: :: 

f 
b ' . - J~v. d'u;· .+ . : •"b·. ;· 

ª
u dv,; uvla~- [ce. 7.5] 

a ' 

Para aplicar es ta f.Snnula ;¡ la 
ecuación 7. 4, sea u • N¡,. y v=dh/dx. 
Entonces: 

J
bd2h fb dh dN cthl b 
V N¡.(x)dx = - Cli~ + NLail 

a a a 

[ce. 7 .6] 

El segtmdo término del lado de
recho de la ccuaci6n 7 .6 es propor
cional al flujo a t:ravés de la fron
tera, pesado por NL en los ptmtos de 
la frontera. 

La generalizaci6n de la ecua
ci6n 7. 6 a dos dimenSiones., es : 

[ce. 7.7] 

donde r es la' front:eTa de D, o es 
Wl3 variable genera1izoda que repre
senta la distancio a lo largo ele la 
frontera en el sentido contrario a -
las manecillas del reloj, y nx y n . 
son los componentes de un vector ti; i 
tada hacia el exter Jor normal a r . 
El segtmdo término en el 1 ado dere
cho de la ecuaci6n 7 .7 es proporcio
nal al flujo nornal a través ele ln 
frontera, pesado por ~l. en la fronte 
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ro. Obscn•c que si el flujo es cero 
en la frontera, el término de la in· 
tegral de frontera es cero. !.os jntc 
grand os en el lado derecho de la 
ecuaci6n 7. 7 cantienen s6lo primeras 
derivadas, lo cual simplifica consi· 
derablemente el problema. La raz6n -
de la integraci6n por partes se verá 
más claramente en las siguientes sec 
ciones cuando se aplique el método -
de Galerkin para funciones básicas -
cuyas primeras derivadas tienen dis
continuidades escalonadas dentro del 
dominio del problema. 

ELEMENTOS TRIANGULARES, 

Se describe la aolicnci6n 
del m6todo do Galerkin en 
la técnica del eleDEnto finito para 
elementos lineales triangulares. Ca· 
da triángulo se define por los nodos 
en sus esquinas. Lo crucial del pro 
cedimiento del elemento finito es de 
finir las funciones b5sicas NL(x,y) 
de la ecuaci6n 7 .1 que interpolen -
los valores nodales de manera frac· 
cionada en aquellos elementos que -
contienen el nodo L. La ecuación 7.2 
proporciona entonces NN ecuaciones -
para determinar cada carga nodal hL, 
donde L = 1,2, •.. ,NN. 

WIL.l..A DE ELEMENTOS FINITOS, 

Se ilustra la construcción de 
la malla de elementos finitos utili
znndo el ejemplo de la figura 7.l(a) 
en la que se observa que 100sx~400 m 
y Osy~300 m.Esta área se localiza -
cerca de tm pozo de bombeo. La divi
.si6n pict6rica del dominio del pro· 
blema de la regi6n cercnna al pozo , 
tanto en la aproximaci6n por diferen 
cias finitas como en la del elemento 
finito, se muestra en la figura 7.1 
(b) y (c). Exactamente el mismo con
jtmto de 16 ptmtos nodales se utili· 
:a en ambos casos. Los 4 nodos inte-
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1'iore:; rc..íJrescnt1m las inc6gn itas , 
y los 12 nodos de l:i frontcru rc¡irc· 
sen tan las cargas cspcc:ificad:is. Ión 
el esquema de diferencias finitas , 
cada punto nodal es rotulado por tm 
índice de rcng16n y tm l'.ndicc de co
ll.lllM. En el esquema del elemento fi 
nito, el dominio del problema se di
vide en 18 triángulos. A cada tri5n
gulo se le asigna un núnero de ele· 
r.iento y tres nlineros de nodo, uno pa 
ra cada esquina. Observe que los no
dos están nunerados consecutiva y -
sistemáticamente, columia por col un· 
na. La nuneraci6n sistemática de los 
nodos no es t.m requerimiento, pero -
reduce considerablemente la cantidad 
necesaria de JDCfOOria. 

EL 8..ElefTO ARQLETI P 1 CO, 

Es necesario describir aquellas 
propiedades de tm elemento triangu· 
lar (figura 7.2) que lo caracterizan 
como tm elemento finito.Debido a que 
cada elemento se trata por separado, 
y como no es necesario local izar los 
nodos en una retícula regular, no 
se designa tm nodo por la pareja -
ordenada (i,j) sino por un núnero -
sencillo L y las coordenadas nodales 
(xL,)'L). El elemento triangular ar· 
quetípico tiene los núneros de nodo 
i, j y m en orden contra reloj. Por 
ejemplo, el elemento 3 en la figura 
7 .1 (c), tiene los núneros de nodo -
i=2, j=7 y m=2, 6 i=6, j=2 y m=7.Las 
coordenadas de los nodos i, j, y m, 
se designan como (xi,Yi), (Xj .Yj) )' 
(Xm.Yml, respectivamente. !.as incóg
nitas del problema son las cargas en 
los nodos: hi=h(Xi,Yil, hj•h(Xj ,yj), 
Y hm=h (Xm, Ym) · 

, Se clcfinc la soluci6n de prueba 
h(x,y) dentro del elemento trian&'ll· 
lar a partir de la interpolación li
neal de los valores nodales hi, hj y 
hm· Una interpolaci6n lineal sign1fi 
ca que dentro del elemento triangu· 
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Firura 7 .3. 

m_(•m• \n l 
·,_; ;. ' '-_j 

• 
Elemento triafurular arouct {nico c. I.os nodos han sido 
dcsivnado.s·con i, j ·y m,cn sentido contra reloj. 

1 

. i- .. · 

lbl 

11efinici6n de las funciones básicas nada les NL (x ,y) dent_ro 
de la 1cannosici6n de elementos oue contiene ar nodo l.. 
(a) Vista de 'llanta de la comosici6n de elementos alredc· 
dor del nodo J.. (b) \lista tridimensional ele las funciones 
básicasnodales.NL(x,y). 

-1 

1 ··,. 
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lar e: 

·e 
h (x,y) =a,+ a1x +'a2y, (ec. 7.8] 

donde ao, a1 , y a2 son coeficientes 
que se deben dcternünar. Observe que 
el símbolo e se esd. usando para de
signar el núncro del elemento. En es 
te contexto~ no representa la base -
de los logaritmos naturales. Los 
coeficientes se pueden determinar 
por el establecimiento de tres ecua
ciones que requieran la obtenci6n de 
los valores nodales en las coordena
das nodales: 

hi = ªº + a1Xi + U2Yi [ec. 7.9(a)] 

hj ;: ªº + a1Xj + ll>Yj [ec. 7 .9(b)] 

''m = a, +a,~+ ª•Ym [ec. 7.9(c)] 

Si se resuel~n estas ecmcio
nes para a 0 , a 11 y ·a2 y si las expre 
sienes se substituyen en la ecuaci6n 
7. 8 1 ésta 'se "puedo' reescribir como: 

i" " ~ 
hº(x,y) = ~(x,y)hi~ Njcx,y)hj + 

+ N~(x,yJ"1i :. [ec. 7 .10] 

donde: 

y: 
" ' 

ZAº = (xiyrxjyi) 

+ (xjym-~Yj) 

+ (xmy i-xiym) + 

[ec. 7.1~1 

Aº en la ccuaci6n 7.12 es el 
área, del triángulo ijm expresada en 
términos de sus coordenadas en las -
esquinas. Las funciones ~ (x ,y) , -
N'¡(x ,y) y ~(x ,y) son las funciones 
basicas o de interpolación del ele
mento. Son funciones de las CQOrdena 
das espaciales x,y y definen h(x,y) 
en el elemento e en términos de los 
valores nodalcs hi, hj Y hm· 

Aunque las expresiones al gebrái 
cas de las funciones básicas de los 
elementos N( (x, rl pueden parecer lar 
gas, son intuitivamente simples si -
consideramos una breve lista de sus 
propiedades: 

i. Ni es 1 en el nodo L y O en 
los otros.dos nodos.· 

2; ·NL varía linealmente con la 
distaricia a lo largo de cualquier la 
do. 

" e_,,··· 
.. 3 . ., N¡¡ es 1/3 en el centroide 

del triángulo. · 

. 4, I NÍ, es O a lo largo del lado 
opuesto ar nodo L. 

p 1 
Nf(x,y) :~ w! (xjym:xmyj),,+ ;(yj-Ym)x.,~¡: .;ü! ,,L ":'"'"" ,. " . ,, 

. ' "'""' ~, · · <,,,.., . .,,. .. ·"'"'"''''f'.• •<'· ,COl'POSICION,DE ELB'1ENTOS, 
,, .. ,.~ ! :i · .' ~:1.:\n,.J;''l':!l··.; · 1b ¡1?·1. n ~;:;;'1•¡\,') ,_,.¡ "..'V r.-' .t-,·f.~' ,;U s·_i ~ 1··· , 

+ (xm:XjlYLt ;,¡, :;,,j.,<c[ec/ 0,7,.ll(a)]·1 .. •: . .1 La, colección de los elementos 
·_ --·', ·. .;· . .-- ·_·que contienen alnado cspccÍ(ico L, 

' fonnan la composición alrededor del 
nodo L [figura 7.3(a)]. Dentro de la 
composici6n, lns ftm.cioncs b6sicns -
nodales NL(x ,y) se definen fracciona 
damente por las funciones básicos de 
los elementos ;;(¡x ,y) dentro de cada 
elemento perteneciente a la composi
ci6n. Fuera ele ella, N¡, (x ,y) es O. í,c 
esta mancrn, cada flmc16n básica -
NL(x,y) tiene fonna piramidal lfib'll-

Nj(x,y) = ~IC"i,¡ri-xiym) + (ym~Yi)x + 

+ (xi-~)y] [ec. 7.ll(b)] 

+ (x.-x.Jy] 
J l 

[ec. 7.ll(c)] 
. ' 
'' 
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ra 7 .3(b)]. Su valor máximo de 1 se 
localiza directamente encima del no
do L. Sus bordes se inclinan hacia O 
en los dcmlis mdos. 

ENSltlBLE DE LA l'ATRIZ DE <XNJOCTANCIA. 

Un sistema de ecuaciones algc
brfilcas representa la ecuaci6n 7 .2 • 
Podría construirse secuencialmente -
el sistema de ecuaciones de un núnc
ro nD<lal por turno. Un métooo máS -
eficiente que la consideraci6n de un 
rengl6n sencillo por vez, es proce
der secuencialmente a trav6s del pro 
blema por elementos e incorporar las 
contribuciones del elemento ijm a 
los tres renglones L=i, L=j y L=m. -
Después de sumar las contribuciones 
del (Íltimo elemento, el sistema to
tal de ecuaciones se ha canpletado. 

La definici6n elemento por ele
mento de NL significa que, aunque es 
lDl continuo fraccionado, sus prime
ras derivadas contienen discontinui
dades escalonadas en las fronteras -
de los elementos. Si usarnos el resul 
ta<lo de la integraci6n por partes , 
ecuaci6n 7.7, entonces la ccuaci6n -
7.Z se puede escribir como la sumato 
ria <le integrales de los elementos -
individuales siendo igual a la inte
gral de la frontera: 

"e "e -cff e 1!.!...1!:!1. + ah ~ ) dx <lyl = e ax ax ay ay 
e . ' 

f ( •h n_ ~ ah n.. l N da = _ ::.x ·-x, ay---, L 
l ' ' '· ' ; i . 

·'.!'; ,t".1)-'. : . ·i' 

[ec. 7.13] 

donde L = 1;2, ... ~NN.•Observe que en 
el· lado izquierdo de la 11cúaci6n 
7 .13, se ha reemplazado h por Jle. 

• !.a ccuaci6n 7 .10, que define -
he(x,y), JmJCstra que af,e/ax y afaC/Jy 
se pucdro escribir ro términos de 
las cargas nodales h¡, hj y ~ y de 
las deri va<las de las ánciones Msi -
cas d<' los elementos: 

ahe = ~N'f h. + aNJ h· + llii h 
ax ax i ax J ax "1D 

·e . .e • .e 
ah =~h- +~h
ay ay i ay J 

(ce. 7 .14(a)] 

+~h ay ""lit 

[ce. 7.14(b)] 

!.as derivadas de N)'. se pueden -
escribir en términos de las coordena 
das nodalcs por difcrenciaci6n de la 
ccuaci6n 7 .11. Si se substituye la -
ecuaci6n 7.14 para cada cl"""11to en 
el lado izquierdo de la ecuaci6n -
7.13, entonces esta ecuaci6n puede -
tomar la forma: 

••• + 

+ G¡,,~NN = fL [ce. 7 .15] 

donde L = 1,2, ••• ,1'l'l. 

Las expresiones explícitas de -
la contribuci6n de cada elemento e a 
los coeficientes GL i. GL,j y GL,m -
se derivan en la siguiente seccion. 
Las expresiones para fL se dan en la 
secci6n de condiciones de frontera. 

El sistema de NN ecuaciones re
presentado por la ecuación 7.15 se -
puede escribir en forma matricial co 
mo: 

[G]!hl = {f) [ec. 7 .16] 
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llt matriz [ G] es tma matriz cua 
drada de coeficientes denominada ma
triz de conductancia; la matriz {h) 
es tma matriz colllSla de las cargas 
nodales hL; la matriz {fl es una ma
triz colt.IJlll3 que representa las con
diciones de fTillltera. De esta manera 
el m6todo de Galerkin eonduce a un 
conjunto de ecuaciones algebráicas • 
que se pueden poner en notación ma
tricial. 

La raz6n de que [G] se denomine · 
matriz de conduc:tancia no es obvia -
en el caso de la ecuaci6n de Lapla
ce. Si se deja la conductividad hi· 
dráulica en la ecuación gobernante, 
entonces aparece como lBl factor mul
tiplicativo en la ecuaci6n 7.13 y en 
los registros de [G]. 

Ml\TRIZ DE CONDOCTANCJA DE 
CADA ELEl'ENTO, 

La subdivisi6n del dominio del 
problema en elementos significa que 
evaluruoos las integrales en el lacio 
izquierdo de la ecuaci6n 7 .13 de un 
elemento cada vez. Una funci6n bási· 
ca nodal NL no es cero s6lo sobre la 
composici6n de elementos alrededor • 
del nodo L. Por lo tanto, la inte· 
gral doble del elemento e no es cero 
s6lo si el elemento está en la campo 
sici6n alrededor del nodo L, en cuyo 
caso NL se define dentro del elemen
to como la ftmci6n básica del ciernen 
to ~t· En otras palabras, un elemen
to e configurado por los nodos i,j y 
m contribuye s6lo en aquellas tres -
ecuaciones en las cuales L~i,j 6 m . 
Además, en cada una de estas tres 
ecuaciones, el elemento e contribuye 
s61o en los t6nninos de h¡, h · y bm. 
En conjunto, el elemento e c~~tribu· 
ye en tres renglones y tres coll.DlUlas 
de la matriz de coeficientes IG]. La 
contribuci6n del elemento e se puede 
pensar como una matriz de 3 x 3: 

.e 
l'ii cf. 

1J. <fI.. 
[Ge] = Gji Gjj <>j'm [ce. 7.17] 

~i ~j ~ 
donde (G°] se denoorina matriz de con 
ductancia del elemento. 

IDs t6nninos individWllcs de 
[G°] se encuentran evaluando la in· 
tegral doble en el elemento e de la 
ecuaci6n 7 .13. La funci6n NL se recm 
plaza por N\; ·de acuerdo con la discu 
s i6n anterior: 

ff ( ahe aNf. + ahe ~) dx dy = 
ax ax ay ay 

e 

= ffi ( aNº·;· h .. +a~ h·' + aNg h )~ + ax .. i a J . ax. ·m ax 
e 

+ ( aNr b; ~ á~ ~- + a~ h ) aNf ¡ dx dy ay . i a . J .. ay ·m ay 

[ce. 7.18] 

donde L .; i, j, 6 m. 

El integrando, el cual involu· 
era primeras derivadas espaciales de 
las funciones básicas, es indepen- -
diente de x y de y porque las f-tmcio 
ncs básicas son lineales en x, }'. En 
este caso, el resultado de la intc
graci6n es el integrando muttiglic.1· 
<lo por el área del elemento, A • [)el 
mismo modo como se dedujeron los cae 
ficientes de h¡, hj y hro: 

( -'-1::1. + -ª- ~) f I h'C ,.e h'C .-·9 

ax ax ay ay dx dy = 

e 
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= Ac( arf;l aNf. + atl/ P! )h. + 
ax ax ay ay 1 

[ce. 7 .19] 

donde L = i, j 6 m. Los coeficientes 
de h·, h· y hm en la ecuaci6n 7 .19 
son Íos tegistros de colunna a lo 
largo del rengl6n L de la matriz de 
contluctancia del elemento; esto es: 

1fi Ne r; e Ge =Ae(h5+2!ii.1&.) 
L,i ax ax ay ay 

[ec. 7.20(a)] 

Ge . = Ae( aNj aNf + aNj Ef) 
l.,j ax ax ay ay 

[ce. 7 .20(b)] 

Ge = Ac( a~ at-<Í. + .ª5 aNf ) 
L ,m ax ax ay ay . • 

[ce. 7.20(c)] 

<lende r. = i, j 6 m. 

MATRIZ DE CDNDLCTANCIA GLOBAL; 

La matriz de conductancia del -
elemento representa las contribucio
nes del elemento e a los tres rengle 
nos y tres columnas de la matriz [G] 
de la ccuaci6n 7 .16. la matriz [G] 
se denomina matriz de conductancia -
global. La sunatoria de los elemen
tos de Ja ecuaci6n 7.13 significa -
que se deben adicionar ·1as contribu
ciones elemontales a la matriz de -

- 121 -

cooductancia gfobal; esto es: 

6r.,i = ~~.i [ce. 7.21] 

para toda L e i. 

Observe que la matriz [G) no se 
construye de m rengl6n cada vez.Más 
bien, las. contribuciones elementales 
a la matriz global de coeficientes -
se ordenan por pares de subíndices : 
r.,i; L,j, L,m, en la ecuaci6n 7 .20 -
conforme se van considerando los ele 
mentes tmo cada vez. ll1 proceso se 
ilustra en la figura 7 .4. Por ejem
plo, el elemento núncro 1 se define 
por los nodos i =l , · j =2 y m=3. Los 9 
valores que constituyen la matriz -
elemental ¡c;c=l] están dispersos de 
aaierdo con sus núneros de subíndice 
en las localizaciones correctas de 
la matriz global. Estos renglones y 
COl1J111as se indican con X. Este pro
ceso se hace para cada uno de los 6 
elementos en turno. La swuatoria de 
todas las contribuciones elementales 
conduce a la configuraci6n final de 
los registros de la matriz global. 

l.~ definici6n de las contribu
ciones de la matriz elemental, ecua
ci6n 7.20, implica que la matriz es 
simétrica, esto es Gí' · = G~ J.· De 
aquí que la matriz gtóful tamlÍién -
sea· simétrica, esto es ~ i = Gi L , 
para toda L e i. ' ' 

El ensamble de la matriz de con 
ductancia global se hace estrictamcn 
te en términos de la geometría (rotu 
laci6n de los nodos y elementos) de 
la malla de ele.rentos finitos. Si el 
acuífero no fuera homogéneo o is6tro 
po, la matriz global debería incluir 
las conductividades hidráulicas del 
cuíforo. 
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Fipura 7.4. Diagrarria esquemático que wuestra Ju rrlaci6n entre las ma
trices de conductancia elementales y r.lohalcs. En el recua
dro se muestra la malla de elementos finitos bajo estudio. 
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CXltlll Cl<WES IE FIUflERA, 

Lo que resta por incoq>or:ir son 
las condiciones de frontera, trátese 
de flujo especificado o de carga es
pecificada. El lado derecho de la -
ecuaci6o 7 .13 es ma integral de -
frontera que es proporcional al pro
medio pesado del flujo normal. No -
obstante, la presencia de la intc- -
gral de frontera que involucra el co 
nacimiento del flujo en la frontera 
puede parecer contradictoria para -
una frontera a lo largo de la cual 
las cargas sean especificadas. 

Para la ecuación L-ésima la 
funci6n_ básica nodal L-ésima NL es -
la funci6n qoo pesa. Por lo tanto 
los componentes del vector coltll1llll -
!fl de la ecuación 7.16 están dados 
por la integral de frontera de la -
ecuaci6n 7 .13, uno por cada funci6n 
básica nodal NL. Primero, considérc

s e L como un nOdo interior. Si ning1Jn 
lado de un elemento de la composi- -
ci6n alrededor de L forma parte de -
la frontera, entonces NL = O en toda 
la frontera. Aún si un lado de un -
elemento de la composici6n es parte 
de In frontera, será un lado opoosto 
a l., r NL = O a lo largo de este la
do de la frontera de gcuerdo con la 
Cl!arta propie~ de NL descrita ante 
rionnente. Debido a que NL es la 
f1mci6n de peso de la integral de la 
frontera de la ecuaci6n 7.13, la in
tegral completa debe ser cero para -
todos los nodos interiores L. De 
aquí que f L = O si el subíndice L re 
presenta tm nodo interior, sin impar 
tar las condiciones de frontera. En
seguida trataremos por separado el -
manejo de las condiciones de fronte
ra cuando L representa un nodo de la 
frontera. 

\ FLWO ESPECIFICAOO. Sea L el no 
do de una frontera a través de la -
cual el flujo normal es específico -
(figura 7.5). La integral de fronte-

ra. d~ la ccuac~6n 7 .13 se puede es
cribir en té:mnnos del flujo especi
ficado aplicando la le)' de lla!'C\": 

J ah Jh 
r ( ax "x + ay Ily )NL da = 

[ec. 7.22] 

donde K es la conductividad hidráuli 
ca, y a es una variable generalizada 
qoo representa la distancia a lo lar 
go de la frontera. La convcnci6n de 
signos es que q1 y q, son positivos 
cuando representan una entrada a tra 
vés de la frontera. La integral de -
la frontera no es igual a cero s6lo 
para los dos segmentos lineales iL y 
1Jn debido a que N1 = O para la fron
tera detrás de los nodos i y m. La. 
funci6n de interpolaci6n N¡, varía li 
nealmente desde 1 hasta O entre los 
nodos L e i y entre los nodos L y m. 
De aquí que las integrales se pueden 
efectuar por inspecci6n, rcsul tantlo 
el registro L-ésimo del vector (f} -
igual a: 

[ec. 7 .23) 

donde 1L es la distancia entre los -
nodos i y L, y Uii la distancia entre 
los nodos L y m. El flujo volumétri
co a través de un lado se distribuye 
igual~nte entre los dos nodos que -
constituyen el lado. 

En resumen, las condiciones de 
frontera de flujo se incorporan en -
el vector columna {f) de Ja ecuaci6n 
7.16. Para todos los nodos interio
res o nodos de fronteras de no flujo 
fL =O. Para nodos de.la frontera -
con flujos especificados, f¡ est{¡ da 
do por la ecuación 7.23. ' 
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CARC.A E.'il'ECIFICADA. Todavía se 
tien~ que considerar el caso del va
lor de la integral de la frontem de 
Ja ecuaci6n 7 .13 cuando la carga no
dal hL es ccnocida. Si se conoce h 
entonces la ccuaci6n L-ésima rcsull:,; 
rcdWldantc. El valor de la integral 
de la frontera fL es imatcrial si 
se elimina del cálculo la ccuaci6n -
L-ésima. Al mismo tiempo, se usa el 
valor de frontera para transferir -
los ténninos que contienen h en los 
renglones restantes de [G]{h~ a la -
matriz {f). Si el sistema completo -
Je.ecuaciones representado por Ja -
ecuaci6n 7 .16 se resuelve por itcra
ci6n, se puede s:inlplificar omitiendo 
aquellas ecuaciones L en las cuales 
hr. es un valor de frontera conocido. 
Debido a que el valor conocido se 
utili:a CDllll aproxilllaci6n inicial, y 
puesto que nunca cambia, este valor 
especificado de hL se utiliza donde 
quiera que aparezca en las demás 
ecuaciones. Este método de l!lallCjo 
de las cargas especificadas en la 
frontera se aplica en el programa de 
computadora del capítulo B. 

Si se Clllplea una técnica de so
luci6n directa de las matrices, me
diante un artificio Jlllll6rico se pue
den manejar las cargas especificadas 
hr. sin eliminar las ecuaciones. El -
co~ponentc <liagonal.G~,L de lama- -
tn: global de coeficientes se mul ti 
~licn por 1010 , y fL se establece -
igual a 101 ºGL LhL, utilizando el va 
lor cspecificai:lo de hL. La ecuaci6n 
L-ésima será: 

••• ·+ . 

.·.'.', - . ' 

= lO'ºG¡;'i.~' · .•l• •· · [e~. 7.24] . 
' ; - ,_J . . -- j,'\ ., ! ,._, l - ~ 

. Cuando\Cl.sistema·completo de -, .. 
• ' - '', ;/, ;.: .. ~·-';·::.' ,. 1 ··1'!! . i'; 

ecuaciones se resuelve para el vec
tor colunna {hl, ht. es forzado a to· 
mar su V"Jlor especificado debido a 
que los demás términos de la ecua- -
ci6n L-ésima son insignificantes en 
relaci6n con el té1111ino de la diago
nal. 

En rcsu:nen, las condiciones fi
jas en la frontera conducen u la re
ducci6n del númcro de inc6gnitas. El 
valor de f L para un nodo de frontera 
L es irrelevante y se puede igualar 
a cero. Debido al valor de fr. = O pa 
ra todos los nodos interiores, un -
problema cuyas fronteras son todas 
cspcci ficadas tiene { fJ = O • 

LA ECUACION DE POJSSON, 

Los resultados obtenidos para -
la ccuaci6n de Laplacc penniten ex
tender la témica del elemento fini -
to a Ja ccuaci6n de Poisson. La ecua 
ci6n L-ésin•~ del sistema de ecuacio
nes algcbráicas se representa por el 
rcsidllO pesado: 

f l ( ::~ + ~;~ + ~ 1 NL(x,y)dxdy = O, 

[ce. 7.25] 

domlc R es la recarga, y T la trans
misi vida<l. Se suponen constantes en 
el dominio del· problema aunque pue
den tener valores diferentes para cu 
da elemento. 

Se usa1·án los elementos trian¡,>U 
lares y' las funciones básicas dcfini 

· das nnterionnente. Comparada con lu 
ecuaci6n·1;2, la ecuaci6n 7.25 con
tiene el'ténnino adicional (R/T)~¡ -
en el integrando. Si se aplica la · -
ecuaci6J:! 7.7 a lus segundas deriva
das de h, cntoriccs: · 

·\'.: 
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ff ( 3h aNr + ah ~NI. )dx dy e 
axax ay y 

D 

= H ~ NL(x,y) dx dy + 
D 

. -
f 3h 3h 

+ ( ax "x + ay "y )NL da 
r 

[ec. 7.26] 

La integraci6n del t&mino de -
recarga en el lado derecho de In 
ecuaci6n 7. 26 se hace dentro del do
minio del problema sumando las inte· 

. graciones dentro de los elementos: 

f I ~ NL(x,y) dx dy • 
D 

= /j ( fJ~ NL(x,y} c!1; ~ ).. fec. 7.27} ·. 
e 

1:1 t6nnino de recarga conduce a 
una matriz colt.mlllll adicional, que de 
notaremos como Oil ¡ esto es, la ecua 
ci6n 7 .16 se convier11e en: 

[G]{h} = {B} + {f}. [ec. 7 .28] 

. . . . , Para un elemento e deéinido por 
Jos nodos i, j y m, NL = NL para -
L.= i, j y m, y NL =O parA cual- -
quier otra L. Por lo tanto, la inte
graci6n en el elemento e del lado de 
rccho de la ecuacioo 7. 27 contribuye 
en tres renglones de {B}. Estas con
tribuciones se pueden representar -
por una matriz elemental: 

a7 
1 

[ec. 7.29] 

dende: 

[ec. 7.30(a)] 

e JfR e R Ae Bj = 'i' Nj (x,y)dxdy = T '!'" 
e 

[ce. 7.30(b)] 

( = JI~ ~(x,y)dxdy =~~e 
e 

[ec. 7.30(c)] 

El área de elemento e es desig
nada por A e. La evaluaci6n de las in 
tqgrales <Je la eC1.1aci6n 7. 30 se j us -
tífica pol" la propiedad de N[ de que 
~·valor e¡i. el ccntroide de un ele
ihento tr~ungular es un tercio. La -
<;0ntribuci6n de la recarga dentro de 
ul'I elemento es un tercio de su valor 
integrado para cada nodo. Este resul 
tado intituitivo es análogo al de la 
ocuaci6n 7.23 en la cual la mitad de 
la contribucién del flujo de la fron 
tera ~e distribuye a cada nodo limí
trofe del lado . 

El valor global B es la suma -
re las ca;itribuciones d~ cada elemcn
tp, B~ : 

[ce. 7 .31] 
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ü'IPllllD 8. 

SI1'11ACIOO CIM'UTARI1MA DE LA ClNT#llNACIOO IX:: lli AQJll=OO. 

En este capítulo se presentan 
tres programas de canputa<lora que 
pcnnitcn simular el avance de un 
contaminante descargado dentro <le 
un acuífero mediante un pozo de in
yccci6n <le aguas residuales. lil pro 
blcma <le la contaminaci.6n del acuí
fero se ha dividido para su estudio 
en tres partes (cada uno ele los pro 
gramas): la geometría y la hidrodi
n6mica del acuífero, así como la 
<listribuci6n del contaminante den
tro del mismo. 

Las ecuaciones diferenciales -
parciales que gobiernan la hidrocli
nlirnica y la distribuci6n del conta
minante, se resuelven mediante el 
mGtodo del elemento finito, descri
to en el capítulo anterior, y se -
aprovecha la disponibilidad <le grá
ficos de alta resoluci6n de la mj
crocomputadora Apple 11 para obte
ner la red de flujo del agua subte
rrlinea, así como líneas específicas 
de isoconcentraci6n clel contarnimm
te un diferentes tiempos. 

Para la soluci6n del problema, 
se supone 1m aruífero de gcomctrí a 
irregular situado en un plano hori -
zontal, con Hmites impenneables, }' 
con entradas y salidas de agua s6lo 
mediante pozos, los cuales deben es 
tar lo suficientemente lejanos de -
las fronteras. Tambi~n se supone 
c¡uc el movimiento del agua subtcrrá 
nen alcanza el estado estacionario. 
,'1<lc1!k1s se considera que el trunspor 
te del contruninante depende del 
t icmpo, del movilnicnto del agua, ele 
sus características dispersiva!.-i as r 
como de los mecanismos fisicoquJnd ~ 

cos de adsorci6n. 

Las subrutinas de los programas 
G!Illl:11UA, ll[IJRODINJ\MICA y CXlNfAMIN/\ 
CION, se llluestran en las figuras 
8.1, 8.2 y 8.3, y los listados en 
los Anexos 2, 3 y 4. 

GEct"ETlllA DEL AOJIFERO, 

Este progrrun:.i tic>ne como objeti 
vo generar los clC'IDCntos finitos ne
cesarios pnra la soluci6n nunérica a 
partir de informaci6n tan simple co
mo la locali zaci6n de algunos puntos 
que dcscl'i han adecuadamente la fonna 
del acuífero. El usuario debe propor 
cionar n la computndora suficientes 
puntos (miíximo 24) en e J orden con
trario al del movimiento de lns mane 
cillas de tm reloj, empleando las 
coordenadac; do un sistcn1a de rcfercn 
ci.a real o imnginarjo: es decir, puc 
de tom..'lr en cuenta lns (listnncias 
reales medidas en el campo, o hacer 
las mediciones en un pl:.1110 sobre el 
escritorio. Debe tcnninar el stminis 
tro de esta infonnaci6n, proporcio
nando como último dato el primer pun 
to que se anot6, a fin de cerrar el 
ciclo. 

Para poder seleccionar los ele
mentos finitos del problcmr1 1 el pro
grama coloca los pw1tos ~uc descri · 
ben la gcomctrfo del acu1fcro, den
tro <l.c una red cua<lr icul aUa consti -
tuidtl par un núncro igwl de renglo
nes y co.lullJlas (m(iximo .!U). El usua
rio debe definir t"I trnnaño de la ma
llo que desea utiljzar, tcnicnUo en 
considcraci6n que mientras mayor sea 
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el núnero de celdillas que conten
ga, se requerirá más tieapo de pro
ceso mmquc los· re5ultados serán -
más exactos debido a la generaci6n 
de una mayor 01Dti.dad de elementós 
finitos. 

Después de la entrada de es
tos datos, ·se realiza Wl cmnbio de 
escala para situar los pmtos fron
terizos dentro de la red cuadricula 
da escogida; se obtienen las inter
secciones de la frontera del acuí fe 
ro con las 1 íneas que fonnan la ma -
lla; se clasifican los puntos de la 
red dependiendo de su ubicaci6n den 
tro o fuera del acuífero; se esco
gen los triángulos que configuran -
e 1 área del aruífero; se ordenan y 
se nuneran sus nodos , y ~ 1 f i nn 1 
se dibuja un plano del acuífero in 
cluyendo los elementos finitos 
triangulares que lo clJJljJOJlcn. 

HIDROD 1 NA'-11 CA DEL AQJl FOO, 

La infonnaci6n que debe suni
nistrarse, durante la ejecuci6n de 
este programa, es la siguiente: los 
elementos finitos que describen la 
geanetría del acuífero, su espesor, 
conductividad hiddulica, porosidad 
y densidad global, así como el núne 
ro de pozos perforados y su tasa de 
bombeo. El usuario no debe preocu
parse por los elementos finitos, ya 
que el programa re01rrirá a lm ar
chivo de datos grabado en el disco 
de la computadora y que contiene di 
cha infonnaci6n, la cual fue alma ce 
nada al final del programa anterior. 

La ecuaci6n de Poisson (ecua· 
ci6n 3.16), que gobierna el moví- -
miento del agua subterránea en esta 
do estacionario incluyendo fuentes 
y sunideros, se resuelve con la t6c 
nica del elemento finito, por lo -
que la mayor parte del programa se 

dedica al esuiblcc:iJ:liento de un con
junto de ecuaciones algebráicas y a 
su soluci6n matricial, obtcni6ndosc 
así las cargas hidráulicas en los no 
dos del sistema. 

F.n este programa se realizan -
dos gráficas, una del plam del acuí 
fero conteniendo los elementos fini
tos originales así COllXl los genera
dos por la colocación de los pozos, 
y otra de la red de flujo del agua -
subterri!nea obtenida a partir de las 
cargas hidráulicas. 

a:ml'l'IIWICION DEL AaJIFERO, 

Después de que este programa ha 
obtenido la informaci6n acerca de -
los elementos finitos así cDl1Kl de -
las cargas hidráulicas, resultante -
de los cálculos ·de los dos programas 
anteriores y almacenada en el disco 
de la computadora, el usuario debe -
anotar las características de la ca
lidad del agua presente en el acuífe 
ro y de la que se está inyectando a 
través de los pozos, así como las -
dispersividades longitudinal y trans 
versal, y los coeficientes de la isa 
tema de Langnruir para el contaminan 
te dentro del acuífero. También debe 
indicar el intervalo de tiempo para 
la realizaci6n de los cálculos de la 
distribuci6n.del contaminante, así -
como el frente de avance (como por
centaje de la concentraci6n máxima) 
que desea obervar en la gráfica con
forme varía el tiempo. 

La ecuación gobernante del 
transporte de contaminante que se re 
suelve, es la ecuaci6n 6.43 con el -
ténnino de adsorci6n expresado por -
la ecuaci6n 6.54. 

En el siguiente capítulo se pre 
sentan algunos ejemplos ·de la aplica 
ci6n de estos tres programas. 
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· Figur.'i 8.1. Diagraina de flujo del programa "Geometría':, _ 
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Figura 8.2. Diagrama de flujo del programa ''Hidrodin&nica". 
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Figura 8.3 •. Diagrama de flujo del programa "Contaminación". 
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O'\PITULO 9. 

APLICACID.'ES Y RESULTAOOS DE LA SUULACIG'!. 

El concepto de elementos [esto 
es, las áreas delineadas por las rec 
tas que conectan los plDltos nodales) 
es fundamental para el desarrollo de 
ecuaciones en el mc§todo del elemento 
finito. En este estudio se utiliza
ron elementos triangulares, pero trun 
bién son posibles cuadriláteros u 
otras formas. 

El objetivo de la modelaci6n es 
predecir el valor de la variable des 
conocida (por ejemplo, la carga hi
dráulica subterránea o la concentra
ci6n de un contaminante) en los pun
tos nodales. Los modelos frecuente
mente se utilizan para predecir los 
e fcctos del banbeo en los nivel es 
del agua subterránea. Sin embargo, -
antes de hacer una simulnci6n predic 
tiva, el modelo debe ser calibrado y 
verificado. 

VALIDEZ DE tt-JA SOLUCION NLMERICA, 

En la mayoría de los ejemplos 
se revisa la validez de la soluci6n 
numérica comparando los resultados -
obtenidos,con los calculados a par
tir de la solución analíticu. Sin 
embargo, las soluciones analíticas -
no son disponibles para muchos pro
blemas de interés práctico. Los méto 
dos numéricos nos penniten resolver 
1n ccuaci6n gobernante en m~s de una 
dimensi6n para condiciones de fronte 
ra complejas y para acuíferos hetcro 
géncos y unis6tropos, mientras que -
la mavoría de las solucjoncs nnuJ_íti 
cas sé restringen a la consiJcrnci6n 
de acuíferos is6tropos y homogéneos. 

. Un ptmto importante que algunas ve
ces resulta inadverti<lo 1 es la nece
sidad de verificar la validez de 
cualquier soluci6n munérica. Por lo 
tanto, se deben hacer varias compro
baciones de que la soluci6n es co- -
rrecta cumulo no se uh-pone de una -
soluci6n analítica. Específicamente, 
es una buen.1 práctica verificar la -
sensibi liuad de la soluci6n a la 
elecci611 de lo tolerancia al error y 
nl cspnciamicnto no<lnl 1 así como rea 
!izar tm ctílculo del balance de ma
sa. 

I.a soluci6n numérica se obtie
ne mediante la rcpet ici6n uc Jos 
cálculos uti 1 i :ando como valor su
puesto el generado en la i ternci6n 
anterior. El ciclo iterativo conti
núa hasta que el valor supuesto co
mo soluci6n, converge, es dcci r, -
hasta que la diferencia entre las -
respuestas generauas en dos niveles 
sucesivos de itcraci6n, es menor a 
un valor establecido 1 e 1 cual se 
conoce conK> tolerancia al error o 
criterio de convergencia. 

Se puede Jcmostra r que un cri -
torio de convergencia menos rcstric 
ti\'o, puede conducir a rcspuc~tas -
inaccptnhlcs. 

En Jo~ problc1:t.1s <le <lcscargas 
mediante po.<:os, su ha obscr••ado qul:' 
lu soluci6n es sensible al valor 
elegido para la toleroncia al error 
o error pcnnisil>Jc. Si el vnJor e~ 
úcmnsiado al to, 10 soluci6n no se -
nproxi1nará a la analíticu. Como re· 
glu general, !;e deben hacer vnrias 
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corrilL"ls lle colmllltadora usanJo \·atu
res succs iv::ncntc más ncqueños Je] -
error permisible, hasta sclcccionnr 
tm valor lo suficientemente n~itc:> 
tal <JU<' la soluci6n no cambie dentro 
ele 1 ranpo des<.'ado de exactitud. l .a -
soluci6n nucde mejorarse con el uso 
de espaciamientos nodalcs más peque
ños. Se dchcn hacer varias corridas 
de comput:idora con esoaciamientos no 
dales sucesivamente más pequeños has 
ta que ta soluci6n no cambie dentro 
del ranp.o deseado de exactitud. Sin 
embargo, rcncralmentc es tm proceso 
que consume mucho tiCfllPO por tener -
que rodificar la malla y redefinir -
la entrada de datos. En vez ele eso , 
la mayoría de los modeladore> prefle 
re el tercer ti'.)O de prueba de Ja va 
lidez: el dlculo del halance de m:i
sa. 

El cálculo del balance de masa 
es WUl cxprcsi6n del hecho de que, -
en estado estacionario, la canti<la<l 
<le ap,ua ouc entra al sistema es 
i¡¡ual a la que sale de él. Si esto -
no sucede, existe al¡n'.!n error en la 
solución numérica. Sin embargo, un -
error prnndc en el balance tic masa 
indica falta de orecisión en el cál
culo misJllO del balance de masa. 

Para problemas transitorios, 
Jos valores de las cargas también de 
penden de la elección del intervalo 
de tiemno. Una aoroximación nUJTJérica 
se dice· que conver¡¡e si la solución 
se nccrca a los valores correctos en 
la medida que el intervalo de tiempo 
se nnroxima n cero. La aproximación 
es estahle si. conforme Ja soluci6n 
nvanza en el tiemno, los errores no 
son amplificados tal que Ja solución 
Jle¡!lle a ser inválida. . 

El objetivo de la mayor narte -
tic lag simulRciones de comnutaJora , 
es predecir el efecto de ai~unos es
quem.is ele administración propuestos 
p¡¡ra sistemas hidráulicos en narticu 
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Jar. la prueba final del lllOl1<"1o IJlJllÓ 
rico es determinar si 1as ohsclV'Jcio 
ne~ Je campo son simuladas cxactamcn 
tr. Tal modelo se dice uuc h., sido -
cal ihrado }' l'l'ri ficado. 1:1 problcm 
de calihración y verificación Rene
ralnx.?nte recruiere de ajustes de los 
parámetros del modelo y de las condi 
cienes de frontctn. 

CALIBPACIQJ, 

r:n general, la primera etapa en 
la calibración de un modelo, es clise 
flarlo en estado estacionario para -
que proporcione la distribución de -
las cargas hidráulicas que se usarán 
_coroo condiciones iniciales en la pos 
terior si111Jlaci6n transitoria. A par 
tir de los datos de entrada es posi
ble rcnerar una solución para las 
cargas en cada punto nodal. Sin em
barpo, para verificar la exactitud -
de la soluci6n, es necesario canpa
rar las carp.as calculadas con las me 
didas en varios puntos en .,¡ campo . 
Invariablell'Cnte, las carpas calcula
das en Ja primera corrida del modelo 
no coincidir6n con los valores de -
campo. No es irracional ajustar los 
datos ele entrada porque éstos son im 
ncrfcctamcnte conocidos, y hnhrii un 
cierto ranpo de valores que puede 
ser váliUo. No es poco carmín reali
zar <le 20' a SO simulaciones <le ensa
yo y error antes de que se obten¡¡a -
una calibración aceptable. La cali
bración es realmente una fonm de re 
soh·er el nrohlcma inverso discutido 
en el capítulo 3, cuando se discutió 
la ccuaci 6n de Poi sson. 

Frecuentemente se 
siente· la tentaci6n Uc ut j ~ 

!izar Jos \'Rlores medidos de las car 
ras como entrada del modcl~; c~to 
es, forzar las car· 
pus en el interior de In malla u que 
irtmlon los· valores medidos con la -
esperanza ele que esto ascpurc Ju en· 

• 1 

•··· 
1 1 

• 1 
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1 ibr.u:i6n. Sin anbarp.o, si las co11<li 
c..:ioncs de írontera y los valores Jl· 
·r, S )" R no se especifiquen cnrrcct:a 
mente, este pTOCedimiento ocasionartí 
la crcaci6n de fuentes r/o sunideros 
:irti ficia1cs en el interior de ln m.i. 
lla, y Ja configuraci6n resultante 
de las cargas no será realista. 

VERIFICACIOI.:. 

!.a calibraci6n significa que da 
da una cierta combinaci6n de paráme· 
tras y condiciones de frontera, el -
modelo nroducirá los valores medidos 
en el cñ.mpo, en dctcnninados ptmtos 
de la rc<l. Sin embargo, no hemos ga
rantizado aue la combinaci6n de pará 
metros encontrada por ensayo y error 
sea única. Gillham y FaIVolclen 
(19i4), por ejemplo, demostraron que 
diferentes distribilciones de la con· 
ductividml hidráulica, producirán 
esencialmente la misma distribuci6n 
de la carga. CUando se perfeccionen 
los métodos de soluci6n del prohlenn 
inverso, scr6 posible encontrar tma 
soluci6n 6ptima para la transmisivi
dad. 

El obietivo de la verificación 
es demostrar que el modelo es capaz 
de simular alg{m avento hist6rico de 
la hidrología, para el cual se dis
ponga de datos de campo. Por ejemplo 
uno podría intentar simular las pér
didas de carga durante un ensayo de 
bombeo, o los descensos del nivel 
del agua durante una sequía. General 
mente, será necesario wt rcfinamicn· 
to extra de los parámetros duran
te la verificación. Estos refinamien 
tos deberán hacerse de forma ta 1 que 
no cambien la calibraci6n del estado 
estacionario. Después de ouc el mode 
lo ha sido c.1Hbrndo )' verificndo, · 
está listo para usarse para prcdic· 
ción. 

ldc.1Jmentc, Ja c:ilihraci6n y V<' 
ri fic,.ci6n del Dl'.l<lclo deherfon h.,cer 
~e cuao.lo la invcstigaci6n Je ca~>o 
está en marcha p.,ra que los datos Je 
campo ret¡ueridos por <'l nnlelo pue
dan ser obtenidos fácilmente. Además 
cuando se uti] ice cano herramienta -
de planeaci6n, el modelo deberá ac
tual izarsl'" y mejorarse conforme se -
obtengan nuevos datos de canpo. 

EJEWLOS NLMERlCOS. 

l'ROBID\.\ 9. l. Se desea obtener 
el conjWlto <le elementos finitos que 
descri han 1 a gcomctr fa del :icuí foro 
mostrado en la figura 6.1. Se utili
zó el programa "Geometría" con los -
datos de la tabla 9.1. 

Después de diez minutos de pro
ceso, el µrogrmna de computadora in
formó que el modelo consta de 43 ele 
mentas finitos y 39 nodos, los cua
les se presentan en la tabla 9.2. 

PRORIH\.\ 9. 2. Dadas las cargas 
hidráulicas en la frontera de un 
acuífero cuadrado, obtener la dis
tribución correspondiente para los 
nodos interiores en el estado esta
cionario. 

Se a 1 imentó el programa "Geome 
tría" con los datos siguientes (\•éa 
se la figura 7. 1) 

Malla = 3. 

Punto 
1 
2 
3 
4 

Coo~dcnaclas, m 
loo.o o.o 
400.0 o.o 
400.0 300.0 
100.0 300.0 

El modelo con~ta de 18 elemen
tos finitos )' 16 nodos ,.resultados 
obtenidos -dcspués;.~e tres minuto" -
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TAlll.A 9,1. DATOS !E ENTRA!ll\ OO.. P!IQl! fM" S.J, 

~hlla = 4. 

Punto Coordenadas. .. l'lmto Coordenadas • JJlll 

X y 12 so.o 44.5 
1 o.o 3.5 13 42.0 45.0 
z 5.0 0.5 14 33.0 44.5 
3 13.5 o.o 15 22.5, .... 43.0 
4 27.0 1.5 16 16.0 41.0 
5 39.0 3.0 17 '. 11.5' 36.0 
6 58.8 8.0 18 "!><: :-.-/:. ,13.0' 32.0 
7 70.0 13.0 19 .,<16.0, 27.5 
8 77.5 19.0 .20 

~J :. 1 .,:16.o; r 23.0 
9 80.0 31.5 21. , .. ¡,,, 14.0 19.0 

10 71.0 39.5 22 .'. •: .:; 11:0 15.0 
11 58.0 43.5 . 23. s.o ,9.0 

- _,_;-···,;· 
TAJll.J\ 9,2, RESU..TA!XJS DEL PRlBLEMA 9,J, ,_ ;I 

Triángulo Vértices (nodos) 
l 9 10 1 
2 8 9 1 
3 7 8 l 
4 1 36 37 
5 1 37 38 
6 7 1 38 
7 7 38 39 
8 31 32 2 
9 2 . 32' 1 

10 32 33 34 
u··· ··1 32 31 
·1~· · •1 '34 · · 3s 
13 . . ""-'°'1'' ··35 ''": 36 
14 29, . 30 :! 
15 ·:Z-"''30. 31 
,16 .. _10, :, 11 1 

"'17'''' •'1,"'!11 3 
· 'IS 3· 11 12 

:19 3. 12 13 
"20 .1· 3 4 

'.' 21 ll' 4 2 
22 '26· .. ,27 4 
23;· ¡ '-._:r.i4 -~··_,·,7 2 

124 , ·. ::Pz·;~i?i1··. :zs 
25. ''':-~" 1 ·_28 1·';'!.z9"~···26 

._.;, 
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TAllA 9.2. l!fljll :rA!X)S m. PllllllBIA 9, 1 (awTI!IJACIOO), 

Triángulo Vértices (nodos) Nodo C.oonlcnadas en la 11D1Ja 
26 13 14 3 26 3.00 3.24 
27 3 14 5 27 2.65 3.22 
28 5 14 15 28 2 .12 3.15 
29 3 5 6 29 2.00 3.11 
30 3 6 4 30 1.79 3.04 
31 22 23 6 31 l. 75 3.00 
32 6 23 4 32 1.57 2.79 
33 4 23 24 33 1.64 2.59 
34 4 24 25 34 l. 79 2.37 
35 4 25. 26 35 1.79 2.15 
36';. • -'15Y•l6 5 36 1.72 Z.00 

. '3!: 5 .: ·16 17 37. 1.70 1.95 
:39: .. : .. ;5"'"17· 18 38 1.54. 1.75 
··39.i:-:.:18·'''19 6 39 1.25,', .:; .. 1.45 

·• 40:•.: -' 181 ·:: 6 5 
41 :_·:~ :-.. ~r.- 6 r ·.19· 20 _.,~-
42 ......... ,""20·,, •21' 18 
43 ,., '""" z¡.¡0 •22 6 .. · · 

. ·I 

:; .' 

··'t."· ·-·:. ,;;·, 
1: >-:-· ,.-,u, 

".." ': f 

•' __ , 

t•i 

,¡;.,. 
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ele proceso. Enseguida se puso en ope 
ración el programa 'Hidrodinrunicn" , 
consideroWdose un acuífero de SO m -
de espcsoT, 2 m/día de conductividad 
hidráulica, una porosidad del 371 y 
una densidad de l.S g/on'. Los datos 
anteriores realmente no influyen en 
la soluci6n porque la ecuaci6n gobeT 
nante es la de Laplacc. Se indicaron 
cero pozos perforados y se proccdi6 
a proporcionar el valor de la carga · 
hidráulica en cada tmo ele los nodos 
de la frontera (nuruerados del 5 oL -
16 en la tabla 9.3), para que des- -
pu6s de cuatro minutos de proceso se 
obtuvieran los resultados para los -
nodos interioTes (1 al 4) que se 
muestran en la tabla 9. 3 junto con -
la soluci6n proporcionada para el 
mismo problema por la referencia 36. 

PROBLEMA 9. 3. Se sirrula transi
toriamente la contaminaci6n de tm 
acuífero horizontal tmiclimensionnl -
(equivalente a una columna de medio 
poroso cOJOO la mostrada en la figura 
6.2) que es alimentado continuamente 
con WJ trazador procurándose un regi 
men de flujo en estado estacionario. 
La ecuaci6n gobernante es la 6.1 y 
la soluci6n analítica la 6. 3. 

Los datos para el programa "Geo 
metría" son los siguientes: 

Malla e 10. 

Punto 
1 
2 
3 

. 4 

Coordenadas , m . 
o.o o.o 

100.0 o.o 
100. o 10. o 

o.o 10.0 

El moclelo consta de 20 elemen
tos finitos y 22 nodos. Bl tiempo de 
proceso fue de 7. 5 minutos. 

Los datos para el programa 'Hi -
drodinámica" se m1estran en la tobla 
9. 4. El t:icmpo de proceso fue de O. 5 
minutos. 

Los datos para el progrrun.1 ''Con 
taminaci6n" se presentan en la tabln 
9.5. La primera iteraci6n en el tiem 
po se ohtuvo después de 5:40 minutos 
incluyendo el establecimiento de las 
matrices. Los resultados, indicados 
en la tahla 9.6, están ªTl'."'glndos en 
gmpos de 3 renglones para cada in- - · 
tcrvalo de tirnipo, de ta1 manera que 
el primer rcngl6n corresponde a la -
soluci6n obtenida por el programa 
"Contaminaci6n11

, ·c1 scgt.mc.lo renglón 
a la solud6n_ l)t!J!16..r!!=<1. _c!IJP~e.J!..d•\._<n -. 
la referencia 36, y el tercero a 1 a 
soluci6n analítica. Además el nodo 2 
y el 21 se encuentran situados a la 
misma dis tmicia de la fuente contami 
nante, lo mismo que los nodos 3 y 20, ' 
4 y 19, 5 y 18 y así sucesivamente, 
por lo que se presentan los rcstüta
dos obtenidos en cada pareja de no-,. • 
dos que son comparables s6lo con los 
obtenidos en nodos scncl llos en el -
seg¡mdo y tercer casos. Esto es debí 
do a· que se rcsolvi6 1m prohlana tmi 
d.únensionaJ con un programu desarro
llado para casos bidimensionales. 

PROBLHo!A 9.4. Se simula el 
transporte de cloruros, durante ~as 
operaciones de recarga del acuífero 
de ln Bahía de Palo Alto, California, 
proyecto presentado al final de¡ ca
pítulo 5. Véanse las figuras 5 .11 a 
s;1s. 

Los datos para el programa ~'Geo 
metría" son: 

Malla = 3. 

Punto 
l 
2 
3 
4 

Coordenadas, m. 
-100.0 -100.0 
100.0 -100.0 
100.0 100.0 

-100.0 100.0 

Bl modelo consta de 18 elemen
tos finitos y 16 nodos. 
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TAlllA 9,3, aai~ HIMN.LICIS EH LOS !'DXlS ~LA IW.LA 

ESTABLECIDA PARA RESOLVER El PROBlBIA 9,2, 

(a) Nodos interiores. 

Núnero 
1 
2 
3 
4 

h, m 
7 .68101288 
7 .93175644 
8.04675644 
8.18712822 

Ref. (36) 
7.68 
7.93 
8.05 
8.19 

(b) Nodos de la frontera. 

Núnero h, m N6mero .h, m 
5 6.82 11 8.53 
6 7.56 12 8.36 . 
7 7.99 13 8.18 
8 8.29 14 8.04 
9 8.33 15. 7.68 

.10 8.41 16 7 .19 

TABLA 9,4, INF®IACION QUE DEl!E SLMINISlRARSE AL PROGRIMA 

"HIDRODIN»llCA" PARA SOLUCIONAR EL PROBLEMA 9,3, 

. (a) Características del acuífero: 
Espesor = 14.4 m. 
Conductividad hidráulica = 2 m/día. 
Porosidad = 37%. . 
Densidad = 1.5 g/cm' (no indispensable). 
Número de pozos perforados = O. , . 

1 • 

(b) carga hidráulica en la frÍlntcra: variable. 

Punto 
o 

10 
20 

'30 
40' 
50. 
60' 

'70 
80·· 
go' 

100' 
.·:.,.) 

¡.u 

o 
o 
o 
o 
o 
o· 
o 
o. 
o 
o 
o,. 1 

h, ·~. 
16;000 
15;s1s 
15;630 
15;44s 
15:260 
15.075. 
14;s90 
14 .• 705 '.; 
14.520 . 
14.335 
14.150 

i'Uilto .. h, m. 
100 1( . : .14.150 

90 10,. ' 14.335,. 
80 10 ... , . 14. 520 
70 10 ; '; 14. 705 
60 .to'··· 14.890 

¡ so '10. ·: 15.075 
40 10 ' : 15.260 
30 JO ' 15.445 
20 10 '15.630 
JO 10 15.815 
o 10 16.000, 



TAll.A 9,5. ltFalHACION QlE DEBE SU1JNI~ AL PROGRN1A 

•IXl!TN"llNACJON" PARA SOW:IONAR a PlllBLEJo'.A !?.3. 

(a) Contaünante: trazador. 
(b) Carga contminantc promedio en el actÚforo = o mg/l. 
(c) Carga contaminante en la frontera: variable. 

Ptmto e, ml!/I Ptmto e, mg11 
o o 10.0 100 10 o.o 

10 o l. E -9 •• 90 10 l. E -9 

90 o l. H -9 10 10 l. E -9 
100 o o.o o 10 10.0 

(d) Intervalo <le tiempo = 120 horas. 
(e) Dispersividades: longitudinal = 10 m. 

transversal = O m. [La ref. (36) usa 1 m] 
(f) Coeficientes de la isoterma de Langmuir: Li = L1 = O.O 
(g) Avarr.e del frente contaminante = 10\ (no indispensable). 

•• l. E -9 indica a la canputadora que la concentración en este nodci 
de la frontera varía con e 1 tiempo. 

TABlll 9.E. RESl.A.. TAOOS CORRESPONDIENTES AL PROBLEMA 9,3, 

Tiempo, Concentraci6n en mg/l en los nodos n1.111erados: 
dÍas 2 21 3 20 4 19 5 18 

10 1.66 2.25 0.03 0.00 o.oo 0.00 0.00 º·ºº 1.85 -0.11 -o.oo 0.00 
0.41 0.00 0.00 ·º·ºº 20 3.01 3.74 0.32 O;lS 0.00 0.00 o;oo 0.00 
3.17 0.19 -0.04 0.00 
1.81 0.04 O;OO o.oo 

30 4.00 4.76 0.73 0.69 0.06 0.00 º·ºº º·ºº 4.16 0.66 ,,~g:~~ ~0.01 
3.10. 0.25 0.00 

40 ' 4. 77;';s.s2 1.22 1.34 .;0;18 0.03 0.01 0.00 
'' '. r 4.93·'' '··. 1.20 '';0;07 -0:02 

. ¡,¡ 4.11';'. o' 0.64 ''.0;03 
1.i 

o:oo 
so·:;. f; q; -,-. 

L73 
'¡·· 

O.l 8 0:·04 º·ºº ,. r 5.38,.: ;6.09 i.9a·.~·0;34 
" 

~ 1 ,- ; '-~ • .'. 5.54',\; '" l. 75 ;'.(0;23 i' ·O.Ol 
.. 4 90 ' '' 1.13 '.0.11 o:oo 

60 ,.; . d s ·a9í:t6 ss' 2.23 2.59 ,\0:55 0.44 0.10 o.oo : '. 'i. f - • ' ' • -. ;¡_,;_, '- 6 04 ·I¡ ;,._,. 2.29 ,.,0.'46 0;02 
;: !;: . z~r 5: 53 rH 01 1.66 '0.24 , .. 0.02 

9o ·'· ,,¡ 6.91'i'1.s1 · 3.59 4.12''"1,34. 1.45' 0.38 0,25 
.... 7.10 --3.71 .. J.33 . 0.29 

6.83 3.19 0.95 0.18 
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Los datos para el programa "hi -
drodin!imica" se presentan en la ta
bla 9. 7 • y para "f.ontmtinaci6n11 en -
la tabla 9.8. 

La información suministrada a -
la coq>utadora coincide con los da
tos de campo obtenidos durante las -
operaciones de recarga del acuífero 
de Palo Alto, referencia (25), a cx
cepci6n de las dispersividadcs y coc 
ficientes de la isotenna de J.angmui r 
que se tuvieron que suponer, ya que 
de ellos no se hace menci6n en dicho 
estudio. 

Los resultados correspondientes 
a cinco pozos de obsetvaci6n, se pre 
sentan en la tabla 9.9 y en la figu
ra 9.1, obteniéndose curvas semejan
tes a las experimentales (figura 
5.13). 

TABl.A 9.7. llflR1ACION RBllERIM PN!A 

RES(l_VER LA H lllRODI IW11 CA DEL PROBlEMll 

9.4 (ACUIFERC IE PAL.O ALlU, ('A, EEllJ, 

Espesor= 1.57 m. 
Conductividad hidráulica = 70 m/día. 
Porosidad = 25\. 
Dcnsidad = 2 g/cm'. 
Núnero de pozos perforados = 6. 

Pozo Coordenadas Gasto, m' /día 
1 O.O IJ.O 544.32 
2 -11.0 o.o 0.00 
3 -20.0 o.o 0.00 
4 -40.0 o.o 0.00 
5 2.5 15.8 o.oo 
6 30.8 -30.0 o.oo 

Carga hidráulica en la frontera: 
constante e igual a 0.5 m. 

TJIBl.A 9.8, INFOR1ACION REQUERIDA PARA RESOLVER EL TRANSPORTE 
DE rotrrN11NANTES DEL PROBLB-lA 9.4. 

Contaminante: cloruros. 
Carga contaminante promedio en el acuífero = 4000 mg/1. 
Carga contaminante en la frontera: constante e igual a 4000 mg/l. 
Carga contaminante en los pozos: 

NíÍmero Concentraci6n, mg/l. 
1 290.0 
2 4000.0 
3 4000.0 
4 4000.0 
5 4000.0 
6 4000.0 , 

Intervalo de .tiempo = 2. 7557 horas, equivalente n 62.5 m' de 
. agua inyectada. .· ... 

Dispersividades: longitudiruil ;, o:o m:· 
transversal = 100.0 m. 

Coeficientes de la isoterma de Langnruir: L1 = L, = O.O . . . 
. ·. Avance ,del. frente contaminante = 50%. . , . 

I' ,f' 'l},_;rrü ¡ 
'-------
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'TA8l.A9.9 RESULTADOS DE LA SIMUIJ\CION DEL TPA'ISPOOTE DE 
. Cl.ffiUROS EN EL ACUIFERO DE PALO ALlO, CALIFORNIA, EEl.AJ, · 

Volunen de 
agua inyectada, 

m' . 

62.S 
12S.O 
187.S 
250.0 
sao.o 

l,000.0 
2,500.0 
5,000.0 " 

;; 1 • '.-

g 
~o. 

Concentraciones de clan.iros, 
expresadas en fracci6n de la llllidad, 
P5 P6 P7 SZ3 SZ4 

0.57 0.04 º·ºº 0.34 0.02 
0.63 0.27 --0.-00 0.53 0.04 

. o. 70 '0.40 0.00,' .0.63. 0.06 •. 
. o. 75 ·. 0.48 'o.oo .. 0.69 o.os ; ' 

P5 

0.82 0.63 0.00 ;0.77, ,,0.15 ,. 
0.83 ... 0.65' ,'0.01 ... 0.77 '·.0.26 .. ,¡ ,, 
o.s5 o.68 0.10 o.79" o.so· ..• : 
0.88 o. 76 0.29 0.84 0.69 .·J, _, -. 

.,._ .. 
,,., 

.:=:r .. ' ..• r,·.:;::->.:· •.:' ... "'i . .;_-.-,~-1 
!".· ~:.(~ J;j--11.:.; -""·•' fi·¡ ¡¡;;·_, __ 

' .. ' 

523 ''"' ,. ' 

. ,., , ..... , 
P6 

SZ4 

3 o o o lt o o o so o o 

VOLLl1EN INYECTADO, ~~. 

Fiplll'a 9.1. Gráfica de los rcsultndos rlc lri sinn1laci6n'clcl 
·transnorte de cloniros Uurantc las oncracioncs 
de recurra del acuífero de Palo Alto, Cal i for
nln. COJ11párcsc con ln fipuru 5.13. 
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La prktica que se esU llevan
do a cabo en algunos países caoo Es
tados Unidos e Israel, de utilizar -
al suelo caoo IDl sist.- de trata- -
miento avanzado eara los efluentes -
de procesos biol6gicos y, por otra -
parte, el peligró latente de contami 
nar los aaúferos al mplear aguas -
residuales en el riego agrícola, -
principalmente en Ml<rico, destacan -
la importancia del estudio del trans 
porte de los contallinantes en medios 
porosos. 

Dentro de este contexto, la mo
delaci6n de tales fen6menos penniti
r5 prever el dcstim de ciertos cons 
tituyentes del agua residual, sobre 
todo los t6xicos, y establecer estra 
tegias para prevenir sus efectos ad
versos tanto en los cultivos, In ca
lidad del suelo, los abastecimientos 
subterráneos de agua potable y parti 
culannente en la salud hlllT'.ana. 

El programa de computadora desa 
rrollado en este trabajo pennite cal 
cular la distribuci6n en el espacio 
y en el tiempo, de los contaminantes 
de un acuífero, con la ventaja de -
ser aplicable a regiones con diferen 
tes geometrías, aprovechando así la 
facilidad para manejar fronteras -
irregulares que caracteriza al méto
do del elemento finito. 

La utilizaci6n de este programa 
para diferentes casos, condujo a re
sultados satisfactorios al comparar
se con soluciones analíticas y con -
resultados experimentales, lo cual -
pennite suponer su aplicabilidad a -
problemas similares de contaminaci6n 
de aguas subterráneas. 

Es recx.endable, mediante la ., 
dificaci6n o adici6n de algmas sub
rutinas del progr.mia, incorporar al 
lllXlelo los efectos de otros factores 
del problona COJ1J los procesos fisi
coqul"micos que se llevan a cabo en
tre la soluci6n del suelo y la ma- -
triz s61ida, as! caoo la heterogcnci 
dad de ciertas propiedades físicas -
del aaúfero. Esto es factible gra
cias a que el programa de ccrnputado
ra se estructur6 en fonna modular a 
fin de revisar 5u ftmcionmdcnto. 

La investigaci6n acerca de los 
principales casos de recarga de acuí 
feros con aguas residuales tratadas , 
la revisi6n de 11lJ111Crosos modelos ma
temáticos propuestos y su ·fundamento 
tc6rico, el estudio de los métodos -
numéricos y el uso de técnicas avan
zadas de programaci6n de microcompu
tadoras, hicieron posible en su con
junto, el análisis de un problema de 
ingeniería ambiental: la contamina
ci6n de las aguas subterráneas. 
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MEXOS. 

l. Funci6n error canplementa
ria. 

2. Listado de los programas 
"Acuífero" (Introducción cx
plicatoria) y "Geometría". 

"3, Listado del programa '~lidro
diniÚnica". 

.. ' 

4. Listado del programa "Conta
minaci6n". 

5. Referencias bibliográficas. 

! .. 

¡ ! : ) ~-' • 
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ANFJCO l. R.N:Il»I EIROR aJ.IPL!MlITTARIA (fcrc). 

.·, 

.• i . . ~ i (· ¡ 

!__---~-· ·-...;;...~ _er.fc_(PI 
º .... ··;.:·~o·" . · ··· 1.0 
o.u~ ~"' o.o~tt\1.? u.11.u":s 
1(1 ,t ?'131 ¡.~º~' ·~~li.\. . 0.8tl7jJ7 

'··' ¡;~'>l:~'2(Jq Ú.I, .'_;¡;:iü11.i-~7#ti O.IU.:!OOI 
.Jf·. : ~-: :; ~).:?, ;;-: ,::! 11.2:!~111.t: 0.111291 

, . .-·:: 

. 

11.2'.\ :- l~.:76J!h 0.72J&7.a 

~ 1.1.uú··jf!u''·.1.1.,·:; 1 ,11.>~H6n o.tt1111J 
. tL.17-JlS! D.6Wblll 

J ; ' . 

0.4 ll.4:?8H.? D,!71l'°8 
0.4S 0.47l4~.? 0.524518 

. ·. O.S ! i. 0.S:!.0~00 0.479SOO 
D.S, 0.S6JJH 0,416677 
0.6 ll.(»0J8'6 0.396144 
0.6S O.~?ON O,JS1971 
IJ.7 
ll.1S 
O.H 
0,MS 
o.• 
U.9S 
10 
11 

'"' l.i 

'" i.9 
2.0 
:?.I 

~.li 

:.li 
2.9 
l.O 

IJ,(,77btll 0.122199 
11. 7 1 1 1 Sfi 0.2811844 
0,74:? IUI 0.?S7li~9 
11770¡1,/,¡I 0.?29Jl.? 
tl. 79t,9;1~ 0 . .?0JW2 
OJl:!.O~NI 0.17910Y 
O.M.;&:?71'1 0.1 S7299 
tl.tc~U~O.I O. l 1979S 
o,•J 1 nJI~ 0.089686 
U.~-\40.lH 0.065992 
ll.9:S:?2~S 11.0477U 
0,9t:abltl.S 0.0lJ89S 
0.9761~8 0.02)652 
tl.'ltc.37\141 0.016.?IO 
U,9tl~\l'Jt 0.010909 

1 U.W:?190 0.007210 
U.99SJl~ 0.004671 

. 0.9'Jl7021 O.OOlSl1\I 

. O.'i'.'el3' . 000186) 
U.lhb.1U" 0.001141 
0.9~.,lll fl.OúOf·H~ 
Q,9!>'>1j9J U,0004()1 
'o,9!1'7:"1·-t 11.000216 
0.9\W!jj611 U.00013'4 
0,9!>9'JZJ 0,00007j 
0.9'J9?.1V 0.000041 
!J,IJ•k".J91• 0.000022 

·-·-----··----
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ANEXO 2. LISTAIQ llE IDS PROC-RNIAS "Afll!FERO" (Introducci6n CX{llicntoria) 
y ''f.B'.M!l'IUA" • 

3LIST 

!00 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 
21<: 
:?:?O 
:!20 
24'J 
'"'50 
60 

:?70 
23C, 
:?90 
:95 
2CO 

310 
320 
330 
340 
250 
3~0 
270 
:?~O 
~?":' 
·11)1) 

~10 
4:?0 
430 
~40 

REM ACUIFERO 
REM PROGRAMA DE COHPUTADORA 
REM PARA LA SIKULACION DE LA 
REM CONTAMINACION DE UN 
REM ACUIFERO BIDJllENSIONAL 
REM 
REM UNIVERSIDAD NACIONAL 
REM AUTONOMA DE HEXICO 
REM FACULTAD DE INGENIERIA 
REH DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO 
REM AREA DE INGENIERIA AHBIENTAL 
REH TESIS DE tlAESTRIA 
REM LU:S AHTOIHO ACEVEDO ARREGUIN 
REll .;Jos TO DE 1986 
r:c:: 
?:E~, 

RE!'1 
R~r1 
F.El'! 

WoROúUCCION EXPLICATORIA 

- 7Ei~:' : HOi IE 
!tlVE~o=.::;: : PRINT • 
PRl!IT " A C U I F E R O •: PRINT ' 

": NORllAL 
VTAE 5: HTAB 1: CALL - 958 
PRINT 'EL PROBLEMA DE LA CONTAMINACION DE" 
PRiflT "CUALGUIER ACUIFERO SE DIVIDE PARA su• 
PP.HIT 'ESTUDIO EN 3 PARTES: LA GEOMETRIA Y LA' 
:=::;r:;r 'HilliiGDHIAMlCA DEL ACUIFERO, ASI COMO' 
F:=::;;7 ':...; úlSTiiIBUCIGl·I DEL COMTAl'llNANTE EN' 
PRitlT "EL ti:::=¡¡~.''! FfilNT 

• 

'JTAE :?:?: :ITñZ 1: PRINT '<TECLEAR PARA CONTINUAR>': PRINT 
:ET 2$! IF 8$ = '' THEN 390 
\IT,!,Jl 5: HTAB l: CALL - 958 
PRiflT "LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES" 
PRil:T ":::UE JOBIERNAN LA HIDRODINAMICA Y LA' 
PR!!iT "DISTRIBUCION DEL CONTAMINANTE, SE'· 
PRHIT "RESUELVEN MEDIANTE EL METODO DEL' 
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~50 
160 
,70 

- 480 
490 
500 

·- 510 
520 
530 
540 
550 
560 
570 
580 
590 
600 
610 
620 
l30 
!.40 
6SO 

-· 660 
670 
6E'O 

l•t 690 
700 

' • 710 
'20 

l J 730 
740 

1 j 750 
11 760 

770 
1 I 780 
I! 790 

800 
. 1 810 

820 
.... 830 

840 
' 850 
~ 960 

970 
980 
990 
900 
910 
920 

PRINT "ELEMENTO FINITO Y SE APROVECHA LA' 
PRINT "DISPONIBILIDAD DE GRAFICOS DE ALTA' . 
PRINT "RESOLUCION DE LA APPLE §' PARA OBTENER' 
PRINT "LA RED DE FLUJO DEL AGUA SUBTERRANEA 1 ' 

PRINT "ASI COMO LINEAS ESPECIFICAS DE ' 
PRilff "ISOCONCENTRACION DEL CONTAl'IINANTE' 
PR 1 NT "EN FUNC 1 ON DEL TIEMPO. ' 
GET B$: IF B$ ; '" THEN 520 
VTAB 5: HTAB 1: CALL - 959 
PRINT "PARA LA SOLUCIOI~ DEL PROBLEl1A SE SUPONE' 
PRllH "UN ACUIFERO DE GEOtlETRIA IRREGULAR' 
PRINT "SITUADO El~ UN PLAl~O HORIZONTAL, CON' 
PRillT "LIMITES ll'IFERl1EABLES Y CON ENTRADAS Y' 
PP.!NT "SALIDAS DE AGUA SOLO MEDIANTE POZOS, ' 
PRINT "LOS CUALES DEBEN ESTAR ALEJADOS DE LAS' 
.PRINT "FRONTERAS. TAl1BIEN SE SUPONE QUE EL' 
PRIUT "llOVIMIENTO DEL AGUA DEIHRO DEL ACUIFERO' 
PRIIH "ALCANZA EL ESTADO ESTACIONARIO. ADEMAS' 
PRillT "SE CONSIDERA QUE EL TRANSPORTE' 
PRINT "DEL CONTAMINANTE DEPENDE DEL TIEMPO, ' 
PRINT "DEL MOVIMIENTO DEL AGUA, DE sus• 
PRINT "CARACTERISTICAS DISPERSIVAS, AS! COMO' 
PRINT "DE LOS MECANISMOS FISICOQUIMICOS DE' 
PRINT "ADSORCION. ": PRINT 
GET 8$: IF 8$ ; '" THEN 690 
VTAB 5: HTAB 1: CALL - 959 
PRINT "EL PROGRAMA 'GEOMETRIA' TIENE COMO' 
PRINT "OBJETIVO GENERAR LOS ELEMENTOS FINITOS' 
PRINT "NECESARIOS PARA LA SOLUCION NUMERICA, A' 
PRINT "PARTIR DE INFORl1ACION TAN SIMPLE COMO' 
PRlllT "LA LOCALIZACION DE ALGUNOS PUNTOS GIUE' 
PRINT "DESCRIBAN ADECUADAMENTE LA FORMA DEL' 
PRINT "ACUIFERO, EL USUARIO DEBE PROPORCIONAR' 
PRINT "A LA COMPUTADORA SUFICIENTES PUNTOS' 
PRINT "<MAXIMO 241 EN ORDEN CONTRARIO A LAS' 
PRINT "MANECILLAS DEL RELOJ 1 EMPLEANDO LAS' 
PRINT "COORDENADAS DE UN SISTEMA DE REFERENCIA' 
PRINT "REAL (DATOS DE CAMPO) O IMAGINARtO' 
PRINT "(DATOS DE UN PLANO) 1 DEBIENDO TERMINAR" 
PRINT "EL SUMINISTRO DE ESTA INFORMACIDN" 
PRINT 'ANOTANDO COMO ULTIMO DATO LA PRIMERA' 
PRINT "PAREJA DE COORDENADAS <FIN DEL CICLO),': PRINT 
GET B$: IF B$ ; '" THEN 870 
VTAB 5: HTAB 1: CALL - 959 
PRINT 'A FIN DE SELECCIONAR LOS ELEMENTOS" 
PRINT "FINITOS DEL PROBLEMA, EL PROGRAMA' 
PRINT "COLOCARA LOS PUNTOS SUMINISTRADOS, ' 
PRINT 'DENTRO DE UNA RED CUADRICULADA CUADRADA" 
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-930 
' ·""40 

.lO 
""960 
' ,970 

980 
.-990 

1000 
' '1010 

1020 
-1030 
'·1040 

1050 
-1060 
'' 1070 

1080 
~1090 

1100 
- 1110 

1120 
1130 
1140 
1150 
1160 
1170 
1180 
1190 
wo 

-,210 
1220 

-:1230 
·~ 1240 

1250 
•1260 

,., 1270 
1280 

,1290 
111300 

1310 
1320 

'' 1322 
111324 

1326 
i:l330 

t~ 134(\ 
1350 

"1360. 
1370 

"'1380 

.... 
' ' -

PRINT • CDE 10 CELDILLAS POR LADO COMO MAXIMO>, • 
PRINT "EL USUARIO DEBE DEFINIR LAS DIMENSIONES" 
PRINT "DE ESTA MALLA, TENIENDO EN MENTE" 
PRINT "GIUE MIENTRAS MAS CELDILLAS CONTENGA, EL" 
PRINT "TIEMPO DE PROCESO SERA MAYOR AUNGIUE LOS" 
PRINT "RESULTADOS SERAN MAS EXACTOS DEBIDO A" 
PRINT "LA GENERACION DE MAS ELEMENTOS FINITOS," 

PRINT 
GET B$: IF B$ = "' THEN 1010 
VTAB 5: HTAB 1: CALL - 958 
PRINT "DESPUES DE LA ENTRADA DE ESTOS DATOS, " 
PRINT "SE REALIZA UN CAMBIO DE ESCALA PARA" 
PRINT "SITUAR LOS PUNTOS FRONTERIZOS DENTRO DE" 
PRINT "LA RED CUADRICULADA SELECCIONADAI SE" 
PRlln "OBTIEl~EN LAS INTERSECCIONES DE LA" 
PRINT "FRONTERA DEL ACUIFERO CON LAS LINEAS" 
PRINT "DE LA MALLA¡ SE CLASIFICAN LOS PUNTOS• 
PRINT "DE LA RED DEPENDIENDO DE SU UBICACION" 
PRINT "DEIHRO O FUERA DEL ACUIFERO; SE ESCOGEN" 
PRlllT "LOS TRIANGULOS GIUE CONFIGURAN EL AREA" 
PRINT "DEL ACUIFERO¡ SE ORDENAN y NUMERAN sus• 
PRINT "NODOS Y FINALMENTE SE GRAFICA UN PLANO" 
PRINT "DEL ACUIFERO INCLUYENDO SUS ELEMENTOS' 
PRINT "FINITOS.": PRINT 
GET B$: IF B$ = "" THEN 1170 
VTAB 5: HTAB 1: CALL - 958 
PRiln "LA INFORl1ACION GIUE DEBE PROPORCIONARSE" 
PRHIT "DURANTE LA EJECUCION DEL PROGRAMA' 
PRINT "'HIDRODIMAMICA', ES LA SIGUIENTE: Los• 
PRHIT "ELEMENTOS FINITOS GIUE DESCRIBEN LA' 
PRINT "GEOMETRIA DEL ACUIFERO, SU ESPESOR, " 
PRillT "CONDUCTIVIDAD HIDRAULICA Y POROSIDAD, " 
PRillT "ASI co110 EL NUMERO DE POZOS PERFORADOS" 
PR!NT "Y SU TASA DE BOl1BEO, EL USUARIO NO DEBE" 
PRINT "PREOCUPARSE POR LOS ELEMENTOS FINITOS, " 
PR!NT "YA GIUE EL PROGRAMA RECURRIRA A UN' 
PRINT "ARCHIVO DE DATOS !DENTRO DEL DISCO! GIUE" 
PRINT "COIHIENE DICHA INFORMACION, LA CUAL FUE' 
PRHIT "ALl1ACENADA AL FINALIZAR EL PROGRAMA" 
PRINT "' GEOtlETRIA'. ": PRINT 
GET E$: IF B$ = "" THEN 1322 
VTAB 5: HTAB 1: CALL - 958 
PRINT "LA ECUACION DE POISSON, " 
PRINT "GIUE GOBIERNA EL MOVIMIENTO DEL AGUA" 
PR,INT •suBTERRANEA EN ESTADO ESTACIONARIO CON' 
PRINT "FUENTES Y SUMIDEROS, SE RESUELVE CON LA' 
PRINT "TECNICA DEL ELE11ENTO FINITO, POR LO GIUE" 
PR!NT "LA MAYOR PARTE DEL PROGRAMA SE DEDICA" 
PRINT "AL ESTABLECIMIENTO DE ECUACIONES" 
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'"190 : PRINT 'ALGEBRAICAS CON VARIAS INCOGNITAS, Y A" 
.O.O PRINT •si.J SOLUCION MATRICIAL, OBTENIENDOSE ASI' 

1410 .PRINT 'LAS CARGAS HIDRAULICAS EN LOS NODOS DEL' 
1420 PRINT 'SISTEMA, LAS CUALES' SE ARCHIVAN EN EL' 
1430 PRINT 'DISCO PARA SU USO POSTERIOR.' 
1440 PRINT 
1450 GET B$: IF B$ = "" THEN 1450 
1~60 VTAB 5: HTAB 1: CALL - 958 
1470 PRINT "EN ESTE PROGRAMA SE REALIZAN nos• 
1480 PRIMT "GRAFICAS, UNA DEL PLANO DEL ACUIFERO" 
1490 PRINT "CONTENIENDO LOS ELEMENTOS FINITOS' 
1500 PRINT "ORIGINALES ASI COl10 LOS GENERADOS POR' 
1510 PRINT 'LA COLOCACION DE LOS POZOS, Y OTRA DE' 
1520 PRIMT 'LA RED DE FLUJO .DEL AGUA SUBTERRÁNEA, 
1530 PRINT 'OBTENIDA A PARTIR DE LAS CARGAS" 
1540 PRINT 'HIDRAULICAS.": PRINT 
1550 GET E$: IF B$ = "" THEN 1550 

• 1560 VTAB 5: HTAB 1: CALL - 958 
J570 

-· J '580 
~ 1590 

1600 
i l 610 

1620 
1630 
1640 

50 
~ J 660 

l670 
' 1680 
• 1690 

1700 
1702 
170'1 

• 1706 
1710 
1720 

~ 1730 
1740 
1750 
1760 
1770 
1790 
1790 
lf'OO 
1e10 

' 1920 

PR INT 'DESPUES DE QUE EL PROGRAMA' 
PRINT '' CONTAtlINACION' HA OBTENIDO LA' 
PRINT "INFORMACION ACERCA DE LOS ELEMENTOS" 
PRINT "FINITOS ASI COMO DE LAS CARGAS' 
PRINT "HIDRAULICAS DEL ACUIFERO, RESULTANTES" 
PR INT "DE Lqs CAL CULOS DE LOS DOS PROGRAMAS' 
PRINT "AlffERIORES, EL USUARIO ANOTARA LAS" 
PRIMT "CARACTERISTICAS DE LA CALIDAD DEL AGUA" 
PRINT "PRESENTE EN EL ACUIFERO Y DE LA QUE SE' 
PRINT "ESTA INYECTANDO A TRAVES DE LOS POZOS, ' 
PRIMT "ASI COMO LAS DISPERSIVIDADES Y LOS ' 
PRINT "COEFICIENTES DE LA ISOTERMA DE LANGMUIR" 
PR 1 l IT "PARA EL COIH AMINANTE DENTRO DEL' 
PRIMT "ACUIFERO. ": PRINT 
GET E$: IF B$ = "' THEN 1702 
VTAB 5: HTAB 1: CALL - 958 
PRINT "EL USUARIO TAMBIEN DEBE INDICAR EL" 
PRINT "IMTERVALO DE TIEMPO PARA LOS CALCULOS Y" 
PRINT "EL FRENTE DE AVANCE DEL CONTAMINANTE" 
PRilff "!COMO PORCENTAJE DE SU VALOR MAXIMO> '· 
PRINT "QUE DESEA OBSERVAR EN LA GRAFICA DE' 
PRINT "SU MOVIMIENTO A TRAVES DEL TIEMPO.': PRINT 
GET B$: IF B!P = "' THEN 1760 
VTAB 5: HTAB 1: CALL - 958 
PRillT "A PARTIR DE ESTE MOMENTO PUEDE UTILIZAR' 
PRINT "CUALGUIERA DE LOS TRES PROGRAMAS, ' 
PRIMT "TENIEl~DO EN CUENTA QUE SE HA ALMACENADO' 
PRitlT "INFDRMACION ACERCA DE UN ACUIFERO' 
PRINT "HIPDTETICO SI DESEA EMPEZAR CON EL" 

' • - 147 -
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1830 PRINT "PROGRAMA 'HIDRODINAMICA', TAMBIEN SE HA" 
'840 PRINT "REGISTRADO EN EL DISCO UNA RED DE FLUJO' 

J50 PRINT 'Dt AGUA HIPOTETICA EN EL CASO DE' 
1860 PRINT "INICIAR CON EL PROGRAMA 'CONTAMINACION'. •: PRI.NT 
1870 GET BS: IF B$ = •• THEN 1870 
1880 VTAB 5: HTAB 1: CALL - 958 
1890 PRINT "PROGRAMAS:': PRINT: PRINT 
1900 PRINT "<1> GEOl1ETRIA. •: PRINT 
1910 PRINT "<2> HlDRODINAMICA.': PRINT 
1920 PRINT "<3> CONTAMINACION.•: PRINT 
1925 PRINT "<4> SALIDA DEL PROGRAMA,': PRINT PRINT PRINT 
1930 PRINT "CUAL ES SU OPCION ••• ?" 
1940 VTAB 20: HTAB 8: CALL - 958 
1950 INPUT X: IF X < 1 OR 'X > 4 THEN 1940 
1960 IF ~ = 1 THEN PRÍNT CHRS 14l;"RUN GEOMETRIA" 
1970 !F )( = 2 THEN PRINT CHR$ 14> 1 "RUN HIDRODINAMICA' 
1980 IF X= 3 THEN PRINT CHR$ 14ll'RUN CONTAMINACION" 
1990 END 

:,,.' .. , ': ... . --·. 
! . 

. , . 

• ' j 
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§Ll!OT 
. . 

! _) REH GEOHETRIA DEL ACUIFERO 
60 REH TESIS .DE HAESTRIA EN INGENIERIA 
:IQ REH U. N. A. M. 1985 
• ) REM GlH LUIS ANTONIO ACEVEDO ARREGUIN 
'iO I F PEE!: ( 103) < > .1 OR PEEK ( 104) < > 64 
eJlKE 16384,0: POKE 16385 1 0:.POKE 16386,0: PRINT. 
' 7 REH. .. . 
'.·13 REM 
99 REH 
•·'Jo REH <PROGRAMA PRINCIPAL> 
, .,1 O GOSUB 9000: REM ME110R I A 
120 GOSUB 1000: REM INICIO 
.' . .30 GOSUB 1300: REM ESCALA 

rn GOSUB 1500: REM FRONTERA 
'i !so GOSUB 2000: REM DO~I IN I O ' 
160 GOSUB 3000: REM ELEMENTOS FINITOS 
··• ') GOSUB 6000: REM ORDENACION 
·-~O GOSUB 4500: REH GRAFICA 111 
190 GOTO 15000: REM FINAL 
"7'7 REM 
.J8 REM 
499 REM 
"'OO REH < IDEllTIFICACION> 

10 HOME : INVERSE 
:>20 PRINT " 
530 PRINT " PRIMERA PARTE: 

.. ~ ._' 

'10 PRINT " 
...50 PRINT .,. 
560 NORMAL 
·97 REM 

GEOMETRIA DEL ACUIFERO 

?8 REM 
<}99 REl1 

RETURN ... 

'000 RE11 <INICIO DEL. PROGRAMA) . 

' • 
" 
• 

010 GOSUB 500: A$ = 'GEOMETRIA DEL ACUIFERO" 
1'060 NORMAL : VTAB 'i'o: HTAB' i': 'cALL . ·~ 958 
1070 PRINT "DEFINA LA GEOMETRIA DEL 'ACUIFERO' . 

080 PRINT "MEDIANTE UNA. SUCESION DE PUNTOS' . 
...090 PRINT "EN SENTIDO CONTRA~RELOJ:' 

- 149 -

THEN 
CHR$ 

: ._;, 

·--· 

L 

.... 
¡ ¡ 

POKE 103, 1: POKE ·104, 64:H 
!4);'RUN GEOHETRIA' 

< ;: 

1' 

... 



.. , .. -.~~-··• ... '"-c-•--··-~~ ••. .,~·---- _ ••. _.-c.'"" 

-. 
'' 

illOO PR!NT "Pi, P2, P3, ,, , PN, .. , ., Pi_" 
'• iiO PR!NT "«USE COORDENADAS EN METROS».": PRINT ,_; 

ii5 VTAB 20: HTAB l: INPUT "MALLA CUADRADA? Cl-10) ºiMA: IF MA < 1 OR MA > iO 
-THEll 11 i 5 ~ 
;;117 VTAB 20: HTAB 1: CALL - 958 

i 120 PRINT 'COORDENADAS DEL PUNTO 1.,. • i 
,..1 l 30 ¡ NPUT )<D 11 ) , YD C i l 

1140 X9 = XDCll:Y9 = YDCll:XO = X9:YO = Y9 
'1150 FOR I = 2 TO NM 

l l ~.5 VTA!l 20: HTAB l: CALL - 958 
,..l l 60 PRIMT "CDORDEllADAS DEL PUNTO "i II ", .. "¡ 
,,\ 170 ItlPUT XD 1 !) , YD C I) 

1180 IF X9 C XDCl) THEN 
·-!190 IF Y9 C YDCI> THEN 

X9 = XD Cl > 
Y9 = YD!Il 
XO = XD C I >. 

; ·:; 

,;200 lF XO > XDCI> THEN 
•. ~ !_~ _: ~-- -~ . -· 

. '..,, 
l2l0 IF YO l YD<Il THEN 

_1220 IF IXDCl) = XDCll) 
YO = .YD!Il ... -. 
AND CYD!Il = ro e i ií 'i'HEi{'!24ci 

1230 tlEXT l 
'"'1240 MP = I 

1250 IF tiP C 4 THEN 15000 
126C1 RETUF.M 
_¡297 REM 
1298 REM 
l299 REM 
l 300 REl1 <CAMBIO DE E3CALA> 
1310 VTAB 10: HTAB 1: CALL 
1320 FRHIT "CAMBIO DE ESCALA"! 

958 ,,:·· '.'·, ., ··n· 

340 >:R = l:9 - )(0: \'R = Y9 - YO 
l 350 RA = l:R: l F YR > XR THEN RA = YR 
1260 FDR ! = 1 TO NP 
'370 XPII> = lRA + MA * CXDC!) - XO)) IRA 

_; ?SO yp ( I) = ( RA • 11A * e YD e I >' - YO)) I RA 
i '390 
•400 

PR!flT 1
•.

11
; 

t>:EXT I 
REíURI~ 
REM 

. ;aoe REtl 
. .::'. 9? REM 

~'=·00 REM <FROl~TERA> , 
1510 VTAB 10: HTAB 1: CALL - 958 

'•:.zo PRIMT 'DELIMITAClON DE LA FRONTERA"i 
,....54c. ! = O!f< =-O 
: ~:.:i ¡ = ¡ T 1: K =- K + 1 

: .. l q 

1 

,. 

. . ' -. ~ .. ' 

::: '.J.'..-

.... 570 
; 520 

::l = ::PIIl:X2 = XP!l + ll:XFCK) =. lNT 1100 *'.Xll·'/:100 
'o'l = YF!Il:'/2 = YP!l + ll:YFCK>'=•' INT. (100 *'Yl/, ( 100 
N = O!M = O;Dl = O!D2 = O - \ ~ 

D2 = AES IX2 - Hll + ABS CY2.~.Y1>:· . . ... 
J ~ ''.ES ( ¡¡n 1:.:21 - IIH IXH> ..... ABS e' INT CY2l .;_ INT' !Yl)) 

1 ""C"' 
' 1 _, ~· 

.:: C' :i -
-
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. 

' 
•> 
_, ___ 

"'!2 
.!! 
·¡¡ .. 

• t 

" 
. ·-~-' 

! ·' 

i ;,, 

~- ... 

' ' ! ! 
t-... 1 

-. l.1 
"1 

•. ¡ 

''"~ 
.ll 

~·1 
Ut 

... 
1 .... 

- ,,,¡ 

, . 
... 



610 
~20 

30 
~635 

: ) ) 

1640 
_1645 

. )) 

•650 
1660 
670 

.680 
1685 
·.690 
695 

l697 
.-1700 

.705 
·~1710 

1720 
..... 730 
1·~740 

1750. 
1-1.760 
1·1'770 
1780 

,JSOO 

\ 
10 

·1 cl20 
Yl)) 
·-~830 

·-'2>) 
1640 
\850 
.860 

l670 
\880 
'I)) 

-,090 
. Y2>) 

. 900 
_ .910 
1997 
".998 
.999 

2000 
1010 
.!020 

IF J < = O THEN 1720 . 
K = K + l 
IF Xl = X2!THEN ·Dl = ;D3 
IF Xl ( ) X2 THEN .VE_•= o,INT >!Xl> --+.: <N .+ ·CX2• »XI))·*· CCX2 > Xll---: CX2:(c-X 

IF YI = Y2 THEN D2 = D3 

· .. 1i ' 

<~ 
.. ,-•;..-. 

., -·- . . : ~ ' ' 

IF Yl ( ) Y2 THEN HO = INT CYll + CM + CY2 > .Yl» * ·ccy2 » ·YI» -: CY2 <~Y 

IF YI < > Y2 THEN XI = 
IF Xl < ') X2 THEN YI = 
IF XI < ) X2 THEN DI = 
IF Yl ( ) Y2 THEN D2 = 
IF ID2 ) = DI) AND CX2 
IF CD2 < = DI> AND CY2 
GOTO 1700 
GOSUB 1800 
IF K < = 1 THEN 1710 

IX1 * CY2 - HO> + X2'* CHO ~ Y1ll 
CYl * CX2 - VE) + Y2 * lCVE•,- Xll > 
ABS CVE - Xl) + Aes CYI· -. Yl) 
ABS !XI - Xl) + ABS CHO - Yll 

< :. '» Xl ).: .THEN 1697 
( > Yll THEN GOSUB·1860 
··. i ',-, 

... , 
I CY2 - Yll 
/,: CX2 -:Xl» 

IF CXFCK> = XFIK - I>> AND CYFCK> = YFCK - 1>> THEN K = K - 1 
IF J > N + N THEN 1620 .,;,,.-,,¡ "•'•¡: . ,,_,e,,, 
IF I < NP - 1 THEN 1550 ,;.,;·,:•; ,,,,,. :· ·• -. 

XFO: + 1> = · INT C100 * X2l•'"f';100:YFCK + 1): = INT ClOO * Y2> I 100 
FP = K 

FOR K = 1 TO FP + 1 
PRINT ", "l 
NEXT K . 
RETURM 

:., . • 

. i 

-j 1 
¡,¡ 

'l 1 

REM <FRONTERA CASO 1) 
XFIK> = INT CIOO *VE> /•lOO:YFCKl = INT C100 * YI> / 100 n 

IF C IMT C100 *VE!"=-- INT ·c100:+-Xlll- AND .c INT C100 * YI> = INT C100 ~ 
THEN K = K -- 1 ., ., t 'i i l- 1 ;:;~< - s.~-~ 1 - • ( ·': i: , -. -. 

IF 1 INT C 100 * VE>-·=· INT C100 '* ·X2)) AND: •C · INT ClOO *· YI > = 
THEN l~ = K - 1-·~· -.. ::·,) ~:- 1~-·-. ·¡~~:1 ·· :¡. 

tl = N -t 1 l ~-~ ·: :l f i -;f ·¡·¡,;,.e -· ! .-\ . 

RETURN •·-• :._. ,¡••:.- • ''''-' - .:·:J ........ . 

INT_ C 100 ji 
..... 

REM < FROIHERA: CASO ; 2) 1· '.' < '' il !o ;¡.; ¡ •:· . ., · "-' ,, "' :. L._ 
XFCK> = IIH CIOO *XI> I 1oo:YFCK> = INT C100 * HO) I 100 i<.: ;.-.... " 

IF 1 HIT C 100 * XI>--.=·· INT C 100 '* ·Xll ¡, AND. iCi INT:.'•-C•100 *.-HO> ._=: INT -_C 100 .* 
THEf·l K = K -- 1-' ;· f";} , ·' ~. - ~.::>'.; • t -::, / ,;., ; !~- __ ,_. ~ .;.~~-: : _. .; ~i · ,-_,..::::: ~ 
IF 1 INT ClOO * XIF'=: INT CIOO.*·X2>l> l)ND .C. INT ·1100 *·Ho> =; INLHOO "•-

THEM K = K -· l . ~ :, t '· ·: ' i: 
.. ! ' 

. _. .. 
M = M + J ·.-.. i:-,· _--,.-, .• ! 

RETURM ._,, _ • : . 
REM . '"' 
REM 
REl1 
REM <DOMINIO> ;;:, • · 
VTAB 10: HTAB 1: CALL -- 958 
PRINT 'CLASIFICACION DE LOS NODOS DE LA NALLA" 1 
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FOR N = l ~O IMA + ll * IMA + 1) 
MDIN> = O:I: = O 
Xl = l + INT 111~ - ll / IMA + l>l :Yl = N - IXl ,_ il> :•·: IMAc+ ll .: 

"' d 

1040 
'?050 

!60 
.-o;:o70 

,?075 
2080 

...2090 
?100 

' 21 lo 
21::.:i 
~130 
. :=!'-iO 

2.1 =·(1 

IF 11 ( >:l> AND oa:<MA::+·l)"'ANDill;('Yl) AND\!(Yl!:( MA +. 1) THENl20BO .... 
GOTO 2240 ·¡j 

K ;; l: + 1 : M = O :-,.., ;... ·, -:1. '. ,. _, l 

-';'.!60 

'""':17(1 .... - . - . ;. . 

>:2 = XPIKl :y2 = YPIKl · , 
X3 = XPIK + ll:Y3 = YPIK + l) 
M • M + l:Dp = l 
>:4 = XP IMI: '14 = YP (ti) 
x:. = XPIM + ll :VS = YPIM .+ ll' 

1 1 ·-; ' 

.... ,; 

GOSUB 2300 t··· ~:i:· . 

"' " 

!F <1·1 < HF· - 1> /,HD <OP < :·.> 1)';··.THEN,2110> ::.~.· .--•:"~ 

ZF OP \ ; v THEN 2230' " "' ,: " < • i ( , 
AP. " :::: - ;.,¡¡ -,, (',':; - Yll - IX3 '- Xll * IY2 - Yll 
-; ::. (; TH~I~ L230 

! : .· 

-::?J t• = C• 
' " 

22C: tl;. M .,. l:l~Dtf~) = .1:· ''.; "'!i' i;.lJ--'1Y~' .. : ' 
221~ :F D:l = ;;p¡¡¡¡¡ AND IYl = YFIM» ·THEN NDIN> =.O; ~ :·_~ .. 1 i 

H.·1;: ~ ~::~ !F ltl < FPI AND INDINl C > Ol THEN 2200 
:::;::· lF ·¡;; ; llP - ll AIW IDP· Cli > 0) »THEN120BO 

' '• ,·.-., 

22._.C 
2250 
;:260 

_!297 
2'7'C:C 

. . 2'.29:? 
-: C··') 

1"!.310 
23ZO 

1 ~330 
l ~340 

1 r·3:!,c1 
¡~370 
2~7!· 

1 
73SO 
'~'90 

1 ~400 
2410 

' ·?42(1 
lf':4~) 

:24·~-=1 
~--i'-:5 

, .. ~--1=·=, 
~4::::1 

... 

PF . .!!lT ". "; 
NEXT N 
RETURN 
RE11 
RE ti' 

<LINEAS CRUZADAS> !. ! '' ·li '" 
0:5 - X41 * 'IYl - Y'll IXl. ·X'!P'* IYS - .yq¡• ,, 

'; ~ . :=;EM 
Dl = 
DI = 
D2 = 

DI 1 tlXl - X4> * IY2 - Y4) - IX2 - X4> * IYl - Y4ll 
1)(5 - X41 . * t Y2 ' - Y'!>':- 1 X2 : - . X4) ·:• 1 VS - Y4)'1' 

D:? = !J2 * 1 ¡;:2 ;;4¡ 1 IY•l Y4l IXl X'll * IY2 Y4)) 
DZ = IX4 - XSI 1 tYl - Y5l - IXl - XSl * IY4 - Y5) 
=·;: = D3 1 llXI X51 1 IY2 - YS> - IX2 XSl * IYl y5)¡ 

lF iDI > = 01 OR ID2 > = 0) OR ID3 > = 0) •THEN ·2380 
GOTú 2510 1' .. ,., -~- .. ;~ .. ;! 

DI= IXS-X4) * IYl -Y4)'- 1x1.-:x4>.:•. 
DI = Dl 1 !Da X4) 1 IY3 yq¡ IX3 -

1);5 - X41 * IY3 - yq¡. - IX3 .- X4r"* D2 = 
DZ = DZ * 1 IX3 X4> 1 IYl Y'll IXl 
D3 = 

(YS - ·Y4)'. • 
X4l * IYl 
IYS - •Y4)~ 

X'l > * IY3 
IY4 - Y5) 

Y4ll 

Y4 > ¡: 

!J3 = 
!):..; - X5> * CY1 - Y5> - <Xl - X5) * 
D3 * llXI - X5) 1 IY3 - YS) - IX3 -

lF iDl ) = 01 úR ID2 > = O> OR ID3 > 
XSl * IYl - YSll 
= O> THEN 2450 

::.:.10 2510 
=·~· .. ~ 
Jl r: (~~1 ;{4} * 

;:: ¡;~2 X4> * 
:: ~)~3 ~:4> * 

IF IDl < O> AND 

( '(:Z 
('¡'3 

IYl 
ID2 < 

Y4l - IX2 - X4l * IYl - Y4l .• :•>!I"'.e<! 
Y4l - IX3 - X4l --~IY2 - ,Y4l.i., ¡ 
Y4 > · - ·'IXli•:- X4 H* · IY3 ::..; Y4 ¡;e" 
O> AND ID3 C 0) THEN OP = l 

, 
- 152 -
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2500 
25.10 
2997 
2998 
2999 
3000 
3010 
3020 
3040 
3050 
3060 
3070 
3080 
3090 
3100 
3110 
3120 
3130 

'. 3140 
3150 
2247 

··~• :?Z'18 
3249 

...... 3250 
3260 

,., 3270 
3280 

·-· 3290 
,., 3292 

3294 
,_, 3295 

3300 ·- 3310 
····• 3320 

3330 
3340 
3350 

., 3360 
3370 
3380 
3390 
3400 
3410 
3420 
3430 
3440 
3450 
3460 

' 3470 

IF (Dl > 0) AND <D2 >·01 AND (D3 > Ol THEN OP·= 1 
RETURN 
REM 
REM 
REM 
REM <ELEMENTOS FINITOS) 
VTAB 10: HTAB 1: CALL - 958 
PRINT "ELECCION DE ELEMENTOS FINITOS": PRINT "TRIANGULARES"¡ 

T = 1 
FOR I = 1 TO MA 
FOR J = 1 TO MA 

DOS SERIES 
PRINT •,•¡ 
GOSUB 3250: REM 
IF CMT > 0) AND 
IF NT ) 2 THEN 

CNT > 11 THEN GOSUB 3700: REM 
GOSUB 4000: REM TRIANGULOS 

PRINT "· •; 
NEXT J 
NEXT I 

TR = T - 1 
RETURM 
REM 
REM 
REM 
REM 

N = 1 
<SERIES DE PUNTOS POR SECTOR> 

FOR K = 1 TO FP 
Xl = XF<K>:YI = YF<K> 
IF Xl < I THEN 3320 
IF XI > <I + ll THEN 3320, 
IF Yl < J THEN 3320 
IF VI > (J + 1) THEN 3320 

):S<Nl = Xl:YS<Nl = Yl ' 
Sl<NI = <MA+ ll* <MA+ll +K:N=N+-1 

NEXT )( . 

• 

,; .... 
NT = N - 1 : H = 1 "' . , .. 

IF ND((MA + ll *· <I - u '.+·JI <- .).,1 THEN 3370 
XZ (f'IJ = I: YZ CM) ;7. J ,.. :, ~. ·.;~. ·1--~'~i.:-~·_;· ¿-::_,~;~·,''y - ·: ;- -~-. 
S2CMl = CMA + ll * (l - ll'+?J:M.=,M +.!. 
IF NDI CMA + 1) * I +· J). <: ")''1 Tt·fEN S400 

XZ<l1) = I + l:YZ<Ml ". Jc.'·.:;:.,;«Úi ;, 1r>t'.i;<; 
S2<MI = CMA + ll * I + J:H ;':;,'W,t;il,:c; .;;. 1~. •·. ·'·. · 
IF ND((MA + ll * I, + J :+ ll5,·;¡',),.1, !HEN. ,~4.3() 

XZ(Ml =.I + 1:YZ<M>,1';';l/.~ic,.l't>···: •• :;·¡,>;:•r;n1 ... 

CONVERSION A UNA 

S2 ( M 1 = < MA + 1 l * I + · J +.c. 1: M : = . M + · 1 . . · .. 
I F ND 1 ( MA + 1 l * <I :- Ú . + J · +: 1 l < . > , 1 ., THEN .: 3460 

XZ<Ml = I:YZ(Ml = J +.1·''. . . 
52 CM l = ( MA + 1 l * ' ( I' ~ 1) + J' + 1: !1. ,;"., M + 1 • '. 
HT = H - 1 
lF NT < = NT THEN 3560 

. ·,' 
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r"· 1 

-
"'480 

490 
2500 
2:::10 
;-i::.:o 
3530 
3540 
3~50 

::-:.oo 
3~97 

3!:98 
~599 

?6C'') 
26j0 
3620 
36?0 
3.!:40 
2é==o 
~ ...... - e_..;. 
3¿:-1 
?é56 
3é58 
2;¿0 
~·=--~0 

2L -. 
:·:. ?:. 

.! ?? 
- - :: :r . 
37 JO 
..::--20 
27:0 
::. "."' ..;:i 
'2750 
2760 
377:1 
.?::'E~ 

1'790 
2795 
2~00 

~=lo ...... ...,..., 
.: :>...:. _, . - - - . 
..... · ~ . - 3 :::;.:. 
:·~·=:i 

337:i 
.;. ;,.. .:.. ~ 

" 

~ 

FOR K, = l TO 11T 
IF NT < ¡;·~THEN 3510 

Xl = XS!Kl:Yl = YS!Kl:Pl = S1!Kl 
XB!Kl = XZ!l:l:YS!Kl = YZ!Kl:S1!Kl = S2!Kl 

IF NT < K THEN 3540 
XZ!Kl = XllYZ!Kl = Y1:S2!Kl = P1 

l·JE>:T J< '1 . _,;::i _:;. 

OP = NT:NT = MT:NT = OP 
EETURN 
F.HI 
F:E:1 
Hf:M 
F:EM <SELECTOR DE TRIANGULOS) 

!"! = o 
~I = f'I • 1 : OP = 1 
;:4 = XS!Ml :Y4 = YS!l1) 
X5 = XS!f'I < 1l:Y5 = YS!H + ll 

GOSUB 2800: REM LINEAS CRUZADAS 

'. ·. 
, . r 

".¡ ' ¡) 

!F !Dl = Ol AND iD2 * D3 > Ol THEN OP = 1 
! e CD: = C;) .;¡.¡¡¡ !ll 1 * DS > O l THEN OP = 1 
•• lt3 = 0) AMD !Dl * D2 > Ol THEN OP = 1 

:: ·. 

,•! 

:F ;;4 < ) ;;5 i\ND Y4 < > Y5 THEN X4 = X5: Y4 = Y5: GOSUB 2460i 
lF In < NT - ll AJ-ID IOP < > l)·' THEN s620·' '' •Ph · i "' ' 

::;:El: 
r:E:··,. 
F:E:·: 
~Eil ·:C01NERSIOI~ DE DOS SERIES PUNTUALES EN ·,UNA SOLA>· 

1: = o 
I'. ~ 1; • 1 
::1 = ;::!l'ITl :YI = YZ!l'IT) ; 
X:= ::S!Kl:Y2 = YS!Kl 
::z; ~:S<l< + l)~Y3: YáCK + 1> 

GúWB 3óOO: REl'I SELECTOR 

;, ¡.-·, 
,¡·.· 

Dl = Xl:D2 = Yl:Xl = X2:YI - Y2:X2 ='X3:Y2 = YS:xs·~ Dl:Y3 = D2 
f,F. = 11>:2 - Xll * !Y3 - Yll - !X3 - Xll .* !Y2.~ Ylll'/ 2 
:F ;op = Q) .;¡.¡n !AR < > 0) THEN 3800 
GOTO 3930 

Ul <TJ = ;<1:V1 <T} = 
u:1T1 = x2:v:cr> = 
~:¡T) = ~~3:V~(7J ~ 

F: "" ::..::. í i; : i~S \ K .,. 
O THEN T 
= IH - l 

Yl: Zl!Tl = Sl !Kl 
Y2:Z21T) = S!!K + ll 
Y3:Z31TI = S2!1'1Tl 

l i = U3 !T l : YS 1 K + l ) = 
= T + 1 
THEN 3910 

FO~ H = J: + 2 TO J~T 

~:J. = ;;S,Hl :1'1 = YS!H> :P2 = Sl <H> 
:::.:¡¡; = :::::.:·¡z~di = Y:!:S1 (H) ;: Pl 
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V3!Tl,:Sl<K + l)·•"Z3,1Tl 
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"1 
.. ;~.:. td 

GOTó~3652 ·;:'.·. :l 
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.: 
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-
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. . 

3890 X2 = Xl:Y2 = Yl:Pl = P2 
~900 NEXT H 

11 O NT = NT + 1! 
-3920 XSINTl = X2:YSINTl = Y2:S11NTl = Pl 

3930 IF 1 IOP .= Ol ANO <AR·< >·o¡ l OR IK = NT - 1) THEN 3940 
3935 GOTO 3720 .• · · ., •. ;; : '. 1 , .• ·. · 

_3940 MT = MT - 1 ·· ; ·' ·. " 
3950 ·1F MT < > O THEN 3710 

·3960 RETURN 
3997 REM 

-3999 REM 
,3999 REM 
4000 REM <TRIANGULOS POR. SERIE> 

·-4010 AR = O: f( = O 

., 

4015 Et~ = NT - l:XSINT + ll = XS11l :YSINT + ll = YS!ll :S1<NT + 1J = 
4020 K = K + 1 L.•·~ - · .. 

. 4030 Xl = XS<Kl :Yl = YS!Kl V:•?'. •'..:·•i 
4040 X2 = XSIK + 1l:Y2 = YSIK + 1) 
4050 X3 = XSIK + 2l:Y3 = YS<K + 2l 
4060 SU= !(X2 - Xll *•<Y3 - Yll - <X3 - Xll * IY2 - Ylll./ 2 
4070 IF !SU > Ol AND !SU > AR>°''.THEW4080i • ·' 

__ .4075 EN = EN - 1: GOTO 4140 
4080 GOSUB 3600: REMi'.SELECTOR .!'.°''" l!l!Y·.• ;•;i 

-4090 IF OP < > o THENiA075 mm··· ;.;·;; .. fü\Y•J ; , .•... . ' 
4100 Ul !Tl = x1:v11n = Yl:Zl!Tl = Sl!Kl '". ,,, 

.. ,4110 U21Tl = X2:V2(Tl = Y2:Z21Tl = Sl!K·+ ll 
.,4120 U31Tl = X3:V31Tl = Y3:Z31Tl .. = Sl!K + 2H'.ó! 

.. 
130 AR= SU:N =. K·, .-. .::. ~:'/f~r ~~O(i'C'~l'"-;1'.~! ,.¡¡_,,_ ¡ 

'~4140 IF K < NT - 1 THEN.4020 
4150 IF AR < = O THEN 4220 ·. 

''4160 K = N 
1 , 4170 K = K + 1 ; 

4180 XS!Kl = XSIK + ll:YS!Kl = YSIK + ll 
, 14190 Sl !Kl = Sl IK ·+·•1¡: ;¡;·:.•:'.! ~íV·'·? .·•·:'·'.'.•·'·" 

11 4200 IF K < NT ~ 1 THEN 4170 
4210 NT = NT - l:T = T + 1 . 

•.' \. -.. 

4220 IF <NT > 2) ANo·;·cEN' ('.•ii):.o°J" THENi 4010 
' 

14230 RETURN 
•114497 REM 

4498 REM 
· '4499 REM 
~4500 REM <GRAFICA " 1> 

4510 HOME : HGR : HCOLOR=. 3: · 
,4520 FOR K = 1 TO TR 
4530 Xl = 65 + 150 * <Ul !Kl - l l I 

-4540 X2 = 65 + 150 * <U21Kl - 1) I 
4550 X3 = 65 + 150 * !U31Kl - 1) / 

:4560 HPLOT X1 1 Y1 TO X2 1 Y2 

( 

.. 

MA:Yl = 150 -
MA:Y2 = 150 -
MA:Y3 = 150 -

- 155 -

... : 

: i 

. :1: .; 

• . ' 
\ '-. ! 

.. 
150 * !Vl IK) -
150 * IV21Kl -
150 * IV3 !Kl -

1J 
1J 
1J 

Sl(l) 

I MA 
I MA 
I MA 



4565 
. "57.0 

560 
-4590 

4600 
.4610 

_4620 
4625 

'4680 
59'::'7 
5998 
.~999 

6000 
-6010 

6')20 

HPLOT X2,Y2 TO X3,Y3 
HPLOT X3 1 Y3 TO Xl,Yl 
NEXT K • 
VT AB 22 ¡ q " 
PRINT A$: PRINT.: :,¡· f.i ·• TH ...... n ·.:1.0 
PRINT "<TECLEAR PARA CONTINUAR>"¡ 
GET B$: IF B$ = "" THEN 4620 
PRHIT 
TEXT : GOSUB 500: RETURN 
RE~I 

F:EH 
REM 
F:El1 

I ; 
I = 

< ORDENAC I 01~ 
o: J = l 
l + 1 ' .. : 

NUMERICA DE NODOS> 

'· '¡-, 

. 6080 !F liD II l = 1 THEN ND <I > = J: J = J + 1 

/ 

1:·.· 

' . , ·.~ 
, ' .. 

6é~:. IF I < <MA + 1 l * <MA + 1 > THEN 6020 :; , .e« 
6050 l~I = J - 1 ,~ :11-~·, 

!:060 1 = I + 1 t:.~ + ,,11,>.' 

: ... 

6070 tlDtI> = J:J =.J +'. l ;~\,·i _ . .t:i: L>:i 1'1.':· - :.:..:·t'¡ .~ ·: .. ~1· .. 

:-
,_. 

·~ 

' ..... 

. ji ... 
• ; 1 

l'I 

60EC, !F I < ll·IA + 1) * ltlA + 1) + FPJcTHENÜ6060¡;. ' ¡;.''> .L ·.s: ,.: 
6130 llM = J - l !)L 1 ,. c~j;· &·J , 

614C' VTAB 10: HTAB 1: CALL - 956: PRINT "EL.MODELO_¡ CONSTA DE:•: PRINLJ:R;" ELE 
J·IENTOS FHIITOS, Y "IMIH" NODOS,": VTAB 23: PRINT c"<TECLEAR PARA .CONTINUAR>"¡ •~ . 
614= GET E$: IF B$ = 1111 THEN 6142 ' '.>1) .tf: ""~ {Tt 1 :·~: !':.- \;) ;1, ' r~t 
614:; FR!IJT i 11 -+· ~;¡;_:;i- 1·~·!::··~;:::..'i' :.T;~;;_·j· ,. 

.... 61•14 VTAE .:;: HTAB t: .CALL - 958~S~ t :-t; !2 <1>···:~~-:•::'f ~ : ~~'.'.'\':·-
1~5 I'. = :: PRIMT "TRIANGULO"¡ TABI 13)1 "NODO"I TABI 20.>1 "COORDENADAS MALLA" 

._. ,:)150 FOR I = 1 TO TR i::;-:;:f:;• 11·:::~-i ~ ;, 
6160 :1 <Il = ND(Zl <Il > · ·;{-

'6170 =z11: = llDIZ21Il> 
•-t =1E<1 :;:3¡¡¡ = l·lDIZ3(1J J " 

~!::e •: = r: i 1: lF ·~ < 5 THEN 6200 r "' ' 

•t.!C?! t: = !! VTAE 23: HTMB 1: PRINT ''<TECLEAR PARA CONTINUAR>,~'J:. . ¡ l 

é:!~:: ~ET B-Z: IF E:ii = "" THEN 6192 , .•.. :.- .. 
::J='? FF.!llT ; L , , ·• ·¡'1.;~t'-~~--

, 61?5 '!~;.E~: HT.:.E 1: CALL - 956: PRINT·''l'RIANGULO",IJTABl,13)1"NODO"I TAB.l:o20)1 
"C0 1::F:DEflAD.;s t'1ALLA" __;:; , . e: 

·-6200 PR!llT: PRIIH TAEI 5l;I; TABI 14);Z11I); TABC 25)1Ulll>I TABL30l;V1(l..,. : 
6205 PRillT TABI 14l;Z2<lll TABC 25l¡U21I>¡ TABC 30l;V2Cll: PRINT ·TABC 14llZ3( 

~~~;;.r;. 1~~/:~5~ ;U3tll; TABl 30) ;V3tl) :t•"" .. :. • ;·: ! 

621 :::' 
~ 6220 

249'.':' 
'2498 
8499 

·.!T~.E 23: HTAB 
GET B~: IF B$ 
PF.IllT ¡ 
RETL1F.I: 
REM 
F:Etl 
REtl 

1: PRINT "<TECLEAR PARA CONTINUAR>.~¡· 

= "" THEN 6215 .. , 
• .. 1 

+' •' 

··-.156-

-~: 

-
. ,. ~ 1 

_;·w 
. !·• 

' ... 
• ! ! 

-



3500 
~~10 

,20 
-ss25 

.3530 
8540 

-'.3550 
'1560 
3570 
85:'2 
!"'r:'..,. --·· ..., 
85Vé 
2=-eo 

--s·sso 
~::.')O 

-8~!C 

9620 
863•J 
26~0 

REM <ARCHIVO EN DISCO> 
D$ = CHR$ t4Í :R!P = CHR$ t13l 

PRINT D$í"ÓPEN GEODATOS" 
PRINT D$i"CLOSE" 
PR!l.JT D$¡ "DELETE GEODATOS" 
PRINT D!I:; "OPEN GEODATOS• 
PRillT D$¡ "WRITE GEODATOS" 
PRIIH tlAI R'ii; xo; R$¡ YO¡ R$¡ RA 
PRHlT FPiR$iMiiR$;1-IMjR$JTR 
FOR J( = l TO FP 
PRillT )(f 11(1 ¡ R$i YF !JO 
tlE>~T 1; 
FOR J< = l TO TR 
PF;Wi Zl IKI ¡¡;¡¡;¡u100 ¡R$;V11K1 
Pr.HIT ;:z11:1 ;R;;¡u2110 JR$;V21K) 
FF.INT ;:3¡¡(¡¡R'iiJUSIKIJR$¡V8<K> 
1-lE~:-¡ 1: 
PF.HIT "FIN" 
PR!t~T Ds;uCLOSE~ 

F.:ETLIRl·l 

_;::-;¡¡ F.Ell 
.: º~7 REM 
~0 ,:<·é· F.EM <MEl'IC.RII\ RESERVADA> 
~?:;:: H!': = 25: REM MAXIMO DATOS 

902C1 ?'tt = PO: F;E11 MAXIMO FRONTERA 
-.,"Co40 TT = 50: REl·i MAXIMO MUMERO DE TRIANGULOS 

~·O MS = l 6 l: F.EM 11AX I 110 NODOS 
---'iOOC'~ Dlt1 >~D <MM> 1 '1'D Cl~Ml 

lMlO DIM )~PO<M) ,YPIHl11 
100:~ DI~\ ~~FCFMJ ,YF<FM> 
1C1C;;O DII·: !JDtMS> ) 
100'10 D!ll U11TTl 1 V11TTl 1 Z11TTI 
10050 Dil1 U21TTl,V21TTl,Z21TTI 
10060 DIM U31TTl ,V31TTl,Z31TTI 

-·lOO::'C; !1111 ::SO<Ml 1 '!SIJ<l·ll,&1U<11l 
;cose DlM >:ZC4) ,YZC4),S2(4) 
:1 o.;"9 RETURM 

_;1-~c:i:;:; REM 
!49~~ REf1 
'14~?9 

. ' 
'! i 
1: ·-· 

e 
- 1 ! ' 

r 
' '-' 

-

¡ -
'" 
\ 1 ... 
¡-¡ ... RE:t1 

::.::11 
'.'Tf,t;.:. 

!.Fll~ L~ PF.OGRAÍ·IA> 
10: HiAt l: CALL - 958: PRINT 'CALCULOS. DE HIDRODINAMICA? !SI /NO) ' 

1-, 
GOSUB'8500: PRINT CHR": ('l)l'RUN HIDRODIN1._1I¡ ll'!f'UT D$! IF B$ = 11 Sl 11 THEN 150ZC 

-·cr~. · 
j !::C1 ~!0 

! 50t;(t 
!F B!I- < > "NO" THEI< 15010 _ 
VTAB 10: HTAB l: CALL - 958:. PRINT "CAMBIOS EN. LA GEOl1ErRIA? (SI/1~0) ' 
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i15050 
_;· '"i060 

_,070 
]15080 

J 
~ 

i 
.i 

_¡ 

] 
'1 

1 

"' 
•• 
J 

··¡ 

J 

J 
J 
J 

INPUT Bs: IF B$ =. "SI~ THEN RUN 
lF B$ ( . > .·r~o·: THEN 15040 
GOSUB ssob: .-REM. 'ARCHIVO DISCO 
HOl'IE : EHD 

.-;·,¡_¡,. 

.,,; .. , .. 

" . .;; ! i : .. ~\! J ·_: 

',¡ 1 
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A N E X O~ 3. LISfAOO DEL PP.OGRAMA •oi-JÍPRODI!WHCA". : 
. i 

·-'§LlST 

50 REM HIDRODINAMICA ACUIFERO 
'• .: 

·70 REM U. N. A. N. 1985. .. .. .. . 
SO REM QM LUIS ANTONIO ACEVEDO ARREGUIN 

-90 IF PEEf( (103) < > 1 OR PEEK (104) < > 64' THEN'. POKE 103,1: POKE 104,64: 
POf(E 16384,0: POKE 16385,0: POKE 16386,0: PRINT CHR$. (4)1"RUN HIDRODINAMICA~: 
97 REM ' 

--98 REM 
99 REM 

··100 REM <PROGRAMA PRINCIPAL> 
_110 GOSUB 8500: REM DATOS 

120 G05UB 5000: REM P0205 
-~100 G"SUE 4500: REM GRAFICA 2 

140 GOSUB 6500: REM MATRIZ 
·• 150 GOSUE 7000: REM CARGAS 
_160 GOSUB 7250: REl1 GRAFICA 3 

170 GOTO 15000: REM FIMAL 
-~99:-' REM 

998 REM 
2999 REM· 
4000 REM CIDENTIFICACION> 
4010 HOME : IllVERSE 

SEGUNDA PARTE: 
' --4C•l!:' PRillT 

4020 FRINT " 
'4030 PRINT " HIDRODINAl1ICA DEL ACUIFERO 

_.;040 PRHIT " 
4497 REl1 
,4498 REM 
.;499 REM 

-~500 REM CGRAFICA # 2> 
451 O HOllE : HGR : HCOLOR= 3 

1
4520 FOR J{ = 1 TO TR 

.. 
" 
" 
": 'NORMAL RETURN 

-~.;530 ~O = 65 + 150 * <Ul <K> - 1l I MA:Yl = 150 - 150 * <Vl (Kl - ll / 11A 
4540 K2 = 65 + 150 * <UZ(Kl - ll / MA:Y2 = 150 - 150 * (V2(Kl - ll / MA 

•4550 X3 = 65 + 150 * <U3(Kl - ll 1 MA:Y3 = 150 - 150 * (V3<Kl - 1) / MA 
, 1 4560 HPLOT :a, '!1 TO X2, Y2 

4~,i:.5 HF'LOT ;::z, Y2 TO X3, '1'3 
14570 ~iPLOT :ca,YS TO Xl,Yl 
45l: (: :·!t::~T I~ 
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4590 .t:;op 
,10 

'1620 
4630 
.:;997 
4998 
4799 
=·OCIO 
5010 
5020 
5060 
5070 
5080 
5(1~2 

: .. c1!::a 
~·090 

~092 

VTA'a .22 
PRIHT A!>: PRINT 
PRIMT '(TECLEAR PARA CONTINUAR>:•¡. 
GET B!li: IF B$ = '" THEN 4620 ": 
TElff : GOSUB 4000: RETURN 
REM 
F:EM 
REM 
REl1 <lNFORHACION DE POZOS> 

A$ = "GEOMETRIA ACTUALIZADA CON POZOS" 
L = J: GDSUB 4000: REM LETRERO 

'JTnB 10: HTAB 1 
FRillT "CARnCTERISTICAS DEL ACUIFERO: ": 
PRHIT "ESFESOR ll'IETROSl,,; "; 
HIFUT EF· 
'~'Tii~ 12: rlTAB 1: CÑLL - 958 

'' '. 

:: ·::i· ... , ' .. ; 

PRINT '· .• 1 

~ ¡ [. ·, 

f-RlllT 'COllDUCTIVIDAD HiDRAULICA 
!Mi'UT l:H: TV = EP * KH 

CM/DIA> ••• 11
; 

VTAE 12: HTAB 1: CALL - 958 
FRillT "POROSIDAD rn>,,, "I 
1: iP'JT PF:: PR = PR / 100 
VTAE 12: HTAB J: CALL - 958 
F'RlffT ''DENSIDAD (G/Ctl3) ••• 11 ¡ 
:tff'UT RO: IF RO < O THEN 5095 
VTl.E, lZ: HTAB l: CALL -- 958 

• 1 1' 

- '-· ' 

.,·· 

¡ ·" : 

' . J i; 

... 

5096 
5097 
5092 
5100 
5 l l :. 

PF.Il;T "nu;·iEF;O DE POZOS PE?.FORADOS ..... j 
:11FUT FP: lF ?P = O THEN 56.¡0: IF PP < O OR PP > 9 THEN 5095 

'J. 5 VT r1:· 6! ¡-iTAB 1: CALL - 958 
_lZO FF.l::T : PfilHT "NOTA: ÑL HIDICAR LA TASA DE BOMBEO DE" 

... 

1 
L. 

1 
' -
e 
o 
-1 1 .,¡ 

••>r __ .,, .. 
M :':i~ 

~;¡:;. 
~I 

;, 
~ .... -. ..,{ 

_¡ i ,-.; ... 

~.120 FRlt:T " c.;DA po:o, CO~ISJDERAR LOS CASOS:":. PRINT • - I · Gl>ORECARGA Y 
S,, DESC~RGA 1': FRINT . ., 

~·125 °.::z:n " «USE COORDE:l·IADAS EN METROS»": PRINT 
. ·,;_¡·. 

~.14:-i r2 = tlH 
51~'º 
51':5 
5160 
5170 
51:?0 
5lE·5 
5197 
519C 

FOF. ! = l TO PP 
• ... 1 

. ·; .. , 
VTAE !5: HTAE l! CALL 
F'F. ! l lT "CODRDEMADAS DEL 
!f.!FUT F:l,Yl 

- 958 
POZO 11

; 1; 11 
••• " ; 

::1 = IRA t t·JA * O;J - ;.:o¡> / RA:Yl = IRA + MA * !Yl - YO> l I RA 
::1 = HIT 1100 * l:ll / lúO:Yl = HIT 1100 * Yll /.100 
XS<Il ='65 t 150 * 00 - l) I MA:YS(!) = 150 - 15o"*:<v1":C'i> /.MA 
PF.l~lT "FLUJO <t13/DlA) ••• "i . "- ~'-..1 ••. ; ~ .. i~·· • 

ll:c~"T ül: cF:IIH 
~¡ = ·:+: 1: = l: ilP = O: SU = O 

; ;. ·-· :.:?o 1-1; ·~ + 1:03;;: o 
5:35 · FC'F H = l TO L - l: IF M = Sl <H>"THEN 5320 

, . . : 
.·~ 

,.. 
- . -¡ • ::.:,-. - ' 

~.::.; :;:::;:T H . ._ 
5:40 AR= llU2<M> - Ul(Mll * IV3<Nl - Vl<M» ~ (U3(M)'~;u1ii1» * (V2<M> ·- vilM» 
J I 2 
5250 D2 =AR* ((Ul!Ml - Xll * <V2<M> - Yll .- <U2<Ml - Xl> *.!Vl!Ml -'Ylll:" 

- 160 -

1 
~ 



. _,-.- __ , -·· .. 

-5260 IF D2 = O THEN D3 = 1 · " ·: 
."Z70 IF D2 > =o THEN D2 =AR* CIU21Hl ~ Xll * IV31Hl - Yll - 'IU3<Mr - Xll * 

21Ml-Ylll !. ·""':,; 
-'l280 IF D2 = O THEN D3 = 2 * D3 + 2 .1:: '"' , - " · .. ·· 

5290 IF D2'> .=O THEN IÍ2 = AR* 1 IU31Hl - Xll * IVllHl - Yll - ·IUl!Ml''.'- 'Xll• * 
-<V3<M> - Yl>) , Q<'}l:;-~ i-~1_:-'.!¡-;( - > :,• _ 
_ 5300· IF D2.= o THEN,D3 = 2 * D3 + 3 :·. ,..¡;: ,; ~' ;·, ·-·-¡; . . ;:: ·-- ,:_:í";·i :;:,t-C.ó 

5310 IF D2 ·> = o THEN OP = l:NDIKl = H:NDIK '+ 'll ='''Ii3:SU ·=·.su .¡:·. AR:K'= K'+•2 
.5320:. IF 111 <•. TR THEN' '5230 .· .. 
5330 IF.OP =O THEN 5155 
5340 H = K - · 2 
5350 T = TR. + 1 
5360 FOR K.= 1 TO H STEP 2 

-5370 H'=iNtifKf:D3''='.ND'cK'+ ll''' 
5380 SllLl = M:L = L + 1 

l:' ; ;~; :. : ·-. -

'':5400 IF 03 = 1 OR D3 = 4 OR D3 = 5 THEN. 5450 
~410 UllTI = U11Hl:Vl!TI = VllHllZllTI • ZllHl 

5420 U21Tl = U21Hl:V21Tl = V21Hl:Z21Tl = Z21Hl 
''5430 U3CT)' = Xl:V31TI = Yl:Z31TI c=''p2:·+11I· Cr! 12 
5435 RITI = Rll1l + Gil * MA * MA I IRA * RA * SUl 

-:;440 T = T + .l . , ~; .. ¡)CU 
,..,5450 .IF 03 = 2 OR D3 = 4 OR D3 = 7 THEN .5500' " '·. 
5460 UllTI = ·x1:'V11Tl' "" YÚZHTI' =' P2"+'·I •V·1 ' •' 

.-M70 U21TI = 'U21Hl :V21TI' =t'V21Mf:Z21Tl''.='-Z21Hl '' 
5480 U31-TI = U31Ml':V3 CTl< =·· V31Ml: Z31-TI' ;:='·z3 !Ml ti, 

-5495 RCTl' = 'RIHl +''Gil'*' MA'*i'MA -¡ 'IRA'*' RA '*'SUl 
_;:i4 90 T = T + 1 

;oo . IF 03 = 3 OR 'D3 • 5 1 ORJ D3 = .7 \THEN ·5550: 
-...510 Ul ITI = Ul IHf:Vl CTl; ·=· Vli(Ml :Zl'ITI' =iiZHHl 
5520 U2CTl "" X1:V21TI = y1':z21T1 =· p21·+:'1· ; ·.:-
5530 U31Tl = U31MllV31Tl = V31HllZ31Tl • Z31Hl 

_553:5 RCTl = RIHl +Gil.* MA * MA / IRA* RA * SUl 
5540 T = T + 1 

·'5550 NEXT K 
5560 TR = 'T' - ·1 

·') i ' + ' '' '••: 
;,-! ! _,.,,, 

"-5570 IF Gil < = O THEN S2 IFP '+ I l ='. 'l 
5630 NEXT I 
.S635 TF = L - 1: REM TRIANGULOS FUERA 

-3640 RETURN 
6497 REM 
&498 REM 
;499 REM 
6500 REH <MATRIZ CONOUCTANCIA>. 
~510 NN = NN + PP: GOSUB 10500 
&511 VTAB 13: HTAB 1: CALL - 958 

., "' .-

.;. ;';·,_, ·- ._; ,.~ -· 
··v .. .... : '~: ·:·. 

·, :· -'~ 

. ' -~ . 

¡; 

6512 PRINT : PRINT 'CARGA HIDRAULICA EN LA FRONTERA": PRINT "DEL ACUIFERO:" 
6513 PRINT "11> CONSTANTE, 12) VARIABLE ••• •; 
&514 INPUT .N:K = 1: IF N = 2 THEN 6520 

-5516 IF N < > 1 THEN 6511 ;, .:: 

' - 161 -



r:!1 
~ 1 

.··~ 6517 PRINT "MAGNITUD <METROSJ ••• 'I 
'i51.8 - If~PUT) Hl- ( '.. .·:·,¡ -: 1 .. ' ' ·.~ 1 :.;" . 1,:;¡ _:¡ ¡ -!· 

l:?O FOR l = 1 ~TO NN * NN 

-~ ,_. 
;_ ( 

-'.~ : ~ .' ~ 

~ - ~-) ' 

~530 G(IJ = O: IF l > NN THEN 6550 ~ 1 20 ~G ···~:•· 
6535·B<I> =O ·;··:1.:·.-'~ ·:: ':t.x· ~ trP,?::Uij ;. .• ;;~, ':•l ~;·:-:¡ 
6540 HT<IJ =o: IF <I C = NIJ OR <l >NI + FPJ THEN 6550 

.,,. .. , 
:'1 r 

MA ' • 1 

6542 HT <l J = Hl: lF N • l THEN 6550 <: , "'¡ :; ·.: ,;¡; ,, • ·1 
6543 VTAB 13: HTAB1l.::1CALL ;•,·,95Ba\";M ,, ·:1nc:1\;1. e '·:·.";,.;ti:> 
6544 PRllH "PUNTO •;xo + <XF<KJ - 1J * RA I MA,YO + r,tYFJKl.•.- 1,J * RA/ 
65•15 PRINT "CARGA HIDRAULICA (METROS) ••• 'I clll<o' 1;• ,,,, ,, -

' í 1 

·-· 
6546 IIJPUT HT<IJ: PRilff 
é548 K = K t 1 
é550 tlE>:T I ;J.. "•':<l.:-. ¡~ '...' ! · .. : ' 
6555 'JTA!l 13: HTAB l: CALL - 958: PRINT 
IAL"I 

"ESTABLEClMI
1
EN·Tº, .~E·~~ Ecu~~xor.i MATFc 

6560 Y. = o ,_ 
6570 K = f; + l 
6572 PRINT ".•¡ 
65~5 FOR T = 1 TO 
65·77 NEXT T 

O~I·~ ~3HJ ~~-;U ~0; ·~ ~J ~( t '· .~ 

( ¡i¡ l 1. S _ "' ( T ) .! '.~ ; i !11 L '.) .:._ ¡ r ! ~-' .i '. : :·· t ~ IJ ~ T; : '.: . : ' 
., .·,,_·:.r {f1l~S. '~ tr!:):::;'.!-{;U:t.V 1- , , • 

TF: IF K = Sl (Tl T,HEN ;,6700 n 1 '' '.; 1 .. :, <r >r.v: t 1, ' ' ¡ -::>.) '~ .·,;, - .__ 

6578 i{l = Ul <•·~) :X2 = U2<K> :X3 = U3<K» ·.T'· ')' 

6579 Y!= V1ll~l:Y2 = V2(}{l:Y3 = V3(KJ;_,L-:i;1l , -"' ;:;·.1 :-¡._,:_- ;. ,:;(t·;,~1_'. :.: "·· :·.:::.:;:_, 

6580 Ul !K) = XO + RA * <Xl - ll / MA:.Vl,tK>1 =.YO, h.RA. ¡¡. dY1 ¡-;,,1) .¡ .MA, J !.\/. ü-· 
6581 u2n:> = xo + RA *· <X2 - l) ./¡;MA!V2<K>i:.=~yo.,;+;-RA·*..:<Y2-.-:1J,•/ MA'":l.1: :,-
658:? U21f:J = XO + RA * <X3 - 1J 1 /1:11A!V3(Kl;•=,,YO,+:•RA,*.·¡(Y3;-,'1).:.':I MA•<ó!·:. 
6593 AR= l!U200 - Ul(KJ> * (V3(K),,~;Vl(K)) ·::-,<U3<K>.1-:cUl;<K>>11*··.<V2<K> -.,v1ti-JJ 
J / 2 ; . 

".·90 N::;J¡ = <VZ<K> - V3<K» / l2:*>ARUNYllJ o;;dU3JKJ ,- ¡U2(KJJ, / (2 *AR> 
_6JO NX<Zi = 1v:;o:1 - VlO:J) I 12rlf:ARl:NY,(2);;,í;<U1(K)¡¡-,,U3.<K>J·/ -(2 * ARJ 
6610 M>:t3) = <VllKJ - V2lK)) I !2 * ARMNY<3J :",(U2,!KJ ,,. Ul:<K>:> J <2·*•f\Rl 
6620 NDCl) = Zl(~l:ND<2> = Z2CK>:ND<3> =.·.Z3CKl.c)~:v ,;.:, tTír~•_;:;:·-¡;.· 

6630 FC1R H = 1 TO 3 ,-i ~¡ .- n; \:~1 ~~ ,·-11'1 '- 11.-) ; , •• 

6640 L = tlD<HJ :I = tm * <L - lJ 
6!-50 G<I + Z100 > = G!I + Zl 00 > 
6660 G<I + Z200 J = G(I + Z200 l 
6670 G<I + :3tKJ) = G<I + Z3!Kl J 
6620 BILJ = B<L> + IR<KJ / TV) * 
6¿?o ME>:T H 

+ AR * <NX ( ll 
+ AR * <NX(2) 
+ AR *' INX!3J 
(AR I 31 

* NX<Hl + NYllJ * 
* NX<Hl + NY(2) ·* 
* N>U.HJ ¡+_;¡NY (3). * 

u,-· 

¡_· (; 
NY, <H.J) 1 · 
NY<H> )¡¡ 
NY <HJ > ;.;; .,. 

" 
··'· '-

6691 XJ = U1!KJ:X2 = U2!KJ:X3 = 
669:? Y! = Vl!KJ:YZ = V2(KJ:Y3 = 
6693 LIJ lf:J = 1 • 11A * !XI - XOJ 
6694 U2lKJ = 1 + MA * !X2 - XOJ 
6695 U3!K) = J + MA * !X3 - XOJ 
6700 IF 1: ' TF. THEI~ 6570 

U3!Kl '• ' ' ·' .__. 

6710 RETURN 
6997 REl1 
~9~8 F;El1 
l999 P.EM 
7000 R~M CCARGAS HIDRAULICAS> 

V3tKJ 
I RA!VltK> = 
I RA:V2!KI = 
I RA:V3<K> = 

• t ~ 

1:'' - 162 -

l + 
l + 
l· 1+: 

~IA * <Yl - YO> 
MA * <Y2 - YO> 
MA,*:;(Y3;·::- :)',Ol 

I RA·,.,,, .. 
I RA" ." 

:!: .RA ::.;, -
., ' y- ; • ~'i 

·. \ ~ ! i'.\f ' • \ '-,_. 
' . ::: .· l '; _;_ .: -

""'' -· ' , ... 1 ¡-,,., 1 ( •• ''' 
¡ ~ . , . 

" . : .<i: 
:1 ! : .¡.,, 



7005 N = o: VTAB 10: .HTAB 1: · CALV' - 958: PRINT "CAL:CULO DE LA CARGA HIDRAULICA" 

J~~l~~ ::E~: tº~ ~~~O~ ~E~ ~~U~~i~~· ! • • ¡ "' 
-·7020 L = L· + 1 !,-,! i.'./ ·. ¡¡: .. i.:!t:·1 :.{tr,1¡ !.l1 - ;:~.1;-:·r;; .- .·,_·., 

',,7025 IF GtNN * tL - ll + Ll =.O THEN 7110 
7030 IF tNI < Ll AND, tL < = NN - PP> THEN 7110 

-7040 Dl =. HTtL>:su =o ' _:, .. ';. '> •. 

7050 FOR M = 1 TO NN . ,~;.;H l .$.H) .. - \~H ;:;· 1:1.~-1 • • : 1 • 

···7060. I = NN * tL - 11 r <i'n';~ (!i:H, > F.:.-!1 ' 1.P. o: «.; .. 
70/0 . IF M '< : '> L THEN "sil :,:1 su ••+! 'G ( l o:+'1 M'> '* HT iM) :•r; l 

-7080 NEXT N 
'"'7090 HT tL> =, -""tsü' -'' B'iL>'> i'¡ C¡fr¡< '+1 Li:ER ·,;;."ABS 'tlil - HT (¡_')) 

7100 IF ER > EN THEN EN ='. ER 
-7110 IF L < NI~ THEN 7020 , 
,_71:::0 IF (JI < 10001 AND tEM > 0.01) THEN 7010 ,·,,,,., 

7122 PRilJT ;-~;.-{ :. ·!HJ .t:;.~M-.".. l~·i! 'º. i, - ·-" , 

~7125 VTAB 6: HTA!l l: CALL·:•..!.9:;'0ik'=lii! + Lrl 'c.(;:;:,.,':, 
1
7130 IF EM '>''o.o!' THEN PRINT >·¡~o 'co'NVERGE L'.A•.SOLllCION.·. 1• ! ":' PRINT :w ·= 3' 

~7133 PRINT "RESULTADOS tEN "INI" ITERACIONES) :•:, PRINT 
_7135' PRIMT " JlODO"I iABt 15> ¡'•c'AR

0

GA'ÍÚDRAÚJ.ii'cli, 'METROS"'"''·: 
7137 HS = HT tJH + lJ : H7 = Ha . 

-'7140 FOR L = 1 TO llll: IF GtNN * (L - 11.+ LI·= O THEN 7160 
7142 I~ = K + 1: IF K < 10 THEN 7,150 ... ,• ·: · 

;7144 1: = 1: VTAB 23: HTA!l 1: PRINT "<TECLEAR' PARA CONTINUAR>"! 
>-,,,..J7146 GET B$·: IF I:$ = 1111 THEN"7f4'6 :::, J .. : .. -:.t!i'l \ ~!. 

7147 PRIMT ':::.;,:,¡• '. ¡¡ " !.';.; 

··• 7148 VTAB 9 + W: HTAll 1: CALL - 958 
' 150 FRINT TABt SllLI TABt 25l¡HTtLl 

•; J 155 IF HTtL) < HB THEN H8 = HTtLl 
vl57 IF HT(Ll > H9 THEN H9 = HTtL> 

'' : 7160 N¡¡>:T L 

' ' •. l 

,_; 7170 VTAB 23: FRIMT "<TECLEAR PAR.A CONTINUAR>"¡: GET ll$: IF ll$ = "" THEN 7170 
7175 PR I IJT r; .-: r -._ , ~ ,:.; ! 1 ' 

, ' :' 180 P.ETUR1'1 
_; :'247 REN 

7:2'iS REM 
- . 72'"19 REl1 

7:~C' REM <GRAFICA *13> 
- 7260 A$ ~ "HIDRODINAJ1ICA DEL ACÚIFERO": -HOME : HGR ·:' HCOLOR= 3 

-
j 

7270 FOR M ; 1 TO TR , ,:,;• 
7275 FOR L = l TO TF: IF M e Sl tL> THEN 7580 '' ·;·· '" 
7277 ME)!T L 
7280 FOF: I ~ 

'7:~0 1-:1 = 1 + 
7800 H: : l + 
7310 H3 = l + 
7320 . IF Hl = 
7;;30 ll = 10 * 

1 TO 20:~Dtll = O:YDtll = o: NEXT I 
INT t9 1 tHTtZltMl> - H8> I tH9 - H8ll 
IHT t!1 * tHTtZ2nlll - H81 I tH9 - HB»'-"'·".i 
INT t9 * tHTtZ3tM> > - H8l I tH9 ,e; H8> >··' , > 

H2 íHEN '7360 r•.'• ,,-1 ·· _-;;_,. ·, 1 
''.,. ;,~':''' -·· ~: -~;· ... : • , 

tH:2 < Hll:T = tH2 > Hll -· tH2 <· Hl>' 
·; i ~ ' -[ _; : . ' . . • . 
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·. i¡ 
1 

7340 FOR I··=:Hl ~:.<HZ, >.··Hll.;·TO, HZd :<HZ.<. Hl)_¡,S_TEP. T,,,,.,., ,,:•1 :M • ·: ·.·~·.·-·H. ¡o· .. Z 
-350 H4 = HB + (1 - 1l * IH9 ,.. HBl I 9:RZ ,=i:,<fi4,,_7;):(l«Zl.,<l'I/.lh:( d_fiT<Z_ZIMl,l, 

<MJ) > " r-", ... íl;¡¿_~.o··; -: r +- p -"- ~i ;,,'.· ::·. __ , . : . 
7360 XDII + NJ = U!IMJ + RZ * <UZ<MJ - Ul<Mll:YD(I + Nl = V11Ml .+ RZ-* (VZIMJ-
Vl(MJ> .>,>_-:":_ .. -:·::.üS!_~:_i-1.ÚHl"·':o·:··~- '(j_r .(-t --~; -:<_,;,::,¿; ~;::- :.-:1.'.:u 
73?0 NEXT l ·-_;{')l_.t:~-~:.H!'ir·tT: í.:::¡.q_: __ .. --Vir1- \.;¡ .-;.. :Ji:--~,¡-:,'.~ t.i ~.-;" 1.: 1 

7390 1 F H2 = H3 THEN 7440 . , .. '. · ·' - · · •; -- : ( ·' ,,, ",, ' 
7390 N = 10 * <H3 < H2J :T = IHS ) .H2l - <H3, < H2J ~'11 .t ,, ''· ,··LJl i 
7400 FOR I = H2 + <H3 > H2lTO .H3' +. <H3 < H2J STEP T ,. ., .... :· .·. ' 
7410 H4 = HB + <I· - 1l * <H9.\.1.HBf 1~.:RZr,¡-:,(H4t::;:HT< .. Z,z<Ml\l /:1HTÍZ3(MJl i,-.,HT<Zi 

;~~~ 1 ~:o11 + Nl = u2¡111_, +: RZ; * ,,<ps1i11;;::.U2_(Ml>1:;Y_D1.1 ,+;.N>¡ = v2.<Ml. + -~:{'_* •
1
1vs«i1'i'.LJ 

~~ ~~ J J NEXT I "., .. , , ' . ;:· '' •¡ '·' .> ; 1 

:-'440 IF H3 = Hl THEN 7500 . o;i;;; :t.?;-!C ttt»··, ,, ,,-/:'"·:'_ .· .:;,; '"' .i •;· ·o , 
:-4::0 ¡; = 10 * <Hl < H3l :T" IHl > H3J - <Hl < H3l 1 
7460 FOR I = H3 + IH1 > H3l TO. Hl + (1-jl •. < .H.3,J.>STEP .!•.···' . J .,. i•', . , , . _ 

; ~ ~~ 1 ~4 = HS + .1 I - 1 > * ·,'H9J ;-: HrL~;;1~;:;,~~~;:{;_ t~ lii~,-;'.."~;:; ', zs~¿:;;:, l ~'.~;:/~TI z_1 < M l l ·: Hlt,)Z 1 

7~80 r:DII + Nl = U3<1-ll-'.:"1:RZ; * ,IUl:(_Mh:;uU3(!'.1_l)~:,Y~<,I:,,+ ,N.l,;.= .V3_<J1l.; +. RZ, * <V!:!Ml - i 
'.

1:·u·:ll .~;J ~--.u .. ,:~ 1 x:: J.>-l 
7·1~0 NEXT I -·.¡.¡-; ,_.. \.J ,-- (_! . ..... ~H -), ;-:Jf) ~-, :11 ;¡·¡:,: • ~ 'Si . W j 
7500 FOR K = 1 TO JO q;~;l'Z" ¡..;·.:::;", ,·2,t.. > ~:; .,. , • 'l\1.~ J 
7510 IF XD<KJ =O OR·XD<K+ 10l.:o;¡;9;_THEN-75;:'9,>JC< :; .. ¡,;_,, :··: .-:;· :.; ·¡,¡;_-,., · 
752C. 11 = é5 t 150 * IXDIKJ ~ 11· I MA:JJ = 1«~0.~,-:15p *··CYDIKl ~, 1);_1 MA ,\> 1 i 1 

~530 !2 = 65 t 150 * <XD<K + 101 - 1) / ~J~~:'<J2- =J1J~\°:: -, 1_1~~\~¡ ',~D(K .+-·1,0). - ·ll l:M 1 

:·60 1-!PLOT Il,Jl TO I2,J2 {.ll'; .. ¡·i;t~::;¿_·:«ir,·;- {~1¡· . . ·"· i 
./570 NE}:T ·~ L.o·Tr'\·-- .. « -¡_:¡¡.~ -\1~~¡·.(f 'C·.~! :~ :,;:Ji' i 
71:"·30 nE~·:T 11 ·:·· :lJr-ri~~--.r :'.0;1 l·17j·¡.¡; 
-'..:·90 FOR •: = 2 TO FP 
::'o.00 I l = 65 t 150 * IXF IK: .~ ,11,,-,,i'1)fitnl1f\.: J 1¡;:;=, 1;;p; ~¡~1.50 *-< l_YF,<K, ~-= l). -~'. 
7<o!O 12 = 65 t 150 * IXFIKl - 1l / 11A:J2: = 150.- 150 * <YF<Kl - 1l /:,M.A, 
7620 HPLOT 11,Jl TO IZ 1 J2 
::'630 ~~E:\i K ., - - · 

!1 = 65 + 150 * IXFllJ - ll I MAÍ;¡ .;, 150 -: 150 * <YF.<ll - ll I }1A': :-'é35 
~,J: 

7.!.40 
7700 
7:-10 
7-:--20 
~.:;97 

'2.:!~8 

=·.! ::i9 
?':.00 
3502 
2505 
S~·10 

9520 

To Il Jl 
,., ,_;_ 

1 . . . . . . . 

FOR f( = l TO PP: HPLOT XS(Kl 1 YS<Kl: NEXT K -, · ,. · · 
VTAB 22: PRINT A$: Pf<INT· :; ~RINT :"<;TECl,.EA~. Pl)R_A ,cprfríNliAiÚ"): 
GET ¡¡.,¡;: IF B$ = •" THEN 7710 . 
TE):T : GOSUB 4000: RETURN 
P.En 
P.EM 
REM 
P.E!1 <DATOS ACUIFERO> 

. ; f:·-; .' 

GOSUB 4000: REM LETRERO · ., , 1 • • , . 

VTAB JO: HTAB H CALL - 956: PRINT ."LÉCTUR,A DE. DATOS •.• ~:'., 
D$ = CHR$ 141 :R$ = CHR$ (13l :.-: 

PRINT D$;"0PEN GEODATOS" 
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r 

-·530 
540 

85~0 

ae::.so 
8570 
8580 
€590 
8~00 

8c!O 
8620 
8630 
8640 
8é50 
8660 
671¡7 
8i48 
274~ 

!'.?7::;ci 
6760 
8770 
8780 
8790 
~:eoc.. 

~:..re·~ 
;,:. ·.:,.;v 
·~·¡:¡~(} 

:1ic-
=-~~(': 

:!2¿:1 
::.::i 
2820 
?~90 
E'900 
8910 
8920 
8930 
89SS 
8940 
8950 
8960 
8965 
S~·iO 

C?EO 
C990 
~992 
:;-~~· 

8994 
-' 

PRUIT D$1'' READ GEODATOS" 
Hl?UT 11A1

1X:O ,YO, RA 
INPUT FP 1NI ,NN, TR 
GOSUB 9000: REl1 MEMORIA 
FOF. ¡; = 1 ro FP 
IllPUT XFIK> 1YF<K> 
flE>:T K 
FOR 1: = 1 ro TR 
lllPUT ZllKl 1Ul!Kl 1 Vl!Kl 
IUPUT Z21Kl 1U2<K> 1 V2!Kl 
IMPUT Z31Kl 1U3<K> 1 V3!Kl 
llE:<T 1: 
PRHIT D$i "CLOSE:" 
RETURN 
REM 
Rl!l1 
REM 
REM <ARCHI:VO DISCO> 

Dt = CHR$ C4l:R$ = CHR$ (13) 
F·RJl.JT ni¡•; DPEI~ HIDRODATOS 11 ·. ·, .:::~-:.. '· ·-: ,,,, 

Fi\ll:T 0$¡ ºCLOSE" 
Píl!IH D~I "DELETE HlDRODATOS" 
fRlNT D$1 "OPEN HIDRODATOS" 
fRillí D$i "l-,;RIIE: HIDRODATOS" 
FRIIH 11AiR$1);ü¡H!O¡YOiR$iRA 
PRI:.:T Fl•IRSllHi R;;;;NNiR$iTR 
PRlllT EPI RSIKH; R$1 TV; R$¡ PRI R$1 RO 
pr.:¡¡-;- PPI RSI TF 
r.or. 1: = 1 TO FP 
rRit:T ~(Fii<> IR!Pi YFIK) 
ME::T I~ 
FOR 1: = 1 TO TR 

; 

FRllH ZllK>IR$iUl!KliR$JVl(K) 
PRHJT Z21K~ IR$;U21Kl IR$;V21Kl 
PRil•IT Z311-G·ili!loiU31KliR$¡V31Kl 
NE~~T K 
IF PP = O THEM 8965 
FOR ;: = 1 TO PP 
PRINT )(SIKl> IR$l YS!Kl 
llEXT 1: 
IF TF = O THEl·I 8992 
FOR Y. = 1 '";'O TF 
PRIIH SI IHl> 
l~E~~T K 
FOR L = 1 70 NN 

.J • .:. 
IF G INM * <L - 1 J + LJ = O THEN J = O 
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JJR$JHTIL>: HEXT L 8995 PRIHT 
~996 FOR K = 1 TO FP t PP: PRINT 52 IK>: NEXT K: f'>R,INT D$¡ "CLOSE': RETURN 

~ 197 REM 
9998 REM 
E'999 REM 
9000 REM <MEMORIA liESERVADA> 
9035 PS = 10: REM MAXIMO POZOS 
9050 TT = TR t 6 * PS: REM i1AXIMO TRIANGULOS 
101100 DIM XDIZO> ,YDl20) ,14Dl20> 
!00!0 DIM ;;F IFP>, YF IFP> 
10040 DIM UllTT>,VllTT>,Z11TT> 
100~0 DIM U21TTl 1 V21TTl 1 Z21TT> 
10060 DIM U31TT>,V31TT>,Z31TT> 
IOO~D D!M XSIPSl,YSIPSl 1 S116 * PSl 
IODEO Dlk S21FP t PS> 
10.:1co Dlf1 RtTT) 
1~100 liETURN 
1 C1497 REM 
:0498 REM 
!04~9 REt1 
:o::~o REl1 <DH!E1~3IONAl'IIENTO VARIABLE> 

·~- '. i 

1C510 Dil1 BWIH ,HTIHNl 
105:20 LHI GINH * llNl 
:0520 DIM f~X<3>,NYC3> 

: CbOC1 RETURN 
!·1;97 RC:f'1 
;. ·i':=~8 P.EM 

l999 RE:N ,. :·¡; ,. ', 
• ~ C•OO REl1 <FIN DE PROGRAMA> 
!5CIO VTAB 10: HTAB 1: CALL - 958 

; 

') 
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• 
1 

1 

•• ,,. 
1 • 

1 • 

'1 

,.¡ 

'1 

... 
'' -

-···. 

.:, ',, 

i' •.. ,.. ._., ; . 

:·.; ! 

'./ ·-;; 

-, ;, _:-:..' '. . . . 1' 

H<lllT ''CALCULOS DE COIHAi'llNACION? ISI/NOf·'"J: INPUT:B$ 
IF E!IO =."SI" THEN GOSUB 8750: PRINT CHR!Íl"t4l l"RUN CONTA11INACION' 
IF !l$ < > "NO" THEI< 15010 ,._:, .i'··•O ,: 

150::?0 
15030 
15040 
!5050 VTAI: 10: HTAB l: CALL - 958 .; ,· ;¡ ;; 

1506(• PRHIT "CAME>IOS DE HIDRDD1"AMICA? tSI71ll0l· "I: INPUT B$ 
15070 IF IS = "SI' THEN RUN 
• c;oeo IF E$ C > "140" THEI~ 15050 

,, 

º~º VTAB 10: HTAB 1: CALL - 958 
1 = .!C10 PRHIT "CAMBIOS DE GEOl1ETRIA? <SI /NO> "¡: INPUT B$ 
15110 IF ll!IO = "SI" THEN GOSUB 8750: PRHIT CHR$ <4> 1 "RUN GEOMETRIA" 
15!:!0 IF D!I. < ) "110" THEN 15090 ''-·. I 
15122 'JTAD 10: HTAL 1: CALL '- 958 
151::?5 PRillT "FIN DE PROGRAMA: ACTUALIZACION DE": PRINT. "ARCHIVOS DE HlDRODINAI 
CA? ISI/tlO) "¡: HIPUT B$ 
15!27 IF BS = "110'' THEN 15140 
15129 IF E$ < > "SI" THEN 15123 
15120 GOSUB 8750: REM <ARCHIVO DISCO> 
15140 HOllE : El~D 
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ANEXO 4, LISfAOO DEL PROGRAMA "OJNrAMINACION". 

€Ll3T 

50 REM CONTAMINACION·ACUIFERO 
70 REM U. N. A. ~1. 1986 
SO REM CM LUIS ANTONIO ACEVEDO ARREGUIN 
90 IF PEEK 11031 < > l OR PEEK 11041 < > 64 
POl:E !6284, O: POKE 16385 1 O: POKE 163861 O: PRINT . 

·97 REM 
98 REM 
99 REM 
100 REM <PROGRAMA PRINCIPAL> 
l 10 GOSUB 1000: REM DATOS e,:., 
120 . G05UB :2000: REl1 GRAFICA l · 
130 GOSUB 3000: REM COl~DICION ÚIICIA( ,,, , ;i 
J40 GOSUB 5000: REl1 l'lATRICES 
150 GOSUB 6000: REM SOLUCION 
!éO GOSUB 7000: REM TIEl'IPO 
1~~ GOSUB 1~000: fiEM FINAL 

THEN 
CHR$ 

,¡ 
· .. -1: 

'7 REl1 
. ?8 REM 
,-~9 REM 

Í.,!:c . 

J.:. • .¡ 

F.En <DATOS ACUIFERO> ··"'' 

'' ' ' i· ¡ 

\! 
' ' "1 

1 1 
¡_.¡ 

... 
'1 
1·1 

... 
1 ¡ 

~' POKE 103, 1: POKE 104, .4: 
141 ¡ "RUN CONTAMINACION11 

' " ' 

.,:· 

... .... 
' 1000 

l ! ºº 
J1 JO 

~O~UE 4000: REM LETRER~ 

VTAB 10: HTAB 1: CALL - 958: PRINT "LECTURA DE DATOS ••• " ,. 
! 120 
1130 
1140 
1150 
1160 
1170 
1180 
!!90 

l.'.210 
12:?0 
1~20 

1240 
1.250 
1260 
1:'70 

Dit. = CHR$ 141 
FRIMT D;¡¡; "OPEN HIDRODATOS" 
PRINT D$;"READ HIDRODATOS" 
HIPUT 11A, XO, YO, RA 
lr-iPUT FF,NI 1 l~M 1 TR 
lllPUT E;: 1 KH 1 TV, PR, RO 
11;FUI PF, TF 
~OEUE 9000: REM MEMORIA 
FOE K = l TO FP 
:1:FUT ;-:F tK), YF <K> 
1 ;:;: ::T ~~ 

F C•R K = l TO TR 
!llFUT ::11Kl ,Ul IKl 1 V1 IKl 
HIPUT Z:?lKl 1 U21Kl ,V21Kl 
!l?PUT Z31Kl 1 U31K> ,V31Kl 
llEXT K 

' ' ' ...; 
.• i. \. 

1 1 
1 
~ 

• 1 

""' 
1 1 
1 

' -
' 

, 
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-12'75 
,80 
_90 

-1300 
1305 

-1310 
. :C.1320 

1330 
1340 
1350 
1360 
1365 
1366 

-t367 
t370 

··¡3so 
J997 

1998 
1·1999 
2000 

'"!O 1 O 
, . .¿020 
2030 

..!=!040 
!050 

-2060 
?1)70 

J2 
~075 
2080 
··1090 

1 _!100 
2110 
·'1120 
:130 

'2140 
.?,150 

1160 
":!170 
2997 
\998 

__;999 
3000 
..,005 

010 
<1020 
3030 

040 

i 

, 

IF PP = O THEN 1305 
FOR K = l T,O PP 
INPUT XSIKl' 1 YS!Kl 
NEXT K 
IF TF = O. THEN 1340 
FOR K = 1 TO TF 

· INPUT'Sl'IKl.':';!'' 1;-:1·.;c, J'·.c,5\ _.,,,,_ 

NEXT K 
FOR L = 1 TO NN 
INPUT NDILl 1 HTILl 
NEXT L ~-, 

FOR K = l TO' FP l + 'PP ··· 
INPUT S2 !Kl <; • ' T'.:' •; iC'.• ''' •. 

NEXT K • • ·· · ! '" ' . • 
PRINT: D$J "CLOSE" ¡ ', ... ·. 
RETURN 
REM 
REl1 
REM 
REM <GRAFICA H l> 

~ ... 

. ' 

,_;. 

HOME : HGR : HCOLOR= 3 . ' ' 

·-·: 

'FOR'·K'·= 2 TO-FP ·-~~:e--~ ., T·;J:·; i :·· L-0 ·.;.;¡., ,.\¡ t·~.i\,.¡,,:;. 

I1 = 65 + 150'* IXFIK - l'J'.- ll'l'MA:Jfic'i150:-•150•* IYFIK'- ·11 - 11:'/ MA 
12 = 65 + 150 * IXFll<I - 1) / MA:J2 = 15'o ·- 1·150' '* ·1YF!Kl - J.):¡ MA 

HPLOT 11,JJ TO I2,J2 ·:.¡·.-; • !H~i-L.:: ·.:: -~< >:;tl!"I '; ~ _ .. ¡ ··· ., 

NEXT K 
ll = 65 + 150 * CXFlll - 11 / MA:Jl = <'150 ·- 150 * 'IYFÜl' - 1) I MA: HPLOT I 
TO Il,Jl''. .., __ .::: r;_·:t!\,.-1 r.;-i~~:·¡ :."1.J-fri':J.r.·1 .::.; :!'· - .•. 

IF PP = O THEN 2120 •i!< ,,; V:dc•! •: 
FOR K e 1 TO PP 
HPLOT XSIKI ·2;YS'IK>L·.::·~·T0°.XSIK>''+"2~YS1Kl··+2 
HPLOT XS!Kl - 2 1 YSIKI 1+ Z TO XSIKI' +··•2¡'YSIKI' -•2' 
r~EXT K ,. >! ··: 'i > ':\;-: -1 ~i..>· .. t i :. 

VTAB 22 '' 
PRINT ·PLANO· DEL' ACUIFERO y LOS pozos•:.! PRINT '.,. 
PRINT '<TECLEAR PARA CONTINUAR>"I 
GET B!P: IF B!P = '". THEN · 2150 " 
PRINT : TEXT : GOSUB 4000 
RETURN 
REM 
REM 
REM 
REJ1 <CONDICION INICIAL> 

... -
- ' ' ~ 

··: 

VTAB 10: HTAB 1: PRINT "CONTAMINANTE POR ESTUDIAR.,.•¡: INPUT C$ 
VTAB 10: HTAB 1: CALL - 958 
PRINT "CALIDAD DEL AGUA:" 
VTAB 13: HTAB 3: CALL - 958 
PRINT "CARGA CONTAMINANTE PROMEDIO": PRINT' • 

1./'"o~;·,-;:)/i' ):·\I' 
'EN EL ACUIFERO? CMG/L) "I 
~' '~; '. \ _, ., : l ! - • ; <. ¡. 
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' . ... 
: 1 

3050 ·INPUT CM! IF CM <·o THEN 3030 ··-· :: -' :1 
~060 FOR I = 1 TO NN - PP ·" '" ::>, :·: ,,, .... , 

J70'Cl<I> =CM~ r,:r:.'.!·/
1

t;·:· ··:! 11 

-'' 1 ¡ 
td 

3075 CZ 1 I l = Cll I l • .·. v·.· ~ 
3080 MEXT I Gf<.; :·' .; : •) , · :,1 .. i 
3081 VTAB 13: HTAB 3: CALL - 958 :n ·~1 :' ·· ,'·~ 
3082 PRINT 'CARGA CONTAMINANTE EN LA FRONTERA': PRINT "DEL •ACUIFERO.o .?.•:rP,.RH 

"11) CONSTANTE, 12) VARIABLE .. ,•¡ ,¡ ~,,,.,. ,-,e;",, 
3083 INPUT N: K = 1: IF N = 2 THEN 3086 1 :. , •;: ¡ l .. : •. ; :;,,:1 .. e· 
3064 IF N < > 1 THEN 3081 ;)\"f·(~i~-i~:t;·'. ¡u:,_:{~: .i::<.: 
3085 PRitlT "MAGNITUD 111G/Ll .. ,'¡:INPUT CF:C9 = CF .! l'K3:: tBC:[° 

;g~~ ~~~B\ ;: N~T~/ 3~0 c~~L + ~p~~~: I ~R;N~F:.~~~~~ : ;~~ ( ! ) i'x~~K ~'.:: ~) ~~7~A~~~~ii. \ 
+ IYFlf:> - ·!) * RA I MA: PRINT 'CONCENTRACION IMG/Ll ,, , "I )l n"ll· •< r 

3099 INPUT C!IIl: PRINT :C21Il = Cllil:K =·K + 1:S21I ·~;N!t·=~O:tIF~Cl(IJr• !E 
- 9 THEll S21 I - NI) = 1 . ¡.:;::v: é:-: .: ::: ¡._ 
3089 IF C9 < Cl III THEN C9 = Cl III :.'J, 
3090 llEXT I: IF pp = o THEN 3140 ¡·:· ..... :: L-. 
3091 FOR I = 1 TO PP .. ,, ::•- »:• 
:5095 PRINT •'¡ •.; ;,~;:;;-.;:·, ¡ ,•,·~ ~-.,;·>· 

310(1 \'Tf'1B 13: HTAB 3: CALL -· 958 ___ ·...,:~ir.-';_;n_-:;;.:- • - ·J.~· { - ::: ~:l a,._'li.,;'. r-~ 

3110 FRINT "CARGA COlffAMINANTE EN EL": PRINT ' POZO 'IIL": ?. IMG/Ll,»."J.,.;'::: . .,,J 
3120 HIFUT Cl INN - PP .+ I l: :IF Cl INN: -. PP. +. l)J. (. O¡¡THEN :.3100 ' .;.•. : <t.'!;····• 
3125 C21MN - PP + Il = Cl (l~N -.Pp + Il.-,·: \ tl ., <'ll'-!);l < •>.:• ' ,,,,·:.• ·.·~~ 
2127 IF C9 < ClCNN - PP + Il THEN C9 = CllNN .- PP1.+~IJ¡ U '..t.:'. r:>c .. ,.., i: 
3130 tlE~~T l 

~ . . ~ 

' .... J. ' ' 
2140 'JTAE 13: HTAB 3: CALL. - ,959 · .:.•~: ~ .. :·I \ 1 :t -. ( !} "!Zl- r 1)::::1 • 
~50 PRillT "INTERVALO DE TIEMPO": PRIMT • PARA EL CALCULO IHORASI •.; 

.;\160 IHF'UT DT: lF DT < o THEN 3140 .:'i'"; t:: it:.;;rr (· ·,-~ :1;:;; ·-¡:·. 
2162. DT :: DT I 24 , .:.;:¡ íl r ,! :-, ,{ .:1r~1·-~ 

216.; VT;;D 13: HTAB 3: CALL -. 958: PRINT,: ",DISPERSIV.IDADES CMETROS).,';';?,;' 
~·16o FF.!llT "LONGITUDINAL ";:>INPUT- Wl: IF '.Wl ''.( O •THEN· 3164 , .!) ·:: ¡._·,_:•-if'·•¡¡;·•·!l.' °. ..• 

~léS PRHIT "TRANSVERSAL ';: INPUT W2: IF W2 ( O .THEN 3164 :i .·;,·:;. · ')I !!: 
31/Z VTAB 13: HTAB 3: CALL - 958 ''.'.' 2,•'.V · ·::.:·-
317~ PF:IIH "COEFICIENTES Ll Y L2 DE. LA ISOTERMA: :r PRINT:'.\~DE;,LANGMUIR•1'.S··=: ~ *L 
*C/(l+L2f.-CJ§ •• ? 11 ;··.::.~1¡\U1-li''f!·11J.J ,<~,,-::~\·'¡ {r,1,~-;·j·:1 :!f;·-' ~1:::-~¡~~;.;:t" ·-::- \ 
3176 PRHIT "Ll 111G/GJ, •• ';: INPUT Ll: IF Ll.:.<,¿O¡THEN·3172:•;: -;¡ ;::, c:·'·J · . .:::',:. ! 
2178 PRHIT "L2 IL/MGJ ... ";: WPUT L2: IF L2 <:)0:.THEN;,3172, \:•;: '·<.'·: :.'..'.!: 1 
3179 VTAB 13: HTAB 3: CALL - 958: PRINT "AVANCE DEL FRENTE CONTAMINANTE EN--ELI 
: Pi':!ilT "PLANO DEL ACUIPERO l~.J. .. ";: INPUT AV: IF AV ( O THEN 3179 . , : 1 

3!30 F:STURll 
:;-;77 F:El't 
:· ?~8 r:c11 

F.C:M .i \ '(¡ i ;·,,,,, 

·10(1=1 
-'O l O 
4020 
~~·~·o 

4C40 

~iM (!DENTIFICACION> "''• 
He/ /E : l INERSE 
rF.llH 
FF.!NT " 
PRifJT 11 

TERCERA PARTE: ·:' ,., ·:u .-:•·' 
COllTAMil~ACION DEL ACUIFERO ' 
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' 1 

"' i'1 ·.r· 

' 1 
•• ,:.. 1 '~ • •• ' i í: .. 

f¡ 
1 .. 

' 1 
1 .. 
' 1 .. 
-



' • 

•4 

' • 
' . 
'., 
,_,, 

.~' 

4050 PRINT " 
. '60 NORMAL 

97 REM 
4998 REl1 
49~17 ílEH 

RETURN 
• 

5oc: :-.~M <CALCULO DE MATRICES> 
50Hl '.ITAB 10: HTAB 1: CALL - 956: PRINT "CALCULO DE LAS MATRICES": PRINT 'DE 
OEFICJENTES"i 
5020 t: = o 
503u ~ = 1: + 1: PRINT ''•''; 
503~ IF TF = O THEN 5051 
5040 FOR T = 1 TO TF ,.¡ . .. '. 
50,15 
5050 
505! 
~ ... .,. ... ..... -.• .. •..:. 
5(153 
5055 
5057 
e:::i!O 
: / 
SCi70 
5080 
~.-::190 

~l O~; 

5110 
PR 

20 
t-t-: 
5130 
5125 
5140 
515:i 
5160 
5170 
51 E:O 
5190 
::::~c1 
:.: . .::: 1-:i 
~2~0 

s2::.o 
5240 
5250 

527') 
52E'O 

--

IF IC = Sl(T) THEN 5690 
tlE:XT T 

::1 • Ul!Kl:X2 = U2!Kl:X3 = U3(K) 
Y!= Vl<IO:Y2 = V2<Kl:Y3 = V3<Kl "" '" 
Ul!Kl = XO + RA * <X1 - 1) / MA:Vl<Kl =YO ·+'RA'* (Y1·.'-•ll·'/: HA' 1 
U2tl() =;;o+ RA * <X2 - 1) I MA:V2(K) =YO:':. RA * <Y2:;- ll',1 HA' . . 
U3(KI = XO + RA * <X3 - 1l / MA:VS<Kl =YO +.•RA *· (Y3'-'!)·•./:MA> ¡I 
,;F: = 1<u:n;: - Ul(f;)) * (V3(K) - V1<IO>'-' !US<.,K>··~ uq~n :if<V2(K) - Vl<K>: 

n::11: <V2!l;l - v:;tK)) /. (2 * AR):NY<ll = '(U3!K)í-;,IJ2(K))·•I .(2 *AR>- • 

1i;:1::1 = !V3íK) - Vl!l()I I (2 * ARl:NY<2l .= ·,wu21.·,1KK)): .. -_··uu31.·',KK))))·.·,1 ",22:** AARR>). , 
n::t31 = !VI li(I - .V2!Kll / 12 *.AR> :NY!3) = 
1w111 = :::1un:rw12>, = 22rn>:No<s> = zstK> ¡;; • ; · • • - :- ·' · · 
v;; = - l<H * !Nl:tll * HT!NO!lll + NX!2l-'+·HT<M0!2ll"+•.NX!3l·* HT.<N0!3))l !' 

... , •' ::;:- ~.·:~·.;:'-{ ,~~:;~-··'· -~·- ··;-·e•' 

\.''{ ~ - l<H * 11·1\'!ll * HT!NO!lll + NY<2l''*'HT!N0(2))\+'-'NY!3lé* HT.<N0(3))) I 
,-.) !: t';:l .l·"~- -~-- . 

VT • SQR (VX * VX + VY * VYJ 
IF VT = O THEN Dl = O:D2 = O:D3 = 

L1 : CW1 i V~ * vx + W2 *~vv * VY> 
D: • !~l 1 VY * VY • W2 * VX * VXl 

O: GOT0'5170' L \ ,,· 

1 VT 
I VT 

DS = (Wl W2l i V~ * V)' J VT 
FOF. li • 1 Tú 3 

L • llD!Hl:l = llll * (L - 1) 
Gl = DI * ID;tHI + D3 * ll)' !Hl + VX I 3 
G2 = D3 1 NX!HJ + n¡ * NY!HI + VY I 3 
(l ! l + 1!O11 J J = G ! I + NO< l J l + AR * ( NX ( 1) 
G I! + 1-IDl:J J = Gil + 1<0(2) l + AR* <NX(2) 
Gil + 110131 J = Gil + ND!3l l +-AR* <NX(3) 
1::tll = !U:OiKJ * V3!Kl - U3!Kl * V2(K)) I 
11:::121 = !U3!Kl * Vl!Kl - Ul<IO *V3(K)) I 
l-IZ!31 = IUl<Kl * V2!KJ - U2!Kl * Vl(Kl) / 

FOR J = l TO 3 
P!(JJ = O:P2!Jl = O:FL = - l 
::1 ~ L'l ll:l :'!! = Vl!Kl 
X2 = U2!Kl:Y2 = V2!K) 
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.; ,:.·-, 

* GI + · NY ( 1l 

* Gl + NY!2l 

* GI + NY(3) 
(2 * AR> 
(2 * ARl 
(2 * ARl 

* G2) 

* G2l 

* G2) 



5305 >:3 = U311-:l :Y3 = V31Kl 
~310 !F >:1 = ::2 'IHEI; 5620 
315 IF >:1 = X3~THEt4 X4 = x1:x1 = 
= Y4: GO'IO 5310 

x2:x2 i: >-o::3:X3 = X4:Y4 = Y1:Y1 = Y2:Y2 = 

5320 111 = IY2 - Yll / IX2 - Xll 
5330 M3 = IYI - Yll / IXS - Xll 
5340 NI = Y 1 - MI * X1 
5350 M3 = Y3 - 1'13' * X3 
53!.0 El = l·WJ l < l·IX IH> 
:33'.·J E2 li'!IJi * l~YIHI 
5~'~0 E:= llZIJl f l~ZIHl 
:.370 E.; = l·IXIJ l * l·IY IHl 
':·~:.e- E:.= Mi~IJ > * f.JZ<H> 
~.;!C· E6 NYIJ) * l.JZ<H> 

E":' = 113 -

+ NXIHl 
+ NXIHI 
+ 1;Y1Hl 

111 
t·\3 Ml * Ml 

* NYIJl * NZIJI * NZIJ) 

¡.¡¿. .,; 

E9 = M3 * 113 
IH 
N3 

* 1'13 - tl1 * l'll * M1·· 
5450 n.:; = N3 -

n;; * 
D:: = f.l3 -r. ¡.¡3 * 

:·13 * ¡.¡~ 
M3 7' 113 * 

D S = 1·1!. * H3 * 
/- l 
r: 

,·,.:. 

::2 * 

Nl * Nl 
N3 Ml 
1'11 * l'll 
M3 Ml 
1-13 - 111 

* MI * M1 

* 111 * MI * NI * NI 

·= ... ·- ... 
-·- - '.,J F3 = ¡~;; * X.2 * >:2 - >~1 * Xl * Xl 

, ... 

. 'l/I. 

F -i = >:2 * ;¡z * A2 * X2 X 1 * X 1 * XJ :-T Xl 
F5 = El 7' e' T E4 * EB I 2 +. E2 * E9. / 3 · 
F ~ El ,. D4 + E4 * D7 + EZ * DB + E5 :-l(- E7 + E6 * EB I 2 
F" ~E.;.¡; D5 í 2 + E2 * D9 + E5 * D4t -E6l!-. D7 +·E3 *'E7. 

'::-~·=: . - ...... * LO / 3 -t- E6 1i- D5 I 2 + E3 f E:D 4 
F= ·- F5 ..- F-1 / ..f .; F6 * F-'3 J S + F7 * lilF"2 t 2 + FS * Fl 

- 1 THEll PI IJl = F9 
: F FL = 1 THEM F2 1 J l = - F9 

--- -· ::-· - FL 
,,_ -· - 1 .. r r .... - ... THEi.; ;:4 = x1:x1 = X3:/(3 = X-41Y4 =. Yl:YJ =· Y3:Y3 

e~'::• F·t! 'IW>lJI = Pll + IWl1)) + P111l t BF-2111 
'.'~==·PI! t 1Wi211 = PII, + MDl2)) + P112l t 8P-2121 
~¿:-:• ;o·¡¡ t llú;.=.11 = fil + 1-1013> 1 + P113l t l!F-2131 
_;:;;_._ :.E:.T H 
'"'"· - ' ::! =- Lll(~;) :::2 = U2<K>:X8 = U3<KJ 
":o: ·:¡ = Vl(f;¡ :·,·2 = V21Kl :Y3 = V30<l 
": ::·~ U1 <!:> = l t 1'1;., 7i- CX1 XOJ J RA:Vl CK) == 1 + 
~ ::.=. U.2(1~} = 1 t l'IA T. <A.Z XO> / RA:V2<KI ==1 + 
:":' ~':-' L'~ (J~) =.:. t ti,;* (~;3 i<O} I RA:V3CKI == 1 + 
~- é O !F f; TR THEll ~030 
=- C.:. ¡:·;::.:¡~T : F~2iUF~i·t 

- li2 -· 

. ' 

t1A * IYl 
MA * 1 Y:2 
MA * IY3 

YOl 
YO) 

- YOI 

. 

....... 

- :.:.~-· 

,·, 
" 

. -~-

= Y4: GOTO 

I RA
/ RA 
I RA· 

.., 
. 1 
l' 

... 
1 I 
Y3: 

n 
14 

'¡ 
... 
1 I 

j ; 
¡ ... 

! 
...... 1 

1' 1 
... ¡ 

f--1 ! 
1 • 

... l 
5310¡ 

• I 
tJ 

11 
'' .. 
1 1 

' ¡,¡ 

~ 1 ... 
. ' 
' -



5997 REM 
·"998 REM 

199 REM · ! : 
6000 REM <SOLUCION: NUMERICA>· 
6005 VTAB·lO: HTAB ·1: CALL - 959: PRINT "CALCULO DE LA CARGA CONTAMINANTE': P 
INT ·~N LOS NODOS DEL ACUIFERO'J 
6007 N = O: TT = TT + DT ... 
6010 C:M = o:L = o:N = N + 1: PRINT •,•¡ "·'" 
6020 L = L + 1 .. · 
6025 IF GINN * IL' -'"'-1) + Ll =·o ·THEN' 6110 :. 
6030 IF NI < L THEN. IF S2CL - NI) = O THEN 6110 
6040 CO = C21Ll:SU =O 
6oso FOR : M = ~:i-· ·ro ·"NN ~ t , , .• í ;:: ;- _::. r Hr-;~·· ti'..". ~-;.i ... _; ·:_~ r ··' > · 

6060I;oNN*<L-1l .. 
6065 FR = 1 +·L2 * C21Ml :FR = 1 + RO* L1 '*·L2 I IPR * FR * FRl 

... , 6070 IF M < > L THEN SU= SU+ FR * (C2CM) - ClCM>> * PCI +·H> /- DT + (C2CM> 
C1CM>l *Gil+ Ml / 2 

6080 NEXT 11 · - · - ··' " · • • : ; 

.1 

• 1 

' 
1··-t 6085 FR = 1 + L2 * ~2(L) :FR = 1 ~ RO*- Li -*:_i.2' /. CPR * FR * FR) _:: i,o_c.;.> :·.·.:; 

6090 C21Ll = - !SU + BILl - Cl cu-* IFR * PCI + ,Ll /.DT - Gil•·+ L)::¡:¡ 2))?'/' ÍFR ,_.. * P ( I + L) I DT t G < 1 + L> J 2) ·.;: ., ..... 
,., 6095 IF C21L) < O THEN C21Ll. = O ·;: ·"' 

6097 ER = ABS ceo - C2 (L)) ;!;:; 
... 6100 IF ER ) EM THEf'l EM = ER ·:, .. i::i ·i ''". 

6110 IF L <-NN THEN 6020 
•·• 6120 IF IN <'1000> AND IEM > o.·01> THEN 6010 ;-:: r. ,;;;;":,•·· ·:-. 

6125 PRI NT : VTAB 6: HTAB -1: CALL - 958: Kl'i= ~l·:-;J~,;·iJ.H1:\1'i;;c; :;: . -,;: i-~L2::.:··:,_ ~- -~ .:;·,..... ~ :. '_,;·· 

·--~ '30 IF EN > 0.01 THEN PRINT 11 NO CONVERGE~'LA··soLúCI°ON •• :·.-!,": PRINT'":·w =~3-
-l33 PRINT 'RESULTADOS IEN "INI ,··ITERACIONES)·: •;:+PRINT, . - ·,~: 
6135 PRI NT " NODO"¡ TAB 1 lOJ; "CONTAMINANTE, MG/L" 1 TAB r· 30) 1: INVERSE : : PRINT 
INT 12400 * TT> I 1001" HR": NORMAL "''""e· :.:,:."' - 1:· ;: 
6140 FOR L = 1 TO NN: IF GCNN * CL -. 1) ~'Ll •O THEN ~160 ' r. :·. 

6142 K = K + 1: IF K < 10 THEN 6150 ;.,, __ ._ 

6144 f( = 1: VTAB 23: HTAB 1: PRINT '<TECLEAR PARA CONTINUAR>" 1 
6!46 GET B$: IF B$ = "" THEN 6146 i 
6148 PRINT : VTAB 9 + W: HTAB 1: CALL - 958 ¡' 

6150 PRINT TABI 3>JLJ TABI 15lJC21Ll 
6160 l-IE>:T L 1 
6170 VTAB 23: PRINT "<TECLEAR PARA CONTINUAR>";: GET B$: IF B$ = "'.THEN 6170 _

1
1, 

6180 GOSUB 8000: REM GRAFICA 2 <.'' · 
6190 RETURN 
6997 
6998 
6999 
7000 
7010 
7020 
7030 

- 7040 

REN• 
REM 
REM 

:': '. ,,, '' :_. 

REl1 <INCREMENTO AL TI El1PO) " , 
GOSUB 4000: VTAB 10: HTAB 1: CALL - 958 .. 
PRINT "TIEMPO TRANSCURRIDOh "-1' INT: 12400 * TTl /· 100;' HR" 
PRINT · C\·_::-;:.::::3_.-JJl:~'.-~j_~: ·t ,:~ . •·:: ~-1· L,'. 
PRINT "INTERVALO PROPUESTO:. 'I INT <2400 * DT> 11001' HR" 

173 

1 
1 

1 
! 
! 



7050 PRINT , ~~ 
r 
i 

MODIFIC.ACI ~ci V.TAB 15: HT-AB 3: CALL - 950: PRINT "MENU:•: PRINT : PR,INT 0 (1), 
u1~ DEL INTERVALO:•: PRINT • !2l CAMBIO DEL FRENTE CONTAMINANTE.,~.· ;-;<···. ')'' · .., Í 
7065 • PRINL .. " (3J ,SIGUIENTE CALCULO EN EL TIEMPO,•:, PRINT •,:.<4l .FIN DEL PROGRA~¡ j• "!,· 
: PRINT : PRINT : PRINT "CUAL ES su OPCION ' •••• , " .re :,,:<:;.; ,·, ' ' ' 
7070 INPUT X: .IF X < 1 OR X > 4 THEN 7060 ; r; "« ;•. 
7075 ON X GOTO 7090, 7100, 7130, 7100 '° :< , • ,,. 
7000 GOTO 7060 
7090 PRINT •INTERVALO !HORASJ • ¡ : INPUT DT: DT = DT /, .24 
7095 PRINT : GOTO 7130 
7100 PRINT 
7102 PRINT 'AVANCE DEL FRENTE CONTAMINANTE !%l .. , "I: INPUT AV: IF AV < 
100 

PRINT 
GOTO 7130. 
FOR 1 = 1 TO NN 

Cl !I) = C2(1l 
NEXT 1 
GOSUB 6000 
GOTO 7000 
RETURN 
REl1 
REM 
REM 
REM CGRAFICA ü 2) 

A$ = "FRENTE CONTAl•_llNANTE DEL " 
VTAB 21: HTAB 1: CALL - 950 '"'' 
POKE - 16304,0: POKE - 16297,0· 
FOR M = 1 TO TR 
IF TF = O THEN 8060 
FOR L = 1 TO TF: IF M = Sl!Ll THEN 8350• 
NEXT L 

C3 = 4 * C21Z1!Mll I C9 
C4 = 4 * C2(Z2(M)J I C9. 

' " : -

es= 4 * C2!Z3<M>> I C9 "'· 
1 = 4 *AV I 100 ,, .. 
FL = O:Xl = O:Yl = o:x2 = O:Y2 = o 
IF C3 > 1 AND C4 > 1 THEN .0160. , ... :· , 
IF C3 e 1 AND C4 e 1 THEN 0160 

RZ = !I - C3l I !C4 - C3) 

:1; 

Xl = Ul(Ml + RZ * !U2(M) - Ul!Mll:Yl = Vl<M> + RZ * (V2(Ml - Vl!Mll 
FL = 1 

IF C4 > 1 AND C5 > 1 THEN 0220 
IF C4 e 1 AND C5 e 1 THEN. 8220 ...... .. 

RZ = (! - C41 I ICS - C41i•.:" ·· _u::, i"li 

o 

:•• 

'~: .. :. .. 
;J .. 

"· 

_,,. 

: . 

7104 
7110 
7130 
7140 
71 :so 
7160 
7170 
7180 
7997 
7998 
7999 
8000 
0010 

1. "'15 
·, .. 20 
8030 
8035 
8040 
9050 
9060 
8070 
SOBO 
8090 
8100 
8110 
8120 
e130 
8140 
€150 
2160 
8170 
8180 
12190 
8200 
8210 

X2 = U2(Ml +.RZ * !U3(M) - U2!M>>:Y2·= V21Ml.1.+c.RZ *-<V3CM> - V2CM»."•
IF FL = O THEN Xl = X2:Y1 = Y2:FL = 1: GOTO 8220 

FL = 2: · GOTO, 8280 ';::;: ;:·· · : ·· ~ -~ ¡ .: .:,1.:- ;_;,¡·:-: ·.'.,;~·; .. : _; '"· . ;-: 
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8220 IF C3 > l.AND C5 > 1 THEN 8280 
"230 IF C3 < 1 AND C5 < 1 THEN 8280 · · · ' 

?40 RZ = 11 - C~) I IC5 - C31 
8250 X2 = U11MI + RZ * IU31MI - U11Mll:Y2 = V11M) .+ RZ * .IV31MI - V11Mll 
8260 IF FL = O THEN Xl = X2: Y 1 = Y2: FL = 1: · GOTO 8280 · : ¡ ' 
8270 IF FL = 1 THEN. FL = 2 · ;·' ·,·,.:.e:. ., .' '·. '; '::1 ic:.: 
8280 IF FL =O THEN 8350 ·"'"'• .: .. .-u·,·¡.L_:.• 
8290 l1 = 65 + 150*,IX1 .. ~·:.1>,l,,1'.1A.:J1=150_.,..,,;.1.50,•,,JYl -¡_1·) ¡ 
1 HA , !·i-LT~G:'t"J Ii;'.:· .ir~- .;..,fi''; , .. ,,, : ,;, :~_,··:··¡ ·-c_·'Ji-,·1r::-rv ·.~: ... ;·¡ 
8300 12 = 65 + 150 * IX2 - 11 / MA:J2 =· 150'•-, 150'*· CY2 - 1> / MA 
8310 HCOLOR= 3 ,_,•; :J -''.C,: 
8320 IF FL = 1 THEN HPLOT 11 1 J1: GOTO 8340 
8330 HPLOT 11,Jl TO 12,J2 ,.., .. .,: :, :;< .:<,.., .'"''·'"'".' 
8350 NEXT·_,H ':<:'J,,i_~:>·; : __ -·::f'F' r;t';>·,,;,·:.J~-,, ';_n·:: ;.,¡_, '.)~,· ... ::,;;~.--:~_, 
8360 VTAB 21: HTAB 1: CALL - 958: .PRINT·A$;1'1NT·:.1100 *AV> / 100;" % DE CMAX 

PRINT "CASO: "JC$ ,;'.-.j:·_·¡· ,!'..!l/.il 
8365 VTAB 22: HTAB 22: CALL - 958: PRINT ".TIEMPO:-·~ li INT 12400 * TT> / 1001 '' 
R": PRINT : PRINT "<TECLEAR PARA CONTINUAR>'! 
8370 GET B$: IF 8$ = ·"" .THEN 8370 ' ,.,. 'T.·\i ¡r.. .. .-, 
8375 PRINT .. >, i:·.: i "" :.1 .:! 
8:?80 VTAB 21: HTAB 1: CALL .., 958: TEXT. : GOSUB '4000 
8390 RETURN • • ·''' ' 
8997 REM . ,. · .. : . 
8998 REM 
8999 REM 
9000 REM <MEMORIA RESERVADA> 

')10 DIM XFIFPl,YFIFPl,S21FP + pp¡.,; . 
• 020 DIM U11TRl,V11TR>,Z11TR> 
9030 DIM U21TRl,V21TRl,Z21TRI 
9040 DIM U31TRl,V31TR>,Z31TRI 
9050 DIM XSIPP>,YSIPPl,S11Tfl>, "''" 
9060 DI11 HDINN>,HTINNl,C11NNl 1 C21NNl. ··•. 
9070 DIM GINN * NNl,PINN * NNl',BINN» 
9080 DIM NXl3l,NYl31 
9090 RETURN 
14997 REM 
14998 REM 
14999 REM 
15000 REM <FIN DE. PROGRAMA> í ... 
15100 END 

• <,/" 

·''.' ,' 
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