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Resumen

El objetivo de este trabajo es contribuir en el modelado dindmico y su
aplicacidn al control de sistemas articulados de cuerpos rigidos. El resulta
do de este trabajo es una metodologfa unificada, aplicable a 1a planificacidn
de trayectorias y a la realizacibn de controles lineales en el &rea de la ro
bética. La contribucidn se enfoca principaimente a dos temas: el modelado di
ndmico y la linealizacidn de las ecuaciones dindmicas.

E1 modelo dindmico se obtiene.mediante los invariantes lineales del ten
sor de rotacibn (vector axial y traza), lo cual simplifica enormemente el mo
delo y su interpretacién fisica. Con el modelo anterior, se elabora el algo
ritmo de cdlculo que permite el modelado del sistema en forma eficiente. Una
aplicacion inmediata del modelado cinem&tico y dindmico, objeto de esta te
sis, es la rob6tica. ‘En esta drea se discretiza la trayectoria del 6rgano
terminal, se resuelven Tos problemas cinemdtico y dindmico inversos, To que
permite especificar los pares requeridos en cada articulacitn para producir
la trayectoria deseada.

La 1inealizacidn de las ecuaciones diﬁémicas, no lineales y altamente
acopladas, es fundamental para el disefio de controles lineales y su evalua
cion, E1 resultado de esta linealizacién se aplica al control modal de un
robot manipulador con sextuple grado de libertad.

Los resultados de 1a tinealizacidn muestran la eficacia de los algorit
mos obtenidos en este trabajo, que se manifiesta en un nimero reducido de
operaciones y, con esto, en tiempos reducidos de simulaci6n.
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Convenciones:

URX o uxT:

_ NOMENCLATURA

Vector n-dimensional sobre el campo de los ndmeros reales
Matriz de mxn sobre el campo de Tos nﬁméros reales

Ejes cartesianos fijos al i-ésimo eslabdn

Arreglo de 3x1 que contiene las componentes del vector
tridihensional u referido a Xi’ Yi’ Zi' '
Arreglo de 3x3 que contiene las componentes.de la matriz 5
referidas a Xi’ Yi’ Zi' )
Producto escalar de los vectores uy x de Ta misma dimen-
sién uT es el vector transpuesto de u

Produgto cruz de vectores cartesianos de dimension 3

. Producto tensorial cuyas componentes se forman multiplican

do cada componente de uno de los tensores por cada compo-
nente del otro.
Tensor 1dgnt1dad

1xv=1x(uxx)=xeu-uax

e
Simbologia

fai quidi> 34

a,:

Norma o magnitud

Vector que conecta el origen de Xi’—Yi* Zi con el de
X1+1, Yixl’ Zi+1’ dirigido del primero al segundo} expresa
do en el sistema X., Y.,Z.,

. (R I
Matriz de 3xi cuya jé columna es el vector unitario parale
To al eje del j9 par cinemdtico

Derivada con respecto al tiempo de ta matriz Ai

Coordenada z, de 12 interseccidon de Tos ejes X1.+1 y Zi’ en

el sistema coordenado Xi’ Yi’ Zi

La distancia entre Zi y Zi+1’ siempre positiva, medida en
1a d\recc1qn de Xi+1'
Vector unitario paralelo al eje Zi

Vector de fuarza de inercia del eslabon i



K(t)

~i

n¥
~i

~1

(9 441d50%:

Bsy:

Vector de fuerza de restr1cc1on q efeJerce e]'es]abon i sobre
el i-1 e Lt a

Matriz de inercia del eslabén 1 COh respectq al centro de
masa de este eslabén. ‘

Matriz de inercia centroidal del eslabn i, medida en el
sistema i+l ‘ ‘ '
Matriz de realimentacidn variante con e] tiempo

Vector momento ocasionado por la inercia del es]abon i
Momento ejercido sobre el eslabén 1 por el i-1

Producto de matrices de fétaéiéh %04

Matriz que gira los ejés Xi’ Yi’ 21 a una orientacidn para-
1e1a-a X1+1, Y1+1, Z1+1, referida al sistema coordenado

X > Y )

Matr1z de rotacién que gira los ejes Xl, Yl’ Z, a unha orien
tacion paralela a los ejes Xn Yn’ Zn' Co]ocados en el grgano
terminal (0T)

Vector de posicidn del centro de masa del eslabdn i

Velocidad y aceleracidn del centro de maéa dél és]abdn i

Vector que conecta el origen de Ko Yi’ Zi con el del OT,

Xn+i, Yn+1? Zn+1, dirigido del primero al segundo
Invariante escalar de la matriz R de nxn. Se define como:
R11+R2+....+R N
Vector que une el origen de Xl’Yl’ 1» con el de X1+1, Y]+1,
Z. 410 dirigido del primero al segundo. ‘

Vector axial de 1a matriz de 3x3, 5 su i componente estd
definida como } e k kJ Es cero si la matriz E es simétrfca.
El angu]o entre Z y Z . Su signo se define en 1a direc-
c1on positiva de1 eje X i410 Oue esta dirigido a lo Targo de

la perpendicular comun a Z y Z; j410 Y va del pr1mero a] segun
do.

Parametros dependientes del tiempo

Angu]o de rotacién del es]abon i+l con respecto a] es]abon i,
Su signo se define en la d1recc1on positiva de Z
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Vector de dimensién n que contiene las coordenadas genéra]i
zadas independientes del sistema

Vector de dimensién n que contiene la primera y la segunda
derivadas de las variables articulares 8,

Curvatura de la curva T en el punto P,
Invariantes ]1nea1es de la matriz E, é = vect (R) v
Ao = [tr(R)-1]

Vector que ubica el centro de masa-del eslabdn i referido en
el sistema i+l

Torsién de la curva T ~en el punto P

Angulo de rotacidn alrededor’ del vector unitario g '
Vector de velocidad angular, se relaciona con el vector
axial por medio de w = vect (R BT)

Vector de aceleracidn angular

Matriz de velocidad angular, se relaciona con el vector axial
por medio de w = vect (Q).



CAPITULOL -

INTRODUCCION =

Durante 1a d1tima década, Tos manipuladores robdticos han contribuido
al desarrollo productivo al lograrse, mediante su uso, la fabricacién de
piezas de las mds variadas formas, en diferentes vollmenes de produccion,
asi como la exploracidn y explotacin de medijos inaccesibles al ser humano.
Por la flexibilidad que presentan en la produccién automdtica en series
cortas, y por su capacidad de producir. bienes manufacturados que tengan un
alto nivel de homogeneidad, su aplicacién en la industria se ha incremen-
tado enormemente en los dltimos afios (Industrial Robot 1983). Intervienen
en el manejo y ensamble de componentes, y en tareas que dificilmente puede
realizar el humano con seguridad y rapidez, como es el caso de los compo-

. nentes electrénicos (Ayres y Miller 1983).

Los manipuladores robdticos son miquinas de érquitectura articulada,
destinados generalmente a ejercer funciones propias de los miembros huma-
nos. Los manipuladores con decision propia requieren de respuestas a obs
tdculos no programados. Actualmente gran parte de la investigacién estd
orientada hacia tres grandes dreas: capacidad mecénica de manipu]écién,'
realimentacion sensorial e inteligencia artificial (Ayres y Miller 1983;
Birk y Kelly 1981). Una de las mayores dificultades en Ta manipulacidn ha
sido poder contar con un modelo que sea general y aplicable ‘en tiempo;real
para la solucién del problema inverso (Liégeois 1984; Angeles 1982a; Thomas
y Tesar 1982, Birk y Kelly 1981), el cual consiste en obtener el desplaza
miento, la velocidad, la aceleracién y las fuerzas que se requieren en
cada articulacidn, conocidas la tréyectoria y las historias de velocidad,
y aceleracion del eslabén extremo u 6rgano terminal, asi como los pardme-
tros geométr%cos y mecdnicos de cada eslabdn. -

1.1, OBJETIVO.
Se propone el desarrollo de un modelo dindmico para sistemas articula

dos de cuerpos rigidos y su linealizaci6én, asi como plantear en forma sim
ple la obtencion de las ecuaciones de movimiento del modelo completo,



abarcando Tas no Tinealidades y el acoplamiento que existe entre las ecua-
ciones resultantes. Para el desarrollo del modelo se propone explotar las
propiedades invariantes del movimiento, con el fin de eliminar operaciones
superfluas y con ello reducir el tiempo de ejecucidn. Del modeio dindmico
completo del sistema en estudio se obtendra el modelo Tinealizado alrededor
de una trayectoria nominal, con lo que el ingeniero de control puede abocar’
se al disefio y a la evaluacitn de sistemas realimentados para manipulado-
res. En el presente trabajo se realiza, en forma integral con el modelo
dindmico, la solucidn del problema cinemdtico inverso, asi como la aplica-
cion del modelo 1ineal para obtener las ganancias de realimentacién que
estabilizan el sistema articulado.

.La solucidn al problema cinemdtico inverso se basa en invariantes del
movimiento de cuérpos rigidos, logréndose con ello sencillez en el modelo
y eficiencia de cémputo. Se proponé el empleo de sistemas algebraicos re
dundantes al obtener la solucién de la cadena con 6 grados de libertad,
para tener robustez numérica. E1 proceso asi planteado no depende de Ta
arquitectura de cada sistema articulado, sino sélo de 1a topologfa.

Al formular el modelo dindmico se recurre a las ecuaciones de Lagrange.
Se desarrollard en conjunto un modelo eficiente para obtener 1a solucién
del problema inverso con movimientos rdpidos del eslabdn extremo, que gene
ra fuerzas de inercia apreciables. 4 '

E1 trabajo que se presenta tiene utilidad al planificar trayectorias
de los manipuladores inteligentes y en aplicaciones industriales donde
exista necesidad de manipulacidén con velocidades elevadas. También tiene
aplicacidén en la bioingenieria, pues al hacer simulaciones de los sistemas
articulados que intervienen en las prétesis se obtiene informacidn sobre
las fuerzas que se desarrollan. Esto permite definir en forma 6ptima, las
trayectorias de movimiento y los materiales requeridos, logrdndose disefiar
su estructura adecuadamente.

En este estudio los eslabones se representan por 1ineas rectas y 'sdlo
se consideran pares de rotacidn y prismdticos, pues son los bdsicos en la



“construccidn de todo tipo-de manipu]adorés; ‘Los miembros articulados se
consideranACUerpos rigidos. Existe actua]mente'e1 consenso de que un'ana~
1isis de manipuladores en base a la mecdnica de cuerpos rigidos no es sufi
ciente, pues el uso de manipuladores mds ligeros que los actuales requiere
de un andlisis que considere la flexibilidad de los eslabones (Skaar y
Tucker 1986). En este sentido, actualmente se desarrollan materiales vis-
coeldsticos que satisfagan caracteristicas de vrigidez y resistencia con
poca masa (Thompson y Sung 1985). Sin embargo, esta tesis se limita al es-
tudio de manipuladores con estabones r?gidos.

. 1.2 ANTECEDENTES DE LA ROBOTICA

La evolucidn de Tos manipuladores bésicamente consiste en tres etapas.
En la primera, Jos teleoperadores fueron. desarrollados para manejar materia
les radioactivos sin contacto humano, en el periodo de 1a segunda guerra
mundial (Paul 1979, 1985). Debido al incremento de las radiaciones que se
obtenian al producifse nuevos descubrimientos en este campo, se presentd
la neéesidad de separar al operador humano de la fuente de radiacifn a tra
vés de gruesos muros de concreto, con 1o que se requirié manejar las sus-
tancias a distancia. En 1947, el Argonne National Laboratory inici6 un
proyecto para duplicar el movimiento de las manos (Shimano 1978), que con
dujo a una serie de sistemas de manipulacidn “amo esc]avo", el cual consis
te en dos manipuladores de geometria similar con 6 grados de 1ibertad.
Posteriormente, en 1948, se agregé alimentacién de fuerza. Con esta técni
ca se capacita al operador a "sentir" las fuerzas que se desarrollan entre
el esclavo y su medio (Paul 1979) En Ta década de los afios cincuenta se
suministré potencia al esclavo a través de medios hidrdulicos y eléctricos,
por 1o gque s6lo fueron necesarias conexiones eléctricas entre &1 ¥y su amo.
También se logrd incrementar la capacidad de cafga. Con este tipo de ma-
nipulédores, el operador tiene-que vigilar constantemente los movimientos
del manipulador, asi como efectuar su control; é1 es responsable de las
decisiones y las secuencias requeridas. En preséncia de secuencuas repe-
titivas y tediosas, surge la necesidad de que el mismo manipulador las
efectuara, tal como es requerido al elaborar componentes mediante los Sis-
temas Flexibles de Manufactura (Heer 1981).
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En 1a segunda etapa, que se desarrolld principalmente en la década
de los afios sesenta, el manipulador efectda las operaciones repetitivamen
te, To cual se logrd al combinar las méquinas de control numérico (que se
desarroliaron de 1949 a 1953, al necesitar la Fuerza Aérea de Estados
Unidos piezas maquinadas con precisién), con los teleoperadores (Paul
1985). El proceso consiste en mover el manipulador por una sucesidn de
posiciones, las cuales son almacenadas en una memoria numérica a través
de Tlos valores especificos que requiere cada par cinemdtico del manipﬁ1a4
dor, para ubicarse en cada una de ellas. Cada posiciéh puede ser repeti-
da al ser lefda de una base almacenada en memoria de]Atipo RAM (random
access memory), o bien, ésta se puede modificar al grabar una nueva secuen
cia. Actualmente existen numerosas empresas que ofrecen manipuladores que
pueden usarse en operaciones tales como: carga y descarga de miquinas
herramienta, tareas de ensamble, scldadura de puntos, so1daquré de arco,
corte con soplete, etc. (Industrial Robot 1983). Ninguno de estos siste-
mas es capaz de realizar operaciones, 16gicas o matemdticas, ni extraer
informacidn visual o tdctil (Shimano 1978); es decir, no existe interac-
ci6n entre el robot y su trabajo, pues al mover alguna parte de la mdqui-
na en la que actfia, el rabot no puedé reconocer 1a nueva pésfcién. ‘

La tercera etapa, que actualmente se encuentra en desarrollo, con-
siste en la adaptacidn del manipulador a ciertos cambios que se realicen
en su campo de operaéién, 0 bien evitar obstdculos, 1o que se logra al "~
obtener ventaja de la informacién obtenida dé_cémaras'de T.V. y. de otro
tipo de captores, contando con ciertas trayeétorias predefinidas que pue
dan efectuarse, numer1camente por una computadora, sin tener necesidad de
grandes bancos™de memoria. Haciendo uso de sistemas de man1pu1ac16n equi-
pados con sensores de visidn, de fuerza y de tacto, se logré arreg1ar y
almacenar bloques por su tamafio, asi como, ensamblar una bomba de agua de
un Ford modelo "T", de los afios veinte (Shimano'l??B)-

1.3, PANORAMA GENERAL DE LA TESIS

En el cap1tu10 2 se plantea de una manera sistemdtica el prob]ema
directo y se d1scuten las herram1entas matemat1cas necesarias para este



fin. Se discute el contebto de grédo‘dé libertad en su forma més precisa,
basada en-1a teoria de grupos y se plantean diferentes clasificaciones de

los manipuladores. Por G1timo, se hace una breve discusién sobre los con
ceptos de invariancia al definir la crientacifn de un cuerpo rigido en el

espacio y se muestran las ventajas de los invariantes al aplicarios a ma-

nipuiadores.

£l cap1tu1o 3 conduce a la so]uc1on del problema cinemdtico inverso
del man1pu1ador, con pares de rotacidn y prxsmét1cos, ap11cando los concep
tos de invariancia discutidos prev1amente Se plantea la solucidn para
cadenas cinemiticas con eslabones rigidos y se considera cada articulacidn
controlada independientemente.

En el capftulo 4 se desarrolla el modelo dindmico y se obtiene la
solucidn del problema inverso. Se emplea el método de Lagrange para obte
ner las ecuaciones de movimiento y se hace una comparacién de resultados
con el método de Mewton- Eu]er, se discuten las ventajas de cada metodo,
as1 como el empleo de esquemas recursivos y sus implicaciones.

En el capitulo 5 se linealizan lTas ecuaciones dindmicas, obtenidas
en el capftulo 4, con respecto a una trayectoria nominal, La linealiza-
cidn tiene por objeto permitir la aplicacién de un control lineal con el
’ bbjeto de eliminar las desviaciones de 1a trayectoria deseada. .

En el capitulo 6 se discute 1a metodologia empleada y se ﬁlantean
los puntos que requieren desarrollo posterfor.

En el apéndice se discuten Tos detalles de la programacibn y se
incluyen listados de los programas desarrollados.



FluoavenTos DE Los SISTEMAS ARTICULADOS

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo se describen los elementos que integran una cadena cine
mdtica abierta. Con esto se sientan las bases para el proceso de modelado de
Tos sistemas en estudio. Se plantea la relacidn que existe entre la posicién
y Ya orientacién del-d1timo eslabbn de la cadena, 1lamado érgano terminal
(0T) con un sistema coordenado inercial. Se estudia asimismo el problema de
ubicacién del 0T mediante movimientos relativos de los eslabones, 1o que cons
tituye un concepto esencial en 1a determinacion de los valores de las varia
bles articulares que produzcan una trayectoria determinada del 0T. Se plan
tea la aplicacion de invariantes para simplificar el proceso al obtener la
solucidn del problema cinemdtico inverso y al plantear el modelo dindmico.

2.2 ACOPLAMIENTO DE ESLABONES MEDIANTE PARES INFERIORES.

El acoplamiento de cuerpos rigidos forma una cadena cinemdtica, siendo
considerado cada cuerpo como un eslabén de la cadena. Si cada eslabdn se aco
pla por To menos a otros dos esiabones, la cadena puede formar circuitos ce
rrados o mallas; cuando esto sucede, 1a cadena constituye un mecanismo. En
caso contrario, es decir, si existen eslabones acoplados a un solo es]abén ve
cino, la cadena es abierta y constituye un manipulador. Una cadena abierta
puede contener subcadenas cerradas; pero contiene por 1o menos una subgadena
abierta. En el presente trabajo s6lo se consideran eslabones interconectados
en sucesidn, que formen una cadena abierta sin subcadenas cerradas. Se tra
'bta, entonces, de cadenas simples abiertas.

E1 acoplamiento entre dos eslabones se realiza por medio de pares, Tos
cuales puede ser de dos clases: pares inferjores y pares superiores. Un par
inferior existe cuando un elemento es acoplado a otro por medio de una ac
cibn envolvente y e} contacto se realiza entre superficies. Si el contacto
tiene lugar a 1o largo de una 1inea o un punto, el acoplamiento se conoce
cOmo par superior.



ciones.. Impone c1nco restr1cc1ones, tres de traslac1on y dos de rotacién.

Par prismdtico (P), que permite dnicamente trasiacién a lo largo de una direc
cion. También impone cinco restricciones, pues evita traslaci6n sobre dos di
recciones y rotaciones con respecto a tres ejes.

Par tornillo (H) que permite tras]ac10n a 10 largo de un eje y rotac1on a1re
dedor de1 mismo eje, existiendo una re1ac1on entre e]]os Por 1o tanto tam
bién impone cinco restricciones,

Par'cilfndrico{C), que- permite dos movimientos independientes, a saber tras
lacién sobre‘un eje y rotacidn alrédedor dei mismo. Impone cuatro-restriccio
" nes,

Par esférico (S), que permite rotacién alrededor de tres ejes no coplanares
e impide movimientos de trasltacion, Impone tres restricciones,

‘Par Plano (E), que permite traslacién a To largo de dos direcciones indepen-
dientes y rotacidn alrededor de un eje perpendicular al plano de esas direc-
ciones. Impone tres restricciones.

Un eslabdn con dos pares cinemdticos constituye una diada, Una diada
con un par de fotacién y un par prismiatico se conoce como diada RP Pueden
considerarse como pares basicos e] de rotac1on y e1 pr15mat1co Yya que una
comb1nac1on de ellos puede ser equ1va1ente a 105 otros; por e3emp1o tres
pares de rotac1on cuyos ejes se intersecan en un punto son equivalentes a. . —
un par esfer1co o bien, un par de rotacion y un prismdtico con ejes paraleTos
equivale a un par cilindrico (Duffy 1081)

E1 grado de libertad de un sistema mecdnico se define como un niimero en
tero correspondiente al nlmero minimo de coofdenadas generalizadas requedidas
para especificar una configuracidn geométrica del sistema (Synge 1960). EI
grado de libertad de un cuerpo rigido iibre en el espacio es igual a-seis ; es
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Fig. 2.2.1 Diferentes tipos de pares inferiores




res direccioiies del espa’

2.3 CLASIFICACiON DE LOS SISTEMAS‘ARTICULADOS

La tarea bdsica de un sistema de manipulacidn es servir como medio para
mover objetos de una posicibn especifica a otra. Por lo tanto, el sistema de
be ser capaz de satisfacer todas las localizaciones requeridas dentro de cfEﬁ
ta region. La herramienta o pieza de trabajo puede considerarse como particu
la o como cuerpo rigido. Se considera como particula cuando solo interesa su
ubicacidn y como cuerpo rigido, cuando interesa ademds su orientacidn.

Para ubicar un cuerpo rigido en el espacio se requieren seis escalares
diferentes, que puede ser Tas coordenadas de tres puntos, sujetos a tres con
diciones de equidistancia, o bien, tres escalares para definir un punto del '
cuerpo y tres para definir su orientacidn. Cuando un cuerpo rigido tiene si
metria axial se requieren cinco variables independientes para éspecificar su
posicidn y su orientacibn, ya que el problema consiste bdsicamente en ubicar
una recta en el espaCio; su eje de simetria.” Se requieren asi tres variables
para especificar un punto de ella y dos para su orjentacién, o bien, dos pun
tos y la distancia entre ellos. Para ubicar un cuerpo rigido en un plano, se
requieren tres escalares diferentes: las dos coordenadas de un punto y la
orientacidn del cuerpo con respecto a una recta fija del plano. De To ante
rior se cbnc]uye que el movimiento qué debe ejecutar la estructura articulada
dentro de su deformabilidad debe poseer el niimero de grados de Tibertad nece
sarios para 1levar a efecto la tarea, por 1o que se pueden clasificar los ma
nipuladores segiin su grado de libertad. Por ejempio, si se requiere ubicar
un punto en un b]ano se requiere un manipulador con dos grados de libertad.

La clasificacién de las cadenas cinemdticas seglin su grado de libertad,
basada en la teoria de grupos, fue establecida por Hervé (1978). Segin esta
clasificacion se distinguen Tos siguientes mecanismos: i) triviales, ii) ex
cepcionales; y §ii) paradojicos. Esta clasificacién se basa en el hecho de
que el conjunto de movimientos relativos entre dos eslabones de una cadena
articulada, acoplados mediante uno de Tos seis pares inferiores, constituye un
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subgrupo del grupo de movimiente de cuerpo rigido, 9.3 0 sea, la combinacidn
de dos de esos movimientos se puede considerar como una operacidn binaria, aso
ciativa y que posee un elemento identidad y uno inverso. Estos subgrupos es
tdn caracterizados de la siguiente manera (por brevedad, en lo sucesivo se eli
mina el prefijo sub, que se sobreentiende):

1} grupo gR(A,e), que contiene todos los movimientos de rotacidon alrededor
de una recta quevpasa por un punto A y tiene la direcci6n del vector unitario
e. Esta asociado al par de revolucidn R.

~

2) grupo g (e), que estd asociado al par prismdtico P y contiene todos los
movimientos de traslacidn a To largo de e.

3} grupo QH(A,p,g), que estd asociado al par tornillo H, y representa to
das las traslaciones paralelas al vector e, x, con rotaciones 0, donde x=p®
y p es el paso del tornillo.

4) grupo gC(A,g), que estd asociado al par cilindrico C y representa todos
Tos desplazamientos semejantes a los de H, excepto que con x y 6 independien
tes. '

5) .grupo gE(g), que estd asociado al par plano E y representa todos 1os mo
vimientos de cuerpo rigido en un plano.

6) grupo gS(A),, que estd asociado al par esférico S, y Fepresenta,todos
Tos movimientos de rotacidon alrededor de un punto.

Los grupos anteriores pertenecen al grupo Ipee La idea de par cinemiti
co ha sido extendida por Hervé, quien introdujo el concepto de unidn entre
dos eslabones arbitrarios de una cadena, ya no necesariamente acoplados por
uno de los seis pares inferiores; y no necesariamente adyacentes. Asi, en
una cadena cinemdtica se habla de la unién L(i,j) entre los eslabones i y j,
no necesariamente préximos. El conjunto de movimientos relativos entre estos
dos eslabones puede formar un grupo o no, Si lo forma, puede pertenecer a un
subgrupo del grupo 9 de movimientos de cuerpo rTgido, o bien, ser un sub
grupo no necesariamente asociado a un par inferior, o sea:



7). grupo. gT( 1,ez) que cont1ene todas las tras1ac1ones pos1b1es a 10 1argo
de direcciones paralelas a Tos. vectores un1tar1os e1 y ez, 11nea1mente indepen’
dientes. .

8) grupo gY(p,gl,gz,g3), que contiene todos Tos movimientos de un tornillo
de paso p y eje paralelo al vector unjtario eq, Cuya tuerca puede sufrir des

plazamientos de traslacidn pura a 1o largo de dos direcciones diferentes para
lelas a los vectores unitarios ey Y & ambos normales a ey

9) grupo gT(~1 2,g3), que contiene todas las traslaciones posibles en el
espacio, o sea, a lo largo de Tas direcciones de Tos vectores unitarios, e
€):€3, linealmente independientes. '

10) grupo gx( 813685 ), que. contiene todos 1os movimientos del grupo ¥ pu
diendo ahora la tuerca desplazarse en la d1recc1on , ¥y los tres vectores
" €)58,,85 son Tinealmente independientes.

A estos subgrupos hay que afiadir dos més, a saber:

11} el grupo identidad i, que representa 1a ausencia de libertad de movi
miento entre dos cuerpos distintos, cuando estdnrfgidamente acoplados, y

12)_ el grupo g, que puede verse como. un subgrupo de si mismo.

La dimensidon de un subgrupo del grupo 9, es el nﬁmero necesario y sufi
ciente de variables que definen un movimiento particular del grupo. Asi, los
tres primeros son de dimensién 1, mientras que e1:cuarto y el séptimo sbn de -
dimensidn 2. E1 quinto, el sexto, el octavo y el noveno son de dimensién 3,
en tanto que el décimo, de dimension 4; el undécimo es de dimensidn nula y el
duodécimo de dimensidn 6. ‘

Considérese el conjunto de todas las uniones posibles entre dos eslabo
nes de una cadena simple de n eslabones. "E1 ndmero N de uniones es:

N = {g] = n(n-1)/2
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Si todas y cada una de las uniones de una cadena simple de n eslabones estdn
contenidas en algiin subgrupo g de 9y pudiendo ser 9=g,.» inclusive, se dice
que la cadena es trivial. Sea ahora g el subgrupo de dimensién minima d. El
grado de libertad de la cadena trivial, %, se puede determinar segin la fér-
mula generalizada de Griibler-Kutzbach o Chebyshev dada por Hervé:

P
2 =d(n-1) - ¢ ry-m
i=1
donde

ry = d - %5

m = dim [L(i,i+1)] - dim [L(1,n)]

e =1

-1
i-1
p = nimero de pares de la cadena

ry = restriccidn introducida por el i-ésimo par, asociado a un subgrupo de
dimensidnvﬂi.
m = grado de libertad pasivo de Ta cadena.

Asi, m denota el grado de libertad que no afecta el movimiento de la cadena
como un todo. Comolilustracién, sea el mecanismo espacial RSSR ‘cuyo eslabdn aco-
plador, definido por Ta 17nea de los centros de los pares esféricos, no afecta
el movimiento de los eslabones de entrada y de salida. En este caso, m21. Una
cadena cinemdtica simple es excepcional si no existe un subgrupo g de g, que
contenga todas las uniones posibles de 7a cadena. Sin embargo, es posiblie, en
algunos casos, reducir la cadena excepcional a una cadena trivial equivalente
mediante la simplificacién de algunos pares cinemdticos que poseen movimientos
superfluos que no afectan el grado de Tibertad de la cadena. Detalles de e#te
tratamiento los incluye Angeles (1987-b). '

Finalmente, si Ta cadena cinemdtica no puede reducirse a una trivial, se
denomina paradéjica. En este caso, su grado de libertad puede determinarse
usando el concepto de matriz Jacobiana de la cadena (Ange]e5'1987-a).
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2.4 UBICACION Y ORIENTACION DE UN CUERPQ RIGIDO.

Para definir la posicidn de un punto se requiere especificar tres coorde
nadas generalizadas; por ejemplo, la posicidn de un punto P, de un cuerpo ri
gido, se puede definir por el vector p con coordenadas cartesianas x,y,z cg
mo se ilustra en la fig., 2.4.1.

La orientacién de un cuerpo rigido se define mediante un tensor ortogonal
propio R (Angeles 1982), denominado tensor de rotacidén. Este tensor admite
las siguientes representaciones (Spring 1986):

a) Representacidn mediante cosenos directores,
Los elementos de R son nueve cosenos directores que, por lo tanto, no
son independientes entre s, pues las restricciones impuestas a Tos vectores
A
columna requieren que sean unitarios y perpendiculares dos a dos, teniéndose
s6lo tres elementos independientes. En lo que sigue r.. representa el com

. 1J
ponente (i,j) de R, en un marco de referencia determinado.

b) Representacifn mediante &ngulos de Euler,

Los &ngulos de Euler producen R mediante tres rotaciones; éstas se en
cuentran mostradas en la fig. 2.4.2., siendo la primera alrededor del eje Z
(precesién 61); la segunda, alrededor del nuevo eje X (nutacidn 92), la terce
ra, alrededor del nuevo eje Z (giro propio 83). Usando la notacién siguiente:

c;=cos B, s;=sen ei, la matriz de rotacifn se expresa como:

€163 7 51%%  "S1%% " %153 51sé]
R=]s163 % €165 €16 =~ 5153 5 . (2.4.1)
1_5253 523 .cva

Conocidos los componentes de R en un sistema coordenado dado, los &ngu



8,

Fig. 2.4.2 Angulos de Euler.




Tos 01, 02 y 05 se pueden determinar de la representacion (2.4.1), excepto
cuando 62=kn con k entero, ya.que tos ejes de la primera y de la tercera ro
tacidn coinciden (no se pueden disociar 63 de 61). Fuera de esos casos singu
lares, los dngulos de Euler se pueden calcular a partir de los cosenos direc

tores segﬂn'1as siguientes relaciones

- A
33 Sp = % /1—(:2

¢ == r23/s2 5) = r13/s2 (2.4.2)

€3 % - T3l 537 ryy/s,

Aunque Tos dnguios de Euler son el medio més popular de representacidn de ro
taciones, su uso en este contexto se desaconseja, debido al frecuente mal con .
dicionamiento numérico del que adolecen (Kane et al. 1983a),

c) Representacién mediante &ngulos de Bryant.

Con estos angulos R también se obtiene a partir de tres rotaciones,
ver fig. 2.4.3,, a saber, una alrededor del eje ¥, 61; otra, alrededor del
nuevo eje Y, 8,5 ¥ por Gitimo alrededor del eje Z resultante, 63. Asq,

[2¢3 =253 5
Ro=|cisg ¥ 515,03 €103 = 515,55 =516y f; . (2.4.3)
S153 7 €152%3 5163 T €155 °1‘:2J‘

Las @aracteristicas de esta representacifn son semejantes a la anterior
porque para 02=0, los tres ejes de rotacién son mutuamente perpendiculares
y para 92 =T/2 + ki (k=20, 1, ...) los ejes de rotacidon de 61 y 63 son
idénticos, 1o cual impide calcular los dngulos 6;s para i=1,2,3,apar
tir de la representacidén (2.4.3). En contraste con los dngulos de Euler,
cuando 91, 92 y 63 son cercanos a cero, estos no producen dificultades nu
méricas, por lo que se recomiendan para casos en que existan pequefias desvia
ciones entre los ejes X y Y (Wittenburg 1977). En general, se desaconseja
su uso debido a su mal condicionamiento numérico.
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Fig. 2.4.3 Angulos de Bryant.
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Los pardmetros de Euler son cuatro escalares, q_ y las.componentes del
vector tridimensional gq. Estos estdn definidos como

9 = cos(¢/2), q=e sen(¢/2) (2.4.4)

donde ¢ es el dngulo de rotacion alrededor del vector unitario e. La're

presentacidn de R en términos.de Tos pardmetros de Euler es
R=(2%-1)1+2(qagq+aq,1x0q) ‘ (2.4.5)

en la cual, el sfmbolo ® representa el producto tensorial; éste se forma mul

_tiplicando cada componente de uno de los vectores por cada componente del
otro.

NGtese la naturaleza cuadrdtica de la relacidn entre los pardmetros de
Euler y R. Por su naturaleza invariante, el uso de pardmetros de Euler se
recomienda en este contexto.

Existe una relacion entre los cosenos directores y los pardmetros de
Euler dada por o

2
9 = (1+ Pip * vy ¥ r33)/4 (2.4.6a)

2
q,
j

i

rii/Z - (rll + Pyt rys - 1)/4 (1=1?2,3) (2.4.6b)

e) Representacion mediante pardmetros de Rodrigues

Los parametros de Rodriguez P; (i=1,2,3) no son mds que Tos pardmetros

de Euler normalizados, pues se obtienen como
p; = a;/q,  (i=1,2,3) (2.4.7)

En términos de estos parametros, R- toma la forma:
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14p1-Po-P3 /1?(91 “P3 2(pypgtay) | .
R = r2(pypytpy) | 1-plrpdeps  2lppyop;) (2.4.82)
. 2(91P3'P2), 2(P2p3+P1) EiE I"Plfpz’fp:.;
donde
2.2 2 )
r o= 4P pytp, {(2.4.8b)

Los parametros de Rodrigues presentan una singularidad para ©O=2I (Liégg
ois, 1984), al igual que los &ngulos de Euler y de Bryant, To cual es con
secuencia de que son solo tres. Su uso también se desaconseja en aplica
ciones de robftica.

f) Representacidn mediante invariantes Tineales.

Los invariantes lineales de R son cuatro escalares, AO y los com
ponentes del vector tridimensional X, definidos como

A = vect(R) = e sen ¢ {2.4.9a)
Ao =3 [tr(R)-1] = cos ¢ » " (2.4.9b)

que evidencian la relacién lineal entre estos invariantes y 5. En efec
to, en notacidn indicial ) estd dado por

=1
-

1 (2.4.1.'9)

€iik k3

El vector y el escalar no son independientes, pues estan relacionados por
NIV C(2.0.11)

1a representacion de R en términos de estos invariantes es:

1-A

R=A L5y ra A+lxn (2.4.12)

1>



. Los invariantes 1i;
Ter mediante

' ;*;-fk2.4§i3) il

P =
1

M2y g = ATRIZ o (2.68)

Debido a su naturaleza invariante y lineal, el uso de invariantes lineales
se recomienda en este contexto. ‘

Dadas tas caracteristicas que presentaﬁ Tos cosenos directores (nume
rosos e jnterdependientes), los Angulos de Euler y de Bryant asf como los
pardmetros de Rodrigues (que introducen singularidades), lo mds aconseja
ble es emplear los pardmetros de Euler en el andlisis cinemdtico y dindmi
co (Renaud 1980}, pues estos no introducen singularidades y son invarian
tes, pero mantienen relaciones cuadrdticas con la matriz R. Umforma nue
va de andlisis es emplear Yos pardmetros Tineales, que también son inva
riantes (Angeles 1985) y producen relaciones lineales con la matriz de ro
tacidn. Estos pardmetros se emplean a 1o largo del presente trabajo.

2.5 ANALISIS DE POSICION DE LOS SISTEMAS ARTICULADOS, EL PROBLEMA CINE
MATICO DIRECTO.

Un manipulador estd constituido por n eslabones unidos por parés
inferiores, teniendo una estructura de cadena abierta. E1 primer eslabdn
estd acoplado a una armazbn fija y el @ltimo, al OT; sobre éste Gltimo se
elige el origen de un sistema coordenado fijo al OT. Haciendo referencia
a la fig. 2.5.1, los eslabones intermedios pueden tener movimiento de ro
tacién o de traslacién con respecto a su eslabén vecino. Se denominard
como 01 a Ta coordenada generalizada que define el movimiento relativo
de) eslabén i con respecto al i-1. Esta es un dngulo si el par de aco
plamiento es de rotacién; es una traslacion a 1o Targo del eje si el par
en cuestidon es prismitico.

Para definir 1a posicidn y orientacién del 0T a través de los eslabo
nes intermedios se hace uso de transformaciones afines (Angeles 1982;



Fig. 2.5.1 Manipulador con seis grados de 1ibertad que
contiene pares de rotacidn y un par prismitico.

Fig. 2.5.2 Posicidn de un punto desde dos sistemas de
referencia.




Whitney 1972), que-consisten en una traslacibn del origen de coordenadas y
una rotacidn de los ejes coordenados, Haciende referencia a la fig. 2.5.2
sea Xl’Yl’Zl y X2 Y2 Z2 dos conjuntos de coordenadas relacionadas por
una transformacidon - afin. -E1 vector de posicion de cualquier punto P ‘re
ferido en el sistema 2 puede expresarse en el sistema 1 como

[pdy = Tay,03 + 14,01 [edy (2.5.1)

donde 3y o €S el vector de traslacién que une los origenes del sistema 1
conel 2y Q1 2 Ta matriz de rotac16n que sobrepone Tos sistemas 1y 2
mediante un giro y el subindice de Tos parentes1s ‘cuadrados indica el mar
co de referencia en el cual se presenta el vector o la matriz en cuestidn.
Para relacionar otro conjunto de coordenadas con los anteriores sea X3,Y3,
Z3 el nuevo sistema. La transformacién afin entre 2 y 3 resulta

(el = [ap 51, + [0, 33, [p]; (2.5.2)

,0 sea, las coordenadas de un punto referidas al sistema 3 se transforman

en coordenadas fijas, al sistema 2. Para referirlas'a1 sistema 1, y obte
ner una relacion de coordenadas 3 a coordenadas 1, se procede en la siguien
. te forma ; ' '

[P]l [al 2]1 + [Ql 2] ([az 3]2 + [Q2 3]2[[’]3
= L2y o0y * 091 50y [ 305 + (9 51 [0, 3T50p],

donde
(a; 3]y = Loy o1y * 19 5] (3 30
(9 3y = 19 50, (%30,

que puede considerarse como una operacidn de composicién de transformacio
nes afines, que constituyen un grupo (Angeles 1982).



mpiéa ‘écuaciones de cerradura
basa en1as siguientes consideraciones
‘cada; Uno- de"los eslabones {ver fig. 2.5.3).

E1 método de Denavit
para las transformaciones &fines:
para definir los ejes unitarios

Zi es el eje del par que conecta los eslabones i e i+l. Se elige
como

i) el eje de rotacidn si el par asociado es R.

i1) la direccion de traslacién si el par asociado es P.
es la perpendicular comin a Azi-l y Zi dirigida de Zi-l a Zi
completa el sistema coordenado dextrégiro del i-&simo eslabdn.

X
i

La posicién relativa de dos eslabones adyacentes estd definida por Jos si
guientes pardmetros:

di es la distancia entre los ejes Zi y Z1+1’ siempre positiva y
medida sobre X1+1. )
o, es el dangulo entre Zi y Zi+1’ medido en Ta direccidn positiva

de Xi+l'

Ademds se tienen las siguientes variables:
bi es la coordenada Zi de 1a interseccidn de Tos ejes X1.+1 y Zi'
Es constante si el par es de rotacién y variable si el par es
prismético. R
0. es el dngulo entre los ejes Xi y X1+1, medido en la direccién
positiva de Zi' Es constante cuando el par es prismatico y va
riable si e]»gar es de rotacién.

La matriz de rotacidn [Qi 1.+1]1. denota una rotacidn que 1leva el sistema
coordenado Xi’Yi’Zi a coincidir con Xi+1’ Yi+1’ Zi+1. E1 subindice del
paréntesis rectangular indica que esta matriz estd representada en el sis

tema Xi’ Y., Z.. Esta matriz se obtiene mediante la composicidn de dos

i* 7 }
rotaciones, una de un &ngulo 0; alrededor de Zi’ que transforma Xi’
Yi’ en X%, Y;,. respectivamente, seguida de un angulo o, alrededor

de X; (Angeles 1982). Asi se obtiene
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Fig. 2.5.3 Parametros que definen una cadena cinemdtica




~.(2.5.4)

- E1 vector de traslacidn se forma como _
[ 1]; = L0701, + 19y ]y [o O (2.5.5)
con
rolo 014,1]1+1 [d;5 0, 0]
obteniéndose
T, ‘ "
la; 54115 = [d; cos ©;5 d; sen 0y, byl (2.5.6)

que es la expresidn para el vector que une Tos origenes de los sistemas
ie i+l.

El problema cinemdtico directo consiste en determinar la posicidn,
1a velocidad y 1a aceleracidn de cada eslabén, incluyendo el 0T, dados tos
~ pardmetros y los desplazamientos relativos de las articuiaciones, asi como
sus derivadas primera y segunda con respecto al tiempo. .
Para ilustrar la aplicacidn de los pardmetros lineales y el método de
Denavit y Hartenberg, sea el manipulador con triple grado de 1ibertad mos
trado en 1a fig. 2.5.4, cuya funcién es ubicar el punto 04 del  eslabdn
4, en una posicidn arbitraria dada por las coordenadas cartesianas X,y,z
referidas al marco Xl’ Yl‘ Zl' E1 manipulador estd compuesto por 4 esla
bones y tres pares de rotacién. Los ejes de los pares R12 y R23 son per
pendiculares entre si, asi como R23 y R34, con lo que.se tiene una arqui .
tectura simple. -En Ta notacidon de Denavit y Hartenberg se tiene:
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Fig. 2.5.4 Manipulador con triple grado de libertad.




¢ =0 . b=0 o =o0

4 = 00, b, = 0 4 =90 (2,5.7) -
d3 ;_0304-, b3 =0 og = 90°

La ecuacién de cerradura en desplazamiento toma la forma
lag 4d) = L3y o)y + [25 51y * 23 41y (2.5.82)

en tanto que la de cerradura en rotacidon resulta

(95,201 = 1720 (9,30, 195315 (2.5:80) "

En donde [a1 4] es el vector de posicidn de 04 ‘en el marco:uxl, Yl’
;. De la ec. (2.5.6)

[a1 2] =0 (2.5.9a)
~[a2 3]T = [d cos 02, d sen 0y, 0] ’ (2.5.9b)
[a3 4]3 [d2 cos Oy, dé sen Oy, 0] (2.5.9¢)

como en la ec. (2.5.8a) todos los vectores tienen el mismo marco de refe
rencia,

[, 33 = 9y 5] L3, 51, (2.5.10a)
lag g3y = [Qy 31y a3 433 = 19y o)y [Qp 315 [a3 415 (2.5.10b)

Definiendo c; ¥y s; como cos @1 y sen @, ‘en la ec (2.5.4) y la orien
tacion particular de cada eje de rotacidn

ci 0 5 ’ 0
(Q 51y = |5y 0 - [9; 31, =
0 1 0 ; -1 o

_52



iy

Sustituyendo (2.5.10).y (2.5.11) en (2.5.8a) y hac1endo [a1 4]
= [x,y,z] se tienen Tas siguientes expresiones

%= d ciCy * dZ(CICZCB - 5153)

y=ds.c, + dz(s ) (2.5.12)

17172
.z = d152}+,d252'c3

1%%3 * €153

Las.relaciones. anteriores ubican,..O4 con_respecto.al marco -Xl, Yl,:gl,,A
involucirando-los &ngulos: de rotacidn de cada:par:y-la geometria propia:del--
manipulador. La orientacion del sistema de referencia 4 en el marco 1 se
obtiene sustituyendo la ec (2.5.11) en la ec. (2.5.8b), obteniéndose

S c.C + s.C

€160 = 5153 ¢y

2 1%2°3 173
[Q 43y = [510 * 163 "51Sp 516537 ¢ (2.5.13)
. L52c3 . CZ 5253

Algunos autores emplean matrices de 4x4 de transformaciones homoge
neas (Paul 1981; Lee 1982), que fueron introducidas por Uicker (1969), en
tas que manejan translacidn y rotac16n simu]téneamente, en la s1gu1ente
forma :

S|y oy oy Y
[7y,49 (2.5.14)

donde 1 corresponde a la primera columna de 2.5.13, m a la segunda, n
a la tercera y p coresponde a los elementos de la ec. (2.5.12).-,E1‘eﬁ
pleo. de matrices:de transformaciones homogéneas.es ineficiente desde,un
punto de vista numérico, porque requiere almacenar elementos triviales (ce

ro 0 uno) y, en consecuencia, conduce a operaciones superfluas.
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Ap11cando 1os parémetros 11nea1es 3 1a ec (2 5 13) se t1ene 1a or1enta
¢idn del 0T espec1f1cada por »{;' S S L R :

| 1 + (1 5153) ‘"} 7
2 VeCt([Ql,A]I) = |oqcp85 * (51-52) ¢y | (2.5.15a)
S 516 * cl(sz’“ss)J

tr([g1,4]1) = €1CyC3 - (51—52) S3 = 5159 - (2.5.15b)

_De donde puede-extraerse el vechr unitario-paralelo-al eje-de rotacién'y
el dngulo de giro para cada terna de valores de las articulaciones, en la
siguiente forma. ..

cos ¢ = [clczc3 - (51-52)53 - 515, - 11/2 ' (2.5.15¢)

ey sen ¢ = ¢,Cy * (1—5153)c2
e, Sen ¢ = ¢,C, S5 + (51'52)C3 - (2.5.15d)
ey sen ¢ = §C,Cq + c1(52+s3)
.que proporciona valores dinicos de ¢ y de e, excepto que los signos de
8stos pueden invertirse sin alterar ni la rotacién ni su representacién.

Notese que cuando ¢=I, el vector unitario e queda indefinido. En este
caso, R resulta ser, de la representacitn (2.4.5)

ta
"
1

=

t2ege para ¢ =1 (2.5.16)

de donde e se calcula fac11mente como el vector propio de R, correspon
diente al va]or propio +1.

2.6 ANALISIS DE VELOCIDAD Y ACELERACION

En general para un sistema con n+l esiabones y n articulaciones,
como el mostrado en la fig. 2.6.1, la ubicacién de un punto del ‘0T estd
dado por el vector de posicion u definido come
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Fig. 2.6.1 Cadena cinemdtica con n eslabones.
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©) -'ca1 ;] +[Q1 21 [Q; ;};""Tlﬂ;-+ [9,, 2J (02‘3]
[Qn‘lnn]n-l [~n n+1]n . Awy'f - ’i,:v:LE} If]f" (2;6'1)
La orienfaéibn del OT estd dada por | 28
vect([Qy 1300 335--.1Q 1q]) = e Se"’¢ ' .(2;6-2) 

(10 14095 315+ [0y puydy) = 1+ 2 cos ¢ (2.6.3)

Para simplificar 1a notacién, se indicara [91 1+1]1 con: - Q Y [a1 1ﬂ]
con 3. E1 producto de la ec. (2.6.2) se calcula recurs1vamente como

fo= 1

Pr=

P01

P Py 7 0%y - : : (2.6.4)

en donde 1 es ta matriz identidad. Las métrices Ei' asi obtenidas se
emplean en el cdlculo de Ta posicidn del OT.

El vector u{@) puede calcularse recursivafente hacia adelante, e~
el sentido de 1a~numerac16n de Tos eslabones, y se aplicard al. obtener el
valor de las fuerzas mediénte la formulacion de Newton-Euler; esta forma es
- eficiente cuando se coﬁoce el valor de Ta variable en cada articulacién.

Se calculard recursivamente hacia atrds, del OT hacia la base, como é(o);
en esta forma se aplicard al obtener la solucién del problema cinematico
inverso y al calcular las fuerzas mediante la formulacidn ]agrangiaha.

a) Algoritmo con recursidn progresiva
La posicidn del OT se puede calcular recursivamente a partir de la ba

se mediante-e) siguiente esaquema, basado en el algoritmo de Horner para
evaluacion de polinomios, y que fue sugerido por Angeles (1985):
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o=
1

b= 91

1 F P1 2 - ~
(2.6.5)

= R +
Y " Una1 En-1§n

La velocidad del OT se obtiene derivando la ec (2.6.1) con respecto al
tiempo, teniéndose

G=Daly # Dol + o r lgy (2.6.6)
donde
layndy = P 2 * P §k+1 k=12, c0ne1. - (267)
y
e % . Oy
Ek=@1-a—ez+ ves +®k§éI . o (2.6.8)

como P, es el producto de matrices de rotacién hasta 1a k-&sima articu
lacién, cuando 0; corresponde a un par de rotacién se obtiene

Py - 9y > i oreq o
W, 9 - &g ao Qop oo Qo k= 107020000k _
' & Tig
MuTtiplicando oo Por (Ql""Qi) (°1""01) =1, se obtiene "
; M 3/ M h 2
aP Q - T
3@ = Q0 "EF'Q Q---Giq) B
T ' ’
=00 BlQe-Gi) By (2.6.9)
donde
BQ T .
Ei BG 9]_ (2.6.10)

Asi, Ei es el dnico tensor antimétrico cuyo vector axial es €:s el vec

tor unitario paralelo al eje de rotacidn orientado segin Zi’ 0 sea
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ey = vect(Ei) S I 7 » (2.6.11)

i . Geihen o
Como e y E t1enen 1a m1sma representacxon en el sistema i, en
adelante:se repres entan como =ery E respect1vamente dejandose 1a repre

sentacion de Ei y ey ,puando.esten veferidas al sistema 1, o sea:

le;l; = (0] = e B, =11 00 =€ (2.6.12)
1 N R
[y = QpeeQqq E(QqenQq )T = Py EP]
Eidy = Qe Qg EQpe Q) = B E Ry
=g
[eshi =8 - Qp =8 . (2.6.13)

"

Cualquier tensor aritmétrico E puede expresarse, como (Fox 1967, p. 379):
E =1 x vect(E) = vect(E) x 1 . (2.6.14)

Aplicando este resultado a la derivada parcial de Ek con respecto a 01,
se tiene

BP

56— = 51 18 % P> si el par i es de rotacién v (2.6.15a)
"o bien ’ -

aok 0, si el par i es prismitico  (2.6.15b)

La ec (2.6.8) queda ahora como
P = Gyepxy + 82y + o+ ey

= (68 ¥ Ogep * o O] X By
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B KB o (2.6.8)

en donde se tomd

9 = éigl T 0,8, t L ¥ kak:%,ﬁk 9' (2.6.17a)
Y | Coi=1, Wn
A2 [gl, 22 teer Br ey e ] SEERRRL (2.6.17b)

n=ntimero de pares inferiores

para..i >k e, =0

donde e es un vector de dimensién n que contiene las variables de cada
par, y mk es la velocidad angular del eslabén k refer1da al sistema 1.
Esta velocidad puede obtenerse también como- vec(p PP k) * W segin se mues -
tra en el siguiente capitulo.

La derivada ak+1 se obtiene a partir de la ec (2.5.5), la cual re
sulta en

dgn = 0+ W ol O Ora i
01801 ks2dinr OrPsadkre = G @y (2.6.18a)

cuando el_par k+1 es de rotacidn, y cuando el par k+l es prismitico,
. "4[ d . ‘ T ,
con las ecs (2.6.16) y (2.6.18) en 1a ec (2.6.7) resulta
(aa1dy = 9Py 3pq * PO qexayyy)
= WXLy k=1,2,...,n-1 (2.6:19)
Sustituyendo este resultado en la ec (2.6.6) se tiene
U= wpay +upxlaly 4 +opxlally ~ (2.6.20)

Este resultado puede obtenerse recursivamente, en forma andloga a la ec
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lp =0y up x [2p]y

v s e e

n

Up = Uy Ty X [Eh]l (2.6.21)

yAPara Ta velocidad angu]ar

w T 0 &
wp = ) * 08,
% T Y1 * On % (2.6.22)

La aceleraci6n 1ineal se obtiene derivando la ec.(2.6.21) con respecto al
tiempo )

Up =0 X3ty X8y = e x Ay ey x (wy xay)

lip 28y + 8y X [3p]y + 0y xluy x 2p)y)

Yn = En-l * “n X [En]l * “n X (Qn X [gn]l) - ) (2.6.23)

La aceleraci6n angular se obtiene al derivar 1a ec (2.6.22) con respecto
al tiempo, quedando

Y Th G

e
p Tyt 0y 8 tuy X Gy
I B S B ‘ (2.6.24)



b) - Algoritmo con recursidn regresiva

La posicidn del OT puede obtenerse en su propio sistema y, mediante
transformacionés afines expresarla en el sistema 1. Este proceso se efec
tia mediante el esquema recursiVo de Horner (Bjork y Dahlquist 1974} para
evaluacion de polinomios, reduciendo en esta forma el nimero de operacio
nes,.como ha sido propuesto por Angeles {1985), o sea

S Tt QS ko1, 152, o 1 | (2.6.25)

donde el indice de s representa el sistema a que se refieren los eslabo
nes. EI vector s depende de los giros de cada par o de los desplazamien
tos que tenga cada eslabdn, pudiendo escribirse como

s = s(0) | . (2.6.26)

Derivando con respecto al tiempo la expresidn anterior y considerando que
u dada en 1a ec (2.6.20) es idéntica a é, se tiene que:

§=0pxay + (Brey +02) x [ay]y + oo+ (Oyep* ..+ Ope) x'la ]y

6,e;x(a +layl +. . #la ) + ézgzx(.[?.z]lt.. +la 1)) +

n

...+ 0exla ]

= 0,8y%s + 0, El(gx§2) 0, En(gx§n) . (2.6.27)
También puede escribirse é en la siguiente forma:

3
9

wn

. 9s 3s |
0= =0, + ... ++-0
~ 09 1 3, N

|

tne

(2.6.28)

O

donde se concluye que



La aceleracion se

o ke -

2s T
—=e X5

e Btk g

;ag SN

W, Plex s,)
2

w, Po1le x sp)

teniendose la siguiente expresidn

donde se aplicé la ec (2.6.16) y, como

2

(2.6.29)

obtiene derivando 1a ec (2.6.28) con respecto al tiempo, +

(2.6.30)

w9, (¥s )y, 95, 79375,
s=-=0+ [ SO 6=:26+6 —50
R FY LR e
S = Bexs + Gy lexsy) + o+ OPy ylexsy) + Byexss
+»0281(§X§2) ¥ OZEI(EXEZ) e +_Onén-1(gxén) +»Ongn-1(gxin)
= Byexs + Byfy (exsy) + ... + G (exsy) +
. s, 35 « »
. — +
¥ Ol?"[ael St T Qn} 0,0 xP (exs,) +
o (9s,. 35, , . o
* 0N 5e, 2t et On] e 0 0 xR g lexsy)
* en nEn—ng(gxén)

, 9
S
~n BOn

)|

On depende

- (2.6.31)

de On‘ cuando

el par de rotacidn por lo expuesto al obtener la ec (2.6.18) se concluye

que
94,
>~ = e
TR cuando el i
i
Bai
o cuando el i°
.S
i
Derivando s; con respecto a Oj

par es de rotacidn

par es prismitico

_ {2.6.32a)

(2.6.32b)

y empleando el resultado anterior,
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3
e o
=Y Qglenag) + Qe Gy BQ Q) &y S
= 9193 1ex(a + QJ J+1)
= Q5. 0y lexsy) . (2.6.33)

E1 resultado anterior también es vdlido para pares prismdticos.

Reordenando 1a ec(2.6.31), ésta se puede escribir como

.. 35 9s BS .
eX == eX TE— ... ex — : -
by 301 ~ 362 30
3s as as
ex —— P.ex == .. P,ex ==
) as 1 ~ 802 ~12 892 ~1~ . -
S=pf+0 0
9 3s 3s
ex EEN PieX 5 -+ Pop&X
L. -
2%

en donde puede apreciarse la simetria que existe para 5‘(7)-56_ Derivando
1773

la ec (2.6.29) con respecto a Oj’ con j<i, se tiene:

37s gQ
50;00; Q85 0, 200 e Qg (exsy)
as ' |
= Q01 X e, =1, ..., -1 (2.6.34)



Por otro lado, de 1é'é§;(2l6:29);rédn G

(2.6.35)

en donde se aplic6 la ec'(2.6.33). Al comparar la ec (2.6f34) con la ec
(2.6.35) 'se observa claramente que 93°s/30" es simétrica, y puede calcular

se como
82§ . !
30,00, leg]y x [e5 x 551 i=1, ..,
EH
= [egdy x i=d, itl,....6 (2.6.36a)

para pares de rotacidn. Para pares prismdticos,

325

30330 = [e;]y x [eg]) i< | (2.6.36b)

._  Se ha presentado la metodologia que se empleard en la solucidn del pro
blema cinemdtico inverso, para manipuladores con n pares inferiores. En
1a forma invariante aqui presentada se aprecian claramente las relaciones
cinemdticas entre Tos eslabones, 1o cual se pierde de vista con métodos que

no son invariantes.



- MODELADO CINEMATICO DE MANIPULADORES '

3.1 INTRODUCCION

Se presenta un modelo cinemdtico de manipuladores con pares de rota-
cién y prismaticos, que permite el cdlculo de los dngulos o los desplaza-
mientos que se encuentran asociados con cada par, asi como sus derivadas
con respecto al tiempo, conocidas la posicién y la orientacidn de sus 0T,
asf como las,derivadas con respecto al tiempo asociadas a la posicidn y a
la orientacidn. Este proceso se conoce como problema cinemédtico inverso.
Puesto due la cadena es abierta, el eslabdn terminal u drgano prensil es
el eslabdn de entrada o de datos; en el caso de cadenas cerradas (maila
" simple), 1a posicidn, la velocidad y Ta aceleracién del eslabdn motor
constituyen los datos del problema.

E1 modelo estd basado en un algoritmo que emplea conceptos de inva
riancia y resuelve las ecuaciones cinemdticas resultantes mediante el mé-
todo de Newton-Gauss. E1 objetivo de este capitulo se centra en la solu-
cibn del problema cinemdtico inverso de cadenas articuladas con n pares
PoR. Se incluye el problema cinemdtico inverso de manipuladores con

“cinco pares inferiores, que da lugar a un problema de especificacién incom
pleta de posicidn y orientacién de un cuerpo rigido, y merece especial
atencion. o

3.2 PROBLEMA CINEMATICO INVERSO

El problema cinemdtico inverso, para cadenas cinemdticas compues-
tas de .n eslabones, consiste en determinar los valores de 1as variables
que definen los pares inferiores que integran el sistema articulado y su
varfacién con el tiempo, conocida 1a historia de posicion, velocidad y -
aceleracion de uno de sus eslabones. La cadena puede ser abierta (mani-
puladores) o cerrada (mecanismos). Si 1a cadena actda como manipulador,
entonces el OT serd guiado en tal forma que X, ¥, z y la orientacidn’ dada
por tres vectores ortonormales €15 €s &y Y fijos al 0T sean funciones



- 46 -

preasighadas de tiempo. Gu1ér el DT es equivalente a especificar el conjun
to [x, ¥y, 2, gl,g2,§3] y sus dos primeras derivadas, Este problema implicd
1a  solucién de complicadas ecuaciones trigonométricas (Albala 1982, Duffy

y Crane 1980}, que resultan al ioualar la orientacidn del OT y la posicién
de uno de sus puntos (coordenadas cartesianas del manipulador), con los va
lores correspondientes producidos por el manipulador, en términos de Tas va
-riables de las articulaciones (coordenadas articulares del manipulador).

Dada la importancia que tienen los manipuladores industriales, y la
. complejidad del probiema cinemdtico inQerso, se han propuesto diferentes
soluciones atl respec{o las cuales bdsicamente son de Tos tipos siguientes:
i) orientadas pr1nc1pa1mente hacia una solucidn explfcita, que puede ob
tenerse dnicamente para tipos de arquitectura particulares, en la que los
ejes de los pares son para}e]osAo perpendiculares, mediante el émp]eo de
matrices de 4x4 que contienen rotacién y desplazamiento simulténeamente
(Paul et al. 1981), o bien mediante la aplicacifn de matrices con nimeros
duales (Pehnock y Yang 1984): 4i) reducir las ecuacijones cinemétipés a

" un 5010 po11nomio en una 1ncégnita, e] cual tiene hasta 32 rafces diferen
tes para una ma11a con seis pares cinemdticos (P1eper y Roth 1963).

. Albala (19?6 ) obtuvo un polinomio de 48° grado, expresado como un deter
m%nante de una matriz de 12x12 con elementos de cuarte grado en la tangen
te de la mitad del dngulo de entrada. Mds tarde, este polinomio fue ex
presadb como un determinante de 16x16 con elementos de seéundo grado en

el mismo argumento (Duffy y Crane 1980; Albata 1982). Sin embargo, Tsai

y Morgan (1985) hallaron que, de las 32 rafces posibles de ese potinomio,
solo 16 son signifiﬁativas, esto es, 16 son espurias, lo cual los indujo

a éonjeturar que el problema cinemdtico inverso admite un mékimo de 16
rafces, La formulacidn basada en dicho determinante produce un excesivo
error de redondeo, ya gque se trata de un determinapte alto (mayor que 10
en ambos casos). E1 determinante de una matriz de nxn fesu1ta numérica
mente mal condicionado debido a que es una funcidn homogenea de los etemen
tos de la matriz, de grado n. Los dngulos intermedios se calculan ha?lando



gradé S1n embargo en el proceso de eli
minacion de Tos éngulos 1ntermedxos s fnitroducen raices espurias, por lo
que debe verificarse cada solucién haliada (Angeles y Rojas 1978). Alizade
y Duffy (1983) proponen la relacién entre los datos y las incfgnitas a
través de un conjunto de 30 ecuaciones, algunas de ellas dependientes de
Ta topologia, las cuales no son de facil aplicacién para el cdlculo de la
velocidad y aceleracidn. iii) emplear una aproximacién lineal mediante
el método de Newton-Raphson haciendo uso de los pardmetros de Euler al de
finir 1a orientacién (Renaud 1980). Whitney (1972) propone la solucién del
problema cinemdtico, inverso aplicando cambios diferentiales en 1a posicidn.
En esta forma 6btiene el jacobiano que relaciona los cambios de posicidn y
or1entac1on del eslabon extremo (variables dependientes), con las variables
art1cu13res (var1ab1es independientes), con 1o cual la velocidad se calcula
facilmente. Walker y Orin (1982) presentan un método para calcular la ace

“Teracifn en cada par, conocidas la posicién y la velocidad en cada uno,
asi como el momento y la fuerza aplicados al OT.

las ra1ces de po11nom1os*d ,men

., Aqui se presenta un enfoque basado en las invariantes lineales (in-
ciso 2.4. f) y el método de Newton-Gauss, con 1o que se obtienen las varia
bles articulares (angulos para pares Ry desplazam1entos para pares P}, vy
sus derivadas con respecto al tiempo, dé una manera eficiente. E1 objetive
es formar un algoritmo capaz de operar en tiempo real, con el fin de resol
ver el problema de control asociado con la conducc16n del OT, para un ma-
nipulador con n art1cu1a01ones

3.3 MANIPULADOR CON PARES DE ROTACION Y PRISMATICOS

Para una ubicacién arbitraria de un cuerpo rigido en el espacio se
requiere la aplicacion de robots que contengan seis articulaciones como
minimo. Como se indic6, 1a solucidn del problema cinemdtico inverso se
obtiene empleando un método iterativo, que requiere en cada iteracion la
solucidn de un sistema sobredeterminado por minimos cuadrados. En esta
forma se tiene un algoritmo robusto que elimina errores de redondeo, 1o
cual se muestra con el ejemplo de esta seccidn. En forma semejante-se
trata el caso de la ubicacidn de cuerpos axialmente simétricos mediante
manipuladores con cinco ejes, en el inciso 3.5.



" 3.3.1 CALCULO DEL DESPLAZARIENTO

7.Dé acuerdo con el método y la notacidn de Denavit y Hartenberg, des
crita en 2,5, Tos n esTabones de una cadena cinemdtica se numeran ordena-
daménte de 1 a n, fijandose al i-&simo eslabdn el sistema coordenado Xi’ Yi’
Zi' La matriz 91 representa una rotacion en los ejes Xi’ Yi’ Zi’ que
giran éstos a una posicidn coincidente con los correspondientes ejes X1+1,
‘Yi+l’ Zi+1; el vector a; une 1os origenes 01 y 01+1, dirigido del primero
al segundo, referido a los ejes del i-ésimo estabdn. Sea R la matriz que
gira los ejes Xl’ Yl’ Zl’ colocados en la base fija o primer eslabén, a urfa
orientacion paralela a los ejes Xn’ Xn’ Zn’ fijos al OT, y sea p el vector
de posicién del punto P del OT. En el problema cinemdtico inverso, Ry p
son funciones dadas del tiempo. Estas funciones describen la trayec%oria
del 0T en el espacio de configuraciones, de dimensidn 6. Las condiciones

de cerradura en orientacidn y‘desplazamiento son, respectivamente,

QG Qv Qg 9 =R (3.3.1.1)

fagd, + ..o vl ) =p (3.3.1.2)

que constituyen un sistema de 12 ecuaciones escalares en n incdgnitas,
siendo independientes sdlio 6 de ellas, tres .de desp]azamienﬁo y tres de
rotacion, E1 vector axial de 5 proporciona tres ecuaciones independientes
y se obtiene de R en la forma indicada en 1a ec{2.4.9a), mediante simples

sumas y restas. Este vector es, en forma invariante:
vect(R) = e sens (3.3.1.3)

donde e es el vector caracteristico real de B y ¢ , el dngulo de rotacidn.
E1 dngulo ¢ queda determinado univocamente a través del invariante escalar

tr(R) = 1 + 2 cos¢ (3.3.1.4)

Al combinar las ecs (3.3.1.1), (3.3.1.3) y (3.3.1.4) se tiene

vect(ng2 . Qn) = e sen ¢ (3.3.1.5)

tr(QyQ, ... Q) =1+ 2 cos¢ (3.3.1.6)



Las ecuaciongs (3.3.1:2); (3,3,1;5)}yf(3.3.1.6)7constitﬂyen un sfstema;
algebraico no lineal de 7 ecuaciones con n incdgnitas R
fie)
f(e) = | £,(8) | =
f.(8)

(3.3.1.7)

1o

donde gT = [015..+5 6,1 es el vector de variables articulares.

En el desarroilo que se presenta a continuacién se ‘toma n=6, por
To que el sistema resultantes es aparentemente sobredeterminado, es decir,
que tiene mayor nimerc de ecuaciones (7) qﬁe de incdgnitas. Sin embargo,
la sobredeterminacion es s6lo aparente, dado que ias 4 ecuaciones escala-
res representadas en las ecs (3.3.1.5) y (3.3.1.6) observan la relacidn
no Tineal i

1ee(00,0.-Q) - 14| vect (Q0,.--0)(1%=1  (3.3.1.8)

se tiene entonces:

£(8) = 2 vect(q,Q,...05) - 2 vect (R) = 0 (3.3.1.9)
£(8) = tr (8,0,...Q) - tr(R) = 0 n (3.3.1.9b)
fle) = D]y oo+ lagly - ol =0 (3.3.1.9¢)

En la expresion (3.3.1.9a) aparece un coeficiente de 2 para evitar divi-
siones y operaciones superfluas. La solucién de (3.3.1.7) se obtiene apli
- cando el método de Newton-Gauss (Bjork y Daklquist 1974; Ralston 1978),°
en el cual se toma 6° como la configuracidn aproximada propuesta y se
obtienen mejoras s&cesivas aplicando el esquema iterativo para obtener

la configuracidn deseada, en la siguiente forma

0" =0 +A8" (3.3.1.10a) -



K es1a solucion del sistema

i

donde A8
(3.3.1.10b)

que sc obtiene al expander f(?) en serie de Taylor alrededor de 6= 6° y
retener solamente los términos Tineales. g(gk) es 1a matriz jacobiana que
se evalla en gk y se calcula a partir de 1a expresién (3.3.1.7), como

fr(e)/207]
J{e) = afs(g)/ag (3.3.1.11)
aft(8)/20 ~

Como existe libertad de elegir la configuracion inicial, o sea %,
se propone elegir el valor que minimice 1a condicion (Forsythe et al. 1977)
de Ta matriz J(8), con lo que se obtiene un sistema algebraico numéricamen
te muy estable, que produce resul tados con alta precision. Cabe aclarar
que, si Ta condicién de g(g) se basa en la norma Euclidiana, no todos los
valores de 8 influyen en Ta condicidn de g(g) (Angeles y Rojas 1984), por
ejemplo, 61 y en no influyen en dicha condicién, pues representan rota
ciones de cuerpo rigido de toda la cadena, y la norma Euclidiana es inva-
riante bajo rotaciones. Asf, algunos valores permanecen fijos al efectuar
el proceso de minimizacién, 1o cual disminuye la dimensidn del problema de
optimacidn, que bdsicamente consiste en

min k(J(8)) ‘ (3.3.1.12)
: 8

5.3, 61< 2n si el i2 par es de rotacién

ej< bh.m si el j% par es prismidtico

donde k(+) es el ndmero de condicién de la matriz. Para una matriz 5 de
nxn, K(A) se define como:

K(A) = [1AT] 1A (3.3.1.122)

siendo {|+]]| una norma adecuada. En este trabajo, k(g) se estima siéuiendo

el método presentado por Cline et al. (1979). La definicién (3.3.1.12a)
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—es"aplicable a matrices cuadradas. Sin embargo, segln/se define en este
trabajo Jd(8) es una matriz rectangular, ya que se han introducido ecuacio
nes redu;d;ntes. La definicidn anterior se puede aplicar a matrices rec-
tangulares si 1a inversa de A en la expresidn (3.3.1.12a) se cambia por
la inversa generalizada de Moore Penrose. Alternativamente, la definicidn
(3.3.1.12a) se puede aplicar a una matriz rectangular si A se interpreta,
en este caso, como Ta matriz triangular superior, de nxn, que se obtiene
al aplicar a g(e) una sucesibn de n reflexiones de Householder.

Conocida la configuracién inicial, se puede pasar al origen de la tra
yectoria introduciendo la técnica de continuacidn y proseguir con esta
técnica, a 1o largo de la tkayectoria (Angeles y Rojas 1984 , Tsaj y Morgan
1985). La técnica de continuacidn consiste en transformar el problema
original en una serie de m problemas cuyas configuraciones especificas se
aproximan sucesivamente a la solucidn, ver fig. 3.3.1. Las configuracio-
nes pueden ser tan cercanas una de otra que el mé&todo de Newton-Gauss siem
pre converge, 0 sea, la configuraci6n j-1 estard tan proxima a la configu
racién j, que es una buena aproximacidn inicial para la configuracidn j, ¥
la solucion se obtiene facilmente. En cada ciclo iterativo de Newton-Gauss
se requieren Gnicamente dos o tres iteraciones, siendo necesaria una en
'algunos casos, segiin indican los resultados presentados en este trabajo.

~ Para el calculo de Tas ecs (3.3.1.9) se requiere evaluar 91 dado en
la ec (2.5.4), que contiene cosa; ¥ sena, . Estos se evaldan una sola vez
y se almacenan, pues son pardmetros propios de cada cadena cinemdtica y no
cambian de iteracidn a iteracién. Por su parte, cosei.y se"ei se calcu-~
Tan una vez por fiteracidn, en tanto que Ry p se calculan de acuerdo a la
trayerctoria especificada, 1o cual se disgute~posteriormente. Con el valor
de E se obtiene vect (B) como se indica en 2.4.f y se compara con vect (EG)
donde EG = 91"'96' E1 producto EG se calcula efectuando productos matri
ciales recursivamente como se hizo en la ec(2.6.4). Las matrices P se alma
cenan, ya que se emplean en varios cdlculos posteriores. La suma que apa-
rece en la ec(3.3.1.9c) se calcula recursivamente, en forma semejante a la
cc. (2.6.25).



Fig. 3,3.1 Ap]icacjﬁn de 1a técnica de continuacién de una

trayectoria recta que va de PO a P,




atriz jacobiana se calculan a partir de
la ec (3.3.1.9), en la cugl_fr(g) y fs(e) estan asociadas a la rotacidn y
ft(g) a la traslacidn.

Las derivadas que requiere-la

a) Rotacion

La matriz afr(e)/ag se calcula facilmente notando que cada 91 es fun
cidn sdlo de ei. Diferenciando 1a ec (3.3.1.9a) con respecto a o; se tiene
que

o (8) | 20
36 2 vect (Q;...Q5.q ER Qis1---Qg) .
donde
Q.. X Q = Q.er Qo - E (0.0, )T P
e mey o %7 Qe Qo B UG8 00 P

y al considerar las ecs (2.6.9) a (2.6.15) queda como

8f.(8) - .
%, 2 vect ([E;]; Pg) : (3.3.1.13)

Para facilitar el desarrollo, se tomard en cuenta el teorema demostra
"-_do en (Angeles 1985, Apéndice B)

vect(s P) = 5 [1 tr(P)-P] vect (S) (3.3.1.14)

donde P es un tensor arbitrario de 3x3, s es antimétrica y 1 es-el tensor
identidad. Por lo tanto, cuando ﬂi estd asociado a un par de rotacidn,
se tiene

S5 = (1 tr(Pg) - Pg) vect ([E;]y)

= (1tr(Pg) - P) Qq won Qe 022, ..., 6 (3.3.1.15a)



(3.3.1.15b)

sfr(g)/aei =0

Diferenciando ahora 1a’eCf(3.351;9b)f£onfrespécfo a6,y de ‘acuerdo
con la ec (2.6.9) resulta ' : o

of, (8) atr(Pe) 8P T :
e e = tp( %, ) = tr(P; E P: 1P() (3.3.1.16)

La ec (2.6.14) conduce a que

- T = S =
[Esdy =PyqEPip mlxPigeslxg
0 -e, e_y
= e, 0 -ey
—ey~ ex 0

donde ey ey, e, son las componentes de e, en el sistema coordenado 1. Por

otro lado del teorema 6 del apéndice B de (Angeles 1985) que establece

tr(§ E) = 2 vect(§) Vect(E)

siendo P un tensor arbitrario de 3x3 y S antimétrica. Con estos resultados
Ta ec (3.3.1.16) queda expresada como

n T
afs(g)/aei = 2 vect(EG) e (3.3.1.17)

b) Traslacidn

Para el .cdlculo de la matriz Bft(O)/ag se diferencia la ec (2.6.26)
“con respecto a 81’ y a1 tomar en cuenta Ta ec (2.6.29) se concluye que

aft(g)/aei = a§(9)/ae1. = fi—l(?x.si) (3.3.1.‘18a)



U (3addey)

Fina]ﬁéhté;:Tafmatr{ifjacob{éna?buede-éxphesa}se como -
[Ltr(%) - Pl | -

J3(8) = | -2Lvect(Pc) JAc (3.3.1.19)
s(@)/a8 .

ndtese en esta ecuacién que el primer renglén es una matriz de 3x6, el segundo
una matriz de 1x6 y el tercero’ una matriz de 3x6, quedando la solucidn de mini
. mos cuadrados de la ec (3.3,1.10b)

48 = - 9 8) fle) (3.3.1.20)

siendo gl(e) la inversa generalizada de Moore-Penrose; definida como (Strang
1982) :

gl(e) = [QT(e) 3(0) 17 3oy (3.3.1.21)

~ ~ o~ ~ o~

Las inversas generalizadas se han empleado en el andlisis de manipulado
res con grado miltiple de 1ibertad (Klein 1983). La {nveréa generalizada pue
de ser mal condicionada o Bien, puede no estar definida, To cual suéede cuan
do Q(Q) es de rango deficiente. Por To tanto, para el cdlculo de 1a correc
cidn del desplazamiento se aplican réf]éxﬁones de Househo1der, las chales rea’
lizan transformaciones ortogonales y no alteran la condicién de la matriz
(Go]ub y Van Loan»1985). la reduccién de la matriz jacobiana a forma triangu
lar se efectda mediante reflexiones de Householder, no requiriéndose ast el
cdlculo explfcito de 7a inversa que aparece en la ec (3.3.1.21}.

3.3.2 CALCULO DE LA VELOCIDAD

Se muestra ahora que el cdlculo de § para valores dados de R, p, Wy
p del OT puede realizarse facilmente. Para este fin, la velocidad angular se
calcula como (Wrede 1972, p, 158):

w = vect (RRT) = vect (9) ' (3,3.2.1)

en la cual R se obtiene como funcion del tiempo a partir de la trayectoria
dada y Q es el tensor de velocidad angu)ar'antimétrico (Angeles 1932). En
términos de los productos Pi’ y una vez que se ha resuelto el problema cinemdtico



inverso de.posicitn, la ec

31211)i§epré§é é§cﬁjBiffqdmbE,‘

w = vect (Eﬁgg) "»v t S . . : (3.3.2.2)
donde
P P ' e
T 36 1y 36 T .
EGEG = 1.3——.91 LI +’ 86-3?6') EB (3.3.2.3)

Aplicando la ec (2.6.9) en la relacién anterior se obtiene
=08+ GlE] v o+ BelET

Al tomar en cuenta la ec (2.6.11) se 1lega al siguiente resultado

= [el, Pies s fs?] é = 56 é . (3.3.2.4)

que es semejante al obtenido en 1a ec (2.6.17). E1 miembro derecho de la ec
(3.3.2.4) puede evaluarse recursivamente como en la ec (2.6.22) almacendndose
para cilculos posteriores.,

Por otra parte,

tr(R) = 1 + 2cos¢ = tr(P

~ ' NB)
de donde
d tr(R) = - 2senp ¢ = [ ﬁ— tr( P6)]T 8 . (3.3.2.5)

Para obténer ¢ se recurre a la relacién (2.4.9a), que al ser derivada y
considerar la ec (3.3.1.14), produce
d) oy : . erTr) = 1rp
¢ = e dcosp + e senp = vect(BB B) = ?[. tr(?)-R]lg (3.3.2.6)
multiplicando escalarmente y miembro a miembro las ecs. (2.4.9a) y (3.3.2.6)
se obtiene
515 = sen ¢gT(eécos¢ + é seng) = dsena COSe

. . T o < .
donde se considerd que e'e = 0, ya que g es unitario. Ademds, se obtiene en



segu1da una- expres16n alte'

T3

Ad =5 sen¢ e [1 tr( ) R

donde se ha utilizado el" hecho deque;

Ademds, con la relacidn (2. 4_9b) sust1tu1d :

siguiente igualdad

AT -

De este dltimo resultado se concluye que

b= ey

send cosd gTQ = ¢ send cosd

Baz)

Jde R 0 sea, Re=e.
se produce 1a

~

(3.3.2.8)

Al ‘sustituir & obtenido en la ec (3.3.2.5), ésta queda como

d

dt ph

tr(R) =- 2 seng gnu =- ZXHA =

{

2
36

r (P

Te :
Pe)1' (3.3.2.9)

En términos de variables calculadas del problema cinemdtico inverso
de posicidn, 1a relacién anterior queda como:

T

-2y = 2[vect ] A8

0 sea

(25 tr(pe)3" = 2lvect (P17 A,

“tiene

=p

Q)IQJ
IR
1D

Con 1a velocidad prescrita del 0T como §

_ o TA
6 = “B_e tr(Ee)] ?-«

i

(3.3.2.10)

(3.3.2.11)

p ydelaec (2.6.28) se ob

(3.3.2.12)

Para el cdlculo de Ta velocidad se tienen Jas siguientes expresiones:

w = vect (gPR) = A ¢

2w = [ tr(P)]To = 2lvect(Pg)]' Al

. as -
p= 55 6

(3.3.2.13)



- 5§715Wf;7,,-,ﬂw,gﬂ,f,fﬂm,!;,-,;:”;,”,?,'W” o

3-a ,ca1cu1ar 48, As1,v
s6lo se aplica la sustitucion regresiva de 1a so1uc16n de ecuac1ones con ma-
trices triangulares, para obtener S de

donde se aprovecha la forma triangular de J( )jéfectui

" ' o (3.3.2.14)

donde se usard 1 tr(g) - Ren lugar de | tr(Es) - ES’ para eliminar errores

de redondeo y escribir el miembro derecho de la ec (3.3.2.13) solo en términos
de Tos datos suministrados. La ec (3.3.2.13) es valida sin modificaciones
para pares de rotacifn y prismdticos.

3.3.3. CALCULO DE LA ACELERACION

. Ahora se determinan los componentes del vector §, conocidas las varia-
bles de aceleracién del OT. Asf, se suponen conocidas E, P> i é, é’y E, ast
como 8 y é . Derivando la ec (3.3.2.4) con respecto al tiempo y tomando en
cuenta la ec (2.6.16), se tiene

b= & Tvect (BPE) = Agh + Agd (3.3.3.1)

donde

Ao = [0, yyxPre suey geXPeel _ (3.3.3.2)
Defivando nuevamente la ec (3.3.2.9) con’?espectoAal tiempo, se tiene

2
%{? t?‘(B) = %.E (- 2>\ (u) == 2( (.*3 éT(x\)

3wl trRRD - 21

tr (Pg)16

_reé
= Egg ] 9 + 9 [

39



o bien

011 tr(R)-R] & -2 -PIAc8 -2lvect(P)1T (Agd + Aco)
~de donde i e

j-z[vect(PG)] Ase-- uF[1 £ (R)-RJu-2" 6 # (48)T[1 £r(Pg)-PglAges

+ 2vect (P)1"hgh (3.3.3.3)
Por otro lado, derivando la ec (3.3.2.11) con respecto al tiempo,
2
_3" 'TBS'-=. .
s=gs i (862)9 B A (3.3.3.4)

La expresién entre paréntesis de 1a ec (3.3.3.4) constituye una matriz
de 6x6 cuyos elementos son vectores tridimensionales, de acuerdo con la ec
(2.6.36).

Empleando el jacobiano expresado en la ec {3.3.1.19), del que se abtuvo
la forma triangular superior mediante .reflexiones de Householder y se almace-
né para obtener 6, se requieren las siguientes modificaciones en el miembro
derecho de la ec~(3.3.1.20) '

[1 tr(R) - RIES -%éT%ﬁ)é |
2018 = | 22T + 2lvect(R)1 ()8 (2%0/28%)8 I | (3.3.3.5)

b -8 (%5208
en donde se introdujeron Tas siguientes consideraciones cuando hay convergen-
cia en desplazamiento, - )

1 tr(Pe) =1 tr(R)-R

6
y_en velocidad,

L tr(R)-RD = (AG8)TL tr(Pg) - Pe] (Agh).

Cuando se tiene un par prismdtico en la j-&sima posicidn,



‘ (3.3.3.6)

7E1:prdéédimiénto.ahtérﬁdrYSéjép1ica;a1 mecanismo mostrado en la fig
3.3.2, cuyos pardmetros son a = 1, b, = 0 (i=1,...,6), 3,53 y b,=0, oy= ay=
ag = o = 90° y Uy =0 T 0y T 0. La configuracidon mostrada en la figura
corresponde a -los valores de 61 entre paréntesis. Debido a las simetrias del
mecanismo, una de Tas soluciones posibles es el = 67, 02 =83 = 65 =- 06 y
94 = 291. AsT, la relacién entre 01 y 02 se expresa (Angeles 1985) por

(2+¢C,)C, = 1.5 (3.3.3.7)

2° 71

Con el objeto de mostrar el filtrado de errores de redondeo, se analizd
este mecanismo en dos formas: en la primera, sin ecuacién redundante (3.3.1.9b),
se resuelve un sistema no lineal de 6 ecuaciones con 6 incégnitas para cdlculo
de posiéién, y un sistema Tineal de 6x6 tanto para los cdlculos de velocidad
como de aceleracidn; en la segunda, con ecuacibn redundante (3.3.1.9b), se
resuelve un sistema no lineal sobredeterminado de 7 ecuaciones con 6 incdgni-
tas para el cdlculo de posicidn, en tanto que un sistema lineal de 7x6 para
Tos calculos de velocidad y aceleracién. Los errores calculados en ambos
casos se obtuvieron basdndose en la solucifn exacta dada en la ec (3.3.3.7).
Estos se grafican en la fig. 3.3.3 para posicidn, en 1a fig. 3.3.4 para velo .
cidad y en la fig 3.3.5 para aceleracidn,

3.4 CONFIGURACIONES SINGULARES

E1 manipulador puede ubicarse en una posicidon tal que, al sustituir 6
se tenga rango [J(8)} < n,siendo n el nlmero de éoordenadas independientes.
Fuera de esa posicidn J(8) es de rango completo (Uchiyama 1979). Whitney
(1972) dindica que en una configuracién de la cadena cinemdtica en 1a cual el
Jjacobiano es de rango deficiente, existe por lo menos una ubicacién del siste
ma coordenado del 0T que hace el sistema lineal incompatible; es decir, existe
una pérdida de grados de libertad. Esta configuracidn no es facil de prevenir
para obtener ta solucidén con un rango definido, ya que puede ocurrir cuando
el manipulador alcanza su extension Timite, cuando dos ejes de pares del mismo
tipo son colineales, o bien en algunas otras configuraciones mds complejas.



61 -

0,=03=05=05=0° - (/

F1g 3 3.2 Mecan1smo de seis grados de Tibertad
acoplado ‘con pares de rotacidn. (Los

eslabones tienen longitud unitaria,
excepto el primero que tiene tres).
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Otra fuente de singularidad es que tr(P )P Pg en la ec {3.3.1.19) sea también
de rango deficiente, Ta cué] es una s1ngu1ar1dad espuria, ya que no 1mp11ca

una singularidad propia del manipulador, que aqui se denomina intrinseca.
Existen diferentes enfoques para dar solucién al problema de singularidad in-
trinseca, ya sea determinando primero el rango de g(?) y resolver el sistema
fuera de la regidn en que det[J (8)] = 0.5 (Paul 1983}, mediante trayectorias
que no produzcan singularidad intrinseca (Hollerbach 1983), interpolando 13-
nealmente entre posiciones sucesivas, o bien mediante la aplicacién de siste-
mas subdeterminados. E1 tratamiento mediante sistemas subdeterminados se basa
en la ec (3.3.1.19) que representa un sistema de mxn, siendo en este casoc .m=7

y n=6, En la solucidén de la ec {3.3.1.20) interviene la descomposicibn de

J(8) en una matriz triangular superior, la cual se realiza mediante reflexiones
aeVHouseho]der, pudiendo tenerse como resultado de esta.descomposicién Tos ren
glones 1linealmente independientes. Con los renglones Tinealmente independien
tes Angeles et al. (1986) hacen una estimacién de 1a condicifn de J (g) para
detectar la singularidad, obtienen la solucidn de la velocidad y 1a acelera-
cion en esta configuracion como un probiema de programacién cuadrdtica, la so
lucién de norma minima en este caso es ortogonal a su complemento. ’

Para demostrar la naturaleza de las singularidades espurias se 1lamard
S 1 tr(R) - R, este término aparece en la expresidn (3.3.1.15a), cuya inver
(Ange]es 1985) estd dada por
= st R wr(r) + R
- tr=(R)-1 - -

EY1 denominador se anula cuando ¢ =+ w/2, w. En efecto, es fécil mostrar que

tre(g) - 1 = 4(1+cos¢) cosé

con lo cual se evidencia lo anteriormente dicho. Para ¢ = #m/2, S tiene rap
go 2 y 2 vect (PS) AS compensa esta deficiencia, y g(g) es de rango completo.
Para ¢ = w, J(8) resulta de rango deficiente por lo que el tratamiento de

ésta singularidad espuria es idéntico al de una intrinsica.

La cuestidn de singularidades es un tema que no estd totalmente- resuelto,
pero se deja para futuras investigaciones, ya que no es el interés central de
este trabajo.



3.5 CADENA CINEMATICA CON CINCO GRAdos/ DE LIBERTAD

En algunas aplicaciones industriales se requiere el movimiento de piezas
con ejes de simetrfa a través de un conjunto de configuraciones prescritas.
Para este fin no se requiere una cadena constituida con seis pares (prismati-
cos o de rotacidn; pero por lo menos dos de rotacidn), ya que se trata de ubi
car una Tinea en el espacio. Una Tinea queda completamente definida at fijar
dos puntos de ella. Para el cdlculo de las dos primeras derivadas de las va
riables de los pares que integran el sistema articulado, se requieren 1a velo
cidad y Ta aceleracién de cualquier par de puntos del eje de simetrfa. Como
se trata de ubicar un cuerpo rigido, es necesario satisfacer 1a condicién de
compatibilidad, la cual establece que la distancia entre dos puntos de Ta 11-
nea es constante a través del movimiento.

. 3.5.1 ANALISIS DE DESPLAZAMIENTO

Se aplican las ecuaciones de cerradura y 1& notacién de Denavit y Harten
berg discutidas en 2.5. Para esto, sea 1a linea PP'el eje de simetria del
_cuerpo rigido mostrado en la fig 3.5.1 y sean p y g‘]os'vectores de posicidn de
P y P que definen la trayectoria que seguird 7a Tinea; sean h y s, Tos valores
calculados a través de los eslabones, los cuales dependen de~e. NEste tiltimo
es el vector de incégnitas que contiene pares prismdticos y rgtacionales, 0
sea; QT ='[61, 92,...,65]. Los vectores Dl y 5q se calculan recursivamente

como
by = 2y
b =3y + Qg k=321 (35.1.1) —
55 7 %
557870y e 37632 (3.5.1.2)

Las ecuaciones de cerradura en desplazamiento son:

f06) =hy -p =0 (3.5.1.3a)



Fig. 3.5.1 Arquitectura de un manipulador con cinco grados
de 1ibertad acoplado con pares de rotacién..




fa(8) = 217 Ef="°'—:'{“ S (3.5.1.3b)

que forman un sistema no lineal con seis componentes en cinco inc6gnitas, de-
finido como T . :

fi(0)
£(0) = I (3.5.1.4)
f,(9)

el cual puede ser resuelto aplicando aproximaciones lineales mediante el méto
do de Newton-Gauss en forma semejante a Ta descrita en el inciso 3.3.1, o sea,
se propone una configuracidn inicial §° y se realizan mejoras sucesivas hasta
obtener convergencia. E1 esquema iterativo es

oktl - gk + Agk (3.5.1.5)

y Agk se calcula de la expansion de la serie de Taylor de f(g) alvrededor de

8 = 8", reteniendo dnicamente los términos de primer orden, To que permite

escribir -
3(6%) a6

~ o~ ~

= f(a%) (3.5.1.6)

© E1 criterio de convergencia es

1ae¥]) < e - @sa7)

donde € es 1a tolerancia prescrita. La ec (3.5.1.6) representa un sistema al
gebraico no lineal de sexto orden en cinco incognitas, y contiene cinco ecua-
)

v

ciones linealmente independientes. f(ek) se encuentra en el rango de J (6
si, y s6lo si, los puntos P y P*no v;oian la condicidén de rigidez. Ba}o Estas
condiciones, J(6) no puede invertirse para obtener una solucién; por lo tanto,
1a solucidn s; Sbtiene por aproximaciones de minimos cuadrados, para lo cual

se emplea el método de Tas reflexiones de Householder (Golub y Van Loan 1985), B
que produce implicitamente 1a inversa generalizada de g(g), esto es,

ok = al(e") (") (3.5.1.8)



con J (e ) def1n1da como

O S o 1,T gk
g(g)‘=[g(9)d(e)] (e")
EY método que se emplea descompone la matriz J(6) en triangular superior
y posteriormente, mediante sustituci6n regresiva se obtiene la solucidén (Golub

y Van Loan 1985).
3.5.2 ANALISIS DE VELOCIDAD Y ACELERACION

A cont1nuac16n se obtienen Yas ecuaciones que permiten calcular las velo-
c1dades de los pares cinemdticos que constituyen la cadena articulada conoci-

das P y B Derivando Ta ec {3.5.1.3) con respecto al tiempo se obtiene

. %hy

hy o= 35 0=p . (3.5.2.1a)

31, .

$1° %% 6 = B' _ | o (3.5.2.1b)

que conduce al sistema -
| o8 ;
o) = b= (3.5.2.2)
- 3s,/30 p’ -

cuya solucion se obtiene por reflexiones de Householder. Ya que la triangula
cién de J(B) se calculé en la expresién {3.5.1.7), s6lo se requiere la susti-
tucidn regresiva para este cdlculo.

E1 cdlculo de 8 se obtiene derivando la ec (3.5.2.1) con respecto al tiem
po y, con los valores de P y é' congruentes con la aceleracidn del cuerpo rigi

do, se tiene
2

h1 .
+ (.——'é e) g =P (3.5.2.43)



tiene el sjguiente sistema

(3.5.2.5)

obteniéndose la solucién como

=30 g ' (3.5.2.6)

t:

en la que JI(e) se conserva del cdlculo del desplazamiento, por lo que nuevamen
te s6To se requiere la sustitucién regresiva.

Para comprobar las ecuaciones antes descritas y la, precisidn de los resul
tados se tomé el mecanismo mostrado en la fig. 3.5.2, cuyo modelo de alambre se
conoce comercialmente con el nombre de Hexiflex. La relacidn entre los dngulos
Jos obtuvo Angeles (1986) en la forma o

'(1+C1)(1+C2) =1 (3.5.2.7)
En este ejemplo se tomd gT = [-(1+cosB), 0, -senBly b! = [-1, 0, 0], en don
de B8 es un pardmetro que depende del tiempo, los errores de desplazamiento se

muestran en la fig. 3.5,3; en velocidad se muestran en la fig. 3.5.4 yfen acelera
cion en la fig. 3.5.5. Los detalles de la programacién se encuentran en el apéndice,

3.6 SIMTESIS DE TRAVECTORIA

Al especificar la trayectoria que debe seguir el OT del sistema articula
do, tambien se requiere la orientacion asociada con ésta, asi como su varia-
cion con el tiempo. En esta seccidn se calcula la posicidn, la velocidad y la
aceleracidn del origen del 0T, el vector de velocidad angular y el de acelera-
cidn angular. Aqui se supone cue la tarea a ejecutar por el manipulador es del
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tipo de trayectorfa continua. Puesto que ésta contiene informacidn sobre posi
cién y orientacidén, la trayectoria en cuestibn es, en realidad, una curva en

un espacio de dimensién 6. En este estudio, puesto que se utilizan 4 invarian
tes de rotaci6n sujetas a una restriccion. la trayectoria resulta ser una cur-
va de una superficie inmersa en un espacio de dimensidn 7. Se muestra cémo se
define la orientacion del OT basdndose en un marco de referencia ortogonal, fijo
a la trayectoria tridimensional T descrita por un punto P del 0T. Este marco
estd definido por Tos vectores tangente,normal y binormal de T'. Sea p el vec-
tor de posicidn de un punto P del OT. Los vectores Brr €Y & tangente, nor
mal y binormal, respectivamente, estan definidos como:

e, = /1Rl (3.6.1)
ey, = (p'xp")/{lp'xp" ! _ (3.6.2)
T % X St (3.6.3)

De Jas ecuaciones de Frenet-serret (Hsu 1973} se tiene

(e =xe, (3.6.4)
S (o)) = ey - xey _ ' - (3.6.5)
.g_s (gb) = Tgn ) : ' (3.6.6)
dopde ky T son la curvatura y Ta torsién de T.
E1 vector de Darboux asociado a la curva estd definido como:
6= TeL TK B . - (3.6.7)

Ahora supongase que I' estd definida en términos de un pardmetro y . Las
derivadas de p que aparecen en las ecs {3.6.1-3) se obtienen a continuacidn:



dp
ym=&@$=%5 ' o (3.6.8)
donde
%% =1p* (V)1 B (3.6.9)

2 de
ny) = 48 o 4 ds _ct ds
p"(v) iy’ ftTdy & dy
. s e, + (852 ¢ (3.6.10
de ~t dy K n '. . )

Derivando esta Ultima expresidn con respecto a Y nuevamente,

3

P (y) = [idj;g- A Tey + {3(—7 Tt (P E er@ e, (3.6.11)

_Efectuando el producto vectorial entre p'(y) y E"(Y) se tiene

n

2 .
ds d’s ds 2
(v ed *Tzee* Gy ) Kl

_ ds,3
=Tl (3.6.12)
La curvatura de T se obtiene ahora como

= el 1/11p 11

Realizando el producto interno entre e,y los dos miembros de la ec (3.6.11),

se tiene R
i _ ad%s y ds dsy2 .
€yt P '(Y) = 3(3;? ) VA +(a;) k' ()
de donde
¢y = le, - p"'(y) - 3(9—5 S k1/(p' - p) (3.6.13)
|

De 1a ec {3.6.9) resulta, por otra parte,
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d%s o ,
"E_fv' : (3.6.14) .
AT, 1ajz“ :
cpY o (3.6.19)

El producto interno de ambos miembros de la ec (3.6:12) por p"' resulta
ahora en

p' - p'xp' = [(2—3)3@2 T ' (3.6.16)

Tomando 1a magnitud de p'xp"' dado en 1a ec (3.6.12) y sustituyendola en la
ec(3.6.16), el valor resultante es

[iEI (Eanul)]
H

r = - {3.6.17)
HE‘X " ’

¥

Derivando 1a ec (3.6.16) con respecto a y, se obtiene

E"Xp". ptt 4 p! '(BHIXBHI) + E|.(Enxpr)_ d [(dS)ﬁ ZT]

o bien

2. ..
() Y = 6 (§2)° S5 4 (0 20 (0 P
LN ~ dy Y

despejando t'(y) de la ecuacibn anterior,

(phxp")- o™ Bptp" i,

T (y) = 7 . _ (3.6.18)
(E.'?') K PI .Pl §
La velocidad anguiar del OT se obtiene ahora considerando que
P
t d'x’ ¥

|dpl!

<d~‘“>< = e = ke el



B & et R

Por o tanto v -

(3.5.21)

e =l vlre) - =uxg,

Ahora exprésese ¢ como una combinccidn Tineal de e,, e ¥ g, es decir cono

wEae t b e, + c e, » (3.6.22)

Sustituyendo la ec (3.6.22) en las ecs (3.6.19-21), se obtiene

Ho'th « ¢, =-bep tce (3.6.23a)
Hp' Y (rey -« ey) =aeg -ce, ©(3.5.23b)
Hp'll¥ (-1 e) . =-ae tbe, (3.6.23¢c)

de donde se obtiene
= qlp'Hye s b= |lp']lve c=0. (3.6.26)"
AsT, la velocidad apgular w vesulta ser paralele al vector de Darboux:

= |]p' H¥(e)s (3.6.25)

La aceleracion angular @ se obtiene derivando esta Gl1tima expresion
con respecto al tiempo, lo ‘que produce

-
<

G- ds b 88 v, GSyEpdl o gy G ,
Q= P A A A [dy S ng<Y/ TEH TR e.(\)
donce

1 =

eflv) = st v o

ep(v) = s'{¥)(-n2, )



;,;,7;¢:wﬁ-

(3.6.26)
' puesto-que

ds

tey(v) + < eply) = g5

(ke e, - Tken) =0 .
La aplicacidn de éstas ecuaciones se ilustra al modelar el movimiento
que seguird el 0T del manipulador E2 (Whitney 1972), esquematizado en la fig
3.6.1 , La trayectoria que desea describirse corresponde a la rama superior
de la interseccion de un cilindre (C) y una esfera (E) definidas como

(x- )%+ (y - )+ (c- )% = 162 (&)

X%+ y? = o . (c)
donde %, ¥, z son coordenadas en 21 sistema fijo. Ademds se define x=-a cosB,
y = a senB, obteniendose, Tos vectores de posicién, de velocidad y de acelera
¢ién de P como:

p(B) = [-a cosp, & VIE=2C0sE- b, a sengl:
p(8) = [a seng, —2%0B 5 cosp] f
- v 16-2c0sh
p(p) = [P ) 5 s P
- pa

donde

p, = alsens B+ cosp B

P, = {'sens g+ (14 cosB -~cos P l\F _J
v v IE<ZCOs[ 16-2C088
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Fig. 3.6.1 Manipulador E2 del Argonne National Labdratory.
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La orientacidn se obtiene haciende coincidir i con &> J con g, ¥ k con e,

en el sistema coordenado 7 colocado en el OT, con 1o que se obtiene

g = [gt, e gb] vy se aplican los invariantes lineales descritos en el inciso
2.4.f. la velocidad y 1a aceleracidén angulares se obtienen mediante las ecs
(3.6.25) ¥ (3.6.26). Ademds, B se define como una funcién del tiempo, tal que
§ y B sean continuas en el intervalo [C,T].con las siguientes condiciones:

B(0) =0, B(T) =21  y @(0) =@(T) = 8(0) = B(T) =0

Con estas restricciones, B fue sintetizada por Angeles (1923) empleando
funciones spline, ver fig. 3.6.2. Se simu16 el movimiento del OT al efectuar
un ciclo de trabajo, es decir, al recorrer la trayectoria cerrada dada por Ta
interseccidn de (C) ¥ {(E), en un minuto. Llas historias de movimiento de cada .
par se obtuvieron al resolver un problema cinemdtico inverso cada 0.5s, To que
produje las curvas mostradas en las ¥igs. 3.6.3 a 3.6.8.
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Fig. 3.6.,2 Ffuncidn B generada por una spline.
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MODELADO DINAMICO DE SISTEMAS ARTICULADOS
4.1 INTRODUCCIOR

En este capitulo se presenta una formulacion alternativa del modelo di
ndmico en toda su generalidad. Este se basa en la equivalencia entre las
ecuaciones de Lagrange y las de Kane. E1 modelo proporciona en forma inme
diata la matriz generalizada de inercia del sistema y muestra el acoplamien
to existente entre sus eslabones. La formulaci6n se basa en principios
energéticos, por lo que las fuerzas de reaccion se eliminan y el nimero de
ecuaciones que resulta es igual al grado de libertad del sistema. E1 mode
lo dindmico, obtenido a través de las ecuaciones de Kane conduce fdcilmen
- te a un esquema recursivo. Dada la forma simple de los coeficientes iner
ciales, la interpretacidon fisica del modelo es sencilla. Las ecuaciones
de movimiento se linealizan en el capitulo 5y sirven de base para el and
1isis y disefio de controles lineales.

4.2 DISCUSION SOBRE MODELOS DINAMICOS

La discusi6n se restringe a cadenas Eineméticas compuestas por és]abg
nes rigidos unidos por articulaciones que permiten movimiento relativo de
los eslabones con un grado simple de libertad. Se supone que cada ar{icg
lacién es bien rotacional (R) o bien traslacional (P). Articulaciones con
grado miltipie de libertad pueden modelarse mediante combinaciones de pa
res Ry P como To discute, por ejemplo, Duffy (1981) y lo aplican Rojas y = —
Angeles (1984).

E1 probiema dindmico inverso, consiste en calcular Tos pares ¢
fuerzas actuantes en cada articulacidn, conocidos los desplazamientos, las
velocidades y las aceleraciones en todas las articulaciones. Este proble
ma ha sido tratado con diferentes enfoques, tales como:

a) Ecuaciones de Mewton-Euler
b) Ecuaciones de Euler-Lagrange



e

c) Func16n de: G1bbs o Ecuac1ones de Appe11
~d) Ecuagiones: de Kane _‘,fs“r
e)’ Otros

Estos se discuten en seguida.
a). Ecuaciones de Newton-Euler.

Las ecuaciones de Newton-Euler incluyen las fuerzas de restriccion in
ternas del manipulador, que no se requieren en el problema dindmico inver
so. Hooker (1970) desarrol16 una técnica para la eliminacién de las res
tricciones en cadenas cinemdticas abiertas aplicables a satélites, las cua
les representaban una serié dificultad en la obtencidén de las ecuaciones
de movimiento. Las mejoras que se han realizado con este método consisten
en formar esquemas recursivos y en la aplicacion de matrices de transforma
cion de 3x3, en lugar de las matrices de transformacién homogenea de 4x4
empleadas por Uicker (1969) para el andlisis de mecanismos espaciales.

- Orin et al. (1979) presentan esta discusidn, mejorada por Luh et al. (1980),
con to que se ha logrado reducir el nimero de operaciones a 150n-48
(Cvetkovic y Vukobratovic 1982) y, pof o tanto, el tiempo de ejécucién.
Este enfoque se basa en las siguientes ecuaciones:

o d ey L '
fy =g Myry) = myiy (4.2.1)
neo= 4 () = Lo two(Lee,) (4'2 2)
U Tat Yy 9 TV el

* 9

T f1+1 1 (4.2.3)

5T Mhan 2% Tt ) f (8.2.4)
donde

f = fuerza de inercia del eslabdn i, referida a las coordenadas

de la base
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'—h
"

=
n

vector que une 0 con 01+1

referido en el s1stema i. ;
p; = vector que ubica el centro de masa del eslabon 1, referido en el -
sistema coordenado i+l (ver fig. 4.3.1)
m, = masa total del eslabdn i
Ei = matriz de inercia centroidal del eslabén i con respecto a su
centro de masa
Pennok y Yang (1983) tratan el problema aplicando el "calcu1o de torn111os",
los cuales consisten en vectores duales (semejantes a ndmeros complejos) que
contienen una parte de desplazamiento y otra que involucra giros ‘alrededor
de un punto (momentos)f Calculan las fuerzas generalizadas en cadenas con
triple grado de 1ibertad obteniendo férmulas explicitas.

b) Ecuaciones de Euler-Lagrange

Las ecuaciones de Euler-Lagrange presentan la ventaja de no hacer in
_tervenir las fuerzas de reaccién y el ndmero de ecuaciones resultantes es
.igual al grado de libertad del sistema. Las fuerzas y pares de los motores

intervienen en valor algebraico, asi como los elementos disipadores dé ener
gia. Su inconveniente es que requieren derivadas parciales de la energia
cinética, que para sistemas articulados es una expresidén altamente no 1i
neal; pero se presta para una formulacidn sistémica. En este contexto se -
han aplicado matrices de transformacién homoaénea (Uicker 1969) y la traza
del producto tensorial r r’, del vector } por si mismo, para el cdlculo
de la energia cinética. Sin embargo, la traza de ese producto no es sino
el producto escalar de r por si mismo y, en consecuencia, resulta muy
aparatoso expresar ese producto como la traza de un tensor. Tanto Renaud
(1980) como Liégeois (1980) introducen el concepto de cuerpo aumentado, pa
ra- manipualdores con seis grados de 1ibertad, que consiste en sustituir la
parte final de la cadena cinemdtica por una sola masa, para el cdlculo de
las fuerzas en el eslabén que se analiza. Hollerbach (1980) propone una
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formulacion recursiva para la obtencion de las ecuaciones de movimiento hacien
do intervenir matrices de 3x3, en lugar de las de 4x4, con To cual el niimero
de operaciones requeridas resulta ser lineal en n. Sin embargo el nimero de
operaciones resulta ser mayor que el requerido por el método de Newton-Euler
propuesto por Luh et al. (1980) pues requiere 2,195 operaciones en tanto que,
mediante 1a formulacion de Newton-Euler se requieren solo 852 operaciones
(Hollerbach 1980) para un manipulador con seis grados de Tibertad. Este mé
todo se basa en las siguientes ecuaciones:

n _rd AT aT:] * 4 4
z l'a-{ l—-ﬂ aere =f: +g (4.2.5)
J=1 | 7" ‘8q < '
donde
n'= nimero de cuerpos rigidos
Tj = énergia cinética del cuerpo rigido j
q = vector de coordenadas generalizadas del sistema [dim(q) = n]
" .
f = vector de fuerza generalizada externa
g = vector de fuerza generalizada provocada por la gravedad,

.¢) Ecuaciones de Gibbs-Appell

" la formulacidn de Gibbs-Appell (Vukobratovic y Potkonjak 1982) utiliza
el concepto de "energia de aceleracién" que se expresa como:

Kot vy (4.2.6)
Bq b4 ol
donde K es una funcidn conocida como "energia de aceleracion" y estd defini
da mediante:
siendo f* el vector de fuerza generalizada conductora, ejercida por los mo

tores de las articulaciones y a el vector de fuerza generalizada producida
por la gravedad, en tanto que q es el vector de coordenadas generalizadas.



Este método requiere el estado injéia] del,sﬁstema g(to)ry é(to). Se ha
aplicado poco-en la solucidn. del probiema dindmico inverso de manipuladores
de sexto grado de libertad. La expresi6n K resulta mds complicada de cal
cular que la energia cinética que requieren las ecuaciones de Lagrange.

d) Ecuaciones de Kane

En estas ecuaciones se aplica el principio del trabajo virtual, tieﬁen
1a ventaja de eliminar las fuerzas de restriccidn internas sin que interven
"ga la diferenciaci6n de funciones energéticas escalares. Emplea velocidades
Tineales y angulares parciaies (Kane y Levinson 1983; Houston y Kelly 1982).

Se basa en 1a siguiente expresion

f+fk=0 (4.2.8)

en la cual f es Ja fuerza de inercia generalizada y f* es la fuerza acti
va generalizada. Estas fuerzas se calculan como:

onfav, T duw; T :
f=3 (;1 ¢i+l—{-1—J b (4.2.9)
Toasfleg ) Tt g )t
niav. T dws T
PO, l_:J_J “)*‘J'I{ij " ) (4.2.10)
Craall) TR
donde
95 = - WY
Py 7wl - ey x Loy P2l .o,
*:f*
AT
* *
%70

siendo AT la velocidad angular y la velocidid del centro de masa del
i2 eslabén (Kane et al 1983a), en tanto que ¢j y wj son 1a fuerza y el mg
mento externc al j2 eslabdn, aplicados a este esiabén. Kane y Levinson
(1983) apiican este método a un manipulador de 6% grado de 1ibertad, para



1o Cugl’pbﬁuviéron'expreéiohESrablicab1e$ s61o a ese manipulador (el brazo
,Stahford);,‘tsas'eXﬁréSidnes;>un,jgta1 de 115, sin embargo, son muy aparato
saé_de obtener, pues- son todas diferentes y su cdlculo no se puede automati
zarﬁ Tampoco propusieron un algoritmo aplicable a todo tipo de cadena cine
matica abierta de n+l eslabones v n articulaciones.

e) Otros métodos

Lagrana y Lee (1980) proponen un método basado en optimacién heuristica
y lo aplican a un manipulador de tres eslabones. Este método requiere un co
nacimiento previo de los valores de las fuerzas,en las Jjuntas, que se esperan,
Resulta efectivo para Ta simulacibn, no asf para la solucidn del problema in
verso. Saridis y Lee (1979) emplean las ecuaciones de Hamilton en el brazo
Sheiman (stanford) con tres articulaciones. Raibert y Horn (1978) proponen
un método basado en la siguiente ecuacién

n n .
.o .. . »
jfl {Iij(g)qj ! kzlcijk qjqk} * 91(9) £ (8.2.11)

Los términos de la matriz generalizada de inercia, I
cional 9 v los coeficientes Cijk
intervalo de interés y posteriormente son leidos, efectuando interpolaciones
cuando es necesario. Requiere una gqran cantidad de memoria. Thomas v Tesar
(1962) obtienen el modelo dindmico mediante los coeficientes. de influencia,

i la fuerza gravita
se almacenan para cada instante t del.

que se basan en la geometria del sistema. Este planteamiento requiere tantas
operaciones como el método de Lagrange.

— En lo gue sigue se desarrolla el modelo dindmico basado en las ecuacio
nes de Euler-Lagrange a través de las ecuaciones de Kane.

4.3 FORMULACIONM DE EULER-LAGRANGEZ

E1 modelo basade en ias ecuaciones de Lagrange ha sido tratado por di
versos autores, perc no ha sido explorado en su forma debida, Bejczy (1574},
Lewis (1574) v Tourassis (1985) emplean matrices de transformacicén homogé
nea, que .producen matrices dispersas ) al calcular la energia cinética apli



can la traza de EQT, siendo ineficienite este proceso. Raibert y Horn (1976)
desarrollaron un método que tabula los términos dependientes de la posicidn.
Este método requiere una gran cantldad de memoria e ‘interpolacibn; pierde va
lidez cuando existen cambios de carga. Hollerbach (1980) emplea recursivi
dad para incrementar la eficiencia de cdlculo y matrices de 3x3. Para reduy
cir el nmero de operaciones obtiene un modeio que no puede linealizarse fé
cilmente ¥ la interpretacifn fisica del sistema no es sencilla, Mahil (1982)
recurre a simpiificaciones al formular su modelo, tales como: eslabones simé
tricos, uno de Tos ejes principales de inercia paralelo al eje del par del
eslabbn y el centro de gravedad coincidente con el punto medio del esiabdn.
Tourassis y Neuman (1965) definen el modelo en el espacio de Riemann y pos
teriormente apiican transformahiones homogéneas y simplificaciones al reali
zar los cdlculos. Silver {1982) muestra que la eficiencia de cdlculo del mé
todo de Newton-Euler se debe a dos factores: la estructura recursiva en el
c8lculo y 12 representacion elegida para los términos rotacionales. -Plantea
que la formulacifn lagrangiana puede ser tan eficiente como la de Newton-
Euler. E1 planteamiento que hace Silver scbre la equivalencia de Tas ecua
ciones de Euler-Lagranne y las de Newton se confirma en el presente capitulo,
ast como la eguivalencia de las ecuaciones de-Euler-tagrange y las de Kane.

4,3.1 DIMAMICA LAGRANGIANA

Se adoptan los fundamentos de la mecdnica cldsica al_obtener las ecua
ciones de movimiento y eaclarar las propiedades fisicas ¥ caraCLer1st1cas es
tructurales del modelo dindmico de la cadena articulada. Las ecuaciones de
Euler-Lagrange (Kane 1385) son:

4 {"T] I (4.3.1)

en donde T es la energia cinética del sistema, V es la energia potencial
y T es la fuerza generalizade que actla en cada junta. £l vector 6 se in
trodujo en los capitulos 2 v 3, y soui desempeita el papel del vector de coor

denadas ceneralizades.

a) Energia cinética.



La energia cinéticéj T‘;dg;la’éadena,a?ticu1adakeswigual h ]a,suma'de :
las energias cinéticas, Til de éédékés1abﬁn;' Ea7expre$16n general para-la :
energfa de un cuerpo rigido C;> que se mueve de tal suerte.que la:veloci
dad de su centro de masa sea fi y su velocidad angular sea’ o, (qubeﬁ‘y‘yﬁ
Stehle 1260}, estd dada por : PRy
T.

(m. Fp o+ 9}11.(31.) (4.3.2)

T = i g

1

N

donde Ii es el tensor de inercia centroidal del cuerpo.

Para el cdlculo de la energfa cinética considérese el vector de posi

4.3.1. Este puede escribirse como:

cidn T del centro de masa del i2 eslabbn, segih se muestra en la fig.

= N 4 3
rf(g) ‘:'I(G].’ seey 6.‘) ("3-3)
Este vector puede obtenerse mediante los vectores que unen los orfgenes de
cada eslabdn, partiendo del OT hacia la base. AsT se tiene que:

Pitt =5 7 Sin1

PpT Pyap v 0 =5 - (S5 - py) (4.3.4)

En 1o sucesivo, todos los vectores y tensores requeridos se representan en
el sistema inercial Xl, Yl' 21, Sin embarao, los vectores pyoY los ten
sores Ici tienen componentes constantes en el sistema Xi+1’ Yi+1’ Zi+i’
que es lo que se supone en este trabajo. Asi serd necesario realizar trans
formaciones de coordenadas, lo cual se efeCtda mediante los productos Ei’
que se definieron en la ec(2.6.4) como el producto de matrices de rotacién.
Ademés, Sigp - Py €S el vector que va del centro de masa del eslabén i
al origen del sistema coordenado fijo al OT, donde
en las ecs (2.6.25) v (2.6.27). Exoresando la ec{’.
cial,

s v s se definieron
- ;
~

&) en el sistema iner

+0

[Y‘.]] = §1+P Ayt .t _31'4.1'-'9']_1?”'91)

- - ), . “en
~17] ~122 En—lgn Ei(~1+1+51+1§1+2+



Fig. 4.3.1 Ubicacién del centro de masa del eslabén 1
con respecto al sistema de referencia.
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" Esto es:

[rijl =3 + E a, + ...t Ei

13 a8t P.p; (4.3.5)

1 ~T~1

La cual justifica la expresién (4.3,3), En adelante, ry Y sus derivadas
se representardn en el sistema Xl, Yl‘ Zl’ que se considera inercial. Por
brevedad, [ri]l se indica simplemente como r.. Al derivar ambos miembros
de la ec (4.3.4) con respecto al tiempo y tomar en cuenta las ecs(2.6.16),
(2.6.29) y (2.6.33), se obtiene la velocidad del centro de wasa del eslabdn
i como:

. . L 341 .
hes- E (~1+1 p1) ‘ E1S1+1 B0y xhy (s $i41 o) - i 1 a8 J 2
=0 exs 4 by epsy v Begxs 4

- (Bpe + Byey s+ Do xPils upe) - Bl By X osi

"B Spp XS T By g ks

Py = 0y € X [s-Py(si40m0)] + 85 5 X [sp-Pylsyy-p)1 + oo
oo+ 0 s x [s Palsii1704 )] (4.3.6)

Derivando ahora ambos miembros de la ec{4.3.3) con respecto al tiempo, se
obtiene

Fy = Ry § | (4.3.7a)

donde R. es 1a matriz de 3xn definida como

R o 3 s} 0 (4.3.7b)
. T N .3,
~i ael 392 28,

Comparando los términos de 14 ec(4.3.7b) con los términos de la ec(4.3.6),
se concluye que



v, S o : . - s
St mel X {simsa T ps) 0 sto§E A : 1(4.3.8)
905 TR L n il
=0 o si 3 > i il
Ademés
Qyi 95
a(')j BOJ-

donde se ha considerado que s define el centro de masa del OT.

La.epergia cinética para un manipulador con n grados de libertad se
expresa de acuerdo con la ec(4.3.2) como:

r. +u‘,.AI1.m.) ‘ (4.3.9)
donde L representado ecn el sistema inercial, estd dade por

I.=P. 1 PT

5
Li=Po Iy Py (4.3.10)

en donde T, es Tamatriz que representa el tensor de inercia del i° esla
bén, con respecto & su centro de masa, en coordenadas Tijas a este eslabdn.
Sustituyendo Tas ecs (473.75) y (2.6.172) en la ec (£.2.9), la enersaic cing
tica resulta: -

147 T i 5oLy : .
T=§@§m$$i+ﬂgﬁjg—§§ 1(0) 6 (4.2.11)
donde

e s 1143 ~1~7~1

i(6) = S[m.RIR. + ALA,] (£.2.12)
i " .

es la matriz generalizada de inercia cel manipuiador, la cual es obviamente
simétrica v positive definicc. )

b). Energia potencial.

La eneraia potencial V del sisiemz articulado es igual a la suma del



eniro’ de masa de cada eslabon desde

(4.3.13)

donde VO es una constante que depende del plano de referencia elegido y
T = [g s g“, 9, 1 es el vector de gravedad dado en el sistema inercial como
= [0 e, - 9. 81] (ms 2) cuando el eje Z1 coincide con la vertical y es
ta dirigido hacia arriba. Se supone que la cadena cinemdtica opera en un cam
po gravitatorio uniforme, coincidiendo el centro de masa con el centro de gra

vedad de cada eslabén.

c) Ecuaciones de movimiento

Para obtener las ecuaciones de movimiento se parte de la ec (4.3.1).
A continuacidén se demuestra la siguiente relacidn fundamental

Br
d (BT] L
= T [m =L o F ve, e {w x 1L + 1,
dt 39 80 i i aeJ ~1 <] e SRS e B

)1 (4.3.14)

LE

1a cual Kane et al. (1983) establecen como:

d (o) o7 RGO
f = =—=—{ - X [—L] S S [ - ] v, X L. S+ 1L w ] A .3.15
- dt{aé] 89 BT Mty b (91 5% i W )

[eae]

siendo ¥ Tla Tuerza generalizada de inercia; 1o que Kane no hace es demos

trar rigurosamente la relacidn (4.3.1%) para cuerpos rioidos. En lo siguien
te se discuten algunos puntos de la formulacion de Kane (1873} con lo que se
1lega a resultados aue facilitan le interpretacidn del modelo fisico. Deri
vese parcialmente la ec (4.3.11) con resnecto a la velocidad aeneralizada 0,
con 1o cue se obtiene: )

-=1(0) & (4.3.16)

Qr le;
el buert

Expandiendo la ec (4.3.16) para la articulacién J, esta es



- 99 . .

- T J T T
{ E1£C1P1 * E1lc1p1 @1XP1IC1P1 ¥ P ! (w1xg1)

en las que se tomd en cuenta la ec(2.6.16). Ademds, aplicando Ta ec(2.6.14)

wy X Pyo= (g x 1) Po= 0y By “ (4.3.19)

-donde Q; es el tensor de velocidad angular definido en la ec(3.3.2.1). Asf

T T T T : _
(w; x P} =gy By) = - Py 0 = - By xowy X (4.3.20) ..
por lo que finalmente,
i., =, x I, = b %, (4.3.21)

it T

Sustituyendo las ecs {£.3.18 2 21) y (2.6.16) en la ec (4.3.17), se tiene

\ (Dr N {ar ! )
d ]E)T ip . \T . ~i o
—~ = Z [n. ——-l v, H(w, X e, 1, w, + »———] m. r. o+
dt eiJ ;8 1N bt R s lBGj i %
T T o
+gj((i)1,\£].—1,\w)&\+
T 5.3.22
+ Ej li ‘fi” ( . 5)



S 1000

En esta expresibn

T -
&5 I Xowy s wg 0

Ahora 1a expresién (4.3.22) resulta

. or,
20 e r 0 £ T g L

T . a
e (Lgi x 1 w1 I (i)_‘) (4.3.23)

Por otra parte, derivando parcialmente 1a ec(4.3.11) con respecto a la coor
denada generalizada 0.,

J
ar 3w T 31,
ol =T 5 ~ 1 7T i
Tomntn gt e [ 1y v 3 o] 55t ) (4.3.24)
J 1 J J J
en donde se tiene
W . a .
7, " g0 ey the vl G T
J J ~
que resulta reducida a
w,
'I = - N S . A
a5 ¢ i) j=i  (83.29)
=0 j>i
Ademés
T
RS R B '[ap‘]
aej aeJ ~Ci ~i ~1 sl aea
- T T.T _
- EJP1ICTP1 * E]Ic1p1 E' Ejii IiEj
= e, - 4,3.26
93 X I I X eJ ‘ (v )

en donde se tomaron en ctenta las ecs (2.€.9) y (2.6.14). Sustituyendo aho



=1 [m.r, [&)1- (w: x e )T (I.’mv) k ' ' (4.3.27)
i i~ aej ~ ~J i

Al comparar este resultado con la ec (4.3.23) se obtiene la expresién propues
ta, ec (4.3.14). Al derivar la ec (4.3.13) parcialmente con vespecto a 8,
se obtiene

= q. el .
5§ = - {? L» BOJ g (4.3.28)

Sustituyendo las ecs (4.3.14) vy {4.3.27 y 28) en la ec (4.3.1), el resultado
para el eslabén Jj es

f:*_iV_.—_z a__‘:._iTmF +eT(m %1, w + I,ow,) (4.3.29)
3798 (e i TS T A T Yy e
T - -
= ¥ 5.0 T.o- (s, LRI B P S T 4.3.20
% % [ﬁj F L ey e X (e )

donde el miembro derecho representa la proyeccidn de la fuerza genevalizada
de inercia sobre el vector uniterio e.. lo cual no aclaraKane en su plan
teamiento, pues e = a?i/aéj de la eé (2.6.172), v afi/ggj estd definide
en 1a ec {4.3.8), en donde se consideraron ias expresiones {4.2.1 y 2). E}
miembro izquierdo vepresenta la fuerzea ageneralizada activa que puede ser de

contacto, disipativa o gravitatoriz, ¥ Kane representa como:

* 3{”]~ T o r?’"{x BN .
f- [) = (4.2.10)

W
o

Tento w como ©» se caiculan recursivamenie como en las ecs (2.6.22)



=102 -

(2.6,25). " La ace]erac10n dey centro de’ ma5a puede catcu1urse aprovechando

1os resultados recurs1vos d Ia ec (? 6 5) a partxr de 1a base, en ]a s1guxen

te forma:
£y = Yytey (4331a)
R TR -4,  ‘7°1 e o L L (esawm)
i © gw*‘lﬁ"?i*fi"“fi"??ﬂ :51-1+‘31X(§1+E1)“1’1*[‘1’1"(31*91)] (1.3.510)

Tn = Un
donde [pi]1 se representd por p.

~

Derivando la ec (4.3.7a) con respecto al tiempo, se tiene

RO =Ry 04 Ry E =gy B g (¢.3.32)

Al sustituir esta Gltima expresion en la ec (4.3.29) y considerar las ecs
(2.6.17) v (3.3.3.1)

*

£ = 1(0) 6+ (8, 8) 8 + b(6) (4.3.33)
donde ~ i

1(e) = = [m; Ry Ry + Af 1 7 - (4.5.12)

€6, 8) =5 [m RIR, + Al 1, A, + Al 1. A.] (4.3.382)

MM TS IS B BRI B TS I s9e9n

ar. 1

o(e) = - (f my 5E) ¢ (4.5.34b)
= Te v v 6. L I i a i

é‘iw_L"l X Wi € R s ey @4 Rbgy D s 03 (4.3.34c¢)

tn la ec (£.3.32), el término K. se calcula empleando ia ec (4.3.8) derivs
N3 Ll

da con respecto al tiempo, teniéndose que



ﬁi = : (4.3.38)
donde i
o dj iBr{ a zr é‘ azri ; azri "
'._:'—z._.‘_."'_.‘ Lo ~ , + ~ —
80; dt §ﬂjj 30 36 36700) 1 © 90,90, 2
. s
* w5ae O jsi
90530 i
Ademds
azri '
R S IR IS p;)] i>j>k (4.3.36a)
J
a?ri
38.56k e X Loy x {5y = 5441 * £5)] i>k>j (4.3.36b)
J
o bien
32Y‘i ar].
7,30, ~ ok 3, P>3>k (4.3.36¢)
J ¥ J

completando asi el cdlculo del modelo dindmico.

simétrica con respecto a j y k,

t [ar 9] :

g4
d

2

T3
6t

Zl:

IR
P =1]
2

de las ecs (4.3, 36a y b).

Notese que a v /99, aek es
Entonces

(4.3.37)

En la ec (4.3.33) aparece nuevamente la matriz generalizada de inercia, la

cual se discutid al obtener la ec (4.3.11).

tiva definida y su elemento I,

=1, ...,n ¥y k=3, ..., n.

segundo término del i2 sumando de la ec (4.3.12),

es funcidn de 63, 0.
Esto se debe a que e1 elemento j,k del

Esta matriz es siméirica, posi

, 6 para

g+ n

(@50 e



i,

En forma semejante se obtiene una relacidn andloga para el primer término.

1(9)

9
Né;ese que en general I(e) f

4,4 FORMULACION DE MEWTOM-EULER

Este método, tal como lo presentan Luh et 21. (1280) recuiere la apli
cacién de Tas ecs {4.2.1 v 2), las cuales son evaluadas aplicando las ecs
(4.3.31¢), (2.5.22) v (2.8.24). Les fuerzas que actdian en cada par se cal

culan en forma regresiva, cel 07 hacia la base, mediante

e 4T i
.= f.,, + T, 2.3
L TR TS B (4.2.3)
e £+ (2. +p.) 4.2.1
, = . . X . . ¢ F. o+ . Yol W ke
B % Ngep 78 X 1 (31 Py X Tty ( )
en donde f2+1 Y n%+1 representan la fuerza y el momento que ejerce el

0T sobre el medio externo al menipulacor. T1 woiento requeridc en cada per

w
se obtiene proyectando s sobre ¢l eje cue devine 2l mar, ¢ sou
T, = (n,) ¢, - (4.4.1)

nroduciéndose el mismo resuitadc cue en la ec (4.3.30) reescrita en la si
guiente Torme

o [a't"i T T -
o n e () + e (waxiaes + a0 t.4.2
iy DG.} g {75-9) e5 lugri e 11‘”1‘% (£.4.2)

aue es el resultado cue nlantea Silver (1982) sobre 1a eficienciz de célculo

entre ambos métodos, el de Mewton-tuler el de zuler-Lacrangc.



A continuacion se determinard el nimero de operaciopes para evaluar:
la ec (4.3.33) para i=1,2,..{,n. Lla matriz Ly Ai aparece tanto en I{6)
como en C(8,8) por lo cual este term1no se eva]ﬁa y se almacena. E1 nro

ducto de 1;1 nor gj, siendo gj referido a1 sistema i, requiere 9 mul
tiplicaciones y 6 sumas para esto y ¢ multiplicaciones y € sumas adicionz
tes al referir este preductic al sistema 1, teniendose 18(%) (n+1) multinli
caciones y 12(%) (n+1} sumas. La matriz Bi se aplica también en 1(9) Y
E(Q,é), requiere que se refiera Si+170; al sistema 1, para lo cual se efec
tdan 9 multiplicaciones y 11 sumas, ademds € rultiplicaciones ¥ 6 sumas pa
ra el sroducte cruz, afl/ael no requiefe transformacidn y a[n/sg se cal ,
culé en la cinemdtica inversa, To gue resulta en un total de 3{n-1)(n+1)
multiplicaciones ¥ (n-1)(5+3n) sumas. Lla matriz An se calculs también en
Ta cinem&tica inversa, contiene Al’ AZ’ ces An-l no requiriéndose ningu
na operacidn extra. La matriz A;,» expresada en Ta ec (4.3. 34c), séio re
quiere productos cruz para cada i, necesitdndose 3n(n-1) multipTicaciones
¥ 3n{n-1)/2 sumas; igualmwente Ta mairiz aggi/agz, expresada en la ec
(4.3.36c), requiere productos cruz, necesitdndose m = % 3(1-2) (i-1) multi
plicaciones y s =.g’2(j-2) (-1} sumas para su cilculo, al tomar en cuenta
la simetr{a; ademds n' = Z 3(i-1)° y s'= 7 3(3-2) (j-1) npara obtener

todas las Ei’ puesto que _lgn se calculd enJT% cinemdtica inversa. Para

la evaluacién de la metriz enerc1izudu de inercia se requieren m"= I 3i(i+

1)/2 rultiplicaciones y s"= 2123(}41)/2 sumas para RT R., m"= g 31 -1)/2

Rrultiplicaciones v "= :Elj(g 1) sumas para AT A.. La matr1z C( ,8)

presade en 1a ec (4.3 .uZa requiere n'Vs= it 3(1~-1§ mu1t1p11cac1ones'd~
v

1
i-

n
L3
(i
8

e

'

n . N 3
= 1.gl?.(a :1) sumes en cada uno de los siguientes términos: R% R

A; 1A,y A I. A y3 que no son matrices simétricas. En total son ne

i(181-127  (multiplicacicnes) (4.¢.2)

pare eveluar 1z ec {4£.3.33}, en particular pare n=6 se tienen 1826 mulii
plicaciones v 1370 sumas; este total es inferior a 2195 multiplicaciones y
1718 sumas gque reporia Hcllerbech (128C), obteniéndose numéricamente Tas ma



“trices de inercia‘generalizada‘y de térininos centrifugos que seran emplea

dos al Tinealizar 1a ec (4:3.33). La ec (4.3.33) se aplica junto con la so
lucidn del problema cinemdtico inverso al definir una trayectoria nominal.
Si sélo se guiere evaluar las fuerzas generalizadas, conocido el valor de
cada variable articular y sus primeras derivadas. es mds cficiente aplicar
la ec (4.4.2) con la estructura recursiva de las ecs {4.2.3 y 4), empledn
dose 852 multinlicaciones y 720 sumas, como indica Cvetkovic (1982). EI
algoritmo para evaluar 1a ec (4.3.33), as{ como la linealizacidn de esta
ecuacién, se encuentra implementado en el apéndice.

Ejemplo

Para el manipulador industrial con seis pares de rotacidn, Cincinnati
Milacron serie T, cuyo diagrama cinemdtico se muestra en la fig. 4.4.1 se
calcularon: la posicién, la velocidad, la aceleracién y los Mmomentos nece
sarios en cada articulacidn, sin considerar élementoc disipativos, ni carga
en el OT. Los valeres aplicando Ta ec (4.3.33), (4.2.3)y(4.2.4) concuer
dan hasta la séptima cifra en une microcomnutadora compatibie con IBM. EI
tistado para el cé&lculo mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange se encuen
tra en e1'apéndice. Los resultados se muestran en las grdficas que apare
cen en las Tigs. 4.4.3 a 4.4.8. Con respecto a esta Gltima figura, las grd
ficas puedeninterpretarse como sefiales ruidosas que tienen el valor
06 = 7/2, éG =0, 66 =0 v f; = 0. Los pardmetros v nropiedades inerciales
se encuentran en la tabla 4.4.1. E1 manipulador sigue una trayectoria, rec

ta con
X = 1.33125 %= 0mls £ =0 m/s?
Y=rp L Y= /s Vo= Bow/st
Z=1.79875 v 2=0ms z=0m/s"
A, = 1.0 adin o, = 0 rad/s W, =0
o4 = " 1 L= N o=
2i, = 1.0 ) g, =0 v, =0
2x. = -1.06 v v, =6 " w, =0
- 2 Y
tr(R) = © “ 2aa=0o" “2uth =0

donde B es une funcién dependiente del tiemno, con las restricciones si
quientes:
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Fig. 4.4.1 Diagrama esquendtico_de un manipuiador con
seis pares de rotacién. (unidades en metros)




Tabla 4.4.1 Parametros &vprqp

‘ rciales:de’ d;ﬂé§1ébonééwaé]'f
maniputador de la S RENE

Estabsn  di{m)  by(m) ay(grad) . o, (grad)
, : (inicial)
1 0.0000  1.5000  90.0000  0.0000
2 1.0200  0.0000 0.0000  90.0000
3 1.0200  0.0000 0.0000 -135.0000
4 0.2000  0.0000  90.0000  45.0000
5 ©0.0000  0.0000  90.0000 900000
6 0.0000  0.4100  90.0000  90.0000

Eslabén 1 2 3 4 5 6
masa(Kg) 680.0000 360.0000  180.0000  55.0000 36.0000 68.0000
p,(m) 0.0000 -0.8700  -0.6400  -0.1200 0.0000  0.0000
p (M) -0.3300  0.0000 0.0400  0.0400 -0.0500  0.0000
p, (m) 0.0000 -0.1300 0.0000  0.0000 -0.0800  0.0000
Ixx(Kg-m?) 0.0000 11.0000 1.1000  ©.4400 0.4700  0.4400
Ixy(Kg-m2) 0.0000  0.0000 0.0000  0.0000 0.0000  0.0000
Ixz " 0.0000 0.0000 0.0000  0.0000 0.0000  0.0000
Iyy "  62.0000 53.0000  44.0000  0.9100 0.3300  0.6400
Iyz "  0.0000 0.0000 0.0000  0.0000 0.0000,  ©0.0000
0.8200 0.1800  0.7300

Izz " 0.0000  44.0000 44,0000



B(0) =0m © B0 =AM =0 T=1segundo

B(T) =1m fi(o) = &(1) o '

Esta funcién se sintetiza empleando funciones spline (Angeles 1983), que
produce Ta gréfica que se muestra en la fig. 4.4.2. Los resultados obteni
dos concuerdan con los esperados, pues el momento 2 es el mds elevado ya
que soporta la estructura del brazo. -

4.5 APLICACION A SIMULACION

En  simulacidn es necesario contar con un modelo dindmico de 1a forma

ol * %
p(ty) = g

donde f* = f*(t) es Ta historia del vector de fuerzas y pares aplicados
por 105~moto;es de las articulaciones, que se suponen conocidos. Esencial
mente lo que se. tiene ahora es el problema dindmico directo, esto es, cong
cidos Tos vectores 6(t) y p(t), que definen el estado del manipulador re
presentado por §(t)~= [QT(g), pT(t)]T, y el vector de fuerza aplicada
f*(t), determinar §(t) = é(t): con el objeto de calcular p(t), y de
ahi g(t), en el instante siguiente. Este modelo se obtiene~fécilmente

a partir del modelo producido en 1a secci6n 4.3. En efecto, la ec (4.3.33)
permite escribir

*

= 1"Me) [f" - (8,p) p - blO)] (4.5.1)

T

AsT, la obtencion de é como se indica en la ec (4.5.1) s6lo requiere des
pejar p, o B, de la ec (4.3.33), En virtud de que Ta matriz I(8) es
positiva definida, esto se puede conseguir mediante la aplicacién aei méto
do de Cholesky (Dongarra et al. 1979), que requiere en total Mc multiplica
ciones y SC sumas, donde Mc y SC estan dadas por

M= n3/6 + 3n/2 - 2n/3

Se= /6 + n? - 11n/6 (4.5.2)
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Fig. 4.4.2 Funcidn g generada por una spline y sus dos
primeras derivadas con respecto al tiempo.
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Fig. 4.4.3 Historia de posicidn, velocidad, aceleracidn y momento

en el primer par de rotacidn.
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con un tota1 de M mult1p11cac1ones y S' sumas, donde T

=
1

T ' ' (4.5.3)

Sn = SC + SI _ (4.5.4)
En las ecs (4.5.3) y (4.5.5), My SI son Tos ndmeros de multiplicacig
nes y de sumas requeridos en e] problema dindmico inverso discutido en la
seccitn 4.4. Particularmente, para n=6, los ndmeros anteriores se redu
cen a

1
]

Mo = 86 + 1896 - 765 = 1217 (productos)

61 + 1370 - 510 921 (adiciones)

1
u

3

que son menores que los requeridos por el algoritmo de Walker y Orin (1982},

. n
ya que no desarrollan la matriz C(8,8), que requiere ‘izl 9(12-1) produc
n ~ o~ = —
tos y 'j§1 6(j2-1) adiciones, " sino un vector definido como:

—
—
<D
—
[}
u
—
—
=%
—

calculando sdlo los elementos de la matriz generalizada de inercia, neces1
tando en total (Malker et al. 1982)

]
= 1627 (productos), S = 1261 (sumas)

Esta reduccidn en el nimero de operaciones siguiends el proceso de Walker
y Orin para simulacién es una contribucién mas de esta tesis.



5.1 INTRODUCCION

E1 objetivo de este capituio es reducir los efectos de las perturbaciones
externas que se presentan al seguir el CT del manipulador una trayectoria nomi
nal con lo que se evitan cambios no deseados en la salida, tales como las posi
. ciones incorrectas y sus derivados con respecto al tiempo., Para Tograr este
fin se linealizan en forma algoritmica Tas eFuaciones dinamicas obtenidas en
e} capitulo anterior, alrededor de una trayectorial nominal. De esta manera
se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de coe
ficientes variables con el tiempo; las que se emplean para fines de control
en el espacio de estado. Se obtiene un modelo que proporciona informacién so
bre el sistema fisico y las interacciones dindmicos entre eslabones y permite
evaluar alternativas en el disefio de controles lineales para manipuladores con
realimentacion,

5.2 FORMULACICN EN EL ESPACIO DE ESTADQ

E1 modelo dindmico expresado en la ec (4.3,33) puede definirse en cual
quier instante de tiempo conociendo los valores de las variables de cada ar
ticulacion, asf como sus primeras derivadas, Las 2n variables de estado
independientes que pueden elegirse, el desplazamiento @ y la ve]ocidad‘ i,
contienen informacion suficiente para describir la p051£16n y la ve\ocidadA
de} manipulador, son accesibles y pueden medirse directamente con instrumen
tos facilmente disponibles (codificaderes optoelectrénicos, generadores de
corriente directa, etc.). Con estas mediciones puede calcutarse la acelers
cion mediante el modelo formulado en el capitulo 3, Sin embargo las varia
ciones de carga, el juego en los engranes y la friccidn que existe entre los
elementos mecdnicos, desvian el sistema de la trayectoria nominal, Al réa1i
mentar las perturbaciones cue sufren ias variables de estado, en sus valores
nominaies, a un algoritmo de control disefado para el modelo dinamico Tinea
Tizado, se puede controlar el movimiento del sistema (Brysog vy Ho 1975).
Definiendo el estado del sistema con el vector {T = [QT, El], el espacio
de estado del modelo dindmico no lineal expresado en la ec (4.3.33) es
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donde

plo, » £) = 17He) [f - ¢

8, p) p - b(6)] (5.2.2)

Este modeio exhibe las caracteristicas no lineales y acoplamiento entre ecua
ciones. La forma de transformar el modelo no 1ineal a uno lineal y variable
con el tiempo es Tinealizando las ecuaciones de estado. Para desviaciones
pequefias de 1a posicién de referencia, la ec (5.2.1) se expande en serie de
Taylor alrededor de l1a trayectoria nominal y se retienen los términos de
primer orden (Angeles 1673) cbteniéndose el modelo en el espacio de estado
linealizado como sigue

p L; ] f L3
6;= ap T qap | s (5.2.3)
~ |98 8 af"
0 bien
x = Alt)x + B(t) u (5.2.4)
con
o1 e
! o )]
RN B R R T T
x = [88, op'] At rg 3 B(t) o |
o 96 3P _"i}
o= e, 6 - (ot

donde las derivadas parciales se evallizn a 1o largo de la travectoria nomi
nel o = 8(t), é = p(t), § = é(t), calculadas mediante un proceso de sinte
sis de trayectoriz e inversidn cinemdtica segin se describe en el capitulo
5. Cada submatriz de la matriz Q(t) de Ta ec (5.2.4) es de nxn vy el ren
g1on inferior indica que 1a aceleracion de los esiabones es funcidn del des
plazamiento, la velociaad ¥ Ta Tuerza generalizada activa.



5.3 LINEALIZACION DEL HODELD DIi‘fAi-iiCO '
e
E1 concepto detrds de la linealizacidn con respecto a una trayectoria
nominal-es encontrav una-aproximacidn lineal de primer orden a la verdadera
perturbacion del vector de estado (Reid 1983}. - Asi, partiendo de 1a ec
{5.2.2), se tiene :

sp = s17(e) [+ - Clo, pip - b(&)I+

17e) 67" - 60(0, p) p - €8, B} & - &b(e)]

donde

I ~ A ~ ~ a0 M
aC(e, Q) 3(}(9: g)
scle, p) = A T
2)21"
\ _ ~i
8b (8) = - |Zm, > gl 66
.l ;o 2% =) -
Por Yo tanto
2
31(8) acle, p) 3.
. 1 [ APV AR i N
5 DO b5 2 * —5g R - M gpr gf o0
N - 1 -
ac(e, p "
+ {_—5:.—”— p+C{6, p)p on - & (5.3.1)

8 1, . Jer(e)y . ac(e, pl v, T
NP | D+ e p - I —3— 0] 5.3.2a)
ot ~ 2 [ o8 - 6 1T L4e ~i

o - dC(8, ) B
S .1 MR . \ "
T 1o(0) 5 P cle, p)| (5.2.2b)



{5.3.3b)

(5.3.3¢)

A continuacion se determinan los elementos que intervienen en la ec
(5.3.2). La ec (4.3.33) representa la fuerza generalizada del sistema, v
para el j-ésimo eslabdn se emplearan las ecs (4.3.12) y (4.3.34a) como:

: T 71
- ~ L
I;le) = [mw(aeJ -5 ey LAl (5.3.4a)
fio7 o0 |
gj(g E E [mT(86 ) 50 + 331151 +(e X ) I A ] (5.3.4b)

que representan vectores renglén de dimensidn n.

La derivada parcial de 1a matriz generalizada de inercia con respec-
. to a las coordenadas generalizadas se obtiene a partir de la ec (5.3.4a)

en la siguiente forma:

11j(e) . sl (o) 7 el e} '
. S M Ja N : IN SV
ar ¥ [ml ARERE) : (5.3.5]
Cada elemento se caicuia comc
al.(6) acr, ar, or """r.
~3Ta el S VA ) S
so— &7 % il ow) a0 )+l ) (g550 P *
o€ - ol ok,
347 T 5T R ~1 s -
* ({ac} Pl T Jhp 2i L N P {5.3.5a)

La derivada parcial de Ai con respecto @ la coordenacda generalizada ey se

obtiene a partir de la ec{2.5.17b}, teniéndose
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By ,
-~ [4 T ; .
o, "o Lt G
BPLT i _
30, L& Geene--Gared = ¢ X[ev+1’ g

-
[}

e x{A;-

N ~|) i i ‘ (3.3.6)
en donde se aplicd 1a ec (2.6.15a). _Sustftuyendo este dltimo resultado en
1a ec {5.3.5a) junto con la ec (4.3.26), se tiene:

oLs(0 Pri oL an gty
Bek p= ?[m_‘(a—é;a—ej—) (3—9— ~) + mi(ﬁ}) (aek g}z) - e I e XAkp] (5.3.7)

La derivada parcial de C(Q,B) con respecto a las coordenadas genera-
Tizadas se obtiene a partir de la expresién {5.3.4b), por lo que

OCj(O,p) BCj(e,p) BCj(O,P)
I A S el SRS i & (5.3.8)
y cada elemento se determina como:
2 ) 2
ac.{6,p) 3 ar, ar ar.,
jrook _ 16T, % ~i0T0 i
p=z[m ) (55— p) o+ om ) e, P
Bﬂk J i BSJBGk 89 ~ i BOj aekag ~
de. B aA,
<3\T T T ~i
+ {(-ﬁ;0 Lte, } (A P)te. I ( ) (ewa ) '1(30 p) +
ae. du, o1,
~3 T ~1 T YR,
+ {(acl xwg) 1o+ (eJx“b ) L +(e]xm ) EETJ (5.3.9)

En esta expresidn existen las siquientes simplificaciones que se hardn.con
base en las ecs (2.6,15a), (4.3,25) y {£.3.28).

50T, LT T ) T T
Ugs, ) 2" & o, 10 Ap = [leyxe ) I1+§J(EsXI 1 e ) I Agp
T T:
= (gdl]xel) éig {5.3.10)
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A SR
eprey g e Kiep v 10 Loy +

Legxli=Liepdy;

= ’ 1 - T
[(epxe )nusve.x(eyxw;) ex(eprw )] Lo +

T T T
legrogdxe, Iliwy -[legxe Lxe To,  (5.3.11)

Por otra parte, se puede fdcilmente demostrar que

'+e'X<erxm‘)+(§jX91)XEkJT(IiTi) =0 -~ {5.3.12)

[(gkxgj)xQ] R S

hf

[ij(EKXQE)JT£191+[(§jX§1£i)ng]T@iz[(gi'gk)T(EjXT¥£1)ng ((5.3.13)

Introduciendo las ecs (5.3.12 y 5.3.13) en la ec (5.3.11), ésta queda

Bej awi T
[-é—é-l— X(_l},i + E.X ge—k-J Tow, +

J ~V L
a1, - -
T "2.T T T, - . \
+ [legney) 30, wy== (o ) He o e (v.3.14)

Para obtener aA;/aeb se parte de le ec {3.3.3.2) con i < 6, teniéndose el
siguiente resultado al aplicar las ecs (2.6.15a) v (4.3,25)

ohy ‘o R S R 3
ET R S T T S AT
Otusg _1 ag .
Wi-1 !
e XELt ==
BTN Xet vy X a0y, J

1 teX g o eyt Klepie o).

1§
—
[oe]
e
>
—
D
=
b
2
=
+
—

en qmuy, ) b o%eFic, Jn{e xe. )]
e R N LA
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Al desarrollar el Gltimo té‘r‘miﬁ;d se t1ér_1ye, qde
(g g )regtoy gx(epxe;) = g ( ugpxeg)

Por 1o tanto, se tiene ahora

e ouklegie )y gorleg)-lug e e,
veagiRlen) -l e ke ] (5.3.15)

Sustituyendo las ecs (5.3.10 a 5.3.15), (5.3.6) en 1a ec (5.3.9) se llega
a:

2 2
T ]. or. a’r:

ac.(e,p) roy
ae p) "‘i(ﬁ) (aekae p)+

~J -~ o~
"'a@”“K ? Im; (ae z)e

-[gJT.Iﬂ-xgk]T(/}ig) tey (gg— pl+ e, Xw L ey xluw;-w )} +

-(wj-tgk)T {gjx(ghi)} xe, | (5.3.16)

Sumando 1a ec (5.3.7) con la'ec (5.3.16), y tomando en cuenta la expresién
(4.3.32), se tiene que

2
a1.(0) aC(e,p) 3°r, °r ar ar
~jra . ST i (TS .
D+ -z m ) g = il (557 p+ Pg)
aek - aek L i i aejaek = 5 aekae 2)6 2)9
ar, - ar,
~iyT 94 T ah o
+ mi(ae‘]) 39, " ‘331191‘(Aik”~‘k‘3)+
A, p
T ik .
*el m 1 | (5.3.17)
o bien
82"' ar A
. ~4 e i T 3 " 3A.
W(g,psB)= Xl m(F ~g)+ (=1 Do m (F .gy.,T 2
- i 58 1 ~i o~ 39 EE 'I ~4 g)-Ail-(éic‘P TE)] (5.3.18)



et [e X(A p+A p), e x( opHh; p) e x(A pAP)]
la cual es una matriz-de vectores tridimensionales, ya que tanto A p
como;A.p ‘se reducen a vectores tridimensionales.

La razbn de variacién de C ( ) debida a la velocidad de las coorde
'nadas generalizadas se obt]ene ahora, partiendo nuevamenie de la ec (5.3.4b)

(8,p] 5C.(6,0) 3¢ (6,0
323(9 E) ) U~J(g P ; u:J(? P
5 p 5 Preees —Hp

-~

n

o bien, para el elemento k

2.

acJ( ) ar, T a'ry 7. QAP A,
g, 0 FImite) agapl P ity op, *oyap, (Liwgd] (5:3.19)

Al derivar la ec (4.3.7a) con respecto a P> Se tiene

apk aek

pudiendo concluirse que

5 Br] azri a?i
§j'(55;) p= 56 P =5 {5.3.20)

Ahora se reescribe A, daao en la ec {(3.5.5.2) con 1 < G en la s1gu1ente
forma:

Ap = 10, preprens . ipyytppe) *oud py 18y y)x gy

Al derivar parcialmente esta expresifn con respecto p, se obtiene la si-
guiente relacion

~

o ,i R
== [C,...,0, ex e

e Xe,
3Py,

b S 5 I St B

la cual es una matriz de vectores tridimensionales. Al nultiplicar la
expresion anterior por p se obtiene el siguiente resultace
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oy : “, . T
bap; = epx(PypBn et Pi8y) Xl ) o (8.3.21)

De la misma manera, derivando di de 1z ec {2.6.17a) con respecto.a p, se
tiene que —— e S

duglapy = ey (5.3.22)

Sustituyendo las ecs_(5.3.20:é:S,SaZZ)JéﬁTTéye;f(5:3.19) se tiene, para el
elemento k, ' e R N

3c. (8,p) ar .
Jivel - Ay 195 T, 6T .
“op, 07 I 1(393) 5, &L elum ey ) ] (5.3.23)

Sumando las ecs (5.3.23) y (5.3.4b) se obtiene

3C.(8,p) N
T B PTC I ALty B U PO
ap pt Ej(§=E) ?[2(mi(aaj) o + 531151) il L Guyehy) +
clex L) Act(e.xw) 1.8,] - (5.2
SRR S 3.
o bien
o r? Y
v(a,p) = Z[Z{Ni(«g ) A I A 14
Al g ]
W T 1,7, )
*n 'iml“il'l “l"lwliA'i] -"1;;;_1& (5__5.25)

donde

Ing "Lhapgee s Ljoxeo,.oon Loy
la cual €5 una matriz de vectores tridimensionales.
5.4, PERTURBACION LIfiEAL DE LAS ECUACIONES DINAMICAS

Las ecuaciones dindmicas son linealizadas alrededor de 1a trayecto-

ria nominal del manipulador, c bien, alredecor de la trayectoria real, si
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8 8y8 se obtienen mediante médidiones “Los términos de a]to orden,

al. expander eé serie de Taylor, se supus1eron desprec1ab1es en la ec

(5.2.3)f ‘La ecuacién de perturbacidn 11nea11zada puede reescr1b1rse como:
8t = U(e)ed + V(e,6)80 + u(e,6,8)88 - [RLE S (5.4.1.)

cuyos elementos se encuentran expresados en las ecs {4:3.12), (5.3.18) v
{5.3.25).

Ejemplo

La ec (5.4.1) se aplicé al robot manipulador de seis ejes mostrado
en 1a fig 4.4.1, con el fin de verificarla. La trayectoria nominal estd
definida en el ejemplo de la seccidn 4.4, Esta trayectorié se considera
perturbada al seguir el OT las siguientes coordenadas

x = 1.33125
y:ﬁ
z = 1.79875+0,03 sen{2ng)

con las misma orientacidn, siendo 8 una funcién de tiempo suave, es decir,
g y B son funciones continuas de tiempo en el intervalo [0,T] tal como

se describe en el ejemplo de la seccién 4.4, La fig 5.4.1 ilustra al mani_
pulador v las trayectorias que sigue. Los valores de la trayectoria nominal
del OT, que corresponden a t=0.05 s, asi como los valores nominales de las
variables articulares y las perturbaciones de 6, é, é se muestran en la
tabla 5.4.1. Las perturbaciones en g, é y é ée obtienen al aplicar las
ecs (3.3.1.10a y 3.3.1.20), (3.3.2.14) v {3.2.5.5) a ambas irayectorias v
se evaldan cono 80 = 0 - B, 66 =0-p ¥ §0 = @F- p . siendo o el

~p
valor para la trayectoria perturbada. Las grificas para las-trayectorias
nominal y perturbada pare un intervalo de un segundo se muestran en le
fig 5.4.2. La perturbacién en fuerza se obtiene aplicando la ec {4.3.33)
o (4.6.2) & ambas trayvectorias y se eval{a como 8f = fp—f*. Las grdficas
de fuerza también se muesiran en lz fig £.4.2, Néteserque las gréaficas

ue corresponden a l1as articulacicnes 1. 2 v & son idénticas.
q p

E1 error que se obtiene &l comparar la perturbacidén calculada median
te la ec (£.4.1), 1a cual es una aproximacion & la vercadera perturbacidn,
v la obtenida por la diferenciz entre travectorias, se muestra en la tabla

.8.2. Este error resulta peqgueno comparade con los valores nominales.
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Trayectoria perturbada

JB1B5m 0 <ggl

Hoa o

— T

X
¥
z=1,79875 + 0.03sen2ng

Fig. 5.4.1 Esquema de un manipulador con seis pares de
rotacidn y las trayectorias nominal (paralela
al eje Yl) v perturbada.




Tabla 5.4:1 Valores de la ubicacién/y‘gfiéﬁﬁééiéh

ZAX =-1,00000 (adim)
ZAy = 1.00000 "
ZAZ =-1.00000 "
tr(R)=0.00000 "

x = 1.33125 (m)

y = 0.00082

z =1.79875

. Valores de las variabies articulares

Eslabon

oy U3 W N

Oi(grad)

0.05073
89.99937
-135. 00000
45.00008
90. 05075
90. 00000

Lo 1ee -

We

w, = 0.00000(rad/s) = 0.00000
w, = 0.00000 " G =0.00000
w, = 0.00000 " =70.00000 *
-20'A = 0.00000 *  -2aA = 0.00000
X = 0.00000(m/s) X = 0.00000(m/s?)
y = 0.04894 " y = 1.95774 "
z = 0.00000 " z = 0.00000 "
éi(rad/s) éi(rad/sz) f:(grav.)

0.53123E-01 0.21251E+01
-0.42705E-04 -0.42573€-02
0.42707€-04 0.42572E-02
0.25818E-08 0.39416E-06
0.631236-01 0.21251E+01
-0:65585E-09 -0.39723E-07

0.00000E+00

-0.21419E+04
-0.21419E+04
-0.49246E+03

0.21442-04

£ (Nem)

0.56318E+03
-0.21292E+04
-0.21382E+04
-0.49247E+03
-0.48543E+02

Perturbaciones de las variables articuiares

Eslabon

oy

Foo TR I N #% B N

6ei(rad)

" -0, 50000E-G5

0.15100E-03
0. 63000E-04
-0.21300E-03
-0.40000E-05
0. 0000DE+00

6éi(rad/s)
0. 40000E-05
0.90420€-02
0.37480E-02
-0.12790E-01
0. 40000E-05
0. 00000E+00

0.00000E+00  -0.25151E-07
Géi(rad/sz) df;(N—m)
-0.10000E-05  0.25281E+01
0.36154E400  0.18507E+05
0.15000E+00  0.8051DE+07
~0.51156E+00  0.185258+07

-0.10000E-05
0.00000E+00

0. 20000E-0¢
0.00000E+00
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Fig. 5.4.2 (continuacidn) Historia de posicidn, velocidad, aceleracidn
y momento en el segundo par de rotacidn (nominal y perturbadq).
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Fig. 5.4.2 {:ontinuacidn) Historia de posicidn, velocidad, aceleracifn y
momento en el tercer par de rotacién (nominal y perturbado).
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Fig. 5.4.2 (continuacidn) Historia de posicién, velocidad, aceleracién y
momento en el cuarto par de rotacidn (nominal y perturbado).
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Fig. 5.4.2 (continuacidn) Historia de posicién, velocidad, aceleracidn y
momento en el quinto par de rotacién (nominal y perturbado).
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Fig. 5.4.2.(coptinuacién) Historia de posicidn, velocidad, aceleracion .y |
momento en el sexto par de rotacién (nominal y perturbado).
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Tabla 5.4.2 Diferencia entre la variacidn 6f -calculada mediante.
" la‘ec(5.4.1) y 6f obtenida por comparacibn- entre tra-
yectorias.
Eslabon  W(e,$,8)80 V(8,0)8d u(e)se 6" - of
1 -0.T3344E-01 -0.57359E-02  0.25382E+01 -0.90165E-02
2 0.25991E+00  0.19906E-03  0.14478E+03 -0.27415E-01
3 -0.33223E+00  0.11525E-03  0.80B4BE+02  0.61681E-02
4 0.40155E-04 0.40250E-04  0.18521E+02 -0.32656E-02
5 -0.17651E-04 -0.51733E-05  0.18445(-04 -0.24379E-04
6§  0.13600E-05 0.49760E-10  0.29712E-09  0.13604E-05



5.5 PROPIEDADES DEL MODELO LINEALIZADO
& :

De la matriz y(e,e) expresada ‘en la ec (5 3. 25) se pueden extraer los
siguientes resultados debidos a las variaciones que sufre la articulacisn
k sobre el eslabdn j. Para el primer-término,

r. I, ¥, ., m, v, am, v,

9~y T i-i ST A T i~i .
(24 (T T s es ek —E ] (5.5,1)
aej 30, Bej 36, J R AR Bek .

que puede 1nterpretarse como la razdn de variacidn del momento

(S +1+p ) x m1r con respecto a ék’ la cual es
8lss-sinmtey) L am;Fy '
- “—xmr, + (5"Si+1+91) X -
88, ~ ~d - 28,

Esta razdn de variacidn del momento se proyecta sobre el eje j, obtenien-
dose el producto del lado derecho de la ec (5.5.1)

Para interpretar el segundo término, ij(e,é) se reagrupa de la si-
guiente. forma:

3C.(6,8) ar. ar,
== 4, (8,8) = 2m.( ~1)T =
aéK Jk ~ o~ i 39\] aek

+e, [21 (w xe, )+1 (ekxw )+ekxl w; +m1XI e (5.5.2)

~k" <k ~k

Derivando ahora Nis dada en la ec (4.2.2), con respecto a ék’ se tiene

Bni aw1 aw1 Dm1
~— = 11 ——+ = x I 193 + w]xl] . (5.5.3)
30y " aek aoL ~1~ R aey

Esta expresidn requiere 1a parcial de la aceleracidn angular del esiabon
i con respecto a éy. Para este fin se reescribe la ec (3.3.3.1) con
i 56, cono

y 1a derivada parcial con respecto a 6, es



R L.

e e sy 0
BBK BGK 20,
= ey e s ~k.‘ik* e B

donde se considerd la ec (5.3.21). Sustituyendo las ecs (5.3.22 y 5.5.4)
en la ec (6.5.3), se tiene '

on. . .
~i
gg; L (9kxek) + I (e xm])+ ekx£191+91x11gk (5.5.5)

por lo que puede concluirse, para el segundo término,

an,
T : T7a . .
glelilaped e replutuxlie doey == 1o max(i) - (5.5.6)
k
que se interpreta como la proyeccidn, sobre el eje j, de la razén de varia
cion del momento de inercia del eslabdn i con respecto a ék' Para i=1

e e 22

~1 36

La matriz ﬁ(9,§,§), expresada en 1a ec {5.3.18), puede interpretarse
fisicamente a partir de la ec {4.4.2), derivando &sta con respecto a ©

k,
es decir, -
afg % : (ari)T . (ari T Bmi(Fi-g) (aej)T T an1
—= = § [ (=) m.{r.-g L A — T (=) 'n.te.
aor i ?Sk aej i°~1 2 aej aek aek P T | aek
T2 o (1y-g)
= % [Ej{Eﬁz X mi([ -g)} + e {sJ-s ek x oo, +
T Bn
* e (ael - gyxrh) {5.5.7)

E1 momento que producen las fuerzas de inercia y gravitacional del esiabdn
i alrededor del eje k, se proyecta sobre e 3 esta proyeccidon corresponde

al primer término de la expresidn (5.5. 7) E1 sequndo término también es



la proyeccién7§dbhetéj;dé'jq~kﬁéﬁh'de variacion de} momento en el sistema

Jal cambjar,1asffuerzas dé inercia y gravitacional .del.eslabin i, con res
pecto a ék.' Los términos tercero y cuarto tiemen una interpretacién seme

jante; pero en relacidén con el momento inercial.

5.6, CONTROL MODAL DE LA CADENA CINEMATICA.

E1 problema de control es determinar un valor apropiado de 87 que
anule 89. E1 objetivo de]vcontro1 modal es determinar las matrices de
rea1imentap16n cono funciones de 3p/38,  3p/dd y 9p/af* en tal forma que
la matriz del sistema realimentado po;ea ciertos valores propios del sis-
tema de malla cerrada (Kailath 1980). La asignacién de polos estd basada
en el siguiente teorema establecido por Yonham (1967) y confirmado por
Heymann (1968), el cual establece que: E1 sistema de la ec (5.2.3) es con
‘trolable si y solo si, para cada Ael (L denota la coleccidn de todos
los n niimeros complejos) existe una matriz K real, tal que el siguiente
sistema

x = (A-BK) x + By (5.6.1)
tenga {Ai}T como conjunto de polos; o sea, {xi}$ es el conjunto de valo
res propios de E-EE, en donde se apjicé la estrategia de realimentacidn de
estado en ]a forma ’ -

u=-Kx+vy . (5.6.2)
Suponiendo que x v v sean de dimensién n y 1 respectivamente, B y K son
matrices de nx1 y de Txn.

Una forma eficiente de asignar polos es la planteada por Bhattacharyya
(1982) a través de 1a ecuacidn de Sylvester que consiste en

T80T = 8

donde A es una matriz cuasi-diagonal cuyos valores propios son {Ai}? .

L2 matriz de ganancias se obtiene como 1a solucion (K,T) del siguiente

sistema algebraico



Mmoo | (5.6.3)

G

KT
donde G es una matriz real arbitraria de 1xn. También es posible asignar
polos mediante la minimizacidn de 1a norma de Ta matriz de realimentacicn

(Keel et al. 1985).

Mds que una tentativa de estabilizar el modelo 11nealizado por asigna
nac1on de polos, la estabilizacidn se hara por as15nac1on de modelo {Liny
Ange]es 1986) en Ta que se requiere un esquema de control que haga la pcua
cion de perturbacidn un sistema estacionario de segundoc orden de ]a forma

66 + 21080 + Q256 0 ' (5.6.4)

donde Y esuna matriz de nxn de amortiguamiento no dimensional y Q es una
matriz de nxn de frecuencias naturales no amortiguadas del sistema. Para
un desempefio estable ? y Q son elegidas positivas definidas; por simplici
dad, pueden ser elegidas diagonales. Haciendo

8% =« K (t)s0 - ky(t)sd ) (5.6.5)

donde K (t) ¥ Kd(t) son dos matrices de realimentaciGn variante con el
tiempo y de nxn. Entonces, 1a ec (5.3.1) puede escribipse como:

. ap ap
% - gy O - gy 007 LK ()80 - Ky(t) &

o bien
8 + IH@)V(0,p)+ Ky(£)16p + I (O)H(0psf)+ K (£)]60 = 0 (5.6.6)

Comparando la ec (5.5.6} con.la ec (5.6.4) se obtiene

ra

I(6)n

Ky(t) = 1(0)9° - H(e,p,p) (5.6.7)

gd(t) = 21(8)yq - !(g,g) (5.6.8)

~ ey

las cuales pueden evaluarse en 1inea para el control deseado. Este control

puede ser 1lamado de “cancelacidn de términos", -ya que emplea términos



, de ta] forma,"

EJemplo

La asignacion de mode]o se realizd para e1 mecanismo mostrado en la
fig 4.4,1, para t=0.45s y empleando ¥ = diag (wl,wz,...,wn) Q = diag
(wl’NZ"‘f’wn)’ siendo L B V272 y w = w2=...=1 con lo que se
asegura una respuesta rapida y sin sobretiro en el dominio de 1a frecuen-
cia. En la tabla 5.6.1 se nuestran 105 parametros del robot manipulador,
a51 como los valores de 1as der1vadas con respecto al tiempo de la posi-
cidn y orientacidn de1 OT en la tab1a 5.6.2 se muestran los valores de
1as variables art1cu1ares para esa conf1gurac1on vy en la tabla 5.6.3 se
muestran los valores que adquieren las matrices Ep y Bd s asf como Tos
valores de 1as matrices que integran el espacio de estado. la matriz
Q(t) de 1a ec (5.2.4) tiene los valores propios mostrados en l1a tabla 5.6.4.

Tabla 5.6.1. Pardametros del robot manipulador

Eslabdn di(m) bi(m) ’ ai(grad)
1 0.0000 ©  1.5000 90,0000
2 1.0200 0.0000 0.0000
3 1.0200 0.0000 0.0000
4 0.2000  0.0000 90.0000
5 0.0000 0.0000 90,0000
6 0.0000 0.4100 90.0000 T

Ubicacién y orientacién del 6rgano terminal

2, = 1,00000(adin) u, = 0.00000(rad/s) & = 0.00000(rad/s’)
2\, = 1.00000 /  w, =0.00000 / “*d3= 0.00000  /
2x, =-1.00000 ¢  w, = 0.00000 = 0.00000 v

Z z

Z
tr(R)=0,00000 -2p0A= 0.00000 v  -20

dTh= 0.00000 / v
x = 13325(m) % =0.00000(n/s) % = 0.00000(n/s5) )
y =0.40082(m)  § = 1.95106(m/s) ¥ = 1.95774(m/s?)
2z =1,79875 v i =0.00000 v  z=0.00000 v



Tabla 5.6.2 Valores de las-variables articulares -

Eslabon

1

2
3
4
5
6

Tabla

O O ~N O 1 A W o

=
N o= O

ei(grad)
23.51276
85.48645
-130.23580
44,74937
113.51270
89.99990

éi(raé/s)
0.17807€+01
-0.70995E+00
0.78862E+00
-0.78669E-01
0.17807E+01
0.87924E-07

ai(rad/sz)
-0.97251E+00
~-0,31997E+01

0.42557E+01
-0.10559E+01
-0.97251E+00
-0.16807E-06

f:(grav.)
0. 00000E+00
-0, 24369E+04
-0.21283E404
-0.47210E+03
0.15841E-04
0.00000E+00

f:(N-m)
0.38648E+03
-0.30115E+04
-0.19754E+04
-0.473506403
-0.48943E+02
-0.52019E-06

5.6.4 La matriz A(t) expresada en la ec{5.2.4) para la configuracidn
analizada tiene Tos siguientes valores caracteristicos.

Real
0.402350E+01
-0.211051E-01
-0,211051E-01
0.213463E+01
0.194320E-01
0.194320E-01
.303300E+01
. 244874£+01
.161106E+01
0.251365E+00
. 264106E-08

Imaginario
0. 00000DE+00
0. 375063E+01

-0.375063E+01
0. 000000E+00
0.231475E+01

-0.231475E+01
0. 000000E+Q0
0. 000000E+00
0. 000000E+00
0. 000000E+QC
0.466135E-04

. 264106E-08 -0.466135E-04
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/l
Tabla 5.6.3 Para esta configuracién las matrices Kp(t) y Kd(t)
adquieren los valores siguientes :

LA6L3TEH0T LI2I61EH0T -, 59B47E402 L 18407E401 —,38812E402 . 123Z7E-0A
-, RANI2E+02 ~ IPE7IE404 L 16AM10EH04 |, 1B202E+0S ~,Q4922E402 . 2E5ITEH00
=, 14767E+0Z L 116D9E404 (24760E+04 [ 16S47E+03 ~, 1OB0LE+03 L 25533+
-, 17910E+00 ~. 2695BE+02 L B23IIBEA02 L Q03LLE4H0Z ~.97902E4+02 . 255IIE400
~{71461E+02 ~.7BYLAE4QR ~, 156F4E+03 ~,9B212E102 L 1Z4BLE+02 —. 1BI&TE-NA
-, 21228E-06 L 163078401 143076401 L J6357E40L L 14BSHE-06 L, 44000E+00

- 1260JE+03 . IDSIAE4OT -, S5L4B6E403 L 6US1LE+01 -, S0222E+02 . 37503E-0R

» =, 29077E40T G IREOLEHOT , 28240B403 L 1A314E4H03 L 41327E401 L 3LHLLOE+QO
' < S3I204E+0T -.2Z404E402  .SO74LEHOT L 13224E+03 ~. 10Z10E+02 .3I6110E+00
- 6ITFAE+OL L TFLAOEH02 L 10O0BLE40S L GFOISEA02 —, BI2BIE~01 . 346110E+00
-. S0222E4+02 -, 1978BE+02 .47751E+02 .3IBF0IE400 . 17651E+02 —.B&LIFIE~07

¢ 11332E-06 ~, 172F0E401 -, 17290E+0) ~,17290E+0) —.47096E-07 .903510E4100

Los valores de las matrices que integran el espacio de estado en la
conf1gurac1gn para t=0.45 s, son :
a) ap{e.p.f )/20

- 5 oy - = LA2161E401 -, 4b274E-Q2 LA0916E-08
oneeor bbavaEaot CS76I9E-01 -, A4Z2UEA00  —. 7hh1RE-CT
IOBDIEL00  —. DOOAGEAOL - 9B220E101  <GIRIIEFU0 -, G9ZAEA00  —. 1BB14E-09

- ABSZBE 00 « 1408FE4+Q0 L SIZLAEROR  —.37621E401L - 6I2FEEA0L < TQLORF~0B
L 26509E401 = ID1ATEAO] L 12505E+02 L LIA75E+02 —~, 2229TE4+00 . 139BRE-Q7
A ABLTEIO0  —.2A7BBEA01 -.9R40ZE+01 -.@771BE+00 -~.21120E+01 =.281R3E-0B

b) aé(gng lf*)/a_é_

—=. 1 06TIE+0 L 17SO3E+0)  —. S1997E-01 -, 2723BE-08 .17L51E—09
L13417E401 7,554 14E400 . B7B62E-01 -26175;-01 - ,B46OSE—-0OR .!1.4;;—02
=, J0S5IEL01 - TBPIDEHO0 -, 97900E-0! .17420&-91 .lbb?iE—?B .i&ig :27
L3GRASE+40L ~. IRRIAEF0L -, 7O43ZE+0O -.10373§+Ul .g;b?sgﬂub . 6" 38—‘
ABATLEHOL —, 7IIICEA00 . 255B82E400 —.12839h+90 —.ai&liE—OB .26;?55_)3
~.BBO4FEA0O L I21BOEHCL . 35508E+01 L BhOLAE4O]  ~ 1R2201E-06 . 55356E-08

LA2677E4O

¢) ap(e,p.f ) /ot

LA29ARE-0R -, 22248E-03 . II013E-03 -, 13494E-03 L 12445E-01 . {BB6BE-04
-, 22248E-03 . 3LOIIE-02 -.77259E-03 -.7361IE-0Z -, 19575E-02 . LBOTSE-0Z
SIIOIRE~0T -, 772EFE-0F L SGL1AZE-02Z  ~.10796E~01 L ARO32E-02  ,24156E-02
~.13494E-03 —-,73613E-02 -.10796E-01  .B2BABE-01 -.45241E-02 -.Z25BOFE-0L
JAPAAGE-0] -, 1G57EE-0Z . 42032E-02 —,45241E-02  ,11B41E+00  , 9UBYEE-03
.1BBLBE-04 . BO7SE-0Z  ,Z4156E-0Z -.2SBOFE-0L  ,90B98E-03 . 157L1E+0L
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CAPITULO 6

' CONCLUSION Y -RESULTADOS

6.1 INTRODUCCION

El trabajo desarrollado en esta tesis, basado en los pardmetros invarian
tes lineales que se definieron en 2.4f, ha mostrado su efectividad tanto en
Ta solucién del problema cinemdtico inverso, capitulo 3, como en el modelado
dinémicg y su linealizacifny de los capitulos 4 y 5. Con la aplicacitn de
Tos parametros invariantes lineales se ha logrado claridad en la notacibn, fa
cilidad de interpretacién y eficiencia de cdlculo. Ademds, se obtiene en for
ma natural la representacifn adecuada para los términos rotacionaies, como
apunta Silver {1982).

6.2 DISCUSION DE RESULTADOS

Se hard una breve revisién de lo expuesto en el trabajo y se discutiran
las contribuciones hechas en las dreas del modelado dindmico y 1a linealiza
ci6n de las ecuaciones dindmicas.

En el capftulo 1 se hace una breve resefia histérica de la evolucién de
Yos manipuladores robdticos y se plantea.e] trabajo que se efectuard en la
tesis. '

En el capitulo 2 se exponen las bases para el desarrollo del modelado
cinemdtico y dindmico, se discuten las diferentes formas de representar la
orientacion del OT y se aplican los invariantes lineales, en posicién, velo
cidad y aceleracion, de sistemas articulados, con recursién progresiva (2.6a)
y regresiva (2.6b). Se discuten las ventajas de cada uno.

En el capitulo 3 se resuelve el problema cinemdtico inverso mediante un
método iterativo y aproximacion de minimos cuadrados no Tineales, logrdndose
un algoritmo robusto que disminuye considerabliemente los errores de redondeo
(ejemplo de la seccién 3.3). Se plantea el probiema de Tas configuraciones
singulares, el cual no se encuentra resuelto totalmente, ya que requiere un
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andlisis mas profundo para su evaluacidn eficiente, sin sacrificar precision.
Se hace la sintesis de trayectoria, la cual se considera como una curva de
una superficie inmersa en un espacio de dimension 7, y se define 1a orienta
cién del OT con base en un marco de referencia ortogonal, fijo a Ta trayecto
ria tridimensional.

En el capitulo 4 se discuten djferentes modelos dindmicos, se comprueba
Ta equivalencia entre la formulaci6n lagrangiana y Ta de Newton-Euler, asf
como la equivalencia entre las ecuaciones de Lagrange y las de Kane. A par
tir de esta equivaiencia (ec. 4,3.29 y 4.4:2) se reformula la ecuacidn de
movimiento y, a partir de ella, se obtiene el espacio de estado (ec 4.3.33).
Se analizan los coeficientes de esta ecuacifn, de este .andlisis se obtienen
conclusiones que se aplican al efectuar la linealizacién.

En el capftulo 5 se obtiene la linealizacion de las ecuaciones dinami
cas y se obtiene informacion sobre el comportamiento fisico del sistema arti
culado. Su obtencién mediante expresiones analfticas se adapta a diferentes
arquitecturas de manipuladores. Se logra eficiencia de cdiculo al aplicar -
esquemas recursivos en la mayoria de los elementos, con lo cual se reduce
el nimero de operacfénes y el tiempo de ejecucin. Se emplean transformacio
nes ortogonales de 3x3 y no transformaciones homogéneas (ec. 2.5.14), que
usan Meuman y Murray (1984). Esto Gltimo requiere una gran cantidad de ins
truéciohes y c&lculo (Tourassis y Neuman 198ka).

a) Resultados y contribuciones

Se ha creado un conjunto de algoritmos fdcilmente realizables en algin
lenguaje de computadora, el cual puede efectuarse por mddulos teniéndose asi
una cperacidon eficiente. Los ejemplos presentados se programaron en FORTRAN
incluyéndose en el Apéndice el programa completo para cinemdtica inversa,
evaluacién de fuerzas y linealizacidn. Este programa es-aplicable a manipu
ladores con seis grados de libertad.

Con el presente trabajo se contribuye en:

-La aplicacién de los invariantes lineales, dando sus propiedades la



representacion adecuada de los té&rminos rotacionales.
-Sintesis de trayectoriaz en 1o-cual-se obtienen expresiones para la ro
~ tacibn, la velocidad, y la aceleracifn angular del 0T, en términos de
las propiedades intrinsecas de la trayectoria tridimensional.

-La demostracién rigurosa de expresiones que proporcionan las fuerzas
de inercia generalizada y 1a interpretacidn de los términos que la in
tegran (ec 4.3.30 y 4.3.38),

~-Comprobacidn de 1a equivalencia entre diferentes formulaciones (inciso
4.3).

-La 1inealizacidn de las ecuaciones dindmicas y su interpretacién fisi
ca (inciso 5.5},

b) Trabajo futuro.

Con To anterior se ha avanzado en el estado del conocimiento en el mode
lado dindmico. Con este conocimiento se puede elegir el modelo dindmico ade
cuado para aplicaciones particulares, y efectuar las simplificaciones necesa
riés sin 1a introduccién de errores serios. Las configuraciones singulares
requieren un andlisis més profundo para Tograr su deteccifn y evaluacidn efi
ciente sin sacrificar tiempo de ejecucion.

La solucién del problema dindmico inverso ha sido planteada en forma
6ptima, quedando pendiente la estructuracion de algoritmos que ap11quen'Q§
tos resultados en tiempo real a problemas especificos. Queda abierta 1a'ig
vestigaci6n, con los resultados aqui presentados, en el rea de control para
Ta estabilidad del sistema alrededor de una trayectoria nominal en tiempo
real. También se puede investigar la variacién que se tengan en la trayecto
ria, como resultado del control individual de cada articulacidn o por grupos
de articulaciones, ocasionada por la influencia de 1as interacciones.
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- Apéndice

Se presentan: los detalles de cdlcuio y la organizacidn:de las subrutinas
para la solucién del problema inverso,cinemdtico y dindmico,de cadenas articu
ladas abiertas o cerradas, asi como, la linealizacidn de 1as ecuaciones dind
micas sobre la trayectoria nominal.

Este apéndice esta estructurado como una gufa para la aplicacién de las
subrutinas adecuadas al problema cinemdtico, dindmico o de Vinealizacibn, pa
ra manipuladores robdticos de 6 grados de Tibertad con pares de rotacidn.

El planteamiento de las ecuaciones y su desarrollo se enclientran en Tos capi
tulos correspondientes, Las subrutinas empleadas con las siguientes:

En la cinemdtica: NLLS, FUN, PROD, VECX, DFDX, HECOMP, HOLVE y VELAC.
En la diﬁamica: FZA, DRDT, PIPTA, DRTDT, GINE, DGINE,
En l1a Tlinealizaci6n: DINLI, DERAC y DATP,

E1 diagrama jerdrquico del programa es:

([ PROD
FUN {VECX

NLLS {DFDX
HECOMP, HOLVE

Programa |yeiac {HOLVE

Principal
MANLAG {DRDT
PIPTA —
JDRTDT
FZA {GINE
DGINE

{DERAC
DINLI \DATP




“Definicion de datos que requiere cada sistéma'artTCulédorr—;

i . : SR -

Haciendo referencia a las figs. 2.5.3 y 4.3.1, con- 7 =1,2, ..., 6.

8. -~ es el dnqulo de rotacidn alrededor del eje Ri’ Y es una incognita.
Al iniciar el programa, se le asigna un valor inicial arbitraric; pe
ro de preferencia cercano a la solucidn. En caso de no conocer un
valor cercano se empiean técnicas de continuacidn a partir de un va
Tor conocido {inciso 3.3.1). E1 resultado es el valor buscado del
éngulo en radianes.

P. - almacena la distancia entre los ejes z; ¥y Z;,10 Que se designa con

di en 1a fig. 2.5.3.

Pi+6 - almacena la coordenada Z de 1a interseccion de los ejes x. i ¥ 23
que se designa con b en la fig. 2.5.3.

12 " almacena el éangulo entre 2,y 2 medido en el sentido positivo de

i+l
Xi¢1r Y S® designa como o, en la fig. 2,5.3. Posteriormente almace

na cos Oli.

P1.+18 - almacena sen ;s que se calcula en el programa. No es dato.

P1.+24 - almacena los elementos del vector axial, Ta traza y la posicidn del
OT (Puede ser dato o bien calcularse en la subrutina TRAYE, que de
fine la trayectoria del OT).

V. - almacena la velocidad angular, la derivada de la traza ec(3.3.2:5)
vy la velocidad del punto P del OT (Pueden ser datos o calcularse en
TRAYE).

A, - almacena la aceleracidn angular, la segunda derivada de la traza con
respecto al tiempo ec(3.3.3.3) y 1a aceleracidn del punto P del 07
(pueden ser datos o calcularse en TRAYE).

El arreglo PD almacena los pardmetros dinamicos de cada eslabdn j refe
rido al sistema Jj+l1 en el siguiente orden:

PD[1+10(j-1)] corresponde a ia masa del eslabon J
PD[k+10{j-1)] corresponde al centro de masa del eslabdon Jj (k=2,3,4)



PA(I)

PA(I#6) = séﬁ-

PA(1+12) = 561
R

PA(1+18) = &f,"

Los valores subsecuentes del arreglo P se calculan en diferentes subru

tinas,

y Yos valores de las variables se almacenan en diferentes localidades.

Estas se muestran en la tabla A.1.

En la subrutina FUN se define el arreglo TCS necesario en el proceso
" jterativo, al obtener la solucién del problema cinemdtico inverse, que se
efectda en NLLS, en la siguiente forma:

TCS(I)
TCS{I+6)

NLLS -

FUN -

cos ei (i=1,...,6)

u

0.
sen i

Breve descripcidn de las subrutinas

Obtiene las raices de un sistema algebraico no 1ineal de orden n,

aplicando el método de Newton-Gauss. En esta subrutina se obtiene

ja solucidn del sistema expresado en la ec{3.3.1.10b) cuyo miembro

derecho se calcula en FUN, calculédndose el jacobiano en DFDX que se
encuentra expresado en la ec(3.3.1.19). La solucién se obtiene por
medio de las subrutinas HECOMP y HOLVE.

Forma las ecuaciones de rotacidn y de desplazamiento que, al anular
se, proporcionan el valor correcto de los dngulos 01 para una posi

cidn especifica. Para este fin se reguieren las subrutinas PROD y

VECX.
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ide]féffég-]o Ppara almacenaje. de caleulos

PP P
69 72 75
P70 P13 Prs
Pr1 P Pz
9;9,050405
e Por Pgal a7 Pog | Poz| Pos| Pag (P1c2
P9 Pe2 Pes| Pag| Po1 | Pas| Por| P100|P1e3
Pso Pss Pss| Paol| P2 | Pos| Pes| P1o1|P10e '
919293%3% | = | %2 (%3] % [ %
Pros | Pos | P Pue (Paz [ Piao | Pres | Pies | Paos
Pros | P109 nz (Pus (P [P | Piza | Pzl | Paso
Py | Puo | Pns Pus (Pue | Pree | Pies | Pies | Pim
30 /90, | ®To/08,| *6/205 |2 6/0, [ *6 20, | Perang| U1rhig| w2*Paf | w3l
Prsz | Piss (P {Prer {Pras Pz (Paso |Pis3
Pz | P13 Pise |Piaz (Pras [P Pisn (Pise
Prae | P13z {Prao (Piaz (Pige ({Pras ({Pisz |Piss
= = = : e
gXPal | 95¥%52 190690 |%06/20,| Lesa0, Pe/30, %e/a6, | L6/00,
P P L Pt D | D P P p
156 159 | T1s 155 | 168 171 174 |P177
P15 Pio | P163 | Pree | Pise | Pz | Pus [P
Poe | P1er | Piea | Paer | Tizo | Pz | Pue |Pave
Wy Wws Wy g weg ar1/301 BL‘2/2381 ar2/892
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© Tabla A1 Localidades del arreglo P (continuacicn)

Pigo | Pres | Piss | Pise | Prg2 | Pros | Prog | Paon | Pooa
P |Piea {Piar | Piso /| Pie3 | Pres | Piog | Paoz | Paos
Pz [ Pigs | Pies | Pio Prea | Prigr | Paoo | 203 | Paos

ar ar ar or or; ar ar, or ar
~3/ael ~3/362 ~3/893 ~4/361 -«4/2362 ~-4/383 ~4/364 ~5/861 ~F/a&2

Paoz | Pao | Pz | Pats Paro | Pazz | Pozs
Pasg | Pa1 | Pars | Pory Poso | Paoz | Paze
Paos | Pz | Pais | Pare " | Pom Pogs | Paoz

A, or, 3r ar ar ar ar
...3/363 .,5/394 ~5/365 ~2/361 ~2/302 ~3/361 ~3/882

Posg | Pas1 | Peas | P37 Posc | P20z | Poas |Paso 252
Paoo | Paze | Pazs | Poss Pozy | Puaa | P17 |Poso P53
Paso | Pazz | Paze | P3ag Pogp | Poss Poag  (Pory Poca

ar ar ar ar ar ar ar ar ar
2379051 L4/l | °LA/08,| ©u8/38; | °14/36,| °<5/38;| °*5/38, |°~5/30, | °~5/38,

Poss -1 Posg | Pagt | Poga | Poer | Paro | Para |Pare o | Pavg
Pass | Poss | P262 Pags Paeg | Por1 Para  |Por7 Pago
Pos7 | Poso | P2z | Poes Posg | Par2 [ Pars {Pays Pog1
s jpee] 1%z | P1®%wp | Cr%ug | Pa®%ug | Po®ug | 8% (P18%ug 1 EpfKuy
Poaz | Poes | Poge | P201 Paor | Pa07 | P30 {7303 P306
LI Pons P p

289 228 289 5292 Pags Ezea Pior | a0e 307

n

284 287 290 203 Pags 299 "302 P30s P308

Paexuy | CXug | Pyexug | Poexue | Palrue | Bpexwe |oegxwe  Rjexwg | Poexuw,
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Tabla A.1 Localidades del arreglo P (continuacion)’

Paog |Pa1z | Pais | Pas 1 Pra1 ) Paze / P32z | Paso0 | P33
Pao  |Paa | Pate | Pato | Paz f Pas’ | Paas | P33 | Pasa
Pay |Paa | Psa7 | Pa2o | Paes | Paze | Pazg | Paze | Pass
T 7 7 7
Do |PalXug) PreXagt 3.1y 3, Ay ar, 3ry  Ors
e TR . 2 K3
3] 36,00, | 20,38, | 265 | 20y | 26,30,
-
Pz [P330 | Paaz | Pass Paag | Pasi | Pasa | Pas7 | Paso
Pasz P340 | P3s3 | Pas6 Psag | Pasz | Pass | Pass | Paca
Pizs  |Paa1 | Paas | Pasy P50 | Pass | Pase | Paso | Pag2
7 7 7 7 7 3 7 7 7
9ry 93 |3 |0y STy | ¥r3 | Prp | ¥y 0k
. 7 BY
381693 392391 302 392393 901393 382393 39§ 39; \,913‘92
Piss  [Paes | Paso | Pare Pyzs . | Pazs | Paa1 | Pass |P3e7
Pssa (P37 | P370 | Paz3 P76 | P379 | Page | Pass  {Psss
Pss P36 | Par1 | Paza P77 | Pago | Paaz | Pags |P389
— T 7 7 7 7 7 7 7
31‘4 854 ara ar4 81'4 81‘4 Br4 arq 8_7:4
30,30, |70,30,| 30,30, ggg‘ 70,00, | 36,38, | 78,00, | 30,3, ggg”
Pigg  [Pae3 | Paoe | T3g9 Paco | Paos | Pacs | Pan Pi1a
Pro1  |Paes | P37 | Paco P03 | Paos | Paoy | Parz | Pas
Pigs  |P3ss | Paes | Pao: Paos | Pagy | Paro | a3 Pa1e
] ol o3 )
¥r4 82)*4 3°r, azr[ 2°ry 0ry 3rg arg arg
= = ~' = 5 = B XTE | €y X
30,00, |39,96,| 30,96,| 50,50; | 30,09, a0t 20,00, 156, | $1%36,




Parr | Pasa | Paar | Paso | Pass | Pase | Pass | Pase
Paaz P45 Pasg Pas1 | Pass oy Pas0 P163
Paas Pass Paag Paso | Pass Pssg Pag1 Paga
or or or ar ar ar ar r
s I s Ty s rs rs | 3
Poexmre= [ Poex-—=" | Poex—= le. =~ | P X Poexee— | Pex=—— 1 Piex—=
~~ 303 ~2~ 894 ~2-"3 5 =1 384 ~1~ 304 ~ 2% 394 ~3= 394 3 395
Paes  [Pass Pan Pa7a Pa77
Preg | "as9 Paz2 P45 P78
Pagy  |Par0 Par3 Pa76 P479
ar5 arg ar 31"5 ars
81k | Dr@Xan> [ PoeXeme | Poexei> | Ppexc:
<1 30, -1="38, 27776, 3790, ~4= a’@
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los almacena de acuerdo a] érre‘ ; 1§?fk(1;‘én¥f€2siguiégk
te forma: : L 3 -
A = TCS({1+6)*P(1+12)
B = TCS(1)+P(1+12)
¢ = TCS(1+6)4P (1418)
D = TCS(1)+P(1+18)
22491 Tasroi Pageei| [Pasesi Pageoi Pagani|[TCS(IFL) - -A ¢
Pazssi Pagroi Paoeoi| ™ [Paseoi Pazeoi Pageoi||TCS(I¥T) B D
Pagso Pazvoi Psoroi] [Paseor Pageer Pareeg|| 0 P19 P(112)

VECX - €dlcula el vactor Sy»  ec (2.6.28), v los almacena de acuerdo
con e arreqlo P, ~comc muestra 1a tabla A.1, mediante:
sg = a5 = [PLE)STCS(6), P{G)¥TCS(12), P(12)]
%7 Y TS ]

Por 1o aue l1a ec (3.2.1.9) se evalta como:

. T
fr "LPg3PasPas)s (PgsPogPag)s (Pg~Pyy~Pay)]

—
]

s~ g

] T
£y = [PgyPag)s (Pgg-Pag)s (PggPyy )]

+ P - P

a2 * Pgg = Pog - -

DFDX - Calcula la matriz jacobiana expresada en la ec (3.3.1.19) y la
almacena en el arrealo matricial DF, este arreglo 1o emplea
ia subrutina RLLS. Los elementos se calculan en la siguiente
forma:



= (Pg5-Pg3) Pig + (Pgg=Pa) Pigyr ¥ (P81'P79) Pies2

o :“1627 -"' R R i G

L Hi
Pl o SR o
v T :
PR~ .
e s e
P
-
2]

= Prg

Pa1

] T
= [-Pgg> Pg7: O

“P33+9i Piss * Pagroi Pis
3491 Pise1 * P37agi Pis is = 87+3i
35401 Piser * Pasegi Pis =15

almacendndose resultados parciales de acuerdo con la tabla A.l.

HECOMP- Descompone una matriz rectangular real, DF»en este caso, en una

~matriz triangular superior. Se emplea en la solucién de sistemas

HOLVE-

VELAC-.

sobredeterminados mediante reflexiones de Householder (Moler 1973),
Regresa en la misma matriz, DF, la matriz triangular e ipformacién
sobre 1a descomposicidn. En el vector U regresa también inforﬁa-
cién sobre la descomposicién, necesaria en HOLVE.

Obtiene x que minimiza Ta norma de Ax-b, mediante 1a solucién de
minimos cuadrados de sistemas sobredeterminados. Resuelve el sis-
tema (3.3.1.20).

Calcula & v § cuando se tiene convergencia en NLLS. De NLLS se
regresa ;1 pgograma principal y 1lega a éste con la matriz jacobia
na descompuesta. En caso de que casualmente, o conociendo la solu
¢idn, se den a MLLS valores iniciales solucion, ésta subrutina no
utiliza HECOMP por 1o gque se reguiere se descomponga DF antes de
entrar en VELAC. VELAC requiere el suministro de wy s en el



'i'fjen Vy A respectivamente;”
. c1ones (3 3.2.14) y (3.3:3.5)

FZA-

~resu1tados de e y e
_’btwene Ya soluc1on de 1as ecua

s éti

Calcula las fuerzas generalizadas que aparecen expresadas en la ec.
(4,3.33). Para ello requiere los valores de © § y § as{ como al-
gunos elementos calculados en VELAC y los va15res almacenados en el
vector PD. Se auxilia de las siguientes subrutinas:

DRDT - Calcula la derivada parcial del vector de posicidn dei cen-
tro de masa con respecto a la variable que define cada par,
c (4.3.7b), referida al sistema fijo. Los resultados los
almacena de acuerdo a la Tabla A.1l.

PIPTA - Refiere la matriz de inercia de cada eslabdn al sistema
fijo ec (4.3.10), y efectda el producto con el coeficiente
de é s Ai de la ec (2.6.17); el resultado lo almacena en

- el arreglo matricial B,

DRTOT - Calcula la derivada con respecto al tiempo de la ec (4.3.7b)
o sea, calcula el miembro derecho de la ec (4.3.35) y los
resultados parciales los almacena de acuerdo con la tabla
A.l.

GINE - Obtiene 1a matriz generalizada de_inercia expresada en la
ec (£.3.12)

DGINE - Calcula los elementos que requiere C(6,8) en 1a ec {4.3.34a).
No corresponde a la derivada con resp;c{o al tiempo de 1a
matriz generalizada de inercia, como se indica en los resul
tados de la seccidon 4.3.

DINLI - QObtiene las matrices del sistema dindmico linealizado de
acuerdo con la expresion (5.4.1), cuyos elementos se en-
cuentran en las ecs (4,3,12), (5.3.18) y (5.3.25). Requie
re elementos calculados en FZA. Para este fin se auxilia
de las subrutinas siguientes:
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- DERAC -:Ca]cq1a 1a.dekivadévpafcié]:déf]aiééeleracién,delcentro

de ‘masa de cada eslabén, con respecto a las coordenadas

Vgenéra1{zadas (0). :De’]é;é

(4.3.32); se tiene

Particularizando

1~

12°

8F.  alr, B3,
= ~; o +b ;_;% B
30 L ERT]')
‘donde
‘ 28r. % 3% 7 T ar. ar,
7 == = S5E, %78,
2 . = R
391 39]:392 aelae‘i ) i 2‘
azr. or.
2 =7 Pyexgg -
3 E'i 862 2
PP : = ‘
3~ » aZPi
‘Simétrica - ~—2ﬁ; Simétrica
3
%
Tin Top v Ty
Tag -+ Tyy
f1metr1ca Iii }

para i=3 e ilustrar el proceso, se tiene

e1xTyy exTyp &%Ty5 0
I
Tiadeve | Piaxlyp BexTyy |t
simétrica ElgxIIS sim
[€1%Tp &1xTpp &xTp37] 170
T }Té+éT : P.exT,, P.exT +
T3l 8+0 P1exTy, PyexTog
simétrica EZEXIZ3 Lfim

e1XTo9

atrica

e1xTp3

e1xXTps

P.oexT

2 De

~1~'~334

D



B.Y:. : 7
g el sbaT T
T, [131’.132’ 133],j9?‘§g’i i

- PyexTas

—
2 De

: {fimétrica glex13%'

DATP. = Calcula 1a derivada de én con respecto a 08, n=b6. Su

! primer elemento es nulo y no se calcula seglin aparece en
Ta expresion (5.3.15). Los términos para i <n se encuen
tran contenidos en el desarrollo de aé/aek con k=i,...;n.
Para ilustrar los cdlculos, sea 1=3

=3

50, - L0 @yX(exep). eplupeg) + egxleey )]

56% = [0, 0, epxluyxe;) - egx{e,xey)]
o . [e; o, 0]
3 T

A continuacidn se encuentra el programa completo, el cual puede apiicarse a
Ta cineméticé desactivanco la subrutina FZA, o bien puede calcularse la cine
mitica y dindmica desactivando DINLI. Las subrutinas tienen informacidn so
bre su objetivo, asi como detalles de almacenaje.



PROGRAM MANLAG

CROKK KR KK KKK KK KK 5K 0K 3K K KK KK K KK KKK KKKk AR K KO0 KRR KOK KOO0 KOO R Kk kX kK
C LA ENTRADA DE DATOS ES COMD SIGUE

CoonNnoOo00DO000N0D0Do0D0On0Dn00

1000

1010

C R ;
C--ENTRADA DE DATOS ;

M= 7 (NUMERO DE ECUACIONES DE MOV)
N= &(NUMERD DE ARTICULACIONES)

we o,

1. THETA(T) , 1=1,6 VALOR INICIAL PARA CADA ARTICU-
. LACION.
2. F1),1=1,18 ; PARAMETROS DE DENAVITEKHARTENBERG :
150, huunenennsaDCD)
1743120 ce e v JBCI)
I=13, 1Bavenes ALPHACD)
3. ED(I), 121,60 ; PARAMETROS DINAMICOS DE CADA
ESLABON :
I=1 MASA
1=2,4 CENTROIDE
I=5,10 MOMENTD DE INERCIA.
4. P (25-27) ; EL DOBLE DEL VECTOR AXIAL DE LA
MATRIZ DE ROTACION R. LA MATRIZ
R RELACIONA EL SISTEMA DEL O.T.
. CON EL SISTEMA F1J0.
5. P(28) ; TRAZA DE LA MATRIZ R.
b, P(29-31) ; VECTOR DE POSICION DEL EXTREMO DEL

ULTIMO ESLABON, CORRRESFONDE A UN
PUNTO DEL 0.T.
7. AF, BF,CF 3 CONSTANTES DE LA TRAYECTORIA DEL OT
8. H,DE,DDR VARLIABLES DE LA TRAYECTORIA DEL OT !
B-FOSICION, DB-VELOCIDAD. DBB-ANEI.. i

REAL THETA(L) ,F(7),DF (7,6) ,F(480) ,U(7) ,V(7) ,A(7) ,PD(50) , TF (&) .
XA(21), YA(Z1) ,AX (21), BX (21) ,CX(21) ,PA(24)

CHARACTER¥64 FNAME

DATA TOL,MAX,N,M/0.000001,30,6,7/

WRITE (X, 1000)

FORMAT (2X, * NOMBRE DEL ARCHIVO DE ENTRADA : *\)

READ (¥, 1010) FNAME

FORMAT (A)

OPEN (5, F ILE=FNAME)

OFEN (6, FILE=" SISCRO. ARS? , STATUS=" NEW® )

READ (S, 100} (THETA(I) , I=1,N) v :
READ (S, 100) (P(1Y,1=1,18) R
READ (5, 100) (PD(I), I=1,40)
READ (5, 100) (UC1) , I=1,N)
READ (S, 101) U(7),V(7),A(7),AF, CF, NREP
READ(S,100) EX,EY,X0,Y0,DTA,T
READ (S, 100) (V1) ,I=1,N)
READ (5, 100) (A(T) ,I=1,N)
PI = 3.14159265359
RAD = PI1/180.0
KTROL=0
IF{NREF.LE.0) GO TO 3
DO 1 1=1,21
READ (5,107) AX(I),BX(I),CX (1)




aoun - -

10

12
15

16

18

100
101
102

103
104

105
106
107
108
109

CONTINUE

DO 2 I1=1,21

READ (S, 108) XA(I) ,YA(I)
CONTINUE i
READ (5, 100) (PACT) , I=1,24)

ARCHIVD DE SALIDA

WRITE (X, 101)EX,EY, X0, Y0, DTA, NREF

WRITE (X, 102)

DO 10 I=1,N
WRITE (%, 103) 1, F(I),P(I+N) , P CI+N+N) , THETA (1)
THETA(I) = RADXKTHETA (D)

P(I+12) = RAD % P(I+12)

FOI+18) = SIN(F(I+12))

F(I+12) = COS(F(I+12))
CONTINUE

WRITE (%, 104)

DO 12 1=1,10

WRITE (X, 105) 1,PD (1) ,FD(I+10) ,FD(I+20) ,FD (1+30) ,FD(1+40) , PD(I+50)

IF (NREP.LE.O) GO TO 16

T=T+DTA

WRITE(X,109) T

CALL PERIOD(EX,EY, X0,YO,T,E,DB,DDE,AX, EX,CX, YA, XA)

CALL TRAYE(R,DB,DDB,U,V, A, AF,BF,CF, M)

WRITE (X, 106)

DO 1B I=1,M

WRITE (k, 103) T,UCI) V(1) AT

P(I+24)=U(I)

CALL NLLS(THETA,F, DF,F, TOL,N, M, ITER, MAX, U)

KTROL=KTROL+1

CALL. DFDX (THETA,DF ,F, M, )

CALL HECOMP (M, M, N, DF,U)

CALL VELAC (M, N, DF, U, PV, /)

CALL FZA(PD,F,N,V,A, TF,FA)

IF (KTROL.LT. NREF) GO TO 15

FORMAT (6F10. 5)

FORMAT(SF10. 5, 13)

FORMAT (/5X, * FARAMETROS DEL MECANISMO Y VALORES INICIALES®//15X,
1D’ , 10X, 7B ,6X,  ALFA? ,6X, P THETA? /)

FORMAT (2X, 14, 4%, 4F10.5)

FORMAT (/2X, " 1.~ MASA®/2X,°2. - 4. CENTROIDE DEL ESLABON,”,
* REFERIDO AL SISTEMA I+17/2X,’S5.- IXX, &.~ IXY,’
* 7.- 1XZ, B.- 1YY, 9.- 1YZ, 10.- 1ZZ'/)

FORMAT (14,6F10.5)

FDRMAT (/3X, * VALORES DE : FOS. VEL. “ ACEL.’ /)

FORMAT (JE21. 13) .

FORMAT (2E21. 13)

FORMAT(//2X, * TIEMFO = *,F10.5)

STOP

END

0K K KKKk KO0K KKK KKK KK kKK KRR KK OR R OR K IOOK R AR R KRR KRR KRR AR RREXRRK KKk X

[
c

SUBROUTIME TRAVYE (B,DE,DDE,U,V,A, AF,BF,CF, M)
REAL U(7) ,V(7),A(7)

LA TRAYECTORIA QUE SE CALCULA ES UNA LINEA RECTA SOBRE EL EJE Y,



S e e D

o) CON X=AF, Z=CF, CONSTANTES. CON DESPLAZAMIENTD,vVELGCIDAD Y
c ACELERACIDN SOBRE Y DE ACUERDO A UNA SFLINE. Sl e .
[» DONDE EL CALCULO DE :
c U= TR(R)
c V(4)= —2VECT(R) XW
c A(4)= -2VECT (R) XW(FTO)
c

uci)= 1.0

U(2)= 1.0

U(3)=—~1.,0

uU4r= 0.0

U¢S)= AF

Uts)= R

U(7)= CF

DO 1 I=1,7

V(I =0.0

1 A(I)= 0.0

V(b6)= DH

A(b)= DDB

RETURN

END

T
SUBROUTINE NLLS (X, F,DF,F, TOL, N, M, ITER, MAX W) .
REAL X (N) 5 F (M) , DF (M, N) , F (4BG) ,U(7) , DELTA (7)

LA BUEBRUTINA NLLLB OBTIENE LA SOLUCION DEL SISTEMA NO LINEAL F(X)=0
FOR MINIMDS CUADRADOS. DONDE F Y X SON VECTORES DE DIMENSION M Y N
RESPECTIVAMENTE. M>N. EL PROCEDIMIENTO ES ITERATIVO Y EN CADA
ITERACION LA SOLUCION FOR MINIMOS CUADRADOS DEL SISTEMA LINEAL
DF/DX ¥ DELTA X = —-F(X)

ES OBTENIDA. DF/DX ES LA MATRIZ JACOBIANA CALCULADA EN EL VALOR
ACTUAL DE X. LA SOLUCION FOR MINIMOS CUADRADOS EN CADA ITERACION
ES REALIZADA MEDIANTE LA AFLICACION DE REFLEXIDNES DE HOUSEHOLDER.

FARAMETROS:

Xz VECTOR DE INCOGNITAS MN--DIMENSIONAL.

F: VECTOR M-DIMENSIONAL DE FUNCIONES CUYA NORMA ES MINIMIZADA.
DF: MATRIZ JACORIANA MxN OBTENIDA AL DERIVAR F CON RESFECTO A X.
VECTOR DE PARAMETROS, CONTIENE: LOS FPARAMETROS DE DENAVIT-

DE LA POSICION DEL ORGANO TERMINAL, LAS MATRICES DE ROTACTNN
CALCULADAS EN PROD(), ETC.

TOL: VALOR REAL FOSITIVO, EBPECIFICA EL VALOR DE LA TOLEP wiCIA
PERMITIDA (LO DEFINE EL USUARIO).

HARTENBRERG, LOS SENOS Y COSENOS DE LOS ANGULOS ALFHA, VALORES

ITER: UNA VARIABLE ENTERA, DENOTA EL NUMERDO CORRIENTE DE ITFRAMTNN.

MAX: NUMERDO MAXIMO DE ITERACIONES PERMITIDAS
SUBRUTINAS EMPLEADAS:

HECOM ~ TRIANGULARIZA UNA MATRIZ RECTANGULAR MEDIANTE REFLEXIONES
DE HOUSEHOLDER.

HOLVE - RESUELVE EL SISTEMA TRIANGULARIZADD POR SUSTITUCION HACIA
ATRAS.

FUN - CALCULA EL VALOR DE F USANDO EL VALOR CORRIENTE DE X.

00000000000 aDD0o0on0o00000000000
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DFDX - CALCULA LA MATRIZ JACOBIANA,.. EL ELEMENTD.DF(I,J;lES ;‘
DF (1) /DX (J) . ’ : Lol R

FNORM ~ OBTIENE EL MAXIMD VALOR ARSOLUTO, DE LOS ELEMENTOS DE-UN
VECTOR. K e :

oooo0n

ITER = 1

1 CALL FUN(X.F,P,M,N)
FNOR = FNORM (F M)
IF (FNOR.LT.TOL) GOTO 7
IF (ITER.BT.MAX) BOTO 4

C FORMA EL PROBLEMA LINEAL DE MINIMDS CUADRADOS
CALL DFDX (X,DF,P,M,N)
CALL HECOMP (M, M, N, DF, L)
CALL HOLVE (M,M,N,DF, U, F)
DELNOR = FNORM(F N)
IF (DELNDR.LT.TOL) GOTQ 3

C 681 DELNDR ES AUN GBRANDE, SE FORMA LA CORRECCION AL VECTOR X
DD 2 I={,N
. X(1) = X{Iy - F(I)
2 CONTINUE
ITER = ITER + 1
GO 1O 1
WRITE (%, 101) ITER, DELNOR
GO TO 5
WRITE (%, 102) ITER,FNOR
DO &6 I=1,N
WRITE (%X, 103) I, X(I)
RETURN
WRITE (%, 104) ITER,FNOR
60T0 S
101 FORMAT (//5X,*A LA ITERACION NUMERO *,I13/5X,’LA NORMA DE LA *,
~ CORRECCION ES *,E15.7/5X,°HAY CONVERGENCIA, LA SOLUCION ES:*/)
102 FORMAT (/SX, *EXISTE DIVERGENCIA EN LA ITERACION *,I3/5X, )
-~ LA NORMA DE LA FUNCIDON ES: *,E1S5.7/5X,’EL VALDOR ACTUAL DE X *,
~ *ES:*/)
103 FORMAT(S5X,2HX (, 12,3H)= ,F15.7)
104 FORMAT(//5X,’LA FUNCION TIENDE A CERO EN LA ITERACION ’,I3/5X.
- LA NORMA ES: *,E15.7)
END
SRR 0K 0K K KK KKK KK 3K KK 5K 30K 30K KK 00K KKK K K00k KK KO KKK OK Rk R Kok kR kK kKX KKk
FUNCTION FNORM(F,N)
REAL. F(N)
C LA FUNCION FNORM CALCULA LA NORMA MAXIMA O NORMA DE CHEBYSHEV DE UN
C VECTOR F (N-DIMENSIDNAL) .
I=1
Do 1 J=2,N
1 IF( ARS(F(I)).LE. ABS(F(J))) I=J
FNORM = ABS(F(I))
RETURN
END
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SUBROUT INE FUN(THETA,F,F,M,N)
REAL THETA(&),F{(7),F(4B0) ,TCS5(12)

[ e Y “

~



‘ooon

oo

-5

SE FORMAN LAS ECUACIONES DE DESFLAZAMIENTO Y DE ROTACION.
AL ANULARSE FROFORCIONAN EL VALDR DE LOS ANGULOS THETA PARA
UNA CONFIGURACION DADA DEL DO.T.

po 2 I=1,N
TCS(1) = COS(THETA(T))
TCS(I+N) = SIN(THETA(I))

2 CONTINUE .
CALL PROD(TCS,F)
CALL VECX(TCS,P)

ECUACIONES DE DESFLAZAMIENTO.
DO 4 I=1,3
F(l+4) = P(B6+I) — F(2B+I)
4  CONTINUE

ECUACIONES DE ROTACION

F(1) = —F(25)+ F(B3)~ P(BS)

F(2) = —P(26)—- F(BO)+ P(B4)

F(3) = —-P(27)+ P(79)~ F(81)

F{4) = —-P(28)+ P(78)+ P(B2)+ P (Bb&)
RETURN

END
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nooonaont

SUBROUT INE FROD(TCS,F)
REAL P (4B0),TCS(12)
EN ESTA SUBRUTINA SE EFEDTUAN Y SE ALMACENAN LDS PRODUCTOS :
Q1 EN F(33-41)
Q1x02 EN P(42-50)
QLXR2XQI EN F(51-359)
QIXQ2%B3Xx04 EN F{60-68)
QLXEZXOIXQ4XQS EN P(69-77)
Q1¥Q2¥Q3%kQ4xA5k06 EN P(78-86)

P(33) = TCB(1)
F(34) = TCS(7)
P(38) = 0.0
P(36) =-TCS(7) % P13
P(37) = TCS(1) % P13
P(38) = P(19) '
F(39) = TCS(7) % P19
P(40) = -TCS(1) % P(19)
P41y = P13)
IP = 32
DO 10 I=2,6
1A = IP
IP = IF + 9
A = TCS(I+6) % F(I+12)
R = TCB(I) % P(I+12)
C = TCS(I+&6) % P(I+18)
D = TCS(I) % P(I+18)
DO 10 JI=1,3

IrY = IP + J
P(IP+d) = POIARI) XTCS(N) +P (IA+I+3) kTCS(I+6)
P(IP+J+3) = —P(IA+J) XA+P (IA+J+3) XB+F (IA+I+6) XF (1+18)
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FOIP+I+6) = F(IA+I)Y XC-P(IA+I+3) 3D+P (1A+I+6) XP (1+12)
10 CONTINUE
RETURN
END
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SUBROUTINE VECX(TCS,F)
REAL TCS(12) P (4BO)
C SUBRUTINA VECX: CALCULA LAS COORDENADAS CARTESIANAS DEL ESLABON
c EXTREMO CON RESFECTO AL SISTEMA COORDENADO DE LA BASF
c

F(102) P(6) X TCB(4)

F(L03) = P(6&) % TCS(LD)
F(104) = F(12)
DO 10 I=1,5

K=6-1

KK = BIHKHK+K
KKP3 = KK + 3
FX1 = P(K) + F(KP3+1)
PX2 = POK+12) ¥P(KRES+2) — PIKHIE) kP (KEP3+3)
PUKK+1) = TCS(K)¥PX1 — TCS(K+6) ¥FX2
PUKK+2) = TCS (<+6) KFXL + TCS(K) XPX2
POKHS) = PUE+6)+ F(K+18) XF (KKF3+2) + P (K+12) kP (KKP3+3)
10 CONTINUE
RETURN
END
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SUBROUTINE DFDX (THETA,DF 4 F, M, N)
REAL THETA(N) , DF (M, N) , P (480)
C BUBROUTINE DFDX: CALCULA LA MATRIZ JACOBIANA
C .

L.=23
LX = B7
LP = 104
DF(1,1) = -P(B4)
DF(2,1) = —-P(B5)
DF(3,1) = PF{(78)+F(82)
DF(4,1) = PF(B1)-FP(79)
DF (S, 1) = ~F(88)
DF(56,1) = P(8B7)
DF(7,1) = 0.0
DO 10 I=2,N
L=L+9
LY = LX+3
LP = LP+3
Jd=L + 7

DF(1,1) = P(J)X(P(B2)+P(86))~-P (J+1) kP (B81)-F(J+2) XP (84)
DF (2, 1) =—F(3) %P (79) +F (J+1) K(F (7B) +P (86) ) ~F (I+2) ¥P (B5)
DF (3, 1) =—P(J) %P (B0) —F(J+1) kP (B3) +F (J+2) % (P (78) +P (B.))
TEMP = P(J) X (P(BS)-F(83) )+ F(J+1) % (F(B0)-P(84))
DF(4,1) = TEMP+ P(J+2) % (F(B1)-F(79))
DO 4 K=1,3
DF (K+4, 1)= =P (L+K) RF (LX+1)+ P (LA ¥P (LX)
P(LP+K)=DF (K+4, 1)
4 CONTINUE
10 CONTINUE
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P(105) = DF (5, 1)
P(106) = DF(b6,1)
PC107) = DF(741)
RETURN

END
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SUBROUTINE HECOMP(MDIM, M, M, A,
INTEGER MDIM,M,N
REAL. A(MDIM,N) ,UM)
SUBRUTINE HECOMP: REDUCCION DE UNA MATRIZ RECTANGULAR A FORMA
TRIANGULAR SUFERIOR MEDIANTE HDOUSEHOLDER. SE
EMPLEA CON HOLVE FARA OBTENER LA SOLUCION DE
SISTEMAS LINEALES SOBREDETERMINADOS FOR MINIMOS
CURADRADOS.

"VARIAEBLES: A - MATRIZ DE MxN CON MHN, QUE SERA REDUCIDA
SALIDA: MATRIZ REDUCIDA COM INFORMACION SOBRE
LA REDUCCION.
MDIM - DIMENSION DECLARADA DE LOS RENGLDONES DE A
M ~ NUMERD DE LDS RENGLONES DE A
N - NUMERQ DE COLUMNAS DE A
8] -~ VECTOR DE DIMENSION M
SALIDA: INFORMACION SOBRE LA REDUCCION

LOS RESULTADOS TRIANGULARES SON ALMACENADOS EN A(I,J) PARA I.LE.J Y
LOS VECTORES QUE DEFINEN LAS REFLEXIONES SON ALMACENADDS EN U Y A.

DO 6 K=1,N
ENCUENTRA REFLEXIONES QUE HACEN CERO ACI,H), I=K+l,.... M
ALPHA = 0.0
DO 1 I=HK,M
U = ALK
ALPHA = ALPHA + U(I) ¥ U(I)
1 CONT INUE-
ALFHA = SORT (ALFHA)
IF(U(K) .LT. 0.0) ALPHA = —ALPHA
U(K) = UCK) + ALPHA
BETA = ALFHA ¥ U(K)
AK,K) = —ALFHA
IF (BETA.ER.0.0.0R.K.ER.N) BOTO &

0O O0o0GooooodoOonnNo0onn

c APL.ICA REFLEXIONES A LAS COLUMNAS RESTANTES DE A
KP1 = K + 1
DO 4 J=KP1,N
GAMMA = 0.0
DO 2 I=K,M
GAMMA = GAMMA + UCI)¥ALI,d)

2 CONTINUE
BGAMMA = GAMMA/EETA
Do 3 I=K,M
: A(I,J) = ACI,J) — GAMMAXU(I)
3 CONTINUE
4 CONTINUE
b CONT INUE

RETURN



END
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SUBROUTINE HOLVE (MDIM, M, N, A, U, B B : L

INTEBER MDIM, M, H ' ‘ : : s

REAL. A (MDIM, M) LMY (B

REAL. BETA, GAMMA, T
SOLUCION MEDIAMTE MINIMOS CUADRADDS DE SISTEMAS SOEREDETERMINADOS
ORTIEME X OUE MINIMIZE LA NORPA (A%X-E)

A Y U, RESULTADDE DE HECOH!
B= LADO DERECHO UM M-VECTOR
SALIDA @ FRIMERDS N COMFOMEMIES = LA SCLUCION, X
ULTIMOS M-i4 COMPDNENTES= TRANSFORMACION RESIDUAL
DIVISIOM FOR CERO IMFLICA QUL A NO ES DE RANGO COMPLETO

isBvlsRoloRoRs e Ry Ry

APLICA REFLEYIOMES A T,
DO 3 K= 1,N :
T= AL K)
BETA= —~U () %A (I, K) '
ACK, K= L)
BAMMA = 0.0
DO 1 I=H M
GAMMA= BAMMA+A (T, 1) FE(T) :
1 CONTINUE o :
BAMMA= GAMMA/EETA
DO 2 I= K, 4
EOTY= EOT) -BAMMASA (1 1)
COMTINUE
AU D= T
CONT TMUE

N

Q0w

SUSTITUCION HACIA ATRAS v .
DB S KB = i,N
K= M+1-KE
BUO= B /B, KD
- IF (K.E®,1) G0 T0O 5
. KMi= K-1 o
DO 4 I=1,KMi
R(IdY= BCI) =A T, ) $E U0
a CONTINLIT
5 CONT ThILE
RETURM
END -
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SUBROUTINE VELAC (M, M, DF, U F,V, 0}
REAL. DF (7.6) JU(7),F(aB0) V7)) A7
COMMON DDT (6,6, 7
_EN ESTA SUERUTINA BE ORTIENE LA VELOCIDADL Y Lia ACELERACION DE CADA
FAR DE ROTACIOM EM UM CADEMA CINEMATICA COM 7 ESLABONES.
SE LE SUMINISTRAN LOS DATOS SI1GUIEMTES : ,
V(I) - VECTOF DE VELOCIDAD AMGULAR (1-3) Y LINEAL (5-7) DEL 0.T.
ACT) - VECTOR DE ACELERACION ANGULAR(I-3) Y LINEAL (5-7) DEL O.T.

SE OBRTIENE :
1A VELDCIDAD Y ACELERACION EF CADA AR V1) Y A(l).
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C
NM1=N-1 IR
V(4)=—F (25) XV (1) -F (28) 2V{(R) -F(27). %V (3)
— VI=(F(82) +F (B) YAV (1) -F(B1) AV(2)-F(B4) 3y (3)
2=—F(79) %V (13 + (P(78)+F (B6) ) ¥V (2) ~P (B5) V()
V(Z) ==P (B XV (1) ~F(BT) &V (2)+(F (78) +F (B2) ) ¥V ()
w(2y=v2
VL) =vs
CALL HOLVE (M, M, M. DF, L.\
Cc

c CALCULLA |.A SEBUNDA DERIVADA DE LA ACELERACION ANBULAR CON RESPECTD

c A THETA PUNTO.

FP{123) =P (40) 3V (1)

P(124)= P(I) XV (1)

P(128)= 0.0

VEC1i= 0.0

VEC2= 0.0

VEC3= V(1)

IP= 153

W= 12
3

VECI=VECI+F(ID1) ¥V (T)

VECZ2=VEC2+4F (ID1+1) ¥V (1)

VECI=VEC3+P {ID1+2) XV (1)

F(IF)=VECL

FOIR+3 ) =VEC2

P(IF+2) =VEC3

ID2=1D1+9

F(IW) =VEC2%F (ID2+2) ~VEC3XF (1D2+1)

P (IW+1) =VECIXF (ID2) -VEC1XF (ID2+Z2)

PIW+2) =VEC1$F(ID2+41) ~VEC2XF (I1DZ)
2 COMTINUE .

- P(16B)=F(75) ¥V (&) 4P (165)
RO1LER)=F (7L AV (6) +F (168)
F170)=P(77) 2V (&Y +F(167)

I=1)¢

DO 4 I=1.MM:
TW=TW+2
IP1=1+1
A =AY —P (TW+1) 2V (IR
A(2)=A(2)~F (IW+2) XV (IF1)
A3 =R P (I3 XV IR

4 COMTINUE

- AM@)=-P(2R) XA R (26) 302 =27 XA
Al= (F(BZ2)+F(BA) I XA (1) ~F(B1IRA (D) —F(B4) XA
AZ==F(79) XN (1) + (F{78) +F (B5) ) XA (2) —F(B5) ¥A(E)
A3 =—F(RO) XA (1) —F (B3I kA (23 +(F(78) +F (B2) ) XA (F)
A(2)=A"

A(L) =R
C .
c CALCULA [.A SEGUNDA DERIVADA DEL DESFLAZAMIENITU CON RESPECTO A THETA
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DDT(1,1,1V==P(108)
DDT (1,1,2)= F(10%)
DDT(1,1,3)= 0.0
po 8 1=2,N
IDI=10243% 1
DDT(1,1,1)=-P(ID3+1)
DDT(1,1,2)= F(ID3I)
DDT(1,1,3)= 0.0
DDT(I,1,1)=DDT(1,1,1)
DDT(1,1,2)=DDT (1, 1.2
DDT (I, 1,3 =DDT (1, 1,3
1D4=21+9%1
DO 7 J=I,N
1D5=102+3%J
DDT(1,3,1)=P (ID4+1) %P (1D5+2) ~F (1D4+2) ¥P (IDS+1)
DDT(I,d,2)=F (104+2) %P (IDS) ~F (1D4) XF (ID5+2)
DDT(1,d,3)=F(ID4) £P (ID5+1) —F (1DA4+1) ¥P (1D%)
IF(I.EQ.J) 60 TO 7
DDT(J,1,1)=DDT(T,J,1)
DDT(J, I,2)=DDT(I,J,2)
. DDT(J,1,3)=DDT(I,J,3)
7 CONTINUE
8 CONTINUE
IX1=134
DO 10 I=1,N
IX{=IX1+3
81=0,0
§2=0.0
§3=0.0
po.9 J=1,N
S1=61+DDT(J, I, 1) ¥V (D)
§2=82+DDT (J, I,2) ¥V {J)
S3=53+DDT (J, I,3) ¥V (1)
9 CONTINUE -
F(IX1+1) =51
P(IX1+2)=82
P(IX1+3) =63
10 CONTINUE
1X1=134
DD 11 I=1,N
IX1=IX1+3
A(S)Y=A(S) =P (IX1+1) ¥V(I)
ALY =A (L) P CIX1+2) KVLT)
AC7)=A(7) =P (IX1+3) %V (1)
11 CONTINUE '
CALL HOLVE (M, M, N, DF,U, A)
RETURN
END
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SUBROUTINE CROSS(X,Y,2)
REAL X (3),Y(3),Z(3)

ESTA SUERUTINA EFECTUA EL PRODUCTO VECTORIAL DE LOS Vl:.CTDRES X ¥
EL. RESULTADO LO ALMACENA EN Z.

onnon
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ZAY=X VAV LT) V(2
242y =X A3 YA =V Ty
FASIED S ORE A H S R S RIEE A
RETURH
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SUBROUTIME DRDV(FD.F, MML) By
REAL FD&M) (F(480) (VECI(E) ,VECZ(3) L VECT (3}

ESTA SUBRUTIMA CALCULA LA DERIVADA D K1) CONGRESFECTO A THETA=R

Y LOS ALMACEMA COMO e o
DR(1) /DX EN F(171-173)
DR(2) /DX EN F(174-17%)
DR(Z) /DX EN F(1E80-188)
DR(4) /DX EN F1B2-200)
DR(S) /DX EN P{201-21%)
DR(&) /DX EN F105-122)

PRIMERO CALCULA X (I41)-RHOC(I) REFERIDO AL SISTEMA F1J0,
DESFUES CALCULA LA DERIVADE DE R(I).

opooOoo0o0o0o0n0D

CIP=33
1X=89
IPD=C
18=171
AL=F(90) ~FD ()
R1=P(91)-FD(T)
Ci=F(92)~FD(4)
AA=F (IZ) XAL+F (36) SRR (3T %0 )
ER=F (34) xN14+F (37) $BI4F (40) $CY
CC=P (35) ¥N1+F (3B) ¥EI4P (41) %L1
F(171)=P(10%) +ER
P{172)=F (10&) AR
FU73=P(107)
N 10 I=2,MM1
IF=TF+9 )
IX=TYAT - . Ce
IPD=T1FD410
TQaTR T
AT=RCTX41) ~FD CTED L
B1=F (IX+2) =FD (IFD+3;
Ci=P(I%+3) ~FD {IFD+4)
VECR (1) =P (IF) $A1+F(IF4+3) XBL +F (1F+6) 50}
VECZ(Z) =F (TP 1) $A1+F (IF+2) ¥EI 4P {TF47) ¢
VECZ2(3) =P (IF+2) ¥A1+F (TF45) 1111 +F (IF+8) &
F(IB) =P (105) +VECT (I
FCIS+1)=F (10&6) -VECD /1)
FIS+2)=F (107" . -
IDY%=10%
10=30
DO S J=2.1
IN=10+5
IDY=1D¥+T
18=15+7
VECI (1) =F (16
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VEC (2) =P (1Q+1)
VEC1 (3) =P {1Q+2)
CALL CROSS(VEC!,VEC2,VEC3)
P(15)=P (1DX)-VEC3(1)
P(IS+1)=P (IDX+1)-VECI(2)
P(18+2) =P (IDX+2) -VECI(3)

CONT INUE

CONT INUE

RETURN

END

SUBROUTINE PIPTA(FD,F,B,N)
REAL PD(&60), P (4B0) ,EB(3,21)

REFIERE LA MATRIZ DE INERCIA DE CADA ESLARON AL SISTEMA FIJ0

P(IYXICCIIXP(I)T Y EFECTUA EL FRODUCTD FOR LA MATRIZ COEFICIENTES

(ACI)) DE THETA FUNTD. ALMACENA ESTE RESULTADO EN E, EN LA
SIGUIENTE FORMA: PO XICH XPT (1) ¥ACL) EN B(I, 1)
P2) XI(C2IXPT(2) ¥A(2) EN R(1,2-3)
P(3) $T(CIKPT(3) XA(Z) EN B(I,4~-6)
F(A) XI(CA) KPT () XA(4) EN B(I,7-10)
P(SYXI(CHXPT(SIXA(S) EN B(L,11-15)
P(6) X1 (CH)XPT (L) X¥A(L) EN H(1,16-21)

C13=FD(5) kP (35) +FD (6) XP (IB) +FD(7) kP (41)
C23=PD (b) XP (35) +FD (B) kF (IB) +FD (7) P (41)
C3Z=FD (7) ¥F (35) +PD(F) kP (3B) +PD (10) kP14 1)
B(1,1)=C13%F (I3) +C2IKF (36) +CIZKP (39)
B (2, 1) =C13%P (34) +C23%P (37) +CIJXP (40)
B(3, 1) =C13KF (I5) +C2IKF (3B) +CITKP (41)
1B=1 _
DO 2 1=2,N
IPD=5+10¥(1~1)
1P=24+9%1
1B=T1E+1
C11=FD (IFD) %P (IP) +FD (IPD+1) kP C LE+3) +FD (1FD+2) kF (IP+6)
C21=PD(IPD+1) %P (IF) +FD (IPD+3) XF (IF+3) +FD (IFD+4) kF (1P+6)
C31=PD(IPD+2) XF (IF) +FD (IPD+4) XP (IP+3) +PD (IPD+E) kF (1P+6)
C12=PD (IFD) ¥F (IF+1) +PD (IFD+1) kP (IF+4) +FD(IPD+2) XF (IP+7)
C22=PD (IFD+1) kP (IF+1) +FD (IPD+3) kP (IP+4) +PD ( 1IPD+4) XP (1P+7)
C32=FD(IPD+2) ¥F (1F+1) +PD (IFD+4) ¥F (IF+4) +PD (IFD+5) XF (IP+7)
C13=PD(IFD) %P (IP+2) +PD (IFD+1) XP (IF+5) +PD (IPD+2) kP ( IP+8)
- C23=PD(IFD+1Y¥P (IF+2) +FD (1PD+3) XF ( IF+5) +FD (IFD+4) XP (IP+8)
CIZ=PD (IFD+2) ¥F (IF+2) +PD(IPD+4) P ( IF+5) +PD { IPD+5) %F (IP+8)
BL1=C11XP (IP) +C21XP CIF+3) +C31XF (IP+6)
B12=C12XF (1P) +C22XF ( IF+3) +CI2%F (1F+6)
B13=C13%F (IF) +C2IXF (IF+3) +0IIXF (1F+6)
B22=C12KF (1F+1) +C22KF (1F+4) +C32XF (1R+7)
B23I=C13KF (IF+1) +L23KP (IP+4) +CIZAPLLF+7)
BIZI=CIIXP (IP+2) +C2TAP (IP+5) +CITAP (IF+8)
B(1,1B)=B13
R(2, 1B) =E23
B(3, IB) =B33
16=30
Do 1 J=2,1




IQ=10+9

IR=1B+1

B(,IR)= BlltP(ID)+312*P(IQ+1)+31?$P(IQ+2)
B(2 IB)=R1Z%F (I18) +B22KF ( IO+ 1) +B23KF(IR+2)
8(3,18) =R13%P (1Q) +B23KP (10+1) +BITHP (1Q+2)

1 CONTINUE
2 CONTINUE
RETURN
END
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SUBROUTINE DRTDT (P, V,NML)
REAL P (480 V(&) ,DR(5,5,%)
C CALCULA LA DERIVADA CON RESFECTO AL TIEMFO, DE LA PARCIAL DE R(I)
C CON RESFECTO A THETA.
c

15=171

IFPS=314

IDS=213

DO 10 I=2,NM1
I1S=16+3
DR{1,1,1)=-F(IS+1)
DR(1,1,2)= F(IB)
DR(1,1,3)= 0.0
DO 4 J=2,1

16=16+3 e

DR(1,3,1)=—P(1S+1)

DR(1,J,2)= P(IS)

DR(1,d,3)= 0.0

DR(J, L, 1= DR(1,d,1)

- DR(J,1,2)= DR(1,J,2)

DR(J,1,3)= DR(L,3I,3)

18A=18

IP=21+9%]

DO 2 K=J,1
DR{J, Ky )= PUIP+1) AP (ISA+2) ~P(IP+2) XP (16A+1)
DR(J,K,2)= FIF+2) ¥P (ISA) —F (IF) XP (1SA+2)
DR(J, K, 3 = FUIP) AP (18A+1) ~FP (IF+1) %P (15A)
I1SA=185A+3
IF(K.EG. 1) 6D TO 2
DR(K,J, 1= DR(J,K, 1)

DR(K,J,2)= DR(J,K,2)
DR(K,d,3)= DR(J,K,3)

2 CONTINUE®
4 CONTINUE
DO 8 J=1,1
IDS=1DB+3

P(IDS) = 0.0
F(IDS+1)=0.0
P(IDS+2)=0.0
DO 6 K=1,1
IPS=1FG+3
F(IPS+1)=DR (K, J,1)
P(IPS+2)=DR (K, d,2)
PUIPS+3)=DR (K, J,3)
P (IDS) =P {IDS) +DR (K, J, 1) ¥V (K)



P (IDS+1)=F ( IDS+1)+DR (K; J; 2) ¥V(K)
P (IDS+2) =F ( IDS+2) +DR (K, J , 3) ¥V.(K)

6 CONTINUE
8 CONTINUE
10 CONTINUE
RETURN
END
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SUBROUTINE GINE(PD,F,B,GI,N)
REAL FD(60) ,F(480) (B(3,21),61(6,6),VECI (3) ,VEC2(3) , VECI (3)

c
C SE REALIZA EL CALCULD DE LA MATRIZ GENERALIZADA DE INERCIA

DO 1 I=1,N
DO 1 J=1,N
GI(I,3)=0.0
1 CONT INUE
1p=1
NM1=N~1
IDR=171

SP=P (171) kP (171)+F (172) ¥P (172) +P (173) kP (173)
. BI(1,1)=BP¥PD(ID)
DO & I=2,NM1
IDR=1DR+3
ID=1D+10
VEC! (1)=P (IDR)
VEC1 (2) =P ( IDR+1)
VEC1{3)=P (IDR+2)
SP=VEC1 (1) XVEC1 (1)+VEC1 (2) XVEC1 (2) +VEC1 (I) ¥VEC1(3)
GI(1,1)=6GI(1,1)+SF4FD(ID)
DO 4 J=2,1
IDA=1DR
IDR=1DR+3
VER2 (1) =P (IDR)
VEC2(2)=F (IDR+1)
VEGZ (3) =P (IDR+2)
SP=VEC1 (1) KVEC2 (1) +VEC1 (2) XVEC2 (2) +VEC1 (3) ¥VEC2(3)
BI(1,3)=61(1,0)+5F%FD(ID)
DO 2 K=J,1
IDA=IDA+3
VECZ (1) =F (IDA)
VEC3(2) =P (1DA+1)
VECZ(3) =P (1DA+2)
SP=VEC2 (1) XVECI (1) +VEC2 (2) XVECI (2) +VEC2 () AVECI (3)
BI(I,K)=GI(I,K)+SFXFD (ID)

2 CONTINUE

4 CONT INUE

& CONTINUE
IDR=105

SP=P(105) %P (105) +F (106) XxP (106) +P (107) XP (107)
BI(1,1)=GI(1,1)+5PKFPD(5L)+B(3, 1)
DO 10 I=2,N

IDA=IDR

IDR=1DR+3

VEC1 (1)=P (1DR)

VEC1 (2) =P (IDR+1)
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WECT (Y =R B
SF=F (105) § | LUl(l)i"\SuhlmVPLl\z)*b(lO/)aVbLl'
6T, 1)—P141 L) 46D

DO .8 a=1.1 . ' -';!_:q
IDA=IDA%1 S
VEC? (1) =T (1D
VECZ (2 =P (IDA+4)
VECD (7Y =1 { TDi : co L
SR=YEGT (1) §VECT ) PVERT (2) RVERE{2) +VECT (S SVECE (3
GI(I. D) =GL (1, DHEFEPD . . e Lo ‘
CONTTNUE
CONTIMHE
Th=!
DO 16 I=2,M
IB=IR+1

BT, 1)=6T (1, 1) +B (3, IR
' In=30
DO 14 J=2,1
IRA=IR
IR=1R+1
GI(i,d)= GI(l,J)+B(>,IE)
1a= IP+?
PO 12 K=3,1
TEA=IBN+L
CRP=0, TRA) AP (I B2
P*quI)—GI(J (RS
CONTIMUE
CONT INUE N
CONTTMUIE
DO 18 I=1,M
PO 18 J=1,N
BI(I, 1I=BTI,d)
RETURN
ENMD
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SURROUTTHE DB THE (PP, F, 11, DG L, DEIAF, DETW,N)
REAL PDAD JF (AB0) BT, 21) ,DEI (6, 6), VELl\a),VEL“(é) VEC3(3),
- DBIAF (A, &), DEIL
CAL UG | OE EL U e MERE LOTRETE, THETA F10) OBTENIDA AL
DERTUAR 1A MATRIZ REMERALIZADS DE INERKCIN ¥ SLFLIFICAH.
REALT7A El. PRODUICTR MATRICIAL DE Lo PARCIAL DE R(Y) CON RESFECTO A
THETA COM LA FPARCIA! DE R(I) FTO. COM RESFECTO A THETA Y LO
ALMACENA EN DET (I,
DO 1 I=1.t
Do 1 a=1,t
DEI LI, 3 =0, 5
COMT IR

.7"",' .‘0 =3, N
TD=ID+1”
IDA=1ILT
Do R I=1.7



B T

IDR=IDF- T
ViX=F (IDF®
VIY=F (IDF+ 1}
ViZ=F (IDR+D)
IDA=IDT
DO b K=1,1
IDA=IDA+S
VIDX=F (IDA)
VIDY=F (IDA+1 "
VIDZ=F (IDA+Z}
SP=V1X¥VIDX+V1Y¥V1DY+VIZ¥VIDZ
DBI(JI,LE)=DBT (J K)+SFKFD (1D)
& CONTINUE
8 CONTINUE
1DD=1DA
10 CONTINUE
IDR=102
IDD=135
Do 14 I=1,N
IDR=IDR+3
V1X=P (IDR)
V1Y=F {IDR+1)
VIZ=F (IDR+2)
IDA=1IDD
DO 12 Jd=1,.N
IDA=TNA+Z
VIDX=F (IDA)
VIDY=F (IDA+L)
VIDZ=F{1DA+2)
SP=VIXAVIDX+VIYRVIDYHVIZEVIDZ
DBIC(I,J)=DBI(I,I)+BFEPD(51)

12 CONTINUE
14 CONTINUE
c

C CALCULA ElL. PRODUCTO E(I)XPI{J)
VECZ2(1)=F(15&)
VEC2(2)=P(157) -
VEC2 () =F (15E)
F(268)=-VECR (&
P(259)= VEC2(i .
P(260M= 0O.(
P(2&61)= P(40)XVECZ(3)~F (A1) SVECH (Y
FA262)Y= F(41) AVEC2 (1) —F(39) RVEC2(3:
F(263)= P(29) XVEC2(I) P {40) XVECZ (1
IR=261
Th=154
N0 4 I=3.M
IR=TR+T
TW=Tb+7
VECZ () =F (1
VECRUI =P (1141 ;
VEC2(Z)=F (1
FCIR) =-VEC2(Z:
P(IR+1)=VECZ (1}
PUIR+2)=0.0




=17

DO 2 J=2,1
IR=IR+3
IPA=21+9%J
VECH (1) =F (IFA)
VEC1(2)=F (1IPA+1) o .
VEC1 (3) =F (TPA+2) '
CALL CROSS (VECI,VEC2, VECS)
F(IR)=VECT (1)
PUIR+1)=VEC3(2)
F (IR+2) =VECI (3)

CONT INUE

CONTINUE

O+N

C CALCULA EL PRODUCTO DE AT(I)XW(I)XI(I)XA(I) Y LD ALMACENA EN
C DGIW(JI,K), LDS VALORES DE DACI)TR(I(I)XA(I)) EN DGIAF(J,K)
1B=1
IDI=255
DO 22 1=2,M
IDW=120
DD 20 J=1,1
IDI=IDI+3
V1X=P(ID1)
V1Y=P (IDI+1)
V1Z=P (ID1+2)
1BA=1R
IF(J.ER.1) GO TO 16
IDW=1DW+Z
E1X=P (1DW)
E1Y=P (IDW+1)
: E17=P (1DW+2)
16 DO 18 K=1,1
TBA=1BA+L
SP=VIXKE(L, IBA) +VIYKE(2, IBA) +V1 ZXE(S, IBA)
DBIW(I,K) =DGIW(J,K) +EP
IF(J.EQ.1) GO TO 18
SP1=E1XXB(1,1BA)+ELYXB (2, IBA) +E1ZXB(3, IBA)
DGIAP (J,K) =DBIAP (J, K) +5P1
18 CONTINUE
20 CONTINUE
1B=1BA
22 CONTINUE
RETURN
END
CRRRRRRRHKK IR KKK KRR KK KKK X KKK KKK KK KKK KKK KKKk K
SUBROUTINE DERAC (F,V,A, N, DA)
REAL P (AB0) ,V{6) s Alo) ,DALS, 213, T(b,by3) , TV (6, by 3)
COMMON DDT (&, 6, %)
C CALCULA LA FARCIAL DE LA ACELERACION DEL CENTRO DE MASA DE CADA
. C ESLABON, CON RESFECTO A THETA Y LA ALMACENA EN DA(ESL, THETA(ESL)).
C PRIMERD REALIZA LA PARCIAL TERCERA DE R(I) CON RESFECTO A THETA
VIC=V (1) ¥V (1)
DAL, 1) =-P (171)XVIC-P(172) ¥A (1)
DA(2, 1) =~P (172) KVIC+F (171) XA (1)
DA, 1)= 0.0
1DA=1
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IFB=314
DO 9 ITL=2,M
IP=20
IFCILLER.NY GO 10 2
DO 1 I=1.1L
po 1 J=1,1IL
IPS=1FS+Z
DO 1 K=1i,
TCI.J.K)=F CIFS+K)
CONTINUE
GO TO 14
DO 3 I=t,IL
DO I J=1,IL
D0 3 K=1,3
T(I,d,K)=DDT(1,J,K)
CONTINLE
DD 8 ID=1,IL . '
1e=2
IP=1F+9 ‘
ID1=1D+1
1DA=IDA+1
TTV(1,1,19=-T(ID,1,2) ¥VIC+T(ID, 1, 1) XA (1)
TV, 1,2)= T(ID, 1, 1) %VIC+TCID, 1, 2) %A(1)
TV 1,3)= TUID 1,3 %A )
Do S I=2,IL
TY(L, 1, 1 ==T(ID,1,2)
TV, I,2)= T(ID, I, 1)
TV,I, %)= 0.0
L IR=IRR
PO 5 J=1,IL . )
TV, I, 1) =P (I0+2Y KT (ID, I, 3)-P(10+3) ¥T(ID; 3, 2)
TUCL, 3, 2)=F (I0+3) T (1D, J, 1) -F(I10+1) ¥T(ID,d,3)
TV(I,J, 3 =F (10+1)XT(1D,J,2)~F (I0+2) ¥T(ID,J, 1)
IFCID1.BT.IL) BO TO 5
IF(IDL.E@.2) BO TO 4
IF(I.LT.ID1) B0 TO S
TEMPI=F(IF+2) 4T (1, J, 3 ~F(IF+3) % T(1,0,2)
TEMPR=F (IF+3) 2T, J, 1D ~FIF+1) $T(1,3,3)
TEMPS=F (YF+1) 8T (L, 3. 2V =P CIF+2) §T(T 0, 1)
TUCI.J.3)Y=TVL, 3. 1) +TEME
TUCI. 3. 2)=TVCT, J.3) +TEMED
TVCLL T3 =TV (I, 1. 3) +TEMFT
GO To %
TVCIL T, 1)=TV(I, 3, 1) =TV(1,J,2;
TUCL, I, 2)=TV(1,d,2) =TVl 3,1}
CONTINUE
T11=11~4
DO 6 I=1,1}
IFP1=1+
VIC=V(IF1) ¥V (IFD
TEMF1=TV(IFL, IP1, 1) $VIC+T (ID, IF1, 1) %A (IFL)
TEMF2=TV (IF1, IF1, 2) ¥VIC+T (1D, IF1, 2) YA (IF1)
TEMRI=TV (IFL, IF1. 3 SVICHT(ID, IFL 3 %A IR
TV(L, 1, 1)=TV(L, 1, 1) +TEMF:
TV, 1,2)=TV (L, 1, ) +TEMFZ
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TV, 1, D) =TV OL L+ TERRS
b0 6 J=IFL,TL.
: . VIT=VIT FV T R 2, : :
i TV 1, 1) =STV L, 1, D 4TV, 1)»V1JM” L
TV, 1,2)=TV (1, 1,h>+Tv<1_J,4)*v1g e
: TVLL, 1, ) =TV, 1, I+TV(T, J,3) ¥VIT
& CONTIMUE
DAL, IDAY=TV(1,1.1)
DA(Z, IDAY=TY (1,1, 2
DA (3, IDA =TV (1,1 ,3)

8 CONTINUF
9 CONTINUE
RETURN
END
5333238222232 ETELISIL ST ISEIEL ARSI RS TLICIEILISTEEI RTINS RLINEES S

SUBROUT INE DATP(F,V,DAT)

REAL P(480) V(6), DAT(S.S.S) E(3) (EF (3) ET(3) ,VN(3)
c
C CALCULA LA DERIVADA DE A FTO. FDR THETA PTO. CON RESFECTO A THETA.
C DEL SEXTO ESLABON, NO ALMACENA EL. FRIMER ELEMENTO BUE ES NULO.

1IF=38
IW=155
1Ch=122
DAT (1,1, 1) =-F(i24) ¥ ()
DAT (1,1, 2= P12 000
DAT (1, 1,3)= 0.0
DO S I=2,5
IP1=T+1 :
INT=ICH -
ICU=T0U3
DAT (1,1, 1)=—F (ICH+2) $V(1IF1)
NDAT(1,1,2)= PCICH+1)%V(IFL)
DAT(1,1,3)= 0,0
EC1) =P (IF+1)
E(2) =R (TF+2) L
E(3)=F (IF+3) -
IP=1P+9 '
IFC=1F
EP (1) = (TP 1
EF(2) =P (IF
EP () =F (IF43
CALL CROSS(E.EF.ET: -
EF (1) =P (T2t
EF(2)=F (IM
FECRY =R (TpTD
Th=TUT : .
THE=11 -
CALL CROSS(EFET, Vr
DAT(I,1,1)=VA) ¥V IFL:
PAT(I,1,2)=VA(Z) ¥V IIFS)
DAT (I, I,3)=VA(3) %V (IF)
D0 4 J=1.7
IF(I.EQ.J) BG TO 4
NIEREY
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IPC=1PC+9
DO 2 K=1,3
EP (K)=F (IWC+K)
: ET (K) =P (IPC+K)
2 CONTINUE
IWC=1WC+3
CALL CROSS(EF,ET,VA)
CALL CROSS(E, VA, EF)
DO 3 K=1,3
DAT (1,3,K) =EP (K)
VA (K) =—=F CTWT+K)
3 CONT INUE
CALL CROSS(ET,VA,EF)
DAT(I,Jd,1)=(DATAI,d, 1)+EF (1)) XV (IP1)
DAT(1,J,2)=(DAT(L,J,2) +EF (2) ) ¥V (JF1)
DAT(I,J,3)=(DAT(1,J,3)+EF (3)) ¥V (IF1)
CONTINUE
CONT INUE
RETURN
END ,
CRRRRR KRR KKK ERK KKK KKK RR R KKK KR KRR KOK KK KKK KKK Rk XXk KRR KKK
SUBROUTINE FZA(FD,P,N,V,A, TF, PA)
REAL PD(&0),P(480),V (N) ,A(N) , B(3,21),61(5,6),D6I(b,6),
- DBIAF (6,6) ,DEIW(6,6) ,DV(&), TFIN) ,FA(24)

U

c
C GI(1,J) ALMACENA LA MATRIZ GENERALIZADA DE INERCIA
[ DGI(I,Jd) ALMACENA EL FPRODUCTD MATRICIAL DE LA PARCIAL DE R(I) CON
c RESPECTO A THETA CON LA PARCIAL DE R(I) PTO. CON RESPECTO
c A THETA, Y ESTE RESULTADO POR M(I).
C DBIAF(1,Jd) ALMACENA EL PRODUCTO DE DA(I) T (I(I)XA(I)).
C DBIW (1,J) ALMACENA EL PRODUCTO DE AT(IIXW(I) X (I1(1)XA(I))
c
NMi=N-1
GRAV=9. 81

CALL DRDT(PD,P,NM1)
CALL PIPTA(PD,F,B,N)
CALL DRTDT(F,V, NM1)
CALL GINE(PD,F,B,GI,N)
CALL DBINE(FD,P,E,DGI,DGIAF,DBIW,N)
DV(1)=PD (1) XP (173)+FD (11) XP (176) +PD (21) %P (182) +PD (31) %P (191)
DV(1)=DV (1) +PD(41) XF (203) +FD(51) XP (107)
DV(2)=FD (11) %P (179) +FD(21) %P (185) +PD (31) ¥F (194) +PD (41) XP (206)
DV(2) =DV (2) +FD(51) XF (110)
DV(K)—PD(QI)*P(188)+PD(01)*P(197)+PD(41)$P(209)+PD(51)*P(113)
DV(4)=FD(31) ¥P (200) +FD(41) %P (212) +FD (51) ¥P(116)
DV(5)=PD(41) ¥P(215) +FD(51) XP(119)
DV (6)=PD(S51) kP (122)
WRITE (X, 100)
. 100 FORMAT (/10X%, *VELOCIDAD® , 6%, * ACELERACION? , 6X, *PAR BRAV.*,7X,
- *PAR TOTAL®/)
110 FORMAT(2X,12,4(E16.7))
: Do 2 I=1,N
DV(1)=-DV (1) xGRAV
5=0.0
DO 1 J=1,N



s

TI=DBI I, I +DEIMCL, J:wDbIRF(d i3
S=S+BI1 (1, I) ¥A L ATLHV ()
CONT IMUF
TF (1) =S+DV () “ :
WRTTE (%, 110) 1.V (I) A1) DV (TF (1)
CONTINLE
CALL DIML.I(FD.F,E. V.A,DET. DBIAF. DBIW,N,FA, GT)
RETURL!
EMD
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SUBROUTINE DINLI (FD,F,E,V,A,DEL, DBIAF,DGEIW, N,FA,GI)
REAL FD(60) F(ABD) \B(3,21),V(6) ,AL6) ,DBAR (6, 6)  DRDAC(6,6) ,
- BCAC (6,6) , BAF (4, 6) y ACIW (6, 6) , DAT (5,5,3) ,DA(3, 21} ,DT2(3. 6) .
- ACCI) AR (S) , VI (D) E(3), BIM(3) (EC(3) ,DBI(6,6) \DEIAP (6, 6) .
- DBIW(6,6) ,CDT (b, b) ,CDTE (6,6) ,FA(24) ,B1(6,6)
COMMON DDT (&, &, 3)
'ESTA SUERUTINA ES EMFLEADA FARA OHTENER LAS MATRICES DEL SISTEMA
DINAMICO LINEALIZADO.
CALCULA LA ACELERACION DEL. CENTROIDE DE CADA ESLARON EN AC Y EL
FRODUCTO DE ESTA ACELERACION CON LA DERIVADA SEGUNDA DE LA POSICION
DEL. CENTRDIDE FOR LA MASA, LO ALMACENA EM DSAR(I,J). EL PRODUCTO
ACD THICH $W D XACD LO ALMACENA EN ACIW(I,J) (MATRIZ ANTIMETRICA).
EL PRODUCTD DE A(FTO) CON THETA(PTD) LO ALMACENA EN AF(I) Y EL DE
A(THETA) FDR THETA(DQS FTOS) EN DT2(K,ESL),SIENDD ESL EL NUMERO DEL
ESLAROM. EL FRODUCTO MATRICIAL DE LA FARCIAL DE R(I)/DY POR LA
FARCIAL DE LA ACELERACION DE K(1) COM RESFECTO & THETA SE ALMACENA
EN DRDAGC(I,J). EL FRODUCTD ACIITHI(I) % (A(PTO) /DXATHETA(PTO)) EN
BAR(I.d) Y ACD THI(IY AT x(A (D) (FTD) % THETA (FTD) +A (J) %X (DOS FT0S))
EN BCAC(I,J), SIENDD X=THETA.
BRAV=9. 81
ACC1I=P (171 %A (1) —F (172) &V (1) £V (1)
AC(2I =P (172) XA (D P (17D ¥V 1) #V (1)
AC (D) =P (173) %A (1) ~BRAV
AF(1)=0.0
AP (2) =0, 0
AF(3)=0,0
DT2(1,13=0.0
DT2(2,1)=0.9
DT2(3. 1)=a 1)
CALL DERAC(F,V,A,N,D%
CALL DATF(F.V,DAT)
DSAR (1. 1)=PD (1) ¥ (~F (1 72)¥AC (1) +F (17 1) ¥AC (2
DRDAC (1, 1)=FD (1) % (F(171)%xDA(1, 1)+F(174)*DA(4.l)+F(17o)*DA(u.1)Y’
TE=1
10=2%
1A=170
V=217
IDA=110
IPD=!
1D8=314
IDP=170
1DAP=1
DO 10 I=2.1
10=10+9
IDA=IDA+Z



A

IFD=IPD+10
DO-1 d=1,3
AC (Y)Y =0, 0
VI =0.0 S
AF (1) =AF (1) +P CIDA+IY 5V CTY ©
DT2¢J. D =DTZ2(I, T~1) +F (I0+3) ¥A(T)
CONT INUE ~
TF(I.NE.NY GO TO -
1A=101
V=174
IDF=101
TEM=1E
DO I K=1,1
TR=1E+}
1A=IA+3
TV=TV+3
oo 3 J=1,3
AC (T =AC (T +F CTA+I ) ¥R () +F CIV+I) KV (1)
VIC3I=VI(I)+B(d, I1B) ¥V ()
IF(1.EQ.2) GO 7O 3
IF(ILEQ.M) 60 TO 3
DAT (K, 1,3)=DAT (K, 1, 33 +DAT U, I~1, )
COMTINUE
1EM=20
ACC1) =ED (IFD) %AC (1)
AC{2) =FD CIFD) ¥AC (2)
AC I3 =FD (IFD) ¥ (AC(3) ~GRAV)
IDAC=IDAR
no g J=1,1
10V=10M
IBM=1BM+1
IDP=IDF+3
1DAF=1DAC
£¢(1)=0.0
E(2)=0.0
E(3)=0.0
ne 7 K=1,1 .
OV=10V+9
IDS=1DR4T
IDAP=IDAF }
IF(1.ER.N) B0 10 &
DSAU=F { 1DS+1) #AC (1) +F (IDS+2) AL (2) +F (IDG+3) XAC(I)
60 TG T
DSAU=AC (1) £DDT (3,5, 1) +AG (2) 5DDT (3, 1, 2)
DSAU=DSALHAL (3) $DDT (J 4, 5
DSAR (3, 1) =DSAR(J ) +DSAL
DRAC=F (IDF+1) DAL, IDAF) +F (IDF+2) ¥DA (2, IDAF)
DRAC=FD (1FD) % (DKAC+F ¢ IDP43) ¥DA (3, IDAF) )
DRDAC (3, k) =DRDAL (J, K) +DRAZ
BM UL =AF (1) +DTZ (L, 1)
BM(23 =AF(2) +DTZ (2,10
BM(3) =AF (R +DT2 (X1
IFUGLER. 1) BO TO &
E (1) =F (10041
E(2) =P (10V+2)



- 0 0

11

14

15

S E(R) =R eV
cal.l. CROSS (E, Bi1, BC) : - -
BAC=BC (1) G, IBM +RC(2) #B (2, IEM) +BC(3) 8B (3, 1BM)
BCAC (J,K)=BCAC(J,K)+BAL ' ) R ST
IF(K.EQ. 1) B0 TO 7
"BAPA=DAT (K, 1 1 ¥B {1, IBM +DAT (U, 1, 2)*8(2 IBM)
RAFA=BAPA+DAT (1. 1.o)xB(1AIBH~
BAF (T, KDY =RAF (T30 +BARES
CONTINMNUE
ACINCI, Ty =0, &
IF(J.EQ. 1Y GO TO ©
IBV=21+9%07
ACA=~VI () ¥F (IAV) +V1 (1) ¥F (1Y)
ACIW(1,d)= ACIW(1,d)+ACA
ACIWN(T 1) =—ACTH(1,3)
Do B8 L=J,1
IF(L.EG.J) GO T0 8
E(LY=R(IQV)
E(2)=F(1QV+1)
E(3)=P(IQV+2)
CALL CROSS(E,\1, K1)
1GV=10V+2
ACA= RM(!)xP(IOJ)+EN(“)»P(IQV%1)+BN(¢)XF(IQV+2)
ACTW I, L) =ACIW (I, L) +ACH
ACTUL DY =-ATTW Y, 1)
CONTTHNE
CONTIMUE
COMT INUE
WRITE(L,103) M
WRITE (%, 105)
noo12 I=1,N
DO 11 d=1,N
CDT(I,J)=DSAR(I, 3)+DRDAC{I 1) ~ECAC (I, I)+BAP(1,d)
SUM=DGI(1,3)+DBI(I,J)+DBIAF(J, 1) +DBIAF(J, I)
CDTP (I, ) =8UMtDEIWCI, 3) +DEIWI, 1) -ACIW(I, J)
COMTINUE -
WRITE(S, 10 (BI(I1,d)qd=1,1) .-
WRITE (&, LO2)Y (CRT(I, 35 ,I=1,11)
WRITECL . 1OAY(CDTH L, 3) J=1.10
WRITE(R.104) PACD) JPATTIHN) JFA THEN+RD D FA(TF1E)
CONTIMUE
WRITE (3, 10T
Do 1S I=t, U
S1=0,"
|2=Q,0
S3=0, 0
DO 14 =11
Si= CNT(I K)AFAUD) 481
SZ2=CDTF (1,E) ¥FA (AN +82
S3=6GI (1K) RPA (FAN+N) +873
COMTINUE
S4= Bl+54+Q:—PA(1418\
WRITE(%,.104)51,82,53,54
CONTIMUE
WRITE(%,100)



c DO 100 L=1,120
C100 WRITE (%, 102)L P, L+1“0 P(L+12u) L+24 s
c101 FDRNAT(/@Y *ESCRIBE LOS VALDRES DE LAS P[
cio2 FORMAT (2, 4(1,.E1;.6.,Y'“ :
103 FORMAT (17

104 FORMAT (2X, SEL1G. 7)Y

105 FORMAT (/2. ° 273
RC2Z=BORT (2, O
DO 17 I=1,M
DO 16 Jd=1,M
FACII=G1(1,d)~CDT (1. d)
16 BAF(I,3)=6I(1,d)%RCZ-COTF (1,d)

17 WRITE (%, 106) (FPACT) yd=1 1)
WRITE (%, 105)
DO 18 1=1,N
WRITE(‘ 106) (BAF (I, 3) d=1,N)

18 CONTINUE 1
106 FORMAT(3X,6E12, 4)

RETURN

END

SUERDUTIHE FERIOD (EX,EY, X0, Y0, ARG, FU, DFU, DDFU, AX, BX, CX, YA, XA)
REAL AX (21) ,BX(21), cx<41).XA(41> YA(21)
CS1=0, 5% (ARG-%0) /EX
CALL SFLINE (21,20, XA, A%, BX,CX,YA,CS1,F,F5, FSS)
FU=YO+EVSF
DFU=0, SHEYSFE/EX
DDFU=EYXFS5/ (4. 0XEXKEX)
RETURN
END
SUBRDUTINE SPLINE (NN, T, A B,C,D, ARG, F, FS, FS5)
REAL A NN , B (NNY , © (NN, DCND o T (D
EPS=1,0E-6
X=(ARB~T (1) +EFS) % (ARG~T (N) ~EFS)
IF(X.BT.0.0) B0 TO 3
DO 2 K=1,NN ‘
IF (ABS(ARG-T (K)) . GT.EPS) 60 TO 1 B
E=D (k) - . ‘ .-
FS=C (1) . -
FES=R (1) +L (1
RETURL:
1 CONT IMUE
TF (T U —EPB) . GT. ARGY GO TO =
IF (LT (1) ~EFS) L L.T.ARG) GO TO 2
¥=ARG-T (I
X=Xy
YI=XPLY
F=A (1) £X34E () ¥ X240 (1) RX+D (K
FS=3.0%A (1) $X2+2. OXB () k%+C () _ -
FS8=6. O%A (O §X+2. OXE (1)
RETURM
2 CONTINUE
F=D (M)
FE=C(1)
FSS=R(1)+E (1)
RETURN

280) ;L4SE0, P (L+360)



WRITE(4,4) ARG T 7
FORMAT (3%, ERROR AL -INTERFOLAR® ,E15.7).
N LT e T e L
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