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Resumen 

El objetivo de este trabajo es contribuir en el modelado dinámico y su 
aplicación al control de sistemas articulados de cuerpos rígidos. El result2. 
do de este trabajo es una metodología unificada, aplicable a la planificación 
de trayectorias y a la realizaci6n de controles lineales en el área de la ro 
bótica. La contribución se enfoca principalmente a dos temas: el modelado di 
námico y la linealización de las ecuaciones dinámicas. 

El modelo dinámico se obtiene.mediante los invariantes lineales del te.!1_ 
sor de rotación (vector axial y traza), lo cual simplifica enormemente el m_Q. 
delo y ;;u interpretación física. Con el modelo anterior, se elabora el alg_g_ 

ritmo de cálculo que permite el modelado del sistema en forma eficiente. Una 
aplicación·inmediata del modelado cinemático y dinámico, objeto de esta t_g_ 
sis, es la robótica. En esta área se discretiza la trayectoria del órgano 
terminal, se resuelven los problemas cinemático y dinámico inversos, l? que 
permit¡! especificar los pares requeridos en cada articulación para producir 
la trayectoria deseada. 

La linealización de las ecuaciones dinámicas, no lineales y altamente 
acopladas, es fundamental para el diseño de controles lineales y su evalu2_ 
ción. El resultado de esta linealización se aplica al control modal de un 
robot manipulado_!' con sextuple grado de libertad. 

Los resultados de la linealización muestran la eficacia de los algori! 
mos obtenidos en este trabajo, que se manifiesta en un número reducido de 
operaciones y, con esto, en tiempos reducidos de simulación. 
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X: 

Xi, Yi •\: 
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uxx: 
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NOMENCLATURA 

Vector n-dimensional sobre el campo de los números reales 
Matriz de mxn sobre el campo de los números reales 
Ejes cartesianos fijos al i-ésimo eslabón 
Arreglo de 3xl que contiene las componentes del vector 

tridimensional !:! referido a Xi, Yi, Zi. 
Arreglo de 3x3 que contiene las componentes.de la matriz X 

referidas· a Xi, Y i, Zi. 
Producto escalar de los vectores u y x de la misma dimen-

T - -
sión u es el vector transpuesto de u 
Producto cruz de vectores cartesianos de dimensión 3 

Producto tensorial cuyas componentes se forman multiplica~ 
do cada componente de uno de los tensores por cada compo
nente del otro. 

1: Tensor identidad 

~X~=~ X(~~)=~G~-~ C!~ 

11 • l I 

Simbología 

[a. ·+·].,a.: 
-1 ,1 1 1 -1 

A.: 
-1 

e.: 
-1 

f.: 
-1 

Norma o magnitud 

Vector que conecta e 1 origen de Xi,_ Y i ,_ Zi .con e 1 de . 

Xi+l' Yixl' Zi+l' dirigido del primero al segundo, expres! 
do en el sistema Xi, Yi ,Zi, 

Matriz de·3xi cuya j~ columna es el vector unitario paral! 
i~ al eje- del j~ par cinemático 

Derivada con respecto al tiempo de la matriz A. 
~1 

Coordenada zi de la intersección de los ejes Xi+l Y Zi, en 

el sistema coordenado Xi' Yi' Zi 

La distancia entre Zi y Zi+l' siempre positiva, medida en 

la dirección de Xi+l. 
Vector unitario paralelo al eje Zi 

Vector de füerza de inercia de 1 es 1 abón 
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· .. , 
Vector de fuerza de restricción que ejerce el eslabón sobre. 

el i-1 
Matriz de inercia del eslabón .1, con respecto al centro de 
masa de este eslabón. 
Matriz de inercia centroidal del eslabón .i. medida en el 
sistema i+l 

~(t) Matriz de realimentación variante con el tiempo 
~i Vector momento ocasionado por la inercia del eslabón 
~f Momento ejercido sobre el eslabón i por el i-1 

~i Producto de matrices de rotación g1g2 ... gi 

[Q. ·+1]. ,Q.: Matriz que gira los ejes X
1
., Y

1
., Z

1
• a una orientación para-

-1. 1 1 -1 

l.ela·a Xi+i• Yi+l' Zi+I' referida al sistema coordenado 
X., Y., Z. 

1 1 1 . 
R: Matriz de rotación que gira los ejes x1, Y1, z1 a una orie~ 

tación paralela a los ejes Xn' Yn' Z
0

. Colocados en el órgano 
terminal (OT) 

~i: Vector de posición del centro de masa del eslabón 
r.r. Velocidad y aceleración del centro de masa del eslabón 
-1-1 

s .• h. : 
-1 -1 

tr(R): 

u.: 
-1 

vect (~): 

Vector que conecta el origen de Xi' Yi' Zi con el del OT, 

Xn+I' Yn+l' Zn+l' dirigido del primero al segundo 

Invariante escalar de la matriz R de nxn. Se define como: 

Rll + R22 + ··· + Rnn 

Vector que une el origen de x1,v 1, z1, con el de Xi+l' Yi+l' 
zi+l' dirigido del primero al segundo. 
Vector axi a 1 de la matriz· de 3x3, ~. Su i ~ componente está 

definida como ~ 8ijkRkj' Es cero si la matriz ~ es simétrica. 
El ángulo entre Zi y Zi+l. Su signo se define en la direc
ción positiva del eje Xi+l' que está dirigido a lo largo de 

la perpendicular común a Zi y Zi+l' y va del primero al segu~ 

do. 

Parámetros dependientes del tiempo 
Angulo de rotación del eslabón i+l con respecto al esla'bón i. 
Su signo se define en la dirección positiva de Zi. 
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Vector de dimensión n que contiene las coordenadas general.!_ 
zada1s independientes del sistema 

Vector de dimensión n que contiene la primera y la segunda 
derivadas de las variables artfculares ei 

Curvatura de la curva r en el punto P. 

Invariantes lineales de la matriz R, A= vect (R) y 

A = Htr(R)-1] o ~ 

Vector que ubica el centro de masa del eslabón i referido en 
el sistema i+l 
Torsión de la curva r en el punto P 
Angulo de rotación alrededor del vector unit&rio ~ 
Vector de velocidad angular, se relaciona con el vector 

. • T . 
axial por medio de ~ = vect (E E ) 
.Vector de aceleración angular 
~atriz de velocidad angular, se relaciona con el vector axial 
por medio de w = vect (n). 
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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

Durante 1 a última década, 1 os manipuladores robó ti cos han contribuido 
al desarrollo productivo al lograrse, mediante su uso, la fabricación de 
piezas de las más variadas formas, en diferentes volúmenes de producción, 
así como la exploración y explotación de medios inaccesibles al ser humano. 
Por la flexibilidad que presentan en la producción automática en series 
cortas, y por su capacidad de producir. bienes manufacturados que tengan un 
alto nivel de homogeneidad, su aplicación en la industria se ha incremen
tado enormemente en los últimos años (Industrial Robot 1983). Intervienen 
en el manejo y ensamble de componentes, y en tareas que difícilmente puede 
realizar el humano con seguridad y rapidez, como es el caso de los campo-

. nentes electrónicos (Ayres y Miller 1983). 

Los manipuladores robóticas son máquinas de arquitectura articulada, 
des ti na dos genera 1 mente a ejercer funciones pro pi as de 1 os miembros huma.
nos. Los manipuladores con decisión propia requieren de respuestas a ob2_ 
táculos no programados. Actualmente gran parte de la investigación está 
orientada hacia tres grandes áreas: capacidad mecánica de manipulación, 
realimentación sensorial e inteligencia artificial (Ayres y Miller 1983; 
Birk y Kelly 1981). Una de las mayores dificultades en la manipulación ha 
sido poder contar con un modelo que sea general y aplicable en tiempo; real 
para la solución del problema inverso (Liégeois 1984; Angeles 1982a;Thomas 
y Tesar 1982; Birk y Kelly 1981), el cual consiste en obtener el desplaz~ 

miento, la velocidad, la aceleración y las fuerzas que se requieren en 
cada articulación, conocidas la trayectoria y las historias de velocidad, 
y aceleración del eslabón extremo u órgano terminal, así como los paráme
tros geométricos y mecánicos de cada eslabón. 

l. l. OBJETIVO. 

Se propone el desarrollo de un modelo dinámico para sistemas art1~ul~ 
dos de cuerpos rígidos y su linealización, así como plantear en forma si_!!! 
ple la obtención de las ecuaciones de movimiento del modelo completo, 
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abarcando las no linealidades y el acoplamiento que existe entre las ecua-. - . / 
c1ones resultantes. Para el desarrollo del modelo se propone explotar las 
propiedades invariantes del movimiento, con el fin de eliminar operaciones 

superfluas y con e 11 o reducir el tiempo de ej ecu ci ón. Del mode1 o dinámico 
completo del sistema en estudio se obtendrá el modelo linealizado alrededor 
de una trayectoria nominal, con lo que el ingeniero de control puede abocar 
se al diseño y a la evaluación de sistemas realimentados para manipulado
r.es. En el presente trabajo se real iza, en forma integral con el modelo 
dinámico, la solución del problema cinemático inverso, así como la aplica
ción del modelo 11neal para obtener las ganancias de realimentación que 
estabilizan el sistema articulado. 

La solución al problema cinemático inverso se basa en invariantes del 
movimiento de cuerpos rígidos, lográndose con ello sencillez en el modelo 
y eficiencia de cómputo. Se propone el empleo de sistemas algebraicos re 
dundantes al obtener la solución de la cadena con 6 grados de libertad, 
para tener robustez numérica. El proceso así planteado no depende de la 
arquitectura de cada sistema articulado, sino sólo de la topología. 

Al formular el modelo dinámico se recurre a las ecuaciones de Lagrange. 
Se desarrollará en.conjunto un modelo eficiente para obtener la solución 
del problema inverso con movimientos rápidos del eslabón extremo, que gen~ 
ra fuerzas de inercia apreciabl~~: 

El trabajo que se presenta tiene utilidad al planificar trayectorias 
de los manipuladores inteligentes y en aplicaciones industriales donde 
exista necesidad de manipulación con velocidades elevadas. También tiene 
aplicación en la bioingeniería, pues al hacer simulaciones de los sistemas 
articulados.que intervienen en las prótesis se obtiene información sobre 
las fuerzas que se desarrollan. Esto permite definir en forma óptima, las 
trayectorias de movimiento y los materiales requeridos, lográndose diseñar 

su estructura adecuadamente. 

En este estudio los eslabones se representan por líneas rectas y'sólo 
se consideran pares de rotación y prismáticos, pues son los básicos en la 
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~construcción de todo tipo de manipuladores. ·Los miembros articulados se 
consideran cuerpos rígidos. Existe actualmente el consenso de que un aná-
1 isis de manipuladores en base a la mecánica de cuerpos rígidos no es sufi 
ciente, pues el uso de manipuladores más ligeros que los actuales requiere 
de un análisis que considere la flexibilidad de los eslabones (Skaar y 
Tucker 1986). En este sentido, actualmente se desarrollan materiales vis
coelásticos que satisfagan caracteristicas de rígidez y resistencia con 
poca masa (Thompson y Sung 1985). Sin embargo, esta tesis se limita al es
tudi? de manipuladores con eslabones r1gidos. 

1:2 ANTECEDENTES DE LA ROBOTICA 

La evolución de los manipuladores básicamente consiste en tres etapas. 
En la primera, los teleoperadores fueron. desarrollados para manejar materi~. 
les radioactivos sin contacto humano, en el período de la segunda guerra 
mundial (Paul 1979, 1985). Debido al incremento de las radiaciones que se 
obtenían al producirse nuevos descubrimientos en este campo, se presentó' 
la necesidad de separar al operador human.o de la fuente de radiación a tr-ª. 
vés de gruesos muros de concreto, con lo que se requirió manejar las sus
tancias a distancia. En. 1947, el Argonne National Laboratory inició un 
proyecto para duplicar el movimiento de las manos (Shirnano 1978), que con. 
dujo a una serie de sistemas de manipulación "amo-esclavo", el cual consi.?_ 
te en dos manipuladores de geometría similar ~on 6 grados. de libertad: 
Posteriormente, en 1948, se agregó alimentación de fuerza. Con esta técni 
ca se capacita al operador a "sentir" las fuerzas que se desarrollan entre 
el ~sclavo y su medio (Paul 1979). En la década de los años cincuenta se 
suministró_potencia al esclavo a través de medios hidráulicos y eléctricos, 
por lo que sólo fueron necesarias.conexiones eléctricas entre él y su amo. 
También se logró incrementar la capacidad de carga. Con este tipo de ma
nipuladores, el operador tiene-que vigilar constantemente los movimientos 
del manipulador, así como efectuar su control; él es responsable de las 
decisiones y las secuencias requeridas. En presencia de secuencuas repe
titivas y tediosas, surge la necesidad de que el mismo manipulador las 
efectuara, tal como es requerido al elaborar componentes mediante los Sis
temas Flexibles de Manufactura {Heer 1981). 
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En la segunda etapa, que se desarrolló principalmente en la década 
de los años sesenta, el manipulador efectúa las operaciones repetitivame_!! 
te, lo cual se logró al combinar las máquinas de control numérico (que se 
desarrollaron de 1949 a 1953, al necesitar la Fuerza Aérea de Estados 
Unidos piezas maquinadas con precisión), con los teleoperadores (Paul 
1985). El proceso consiste en mover el manipulador por una sucesión de 
posiciones, las cuales son almacenadas en una memoria numérica a través 
de los valores específicos que requiere cada par cinemático del manipula-' 
dor, para ubicar se en cada una de e 11 as. Cada posi ci 6n pu,ede ser repeti
da al ser leída de una base almacenada en memoria del tipo RAM (random 
access memory), o bien, ésta se puede modificar al grabar una nueva secue.!!. 
cia. Actualmente existen ·numerosas empresas que ofrecen manipuladores que 
pueden· usarse en operaciones tales como: carga y descarga de máquinas 
herramienta, tareas de ensamble, soldadura de puntos, soldadura de arco, 
corte con soplete, etc. (Industrial Robot 1983). Ninguno de estos siste
mas es capaz de realizar operaciones.lógicas o matemáticas, ni extraer 
información visual o táctil (Shimano1978); es decir, no existe interac
ción entre el robot y su trabajo, pues al mover alguna parte de la máqui
na en la que actúa, el robot no puede reconocer la ·nueva posición. 

La tercera etapa, que actualmente se encuentra en desarrollo, con
siste en la adaptación del manipulador a ciertos cambios que se realicen 
en su campo de operación, o bien evitar obstáculos, lo que se logra al ·
obtener ventaja de la información obtenida de cámaras de T.V. Y. de otro 
tipo de captores, contando con ciertas trayectorias predefinidas que pu! 
dan efectuarse numéricamente por una computadora, sin tener necesidad de 
grandes bancos~de memoria. Haciendo uso de sistemas de manipulación equi
pados con sensores de visión, de fuerza y de tacto, se logró arreglar y 
almacenar bloques por su tamaño, así como, ensamblar una bomba de agua de 
un Ford modelo "T", de los años veinte (Shimano 1978). 

1.3. PANORAMA GENERAL DE LA TESIS 

En el capítulo 2 se plantea de una manera sistemática el problema 
directo y se discuten las herramientas matemáticas necesarias para este 



- 11 -

fin. Se discute el concepto de grado de libertad en su forma más precisa, 
basada en la teoría de grupos y se plantean diferentes clasificaciones de 
los manipuladores. Por último, se hace una breve discusión sobre los CO.!J. 

ceptos de invariancia al definir la orientación de un cuerpo rígido en el 
espacio y se muestran las ventajas de los invariantes al aplicarlos ama
nipuladores. 

El capítulo 3 conduce a la solución di:l problema cinemático inverso 
del manipulador, con pares de rotación y prismáticos, aplicando los conce_R. 
tos de invariancia discutidos previamente. Se plantea la solución para 
cadenas cinem~ticas con eslabones rígidos y se considera cada articulación 
controlada independientemente. 

En el capítulo 4 se desarrolla el modelo dinámico y se obtiene la 
solución del problema inverso. Se emplea el método de Lagrange para obt~ 
ner las ecuaciones de movimiento y se hace una comparación de resultados 
con el método de Newton-Euler; se discuten las ventajas __ de cada método, 
así como el empleo de esquemas recursivos y sus implica~iones. 

En el capítulo 5 se linea1izan las ecuaciones dinámicas, obtenidas 
en el capítulo 4, con respecto a una trayectoria nominal. La linealiza
ci ón ti ene por objeto permití r 1 a aplicación de 1.1n contro 1 1inea1 con e 1 
objeto de eliminar las desviaciones de la trayectoria deseada. 

En el capítulo 6 se discut€ la metodología empleada y se plantean 
los puntos que requieren desarrollo posterf or. 

En el apéndice se discuten los detalles de la programación y se 
incluyen listados de los programas desarrollados. 



· CAPITULO 2 
I . . . .· .. · .. ·. 

FUNDAMENTOS DE LOS·SISTEMAS ARTICULADOS 

2.1 INTRODUCCION 

En este capítulo se describen los elementos que integran una cadena cine 
mática abierta. Con esto se sientan las bases para el proceso de modelado de 
los sistemas en estudio. Se plantea la relación que existe entre la posición 
y 1 a orientación de 1 ·último es 1 abón de 1 a cadena, 11 amado órgano tel11)i na l 
(OT) con un sistema coordenado inercial. Se estudia asimismo el problema de 
ubicación del OT mediante movimientos relativos de los eslabones, lo que con~ 
tituye un concepto esencial en la determinación de Jos valores de las vari2_ 
bles articulares que produzcan una trayectoria determinada del OT. Se pla.!1_ 
tea la aplicación de invariantes para simplificar el proceso al obtener la 
solución del problema cinemático inverso y al plantear el modelo dinámico. 

2.2 ACOPLAMIENTO DE ESLABONES MEDIANTE PARES INFERIORES. 

El acoplamiento de cuerpos rígidos forma una cadena cinemática, siendo 
considerado cada cuerpo como un eslabón de la cadena. Si cada eslabón se ác_Q 
pla por lo menos a otros dos eslabones, la cadena puede formar circuitos c_g_ 
rrados o mallas; cuando ·esto sucede, la cadena constituye un mecanismo. En 
caso contrario, es decir, si existen eslabones acoplados a un solo eslabón v~ 
cino, la cadena es abierta y constituye un manipulador. Una cadena abierta 
puede contener subcadenas cerradas; pero contiene por lo menos una subcadena 
abierta. En el preseñte trabajo sólo se consideran eslabones interconectados 
en sucesión, que formen una cadena abierta sin subcadenas cerradas. Se tr2_ 
ta, entonces, de cadenas simples abiertas. 

El acoplamiento entre dos eslabones se realiza por medio de pares, los 

cuales puede ser de dos clases: pares inferiores y pares superiores. Un par 
inferior existe cuando un elemento es acoplado a otro por medio de una a~ 
ción envolvente y el contacto se realiza entre superficies. Si el contácto 
tiene lugar a lo largo de una linea o un punto, el acoplamiento se conoce 
como par superior. 
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Los pares int,erfor~s ~plle:d~~-/~ia~i}r~Hs~ en/sei s:-t; pos ·( Mge 1 es 1982, 
Duffy 1981); los_diaTe's seniuesfra~en iaf;g; k't2:f. fst~sson: . 

Par de rotación (R), ~j cuarp~rniit~ giroalrededor de un eje y evita trasl~ 
e iones. Impone ci neo rést~i cci one_s, tres de traslación y dos de rota e i ón. 

Par prismático (P), que permite dnicamente traslación a lo largo de una dire~ 

ción. También impone cinco restricciones, pues evita traslación sobre dos di 
recciones y rotaciones con respecto a tres ejes. 

Par tornillo (H), que permite traslación a lo largo de un eje y rotación alre 
dedor del mismo eje, existiendo una relación entre ellos. Por lo tanto, tam 
bién impone cinco restricciones. 

Par·cilíndrico(C}, que· permite dos movimientos independientes, a saber tra! 
lación sobre un eje y rotación· alrédedor del mismo;·· Impone cuatro·restriccio 

nes. 

Par esférico (S), que permite rotación alrededor de tres ejes no coplanares 
e impide movimientos de traslación. Impone tres restricciones. 

Par Plano (E_), que permite traslación a lo largo de dos direcciones indepen
dientes y rotación alrededor de un eje perpendicular al plano de esas direc
ciones. Impone tres restricciones. 

Un e~~abón con dos pares cinemáticos constituye una diada, Una.diada 

con un par de rotación y un par prismático se conoce como diada RP. Pueden 
considera,r.se como pares básicos el de rotación y el prismático, ya que una 
combinación de ellos puede ser equivalente a los otros; por ejemplo: tres . . 
pares de rotación cuyos ejes se intersecan en un punto son equivalentes a 
un par esférico o bien, un par de rotación y un prismático con ejes paralelos 
equivale a un par cilíndrico (Duffy 1921). 

El grado de libertad de un sistema mecánico se define como un ndmero en 

tero correspondiente al ndmero mínimo de coordenadas generalizadas requedidas 
para especificar una configuración aeométrica del sistema (Synge 1960). El 
grado de libertad de un cuerpo rígido 1 i bre en el espacio es i gua 1 a ·seis ; e! 



Nombre del Unión mecánica Representación 
par forma de los pares .esquemática 

l. Rotación ~ 7 1 1 

( R ) ~ 
Prismático w 1 o 1 -@]-

2. 

,.,.<é3?// ( p ) 

3. Tornillo ~~~ -~ ( H ) ~ 

8" Í -4. Cilíndrico 

~ (,e ) -~· 
5. Esférico 

~ fl)-;-- ( s·) 
·= <>.i 

-

6. Plano ~ 0. ( E ) 

.,. 

. 

Fig. 2.2.1 Diferentes tipos de pares inferiores 
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2.3 CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS ARTICULADOS 

La tarea básica de un sistema de manipulación es servir como medio para 
mover objetos de una posición específica a otra. Por lo tanto, el sistema d~ 
be ser capaz de satisfacer todas las 1oca1 izaci ones requeridas dentro de cfer. 
ta región. La herramienta o pieza de trabajo puede considerarse como partic)! 
la o como cuerpo rígido. Se considera como particula ~uando solo interesa su 
ubicación y como cuerpo rígido, cuando interesa además su orientación. 

Para ubicar un cuerpo rígido en el espacio se requieren seis escalares 
diferentes, que puede ser las coordenadas de tres ·puntos, sujetos a tres con -, 
diciones de equidistancia, o bien, tres escalares para definir un punto del 
cuerpo y tres para definir su orientación. Cuando un cuerpo rígido tiene sj_ 
metria axial se requieren cinco variables independientes para especificar s.u 
posición y su orientación, ya que el problema consiste básicamente en ubicar 
una recta en el espáC:io, su eje de simetria. Se requieren asi tres variables 
para especificar un punto de ella y dos para su orientación, o bien, dos pu.D_ 
tos y la distancia entre ellos. Para ubicar un cuerpo rígido en un plano, se 
requieren tres escalares diferentes: las dos coordenadas dé un punto y la 
orientación del cuerpo con respecto a una recta fija del _plano. De lo ant~ 
rior se concluye que el movimiento que debe ejecutar la estructura articulada 
dentro de su deformabilidad debe poseer el número de grados de libertad nec~ 
sarios para .llevar a efecto la tarea, por lo que se pueden clasificar los m~ 

- nipuladores según su grado de libertad. Por ejemplo, si se requiere ubicar· 
un punto en un plano se requiere un manipulador con dos grados de libertad. 

La clasificación de las cadenas cinemáticas según su grado de libertad, 
basada en la teoría de grupos, fue establecida por Hervé °(1978). Según esta 
clasificación se distinguen los siguientes mecanismos: i) triviales, ii) e~ 
cepcionales, y iii) paradojicos. Esta clasificación se basa en el hecho de 
que el conjunto de movimientos relativos entre dos eslabones de una cadéna 
articulada, acoplados mediante uno de los seis pares inferiores, constituye un 
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subgrupo del grupo de movimiento de cuerpo rígido, gr; o sea, la combinación 
de dos de esos movimientos se puede considerar como una operación binaria, aso 
ciativa y que posee un elemento identidad y uno inverso. Estos subgrupos e~ 
tán caracterizados de la siguiente manera (por brevedad, en lo sucesivo se eli 
mina el prefijo sub, que se sobreentiende): 

1) grupo gR (A,,:), que contiene todos los movimientos de rotación al rededor 
de una recta que pasa por un punto A y tiene la dirección del vector unitario 
e. Esta asociado al par de revolución R. 

2) grupo gp(~), que está asociado al par prismático p y contiene todos los 
movimientos de traslación ~ lo largo de !· 

3) grupo gH(A .• p.~), que está asociado al par tornillo H, y representa t.Q. 
das las traslaciones paralelas al vector g, x, con rotaciones e, .donde x=pe 
y p es el paso del tornillo. 

4) grupo ge(~,~), que está asociadq al par cilíndrico C y representa todos 
los desplazamientos semejantes a los de H, excepto que con x y e independie.!! 
tes. 

5) .grupo gE( ~), que está asociado a 1 par p 1 ano E y representa todos 1 os mo 
vimientos de cuerpo rígido en un plano. 

6) grupo g5(A),. que está asociado al par esférico S, y representa todos 
los movimientos de rotación alrededor de un punto. 

Los grupos anferiores pertenecen al grupo gr' La idea de par cinemátj_ 
co ha sido extendida por Hervé, quien introdujo el concepto de unión entre 
dos eslabones arbitrarios de una cadena, ya no necesariamente acoplados por 
uno de los seis pares inferiores; y no necesariamente adyacentes. Así, en 
una cadena cinemática se habla de la unión L(i,j) entre los eslabones i y j, 
no necesariamente próximos. El conjunto de movimientos relativos entre estos 
dos eslabones puede formar un grupo o no. Si lo forma, puede pertenece~ a un 
subgrupo del grupo gr de movimientos de cuerpo rígido, o bien, ser un sub 
grupo no necesariamente asociado a un par inferior, o sea: 



7) grupo gT(~1 ,~2 ), que contiene todas las. traslaciiones posibles a lo largo 
de 1direcciones paralelas a los vectores unitarios ~l y ~2 , linealmente indepe_!l 
dientes. 

8) grupo gy(p,g1,g2,g3), que contiene todos los movimientos de un tornillo 
de paso p y eje paralelo al vector unitario ~3 , cuya tuerca puede sufrir de.?_ 
plazamientos de traslación pura a lo largo de dos direcciones diferentes par~ 
lelas a los vectores unitarios ~l y ~2 , ambos normales a ~3 . 

9 l. grupo gT(.~1 .~2 ,g3), que con ti ene todas las traslaciones posi b 1 es en el 
espacio, o sea, a Jo largo de las direcciones de los vectores unitarios, g1, 
~2 .~3 , linealmente independientes. 

10) grupo gx(~1 .~2 .~3 ), que cÓntiene todos los movimientos del grupo 8 P.!:!. 
diendo ahora la tuerca desplazarse en la· dirección ~· y los tres vectores 
~1 .~2 .~3 son linealmente independientes. 

A estos subgrupos hay que añadir dos más, a saber: 

11) el grupo identidad i, que representa la ausencia de libertad de movj_ 
miento entre dos cuerpos distintos, cuando estánrígidamente acoplados, y 

12) el grupo gr, que puede verse como un subgrupo de si mismo. 

La dimensión de un subgrupo del grupo gr es el número necesario y sufj_ 
ciente de variables que definen un movimiento particular del grupo. Así, los 
tre_s primeros son de dimensión 1, mientras que el_ cuarto y el séptimo son de 
dimensión 2. El quinto, el sexto, el octavo y el noveno son de dimensión 3, 
en tanto que el décimo, de dimensión 4;_ el undécimo es de dimensión nula y el 
duodécimo de dimensión 6. 

Considérese el conjunto de todas las uniones posibles entre dos eslab..Q. 
nes de una cadena simple de n eslabones. 'El número N de uniones es: 

N = (~] = n(n-1)/2 
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Si todas y cada una de las uniones de una cadena simple de n eslabones están 
contenidas en algún subgrupo g de gr' pudiendo ser g=gr' inclusive, se dice 
que la cadena es trivial. Sea ahora gel subgrupo de dimensi6n mínima d. El 
grado de libertad de la cadena trivial, t, se puede detenninar según la f6r
mula generalizada de Grübler-Kutzbach o Chebyshev dada por Hervé: 

p 
t = d(n-1) - E r. - m 

i =1 1 

donde 

r i = d - ti 

n-1 
m =E dim [L(i,i+l)] - dim [L(l,nJ] 

i=l 

p = número de pares de la cadena 

ri = restricci6n introducida por el i-ésimo par, asociado a un subgrupo de 
dimensi6n 9.i. 

m = grado de libertad pasivo de la cadena. 

Así, m denota el grado de libertad que no afecta el movimiento de la cadena 
como un todo. Como ilustraci6n, sea el mecanismo espacial RSSR ·cuyo eslab6n aco
plador, definido por la línea de los centros de los pares esféricos, no afecta 
el movimiento de los eslabones de entrada y de salida. En este caso, m=l. Una 
cadena cinemática simple es excepcional si no existe un subgrupó g dé gr que 
contenga todas las uniones posibles de la cadena. Sin embargo, es posible, en 
algunos casos, reducir la cadena excepcional a una cadena trivial equivalente 
mediante la simplificaci6n de algunos pares cinemáticos que poseen movimientos 
superfluos que no afectan el grado de libertad de la cadena. Detalles de este 
tratamiento los incluye Angeles (1987-b). 

Finalmente, si la cadena cinemática no puede reducirse a una trivial, se 
denomina parad6jica. En este caso, su grado de libertad ·puede determinarse 
usando el concepto de matriz Jacobiana de la cadena (Angeles 1987-a). 



2.4 UBICACION Y ORIENTACION DE UN CUERPO RIGIDO. 

Para definir la posición de un punto se requiere especificar tres coord~ 
nadas generalizadas; por ejemplo, la posición de un punto P, de un cuerpo rf 
gido, se puede definir por el vector e con coordenadas cartesianas x,y,z co 
mo se ilustra en la fig. 2.4.1. 

La orientación de un cuerpo rígido se define mediante un tensor ortogonal 
propio ~ (Angeles 1982), denominado tensor de rotación. Este tensor admite 
las siguientes representaciones (Spring 1986): 

a) Representación mediante cosenos directores. 

Los elementos de ~ son nueve cosenos directores qu~, por lo tanto, no 
son independientes entre s~. pues las restricciones impuestas a los vectores 
colum~a requieren que sean unitarios y perpendiculares dos a dos, teniéndose 
sólo tres elementos independientes. En lo que sigue r.. representa el CO,!!! 

. lJ 
ponente (i,j) de ~· en un marco de referencia determinado. 

b) Representación mediante ángulos de Euler. 

Los ángulos de Euler producen ~ mediante tres rotaciones; éstas se eD_ 
cuentran mostradas en la fig. 2.4.2., siendo la primera alrededor del eje Z 
(precesión a1); la segunda, alrededor del nuevo eje X (nutación a2), la terc~ 
ra, alrededor del nuevo eje Z (giro propio a3). Usando la notación siguiente: 
c.=cos a., s.=sen a., la matriz de rotación se expresa como: 

l l l l . 

r1C3 - SlC2S3 -slc2c3 - cls3 s 1 s~ 
R = slc3 + clc2s3 c1c2c3 - sls3 -c1 s~ (2.4.1) 

~2~ S2C3 C2 

Conocidos los componentes de R en un sistema coordenado dado, los áng_!! 
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Fig. 2.4.1 Ubicación de un punto de un cuerpo rígido. 

Z=Z' 

X 

Fig. 2.4.2 ·Angulas de Euler. 
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los G1, o2 y o3 se pueden determinar de la representación t 2 .4 .1), excepto 
cuando 8z=k11 con k entero, ya. que los ejes de la .primera y de la tercera r.9_ 
tación coinciden (no se pueden disociar e3 de e1). Fuera de esos casos sing~ 
lares, los ángulos de Euler se pueden calcular a partir de los cosenos dire~ 
tores según las siguientes relaciones 

C2 = r33 s2 = ± /1~ 
el r23/s2 sl = r13ls2 (2.4.2) 

C3 r32/s2 s3 = r31/s2 

Aunque los ángulos de Euler son el medio más pópular de representación de r.9_ 
taciones, su uso en este contexto se desaconseja, debido al frecuente mal con. 
dicionamiento numérico del que adolecen (Kane et al. 1983a). 

c) Representación mediante ángulos de Bryant. 

Con estos ángulos ~ también se obtiene a partir de tres rotaciones, 
ver fig. 2.4.3., a saber, una alrededor del eje x, 81; otra, alrededor del 
nuevo eje Y, e2; y por último alrededor del eje ·z resultante, e3• Así, 

fé2c3 -C2S3 
'2 J 

R = ~l'J • 
SlS2C3 clc3 - sls2s3 ~slc2 (2.4.3) 

s1s3 - el s2c3 sl c3 + el s2s3· c1cJ. 

Las características de esta representación son semejantes a la anterior 
porque para e2=o, los tres ejes de rotación son mutuamente perpendiculares 
y para e2 = Il/2 + kll (k =O, 1, ... ) los ejes de rotación de e1 y 83 son 
idénticos, lo cual impide calcular los ángulos ei' para i = 1, 2, 3, a par. 
tir de la representación (2.4.3). En contraste con los áng~los de Euler, 
cuando e1, e2 y e3 son cercanos a cero, estos no producen dificultades n~ 
méricas,_.por lo que se recomiendan para casos en que existan pequeñas desvi~ 
ci ones entre los ejes X y Y (~littenburg 1977).. En gener il 1, se desacons_eja 
su uso debido a su mal condicionamiento numérico. 
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Fig. 2.4.3 Angulas de Bryant. 



d) Representación mediante paráníefrós de Euler> 

Los parámetros de Euler son cuatro escalares, q
0 

y las.componentes del 
vector tridimensional g. Estos están definidos como 

q
0 

= cos($/2), g = ~ sen(.¡i/2) (2.4.4) 

donde $ es el ángulo de rotación alrededor del vector unitario e. La r~ 
presentación de R en términos de los parámetros de Euler es 

en la cual, el símbolo.0 representa el producto tensorial; éste se forma mul 
tiplicando cada componente de uno de los vectores por cada componente del 
otro. 

Nótese la naturaleza cuadrática de la relación entre los parámetros de 
Euler y R. Por su naturaleza invariante, el uso de parámetros de Euler se 
recomienda en este contexto. 

Existe una relación entre los cosenos directores y los parámetros de 
Euler dada por 

(2.4.,6a) 

(i=l,2,3) (2.4.6b) 

e) Representación mediante parámetros de ROdrigues 

Los parámetros de Rodríguez pi (i=l,2,3) no son más que los parámetros 
de Euler normalizados, pues se obtienen como 

(i=l,2,3) (2.4. 7) 

En términos de estos parámetros, R· toma la forma: 



(2.4.Ba) 

donde 

(2.4.Sb) 

Los parámetros de RodríQues presentan una singularidad para 0=±TI (Liég~ 

ois, 1984), al igual que los ángulos de Euler y de Bryant, lo cual es co_!! 
secuencia de que son solo tres. Su uso también se desaconseja en apl1c2_ 
ciones de robótica. 

f) Representación mediante invariantes lineales. 

Los invariantes lineales de R son cuatro escalares, Ao y los CO!!J. 

ponentes del vector tridimensional A, definidos como 

~ = vect(~) = ~ sen + (2.4.9a) 

1 X
0 

= I [tr(~)-1] = cos + · (2.4.9b) 

· · - que evidencian la relación lineal entre estos invariantes y R. En efes_ 
to, en notación indicial X está dado por 

El vector y el escalar no son independientes, pues estan relacionados por 

x2 + i1Xi! 2 
= 1 (2.4.11) 

o -

la representación de R en términos de estos invariantes es: 

(2.4.12) 
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Los i nvariant_es linea les es tan relacionados con los parámetros de E.!!_ 

l er .medí ante 

. (2.4.13) 

(2.4.14) 

Debido a su naturaleza invariante y lineal, el uso de invariantes lineales 
se recomienda en este contexto. 

Dadas las características que presentan los cosenos dir.ectores (num~ 

rosos e interdependientes}, los ángulos de Euler y de Bryant así como los 
parámetros de Rodrigues (que introducen singularidades}, lo más aconsej~ 
ble es emplear los parámetros de Euler en el análisis cinemático y dinámj_ 
co (Renaud 1980), pues estos no introducen singularidades y son invaria_!!. 
tes, pero mantienen relaciones cuadráticas con la matriz ~· Ura forma nue 
va de análisis es emplear los parámetros lineales, que también son inv~ 
riantes (Angeles 1985) y producen relaciones lineales con la matriz de ro 
tación. Estos parámetros· se emplean a lo largo del presente trabajo. 

2.5 ANALISIS DE POSICION DE LOS SISTEMAS ARTICULADOS. EL PROBLEMA CINI 
MATICO DIRE.CTO. 

Un manipulador está constituido por n eslabones unidos por par'es 
inferiores, teniendo una estructura de cadena abierta. El primer eslabón 
está acoplado a una armazón fija y el último, al OT; sobre éste último se 
elige el origen de un sistema coordenado fijó al OT. Haciendo referencia 
a la fig. 2.5.1, los eslabones intermedios pueden tener movimiento de rQ 
tación o de traslación con respecto a su eslabón vecino. Se denominará 
como 0; a la coordenada generalizada que define el movimiento relativo 
del eslabón i con respecto al i-1. Esta es un ángulo si el par de aCQ 
plamiento es de rotación; es una traslación a lo largo del eje si el par 
en cuestión es prismático. 

Para definir la posición y orientación del OT a través de los eslabo 
nes intermedios se hace uso de transformaciones afines (Angeles 1ga2; 
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&.¿5 
es 

Fi~ .. 2.5.1 Manipulador con seis grados de libertad que 
contiene pares de rotación y un par prismático. 

Fig. 2.5.2 Posición de un punto desde dos sistemas de 
referencia. 
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Whitney 1972), que consisten en una traslación del origen de coordenadas y 
una rotac·i ón de 1 os ejes coordenados. Haciendo referencia a 1 a fi g. 2. 5. 2 
sea x1,Y1,z1 Y x2,v2;z2 dos conjuntos de coordenadas relacionadas por 
una'transformación afín'. ·El vector de posición de cualquier punto P r_g_ 
ferido en el sistema 2 puede expresarse en el sistema 1 como 

(2.5 .1) 

donde ~ 1 • 2 es el vector de traslación que une los origenes del sistema 1 
con el 2 y g1,2 la matriz de rotación que sobrepone los sistemas 1 y 2 
mediante un giro y el subindice de los paréntesis ·cuadrados indica el mar 
ca de referencia en el cual se presenta el vector o la matriz en cuestión. 
Para relacionar otro conjunto de coordenadas con los anteriores sea x3,Y3, 
z3 el nuevo sistema. La transformación afín entre 2 y 3 resulta 

(2.5.2) 

. o sea, las coordenadas de un punto referidas al sistema 3 se transforman 
en coordenadas fijas, al sistema 2. Para referirlas .al sistema 1, y obt_g_ 
ner una relación de coordenadas 3 a coordenadas 1, se procede en la siguie.!! 

. te forma 

donde 

[eJ1 = c~1.2Ji + C91,2J1 (C~2,3J2 + _[92,3J2CeJ3' 

= [~1.2J1 + [91,2]1 [~2,3J2 + C91:2J1 C92,3J2CgJ3 

= c~1,3J1 + C91,3J1 [eJ3 

[~1,3]1 [~1,2]1 + [91,2]1 [~2,3]l 

[91,3]1 [91,2]1 [92,3]2 

(2.5.3) 

que puede considerarse como una operación de composición de transformaciQ 
nes afines, que constituyen un grupo (Angeles 1982}. 



El método de Denávi t y. Har~en5~r9nl.9ssy empl éá écuaci ones de cerradura 
para 1 as transformaciones afi ries. s~ b~sii~eh'ias sigui entes con si deraci ones 
para definir los ejes unitarios en cadfuno de los eslabones (ver fig. 2.5.3). 

Zi es el eje del par que conecta los eslabones i e i+l. Se elige 
como 
i) el eje de rotación si el par asociado es R. 

ii) la dirección de traslación si el ·par asociado es P. 
X

1
• es la perpendicular común a z. 1 y z. dirigida de z. 1 a Z . 

. 1- 1 1- 1 
v1 completa el sistema co?rdenado dextrógiro del i-ésimo eslabón. 

La posición relativa de dos eslabones adyacentes está definida por los s_i 
guientes pará~etros: 

di es la distan·cia entre los ejes z1 y Zi+l' siempre positi:va y 

medida sobre xi+l' 
ªi es el ángulo entre z1 y Zi+l' medido en la dirección positiva 

de Xi+l' 

Además se tienen las siguientes variables: 

b; es la coordenada Z; de la intersección de los ejes Xi+l Y z1. 
Es constante si el par es de rotación y variable si el par es 
prismático. 

01 es el ángulo entre los ejes Xi y Xi+l' medido en la dirección 
positiva de z1. Es ~onstante cuando el par es prismático y Vf! 
riable si el par es de rotación. 

La matriz de rotación [Q. ·+i]. denota una rotación que lleva el sistema 
-1'1 1 

coordenado x1,v1,zi a coincidir con Xi+l' Yi+l' Zi+l' El subíndice del 
paréntesis rectangular indica que esta matriz está representada en el si~ 

tema Xi' Yi, Zi. Esta matriz se obtiene mediante ·1a composición de dos 
rotaciones, una de un ángulo 8; alrededor de z1, que transforma Xi' 
Y., en X'. , Y'., respectivamente, seguida de un ángulo a

1
• a 1 rededor 

l l 1 
de X'. (Angel es 1982). Así se obtiene 

1 
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Fig. 2.5.3 Parámetros que definen una cadena cinemática 



f
é. 

[Q. '+l]. = · .. se 1 .. 
- 1'1 1 1 ·: 

o . 

~se. i:O.. 
' 1 • l 

I 
ceicª_; 

El vector de traslación se forma como 

[a. '+l]. = [().()'!]. + [Q. ·+1]. [O !O '+1] '+1 -1,l l 111 -1,l l 11 l 

con 

1 T COiP°;k =,[O, O, bl ; 
-1-;··r.- . 

[OiOi+l]i+l =[di' O, O] 

obteniéndose 

(2.5.4) 

(2.5.5) 

(2.5.6) 

que es la expresión para el vector que une los orígenes de los sistemas 
i e i+l. 

El problema cinemático directo consiste en determinar la posici?n, 
la velocidad y la aceleración de cada eslabón, incluyendo el OT, dados los 
parámetros y los desplazamientos relativos de las articulaciones, así como 
sus derivadas primera y segunda con respecto al tiempo. 

Para ilustrar la aplicación de los parámetros lineales y el método de 
Denavit y Hartenberg, sea el manipulador con triple grado de libertad mo.?_ 
trado en la fig. 2.5.4, cuya función es ubicar el punto o4 del· eslabón 
4, en una posición arbitraria dada por las coordenadas cartesianas x,y,z 

referidas al marco x1, Y 1, z1. El manipulador está compuesto por 4 esl~ 
bones y tres pares de rotación. Los ejes de los pares R12 y R23 ~on pe.r_ 
pendiculares entre si, así como R23 y R34, con lo que .. se tiene una arquj_ 
tectura simple. - En 1 a notación de Denavi t y Hartenberg se ti ene: 
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x,_;;. 

Fig. 2.5.4 Manipulador con triple grado de libertad. 



dl = o 

d2 = nz1r3 

d3 =_0304 
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ª2 = - 90º 

La ecuación de cerradura en desplazamiento toma la forma 

en tanto que la de cerradura en rotación resulta 

(2.5.Sa) 

En donde· [!1;4J1 ·es el v~ctor de posición de o4 ·en el marco- ~x 1 , Y1,. 
z1. De la ec. (2.5.6) 

[~1.2J1 = o (2.5.9a) 

[~213]~ = [d1 cos 02, d1 sen 02, O] (2. 5 .9b) 

- T . 
[~3 • 4J 3 = [d2 cos 03, d2 sen 03, O] (2.5.9c} 

como en la ec. (2.5.Ba) todos los vectores tienen el mismo marco de reff_ 
renci a, 

[~2,3] = [91,2]1 t~2,3]2 (2.5.lDa) 

[~3,4J1 = [91,3]1 [~3,4J3 = [91,2J1 [92,3]2 [~3,4J3 (2.5.lOb) 

Definiendo ci y si como cos 0; y sen 0; ·en la ec (2.5.4) y la orie_!l 
tación particular de cada eje de rotación 
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(2.5.11) 

. T 
Sustituyendo (2.5.10) y (2.5.11) en (2.5.8a) y haciendo [~1 • 4Jí = 

[x,y,z] se tienen las siguientes expresiones 

·x = d1c1c2 + d2(c1c2c3 - s1s3) 

y= dlslc2 + d2(slc2c3 + cls3) 

. z = d1 s2, +. d2s2c3 

(2.5.12) 

Las ... relaciones. anteriores ubican .o4 con.respecto al marco· x1, Y1, !1,_ .. 
invo.lucrando·.los ángulos. de rotactión de cada:par·y la geoJ11etría propia: del 
manipulador. La orientación del sistema de referencia 4 en el marco 1 se 
obtiene sustituyendo la ec (2.5.11) en la ec. (2.5.8b), obtenifindose 

(2 .5.13} 

Algunos autores emplean matrices de 4x4 de transfonnaciones homog~ 
neas ( Paul 1981; Lee 1982), que fuer.Qn introducidas por U i ckj!r ( 1969), en 
las que manejan translación y rotación simultáneamente, en la siguiente 
forma 

1 m nx Px X X 

[~1,4]1 
ly my ny Py 

(2.5.14) 
1z mz nz Pz 

o o o 1 
-

donde l corresponde a la primera columna de 2.5.13, ~ a la segunda, ~ 

a la tercera y .e coresponde a los elementos de la ec. (2.5.12)._. El e.!!1. 
p 1 eo de matrices• de transformaciones homogfineas es i nefi ciente desde, un 
punto de vista numfirico, porque requiere almacenar elementos triviales (c~ 
ro o uno) y, en consecuencia, conduce a operaciones superfluas. 
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Aplicando los parámetros lineales á laeé (2.5.13) se tiene la orienta 

ción del OT especificada por 

r1c3 +. (1-s·1s3) c21 

2 vect([91,4J1) = ¡c1c2s3 + (s1-s2) c3I 
~l c2c3 + el (s2+s3) J 

(2.5.15a) 

(2.5.15b) 

.De donde puede extraerse el vector un;itario paralelo· al eje· de rotación·y 

el &ngulo de giro para cada terna de valores de las articulaciones, en la 
siguiente forma 

e1 sen cp = c1c3 + (l-s1s3)c2 
e2 sen cp = c1c2s3 + (s1-s2)c3 
e3 sen cp = s1c2c3 + c1(s2+s3) 

(.2.5.15c) 

(2.5.15d) 

.que proporciona valores únicos de <P y de :_, excepto que los signos de 
éstos pueden invertirse sin alterar ni la rotación ni su representación. 
Notese que cuando cj>=TI, el vector unitario e queda indefinido; En este 
c~so, ~ resulta ser, de la representación (2.4.5) 

R = - 1 + 2 e ~- e para <P = TI (2.5.16) .... ... .... ...., 

de donde e se calcula fácilmente como el vector propio de R, correspo.!! 
diente al valor propio +l. 

2.6 ANALISIS DE VELOCIDAD Y ACELERACION 

En general para un sistema con n+l eslabones y n articulaciones, 
como el mostrado en la fig. 2.6.l, la ubicación de un punto del ·or está 
dado por e1 vector de posición ~ definido come 
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------·--------- 1 

Fig. 2.6.1 Cadena cinemática con n eslabones. 
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La orientación del OT está dada por 

vect([91)1E92,3J2 ... Egn,n+l]n) =:sen <P 

tr([91,2J1Eg2,3J2·· .[gn,n+l]n) = 1 + 2 cos <P 

(2.6.1) 

(2.6.2) 

(2.6.3) 

Para iirnplificar la notación, se indicará [Q
1
. ·+1J. con· Q. y [a .. ··+1]. _,, 1 _, _,,, 1 

con ~i' El producto de la ec. (2.6.2) se calcula recursivamente corno 

~o = ! 
p = Q • 
-1 -1 

~2 = ~192 

en donde 1 es la matriz identidad; Las matrices ~i así obtenidas se 
emplean en el cálculo de la posición del OT. 

El vector ~(0) puede calcularse recursivamente. hacia adelante·, eºn
el sentido de la numeración de los eslabones, y se aplicará al obtener el 
valor de las fuerzas mediante la formulación de Newton-Euler; esta forma es 
eficiente cuando se conoce el valor de la variable en cada articulación. 
Se calculará recursivamente hacia atrás, del OT hacia la base, corno s(G); 
en esta forma se aplicará al obtener la solución del problema cinemático 
inverso y al calcular las fuerzas mediante la formulación lagrangiana. 

a) Algoritmo con recursión progresiva 

La posición del OT se puede calcular recursivamente a partir de la b-ª. 
se rnedi ante·· e 1 siguiente esquema, basado en el algoritmo de Horner para 
evaluación de polinomios, y que fue sugerido por Angeles (1985): 



- 37 " 

~l = ~l 

~2 =~1 + ~1~2 
(2.6.5) 

~n = ~n-1 + ~n-l~n 

La velocidad del OT se obtiene derivando la ec (2.6.1) con respecto al 
tiempo, teniéndose 

(2.6.6) 

donde 

k=l,2, ... ,n-1 (2.6.7) 

y 

(2.6.8) 

corno ~k es· el producto de rnatri ces de rotaci 6n hasta la k-ésirna arti CQ 

lación, cuando 0i corresponde a un par de rotación se obtiene 

<lQi 
gi-1 ()0. 9;+1 ... gk 

1 
k ~ i (i=l,2, ... ,k) 

agi T 
Multiplicando ,0 . por (Q1,. .. Q.) (Q1,. .. Q.) = 1, 

o 1 - _, - _, 
se obtiene · · 

donde 

(2.6.9) 

aQ. T 
E. = ,0-

1 Q. (2.6.10) 
-1 o·. -1 

1 

Así, E. es el único tensor anti métrico cuyo vector axial es e., el vec _, _, 
tor unitario paralelo al eje de rotación orientado según Z;, o sea 



e. = vect(E.) 
- 1 - 1 

(2.6.11) 

Como e. y E. tienen ·1a misma representación en el sistema i, en. _, _, . 

adelante ,se representan como ~y ~·. respectivamente, dejándose la repr§_ 
sentaci ón de E. y e. cuando es ten referidas al sistema 1, o sea: _, _, . 

= ~i 

[e,.]1 = Ql ... Q._1 e= P,._1 e - - _, - - -
=e. _, 

(2.6.12) 

(2.6.13) 

Cualquier tensor aritmétrico ~ puede expresarse. como (Fax 1967, p. 379): -

~ = ! x. vect(~) = vect(~) x ! (2.6.14) 

Aplicando este resultado a la derivada parcial de ~k con respecto a ei' 
se tiene 

él~k -
a0:" - ~i-l~ x ~k' si el par 

1 

o bien 

es de rotación 

ª~k ae. = O, si el par i es prismático 
1 

La ec (2.6.B) queda ahora como 

(2.6.15a) 

(2.6.15b) 
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~k = ~k X ~k. (2.6.16) 

en donde se tomó 

+ Él .e = A Él 
k-k -k -

(2.6.17a) 
y 

i=~, .... ~ri (2617b) .. 
n~número de pares inferiores 

par¡¡. , i > k ~ i = O 

donde 8 es un vector de dimensión n que contiene las variables de cada 
par, y ~k es la velocidad angular del eslabón _ k referida al sistema l. 
Esta velocidad puede obtenerse también como vec(~k~~) = c_;ik según se mue~ 
tra en el siguiente capítulo. 

La derivada ~k+l se obtiene a partir de la ec (2.5.5), la cual re 
sulta en 

~k+l = O+ [gk+l,k+2]k+l [Ok+lºk+2]k+2 

= 8k+l~x[gk+l,k+2]k+l [Ok+l0k+2]k+2 = 0k+l~x~k+l (2. 5.isa) 

cuando el.par k+l es de rotación, y cuando el par k+l es prismático, 

con las ecs (2.6.16) y (2.6.18) en la ~c (2.6.7) resulta 

k=l,2, ... ,n-1 (2.6.19) 

Sustituyendo este resultado en la ec (2.6.6) se tiene 

(2.6. 20) 

Este resultada puede obtenerse recursivamente, en forma análoga a la ec 
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(2.6.5), paraJa vel~c;iclad linea.l 
.. ' .. ,- -: '- ,- ,-<·-.. ··. -

ü = ª ·= -1 -1 

Q2 = Ql +.~2 X [~2)1 

y para la velocid~d angular 

~1 ~ E\ ~1 

~2 = ~1 + 82~2 

w = w + 0 e -n -n-1 n -n 

(2.6.21) 

(2.6.22) 

La aceleraci6n lineal se obtiene derivando la ec.(2.6.21) con respecto al 
tiempo 

. ~l = ~1 X ~1 + ~1 X ~l = ~1 X ~1 + ~1 X (~1 X ~1) 

~2 =_ ~1 + ~2 X [~2]1 + ~2 X __ (~2 X [~2]1) 

Ü = Ü 1 + w x [a ]1 + w x (w x [a ]1) 
-n -n- -n -n -n -n -n (2.6.23) 

La aceleraci6n angular se obtiene al derivar la ec (2.6.22) con respecto 
al tiempo, quedando 

w=w +ee+w x0e -n -n-1 n -n -n-1 .n -n (2.6.24) 
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b) Algoritmo con recursión regresiva 

La posición del OT puede obtenerse en su propio sistema y, mediante 
transformaciones afines expresarla en el sistema l. Es te proceso se 'efe.s:_ 
tda mediante el esquema recursivo de Horner (Bjork y Dahlquist 1974) para 
evaluación de polinomios, reduciendo en esta forma el número de operaci_Q 
nes,. como ha sido propuesto por Angeles (1985), o sea 

s = a -n -n 

~k = ~k + 9k ~k+l 

~(e) = ~1 + 91 ~2 

k=n-1, ri-2, ... , 1 (2.6.25) 

donde e 1 índice de ~ representa el sistema al que se refieren los esl abQ , 
nes. El vector ~ depende de los giros de cada par o de los desplazamie.!!. 
tos que tenga cada eslabón, pudiendo escribirse como 

s = s(0) (2.6.26) 

Derivando con respecto al tiempo la expresión anterior y considerando que 
u dada en la ec (2.6.20) es idéntica a ~. se tiene que: 

~ = él:lx~l + (é1:1 + 82~2) ~ [~~]1 + "· + ('\:1+ ·" + 8n:nl x ·[~n]l 

= 81:1x(~l+[a2]1+ ... +[~n]l) + 82:2x(Ce2J1 + .. • + [~n]l) + 
+ ..• + 0 e x[a J1 n-n -n 

(2.6. 27) 

También puede escribirse ~ en la siguiente forma: 

as as as 
5=~0=-- 0 + ... +-- 0 
- a~ - ae1 1 aen n 

(2.6.28) 

donde se concluye que 
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íls 
-- =exs 
ílt'\ - -

(2.6.29) 

La aceleración se obtiene derivando la e~ (2.6.28) con respecto al tiempo,'. 
teniendose la siguiente expresión 

.. a~ .. lª2~ •) . a~ .. • T a2~ • 
s = - 0 + __,,. 0J· 0 = - 0 + 0 - 0 - ª~ - ae~ - - ª~ - - ae2 -

(2.6.30) 

as 
donde se aplicó la ec (2. 6 .16) y' como ·~n = ªº~ en depende de en cuando 

el par de rotación por lo expuesto al obtener la ec (2.6.18) se concluye 
que 

éla. 
_.::l.= e. x a. cuando el i2 par es de rotación 
él0i _, -1 

_ (2.6.32a) 

éla . 
....::l= e. aei _, 

Derivando s. _, 

cuando el ;2 par es prismático (2.6.32b) 

con respecto a 0. y empleando el resultado anterior, 
J 



T = Q .... Q. 1(exa.) + Q .... Q. 1 E(Q .... Q. 1) Q .... Q. s.+l 
-, -J - - -J - , -J- - -, -J- - , -J -J 

= Q .... Q. 1ex(a. + Q. ~J·+ll _, -J- -J -J ·-

=Q .... Q. 1{exs.) _, -J- - -J 

El resultado anterior también es válido para pares prismáticos. 

Reordenando la ec(2.6.31), ésta se puede escribir como 

r ·as as as 

l ~x ae~ ~x ae~ :x a0- · 
n 

as as as 

•• a~ .. • T 
~X ae2 ~l:x ae-

2 
· · ~l:x ae 

n 
s=-0+0 8 

ae -

as as as l 
~X él0- ~l:x 30- · · P ex _:::_ 

n n -n-1- 30~ 

a25 

(2.6 .33) 

en donde puede apreciarse la simetría ~ue existe para ~· Derivando 
, J 

la ec (2.6.29) con respecto a 0j' con j<i, se tiene: 

a2s aQ. 
- - Q Q -J Q 

a0 CJ0 - 1 · · · · 1 a0. -J· + 1 -j - i - -J- J 

as 
- Q Q ex _.::.... 
- -1 '"-j-l - a0; j=l, ... ,i-1 

i = 1, 2, ' .. ' 6 

(?.6.34) 
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Por otro lado, de la ec (2.6.29), con j '= i 

a2s l' éls.J. · ae.ae. = 91 ... gi~l ex ae~ .•... 
J 1 ··.·. J 

= 91···9i~l~~x 91~··9j-l(~x~j) 
. as 

= 91···Qi-l ~x ae-. 
J 

(2.6.35) 

en donde se aplic6 la ec (~.6.33). Al c0mpt1.rar la ec (2.6.34) con la ec 
(2.6.35) se observa claramente que a2stae2 es simétrica, y puede calculai 

se como 

i = 1, .. ., 6 

i, i+l,. . .,6 (2.6.36a) 

para pares de rotación. Para pares prismáticos, 

< j (2.6.36b) 

Se ha presentado la metodología que se empleará en la solución ~el pr_Q 
blema cinemático inverso, para manipuladores con n pares inferiores. En 
la forma invariante aquí presentada se aprecian claramente las relaciones 
cinemáticas entre los eslabones, lo cual se pierde de vista con métodos que 
no son invariantes. 
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CAPITULO 3 · 

MODELADO CINEMATICO DE MANIPULADORES 

3.1 INTRODUCCION 

Se presenta un modelo cinemático de manipuladores con pares de rota
ción y prismáticos, que permite el cálculo de los ángulos o los desplaza
mientos que se encuentran asociados con cada par, así como sus derivadas 
con respecto al tiempo, conocidas la posición y la orientación de sus OT, 
así como las. derivadas con respecto al tiempo asociad.as a la posición y a 
la orientacion. Este proceso se conoce como problema cinemático inverso. 
Puesto que la cadena es abierta, el eslabón terminal u órgano prensil es 
el eslabón de entrada o de datos; en el caso de cadenas cerradas (malla 
simple}, la posición, la velocidad y la aceleración del eslabón motor 
constituyen los datos del rroblema. 

El modelo está basado en un algoritmo que emplea conceptos de inv~ 
riancia y resuelve las ecuaciones cinemáticas·resultantes mediante el m€

todo de Newton-Gauss. El objetivo de este capítulo se centra en la solu
ción del problema cinemático inverso de cadenas articuladas con n pares 
P o R. Se incluye el problema cinemático inverso de manipuladores con 

·cinco pares inferiores, que da lugar a un problema de especificación inca_!!! 
pleta de posición y orientación de un cuerpo rígido, y merece especial 
atención. 

3.2 PROBLEMA CINEMATICO INVERSO 

El problema cinemático inverso, para cadenas cinemáticas compues
tas de .n eslabones, consiste en determinar los valores de las variables 
que definen los pares inferiores que integran el sistema articulado y su 
variación con el tiempo, conocida la historia de posición, velocidad y 

aceleración de uno de sus eslabones. La cadena puede ser abierta (mani
puladores) o cerrada (mecanismos). Si la cadena actúa como manipulador, 
entonces el OT será guiado en tal forma que x, y, z y la orientación' dada 
por tres vectores ortonormales e1, e2, e3, y fijos al OT sean funciones 
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preasignadas de tiempo. Guiar el OT es equivalente a especificar el conju~ 

to [x, y, z, ~1 .i;.2 .~ 3 ] y sus dos primeras derivadas, Este problema implica' 
la solución de complicadas ecuaciones trigonométricas (Albala 1982, Duffy 
y Crane 1980), que resultan al igualar la orientación del OT y la posición 
de uno de sus puntos (coordenadas cartesianas del manipulador), con los V! 
lores correspondientes producidos por el manipulada1·, en términos de las V! 

. riables de las articulaciones (coordenadas articulares del manipulador). 

Dada la importancia que tienen los manipuladores industriales, y la 

complejidad del problema cinernitfco inverso, se han propuesto diferentes · 
soluciones al respecto, las cuales básicamente son de los tipos siguientes: 
i) orientadas principalmente hacia una solución explícita, que puede ob 
tenerse únicamente para tipos de arquitectura particulares, en la que los 
ejes de los pares son paralelos o perpendiculares, mediante el empleo de 
matrices de 4x4 que contienen rotación y desplazamiento simultáneamente 
(Paul et al. 1981), o bien mediante la aplicación de matrices con números 
duales (Pennock y Yang 1984): ii) reducir las ecuaciones cinemáticas a 
un solo polinomio en una incógnita, el cual tiene hasta 32 raíces difere~ 
tes para una malla con seis pares cinemáticos (Pieper y Roth 1969). 
Albala (1976) obtuvo un polinomio de 48º grado, expresado como un dete!_ 
ininante de una matriz de 12x12 con elementos de cuarto grado en la tange!]. 
te de la mitad del ingulo de entrada. Más tarde, este polinomio fue e~ 
presado corno un determin~nte de .16x16 con el emE!n~os de segundo grado en 
el mismo argumento (Duffy y Crane 1980; Albala 1982). Sin embargo, Tsai 
y Margan (1985) hallaron que, de las 32 raíces posibles de ese polinomio, 
solo 16 son significativas, esto es, 16 son espurias, lo cual los indujo 
a conjeturar que el problema cinemático inverso admite un máximo de 16 
raíces. La formulación basada en dicho determinante produce un excesivo 
error de redondeo, ya que se trata de un determinante alto (mayor que 10 
en ambos casos). El determinante de una matriz de nxn resulta nurnéric~ 
mente mal condicionado debido a que es una función homogenea de los elerne~ 

tos de la matriz, de grado n. Los ángulos intermedios se calculan hallando 
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las raíces de polinomios de meñorgrado. Sin embargo, en el proceso de eli 
mi nación de lo~ ángulos fntermedicis se introducen raíces espurias, por lo 
que debe verificarse cada solución hallada (Angeles y Rojas 1978). Alizade 
y Duffy (1983) proponen la relación entre los datos y las incógnitas a 
través de un conjunto de 30 ecuaciones, algunas de ellas dependientes de 
la topología, las cuales no son de fácil aplicación para el cálculo de la 
velocidad y aceleración. iii) emplear una aproximación lineal mediante 
el método de Newton-Raphson haciendo uso de los parámetros de Euler al d~ 

finir la orientación (Renaud 1980). Whitney l1972) propone la solución del 
problema cinemático. inverso aplicando cambios diferentiales en la posición. 
En esta forma obtiene el jacobiano que relaciona los cambios de posición y 
orientación del eslabón extremo {variables dependientes), con las variables 
a~ticulares (variables independientes), con lo cual la velocidad se calcula 
fácilmente. Wal ker y Orin {1982) presentan un método para calcular la ac~ 
leración en cada par, conocidas la posición y la velocidad en cada uno, 
así como el momento y la fuerza aplicados al OT . 

. Aquí se presenta un enfoque basado en las invariantes lineales {in
ciso 2.4.f) y el método de Newton-Gauss, con lo que se obtienen las vari~ 
bles artículares {ángulos para pares R y desplazamientos para pares P), y 

. . . - . 
sus derivadas con respecto al tiempo, de una manera eficiente. El objetivo 
es formar un algoritmo capaz de operar en tiempo real, con el fin de reso.J.. 
ver el problema de control asociado con la conducción del OT, para un ma
nipulador con n articulaciones. 

3.3 MANIPULADOR CON PARES DE ROTACION Y PRISMATICOS 

Para una ubicación arbitraria de un cuerpo rígido en el espacio se 
requiere la aplicación de robots que contengan seis articulaciones como 
mínimo. Como se indicó, la solución del problema cinemático inverso se 
obtiene empleando un método iterativo, que requiere en cada iteración· la 
solución de un sistema sobredeterminado por mínimos cuadrados. En esta 
forma se tiene un algoritmo robusto que elimina errores de redondeo, lo 
cual se muestra con el ejemplo de esta sección. En forma semejante·se 
trata el caso de la ubicación de cuerpos axialmente simétricos mediante 
manipuladores con cinco ejes, en el inciso 3.5. 
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3,3,l CALCULO DEL DESPLl\i'.AMIENTO 

De acuerdo con el método y la notación de.Denavit y Hartenberg, de~ 
crita en 2.5, los n eslabones de una cadena cinemática se numeran ordena
damente de 1 a n, fijándose al i-ésimo eslabón el sistema coordenado Xi, Yi, 

z1. La matriz gi representa una rotación en los ejes Xi' Yi' Zi, que 
giran éstos a una posición coincidente con los correspondientes ejes Xi+l, 

Yi+l' Zi+l; el vector !i une los origenes Oi y Oi+l' dirigido del primero 
al segundo, referido a los ejes del i-ésimo eslabón. Sea ~ la matriz que 
gira 1os ejes x1, Y1, z1, colocados en la base fija o primer eslabón, a urla 
orientación paralela a los ejes X , Y , Z , fijos al OT, y sea p el vector n .n n -
de posición del punto P del OT. En el problema cinemático inverso, ~y e 
son funciones dadas de) tiempo. Estas funciones describen la trayectoria 
del OT en el espacio de configuraciones, de dimensión 6. Las condiciones 
de cerradura en orientación y' desp l azami en to son, respectivamente, 

gl 92 ··· 9n-l 9n = ~ 

[~1J1 + .. · +. [~1)1 = E 

(3.3.1.1) 

(3.3.1.2) 

que constituyen un sistema de 12 ecuaciones escalares en n incógnitas, 
siendo independientes sólo 6 de ellas, tres .de desplazamiento y tres de 
rotación. El vector axial de~ proporciona tres ecuaciones independientes 
y se obtiene de ~en la forma indicada en la ec(2.4.9a), mediante simples 
sumas y restas. Este vector es, en forma invariante: 

vect(~) = ~ sen$ (3.3.1.3) 

donde g es e 1 vector ca racterí_sJi co real de ~ y $ , e 1 ángulo de rotación. 
El ángulo ~ queda determinado unívocamente a través del invariante escalar 

tr(R) = 1 + 2 COS$ (3.3.1.4) 

Al combinar las ecs (3.3.1.1), (3.3.1.3) y (3.3.1.4) se tiene 

(3.3.1.5) 

(3 .3 .1.6) 



Las ecuacionl!s (3.3,1.2), (3.3.1,5) y (3,3.1.6) constituyen un sistema 
algebraico no lineal de 7 ecuaciones con n incógnitas 

(3.3.1.7} 

donde ~T = re1, ... , en] es el vector de variables articular~s. 

En el desarrollo que se presenta a continuación se 'toma n=6, por 
lo que el sistema resultantes es aparentemente sobredeterminado, es decir, 
que tiene mayor número de ecuaciones (7) que de incógnitas. Sin embargo, 
la sobredeterminación es sólo aparente, dado que las 4 ecuaciones escala
res rep~esentadas en las ecs (3.3.1.5) y (3.3.1;6) observan la relación 
no 1 ineal 

se tiene entonces: 

!r(~) = 2 vect(9192 ... 96) - 2 vect (~) = Q 

!s(~) = tr (9192···95) - tr(~) =O 

!t(~l = [~1J1 + ·· · + [~6J1 - [eJ1 = 0 

(3.3.1.8) 

(3.3.l.9a) 

(3.3.1.«lb) 

(3.3.l.9c) 

En la expresión (3.3.l.9a) aparece un coeficiente de 2 para evitar divi
siones y operaciones superfluas. La solución de (3.3.1.7) se obtiene apli_ 
cando el método de Newton-Gauss (Bjork y Daklquist 1974; Ralston 1978), · 
en el cual se toma ~" como la configuración aproximada propuesta y se 
obtienen mejoras sucesivas aplicando el esquema iterativo para obtener 
la configuración deseada, en la siguiente forma 

(3.3.1.lOa) 
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donde 6ek es.la solución del sistema 

(3.3.1.lOb) 

que se obtiene al expander f(B) en serie de Taylor alrededor de e= e• y 

retener solamente los térmi~o~ lineales. J(ek) es la matriz jac;bi~na que 
se evalúa en ~k y se calcula a p~rtir de l~ ;xpresi6n (3.3.1.7), como 

J(B) l
afr(e)/ael 
afs(~)/2~ 
aft(e)/ae 
- - -

(3.3.1.11) 

Como existe libertad de elegir la configuración inicial, o.sea 8°, 
se propone elegir el valor que minimice la condición (Forsythe et al. 1977) 
de la matriz~(~), con lo que se obtiene un sistema algebraico numéricame_!! 
te muy estable, que produce resultados con alta precisión. Cabe aclarar 
que, si la condición de ~(~) se basa en la norma Euclidiana, no todos los 
valores de~ influyen ~n ·1a condición de~(~) (Angeles y Rojas 198~), por 
ejemplo, e1 y en no influyen en dicha condición, pues representan rot~ 
ci ones de cuerpo rígido de toda la caden·a, y la norma Euc 1 i diana es i nva
riante bajo rotaciones. Así, algunos valores permanecen fijos al efectuar 
el. proceso de minimización, lo cual disminuye la dimensión del problema de 
optimación, que básicamente consiste en 

min k(~(~)) 
6 

(3.3.1.12) 

-
s.a. e.< 2n 

1 
si el i2 par es de rotación 

Bj<blim si el j2 par es prismático 

donde k(•) es el número de condición de la matriz. Para una matriz A de 
nxn, k(~) se define como: 

k(~) = 11~11 11~- 1 11 (3.3.l.12a) 

siendo 1l·I1 una norma adecuada. En este trubajo, k(J) se estima siguiendo 
el método presentado por Cl ine et al. (1979). La definición (3.3.1.12a) 
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---es aplicable a matrices cuadradas. Sin embargo, según/se define en este 
trabajo~(~) es una matriz rectangular, ya que se han introducido ecuaciQ 
nes redundantes. La definición anterior se puede aplicar a matrices rec
tangulares si la inversa de Sen la expresión (3.3.l.12a) se cambia por 
la inversa generalizada de Moore Penrose. Alternativamente, la definición 
(3.3.1.12a) se puede aplicar a una matriz recta~gular si ~se interpreta, 
en este caso, como la matriz triangular superior, de nxn, que se obtiene 
al aplicar a J(e) una sucesión de n reflexiones de Householder. 

Conocida la configuración inicial, se puede pasar al origen de la tra 
yectoria introduciendo la técnica de continuación y proseguir con esta 
técnica, a lo largo de la trayectoria (Angeles y Rojas 1984 , Tsai y Margan 
1985). La técnica de continuación consiste en transformar el problema 
original en una serie de m problemas cuyas configuraciones específicas se 
aproximan sucesivamente a la solución, ver fig. 3.3.1. Las configuracio
nes pueden ser tan cercanas una de otra que el método de Newton-Gauss sie~ 
pre converge, o sea, la configuración j-1 estará tan próxima a la config_!:!_ 
ración j, que es una buena aproximación inicial para la configuración j, y 

la solución se obtiene fácilmente. En cada ciclo iterativo de Newton-Gauss 
se requieren únicamente dos o tres iteraciones, siendo necesaria una en 
algunos casos, según indican los resultados presentados en este trabajo. 

-Para ei cálculo de lai-~cs (3.3.1.9} se requiere evaluar Q. dado en _, 
Ja ec (2.5.4), que contiene cosa; y sena;· Estos se evalúan una sola vez 

y se almacenan, pues son parámetros propios de cada cadena cinemática y no 
cambian de iteración a iteración. Por su parte, cose; y sene1 se calcu
lan una vez por iteración, en tanto que ~y p se calculan de acuerdo a la 
trayectoria especificada, lo cual se discute posteriormente. Con el valor 
de~ se obtiene vect (~) como se indica en 2.4.f y se compara con vect (~6 ) 

donde ~6 = g1 ... g6. El producto ~6 se calcula efectuando productos matrj_ 
ciales recursivamente como se hizo en la ec(2.6.4). Las matrices ~i se alm~ 
cenan, ya que se emplean en varios cálculos posteriores. La suma que apa

rece en la ec(3.3.1.9c) se calcula recursivamente, en forma semejante a la 
ce. (2.6.25). 
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Fig. 3,3.1 Aplicación de la técnica de continuación de una 
trayectoria recta que va de Pº ; Pn. 
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Las derivadas que requiere la matriz jacobiana se calculan a partir de 
la ec (3.3.1.9), en la cucll fr(~) y f/~l estan asociadas a la rotación y 

f t(~) a la traslación. 

a) Rotación 

La matriz ªfr(8)/v~ se calcula fácilmente notando que cada gi es fu!}_ 
ción sólo de 8i. Diferenciando la ec (3.3.1.9a) con respecto a 8i se tiene 
que 

donde 

y al considerar las ecs (2.6.9) a (2.6.15) queda como 

(3.3.1.13) 

Para facilitar el desarrollo, se tomará en cuenta el teorema demostr~ 
·-do en (Angeles 1985, Apéndi~e B) 

(3.3.1.14) 

donde P es un tensor arbitrario de 3x3, ~ es antimétrica y ! es-el tensor 
identidad. Por lo tanto, cuando Ai está asociado a un par de rotación, 
se tiene 

i=2, .... 6 (3.3.1.15a) 
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y cuando el par es una traslación, ver fig. 2.6.1¡ 

(3.3.l.15b) 

Diferenciando ahora 1 a ec (3. 3 :r. 9b) con respecto a ei, y de acuerdo 
con la ec (2.6.9) resulta 

afs (~) atr(~6 ) a~6 T 
-- = --- = tr( - ) = tr(~1·-1~ ~1·-1~6) aei él6i aei 

(3.3.1.16) 

La ec (2.6.14) conduce a que 

[~i]l = ~i-1~ pl-1 = ! x Ei-i e = ! X ~i 

donde ex, e , e son las componentes de e. en el sistema coordenado l. Por y z ~1 

otro lado del teorema 6 del apéndice B de (Angeles 1985) que establece 

tr(~ ~) =- 2 vect(~) vect(P) 

siendo E un tensor arbitrario de 3x3 y ~ antimétrica. Con estos resultados 
la ec (3.3.l.l6) queda expresada como 

b) Traslación 

Para el cálculo de la matriz ª!t(O)/ci~ se diferencia la ec (2.6.26) 
·con respecto a 6i, y al tomar en cuenta la ec (2.6.29) se concluye que 

(3.3 .1.18a) 



para un par de rota¡;i6r.-e~~tanto.que para un pa,r prismátic_o, 
' ·,' '. '?'~.-~ -.;.: : " -~-::-' ; 

ílft(~)/aéi:::;~i-l: .·. (3;3.l.1Bb) 

Finalmente; la matriz jacobiana puede expresarse como 

[ [~tr(~6l - E6J~6J 
J(S) -2[vect(~6 )]~6 

s(e)/ae 

(3 .3 .1.19) 

n6tese en esta ecuaci6n que el primer rengl6n es una matriz de 3x6, e1 segundo 
una matriz de lx6 y e1 tercero' una matriz de 3x6, quedando la so1uci6n de mfnj_ 
mos cuadrados de la ec (3.3,1.lOb) · 

(3,3.1.20) 

siendo J1(e) la inversa generalizada de Moore-Penrose, definida como (Strang 
1982) 

Jr(e) = [JT(e) J(e)J-1 JT(e) (3,3,1.21) - - - - - ~ - -
Las inversas generalizadas se han empleado en el análisis de manipulad~ 

res con grado múltiple de libertad (Klein 1983). La inversa generalizada pu~ 
de ser mal condicionada o bien, puede no estar definida, lo cual sucede cua~ 
do ~(~) es de rango deficiente. P_or lo tanto, para el cálculo de la corre~ 
ci6n del desplazamiento se aplican reflexiones de Householder, las cuales re~· 
lizan transformaciones ortogonales y no alteran la condici6n de la mati;iz. 
(Golub y Van Loan_l985}. ·La reducc.i6n de la matriz jacobiana a forma triang~ 
lar se efectúa mediante reflexiones de Householder, no requiriéndose así el 
cálculo explícito de la inversa que aparece en la ec (3.3.1.21), 

3.3.2 CALCULO DE LA VELOCIDAD 

Se muestra ahora que el cálculo de e para valores dados de ~· e• ~y 
p del OT puede realizarse fácilmente. Para este fin, la velocidad angular se 
calcula como (Wrede 1972, p. 158): 

w = vect (RR1} = vect (D) (3,3.2.1) 
·- -

en la cual R se obtiene como funci6n del tiempo a partir de la trayectoria 

dada y ~ es el tensor de velocidad angular antimétrico (Angeles 1932). En 
t€rminos de los productos P., y una vez que se ha resuelto el problema cinemático 

~1 



inverso de~posici6n,' la eC: (3.3.2;1'}- se .puede escribir como: 
' -- . . ,, 

(3.3.2.2) 

donde 

• T • aP5 aP6 T 
p p = (8 -- + ... + 6 - ) p 
-6-6 l ªº1 6 385 -6 

(3.3.2.3) 

Aplicando la ec (2.6.9) en la relación anterior se obtiene 

Al tomar en cuenta la ec (2.6.11) se llega al siguiente resultado 

=[el' ~le' .. ., ~5~] ~ = ~6 ~ (3.3.2.4) 

que es semejante al obtenido en la ec (2.6.17). El miembro derecho de la ec 
(3.3.2.4) puede evaluarse recursivamente como en la ec (2.6.22) almacenándose 
para cálculos posteriores. 

Por otra parte, 

tr(~) = 1 + 2cos• = tr(~6 ) 

de donde 

(3.3.2.5) 

Para obtener$ se recurre a la relación (2.4.9a), que al ser derivada y 

considerar la ec (3.3.1.14), produce 

d A • • • T 1 d.t = ~ cticos1J + ~ sen~' = vect(~~ ~) = 2{1 tr(R)-R] tu (3.3.2.6) 

multiplicando escalarmente y miembro a miembro las ecs. (2.4.9a) y (3.3.2.6) 
se obtiene 

1· T · · · ~ ~ = sen <ji~ ( eqicos.p + e sen©) = ~,sen¡+¡ cose 

donde se consideró que ~T~ = O, ya que g es unitario. Además, se obtiene en 
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seguida una expresj6n altétna.cparª:U;i, de l.a ec (3.3.2;6) cómo 

~r~ =~sen<)> er[: tr(~)-~10?~;1-:HWtH·rt~sfaü~;~r~.:.·;<> (3,3,"2.n 

donde se ha utilizado el hechode,qu~·ei~!;;·uri;V~cfa{p}~~iode R, o sea, R e = e. 

Además, con la relación (2.4.9b) sustituida en la :~c·fo,3.°2.7} ~e produce-1; -- . - .·,- - .:" _,,. ' 

siguiente igualdad 

De este último resultado se c~ncluye que 

(3.3. 2.8) 

Al 'sustituir <)> obtenido en la ec (3.3.2.5), ésta queda como 

d T T · a T· 
dt tr(~) =- 2 sen</> ~ t~ =- 2~ ~ = [ 8e tr (~6 )] ~ (3.3.2.9) 

En términos de variables calculadas del problema cinemático inverso 

de posición, la relación anterior queda como: 

o sea 

tiene 

T T a T' 
-2>. w =- 2[vect(~6 )J ~6~ = Eaa tr(~6 )J e 

- "' 
(3.3.2.10) 

(3.3.'2.11) 

Con la velocidad prescrita del OT como s = p y de la ec (2.6.28) se o.!?_ 

as • • - e= P ae - _ (3.3.2.12) 

Para el cálculo de la velocidad se tienen las siguientes expresiones: 

(3.3~2.13) 
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donde se aprovecha la forma triangular de J(e) efec_tuada al calcular fi8. Así, 
sólo se ~plica la sustitución regresiva de~l~ solución de ecuac1ones c~n ma
trices triangulares, para obtener B de 

(3.3.2.14) 

donde se usará ! tr(~) - ~ en lugar de ! tr(~6 ) - ~6 , para eliminar errores 
de redondeo y escribir el miembro derecho de la ec (~.3.2.13) solo en términos 
de los datos suministrados. La ec (3.3.2.13) es válida sin mod1ficaciones 
para pares de rotación y prismáticos. 

3.3.3. CALCULO DE LA ACELERACION 

Ahora se determinan los componentes del vector e, conocidas las varia

bles de aceleración del OT. Así, se suponen conocida~ ~· e• 0• É• ~·Y e• así 
como ~ y ~ . Derivando la ec (3.3.2.4) con respecto al tiempo y tomando en 
cuenta la ec (2.6.16), se tiene 

• d [ ( • T)] " • • ~ = dt vect ~6~6 = ~6§ + ~6§ (3.3.3.1) 

donde 

(3.3.3.2) 

Derivando nuevamente la ec (3.3.2.9} con-respecto al tiempo, se tiene 

ci2 d T ('T T· 
- 2 tr(.8) = dt (-2~ !~) =- 2 ~ ~ + ~ 1'.') 
dt 

2 T T · =- ! ~ [! tr(~)-~] ~ - 2~ ~ 

2 
=[~e tr(~6)]T e+ ST[ :82 tr (~5)]~ 



o bien 

-~h~ ~r(~)-~] ; =2A\i =~ l~~JT[!lr(~~)-~6]~6~ -2[vect(~6 )] T (~6~ + A6-~) 
de donde 

T •. T . T ·. • T . • 
-2[vect(~6 )l ~6 ~=- ~ [! tr(~)-~]~-2~ ~ +(~6~) [! tr(~6 )-~6J~6 ~+ 

T· • 
+ 2[vect (~6 )] ~6~ (3.3.3.3) 

Por otro lado, derivando la ec (3.3.2.11) con respecto al tiempo, 
2 

s =~se ii + sT(a 2~)e ;, f5 (3.3.3.4) 
- º - ae - -
La expresi6n entre paréntesis de la ec (3.3.3.4) constituye una matriz 

de 6x6 cuyos elementos son vectores tridimensionales, de acuerdo con la ec 
(2.6.36). 

Empleando el jacobiano expresado en la ec (3.3.1.19), del que se obtuvo 
la forma triangular superior mediante.reflexiones de Householder y se almace
n6 para obtener ~ , .se requieren las siguientes modificaciones en el miembro 
derecho de la ec (3.3.1.20) 

(3.3.3,5) 

en donde se introdujeron 1 as sigui entes consideraciones cuando hay convergen.
ci a en desplazamiento, 

y_,en velocidad, 

Cuando se tiene un par prismático en la j-ésima posición, 
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[~ ~1 x J~j]1· .. ~~giJi~S~~.a~jl( .. · 
,- :.'}-~:\~,-:/·'', 

<J 
1 

··> . 
- J 

(3.3.3.6) 

El procedimiento anterior se aplica al mecanismo mostrado en la fig 
3.3.2, cuyos parámetros son ªi = 1, bi =O (i=l, ... ,6), a7=3 Y b7=o, a1= a3= 
a4 = a6 = 90º Y a2 = a5 = a7 = O. La configuración mostrada en la figura 
corresponde a los valores de Bi entre paréntesis. Debido a las simetrías del 
mecanismo, una de las soluciones posibles es e1 = s7, s2 =-e3 = e5 =- 06 Y 
e4 = 291. Así, la relación entre 81 y e2 se expresa (Angeles 1985) por 

(3.3.3.7) 

Con el objeto de mostrar el filtrado de errores de redondeo, se analizó 
este mecanismo en dos formas: en la primera, sin ecuación redundante (3.3.l.9b), 
se resuelve un sistema no lineal de 6 ecuaciones con 6 incógnitas para cálculo 
de posición, y un sistema lineal de 6x6 tanto para los cálculos de velocidad 
como de aceleración; en la segunda, con ecuación redundante (3.3.l.9b), se 
resuelve un sistema no lineal sobredeterminado de 7 ecuaciones con 6 incógni
tas para el cálculo de posición, en tanto que un sistema lineal de 7x6 para 
los calculas de velocidad y aceleración. Los errores calculados en ambos 
casos se obtuvieron basándose en la solución exacta dada en la ec (3.3.3.7). 
Estos se grafican en la fig. 3.3.3 para posición, en la fig. 3.3.4 para velo 
cidad y en la fig 3.3.5 para aceleración. 

3.4 CONFIGURACIONES SINGULARES 

El manipulador puede ubicarse en una posición tal que, al sustituir ~ 
se tenga rango [~(º)] < n, siendo n el número de coordenadas independientes. 
Fuera de esa posición~(~) es de rango completo (Uchiyama 1979). Hhitney 
(1972) indica que en una configuración de la cadena cinemática en l~ cual el 
jacobiano es de rango .deficiente, existe por lo menos una ubicación del sist..§. 
ma coordenado del OT que hace el sistema lineal incompatible; es decir, existe 
una pérdida de grados de libertad. Esta configuracihn no es fácil de prevenir 
para obtener la solución con un rango definido, ya que puede ocurrir cuando 
el manipulador alcanza su extensión límite, cuando dos ejes de pares del mismo 
tipo son colineales, o bien en algunas otras configuraciones más complejas. 
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Fig. 3.3.2·Mecanismo de seis grados de libertad 
acoplado.con pares de rotación. (Los 
eslabones tienen longitud unitaria, 
excepto el primero que tiene tres). 

-----1 
. . i 
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Otra fuente de singularidad es que tr(~ 6 )-~6 en la ec (3.3.1.19) sea_ también 
de rango deficiente, la cuAl es una singularidad espuria, ya que no implica 
una singularidad propia del manipulador, que aquí se denomina intrínseca. 
Existen diferentes enfoques para dar solución al problema de singularidad in
trínseca, ya sea determinando primero el rango de ~(~) y resolver el sistema 
fuera de la región en que det[~ (~)] S 0.5 (Paul 1983), mediante trayectorias 
que no produzcan singularidad intrínseca (Hollerbach 1983), interpolando li
nealmente entre posiciones sucesivas, o bien mediante la aplicación de siste
mas subdetermi na dos. El tratamiento mediante sistemas subdetermi na dos se basa 
en la ec (3.3.1.19) que representa un sistema de mxn, siendo en este caso .m=7 

y n=6. En la solución de la ~c (3.3.l.20t interviene la descomposici6~ de 
~(~) en una matriz triangular superior, la cual se realiza mediante reflexiones 
de Householder, pudiendo tenerse como resultado de esta.descomposición los r~ 
glones linealmente independientes. Con los renglones linealmen~e independieD_ 
tes Angeles et al. (1986) hacen una estimación de la condición de~ (~)para 
detectar la singularidad, obtienen la solución de la velocidad y la acelera
ción en esta configuración como un problema de programación cuadrática, la so 
lución de norma mínima en este caso es ortogonal a su complemento. 

Para demostrar la naturaleza de las singularidades espurias se llamará 
5 = 1 tr(R) - R, este término aparece en la expresión (3.3.l.15a), cuya inve.r. 
;a (Angel;s 19S5) está dada por 

El denominador se anula cuando <P =± TI/2, 11. En efecto, es fácil mostrar que 

con lo cual se evidencia lo anteriormente dicho. Para <P = ±TI/2, ~ tiene raD_ 
_go 2 y 2 vect (~6 ) ~6 compensa esta deficiencia, y~(~) es de rango completo. 
Para q, = 11, J(e) resulta de rango deficiente por lo que el tratamiento de 
ésta singularidad espuria es idéntico al de una intrinsica. 

La cuestión de singularidades es un tema que no está totalmente· resuelto, 
pero se deja para futuras investigaciones, ya que no es el interés central de 
este trabajo. 
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3.5 CADENA CINEMATICA CON CINCO GRADOS/ DE LIBERTAD 

En algunas aplicaciones industriales se requiere el movimiento de piezas 
con ejes de simetría a través de un conjunto de configuraciones prescritas. 
Para este fin no se requiere una cadena constituida con seis pares (rrismáti
cos o de rotación; pero por lo menos dos de rotación), ya que se trata de ubi_ 
car una línea en el espacio. Una línea queda completamente definida al fijar 
dos puntos de ella. Para el cálculo de las dos primeras derivadas de las v~ 
riables de los pares que integran el sistema articulado, se requieren la velQ 
cidad y la aceleración de cualquier par de puntos del eje de simetría. Como 
se trata de ubicar un cuerpo rígido, es necesario satisfacer la condición de 
compatibilidad, la cual establece que la distancia entre dos puntos de la lí
nea es constante a través del movimiento . 

. 3.5.1 ANALISIS DE DESPLAZAMIENTO 

Se aplican las ecuaciones de cerradura y la notación de Denavit y Harte_!! 
berg discutidas en 2.5. Para ésto, sea la línea PP' el eje de simetría del 

.cuerpo rígido mostrado en la fig 3.5.1 y sean p y~· los ·vectores de posición de 
P y ~que definen la trayectoria que seguirá la línea; sean ~y :• los valores 
calculados a través de los eslabones, los cuales dependen de ~· Este último 
es el vector de incógnitas que contiene pares prismáticos y rotacionales, o 

T . J sea, ~ = _[e1, e2, .. .,e5 . Los vectores ~l y ~l se calculan recursivamente 
como 

~4 = ~4 

~k = ~k + g ~k+ J 

:5 = ~5 

5. =a.+ Q. ~J·+i -J -J -J -

k = 3,2,1 

j = 4,3,2,1 

Las ecuaciones de cerradura en desplazamiento son: 

(3.5.1.1) 

(3.5.1.2) 

(3.5.l.3a) 
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/ 
/ 

Fig. 3.5. 1 Arquitectura de un manipulador con cinco grados 
de 1 ibertad acoplado con pares de rotación .. 
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(3.5.l.3b) 

que forman un sistema no lineal con séis componentes en cinco inc6gnitas, de
finido corno 

(3.5.1.4) 

el cual puede ser resuelto apl.icando aproximaciones lineales mediante el mét_Q. 
do de Newton-Gauss en forma semejante a la descrita en el inciso 3.3.1, o sea, 
se propone una configuración inicial 6° y se realizan mejoras sucesivas hasta 
obtener conv~rgencia. El esquema iterativo es 

Bk+l =· ek + llBk (3.5.1.5) - - -
y ll6k se calcula de la expansi6n de la serie de Taylor de !(~) alrededor de 
6 =-Bk, reteniendo únicamente los ténninos de primer orden, lo que permite 
escribir 

(3.5.1.6) 

El criterio de convergencia es 

(3.5.J..7) 

donde e es la tolerancia prescrita. La ec (3.5.1.6) representa un sistema a.!. 
gebraico no lineal de sexto orden en cinco incógnitas, y contiene cinco ecua
ciones linealmente independientes. !(~k) se encuentra en el rango de~ (~k), 
si, y sólo si, los puntos p y P' no violan la condición de rigidez. Bajo estas 
condiciones, J(B) no puede invertirse para obtener una solución; por lo tanto, 
la solución se obtiene por aproximaciones de mínimos cuadrados, para lo cual 
se emplea el método de las reflexiones de Householder (Golub y Van Loan 1985), 
que produce implícitamente la inversa generalizada de J(G), esto es, 

ll6k = J 1(ek) f(Bk) (3.5.·l.8) - - -



con J 1(ek) definida como 
/ 
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El método que se emplea descompone la matriz J(e) en triangular superior 
y posteriormente, mediante sustitución regresiva se obtiene la solución (Golub 
y Van Loan 1985). 

3.5.2 ANALISIS DE VELOCIDAD Y ACELERACION 

A continuación se obtienen las ecuacione~ que permiten calcular las velo
cidades de los pares cinemáticos que constituyen la cadena articulada conoci
das p y p! Derivando la ec {3.5.1.3) con respecto al tiempo se obtiene 

• ah1 • 
~l =as~= p (3.5.2.la) 

(3.5.2.lb) 

que conduce al sistema 

(3.5.2.2) 

cuya solución se obtiene por reflexiones de Househol der. Ya que la triangul~ 
ción de J(e) se calculó en la expresión (3.5.1.7), sólo se requiere la susti-- - -
tución regresiva para este cálculo. 

El cálculo de e se obtiene derivando la ec (3.5.2.1) con respecto al tie!!! .. 
po y, con los valores de p y ~· congruentes con la aceleración del cuerpo rígj_ 
do, se tiene 

.. ah1 ,h 
h = --- e + (-"'-21 e) e = p _1 ae _ éle _ _ (3.5.2.4a) 
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- ( 3 . 5. 2 . 4b) 

Reordenando las ecuaciones áríteriores :se t.iene el siguiente sistema 

J(e) 8 = g = 

p- ( ª2~2·lé)h-·.1· .: 
- ªª ·.~ .. , 

a2s 1 p'-( 2-1 8)8 
- ªª - - J 

(3.5~2.5) 

obteniéndose la soluci6n como 

(3.5.2.6) 

en la que J 1(a) se conserva del cálculo del desplazamiento, por lo que nuevame.!2_ 
te sólo se requiere la sustitución regresiva. 

Para comprobar las ecuaciones antes descritas y la. precisión de los resul_ 
tados se tomó el mecanismo mostrado en la fig. 3.5.2, cuyo modelo de alambre se 
conoce comercialmente con el nombre de Hexiflex. La relación entre los ángulos 
los obtuvo Angeles (1986) en la forma 

(3.5.2.7) 

T ' T , 
En este ejemplo se tomó a = [-(l+coss), O , -senB] y ~ = [-1, O, O], en do~. 

de Bes un par5metro que depende del tiempo, los errores de desplazamiento se 

muestran en la fig, 3.5,3; en velocidad se muestran en la fig. 3.5.4 y en aceler~ 
ción en la fig. 3.5.5. Los detalles de la programación se enCüentran en el apéndice. 

3.6 SIMTESIS DE TRAYECTOR!1, 

Al especificar la trayectoria que debe seguir el OT del sistema artfcul! 
do, tambien se requiere la orientación asociada con ésta, así como su varia
ción con el tiempo. En esta sección se calcula la posición, la velocidad y la 
aceleración del origen del OT, el vector de velocidad angular y el de acelera
ción angular. Aquí se supone que la tarea a ejecutar por el manipulador es del 
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Z3 
Fig. 3.5.2 Mecanismo con .cinco grados de libertad 
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tipo de trayectoria continua. Puesto que ésta contiene información sobre pos_i 
ción y orientación, la trayectoria en cuestión es, en realidad, una curva en 
un espacio de dimensión 6. En este estudio, puesto que se utilizan 4 invaria~ 
tes de rotación sujetas a una restricción. la trayectoria resulta ser una cur
va de una superficie inmersa en un espacio de dimensión 7. Se muestra cómo se 
define la orientación del OT basándose en un marco de referencia ortogonal, fijo 
a la trayectoria tridimensional r descrita por un punto P del OT. Este marco 
está definido por los vectores tangente, normal y binormal der. Sea e el vec
tor de posición de un punto P del OT. Los veftores ~t' ~n y ~b' tangente, no.!:_ 
mal y binormal, respectivamente, estan definidos como: 

e = -t e·111e· 11 

e = -b (e'xe"l/l le'xe"l I 

~n = ~b X ~t 

De las ecuaciones de Frenet-serret (Hsu 1973) se tiene 

= K e -n 

donde K y i: son 1 a curvatura y 1 a torsión de r. 

El vector de Darboux asociado a la curva está definido como: 

Ó = 1~t + K ~b 

(3.6.1) 

(3.6.2) 

(3.6.3) 

(3.6.4) 

(3.6.5) 

(3.6.6) 

(3.6.7) 

Ahora supongase que f' está definida en términos de un parámetro y . Las 
derivadas de p que aparecen en las ecs (3.6.1-3) se obtienen a continuación: 
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, _ dp ds ds 
~ (y) - dS (dy ) = dy ~t (3.6.8) 

donde 

~ =llP'(y)IJ dy - (3.6.9) 

Derivando los dos miembros de la ec (3.6.8) con respecto a y se tiene 

P."(y) = d
2

2
s e + ~ d~t ds 

- dy - t dy ds dy 

Derivando esta última expresión con respecto a y nuevamente, 

(3.6.10) 

3 2 
P.'"(y) = r4- K2(.sl_dS-i3 J~t + [3(~) $,K + (dds)2 ddKJ ~.n+(~YS)3 Kteb (3,6.11) - d/ Y d/ ay y y _ UY _ 

. Efectuando el producto vectorial entre e' (y) y e"(y) se tiene 

2 
P.'xe" = (ds e ) x [~e + (~ )2 

K e ] 
-- - dy -t di -t dy -n 

(~~) 3 K ~b (3.6,12) 

La curva tura de r se obtiene ahora como 

K = 11e 1 Xp" 11/11e 1 1 1
3 

Rea 1 izando e 1 producto interno entre ~., y 1 os dos miembros de 1 a ec ( 3. 6 .11), 

se ti ene 
2 

e • p"' (y) = 3(.9..2 ) ddys K +(sf.2.)2 i~' (y) 
-n - _ d·/ d-,, 

de donde 
2 

K'(y) = [~n • ~"'(y) - 3(:y ~~· K]/(e'. ~·i (3. 6.13) 

De la ec (3.6.9) resulta, por otra parte, 



2 
4 = (p'' • p")/(ds/dy) 
dyL . -. . -
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Así, 1 a ec (3;c6~i3) qúeda como 

(3.6.14) 

(3.6.15) 

El producto interno de ambos miembros de la ec (3.6.12) por e"' resulta 
ahora en 

(3.6.16) 

Tomando la magnitud de p'xp"' dado en la ec (3.6.12) y sustituyendola en la 
ec(3.6.16), el valor resultante es 

T = 
[e'· 'e"xe"')J 

1 le' xe" 11 2 

Derivando la ec (3.6.16) con respecto a y, se obtiene 

e"xp". e'"+ e' •(e"'xp'") + p'•(p"XplV)= E..__[(~)6 K2T] 
--- - - --- dydy 

o bien 

(p'xp"),. plv = 6 (ds)5 d
2
's-·K2T + (ds)6 2v.:v.:'T+ (E2)6 K2T, 

dy ~ dy dy 

despejando T'(y) de la ecuación anterior, 

pero 

p' • p' 

La velocidad angular del OT se obtiene ahora considerando que 

• d~t • 
~t = ~ \ 

(3.6.17) 

(3.6.18) 
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Por lo tanto 

e = llP.'il·y' K e -t - . -n · 
(3.6.19) 

(3.6.20) 

e = 1IP'11 y(-t ~n) -b - - = l2 )( ~b (3.5.21) 

Ahora exprésese º2 como una combinc.ci ón 1 ineal de ~t, ~n y ~b, es decir cor:io 

~ = a :t + b :n + e :b 

Sustituyendo la ec (3.6.22) en las ecs (3.6.19-21), se obtiene 

de donde se obtiene 

a = 11 ~ ' 11 YT , 

=- b ~b + e ~n 

=ae -e.e -b -t 

=-ae +be 
-n -t 

b = lle'JIYK e =.O 

(3.6.22) 

(3.6.23a) 

(3.6.23b) 

(3.6.23c) 

(3. 6. 2C:-). 

Así, la veloc·idad angular w resulta ser ;n:ralelz. <Jl vectot de: Dc..rboux: 

'!! = J Je' J iy(t)~ (3.G.25) 

La aceleración angular~ se obtiene derivando esta última expresión 
con respecto al tiempo, lo ·que produce 

,.:. • r ' 's • ~ . d« . -w - as y'- ó' as '\'o+ a ·y.::[ª' - , e.'( \ + - t: + K e'(v) ! 
- --,. - -r dY - ?Y d" C..¡. ,. T + '{ I d·,• - b - b 1 " .... dY... \ 1 ..... i... ~ ~ 

clonC:e 
e'(y) = s'(y) v. e _t _n 
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y 

Al sustituir los valóres anteriores se tiene 

(3.6.26) 

puesto que 

T~t'(y) + K ~b· (y) = i§. (TK e - TKe) =o - - dy -n -n 

La aplicici6n de éstas ecuaciones se ilustra al modelar el movimiento 

.que seguirá el OT del manipulador E2 (\Jhitney 1972), esquematizado en la fig 
3. 6 .1 . La trayectol"i a que desea describirse corresponde a la rama superior 

de la intersección de un cilfndrc (C) y una esfera (E) definidas como 

2 2 2 2 
(x - a) + (y - b) + (c - z) = 16a (E) 

x2 + y2 = ª2 (C) 

donde x, y, z son coordenadas en el sistema fijo. Ader.iás se define x=-a cosa, 

y = a seni3, obteniendose, los vectores de posición, de velocidad y de aceler~ 

ci6n de P como: 

donde 

~(13) = [-a cos13, a 114-2cosi3- b, a senB]· 

p(i3) = [a sen~. ª sen B , a cosB] A 
I lt!.-::'.cosc 

iil: = a(sens 'r3+ cosrs B) 
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-------------·· ----------------

d4= 35.3 mm. 

b2= 479 mm. b
4 

b
4
= 1016 mm. 

b6= 146 mm. 
X5 

Fig. 3.6.1 .Manipulador E2 del Argonne National Laboratory. 



P =. a(coss B -senss2) z / 
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La orientación se obtiene haciendo coincidir i con ~t' ~ con ~n Y ~ con eb 
en el sistema coordenado 7 colocado en el OT, con lo que se obtiene 

~ = [~t' :n• :bJ .V se aplican los invariantes lineales descritos en el inciso 
2.4.f. La velocidad y la aceleración angulares se obtienen mediante las ecs 
(3.6.2!J) y (3.6.2G). Además, S se define como una función del tiempo, tal que 
B y Ü sean continuas en el intervalo [O,T],con las siguientes condiciones: 

S(O)_= O, S(T) = 2n Y s(o) = s(rl = s(ol = srn =o 

Con estas restricciones, a fue sintetiza da por Angel es (19C3) emp 1 eando 
funciones srline, ver fig. 3.6.2. Se simuló el movimiento del OT al efectuar 
un ci c 1 o de trabajo, es decir, a 1 recorrer la trayectoria cerrada dada por la 
intersección de (C) y (E), en un minuto. Las historias de movimiento de cada 
par se obtuvieron al resolver un problema cinemático inverso cada 0.5s, lo que 
produjo las curvas mostradas en las figs. 3.6.3 a 3.6.8. 
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20 40 60 

Tiempo (s) 

Fig. 3.6.2 Función a generada por una spline. 
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. ·CAPITULO 4 

I 
MODELADO DINAMICO DE SISTEMAS ARTICULADOS 

4.1 INTRODUCCION 

En este capítulo se presenta una formulación alternativa del modelo dj_ 
námico en toda su generalidad. Este se basa en la equivalencia entre las 
ecuaciones de Lagrange y las de Kane. El modelo proporciona en forma inme 
diata la matriz generalizada de inercia del sistema y muestra el acoplamie_I! 
to existente entre sus eslabones. La formulación se basa en principios 
energéticos, por lo que las fuerzas de reacción se eliminan y el número de 
ecuaciones que resulta es igual al grado de libertad del sistema. El mod~ 
lo dinámico, obtenido a través de las ecuaciones de Kane conduce fácilme_I! 
te a un esquema recursivo. Dada la forma simple de los coeficientes ine~ 
ciales, la interpretación física del modelo es sencilla. Las ecuaciones 
de movimiento se lineal izan en el capítulo 5· y sirven de base para el aná 
lisis y diseno de controles li~eales. 

4.2 DISCUSION SOBRE MODELOS DINAMICOS 

La discusión se restringe a cadenas cinemáticas compuestas por eslabQ 
nes rígidos_unidos por articulaciones que permiten movimiento relativo de 
los eslabones con un grado simple de libertad. Se supone que cada artic.!!. 
lación es bien rotacional (R) o bien traslacional (P). Articulaciones con 
grado múltiple de libertad pueden modelarse mediante combinaciones de Pi!. 

res R y P como lo discute, por ejemplo. Duffy (1981) y lo aplican Rojas y 
Angel es (1984). 

El problema dinamico inverso, consiste en calcular los pares o 

fuerzas actuantes en cada articulación, conocidos los desplazamientos, .las 
velocidades y las aceleraciones en todas las articulaciones. Este probl~ 
ma ha sido tratado con diferentes enfoques, tales como: 

a) Ecuaciones de Newton-Euler 
b) Ecuaciones de Euler-Lagrange 
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c) Funci6n de Gibbs o Ecuaciones de Appell 
d) Ecua~iones de Kane 
e) Otros 

Estos se discuten en seguida. 

a) Ecuaciones de Ne1~ton-Eul er. 

Las ecuaciones de Ne1~ton-Euler incluyen las fuerzas de restricción i_!! 
ternas. del manipulador, que no se requieren en el problema dinámico inver 
so. Hooker (1970) desarrolló una técnica para la eliminación de las re~ 
tricciones en cadenas cinemáticas abiertas aplicables a satélites, las cuE_ 
les representaban una seria dificultad en la obtención de las ecuaciones. 
de movimiento. Las mejoras que se han realizado con este método consisten 
en formar esquemas recursivos y en la aplicación de matrices de transformE_ 
ci ón de 3x3, en lugar de las matrices de transformación homogenea de 4x4 
empleadas por Uicker (1969) para el an5lisis de mecanismos espaciales. 
Orin et al. (1979) presentan esta discusión, mejorada por Luh et al. (1980), 
con lo que se ha logrado reducir el número de operaciones a 15Dn-48 
(Cvetkovic y Vukobratovic 1982) y, por lo tanto, el tiempo de ejecÚción. 
Este enfoque se basa en las siguientes ecuaciones: 

f.= ddt (m.r.) = m.r. 
-1 1-1 1-1 

d • 
n. = dt ( I . tc1. ) = I. w. +w. x ( I. t•!. ) 
-1 -1-1 1-1 -1 ,_, 

y las f6rrnul as de recurs i ón 

donde 

(4. 2.1) 

(4.2.2) 

(4.2.3) 

(4.2.4) 

f. fuerza de inercia del eslabón i, referida a las coordenadas 
-.1 

de la base 



n. =par de inercia del e$labón-i _, - - ---- - --- ----·. - - . --- - ·- ----·· 

!~ =fuerza ejercida;s{Jbr~el eslií~óil {¡í6fel i-1-

n: =momento ejercido sobre el eslabón (por el i-1 
-1 

~i = vector que une Oi con Oi+l dirigido dél prime;ó al segundo, 
referido en el sistema i. 

ei vector que ubica el centro de masa del eslabón i, referido en el 
sistema coordenado i+l (ver fig. 4.3.1) 

mi = masa total del eslabón i 
l. =matriz de inercia centroidal del eslabón con respecto a su _, 

_centro de masa 

Pennok y Yang (1983) tratan el problema aplicando el "cfilculo de tornillos", 
los cuales consisten en vectores duales (semejantes a números complejos) que 
contienen una parte de desplazamiento y otra que involucra giros ·alrededor 
de un punto (momentos). Calculan las fuerzas generalizadas en cadenas con 
triple grado de libertad obteniendo fórmulas explícitas. 

b) Ecuaciones de Euler-Lagrange 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange presentan la ventaja de no hacer in_ 
tervenir las fuerzas de reacción y el número de ecuaciones resultantes es 
.~gual al grado de libertad del sistema. Las fuerzas y pares de los motores 
intervienen en val 01· algebraico, así como los e 1 ementos disipadores de ene_!'. 
gía. Su inconveniente es que re~uieren derivadas parciales de la energía 
cinética, que para sistemas articulados es una expresión altamente no lj_ 
neal; pero se presta para una formulación sistémica. En este contexto se· 
han aplicado matrices de transformación homogénea (Uicker 1969) y la traza 

•• T • . . , 
del producto tensorial ~ ~ , del vector r por si mismo, para el calculo 
de la energía cinética. Sin embargo, la traza de ese producto no es sino 
el producto escalar de ~ por si mismo y, en consecuencia, resulta muy 

aparatoso expresar ese producto como la traza de un tensor. Tanto Renaud 
( 1980) como L i égeoi s (1980) introducen el concepto de cuerpo aumentado, PA 
ra manipualdores con seis grados de libertad, que consiste en sustituir la 
parte final de la cadena cinematica por una sola masa, para el c6lculo de 
Jas fuerzas en el eslabón que se analiza. Hollerbach (1980) propone una 
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formulación recursiva para la obtención de las ecuaciones de movimiento hacien 
do intervenir matrices de 3x3, en lugar de las de 4x4, con lo cual el número 
de operaciones requeridas resulta ser lineal en n. Sin embargo el número de 
operaciones resulta ser mayor que el requerido por el método de Newton-Euler 
propuesto por Luh et al. (1980) pues requiere 2,195 operaciones en tanto que, 
mediante la formulación de Newton-Euler se requieren solo 852 operaciones 
(Hollerbach 1980) para un manipulador con seis grados de libertad. Este mé 
todo se basa en las siguientes ecuaciones: 

donde 

n rd (JT~ aTjl * 
í: 'ldt [- - --;:;--q!.1 = ! + g 

j=1 L: a§ º J 

n = número de cuerpos rígidos 

T.= energía cinética del cuerpo rígido j 
J 

(4.2.5) 

g = vector de coordenadas generalizadas del sistema [dim(9l n] 

* f vector de fuerza generalizada externa 

g =vector de fuerza generalizada provocada por la gravedad. 

e) Ecuaciones de Gibbs-Appell 

. La formulación de G-ibbs-Appell (Vukobratovic y Potkonjak 1982) utiliza 
el concepto de "energía de aceleración" que se expresa como: 

(4 .2 .6) 

donde K es una función conocida como "energía de aceleración" y está definj_ 
da mediante: 

K =E {i[m,. ~? + ~. I. ~.] - [2(1. W·) X w.] ~.} -1 _,_,_, _,_, .l _, 

* siendo f el vector de fuerza generalizada conductora, ejercida por los m.2_ 
tares de las articulaciones y g el vector de fuerza generalizada producida 
por la gravedad, en tanto que q es el vector de coordenadas generalizadas. 
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E.ste método requiere el estado inicial del sistema q(t) y q(t ). Se ha - . o - o 
aplicado poco-en la solución. del problema dinámico inverso de manipul~dores 
de sexto grado de libertad. La expresión K resulta más complicada de ca.l 
cular que la energía cinética que requieren las ecuaciones de Lagrange. 

d) Ecuaciones de Kane 

En estas ecuaciones se aplica el principio del trabajo virtual, tienen 
la ventaja de eliminar las fuerzas de restricción internas sin que interve_!l 
ga la diferenciación de funciones energéticas escalares. Emplea velocidades 
lineales y angulares parciales (Kane y Levinson 1983; Houston y Kelly 1982). 
Se basa en la siguiente expresión 

f + f* = o 

en la cual f es la fuerza de inercia generalizada y 
va generalizada. Estas fuerzas se calculan como: 

donde 

n r;(av. T law. T J 
f = . ¡; l l~J ~. + -;-1-J ~. 

i=l~a~ 1 ag 1 

~-=-m.r. _, 1-1 

tjl. = - w.I. - w. X i.u1. -1 _,_, _, _,_, 

* * qi. = f. 
-J -J 
* * 

~j = ~j 

1, .. ., n 

(4.2.8) 

f* es la fuerza acti 

(4.2.9) 

(4.2.10) 

siendo w. y v. la velocidad angular y la velocidad del centro de masa del _, _, * * 
i2 eslabón (Kane et al 1983a), en tanto que qi. y ~'. son la fuerza y el mo 

J J -
mento externo al j2 eslabón, aplicados a este eslabón. Kane y Levinson 

(1983) aplican este método a un manipulador de 6" grado de libertad, para 
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lo cual obtuvieron expresiones aplicables sólo a ese manipulador (el brazo 
Stanford). Esas expresiones, unJ_otal de 115, sin eíl)bargo, son muy aparat_Q_ 
sas de obtener, pues- son todas diferentes y su cálculo no se puede automatj_ 
zar. Tampoco propusieron un algoritmo aplicable a todo tipo de cadena cine 
mltica abierta de n+l eslabones y n articulaciones. 

e) Otros métodos 

Lagrana y Lee (1980) proponen un método basado en optimación heuristica 
y lo aplican a un manipulador de tres eslabone~. Este método requiere un CQ 

nacimiento p
0

revio de los valores de las fuerzas, en las juntas, que se esperan. 
Resulta efectivo para lll simulación, no así para la solución del problema i.!! 
verso. Saridis y Lee {1979) emplean las ecuaciones de Hamilton en el brazo 
Sheiman (stanford) con tres articulaciones. Raibert y Horn (1978) proponen 
un método basado en la siguiente écuación 

n { n } l.: I. .(q)q. + l.: C.·¡ q.ql + q.(q) 
j=l lJ - J k=l lJ( J < -1 -

* f. 
l 

(4.2.11) 

Los términos de la matriz generalizada de inercia, Iij, la fuerza gravit-ª. 
cional g. y los coeficientes C •• 1, se almacenan para cada instante t del 

1 1 J ' 
intervalo de interés y posteriormente son leídos, efectuando interpolaciones 
cuando es necesario. Requiere una aran cantidad de memoria .. Thomas y Tesar 
(1982) obtienen el modelo dindmico mediante los coeficiente~~e influencia, 
que se basan en la geometril1 del sistemcL C:ste planteamiento requiere tantas 
operaciones como el método de Lagrange. 

~ En lo que sigue se desarrolla el modelo dinámico basado en las ecuaci~ 
nes de Euler-Lagrange a través de las ecuaciones de Kar.8. 

L~. 3 FORtlULACIOM DE EULEl\-LAGRANGE 

El modelo basado en ic:s ecuc:ciones de L~.'."Jrange ha sido tratado por dj_ 
versos autores, pero no ha si do explorado en su forma debida, Bej czy ( 197 ''.), 
Le\'lis (1S'74) y Tourassis (1985) emplean matrices de transformación homogf 
nea, que producen matrices dispersas ~· a 1 ce: 1cu1 ar 1 a ener9í a cinética apl_i 
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can la traza de 
• ·T rr , siendo ineficiente este proceso. Rílibert y Horn (1978) 

desarrollaron un método que tabula los términos dependientes de la posición. 
Este método requiere una gran cantidad de memoria e interpolación; pierde V!!:_ 

lidez cu~ndo existen cambios de cargíl. Hollerbach (1980) emplea recursivj_ 

dad paré: incrementar la eficiencia de cálcdo y riatrices de 3x3. Para red.!l_ 
ci r el núr.1ero de operaciones obtiene un mode i o que no puede 1inea1 izarse f .Q 

cilmente y la interpretación física del sistelirn no es sencillo .. Mahil (1982) 

recurre a simplificaciones al formulc1r su modelo, tales como: eslabones sim! 

tricos, uno de los ejes principales de inerci~ paralelo al eje del par del 
eslabón y el centro de gravedad ~oincidente con el punto medio del eslabón. 

Tourassis y Neuman (1985) definen el modelo en el espacio de Riemann y Pº2. 

teriormente aplican transfonnaciones homogéneas y simplificaciones al reali 
zar los cálculos. Silver (1982) muestra que la eficiencia de cálculo del m! 

todo de Newton-Euler se debe a dos factores: lé; estructura recursiva en el 
cálculo y la representcición elegida para los t6rminos rotacionales .. Plantea 
que la formulación lagrangiana puede ser tan eficiente como la de Newton

Euler. El planteamiento que hace Silver sobre la equivalencia de las ecu.Q_ 
ci ones de Eu l er-Lagrange y 1 as de Newto;1 se confirma en el rresente carítu 1 o, 

así como la equivalencia de las ecuaciones de Euler-Lagrange y las de.Kane. 

4.3.1 DH!AMICA LASRANGIANA 

Se adoptan los fundamentos de la mecánica clásica al_obtener. las ecu.!!_ 
ciones de movimiento y acl~rar las propiedé:des físicas y características es 
tructurales del modelo dinámico de la cadena articulada. Las ecuaciones de 

Euler-Lagrange (Kane 1985) son: 

(~ .2 .1 i 

en donde T es la energía cinéUca del sistef'l¿¡, V es la-energía potencial 

y f es la fuerza generalizada que actüé: en cada junta. El vector e se in 

tradujo en los cap Hu 1 os 2 ~, 3, y e.qui desempefia el papel del vector de coor 

denadas generalizadas. 

a) Energía cinética. 



La cnergi~ cin!tica T 
las energiils ci né ti cas, Ti 
eneraía de un cuerpo rígido 
dad de su centro de masa sea 
Stehle 1960), está dada por 

de lél cadena urticulada es igual a la suma de 

de cada eslabón. ha expresión \]eneral para J_a 
Ci, que se mueve de tal suerte.que la veloci 
~. y su velocidad angular sea w. (Corben y 
- 1 _, 

T
1
. "-

2
1 (m

1
. r'.1:. t t.i~I.t,i.) 

·· l -1 -1 l _, 
(4.3.2) 

donde Ii es el tensor de inercia centroidal del cuerpo. 

Para el cálculo de la energii.: cinética considérese el vector de posj_ 
ción r. del centro de raasa del i! eslabón, següh se muestra en la fig. _, 
4.3.1. Este puede escribirse como: 

r. (o) " r. ( e1, .. ., O. ) 
-1 - _, 1 

(4.3.3} 

Este vector puede obtenerse mediante los vectores que unen los orígenes de 
cada eslabón, partiendo del OT hacia la base. Así se tiene que:_ 

( ~-.3;~) 

En lo sucesivo, todos los vectores y tensores requeridos se represen~an en 

el sister.w inercial x1, Y 1, z1• Sin embar~o. los vectores ~i ~' los te.!! 

sores lci tienen com¡10nentcs constantes en el sistema Xi+l' Yi+l' Zi+l' 

que es lo que se supone en este trabajo. Asi será necesario realizar tra111 
formaciones de coordenadas, lo cual se efectúa mediante los productos ~i' 

que se definieron en la ec(2.6.4} corao el rroducto de matrices de rotación. 
Además, ~i+l - ~i es el vector que va del centro de masa del eslabón i 
al origen del sistema coordenado fijo al OT, donde ~ ~ ~ se definieron 
en las ecs (2.6.25) y (2.6.27). Expresando la ec(~.3.~) en el sistema iner 
ci a 1, 

ª1+P1a 0 +· · .+r -1ª -P.(a.+l+r~·+1ª·J.2+ ... +Q.+1···Q -1ª -p.) - - --~ .. n -n -1 -1 .. 1 -1• -1 -n .. n -1 



Fig. 4.3.1 Ubicación del centro de masa del eslabón 
con respecto al sistema de referencia. 
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Esto es: 

(4.3.5) 

La cual justifica la expresión (4,3,3), En adelante, ~i y sus derivadas 
se representarán en el sistema x1, Y 1, z1, que se considera inercial. Por 
brevedad, [~i]l se indica simplemente como ~i' Al derivar ambos miembros 
de la ec (4.3.4) con res~ecto al tiempo y tomar en cuenta las ecs(2.6.16), 
(2.6.29) y (2.6.33), se obtiene la velocidad del centro de masa del eslab6n 

como: 

- 6i+2 ~i+2 x ~i+2 - ··· - 6n ~n x ~n 

o bien 

r. = 61 e x'[s-P.(s.+1-p.}] + 02 e2 x [s2-P.(s.+1-p.)] + _, - - _, _, _, - - _, _, _, 

... +B. e. X [s.-P.(s.+
1
-p.)] ,_, _,_,_, _, (4.3.6) 

Derivando ahora ambos miembros de 1 a ec( 4. 3 .3) con respecto a 1 tiempo, se 
obtiene 

r. = R. e _, _, - (4.3.7a) 

donde ~i es la matriz de 3xn definida como 

_ r~i ª~i ª~i J 
~i - 1!61' él62' .... Wi' Q ..... J (4.3.7b) 

Comparando los términos de lá ec(4.3.7b) con los términos de la ec(4.3.6), 

se concluye que 
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ar, 
aej = e. X (s.-s.+l + ei) si j 5 i ¡ (4.3.S) --J -J _, 

i=l,. .. ,n-1 

= o si j > i j=l,. . .,n 

Además 

donde se ha considerado 6JUe s define e 1 centro de masa de 1 OT .. 

La energra cinética para un manipulador con 
expresa de acuerdo con la ec(4.3.2) como: 

n grados de libertad se 

1 ( ·T· T ) T = r; E m.r.r. + w-1.w. 
L. i ,_,_, -1-1-1 

donde l;• representado en el sistema inercial, estl dado por 

I.=P.1.P'!° 
-1 -1 -Cl -1 

(4.3.9) 

(t:.3.10) 

en donde Ici es la matriz que representa el tensor de inercia del iº esl~ 
b6n, con respecto a su centro de maso, en coordenBdas fijas a este eslab6n. 
Sustituyendo las ecs (l~.3.h) y (2.5.l?a) en la ec (~.3.9), la energfo cin-ª. 
ti ca re.sul ta: 

1 ÓT [ T A¡ ¡ !\ J · 1 ,, 'i ( ) t, T = r; E m.R.R. + . .. . () = 0 tJ I e u 
L. ., i 1 1 1 1 1 1 - '- -- ~ .. 

(4-.3 .11) 

donde 

I(B) = E[m.R'.R. + A~l.A.] -. .. i 1-1--1 _,_,_, (~.2.12) 

es la matriz 9er.eralizada de inerciu del manipuiador, le. cual es obviar:iente 
sim§trica y positiva definid~. 

b). Energra potencial. 

La ener0í~ ;.iotencial V del sisteí:!<:. articulado es iuuel a la sumt. del 
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trabajo requerido para ~transpcirtar.e.l centro de masa de cada eslabón desde 
un plano dereferenc;;'á, () se<'· 

T V = V . - E m. g r. o i l - _, 
(4.3.13) 

donde V
0 

es una constante que depende del plano de referencia elegido y 

. gT = [g", g , g ] es el vector de gravedad dado en el sistema inercial como 
-- " 11 z 2 
g1 = [O, o: - 9.01] (ms- ) cuando el eje z1 coincide con la vertical y e.?_ 
ta dirigido hacia arriba. Se supone que la cadena cinemática opera en un ca!!! 
po gravitatorio uniforme, coincidiendo el centro de masa con el centro de gr~ 
vedad de cada eslabón. 

c) Ecuaciones de movimiento 

Para obtener las ecuaciones de movimiento se parte de la ec (4.3, 1). 
A continuación se demuestra la siguiente relución fundamental 

ddt (_~~J = ~ªoT +E [m. ~re_; • r. +e. • (w. x I. w. +l. w.)] (4.3.14) lae jJ º j i , º j _, -J _, _, _, _, _, 

la cual Kane et al. (1983) establecen como: 

( t11. ;( I . 11i. · + I . w. )~ ( ~'. 3 .15) _, _,_, _,_, 
·--· -

siendo f la fuerza generalizada de inercia; lo que Kane no hace es demos - -
trar rigurosamente la relación (4.3.lS) para cuerpos rí9idos. En lo siguien 
t~ se discuten algunos puntos de la formulación de Kane (1973) con lo que se 
lles¡a a resultados que fc:cilitan lo interpretación del modelo físico. Der.f 
vese parcialmente la ec (4.3Jl) con resnecto a la velocidad generalizada ó, 
con lo que se obtiene: 

(4.3.16) 

Expandiendo la ec ((.3.16) para la articulación j, esta es 
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T 
OT _ . · [ª~; 1 • • T . -

- - ¡: [m. - 8-J·. r. ·'. e. l. .w. J ae. . 1 a . -1 -" -J - 1 .,. 1 J 1 J ·.· .. ··.· 

Derivando ahora esta expresión con respecto al tiempo, se tiene 

donde 

. d (ªr º) ar. -1 - -1 
dt aej - aej (~,.3,18) 

y 

' T . • 'T T T 
I . = p. I . p . + p. 1 . p. = w. xP . I . r . + p. I . ( w. xr. ) 
,l -1-Cl 1 -1 Cl 1 -1 -1 Cl-1 -1 Cl -1 -1 

en las que se tomó en cuenta la ec(2.6.16). Ademils, aplicando la ec(2.6.14) 

w. x P. = (w. x 1) P. = íl. P. 
- 1 - 1 -1 - - 1 - 1 -1 

(4.3 .19) 

donde íl. es el tensor de velocidad angular definido en la ec(3.3.2.1). Asf 
-1 

(w. X P.)1 = (íl. P.)T = - P! Q. = - P! x w. 
- 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 

por lo que finalmente, 

i . , = w. X Í. - i~ >: ¡, .• 
1 -1 1 -1 -i 

(4.~.20) 

(4.3.21) 

Sustituyendo las ecs (l:.3.13 a 21) y ('.::.6.16) en la ec (4.3.17), se tiene 

ai· .. T - ar. 1 

d l élT 'j [ Í -1 J · ( 1 1 l . ( -1} - - = z_. rn,. l~ª; r. + tu. x e . 1 • (¡). .,. ¡-;;--o dt • 1 o . -1 -J --J -1 - 1 o .1· aej _ 
T + e. (w. x í. - i. ;~ tJ.) ¡,i. + 

-J - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 

+e~ i. ~¡,; 
-J 1 ", -

(l;,3.22) 
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En esta expresi6n 

e'. l. X w. • w. = O -J 1 _, _, 

Ahora la expresi6n (4.3.,22) resulta 

+ e'. (tll. X l. W. + l. w.) 
-J - 1 - 1 - 1 1 - 1 

(4.3.23) 

Por otra parte, derivando parcialmente la ec(4.3.11} con respecto a la coor 
denada generalizada ej' 

aT - • T ar,. (aw .)T 1 T a I ,. 
E [m r + - 1

. I . w . + ) as:- - . ; _; ~ asJ. -1 -1 2 wi ae- wi J 1 J - j-
( 4.3.24) 

en donde se tiene 

aw. 'a 
ae~ =as. [e1:1 + 82:2 + ... + ei:iJ 

J J 

. < . 
J - 1 

que resulta reducida a 

aw. 
_, (w. - w.) 

aej = ~j x _, -J j ~ i (4.3.25) 

= o j > i 

Además 

= E.P.I .r'. + P.I .P~ E'.= E.I. - I.E. 
-J-1-Cl-1 -1 Cl-1 J -J-1 l J 

=e. x r. - I. x e. (4.3.26) -J 1 _, -J 

en donde se tomaron en c~enta las ces (2.6.9) y (2.6.14). Sustituyendo ahp_ 
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XI. - I. x e.)·w.] 
_, -1 -J -1 

aT [ •T as,,¿ m.r. 
j i 1-1 

[ ·T =E m.r. 
i 1-1 

T (w. x e.) (I. w.) -J -J . _, _, (C.-.3.27) 

Al comparar este resu1tado con la ec (~·.3.23) se obtiene la expresión propuel 

ta, ec (4.3.14). Al derivar la ec (4.3.13) parcialmente con respecto a e, 
se obtiene 

( 4.3.23) 

Sustituyendo las ecs (4.3.14) y (4.3.27 y 28) en la ec'(4.3.1), el resultado 

para el eslabón j es 

(4.3.29) 

= I: e'. [ s · ;: ~ · - ( ~ i + 1 - ti ! " i .. J .. J -1 
+ ¡-·~,· ~ __ -, . ( t:-. 3 .30) 

donde el miembro derecho representa la proyección de la fuerza generalizada 

de inercia sobre el vector ~nitario ~.~' lo cual no aclara-Kane en sL1 pla!!_ 

teamiento, pues e. = aw
1
./aei de la ec (2.6.l?e), y ar./aai esti definida 

.. J - •. - 1 " 
en la ec (4.3.C), en donde se consideraron las expresiones (4.2.1 y 2). El 
miembro i zqui ercio represent~ 1 a -fuerzo genera 1 i zadc; élcti va que puede ser de 

ccntélcto, di sipativa o gravi tatQrÍi.:, y Kane representn como: 

* f íl(
ar ') T ;, r 3t'-',·I T ,~ ! ,.... ....1 .1 + 1 ...., 1 ¡ 

¿ - r. 1--¡ n_. 
; al: ) -.. 1 l 6? ' ,_ 1 T 

'-- .. - ...J 

(4.2.10) 

Tanto óJ como GJ se calculan recursivamenü: cor.10 en las ecs (2.G.22) ~· 
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( 2. G. 24). La aceleración de 1 centro de mase: puede ca i cu lar se aprovechando 

lOS resultados réCUrSiVOS de la et (2L6,5) a partir de la. base, en la SigiJie.IJ_ 

te forma: 

r. = u. + p. 
-1 -1 -1 

r. = u. + ei = u. + W· X p, _, 
-1 -1 -1 _, 

r. = ü.+w.xp.+w.x(w.xp.) = ü .. 
1
+w.x(a:+p.)+w.x[w.x(a.+p.)] 

_, -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1- -1 -1 -1 _, -1. -1 -1 

donde [eiJl se representó por ei 

Derivando la ec (4.3.7a) con respecto al tiempo~ se tiene 

()}'. ar. 
r.(ol =R. o+ R. e=....:::.!. e+ ....::l ó 
-1 - - 1 - -1 - 38 - 30 -

(4.3.31a) 

(t..3.31b) 

(4.3.31c) 

(~ .3.32) 

Al. sustituir esta última expresión en la ec (4.3.29) y considerar las ecs 

(2.6.17) y (3.3.3.1) 

( = !(6) e + C(8, e) é + b(e) - - - - ~ - - - - - (4.3.33) 

donde 

!{8) = l: [m. R~ H. +A~ !
1
. í:,,! 

i 1 -1 -1 -1 -
(4.3.12) 

C(Ei, e) = l: [m. R'. Í:. + .t1'. 1. P .. + !1·:· i. A1.J -· - ... i 1 - 1 - 1 - 1 .. 1 -- 1 - , ,,, - i . 
(4.3.34a) 

ür. 1 
b(e) = - (í: m. a61) e 

i l 
(4.3.3f:.b) 

~; ;\ :~; , e ~ ... , o J ( 4. 3. 3t~c) 

En la ec (f:.3.32), el término ~i se cr.lcu·¡¡¡ empleando la ec (~.3.8) derivu 

da con respecto al tiempo, teniéndose qu~ 
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R. 
-1 ~

r .. ar. a.f:1• . ~ ' -1 "'-l' ·-ar. , ae-.·· ~'.·• w~ o, ... ,o 
1 . 2 '.· i 

(4.3.35) 

donde 

Además 

a2r. 
---

1
- = ek x [e. x (s. - s.+l +p.)] aejaek - -J -J -1 -1 

> j > k (4.3.36a) 

a2r. 
-e· _81 =e. x [ek x (sk - s.+1 +p.)] a ja k -J - - _, -1 

> k > j (4.3.36b) 

o bien 

> j > k (4.3.36c) 

2 completando así el cálculo del modelo dinámico. Nótese que a ~;/aejaek es 
simétrica con respecto a j y k, de las ecs (4.3.36a y b). Entonces 

(4.3 .37} 

En 1 a ec ( 4 .. 3. 33) aparece nuevamente 1 a matri t genera 1 iza da de inercia, 1 a 
cual se discutió al obtener la ec (4.3.11). Esta matriz es simétrica, posj_ 

tiva definida y su elemento Ijk es función de ej' Bj+l' ... , en para 
j = 1, ... , n y k = j, ... , n. Esto se debe a que el elemento j,k del 

segundo ténnino del ;2 sur.1ando de la ec (4.3.12), [~;(~)]jk' es 



[1.(e)l ..• ~-.e'. 
-1 - J K • -J. 

(~.3.28) 

lo que significa que los vectores ~j :; ~:i: deben referirse al. sistema i' 

en tanto que, para j = k = i 

[l. (e)] .. = e T Q. I • Q '. e = h ( e
1
. ) 

1 - 11 - - 1 -c 1 -1 -

En fomá semejante se obtiene una relación análoga para el primer término. 

Mótese que en general 
31(8) 

i ( e ) t- __:::_::___ e ae 

4.4 FORNULACION DE HEWTO~-EULER 

Este método, tal como lo presentan Luh et. 2.l. (1~80) requiere la apl.1_ 

cación de las ecs (4.2.1 y 2), las cuales son evaluadas aplicando las ecs 

(4.J.3lc), (2.G.22) y (2.G.'.' 11-). L~s fuerzas que nctúi>n en cada par se cal 

¡:ulan en forma reoresiva, clel OT hacia la base, mediante 

* -A· 

!i = !i+l + !i (~,.2. 3) 

* -le 'ft 

~i = ~i+l + ~i X !i+l + (~i + ~i) X !i + ~i (4. 2 .~-) 

en donde ~+ 1 y ~~e+ 1 representan la fuerrn y e 1 momento que ejerce e 1 

GT sobre e 1 1;iedi o exterr.o o. i me.ni r.iu 1.,ciur. '::l 1:1rn:12n·to requerí de, en ca el a r.::r 
·.·~ 

se obtiene pro;•ectundo ~i sobi-e el eje uue de·Fír:e 2,1 par, o se.:. 

~roduciéndose el mi~no resultado ~ue en la ec (Z.3.30) reescrita en la si 

guiente form2 

-.·: 
f. 
J ~[

íJ·· T 
~ ~o~:J n. (i~.-g) + e~ (vi·l~i .[1. + l .¡:i. \; 
1 - O J 1 - 1 - -J - 1 - 1 - 1 - 1 •o 1 ' 1 

(~.u:) 

que es el resultado rue ~lantea Silvcr (1982) sobre la eficienci: de cflculo 

en-;:re ambos métodos~ el de t·le~·1ton-tt!ler ~ .. el de ~L!ler-Lagrent!C·. 
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il continuación se deii::rminará el número de operaciones para evaluar 
la ec (~.3.33) para i=l,2, .. i,n. La m~tri: l. A. aparece tanto en !{~) 

-1 -1 - -
como en ~(~.~) por lo cual este término se evalúa y se almacena. El pr.Q. 
dueto de l . por e., siendo ~J· referido al sistema i, requiere 9 mu_l 

-Cl -J -
tiplicaciones y b sumas para esto y 9 multiplicaciones y 6 sumas adicion~ 

les al referir este producto ~l sistema 1, teniendose 18(~) (n+l) rnultipli 
(. -

caciones \' 12(I) (n+l) sur.ias. La matriz ~i se aplica ta~bién en ~(~)y 
~(~.~).requiere que se refiera ~i+l-E\ al sister:ia 1, para lo cual se efe~ 
túan 9 ri1ultiplicaciones y 11 sur,1as, además 6 1~1ultiplicc.ciones y 6 sumas P.!!. 

ra el producto cruz, 3~/38 1 no requiere transfomación y 3~/3~ se ca_l. 
culó en la cinemfftica inversa, lo que resulta en un total de 3(n-l)(n+l) 
multiplicaciones y (n-1)(5+3n) sumas. La matriz Á se calculó también ~n -n 
la cinemética inversa, contiene A1, A2, ... , An-l no req~iriéndose ning~. 
na operación extra. La matriz A. , expresada en la ec (4.3.34c), sólo re 

-lW -

quiere productos cruz para cad~ i, necesitffndose 3n(n-1) multipficaciones 
'J 2 

}' 3n{n-l)/2 sunws; igualmente lii i."ta·~riz ::h·./()0 , expres<J.da en la ec 
-1 - \1 

(4.3.36c), requiere productos cruz, necesit~ndose m = .E 3(i-2) (i-1) multi 
1 

. . 11. l=l -
P lcac1ones Y s =.E

1
2(j-2) (j-1) sumas parél su cálculo, al tonwr en cuenta 

J= n ~ n 
la simetría; además m' = .E 3(i-l)'- y s' = .E 3(j-2) (j-1) para obtener 
todas las ~-, puesto aue

1
=1A se calculó enJ~~ cinem5tica inversa. Para 

-1 · -n n 
la evaluación de la matriz generalizada de inercia se requieren m"=.L:

1
3i(i+ 

1)/2 multiplicaciones y s"=.~ 2j{5+1)/2 sumas para 11'. R., m"=.E 3Hi-l)/2 
\1 J=l T -1 -1 l=l 

multiplicaciones .~· s"'= ·" j(J-1) sumas para A. I. P... La mt1triz C(e,e) ex J=l n _, -1 -1 - - _ -

presada en la ec (~ •. 3.34a) requiere r.i'V =.E 3(i 2-l) multiplicaciones.\' 
, n " 1 =I T 

si\ = .E ;:(j'--1) sumas en c~du uno de los siguientes términos: R'. !:., 
T 1=1 ,. -1 -1 

A. l..~~ 1• A'. l. A.; y¡; que no son matrices simétricas. En total son ne 
- 1 - 1 - l - - lt•J - l ' 1 
cesuric:s: 

lSn~ + 6n-J + ~ i(lCi-1:) 
i '= 2 

'; 

S¡ = lG.G nL + G.5n-S + ~ 
i=l 

1 ~_..; F 
..¡J ---

(multiplicaciones) 

(j-1) (sumas) ((.l:-J) 

para evaluar l~ ec ((.J.33), en ~&rticulcr para n=6 se tienen 1396 multi 
plicaciones y 1370 sunas; este total es inferior~ 2195 multiplicaciones y 

1715 sumas que reporta Hcllerbach (1C2C), obteniéndose numéricamenta las ma 
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tri ces de inercia genera 1 i Zc:du y .c1e términos centrífugos que serán ernp 1 e~ 

dos al lineali¡:ar la ec (l\ .. 3.33). La ec (~'.3.33) 1se aplica junto con la S.Q 

lución del problema ciner.1ático inverso al definir una trayectoria nominal. 

Si s61o se quiere evaluar las fuerzas generalizada~ conocido el valor de 

cada variable articular y sus primeras derivadas. es más eficiente aplicar 

la ec (l\ .• t .. 2) con la estructura recursiva de las ecs (4.2.3 y 4), ernpleá~ 

dose 852 multiplicaciones y 73C sumas, como indica Cvetkovic (1982). El 

algoritmo para evaluar la ec (4.3.33), así como la linealización de esta 

ecuación, se encuentra implementado en el apéndice. 

Para el manipulador industrial con seis pares de rotación, Cincinnati 

l·íilacron serie T, cuyo diagramCl cinemático se muestra en la fig. 4 .. ~,.J. se 

calcularon: la posición, la velocidCld, la acelerc:ción y los momentos nec~ 

sarios en cada articulación, sin considerar elemento~ disipativos, ni carga 

en el OT. Los valores aplicando la c:c (t:.3.33), (4.2.3)y (l!.2.4) concue!:. 

dan hasta la séptima cifra en una microcomputadora compatible con IB!-1. El 

listado para el cálculo mediante las ecuaciones de Euler-La9range se encue~ 

traen el apéndice. Los resultados se muestran en las gráficas que apar~ 

cenen las figs. 4.1!.3 a ll..4.8. Con respecto a esta última figura, las gr! 

fi cas pueden interpretarse como seña 1 es ruidosas que tienen e 1 va 1 ar 
. .. * ºe = n/2, e6 = O, ºt: .~ O y f 6 = O. Los parámetros ~' propiedades inercio.les 

- se encuentnn en la tat;la ,;,f: .. l. El manirulador sigue una trayectoriu. re~ 

te\ COL 

X = 1.33125 "' " o r,;/s 
" o m/s2 

s ¡;, " V = r I' rn/ s y ¡;l/SL 1 

'• 
,_ = l. 7987 5 r· 2 o m/s z o m/s '-

2\: = l.G c1di::1 (1\, o radís l•I G 
" 

2~\ l.'.:: L\. (: e 
I' . .. ,, 

L r. n -1. C· (·l., td ... V 
~ T" -2l~JT;\ tr(R) (J -2~1 \ () o 

dondE: B es une función dependiente ci2l tiermo, con las restricciones si 

guientes: 
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¡----
\ 

1.50 

Fig. 4.4.l Diagrama esquera&tico_~e un manipulador con 

1 

seis pares de rotación. (unidades en metros) 

i 
L --- ----------- ---------- -------- --- _____ _¡ 
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Tabla -4.4.1 Parámetros f própiedaCie{'·rrierdi~l~~ de los eslabones del 
manipulador ele l~·fig 4.4[i'- ·. 

Eslabón d;(m) b; (m) a;(grád) 8; (grad) 
(inicial) 

0.0000 1.5000 90.0000 o. 0000 
2 1.0200 0.0000 0.0000 90.0000 
3 l. 0200 0.0000 0.0000 -135.0000 
4 0.2000 0.0000 90.0000 45.0000 
5 ·O. 0000 0.0000 90.0000 90'. oooo 
6 0.0000 0.4100 90.0000 90.0000 

Eslabón 3 4 5 6 
masa(Kg) 680.0000 360.0000 180.0000 55.0000 36.0000 68.0000 

Px(m) 0.0000 -O. 8700 -0.6400 -0.1200 0.0000 0.0000 

Py(m) -0.3300 0.0000 0.0400 0.0400 -0.0500 0.0000 

p
2

(m) 0.0000 -o .1300 0.0000 0.0000 -0.0800 0.0000 
Ixx(Kg-m2

) 0.0000 11. 0000 1.1000 0.4400 0.4700 0.4400 

Ixy(Kg-m 2 ) 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 º·ºººº 0.0000 

Ixz 11 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 O. 0000 

Iyy 11 62.0000 53.0000 44.0000 0.9100 0.3800 0.6400 

Iyz 11 0.0000 o. 0000 0.0000 0.0000 º·ºººº· 0.0000 

Izz " 0.0000 44.0000 44.0000 0.8200 0.1800 O. 7300 



s(O) = o m 
S(T) = 1 m 
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Mol = ~(Tl = o 
/3(0) = i3(T) = O 

T = 1 segundo 

Esta función se sintetiza empleando funciones spline (Angeles 1983), que 
produce la gráfica que se muestra en la fig. 4.4.2. Los resultados obtenj_ 
dos concuerdan con los esperados, pues el momento 2 es el más elevado ya 
que soporta la estructura del brazo. , 

4.5 APLICACION A SIMULACION 

En simulación es necesario contar con un modelo dinámico de la forma 

* ~= p(~. e· ! ) . ~(to) =~o 

~(to) = ea 

* * donde ! = ! (t) es la historia del vector de fuerzas y pares aplicados 
por los motores de las articulaciones, que se suponen conocidos. Esencial 
mente lo que se. tiene ahora· es el problema dinámico directo, esto es, con.Q_ 
cides los vectores e(t) y p(t) que definen el estado del manipulador re 

· - T - 'T T -
presentado por x(t) = [e {t), p (t)] , y el vector de fuerza aplicada 
* ..... .. - . -! {t), determinar ~{t) = e{t), con el objeto de calcular ~(t}, y de 

ahi ~(t), en el instante siguiente. Este modelo se obtiene fácilmente 
a partir del modelo producido en la sección 4.3. En efecto, la ec (4.3.33) 
permite escribir 

(4.5 .1) 

Así, la obtención de p como se indica en la ec (4.5.1) sólo requiere des 
pejar ~· o ~· de l~ ec (4.3.33). En virtud de que la matriz !(~) e; 
positiva definida, esto se puede conseguir mediante la aplicación del mét.Q. 
do de Cholesky (Dongarra et al. 1979), que requiere en total Me multiplicE_ 
cienes y Se sumas, donde Me y Se están dadas por 

M¿= n3/6 + 3n212 - 2n/3 

S = n3/6 + n2 - lln/6 (4.5.2) c 
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1.5· 
Íl(rad/s) 

1.0--. - -

0.5 

0,0¡...c:"--~-=:o.--~~~~~~~~~~~~~~~.:=.....j 

o.o 0.2 0.4 0.6 O.B 1.0 
tiempo (s) 

6.0 . 

4.0 

2.0 

o.o 

-2.0 

-4.0 

o.o 0.2 0.4 o. 6 O.l\ 1.0 

tiempo (s) 

Fig. 4.4.2 Función S generada por una spline y sus dos 
primeras derivadas con respecto al tiempo. 
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Fig. 4.4.3 Historia de posición, velocidad, aceleración y momento 
en el primer par de rotación. 
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Fig. 4.4.4 Historia de posición, velocidad, aceleración y momento 
en el segundo par de rotación. 
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Fig. 4.4.5 Historia de posición, velocidad, aceieración y momento 
en el tercer par de rotación. 
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Fig. 4.4.6 Historia de posición, velocidad, aceleración y momento 
en el cuarto par de rotación. 
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Fig. 4.4.7 Historia de posición, velocidad, aceleración y momento 
en el quinto par de roiaci6n. 
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Fig. 4.4.8 Historia de posición, velocidad, aceleración y momento 
en: el. sexto par de rotación. 



Así, entonces, el problema dinámic:o inverso se efectúa, con este modelo, 

con un total de Mn multiplicaciones y s~ sumas, donde . . 

{4.5 ,3) 

(4.5.4) 

En las ecs (4.5.3) y (4.5.5), MI y SI ~on los nameros de multiplicaci~ 
nes y de sumas requeridos en el problema dinámico inverso discutido en la 

sección 4.4. Particularmente, para n=6, los nameros anteriores se red~ 
cen a 

M.6 = 86 + 1896 - 765 =· 1217 (productos) 

s6 = 61 + 1370 - 510 = 921 (adiciones) 

que son menores que 1 os requeri dós por e 1 a 1 goritmo de Wa l ker y Ori n (1982), 
• n 2 

ya que no desarro11an la matriz C(6,6), que requiere -.¡;
1 

9(i -1) produ.E_ 
n 2 - - - 1-

tos y .E 6(j -1) adiciones, ·sino un vector definido como: 
J=l. 

d = c{e,a1·e + b{a) 
- - - - - - -

y obtienen ~ de 

calculando sólo los elementos de la matriz generalizada de inercia, neces1 
tando en total (Walker: et al. 1982) 

' ' M6 = 1627 {productos), s6 = 1261 (sumas) 

Esta reducción en el número de operaciones siguiendo el proceso de ~la 1 ker 

y Orín para simulación es una contribución más de esta tesis. 
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CAPITULO 5 

LINEALIZACJON DE LAS EéUACIONES DIMAMlCAS 

5 .1 INTRODUCCION 

El objetivo de este capítuio es reducir los efectos de las perturbaciones 

externas que se presentan al seguir el OT del manipulador una trayectoria nomj_ 

nal con lo que se evitan cambios no deseados en la salida, tales como las posj_ 

ciones incorrectas y sus derivados con respecto. al tiempo. Para lograr este 

fin se linealizan en forma algorítmica las ecuaciones dinámicas obtenidas en 

el capítulo anterior, alrededor de una trayectorial nominal. De esta manera 

se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de coe 

ficientes variables con el tiempo; las que se emplean para fines de control 

en el espacio de estado. Se obtiene 'un modelo que proporciona información s~ 

bre el sistema físico y las interacciones dinámicos entre eslabones y permite 

evaluar alternativas en el diseHo de controles lineales para manipuladores con 

realimentación. 

5.2 FORMULACJON EN EL ESPACIO DE ESTADO 

El modelo dinámico expresado en la ec (4.3,33) puede definirse en cua~ 

quier instante de tiempo conociendo los valores de las variables de cada ar 

ticulación, así como sus primeras derivadas, Las 2n variables de est~do 

independientes que pueden elegirse, el desplazamiento G y lct velocidad [, 

contienen información suficiente para describir la posición y la velocidad 

del manipulador, son accesibles y pueden medirse directamente con instrume~ 

tos fácilmente disponibles (codificadores opto~lectrónicos, generadores de 

corriente directa, etc.). Con estas mediciones puede calcularse la aceler~ 

ción mediante el modelo formulado en el capitulo 3. Sin embargo las vari~ 

ciones de carga, el juego en lo~ engranes y la fricción que existe entre los 

elementos mec&nicos, desvian el sistema de la trayectoria nominal. Al reali 

mentar las perturbaciones que sufren ias variables de estado, en sus valores 
nominales, a un algoritmo de control diseHado para el modelo dinámico line~ 

lizado, se puede controlar el movimiento del sistema (Bryson y Ha 1975). 

Definiendo el estado del sistema con el vector x1 [e
1, p1], el espacio 

de estado del modelo dinámico no lineal expresado en la ec (4.3.33) es 
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(5.2 .1) 

donde 

(5. 2 .2) 

Este modeio exhibe las características no lineales y acoplamiento entre ecua 
ciones. La forma de transformar el modelo no lineal a uno lineal y variable 
con el tiempo es linealizando las ecuaciones de estado. Para desviaciones 
pequeñas de la posicién de referencia, la ec (5.2.1) se expande en serie de 
Taylor alrededor de la trayectoria nominal y se retienen los términos de 
primer orden (Angeles 1978) obteniéndose el modelo en el espacio de estado 
lineal izado como sigue 

(G.2.3) 

o bien 

x = A(t)x + B(t) u (5.2.J,) 

con 
fó 11 rc1 
! 1 , : 

1 [66T, op'J A(t) 
1 

8( t) ~ ~a¿ 8pl 
1 

ª2~ ;io d~ * LIT = [C, ¿f *T-. af 
-' 

donde las derivadas parciales se: evalúan a lo largo de la trayectoria nonlj_ 
nal ~ = G(t), ~ = e(t), ~ = P,(t}, CQlculaci~s mediante L!íl proceso de sínt~ 
sis de trayectoriL e inversión cinematica según se describe en el capí~ulo 

"· Cada submatriz de la matriz ~(t) de la ec (S.2.í:} es de nxn y el re~ 

glón inferior indica que la aceleración de los eslabones es función del des 
plazamiento, la velociaad y ·la fuerza generalizada activa. 



.·. -_ T20 : e. 

o.3 Ll!{:::ALIZACION DEL nGDELO 011;1\mco 

El concepto detrás de la linealización con respecto a una trayectoria 
nominal ·es encontrar una·aproximación lineal de Primer orden a la verdadera 
perturbación del vector de estado IReid 1983). Asi, partiendo de la ec 
15.2.2), se tiene 

donde 

6~ = 6!-11~) [f~ - C(~, ~) e - ~(~)] + 

!- 1 ,~, [6!* - 6~(~. ~) e ~ ~(~. el 6e·- o~(~)J 

oc(e, p) 

ob (e) = -

(11~) o!(~) (l(~) = - el(~) (ª:~~) º~J rl(~) 
ac1e, p) ac(e, p) 

ó e + __:_:::.___::_ él p ae - ar 

(
l: m. 

0212~1 9) 66 
i 1 a~ - -

Por 1 o tanto 

fa~( e, ri 
+ - - p + C(O, p)f 6D - t~ 

l ílP ·- - -
(5.3.1) 

comparando con el renglón i nforior de 1 a ec 15. 2. 3), se ti ene en es te caso 

5.3.2a) 

(5.2.2b) 



üp. '- r-l(·e' .,,....,_ -- ,· 
Clf"' - _, (5 .3.Zc) 

Introduciendo las definjdones siguientes, que serán usadas posteriormente, 

!!(~) =~ (~j"l = ~(~) 

V(6,p) =- 1(6) ?~ 
- - - - - ap 

. - ~ W(B,p,p) -- I(e) ae 
~ ..... "' ... .... -· ., 

(5 .3.3a) 

(5 .3.3b) 

(5 .3 ,3c) 

A continuación se determinan los elementos que intervienen en la ec 

(5.3.2). La ec (4.3.33) representa la fuerza generalizada del sistema, y 
para el j-ésimo eslabón se emplearan las ecs (4.3.12) y (4.3.34a) como: 

3r. T ar. T 
I . ( 6) = 4. [m. (a¡; 1 

) ~~ + e, l. A. ] 
-J - 1 l j -J - 1 - 1 

(5 .3 .4a) 

ar. r (Ir. r 
C.(6,p)= ¡: [m.(,

8
- 1

) 0 -

0
1 + e.I.Á. +(e.xw.) J.A.] 

-J - - i l o j o -J-1-1 -J - l -1-1 

que representan vectores reng16n de dimensión n. 

La derivada parcial de la matriz generalizada de inercia con respec

to a las coordenadas generalizadas se obtiene a partir de la ec (5,3.4a) 

en la siguiente forrn¡¡: 

Cll .(8) 31 .(O) 81 ,(r) 
~¡;~E ~P, ... , -.-"-

ºn .. "''1 ... 

Cada elemento se calcula coma 

e 

ar. (o) íJ"r. T ar. 
-J - • - [ ' f -1 ) ( - l • _a_e __ P - ~ r..1. 'ae 'fl '\T' r 

'· - 1 I· a i e - -h ,, .J 

( 5. 3 .5) 

(5 .3.5a) 

La derivada parcial de ~i con respecto a la coordenada generalizada ek se 

obtiene a partir de la ec(2.5.17b), teniéndose 
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dA ~ '\ 

ªª~ = º~k [ :i, :2 .... ' :; J 

º~k 
= aek [:, ... , 9k+1···9;~1:J = :1?[:1:+1•· .. , :iJ 

(5.3.6) 

en donde se aplicó la ec (2.6.15a). Sustituyendo este Qltimo resultado en 
la ec (5.3.5a) junto con la ec (4.3,26), se tiene: 

La derivada parcial de C(~.el con respecto a las coordenadas genera
l izadas se obtiene a partir de la expresión (5.3.4b), por lo que 

ac. ( o,p) 
J - • J 
36 p 

n 
(5 ,3 .. 8) 

y cada elemento se determina como: 

ac. ( e,p) 
J - -
aek 

2 • a r. T ar. 
P = ~ [mi (ae~~ekl (a8

1 ~) 
1 J 

2 ar. T a r. 
+ ( _, ) ( _, )+ 

mi 80:- aekao ~ 
J -

ae. T Tal. T • T 0A.. T aA. 
+ {(;i0J) I.+e. aa1 

} (A.p)+e.I.(~)+(e.xw.} I.(,~ 1 p) + · 
.k -1 -J k -1- .. J.1 !·.· -J -1 _, º'':· 

ae · T ciu.i. T T ~l. T 
+ {(.,-0J Xtü.) j. + (e.x,-C1

) !.+(e.xui.) º~1 } w. 
u 1: -1 -1 •. J o !: -1 --J ... 1 dvL -1 

(5 ,3 .9) 

En esta expresi6n existen las si~uientes simplificaciones que se har~n con 

base en las ecs (2.6.15a}, (4.3.25) y (~.3.25). 

T T • (e .l .Y.e
1

) A.p 
-J-1 •. '. _1_ (5 .3 .10) 
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dE; j dOji r· 
[él8-· x w.+e .x a-e ) l .uJ. + k _, -J k -l -l 

T óI. T · . . . T 
+[(~jx'::li) ~] '::li = l{:kx:jlxi::i;+:lc:kx(i::ii-'::lk)Jl ~i~i + 

. + (e;xw.) 1 [ekxl:~Le,,)w. 
-J -1 - -1 -1-r. -1 

=[(ekxe .)xw.+e .x(ekxw. )-e .x(ekxwkl]1 I.wi + - -J -1 -J - _, -J - - -1~ 

T T T +[(e.xw.)xek] I.w. -[(e.xw. l.)xek] w. 
-J -1 - -1 _, -J -1 _, - - 1 

(5. 3 .11) 

Por otra parte, se puede fácilmente demostrar que 

T [(ekxe. )xlJ.1.+e .x(ekxw. )+(e .x1u. )xek] ( I.w
1
.) = O 

- -J -1 -J - ' -1 -J - l - • - , _ 
(5.3.12) 

y 

(5. 3 .13) 

Introduciendo las ecs (5.3.12 y G.3.13) en la ec (5.3.11), ésta queda 

(~ .3. ir) 

Para obtener a~1 /ae~ se parte de la ec (3.3.3.2) con i ~ 6, teniéndose el 
siguiente resuli:-ado al aplicar las ecs (2.6.15a) .v l~.3.25) 

... ,e,,>:(;. 
1

-G:,,)} xe.+'"· ,Y.(e 1.r.e.)= 
··'· _,_ •. t. _1 -1-. -· .. l 
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Al desarrollar el último término se tiene que 

Por lo tanto, se tie"e ahora 

aA. 
ae~ = [O, .. .,~kx(:kx:k+l)' :k+2x(:kx~k)-(~k+lx:k+2lx:k'""' 

.•. •:i x(:_kx~J ·(~H x:_i lx:k] (5 .3.15) 

Sustituyendo las ecs (5.3.10 a 5.3.15), (5,3.6) en la ec (5.3.9) se llega 
a: 

T T -(w.-wk) {e.x(w.l.)} xek _, - -J _, _, - (5.3.16) 

Sumando la ec (5.3.7) con la·ec (5.3.16), y tomando en cuenta la expresi6n 
(4.3.32), se tiene que 

o bien 

donde 

( a~i)T a~i T • • 
+ m1. ~e. "ek - e.r.e1x(/\.p+Akp)+ 

o J o . -J - l - ( - l - - -

T a~iP 
+e.r.~6 J 

-J-1 o k 
(5,3.17) 
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la -cual ··es una·matriz·1le vectores tridimensionales, ya que tanto A.p _,_ 
como ~i~ se reducen a vectores tridimensionales. 

La razón de variación de C.(e,p) debida a la velocidad de las coorde 
~J - -

nadas generalizadas se obtiene ahora, partiendo nuevamente de la ec (5.3.4b) 

ac. ( e,p) (JC .(E:!,¡;) dC. ( 6,p) 
-J - - p = [ -J - - p, .... -J - - p] ap P1 cipn 

o bien, para el el~mento k 

ac .(.e,p) 
J-- p=i:: 
apk -

aA.p aw. 
-L -l(I )] -~- + e .x-a - .w. 
opk -J pk -l-l 

(5.3.19) 

Al derivar la ec (4.3.7a) con respecto a pk, se tiene 

ar. ar. _, - _, 
3¡\ - aek 

pudiendo concluirse que 

ar. a2r. dr. a ( _, l _, _, 
as a¡¡- ~ = él8k(l~ ~ -::;-¡::--

k ()1..'k 

.(5,3.20) 

Ahür'<~ se reescribt: A. ciuao en ii! ec (J.:.;.:.:.21 con <. 6 en 1.a siguiente _, 
form2: 

Al derivar parcialmente esta expresión con respecto pk se obtiene la si

guiente relación 

la cual es una matriz de vectores tricii;:iensionales. P.l r.1ultiplicar la 

expresión anterior por p se obtiene el siguiente resu1ta~c 
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(5 ,3 .21) 

De la misma manera, derivando ~i de la ec (2.6~17~) con ~espec~o.a pk se 

ti ene que 

(5 .3 .22) 

Sustituyendo las ecs (5.3.20 a 5.3.22) en la ec (5.3.19) se tiene, para el 

elemento k, 

3~j(~·E) 3~; T 3 ~; T T ' T 
--'---p = E [m.(:;--

6
) :;--

8 
+ (e.I.) ekx(w.-wk}+(e.xek) I.w.] (5.3.23} a P k - i , º j º k -J - , - - , - -J - ~, - , 

Sumando las ecs (5.3.23) y (5,3.4b) se obtiene 

ac. (e,p} 
J - -
ap 

ar. T ar. T • T 
e+ C .(8,p) =l:[2(m. (3(í1 ) ve, + e .!.A. )-e .l.(tu.xA.) + 

-J - - i , j -J-, -, -J-, - , - , 

T T -(e.x I.w.) A.+(e.xw.) I.A.] 
-J - , - , - , -J - , - , _, 

(5 ,3 .24) 

o bien 

ar.Tú. T • 
l:[2{m.(,-

0
1

) ,~ 1 + A.I.A.} 
1 rJ ' (J '. ~.- 1 .... l .... 1 

- 1 " 
+A: 1.1\. - {t,'. l.A.) -í.'. _ . 

.• , /¡)._, -·, - , w , , , .!',' (5 ,3 .25) 

donde 

l .w.xs,,, ... , l.:-r0.;~ e. J 
- 1-.l .. - ' - l - , 

la cuai es una matriz de vectores tridimensionales. 

5 J;. PERTURBACJOM LlllEAL DE LAS ECUAC!Ot!ES DlNAnICAS 

Las ecuaciones dinámicas son linealizadas alrededor de la trayecto

ria nominal del manipulador, o bien, alredecior de la trayectoria real, si 
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8 §y§ se obtienen mediante mediciones. ·Los términos de alto orden, 

al expander eh serie de Taylor, se supusieron despreciabÍes en la ec. 

(5.2.3). La ecuación de perturbación lineal izada puede ~eescribirse como: 

6f* = U(8)6~ + V(e,§)8~ + W(e.~.~)60 - - ....... - - ............ ..., 
(5 .4. l.) 

cu:·os elementos se encuentran expresados en las ecs (4.3.12), (5.3.18) y 

(5.3,25). 

Ejemplo 

La ec (5.4.1) se aplicó al robot manipulador de seis ejes mostrado 

en la fig 4.4.1, con el fin de verificarla. La trayectoria nominal está 

definida en el ejemplo de la sección 4.4. Esta trayectoria se considera 

perturbada al seguir el OT las siguientes coordenadas 

X = 1.33125 

y í3 
z = 1.79875+0.03 sen{2nS) 

con las misma orientación, siendo í3 una función de tiempo suave, es decir, 

s y B son funciones continuas de tiempo en el· intervalo [O,T] tal como 

se describe en el ejemplo de la sección 4.4. La fig 5.4.1 ilustra al man! 

pulador y las trayectorias que sigue. Los valores de la· trayectoria nominal 

del OT, que corresponden a t=0.05 s, así como los valores nominales de las ... 
variables articulares y las perturbaciones de ~· ~· ~ se muestran en la 

tabla 5.4.1. Las perturbaciones en e, §y ~se obtienen al aplicar \as 

ecs (3.3.1.lüa y 3.:J.1.20), {J.3.2.li;) y (3.3.~.5) a ambas 1.rayectorias .v 
se evalúan como 68 = 8 - Ü, 

-P 
80 = 6 - p y 6~ = ~ - ~ • siendo 

" t. ' ~ p ._ 
8 el 
-P 

valor para la trayectoria oerturbada. Las gráficas_para las-trayectorias 

nominal y perturbada para un intervalo de un segundo se muestran en le 

fig 5.4.2. La perturbación en fuerza se obtiene aplicando la ec (4.3.33) 

o (4.4.2) a ambas trayectorias y se evalúa como 8f = f -f*. Las gráficas ... -P 
de fuerza tarabién se muestran en 12 fis S.Z.2. Nótese que las gráficas 

que corresponden a las articulacicnes l. S y 6 son idªnticas. 

El error que se obtiene al comparar la perturbación calculada median 

te la ec (S.4.1), la cual es una aproxira6ci6n a la ver~adera perturbación, 

;; la obtenida por la diferencia entre trayectorias, se muestra en la tabla 

:.4.2. Este error resulta pequeílo coraparado con los valores nominales. 



Trayectoria perturbada 

x=l.33125 m O ~ s ~ 1 
y=s 
z=l.79875 + 0.03sen2rrS 

/ 
/ 

Fig. 5.4.1 Esquema.de un manipulador con seis pares de 
rotaci6n y las trayectorias nominal (paralela 
al eje Y1) y perturbada. 
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Tabla 5.4.1 Valores de la ubicación y orientación de1·afpara t=0.05 s 

2Ax = 1.00000 (adim) 

2Ay = l. 00000 
2A

2 
=-1.00000 

tr(R)=0.00000 
X = 1.33125 (rn) 
y = 0.00082 11 

z = l. 79875 11 

wx = O.OOOOO(rad/s) 

wy = 0.00000 
wz = 0.00000 
T 

-2w'lt = 0.00000 
x = O.OOOOO(m/s) 
y = 0.04894 11 

z = 0.00000 11 

--·.,-,'·-:'-,;:·:,----e.-.=-,---' . -

w;, = ll.OOOOO(rad/sZ) " .. 

i:iy = 0:00000 
w = o. 00000 11 

z . 
-2wTA = 0.00000 

X = O.OOOOO{m/s 2
) 

.)' = 1.95774 11 

z = 0.00000 11 

Valores de las variables articulares 

ei (rad/s) 
.. 

* * Eslabón O; (grad) O;(rad/s 2
) fi(grav.) f;(N-m) 

1 0.05073 0.53123E-01 0.21251E+Ol O.OOOOOE+OO 0.56318E+03 

2 89.99937 -0.42705E-04 -0.42573E-02 -0.21419E+04 -0. 21292E+04 

3 -135.00000 O. 42707E-04 0.42572E-02 -0.21419E+04 -0.21382E+04 
4 45.00008 O. 25818E-08 0.39416E-06 -O. 49246E+03 -O. 49247E+03 

5 90. 05075 O. 53 l 23E-Ol 0.21251E+Ol 0.21442E-04 -O. 48943E+02 

6 90. 00000 -Q,65585E-09 -0.39723E-07 O.OOOOOE+OO -O. 25151E-07 

Perturbaciones de las variables articulares 

oei (rad/s) oe 1(rad/s 2
) 

;, 

Es 1 abón o8i(rad) M; (N-m) 

l -0.5DODDE-05 D.40000E-O!i -0. lOOOOE-05 O. 25281E+OJ 

2 0.1510DE-03 0.90420E-02 0.36lb4E+DO 0.14507E+O~ 

3 O. 63000E- 04 0.37480E-02 0.15000E+OO 0.80510E+D2 

4 -0. 2130DE-03 -0.12790E-Ol -0. 51156E+OO O .18525E+O'.'. 

b -O. 40000E-O~ 0.4DODOE-05 -O. lOOOOE-05 0.20000E-Ol: 

6 O. OOOOOE+OO O.OOOOOE+OO O.OOOOOE+OO O.OOOOOE+OO 
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Fig. 5.4.2 Historia de pos1c1on, velocidad, aceleración y momento 
en el primer par de rotaci6n.(nominal y perturbado) 
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Fig. 5.4.2 1.:ontinuación) Historia de posición, velocidad, aceleración y 

momento en el tercer par de rotación (nominal y perturbado). 
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momento en el cuarto par de rotación (nominal y perturbado) • 
. ----------------------------------------------------

.... 
w 
w 



Z.5 

2.3 

1.1 

1.9 

1.7 

l. 5 --~--·--·--,-----·~--.,--. -.~---r----, 

o.o 0.2 o.4 · o.6 o.e i.o 
tfempo {s) 

g,.lr7d/5J ~ .. 6.0 ' 

•.e 

2.0 / 

o.o 

-2.0 

-4.0 

o.o o.z 0.4 0.6 0.8 1.0 
tfl3TipO (s) 

2.0 

J. 
é.{rad/s) 
' 

1. 

o.s 

o.o·..l..-<C......-~o.-z---G.-4---o,-.6---o.,.'a-:.-~"":"'\!.o 
o. o 

ti<!mpo {s) 

150 

100 r;{11-m) 

so. 

o.o 
-so. 

-100 

-150 

o.o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

tit<lpo {s) 

Fig. 5.4.2 (continuación) Historia de posición, velocidad, aceleración y 

momento en el quinto par de rotación (nominal y perturbado}. 
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* Tabla 5.4.2 Diferencia entre la variación lif ·calculada mediante 
la ec(5:4.l) y lif bbtenida por ~oraparación entre tra-
yectorias. -.. .. 

* Eslabón W(~,Q.~)ó~ V(~,QloQ U(~)ó~ óf - óf -
-0.13344E-01 -0. 57359E-02 O. 25382E+Ol -0. 90165E-02 

2 D.25991E+OO 0.19906E-03 0.14478E+03 -0. 27415E-Ol 

3 -O. 33223E+OO 0.11525E-03 O. 80848E+02 0.61681E-02 

4 O. 49155E-04 0.40250[-04 o. 18521E+02 -0.32656E-02 

5 -O. l 7651E-04 -O. 51733E-05 0.18445E-G4 -O. 24379E-04 

6 0.13600E-05 0.49760E-10 O. 29712E-09 0.13604E-05 



5.5 PROPIEDADES DEL MODELO LÍNEALIZADO I . 
De la matriz y(~.~) expresada en la.ec (5.3.25) se pueden extraer 'los 

siguientes resultados debidos a las variaciones que sufre la articulación 
k sobre el eslabón j. Para el primer término, 

(a~i)T amiti = (a~i)T m.¿ =e'. [(s.-s.+l+p.)x am~~i] 
atij aek aej aek J -J -1 -1 aek 

que puede interpretarse como la razón de variación del momento 

(s .-s.+1+p.) x m.r. con respecto a ék' la cual es -J -1 -1 . 1-1 

a(s.-s.+l+p.) am.r. 
-J -1 -1 .. ( + ) 1 -1 ---=---- x m.r. + s .-s·+i p. x -.-

aék l-1 -J -1 -1 aek 

(5. 5'1) 

Esta razón de variación del momento se proyecta sobre el eje j, obtenien

dose el producto del lado derecho de la ec (5.5.1) 

Para interpretar el segundo término, Vjk(~.~) se reagrupa de la si
guiente. forma: 

ac .(é,a) ar. T ar. 
J-- +C.(e,e")-2m(-1) -1 + 
aé Jk - - - i aej aek 

K 

T + e.[21.(wkxek)+I.(ekxw. )+ekxl.w.+w.xI.ek] J -1· - - -1 ~ -1 - -1-1 -1 -1 -
(5,5,2) 

Derivando ahora ~i, dada en la ec (4.2.2), con respecto a 8k' se tiene 

(5,5.3) 

Esta expres1on requiere la parcial de la aceleración angular del eslabón 

con respecto a 6~. Para este fin se reescribe la ec (3.3.3.1) con 
:5 6, como 

~. =A.e+ P..€. 
-1 -1- -1·-

y la derivada parcial con respecto a ék es 
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2wkxekf: ekxw. - - - _, (5 .5 .4) 

donde se consideró la ec (5,3.21). Sustituyendo las ecs (5.3.22 y 5.5.4) 
en la ec (5.5.3}, se tiene 

º~i 

ai\ 
21. (tukxek) + I. (ekxw. )+ ekxI .w.+w.xl .ek _, - - _, - _, - _,_, _, _,_ 

por lo que puede concluirse, para el segundo término, 

(5. 5,5) 

(5.5.6) 

que se interpreta como la proyección, sobre el eje j, de la razón de varia 

ción del momento de inercia del eslabón i con respecto a ak. Para i=l 

T 0~1 · 
.:1 ºª1 = o 

La matriz~(~.~·~), expresada en la ec (5.3.18), puede interpretarse 
ffsicamente a partir de li ec (4.4.2), derivando ésta con respecto a ek' 

!!S decir, 

T ar; .. T 
i:: [e.{,-

8 
x r.i.(r.-g)} +e. 

-J o k 1 -1 - -J 

T + e. 
-J 

{s .-S "+l+p.} X -J _, _, 

an. 
(,8-

1 
- e,,xn.) 

o l: _,, _, 

am. (r.-g) 
1 _, -

aek + 

(5.5.7) 

El momento que producen las fuerzas de inercia y gravitacional del eslabón 

i alrededor del eje k, se proyecta sobre e. esta proyección corresponde 
-J 

al primer término de la expresión (5.5.7). El segundo término también es 
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la proyección sobre e .,de la razón de variación del momento en el sistema -J ··. . . 
j al cambiar ~as fuerzas de inercia y gravitacional del eslabón i, con re! 

pecto a Bk. Los términos tercero y cuarto tienen una interpretación seme 
jante; pero en relación con el momento inercial. 

5.6. CONTROL MODAL DE LA CADENA CINEMATICA. 

El problema de control es determinar un valor apropiado de 5! que 

anule 59. El objetivo del control modal es determinar las matrices de 

realimenta_ción como funciones de a¿1a~, a¿1ali y a¿/a!* en tal forma que 
la matriz del sistema realimentado posea ciertos valores propios del sis
tema de

0

malla cerrada (Kailath 1980). La asignación de polos está basada 

en el siguiente teorema establecido por Honham (1967) y confirmado por 
Heymann (1968), el cual establece que: El sistema de la ec (5.2.3) es con 
"trolable si y solo si, para cada f\ EL (L denota la colección de todos 

los n números complejos) existe una matriz K real, tal que el siguiente 

sistema 

X = (A-BK) x + Bv (5,6.1) 

tenga {Ai}~ como conjunto de polos; o sea, {Ai}~ es el conjunto devalo 
res propios de ~-~~· en donde ·se aplicó la estrategia de realimentación de 
estado en la forma 

U =- K X + V ( 5 . 6. 2) 

Suponiendo que ~ y ~ sean de dimensión n y 1 respectivamente, ~ y K son 
matrices de nxl y de lxn. 

Una forma eficiente de asi9nar polos es la planteada por Bhattacharyya 
(1982) a trav§s de la ecuación de Sylvester que consiste en 

T- 1(A-BK)T =A 

donde A es una matriz cuasi-diagonal cuyos valores propios son {Ai}~ . 

La matriz de ganancias se obtiene como la solución (K,T) del siguiente 

sistema algebraico 



AT - TA =- BG 

G = KT 
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(5 .6 ,3) 

donde Ges una matriz real arbitraria de lxn. También es posible asignar 

polos mediante la minimización de la norma de la matriz de realimentación 

(Keel et al. 1985). 

Más que una tentativa de estabilizar el modelo linealizado por asign~ 

nación de polos, la estabilización se hará por asignación de modelo (Lin y 

Angeles 1986) en la que se requiere un esquema de control que haga la ~cu~ 

ción de perturbación un sistema estacionario de segundo orden de la forma 

(5.6.4) 

donde ~ es una matriz de nxn de amortiguamiento no dimensional y íl es una 

matriz de nxn de frecuencias naturales no amortiguadas del sistema. Para 

un desempeílo estable ! y~ son elegidas positivas definidas; por sirnplic! 

dad, pueden ser elegidas diagonales. Haciendo 

donde K (t) y Kd(t) son dos matrices de realimentación variante con el 
-P -

tiempo y de nxn. Entonces, la ec (5.3.1) puede escribirse como: 
CJp ap a¡j 

op - o: op - ~ ós ___.::___ [-K (t)os - Kdltl opJ 
- op - a~ - ()f* -P - - -

o bien 

Comparando la ec (5.6.6) con la ec (5,6.4) se obtiene 

las cuales pueden evaluarse en línea para el control deseado. Este control 

puede ser llamado de "cancelación de términos", ya que emplea términos 
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variantes con el tiempo en el sisteína Ún~élÚ~ád~ .de c-~~t~o,l, de tal forma 
qle el si ste~'a ~n mal 1 a cer~~da es in'variá~t~ C:Ón e'1 tiell!Pº. 

Ejemplo 

La asignaci6n de modelo se realiz6 para el mecanismo mostrado en la 

fig 4.4.1, para t=0.45s y empleando!= diag (;jJ1,;jJ2, ... ,;jJn) y~= diag 

(w1 ,w2, ... ,wn), siendo ;¡i1 = 1)12 = ... = ,1272 y w1 = w2= ... =l con lo que se 
asegura una respuesta rápida y sin sobretiro en el dominio de la frecuen
cia. En la tabla 5.6.1 se muestran los parametros del robot manipulador, 

asf como los valores de las derivadas con resp~cto al tiempo de la posi

ci6n y orientaci6n del OT; en la tabla 5.6.2 se muestran los valores de 
las variables articulares para esa configuraci~n y en la tabla 5,6,3 se 

muestran los valores que adquieren las matrices ~p y ~d , asf como los 
valores de las matrices que integran el espacio de estado. La matriz 
~(t) de la ec (5.2.4) tiene los valores propios mostrados en la tabla 5.6.4. 

Tabla 5.6.1. Parámetros del robot manipulador 

Eslab6n d.(m) 
1 

b. (m) 
1 

a.. (grad) 
1 

º·ºººº l. 5000 90,0000 

2 1.0200 o. 0000 0.0000 
3 1.0200 o. 0000 º·ºººº 
4 0.2000 o·ºººº 90.0000 

5 º·ºººº o. 0000 90.0000 

6 º·ºººº 0.4100 90.0000 

Ubicaci6n y orientaci6n del 6rgano terminal 

2Ax = 1.00000(adim) 
2A = 1.00000 / 

y 
2Az =-1.00000 I 

tr(R)=0,00000 / 

X 
y 

= 1.33125(m) 
= 0.40082(m) 

z = l. 79875 / 

w = O.OOOOO(rad/s) ~ = O.OÓOOO(rad/s 2) 
X X -

()) = º·ººººº / - tÜ = º·ººººº / :/ y 

w = º·ººººº / z T 
-2w A= 0.00000 / 
x = O.OOOOO(m/s) 
y = 1.95106(m/s) 

z = º·ººººº / 

~ = º·ººººº / z.T 
-2w A= 0.00000 / 

- - 2 x = O.OOOOO(m/s ) 
~ = 1.95774(m/s2) 

z = º·ººººº / 
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Tabla 5.6.2 Valores de las variables articulares 

• I * * Eslabón e;(grad} e;(rad/s) 6;(rad/s 2
) fi(grav.} f. (N-m) 

l 
1 23.51276 0.17807E+Ol -0.97251E+OO O.OOOOOE+OO 0.3864BE+03 
2 85.48645 -0. 70995E+OO -0. 31997E+Ol -O. 24369E+04 -O. 30115E+04 
3 -130.23580 0.78862E+OO 0.42557E+Ol -O. 21283E+04 -0.19754E+04 
4 44. 74937 -0. 78669E-Ol -0.10559E+Ol -0.47210E+03 -0.47350E+03 
5 113. 51270 0.17807E+Ol -0. 972!ilE+OO 0.15841E-04 -0.48943E+02 
6 89.99990 0.87924E-07 -0.16807E-06 O.OOOOOE+OO -0.52019E-06 

Tabla 5.6.4 La matriz A(t) expresada en la ec(5.2.4} para la configuración 
analizada tiene los siguientes valores característicos. 

Real Imaginario 
1 O. 402350E+Ol O.OOOODOE+OO 
2 -O. 211051E-01 0.375063E+Ol 
3 -D.211051E-Ol -0.375063E+Ol 
4 0.213463E+Ol O.OODOODE+OO 
5 0.194320E-01 O. 231475E+Ol 
6 0.19432DE-Ol -D.231475E+Ol 
7 -0.303300E+Ol O.OOOOOOE+OO 
8 -O. 244874E+Ol D.OOOOOOE+OO 

9 -0.161106E+Ol O. 00000-D E +00 
10 0.251365E+OO O. OOOODOE+OO 
11 -O. 264106E-OS 0.466135E-04 

12 -0.264106E-08 -0.466135E-04 
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/ 

· Tabla 5,6.3 Para esta configuraci6n las matrices KP(t) y Kd(t) 
adquieren los valores siguientes : 

• 461>3:-!E+03 .32161E+03 -. 598 1l7E+02 .18407E+Ol -.35512E+02 • 12337E-(JA 
-. 34012E+C•2 - . 1957~~E+Cl4 .16'110G+(11) .18202E::+(I~ -. 94922!0+(•2 • 25533[:!+00 
-.14762E+02 • 1 l659E·t04 .24760E+04 .165•!7E+03 -.10506E+03 • 2!5533E+nn 
-. 1791C>E+(l0 -. 26958E+Ci2 • 823'38E-1.C12 • 9C1366E + 02 -. 97'102E+C•2 • 25533E+OO 
-.71461E+02 -.78914E+02 - • 15694E·t03 -.96212E+02 .1Z4BlE+02 -. 1Bl67E-rlf, 
-.2122BE-06 . 163~7F.+01 .16::.;57E·tCl1 . 16357E+01 .1485BE-06 • b40C•OE+OO 

• 12603E+03 . 32:J1·1E+03 -. 56486E+03 • 60516E+Ol -.50222E+02 , 37503E-OR 
-.29077E+03 • 32505E+C13 , 28240E+ü3 .14314E+03 , 41327E+Ol .36110E+OO 

• 53204E+03 ··• 22404E+02 .S0741E:+03 .13224E+03 -.10210E+02 .36110E+Oo 
-.63594E+Ol .39MOE+C>2 , 1 OC186E+03 • 59034E+C•2 -.81253E-Ol • 361 lOE+OO 
-.50222E+02 -.19788E+02 • 47751E+02 .38903E+OO .176511::+02 -.06193E-07 

. l 1332E-06 -, l 7290E+Ol - • 1729C>E+O1 -. l 729CIE+Ol -.47096E-07 • 9051C>E+00 

Los valores de las matrices que integran el espacio de estado en la 
configuración para t=0.45 s, son : 

. * 
a) ªE(~·P•! )fa~ 

-. 11591\F.+(10 
• 737l'lF.:-01 
• ?C>B93E+C>(I 

-.655?.BEtOO 
• 21>509E+Cll 
.14867E+OO 

• 12677F.+(>I 
.• 13417E+Ol 

-.3055!E+Ol 
.39~03E.f01 
. 151\~6E+01 

-.88049E+OO 

.4?91l:::E-07 
-.22248E-03 

.3IC>!3F.-(I:, 
-.13494E-03 

.12449E-C>I 
• !B868E-04 

-. !1994E+Cl1 
.B6692E-i01 

-. OúMC1F.+c>l 
.14089E+üú 

-. 3G11\7El01 
-. 2•l7F.ff'iE+O 1 

- . 10653E+C• 1 
-- . 55,114E+OO 
• • .78915E+CICI 
-.12234f:'.+01 
-. 79330F.+CIO 

, 321Bl..1E.f01 

-.222'l8E-CI":; 
.36034E-02 

·-. 77259E-C13 
-.73613E-02 
-.19575E-02 

, !B075E-02 

• l8!91E.+OI 
-.3717~iE:t(11 

-. 982:ZCIEH>l 
.313111E+V2 
.12505F.·t-ü2 

-.92482E+Ol 

.175C>3E+Ol 
• 87862E-01 

-.979C>C>E-ol 
-. 70432E+C•O 

. 25582E .f·OO 
.35508E+01 

• 31013E-C•3 
-.77259E-03 

• 551 l\2E-C12 
-.10796E-Ol 

.4:ZC>32E-O:Z 

.24156E-02 

• !2!61E.+Ol 
-.5i'ú39E-Ol 

.612l IE-rC10 
-.37621E+Ol 

.11675E+02 
-.8771BE+OO 

-. ~q 997E-01 
.26175E-Ol 
.!94ZOE-O! 

-.10373E+Ol 
- • 12839;; +OC1 

. 3661'\E+Ol 

-.13494E-<•:C 
-.73613E-ú2 
-. 1C>796E-C>l 

• BZ848E-Ol 
-.45241E-o2 
-.25809E-01 

-.4b274E-02 
-.44329C:+OO 
- , 5'12'13E+Cl(I 

• 63296E.f·01 
-.22293E+OO 
-. 21120E+Ol 

-.27238E-08 
-,84605E-OA 

• 16691 E-C>ll 
• 23605E-·06 

-.3'1.171E-CIB 
-.12201E-Ob 

• 12449E-01 
-.19575E-02 

.42032E-02 
- • 45241 E-02 

• 1184 lE+OO 
.9089BE-03 

.10916E-06 
-.76b13E-09 
-.1BB14E-09 

· ·¡Ql:lRl'-06 
• 13989E-CJ7 

-.z4tR3E-06 

.17151E-09 
• 1 t?4~J:'-00 

.lb240E-08 
-.166'73E-07 
.26538E-íl6 
• 553!'16E.-08 

• 18868E-l'.>4 
. l607:SE.-Q:<. 
• 241 :iéE-02. 

-·2:5609E-Ol 
.9C>896E-03 
• l:i7UE+Ol. 



- 144 --

CAPITULO 6 

CONCLUSION Y RESULTADOS 

6.1 INTRODUCCION 

El trabajo desarrollado en esta tesis, basado en los parámetros invaria_!l 
tes lineales que se definieron en 2.4f, ha mostrado su efectividad tanto en 
la solución del problema cinemático inverso, capítulo 3, como en el modelado 
dinámico y su linealización~ de los capítulos 4 y 5. Con la aplicación de 

1 . 

los parámetros invariantes l"ineales se ha logrado claridad en la notación, f~ 
cilidad de interpretación y eficiencia de cálculo. Además, se obtiene en fo.r. 
ma natural la representación adecuada para los términos rotacionales, como 
apunta Silver (1982). 

6.2 DISCUSION DE RESULTADOS 

Se hará una breve revisión de lo expuesto en el trabajo y se discutiran 
las contribuciones hechas en las áreas del modelado dinámico y la linealiza 
ción de las ecuaciones dinámicas. 

En el capítulo 1 se hace una breve r~seña histórica de la evolución de 
los manipuladores _robóticas y se plantea.eJ trabajo que se efectuará en la 
tesis. 

En el capítulo 2 se exponen las bases para el desarrollo del modelado 
cinemático y dinámico, se discuten las diferentes formas de representar la 
orientación del OT y se aplican los invariantes lineales, en posición, vel.Q 
cidad y aceleración, de sistemas articulados, con recursión progresiva (2.Ga) 
y regresiva (2.6b). Se discuten las ventajas de cada uno. 

En el capítulo 3 se resuelve el problema cinemático inverso mediante un 
método iterativo y aproximación de mínimos cuadrados no lineales, lográndose 
un algoritmo robusto que disminuye considerablemente los errores de redondeo 
(ejemplo de la sección 3.3). Se plantea el problema de las configuraciones 
singulares, el cual no se encuentra resuelto totalmente, ya qu.e requiere un 
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análisis más profundo para su evaluación eficiente, sin sacrificar prec1s1on. 
Se hace la síntesis de trayectoria, la cual se c9nsidera como una curva de 
una superficie inmersa en un espacio de dimensión 7, y se define la orient~ 
ción del OT con base en un marco de referencia ortogonal, fijo a la trayect.Q. 
ria tridimensional. 

En el capítulo 4 se discuten diferentes modelos dinámicos, se comprueba 
la equivalencia entre la formulación lagrangiana y la de Newton-Euler, así 
como la equivalencia entre las ecuaciones de Lagrange y las de Kane. A par:. 
tir de esta equivalencia (ec. 4.3.29 y 4.4,.2) se reformula la ecuación de 
movimiento y, a partir de ella, se obtiene el espacio de estado (ec 4.3.33). 
Se analizan los coeficientes de esta ecuación, de este análisis se obtienen 
conclusiones que se aplican al efectuar la linealización. 

En el capítulo 5 se obtiene la linealización de las ecuaciones dinámi 
cas y se obtiene información sobre el comportamiento físico del sistema artj_ 
culada. Su obtención mediante expresiones analíticas se adapta a diferentes 
arquitecturas de manipuladores. Se logra eficiencia de cálculo al aplicar -
esquemas recursivos en la mayoría de los elementos, con lo cual se reduce 
el número de operaciones y el tiempo de ejecución. Se emplean transformaci.Q. 
nes ortogonales de 3x3 y no transformaciones homogéneas (ec. 2.5.14), que 
usan tleuman y Murray (1984). Esto último requiere una gran cantidad de in~ 
trucciones y cálculo (Tourassis y Neuman 1985a). 

a) Resultados y contribuciones 

Se ha creado un conjunto de algoritmos fácilmente realizables en algún 
lenguaje de computadora, el cual puede efectuarse por módulos teniéndose así 
una operación eficiente. Los ejemplos presentados se programaron en FORTRAN 
incluyéndose en el Apéndice el programa completo para cinemática inversa, 
evaluación de fuerzas y linealización. Este programa es aplicable a manip~ 
ladores con seis grados de libertad. 

Con el presente trabajo se contribuye en: 

-La aplicación de los invariantes lineales, dando sus propiedades la 



representación adecuada .de los términos rotacionales. 

-Síntesis de trayectoria, en 1 o cua 1 se obtienen expresiones para 1 a -ro 
tación, la velocidad, y la aceleración angular del OT, en ténninos de 
1 as propiedades intrínsecas de 1 a trayectoria tri dimensiona 1 . 

-La demostración rigurosa de expresiones que proporcionan las fuerzas 
de inercia generalizada y la interpretación de los términos que la i.!!_ 
tegran (ec 4.3,30 y 4.3.38). 

-Comprobación de la equivalencia entre diferentes formulaciones (inciso 
4.3). 

-La linealización de las ecuaciones dinámicas y su interpretación físi 
ca (inciso 5.5). 

b) Trabajo futuro. 

Con lo anterior se ha avanzado en el estado del conocimiento en el mod.§. 
lado dinámico. Con este conocimiento se puede elegir el modelo dinámico ad.§_ 
cuado para aplicaciones particulares, y efectuar las simplificaciones neces~ 
rias sin la introducción de errores serios. Las configuraciones singulares 
requieren un análisis más profundo para lograr su detección y evaluación efj_ 
ciente sin sacrificar tiempo de ejecución. 

La solución del problema dinámico inverso ha sido pla'lteada en forma 
óptima, quedando pendiente la estructuración de algoritmos que apliquen 'e~ 
tos resultados en tiempo real a problemas específicos. Queda abierta la.i_l! 
vestigación, con los resultados aqui presentados, en el área de control para 
la estabilidad del sistema alrededor de una trayectoria nominal en tiempo 
real. También se puede investigar la variación que se tengan en la trayect.2_ 
ria, como resultado del control individual de cada articulación o por grupos 
de articulaciones, ocasionada por la influencia de las interacciones. 



- 147 -

B IBLI OGRAF 1 A 

Albala.H., 1975,.Displatemérit:Analysi5 of the.n-bar, Sfngle-Loop, Spatial 
Linkage, .. ·.:Applicationito the·7R, Single Degree-of-Freedom, Spatial Mechanism, 
Tesis Doctoral, Faculty of Mech. Eng., Technion-Israel, lnstitute of Techno
logy, Haifa, junio. 

Al bala H., 1982, "Displacement Analysis of the General n-bar, Single Loop, 
Spatial Linkage", Journal of Mechanical Design, Trans. ASME, Vol. 104, 
abril , pp 504-525. 

Al izade R.!. y Duffy J., 1983, "Mathematical Models far Analysis and 
Synthesis of Spatial m~chanisms IV", Mechanism and Machine Theory, Vol. 18, 
No. 5, pp 323-328. 

Angeles J., 1978, "Alcances y Limitaciones de los Modelos Lineales de la 
Mecánica", Revista Ingeniería, Vol. XLVIII, No. 4, oct/dic, pp 292-297. 

Angeles J., 1982, Spatial Kinematic Chains. Analysis, Synthesis and Optimi
zation, Springer Verlag, Berlín. 

Angeles J., 1932a, "Aspectos te6ricos de la rob6tica", Revista In~enierf~, 
UNAf·1, Vol .. LII tlo. ~. 

Angeles J., 1983, Synthesis of Plane Curves with Prescribed Local Geometric 
Properties Using Periodic Splines", Cornputer Aieded Design, Vol. 15(3), mayo, 
pp 147-155. 

Angeles J., 1985, "On the Numerical Solution of the Inverse Kinematic 
Problem, The Int. J. Robotics Res, Vol. 4, No. 2, pp 21-37. 

Angeles J., 1986, "Iterative Kinematic Inversion of General Five-Axis Robot 
Manipulators", The International J. Robotics Res., Vol. 4, No. 4, pp 59-70. 

Angeles J. y Rojas A.A., 1978, "Programa para Anal izar Digitalmente el 
Desplazamiento del f1ecanismo Espacial 7R", Memoria del IV Congreso de la 
Academia Nacional de Ingenierfa, A.C., Mfirida Yuc. pp 88-91. 

Angeles J y Rojas A., 1984, "On the use of Condition-Humber Minimization 
and Continuation in the Iterative Kinematic Analisys of Robot Manipulators", 
Proc. V !ASTED Symposium Robotics and Automation, New Orleans. 

Angeles J., Anderson K., Chen G. y Cyril X., 1986, "The Kinematic Inversion 
of Robot Mani~ulators in the rresence of Sin2ularities", RMSL-McRCII~ y 
Dept. of tf.ech. En::ineerin;;, Technical re:-iort, lt;cGill University, Montrea-1, 
Canada. 

Ayres Robert U., f1iller Steven M. gs3, ROl30TICS, applications ú social 
implications, Ballinger ?ublishing Company a Subs1dary of Harper & Ro~1 
Publishers, !ne. Cambridge, Massachusetts. 



- 148 -

Bejczy A.K., 197~, "Rob'ot arm Dynar;1ics and Central", Jet Propulsio-n 
Laboratory, Pasadena CA, Techni cal l'.emorandum 33-6'69, febrero. 

Bhattacharyyc: S.P. y. E. c!e Sou:a, 1932, "Pole Assignament via S;•lvester's 
Equation", Systems and Control Letters, Vol. 1(4), pp 2Gl-2G3. 

Birk J.R., Kell~' P .. B. 1981, "An Overvie1~ of the Basic Research 1-ieeded to 
Advance the State of Knowledg5 in Robotics", IEEE Trans. on Systems, Man 
and Cybernetics, Vol. StlC-11 t~o. 3, a~osto, P? 574-579, 

Bjork A. and Dahlquist G., 1974, Numerical Methods, rrintice Hall Inc_., 
Englewood Cliffs, N.J. 

Bryson A.E. y Ho Y. C., 1975, Applied Optimal Control, Hemisphere Pub. 
Co., N. York. 

Cline A.K., Moler C.B., Stewart G.\.J., l-lilkinson J.H., 1979, "1~n Estimate 
fbr the Condition Number of a a 11,afrix", SIAM Journal· of Numerical Analysis, 
Vol. 15, pp 363-375. 

Corben H.C. y Stehle P., 1950, Clasical Hechanics, John Wiley ~ Sons 

Cvetkovic V. y Vukobratovic M., 1932, "Co;:iputer-Oriented Al~orithm far 
Modeling Active Spatial t-:echanisms for f;obotics Applications", IEEE Trans. 
on Systems, r;ari and Cybernetics, Vol. SMC-12(6), pp 833-1347. 

Denavit J. y Hartenberg R.S., 1955, "A Kinematic Notation far Lower-Pair 
Mechanicsms Based on 4x4 Matrices", J. Appl. Mech. pp. 215-221, junio. 

Dongarra J.J., Moler C.B:• Bunch J. R. y Stewart G.W., 1979, LINPAK Users' 
guide. Society for Industrial and Applied Mathematics, Philadelphia, PA. 

Duffy J. and Crame C., 1980, "A Displacement Analysis of the General Spatial 
7-link, 7R ~:echanism", Mechanisr,1 and tlachine Theo.r_¿, Vol. 15, p~ 153-159 

Duff.Y J., 19ül, Analysis of Mechanisms and r1obot tlanipulators, fliley, New 
York, pµ 122-1~2. 

Forsythc G.E.. Malcrn~ fLA. y Mol2r C.B., 1977, Comruter Metho<ls fo1' 
Mathematical Computations, Printice Hall, !ne., En~le1·:ood Cliffs, tl.J. 

Fox E.A., 1967, Mechanics, Harper ll. Row, Nev1 York. 

Golub G.H. y Van Loan C., 1935, ~atrix Computations, The John Hopkins 
University ?ress, Baltimore, ~aryland, Tercera im~resi6n. 

Heer Edwald, 1981, "Robots and manipulators", Mechanical Engineering AStlE, 
noviembre, pp 42-49. 

Hervé J.M., 1978, "Analyse Structurelle des Mécanismes par Groupes de 
Déplacements", Mechanism and Machine Theory, Vol. 13, pp 437-450. 



- 149 ·~ 

Heyman M., 1968, "On Pele Assignment iln.Multi-lnput Controllable Line<:r 
Systems", ·IEEE Trans. bn Automatic Control., diciembre, pp·. 748-749. 

Hollerbach.:J:;M;, :1980, "A Recursive Lagrangian Formulation of Manipulator 
Oynamics and a Comparative Study of Dynamics Formulation Complexity", IEEE 
Trans on System, Man and Cybernetics, Vol. SMC-10 pp 730-736. --

Hollerbach J.M. y Sahar G., 1983, "Wrist-Partitioned lnverse Kinematic 
Accelerations and Manipulator Dynamics", The lnternational Journa1 of 
Robotics Research, Vol. 2(4). 

Hooker W.W., 1970. "A Set of r Dynamical Attitude Equations for an 
Arbitrary n-Bódy Satellite having r Rotbtional Degrees of Freedom", AIAA 
.'.!." Vol. 8(7), pp 1205-1207. . 

Hsu Hwei P., 197.3, Analisis Vectorial, Fondo Educativo Interamericano, 
New York. · 

Houston R.L. y Kelly F.A., 1982, "The Oevelopment of Equations of Motion of 
Single-Arm Robots", IEEE Trans. on System, Man and Cybernetics, Vol. SMC-12', 
No. 12, pp 259-266. 

Industrial Robot, 1983, "Industrial Robots of the World" 

Kailath T., 1980, Linear Systcms, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J. 

Kane T.R., 1973, "Lagrange's Equations for a Rigid Body", Trans. ASME, 
Journal 6f Applied Mechanics, diciembre, pp 1118-1119. 

Kane T.R. y Levinson O.A., 1983, "The use of Kane's Dynamical Ecuations in 
Robotics", The International Jriurnal of Robotics Research, Vól. 2, No. 3, 
pp 3-21. - . 

Kane T.R. Likins P.W. y Levinson D.A:• 19B3a, Spacecraft Oynamics, Ne~ 
York, McGraw-Hill, pp 259-273. 

Kane T.R. y Levinson O.A., 1985, Dynamics: Theory and Applications, New 
York, McGraw-Hi 11 Book Company. 

Keel L.H., Fleming J.A. y Bhattacharyya S.P., 1985, "Minimum Norm Pole 
Assignment via Sylvester's Equation", Contemporary Mathematics, Vol. 47, 
pp 265-272. 

Klein C.A.,. Ching-Hsiang Huang, 1983, "Review of Pseudoinverse Control for 
Use with Kinematically Redundant Manipulators", IEEE Trans. on Systems, 
Man and Cybernetics, Vol. SMC-13, No. 3. 

Langrana N.A. y Lee T .H., 1980, "Analysis of Dynamic Systems Using 
Heuristic Optimization", Journal of Dynamic System, Measurement and 
Control, Trans. ASME, Vol. 102, pp 35-



- 150 -

Lee C.S.G., 1982, "Robot Arm Kinematics, Dynamics and.Control ",I IEEE 
Computer-; Vol. 15, No: 12, pp 62-!JO ·. ·· · · --

Lewis .. R. A. , . 197 4,; "Autonomous ma ni pul ati om on a Robot:: Sumar.v. of Mani pul ator 
Software ~unctions", Technical Memorandum 33-679, Jet Propulsion Laboratory, 
marzo. 

Liigeois A. y Al don M.J., 1980, "Generation et Programmation Automatiques 
des Equations de Lagrange des Robots et Manipulateurs", Informe de Investi
gación No. 32, lnstitut National de Recherche en Informat1que et en 
Automat1que, Le Cheshay {Francia), septiembre. 

Liégeois A., 1984, Analyse des Performances et C.A.0., Tomo 7 de Les Robots, 
Hermes Publishing (Francia), pp 221-249. 

Lin G. y Angeles J., 1986, "Controler Estimation for Linearized Models of 
Robot Manipulators", RMSL-McRCIM Technical report, McGil1 University, 
Montreal, Canada. 

Luh J.Y.S., Walker M.W. y Paul R.P., 1980, "On-Line Computacional Scheme 
far Mechanical Manipulators", Journal of Dynamic System, Measurement and 
Control, Trans. ASME, Vol. 102, junio, pp 69-76. 

Mahil S.S., 1982, "On the Aplication of Lagrange's Method to the Description 
of Dynamic Systems", IEEE Trans. on Systems, Man and Cybernetics, Vol. 

·SMC-12, No. 6, pp !l77- 89. 

l~oler C.B., 1973, Matrix Eigenvalue and Least Sguare Computations, 
Computer Science Department, Stanford Univers1ty, Stanford Calif. 

Neuman C.P., y Murray J.J., 1984, "Linealization and Sensitivity Functions 
of Dynamical Robots Modeh", IEEE Trans. on Systems, Man and Cybernetics, 
Vol. SMC-14(6), pp 805-818. 

Orin D.E., McGhee R.B., Vukobratovic M. y Hartoch G., 1979, "Kinematic and 
Kinetic Analysis of Open-Chain Linkages Utilizing Newton-Euler Methods", 
Mathematical Biosciences. Vol. 43, pp 107-130. 

Paul R.P. 1979, "Robots, Models and Automation", IEEE Computer, julio, 
pp 19-27. 

Paul R.P., 1981, Robot Manipulators: Mathematics, Programming and Control 
MIT Press, Cambridge, Mass., pp 56-6J. 

Paul R.P., Shimano B., Mayer G.E., 1981, "Kinematic Control equations far 
simple manipulators", IEEE Trans. on Systems, Man and Cibernetics, Vol. 
SMC-11(6), junio, pp 4 - .60. 

Paul R.P. y Stevenson C.N., 1983, "Kinematics of Robot Wrists", The 
International Journal of Robotics Research, Vol. 2(1). 



- 151 -

Paul R.P, 1985, "Early Stages of Rob~otlCs.~' • .IEEE Control System Mag., 
Vol. 5, No. l, f~brero , pp 27-31. 

Pennok·G.R. y Yang .. A1T;" 11983, "Dynamic Analysis-of Multi-Rigid Body 
Open-Chain System", Journal of Mechanisms, Transmissions and Automation 
in Oesign, Trans.· ASME, Vol. 105, pp 23-34. 

Pennock G.R., Yang A.T., 1984, "Application of Oual-Number Matrices to 
the inverse Kinematics Problem of Robot Manipulators", ASME, Journal of 
Mechanisms, Transmission and Automation in Design, paper 84-DET-33. 

Pieper O.L. and Roth B., 1969, "The Kinematics of Manipulators Under 
Computer Control", Proceedings 2nd .. International Conference on the 
Theory of Machines and Mechanisr.i, Zakopane (Yugoslavia), sept., Vol. 2, pp 
159-169. 

Raibert M.H. y Horn B.K.P., 1978, "Manipulator Control Using the Configura 
tion Space Method", The Industrial Robot, Vol. 5, No. 2, junio, pp 69-73.-

Ralston A., 1978, Introducción al Análisis Numérico, Ed. Limusa, México, 
pp 369-382. 

Reid J. G., 1983, Linear Systems Fundamentals, McGravi-Hill Book Co., N. 
York. 

Renaud M., 1980, Contribution a la Modelisation et a la Commande Oynamique 
des Robots Manipulators, ThAse de Docteur d1Etat, Université Paul Sabatier 
Toulouse Francia, septiembre. 

Rojas A. y Angeles J., 1984, "Modelado de Cadenas Cinemáticas con pares 
de rotaci6n y prismáticos", Memoria del X Congreso de la Academia Nacional 
de Ingeniería A.C., Cd. Dbregon on. 

Saridis G.N. y Lee Chung-Si11g G., 1979, "An Approxiination Theory of Dptimal 
Control for Trainable Manipulators", IEEE Trans. on Systems, Man and 
Cybernetics, Vol. SMC-9(3), pp 152-15;. 

Shimano Bruce E. 1978, "The kinematic design and force control of 
computer controlled mani::>ulators", Stanford Artificial Inte11igence 
Laboratory, Memo AIM-313, marzo 1978. 

Silver W., 1982, "On the Equivalencc of Lagrangian and Neviton-Euler Oynamics 
for Manipulators", Int. J. Robotics Research, Vol. 1(2), pp 60-70. 

Skaar S.B. y Tucker D., 1986, "Point Control of One~Link Flexible 
Manipulator", Trans. ASME, Journal of Applied Mechanics, Vol. 53, pp 23-27. 

Spring K.H., 1986, "Euler Parameters and the Use of Quaternion Algebra in 
the Manipulation of Finite Rotations -A Review.", Mechanism and Machine 
Theory, Vol. 21. 



- 152 -

Strang G~, 1982, Algeb~a Lineal y sus Aplicaciones, Fondo Educ~tivo Inter
americano, México, D.F., cap. 3 y 7. 

Synge.,L, 1960, "Class.ical Dynamics", en F·lugge~s., editor, Handbuch der 
Physik,'Vol'. III/l, Springer-Verlag, Berlin. 

Thomas M. y Tesar D,, 1932, '.'Dynamic t1odell ing of Serial .Manipulator Arms'', 
Trans. ASME, Journal of Dynamic Systems, Measurement and Control, Vol. 
104, pp 2lB-22C. 

Thompson B.S., Sung C.K. 1985, "Tl1e Design of Robots and lntelligent 
Manipulators Using Modern Composite Materials'', Mechanism and Machine 
Theory, Vol. 20, No. 6, pp 471-482. 

Tourassis V.O., 1985, Dynamic l~deling and Control of Robotic Manipulators, 
Tesis Doctoral, Electrical and Computer Engineering, Carnegie-Mellon 
University Pittsburgh, Pennsylvania, junio. 

Tourassis V.O. y Neuman C.P., 1985, "The lnertial Characteristics of Dynamic 
Robot Model s", Mecha ni sm and Machi ne Theory, Vol. 20 ( 1), pp 41-52 

Tourass is V. D. y Meuman C.P., l 985a, "Prope:rti es and Structure of Dynami c 
Robot Models for Control Engineering Applications", Mechanism and Machine 
Theory, Vol. 20(1) , pp 27-40. 

Tsai L.W. y Morgan A.P., 1985, "Solving the Kinematics of the Most Gen8ral 
Six-and Five-Degree-of-Freedom Manipulators by Continuation Methods", 
Trans. ASME J. Mechanisms, Transmissions, and Automation in Design,· Vol. 
107, No. 2, pp 189-200. 

Uchiyama Masaru, 1979, "A Study of Computer Control of Motion of Mechanical 
Arm" (lst Report, Calcu1ation of Coordinative Motion Considering Singula~. 
Points), Bulletin of the JSME, Vol. 22 No. 173, noviembre, pp 1640-1647. 

Uicker J.J., 1969, "Dynamic Behavior of Spatial Linkages", Trans. ASME, J. 
Eng. for lndustry, series B, No. 91, pp 251-26S. 

Vukobratovic M. y Potkonjak V., 1982, Dynamics· of Manipulation Robots, 
Springer Verlag!....Berlin, Heidelberg, N. York, pp 116-141. 

Walker M.W., Orin O.E., 1932, "Efficient Dynamic Computer Simulation of 
Robotic Mechanisms", Journal of Dynamic Systems, Measurement and Control, 
septiembre, Vol. 104, pp ~- 1 . 

Whitney O.E., 1972, "The Mathematics of Coordinated Control of Prosthethic · 
Arms and Manipulators", Journal of Dynamic, System, Measurement and 
Control, Trans. ASME. Vol. 94, d1 ciembre, pp 303-309. 

Wittenburg J., 1977, Dynamics of Systems of Rigid Bodies, B.G. Teubner, 
Stuttsart. 



•·. 

- 153 -

Wonham W.M., 1967, "On Pole Assignment in Multi-Input Controllable Linear 
System_s, IEEE Trans. on ·Automatic Control, Vol. AC-1_2, pp 660~665 

Wrede·c.R., 1972, Introdüction to Vector and.Tensor Analysis, Dover 
P_ublications !ne., New York. 

REFERENCIAS ADICIONALES 

Angel es J., 1987-a, " Determina ti on .·du. Degré. de Liberté de Chatnes 
Cinématiques 11 ,·Proc.·VII·world'Congress·o11·Theory·ofMathines and 
M·echanisms, (en prensa), Sevilla, España. 

. . . . 
Angeles J., 1987-b~·Ratiónal'Kinématics, (en prensa), Springer-Verlag, 

New York. 



- 154 -

Apéndice 

Se presentan·los·detalles·de cálculo y la organización·de tas subrutinas 
para la solución del problema inverso,cinemático y dinámico,de cadenas artic~ 
ladas abiertas o cerradas, así como, la linealización de las ecuaciones diná 
micas sobre la trayectoria nominal. 

Este apéndice está estructurado como una guía para la aplicación de las 
subrutinas adecuadas al problema cinemático, dinámico o de linealizaci6n, p~ 
ra manipuladores robóticas de 6 grados de libertad con pares' de rotación. 
El planteamiento de las ecuaciones y su desarrollo se encuentran en los capf 
tulos correspondientes. Las subrutinas empleadas con las siguientes: 

En 1 a cinemática: NLLS, FUN, PROD, VECX, DFDX,. HECOMP, HOLVE y VELAC. 

En la dinámica: FZA, DRDT, PIPTA, DRTDT, GINE, DGINE. 

En l? linealización: DINLI, DERAC y DATP. 

El diagrama jerárquico del programa es: 

Programa 
Principal 
MAN LAG 

¡FUN {. PROD 
VECX 

NLLS DFDX 
HECOMP, HOLVE 

VELAC {HOLVE 
f DRDT 

J

PIPTP. 
DRTDT 

FZA GINE 

lDGINE 

l DINLI f DERAC 
lDATP 



Definición de datos que requiere cada sistema articulado 

Haciendo referencia a las figs. 2.5.3 y 4.3.1, con i = 1, 2, .•. , 6. 

ei - es el ángulo de rotación alrededor del eje Ri' y es una incógnita. 
Al iniciar el programa, se le asigna un valor inicial arbitrario; p~ 
ro de preferencia cercano a la solución. En caso de no conocer un 
valor cercano se emplean técnicas de continuación a partir de un VE_ 

lor conocido (inciso 3.3.1). El resultado es el valor buscado del 
ángulo en radianes. 

Pi - almacena la distancia entre los ejes zi y zi+l' que se designa con 
di en la fig. 2.5.3. 

Pi+6 - almacena la coordenada zi de la intersección de los ejes xi+l y zi 
que se designa con bi en la fig. 2.5.3. 

Pi+l2 - almacena el ángulo entre zi y zi+l .medido en el sentido positivo de 
xi+l' y se desi~na como ªi en la fig. 2.5.3. Posteriormente almac_g_ 

na CDS ªi' 

Pi+lB - almacena sen ªi' que se calcula en el p:ograma. No es dato. 

Pi+Z4 - almacena los elementos del vector axial, la traza y la posición del 
OT (Puede ser dato o bien calcularse en la subrutina TRAYE, que d~ 
fine la trayectoria del OT). 

Vi : almacena la velocidad angular, la derivada de la traza ec(3.3.2~5) 
y la velocidad del punto P del OT (Pueden ser datos o calcularse en 
TRAYE). 

Ai - almacena la aceleración angular, la segunda derivada de la traza con 
respecto al tiempo ec(3.3.3.3) y la aceleración del punto P del OT 
(pueden ser datos o calcularse en TRAYE). 

Ei arreglo PO almacena los parámetros dinámicos de cada eslabón j ref~ 

rido al sistema j+l en el siguiente orden: 

PD[l+lO(j-1)] corresponde a ia masa del eslabón j 

PD[k+lO(j-1)] corresponde al centro de masa del eslabón j (k=2,3,4) 
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E1 arreglo PA es auxi i ia riy álmaC:ena en c~s6' lletesar\o 
. '·;:~:·' 

PA(I) 06. ( i = 1, ... , 6) 
1 

PA(I+6) 06; 

PA( 1+12) ae. 
1 . * 

PA(l+lB) Ofi 

Los valores subsecuentes del arreglo P se calculan en diferentes subr.!:!_ 
tinas, y los valores de las variables se almacenan en diferentes localidades. 
Estas se muestran en la tabla A.l. 

En la subrutina FUN se define el arreglo TCS necesario en el proceso 
iterativo, al obtener la solución del problema cinemático inverso, que se 
efectúa en NLLS, en la siguiente forma: 

TCS(I) 

TCS(I+6) 

cos ei ( i = 1, .... 6) 

sen e. 
1 

Breve descripción de las subrutinas 

NLLS - Obtiene las raíces de un sistema algebraico no lineal de orden n, 
aplicando el método de Newton-Gauss. En esta subrutina se obtiene 
la solución del sistema expresado en la ec(3.3.l.10b) cuyo miembro 
derecho se calcula en FUN, calculándose el jacobiano en DFDX que se 
eDcuentra expresado en la ec(3.3.l.19). La solución se obtiene por 
medio de las subrutinas HECOMP y HOLVE. 

FUN - Fonna las ecuaciones de rotación y de desplazamiento que, al anula_!:. 
se, proporcionan el valor correcto de los ángulos ei para una posj_ 
ción específica. Para este fin se requieren las subrutinas PROD y 

VECX. 
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Tabla A:_l Localidades _del arreglo P para almacenaje de cálculos 
'';>:·· _·. ; ·. 

p p •p(. p < p p p p p p p p 
13 •36 < "{39 -:~42 54 "57 -50 53- 66 69 72 75 

--

~~4o '«'·'~ ··: 
P34 P3'z P43 P45 P49 P52 P55 Psn p61 P54 P57 P70 Pj3 P75 

P35 P3s . P41 P44 P~,7 P50 
1) 

' 53 P55 P59 P52 P55 P53 P71 P74 P77 

Q 
-1 9192 919293 91~9394 9192939495 

p78 PBl p[l4 p87 Pgo P93 P95 P99 pl02 

P79 p82 P35 Psn P91 P94 P97 plOO p103 

Pao P33 P35 Pag P92 Pg5 P93 P101 p104 

91929394Q5Q5 ~ ~2 ~3 ~4 25 ~6 

P1os plO S plll p 114 pll7 p120 p123 p126 p129 

p106 pl09 p112 pll5 pll8 pl21 p124 pl27 - p130 

P107 pllO pl13 pll6 pl19 pl'22 pl25 pl28_ P131 

ar6/ae 3r6/él82 l 3t6/CIG3 
ar ar6/ae5 ar6/ae \!!1xE1~ \!!2xE2~ \!!3XE3~ 

1 -6/ae4 6 

pl32 p135 Prnl Pgl p144 pl47 Piso pl53 
pl33 o P13g pl42 pl45 o pl51 pl54 . 13G ' 143 
pl34 p137 pl40 pl43 Pii;.5 p149 pl52 pl55 

!:14X~4~ ~5X~5~ él~6/él81 (1~5/30 0 ª!'.'6/él03 
L 

3
.1'.'6/éleLL_ élr 5/ae -

- 5 élr6/38 - 6 

pl56 
D D o o 

i'l71 pl 74 p177 1 '159 '162 '1S5 '163 
P157 pl60 p p16é D D 

P175 o 
163 1 159 ' 172 '17C 

p15ü 
o 

p164 pl67 n 
p 173 p176 p179 'lGl . 170 

~2 
1 

~3 ~4 (J.) 
-5 !'}5 

3!'11ao 1 
3!'2/ae 1 ª!'21ae2 
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Tabla A.1 Localidades .del arreglo P (continuación) .. 
. 

Prno ~183 p186 p-189 P192 P.195 P19a p201 p204 

plBl p184 P137 P190 I P193 PJ96 P199 P202 p205 

p182 p185 Pies' P191 P194 P197 P200 P203 p206 

a_r 3/a8
1 

3!'3/382 
3.!'3/383 ªr 4/381 

3!'4/a82 
3!'4¡39 3.r4 / 38 3.!'5/38i_ ar 

3 4 - 5/élG.z 

p207 p210 p213 p216 p219 p222 p225 

p208 p211 p214 p217 p220 p223 p226 

Pzog p212 p215 p218 p221 p224 p227 

3..'.s¡ae3 
3..'.s¡ae4 ª!s¡ ªºs af 2/ a8

1 
aj2/3e

2 
8I3¡ae1 

ar3/ae - 2 

p223 p231 D n p24C D Pz45 P249 p252 '234 '237 '243 
p229 p232 p235 p238 p241 o pl47 p250 p253 '144 
p230 p233 p236 P339 p242 p245 p248 D p254 . 2!:11 

ar3/a8 
- 3 

3~4/381 3~4/él82 af 4/ae3 
3f4¡ae4 

31\1ae - 1 
3r5¡ae 2 ªrs1ae3 

aY.5/ae - 4 

p255 . - p258 p261 p264 p267 p270 p273 p276 P279 
p256 p259 p262 p265 p268 P271 P274 P277 p280 

p257 p260 p263 p265 D p272 p275 p278 p281 '269 

ar 
- 5/()85 :1x~2 ~l=x~2 :1x:i3 ~1'.:xt:.J:J :2,:x!o!J ~l xfi}t, f l~X(!)4 - .l:'2§X!;J4 

--

1 
p282 . p2C5 Pzas r 291 D p297 

1 

o D 
p306 '29~ '.300 '303 

~ p285 p289 

1 

p-292 p 2% p p 
p304 

D 1 223 293 301 '307 
p234 p287 p290 

p p p p 
p 305 p308 293 295 299 302 

~3:x~tf :1x~5 _!'1 ':_Xü!$ 1 ~2i:_x~5 ~3~Xi!!5 ~4~X1!!5 E!.1 X1¡¿6 ~1 e.x\!!5 ~2~x~6 
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Tabla A.l Localidades del arreglo P (continuación) 
..... 

P309 P.312 P315 P_318 p.321 P324 P327 P330 p.333 

P310 P_313 P315 . P319 P322 P325 I p328 P33¡ P334 

P311 P3¡4 P317 P320 P323 p326 p.329 P332 P335 

azr z 2 a2
r a2 ! .2 

._f'~X.YJ5 J'~Xl<l5 _P~Xl<l5 -2 ªh a .r2 -2 I3 8 I3 

7 -- -- a;z- 7 --
1 ª 61 ª 82 ªª1ª82 ' 2 1 361862 

P335 P339 P342 P345 p348 P351 P354 P357 p360 

P337 ·P340 P343 P345 P349 P352 P355 p358 P351 

p33[J p341 P344 P347 p350 P353 P355 P359 p262 

2 
a _!:3 

2 
3 ~3 

2 
8 _!:3 

2 
3 _!:3 

.2 
d ,!:3 

.2 
a !'3 

2 
a !3 

,2 
a !4 

.2 
a r4 

ªª1 363 382ªª1 T ae 2Cle3 ªº1383 ª 82383 T T 301382 2 3 1 ,' 

P353 p366 p369 p372 P375 P37B 1'381 1 P334 p387 

P354 P357 P370 P373 P375 P379 p382 P3a5 p388 

P355 p368 P371 P374 P377 p380 P3a3 p386 P3s9 

a2r ir a2r a2
r a2r a2r .2 2 a2r _4 _4 _4 _4 _4 _4 a ~4 a .!:4 -4 

381383 381384 382381 7 382ª83 382884 883381 383382 ar 2 3 

P390 P393 P395 P399 p 402 P405 P4os p 411 P414 

P39¡ P394 P397 p 400 p 403 p 405 P409 p412 p415 

P392 P395 P39s p 401 p 404 P407 p410 p413 p416 

ir, a2r '- 2 o 

a.:r" a ~'~ a rl: dL~4 a'-~5 ar" arr:: _..,. _4 _J 

.:1xae; 
- ;) 

íl83íl84 384881 a8c, ªª2 884:l83 884 884 
--,,-

:J01:l82 e1xae-
80L - 4 

1 



Tabla A.1 Loca lidapes qel ~rregfo 'P, ( Gonti nuaci órÍ) ·. 

' 
p441 P444 P447 P4so P453 P455 

P442 p 445 P44a P4s1 P4s4 P4s7 

P443 P445 P449 P452 P455 p458 

ª~s D 0_!'5 8_!'5 ª!s ar" ªIs 
~2~xae3 .'..2~XaB .1?2~):30 ~lxae4 .!\~xa~ J f 2~X3Q 

4 5 4 4 

.. 

P45s P45a P471 P474 P477 

P455 P459 P472 P475 P4713 

P457 P470 P473 P475 P479 

-

ª~5 ar" ílrr, ar5 ar" 
P1!lxaeu P2llxri:.:. p -~ glxae P3llxílo _4_!;X36 

s 5 5 5 5 

1 P459 

P450 

P451 

ªIs 
r3!:X30 

4 

~438 
P439 
D 
'440 

p462 

P453 

P454 

. ar:5 
P3!:xae 

5 



PROD - Efectúa los productos matricia\es expresados en la ec(2.6.4) y 
los 'almacena de acuerdo.al arr~91~.~é la tabla A.l, en la siguie!!_ 
te forma: 

A= TCS(I+6)*P(I+l2) 
B = TCS(I)*P(I+l2) 
C = TCS(I+6)*P(I+l8) 
O = TCS(I)*P(I+l8) 

~
42+9i p~5+9i p~3+911 f 33+9i p3G+9i p39+911f CS(I+l) -A 

43+9i ~ ~G+9i p 49+9i = p 34.+9; p 37+9i p ~.0+9i TCS ( I +7} B 

44+9i p~7+9i p50+9i p35+9i p38+9i P~,1+9i O P(I+l9) 

VECX - Cálcula el vector ~k' ec (2.6.25), y los almacena de acuerdo 
con el arre~lo P, como muestra la tabla A.1, mediunte: 
~6 = ~6 = [P(6)*TCS(G), P(6)*TCS(12), P(12)JT 

~k = ~k + gk ~k+l k = 5• ... , 1 

Por lo que la ec (3.3.1.9) se evGlúa como: 

f =[(P8?-P~·-P2r.l• (Po~-PºQ-P?G), (P79-Po1-P27)J
1 

-r .J u~ ~ o,· ü '- . u 

DFDX - Calcula la matriz jacobiana expresada en la ec (3.3.1.19) y la 
almacena en el arreglo matricial DF, este arreglo lo emplea 
la subrutina NLLS. Los elementos se calculan en la siguiente 
fama: 



a~s (~) 
~=Pal - P79 
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i e = 30+9i 
=·1, ... ,5 

af s( ~) 
as:---= (P35-P33l Pie + (Pao-Pa4l Pie+l + (Pa1-P79l Pie+2 

l 

3 !t(~) _ T 
~ - [-Pss· P37• O] 

[

P33 9 · p · . 1 + P35 9 · p • l ª!t(~) _ + i is+ • + i is 
~ - -P34+9i Pis+l + P37+9i Pis 

l 

. -P35+9i P.is+l + P38+9i Pis 

is = 87+3i 

=1, .. .,5 

almacenándose resultados parciales de acuerdo con la tabla A.l. 

HECOMP- Descompone una matriz rectangular real, DF en est.e caso, en una 

matriz triangular superior. Se emplea en la solución de sistemas 
sobredeterminados mediante reflexiones de Householder (Moler 1973). 

Regresa en la misma matriz, DF, la matriz triangular e i_nformación 

sobre la descomposición. En el vector U regresa también informa
ción sobre la descomposición, necesaria en HOLVE. 

HCLVE- Obtiene x que minimiza la norma de ~~-~· mediante la solución de 
mfnimos cuadrados de sistemas sobredeterminados. Resuelve el sis
tema ( 3. 3. l. 20) . 

VELAC- Calcula fi y~ cuando se tiene convergencia en NLLS. De NLLS se 

regresa al programa principal y llega a fiste con la matriz jacobi! 

na descompuesta. En caso de que casualmente, o conociendo la sol~ 
ción, se den a NLLS valores iniciales solución, ésta subrutina no 
utiliza HECOMP por lo que se requiere se descomponga DF antes de 

entrar en VELAC. VELAC requiere el suministro de w y s en el 



vector v. ~:, YS en e'r::vecior A y :regresa los resultados de ~ y ~ I 

en V y A re~ectivarriente; es de~ir, obti'en~ Í~ solución de las ecua' 

ciones ·(3.3.2.14) y (3.3;3.5} 

FZA- Calcula las fuerzas generalizadas que aparecen ~xpresadas en la ec. 

(4.3.33}. Para ello requiere los valores de~~ y~ así como al
gunos elementos calculados en VELAC y los valores almacenados en el 

vector PD. Se auxilia de las siguientes subrutinas: 

DRDT -

PIPTA -

Calcula la derivad~ parcial del vector de posición del cen-
tro de masa con respecto a la variable que define cada par, 

ec (4.3.7b), referida al sistema fijo. Los resultados 1 os 
almacena de acuerdo a la Tabla A.l. 

Refiere la matriz de inercia de cada eslabón al sistema 
fijo ec (4.3.10), y efectúa el producto con el coeficiente 

de f¿ , ~i de la ec ( 2. 6 .17) ; el resultado lo almacena en 
el arreglo matricial g. 

DRTDT - Calcula la derivada ~on respecto al tiempo de la ec (4.3Jb) 

o sea, calcula el miembro derecho de la ec (4.3.35) y los 

resultados parciales los almacena de acuerdo con la tabla 

A. l. 

GINE - Obtiene lft matriz generalizada de_ inercia expresada en la 

ec (4.3.12) 

DGINE - Calcula los elementos que requiere C(e,e} en la ec (4.3.34a). 

No corresponde a la derivada con respecto al tiempo de la 

matriz generalizada de inercia, como se indica en los resul 

tados de la sección 4.3. 

DINLI - Obtiene las matrices del sistema _(:linámico linealizado de 

acuerdo con la expresión (5.4.1), cuyos elementos se en

cuentran en las ecs (4.3.12), (5.3.18) y (5.3.25). Requi~ 

·re elementos calculados en FZA. Para este fin se auxilia 
de las subrutinas siguientes: 
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DERAC - Calcula la derivada parcial de la aceleración del centro 

de masa de cada eslabón, con respecto a las coordénadas 

generalizadas (a). De la ec (4.3.32), se tiene 

.. 2 3 
ar. a r

1
. •• a r . 

...::.!.. = --- e +e _, e 
ªª ªª2 - - ---;; -- - -

donde 

a
2
r. _, a2r. _, a2r: _, 

aa2 
1 ªª1 °6

2 ªª1 aai 

a2r. _, 
-:-::-2" ••• 

ªª2 

'Simétrica 

ar. ar. ar. _, _, _, 
~lXae:- elxaB ~1Xa8:" 

l - 2 l 

ar. ar. p _, p _, 
-l~X36: •, • -lgx~ 

2 

Simétrica 

!11 !i2 ... !i; 

!22 ... ~2i 

Simétrica T .. _,, 

o 

l 

élr. _, 
Ei-l ¡¿xae.-

1 

o o 

:1x!22 :1xI23 

simétrica : 1x!23 

~o o o 

o o 

sim. ~1:x~33 

e -

e -
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DATP = Calcula la derivada de 8n con respecto a ~· n=6. Su 
primer elemento es nulo y no se calcula según aparece en 
1 a expresi 6n ( 5. 3. 15). Los términos para i < n se encui;n_ 
tran contenidos en el desarrollo de a~/aek con k=l, ... ,n. 
Para ilustrar los cálculos, sea i=3 

[C; O, O] 

A continuaci6n se encuentra el programa completo, el cual puede aplicarse a 
la ciner.iática desactivando la subrutina FZA, o bien puede calcularse la cin.§. 
mática y dinámica desactivando DINLI. Las subrutinas tienen información S.Q. 

bre su objetivo, así como detalles de almacenaje. 
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PROGRAM MANLAG 
C*********************************************************************** 
C LA ENTRADA DE DATOS ES C0~10 SIGUE 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

1000 

1010 

e 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 
6. 

7. 
8. 

THETA<I>,1=1,6 

P(Il,1=1,18 

PO < I l , I = 1 , 60 

PC25-27l 

P<2Bl 
P<29-31l 

AF,BF,CF 
B,DB,DDB 

M= 7<NUMERO DE ECUACIONES DE MOVl 
N= 6CNUMERD DE ARTICULACIONES> 
VALOR INICIAL PARA CADA ARTICU
LACION. 
PARAMETROS DE DENAVlH<HARTENBERG 1 

I=l,6 ....•••..• D<I> 
1=7, 12 •...•••.. B(ll 
I=13, 18 ...•••.• ALPHA <I l 

PARAMETROS DINAMICOS DE CADA 
ESLABDN : 

I=1 MASA 
I=2, 4 CENTROIDE 
I=5,10 i'IOMENTO DE INERCIA. 

EL DOBLE DEL VECTOR AXIAL DE LA 
MATRIZ DE ROTACION R. LA MATRIZ 
R RELACIONA EL SISTEMA DEL O.T. 
CON EL SISTEMA FIJO. 
TRAZA DE LA MATRIZ R. 
VECTOR DE POSICIDN DEL EXTREMO DEL 
ULTIMO ESLABON 1 CORRRESPONDE A UN 
PUNTO DEL O.T. 
CONSTANTES DE LA TRAYECTORIA DEL nT 
VARlABLES DE LA TRAYECTORIA DEL OT 
B-POS1CION, DB-VELOCIDAD. DBB-Ar.FI .. 

REAL THETA(6l,F<7l,DF<7,6>,PC480l,U(7l,V(7l,A(7l,P0<60l,TF(6l. 
XAC2~l,YA<21l,AXC21l,BXC21>,CX<21),PAC24l 

CHARACTER*64 FNAME 
DATA TOL,MAX,N,M/0.000001,30,6,7/ 
WR !TE ( *, 1 OOOl 
FORMATC2X,'NOMBRE DEL ARCHIVO DE ENTRADA 
READ<*,1010lFNAME 
FORMAT<Al 
OPENC5,FILE=FNAMEl 
DPENC6,F1LE='SISCRO.ARS',STATUS='NEW'> 

, \) 

C--ENTRADA DE DATOS 
READ<5,iOOl CTHETA<I>,1=1,Nl 
READ <5, 100l CP ( I l', !=1, 18> 
READ < 5, 100 l C PO ( 1 l , I = 1 , 60) 
READ <5, 10Ctl <U <I l, !=1, Nl 
READC5,101l U<7l,VC7l,A<7l,AF 1 CF,NREP 
READC5,1(10) EX,EY,XO,YO,DTA,T 
READ <5, 100) CV < Il , 1=1; Nl 
READ (5, 100) <A ( I l, I=1,Nl 
PI= 3.14159265359 
RAD = PI/180.0 
KTROL=O 
IFCNREP.LE.Ol GO TO 3 
DO 1 !=1,21 

READC5,107l AX<Il,BXCil,CXCil 



2 
3 
e 

CONTINUE 
DO 2 l=l ,21 

READ(5,108) 
CONTINUE 

XA<I>,YA<I> 

READ ( 5, 100 l ( PA < l l , I = 1 , 24 l 
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C ARCHIVO DE SALIDA 
WRITE<*,101lEX,EY,XO,YO,DTA,NREP 
WRITE<*, 102) 
DO 10 I=l, N 

WRITE<*, 103> l,P<I> ,P<I+Nl ,P<I+N+Nl, THETA(ll 
THETA<Il= RADITHETA<ll 
P ( l + 1 2 l RAD * P ( l + 12 l 
P<I+18l SIN<P<I+12)) 
P<I+12l COS<P<l+12)) 

10 CONTINUE 
WRITE o:, 104 l 
DO 12 I=l,10 

12 WRITEC*,105lI,PD(Il,PD<I+1Cll,PD<I+20l,PD(I+30l,PD<l+40),PD<I+50l 
15 IF<NREP.LE.Ol GO TO 16 

T=T+DTA 
~JRITE < *, 109) T 
CALL PERIOD<EX,EY,XO,YO,T,B,DB,DDB,AX,BX,CX,YA,XA) 
CALL. TRAYE <B, DB, DDB, U, V, A, AF, BF, CF, 1'1> 

16 WRITE<*,106) 
DO lB I=l, M 

WRITE<•, 103) I,U<Il ,V<Il ,A<Il 
18 P<I+24l=U<Il 

CALL NLLS <THETA, F, DF, P, TDL, N, M, ITER, i·l~IX, U> 
f.:TROL=KTROL + 1 
CALL DFDX<THETA,DF,P,M,Nl 
CALL HECOMPCM,M,N,DF,Ul 
CALL VELACCM;N,DF,U,P,V,Al 
CALL FZA<PD,P,N,V,A,TF,PAl 
IF<~:TRDL.LT.NREP> GO TO 15 

100 FORMATC6F10.5l 
101 FDRMATC5FI0.5,I3l 
102 FORMATC/5X,'PAR?IMETRDS DEL MECANISMO Y VAL.ORES lNICIALES'//15X, 

'D',10X,'B',6X,'ALFA',6X,'THETA'/J 
103 FORMAT<2X,I4,4X,4F10.5l 
104 FDRMATC/2X,'1.- MASA'/2X,'2. - 4. CENTROlDE DEL ESLABON,', 

' REFERIDO AL SISTEMA I+1'/2X,'5.- IXX, 6.- IXY,' 
' 7.- IXZ, 8.- IYY, 9.- IYZ, 10.- IZZ'/l 

105 FORMATCI4,6F10.5l 
1~6 FDRMATC/3X,'VALDRES DE: POS. VEL. · ACEL.'/l 
107 FDRMAT<3E21.13l 
108 FORMATC2E21.13l 
.109 FORMATC//2X, 'TIEMPO = ',Fl0.51 

STOP 
END 

C******************************************************************** 
SUBROLJTINE TRAYE CB, DB, DDB, U, V, A, AF, BF, CF, i'll 
REAL UC7l,VC7l,AC7) 

c 
C L.A TRAYECTORIA QUE SE CALCULA ES UNA LINEA RECTA SOBRE EL E:.JE Y, 
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C CON X=AF, Z=CF, CONSTANTES. CON DESPLAZAMIENTO, VELOCIDAD Y 
C ACELERACION SOBRE Y DE ACUERDO A UN?\ SF'LINE. 
C DONDE EL CALCUL.O DE : 
C U<4>= TR<R> 
C V!4l= -2VECT<R>•W 
C A<4>= -2VECT<R>*W<PTOl 
e 

U(l)= 1.(l 
U(2)=> 1.0 
U<3>=-1.Cl 
U(4)= O.O 
U<5>= AF 
U(6)= B 
U<7>= CF 
DO 1 I=l,7 

V<I>=Cl.Cl 
A<I>= O.O 
V<6>= DB 
A<6>= DDB 
RETURN 
END 

C************************************************************~******* 
SUBROUTINE NLLS<X,F,DF,P,TOL,N,M,ITER,MAX,U> 

e 
e 
c 
c 
c 
c 
e 
c 
c 
e 

REAL X!Nl,F<M>,DF<M,N>,PC48Cll,U(7l,DELTA<7l 

LA SUBRUTINA NLLS OBTIENE LA SOLLJCION DEL SISTEMA NO LINEAL F<X>=CI 
POR MINIMOS CUADRADOS. DONDE F Y X SON VECTORES DE DIMENSION M Y N 
RESPECTIVAMENTE. M>N. EL PROCEDIMIENTO ES ITERATIVO Y EN CADA 
ITERACION LA SOLUCION POR MINIMOS CUADRADOS DEL SISTEMA LINEAL 

DF/DX * DELTA X = -F(Xl 
ES OBTENIDA. DF/DX ES LA MATRIZ JACOBIANA CALCULADA EN EL VALOR 
ACTUAL DE X. L.1~ SOLUCION POR MINIMOS CUADRADOS EN CADA ITERACION 
ES REAL! ZADA MEDIANTE LA APL ICACION DE REFLEXIONES DE HOUSEHOLDER. 

C PARAMETROS: 
c 
C X: VECTOR DE I NCOGI~ ITAS N-·D I MENS IONAL. 
C F: VECTOR M-DIMENSIONAL DE FUNCIONES CUYA NORMA ES MINIMIZADA. 
C DF: MATRIZ JACOBIANA MgN OBTENIDA AL DERIVAR F CON RESPE"CTO (4 X. 
C P: VECTOR DE PARAMETROS, CONTIENE: LOS PARAMETROS DE DENAVIT-
C HARTENBERG, LOS SENOS Y COSEt40S D1c LOS ANGULOS ALPHA, VALORER 
C DE LA POSICIDN Dt::L ORGANO TERMINAL, LAS MATRICES DE ROTACTnN 
C CALCl.ILADf'1S EN PROD < l , ETC. 
C TOL1 VALOR REAL POSITIVO, ESPECIFICA EL VALOR DE L.A TOLEP 1i~CIA 
C PERMITIDA (LO DEFINE EL USUARIO>. 
c ITER: UNA VARIABLE ENTERA, DENOTA EL NUMERO CORRIENTE DF. ITFRAr.TnN. 
C MAX: NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES PERMITIDAS 
c 

.C SUBRUTINAS EMPLEADAS: 
e 
C HECOM - TRIANGULARIZA UNA MATRIZ RECTANGULAR MEDIANTE REFLEXIONES 
C DE HOUSEHOLDER. 
C HOLVE - RESUELVE EL SISTEMA TRIANGULARIZADO POR SUSTITUCION HACIA 
C ATRAS. 
C FUN - CALCULA EL VALOR DE F USANDO EL VALOR CORRIENTE DE X. 
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C DFDX - CALCULA LA MATRIZ JACOBIANA. EL ELEMENTO DFCI 1 Jl ES 
C DF(ll/DX(J). 
C FNORM - OBTIENE EL MAXIMO VALOR ABSOLUTO, DE LOS ELEMENTOS DE UN 
C VECTOR. 
c 

c 

lTER = 1 
CALL FUN<X,F,P,M,Nl 
FNOR = FNORMIF,Ml 
IF<FNOR.LT.TOLl GOTO 7 
IF<ITER.GT.MAXl GOTO 4 

C FORMA EL PROBLEMA LINEAL DE MINIMOS CUADRADOS 
CALL DFDX<X,DF,P,M,Nl 
CALL HECOMPIM,M,N,DF,Ul 
CALL HOLVE<M,M,N,DF,U,Fl 
DELNOR = FNORM<F,Nl 
lF(DELNOR.LT.TOLl GOTO 3 

c 
C SI DELNOR ES AUN GRANDE, SE FORMA LA CORRECC!ON AL VECTOR X 

DO 2 l:.1,N 
Xlll = Xlll - F<Il 

2 CONTINUE 
lTER = lTER + 1 
GO TO 1 

3 WRITE(*,101) ITER,DELNOR 
GO TO 5 

4 WRITE<*,102) ITER,FNOR 
5 DO 6 I=1,N 
6 WRITE <*, 103) I, X <I l 

RETURN 
7 WRITEl* 1 1Q4l ITER,FNDR 

GOTO 5 
101 FORMATl//5X,'A LA ITERACIDN NUMERO ',I3/5X,'LA NORMA DE LA'• 

- 'CORRECCioN· ES ',E15.7/5X,'HAY CONVERGENCIA, LA SOLUCIONES:'/) 
102 FORMATl/5X,'EXISTE DIVERGENCIA EN LA ITERACION ' 1 I3/5X, 

- 'LA NORMA DE LA FUNCIONES: ',E15.7/5X 1 'EL VALOR ACTUAL DE X·,, 
- 'ES:' /l 

103 FORMAT(5X,2HX<,I2,3Hl= ,F15.7l 
104 FORMATl//5X,'LA FUNCION TIENDE A CERO EN LA lTERACION ',13/5X, 

- 'LA NORMA ES: ',E15.7l 
END 

C******************************************************************** 
FUNCTION FNORMCF,Nl 
REAL F(Nl 

C LA FUNCIDN FNORM CALCULA LA NORMA MAXIMA O NORMA DE CHEBYSHEV DE UN 
C VECTOR F <N-DIMENSIONALl. 

I=1 
DO 1 J:.2,N 

1 !F( ABSCF(l)l.LE. ABS(F(J))l l=J 
FNORM = ABS<F<Ill 
RETURN 
END 

.C******************************************************************** 
SUBROUTINE FUN<THETA,F,P,M,Nl 
REAL THETA(6l,Fl7l,Pl480l,TCS<12l 
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C SE FORMAN LAS ECUACIONES DE DESPLAZAMIENTO Y DE F<DTACION. 
C AL ANULARSE PROPORCIDNl'\N EL VALOR DE LOS ANGULOS THETr~ PARA 
C UNA CONFIGURACION DADA DEL O.T. 
e 

c 

DO 2 I=l, N 
TCS(ll = CDSCTHETA(lll 
TCSII+NI SINITHETAIIll 

2 CONTINLJE 
CALL PROD <TCS, P 1 
CALL VECX <TCS, PI 

C ECUACIONES DE DESPLAZAMIENTO. 
DO 4 I=l, 3 

F!I+41 = P<B6+II - P(2B+II 
4 CONTINUE 

c 
C ECUACIONES 

FCll 
F!21 = 
F!31 = 
F!41 = 
RETURN 
END 

DE ROTACION 
-Pl251+ PIB31- P<B51 
-PC261- PIBOI+ PC841 
-P<271+ PC79)- P!Bll 
-PC281+ PC781+ P!B21+ PC861 

C******************************************************************** 
SUBROUTINE PROD<TCS,PI 

e 
c 
e 
e 
e 
c 
e 
e 

REAL Pl4BOl,TCS!121 
EN ESTA SUBRUTINA SE EFECTUAN Y SE ALMACENr-lN LOS PRODUCTOS 
Ql EN P(33-411 
Q1*Q2 EN PC42-501 
Q1*Q2*03 EN P!51-591 
Q1*02*03*04 ~N Pl60-6BI 
01*02*Q3*D4*Q5 EN P!69-771 
Q1*02*03*04*05*06 EN P!7B-861 

P!331 = TCS(ll 
P(341 = TCSC71 

= o.o PC351 
Pl361 
PC371 
P<3BI 
PC391 
P<40I = 
P<411 
IP = 32 

=-TCSC71 * PC13l 
TCS<ll * P<131 
P<19l 
TCSl7l * P<191 
-TCS<ll * P!191 
P!131 

DO 10 1=2,6 
IA = IP 
IP = IP + 9 
A TCSII+61 * PCI+121 
B TCS <I 1 * 
C TCS <I+61 
D TCS ( 11 * 
DO 10 J=1,3 

P<I+121 
* PII+181 
Pll+181 

IPJ = IP + J 
P<IP+JI = P<IA+Jl*TCS(Il+PIIA+J+31*TCS(l+61 
P!IP+J+31 = -P<IA+Jl*A+P<IA+J+3l*B+PIIA+J+6l*P<I+1Rl 
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PCIP+J+6) PIIA+J>*C-P<IA+J+3>*D+P<IA+J+61*P<I+12> 
10 CONTINUE 

RETURN 
END 

C******************************************************************** 
SUBROUTINE VECX<TCS,P> 
REAL TC8(12>,P<480) 

C SUBRUTINA VECX: CALCULA LAS COORDENADAS CARTESIANAS DEL ESLABON 
C EXTREMO CON RESF'ECTO AL SISTEMA COORDENADO DE LA BASF. 
c 

PC102) = P(61 * TCSC61 
PC103) = PC6) * TCSC12) 
p (1(14) = p ( 12) 
DO 10 1=1,5 

K=6-l 
f<f< = B3H:+K+f( 
l<KP3 = ~:K + 3 
PX1 = PCK> + PCKKP3+11 
PX2 = P<K+12l*P<KKP3+2) - P<K+18lSP<KKP3+31 
PCKK+ll TCS(~l*PXl - TCSCK+6l*PX2 
PCKK+2) TCSCK+6)1PX1 + TCS<K>•PX2 
PO<f<+3) = PC~:+6>+ P0(+18l*P<f<KF'3+2H· Pct~+12l*PCKl<P3+31 

10 CONTINUE 
RETURN 
END 

C******************************************************************** SUBROUTINE DFDXCTHETA,DF,P,M,N> 
REAL THETA<Nl,DF<M,Nl,PC480) 

C SUBROUTINE DFDX: CALCULA LA MATRIZ JACOBIANA 
c 

L=23 
LX = 87 
LP e 104 
DF<l, 1) = -P(841 
DF(2,11 = -PC851 
DF<3,11 PC78l+P<82) 
DF<4,1) PC81l-P<79) 
DF <5, .t> -P (88) 
DF (6, 11 P 1871 
DFC7, 11 O. O 
DO 10 1=2,N 

L = L + 9 
LX = LX+3 
LP = LP+3 
,1 = L + 7 
DF<1,ll PCJl*CPCB2l+P(86ll-P(J+1>*P<B11-P(J+2>*PC84) 
DFC2,II =-PCJl*PC791+PCJ+ll*CPC7Bl+PC8611-PCJ+2>*PC8H) 
DFC3,l) =-P<J>•P<SO>-P<J+11*PC831+PCJ+21*<P<7Bl+Pl86il 

TEMP = PCJ>•<PC851-PC8311+ PCJ+ll•<PC801-PC8411 
DFC4,II = TEMP+ P<J+2>*<PC811-PC7911 
DO 4 1(=1, 3 

DFCK+4,I>= -P(L+K>•P<LX+l)+ PCL+3+K>*P<LXl 
P<LP+Kl=DF<K+4,l) 

4 CONTINUE 
1 O CONTI NUE 



Pl105l 
P<106l 
P<107l 
RETURN 
END 

DFl5,1l 
DF 16, 1> 
DF 17, 1 l 
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C************************************************'********************** 
SUBROUTINE HECOMP<MDIM,M,N,A,Ul 

e 
c 
c 
c 
c 
e 
c 
c 
c 
e 
e 
e 
e 
c 
e 

INTEGER MDIM,M~N 
REAL A<MDIM,Nl,U<M> 

SUBRUTlNE HECOMP: REDUCCIDN DE UNA MATRIZ RECTANGULAR A FORMA 
TRIANGULAR SUPERIOR MEDIANTE HOUSEHOLDER. SE 
EMPLEA CON HOLVE P?\RA OBTENER L(4 SOLUCION DE 
SISTEMAS LINEALES SOBREDETERMINADOS POR MINIMOS 
CUADRADOS. 

VARIABLES: A 

u 

- MATRIZ DE MxN CON M>N, QUE SERA REDUCIDA 
SALIDA: MATRIZ REDUCIDA CON INFORMACIDN SOBRE 

LA REDUCCION. 
MDIM - DIMENSlON DECLARADA DE LOS RENGLONES DE A 
M - NUMERO DE LOS RENGLONES DE A 
N - NUMERO DE COLLll•INAS DE A 
- VECTOR DE DIMENSION M 
SALIDA: INFORMACIOI~ SOBRc LA REDUCCION 

C LOS RESULTADOS TRI ANGULARES SON (4LMACENADOS EN A< I, J l PARA I. LE. J Y 
C LOS VECTORES QUE DEFINEN LAS REFLEXIONES SON ALMACENADOS EN U Y A. 
e 

DO 6 1<=1, N 
C ENCUENTRA REFLEXIONES QUE HACEN CERO AII,Kl, I=K+l, •••. ,M 

ALPHA = O.O 

e 

DO 1 I=I<, M 
UCil. = A<I,10 
ALPHA = ALPHA + U < I l * U 1 Il 

1 CONTINUE· 
ALPHA = SQRT<ALPHA> 
IF <U 00. L T. O. Ol ALPHA = -ALPHA 
U<Kl = U<K> + ALPHA 
BETA = ALPHA * U<K> 
A<K,Kl = -ALPHA 
IF<BETA.EO.O.O.OR.K.EO.Nl GOTO 6 

C APLICA REFLEXIONES A LAS COLUMNAS RESTANTES DE A 
f(Pl = K + 1 · 
DO 4 J=KPl, N 

GAMMA =O.O 
DO 2 1=~:,M 

GAMMA = GAMMA + UIIl*A<I,Jl 
2 CONTINUE 

GAMMA ;. GAMMA/BETA 
DO 3 I=K,M 

A<I,Jl = A<I,Jl - GAMMA*U<Il 
3 CONTINUE 
4 CONTINUE 
6 CONTINUE 

RETURN 



END 

cr•r•csrsrstsrrtrr=tcc=r,1tttttr~trtcrrs••ssr'******'*'*'*'***'******'*' 
SUBROUTINE HffiVECMDIM,M,N,A,U,BI 
INTEGER MDIM,M,N ¡ 
REAL A<MDIM,Nl,UCMl,B<MI 
REAL BETA,GAMMA,T 

C SOLUCJOM MEDii~NTE MINIMfJS CIJADRADOS DE SISTEMl~S SOBREDETERMINADOS 
L. ODTIEME X OUF MitHtlIU: LA NDf;:~h~ <At>;-E:) 
[' 

C A Y U, RESULTADOE, D!"'. Ht:CC111'. 
C B= LADO DEf\!::CHO Lll·I 1·1-VECTOF: 
c SAL IDA : PRIMEr.:os N CO~WONEl·ll ES "' U1 SOLUClOI~, X 
C ULT I MOS M-·1·.¡ COMF'ONENTES= TRANSFORMAC I Oi'J RESIDUAL 
C DIVISION POR CEF:O IMPLIC1'.\ lHJC 1'1 NO ES DF R(\l~GO COMPLETO 
e 
C APLICA REFLEXIONES A D. 

DO 3 lo'.= 1, N 
T= AO<,~:l 

BETA= -U<K>•A<K,KI 
A<K,fO= U(l<J 
G!'.\MMA = O.O 
DO 1 I=K,M 

GAMMA== GAMMA+A ( I , 10 H: ( I l 
CONTINUE 

DO 2 T= l~,,tl . 
B(J)= B<Jl-BnMMACRCl,KI 

2 CQNTIMUE 
AW,l'.I"-' T 

3 CONTTl'IUE 
c 
C SUSTITUCIOl-l Hi~CIA ATRAS 

DO :5 f(B = 1,N 
~:= N+1-KB 
B 00 = B (10:) /A(lo'., 10 
IF <K.EQ.1) GO TO 5 
f<M1 = fo:-1 
DO 4 l = l , 1'.M 1 

DCI l ~ D < II-(',( I, I<> ;WO<l 
~ CONTINLl~ 

5 CONTHILlt-
RETLIRH 
ENP 

C*********~****llSSSSICISCSC,SI'**'********************************** 
SUBROUTINE VELACCM,N,DF,U,P,V,HI 
REAL DFl7,6),LJ(7J,P(480l,Vl7l,Al7' 
COMMON DDT<b,6,J' 

e EN ESTA SllBRLITIW\ SE OBTIENE U·\ "'E:.LOCIDAl1 y u~ ACC:LEF\ACION DE CADA 
C PAR DE ROTACION EN UN!\ CADEtlri Cll-lEMATICA COH 7 ESLABONES. 
C SE LE SUMINISTRAN LOS DATOS SIGUIEf.!TES : 
C VIII - VECTOR DE VELOCIDAD ANGULAR (1-31 Y LINEAL 15-71 DEL O.T. 
C All) - VECTOR DE ACELERACION ANGUl.ARll-31 Y LINEALl5-7) DEL O.T. 
c 
C SE OBTIENE : 
C LA VELOCIDAD Y ACELERACIO~l El'! U.\U1~ f-'t'.'1R V ( I 1 Y ?\ 1 l l • 



e 

e 

NMl=N-1 
VC41=-PC251*VC11-Pl261CVC21-Pl271SVl31 
V1=1Pl821+Pl8611*Vl11-Pl811*Vl2)-PC841*~131 
V2=-PC791SVl1)+1PC781+Pl86111VC21-Pl8511Vl31 
VC31=-PCBOllVl11-PCB~llVC21+CP17Bl+Pl82111VC31 

VC21=V:? 
V C t 1 =V• 
CALL HOLVECM,M,N,DF,LJ.\!i 

C CALCULA LA SEGUNDA DERIVADA DE LA (4CELERAC10N ANGULAR CON RESPECTO 
C A THETA PUNTO. 

PC1231=-PC40l*VC11 
PC1241= PC391*VC11 
p ( 125) = o. (l 
VEC1= O.O 
VEC2~ O.O . 
VEC3= V C 11 
IP= 153 
Il.J= 123 
101= 30 
DO 2 I=2,NM1 

JD1=JD1+9 
IW=;Il•J+3 
IP=JP+3 
VEC1=VEC1+PCIDllCVIII 
VEC2=VEC2+PCID1+11*VCII 
VEC3=VEC3+P í ID 1+21 >/;\I 1 I 1 
PCIPl=VECl 
P C IP+I 1 ==VEC2 
P C I F'+21 =VEC3 
ID2=ID1+9 
PIIWl=VEC2tPCID2+21-VEC3CPCID2+11 
PCIW+ll=VEC3•P<ID21-VEC1*PCID2+2) 
PCHJ+21 =VEC1 :¡;p C ID2~ l l-VEc2:¡;p 11021 

2 CDNTINUE 
PC1681=Pl751t\IC6~~PC1651 

PC1691=PC761tVC61+PC1661 
PC170l=Pl771CVC61+PC167) 
Il•J=l l C"· 

DO 4 !=1, Nt~' 
IW=IW+~. 

IP!=J+l 
AC11=AC11-PIIW+11SVCIP1' 
Al21=AC21-PCIW+21*VCIP1! 
AC31=Al31-PCIW+31SVIIPJ• 

4 CONTINUE 

c 

AC41=-Pl251SAl11-Pl261SAl21-P!?7>SAI~, 

Al= CPC821+PCB6ll*Al11-Pl811~Al21-PC841SAl3 

A2=-PC791IAC11+1Pl781+Pl8b))SAl21-Pl851SAl3 
AC31=-PIBOllAl11-PCB31*Al21+CPC78l+Pl8211*A 31 
AC21=P.'."" 
A C 1 l =M 

C CALCULA LA SEGUNDA DEF:IVADn DEL DESPLAUlMlEf.ffU CON RESPECTO A THETA 



DDT(1,1,1l=-P<106l 
DDT(1,1,21= P(105) 
DDT<1, 1,31= O.O 
DO 8 1=2,N 

!03=102+3*1 
DDT(1,I,1l=-P<ID3+11 
DDTC1,I,2l= PCID3l 
DDT C 1, I, 31 = O. O 
DDT C I, 1, 11=DDT<1, I, 1) 
DDTCI,1,21=DDT(1,I,21 
DDTCI,1,3l=DDTC1,I,3l 
ID4=21+9*1 
DO 7 J=I,N 
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ID5=102+3*J 
DDT<I,J,ll=PIID4+1>*P<ID5+21-PCID4+2l*PIID5+1) 
DDT<I,J,2l=PII04+21*PCID51-PCID4l*P<ID5+21 
DDTCI,J,3l=PIID4llPIID5+1l-PIID4+1l*P<ID5l 
IFII.EQ.Jl GO TO 7 
DDT C J, I , 1 ) =DDT C I , J, 1 l 
DDTCJ,I,21=DDTCI,J,21 
DDTCJ,I,3l=DDTCI,J,3l 

7 CONTINUE 
8 CONTINUE 

IX1=134 
DO 10 !=1,N 

IX1=IX1+3 
81=0. o 
S2=0.0 
S3=0.0 
00.9 J=l,N 

S1=S1+DDTCJ,I,1l*V(J) 
s2=s'2+DDT (J' I' 21 *V (J) 
S3=S3+DDTCJ,I,3l*VCJI 

9 CONTINUE· 
PCIX1+1l=Sl 
P(IX1+2l=S2 
PCIX1+31=S3 

10 CDNTINUE 
IX1=134 
DO 11 !=1,N 

IX1=IX1+3 
A(51=AC51-P<IX1+11*VCil 
A<61=A<6l-PC1X1+21*VCil 
A(71=AC7l-P<IX1+3l*VIII 

11 CONTI NUE . 
CALL HOLVECM,M,N,DF,U,Al 
RETURN 
END 

C******************************************************************** 
SUBROUTINE CROSSCX,Y,Zl 
REAL XC3l,YC3l,ZC3l 

e 
C ESTA SUBRUTINA EFECTUA EL PRODUCTO VECTORIAL DE LOS VECTORES X, Y 
C EL RESULTADO LO ALMACENA EN Z. 
e 



Z <.t l =Y. <:?HY < l --Y <2l o: ¡e· 
Z ( 2 l =Y. ( :<.) t Y ( ) -Y (e, l :· ,. ' · 

Z(3l=X(!)~:Y( "·-Y(J·,e·"r···· 

RETURt' 
EM'' 

. 11 -· 

C************''***'*******~****CSttCSSSI***************************** 
SUBROIJT IME DRDT <FD. P, l'lM l ) 
REAL PD (é-C•), P (480), VEC! <3l, \IEC'.? (3l, VEC3 (:S) 

r 
C ESTA SUFlRI ITI W\ CN CLIU·\ U\ DEkl Vt'.1Dí4 DC:. t-; (). J CtJl.J 1-\ESPl:::CTU 1~ ·¡ HEH.\=X 
C Y LOS ALMACENA COMO : 
C DR<1l/DX EN f'(171-173l 
C DR(2l/DX EN P<l74-1791 
C DR(3l/DX EN P<180-188l 
C DR(4l/DX E\\I P(189-:WOI 
C DR(5)/DX EN Pl201-215l 
C DR <6l /DX EN P < 105-122) 
e 
C PRIMERO CALCULA X<I+ll-RllO(Il REFEf\IDO AL SISTEMA FIJO, 
C DESPUES CALCULA LA DERIV?'lDP. DE R ( I l. 
e 

IP=33 
IX=89 
IPD=Cf 
IS=l71 

0. 1 =P ( 90 l -·Pr• 1:::: l 
Bl=P <91 l-F·D (3) 

Cl=P<92l-PD<4l 
riA=P<33lCA1+PC36l*B1~~C391*Cl 
BB=P(34lCn1+P<37lSBliP(~9ltC1 

CC=P<35l*A1+PC3BltB!+P(41l*C1 
P<171l=P<105l+BB 
P<172l=PC106l-AA 
P < 173) =P < 1 07 l 
no 10 I=?,MM1 

IP=JP+9 
IX=1X+3 
IPD=F''D+JO 

A•=P<TX+l l-PD(!F'iH'. .. 
Bl=P ( IX+?l.-PD C IPD+:;; 
Cl =P C IX+3l -PD í IPD+I! ! 
VEC'.2 ( 1 l =P ( IF'l :rn1+P< IP~·3l *Bl +P ( IP+6l O'.Có 
VEC2<~l=P<IP+ll~Al+P(IP+4lSBJ+PCIP+7lt~, 

VEC2 (3) =P ( IP+2l *Al+f-' ( IP+5) ~ I!l +P ( IP+Bl o:C; 
P ( ISl =P ( l Cl5l +\IEC'.::í~. 
P ( IS+l l =P ( 106)-\IEC'.: t l l 
P < I S+2 l =P < 1 (17 ' 

IDX=!Oé' 
IQ=3(• 
DO 5 '1=2,! 

In= 1 ¡:i.s-c· 

IDX=IDX+~ 

IS=I!'H·'.:" 
VETJ (ll=PCIQ! 



VEC1 C2)=PCIQ+1l 
VEC1 (3) =P < IQ+2l 
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CALL CROSS<VEC1,VEC2,VEC3l 
PClSl=PCIDXl-VEC3C1l 
PCIS+1l=P<IDX+1l-VEC3(2) 
P(lS+2l=PCIDX+2l-VEC3(3) 

5 CONTINUE 
10 CONTINUE 

RETURN 
END 

C******************************************************************** 

e 

SUBROUTINE PIPTA<PD,P,B,Nl 
REAL PDC60l,PC480l,8(3,21) 

C REFIERE LA MATRIZ DE INERCIA DE CADA ESLABON AL SISTEMA FIJO 
C P<Il*1CCI>*P<I>T Y EFECTUA EL PRODUCTO POR LA MATRIZ COEFICIENTES 
C CACI)l DE THETA PUNTO. ALMACENA ESTE RESULTADO EN B, EN LA 
C SIGUIENTE FORMA: P<ll*I<Cll*PTC1l*A<1l EN B<I,ll 
C PC2l*ICC2l*PTC2l*A<2l EN BCI,2-3) 
C PC3)*I<C3l*PTC3l*AC3) EN B<I,4-6) 
C P<4iSI(C4l*PTC4l*AC4l EN B<I,7-10) 
C PC5l*1CC5l*PTC5l*AC5l EN B<I,11-15) 
C PC6l*I<C6l*PT<6lSAC6l EN B<l,16-21l 
e 

C13=PD<5l*PC35l+PDC6lSPC38l+PDC7l*P<41l 
C23=PDC6l*P<35l+PDC8llPC38l+PD(9l*P<41l 
C33=PD(7l*PC35l+PDC9l*P<3Bl+PDC10l•Pt41l 
B<1,ll=C13*P<33l+C23*P<36l+C33*P<39l 
BC2,1l=C13*PC34l+C23*P<37l+C33*P(40) 
B<3,1l=C13*PC35l+C23*P<3Bl+C33*P<41) 
IB=l 
DO 2 1=2,N 

IPD=5+10* ( I-1 l 
IP=24+9*1. 
IB=IB+l 
C11=PD<IPDl*PCIPl+PD<IPD+1l*PCIP+3l+PD<IPD+2l*P<IP+6) 
C21=PDCIPD+1l*P<IPl+PD<IPD+3l*P<IP+3l+PD<IPD+4l*P<IP+6l 
C31=PDCIPD+2l*PCIPl+PD<IPD+4l*P<IP+3l+PDCIPD+5l*P<IP+6l 
C12=PDCIPD>*PCIP+1l+PD<IPD+ll*P<IP+4l+PD<IPD+2l*P<IP+7) 
C22=PDClPD+1l*PCIP+1l+PDClPD+3l*P<lP+4l+PDCIPD+4l*PClP+7l 
C32=PD<IPD+2l*PCIP+1l+PDCIPD+4l*PCIP+4l+PDCIPD+5l*P<IP+7) 
C13=PD<IPDl*P<IP+2l+PD<IPD+1l*P<IP+5l+PDCIPD+2>*PCIP+8) 

· C23=PD C IPD+ 1 l'*P ( IP+2) +PD C IPD+3) *P < IP+5) +PD < IPD+4) *P < IP+8) 
C33=PDCIPD+2l*P<IP+2l+PDCIPD+4l*PCIP+5)iPDCIPD+5l*PCIP+8) 
B11=Cll*PCIP>+C21*P<IP+3l+C31*F'<IP+6> 
B12=C12*PCIPl+C22*PCIP+3l+C32•P<IP+6l 
B13=C13*P<IPl+C231P<IP+3l+C33*PCIP+6l 
B22=C12*PCIP+ll+C22*P<IP+4l+C32*P<IP+7l 
B23=C13•P<IP+l)+C23*PCIP+4l+C33*P<IP+7) 
B33=C13*PCIP+2l+C23*P<IP+5l+C33*PCIP+8l 
B <1, IB> =B13 
B<2, IBl.:B23 
B < 3, IB l =833 
IQ.:3(1 
DO 1 J=2, I 
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IQ=IQ+9 
IB=IB+1 
B<1,1Bl=B11*P(!Ql+B12*P<I0+1>+B13*P<I0+2l 
B<2,IBl=Bl2*P(!Ql+B22*P~IQ+l)+B23*P<I0+2) 

B<3,IB>=B13•P<IQ)+B23*P<IQ+1)+833*P<I0+2) 
1 CONTINUE 
2 CONTINUE 

RETLIRN 
END 

C******************************************************************** 
SUBROUTINE DRTDT<P,V,NM1> 
REAL PC4BO>,V<6>,DR<5,5,3) 

C CALCULA LA DERIVADA CON RESPECTO AL TIEMPO, DE LA PARCIAL DE R<I) 
C CON RESPECTO A THETA. 
e 

2 
4 

IS=171 
IP8=314 
IDS=213 
DO 10 I=2,NM1 

IS=IS+3 
DR<1,1,1)=-P<I8+1> 
DR ( 1, 1, 2) = P ( I Sl 
DR<l, 1,3l= O.O 
DO 4 J=2,I 

18=18+3 
DR ( 1 , J , 1 ) =-P ( 1 S+ 1 l 
DR<l,J,2)= P<IS> 
DR < 1 1 J, 3) = O. O 
DR<J, 1, 1>= DR<l,J, 1l 
DR<J,1,2>= DR<l,J,2) 
DR<~,1,3)= DR<l,J,3) 
ISA= IS 
IP=21+9*J 
DO 2 ~:~J, I 

DR<J,K,1>= P<IP+1>*P<ISA+2>-P<IP+2>•P<ISA+1) 
DR<J,K,21= P<IP+2>*P<I8Al-P<IP>*P<ISA+2> 
DRIJ,K,3>= PIIPl*P<IBA+ll-PllP+ll*PIISAl 
ISA=ISA+3 
lF(K.EQ.Jl"GO TO 2 
DR<K,J,ll= DR<J,K,ll 
DR(K,J,2l= DR<J,K,2l 
DR<K,J,31= DR<J,K,31 

CONTINUE. 
CONTINUE 
DO B J=l,I 

IDS=IDS+3 
P<IDS) =O.O 
P ( IDS+ 1 ) =O. O 
P ( 108+2) =O. O 
DO b K=l,I 

IPS=IPS+3 
PCIPS+1>=DRIK,J,1) 
P<IP5+2l=DR<K,J,2l 
PCIPS+3l=DR<K,J,3) 
P<IDS>=P<IDS>+DR<K,J,l)*V<Kl 
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PIIDS+ll=P<IDS+ll+DR(K¡J,2l*VIKI 
PIIDS+21=PIIDS+21+DRCK,JL3l*VCKI 

6 CONTINUE 
8 CONTINUE 
10 CONTINUE 

RETURN 
END 

C******************************************************************** 
SUBROUTINE GINEIPD,P,B,GI,NI 
REAL PDl601,Pl4801,Bl3,211,GIC6,61,VEC1131,VEC2C31,VEC3C31 

c 
C SE REALIZA EL CALCULO DE LA MATRIZ GENERALIZADA DE INERCIA 

DO 1 1=1,N 
DO 1 J=1,N 
GICI,Jl=O.O 

CONTINUE 
ID=! 
NM1=N-1 
IDR=171 
SP=PC1711*PC1711+PC1721*PC1721+PC1731*PC1731 

. GICl,ll=SP*PDCIDI 
DO 6 I=2,NM1 

IDR=>IDR+3 
ID=ID+10 
VEC1 l!l=PIIDRI 
VEC1C21=PCIDR+11 
VEC1C31=PCIDR+21 
SP=VEC1C11*VEC1C11+VEC1C21*VEC1C21+VEC1C31*VEC1C31 
GI 11, !l=GI 11, 11 +SF'*PDCIDI 
DO 4 J=2,I 

IDA=IDR 
IDR=IDR+3 
VEC2 C 11=P1 IDRI 
VEC2C21=P1IDR+11 
VEC2131 =P C IDR+21 
SP=VEC1111*VEC2C11+VEC1121*VEC2121+VEC1131*VEC2C31 
GIC1,Jl=Gil1,Jl+SF'*PDIIDl 
DO 2 K=J,I 

IDA=IDA+3 
VEC3C11 =P C IDAI 
VEC3 (21 =P C IDA+! 1 
VEC3131 =P C IDA+21 
SP=VEC2C11*VEC3(11+VEC2121*VEC3C21+VEC2C31*VEC3C31 
GICJ,Kl=GICJ,Kl+SP*PDCIDI 

2 CONTINUE 
4 CDNTINUE 
6 CONTINUE 

IDR=105 
SP=P<105l*PC1051+PC106l*PC1061+Pl1071*Pl107l 
GIC1,1l=GIC1,ll+SP*PDC511+BC3,1l 
DO 10 1=2,N 

IDA=IDR 
IDR=IDR+3 
VEC111l =P C IDR> 
VEC1C2l=PIIDR+1l 
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'JEC' t (::,;1 =I" < :C Df>; ·." 
SP=PC10Ci) ;:•.i.,..L:1 (l)+i"ilUbJ .t</ELJ (~'.)+r'(l01)~.v1;;L;i (~: .. · 
GT (1. Tl=GT (1, 1Hb~'1.F'D(~;-
DD 8 J=! .1' 

. IDA= I [)(\·: . 
IJEC? ( 1) =-P (ID(,; 
VEC2(2l~P<IDA+11 

vr::c::: e::' 1 "''" < I or.1-i ; ... , 

! 

SP=VCC1!llCVCC2(Jl+VECl t2J;VEC212l+VECi(~llVEC21~1 
G! ( I, ,J l =GI < l, .J l +SP4'.PD (~:l.· 

8 CONTJNUf':' 
J(1 COMTIMIW 

DO 16 J=2,t 1 

IB=IB+i 
GI ( 1, 1 l =G! ( 1,. 1) +El (3, !fil 
IQ=30 
DO 14 J=2,I 

IBA=IB 
IP=IB+1 
G! (1,Jl=-GI <1,,1l+DC3, !Bl 
IQ=lQ+9 
PO 1 2 1·:00J , I 

TBA=IB!'l+l 
GP=D<l,JPnliPCIOl-1-012~TDhltPllQ+1l+B(3,IBAlCPIIQ+21 

Gr <.J, n =G 1 «J " n ... ¡::p 
12 CONTIMl.IE 
14 CONTlNl~ 

16 COMTTMllE 
DO 18 1=1,N 

DO 18 ,J=l, N 
18 G I C.J , I l ==G l ( 1 , ,J l 

RETURN 
END 

c•**********rtc•csttftt•stict*'*tt~**trt**********************'****** 
Sll8F:our n.11:: ¡j[; HlE ( PD' F', [:' DG l, DG H-lf'', DG I l~, N) 
RFf\t Vi> Ct.c1) ,.F' (l\EtO), J.:;(:',, ::1), DGI (6, 6l, VECl ¡;:;), VEC2 (3), VEC3 (3), 
DG T l'F' ( !-- : l.) :i OG Il· 1 ( -~, .~ 6 \ ' 

r. CA' r~I !\Ji 1 (100 "1 t:t WJ 1'1é'. ' "'.· í'.é':é'•~· l '°1<::0. c. ('j ¡ ii.'.H., ·¡ ¡.¡¡::·rn f'"¡ CJ) DBTEI~ ID~·. t\L 
e DF.PTl.J(IR l.f.\ M!\TF'T7 GEt·•r.;R,'.!...Ji'{.!l;", Dr:'. rnu~Cl(\ y Slhi-'LlFICAf:. 
e RFALI7A El.. PROfltlrTn 11()TF:!C!(\I fJF Li'·\ PAF\CH·\L DE. k()) COM RESPECTO A 
r. THF:TA CflM LA PAF:CJ!\1 ne: H< l j r-·ro. COll RESPECTO A THETA y Lú 
C ALMACENA HI DGJ ( I.:. 

DO 1 1=1.'. 
DO 1 ,1=1, !" 

DE! ( ! , J) =('. ·:· 
CONTH!'.!r-
!fl!"' 
M~1 1 =1• 1 • • 

Ifln=!-:'' 
!PD='.2,-
!'r! ! () I "'/:. t·!t1 · 

Tfl=!D+ ! ·· 
IDA=l!lf 
DO 8 ,1= l. : 



IDR=IDF:·~ :' 
V1 X=P ( IDF'' 
V1 Y=F' ( IDR+ 1) 
V!Z=PCIDR+.'.::'' 
IDA=IDf' 

DC1 6 K=l,! 
IDA=IDA+3 
V!DX=P (IDA! 
V lDY=P ( IDA+! : 
V!DZ=P<IDF1+~:i 

SP=VlX*VlDX+VlYIVlDY+V1Z•v1oz 
DGI(J,K>=DGI(J,l<)+SP*PDIID> 

6 CONTINUE 
8 CONTINUE 

IDD=IDA 
1 O CONTI NLIE 

IDR=102 
IDD=135 
DO 14 1=1,N 

IDR=IDR+3 
V1X=P1 !DR) 
V1 Y=P <IDR+l) 
V1Z=P<IDR+2) 
IDA=IDD 
DO 1?. ,1=1, N 

IDA=IDA+3 
V1DX=P <ID(\) 
V1 DY=P < IDA+l l 
VJ DZ=P ( IDA+2l 
SP=V1XSV1DX+V!Y*V1DY+V!ZSV!DZ 
DGI<I,Jl=DGI<I,J>+SP*PD(51) 

12 CONTINUE 
14 CDNTINUE 
e 
C CALCULA EL PRODUCTO E ( I) Xl>J ( J l 

VEC211) =P <156) 
VEC2 (2) =P < 157l 
VF.:C2(3l=P<l.5Cl 
P ( ?.58 l =-VEC2 1;;· 1 

Pl259l= VEC'.2(1 
P(2b0l= Cl. t 
Pl2bll= Pl40l,VEC2131-Pl4ll,VEC~(~ 
Pl262)= Pl41lCVEC2111-Pl391CVCC213' 
Pl263l= Pl39>SVEC21?1-Pl40lSVEC211. 
IR=26' 
J~.l:c15ic 

DO 4 !=3, !• 1 

IR=IR+':"' 
Jt.J=Il<'+~ 

VEC211 ) =P 1 l ! I '• 
VEC212>=F'IIl•J+l; 
VEC213> =P ( I ~H~·· 
P ( IR l =-\JEC2 C.? 
P<IR+l l=' 1iEC2Cl 
P<IR+2l=O.n 



DO 2 J=2, I 
IR=IR+3 
IPA=21+9*J 
VEC 1 ( 1 > =P ( I PA) 
VEC1(2l=P<IPA+1) 
VEC1<3>=P<IPA+1> 
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CALL CROSS<VEC1,VEC2,VEC3) 
P (IR> =VEC3 <1) 
P <IR+1) =VEC3<2l 
P ( IR+2l =VEC3 <3l 

2 CONTINUE 
4 CONTINUE 
c 
C CALCULA El- PRODUCTO DE ATCI>XWCI>*I<Il*A<Il Y LO ALMACENA EN 
C DGIW<J,K>, LOS VALORES DE DA<IIT*Cl<IllA<Ill EN DGIAPCJ,KI 

IB=l 
IDI=255 
DO 22 I=2,N 

IDW=120 
DO 2<1 J:=1, I 

IDI=IDI+3 
V1X=P<IDI> 
Vl Y=P < 101+11 
Vl Z=P C IDH2> 
IBA=IB 
IF(J.EQ.11 GO TO 16 
IDW=IDW+3 
E1X•PCIDWI 
El Y=P C IDW+l) 
ElZ=P <IDW+2l 

16 DO 1i;l K=l, l 
IBA=IBA+l 
SP=V1X*B<1,IBAl+VlY*B<2,IBAl+V1Z*B(3 1 1BA> 
DGIW<J,Kl=DGIW<J,Kl+SP 
IFCJ.EQ.1) GO TO 18 
SP1=E1X*B<1,IBA>+E1Y*B<2,I8Al+E1Z*B<3,IBAl 
DGIAP<J,Kl•DGIAP<J,Kl+SPl 

18 CONTINUE 
20 CONTINUE 

IB=IBA 
22 CONTINUE 

RETURN 
END 

C******************************************************************** 
SUBROUTINE DERAC<P,V,A,N,DAI 
REAL P<4BOl,V<6l,A(6l,DA<3,21l,T<6,6,3),TV<6,6,3) 
COMMON DDT<6,6,3) 

C CALCULA LA PARCIAL DE LA ACELERACION DEL CENTRO DE MASA DE CADA 
. C ESLABON, CON RESPECTO A THETA Y LA ALMACENA EN DA<ESL,THETA<ESLll. 

C PRIMERO REALIZA LA PARCIAL TERCERA DE RCI> CON RESPECTO A THETA 
VlC=V ( 1>*V<1 l 
DA< 1, 1>=-P<171) *VlC-P <172) *A< 11 
DA<2,1l=-P<172l*V1C+P<171l*A<11 
DA ( 3, 1l = (l. Cl 
IDA=! 
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IPS=314 
DO 9 IL=2,M 

IP=:CO 
IFCIL.EQ.Nl GO TO 2 
DO 1 J=1. It 

DO 1 J=1, IL 
I PS= r PS-r:; 
DO 1 f,:=1, :;:. 
TCI,J,Kl=P<IPS+~l 

CONTINUE 
GO TO 14 

2 DD3I=l,IL 
DO 3 J=1, IL 
DO 3 K=l, 3 
TCI,J,Kl=DDT<I,J,Kl 

3 CONTINUE 
14 DO 8 JD=l, IL 

IQ=29 
IP=IP+9 
ID1=ID+1 
IDA=IDA+1 
TV ( 1, 1, 1 l =-T (ID, 1, 21 Jl:V1C+T (ID, 1, 11 il:A ( 1l 
TVC1,1,21= T<ID,1,11•v1c+T<ID,1,21SAC11 
TV < 1, i, 31 = T <ID, 1, 3 l U' (1 1 
no 5 r=2, IL. 

TV<1,I,1l=-TC!D,I,21 
TV < 1 , I , 21 = T ( l D, I , 1 l 
TV ( J, I, ~O= O. O 
TQ=-<IQ+? 

DO 5 J=J,JL 
TVCI,J,1l=PCIQ+21CTIJD,J,31-P(IQ+31ST<iD¡J,2l 
TV<I,J,21=PCIQ+3l*TCID,J,ll-P(IQ+1)*T<ID,J,3) 
TV<I,J,3l=PIIQ+ll,TCID,J,2l-PIIQ+2lSTCID,J,ll 
IF<IDl.GT.IL) GO TO 5 
IFCID1.EQ.2) GO TO 4 
IF<I.LT.IDll GO TO 5 
TEMP1=P<IP+21tT<I,J,3l-PCIP+3JCT<I,J,2l 
TEMP2=PIIP+31tT<I,J,11-PIIP+ll*T<I,J,3l 
TEMP3'-"P <TP+l l liT (1, .J.?\ -P C IF'+::I :\-T (! ,J, 11 
T\J ( I. J. J ) =TV ( r '.J. 1) + TEi'lr': 
TV(J.J.2l=TV(J,J.2l+TEMP~ 

TV<I.J.3l=TV<I.J,3l+TEMP~ 
l30 TO ~·, 

4 TV C I , ,1 , 1 l = TV C I , J , 1 ) -TV < I , J , 2 i 
TVCI,J,2l=TVII,J,21-1Vll,J,1) 

5 CONTINUE 
Il=Il-J. 
DO 6 l=l, Il 

IP1=H '. 
VIC=V <IP11 :J,V ( IF'l \ 
TEMP 1 =TV ( I p 1' I p l' 1 ) :;;•ne+ 1 ( I Ll' IP 1' 1 ) *A ( l F' 1 
TEMP2=TVIIP1,IP1,21CVIC+TCID,IP1,211AIIP1 
TEMP3=TVIIP1,IPl,3lSVIC+TCID,IP1,31SA<IP1 
TV < 1 , 1 , 1 1 =TV < 1 , 1 , 1 > + TEMF': 
TV(1,1,21=TVC1,1,21+TEMP2 



6 

-19-· 

TV<l,1,31=TV(l,l,31+TEHP3 
DO 6 J=IP1, IL 

VIJ=VCJllV1Jlt2.0 
TV <1, 1, 11==n1<1, 1, 11 +l V< I, j, 11 itVfJ 
TV<l, 1,21=TV<1,1,21+TV<I,J,2l*VIJ 
TV(1,1,31=TVC1,1,31+TVCI,J,31SVI~ 

CDNTINUF 
DAC1.IDAl=TV(l,1.ll 
DA<2,IDAl=TV(l,l,2' 
DAC3,IDAl=TV(1,1,31 

8 CONTINUF 
9 CONTINUE 

RETURM 
END 

C*************************************'****************************** 
SUBROUTINE DATP<P,V,DATI 
REAL P<4BOl,VC61~DAT15,5,31,E<31,EP<3),ET<31,VA<31 

c 
c CALCULA LA DERIVAN\ DE A PTO. Por~ THET(l PTO. CON RESPECTO A THETA. 
e DEL SEXTO ESL.ABDN, NO AL.MACENr~ EL PRIMER ELC::l'IENTO QUE ES NULO. 
e 

IP=38 
IW=155 
ICl•J=122 
DAT<1,1,11=-P(l2~1fV(~) 

DAT<1,.t,~)~- f"'<12c'.)'l, 1.I(;:') 

DAT(l,J,3)= (l,(1 

DO ~ 1"'2,5 
IP1=I+1 
HIT= I Cl•I 
I Cl•J== I CW+3 
DAT ( 1, I, 1 l=-P<ICl•l+21j:\,1(1P11 
DAT<l,I,21= P<ICW+ll*VIIP11 
DAT ( 1, I, 31 = O. (1 

E 11 l =P ( I P+ 11 
E<21="P(!P+2l 
EC3l=P<IP+31 
IP=IP+9 . 
IPC=,IF' 
EP ( 1 1 =P <T P~ : ' 
EP <21 =P ( IP~-2-, 
EP 131 =P C IP+3:· 
CAl.L. CF:OSS CE, EP, ET' 
E'F' ( 1 1 =F' ! I l•!+ ! .' 
EP (21 =F' C Hl+2) 
FJ''' < 3 l =F' 1 I ~H-3 l 
Il<.l=HJ+:: 
Jlo.IC"" 11•' 
C(\LL CROSS ( EP, E·r, VJ'.," 
DATII,I,1l=VAC11*V<IPll 
DATII,I,2l=VAC21CVCIPJI 
DAT ( 1, I, 31 =Vr'l (::!,);,':V C IPJ i 
DO 4 ,Jo=!,'.'" 

IFCI.EQ.J) GO TO ~ 

,1P!=J+: 



2 

IPC=IPC+9 
DO 2 K=1,3 

EP <K>=P < IWC+~:l 
ET<~:> =P < IPC+IO 

CONTINUE 
IWC=IWC+3 
CALL CROSS<EP,ET,VAl 
CALL CROSS<E,VA,EF'l 
DO 3 1<=1, 3 

DAT ( 1, J, ~:> =-EP (Kl 
VA <10 =-P ( I WT +10 
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3 CONTINUE 
CALL CROSS<ET,VA,EP) 
DAT ( I, J, 1) = <DAT.< I, J, U +EP ( 1)) *V (JPU 
DAT<I,J,2)=(DAT<I,J,2)+EP<2))*V<JP1) 
DAT<I,J,3l=<DAT<I,J,3)+EP<3))*V<JP1l 

4 CONTINUE 
5 CDNTINUE 

RETURN 
END 

e***~**************************************************************** 

e 
e 
e 
e 
c 

SUBROUTINE FZA<PD,P,N,V,A,TF,PAl 
REAL PD<69>,P<480),VCN>,ACN>,B<3,21),Gl<6,6l,DGI(6,6), 

DGIAPC6,6l,DGIWC6,6l,DVC6l,TF<N>,PA<24) 

GI < 1, J l 
DGI CI, J) 

ALMACENA LA MATRl Z GENERAL! ZADA DE INERCIA 
ALMACENA EL PRODUCTO MATRICIAL DE LA PARCIAL DE RCil CON 
RESPECTO A THETA CON LA PARCIAL DE R<I> PTO. CON RESPECTO 
A THETA, Y ESTE RESULTADO POR M(l). 

C DGIAP<I,Jl· 
C DGIW Cl,J) 
c 

ALMACENA EL PRODUCTO DE DA<I>T*<I<ll*A<lll, 
ALl'lf\CENA EL PRODUCTO DE AT < I) XW <I l * ( 1( l) *A ( I ll 

NM1=N-1 
GRAV=9.81 
CALL DRDT<PD,P,NM1l 
CALL PIPTACPD,P,B,Nl 
CALL DRTDT<P,V,NMll 
CALL GINE<PD,P,B,GI,Nl 
CALL DGINE<PD,P,B,DGI,DGIAP,DGIW,Nl 
DV(ll=PD<ll*P<173l+PDC11)*P<176)+PD<21l*P<182l+PD<31l*PC191l 
DV(11=DVC11+PDC41l*P(203l+PD<51l*P<107l 
DV<2>=PD<11l•P<179l+PDC21l*P<185l+PDC31l*P<194l+PD<41l*P<206l 
DVC2l=DV(2l+PDC51l*P<110) 
DV<31=PDC21l*PC188l+PDC31)*P<197l+PD<41l*P<209l+PD(51l*P<1131 
DV(4l=PD<31l*PC200)+PD(41l*P<212l+PD(51l*PC116l 
DV(5l=PD(41l*P<215l+PD<51l*PC119) 
OV<6l=PD(51l*P<122l 
WRITE C *, 100! 

100 FORMAT(/10X,'VELOCIDAD',6X,'ACELERACION',6X,'PAR GRAV.',7X, 
'PAR TOTAL'/) 

110 FORMATC2X,I2,4CE16.7ll 
DO 2 1=1, N 

DV(ll=-OV(ll*GRAV 
S=O.O 
DO 1 J=1,N 



T1 =DGI i I, J l +DGH;( 1,J) +DGIAP (J, ll 
S=S+GI ( l, J l ~:;1 (.1) ·I T1 :!:V (J l 

CONTINUr: 
TF < l l =S+DV < I l / 
t'IR JTE ( i;;. l l O) I, V <I l , A <I l , DV ( I) , TF O l 

2 CONTINUE 
C!\LL nnn. J°CPD. P, [:.'.l. A, DGI. DGJAP. DGHJ, N, PA, GI) 
RETUF:t: 

C*********~*ltS•rfl******'******;SSS*IE•''*'*****~*''*'''************ 
SUBROUTINE DINLl <PD,P,B,V,A,UGl,DGIAP,DGIW,N,PA,Gil 
REAL PDl60),P(480J,Bl3,21l,Vl61,A(6),USARl6,6l,URDACl6,6l, 

BCAC(A,6l,BAPl6,6l,ACIW<6,61,DAT<5,5,3),DA(3,211,DT213,6l. 
AC (3l , (\P (~:. 1 , VI 13), E ( 3) , Bi'l (~q , E:C ( 3) , DGI (6, 6), DGIAP 16, 6l, 
DGIWl6,6l,CDT<6,6J,CDTP<6,61,PAl24J,G!(6,6J 

COMMDN DDT(6,6,3) 
C '.ESTA SUBRUTINA ES Ú1PLEAD(.\ PAF\A OBTEl~ER LAS M?\TRlCES DEL SISTEMA 
C DINAMICO LINEALIZADO. 
C CALCULA LA ACEL.ERACION DEL CENTROIDE DE CADA ESLABON EN AC Y EL 
C PRODUCTO DE ESTA ACELERACIOl'-l CON LA DERIVADA SEGUNDA DE LA POSICTl1N 
C DEL CENTRO I DE POR LA M(.\Sf'.\, LO ALMACEMA EN OSAR ( I , J J • EL PRODUCTO 
C A<IlHI<Il*l•J(IlxAIIJ LO ALMACENA El' ACHJ<I,Jl(MATRIZ ANTIMETRICAl. 
e EL PRODUCTO or: A (PTOJ CON THETA <PTO) LO ALMACEMA EN AP ( l) y EL DE 
C A <THETAJ POR THETA <DOS PTOSJ Ei'l DT2 O<, ESLJ, SIENDO ESL EL NUMERO DEL 
e ESLnBnM. EL PRODUCTO M(\TRICH\L DE l(.\ P(-)HCli\L DE R<Il/D>: POR L/'.1 
C PARCIAL. DE LI"\ 0.CELERriCHl:»J GE h < J) ClJl·I F:ESf·'ECTO ?'1 THETA SE ?lLMACENA 
e EN DRDAC <I' J). El. PF:ODlJCTO (\ ( 1) H I ()) ~: rn CPTDl /D>:nHETA <PTOl) EN 
C BAP<I,.Jl Y ACilTU<Il*A<IJ:dAIIl CFTOl~:THETA<PTOl+A<J>*X<DDS PTOSJl 
C EN BCACII,.1l, SIENDO X=THETA. 

GRAV=9.81 
ACC1l=P < 171 > :tA C1l-P<172) ir.V (1) :t:V<1 l 
AC12l=Pl172l*A<1l+Pl171>*VC1l*V<1l 
AC(3l=Pll73l*A<1l-GRAV 
AP 11) =O. O 
AP (2) =O. O 

AP<3>=o;o 
DT2 ( 1, l l·=<(I. (l 
DT2 (2 1 1 l =O.<) 
DT213. J l =?· \ 1' 
CALL DERACIP,V,A,N,D~ 
CALL DATP(P,V,DAT' 
DSAR<1.ll=PDl1l:t(-P(l72)f~C(1l+PC171l:tACl21l 

DRDAC C 1, 1l=PD<1l*<PC171) >::DA <1, 1 l +P ( 172> *DA (2, 1l+F'C173) ll:DA (3. ll r 
IB=l 
IQ=29 
IA=!70 
IV=21'.? 
IDA=l!"' 
IPD=! 
IDS=3!4 
IDP=l 7C1 

IDAP=J 
DO 10 I =2, M 

IQ=IQ+9 
IDA=IDA+3 



IPD=IPD+l ¡) 
DO 1 .1=1,::; 

AC C,J) =O. O 
VI CJ l =O. C• 
APCJl=APl.ll+PCIDA+J>iVCII 
DT2<J,Il=DT2CJ,J-11+P!IQ+Jl*ACII 

CDNTINUE 
J~!I.NE.Nl GO TO ~ 

IA:o!O! 
IV=134 
IDP=10l 

2 IB~l=IE· 

DO 3 K=L 1 
IB=IB+í 
IA=IA+3 
IV=IV+3 
DO 3 J=i,3 

ACC.ll=ACCJ>+PCIA+J>SACKl+PCIV+J>SVCKl 
VICJl=VICJ)+B<J,IBl*V!Kl 
IFII.EQ.2) GO TO 3 
IF<I.EQ.Nl GO TO 3 
DAT<K,1,J>=DATCK,1,Jl+DAT<K,I-1,Jl 

3 CONTINUE 
IQM<=20 
nCCll=PDCIPDltACCll 
ACC21~PD<IPDltACC2l 

AC !3) =PD C I PD > ~' <AC C3J -GR~\Vl 
IDAC=IDt'.\P 
DO 9 J="'l,I 

IQV=IQM 
IBM=IBM+1 
IDP=IDP+3 
IDAP=IDAC 
E< 1l =O. O 
EC21=0.0 
E!3>=0.0 

.DO 7 K=t, I 
1QV=IQV+9 
IDS=IDS~ ::-
I DAP= IDAP+; 
IFCI.EQ.Nl GO TO ~ 

DSAU=P<IDS+11tAGC1l+PllDS+2lSAC!2l+PCIDS+3>SACC3l 
GO TO ~ 

4 DSAU=ACC11tDDT!J,~,l)+AC!21SDDTCJ,K,21 

DSAU=DSAU+ACC31$DDTIJ,~,31 

~ DSARCJ,Kl=DSAR(J,Kl+DSAU 
DRAC=PCIDP+ll&DAC1,IDAPl+PCIDP+21*DAC2,IDAPI 
DRAC=PDCIPDlSCDkAC+P!IDP+3>SDA(3,IDAP>> 
DRDAC<J,Kl=DRDACIJ,KJ+DRA: 
BM 11 l =AF' ( 1 J +DT2 (1, K> 
BM121=AP<2>+DT2<2,KI 
BM <31 =Af-' <31 ;·DT2 c:~. l'.i 
IFCK.EQ.11 GO TO l 
E (11 =P <I0\'+1; 
E (2) =P ( IQ\!+2) 
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E<0l =P CIQV+:.'\l 
CALL CROSS<E,BM,BCl 
BAC=BC(1lC8(1,IBMl+BC(2lSBC2,IBMl+BCC3JSBC3,IBMI 
BCACCJ,Kl=BCAC<J,Kl+BAC 
IF<K.EQ.Il GO TO 7 . 

. BAPA=DATCK,1,1lSBl1,IBMl+DATCK,1,21*BC2,IBM) 
BAPA=BAPA+DATCK.1.3l*BC3,IBMl 
BAPCJ.Kl=BAPCJ.Kl+DAPh 

CDNTlNUS" 
ACHI CJ, ,1 l =O.<'.· 
IFCJ.EQ.Jl GO TO e 
I QV=21 +9 ~· ~, 
ACA=-VI 12lSPCIQV1+VllllSPClQV~ll 
ACIWC1,Jl= ACIWC!,Jl+ACA 
ACIWCJ,1l=-ACIWl1,JI 
DO 8 L=J,I 

IFCL.EQ.Jl GO TO 8 
E ( 1l =P ( IQVl 
E C2l =P C IQV+I 1 
E 131=P1 IQ\1+2) 
CALL CRDSSCE 1 \'1 1 B1'1l 
IQV=IQV+9 
ACA=BM 11 l l!;P C IQV) +BM C2l >i:F' (!QV+l) +BM C3l ff' <IQV+2l 
ACIWCJ,Ll~ACIWCJ,L)+ACA 

i'eCHJ (l., ,J l =-ACH' (J, Ll 
e cm !T n11 w 
9 CONTIMUE 
!.O CONTINUE 

l•lflITE ( 6, 103 l M 
WRITE<S, 105l_ 
DO 12 1=1, N 

DO 11 J=l,N 
CDTCI,Jl=DSARII,Jl+DRDACII,Jl-BCACII,Jl+BAP<l,Jl 
SUM=DGI<I,Jl+DGICI,Jl+DGIAPCJ,Il+DGIAP<J,I) 
CDTP ( I, .1 l=SUM+DGih' C I, J l +DGHJIJ, I l-ACHJI 1, Jl 

11 CDNTINUE -
(,IRITEC6, 104l CGI CI,,J).,.1=1,t~l 
\o!R!TECó, 101'.) CCílTCI,Jl ,J•~l,I·!) 
t•.'F< I TE 1 l . 1 (11\' \ CDTI·' •'." , ,1 l , ,1"-1 . 1 ! ! 
MRITECC.104) PACil.PAII+Nl.PAll+N+Nl,PACI+lBl 

1.? CONTJM!..'::: 
t•JRI TF < ~:. 1 o:::: 
DO 15 I=l. t! 

81=0.'' 
82=0. ( 1 

83=0. (l 
DO 14 1<=1. t·! 

Sl= CDTCl,IO:l"PACIO+S1 
S2=CDTP<l,l<JrPACK+Ml+S2 
S3=Glll,KlSPA<K+N+Nl+S3 

14 CONTINLI~ 

S4=S1+S2+83-PAC1+181 
WRITECS,104lS1,S2,S3,S( 

15 CON TI NLI!:: 
WRITE < it., 1 O~l 
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C DO 100 L"-' 1 • 12(1 • . - - - - -

C100 !>!RITE<~:, 102) L, P <U, L+120, P <L+ 120>, L+24Ó, P (L+240l , L+360, P <L+36C>l 
C101 FDRMATU3X, 'ESCRIBE LOS VALORES DE LAS .. P.S'J) 
C102 FDRMAT(7X.4(I3,El3.6,~X~) 

103 FDRMAT <I'."' 
104 FORMnT<2X,5E15.71 
105 FORMAT<12::.' '/i 

RC7=SQRT(2.0' 
DO 17 J=L t' 

DO 16 J=L t'. 
F'A(Jl=Gl(l,Jl-CDT(l,J) 

16 BAP<I,Jl=GI<I,Jl*RC2-CDTP<l,J) 
17 ~!RITE(:!:, 106> <F'A(J),,1=1,111 

~!RITE<*, 105) 
DO 18 1=1, N 

WRITE<ll:, 1Cl6l <BAP< I, Jl, J=l, Nl 
18 CONTINUE 
1(16 FORMAT(3X,6E12.5l 

RETURN 
END 

SUBROllTINE PERIDD<EX,EY,XC>,YO,ARG,FU,DFU,DDFU,AX,BX,CX,YA,XAl 
REAL AX (21) 'BX (21) 'ex (21) 'XA (21) 'YA (21) 

CSI=O.B*<ARG-XOl/EX 
CALL SPLINE (21, 20, XA, m:' m:, ex' YA, CSI 'F' FS, FSS> 
FU=YO+EY;~F 

DFU=0.5tEYtFS/EX 
DDFU=EYCFSS/(~.OSEXtEXl 

RETURN 
END 

SUBROUTINE SPLINE<N,NN,T,A,B,C,D,ARG,F,FS,FSSl 
REAL A<NN>,B<NNl,C<NN>,D<Nl,T<Nl . 

EPS== 1. OE-6 
X= <ARG-T < 1 l +EPSl * (~\RG-T <Ml -EPSl 
IF<X.GT.O.Ol GD TO 3 
DO 2 K=l ,NN 

JF(ABS(ARG-T(Kll.GT.EPSI GO TO 1 
F=D Wl 
FS=CWl 
FSS=B <f·'.) +[: <:. 
RETUF'\,, 
CONTIMU!: 
IF<<T<K>-EPSl.GT.ARGl GO TO 2 
JF ( <T <l''.'Fl l -EPSl. LT. ARGi GO TO :: 
X=ARG-T <1·: 1 

X?=X:t" 
X3=X?~'" 

F=A 00 *X3+B C~'.l >n:2+C (1() ;j:X+D (i':J 
FS=3. o:rn (l.'.) *X2+'.;:. 011:8 (1() *X+C (JO 
FSS=6.0CACKllX+2.0SB<~l 

RETURt' 
2 CONTINU~ 

F=D<N' 
FS=C(l) 
FSS=B ( 1) +B ( 1 ) 
RETURN 



:' 

3 WRITEIL,41 ARE 
4 FDRMi:\T ( 3X, ' ERROR AL l NTERPOLAR' , E 15. 71 

ENT' 
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