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RESUJ(EN. 

El modelo que describa el comportamiento en flujo 

de aoluciones ~olimérica.s diluidas, con un factor de fricci6n 

dependiente de la conformaci6n, es modific&.do con la inclusi6n 

de car~cterísticas anisotr6picas, ineficiencia en la deforma

ción y tuerzas coul6mbicaa repulsivas localizadas en sus extr! 

mos, para simular el comportamiento reol6gico de soluciones·. 

de 'POlielectr6litos diluidas y concentradas en un flujo gene

ral bidimensional. 

Las propiedades reol6gicas se investigan en fiujos 

cortantes e hiperb6licos. Se presentan resultados de laa pro

piedades mencionadas y de cambios en 12.s config,.traciones de 

las macromol4culas en fiujos est&Cionarios y trt-.nsitorios. 

La infol'll!aci6n obtenida del modelo propuesto, indica 

que éste es ca~az de describir adecuadamente los dato~ exper! 

mentales disponibles. 



SUl,MARY. 

The dumbbell model for dilute polymer solutions 

with • confoI'lll&.tion dependent friction factor is modified to 

include &nisotropic characteristics, strain-inefficiency and 

a Coulombic repuleive force ~laced on the two beads, for sim!!_ 

lating the rheological behavior of dilute and concentrated 

polyelectrolyte solutions in a general two-dimensional-flow. 

Rheclogical properties are investig~ted in she~r 

and hypcrbolic flows. Resulte for the foregoing properties 

~~d for configuration cha.~geo in macromoleculee a.re presentcd 

in 2tc~dy and tri.nsient fiows. 

Infci"ületior. obtained from the modcl shows that this 

enablcc to describe correctly the available experimental d~ta. 
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l. INTRODUCCION. 

Los modelos moleculares que se hiln propuesto para el 

estudio de macromoléculas en soluci6n aon abundwite1 (4,5)+; 

sin embargo existe uno oue, no obstante su sencillez resultan

te de no considerar la naturaleza ~u!mica ni estructural de 

las macromol~culas reales, hace ~osible la descripci6n cuali

tativa de fen6menos de flujo de aoluciones poliméricas. 

Es debido a la abstracta concepci6n del modelo de 

"mancuernas", cuyo análisis se reduce al estudio de los cam

bios de una sola variable conocida como "vector de configuri:i.

ci6n11, lo oue le hace poseer la canacidad de orientci.Ci6n y de 

extensi6n para re~resentar transiciones de configuraciones ma

cromoleculares (de forma de ovillo a otras completamente exte~ 

didas), aue se presentan en múltiples situaciones de flujo. 

Aunrue se trata de un modelo sencillo, su éxito radica en la 

facilidad de 1ncorporaci6n de otros fen6menos oue influyen 

significativamente en el comnortuniento de las especies ou!mi

cas, tal.es como son las fuerzas intrfl. e intermolecularea y 

las hidrodinámicas. 

Los resultados de los trabajos cue bajo este enfooue 

f Las referencias numeradas aparecen en la secci6n correspon
diente. 
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se han publicado son muy alentadores nornué reproducen conve

nientemente, de manera cualitativn, algunos datos experimenta

les y representan el mejor fundamento para establecer los obj! 
' 

tivos de esta dbrb: 

l.- Predecir el com~ortamiento en fiujo de macromollculas con 

estructuras ionizables, en un amplio intervalo de concentraci2 

nes. 

2.- Estudiar las variaciones conformacionales de las macromol! 

~ulas con respecto al grado de rigidez o flexibilidad molecular. 

3.- Desarrollar u.~ modelo que pronorcione cualitativemente la 

descripci6n y las manifestaciones macroscópica~ de soluciones 

polimlricas, en varios tipos de fiujos. 

Pera logrer lo anterior se utilizan los sig1.\ientes 

modelos din~.rnioos ~ue sobre oolímeros en solución se hen ~ubl! 

cado: 

b) ~odelos que asignan características isotrónicas o anisotró

picas a las macromollculas en flujo. 

b) Vodelos de molfculas de alto peso molecular con carFas elf~ 

tricas e ieotrópicas. 

De la conjunci6n de dichos modelos se desarrolla y 

~ropone otro oue, no ~6lo en~loba los ar..teriores sino ~ue con 

ciertas modificaciones, es capaz de describir el comport~nien

to de soluciones de concentrbciones el€Vaá&s. 

La referencia a sistema$ concentrados aebe interpre

t~rse en el sentido de oue los movimientos de las m~cromolé-
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culaa estmi restringidos por sus vecinas, es decir, existen 

entrecruzamientos entre ~olímeros oue ~roducen inter.cciones 

de importancia, pero sin ller,ar & ocurrir tranaiciones nem,

ticas (secci6n 3.6.5). En este nivel de concentraciones pue

den utilizarse m,todos y re&ultados de las teorías de solucio

nes diluidas (3). Lo anterior juEtifica el amplio desarrollo, 

previo al tratEi..~iento de soluciones cor.centrad~s, que se hace 

y sin el cu~l la explicaci6n de los resultados no sería mani

fiesta. 

Todo el desarrollo oue se present&.rl y 1~ totalidad 

de los resultados, se refieren a sistemas polimlricos ir.onoái! 

uersos, debido a que el aspecto cu~litativo representa el in

terfs princi'!)al y es una forma de conservar la gener¡,,lidE·.d y 

eencillez del ir.odelo; sin embargo es conveniente E·.Clhn,r nue 

existen investi~aciones en las oue se h&.n incluido distribuci.2, 

nes de pesos moleculares plil'b hacer com~araciones con aistcrnb.s 

específicos (16). 
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2. CONCEPTOS BASICOS. 

La diferencia exiatente entre la mecimica de fluidoa 

no polim,ricos y la de los fluidos polim,ricoa nueda demostr! 

da, de manera cualitativa, al observar fen6menos ~ue no se~ 

nifiestan en los primeros; mientras cue en los segundos adnui! 

ren apariencia de es~ectacularidad, algunos de ellos son~ 

a) Denendencia de la viscosidad de la ranidez de corto. 

b) Efecto Weissenberg. 

c) Hinchaz6n del m,¡¡,teria.1 a la salidk de conductos. 

d) Tendencia a recuperar las dimensiones origiru,.les despu,s de 

la anlicaci6n de esfuerzos. 

e) 1en6meno de Toms. 

Todos estos comportamientos, ~ue en un principio 

fueron catalogados como an6mGlos, aon producto de los CEl.l!lbios 

en los arreglo• estructura.lea de los sistema.a ~oliméricos. 1m 

un caso narticula.r, limitándonos al estudio de soluciones po

liméricas, fatas, aun en renoso, hdouieren un sinndmero de co~ 

figuraciones; entendi,ndose nor configuraci6n el arreelo geo

métrico instantáieo rue posee unh macromolécula. 

Si al fluido se le aplica alf:Ún esfuerzo, las mol,c!!_ 

lae susnendidas en el disolvente son forzada• a cambi~r BUS 
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formas y su distribuci6n de configuraciones se modifica; en 

suma, las mol4culas tienden a orientarse h;;,.cie. una direcci6n 

especifica. Loe ca.mbios configu.racion~les producen modific¡.

ciones en lts pro~iedades reol6gicas de la soluci6n, eviden

ciando la de~endencia de 4stas de las deforrnhciones. En otras 

nelabras, las conetmtes materiales ~ue satisfactoriwnente ser 

VÍlill pEI.I'a la descrinci6n de fluidos newtonianos, son incapa

ces de caracterizar líauidos nolimfricos. 

En el caso de soluciones concentra~as y ~ol!meros 

fundidos, el comnortamiento reol6gico est, reeido nor inter~~ 

ciones muy fuertes entre las mol4culas. Sin emb~rgo, lo~ PW1tos 

donde ocurren las inter~cciones no son estático~, carr.bi~.n de 

lugar durante la deformacidn del material; aparecen y de~e~;,:.

recen en diferentes sitios, dando lug-a ~ uniones físicas o 

entrecruzamientos tem~orales. 

Como consecuencia del comnlicedo cornnortarniento de 

los l!ouidos con componentes macromolecul,res, se nresenta la 

necesidad de introducir nuevas nroniededes ~ue sirvé.I!. para e~ 

racterizerlos, tanto teórica como exneri~ental.Clente; estae pr2, 

piedades ae definen en t~rrninos de le.e reswestt,s de loa flu,! 

dos a deformaciones específicas y bien conocidus. 

Una cus.lidad adicional <1ue trae IIIE.yores dificultades 

al estudiar estas sustancias, es que sus res-puesths dependen 
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de cdmo han sido deformadas anteriol'l!lente (materiales con me

moria), igualmente, nueden efectuarse análisis sometiindolas a 

deformaciones periddicas aue desembocan en el tratamiento de 

variables denendientes de factores frecuenciales. En resumen, 

las funciones materiales, como se conoce a estas nuevas propi! 

dades, dependen de la rapidez y tipo de deformacidn, de la fr! 

cuencia y del tiempo y proporcionan diversos medios de caract! 

rizacidn reoldgica en diferentes tipos de flujos estacionarios 

y transitorios. 

A causa de que la mayoría de los flujos son complejos 

desde el punto de vista geom,trico y por limitaciones experi

mentales, se utilizan sistemas de flujo simples que sirven pa

ra representar aquellos que tengan importancia en el laborato

rio y en el campo industrial. Los dos flujos que comdnmente se 

emplean son: flujo cortt<nte y flujo elongacional. 

2.1. 1'1,UJOS CORTANTES. 

Un fiujo cortante simple estacionario puede represe~ 

tarse como aouel oue se genera entre dos nlacas paralelas, es

tando la superior en movimiento con cierta velocidad (Pig. 2.1), 

El perfil de velocidades está dado por: 

V= V= 0 
y z 
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siendo 1 la ral)idez de deformaci6n. 

El movimiento del fluido se caracteriza por los des

plazamientos de sus ~lanos materiales que conservan su comnos! 

ci6n y la distancia entre ellos. Como se trata de un flujo ho

mogéneo, la deformaci6n es independiente de la l)OBici6n y de 

la medida del elemento material, esto significa que la rapidez 

de deformaci6n es igual a la velocidad relativa entre dos capas 

de fluido dividida entre la distancia que las separa, nudién

dose escribir en términos de variables macrosc6l)icas. 

(2.1) 

En coordenadas cartesianas, el tensor gradiente de -

velocidades tiene la siguiente forma: 

(º 
1 o ) ~vi • 

r =~=, : o o 
o o 

(2.2) 

y el tensor rapidez de deformaci6n: 

·e 
l 

D D =l ~ o 
o 

(2.3) 

En un flujo viscométrico como éste, pueden definirse 

tres funciones materiales: funci6n viscosidad y primer y se~ 
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do coeficientes de esfuerzos normales. Su definici6n en coord!, 

nadas cartesianas es la sie:uiente ( los t. . son los componentes 
1J 

del tensor de esfuerzos): 

1unci6n viscosidad: 'l = &x/t (2.4) 

Primer coeficiente de esfuerzos normales: 

{ 2.5) 

Segundo coeficiente de esfuerzos normales: 

(2.6) 

Si se trata de un fluido newtoniano, la f'unci6n vis

cosidad es constante y los coeficientes de esfuerzos normales 

son nulos. 

Estas tres funciones reciben el nombre de funciones 

viscom~tricas, porque determinan com~letamente el est~do de e~ 

fuerzos en un fiu;fo cortante y es demostn,;.ble que son funciones 

pares de la rapidez de deformación (4). 

La viscosidad de l!~uidos polim,ricos es un~ f'unci6n 

de la rapidez de corte, ya. que al variar ~sta, se producen e~~ 

bios en la estructura interna de las soluciones. Cui:ll'ldo e.e re-

presentan ~áfice.mente, en coordenadas logar!tnic~s, vi~cozide~ 

contra la ra~idez de deformaci6n, se encuentra ~ue a t ~e~ue

fias la f'unci6n tiende a un valor constante,., conocido como 

"viscosidad a cero rapidez de deformaci6n". En l!riuidos pseu

do,llsticos, aue son los más conocidos, a mayoresi: aparece 
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una regi6n lineal denominada "regicSn de la ley de la potencia" 

7 a~ muy grandes se observa nuevamente independencia de es

ta variable, representmdose por1t00 , "viscosidad a rapidez de 

corte infinita". 

Se ha encontrado que el primer coeficiente de esfuer 

sos normales es positivo y presenta las dos primeras regiones 

de la funci6n anterior, es decir: 'f.,o 7 una regi6n ley de la 

potencia posterior, con la peculiaridad de nue a bajasf es PtO 

porcional al cuadrado de esta cantidad. 

El segundo coeficiente de esfuerzos normales es el 

menos conocido, existe incertidumbre en su signo aun~ue se CO!! 

sidera negativo 7 del orden del le»' del primer coeficiente; P! 

rece ser aue tambi4n existe una reg16n lineal como las indica

das para "'\ '1 ~, , pero los valores extremos '!i,o 7 ~i,eo no se 

han encontrado. 

Como se mencion6 con anterioridad, las respuestas en 

experimentos transitorios son específicas del tipo de fiuido y 

proporcionan otra forma de caracterizaci6n reol6gica, dando l!! 

gar a otras funciones materiales diferentes a las primeras. E! 

tre los experimentos a r4gimen no estacionario estdn aauellos 

conocidos como "crecimiento de esfuerzos al inicio de un fiujo 

cortante estacionario", cuya representaci6n mu7 simplificada 

se presenta en la figura 2.2. 

n fiuido se encuentra en reposo para t~o, de modo 
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' que no existen esf'u.ermos al iniciarse el fiujo a t=O; en ese 

miamo instan~e se aplica un gradiente de velocidades denotado 

pori•• 

El objeto de este experimento es observar.el cambio 

del esf'u.ermo con el tiempo, al aproximarse a 1111 valor a rlgi

men permanente. 

l\mciones materiales: 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

La cualidad ús importante. en este ti-po de experime!'.! 

tos, es la aparicidn de un valor múimo en las funciones antes 

de alcanzar el rlgimen estacionario. Puntos importantes que d! 

ben tomarse en cuenta son: magnitud del máximo, tiemno en el 

que se alcanma y el valor al estado estacionario. 

Cualitativamente se encuentra dile sdlo para muy ~e

quef1os valores de to , el esfuerzo cortante se aproxima en f2_r 

11& monotdnica a su valor final. 

Para grandes Yo , 1\,<t alcanza un mimo· ·y posterior

mente tiend~ a su valor estacionario; l)Ueden present~se osci

laciones alrededor de~ (t,). El tiempo en el que aparece el 

máximo disminuye al aumentar el valor del gradiente de veloci-
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dades. 

La misma dependencia se nota para la primera difere!! 

cia de esfuerzos normales. Al comparar datos de x1 y viscosi

dad, se observa que la cantidad 'f~/'i, , se incrementa m4s len 

tamente que '\"' /1\ , alcanzando su primer máximo en un tiempo 

posterior y su magnitud es menor. 

2.2. lPLUJOS ELONGACIONALES. 

Cinam4ticamente pueden definirse mediante un gradie!! 

te de velocidades- expresado como: 

. 
( es la rapidez de extensidn principal o rapidez de elonga-

ci6n y puede ser :f\mcidn del tiempo. 

Por condicidn de incompresibilidad, se requiere oue 

L,VA~=O, lo que permite relaciones entre los componentes de la 

·traza del tensor y diferentes categorías de estos fiujos: 

a) Plujos elongacionales uniaxiales, .J" =2, .J23..= J'!I~ =-1 

b) Plujoe elongacionales biaxialeat ~ .. =l, .Jn=~?,'!, =-1/2 

c) Plujos extensionales planares: ,J., =l, v,.1,.=-l, :J,)-o 
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Bl primero de ellos se aproxima en el proceso de al!,r 

gar un filamento de tluido, al aplicar fuerzas en sus extremos; 

como el tlujo es axialmente simltrico, el tensor de esfuerzos 

tambUn lo es, con °"u. • I 3,. 

as! que existe solamente una diferencia de esfuerzos normales, 

detinUndose una funcicSn material, con unidadea de viscosidad, 

del modo siguiente: 

• • 
'\ (€): (';" - b ?,2. . 

E. 
(2.10) 

y conocida como viscosidad extensional. 

Si se define la deformacicSn E. , como el logaritmo del 

cociente de la longitud tinal del el•ento del tluido (L) entre 

la longitud original del mismo (L0 ), la rapidez de elongacicSn 

es 

• dlm.L 
E:.. dt (2.11) 

La longitud tinal puede considerarse como la distan

cia entre dos puntos •teriales, medidos en la direccicSn del 

alargamiento. Integrandos 
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( 2.12) 

Lo anterior significa que la separaci6n entre puntos 

materiales varia exponencialmente con el tiempo, en contrapos.! 

ci6n a lo que sucede en flujos cortantes donde la separaci6n 

entre puntos materiales es proporcional a la duraci6n del cor

te. La tendencia para producir orientaciones de las macromolf

culas es mayor en flujos elongacionales. 

En loa flujos biaxialea se producen orientaciones en 

el plano perpendicular al eje de simetría. El flujo extensional 

planar, se puede simular en un dispositivo de cilindros rotat2 

rios. 

Si se trata de flujos elongacionales a rfgimen no e! 

tacionario, se define la viscosidad extensional como 

(2.13) 

La característica más sobresaliente para esta clase 

de flujo, radica en q11e aparentemente no se alcanzan valorea 

al estado estacionario, incluso a valores muy bajos de veloci

dades de elongaci6n (4). 
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2.3. PLUJO GENERAL BIDIMENSIONAL. 

Un flujo lineal bidimensional general está represen

tado por la siguiente expresi6n: 

\J -r. r - : - (2.14) 

en la que el tensor gradiente de velocidades es (17): 

(2.15) 

El tipo de flujo bidimensional depende de la magni

tud del parát:letro l . 

La importancia tunda:nenteJ. de considerar eeta clase 

de flujo se debo a que es posible obtenerlo er.perimentalmente 

en un dispositivo de dos o cuatro cilindros rotatorios o apar_! 

to de faylor, el cual consiste de cuatro cilindros, cuyos res

pectivos centros forman un cuadrado (Pig. 2.3). 

El pardmetro del tipo de flujo l, es determinado 

por las velocidades de rotaci6n del par de cilindros 1 y 3 con 

respecto a las de los restantes, utilizando varias combinacio

nes de diámetros y de separaciones entre ellos. Cuando A= 1, 

el flujo es extensionol (tembi4n llamado hiperb6lico) y confo! 

me l disminuye se aflade verticidad hasta alcanzar el valor de 

menos uno, en el que el fiujo es rotacional; el caso de fiujo 
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cortan.te se obtiene cuando A= o. 

Este sistema experimental posee flexibilidad para•! 

mu.lar gran variedad de flujos bidimensionales, es muy dtil en 

la investigacidn de propiedades de soluciones polimlricas. Loa 

detalles de su constitucidn y :f'uncionamiento pueden encontrar

se minuciosamente explicados en otras publicaciones (16, 18, 

25), sin embargo es importan.te hacer notar que, 'POr cuestiones 

de operacidn su mecanismo 6ptico gira 45º y el tensor gradiente 

de velocidades sufre modificaciones que alteran. sus componen

tes, siendo as! como aparece y se emplea usualmente. 

La matrim de transformacidn que representa una rota

cidn alrededor del eje OZ es (1): 

(°ºªª sene n ~ -se:8 cose ( 2.16) 

o 

0 para un dngiilo de 45: 

Qs tL (-~ 
l ~J l (2.17) 

: 2 
o o 

y por la regla de transformacidn de tensores de segundo orden 

indiferen~es (32): 

,. 'l' 
' = Q· r- Q ( 2.18) - . - -- - - -
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Sustituyendo (2.15) y (2.17} y efectuando el produc-

to: 

,.., . r .. t 
= 2 

( 
(l+).} 

-( l~'-> 
(1-l} 

-(l+A} 

o 
(2,19) 

6ste es el to~sor gradiente de velocidades que se utilizar4 en 

secciones posteriores. 

2.4. PROPIEDADES DD FLUJO, 

Puede decoetrarso bajo ciertas condiciones (4), que 

um:. cceeno. polimfrica se comporta como un resorte cuya tensi6n 

puede erprcccrce, de manera muy general, de le sig11iente terma: 

!= K(r}.r (2.20} 

K(r} define cualQuior ~ci6n escalar de la magnitud de.!:• 

El tensor de esfuer~oe de una soluci6n diluida de p~ 

l!meros es ( 5} : 

( 2, 21) 

¡~ es la contribuc16~ debida al disolvente: 

( 2,22) 
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,~es la viscosidad del disolvente. Para la contribuci6n del 

polímero, se emplea la expresi6n de Kramers: 

n.- densidad num4rica de entidades macromoleculares. 

k.- constante de Boltemann. 

T.- temperatura absoluta. 

¡.- tensor unitario. 

!·- vector que une los extremos de la mol4cula. 

( 2.23) 

?e·- tensi6n en el conector nue actúa a lo largo de!• 

().-indica el promedio sobre todas las configuraciones pos! 

bles (Secci6n 3.3). 
\ 

Si el análisis se limita a lt y además se elimina 

la contribuci6n isotrdpica: 

( 2. 24) 

Sustituyendo (2.20): 

~ f = K( r) ( ! ! } ( 2. 25) 

( 2.26) 

en la penúltima ecuacidn se ha utilizado la aproximaci6n de 

Peterlin (15), que establece Que los coeficientes dependientes 
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de la magnitud de¡, pueden eer reemplazados por loe valoree 

instantineoe del promedio de dicha cantidad. 

Tensor ( ! ! ) : 

(x1) 

<i> 
o 

Eroresiones de las funciones materiales: 

( 2.27) 

Para un fiujo cortante simple, en el aparato de 

o Ta1lor, el tensor(! !) se encuentra girado -45 en el plano 

XY, entonces es necesario utilizar la regla de transformaci6n 

(2.18) con el fin de obtener las expresiones correctas. 

(!: !:) = 

1 2 2 1( 2 2 
2((x )+(1 ))-(xy) 2 (x )-{1 )) 

1 2 2 
2({x }-{1 ) ) 

o o 

,.. 
a) Esfuerzo cortante: S=?,.,. 

xy 

" L_ 2 2 S= ~(r)((x )-<Y)) 

o 

o ( 2 .28) 

( 2.29) 

~ 

b) Primera diferencia de esfuerzos normales: N1=1; ........ -'t ..... XX yy 

( 2.30) 
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,. 
c) Segunda diferencia de esfuerzos normales: N2= 1 ..... -"t ... , 

ff zz 

(2.31) 

d) Esfuerzo elongacional. Para esta propiedad se emplea la fg_r 

ma (2.27) de (r r's Ni'=l' -7 
- -1 XX ro71 

( 2.32) 

2.5. BIRREPRINGBNOIA. 

La birrefringencia es una medida de la orientaoi6n 

molecular de un sistema. Puede definirse como la diferencia 

entre los mdices de refraccidn de diferentes regiones del•.! 

pacio (19, 31). 

Se distinguen dos variantes de este fendmenos 

a) Efecto Kerr.- Birrefringencia inducida por un campo ellc

trico y como 4ste no es de importancia para el presente trab!, 

jo, se remite a fuentes más apropiadas (7,14). 

·b) Efecto Maxwell.- Birretringencia inducida por un gradiente 

de velocidades; es decir, durante el fiujo '()Ueden producirse 

varios índices de refraccidn en diferentes direcciones, lo que 

crea anisotropfa dptica. Este ten6meno tiene sus manifestaoig_ 

ne~ más claras en soluciones de macromo14culas, poroue el gr~ 
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diente de velocidades favorece la orientaci6n de las cadenas, 

sean o no nexibles. 

Por esta raz6n, las mediciones.de birrefr:Lngencia 

se usan para obtener 1nformaci6n directa de los cambios de la 

configuraci6n de macromol4culas en solucibn, sometidas a dife

rentes tipos de nu3os. 

Bl efecto Maxwell y el efecto Xerr son funciones de 

la polarizabilidad 6ptica, que ea una cantidad tensorial. 

Con el.objeto de obtener el promedio configuracional 

de loa invariantes del tensor para calcular la propiedli.d ma

crosc6pica deseada, es necesario tomar en cuenta lae contrib!! 

ciones de las unidades estructurales de las cadenas (14), Las 

polarizabilidades 6~ticas de las unidades estructurales menc~o 

nadas y su configuraci6n determinan la birrefringencia del 

sistema. 

Si al tomar globalmente la multitud de configuraci,2. 

nes moleculares, se encuentra c.ue el sistema est4 orientado 

uniaxialmente por acci6n del fiujo, los ejes de las cadenas 

se alinean con respecto al eje de deformaci6n, obteni,ndose 

una simetría cilíndrica alrededor de este eje. 

n tensor de polarizabilidad 6ptica promedio que r!. 

presenta estas cadenas, ad"uiere forma diagonal al ser refer! 

do a un sistema de coordenadas con una de ellas paralela y 

las dos restantes perpendiculares al eje de simetría. Lapo-



larizabilidad promedio en este sistema de referencia es: 

" = ... (31-wr)/2 

·e 3"-wr)/2 
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(2.33) 

La condici6n de simetr!a produce dos componentes trEl!!s 

versales iguales. "res el componente promedio del tensor en la 

misma dirtcci6n que la del eje de simetr!a. 

Es muy fácil demostmr que: 

w= ~traza(¡) ( 2.34) 

por tanto, w es un invariante de!• Si la enisotrop!a del ten

sor es muy pe~uefia, ~ste '!)Uede ser sustituido por la polarizi:!.

bilidad escalar w. 
El índice de refr~ccidn n, puede relacionarse con la 

polbrizabilidad escalar segdn la rel~cidn de Lorentz-Lorenz (31): 

2 
n - l 4"11 lv) -

2 = T ~v " 
n + 2 

( 2. 35) 

Y es el ndmero de cadenas en el volumen v. Los !ndices de re

·rraccidn h lo lergo de ce.da uno de los ejes principales de de

formaci6n, pueden obtenerse de las pol~rizabilidades res~ecti

vas utilizando esta ecuacidn. 

El tensor de pola.rizabilidad -puede ser relacionado 
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con el vector extremo-extremo, promediando las contribuciones 

de los elementos individuales le la cadena polimlrica. La der,! 

vacidn de esto proporciona la siguiente expresi6n (15): 

( 2.36) 

N es el mSmero de subunidades estadistioas que constituyen la 

cadena, p y q son constantes independientes de la configura-

ci6n molecular, y res la magnitud de vector extremo-extremo. 

Se encuentra que la birrefringencia ~n, es proporcional a la 

diferencia de los valores propios del tensor(!!}• 

( 2.37} 

Bes una constante de proporcionalida&funcidn del indice de 

refraccidn de la solucidn, de la concentracidn de la misma 

(g/cm3), del ndmero de Avogadro, del peso molecular y de las 

polarizabilidades paralela y normal al eje de la cadena. 
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J. DESARROLLO TEORICO. 

La mayoría de los primeros intentos hechos para dhr 

una repr~sentaci6n adecuada de las macromoliculae de uru,. solu

ci6n en flujo, trataban de considerarlas segdn un sentido fíe,! 

co muy directo, es decir, modelos de mdlti~les esferas y cone2, 

toree, siendo las primeras representaciones de grupos de unid! 

des monom,ricas y los segundos sír.iiles de enlaces (lPir. 3.1). 

Para el tr~tamiento siguiente, el punto de vista es 

de general y se su~one que un polímero est4 representado nor 

una mancuerna. 

Una mancuerna es una forma muy idelizada de uru,. mo

licula, que consiste de dos esferas o cuentas unidas nor un r~ 

sorte (Pig. 3.2). Las esferas tienen masas 111¡ y m2 y ra.dioe: ct,1 

y~ respectivamente. La localiza.ci6n de Cbda uno de los cen

tros de las esferas está dada por los vectores de nosici6n !:¡ 

y r2, con respecto a un sistema de coordenadas fijo. El vector 

de confieuraci6n r= ! 2 - r1 , especifica la distW1ci~ inst~.ntl

nea entre los centros de las esferas y la orientaci6n de lá m~ 

cuerna en el espacio. 

Al adoptr..r este modelo para describir las nropied~

des de una soluci6n diluida de nolímeros, significa que h cada 

macromol~cula se le está tratando simnlemente como un..-. "p&rt!-
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oula deformable" (27), que comparte dos características inhe

rentes a un polímero flexible en solucidns capacidad de orien

taci6n y deformaci6n en fiujo. De este modo, es posible modelar 

dinúicamente los cambios de conformaci6n molecular, tales como 

alargamientos, que se manifiestan en el incremento de la magn! 

tud del vector de configuracidn. 

Además se hace la aclaraci6n de que se estm omitie~ 

do los aspectos finos de la estructura de la cadena (presencia 

de radicales, grupos funcionales, tipos de enlaces, etc.). 

Algunas consideraciones adicionales son: llay "n" m~ 

cuernas por unidad de volumen, suspendidas en un disolvente 

newtoniano cuya viscosidad es 'V\. s y no existen gradienteE de 

concentracidn; se supone Que la solucidn está lo suficienteme~ 

te diluida para evitar interacciones entre ellas. 

El mltodo que se sigue para analizar la respuesta de 

la mancuerna al fluir la soluci6n, consiste en eltl)resar un ba

lance de lae :f'uer~as que actdan sobre ella. Las fuerzao que se 

consideran son las siguientes: fuerza de fricci6n hidrodin4mi

ca, fuerza del conector, fuerza browniana y fuerza coul6mbica 

(para el caso de polielectr611tos). 
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3.1. JIOERZA DE PRICCION HIDRODINAlffICA. 

Se desiga por !ti la fuerza de fricci6n hidrodir1'mica 

entre la mollcula de polímero y el disolvente. Se supone que 

está localizada en los extremos de la mancuerna y tiende a ori,!11 

tarla y a alargarla en el campo de flujo. 

LlL fuerza de arrastre o,ue experimentan las esferas 

está dada por la ley de Stokes: 

I'= -6'1C11 0.. V 
- \.S -

(3.1) 

que expresar La fuerza de arrastre es proporcional a la veloc! 

dad relativa de la esfera y el diéolvente. 

Se supone adeús, que la presencia de la mancuerna 

no altera el campo de flujo del disolvente en la vecindad de 

Con el propdsito de avanzar de lo sencillo a lo com

plicado, puede representarse esta fuerza de tres formas difere~ 

tesr 

1° Caso.- Pu.erza de fricci6n hidrodinámica con un 

~oeficiente dependiente de la conformacidn e isotr6pico. 

P. • ~ (L' • r• - r•) 
-h e = - - (3.2) 

obsirvese que se trata de una ley de Stokes modificada. 



T ~·= (VV) .- tensor gradiente de velocidades. 

r•.- rapidez de cambio del vector de configuracidn. 

L'•r'.- velocidad del nuido. = -
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~.-coeficiente de fricci6n, funci6n de la magnitud del vec

tor de configuracidn. 

El origen de la dependencia 1í=~(~), proviene de la 

consideracidn de interacciones hidrodindmicas dentro de la ca~e 

na. Cuando la cadena se encuentra en ausencia de fiujo está e~ 

rollada y la mayoría de los elementos de su interior no están 

expuestos al fiujo cuando ,ate se inicia, lo que produce que 

sea pro~orcional a las dimensiones de la mol4cula enrollada. 

Conforme el polímero vaya siendo distorsionado por el fiujo, 

más y más elementos de la cadena entrardn en contacto con el 

fiujo del disolvente y contribuirdn, en forma adicional, a la 

fricci6n hidrodinúiica. 

En este caso se supone que la fuerza de fricc16n es 

isotr6pica y que el valor del coeficiente aumenta en forma li

neal de acuerdo al aumento en la magnitud del vector de confi

guraci6n. 

(3.3) 

~ 0 .- coeficiente de fricci6n cuando la mol&cula está enroll! 

da. 

Q.- f\mci6n escalar de r•. 
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(3.4) 

Existe evidencia experimental de que el uso·de un 

coeficiente de fricci6n dependiente de la conformaci6n, intr~ 

ducido por vez primera por de Gennes en 1974, es esencial en 

la detcripci6n de la trensici6n ovillo-extendida (15). Esta 

transicién de un erreglo de longitud {'Ño... (secci6n ·3.6) a ot~o 

de longitud No.. (configuraci6n de extensi6n máxima), siendo N 

el nwnero de subunidades estadísticas de longitud a., es la 

ceu~a de muchos fen6menoo macrcsc6picos exb.ibidos por soluci~ 

nes polil::6~1cce diluidas y es e:preeada por la ecuaci6n (3.3) 

de fo~ c~ecuada. 

2° Caeo.- Fuerza de friccidn hidroci.."l&iica con un 

coeficiente de friccié~ depe~diente de la conformaci6n y ~i

sotr6pico. 

Aparte de la friccidn produciea por interacciones 

intermoleoule~cs, existe otro factor muy importe..~te que es el 

rozamiento entre partículas y fiuido debido a la forma o cam

bio de forma de las primeras. 

Este tipo de factor de friccidn trata de reflejar 

con exactitud los cambios que se verifican en la transici6n 

de una mol,cula en forma de ovillo a una mol4cula elipsoidal. 

Cuando lo deforcec16n es pequefla y la cadena está enrollada, 

el polímero gira en una forma parecida a como lo haría una e! 
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f'era rígida; al estar deformada en gran medida existe mayor 

friccidn cuando se desplaza transversalmente que cuando lo h~ 

en sentido axial. 

(3.5) 

7 (r•} .- coeficiente de friccidn del caso anterior. 

l!,•- vector unitario en la direcci6n del vector de configu.ra

ci6n. J!.=!:'/r•. 

d.- funcidn escalar de r•. 

Si la mol4cula est4 en equilibrio, ~ debe aproxilll!I' 

se al valor constante -e, 0 y d (r•) lo debe hacer a cero, por

que el coeficiente de friccidn para una esfera ea isotrdpico. 

Si la mol4cula est4 muy deformada tiene forma elipsoidal;°i(r•) 

es proporcional a r' y d (r•) tiende a 1/2, lo que refleja el 

nivel de anisotropía del cuerpo elipsoidal. Estudios hechos 

sobre el flujo alrededor de un esferoide de radios principales 

r O y r' , sugieren lo siguiente ( 27): 

32'l< 'Y\_ 8r•e3 

7 (r• }= -----------
2 l l + e} (2e + (3e - 1) },/'f\. 1 _ e 

(3.6) 



2 l + e 
1 2e + (Je - 1) 1-e d (r')= l - -2 _____ 2 ___ -_e 

-2e + (1 +e) 1 + e 
l - e 
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e= (r• 2 - r!>1/ 2/r', es la excentricidad del esferoide elong! 

do. 

Como las expresiones (3.6) y (J.7) son bastante CO!!! 

plicadas, para los prop6sitcc cualitativos que se persiguen, 

se sugieren las siguientes formas más simples: 

Para el coeficiente de fricci6n, Ec. (3.3). 

y para sigma: 

Q( r' )= __ r_• __ 

e fÑ °"'> 

l tA,ijf d (r')= -(1 --) 
2 r' 

(3.8) 

e 3.9> 

que satisfacen las formas límites requeridas y conservan gran 

parte del comportamiento de las expresiones completas. 

3° Caso.- P\lerza de fricci6n hidrodindmica con un 

coeficiente de fricci6n dependiente de la conformaci6n, anis2, 

tr6pico y con ineficiencia en la deformaci6n de la partícula 

durante el fiujo. 

Esta modificaci6n a !h se introduce para tomar en 

cuenta el efecto de forma que sufren las moUculas al ser arr!F 

tradas por el disolvente; al considerar anisotropia, l~s e:= 



30 

1,culas se "atraed" con respecto al movimiento del continuo. 

Bato se puede expresar modificando el gradiente de velocidades 

de la forma siguiente: 

Ji'= L' - E.(r')D' 
& : = 

Ji'.- gradiente de velocidades modificado. : 

¡•.- tensor rapidez de deformaci6n. 

(3.10) 

E:. (r'} .- f'unci6n escalar de r•. De las ecuaciones de movimie~ 

to para un esferoide (27): 

E. 0 .- constante de O( 1) • 

r'2= N o..,2 
o 

La fuerza hidrodinÑ!ica completa es: 

!ti=~(r'HI -d(r')nHf'·t'- i:') 

3.2. FUERZA DBL CONECTOR. 

(3.11} 

( 3.12) 

P es la fuerza debida al conector. Es una consecuen 
-a -

cia de la oposici6n de la cadena a deformarse, tiende a rest!;U 

rarla a su configuraci6n de filamento enrollado. Conforme el 

polimero sea deformado y se aproxime a eu máxima lont'.itud, la 
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fuerza llega a ser infinita, porque el polímero está limitado 

a esta extensi6n. La forma de P es: 
-s 

P = K(r') r• -s - ( 3.13) 

Existen diversas formas para el factor K(r•)(Pig. 

3.3), desde la más sencilla que es la constante de Hooke (pr~ 

duce extensiones moleculares infinitas), hasta expresiones de 

complejidad me.temática mayor, como la forma inversa de Lange

vin, que a continuaci6n se presenta: 

(3.14) 

La expresi6n de Wamer (36), preferible por su sen

cillez, conserva un comportamiento análogo al de la funci6n de 

Langevin {Pig. 3.4). 

Expresi6n de Warner: 

( 3.15) 

puede notarse con claridad que K(r') es una funci6n no lineal 

de la magnitud del vector de configuraci6n. 
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3.3 PUBRZA BROWNIANA. 

El fen6meno conocido como movimiento browniano, se 

manifiesta en sistemas formados por muchas partículas S11spen

didas en una fase continua. 

La tuerza browniana ejercida por el medio circund8!! 

te sobre las moléculas sumergidas, es producida por el movi

miento t~rmico aleatorio de las moléculas del disolvente (15). 

El intenso bombardeo molecular afecta la configuraci6n de las 

cadenas y aun en ausencia de fiujo, las moléculas poseen con

figuraciones variables. 

Si existe campo de fiujo, las moléculas tienden a 

orientarse y alargarse. En este caso, el movimiento browniano 

tiene una influencia desorientadora, consistiendo ésta en la 

oposicidn a las tuerzas hidrodinkiicas y en favorecer el re

torno a la distribuci6n configuracional inicial. 

Existen tres escalas de tiempo en este sistema (26, 

27): el tiempo de correlacidn de la fuerza browniana t 0 , del 

orden de 10-13 a 10-12 seg; el tiempo asociado a la inercia de 

-10 las masas t, del orden de 10 seg para polioxietileno en 
m 

agua; y el tiempo de relajamiento macrosc6pico tr, del orden 

del cociente de 'frentre K. La escala de tiempo en la que se 

producen nuctuaciones confie:ur~cionales es muy inferior a la 

correspondiente al relajamiento macrosc6pico de las molfculas. 
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El ndmero de configuraciones que una mollcula puede 

asumir es muy grande, lo que hace necesario adoptar enfoques 

estad!sticos de an4lieie. Esto es posible si se promedian los 

movimientos de un gran ndmero de partículas. Entonces, los m.2, 

vimientos aleatorios de una mol4cula pueden describirse medi!D 

te una f\mci6n de distribuci6n que, en su forma más general, 

indica la probabilidad de oue una part!cula sea localizada en 

una posición específica, con velocidad conocida y en un tiem

po determinado. As! pues, los efectos sobre la configuract6n 

son modoladoe en un sentido de promedio temporal. 

Si 't' es la f\mci6n de dietribuci6n configuracional, 

lo fuerza browniane. está de.da por: 

(3.16) 

La función de distribuci6n 'ti= ~ (r' ,t), tiene las 

siguientes propiedades (4): 

a)~ (~',t)d!:'·- representa el ndmero de mol4culas que pueden 

encontrarse en el intervalo de configuraciones!:' a !'.,'+d!:,'• 

b) ~ 'ti ( !: • , t) "!:' • 1, cwmdo ae ha l10%ID&Umado. 

e) ( P) es el valor promedio de una cantidad dinlfmica P(!:,'), 

definido por: 

(3.17) 
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3.4. PUERZA OOULOMBIOA. 

U-n polielectrdlito es un pol!mero con grupos ioniZ!, 

bles repartidos a lo largo de la cadena (2). 

Se designa por !E, la fuerza el4ctrica q~• es nece

sario introducir para estudiar el comportamiento de solucio

nes de estas especies. El efecto de la repulsidn couldmbica 

se trata con cargas puntuales de magnitud q, separadas por la 

distancia extremo-extremo (magnitud de r), ~ trav,s de un 

fiuido con constante dieHctrica f • La carga asign1a,<1.a li. las 

esferas, intenta representar la re'(JU.lsi6n entre sitios ioniZ!, 

dos que se distribuyen en toda la macromol4cula. Se supone 

~ue '(JU.ede aplicarse urui. simple fuerza couldmbica, inde~endie!!_ 

te de la concentraci6n de contraiones en el disolvente (11). 

r' (3.18) 

3.5. DESARROLLO DEL MODELO.OOMPLE'rO. 

Si una. soluc16n ,olimlrica fluye, el movimiento del 

disolvente tiende a alinear las moliculas y en el e.so de que 

&stas sean nexibles, a extenderlas. Esto es, la distribuci6n 

de configuraciones depende del balance entre las fuerzbs del 
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movimiento browniano, las fuerzas intramoleculares, las hidro

dinámicas y las eléctricas. Cuando el balance entre todos es

tos tipos de fuerzas se describen en los tlrminos expuestos y 

se combinan, empleando simultim.eamente la ecuación de continu! 

dad (5): 

\~, + ~- (!:' ~ )= o (3.19) 

que representa la conservación de la probabilidad configura

cional, se obtiene una ecuación diferencial parcial para la 

función de distribución de la configuración de la.e moliculas 

en un campo de flujo arbitrario, llamada ecuación de difusión. 

Debido a que el tiempo asociado con la inercia de 

las masas es muy pequefio comparado con el tiempo de relaja

miento macroscópico, t /t _. O, los Urminos de aceleración m r 

no son importantes y puede escribirse el siguiente b~lance de 

fuerzas: 

{3.20) 

Combinando las expresiones correspondientes a cada 

Ullf. de las dos esferas: 

2 2 ln_ -d ~)Clic'·!:.' - !:') -2K!:,' -2kT9~"'+ --9..r•= O t.r• 3- -

al despejar!:', se obtiene la ecuación de movimiento: 

{3.21) 
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• 2K )-1 2kT )-1 1 r'= IiY•r' - -(T -dnn r' - -;r-(I -dnn VJMw - •- ~= = - -r= = ,. 

2 2 1 + q(I -dnn)- r' 
E? r• 3 = = - (3.22) 

Multiplicando por la funci6n de distribuci6n, apli

cando el operador V• , sustituyendo en la ecue.ci6n (3.19) y 

agrupando t~rminos, se obtiene la ecuaci6n de difusi6n: 

(3.23) 

el factor 2kT/7 se simboliza por D y recibe el nombre deºº! 

ficiente de difusi6n (5). 

En forma adimensional, la ecuaci6n de difusi6n pue

de escribirse utilizando las sigaientes variables. 

~ 0 (No,.>2 
Tiempo. característico: E)= ~ 

!:' 
Longitud ca.racter!stica: !:= -r¡; 

t' 
Tiempo adimensional: t= S 

2 q 
Parámetro de densidad de carga: E= E.ki'N 

Gra~iente dé Vel.•. adimensionnls !i=S r 

(3.24) 

{3.25) 

(3.26) 

(3.27) 



Otras definiciones son: 

Q={Ñr 

1 l 
d= 2 (l - -> 

.. {if r 

1 
H= 2 
· 1 - r 
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(3.29) 

( 3.30) 

(3.31) 

La e:xpresidn de la ecuacidn de difu.sidn, en forma 

adimensional es: 

(3.32) 

3.5.1. SISTEMA DB ECUACIONES DIFERENCIALES. 

Puede generarse una ecuacidn de cambio para el vec

tor de config11raci6n, multiplicando la ecuaci6n (3.32) por!:!: 

7 promediando la ecuac16n resultante (secc"i6n 3.3, inciso c) • 

. En el proceso de integraci6n, se aiprovecha el hecho de que la 

funci6n de distribucidn se aproxima exponencialmente a cero 

cuando r tiende a infinito (5). Los detalles de esto pueden 

ser consultados en la referencia citada, página 483. 

Se obtiene la siguiente ecuaci6n promediada: 



d{rr} < T 2 /1} 2 /_(rfÑ-l)n_\ 
,r= !E:)+ ( rr~ ) + 3N3/2\r ~ + ;m\r..-3(.fÑ-N-r+ .... 1 .... ) / 
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_/. 4rr ) _J. 4rr ~ + ( 4Err ) 
\(1-r2)(.f'Ñr+l) \3íNr( Nr+l)Í 3Nr3c.f'Ñr+l) 

(3.33) 

en: 

Definici6n: 

,.._ 41Nr 4 
- 2 + 2 

(1-r )(.fÑr+l) 3(.fÑr+l) 

2(rfÑ-l) 

Nr2(.f-Ñr+l) 

4E (3.34) 

Utilizando (3.34), la ecuaci6n (3.33) se transforma 

(3.35) 

Sea o(., la magnitud del gradiente de velocidades 

adimensional; entonces de (2.19): 

( 
(l+~) (1-~) 

L • ~ -(1-;t) -(l+l) 
• 2 

o o 

1 T 
Tensor rapidez de deformaci6n: ~= 2(¡ + ~) 

o 
-2(1+,:\) 

o 

(3.36) 

(3.37) 
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Sustituyendo (3.36) y (3.37) en: 

Ii= L - E {r)D (3.38) = 2 = 

Ji = ~ = 2 

(l+,l)(l-E) (1-~ O 

-(1-;l) (l+¡)(E-1) o 
o o o 

y debe recordarse que: 

( 3. 39) 

(3.40) 

Sustituyendo (2.27), (3.39) y (3.40) en (3.35) y 

desarrollando por elementos, se obtiene el siguiente sistema 

de ecuaciones diferenciales: 

d 2. · X 2 , ·2 
dt(y /= (ot(l+).}(f-1) - -)(y ) -,(1-")(xy} + 312 (3.42) 

rfÑ 3N r 

d X at, 2 2 
dt(xy)= - -{xy) + 2, 1-)}{(y} - <.x ) ) 

rffi 
( 3.43) 

d 2 X 2 2 
¡ff<.z )= - _<,. > + 3/2 

r'ffl 3N r ( 3.44) 

Al inicio: t= O,o<.= O, las condiciones iniciales 

pueden resumirse como sigue: 
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(3.45) 

el símbolo b ij es la delta de Xronecker. 

3.5.2. VF.CTOR DE OONPIGURAOION INICIAL. 

La magnitud inicial del vector de configuracibn se 

calcula directamente de (3.45): 

(3.46) 

(3.47) 

sustituyendo (3.34) en esta e:xpres16n y resolviendo 

-(fÑE+3>(r)0 - E = O ( 3.48) 

_esta es la ecuaci6n que debe resolverse para obtener la me.en! 

tud del vector ·de .configuraci6n·inic1al, utilizando como par! 

metros los va.lores de"N y E. 
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3.5.3. SOLUCION AL ESTADO ESTACIONARIO. 

Haciendo (d /dt)= O, en el sistema de ecuaciones d! 

ferenciGles de la secci6n 3.5.1., y despu.&s de ciertos arre

glos algebraicos, se llega al siguiente sistema de ecuaciones: 

( X+cl.{Ñr( 1+ ).) ( 1-f) )(12> + C(,{Ñr( 1-).) (xy) = 1Ñ 

j'{Ür( l-l)<.x2~ - ½ e..frjr( 1-AJ<Y~ + X(.ri) = O 

cuya so:uci~n co: 

(x2>= 2(X(X +a(.fÑr(l-f)(l+,l)) + olNr2(1-;\) 2) 

3NX(X2 + cL2Nr2((1-,l) 2 - (l-E) 2(l+a) 2)) 

-2at.2Nr2(1-f}(l- A2} 
(xy)= -~--~...,,_;.~-----~--=--3NX(X2 + «.2Nr2((1-l) 2 - (l-é) 2(1+~ 2)) 

(Y2>= 2(X(X -d.~r(l-e)(l+A)) + «iNr2(1-;!/) 

3NX(X2 +a(.~r2((1-l) 2 - (1-6) 2(1+'1.) 2)) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

(3.55) 

(3.56} 
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3.5.4. MAGNITUD DEL GRADIENTE DB VELOCIDADES. 

De la traza del tensor <E:), (2.27), puede calcu

larse el cuadrado de la magnitud del vector de configuraci6n: 

2 2· 2 2 
(r > = (x ) + ("I) + <..z > ( 3.57) 

Sustituyendo (3.53), (3.55) y (3.56) en (3.57) y re 

solviendo para el cuadrado de alfa: 

2_ x2(NX(r2 - 2) 
oc.- 2.. 22 2 2 2... 2 ,2 2 

N<r->(2(1-A) - 3(1-E) (l+)) +NX(r 1((1-é) (1+11) -(1-A) )) 

(3.58) 

la raiz cuadrada de la última expresi6n, proporciona la magn.!, 

tud del gradie~to de velocidades adimensional. 

3.6. CASOS PARTICULARES. 

l.- Modelo lineal, factor de friccidn constante (Q= 1). 

Este es el caso más sencillo que puede considerarse; 

se usa aquí, al igual que en otros trabajos, como punto de p~r 

tida o de referencia. Consiste en asignar a la expresidn de 

la fuerza del conector, F, una forma lineal y al coeficiente -s 

de fricci6n independencia de la configuracidn molecular. 
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Se dice que es un modelo lineal, porque la tensi6n 

en el conector es directamente proporcional a la sepa.raci6n de 

los extremos.de la mol,cula. 

P = IC r -e - (3.59) 

(J.60) 

es decir, la macromolicula se com~orta como un resorte de 

Hooke, con una. constante dada por (J.60). 

Toma...~do la ecuaoi6n de dif'usi6n, en la fome. (3.32), 

para molfculee sin cargas, con coeficiente de fricci6n conE

tante y K= 1, se obtie~c~c d = O, Q= 1, H= 1, E= O y{=~; por 

lo que le mer-cioneda ecueci6n se red-u.ce e: 

( 3.61) 

Como puede observarse de (3.24), la mag:).itud del tiem 

po característico (tiempo de relajamiento de la molicule), d! 

pende del coeficiente de fricci6~ hidrodin4mica (3.4). Susti

tuyendo (3.4) en (3.24): 

e 3.62> 

lo que significa ~ue el tiempo característico es proporcional 

al peso molecular elevado a un exponente de 3/2, p·orque el n! 
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mero de subunidadee estadísticas N, es también proporcional a 

esta cantidad. 

Para este caso la ecuaci6n de movimiento (3.22), en 

términos de variables adimeneionales es: 

(3.63) 

En ausencia de movimiento browniano: 

r= (L - I)•r . : - ( 3.64) 

de donde ce eeduce que el vector de configureci~n crece expo

nencialmente sin límite si: 

""-1)0 (3.65) 

,+' 'efJ el v0.lor propio de ~ de mayor valor. 

Los valoree característicos del tensor gradiente de 

velocidades (2.15), excluyendo el factor o<., so:i: -{l, o,~. 

La condici6n (3o65) se tre.nefoma en: 

ot..U°-1 ">O (3.66) 

Esta desigualdad representa, en general, un cálculo 

aproximado del punto de extenei6n sdbita en ausencia de di~ 

ei6n browniena. 

Los flujos que satisfacen esta ~ltima expresi6n, se 

denominan "flujos fuertes" y los que no lo hacen "flujos déb! 
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les". El concepto de flujo fuerte sirve para distinguir entre 

movimientos capaces de inducir grandes distorsiones d.,e las m2, 

Uculas, con respecto a su estado de equilibrio l' llquellos 
:· ... -~-:::---.. 

que no las producen (17). En los flujos tu.ertes.(:'ia·.:il-~torma

cidn del fluido es mayor que su vortioidad; para· uri flujo cot 

te.n~e simple, flujo débil, no existe inestabilit.\ad-en-el vec;..· 

tor de configuracidn y para obtener grandes defonnaci~és de 

las moléculas, son necesarios ve.lores IDU1' elevados de~. 

La solucidn de la ecuacidn (3.61), en condiciones 

de eouilibrio, proporciona la funcidn de distribucidn confi~ 

racional para el modelo lineal. El procedimiento es el sigui,!11 

te: 

La ecuacidn de movimiento (3.22), con las simplifi

caciones correspondientes a este caso y al equilibrio Ct'= Q, 

~·=Q}, se reduce a: 

(3.67) 

multiplicando por la :t'uncidn de distribuci6n y aplicando el 2 

perador V·: 

( 3.68) 

que puede escribirse como: 
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d2 l.1 + ~ _!_ r• l,I = 0 
dr' 2 '1' eq !t"J." dr' i eq (3.69) 

debido a que l\J = \il ( r') dnicemente. eq T eq 

Integrando dos veces. La primera constante de inte

graci6n es cero, porque tanto la funci6n de distribuci6n al! 

quilibrio coco su-derivada, son nulas en r'= o. 

Kr12 

l.i = e e-m 
't' eq (3.70) 

para evaluar la constante de integraci6n e, debe emplearse la 

siguiente exprcsi6n: 

o:, 

J ·2 -mx24 l('tt' )1/2 X e X=- -
4 m3 

o 

De la secci6n 3.3: 

a, Kr' 2 

e Jo e-2kT 
d!' = 1 

Aplice..~do (3.71): 

Pinalmente: 

(3.71) 

(3.72) 

(3.73) 
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3Nr'2 

( )
3/2 ~ 3N e 

2'fi' ~ 
(3.74) 

A partir de (3.74), puede obtenerse el valor cuadrá 

tico medio del vector de configu.i'aci6n, a partir de (3.17). 

Sustituyendo (3.60) en (3.74) y lsta en (3.17): 

(3.75) 

Integrando y simplificando: 

2 3kT 
(r' )eq= T (3.76) 

Sustituyendo (3.60): 

2 :a2 
(r' )eq=ff (3.17) 

le máxima longitud de le cadena es: R= No.. , entonces: 

<r) = {i Q,, (3.79) 
eq 



2.- Modelo no lineal, factor de friccicSn variable (O;& l) e 

isotrcSpico. 
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Los avances mú directos en el desarrollo del mode

lo que se trata, se presentan·con la incorporacicSn de un fac

tor de friccicSn dependiente de la conf'ormac±cSn·molecular, ec~ 

ci6n (3.3), y con la de una expresidn no lineal para el cone2, 

tor, ecuaci6n (3.15). 

Ambas modificaciones estm muy relacionadas con el 

proceso de extensi6n molecular durante el flujo; la primera 

se refiere a la alteracicSn del factor de fric.ci6n y la segunda, 

permite tener comportamientos más reales en lo concerniente a 

la longitud finita que poseen las especies químicas. 

El procedimiento para la obtenci6n de la ecuaci6n 

de difus16n, es exactamente el mismo de la seccidn anterior: 

combinaci6n de la ecuac16n de continuidad de la f'unc16n de d!s 

tribuci6n con la ecuaci6n de movimiento de la molfcula; el r! 

sultado es el siguiente (17): 

Para poder resolver esta ecuacicSn diferencial, es !!e 

casario conocer el valor de las funciones K(r) y Q(r); sin 

embargo, -para hacerlo debe primero obtenerse "'(r,t) y vice

versa. Este problema puede evitarse recurriendo a la aproxi.Jn!; 

ci6n de prepromedio (11,15), en la que-ambas funciones son 
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sustituidas por los valores que tendrían al calcularse utili

zando las raíces cuadráticas medias del vector de configura

ci6n instantáneo. 

La aproximaci6n de prepromedio es muy exacta cuando 

la funci6n de distribuci6n es suma.mente uuntiaguda, aproxim'a 

dose a una funci6n delta en la vecindad de la configuraci6n 

esperada de la molfcula; esto es lo que sucede en flujos fuer 

tes por las altas deformaciones de las molfculas, y como con

secuencia de los grandes valores de N y a efectos colaterales 

de la no linealidad de K(r). En flujos dlbiles, las mol&culas 

no están muy distorsionadas y los valores de K y Q no se ªP8!: 

tan demasiado de sus valores al equilibrio. 

Para valores suficientemente grandes de N y E en e~ 

quilibrio, la funci6n de distribuci6n se comporta de manera 

similar. 

De la ecuaci6n para(!!:) que se obtiene de (3.80) 

y despuis de la respectiva descomposici6n por elementos, sur

ge el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales: 

d 2 K 2 1 
dt (x ) = - Q {x > + 2 «(xy) + 3ÑQ (3.81) 

d 2 K 2 "l 1 dt (y)= - Q(y) + 2Ao<.(xy) + 3NQ (3.82) 

d K 2 '\ 2 dt ( xy) = - Q (xY) +c(.<y ) + c(.A(x ) ( 3.83) 
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d 2 K 2 1 
dt <z > = - Q (z ) + ro (3.84) 

Condic~ones iniciales: 

( 3.85) 

Igualmente pueden obtenerse expresiones de los mo

mentos (Xixj), a rlgimen permanente, y para el gradiente de 

velocidades. 

( 3.86) 

K 2 2 
2 (~) - 2 9'. ;_l(l-.,1) 

(y> = 2 
3NX((~) - 4 or.2 ;l) 

( 3.87) 

( 3.88) 

(3.89) 

( 3.90) 
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Para calcular la funcidn de distribucidn al equili

brio se parte de la forma general de la ecuacidn de movimien

to (3.22), haciendo posteriormente las modificaciones del ca-

so que se trata. 

Simplificando la ecuacidn de movimiento y despufs 

de multiplicer por l,I y de a,:,licar el operador V· , se lle ,. eg 

ga a: 

L ltJ + ..!.. !:(;'t'eqr' ~ = o 
dr'2 eq dr' kT r• 2 

1 - (--) 
R 

(3.91) 

utilizando los miemoe argumentos que en el caso anterior para 

integrar dos veces: 

siendoc 

jar e•, 

K'(r' )= 3NkT 
R2 

(3.93) 

Al aolicar la condici<Sn ¡ 't' (.!:' ,t)d.!:'= 1, y despo

se obtiene lo siguiente: 

R IC'R2 

c·-1= 4'1<J (1 - <f->2) m¡;; r•2 ar• 

• 
( 3.94) 
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La soluci6n de la integral contenida en (3.94), es

tá dada en tfrminos de la funci6n beta (5): 

e 3.95) 

Sustituyendo (3.93) y (3.95) en (3.92)1 

't'eq= 2 N R B(2, 2 + 1) 
( 3.96) 

La funcidn beta puede escribirse como un cociente 

de funciones gamma: 

B(x )- r(x)r (y) 
,Y - r (x+y) 

Sustituyendo en (3.96): 

(3.97) 

(3.98) 

Mediante las eJq>resiones que siguen (5,13), tomando 

en cuenta que N es extremadamente grande, (3.98) se simplifi

ca considerablente y se llega a la eJq>reaidn final de l.J • eq • 

r (x)= 4 2"" -x e (3.99) 



l!m (x + ~)X= XX tt 
x ... co 

3 3N 
W (3N )2 1 (l _ (!:=.)2 )2 
leq• 2'ff ~ R 
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(3.100) 

(3.101) 

Este expresi6n y la que correspondo a un conector !i 

neal, (3.74), pueden compararse directamente. Por simple obser 

vaci6n, embao expresiones difieren en el factor oue multiplica 

& la constante: 

3 

( 3N \ 2 

21"R2) 

Dccarrolle..~do estos factores: 

a) Fc~c (3.74).- Fo~ series de Taylor: 

3 

(3.102) 

liJ = ( 3N \ 2 (l 3N(r' )2 !..(~)2(~)4 1 (~)3(!:)6 ) 
1eq \;1'R2/ T R +21 2 R 31 2 · R + ••• 

(3.103) 

b) Para (3.101).- Se hace una expansidn binomial y se consid! 

ra que N >> 1~ 
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La comparac16n entre (3.103) y (3.104) es clara y 

convincente y lleva a la conclusi6n de que para N muy grande, 

las dos funciones de distribuci6n son eQUivalentes y dependi!,n 

tes, en forma explícita, de este par&netro. 

Puede demostrarse por evaluaci6n directa de las fua 

ciones que, para N= 100, la diferencia entre ellas es mínima. 

Tambi4n debe notarse aue con el aumento de N la estrechez au

menta, de manera que para N~ 1000 se obtienen funciones delta. 

Todo esto es como justificaci6n del m4todo de solu

ci6n, em~leado en los sistemas de ecuaciones diferenciales pr! 

sentados. 

3.- Modelo no lineal, factor de fricci6n variable, anisotr6p! 

co, con deslizamiento. 

La característica más distintiva de los casos part! 

culares anteriores, sin importar la linealidad o la no linea

lided del conector, es la expresi6n simple, de primer grado, 

del coeficiente de fricci6n. 

Para incorporar características anisotr6picas, es ~e 

cesario incluir en la fuerza de frioci6n hidrodin&nica los t~r 

min~s expuestos en la seccicSn 3.1, ecuacicSn (3.12). 

En t4rminoe de variables adimensionales, la ecuaci6n 

de difusi6n es: 
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La funci6n de distribuci6n al equilibrio es (27): 

3N 
22 \J = J(l - r ) 'leq 

J es una constante de normalizaci6n. 

(3.106) 

Ya no es necesario indicar detalladamente las etapas 

seguidas para obtener la ecuacidn de cambio de <rr) . 

d(rr) ( ) T 2 (1) 2 \(rJ'Ñ-l)XT) ,r= !rr + (E:l ) + ::J72 - I + :JT2 3 =-
- s 3N r e N r ( l+r .fÑ) 

(3.107) 

La solución al estado transitorio se consigue al r! 

solver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales: 

d ( 2 X 2 2 dt x ) = (cic.{l+.1)(1-E) - -) (x ) +oc.(1-,:U <xy}+-{3.108) 
fÑr 3rN{Ñ 

d 2 X 2 2 dt (y ) = {c((l+).)(E.-1) - -)<.y ) •o(.(1-J) {xy)+ -(3.109) 
f"Ñr 3rN{Ñ 

(3.110) 

d 2 X 2 rt (z ) = - - <z > 
tÑr 

2 
+-

3rN.fÑ 
(3.111) 
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Condiciones iniciales: 

(3.112) 

La definicidn de X, para este caso, es la equivale!! 

te a (3.34) con E= o. 

Solucidn al estado estacionario: 

<l) = 2(X(X -ct.ffir(l-f)(l+,t)) + c,t2Nr2(1-J) 2) 

3NX(X2 + et.2Nr2((1-,t} 2 - (l-E) 2(1+~ 2)) 

1 2 2 
<.z) = 3Ñi 

Vector de configuraci6n inicials 

4 ·3> 4 a a 4 "'( 3N+2) <r + -(N+l) (r) - "' (r) - -= O 
., º{Ñ o., º-Oi 

Cuadrado del gradiente de velocidades: 

C 3.u3) 

(3.ll4) 

( 3.115) 

( 3.l16) 

(3.117) 



57 

0L 2= . X2(NX(rj - 2) 

N(r~(2(1-~ 2 -1<1- E) 2(1+ l) 2+NX<r2> ( (1-6) 2(1+,1) 2 -(1-in 2)) 

(3.118) 

Uno de los aspectos da interesantes de este caso, 

es la existencia de un es~ectro continuo de tiempos de relaj! 

miento dependiente del grado de extensidn molecular. El tiem

po de relajamiento característico tres: 

(3.119) 

entonces: 

3 

tr= O ('f\"k1, cJN2(.fÑ~(l-r2))) (3.120) 

En equilibrio cuando r= 0(1/.JÑ), el tiempo de rela

jamiento (3.120), se reduce al correspondiente del modelo li

neal (3.62). Sin embargo, tan pronto como la moldcula se ex

tie~de, el tiempo de relajamiento inicial sufre un incremento 

proporcional a J'Ñ y posteriormente decrece nueva.mente cuando 

el resorte no lineal empieza a dominar. 

Es importante destacar, como nota final de esta PEL!:. 

te, que si se hace E= O en las expresiones (3.34), (3.48) Y 

en los sistemas de ecuaciones de la secci6n 3.5, se obtienen 

en forma direct• y sin complicaciones todas las ecuaciones de 

este caso particular. 
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4.- Solucidn diluida de polielectrdlitos. 

Se han hecho diversos intentos para lograr la des

cripcidn de macromollculas cargadas en solucidn o polielectr! 

litos, la ionizaci6n de los grupos influye sobremanera en el 

comportamiento de estas sustancias. Actualmente se conoce el 

efecto cualitativo del grado de ionizaoi~n del polielectr6li

to, de la concentrac.i6n de electr6litos de bajo peso molecu

lar o contraiones y del tipo de disolvente sobre la configur! 

cidn molecular al equilibrio; es decir, el efecto conjugado 

de los elementos polielectrdlitó/disolvente/contrai6n es muy 

importante en las propiedades de estos sistemas. 

Cuando el grado de ionizaci6n es pequefio, o los si

tios cargados estdn rodeadoe de gran cantidad de contraiones, 

aus dimensiones al equilibrio se incrementan levemente y el 

polímero se comporta como cualquier macromollcula sin carga 

(Pig. 3.5); mientras que a bajas concentraciones de sal y al

tos niveles de ionizacidn, la configuracidn de las mollculas 

está lllUY' extendida y se produce un gran incremento de viscos! 

dad intrínseca. 

Existen antecedentes-(11), que m11estran que el incr! 

mento de la viscosidad intrínseca con el aumento de la maeni

tud de la carga efectiva, puede ser representado mediante los 

modelos moleculares presentados y desarrollados aquí. Las pr! 

dicciones se encuentran respaldadas por medidas experimentales 
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de ácido poliacr!lico en agua y sulfonato de poliestireno en 

glicerol y agua. 

Una forma sencilla de agregar el efecto de repulsi6n 

ellctrica entre puntos intramoleculares ionizados y repartidos 

a lo largo de la cadena, es mediante la asignaci6n de cargas 

puntuales, de igual magnitud, en los extremos de una mancuer

na como las que se han descrito con todo detalle, a lo largo 

de este capítulo. Si el modelo con cargas posee a su vez un 

conector no lineal y un factor de fricci6n dependiente de la 

conformaci6n e isotrdpico, se obtiene el modelo desarrollado 

por Dunlap y Leal, presentado a continuac16n como referencia 

para el dese.rrollo de casos más generales. 

La repulsi6n couldmbica se simula por medio de car

gas pur.tue.les de magnitud q, correspondientes al valor que 

concuerde con el grado correcto de expansidn al equilibrio. A 

demás, se supone que la fuerza coul6mbica es independiente de 

la concentraci6n de contraiones en el solvente. Por lo tanto, 

el efecto de estas pequefias esnecies puede simularse alteran

do el valor de la carga efectiva q. 

La ecuaci6n de movimiento de la mancuerna cargada, 

se presenta a continuaci6n: 

_ lj~r· (i·•-:I:• r•) _ §!'!!./. !:.' \_ 2kTV~~ + 2l.r• = O (3.121) 
.(Ño., - = - a2 \1-(r'/R) 2/ f.r• 3 
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Este modelo, al igual que el precedente sin cargas, 

muestra un tiempo de relajamiento dependiente de la conforma.

cidn, Cerca del equilibrio, cuando q es pequeña, el tiempo de 

relajamiento está dado por (3,24), que es es valor de Zimm P! 

ra una cadena con interaccidn hidrodinámica. La dependencia 

del peso molecular de® es: 

3 
E) ,.,, (peso molecular)2 (3,122) 

En el l!mite de elevada carga, cuando la moll!cula 

se encuentra extendida completamente, el único proceso de rela 

jamiento en el modelo es el movimiento brovmiano y el tiempo 

característico es: 

3 

® N2 r.1 (peso moleculer) 3 (3,123) 

Siguiendo el m4todo conocido, se obtiene la ecuacidn 

{3,124) 

La carga efectiva se encuentra contenida en el t4rm! 

no adimensional conocido como parámetro de densidad de carga, 

expresi6n (3,27), que púede considerarse como una. medida de 

la carga por unidad de longitud del ~olímero, o como la rela

ci6n entre la energía electrost~tica y la t,rmica, 
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Para relacionar el comportamiento del modelo con los 

resultados erperimentales, se necesita la estimaci6n indepe!!_ 

diente de q o de E; para estos casos, puede utilizarse un va

lor de E proveniente de la predicci6n correcta de la expansi6n 

en equilibrio para un sistema específico solvente/polielectr6-

lito/contrai6n. Es posible estimar la densidad de carga real 

de un polielectr6lito, si se conocen el nwnero y la distancia 

promedio de los grupos cargados. Sin embargo, esto no es prá!:, 

tico y E tiene que determinarse por comparaci6n entre los va

lores aportados por alguna. propiedad macrosc6pica y las predi~ 

oiones del modelo (los valores del modelo pueden ser conside

rablemente mayores, ya que ~ste, al concentrar las cargas en 

los extremos de las mol~culas, no toma en cuenta la distribu

ci6n de grupos i6nicos en la cadena). La compi::.raci6n entre los 

valores te6rico y experimental, puede hacerse mediante la de

terminaci6n del grado de expansi6n al eouilibrio, definido de 

la manera siguiente: 

(3.125) 

2 siendo (r) el valor cuadrático medio del vector de configu-o .. 

raci6n cuando E= o. La expa.nsi6n molecular (2,14), puede de-

terminarse por mediciones de dispersi6n de luz o viscosidad 

intrínseca. 
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Es necesario aclarar que el grado de expansi6n al! 

quilibrio es funci6n de N y E, lo que complica el problema. 

Estudios de birrefringencia en flujo de ~olimeros no i6nicos 

sugieren que cada subunidad estadística contiene alrededor de 

treinta mon6meros. En consecuencia, dependiendo del peso mol! 

cular de la unidad estructural y de su nwnero en la subunidad 

estadística, N= 100 representa aproximadamente un peso mole

cular de 0(105) y N= 1000 de 0(106). 

Trabajando con la ecu.a.ci6n de difusi6n y efectuando 

las operaciones convenientes, se obtiene la ecuaci6n de cambio 

del tensor (E:) • 

d T 2 <l> rt<rr>= ~(IT) + (rr)~ + 3N3/2 r l 

(3.126) 

de &sta, surge la ecuaci6n de la magnitud del vector de conf! 

guraci6n al equilibrio:· 

(3.127) 

A partir de la ecuaci6n de difusi6n puede calcular

se la funci6n de distribuci6n al equilibrio, cuya forma es una 

extensi6n de la expresi6n (3.101), con un factor exponencial 
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que incluye el par'1netro de densidad de carga: 

-3E -3N 
l 22 

lJe = r<l-r ) 
T q eq 

e r ( 3.128) 

El co~portamiento de esta funci6n es similar a las 

de casos anteriores, se aproxima a funciones delta segdn se 

incrementen los v~lores de E y N. 

Hasta aquí los comentarios y observaciones tome.dos 

de (11), s6lo resta mencionar algunos resultados que seriin pr!, 

sentados en el capítulo siguiente. 

Ahora bien, si se incluyen características t111isotr~ 

picas en el coeficiente de fricci6n, y despu~s de un ~rolijo 

desarrollo, se obtienen tod~s las ecuaciones que fu~ron ~re

sentadas en el caso general (secci6n 3.5) y oue no es nccesa-

rio reproducir. 

5.- Soluci6n concentrada de polielectr6litos. 

El nostulado m's importante sobre el cu&l se b¡sL 

gran· parte del desarrollo presentado, es la su,.,osici6n de 

que las soluciones estk muy diluidas, con el objeto d~ evi

tar inter1::1.cciones intermoleculares. Para ,.,oder estudié:tI' si!'l

temas de mayores concentraciones, esta su~osici6n ya no fun

ciona y deben hacerse las debidas modificaciones si se ~uiere 
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~ae el modelo conserve su funcionalidad. 

Se ha hecho menci6n del efecto producido por la re

pulsi6n elfctrica entre los gru.pos cargados, que da como resu! 

tado un aucento en las dimensiones moleculares. Si a esto se 

le agrega que el soluto está constituido por mol,culas alarg! 

das, rígides y de tipo filiforme, es factible, debido a las 

cµacteristicas anisotrdpicas que tendram estas especies en 

flujo, hacer los cambios que a continuaci6n se presentan. 

Si se considera una solucicSn de macromollculas ríg! 

das y e.lerge.ecc de longitud L y diámetro d ( L ))d) , en el in

tervalo de ccr.centraciones: 

(3.129) 

La condicicSn n'>> L-3 significa que las molefoulas e.!!_ 

tam pr6ximas y existen fuertes entrecruzamientos, mientras que 

la condicicSn n<< i/dL2, experimentalmente quiere decir que la 

concentraci6n está muy por debajo de la concentraci6n en la 

cual las mol&cula~ est~ orientadas en una direcci6n dada (co!!_ 

centracicSn crítica de la transici6n isotr6pica-nemática). En 

situaciones comunes, para una mollcula con neso molecµlar de 
6 o o . 

10, longitud de 1000 A y diktetro de 20 A, se trata de una 

concentracicSn másica entTc 0.2 y 5%. 

En este caso, las mol~culas se difunden en forma 
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gradual y casi sin obstáculos en direcci6n axial 7 están imp_! 

didas de moverse perpendicularmente por los obstáculos que r! 

presentan las otras moliculas, en otras palabras, los movimie~ 

tos rotacionales están muy restringidos. 

Doi y Edwards (10), contribuyeron significativamente 

al campo de la dinmnica de soluciones concentradas de macrom2, 

1,culas rígidas. Demostraron que~ 

a) El coeficiente de difusi6n rotacional en r4gimen concentr! 

do, varía en la fo~ siguientei 

( 3.130) 

B es un factor constante que agrupa variables como son la tem 
o -

peratura, la viscosidad del disolvente y la geometría molecu-

lar, y Dro es el coeficiente de difusi6n rotacional en r,gimen 

diluido. 

b} La expresidn del tensor de esfuerzos de una solucidn con

centrada de mol4culas rígidas, en el intervalo de concentra

ciones mencionado, se reduce a la expresi6n (2.24), porque los 

t,rminos que involucran fuerzas intermoleculares son despre

.ciables cuando se les compara con el t,rmino (!!:) • 

Tomando en cuenta la forma del coeficiente de difu

sidn en (a) y recordando que el coeficiente de fricci6n 7(r), 

es proporcional a la longitud característica de la macromol4-

cula, se '!)Uede tratar de incorporar el efecto de la concentr! 
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ci6n y de la rigidez molecular en el coeficiente de fricci6n. 

De (3.130): 

(3.131) 

porque Dr0rv L-3• 

Entonces para rlgimen concentrado se postula que el 

nuevo coeficiente de fricci6n 4", sea pro-porcional al cubo 

de la longitud molecular. Lo anterior significa que se otorga 

mayor posibilidad de contacto intermolecular, que se traduce 

en un incremento de la fricci6n hidrodinúica. 

Por tanto qued~ establecido, con los argumentos an!,e 

riores, que el coeficiente de fricci6n tome la siguiente for-

ma: 

;"= 7oQ" (3.132) 

( 3.133) 

Como se verá en el siguiente ca~itulo, esto queda 

~ustificado en el caso de que E >',1. 

Del caso general, se l)Uede pasar directamente al tra 

tamiento de sistemas de mol&culas rígidas y alargadas en regí

menes concentrados, modificando el coeficiente de fricci6n en 

la forma indicada. 
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Ecuaci6n de difusi6n: 

+ /. 3 1 CH--½>r-!·r\'\'\ \Q (1- d) 31"ir - -:J ) 
(3.134) 

De la ecuacidn de cambio de ("!I,), se obtiene el s,! 

guiente sistema de ecuaciones diferenciales para la soluci6n 

transitoria. 

d 2 X" 2 2 dt(x )= (Cl((l+l)(l-f) - :;;:::J)(.x) + GC.(l-l){xy} + 3 
N./Ñr 3r N./Ñ 

d ~ X" 2 2 
it(z = - r+/Ñr3(z ) + -3r...,3N_./Ñ_N 

X"= 4JÑr + 4( 3'Ñr+2) 
(l-r2)(../Ñr+l) 3.JÑr(JÑr+l) 2 

2(./Ñr-l) 

Nr2(v'Ñr+l) 
4E 

(3.135) 

(3.136) 

(3.137) 

( 3.138) 

(3.139) 



Condiciones iniciales, 

Vector de configuracidn. Magnitud inicial: 

+ 2./Ñ(-3N...JÑE+2)(r)0 + 3(1-N) - 2»/Ñ = O 

Solucidn al estado estacionario. 

{x2}= 2(X"(X" -t<NJÑr3(1+))(1-E)) + oc.2N3(1-6)2r6) 
3X11(X112 +c,t.2N3r 6{{1-l) 2 - (l+,t) 2(1-E) 2)) 

<Y2>= 2(X"(X" -c:tN..tÑr3(1+,t)(l-t)) + ait.2N3(1-l) 2r6) 

3X"(X"2 +a.2N3r6((1-.1)2 - (l+J)2(1-E)2)) 

(xy)• -2ct.~3r6(1+JH1-,t)(l-S) 
3X"(X"2 +ct.2N3r6{{1-l)2 - (l+l)2(1-6)2)) 

2 2 
(z )= W, 

Cuadrado del gradiente de velocidades. 
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(3.l.40) 

(3.141) 

(3.142) 

( 3.143) 

( 3.144) 

( 3.145) 

( 3.146) 

( 3.147) 
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4. RESULTADOS. 

En la parte inicial de esta obra se resalt6 la gran 

influencia que tienen los cambios de las configuraciones mol!, 

culares de soluciones polim,ricas, en 1. existencia de fen6-

menos mócroac6picos asociados con el flujo de fluidos no newt~ 

nianos. 

Lo hecho en el tercer capítulo pGra el modelo com

pleto y en cada una. de sus variantes, permite tener expresio

nes de cambio del tensor (g_} y de c~d~ uno de sus com~onen

tes, de manera que pueden emnlearse en la ex-presi6n de Kramcra 

para relacionar todos los fen6menos microscópicos ya enuncia

dos, tales cooo: movimiento browni&no, inter~cciones molecul!::. 

res, etc., con ,ropiedades reol6gicas medibles, ao! como tE;.J11-

bi~n CEa.lllbios en la magnitud del vector de configur-ci6n, d~doE 

por la raíz cuadrada de la tr~za del mi~mo tensor. 

En la sección 2.1 se hizo referencia, en tén~inos g!. 

neralizAdos, a los resultados exnerimentnles de lba funciones 

·materiales a régimen permanente y en ex-perimentos de creci

miento de esfuerzos. Actualmente, la cantid~d de informaci6n 

experimentlil sie;ue siendo insuficiente, P,rincipnlmente en si!!_ 

temas diluidos de soluciones poliméric~s. Sin emburro, a par

tir de 1J80 se han wblicado ~lgunos resultbdos muy ~tile~ na 
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radar validez a las predicciones del modelo desarrollado en 

este t~abajo y son los siguientes: 

Estudio~ de birrefringencia en flujo (~ara determi

nar los cambios de configuraciones de las macromolfculas en 

flujos fuertes), demostraron oue en lA mayoría de los casos es 
. -

ta propiedad se correlacionaba muy bien con el valor propio 

del tensor gradiente de velocidades, e( rr, conocido como in

tensidad de flujo, que determina el grado de deformaci6n mo

lecular. Esta variable es una combin&ci6n del tipo de flujo 

(l) y del gradiente de velocidades ~ue im~l!citeente contie

ne el tiempo de rel~ja.miento molecular. La. correlaci6n desap! 

rec:!a cuando A se 1;:nroxima.b1:1. b. un valor de cero. 

a) Soluciones de polímeros no i6nicos (16,18). Se compi..raron 

resultados te6ricos de una mancuerne con coeficiente de fric

ci6n dependiente de le conformaci6n, con los experimentkles de 

soluciones diluidas de noliestireno de alto peso molecular en 

un disolvente viscoso. En soluciones de mayor concentr~ci6n 

se utiliz~ron 6xido de ~olietileno en El.f'.Uª y ~oliestireno en 

tricresil-fosfato. 

rl~ estos estudios, se resalta la importllllcia de cons! 

der&.r la dietribuci6n de pesos moleculares y el tiempo de res

puesta de l~.s mol~cula.s a.l flujo, para represento.r éa.decuada

mente los experimentos. 

Se demostr6 cuela distribuci6n de pesos molecult-
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rea disminuye o elimina el gradiente de velocidades cr!tico de 

extensi6n S1ibita, Que caracteriza los sistemas monodis~ereos. 

Igualmente, aued6 determinado que lli birrefringencia 

aument6 monot6nica.mente con el gradiente de velocidades, sien

do lineal su comportamiento G bajas concentr~ciones. 

b) Soluciones de ~olielectr6litos (25). Se reportli:iJl datos de 

soluciones diluidas y concentrad&s de poliestireno sulfona

tado (Na-PSS), en glicerol con cloruro de sodio para tener ni

veles variables de contraiones. 

Es sabido que la confif,UrQci6n de ~olielectr6litos 

en una soluci6n en reposo es una f'unci6n del ndmero de contra.

iones en el disolvente. A b~jos niveles de sal, un polielec

tr6lito fuerte aument~ sus dimensiones considerablemente en 

un disolvente poler y puede aproximarse a une confieuraci6n 

de barra rígida completamente extendida, si las repulsiones e-

1,ctricas son lo suficientemente grandes. Si la concentraci6n 

de sEil. es gr&nde, las cergas son cubiertas por nubes de con

traiones, disminuyendo las re1)Ulsiones y loF.rmi.dose ~ue el po

lielectr6lito ad~uiera flexibilid6.d y que su confieurhci6n se 

-aproxime e la r,ue tendría en auscnciA de ctt.rgas. 

A r~~imen estacionario se determin6 lo 8iguiente: 

1.- Los d~tos n~ra todos los flujos con A)O, se correlacio

naban con la intensidE.d de flujo, de igu~l f~m& que par~ po

límeros no i6nicos. 
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2.- Dependiendo de la concentraci6n de sal, existe una clara 

transici6n de un comportamiento t!pico de mol,culas rígidas 

(sin sal), a otro de flexibles (altas concentraciones de sal). 

El gradiente de velocidades correspondiente al punto de exten

si6n súbita, aumenta con el incremento de NaCl. 

3.- La birrefringencia es lineal en cierto intervalo de concea 

traciones de nol!mero (50 a 100 ppm), para la mayor concentra

ci6n de sal. A bajas concentraciones s2.linas, eeta propiedad 

es no lineal como corres~onde a part!culas r!gid~s. 

Observaciones a rfgimen no estacionario: 

1.- En flujos cortantes simples a~arecieron máximos, cuya mar,

nitud a.ument6 con la rapidez de corte y con la diominuci6n de 

la concentración salina (siendo nulos a altas concentraciones 

de sal); los tiem,os necesarios para alcanzar las cim~s dicmi

nu!an con los e-radientes de velocidades y con las cureas. 

2.- En flujos hiperbólicos no se encontraron máximos en un EJll

plio intervelo de velocidades de extensión. 

En una publiceción m~s reciente (37), se estudió el 

efecto simultmeo de las concentr~ciones de nolimero y sal en 

.flujos cortantes simnles. 

Los an,lisis transitorios muestr.;.n las mismas ten

dencias descritas en nárrafos ED.teriores, a suber: a bajas vc

lociñatles de deformaci6n, la birrefrinfcncia ~ument~ monot6ni

camente con el tiem~o; si los Fr~dientes aU?!!entE-.n º~~recen m(i-
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ximos. Soluciones sin sal producen cimas mayores, mientras que 

las que poseen mayores cantidades de sal no presentan máximos 

a ninguna rapidez de corte. 

Lo más significativo de este artículo, viene a ser 

la conclusi6n de que los efectos de la sal añadida y de la co~ 

centraci6n de polímero no son independientes, porque los re

sultados muestran a la birrefri.ngencia dependiente de una co~ 

binaci6n de los efectos de fuerza i6nica y concentraci6n macr.2, 

molecular, en vez de hacerlo de la concentraci6n absoluta de 

sal ,micamente. 

A c:ontinuaci6n se describen en orden cronol6gico y 

d-e manera sucinta, los principales resultados de los primeros 

casos particulares referidos en la secci6n 3.6, con el objeto 

de que puedan compararse simultánea y directamente con los r!. 

sultados del modelo completo; en la Última parte del capítulo 

se presenta el caso límite correspondiente a las soluciones 

concentradas de polielectr6litos. 

4.1. MACROJIOLECULAS SIN CARGAS. 

La forma de presentaci6n es la siguiente: Propieda

des reol6gicas y cambios del vector de configuraci6n con el 

gradiente de velocidades o la intensidad de flujo, para fiujos 
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corte.ntes simples (flujos débiles ~ue no nroducen defomacio

nes moleculares de consideraci6n), y para flujos extensiona

les (flujos fuertes en los que se alcanzan rrandes deformaci~ 

nes}. También se presentan flujos intemedios (conocidos como 

mixtos), para resalt~r la imnortancia del campo de flujo en 

la deformaci6n de las cadenas noliméricas. 

4.1.1. REGIMEN ESTACIONARIO. 

Las fipuras 4.1, 4.2 y 4.3, muestran la magnitud del 

vector de configur~ci6n en funci6n del gradiente de velocida

des (al), la primera, y en funci6n de la intensidad de flujo 

(at.fi), las segundas: aunque esto repreeenta una ligera dife

rencid, su interpretaci6n es idéntica. 

Para macromoléculas con coeficiente de fricci6n de

nendiente de la conformaci6n e isotr6pico, considérese la fi

gura 4.1 y la curva correspondiente a un flujo extension~l 

(l= 1.0); obs~rvese que b pequefios gradientes de velocidades 

la configuraci6n de las moléculas no se aparta de la noseída 

en ausencia de flujo, hasta llegar a un ~unto crítico de ex

tensi6n S11bita (d:'X0.3), en el que se alcllUlZlill extensiones de 

consideraci6n. Si se sigue el c~ino inverso, es decir, tom~ 

do como nunto de nartidaC(.")o' 0.3 y disminuyendo, se encuentra 
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el equivalente al punto crítico de extensi6n, conocido como 

punto crítico de contracci6n SIS.bita. Este comnortamiento de 

histlresis es característico de modelos que incluyen un coe

ficiente de fricci6n dependiente de la conformaci6n. N6teee 

que para flujos tan cercanos a los cortantes, como puede ser 

' -4 el de /1.= 3Xl0 , ya se ~resenta este comportamiento. Además, 

es importante destacar que la sencillez de este caso no im~i

de que a gradientes de velocidades suficientemente grandes 'PU! 

dan alcsnzarse fTandes deformaciones moleculares en flujos cor 

tantea sim~les (lo que representa un caso especial, '!)Ues se 

trata de flujos dlbiles}. 

Las figuras 4.2 y 4.3 presentan el mismo co~norta.

miento para el.modelo anisotrdnico sin y con ineficiencia en 

la deformacidn respectivamente. Para esta dltima, en flujos 

con l<o.01, las extensiones moleculares son mínimas nor la 

introduccidn del coeficiente de deslizamiento t . Lu disco~ 

tinuidad en flujos de l = 0.01 debe internretarse como una 

curva de hist4resis de gran magnitud. 

En lo concerniente a pronied~des reoldgicas, los re 

sultados son l9s siguientes: 

Para el modelo isotr6pico, la curva de viscosid~d 

contra gradiente de velocidades, Pie. 4.4, muestra un eo!'T)re

sivo aumento nara valores de«. de anroximadamente la unidad, 

que no se ha determinado exnerimentalmente. La magnitud de N 
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controla la rapidez de disminuci6n de esta propiedad con el 

gradiente de velocidades. La inclusi6n de anisotropía y del 

coeficiente de deslizamiento, Pig. 4.5, logra una notable me

joría de manera que los resultados son comparables con datos 

experimentales. 

n primer coeficiente de esfuerzos normales ~ 1 , P!. 

ralos casos isotr6pico y anisotr6pico con é 0= o, manifiestan 

comportamientos análogos a los de la viscosidad; mientras que 

si se incluye el coeficiente de deslizamiento, la disminuci6n 

de la f\mcidn se logra en·todo el intervalo del gradiente de 

velocidades, IPig. 4.6. Además, la consideraci6n del coeficie~ 

te de deslizamiento en los cálculos de las funciones materia

les, permite la predicci6n de un segundo coeficiente de esfue~ 

zos normales, Pig. 4.7, algo imposible para cualesquiera de 

las modalidades anteriores. Adicionalmente, cálculos delco

ciente N/N1 arrojan valores de aproximadamente -0.10, en co~ 

cordencia con resultados experimentales. 

Cálculos de viscosidad extensional, Pig. 4.8, indi

can la existencia de un gradiente critico, posterior al cual 
1 

se alcanza un valor asint6tico de esta propiedad. La asíntota 

es proporcion&l a N312 y es una consecuencia del conector de 

•arner que no permite extensiones mayores. La dificultad para 

producir flujos elongacionales, a r&gimen permanente, es muy 

grande, por tanto es imposible la comparE1.Ci6n con dti.tos expe-
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rimentales. 

Las viscosidades extensionales para el modelo anis.2, 

tr6pico, con y sin factor de deslizamiento, son idlnticas a 

gradientes de velocidades elevados. La dnica diferencia nota

ble, correepcnde a pequeños grad.ientes donde wr:!an los puntos 

de exteneidn IÑbita, Pigs. 4.10 y 4.11. En conclusi6n, en este 

tipo de flujo, los efectos debidos a ineficiencia en la defo! 

maci6n &en despreciabl~, como se des~rende del análisis de 

la ecu.aci6n (3.11) cuando r• se aproxima a su valor máximo. 

4.1.2. RECTh"rE:'l TRANSITORIO. 

Estoo resultados corresponden a los que se obten

drían en un experimento de crecimiento de esfuerzos. 

Para el modelo isotr6pico, el esfuerzo y la primera 

diferencia de esfuerzos normales, normalizados con respecto 

81 valor al estado estacionario correspondiente a cada gra

diente de velocidades, muestran un crecimiento monot6nico pa

ra pequeños gradientes (el.= 1), que coincide con la curva del 

modelo con coeficiente de fricci6n constante (Q= l), Pigs. 

4.12 y 4.13, y máximos para gradientes de magnitudes superio

res. Debe notarse que las cimas de la primera diferencia de 

esfuerzos normales, son menores que las del esfuerzo y el tie! 
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popara alcanzarlas ea mayor, de acuerdo a resultados experi

mentales. 

El mecanismo de predicci6n del máximo consiste en 

que la molfcula, parcialmente extendida, gira y alcanza la o~ 

rientaci6n en la que hace su •ima contribuci6n al esfuerzo, 

antes de alcanzar su orientaci6n y extenai6n correspondientes 

al rfgimen permanente. La figura 4.14, muestra las variaciones 

del cuadrado de la magnitud del vector de configuraci6n ampl! 

ficadas por el factor de escala N; puede apreciarse, paract=lO, 

que se alcanza una longitud molecular mima antes de llegar 

al rlgimen permanente. 

Al introduQir a.nisotropia con S0= o, Pig. 4.15, se 

reducen los máximos y son observados a tiempos posteriores que 

en el caso isotr6pico. La reducci6n en la magnitud de los má

ximos se debe a que la tuerza de fricci6n es mayor en el sen

tido transversal que en el longitudinal. Si se considera el 

coeficiente de deslizamiento, Pig. 4.16, los componentes del 

movimiento rotacional de las molfculas se incrementan, produ

cifndose un aumento en los máximos del esfuerzo. La mayor r! 

gidez molecuiar que se logra con e, = 1, produce que la molf-o 

cula gire antes de alcanzar el rfgimen estacionario, lo que 

en cantidades macroscdpicas se manifiesta como oscilaciones, 

detectadas en sistemas que involucran menos nexibilidad mol!, 

cular. Ndtese, en las figuras 4.17 y 4.18, el efecto de 1~ in!, 
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ficiencia en la deformacid~ en las e~calas de tiempo y en las 

extensiones y rotaciones moleculares. 

En flujos extensionales, Pigs. 4.19 {caso isotr6pi

co), 4.20 y 4.21, se reproducen cualitativamente las formas de 

las curvas experimentales de soluciones concentradas, indic~ 

do que efte·tipo de comportamiento es independiente de la coa 

centracidn. Esto significa que s6lo se llega a estados estaci~ 

narios a velocidades de extensidn pequeñas (para el caso del 

coeficiente de fricci6n constante, se alcanzan reg!menes per

manentes en ambas velocidades). Nueva.mente se muestra que los 

efectos del coeficiente de deslizamiento son irrelevantes en 

este tipo de flujop aunque es claro que existe un corrimiento 

hacia la derecha de las curvas en las que se tom6 en cuenta 

la ineficiencia en la deforma.ci6n. 

4.2. POLIELECTROLITOS. 

4.2.1. REGIMEN ESTACIONARIO. 

OUIMICA 
D. l. PG. 

En situaciones en equilibrio, la repulsi6n de las 

CArgas aumenta las dimensiones moleculares y para valores muy 

grl:llldes del parmnetro de densidad de carga E, las mol~culas 

pueden estar completa.mente extendidas, figura 4.22. Las impl! 
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caciones de este fen6meno se presentarán posteriormente. La 

figura 4.22 también es útil para comprobar que E y N, se en

cuentran relacionados en una forma directa. 

Para el caso isotr6pico de soluciones diluidas de p~ 

lielectr6litos, Dunlap y Leal (1984), reportaron un diagrama 

de flujo1:1 mixtos en el que se conservaban las características 

del caso no i6nico. Si se tiene que E~l, persisten l~s curvas 

de histéresis y loe puntos críticos de extensi6n y contracci6n 

súbitas. Sin embargo, al aumentar el parámetro de densidad de 

carga, el punto de extensi6n disminuye notoriamente sin impor 

tar el tipo de flujo. Esto es una consecuencria directa del a~ 

mento de las dimensiones de las mol6culas en ausencia de flu

jo y de los efectos asociados con el factor de fricci6n vari~ 

ble. Lo que significa que a mayor repulsi6n coul6mbica, au

mentan las dimensiones moleculares, J el factor de fricci6n h! 

drodinámica se incrementa también y el gradiente de velocida

des necesario para alcanzar el punto critico se reduce. Confor 

me aumente el valor de E, el punto crítico diBl!linuye hasta que 

··e1 vector de configuración crece monot6nica.mente con el gra

diente de velocidades. Al suceder esto, la molécula reacciona 

al flujo como una partícula rígida o ligera.mente flexible y 

1mic1:1.111ente se orienta. 

El efecto de la repulsión eléctrica para el caso an! 

sotrópico con deslizamiento, en flujos débiles, puede observar 
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se en las figuras 4.23 y 4.24. Ndteae la gran magnitud del f! 

ndmeno de hist4resis y que, en comparacidn con el caso no i6-

nico, el ndmero de estados estacionarios mdltiples aumenta. 

En fiujos f'llertes (,A= 1.0), Pig. 4.25, se manifie.!. 

ta con claridad el efecto de las cargas en la disminucidn de 

los gradientes críticos (transicidn fiexible-rigida), y en el 

aumento de las dimensiones moleculares. 

La funcidn viscosidad para el modelo isotrdpico (11), 

se caracteriza por su aumento a cero rapidez de corte, debido 

al incremento del tamafio molecular al aumentar E. Para cargas 

muy elevadas, la solucidn disminuye su viscosidad para todo 

gradiente de velocidades, refiejando la transici6n hacia una 

estructura rígida. La aparici6n del máximo para valores de E 

entre cero y diez (recordar el caso de polímeros sin cargas), 

es una consecuencia del aumento de la fricci6n al acrecentarse 

la extensi6n molecular. 

El modelo anisotr6pico con ineficiencia en la defo! 

maci6n, Pig. 4.26, logra resultados más acordes con la reali

dad, ya que se obtiene una viscosidad decreciente con el aume~ 

to del gradiente de velocidades y para todo valor del par&ne

tro de densidad de carga. 

En un flujo hiperbdlico, la viscosidad elongacional 

para ambos modelos (isotrdpico y anisotr6pico), Fig. 4.27, coa 

parte las mismas caracteristicast aumenta con la velocidad de 
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elongaci6n y con la repulsidn coulcSmbica; se observa la depe!!_ 

dencia de la magnitud del vector de configtll'aci6n con la rap! 

dez de extensidn incluyendo los estados nnUtiples, los gradien 

tes críticos y la hist,resis. El valor limite a elevadas extea 

siones es comdn a todos los valores de E, porque es el valor 

que corres~onde a la extensi6n máx1ma y al alineamiento con el 

eje principal de deformacidn del fiujo. Obsérvese que el va

lor asintdtico final del caso isotrdpico no i6nico, coincide 

con los obtenidos para los casos i6nicos, por la misma razdn 

enunciada antes. No existo verificaci6n experimental de este 

comnortamiento, ni siquiera a concentraciones más elevadas. 

4.2.2. REGitlEN TRANSITORIO. 

En simulaciones de experimentos de crecimiento de 

esfuerzos al inicio de un fiujo cortante, el modelo isotr6p! 

co predice má:timos de mayor magnitud al aumentar las cargas. 

Para el modelo anisotr6pico se presentf;l.?l gráficas de las t\m

ciones materia.les y del cuadrado de la magnitud del vector de 

configuraci6n para varios valores del parúietro de carga y P!!; 

ra dos gradientes de velocidades diferentes, con el objeto de 

~oder comparar los efectos de ambas variables. 

Con gredientee de velocidades peque~oe (et.= 1), el 



crecimiento en el esfuerzo corta.~te es monot6nico con c~rra~ 

débiles, figura 4.28; si éstas aumenten aparecen m,ximos como 

en casos anteriores. Los máximos de la primera diferencia ~e 

esfuerzos normales, figura 4.29, son menores oue los del es

fuerzo y se presentan a tiempos mayores. La segtmdu diferencia 

de esfuerzos normales, Fig. 4.30, IJ!Uestra u..~ cc=r,c~tu~icntc 

similar; debe otse:-'i.-trse el pronunciado mínimo que .;.parece 6.e~ 

pués cel mtximop e:1 r::.e.g:1it-ud es ccm-parable a la del cc::-:-es"Jon 

? 
diente máximo. La figura 4.31, N(r-> contr~ tieopo, corrobor~ 

la a,e.r:.c:!.6:! de les mixiocs, debié:.o a oue éstoE son n::aycrec 

entre ofs gra.~dc sea la extensién molecular cuando se alcanza 

la orientaci6n cel máximo esfuerzo. El aume~tc de las dimenei~ 

ncs moleculares por causa de ur..a. elevada densidad de carga, 

afecta cc,nsiderablerr.e:nte la map;nitud del máximo en el esfuer

zo y su influencia es mayor considerando oue el grado ce exten 

si6n es reducido en un flujo cortante. 

Las figv.:-a.E e.e la 4. 32 a la 4. 3 5, rep:-cdt':·::: c:r:. la::: 8E 

teriores pero a un gradiente de velocidades mayor (e<.= 10). 

Aperecen oscilaciones aun en cargas muy pequeñas, yu ~ue loA 

efectos de fricci6n introducidos 'POr la anisotrop:íi::. y lf.\ inc

ficiencia en la deformaci6n, son acomnañ~dos ~or 1~ riridcz 

producida nor la repulsi6n elictrica. Al inicio del fl1J.jo, las 

moléculas son materialmente "soI1>rendidas", C.E..."'l.do lue;ar a. ro

taciones más drásticas antes de lleeur a régimen estticion~rio. 
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N6tese que en la figura 4.34 el máximo sobrepasa, en valor a~ 

soluto, al mínimo subsecuente. 

En flujo extensional plenar a r,gimen transitorio, 

no se observan máximos al inicio del flujo, debido a que la 

orientaci6n del máximo esfuerzo es tambi4n el eje asintótico 

de orientación a tiem~os largos. Se muestran resultados para 

d.= 1, Figs. 4.36 y 4.37, en las que se alcanzan estados est! 

cionarios; y para o(.= 10, Pigs. 4.38 y 4.39, no se llega ar! 

gímenes permanentes, ni siquiera sin cargas. Se observa que 

el efecto del -parámet!'o de carga E, es reducir el tiempo re

querido para lograr el r,gimen permanente a una velocidad de 

elongaci6n específica. 

4.2.3. INTRODUCCION DEL PACTOR DE EXPANSION 

EN EL COEPICIENTE DE PRICCION. 

Resultados experimentales de birrefringencia en fl~ 

jos cortantes simples (37), indican comportamiento lineal a 

bajos niveles de repulei6n coulómbica. En caso contrario, el 

crecimiento es asint6tico y claramente no lineal con la rapi

de~ de deformaci6n, Pig. 4.40. 

Las gráficas 4.41 y 4.42 (la sef'.lltlda es una 1il.lllplia

ci6n de la primera), muestran la tendencia cualitativa de los 
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resultados experimentales; para altas concentraciones salinas 

y e:(~ 5, a-parece una regi6n·. en la que convergen las curvas y 

para c(,3, excluyendo valores muy cercanos a cero, el compor

tamiento es lineal para todas las cargas. 

Debe recordarse que el tiempo de relajamiento del 

modelo, sufre una transici6n de €) a @..JÑ, al incrementarse 

la magnitud del vector de configuraci6n. Esto se refleja en 

el aumento del coeficiente de fricci6n ~ = 2t(r), al crecer (r) 

de 0(1/./Ñ) a 0(1). El aumento de la densidad de carga produce 

un incremento proporcional en el factor de e1:pansi6n al equi

librio (Ec. 3.125), lo que a su vez repercute positivamente en 

le.s dimensiones de <r)0 • El efecto del crecimiento de esta 

liltima variable se refleja en el aumento del tlb:'lnino Q (Ec. 

3.29), por tanto, se ~ostula la siguiente expresi6n funcional: 

Q= Q(r,W) (4.1) 

Lo anterior viene a colaci6n, porque hasta este~ 

to, las dimensiones moleculares al equilibrio no se habían t~ 

roa.do en cuenta en ninguno de los análisis anteriores. 

Si el coeficiente de fricción se multiplica por el 

factor de ex-pe.nsi6n, con el pro~6sito de tomar en cuenta la 

fricci6n intrínseca que ~oseen las mol~culas en virtud de su 

te.ma.fio o extensión inÍCial·; se obtienen resultados como los 

mostrados en las gráficas 4.43 y 4.44, en las que se mejora 
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considerablemente el estado observado en las dos anteriores, 

en cuanto a la predicci6n de los resultados experimentales, 

figura 4.40. 

En los estados transitorios, figuras 4.45 y 4.46, la 

inclusi6n o la exclusi6n del factor de expansi6n no altera la 

forma de las curvas experimentales, Pig. 4.47, pero debe notar 

se la diferencia de escalas en las dos modalidades, siendo~ 

cho mayor, como era de esperarse, en las curvas con coeficiea 

tes de fricci6n mayor. Para E~0.1 parece no haber diferencias 

notables. 

4o3o SOLUCIONES OONOENTIU.DAS DE POLIELECTROLITOS. 

Al hacer la muy breve relaci6n del trabajo de Doi y 

Edwards, se subray6 que se trataba de molfculas rígidas y alar 

gadas con la relaci6n d/L ~r6xima a cero. Se han visto los e

fectos asociados a la anisotrop!a, al coeficiente de desliza

miento (que imparte cierta riy.idez molecular) y a la repulsí6n 

coul6mbica o indirectamente al grado de salinidad de la solu

ci6n. Para asegurar que una macromolfcula se encuentre total

mente extendida, ,ata debe noseer una densidad de carga del 

orden de 105 (Pig. 4.22), para N= 1000 en el modelo completo, 

es decir, dos 6rdenes de magnitud mayores a la E máxima usada 

hasta este mmto, a pesar de esto, se presentl:I.I'mi los mismos 
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niveles de cargas con el fin de poder efectuar comparaciones 

directas con las situaciones precedentes, pero haciendo notar 

que E= 1000 corresponde al valor mínimo posible de aplicaci6n 

de este caso. 

La presentaci6n de resultados conserva el orden ha_! 

ta ahora seguidoi flujos mixtos, propiedades reol6gicas y c~ 

bios del vector de configuraci6n en regímenes, primero esta

cionario y luego transitorio. 

4.3.1. REGDIEN ESTACIONARIO. 

En flujos mixtos, la gráfica 4.48, muestra el gr&.do 

de extensi6n molecular en funci6n del valor propio del tensor 

gradiente de velocidades. El efecto princinal de la variable 

E se nota en el claro aumento· de las dimensiones moleculares 

al equilibrio. No se obeerv&n, ni siquiera vestigios, de pun

tos de extensi6n S11bita. El fen6meno de hist4resis oue provo

ca la existencia de estados estacionarios nmltiples, desa~ar!. 

ce por COIDJlleto; la gráfica denota con seguridad, que se tra

ta de mol&culas rígidas o ligeramente flexibles. 

La figura 4.49 se presenta para demostrar el efecto 

de las cargas en un flujo d&bil (l= O.O); obs4rvese que se a! 

canzan extensiones cercanas a la longitud máxima posible aun-
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que se incluya el coeficiente de deslizamiento. Si se traza la 

misma gráfica, pero para un flujo extensional, Pig. 4.50, las 

longitudes finales son mayores que las del caso anterior y se 

consiguen con velocidades de extensi6n que no sobrepasan la 

d&cima parte de los gradientes de velocidades del flujo cor

tante. Lo anterior pone de manifiesto el concepto de fuerza de 

un fiujo. 

Las funciones materiales, figu.ras 4.51, 4.52 y 4.53, 

muestran valores superiores a los hasta e.hora encontrados, c~ 

mo corres~onde a soluciones concentradas. Las tres funciones 

para E ~100, presentan el mismo comportamiento andmalo de so

luciones diluidas no i6nicas de mol,culas isotrdpicas. La ªP! 

ricidn del máximo en cada une. de estas curvas, es consecuen

cia del aumento de friccidn al incrementarse la exteneidn de 

las mol&culas, es decir, en bajos niveles de cargas, el efec

to de friccidn hidrodinlbiica domina ,la repulsi6n coul6mbica 

necesaria pe.re. proporcionar la rigidez y extensi6n que lleve 

a la aplicaci6n de la teoría de soluciones concentradas. Sin 

embargo, como se había mencionado, el coeficiente de friccidn 

propuesto para soluciones concentradas se justifica en el caso 

de moUculas rígidas (E> 1000) • 

Con lo especificado en los primeros pi1rrafos de es

ta seccidn y despu&s del análisis gráfico, no sobra decir que 

los resultados en los que E 1i: 1000, representan situaciones h! 



pot~ticas ~ue deben omitirse en este caso límite. 

El cociente ~ /'i 1 es negativo y se verifica que 

La viscosidad extensional, figura 4.54, muestra un 

crecimiento monotdnico hasta llegar al valor correspondiente 

a las mayores extensiones posibles. 

4.3.2. REGIMEN TRANSITORIO. 

Las siguientes figuras muestran resultados de expe

rimentos de crecimiento de esfuerzos. En flujos cortantes si~ 

ples, Pig. 4.55, 4.56 y 4.57, se siguen conservando las formas 

de las curvas experimentales y sus correspondencias en tama.fios 

de dximos y tiempos para llegar a ellos. 

Los máximos no son debidos a rotaciones, sino a efec 

tos de friccidn por el gran t&mafl.o y rigidez de las rnacromol! 

culas y a cambios de orientaci&n y acomodamientos antes de al! 

nearse con e] fiujo. Para la see;unda diferencia de esfuerzos 

normales, sobresale el hecho de la desaparicidn de valores m! 

nimos entes de alcanzar el r,gimen ~ermanente. 

El aumento desmesurado de las escalas de tiempo, es 

producto de la relacidn inversa entre el e:radiente de veloci

dades adimensional, que es muy pequeño, y el tiem~o de rel~j~ 
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miento molecular (al= í e ) . 
En el flujo extensional, fiP,Ura 4.58, se alcanzan 

estados estacion~rios, debido a la magnitud renucida de lar! 

nidez de extensi6n. 

Pinalmente, en ló fif,Ura 4.59, se muestra el efecto 

estricta.mente director o de orientaci6n oue tiene el cwn~o de 

flujo en el comnortamiento molecular, ya mie se manifiesta una 

extensidn constante. 
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·5. CONCLUSIONES • 

.Antes de la realizaci6n de este trab~jo, exist!bll 

publicaciones oue re~ortaban resultados, ya sea de molécul~s 

con un coeficiente de fricci6n dependiente de la conformaci6n, 

anisotr6pico y con ineficienci& en la defomaci6n durtlllte el 

flujo (27), o bien de mol,culas con cargÁs y un coeficiente de 

fricci6n isotr6~ico (11). A~ui, partie~do de alf.Unos resultu

dos anteriores y de las a~ortaciones de los trabajos mencio~ 

dos, se conform6 un modelo que, desde el enfo~ue seguido, ti~ 

ne características de general en soluciones diluid~s de ~oli

electr6litos y puede hacerse, con algunas modificÁciones, el 

tratamiento de sistemas de mayores concentr~ciones. 

Las novedades pre~ent~dÁB son: 

a) Cálculo de pro~iedÁdes de fiujo y de variaciones conforma

cionales, a rl~imen no estacion~rio, para el modelo anisotrd

pico con ineficiencia en lé. ó.eformaci6n. 

b) c,1culo de nropied~des de flujo y variaciones de la m~cni

tud del vector de confiF.U,racidn, en repimenes estacionario y 

transitorio, para el modPlo del inciso anterior con car~~s, 

en soluciones diluidas (modelo comnleto) ~, concentr~d.,,s. 

c) LaB variaciones confomacionales se comnlement.ron conº'! 

culos de birrefrinfencib, nues es lÁ propied~d oue experimen-
) 
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talmente se mide. 

d) Se estudi6 la posibilidad de incluir el factor de expansidn 

al equilibrio en el coeficiente de fricci6n, tratando de tomar 

en cuenta las dimensiones moleculares iniciales; al comparar 

el efecto de esta mcdificacidn con datos de reciente aparici6n, 

los resultados fueron positivos. 

A pesar de la escasez de infomaci6n experimental, 

principalmente en lo ~ue atafie a flujos extensionales, las P.!:º 

piedades reol6gicas predichas no contradicen los datos exper! 

mentales existentes. 

Pueden llacerse simulaciones de otras clases de exp! 

ricentoc, relajaci6n de esfuerzos por ejemplo, cambiando las 

condiciones iniciales del sistema de ecuaciones diferenciales 

en ce.da uno de los casos para aumentar la informe.cidn dispon! 

ble y reforzar la validez del modelo. 

En relaci6n con la inclusi6n del factor de expansi6n, 

la ccmpe.raci6n entre los resultados experimentales y los del 

modelo representa una alternativa ~ara desarrollar modelos 

más completos, al sugerir mecanismos adicionales o caracterÍ! 

ticas moleculares dignas de tomarse en cuenta. 



93 

6. REPERENCIAS. 

f 

1.- Atkin, R. J., Pox, N. "An Introduction to the Theory of 

Elasticity", Lonsma,n, u.s.A., 1980. 

2.- Billmeyer, P. w. "!extbook of Polymer Science", John Wiley 

& Sona, Tokyo, 1971. 

3.- Bird, R. B., J. Ron-Rewtonian nuid Mech. 2:1-12(1979). 

4.- Bird, R. B., Armstrong, :a. c., Hassager, o. "Dynamica of 

Polymeric Liquida", v. I, John Wiley & Sons, u.s.A., 1977. 

5.- Bird, R. B., Armstrong, R. c., Hassager, o. "Dynamics of 

Polymeric Liouida11 , v. II, John Wiley & sons, u.s.A., 1977. 

6.- Bird, R. B., Dotson, P. J., Johnaon, R. L., J. Non-Rewt. 

nuid Mech., I:213-235(1980). 

7.- B~ttcher, c. J. P. "Theory of Blectric Polarization", v. I, 

Elsevier Scientifio Publishing Co~any, The Netherlands, 1973. 

8.- Chow, Chuen-Yen, "An Introduction to Computational Pluid 

Meohanica", John Wiley & Sons, u.s.A., 1979. 

9.- Christiansen, R. L., Bird, R. B., J. Ron-Newt. Pluid Mech., 

l:161-177(1977/1978). 

10.- Doi, 11., Edwarda, s. P., J. Chem. Soc., Paraday Trans., 

Part 2,918-932(1978). 

11.- Dunlap, P. 1., Leal, L. G., Rheol. Acta, 23:238-249(1984). 

12.- Bisenber,:, A., l'.ing, M. "Ion-Containing Polymen", V. 2, 

Academic PresA, u.s.A •• 1977. 



94 

13.- Peller, w. "An Introduction to Probability Theory and Its 

rd Applications", v. 1, 3 Ecl., John Wiley & Sons, u.s.A., 1970. 

14.- Flory, P. J. "Statistical Mechanics of Chain Molecules'', 

John Wiley & Sons, U.S.A., 1969. 

15.- l!'uller, G. G., Ph. D. Thesis, California Institute of Tech 

nology, u.s.A., 1980. 

16.- Puller, G. G., Leal, L. G., Rheol. Acta, 19:580-600(1980). 

17.- Puller, G. G., Leal, L. G., J. Non-Newt. Fluid Mech., 

~:271-310(1981). 

18.- Puller, G. G., Leal, L. G., J. Polym. Sci. Polym, Phys. 

Ed., 19:557-587(1981). 

19.- Harria, J. "Rheology and Non-Newtonian Plow", Longman, 

Great Britain, 1977. 

20.- Heos, w. Proc. IX Intl, Congress on Rheology, México, 1984. 

21.- Hinch, E. J., Phys. Fluida, 20(10)1S22-S30(l977). 

22.- King, m., Eisenberg, A., J. Chem. Phys., 57(1):482-491 

(1972). 

23.- Kowblansky, M., Zema, P., Macromolecules, 14:1451-1456 

(1981). 

24.- Kowblansky, M., Zema, P., l!acromoleculee, 15:788-791(1982). 

25.- Leal, L. G., Proc. IX Intl. Congress on Rheology, ~éxico, 

1984. 

26.- Phan-Thien, N., Atkinson, J. D., Tanner, R. I., J. Non

Newt. Pluid Mech., j:309-330(1978). 



95 

27.- Phan-Thien, N., Manero, o., Leal, L. G., Rheol. Acta, 

,gJ,:151-162(1984). 

28.- B&11ton, A., Rabinowitz, P. "A l.l'irat Courae in Numerical 

nd Analysia", 2 Ecl., McGraw-Hill Kogakusha, Japan, 1981. 

29.- Roaser, B. w., et al, J. Polym. Sci. Pol:,m. Phys. Ed., 

}!:1031-1040(1978). 

30.- Rouse, P. B., J. Chem. Phys., 21(7):1272-1280(1953). 

31.- Samuels, R. J. 11Structured Polymer Properties. The Ident! 

fication, Interpretation, and Application of Crystalline Poly

mer Structure", John Wiley & Sons, u.s.A., 1974. 

32.- Slattery, J. c. "Momentum, Bnergy, and l'Iass Tranefer in 

Continua", McGraw-H~ll Kogakusha, Ltd., Tokyo, 1972. 

33.- Tanner, B. I., Stehrenberger, w., J. Chem. Phys. 55(4): 

1958-1964(1971). 

34.- Tanner, R. I., Trana. Soc. Rheol., ll(l)s37-65(1975). 

35.- Tanner, R. I., Trans. Soc. Rheol., ll(4):557-582(1975). 

36.- Warner, H. R., Ind. Eng. Chem. Pundam., 11(3):379-387(1972). 

37.- Zebrowski, B. E., Puller, G. o., J. Rheol., ~(6):943-

954(1985). 

38.- Zimm, B. H., J. Chem. Phys., 24(2):269-278(1956). 



96 

7 • RELAOION DE fiGURAS. 

Para evitar confusiones en la interpretaci6n de las 

figuras, se hacen las siguientes aclaraciones en lo que a no

menclatura se refiere. 

Factor de fricci6n co~stante: Q= l. 

Factor de friccidn variable e isotrdpico, Q= Q{r). 

En el caso de que aparezca la palabra "anisotr6pico", 

se tiene un coeficiente de friccidn dependiente de la confor

mac idn y de la variable d • 

El coeficiente de desliza.miento puede tomar los va

lores de uno o cero, según se incluya o no, la ineficiencia en 

la deformact6n dt1rante el flujo. 

Si se considera el factor de expansidn: al equilibrio 

en el coeficiente de friccidns Q= Q(W,r). 

Los valores al estado estacionario, en f,'I'áficas de 

regímenes transitorios, se simbolizan con la litera1 que repr! 

senta la propiedad con el superíndice OO. 

Ti-,:,o de fiujo, l. 

Número de subunidades estadísticas: N. 

Densidad de cargas E. 

Gradiente de velocidades: ex.. 
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PIGURAS. 

2.1. Plujo cortante simple estacionario. 

2.2. Crecimiento de esfuerzos al inicio de un fiujo cortante 

simple. 

2.3. Aparato de Taylor (15). 

3.1. Modelos moleculares. 

3.2. Mancuerna elástica. 

3.3. Expresiones para la fuerza del conector de una mancuerna. 

3.4. Comparaoi6n entre las expresiones de Hooke, Warner y Len-

gevin (5). 

~.5. Efecto do la concentraci6n de contraiones ~n la configu

raoi6n molecular al equilibrio. 

4.1. Vector de config¡.1raci6n contra gradiente de velocidades. 

4.2. Vector de configuraci6n contra valor propio del tensor 

~radiente de velocidades, modelo anisotr6pico, ~=o. 
o 

4.3. Vector de confif,Uraoi6n contra valor pro~io del tensor 

gradiente de velocidades, modelo a.nisotr6pico, f 0= l. 

4.4. Viscosidad contra gradiente de velocidades, coeficientes 

de fricci6n constante y variable (isotr6pico). 

4.5. Viscosidad contra gradiente de velocidades; modelos iso

tr6pico y anisotr6~ico con €0= l. 

4.6. Primer coeficiente de esfuerzos normales; modelos iso

tr6pico y anisotr6pico con €=l. 
o 
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4.7. Segundo coeficiente de esfu.erzos normales; modelo aniso

tr6pico con ( = 1. . o 

4.8. Viscosidad extensional contra gradiente de velocid~des; 

coeficientes de fricci6n constante y variable (isotr6pico). 

4.9. Viscosidad extensional contra gradiente de velocidades; 

modelos isotr6pico y anisotrdpico con f,0= l. 

4.10. Viscosidad extensional contra gradiente de velocidades; 

modelos isotrdpico y an1sotr6~ico con f 0= O. 

4.11. Viscosidad extensional contra gradiente de velocidades; 

modelos isotr6pico y anisotrdpico con t.0= l. 

4.12 .. Esfuerzo cortante contra tiempo; coeficientes de friccidn 

constante y variable (isotr6pico). 

4.13. Primera. diferencia de esfuerzos noma.les centra tiempo; 

coeficientes de fricci6n constante y variable (ieotr6pi

co). 

4.14. N (r2) contra tiempo; coeficientes de fricci6n constante 

y variable (isotr6pico). 

4.15. Esfue~zo cortante contra tiempo; modelo anisotr6pico con 

é. = o. 
o 

4.16. í~sfu.erzo cortante contra tieml)o; modelo anisotr6pico con 

(=l. o 

4.17. N (r2) contra tiempo; modelo anisotr6nico con E 0= O. 

4.18. N <r2> contra tiempo; modelo anisotr6pico con é 0= l. 

4,19, Esi'uer·zo extensiona.l contra tiempo; coeficientes de fri.2, 
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ci6n constante y variable (isotr6pico). 

4.20. Esfuerzo extensional contra tiempo; modelo anisotr6pico 

4.21. Esfuerzo ·extensional contra tiempo; modelo anisotr6nico 

con {, = l. o 

4.22. Vector de confif,Urhci6n contra densidad de carga; modelo 

anisotr6nico. 

4.23. Vector de configuraci6n contra grAdiente de velocidades, 

para E= 1.0; modelo anisotr6pico con E= l. o 

4.24. Vector de configuraci6n contra gradiente de velocidades, 

para E= 100.0; modelo anisotr6pico con t = 1. o 

4.25. Vector de configuraci6n contra gradiente de velocidades, 

l= 1; modelo anisotr6pico con é = l. o 

4.26. Viscosidad contra gradiente de velocidades; modelo ani-

sotr6'Dico con é = 1, para diferentes valores de densi
o 

dad de carp:a. 

4.27. Viscosidad extensional contra gradiente de velocidades, 

para diferentes valores de densidad de carga; modelo bll! 

sotr61lico con é 0= l. 

4.28. Esfuerzo cortante contra tiempo, e(= l; modelo anisotr6-

pico con é = l. 
o 

4.29. Primera diferencia de esfuerzos normb.les contra tiempo, 

et= l; modelo anisotr6nico con G0= l. 

4.30. Serunda diferencia de esfuerzos normaleA contra tiemllo, 



« = 1; modelo anisotrcSpico con E= i. o 
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4.31. N (r2) contra tiempo, 4 = l; modelo anisotrdpico con 

4.32. Esfuerzo cortante contra tiempo,«= 10; modelo anisotrcS 

pico con E.= 1. o 

4.33. Primera diferencia de esfuerzos normales contra tiempo, 

Ol. = 10; modelo anisotrcSpico con E= l. 
o 

4.34. Segunda diferencia de esfuerzos normales contra tiempo, 

°'= 10; modelo anisotr6pico con €.=l. 
o 

4.35. N (r2) contra tiempo, «= 10; modelo anisotrd"!)ico con 

E.o= l. 

4.36. ~sfuerzo extensional contra tiempo, at.= l; modelo anis~ 

tr6pico con €.=l. o 

4.37. N (r2} contra tiempo, <X= l; modelo a.nisotrdpico con 

E. = 1. o 

4.38. ;;sfuerzo extensional contra. tiempo, ~= 10; modelo a.nis~ 

tr6nico con eo= l. 

4.39. N 6-2) contra tiempo, G(= 10; modelo anisotr6pico con 

fo= l. 

4.40. Birrefringencia contra gradiente de velocidades, A.= O; 

datos experimentales de Zebrowski y l!'uller (37). 

4.41. Birrefringencia contra gr&diente dé velocidades, A.= O; 

modelo anisotrdpico con €=O, sin factor de exobllsi6n o 

al equilibrio. 
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4.42. Birrefringencia contra gradiente de velocidades. Esta 

gráfica es una ampliaci6n de la anterior. 

4.43. Birrefringencia contra gradiente de velocidades, A= O; 

modelo anisotrcSpico con- ~ = O, coeficiente de fricci!Sn o 
dependiente de la conforma.cicSn y del factor de expansicSn. 

4.44. Birrefringencia contra gradiente de velocidades. Esta 

gráfica es una ampliaci6n de la anterior. 

4.45. Birrefringencia contra tiempo, (i, = l; modelo anisotrcSp! 

co con €0= 1, coeficiente de friccicSn independiente del 

factor de expansi6n. 

4.46. Birrefringencia contra tiempo, et= l; modelo anisotrcSp! 

co con é 0= 1, coeficiente de friccicSn dependiente de la 

conformacicSn y del factor de expa.~sicSn. 

4.47. Birrefringencia contra tiempo, 1 = O; datos experiment!_ 

les de Zebrowski y l'u.ller (37). 

4.48. Vector de configuracicSn contra valor propio del tensor 

gradiente de velocidades, E= 1000; modelo anisotrcSpico 

con G = l. o 

. 4.49. Vector de configu.raci6n contra gradiente de velocidades, 

.1= O; modelo anisotrcSpico con 6 0= l. 

4.50. Vector de configuracicSn contra gradiente de velocidades, 

l = 1; modelo anisotrcSpico con G 0= l. 

4.51. Viscosidad contra gradiente de velocidades, para difere~ 

tes valores de densidad de carga; modelo anisotrcS~ico 
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4.52. Primer coeficiente de esfuerzos normales contra gradiea 

te de velocidades, para diferentes valores de densidad 

de carga; modelo eni,sotr6pico con é0= l. 

4.53. Segundo coeficiente de esfuerzos normales contra gradie!! 

' te de velocidades, para diferentes valores de densidad 

de carga; modelo enisotr6pico con E= l. o 

4.54. Viscosidad extensional contra gradiente de velocidades, 

para diferentes valores de densidad de carga; modelo an!, 

aotr6pico con 60= l. 

4.55. Esfuerzo cortante contra tiempo, et= 0.001; modelo enisg, 

tr6pioo con G,0= l. 

4.56. Primera diferencia de esfuerzos normales contra tiempQ, 

d..= 0.001; modelo anisotr6-oico con E0= l. 

4.57. Se(.Unda diferencia de esfuerzos normales contra tiempo, 

0/.= 0.001; modelo anisotr6pico con €0= l. 

4.58. Esfuerzo extensional contra tiempo,«= O.OOQl; modelo 

anisotr6pico con eo= l. 

2 4.59. N (r) contra tiem~o, «.= 0.0001; modelo anisotr6pico 

con e o= l. 
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Expresiones para la Fuerza del Conector de una Mancuerna. 

Hooke != 11! 

l!'raenkel 1= H (1 - Ro) R - R -

Tanner != H!! R(R0 

Warner != 
H 

! R(R 
l - (R/R ) 2 o 

o 

Langevin 1= H '1.-l( R/R ) 
- o X.ex)= cothx - x-1 

F IG, 3,3 
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8. DERIVACION DE LA ECUACION DE DIPUSION. 

Este anexo se incluye con el pro~6sito de mostr~r 

detallada.mente, la foma de obtener la ecuaci6n de difuai6n ! 

dimensional (ecuaci6n 3.32). 

mtes de proceder a la deducci6n de la ecu~ci6n de 

difue16n, se demostrarki las siguientes igualdades: 

' !:.' <¡ + -:mh:' = -
1 - d 1 -d 

(8.1) 

( 8.2) 

E•- Vector u.~itªrio en la direcci6n del vector de confivira

ci6n. ]!,= r•/r' 

r•.- ~a.gnitud del vector de configur~ci6n. 

Sea 1 
'D= -(x" y" z")= (x' ,y' ,z') - r' , , 

z'y' 

(8. 3) 

(8.4) 

Demo~traci6n de (8.1). Desarrollando el primer fac

tor del miembro iz~uierdo: 



2 l- 4(1-x' ) dx'y' d x'z' 

d y'x' 1- d {1-y' 2) d y• z' 

,J z'x' d z'y' 2 
1- d (l-z' ) 

170 

(8. 5) 

IIUltiplicando {8.5) por el vector de configuracidn: 

2 1- d (1-x' ) d x'y' d x'z' 

d r' 2 
{I+r-7!!J!.)r'= r-7 ti Y' x' 1- d{l-y' ) ,J y'z' 

- - - ti 
d z'x' . rJ z' Y' 

2 
1- J {1-z' ) 

Desarrollando t~rminos: 

d r' (I+~!!J!.)r'= ~ 
J.-:-d - J.- d 

d r' (I........,_nn)r'= ~ 
.l-d - - .1.-d 

Por tanto: 

x'-dx'+ cJx'(x• 2+y• 2+z• 2) 

2 2 2 Y'-dy'+dy'(x• +y• +z•) 

2 2 2 z'- d z'+ d z•(x• +y• +z• ) 

x• 

y• 

z' 

!:' 
{I + 1 :d l?.E)!:' = r:.-¡ 

x• 

Y' 

z' 

(8.6) 

( R. 7) 

(8.1) 
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Demostrkci6n de (8.2), Multinlicl:llldo (8.4) por d 

I - o'El?,= 

Jy'x' 

d x•z• 

iy'z' 

clz'x' dz'y' d z' 2 

l-dx12 -dx'y' -dx'z' 

- d y•x• 1- d y• 2 - d y• z 1 

- d z'x' - ,Jz'y' 1-d z• 2 

Determinante de (8.9): D= 1-d 

11watriz adjunta de (8,9): 

Ad {I-cf EE,) = dY'X' 

J x•z• 

Inversb de (8.9): 

)-1 1 
lI-Jim, = -

1- d dy'x' 

dx'z' 

que puede escribirse como: 

dx•y• ,6 x• z' 

1- d(x• 2+z• 2) dy'z' 

J z'y' 1- d(x• 2+y' 2) 

dx'y' 

2 2 
1- d(x• +z' ) 

dx'z' 

dy'z' 

dz'y' 
2 2 

1- &(x• +y• ) 

l-d{l-x12 ) dx'y' dx•z• 

( ) -1 1 
1-d:m = l -d dy'x' 1- d(l-y' 2) dy'z' 

dz' y' 
2 1- cf(l-z' ) 

(8.8) 

( 8.9) 

{8.10) 

(8.11) 

(8.12) 
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ai se comparan (8.5) y (8.12), ae obtiene: 

-1 d e¡ - d u> = i + 1 _ d u (8.2) 

ECUACION DE DIPFSION. 

El punto de p.rtida •• el balance de las fuerzhe ~ue 

intervienen en el proceso que se analiza: 

(8.13) 

Para una m&ncuerna: F ="1? 1=-"J! ,. Y "J! ... =P.,1=-11' i.•2 -s -s -ar. -~ -_,!, -.:.:, • 

Combinando las expresiones corres~ondientes a cadb 

una d~ la~ esferas: 

Sustituyendo, segdn definiciones del ca~!tulo 3: 

~(T-dnn)(11 .(r1'-r2')+r2'-r1')+kT(~"'~. - at.~)+2Kr'- Ar•= Q 
7 • = : - - - - r """'r' - ~-· ~--2 V -1 ~T1 

( 8.16) 



2 2 
't.. ( I-ln,,) ( l '• r'-r' )-2Kr'-2kT,~ ll\ +--Lr• = O 
7:r.i.:..;.;:-- - ' 3- -E.r• 
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(8.17) 

(8.18) 

Multinlicando cada t4rmino nor (I- l!!?)-1, se obtie

ne la ecu~ci6n de movimiento (3.22): 

, 2K( -1 r•= l'• r' - - I - d-o"'.l) r• 
- 11:- ,= ...... -

2 
+ 2q ( I - d )-lr' 

!~r,3w lm -

2kT -1 a r.\ - ~(¡ - 4E) \' »1'1' 

(8.19) 

Multiplicando por la funci6n de di9tribuci6n y apl,! 

cando el operé.:.dor V• : 

2kT -1 f - -(I-l"l)n) V•1 + 
~ 'll -

(8.20) 

Suctituyendo en la ecuaci6n de continuidad (3.19) y 

despejando el térnino de 1.,.. deriv1:1.d.t parcial con respecto al 

tiem'!)o: 

i~,= -q,(~'•!''1) + l(~-d:eJ?)-lV,(!'\J) + ~(~-4!!2)-l 

2 2 l 
- q 3<!,-d.212)- ~·<!'~) 

f.~ r' -
(8.21) 
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Sustituye~do (8.1} y (8.2) y agrupando tfminos, 

se obtiene la ecuaci6n de difusi6n (3.23}: 

aC\> a (2kT 1 d )~ 
-rt'= a!' • 1 ar<- + r-7:im> e) !' 

2· 

+e~ ri_,,!' - ~e:~3c1-c1>i:· - r·!·>'II \ (8.22) 

1 

La forma &dimensional de esta ecuaci6n se consie;ue 

mediante el uso de la• expresiones, (3.24) a la (3.31); y es 

la siguiente: 

el~ a ( 1 J a\1 -n= ~ · tWQ<¡ + t=i":e:e>TI 

+ (Q(l~ 8}(H - ;rj)! - f•!)\J l (8.23) 
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9. D'.OODO DE CALCULO. 

En la solucicSn de las ecuaciones para el cilculo de 

la magnitud del vector de configuraci6n y de los sistemas de 

ecuaciones diferenciales, se emplearon tlcnicas numlricas: 

Bewton-Raphson y Runge-Kutta, respectivamente • 

. En las p4ginas que siguen se presenta el programa, 

en JORD..~".'f, utilizado en la solucicSn del caso general ( sec

cicSn 3.5), ya que las modificaciones que deben hacerse par~~ 

cluir'el factor de expansi6n en el coeficiente de f!'icci6n o 

para trabajar en rlgimen concentrado, son mínimas. 

El programa se diseñcS para. generar archivos de la.s 

propiectil.cs de fiujo, de (x1xj) y de (r2>, durar.te su ejecu

ci6n, en forma. tal que fuera posible disponer de esa informa

ci6n para su directa e inmediata representacicSn gráfica. 

Básicamente se manejan cuatro subrutinas, que calcu 

lan lo siguiente: 

W.ARNER: EcuacicSn (3.34). 

lra'ivTO!h Raíces de las ecuaciones (3.48) y (3.58). 

PROPPL: Propiedades de fiujo. Esfuerzo cortmte (s), 

viscosidad ( E'rA) , primera diferencia de esfuerzos normales 

(1'1), segunda diferencia de esfuerzos normales (N2) y esfuer

zo extensional (NlP). La terminaci6n "EST", indica que se tr~ 

ta de vci.lores al estado estacionario. 
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RUNICUT~ Sistema de ecuaciones diferenciales, de la 

(3.41) a la (3.44). 

Oon los valores instantmieos de ~x.x.), se obtienen 
1 J 

fácilmente otras variables de importancia: cuadrado de la l!la! 

nitud del vector de configu.raci6n (R2) y birrefringencia (B). 

Estas indicaciones, añadidas a las incluidas en el 

listado, hacen que sea relativamente sencillo entender el fuB 

cionamiento del programa. 
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100 SRESET FREE 
20J e 
300 C PROG~AnA PARA DETER~!NAR LOS M,MENTOS DF LA FJNCION OE 
400 C tIST~ISUClO~ Y ALGUNAS PROPIEDADES DE FLUJ)~ 
600 e 
700 C LA S0lUCI0N DEL SIST. DE Et. DIF., SE ENCUENTRA EMPLE,NDO 
POO e UN ~ETODO DE RUNGE-KUTTA DE cu,~TO ORDEN. 

ºº~ e 
'ººº C LA iiRIABLE LI~SPR I~DICA LA P~ESE~r1A DE DES~!ZA~IENro. 
llJJ e 
1200 
1303 
t4Qj 

1S0D 
t10C
t7CO 
,soo 
1900 
2000 
2100 
2200 

2300 
24~0 
z~~o 
260~ 
2·00 
2800 

290~ 

3JOJ 
31CC 
323J 

e 
e 
e 
FILE 

FILE 

FILE 

FILE 

FILl 

FILE 

FILE 

FILE 

FIL~ 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

* 

LI~SPR=O, SIN DESLIZA~IENT,. 
LI~SPn=1, co~ DESL!ZA~IENT)~ 

10C~!ND=~ISK,~AXRECSIZE=14,3LOCr~IZE=21J,A~EASIZE=30D, 
Af.EAS=1,T~TLE=°FT/RUKUS"). 

l1(~lijD:~lSK,M~~RfCSIZE=14,3LOCK~IZE=210,AfEAS1ZE=3J], 
AF.EPS=1,T!TLE="FT/RUrUN1ª) 

12(K!ND=t1SK,MAXRECSIZE=t4,3L0CKSIZE=213,AREASIZE=5Jo, 
APEt.S=1,TITLE=°FT/RUKUN1~") 

13(KIND=D1SK,~AXRECSIZE=14,3LOCKSIZE=21D,A,EAS1ZE=5lO, 
AREAS=1,TITLE=°FT/Puruv•,: 

15(~IND=DISK,MA~RECSIZE=14,3LOC(SIZE=21,,~R~ASIZE=500, 
AREAS=1,TITLE=°FT/RUfUX2•) 

16(KIND=D1SK,~AYRECS!ZE=14,3LOC~SIZE=21J,A~EASIZE=300, 
ARE,!=1,TITLE=°FT/RJKJV2•1 

17(KINO=DISK,MAXPECSIIE=14,3LOCKSIZE=210,AREASIZE=~JO, 
APEAS=1.TITLF="FT/RU~uvv•> 

1eCKIND=DlSK,rAXRECSIZE=14,~LOCKFIZE=210,AqEASIZE=5DO, 
AREAS=1,TITLE="FT/RUKUZ?•) 

19CKINO=~ISK,MA~PECSIZE=14,~LOCKSIZE=210,AREAS1lt=3J~~ 
APEtS='•TITL~="FT/RU~UR2•? 
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3300 FILE 2r<KI~r-=DISK,MAXRECSIZE=14,~LOC,~IZE=210,.RE•~IZE•3lo, 
3'(1~ * AREAS=-1,TITLF=•FT/RUl(UB•>: 

3410 FILE 31(KINP=D1SK,PAXRECSIZE=14,3LOCKSJZE=21,,AREASIZE•30Q, 

3'2~ * APE•S=1,TITLf•"FTIRUl(all2'1 

3500 e 
HOJ e 
3700 EXTERNAL F1,F2,F3,F4 
!800 cor~ON ALFA,Q,r,LAMDA,EPS,E'S0,E 
HOO REAL N,LA"'DA,!11 ,N1 EST,t10,'ffP,111PC,,N1DESf ,~20,112EST ,N2 

4000 I~TEGER SPRI~G 
41~0 DI~ENSirN CAP.G,<~) 

~1.10 
4111 
41'12 

e 
e 
e 

4113 e 
4114 
4115 
ff16 

4117 

4118 
,. , , Q 

412CI 

'1'21 

e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

41 22 e 

SECCION DE LECfURA ~~ ,~ros: 

NU~ERO DE SUB~"IDA~ES ESTADI~TICAS: N 

TIPO DE FLUJO: LA•OJ 

TA~AÜO DE PASO: ~ 

TOLE~ANCIA: ERROR 
GRADIENTE Dt VFLOCI~~DES: ~'ADVL 
COEFICIENTE DE DCSLIZA•IE~T)~ SPRING 
PAP4METPO OE DENSI~AD ~E CAOGA: CAIGA 

4200 ~EAD(S,/)r,LA~OA,H,E~qoR 
4~CO ~CAD(~,/)GPA~VL 
~400 RE~D(S,/)~rRIH~ 
~45J REtD(5,/)(CARC~(I),I=1,5) 
~5Jl Wr.ITE(~,10C) 
4~ü0 100 FOR~AT(1X,///,~1,"n•r0S",//f1 
47(0 ~,ITE(f,•/)N,LA•DA,~,ERPOR 

4!ro e 

'ººº e CALCULO DE VAlOCES AL F.ST4D) ESTACIONARIO. 
sorti e 



!HO 
si:'OJ 

;-5)] 

5 5 DO 

5600 

. 5700 

57?l 
5 !!C•O 

5 ):JJ 

SI 00 

S1'05 

S 11 J 

S12J 

e 
e 
e 

e 
e 
e 
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rAtA UNA ,LFA, SE OBTIENEN ~,,1,~ Y LAS P~)PIE~ADES OE 

FLUJ~ AL ESTADO ESTACIJNA~I)~ 

l rNSPR=HRrnr, 

DO i?CI K=1,~ 

ALFA=GPA l\VL 

E=CARGA(n 

WRlTE(6,*/)ALF~,LA~DA,LINSP~~E 

VECTO~ DE CCNF!GURACION. 

T=1.C 
IF(LI~SPP.EQ.1)GO TO 30 

EFSO=O.C 

5r~o GO TO 4G 

~140 3ü EPS0=1.C 

5~1:0 40 CALL NCVT~N(R,T) 
S3CJ REST=R 

6400 R2REST=REST*•2 
65DQ 

6!,0Q 

S7·JJ 

1,5·Jl 

7!1(1 

740:l 
7r(l('I 

7~[ü 

77CO 

7P.GO 
roro 
11,"(l(I 

!ffC!i 

"?DJ 

e 
e 
e 

* 

QCST=P.EST*SGRT(N) 

REE=R 
CALL WAPrtrCXI,P[E) 

'HST=K l 
fP~=EPS[/(3.+:EST••?) 

eF'SEsT=tps 
W~ITE(é,•/)r:EST,QEST,XIEST,r.PSEST 

~OMENTOS AL ESTADO ESTAClONl~IO. 

D~A~I1=3.•~•XIEST 

,v=2.•(1.-LA~r,••2)•CEPSEST•1.)•Cllfl*Q~ST)••~ICC~~~l1*~w4~J1) 
ri=2.•CYIEST•(YIEST+AL~A•QEST•C1.-EPSEST)•C1.+LA .. ,A)) 



83(10 

HOO 

!!500 

!1500 

8800 

!190]" 

;,ool 
~100 

92-'J 

HOl 

~400 

~420 

1·500 

~600 

9700 
~800 

9000 

oroo 
1 :l1 ClO 
1)2 [I( 

1J300 

10400 
1 :35(10 

10600 
1:17(10 

1 :lt;~O 

1 )9JJ 

11000 
1110:> 

11?.00 
1nn 
11'('10 

11500 

1BOO 

e 
e 
e 

e 
e 
e 
e 
e 
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* +(ALFA•QEST•(1.•LAPD~))••2)/(DMANI1•D~ANI0) 
Y 2=2.•( XI EST•CX I EST-ALF A•QESh C 1.-usEsn t( 1 •+LODO> 

* +CALFA•QEST•<1.-LA~DA))••2)/CD"ANI1tD~AtI0) 
Z2=2.l!>P.ANI1 

PR3PIEDADES DE FLUJO A REGI~fH PER~ANENT~. 

CALL PílOPFL(SC,ETAO,N10,N20,~1P0,~2,Y2,KY,l2) 
SEST=S) 

ETAEST=ETP.0 
N1EST=N10 

N2EST=N21i 

N1PEST=r!1Pr 
Wfl ITE(6,2CC) 

200 FORMAT(1~,///,20X,"VALORES ,L ESTADO ESr~CIC~ARIO",///) 
lF(LAM~A.EC•1.J) GO TO 50 

WPiiE{é,*/)SEST,ETAEST,N1EST,N2EST 
GC TO 6~ 

5ü W~lTEC6.*/)N1PEST 

CONOIClCNES INICIALES. 

TIE~PO=G, GRADIENTE DE VELO:IDADES=O 

C LA LETRA J INDICA LA FR~CUENClA DE I~PRESIC~ DE LAS VARIABLES. 
e 

!-5 J=O 
T=T-1.0 
CALL NE~TOM(R~T) 
R2=R••2 
GPl12=N*l<2 
WRITE(19,/)T,GRR2,1.Q 
HE=P. 
CALL WARNEr(XI,PEE) 
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11700 X2=2./C 3.*~*XI), 

1noo Y2=X2 
119Ct0 Z2=X2 
n:,oJ XY=O.O 
1210] Q=R•SQRT(N) 
12200 CALL PR0PFL(S0,ETA0,N10,N20,~1PO,X2,Y2,XY,Z2) 
IBOJ WRITE(t,•/)S0,N20,N10,N1PG 
1?41)] IF(LAMCA.E0.1)GO TO 91 
,un S=SO/Sf ST 
1261'.'0 WRITE(1C,/)T,S,1.C 
12700 En=ETAC:/ETAEST 
12~l'O WRITEC13,/)T,ETA,1.0 

12900 IF(N1EST.EG.0.0)N1EST=1•0 
1"5000 N1 =N10/ti1 EST • 
13100 WRITEC11,/)T,N1,1.0 
,nr-o IF(N2EfT.EC.O.C>N,EST=1•0 
1"3210 N2=t,i20iN2EST 
1!212 WR1TE(6,*/)T,S0,N10,N2C' 

13220 WRITEC!l,/)T,N2,1.C 
133Ci0 GO TO 141 
13400 91 IF(N1P0.EG.C.r)N1PC=1.~ 
131:0(1 N1P=tl1 P(I 
1350] TLOG=O.C 
1570:J S EL=ALCG1C {N1 P' 
13~00 Wr-ITE(12,/)TLOG,SEL,1.G 
13~00 141 GR!"X2=N•X2 
lr.JOJ GR•Y2=N*Y2 
141(10 GRl'XY=tt•XY 
n.20J GRMZ2=N*Z:? 
14~(10 9=0.0 
14400 WR1TE(l5,/)T,G~MX2»1.0 
1 r.soo WRITE(1f,/)T,GRMY,,1.0 
14600 WRITE(17,/)T,GR~XY,1.0 
147(10 WRITE(1P.,/)T,GRMZ2,1.0 
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14,00 WR1TE(2C,/)T,B,1.0 
1 140(,ri 60 J= J+1 

{ 

1sroa CALL RUNrUT(Xt,,2,x,,z2,T,H,F1,F?,F3,F4) 

15~00 GRMX2=N•X2 
153GQ GRrY2=N•Y2 

1~400 GRV! XY=N*XY 

15SOO GRf'Z2=N*2'~ 

1~600 ~=SQRT((X2-Y2)••2+4.•XY••2) 

15700 WRITE(15,/)T,GP~X2,0.0 

15800 WRITE(1f,/)T,GRMY2,o.n 

15000 WRITE(17,/)T,GR,x,,a.G 

16[1(,'..'I WRITE(18,/)T,GRMZ2,o.o 

161ü0 WRITE(20,/)T,B,O.O 

16203 R2=X2+Y2+Z2 
1BjJ GRR2=N•R2 

1S40~ WRITE(19,/)T,GRR2,0.C 

B50~ R =f ORTCI': 2) 
15~00 G=P•SQRT(N> 
15700 RE!:=R 

, s p o:; CALL WHNER<XI ,R EE) 

17100 IF(LINSPP..~G.1)~0 TO 70 

17200 EPSO=O.O 

17~00 GO TO BC 
174(0 7C EPrn=1.(I 
175 Q(I 80 E~S=EPS0/(3.+G••2) 

17SD~ e 
17700 e P~CPIEnADES A RE6IHEN TRANSITORIO. 

17800 e 
17C>OO CALL PR0PFLCSC,ETAO,N10,N20,~1PO,X2,Y2,(Y,l2) 

l!JJJ IF(LA111 CA.t0..1) GO ro c:'Q 

n100 S=SC,/SEST 
1!200 WP.ITEC1C,/)T,S,O.G 

B!O~ ETA=F.TAG/ETAEST 
18400 WRITEC13,/)T,ETA,O.G 



135t'J IF(N1EST.EG.o.r>NtfST=l~J 

13SD::J N1=N10f-N1EU 

1~"ºº WRITE(,1,/)T,N1,0.0 

B710 1F(N2EST.EO..O.O)N2EST=1•0 

B720 N2=N20lN2EST 
B73J WR1TE(31,/)T,N2,0.0 

,~soo WRlTE(6,•/)T,SC,N10,N20 

1"!9()J GO TO 14Cr 

nooo 9(; N1P=N1P0 

,nsJ IF(N1P.LE.CI.O)SO TO 20 

BHl!'.I SEL:ALOG10Cr11 P) 
,n:n TLOG=ALOG1 C (T) 

03('~ WR1TE(12,/)TLOG,SEL,O.::J 

1 94 O:l DIFN1P=A[S(SEL-~1PEST) 

19500 1FC0IFN1P.GT.ERROR)GO To 60 

1'96(lJ J=C 
197-D::l eo ro 2ei 

19POQ 14C DIFS=Ass<sO-SEST) 
nooo IFCDIFS.GT.CR\Oq)GO TO 60 

2:JODO J=!: 

2J10J 20 C J NTI NJ F 

2J~O~ CL0SE(1C,tISP=CRUNCH) 
2Jf.C,J L0Cl(=1C 

n~on CLOSF(11,DISP=CPUNCH) 

2ü600 LOC K=11 

2j7[.lü CLCSE(1t,~ISP=CPUNCH) 

2:l~OO LO<;IC=12 
?0~00 CLtSE(1!,DISP=CRUNCH) 
21(100 LOCK=1! 
n100 CLOSE(15,DISP=CPUNCH) 

21200 LOCK=1! 
2' :-Oí• CL05E(1(,D1SP=CRUNCP) 
n r.oc :.,:>e K=16 
21 '=00 CLOSE(17,DISP=CPUNCH) 



21600 

21700 

218(10 

21900 

HJDO 

22100 

2UJJ: 
2Z21(1 

nzn 
nsoo 
22400 
22son 
22600 
227CID 

22800 

? ?~QJ 

230(10 

23100 
23 2 (lQ 

Z! ~ (1:) 

2B~O 

2!(400 

23~00 

2350Ci 

?HJJ 

23 !l (l() 

2390] 

24000 
?,ffj J 

24200 

H1Jl 

?44[1J 

24500 

2460] 

e 
e 
e 

e 

LOCK=17 
CLOSE(1f,OISP=CRUNCH) 

LOCK=18 
CLOSE(19,DISP=C RUNCH) 

LOCl<=19 
CLOSEC2C,~ISP=CRUNCH) 

LOCK=20 
CLOSE(~1,DISP=CRUNr.H) 

LOCK=31 

CALL HIT 

FND 

SUPRUTIN,\S y 

SUBROUiINE WARNER(XI,REE) 

CO~MON ALFA,Q,N,L~MD,~EPS,E>SO,E 
REAL N,LAMt:A 
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F 5=4. *R EE*SGRr C N)/ CC 1.-REE H 2) *<1.+HE*> :U T C N)) > 
F6=4./(!.*C1.+REE*SQRTCN))*•2> 

F7=2.*CREE*SGP.T(N)-1.)/C(1.•RF.E*SQRT(N))*N•REE**2) 
F8=4.*E/C3.*SQP.T(N)*(REE*SQ~TCN)+1.)*REE**2) 

XI= F5+Ff-F7-FC3 
RETURN 
EN& 

SUEROUTINE NEWTON(REE,T) 
co•~ON ALFA,G,~,LAMDA,EPS,E>sn,E 
REAL N,LA~DA,ílUM,NU~P 

!(0=1 

P.EE=Cl.S 
IFCT.~E.íl.O)S~ TO 8 
F 1 =C 3. * N+2.) *B P TC N) · 
F2=3.*CN+1)+E*SQPT(N) 

F3=E-2.*SQRT(!4) 
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24650 F4=3.+SQRT( N):*E 

24700 2 POLl=F1*REE••4+~2•REE*•3+f3tREE••2-F4•REE-E 

24701 POLPRI=4.*F1•REE••3+3.•F2•R~E••2•2.•F3•REE•f4 

24900 IF(POLPRI.NE.0.0)GO TO 3 

2SJO:J WRITE(6,4) 

2StíJO 4 FOP.MAT(2X,/,1CX,nDERIVADA NJLA",1DX,"TERMIMA PROGRAMA") 

25200 Go ro 950 

25300 8 CALL WAPNER(XI,FEE) 

?BZJ: EPSP=-2. •N•EPSO• RE E/ ( 3. ·+N* RE 1E**2) ••2 

25400 A=2.•(1.-LAMDA.) 02-:{ 2.13.) * ( ( 1. -EPS )•( 1. HA"IDA)) **2 

2$420 AP=(4.l3.)•(1.+LAMDA)••2•(1.-EPS)•EPSP 

25r:ro ~=((1.-EPS)•(1.+LAMDA))••2-Cl.-LA~DA)**2 

25S20 BP=-2.•(1.+LAMDA)••2•(1.-EPS)•EPSP 

HSO] DEN=~*(A+N•B•~I•REE•t2)tREE•~2 

25700 NUM=(N•XI*P.EE••2-2.)•XI••2 

25803 POLI=N~n,orN-ALFA••2 
25QOJ F5P=~.•SCRT(N)•(C1.-~EE••2>•<1.+PEE•S0RTC~)3-

2500:J * P.EE• (SQ RTC N) t.-( 1.-,l?E E••2) --2. * (1. + SQRT (..i > •R EE) •REf)) / 

26100 * ((1.-F.EC••2)•(1.+SQRT(~)~REE)>••2 
ZS20) F6F=-(8./3.)•SaRT(N)/(1.+REE*SQRT(N))**3 

26JOO F7P=2.•CN•SQRT(N)*(1.+REE*SlPT(N)>•REE••2-

ZS40íl * (N•SQRT(N)*REE••2~2.•N•~EE*<1-•REE•SaRr(N))) 

26500 • *( REE•SGRT OJ)-1.)) / ( N*RE'E o2•C 1. +R EE*S~ RT ( N))) ** 2 

25510 F8P=-4.•E•(!.•SQP.TCN)•PEE**~+2.•PEE)/ 

BHJ * (3.•SQPT(N)•(~EE••2•{SQ~T(N)*REE+1.))tt21 

?SS(1J XIP=F5P+F6P-F7P-FEP 
261(\Q DENP=N*REE*•2*(AP+N•C?.•Xl*3*REE+XItBP•REEtt2+~•Xl~•REE•*2)J 

26710 * +2.•N•PEE*(~+M*3*XI~REE••7) 

2580:J NU~P=N•XI••2•REE•(2.•XI•R!Et~IP)•2.•Xlt(N*(I•~EE••2•2.)•XI 0 

2,,:,:¡ POLPFI=(DENtNJ~P-~U~•DE~P)/~!N••? 

271 G:l IF(POLPfl.NE.~.O)GO TO~ 
27200 IJP.ITEC6,4) 

27300 GO TO 950 
2rrnj '! RNíXT=RCE-PCL!/POLPRI 



27500 

27600 

27100 

2780J 

27900 

28:JOJ 

2~ roo 
2!200 

2S300 
21\400 

?85J) 

?~~ºº 
2871i0 

28~00 
2~900 
29000 
?91'GD 

291i.'C 
znoo 
2 9 3 IJO 

n4oo 
!9'5J 

2HCl0 

2;600 
2HOO 

?9~0) 

290(1:i 

5)JJJ 

30100 
5 )?.'.)) 

3J300 
5HD0 

53SOJ 
nsn 

e 
e 

e 
e 

e 
e 
e 
e 

DIF=ABS(tNEXT•¡EE) 

If(DIF.LT.1.0E-6) GO TO 950 

RH=P.NEXT 

1<D=K0+1 
IF(KO.GT.10C)G~ TO 11 

IF(T.EG.G.O)GO TO 2 

GO TO R 
11 WRITEC 6,5) 
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5 FORMAT(5X,//,10X,"EXCEDI0 Nl~ DE ITER~CIONES•,1,1ox, 

* "TERMINA PROGRA~An) 

9;(i RET URN 

ENC. 

SUPROUTINE PROPFL(SC,er,o,~'U,N20,N1PD,x2,,2,•Y,Z2) 

cO~~ON ALFA,G,~,LAMDA,E~S,E'S0,E 
P.EAL ~,LA~DA,~10,N1PO,N20 
SPLA~=1./(1.-(X?+Y2+Z2))-E/C3.*N*SQP.T(((2+r2+Z2>••3)) 

SO=C3./2.)*N*SPLAW•CX2-V2) 
nAO=S(1/ ALFA 

N1 G=3 .O*lf*S PLAW•Ae S C XY > 
N2r=3.•N*(O.S•(12+2.•WY•Y2)-Z2) 

N1F'0=2.*H 
PETURN 
END 

SUBROUTINE RUNKUT(t2,Y2,XY,Z2,T,~,F1,F2,F3,F4) 

ESTA SU3R~TINA CALCUL~ LOS ~O~E~TOS E~ ~UNCION DEL TJE~PJ. 

LAS FUNCIO~ES ESTA~ DEFI~IDl~ EN OTROS SUB~RoG~A"AS. 

~1X2=H*F1(X2,Y2,XY~Z2,T) 
D1Y 2=1U F 2( X2 ,Y 2, XV ,Z 2, T) 



30700 

30800 
30900 

31000 

31100 

31'200 

31!i(l0 

31,00 

31~JJ; 

3"50J 

31700 

3l'S0J 

31"ºº 
3200 

32100 
322(0 

32~0(, 

32~0J 

32SQC 
HSOJ 

3270(< 

328CO 

32t:-C'O 
3!:l[,0 

33100 

532C,O 
3!~ rio 
3HO:i 

33c;r.=, 

3!5:12 

33~04 

3!<;06 

Hl-C:l 

3!700 

e 

e 

e 

e 

e 

• 

D1JY=H•F3(X2,Y2,XY,Z2,T) 
D1Z2=H•F4CX2,Y2,XV,Z2,T) 
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D2X2=H•F1CX2+D1X2/2.,Y2+D1Y2/2.,XY+D1XY/2.,12+D1Z2/2.,T+H/2.) 

D2Y2=H•f¡(X2+D1X2/2.,Y2+D1Y212.,XY+D1~Yl2.,Z2+D1Z2/2.,T+H/2.) 

D2XY=H•F3CX2+D1X212.,Y2•D1Y2l2.,1Y+~1~Y/2.,!2+D1Z2/2.,T+H/2.) 

D2Z2=H•F4(X2+D1X2/2.,Y2+D1Y?/2.,XY+D1XYl2.,!2+D1Z2/2.,T+H/2.) 

D3X2=H•F1(X2+)QX2/2.,Y2•D2Y?l1.,XY+D2XYl2.,Z2~D2Z2l2.,T+i12.) 
D3Y2=H•F2(X2+D2X2/2.,Y2+D2Y?l2.,XY+~2xr12.,z2+D2Z2/2.,T+~l2.) 

D3XY=H•f3CX2+D2X2/2.,Y2+D2Y2/2.,XY+D2XY/2.,Z2+D2Z2l2.,T+H/Z.) 
D3Z2=H•F4(X2+D2X2/2.~Y2+D2Y2/2.,XY+D2XYl?.,Z2+D2Z2f2.,T+H/2.) 

D4X2=H•F1CJ2+r!X2,Y2+D3Y2,Xf+D3XY,Z2+D3r2,T+~) 
D4Y2=H•F2(X2+D3X2,Y2+D3Y2,Xf+D3XY,Z2+D3Z2,T+H) 
D4~Y=H•F3(X2+D3X2,Y2+D3Y2,XY+D3XV,Z2+D3Z2,T+H) 

D4Z2=H•F4(X2+D!X2,Y2+D3V2,~f~D!,v,z2+D3Z2,T+~l 

T=T+I·' 
X2=X2~(D1X,~,.~D2X2+2o*D~X2•D4X2,l6. 

Y2=Y2+(D1Y2+2.*D2Y2+2.•D3Y2+D4Y2)/6. 
XY=XY+(r1XY+2.•D2XY+2.•D3XY+D4XY)/6. 

Z2=Z2+(D1Z2+2.•D2Z2+2.•D3Z2+D4Z2)/6. 
HTUPN 

EtW 

FU~CTI~N F1(X?,Y2,1Y,Z~,T) 
cor~CN ILFA,Q,~,LAMDA,~PS,E~sn,e 

REAL N,LAMDA 
R2=X?+Y?+Z2 

RrE=SQHCRi> 

CALL WAFNEP(XI,REE) 
F1=CALF~*(1.+LA~PA)*(1.-EPS)-Xl/Q)*~2+ALFA*(1.-LA~DA)•XY+ 



3380:J 

3390J 

34GOO 
'.H100 

H2DO 

34300 
34305 

34306 

H307 
34400 

3450:l 

34SOJ 

34700 

34~00 
340(11) 

35000 

3c:f00 
331'J5 

35107 
H1 ()9 

35200 
3530) 

,5400 
H50) 

'35600 
35700 

'3S800 
35 8D2 

BBCl~ 

H !J' 
3~900 

BJOJ 

B 1 Cl[l 

e 

e 

e 

RETUFN 

ENt 

FU~CTION F2(X2,V2,XY,Z?,T) 
(OhMON ALFA,Q,N,LA~o,,EPS,E 0 SO,E 

REAL t.1,LAMOA 

R2=X2+Y2+Z2 

REL=SQRT (R7) 

CALL WAFNE[(XI,rEE) 

188 

F2=( ALF~*(1 .+LA!l'l'A) •CEF S-1.)-:XJ/Q) *Y2•ALP,•C 1 .•LAlllll>A) *XH 

* 
RETURN 

ENO 

FU~CTIO~ F3CX2,Y2,XY,Z2,T) 

COMMON ALFA,Q,H,LAMDA,EPS,E~so,e 

REAL N,LAMDA 
R2=X2+Y2+Z2 

REE=SQRTCR2) 

CALL WAPNER(XI,PEE) 

F3=-XI •XY /li+ALFA* (1.• LA" DA)•·< Y2•l'2) / 2. 

RET URN 

EN[: 

FUNCTION F4(X,,Y2,XY,Z7-,T) 
co~~CN ALFA,Q,H,LA~DA,EPS,EPS0,E 

REAL N,LAMDA 

RH=SQFT(P?) 

CALL w,RN~R(X!,REF) 
F4=-YI•z2/Q+2./(3.•~•Q) 
PETUFN 
ENll 
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