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INTRODUCCION 

Se ha demostrado con experimentos de absorción infrarroja 

que la presencia de impure:as en cristales puros induce modos 

localizados con frecuencias en las regiones prohibidas del 

espectro vibracional de los cristales limpios y modos reso-

nantes con frecuencias en la banda acdstica , algunos de ea-

tos modos locali•ados corresponden al efecto producido por 

impurezas aisladas, mientras quo a altas concentractones 1 las 

interacciones entre Jos iones defecto se vuelven importantes 

y aparecen los modos de pares Tambidn alguna~ de las t~c-

ntcas de compensactOn de carga 1 utilizadas en caso de subs-

tituciones no isoelectrdnicas , pueden dar lugar a la forma-

ción de deiectos más complejos , produciendo modos localiza-

dos adicionales, 

Las primeras evidencias experimentales de la existencia de 

modos localizados debidos a parejas de impurezas en halogenu-

ros alcalinos < materiales compuestos por iones de un metal y 

un halógeno fueron obtenidas con espectroscopia Raman por 

w. Moller , R. Kaiser y H. Bit• en 1970 lltl , quienes detec-

taran un modo resonante producido por parejas de impurezag de 

t ~· Ag en NaCl 1 con una concentración de alrededor de 7.7 x 10 

5 
iones de plata por cm • Milton de Souza , Antonio Dlaz Góngo-

ra , Michel Aogerter y Fritz Lutty 12*> reportaron la exis-

tencia de modos locales debidos a pares do centros U tonos 

negativos de hidrOgeno y deuterio en KCl • observados con 

medidas do ~bsorciOn infrarroja y detectaron la simetría de 

alinoaciOn de la pareja de impure:as utili:ando luz polariza-

da • 



En 1º71 T. Templeton y B. P. Clayman l3tl reportaron un 
.,. 

modo resonante debido a parejas de Na en KCI con absorción 

infrarroja y un aKo despues, c. R. Becker y T, P. Martin (~tl 

encontraron modos resonanteg en el espectro de absorcidn 6p-

tica del NaCl debidos a parejas de Fluor • En ese mismo aKo , 

Templeton y Clayman (5tl hicieron un estudio e>1perimental de 

esfuerzos en cristales de KCl con impureza• de Na , a fin de 

determinar la dirección en la que se alinea el par .Y 

se~alaron a la dirección (1001 como la más probable • 

En S&flliconductores compuestos existe un gran nómero de 

reportes de medidas de absorción infrarroja de los modos lo-

cali~ados producidos por parejas de impurezas. En un articulo 

de revisión de Backar <é*l se encuentran reportados una buena 

parte da el los Dentro de toda la riqueza de información 

disponible de distintos e•perimentos con diferentes materia-

les , en este trabajo nos abocaremos principalmente al estu-

dio de los resultados de dos experimentos 1 En el primero de 

ellos , se detectaron los modos localizados en la brecha del 

loduro de Potasio , producidos por parejas de impurezas de 

Cloro , Sodio y Bromo • En el segundo , se midieron los modos 

localizados de parejas de impurezas de litio Aluminio , 

Litio Galio y Litio - Indio en Sulfuro de Zinc 

El espectro de frecuencias del Kl ha sido ampliamente eG-

tudi ado , ya que posee una brecha rel atl vamente grande entra 

las bandas óptica y acóstica , Medidas de dispersión lnelás-

tica de neutrones realizadas por Dolling (7tl revelan que és

ta se extiende de 6q. 7 a q5. 6 cm-'. Lo& prime.ros modos de im-

pureza encontrados en la brecha de este material fueron de 

impurezas sencilla5 de cloro • Sievers y Maradudin (8*1 en-
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centraron un pico centrado en 77 cm"1 , y un conjunto de pico" 

dentro de la banda acústica compuC?sto al menos de tres lineas 

centrada" en 61 cni
1

, En 1967 Nott , ~le.,.twing , Ale><ander y 

Sir.vers 19•> mejoraron la precisión de estas medida" y descu

brieron que el pico en la brecha era un doblete de forma asi-

métrica , con frecuencias centradas en 77.1 

atribuidos a la mezcla i"'otópica del Cl~•y Cllf. 

y 76.79 
_, 

cm , 

En un e><perlmento realizado en 1974 en Kl con alta caneen-

tración da impurezas , < 1 1. <Aolar l d 80 K de temperatura , 

Ward y Clayman 110 •> enr.ontraron tres nuevas llneas en la 

brecha del Kl con impurezas da cloro , con frecuencias en 

72, 02 , 80. 26 y 82, 84 cm"', Flg 11> , en toda" é5ta" se com

probó la dependencia do la intensidad do línea con el cuadra-

da de la concentraciOn , la que caracteriza a este tipo de 

modos • En ésto mismo trabajo , Ward y Clayman descubrieron 

que un modo en la brech~ del Kl con frecuencia de 73.8 cm" 1 

atribuido a impurezas sencillas de·bromo por Nolt y colabora-

dore" ( 9*1 era en realidad un modo de pares 

Además encontraron un nue110 pico do absorción a BB. 7 cm· 1
, que 

al aumentar la resolución e:<perimental pudieron desdoblar en 

dos lineas con frecuencias a 88.46 y 88.94 cni' , adjudicada" 

al efecto isotópico de la me,cla de Iones 79 y 81 del 8r , la 

mayar intensidad de este pico , aproKimadamente en un factor 

de 10 de la del 'encontrado en 73,8 cm..¡ , determinó que el do

blete se atribuyera a Impurezas aisladas • A 86. 7 cm·', se en-

centró una tercera linea de intensidad aproximadamente igual 

a la de 73,8 cm1, la que no pudo ser separada det doblete al 

aumentar 1 a. concontración de las impurezas. ,,, por to que no se 

pudo dilucidar si se trataba de un modo de pare5 o no. Se 

observaron otros picos de absorción a 85,78 , 87,44 , 89,73, 



90, 45 y 91, 56 cm" 1 posiblemente debidos a parejas de lona• 

más separadas fig(2) • En el Kt con impurezas da 

ria, Cl ayman y Ward encontraron dos picos bien definido" cen

t.radas en 76.18 y 84. 20 cm"
1
, cuyas intensidades variaron l 1-

naalmcnte con el cuadrado de la concentración por lo que ós-

tos también fueron asociadas a los modos de pareja& • Se de-

tectaron otrcs picos a 82.66 , 85.2 , 85.75 , 86.21 , 86.61 , 

87,19 ~· 88,25 cm"1, todos extremadamente débiles por lo que su 

ldentlficaciOn fue dificil de hacer flQ (3), 

El estudio de la dinámica de redes en los semiconductores 

compuestos de los grupos 11-VI y 111-V qua poseen la estruc-

tura de la Zlncblend• h• recibido una considerable atención 

en los Ultimas diez años • Los semiconductores compuestos de 

los grupos 111-V , como el GaA• y el GaP son los dos materia-

les mas utilizados para el estudio de los modos locales pro-

ducldos por lmpure•as substltuclonalca ya que tanto el Ga ca-

mo el As , son lo suficientemente pesados como para que pue-

dan ser reemplazadoa por un gran número do impurezas ligeras 

e introducir asl modos locales detectables con absorción 

infrarroja • Las medidas de modos con abPorción infrarroja 

son numerosas y una buena parte de éstas se encuentran repor-

tadas en el articulo de revisión de Barcker y Blevers (6$) , 

En el caso de substituciones no iscelectrónicas e5 nece5a-

rio Introducir otro tipo de impureza para realizar la compcn-

saetón de carQa , lo que provoca modos localizado• adiciona-

les a los de pares de una mi5ma impureza . Los compuestos d.a 

los grupos II-Vl , presentan algunas dificultados en la In-

traducción de impurezas y en su mayoria presentan picos do 
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absorción producidos por Impurezas desconocidas 1 por 1a·qua su 

estudio es mAs dificil lb*> , Recientemente se han realizado 

eKperimentos con pares de impurezas en ZnS en los que se ob-

servo una tendencia del Al a asociarse con vacancias de Zn y 

a formar Impurezas complejas con Cu , Ag y Au como reportan 

A, Krol , M. J, Kozlelskl y W, Nazarewicz (11*>· 

En un e•perlmento m4s reciente 1 A. Kral , W. Nazarewlcz , 

L, Gluzlnskl y M. J. Koziel•kl <12*> estudiaron la absorción 

infrarroja a 80 K , de defectos complejos da Ll-AI , Li-Ga y 

Ll-In , En estas redes el Litio se comporta como un aceptar y 

y las Impurezas del grupa III como donadoras , d~nrln lugar a 

defectos substltuclonales en los sitios del Zn por la que la 

simatr!a más probable es la Cs • Para interpretar cualitati-

vamente los modos localizados del espectro de absorción A. 

Krol y colaboradores utilizan un modelo seg~n el cual todos 

los Atamos de la red , excepto la impureza misma astan fijos, 

la impureza es considerada como un oscilador tridimensional y 

la.a frecuencia5 de los modos localizados sati'sfacen la regla 

de suma 1 i 

u/ (Al¡,,\: t ~ Ws 

donde ••<Al0 > denota la frecuencia del modo localizado del Al 

sencillo y w¡son las frocuenctas de los modos localizado• del 

Al en un complejo , 

El Litio fue adicionado en dos composiciones Isotópicas 

diferentes l) Litio natural conteniendo 92.5Y. LI 7 y 7,5Y, de 

LI b y 21 Litio enriquecido conteniendo 9bY. de Li b y 4Y. de 

LI 7 Las medidas de Absorción Infrarroja se hicieron en 

muestras de ZnB con impurezas de LI y una Impureza del grupo 

Ill • Los resultados de las medidas para parejas de LI,- Al 

5 



,Ll-1- Al , LI,- 13• 1 Ll 1 - Ga , Li 6 - In y Ll1 -In se muestran 

en la tabla I y los espectros en las figuras <4> a (6) .La 

asignación propuesta fue con base en la regla de suma que se 

mencionó anteriormente. 

En 1 os ex peri mentes realizados con halagenuros a leal inos 

se sugieren dos posibles configuraciones en las que se d~ el 

Acoplamiento de la pareja 1 la tetragonal , en la que las im

pure%as se colocan en posiciones de segundos vecinos y la or

torrómblca en I• que las Impurezas ocupan posiciones de veci

nos m4s cercanos • En lo qua respecta a semiconductoras , los 

eMperimentalea se valen de los estudios reali:ados con teoría 

da grupos 1 con los cuales es posible predecl~ el n~mero de 

modos localizados que debe aparecer para una simetría dada 

para interpretar tuts resul tadoG • En ausencia de otros estu

dl os tales como absorción infrarroja polarizada ó medidas de 

compresibilidad , la validez de las sugerencias en las confi

guraciones puede ser puosta a prueba haciendo cálculos teóri

cos da estos modos 

El objetivo de este trabajo es proponer un modelo en el 

cual el par de impurezas so alinea en la dirección (iOOl , 

en el que se han considerado los cambios en los potencia

les do lag ionom extraños a la red y sus primeros vecinos • 

Las frecuencias de los modos localiza.dos son obtenidas en la 

aproxtmacidn armdntca con la técnica de operadora~ en ecua

ciones de diferencias.· El problema contemplado como un pro

blema de f isica matemática P.5 en si ya interesante pues se 

trata de un modelo qu~ no se encuentra resuelto en la lite

ratura , sin embargo en e~te trabajo na no5 abocaremos a la 

6olución téorlca completa del modelo , sino a su aplicación a 

6 



lo• •l•t•m•• formado• por el Ioduro de Potasio y el Sulfuro 

de Zinc con altas concentraciones d• Impureza• , 

En el capitulo 1 se muestran al9unos de los modelos teOrl

co!I mh relevantes en tos qu• s• ha abordado el problema de 

la absorclbn d• los modos de la banda y Jos modos localizados 

En el capitulo 2 , •e hace un br•ve revlslOn de lo• •od•lo• 

teOrlco• qu• se han planteado con •I fin de predecir las fre

cuencia• a las que •e pre•entan los aodo• locallzadoa debi

dos a parejas de Impurezas en Ja brecha del Ioduro de Potasio 

y s~ descrlb• tambl6n un mod•lo qu• fue utilizado para es

tudiar los modos localizado• en diferentes semiconductore•, 

aunque en éste no se interpretlln teOrlcamonte los re!lultados 

del experimento que hemos descrito , ya que esta trabajo fue 

realizado antes que aparecieran los reportes del experimento 

En el capitulo 3 se muestra nuestro modelo , su soluclOn 

con la t~cnlca de operadores y la apllcac!On de ~ste a modo• 

en la brecha producidos por pare• de Cloro, Sodio y Bromo en 

las red del Ioduro de Potasio y a los modos locales produci

dos por parejas de Litio - Alumlna , Litio - Gallo y Litio -

ll'ldlo en Sulfuro de Zinc )'se comparar, los n?sullados obteni

dos ccn tos experimentales 

En la parte final del trabajo se hace un breve resumen del 

misma antes de exponer· las conclusioncis 

El e,;tudlo de la lnteracc!On de la r·adlaclOn con los medos 

vlbraclonales de un cristal , en la re9iOn Infrarroja del es

pectro electroma9nt.tlco se encuentra. en el apéndice I y en el 

apl;ndlce 11 &e ha Incluida el estudio de la pr·opa9aciOn de 

ondas planas en un cristal 

7 
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SISTEMA FRE:CUENClAS 

'-ir, 442 

Al 436.5 

Li, - Al 408 
453 
456,5 

W(Li, 439.7 
423,5 
429 
465.5 

W(Al 438,8 

Li, - Li' 422 
447.5 
449 

Li' - Ga 411,5 
456 
458 

W(Li' 442,3 

Li' - ln 413.5 
452.5 
456 

W(Li, 441 

TABLA l 

EN CM
01 

SISTEMA 

Li1 

Li1 - Al 

w<Lil 

w<Al 

Lil - Li.t 

Li1 - Ga 

w<Li1 

Lit - ln 

w (Lif 

FRECUENCIAS EN CH 

415 

384 
426 
430 
413.9 
423.5 
430 
4b4.5 
439.7 

392 
398 
422 

386 
428 
430 
415.3 

389 
425.5 
430.5 
415.4 

Modos locales en ZnS con impurezas da Li , Al , Li-Li 
Li-Al , Li-Ga y Li - ln Los modos fueron asignados por A. 
Krol y colaboradores, de tal manera¡iue las frecuencias sa
tisfacieran la regla da suma a w< lm ) = 113[ .,¡i ¡ por lo que 
la frecuencia w< lm l que aparece al final de cada bloque se 
refiere a la frecuencia del modo de impureza sencilla calcua
da de esta manera • 
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1, 

En este capitulo ·1crcmos el cálculo de Ja contribución de? 

los modos vibracíonelos a los momentos djpolares de un cris

tal mcnoat6mii:.o y un c.r istal diatómi e.o 0riidi mensionitl es con 

una impureza substi tl•c.i onal . 

tas prooiodades dincimicas de los crista.los pw~den ser in

vestigadas a traves de su lnteracctóii con la radiación , 

EKisten diferentes técnicas para esludiar ei-<perimentalmente 

las vibraciones de la red , entre ellas 1 la dispersión ine

lástlca do n~utroneg, , la espectroscopia Raman y la eupec

troscopta infrarroja 

Con dispersión inelAstica de neutrones , es posible deter

minar los espectros de los modos normales de vibración de los 

cristales • en el caso de los crista.le.•s diatOmicos , se ob

serva que por cada dirección de propagación el espectro cens-

ta de dos bandas la acóstica y la óptica , cada una de 

ell.:iis con tres ramas , dos transver-sales y una longitudinal , 

y entre ambas una rcgiOn de frac.uencfas prohibidas conocida 

como Ja brocha • 

La e~pectroscopia. infrarroja consiste en el registro de la 

interacción entre la radiación eloctromagnétlca y los modos 

vibracionales de la red - ésta se da. en la región óptica o 

Infrarroja d~l espectro electromaqn~tlco < - 100 "i ) . En 

dicha interaccion se dan procesos que involucran el intercam

bio -fc:inón - fotón ~ los cuales siquen sus propia-: leyes do 

transición • De todos las procesos , estaremos interesados en 

aquellos quo sa refieren a la interacción de un solo~ fcnón • 

Cui\ndo la longitud de onda c/w de la onda electromagnética 

os comparable con la distancia atómica a , la descripción ma-



croscópica del campo no funciona , pero generalmente la ra

diación en la región óptica o Infrarroja del espectro elec

tromagnético intcract1la principalmente con los modo• Optlcos 

de longitud de onda grande por lo que la descripción ma-

c.rost:OpicoJ es '.'él Ida , desde eate punt.o de vista , al compor

tamiento del mC!'dio queda ~eterminado por una relaición e>tperi

mental f'<E> conocida como la pola.ri::ac:.ión donde E es el campo 

eléctrico m~crosc.Opico , sin emb~'lrQo es evidc-nte q1..1l? 1 a res

puP.st" del material depende de las propiedades y distribución 

de la~ molócLtlas que lo forman 

En pree.enci a de un campo ei<terno , un átomo adquiere un mo

mento dipolar finito inducido por el campo , como un resulta

~º da los desplazamientos el6sticos de la distribución de 

carga re-lc?.ti .... os al n•)cleo , al momento dipolar permanente de 

una R1olócula puede 5er alineado por influencia de un campo 

eu terno y en el caso de qLte la mol éc1_1t a no tenga momento di

pol ar , lo ddquiere • consecuencia de los despla:amientos de 

los átomos dentro de la mol écuta 11 esta pola.rizaciOn se te 

conoce como polari:ación atómica 6 iOnica • Por la que pode

mos decir que en general , la polarizaciOn ostAtica P , puede 

ser con si dcr ada como 1 a suma de tres contr ibuci enes 1 

P = P& + Pa + Pd 

donde Pe es la polarización debida a los despla:amientos 

elec.trOnicos dentro de átomos compuestom o iones , Pa os la 

polarización debida a los despla~amientos atómicos O iOniccs 

')' f'd es el momento dipolar permanente • Hay alqunas substan

cias como el diamante , para las cuales la polari;?aciOn es 

ontcramonte debidd a la respuesta electrónica dentro de los 

átomos y habrA otras como los cristales tónicos en donde ha.-
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bra dos c~ntribuciones a la polarización , una que depende 

del compc~tamicnto de los electrones y una segunda que depen-

dP. de los movimientos relativos de lag iones positivos y ne-

gati vog , 

En otro orden de magnitud lo que se observa mac:rosc:ópica-

monto es que si se h~ce incidir un haz de radiaci6n monocro-

mática sobre un cristal , su intensidad luminosa decrecerá de 

acuordo :.. 1 a ect1aci ón 

di \'> <wl Id: 

la cual es proporcional a la intensidad incidente y al espe-

sor de la muestra , al coeficiente de proporcionalidad ~ <wl 

se le conoce como coeficiente de absorción y la dependencia 

de éste con respecto a la frecuencia constituye el espectro 

de absorción del matorial , dicho coeficiente o• una c:aracto-

rtntica del medio absorbente ligado directamente con la parte 

imaginaria de la constante diel~ctrica del medio • Para que 

&e de la absorción es necesario que el cristal presente un 

momont~ dipol~r efectivo , en particular los cristales de ti-

po iónic.o presentan L1.n gran pico de absorción en la región 

cercana a la frecuencia del má.>dmc transversal óptico , l la-

mado el rayo residual 

Adem~s de este pico de gran intensidad también conocido co-

mo reststrahlem , algunos cristales diatOmlcos como el GaP 

fig1Jra <1 , , muestran otros mA:<imos de absorción en la re-

gión de frecuencias de la red, o. A. Kleinman y W. 0. Spitzer 

t13t> determinaron el espectro de absorción del GaP con mcdi-

das de reflectividad y dividieron el coeficiente de absorción 

en dos parles 1 un o(~ , que representa la absorción funda

mental debida a la interacción del campo con el momento dipo

lar de la vibración del mbimo transversal óptico Ul;o y o(C. 
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el coeficiente de absorción por combinación de bandas , que 

atribuyen a procesos en los cuales dos o más fonones se com-

binan para intoractuar con el campo de radiación , esta inte-

ra.c:clón proviene de momC?ntos dipolarcs de segundo orden , tos 

cuales aparecen .de deform~ciones de carga • Un punto da vista 

alternativo , fue proporcionado pro H. Rosenstock (14*> quien 

sugirió Ja posibilidad do que éstas fueran bandas de absar-

ción de un sólo fonón y que fueran una consecuencia de la 

ruptura de las condicionas a la frontera cíclicas 

El mecanismo da mamantes dipolares de segundo orden 1 pa-

receria importante en los cristales homopolares , ya que sus 

oscilaciones fundament.ales 110 tienei1 momentos dipolares , sin 

embargo so ha observ~do quo las muestras puras de silicio no 

absorben en la región de frectJencia.s de la red perfecta 1 

mientras que las mue9tras con imp~rfecciones exhiben un cier-

to n1lmero de picos de absorción bien definido,. en esta región 

por lo que se acopta generalmente que la absorción es d<>blda 

a impure:as ó defectos en la red. B. Szigueti <15*> calculó 

el espoctro de absorción en la región de frecuencias permiti-

das • para cristales homopolares con impurezas aisladas en un 

modal o da masas y cargas puntual es , a lo largo de dos di rP.c-

cienes de simetría y encontró que este modelo podia. eupl icar 

cualitativamente los aspectos niAs significativos del espectro 

de absorción Infrarroja en dicha región • 

En oste trabajo nos interosa estudiar tos espectros de ab-

sarcl ón infrarroja en la región de frecuencias prohibldas , 

os decir en la brecha y por encima del má><imo pormitida , par 

lo qu~ a.continuación doscribiremos una investigación teórica 

real Izada por :~l~l .lis .Y .Maradudin <lb~> acerca del afecto de 
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las imp1Jrezas en la abtSorción infrarroja asociada con los mo

dos local1:ados y con los modos de la banda • quo muestra que 

ol modelo de masas y cargas puntuales en la aproximación ar

mónica basta para obtener los coeficientes de absorción. Una 

cJeficicm..:1a obvia do este modelo es que no toma cm cuenta 

las nube9 de los electrones de los Atamos • las cuales están 

sujetas a polarización 1 ya que los iones son tratados-, como 

partlculas cargada!i puntuales , debido a ~sto , los resulta

dos en los cálculos serán solamente cualitativo9. Segón este 

modelo , la introducción de una impureza puede asociarse a un 

cambio ~n la masa y al cambio en una constante da fuerza aso

ciados c~n un sitio dado de la red. En el modelo más sencillo 

so puedo estudiar el efecto debido al cambio de la masa de la 

i mpure:cJ sol a.mente • 

J. LA RED MONDATOMICA , CONDICIONES A LA FRONTERA CICL!CAS, 

Consideremos una cadena lineal de N iones d~ cargas alter

nadas 1 cada uno de los cuales tiene una masas M • interac

tuando entro sí solo a primeros vecinos a travos de una. fuer-

za tipo Hooke con una constante de fuer:a La ecuaci On 

da movimlanto Independiente del tiempo para el anés!mo Ión 

CSI 

......... (l) 

donde lJlt es la ampll tud del desplazamiento del anés~ mo 1 ón 



1 a sol w:I ón propuesta para ésta es 1 

v~ : /\ CDS .. 6 + Í3st>\I\ G 

de donde 

de la Imposición do las condiciones clcllcas 

U"-t"' =- lh, 
se ancuent~a que1 e:: 2.n "'/tJ 

••••••••• 121 

••••••••• 131 

••••••••• (41 

con s" 11 2.¡ ·.IV ••••••••• (51 

Cuando se introduce un defecto puntual en la r-od , las 

ecuaciones independientes del tiempo toman la for-ma 

lv-.:~CnpUP 
f' 

Esta puede ser- rosuolta con la función 

cual satisface la ecuación 

L 3c"):: ~ .. º 
donde o~ es cero para n distinta de cero 

y tambión la condición cíclica 

'J c"~N)=cac11) 

••••••••• 161 

de Gr-een S {11) , 1 a· 

••••••••• (71 

••••••• •• IBI 

Con ayuda da la función de Groen podemos escribir la solución 

de la ecuación Cbl como 1 

Vn= Z.. ~(.V1-h\)C.,.rVf' 
")P ••••••••• (9) 

SI el Ión en ~:O es reemplazado por uno da la misma carga 

pero cuya masa es M':: (i-C.) !"\ el coeficiente C.,p en ta 

ecuación lbl so convierte en 

C"p::. E Hw1 ó~rcf..,o ••••••••• 110) 

y <91 en 

••••••••• (11) 

donde el par4metro E depende de la masa de 1.a lmpÍ.Jr-eza • 
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Como la ecuación (111 es válida para toda ~ , so debo satis

facer para 1\: O , de donde obtenemos la expres! ón para los 

modos normales de la red perturbados. 

1 ,(t.\1i~Co) ......... (121 

La e>ipresión do lj(l'I\ que satisface la!> ecuaciones <71 y <BI 

es 

1 
11¡ 211.(s¡¡.,, 

o.(-\'\\: 16 (\\\: -2 _e. _____ _,_,=-~ 
(J N ~· Mw'-2.)' _.¡'r' lbS (2rrs¡"') ......... <131 

La evaluación de esta suma está hecha en el apéndice del tra-

bajo de Wallis y Maradud1n y su resultado os 1 

con 

~ (I\\~ ~Ca\to~ 11q ~ sq,,, 1" 1'f. 
.2)' "c•q_ 

')(O).:; to1 ( N <f/i.) 
:l)'~"~. 

donde si, wl/ur,1.::. fl.: s..,,'('P;¿) 

UJ,l: 'l~/M con 

la ecuación (12) se convierte en1 

'I\ c0 1 J 1 .. N·I ......... tl41 

••••••••• (15) 

0<'(<.'l.IT· ••••••••• <t&> 

......... (171 

de las ecuaciones <111 y <131 so ve qua el efecto Isotópico 

afecta solo los modos simétricos donde Ü~.::lJ.11 • Entonces so 

puede clasificar a las soluciones como sique1 

simétricas 

con 

antisil1Hricas 

con 

v.,~ B SC,>I ( :tli>IS/N) 

Cf:.~ 
N 

•••••••• (18bl 
Wo W~.sc..lw,) · ) · ~vz ....... <19al 

........ (19b). 
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En ambos casos se puede res;tringir <f al intervalo ( 01 U) • 

El momento dlpolar asociado con cada modo normal sa define 

como1 
tJ-I 

Mes'~~ e., U,.($) 
,..:o ••••• •••• (20) 

donde \.J,.(~) ª"el desplazamiento del enésimo Ión en el modo de 

vi braci on 5 y e VI e!I la carga del· l on. En el presente ca

so e"': e(-1)"' para los modos anti simétricos 
~-1 

1-\csh e 13~ (-1'" s""in~s= o ......... <211 

~·º N 

de donde se ve que los modos antlslmétrlcos no contribuyen a 

la absorción óptica de la red. Para calcular la contribución 

de los modos simétricos al momento dipolar , encontramos que 

a partir de las "cuaciones <181 , (20) y !13) 

••••••••• t22) 

dondetlf~es la ralz nolmero S de la ecuación !IBbl. 

El despl.uamiento Vo es obtenido de la condición de norma-

1 i zacl On 
N·I 

~ 
1\.::0 

••••••••• (23) 
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y con l• •yuda de 113) 1141 y la ecuación do eigenvalores 

<17) , el momento dipolar asociado al modo normal ~ queda ce-

mo 1 

~ C 11 Et t..,..t <ts lt ·\-$, )CH't ... 'l(<isi;j' 

f~1 

y aprou1mando el resultado con 1011 t•rmlnos O(-l¡) -4>'() 

......... (25) 

Para modos locali:ados hay una solución para la ecuación 117) 

con ~) 1 ~· reempl a: ando <.t= ir+i~ 

ahora .•••••••• <2ó) 

Si se tema el valor complejo para en la expresión Cl7l, la 

ecuación de eigenvalores se convierte en 

••••••••• 127) 

en el li~ite de N grande , la solución de 127> es 

••••••••• (28) 

que junto con (2ó) da el resultado obtenido por Montroll ·y 

Pots <17t>. _I_ 
' - E;. 

Con las ecuaciones (28)·y 124> se obtiene el memento dipolar 
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asociado con el modo dr impure~a , aste es 

••••••••• (291 

El cooficiente de absorción es proporcional a 

de '((f) es la fi.\ncíón de diistríbución de frecuencjas .. y tiene 

la forma de 

si en do "(, ( f) la función de distribución de la red perfecta 

I>{. (f): ..J,_ ~ 
n ll¡r I -f' 

••••••••• (30) 

y A1(f) el cambio en "{e (f) d1>bido al defecto isotópico 

para un~ revisión detallada do este se puede ver el trabajo 

de Mahanty y Maradudin (18t> , 

~(f):-...{. 
2N 

A1(f l: .f.. 
:lN 

- -' Ó(f .¡) 
.w~ 

o<C<! 

•••••••• (31b) 
é<O 

En la figura (2) se muestra una graflca del coeficiente da 

~bsorción en unidades arbitrarias como una funcion del cambio 

an é para los mcdo51 de vibración localizados, en ésta se 

pl.1ede observar qua l1a>y' dos mA>timos cuando l es prO:< i mo a 

cero y a la unidad. En la figura (3) 1>l coeficiente de absor-

ción esta graficado como una función de la frecuencia para 

1 os modos de 1 a banda cuando C = ~ . Para 1 a red perfecta 1 a 
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absorción er. cero excepto para vr: IÚL. • la pre .. encia d• la 

1.mpuri>:• permite la absorción a .las frecuencias da la banda 

cu.i.ndo se emplean la.s condicione& ciclicas. 

JI, UN DEFECTO PUNTUAL EN UNA RED DlATOMICA. 

9ea unao cadena compuesta por N &tomos de masa M, y N &.tomos 

de masa t-\1. , interactuando con sus primero• vecinos a traves 

de fuer::es tipo Hooke, tomaremos en cuenta el caso en que un 

4tomo de masa·pesada es reemplazado par un Atomo de masa li

gera \.\'. Las ecuaciones de movimiento independientes del 

tiempo pueden escribirse coma 1 

w 1 1-\2 "1" ~ ~ ( vQ .. t1 - .:rn, .. ~ Vi.,.;)::~ ........ 111 

wtt\, v~M1 ~)' (\k11+'l · ~v""+1-+U2"): d'11af '1,w1v, 

donde t-'.1 < 1-\ 1 

Haciendo la transformación , 

lh11 .:. (k .. w~ .l t \ ~ U2" 
...... (k.w~-'l~)~Uz.11•1 
V¡~~I -

••••••••• (2) 

se puede escribir 1 a ecuacl ón < l > en la forma 1 

lH •wi- lr) Lr1" 1- -t l\T""'t' ~V"ri-• '\cll'l,d: H,.ut (~~:~~~1): v; 
......... (3) 

JVl,I .: 0 

donde 
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La solución de la ecu•ci6n <31, en términos de I• función de 

Green ,es la slquiente 1 
1 

lr11: ~·(V\·''t t\, w'-(H,wt - 'l.J'' \r, 
('·h\U~- 'l.~"\ 'Ji 

dond• l • funcl 6n de Green ~"(11) esa 

:!.~ 

~\'l\:l ~ 
.2fll 'º' 

'-.')(P ( ~q Á ~Vlh, N l 
~·w 'l._). Y' -t 'Lt"°.s l 'W) 

......... (41 

••••••••• (5) 

la cual satisface condiciones • la frontera clclicas La 

ecuación de ei11envalores. •e obtiene substituyendo~~\ en la 

ecuaci6n 141 , esto es 1 

••••••••• (61 

Consideremos prllK!ro lo• lllOdos locales con frecuencias por 

si •• defina 

......... <?> 

la función de Green pueda evaluarse y 
lll'I\ 

" [f. [. t 1_ I] cr,•c.,., - (. \) -- tVft-1 ......... (8) Yt 

de las ecuaciones (6) , <7> y <B> se determina la frocuencl• 

caracteri stica. 

con y 
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t"'.i i:icrtir de n1litodos similare?s a los mostrados con la red 

monoat:~iica. so pucide encontrar el n1omento dipolar efectivo 

el r~:.ltado es : 

M<o,:-~ iv.w ~lw1-Wo''i"'Ur• (H'i4)•iJj 
r1- ~") (w1 - w,•1~·~ l (w"-W"11~)~ W"6 

......... (10) 

dende 

\' I• •~clitud U1 esta. determinada por la ccndiciOn de ncrmali-

z.ocidn 

ósto es1 

Para los modos locali~ados en la brecha, la función de Green 

El ·:ale~ de la. frecuencia. para los modos en la ~recha es 1 

2u,• .. w.' + (lwA'- (( 1- E:')~ w.'I + 'ic' ~'i) ~ )/( 1-e) 

El molT'~nto di polar ofocti vo pueda ser enprosado como 1 

......... (141 



A fin de indicar la naturale:a cualitativa en estos resul-

tados , se muestra el coeficiente de absorción on unidades 

arbitrarias para el caso especifico en que 1'11 = 31'12 \' E.=112 en 

la figura <4> como una función de la frecuencia , donde se ve 

que la absorción en la rama acOstica y • las frecuencias dis-

cretas en la brecha , es muy paqueWa y qu• luego aumenta al 

acercarse al limite superior de la rama óptica • El caefi-

ciente de absorción para las frecuencias discretas arriba da 

la rama óptica es relativamente granda comparado con los cae-

ficientes asociadas can las modos de brecha. 

En la figura <S> 6e muestra la dependencia del coeficiente 

de absorción par• 1 os modos l oca.1 izados con E. . Par11. una 

Mr: 3t12. , el modo local tiene dos máuimos enf cerca de cero 

y cerca do Ja unidad , mientras que el modo en la brocha au

menta con f . Wallis y Maradudin nos muestran los efectos de 

una masa i mpure::a en 1 a absorción infrarroja debida a vibra-

cienes de la. red. El resultado miis impactante aqul • fue la 

aparición de lineas do ~bsorción di~cretas asociadas con Jos 

modos locales , efecto que deaparece si la ma~a del Atomo im-

purc:a es m.b pe5ada que la del ~tamo que 5ubstl tuye en 1 a 

red. 
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Eri el capitulo antar1-:ir estudiamos al mecanismo físico de 

la absorción infrarroja y discutimos el modelo de Wallis y 

Haradudin para calcular los coeficientes de absorción , en el 

presente c.ap:l tul o nos .Jboca.remo!i al estL1dio de modal os que 

predicen la6 frecuencias a las cuales los mA.1timos de el es

pectro de absorción se presentan, en la región da la brecha y 

por encima del mAKimo transversal 6ptico • Mostraremos tam

bién la.comparación entre los resultados teóricos de cada mo

delo y los resultados C:(perimc:mta.les. 

Es bion conocido que pequeñas concentraciones da impurezas 

substi tucicnales cm redes crista,l inas pueden resultar en mo

das loc~les , resonantes o de brecha , dichos modos se aso

cian a impure?:as aisladas o senci lla.s • pero son previsibles 

situaciones que pu~den dar lugar a la formación de impurezas 

mtiis complejas que tambi~n seran causa de nuevos modos loca.li

~ados. Por un lado al aumentar la concentración de impurezas 

las inleracciones entre éstas se vuelven importantes y por 

otro lado ~uando las substituciones no son isoelectrónicas , 

es com1~n que se remc:die el problema de la compensación de 

carga con la inyección 6 difusión de un nuevo tipo de impure

za.por ejemplo ' le inlroducción simultanC?a durante el creci

miento del cristal con un donador y un aceptar , los cu~les 

cre3ran cent-.rCJs de imp•trc::~s mi:d:as. Cuando l~ impure:.a com

pleja as una pareja formada por dos atemos del mismo tipo , 

en la mayorl~ de los casos , es posible distinguir experimen

talmente los modos de impureza sencilla de los de pares, por 

lll. forma en. que vaf"".ia la absorción con la concentración • La 
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intensid•d de absorción de los modos de impureza sencilla va

ria lin'l.l'lmcnte c:on ta concentración , mientras que la de los 

modo'l ap•reados v~rla linaalmente con el cuadrado de la con-

c:entr l'C. i 6n • 

T21nt.o en hnlogenuros alcalinos , como en semiconductores 

se- hl'n uete:ictado modos loc:aJ izados producidos por pares , con 

frec1Jencias en las regiones prohibidas y en las bandas de los 

c:rlst<>Jes limpios. Di> los h~loqanuros alcalinos el material 

favorit~ para el estudio de modos en la brecha es el Yoduro 

de Pota'!!10 dado que posee una brecha relativamente grande 

miantr~~ que en los semiconductores compuestos de los grupos 

111-V el GaAs y el GaP son los dos materiales más utili:ados 

para el estudio de Jos modos locales 1 aunque más reciente

monte 1,¡.~ han hecho eltpori ment.os de ~bsorci ón i nfra.rroja en 

ZnS C.tln pares de irnpure:.as • La interprataciOn de los resul

tados obt1:nidos as un tema que se mantiene vigente , ya que 

modelas 'll'Jy E>of i sli ca.dos que manejan un gran n•J.mero de par.i.

matros , abordados con dtferontes técnicas de solución , no 

han de-do predicciones que esten en buena concordancia con el 

experimento. A continuación se veran algunos de los traba-

ja'!. t:eór i cos más i mportant:es que se han presentado en la 1 i

teratura 1 primero los relacionados con halogenuros alcalinos 

y desp1..1es los relativos a semiconductores. 



A , HALOGENUROS ALCALINOS • 

M. de Sou:a y F. LLlt')' <19*) crea.ron un modelo de oscilado

res acoplados pa.ra reproducir los modos locales de parejas 

de H y D en KCl , el modelo consiste en dos masas mt y m2 

que ocupan posiciones de prim~ros vecinos entre sí , en la 

direccci6n <110) de un cristal c1~bico , las dos masas estan 

acopladas a traves de un resorte de constante K y a los demas 

iones de la red por otros resortes 1 como se muestra en la 

figura Clal • Debido a que la masa de los demás Atomas de la 

red es muy grande comparada con 

se puede despreciar el movimiento 

la masa del Ión hidró9eno , 

de los iones de la red y 

reemplazarla5 por una ca.ja tridimensiona.l de paredes rigidas 

, en su interior las masas ml y m2 estan acopladas por cons

tantes de resortes 2K 1 , KT1 y KT~ ,Figura Clbl • A partir de 

las frecuencias de los modos loc.ale9 de impurezas aisladas de 

H se pueden determinar tos valorea de la~ constantes de re

sorte con lo que todos los modos en fase y fuera de fase de 

las parejas de masas iguales o parejas de masa5 diferentes 

son predecibles • H. de Sou:a y F. Luty compararon sus resul

tados con las frecuencias de los modos locales de pares de 1 

H-1H-, 0-16 y H'"1D-en KCl con regular hito, 

En 1974 Ward y Clayman 120$) presentaron un modelo molecu

lar para calcular modo~ de pares on hatogenuros alcalinos • 

En el modela se consideran la~ vibraciones de los iones impu

reza y de sus primeros vecinos y se considera que los dem~s 

átomos de la red se mantienen fijas , de las parejas alinea

das en las direcciones CllOl y CIOOl resultan moléculas de 12 

y 17 ionea respectivamente como se muestra en las figuras 

C2al y C2bl. La energia potencial del sistema se calcula en 
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1 a apr-o: ~ .. ,i'C:ión del ión rigido con fuer-:~s de corto alcance 

1. CALCUL:l MOLECULAR DE MODOS DE PARES EN HALOGENUROS ALCALI-

NOS. W>•j y Clayman 11971) 

En la :i~·ro><imación arn16nica , las ecuaciones de movimiento 

para los iones impureza y sus primeros vecinos en un halaga-

nurc .;.llo::il1r10 pueden ser escritas como 1 

- z~o1•i11 n•> 
N'"f> ~ 

......... (ll 

donde li,cl > es el despla=amlento an la dirección <K,y,zl del 

alésimo i~n y Mes su masa , 1' corre de 1 a 17 en ta direc-

ción (!(''.'> y de 1 a 12 en la dirección <110) 

La constante de fuer=a ~('> esta definida como 1 

i <11') 
e¡.~ l -;:;<~ l 

= ~ .. c.n)u~te'> v::o· ••••••••• (2) 

donde ~ es la energl a potencial del cristal y consta de dos 

partes • una repulsiva que actúa entre primeros vecinos y una 

parte Co1Jl ombi a.na atrae ti va , estas són 1~ y cf (. respecti va.men

te • la ;; egundai dcr i va.da se evalúa r.m 1 as posi e i enes dP. equi-

librio ~~ tos iones 

Sea l•I,¡ '1 ; ~ ~ Uo( 11 > y si 1 a dependenc 1 a lempor al ·en Un es de 

la form• c1wr entonces (1) se puode escribir como 1 



Se• la parte Coulombiana del potencial 

'!).~tu') : "'"~ (U')/VM, l't' 

[ 

,t ( í.. e.C.R) e.(t')) l 
t) e .l.-- .i - 1 y.(,t .f')I J 

"-f> 1iQi1 ~u .. e.o ")Urst.t·\ 0 ......... (4) 

y la parte repulsiva 

1) R ( ~..l') _ _"1 11. (..U.') /iJ k~ 1-\~ 
o(~ - r-<(' 

q \ [ ;;,~ l~ V( \Y11.l))J 
D.; '"~.t ;)Ui1.l.t'l ';)Ur>(.f) o 

••••••••• (5) 

Si consideramos separadamente los casos 1 = l' y 1 1' 1' tan-

dremos lo siguiente 1 

u 1 = 1 • [);" L.l. J.) : o 
i u 1 -t- l' rv"'<;." (~ .. n= :-L f:> ~~-1.h et') Y.i. Y;c~-t'l 

Q Hl t4~ l l '<°(U') l 5 

· + .etR.' e.en cf o1. (?> ?.. 
1-Y·c~ .t') \ ~ ) •••••••• (ó) 

donde r'<ll'> es el vector que une a 1 y l' en la posición de 

equil lbrlo • 

Slmllarment~ para l• parte repulsiva , 

1> 1 = l' 

1):Pl~~)=_I [.;>'{ ~V(l'fi1.I)\ J ........ <7> 
H~ ;;)lJ,.,ln)U,3(() o 

y si se toma una Interacción potencl•l del tipo Born -Mayer 1 

V =~e1<p <- 'fo1i\> con A ye calculada a partir de la posición 

de equilibrio y de la compresibilidad podemos escribir (7) 



donde 

y 

donde se oenota el volumen de ta celda unitaria como va~2r~ 

y a la ~rergia de traslape de la impureza con cada une de 

sus pr1.t:~ros vecinos como "'J y se han introducido los coefi

c l ontes ·O<> ~~el l erm•n A y B 

i i > parc1 ¡ 4- 1' 

1) it CU').:: J__ l ~1 V C \ y(-t.t')\)] ....... .<9> 

~ ~\-1.e' ~()A (.Q'\ ;¡ (l t~') I> 

Si se as.., me que no hay relajacl On al rededor de 1 a impureza 

Sumando las conlribucionas Coulombianas y repulsivas se ob-

tiene~'ºª matriz de 36x36 para la dirección <110) y y una do 

511<51 Pª"' la orlentaclOn (1001 Al diagcnalizar esta matriz 

se obtiel""'en las eigenirec:uencias y un conjunto ortonormal de 

oigenvei:to:•,.es Nard y Clayman aplican su modelo a pares de -

H"H- y c·[I- en KCI y c1"cí • NatNa"'". e; B;: en KCI y F F-

<>n N¿oCl 

En el =aso del cloro ajustan el valor de At a traves del 

modo de 1 rt1pure:a senci 11 a y proponen la dirección < 110> como 

la de ali~eación de la pareja de impurezas, con lo que pre-

dicen ó .nodos localizados no degenorados tres en fase e in-

frarrojo-s. a.cti vos > y tres fuera de fase < Raman activos) • 

Do los prlmaros dos son transversos y uno longitudinal , los 

cuales s1:r1 comparados contra los t.res modos e:<perimentales , 

las tra1i:a.:ersos se comparan rolativam~nte bicm , cosa que 

no suce1joe con el 1 ongi tudi nal • 
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Con ol modelo de Ward y Clayman no es posible obtener mo

dos en la brecha del KI producidos por pares de Br ya que to

das las soluciones de la matriz dlnAmica caon por debajo de 

la brecha igual que con los modas de in1pure:a sencilla resul

tado que tambitn fue obtenido por BenC>del: y Maraduind <21*> y 

De Jong <22t> • quien considera que esto pueda ser consecuen 

cia del modelo mismo , ya que no se tomaron en cuenta inte

r~cciones a segundo~ vecinos 1 ni inleracciones anarmOnicas 

,aunque no se ve porqué •stas deban ser m's importantes en el 

caso del Bromo que en el del Cloro , ya que ambos sistemas 

son similares 

No eKisten modos de Impureza sencilla para el Na en Kl re

portados en la literatura por lo que no se puede 'ijar un va

lor para Af • A fin de obtener un valor da la frecuencia de 

modos de pares que pueda s~r comparada con el ewperimento A* 

es variada , utilizando ambas direcciones como posibles • Los 

resultados obtenidos se muestran en las figuras <3a> para la 

dirección (100> ¡•en C:5bl para la dirección (!JO> • En la di

rección <100) se obtienen un modo longitudinal y dos trans

"'ersa.les , los cuales se puedan desplazar dentro de la región 

de la brecha 1 reduciendo el valor de A* , como el modelo 

tambión predice un modo longitudinal en el interior de la 

banda ac•1stica , y éste no es detectable experimental mente , 

se descarta esta dirección de simetría. Si se considera la 

dirección <110) se obtienen tres modos los qc•e pueden ser 

ajustados con Ata las llnea.s et:perimentates, uno dr. tos mo

dos transversos tiene un valor muy cercano al Reststrahlom 

por lo cual piensan tos autores , no es posible observarlo. 

Los cifilculos obtenidos por ~Jard y Clayman se comparan con 

los resultados eMperimentales en la columna l de la tabla I. 
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En los mod&los moleculares se desprecia la dinámica de re

des por 1 o que sus rcs1...1l t.ado$ se pueden considerar como cua-

1 i tatl vos 1 S. N. Behera ~ K. Patnalk <23tl elaboraron un mo

dalo linaal con un par de impure:as colocadas en posiciones 

de segundos vecinos , sim1..1lando la dirección <100). Con el 

propói:il:o de cxpl\car los datos e:{perimentales de modos de 

pares utl li zan el crl terio de Lucovsl<y , Brodsl<y y Burstein 

C?'t*), el cual denominaremos en lo sucesivo como criterio LBB 

propuesto con el fin de comparar Jos resultados de una cadena 

lineal i;.on los e?<periment..:iles • 

11. tKIOOS DE PARES DE IMPUREZAS EN UNA CADENA OIATO

MICA LINEAL • Behera y Patnalk (1975) 

Considerese una red diatómica lineal con masas 1'1 1 y 1'11. 

situada~ en sitios pares e impare6 respectivamente en la 

cual se han substituido dos masas M con sendos átomos defecto 

de m8$a M1 • y Mi' , los cuales ocupan posiciones de segundos 

vecinos entre si , con un Atcmo de masa M situado entre ellos 

y sea~ la constante de fuer:a entre dos vecinos más cercanos 

on cu.:-1 quier parte de 1 a red 

Br.hQr-=- y F-'atnoi I· uti 1 i :an Ja transformación M$ desarrollada 

por Mar .. dudln <25*J con la cual es posible reducir el conjun

to da las ecuaciones de movimiento de una red diatómica al de 

una red monoatómica con mas¡¡.; M* , reswel ven la función de 

Gree11 perturba-da de manc1·a e1~a.cta y los modos de impure::a son 

proporcionados por 1 os ceros de 1 a parte real del denomi nadar 

de la función de Green • Los modos locales , de brecha y re

sonantes son obtenidos por separado , a traves de un conjunto 
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de tres ecuacionC?s q•Je son manejadas en forma numérica • Las 

variaciones de las frecuencias de los modos de pares en K! , 

eston qraficada~ ~n 

E"t
1

:{i-l.t
1

' -~Jpara 
-w.:-

las figuras <4> y (5) en· Función de 

distintos valores dt! E -i..; ~i.'.-t•h) /~t . 
En lo figura <4> se estL•di~ el e.aso en que la primer"- impure-

za substituye a una do las masas pesadas del cristal perfecto 

en este caso • el 1 es subtituido por el Br 1 Ez ;- o.'.HK 1 

Cl 1 €1.;-Q,":¡i y X 1 G_1.:: ~ la variación de E:~ va de -J. 1 

correspondiente al caso limite de una vacancia 1 a 4 corres-

pendiente a una masa 5 veces más pesada que el ~tomo substi-

tL<ido d'11 cristal perfecto , cuando €i1
:Ó se recuperan los 

resultados que da el mismo modelo para impureza sencilla , 

tanto el modo de brecha como el modo localizado en ese punto 

son característicos dC! una sola impure:.a • También se muestra 

ta modificación que aparece en los estados de impureza par 

la introducción de la segunda impureza Et'>ci ó C::../<O 

en la gráfica se puede ver la presencia de modas resonantes 

en ot interior de las bandas ac:ústic:~ y óptica , los cuales 

desaparecen para t_a -figura (5) muestra la varia-

ción de las frec:Ltenc:ias de los modos de pares como -función de 

E{ 1 cuando la primera impureza substituye a una masa liqera 

en la red , para el K substituido 
~ 

E:2~ \.\VJ 1 LI 1 ~<: • O•llJ y Cs 

-¡.. 
por Na.. , E :i.: 0.11/V , Rb 1 

nuevamente cuando 

f:z': () se rec:LtpC!ran los resuJ tados de impureza scmci 11 a esto 

es , hay un modo localio:ado cuando una impure.:a de masa mcis 

lJgera que J~ de la red es introdllc:ida y hay un modo en la 

brecha cuando la masa de la impure:!a es mayor que la masa m.is 

ligera dol cristal • En la figltra (5) los modos resondntes no 

se presen~an de manera continua como en la figura <4> • Ja-

vior Borau <26*> trabaja este mismo modelo con la técnica de 
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las <!c:uac.ione?s de di<fereni:ias 1 en la. regiOn de los n1odos lo-

cales y de bracha y d!sc ... te la posibil ! d•d da que en este mo-

delo no sean •1.i.lidas las solucione~ de los resonantes • A fin 

de compci.rc.r l .:a~ predi cci ona·s teóricas con 1 as resultadas ex

per i ml"ntal cs disponibles Behera y Patnaik " utili::an el cri-

t.crio LBB • Este ce.insiste en calcular la m~>dma frecuencia 

LOr. de la cad~na diatOmica a traves de la regla de suma 1 

3w ... = .:i.Wu+W",_o 

don<Jo 1.0f,es la frecuencia del tn.t!M!mo transversal óptico eHpe

rim~ntal y IJho es '=?l máximo longitvdinal óptico enperimen-

tal. En asta& condicione·3 , los modos localew, seran aquellas 

con frecuencia 

.,, 1 DE modo!l d~ brecha. S9r ;.n aquel 1 os que es tan dados por t 

<.w. ),..-x < w ( Wo) "''• 

donde \tu•)"''• es la mAKima frecuencia de la banda ac11stica y 

(W,) "'"' e"' la mtnima frecuencia de la banda óptica. Los 

resultados dQ Bchara pdra Jo~ sistamas Kt1 Br.Br , Kl1 Na-Na 

>' 1:11 Rb·Rb , =on ma:lr.:.dos en la tabla I • en la columna 11 

En oll:l ¡¡¡~ve que las pr<.?dic.ciones de la teoría no coinciden 

c.c.:1ri lo: r&-.;;.ultodos caper1montales por lo qua Beh~ra y Patnaik 

(:'!7tl proponen un modelo en el que se contempla el cambio en 

ln O:'.Jt1-:,t.i!lnt~ dt! fuer::ü ~roduc.ido por la pruscmc.ia de la im-

puraza • 
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11 l. MODOS DE PARES DE IMPUREZAS EN UNA CADENA LINEAL DI ATO-

MICA CON CAMBIOS fN LA CONSTANTE DE IMTERACClON. 

Behera y Pat.nai k ( 1976> 

Et modelo es id~ntic.o al que se presentó en la sección 11 

excepto por eJ cambio en 1 a constante de fuer: a , que ahora 

se loml!'rá en cuent.a , 1 as var i a.c. iones sora A)' y A~ 1 
entre 1 a 

, 11 
pareja da impure:as de masas M 1. y 1'1t y SLI vecino común de ma-

sa M\ respectivamente, mientras que par8 cualquier otra pa

reja de .itomos vecinos en 1 a red 1 a constante de fuerza es )t 

Al hacerlo asi ~sumieron que la variación de la constante de 

fuerza ontra cada una de las impurezas y su primer vecino del 

lado exterior al par, es rn•s pequeña y puede ser despreciada 

, lo cual puod" ser visto únicamente como una simplificación 

del modelo • ya que no hay una Justificación fisica .• en le'\ 

aprouimación do interacción a primeros vecinos que tes permi-

ta suponer que el si slema. se comporta de esta manera • 

Los modos de pares se calculan con el método de la función de 

1 "'i'' Breen pora el caso en que 1-\t = •1 y Ay.= A~ y se encuentran 

las modos en las tres reQiones , en las bandas , la brecha y 

er' la rcgióri de los modos locales Los modos resonantes eK-

peri mentales son uti 1 i:adoc¡ paira calcl~l ar el par4metro de 

cambio en la corost.a11te de fuer:" C::: A'tl/'jl, El modelo no se 

pt1ode aplicar al problema de 1 a impureza senci 11 • ya que en 

este caso se puede ver que el cainbio de la constante de fuer-

?a dobo ser simétrico hacia ambos 1 ados de 1 a impureza • El 

criterio LBEr es ut i l i :.ad o al comparar con 1 os datos eicper i -

mental es , de modos resonante!I de f(Cl r Na1 Na• y de NaCl r F F y 

los modos en ta brecha de •{h Cl .. Cl ... Las predicciones de la 

tooria para los modos en la brecha se encuentran en la colum-
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na 111 dE la labia 1 • 

. Javier Pi:o--.a1..• aborda este problema con la técnica. de las ecua-

cienes di:? dif~rencias en st+. tesis de Maestría <26t:). 

En vi1'.t• del poco é1<ito alcanzado por estos trabajos R. K. 

Clupta y F'. Mathur <2Btl se abocaron al estudio de los modos 

de pares en los cristales ionices , 1Jlili:ando nuevamente el 

modelo molecular , con la técnica do la función de Green. 

rv. MODO: !JE PllREJf.\S ALIMEf.\Df.\S EN LA DlRECClON <101)) 

Gt•plh ~ Matt1ur c.onsid~ran a la pareja de impure:as coloca.-

da~. a 1 o l ¡orqo de la di rece! On < 100) y estudl an 1 as vi bracl o-

nes d~ lo: dos iones impure:a y sus diez vecinos mAs prOKimos 

12 partlculas en total En la aproximación armónica , la 

ecuación de movimiento independiente del tiempo para un cris-

tal con defectos puntuales es 1 

( l- J'L) \J = o ......... (!) 

dende l.:. os la matriz dinámica para el cristal perfecto , <fl 

es la m~triz de perturbación y U es una matri~ columna cuyos 

elemontos son las componentes cartesianas de las desplaza-

mf.ent.os ~ partir de las posiciones de equilibrio de los Ata

mos • Cc>rno L" 1
cfLVoU1a "cuación !ll puede ser escrita do la 

sig•Ji~nt~ ruaneraa 
G JL!J = O 

......... (2) 

en ésta G.: L-1
1 es llamada la funcidn de Green del cristal. 

La mE1t.rl: dl t.iene al n1enos :5nK3n elementos diferentes de ce-

ro , donde n es el n1'.lmaro de sitios de la red directamente 

afoct.ados por la prescnci a de 1 as impurezas , i ncl U')'endo ós-

tas • por lo que n a 12 Las matri c:es .fl1 G y Ü puedon ser 

partidas en tdrmincs del espacio do! defocto de 3n1<3n y el 
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resto del esp~cio • 

cfl"(~~J 
donde J , O:, y lJ eslan en el espacio dcf t?clo • Uno ve: hecho 

Qsto la ocuaciOn <2) se puede escribir como 1 

u,:~ JlJ, 
Ui-:.~1.11U 1 

••••••••• (3) 

••••••••• (4) 

La 1?11presi ón (3) ti ene un con Junto de 3>< 12 t?cuaci enes homoge-

neas , cuya solución no trivial e:dste , si el determinante 

l"t - ~ J 1 =- (> ......... (5) 

donde! es la matriz identidad de 36x36. 

La matriz de perturbaciOn J contiene los cambios de masa y 

los cambios en la ~uerza en los sitios de las impurezas 

las fuer~as pueden ser expresadas en términos de los coefi-

cientes de KE'llerman A y B y los coeficientes para las fuer-

~a$ modificadas son A' y B' Como no se considera relajación 

~!rededor de los iones impure~a entonces B' By~B=O, 

por ot.ra parle todos los elementos de~ son conocidos • La 

ecuación (5) puede ser separada en ocho determinantes , dos 

de los cuales son idénticamente iguales a la unidad y no dan 

modos , de los 6 restantes , tres dan modos infrarrojos acti-

vos < dos transversos y uno longitudinal l • R. K. Gupta y P. 

Mathur aplican su modelo al cAl culo de 1 os modos dobi dos a 

diferentes pBrejas de anione$ y cationes en diferentes cris

tales i6nlcos, para diferentas valore" deAA =A - A' y se-

leccionan el QtJQ m~s se aproKima al resultado euperimenta.l . 

Entrn l 0:5 si st:ama~ C:>studi ad os est an 

t:Br 1 H • H. , l<.Br 1 o" 0° , NaCl 1 H • H 

KCl 1 H ~H- , l<CI 1 o" O - , 

RbCI 1H-H
0

• Kl1 ci" c1·. -

KI 1 H" H'. KI 1 Ni Nl. KCl 1N: Ni • N .. c1 IF F-. N .. c1 IAQ
1 

Ag .. 

.. - "1' .,. 
KI 1Br Br y Kl 1 Rb Rb , Unicamente mostraremos los modos de-
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bldos a impure~as del Cl , Br y Na en la brecha del Kt en la 

columna I'.' de la tabli4. 1 

ll. SEMI COtlCllCTtlRES COMPUESTOS. 

l.os semi c.onduct.orcs compuestos de 1 os grupos 111-V y 1 t-VI 

cnstal1: .. n <>n la estructura do la :!ncblenda y d<>bido a la 

complejidad de este sistema , la mayoría de los estudiom teó-

ricos acerca de los efectos producidos por la presencia de 

dl'.?.foctos han sido real izados para impurezas aislada5 , para 

los ctiales se han propt1esta diferentes modelos , entre ellos 

estan los modelos moleculares <29•> y (30•> , modelos linea-

l<>s dlatomlcos como el de G. LucoYsl<y y colaborador<>s (24•>, 

quiene~ emplean una cadena lineal diatómica sin cambio en la 

constante de fuer:a en la region de la impureza • En este 

trabajo proponen un criterio de ajuste a los cristales reates 

tridimensionales , utilizando las medidas de las frecuencias 

\JJ"1c. y \oc..o de los cristales reales <c.ritcrio LBS ) , como se 

mostro en las secciones 1 I y I 11 • Barlter y Berman <31t:) tam-

bién 1Jsan el modelo de c.adcna diat6mica para predec.ir fre-

cuencias do modos loca.les en Ga As con impurezas intersticia-

les de c~bre , para lo cual modifican tanto la masa como la 

constante de interacción de uno de los Atemos de la r~d en 

una posición intersticial • Además estan los modelos que usan 

la técni~a da la función de Green , entre 109 que se encuen-

tra el trabajo de Baur y Vetelino <32f) , quienes calculan 

los modos localizados producidos por una impureza isotópica a 

partir de las eigcnfrecU~ncia.s y eigenvectores de el cristal 

perfecto , obtenidog con un modelo de Ión r!gldo que lnYolu-

era c•Jütro parámetro& • Por su parte Talwar y Ograwal (33*> 



calculan 1 a funcl On de Green par a e.1 Sulfuro de- z i ne con un 

modelo i ónico de segundoia ·.1ec i nos de 5.i ete parAmet...roe , In-

cluyendo ademés del cambio de la masa en el sitio de la impu-

re~a • el de la const~nte de fuer:a can ~us vecinos má~ cer-

canos .M. Vandevy ... er y P. Plumelle (34•> consideran el cambio 

en le:- constante de fuer:a para in1pure.::as substituc:ionc-.lcs en 

nueve semiconductore9 compue5tos del tipo de la zincblanda , 

utili:ando un modelo de ión rígido en el cual se tienen once 

parémetros aju~talbles • 

En el caso de substituciones no isoelec:trOnicas es necesa-

ria Introducir otro tipo de impureza para realizar la campen-

saciOn de carga , por lo que podran aparecer modos localiza-

dos adicionales a los de pares do una misma impure:a , produ-

c:idos por impure~as más complejas • El estudio de estos modos 

plantea una sltuaciOn teórica més complicada que la que hasta 

a.qui henios visto • Técnicas de teoría de grupos pueden prede-

cir el n11mero de modos locales que aparecen a determinadas 

simetrlas del campo cristalino poi- ejemplo& cuando en la 

estructura del Sulfuro de Zinc un átomo de Aluminio sLtbstitu-

ye al Zinc y no interacl•~a con otro átomo de Aluminio , el 

e.ampo crigtalino ei:ibe una simetría Td , [fig <7>)v on este 

ca.so se espera que aparezca un modo locali:ado triplemcmle 

degenerado , por otro lado cuando el Aluminio forma una impu-

reza complej~ e.en otr~ impure:a que puede ser 1 otro Aluminio 

un atomo diferente se observan tres posibilidades 1 

U Que la SE'gunda impure:a ocupe el si ti o del S más cercano 

al Al(~ , en cuyo caso la slmetrla es C3• fr1g ca>] y se ob-

servan dos modos 1 ocal i;: ados , uno lle dagenerado y otro do-

blemente deganerado • 



21 Oue lo. sequnda Impureza ocupe un sitio Intersticial , en 

cuyo caso 5e tienen una simetria el.., /j:i; (9)), 

31 que la segunda impureza ocupe otro gltio del Zn m•• cerca

no al Al~" , entonces. la simetria es Cs [fi; (101] y se pro

ducen tres modog loe.atizado• no degenerados 

Elliot y Pfeuty (35•> iniciaron el estudio teórico de las 

vibraciones de pares de defectos en un cristal de la estruc

tura del di amante con el método de 1 a funcl ón de Green y 

abordan distintos tipos de Impurezas complejas a El de una 

inopure:a Intersticial en un sitio tetraédrlco, la combinación 

de este defecto con una masa subgtituclonal con cambio en la 

constante de interacción entre ambas imperfecciones y sus ve

cinos más pro>:imos y finalmente das impurezas colocadas en 

sitios de primeros vecinos e10 (11>] ' permitiendo la modifi

cación en la constante de fuerza entre ambas impurezas sola

mente . La objeción más clara a este modelo es que no existe 

alguna justificación que permita despreciar el cambio en la 

constante de interacción entre la pareja y sus vecinos más 

cercanos .A. Grimm , Maradudin y colaboradores (36•1 estudia-

ron los modos resonantes producidos por defectos complejos de 

Cobre en Arseniuro de Gallo , con la técnica de la función de 

Green , para el cálculo del comportamiento dinámico del cris

tal perfecto emplean un modelo de interacción a primeros ve

cinos . Los defectos tratados fueron el de una impureza subs

tltL•ci onal aislada , el de Ltna impureza substltLtcional combi-

nada con una vacancia tal como Cu <lo. en el sitio 1 de la. fi

gura <12 ) y una vacancia de Arsénico V M en el sitio O , 

y por •)!timo el de u11 defecto triple consl!Otente en dos co

breg en los sitios 1 y 2 del Galio y una vacancia de Arsénico 

en el sitio O de la figura <12 l , con el fin de no aumentar 
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el nómero de átomos involucr~dos , desprecian ta lnteracciOn 

entro 1 a impure::a del si tic 2 y sus tres vacinos mcis. cercanos 

1 los cuales no se ven en la figura 

Recientemente H. Vandevyver y D. Talwar 137tl hicieron un 

estudio ta6rico can la técnica de la función de Green , en el 

que contemplaron una gran cantidad de los resultados de vi

braciones debidos a defectos complejoa en semiconductores 

elementales y compuestos reportados en la literatura hasta 

ese momento , en este trabajo consideraron algunos de lo• mo

dos ya tratados anteriormente por Elliott y Pfeuty y por 

Grimm y colaboradores , utili:ando un modelo más elaborado de 

Ión rlgido con once parAmetros aju;;tables para. calcular la. 

dinámica del cristal perfecto. A continuación presentamos uns 

breve descripción de este estudio • 

l. VIBRACIONES DEBlDAS A DEFECTOS COMPLEJOS Etl SEMICONDUCTO

RES ELEMENTALES Y COMPUESTOS. Vandevyver y Tah1ar 11980) 

Para resolver el problema de las imperfecciones con el mé

todo de la función de Green , es necesario conocer el espec

tro vibraclonal del cristal pe1·fect..o el cual se puede de

terminar con distintos método;; y modales como al de capas O 

el de iOn rígido Uno de los modelos que ha dado mejores 

resultados es el modelo de Ión rlgido RIH , del cual existen 

diferentes versiones , según el número de par~metros que in

volucre , el RlM -11 maneja once parámetros y en el traba.jo 

de Kunc t38*l se puede ver una descripción de~allada de éste 
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Una vo: resuelto ol cristal perfecto , ta condición necesaria 

para la ~·dsl•::ncia Uc.· modos vibracionales loc:ali:ados es que 

la parte rC!'C'l del dt!ter·minante secular se anule , ésto os 1 

......... (1) 

llondo ~ es la mi\trl: función de Green del cristal perfecto y 

J ~ eg una matri: de perturbación , la cual define el defecto 

Q J. es la matriz Identidad Los tamai\'o!I de~ y cf..( de-

penden del espacio afectado por la moldcula impureza en el 

interior del cri!ltal Tomando ónlcamente las modificaciones 

en tas constantes de fuer:a ~ primeros vecinos en la red de 

la :lncblenda , si la impureza substituye a un atomo de 

Zinc ó 1..mo de A:ufrc • el campo cristalino eldbe una simetría 

Td y el numero de ~tomos on la moldcuta es de cinco por to 

que la .f:L\nc.ión de Green sera de 15x15 , Si por otro lado la. 

impuro:a forma un complejo con una nuova impureza , o con un 

d~fect~ nativo en la ~ed , Ja simetría Td es destruida y si 

tenemo'!I i.tna impureza en el sitio del Zinc y otra en el Azufre 

miis cercano , la simC!tri.a es CJ~Y el tamaño de la función de 

Green crece a 24K24 • Pero si ambas impureza ocupan dos si-

tfos del Zinc en posciones de sagundos vecinos , ta simetria 

'"' es y el número de Atemos involucrados es de once por 

1 o que 1 iJ funci On de Green sera de 331t33 • En al caso de i m-

pure:as triples , el número de ~tomos de ta moldcuta es et 

misn1c.• , como se n1uestra. en la fig <13> • 

En la apro>tim~ción do primeros vecinos el tensor de 

fuer:a J:;:ciira el cristal perfecto se define comos 

f (v.s):. [i 6 B] A B 

P.> "' 
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El cual es modificado por una impureza substitl1cional en cal 

sitio t de la siguiente manera 1 

ll~, ~··] 
ll' A' 

bajo la suposicidn que A'y B' son proporcionales a A y B res-

pectivamente. Similarmente se introducen las con~tanles A''Y 

B'' y A''' ~ B''' para las impurezas colocad•• en los sitios 

2 y b de la molécula Completan el modelo de perturbación 

los parámetros que representan 1 a interacción 

entre las impurezas en las posiciones 1 y 2 y 2 y 6 respecti-

vamente. La teort• desarrollada por Vandevyver y Talwar e~ 

aplicable a varias configuraciones de defectos tanto en cris-

tales con la e5tructura de la zincblenda como con la del dia-

mante • En l• tabla 11 , mostramos los c&lculos realizados 

con este modelo en pareja de Al-Cu y Al-Au en ZnS , desfortu-

nadamente la publicación (1980> es anterior a la aparicion 

del r-eporte do i'bsorci ón infrarroja. producida por parejas de 

Ll-Al , Li-Ga y Ll-ln en ZnS , por lo que no hay resultados 

teóricos diGponibles pa~a o~to caso • 
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Fl9,!lal Dos masas d•fecto 
ml v m2 s• acoclan en 1a di· 
r•cc!On 11101 la lnt•racc!On 
con s~s primeros v•cinos se 
da a tra~•& de un re•ort• de 
conwtant• ~. Fl9.<lb> la red 
es r••~plateda por una caje 
d• par•d•• rl9ldas. 

Fi9, 13al GrH jea l" lil fr·e
cuencia vn cm en funcibt"i de 
A* para al kt:Na -Na ,cuando 
tas ITRpurezas se alinean er1 
la dlr•ccibn (1001 • Sec;¡lln -
Ward y Clafrnan Can. J, Phys. 
!12, !4921 l'r41 • 

Fl9.<2a> ConfiguraclOn Rblllbi
ca d• un par de impur•za• •n 
Ja dir•cciOn <IJOI .F!g, !2bl 
Or i en tac i bn l•lragonal , en 
•sta los iones defecto ocupan 
posicicne• d& segundos v•ci
•,01. Los •tomo• d•f•cto •&t•n 
sornbr ea.dos. 

l. 

.. 
Fi9. <3bl Frecuencia de los 
modos l ac¡¡l i 2ada!i an era d•l 
l\I: tla -Na como funcibn de At 
ccr1 ambas impur&za& en 1• di-
recc16n (!10). 
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4 ... 

Fl9,C4l Frecuencia d• la• mo
da• r••anant•• y •n la br•cha 
cama funclOn d• " , S•gdn •I 
trabajo d• B•hera y Patnalk, 
Phy•,R•v.8 1 12 1 4,471197,1. 

.. 

W1....,,,..Q11Mllf, - .. •LIU W 
····C.,• .O..eaJ'&l, o+ ... 2.,A e,• 

• • 
Flg,C'I Varlaclbn d• la fr•
cu•ncla ca•o funclbn d• C'á 1 

obt•nlda par B•hera y Patnalk 

Fl9,l6I Had•la d• lmperf•ccian•• apar•adas 
con cambias en la can•tant• d• reaort• en
tre las Impureza• y au vecino camdn , 
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FiQ,(7l Simetrla Td 1 un modo 
local triplemente degenerado. 

FiQ <'~l Simetrh Ctv, Un.a 111-
pureza substitucional v una -
seQund• coloc.ada interstici.al 
mente. 

FiQ.<lll Modelo de imperfec
ciones apareadas en la estruE 
tura del diamante. 

X
' , 

a 
. .. 

• 

FiQ• IBl Simetrla e,., 1 dos mo
dos loceles degeneredo• y uno 
no degenerado, 

Fig,1101 Simetrla e, 1 tres -
modos locales no degenerados, 
Los 6totn0• i11purezes esten -
marcados con flechas. 

l. 

Fig, 112) Sitios en 1• red del 
espacio del defecto , Lo• ele 
culos claros correspondan al 
As y los obscuros al aa , 

Fig.<131 El espacio del de
fecto no aumenta en al caso 
de impurezas triples ;seQdn 
este modelo. 
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MODOS EN LA BRECHA DEL IODURO DE POTASIO TABLA 

SISTEMA 

KllCl-Cl Li 61,23 

Ti 79,63 

Ti 84.66 

L 89, 42 

T 65,'i4 

T l>'i.31 

Kl1Na-Na Li 75,9 

Ti 85,3 

Ti 88,4 

L 1>8,0 

T 69,9 

T 84,4 

Kl1Br-Br &in 'Kito 

ll 

96.3'i 

126,06• 

139.8 • 

111. s• 
170,98• 

185,92• 

91.62 

118.21' 

111 

79.5 

'i7.7 

35,2U 

53,4U 

l02,3t 

IV 

Li 75,81 

Ti 79. 73 

Ti 80.96 

L 83.04 

T 78.15 

T 78,75 

Li 78,09 

Ti 83.92 

Ti 83.65 

112,BBt L 81>,46 

l46t T 'i2,39 

T 81,33 

Li 71,5 

Li 75,4 

Li 86.84 

Ti 71,44 

Ti 76. 79 

1i. 79.~ 

L 71,7 

L 7'i.O 

L 87.44 

T 70.26 

V 

72.02 

80.26 

82.84 

76.2 

84.2 

73.8 

86,79 

En la columna 1 , se reportan lo& resultados de Ward y Clay
man , en la 11 y 111 lo• de Behera y Patnaik , en la lV eatan 
los calculo• de Gupta y Mathur y en la V los OHperimentales , 
Li y Ti indican los modos longitudinales y transversales que 
sen infrarroJcs activos , lo~ que no los son , se señalan con 
L y T , loa modo• locales se marcan con • ~ los resonantes 
con •• y los do la bree~& no tienen señal alquna .Todas las 
frecuencias estan en cm• , 
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TABLA II MODOS LOCALES Ell SULFURO DE ZINC . 

SISTEMA CAL.CULO EXPERIMENTAL 

ZnS: A!..-Cu 462 46Z 

438 439.i' 

423 438 

zns: Al-Au 46!5 46!5 

427 426 

423 438 

Todo• lo• modos c.alcul.adoo; por V.andevyver )' T.ali•.ar par.a eBlo• 
af1lem.as san Infrarrojas .actives, Laa frecuencl.as ••l.an en 
unidad&& de cm•I , 
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A cont1nuaciOn mostraremos nuestro modelo para las vibra -

cione~ Locales y du brecha producidds por impurezas apareadas 

~n redes diat6m1cas y su soli...tci6n con la técnica de las ecua

c1aneos da dif~ronc.ias ~- en seguida su aplicación a los casos 

de pares de Cloro , llromo y Sodio en lcdurc de Potasio y Li

tio - Alwminic , Litio - Galio y Litio - Indio en Sulfur~ de 

Zinc , asi como la comparac1on de la.s predicciones de la teo

ría con los rusultados eKperimentales 

¡, ltHli:OOUCCION , 

C.arHHdere-mo~ un cristal e.Ubico con dos a.tomos por celda 

p.-imit1,•a , con la estructura del Na Cl fig (1) la cual ccn

~isle en dos celdas e.Ubicas centradaa en la• caras intercala

das 1 una de atamos de· Sodio y otra de Cleros , de tal manera 

que cada uno de ello~ tiene seis Atamos de clase diferente 

como vecinos m~s próximos • 

En el sistema coordenado K,y,~ , el eje x indica la direc

ci ó11 <100) y 1 es pi anos perependi cu! ares a ésta es tan com

puestos de dos átomos diferentes como se muestra en la figura 

t2> , mientras que los planos perpendiculares a la dirección 

tlll1 contienen un solo tipo de Ión fig<3> • Por simplicidad 

con~ideromos ondas elAsttcas polarizada5 transversal o longi

b.J•.hndlm~nte preipogándose a lo Largo de una direcci On perpen

dicul;1r a una familia de planos , los planes atómicos so mc

\'eran paralela 6 perpendicularmente al véctor de onda k 1 ya 

sea que la onda sea longitudinal o transversal como se indica 

en las figuras t4> y <5> para.ondas que se propagan en la di-



rección tlOOl, por lo que podomoa describir el desplaza~tento 

del plano con una sula coordenada U , que representa su des

plazamionto a partir del equilibrio , Una discusión detallada 

de:-l modelo en la direc:ci On ( 111) está. dada an el libro de 

l..:ittel <38*>· El campo eléctrico de una onda luminosa excita

rá una vibración de t.ipo óptico en la que los Atomos can car

gas opuestas se mcveran en direcciones contrarias • las fre

cuencias de absorción de esto5 modos se encuentran en la re

gión infrarroja del ospectro • En los modos acusticos las dos 

tipos de ~tomos se mueven en la misma dirección ,como en una 

vibración acustica de larogitud de onda grande • En los cris

tales con dos tipos de átomos por celda primitiva , el espec

tro vibracional de la red perfecta consiste de seis ramas 1 

tres de las cuales son ópticas , dos transversales <TO> y una 

longitudinal tLO> y tres son acusticas , das transversales 

t1A) y una longitudinal tLAl , entre las ramas de ambos modos 

por lo general hay una región de frecuencias prohibidas , la 

cual es conocida como la brecha fig t6l • 

11. EL CRISTAL PERFECTO , 

En cada plano horizontal o vertical en la figura t2) tendre

mos dos tipos de átomos los cuales deben tener 1 diferentos 

amplitudes de vibración , por lo qua si con&ideramaa única

mente los desplazamientos paralelos ó perpendiculares a K , 

la fl.•era:.a total sobre cualquier par de átomos vecinos en el 

plano , en la aproximación armónica suponiendo interacción a 

primeros vecinos d~be ser 1 
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Mrl·U~/Jt'.: t' ( U~+v'n-1 -<U..) 

ilh <pu .... ¡tAc.t =- ~ ( \11\H H~- 1U~) ......... <1> 

dur1de v.. vv;, representan el despl.i:amlento de los .uomos de 

en l• celda .i p.irtir del equilibrio , l.i 

constante~ por supuesto debera ser diferente para los modos 

longitudinales y para los modas transversales • Podamos obte-

ne1· 1 a sol uci on de 1 as ecuaciones ( l) suponi ando dependencia 

armoni ca en el tiempo para U"' y lJ~ , como sigue 

de donde la pareja de ecuaciones <1> se transforma en 1 

(2.-~X)':!, .... x, t Xp-1 

( 1 - X)Xp ... ':lft 1 t y p 
......... (2) 

con X" ...,w'¡~ é =- M¡"" ••••••••• (3) 

Estas son una pareja de ecuaciones de diferencia simultaneas 

homogeneas , que resolveremos con el método de operadores 

(39*l 1 <'IO*l 1 l4UI Este método define un operador E tal que1 

E."'X". XP+"' 
Con el cual la pareja de ecuaciones <2l se escribo como 1 

(l-ElC) ~p-(1+.::-')X,.:() 

(i:·H)'1f' - (1-x')x'p.:O ......... <~> 

Este sistema tiene solución distinta de la trivial si el de-

terminante es cero , esto es 1 
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E'-JtE-ti:.O 
••••••••• (5) 

donde 

La ecuación t5J se salisfa.ce para 1 

Et..: .Jl.-~ 
2. 

E., • .L 
E~ 

do donde la solución general de 14> os 1 
.. 1wE1 _,.1 .. r, 

'lj~:C,e + Ci e. ... ,.i:, e, _ .. 1 .. E. 
X11 = e, t. t • e 

• •••••••• (i!>l 

Para el cristal perfecto esta solución tienen que ser perló-

dica de donde c.= e~ y In f.1 con K real y 

Cl el parámetro de la red E1debe ser un complejo de la 

-forma 1 
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·,9 
E ,:Ye 1n E,= in v-t 1 e de donde ni v e: feo,, 

t. es compl e Jo cuando .il.1- lf < O y 1 os 1 í mi tes de K real 

se obtienen cuando 

......... ( 7) 

oata ecuación tiene cuatro ralees en 

')(,.::o 
X:z. • 2 ( 



las que definen los limites del espectro vlbracional del 

cristal ~erfecto , la rama acústica con 1 

un mi.n¡mo en W:: O ••••••••• (8) 

un m&K i !'!'10 en ••••••••• (9f 

y la rama Optica con un minimo en 

W~o" 2(1/i--, ••••••••• (10) 

y un ma.><ama en 
l ( 1 ... 1 ) W M O a. '41/l ~ ¡:;;;-

.......... 111> 

como se 01Uestra en la figura 171 

fuera de la regiOn determinada por esto• limite• K es comple-

Ja y la única condición que se le puede imponer a la solución 

es que 3e• convergente por lo que 1 

para n>O 
W\ 

~a: c,E., con lfd .( 1 

y para n~O 

'j":C,E,·"' con \ Ed <. 1 

Los valores de e,' v C,.' es tan condicionados por 6stas 

segunda ecuación en <4> se tiene que 1 

para n>O 

V para n<O 

x .. ~ el et:, +- 1) E, .. 
2..- )C' 

.(Wl~I) 

)("': C.l (E1-4 1\E1 
2.. )C 

y da la 

Al p•so de una onda luminosa que se propaga a lo largo de 

la dira.:c10n 1100> en un cristal tipo IOnlco cada par de io-

nes v~cino& en la direcciOn <OlOJ eKperimentan una fuer~a de 

la misni.a intensidad pero de sentido contrario.• debido a que 

el vector eléctrico de la onda oscila a lo largo de una di-

recclón perpendicular a la tlOOl ,el modo excitado es un ma-
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6Ó 

do óptico como el que se muestra en la figura lB) con K=O , 

por lo que la m~:<ima frecuencia de la rama óptica ,ecllll en 

un criterio de ajuste al experimento deber& coincidir con el 

m&ximo transversal óptico del cristal 

w; ... "2r.-<-k .. k' ••••••••• (121 

En el modelo que hemos presentado , como en el da cadena 

lineal , el espectro vibracional consta de dos ramas 1 la 

acustlca y la óptica con los límites definidos en las ecua-

cienes lBl a llll • Cuando se trata da comparar este resulta-

do con un resultado experimental una se encuentr• ante un 

problema serio , ya qua al espectro vibraclonal da los crls-

tales dlatómicos tiene , por cada dirección de propa9ación , 

sei• ramas En el modelo , en ambas ramas , solo s~ pue-

den considerar vibraciones lon9ltudlnales si los desplaza-

mientas ocurren en la dirección da propagación K ó transver-

sales si los desplazamientos son prependlculares a la direc-

ción de propagación , como aqui proponemos • En el criterio 

LBBl24•> utilizado por Behera y Patnalk , se trata de esqui-

var este problema promediando las frecuencias m&xima trans-

versal óptica y m&Hima longitudinal óptica, para ajustar esta 

promedio al 01.11<lmo de la rama óptica del modelo , los otros 

dos limites , el m!nimo de la óptica y el mixlmo de la ac•ls-

tica también los ajustan a los valores experimentales obten!-

dos con dispersión de neutrones En el criterio que hel!IOs 

propuesta • tomamos en cuenta que los desplazamientos atOmi-

cos inducido~ por el campo eléctrico de la luz son paralelos 

a la dlrecc10n de éste,por lo que el m&xlmo de la rama Optica 

del modelo deba coincidir con la frecuencia del m&xlmo 

transversal óptico eKperimental En la ecuación (12> esa 



igualda= determina un valor para 1 con lo cual también 

se f i .J•.-, 1 os otroá dos limites 1 entre los cuales se encuen-

tra la ~recha de frecuencias prohibidas 1 y como es de espa-

rarse é•ta no tiene la misma extensión que la brecha real . 

l. MOOE:LO DE PAREJA DE IMPUREZAS 

To.ne·.,D!i una caden" a lo largo de la dirección <0101 en la 

quo prcoonemos se alinean las impurezas , ocupando posiciones 

' . de segur.dos vecino& entra si , v sean~ y h\ laá ma5a& de laa , ,, 
1 mperfoKcl ones 1.~ y\-' 1 as constantes da fuerza entre 1 a!I masas 

t\1i
1
yM

1 
)' sus vecinos mcis cercanos respectivamente,~ la cona

tant& ~= interacción del cristal perfecto de masas H v"' 
Las ;;cuacionea de movimiento de los cinco Atomo!I de la zo-

na donde se localiza la imperfección , reqiones 1 y 11 da la 

figur• \~> , se modifican v estas son 1 

- l'\l.U' X_, : (\' ( ~o - X.,) + f' ( 1:1-1 i X'-1) 
-""'wtYa: ~· (Xo+ X-1- 2 ~0) 
-1"\WI '><o.:. ~"(':1,· Xo) + ~1 (~o-Xo} 

- v.."w' ':l, ::.. r 11 ( )( 1 + )(o - 2 l:f 1 ) 
......... (13) 

_ ~ w 1 )(' 1 =- (1' ( 13t - X'i) 4 (-' 11 
( ~' - )(,) 

y para lo!I Atomo!I restantes , regione!I 111 y IV de la figura 

(91 , ias ecuacione~ de movimiento san 1 

-t\w' 'j.,: (.l (lC"' ·P(i.-•- 2 ~ .. ) 

-Wl<»'X~._(?>(~ .. +Y ... 1-.ZX~) .......... <14> 
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De las soluciones del cristal perfecto 1 obtenidas a partir 

del método de las ecuaciones de diferencias se encuentra que 

las soluciones que daran los modos on la brecha y los modos 

locales son para las regiones ll , 111 y IV 

':1111•c ... ~;" Yl:!:-1 
- l"t\) 

X:I\: CJ (C.1\) t1 
:i-x 

"' '3": C.1 1:.1 

Xi..:: c~_({: 1 +x1'1E1" 
'2. -

......... (15) 

Las cuales son soluciones converi;¡ente5 con /E1\ < 1 y para la 

región l 

••••••••• 116) 

El problema de la dinámica del cristal con una par de im-

purezas e5 tratado como un problema de valorei; propios y la 

ecuación de frecuencias propias puede ~er determinada a par-

tir de la substitución da las ecuaciones (111 y 1121 en la 

ecuación (9) , ésta resulta ser un polinomio de onceavo grado 

, el cual fue generado con ayuda de la computadora Burroui;¡hs 

y el M. en c. Octavio Alvare: , investigador del Instituto de 

lnvestii;¡acion de Materiales de la U.N.A.M. Como la extensión 

del Polinomio es considerable 1 no fue posible transcribirlo 

en éstas páginas 



111. APLICACION DEL MODELO • 

En la estructura cóbica centrada en las cara& del Ioduro 

de Pota~10 , tanto el Iodo como el Potasio pueden ser reem

pldzados por impurezas subst1tucionales , las cuales al for

•nar parejas supondremos que se dl inean en 1 a dirección ( 100> 

ó (010l de tal forma que ocupan posiciones de segundo• veci

nos entre s:t , separadas por un i ón que pertenece a 1 a red. 

Una onda electromagnética polarizada viajando a lo largo de 

la dirección (100) interactua con las componentes de los des

pla~amientos atómicos que estan en la dirección del campo 

ell!c:tricc E , por lo que solo nos interesaran los desplaza

mientos de la red paralelos a E 

Lo~ compuestos de los grupos 11-VI y 111-V cristalizan en 

una red conocida como zincblenda , esta estructura se puede 

ver como dos celdas cUbicas centradas en las caras , despla-

zadas una de la otra donde una de las redes la ocupa el 

Zinc y la otra el Azufre , cada átomo de la red tiene cuatro 

t1tomos del otro tipo como vecinos más próKimos , colocados a 

distancias iguales en las esquinas de un tetraedro , el enla-

ce que mantiene unidos a los átomos es principalmente ió-

nico en los compuestos de los grupos 11 - VI como el ZnS y 

más covalente que iónico en los de los grupos 111 - V como el 

GaAs • Este tipo de estructura tambión tiene una simetría cd-

bica como se muestra en la figura (10> En la figura <1ll se 

muestran las posiciones de Jos átomos en la celda cúbica , 

proyectados sobre una cara del cubo on esta se puede ver 

que hay una dirección en la que se tienen los dos tipos de 

átomos, pera en lugar ·de estar alineados ,estan desplazados 

una distancia de 1/4 la arista del cubo • En una primera 



aproKimación , se puede ajustar una constante de fuer:a que 

tome en cuenta este hecho. 

A consecuencia de la introducción de la pareja de átomos 

extraños , aparecen nuevos modos en las re~ionea prohibidas 

del espectro vibracion.a.l • a la frccucmcia de C!stos mados se 

presentan m~•imos en el espectro de absorción infrarroja del 

cristal , podemos obtener la~ valeres de las frecuencias en 

cm·1 a partir de las ralees realas del polinomio de onceavo 

gr~do , que satisfagan condiciones de convergencia en las so-

luciones dadas por las ecuacione$ <lll • Las ralees se cale.u-

laron numéricamente a través de procesos iterativos , con la 

computadora Burroughs 

A continuación mostraremos la aplicación y los resultados 

obtenidos para cada uno de los casos mencionados anteriormen-

te • 

A. MODOS EN LA BRECHA DE lODURO UE POTASIO 

l. PARES DE CLORO 

Las impure"as de Cloro ocupan substitucionalmete el lugar 

de los atamos de lodo • por lo que = 3,2554 , e><isten tres 

combinaciones de pares posibles debidas a los isótopos 35 

y 37 del Cloro ' 
los cuales tionen una abundancia relativa 

a 1 . éstas son 1 C::o"~ E.,:.~,· E.t.=~· 
M ""' 

il lo• dos atomo\l son de Cloro 35 E\= Et = ,8975 

iil ambas imperfecciones son de Cloro 37 € 1;€a= ,9497 

iiil Una impureza es Cloro 35 y la otra de Cloro 37 , 

3 

En los tres casos consideramos que el efecto principal es 
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produc10~ por el cambio isotópico de la masa por lo que la 

constante de interacción modificada (1'
1 

debe ser la misma pa

ra la$ ~res situaciones , La frecuencia de los modo& locali-

¿ados se calculan ajustando la frecuencia del m4Mimo de la 

rama Opt1ca de la cadena diatOmica <ec.12> a la frecuencia 

del transYersal Optl co eKperimental que para el loduro de Po

tasio es de 101 cm" 1 

E.1 .-; l or de 1 a constante ('-= í-'
1

/\-' SP. obtiene , a partir 

de uno de los modos de Impureza sencilla • Existen dos vale-

res dEi e para los cuales la frecuencia coincide con una de 

las de i11pureza sencilla y estos son f= .206 y f a.4392 

pero el primero de éstos es el que predice el mejor valor pa-

ra la s~QUnda linea del espectro 1 no obstante calculamos la 

frecuencia de los modos para ambas constantes 

De las ralees reales del polinomio en X , no todas satis-

facen las condiciones de convergencia 1 , ni las con-

diclones a la frontera F ec. 9~ y por condiciones de simetría 

sólo aquellas vibraciones en las que el átomo central no esté 

en reposo son detectables con absorción infrarroja , les mo-

d".s con xo= O s~ detectan experimentalmente con espectrosco

pia ~am¿n , por lo que tomaremos en cuenta para nuestro ancl-

liGis , ünicamente los frecuencias para las cuales Xo= 

Loii resw.1 tados se mLtestran' en la tabla 1 y las formas de las 

vibrac1.:>."les con e= .206 en las gráficas 1 <12) para lapa

reja da Cloro 35, <13> para la pareja de Cloro 37 y 114> pa-

ra el p.ar Cloro 35 - CI oro 37 1 y para el valor de f = • 4392 

en las gráficas (15) 0 (161 y <17) con las mismas comblnacio-

nes de ifl'1purezas anteriores. 

De la comparación entre las frecuencias que se obtienen con 

ambos parámetros y los resultados e>eperimentales se observa 
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una mayor aproKima.ciOn erit.re el cálculo y el eKperimento con 

( =,q392 , Del anAlisls de las frecuencias podemos ver que 

euiste un triplete con frecuencias í2.fJ1 1 72.23 y 72,43 que 

en el CMperimenta vemos como un 
_, 

pico centrado en 72.01 cm , 

que ap&rece por debajo del doblete producido por impurezas 

sencilla& , por arriba de este mismo podemos ver un singulete 

en 84.23 cm~, que corresponde al pico eKperimental con fre-

cuencia central de a0.2b 
_, 

cm y un trlplete de frecuencias 

8b.20 , 8b.59 y 8b,77 que corresponderla al pico del espectro 

centrado en 82.94 cm-1, Si tomamos las frecuencia central de 

los triplete& y el singuleta , se observa que al igual que el 

e•perimento , nuestro modelo da tres modos en la brecha del 

loduro de Potaaio , do• modos con frecuencias mayores que la 

del doblete de impureza sencilla y uno con una frecuencia me-

nor que ésa , Es importante hacer notar que aunque las fre-

cuencias predichas teóricamente estAn por arriba de las expe-

rimentales , el desdoblamiento isotópico entre la linea del 

singulete y el triplete d= 2.2 cm"1, estA en concordancia 

con el valor experimental del desdoblamiento isotOpico , d = 

2.5 cm'. por ultimo obtenemos un modo con frecuencia 5b.33 cm 

1 que aparece como un modo en la brecha , ya que en nuestro 

modelo el llmite superior de la 
_, 

banda acustica estA en 49 cm 

¡ pero que no podemos comparar cont.ra el experimento ya que 

en el espectro do frecuencias del cristal real estar i a metí do 

dentro ~e lo banda pues el limite superior de ésta es de b9 
_, 

e.in • 
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2. PARES DE SODIO 

Los iones de Sodio entran substitucionalmet.e en lugar de 

los .ltomos de Potasio Ei>=.307 y €"1 =€~ =.181 • En éste c:aso no 

l?i<istan modos de impure:a sencilla. reportados en la. literatu-

ra por lo que r se vario entre cero y uno ' hasta obtener el 

1t1ejor .alar posible, solo uno de las modos encontrados es 

infrarroJo activo. En la figura (18> se muestra la variación 

de la trecuencia ar1 función del parámetro f , y en ella se 

ve que la frecuencia de los modos en la brec:ha c:rece a medida 

qu~ .Jt.:menta hasta un cierto valor prOKimo a .6 en que desa-

p1:1r~c.en en 1 a banda ópt1 c.:.. para reaparecer despues por arriba 

cJ~ e~ta tanda. E.o las fig 1Jras <21a) y <21b) 5ie muestra la 

forma d& las vibraciones y se puede observar que una da ~llas 

es simétrica respecto al átomo central 1 por lo que no es de-

tectable con absorción infrúrroja, 

3, PARES DE BROMO 

El predecir los modos de impureza sencilla debidos a Bromo en 

Ioduro de Potasio se convierte en un problema teórico difícil 

debido a la proKimldad de las frecuencias del doblete ,88.47 

y 88.94 c:m al limite inferior de la banda Optlc:a , aun mas 

• en nuestro modelo estas quedarían en el 1nterior de la ban

da , 1 a c ... •al se ex ti ende entre 88. 23 y 101 cm·' 1 un valor 

apro:tirnado de f G'U el ccHculo de impureza sencilla es de 

.6795 , pero basta c:on disminuir éste parametro a p=.6 para 

observar que los cálculos para modos de pares mojaran sensi-

blemente. 
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En la tabla 11 se muestran los modos debidos a parejas de 

€; = 2.025 y €z=2.077 para r = .6795 ~ r =.6 y la campa-

ración con los resultadas ewperimentales. Para p = .6 tene-

mo• dos tripletes uno con frecuenc1as 75.62,75.56 y 75.~9 

crñ' que corrasponde al pi e.o centrado en 
_, 

73.8 cm y el otro 

c.on frecuenci a.s 86, 55, 86. 42 y Sb. 33 c.m'"1 que se puede i den

tif icar con el pico centrado en 86,79 cm1el cual debido a su 

intensidad • consideran los eKperimentables c:cmo un posible 

modo de pares. El sinQuleta de frecuencia as. 30 cmº1, que sa 

obtiene de la combinación Br'l1-fl en principio no se puede 

comparar con ninguno de los picos de absorción atribuidos a 

pares , sin embargo puede asociar~e a uno de los que no han 

sido identificados a1.1n , pero que ap~rec:en en ol e=pectro y 

en particular al centrado en 85,78 cm·~ 

E<. MODOS LOCALES EN· SllLFURO DE ZINC • 

Debido a problemas de c:ompensacion de carga el Sulfuro de 

Zinc tiene que ser contaminado con dos tipos de impure~as una 

que actúe como donador y otra como aceptar • En nuestro mo-

delo de pares deberemos tomar en cuenta ademAs del cambio en 

las masas de las dos impurezas el cambio en las constantes 

tl~ •' de interac.cidn1·'P Y~7(!> 1 las cuales ahora no se justifica que 

las sigamos considerando iguales erttr~ si como en los tres 

ejemplos anteriores • Afortun~damenta se han podido identi-

ficar los modo~ de impurezas sen~illas en los casos del Li-

tic 6 , Litio 7 y Aluminio , por lo que se puede ajustar el 

parámetro e 1 en algunos de 1 os casos que estudia.mas • a es-



tos modos FIQs. <27a> , <27b) y <27c> 

Na:•re~ic: y colaboradores Identifican las picos del es-

pectro ae absorcldn a partir da la reQla de suma do frecuen-

Ciü.S 1 

údndeWa. es la frecu1mc1a del modo de impureza sencilla y UJ,¡ 

es la frecuencia de los modos de pares , Cuando asociemos 

la~ frecuencias calculadas con nuestro modela 1 respetaremos 

la ~siQn&cidn obtenida con esta reQla de suma. 

l. LITIO COMPLEJO , 

En Qeneral el Litio se comporta como un aceptar débil que 

tiende a ocupar el luQar del Zinc €o= l,999 , aunque a muy 

altas concentraciones es posible que ocupe sitios lnterstl-

clales como donador dando luQar a la formacldn de Impurezas 

complejas , en un modelo aproximado supondremos que pares de 

litio ocupan posiciones de seQUndos vecinos entre si , y que 

es pos1ble la formacidn de pares de 

e, =.100 , ~=.219 

Para calcular el valor de , se ajusta el v•lor de .. 
teórica a la frecuencia experimental del modo da impureza 

:.encilla del Li, w:: 442 cm ,con este parámetro •f = .677 se 

predice la frecuencia del modo de Liy w = 413,l , el cual 

se compara ra:.onablf!·tnente bien e.en el valor eKperimental de 

w = 415 cm""\, justificamos la variacidn isotdpica unicamente 

e.en el cambio en las masas y supor1emos que la constante de 

interacción entre las impurezas y sus primeros vecinos es la 

misma , En la tabla lll se muestran las cálculos para las pa-

y la forma de las vibracio-
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nes en las Hg. l28 a y a'> 1 (28 b y b' > y l28c ~ c'> donde 

se observa que en lolJ dos primeros casos sólo se obtiene un 
•l 

modo infrarrojo activo con frecuencias de CAi= 450 y q21 cm , 

para las parejas Ll,.4 y Ll ?·~ respectivamente , los cuales se 

apro1<iman estrechament.e a los va.lores realeia y en cuanto al 

sistema lic•l encontramos dos modolJ infrarrojos activos con 

frecuencias 408,9 y 443.á cm'
1 

, pero que no podemos comparar 

contra el. OKperimento ya qua sus autores no h;>cen distinción 

de esta posible combinación de pares. 

2. LITIO - ALUMINIO , 

La constante de interaccion del Aluminio se calcula de la 

misma manera que la del litio , a partir del modo de impureza 

sencilla con .. = 43á,5 cmº1 , con lo que se obtiene f =2.205 

El Aluminio tambien ocupa substitucionalmente el lugar del 

Zinc para dar lugar a la formación de las parejas Li,- Al y 

Li1 - Al con €r= .188 , f''l= .884 y €1= .219 , <i= .884 para 

cada uno de ellas • En ambos casas se encuentran tres modos 

locales con frecuencias por arriba del m~Kimo transversal Op

tlco llko= 271 cm , pero uno de ellos se encuentra muy prOMI-

moa &sto l'mite por lo que no se pueden comparar contra el 

eKper1mento ya que en esta :.ona. la absorción es muy intensa 

Para el Li,-Al las frecuencias de los modos son 1 274.8 , 421 
... 

y 454 cm , los dos altimoú son comparables a las lineas con 

frecuencias 423.:5 y 45á.5 cm'1 del osp'1ctro de absorción , por 

et.ro l~do con el Li~-IU se tienen tres lineas a 274.4 , 404 y 

442 c~¿las cuales no se ajustan tan bien al eKperimento como 

en el caso anterior pero que por la separación que hay entr~ 
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el las /:.llf = 38 son comparable& con las picos del espectro cen 

trados en 384 y 4:2b c11i
1 

t...os resultados obtenidos aqu' se 

muestran en la labia lV y las figuras (:29 a,a•y a''l y (29 

b,b'yb 1 ~) 

:5, Ll T 10 - GflLIO 

En la 11teratura no se ~ncuentran reportados modos de im-

71 

pureza sencilla de Gallo , por lo que no fue posible determl- • , 

nar el .,,.alor de f a partir de este modo , como en loia ·casos 

anteriores En esta ocasión fue necesario ajustar uno da los 

tres modo• locali:ado1> que se obtienen con la pareja t...1,- Ga 

a uno de los tres modos locales que se reportan en el expa-

rin1ant~ , El primer pico de absorción se encuentra centrado a .. 
una w ~ 411,5 cm y se intentó hacer coincidir la primera de 

las lineas del espectro teórico con es~ frecuencia , paro pa-

ra osos valores da e • las; otras do!l lineas; ya hab:l.an desapa

recido en la parte superior de la banda óptica , el ajuste a 

la sequnda linea se 109ro con una e= 3.57 • y los valores 

de las otras dos frecuencia• fueron de 319.7 y 456 cm-~ esta 

ultima ~oincldo exactamente con uno de los picos de absorción 

del espectro da absorción infrarroja y la primera no e• com-

parable ya que las medida" se hicieron en una región de fra-

·' cuencias comprendida entre 360 y 500 cm ya que para f re-

cuenci a=. menores se encuentra una zona de absorción muy 

intensa producida por la proximidad del máximo longitudinal 

óptico de los modos de la banda 

Las frecuencias de los modos de Li~-Ga , con e= 3.57 son 

317.b 1 400.7 y 439.b crñ
1 

las cuales no se comparan cuantlta-

tivamente con ninguna de las eKperimcntales 1 pero que por 



separación entre lineas las dos últimas se pueden asociar a 

la primera y segund• linea del espectro con un.a lill/=42 contra 

AIAr =42 de las teórica¡¡ Los Resultados obtenidos para el 

sistem• ZnS 1 Li¡G• 1 ~=1.999, e,=.18E:t y E'.z= 2.156 y L11-

Ga 1 f(,=1.99 , ~=.219 y €'2=2.156 se muestran en l• tabla V y 

4. LlTlD - lNOIO • 

El parámetro de interacción entre el átomo de lndlo y sus 

primeros vecinos se calculó con el mismo procedimiento que se 

utlli:o en el caso del Galio , ya que tampoco se disponen de 

reportes de modos de Impureza sencilla de Indio • Se hizo 

coincidir la segunda linea del espectro teórico del sistema 

ZnS 1 Li,-Ga con la primera del eKperimento, cosa que suce

dio para una e= 4.37. Para este slstema.€.=l.999, E'1=.188 y ti 

=3.531, las frecuencias que se obtuvieron fueron de 343.34 

413.50 y 458.78 cm1 ' la última de la• cuales puede ser aso

ciad• al plco centrado en w = 456 cm"
1 

• Para el Li,- In fo= 

1.999 , "' = .219 y (;l = 3.531 , "'ªobtuvieron también tres 

modo5 con frecuencias de 339. 26 ' 404.33 y 442.80 cm
1
• sien-

do l•s do11 últimas comp<>rable5 con 105 m4Kimo,. de abso.-clón 

centrado"' en 389 y 430.5 cm"
1 

ya que el corrimiento entre 

lineas e• de ),"1= 39 en el caso te:Orlco y IW= 41 en el 

expllrimental Los resultados para les dos sistemas se mues-

tr·.in en la tabla Vl y la forma de las vibraciones localizadas 

en 1 as figuras (31 a , a• y a'•) y (31 b, b' y b~ • > • 
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Fig. <I> Estructura de la 
sal • Dos celdas c•1bl cas cen
trada& en la9 caras , una de 
átomos de Na y otra de ata
mos de Cl • 

Fig.(2) Los planos perpendi
culares a la (lOO> contienen 
dos tipos de átomos. 

Fig. <3> Los planos perpendiCH 
lares a la dirección <llll só 
lo contienen un tipo de Ión -
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Fig. <4l Onda• LonQi tudinal es 
propagandose • lo largo de la 
dirección (100 l 

Fig. (5) Ondas transversales 
propagandose en la dirección 
(100) 

Fig. 161 Espectro vibracional 
del Z, 5 . El espectro tie
ne dos ramas TO y una LO 1 
dos ramas TA y una LA por -
cada dirección de propaga
cl 6n. 
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FiQ.171 Espectro vibracional 
de una red diatómica unidime~ 
sional • 

Fig.(Bl Modo óptico excitada 
par el paso de una anda luml 
nosa. 

Fig. 19> Modelo de parejas de 
impurezas con cambio en las
canstantes de interacción en 
tre las impurezas y sus vecl 
nos más cercanos. 
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fiQ. <lOl Estructura da la Zincblenda. 

FiQ. <lll Prayecci6n sobra una da las 
caras del cuba. Las fracciones deacri 
ben alturas sobra la basa an unidades 
de a • EMisten direcciones da ma~imien 
ta en la qua sa alinean los das tipas 
da Atamos ,sola qua éstas sa encuen
tran desplazados una distancia de 1/4 
uno del otro. 
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Modos en la brecha del !aduro de potasio producidos por pare
jas de CIJ,__,,, sólo los modos con Xo=1 son infrarrojos acti
vos. Las lineas con cruces en los extremos representan lo• 
daspl•zamientoa da las impurezas y las que tienen los ctrcu· 
los claros y obscuros corresponden. a los desplazamientos dr 
los itomoa de potasio y de iodo respectivamente. 
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Medos en la brecha del icduro de potaste producidos por pare
jas de Cl 31.:'71 sólo los modos con Ko=l son infrarrojos acti
vos. Las lineas con cruces en los extremos representan los 
desplazamlontoa de las lmpurezaa y las que tienen los circu
las claros y obscuros corresponden a los desplazamientos de 
los ~tomos de potasio y de lodo respectivamente 
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Modos e~ la brecha del ioduro de potasio producidos por pare
jas de Cl.so-~ 1 sólo los modos con Xo=l son Infrarrojos acti
vos. L•s lineas con cruces en los e~tremos representan les 
desplaz~mlentos da las Impurezas y las que tienen los circu
les claros y obscuros corresponden a los desplazamientos de 
los ~t......::s de pota~lo y de lodo respectivamente 
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-· w=72.43cm 

w=87. 15cm -.L 

Xo=l 

Xo=l 

Modos en la brecha del loduro de potasio producidos por pare
jas da c1,..11 .se puede ver qua el modo del primer cuadro es 
nuevo , mientras que la forma de los tres siguientes es idén
tica a la de los modos que aparecen con f!,,.= f1

2 
=. 201>. 
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KI 1 CllHt e¡=~.=, 4392 

o T 
' 

Yo"' -Y •! 

_, 
w=55,78cm 

w=B4. 04cm •\ 

1 l 
T 

Xc=l 

w=72,0lcm· \ 

Xa=l 

w=B6. 20cm • 1 

Modos en la brecha del ioduro de potasio producidos par·pare
Jas da Cl ~1.sa pueda var qua el moda del primer cuadra es 
nuevo , mfentras que.la forma de los tres siguientes es id~n
tica a la da las modos que aparecen con ¡>1= P2.=,206, 
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KI 1 C!s-31 e,= '?.=. 4392 

T 

1 1 
1

1 l ' 
Xo=t 

w=56, 33Clll •l 1 
1 

w=72. 23cm _, 1 

T 

1 
r , 

J ¡ • 
Xo=l Xa=l 

w=B4. 23cm _, 1 w=B6,59cm -l 1 

Modos en la brecha del ioduro de potasio producidos por pare
jas da Cl .,7.Sa pueda ver que el modo del primer cuadro es 
nuevo ' mrentras que la forma de los tres siguientes es idén
tica a la de loa modos que aparecen con P,= ~ =,206. 
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llo:·Y= 1 

Fig,(i91 La frecuen
cia de los modos lo
cales y de brecha en 
función da P 1 para 
el KhNa• -Na• 1 las -
lineas interru111Pida 
y continua indican -
modos con X '" l y 
X =O respectivamente 

Fig,(191 Hado en la 
brecha da Kl1Na -Na 
con X ca l ,•ste mo-
do as infrarr Jo '." 
activo. 

Fig.<201 Esta tipo de 
vibración corresponde 
a los modos de fre
cuencias comprendidas 
en la linea punteada 
da la Fig, <181 1 las 
cruces representan el 
desplazamiento da las 
impurezas y loa cir

'-------------------' culos el de los iones 
de la red. 



1 
? l o l 

1 
b 

Fl9,121al "oda en la brecha 
del kl:Br.,._.,. , la fr,.cuencla 
ea 11=49. 58 c•"1 , por la sl1H-

Ya = ·Y "'ª tria , el aoda no es lnfrarra 
ja activa, ~ •.679S 

' l i 
l 

L l ' 
Flg.121bl Nado Infrarrojo ac 

~-1 ti vo can .,,.,., • 3S c111"1 
1 e I -

desplazamiento del ltoma can 
tral estl rior1Hl Izado a una. 

l 
? r o 

1 
b 

r 
Fl9.122a> De lo• dos 111odas 
producidos par parejas de 
Br 9'-lt ,. , can P •o. 679S , 
este llene •I llo1110 central 

Y0 • -Y •l en r•paea y su frecuencia -
w • 49.32 y •• ldtntlco al 
de la figura 12lal. 
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Fig.122bl No~o infrarrojo ac ¡ 
tlvo con frecuencia w=79.26.,; 

X,= ¡.iroduc ido por parejas d• B'ii1-1M 
con E>=· 679:5 

9 

l 
Flg.<23al La ruptura·de la sj 
m1>trla 1 al introducir do11 i-
sbtopos dlferen~es como lmpu-
r1>zas da la aparicibn de este 

Xo" ~ 
modo con w = 49.44,.;;1 para el 
mismo valor de p 

1 ' 
Fig, 123bl La fr&cuenc iü· es 
w=79.30 cm·•, en todas las fi 
guras las cruces Indican los· 

x.= i desplazamientos de las lmpure 
zas 1 y los circulas los de -
los ~lomos de la red. 
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' 
Y.o= 1 

L 
1 

' 

x,. .. 1 

Fl9, 124> 

KI: Brff.'T' 

ft"' , .. ,6 

1 w=B6. 55cni
11 

Modos en Ja brecha d• loduro de potasio producidos por par• 
jas de Br1f-1t•ªº'º Jos modos con Xo=l son Infrarrojos activos 
Las lineas con cruces en los t•tremos r•pr•sentan Jos despla
zamientos d11 las lropurezas y Jasa de Jo¡¡ circules claro11 >' obs 
euros repr·11sentan Jos desplazamientos d11 los lltomos d• Ja red 
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Xo= 1 
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Yi:i= ·Y = 

l 
Xo= 1 

Flg, !25) 

f'. ! : B .·81·&1 

fl= ~z. = • 6 

Nodos en l~ brecha de loduro de potasio producidos por pare 
jas de s,.8 _11 ,,.0lo loa modos con Xo=l son 1.nfrarrojos activos 
Lav line~s con cruces en los ~xtremos representan Jos despla
zamientos de lali Impurezas )' las de los clr-culos claros 'I obs 
euros representan 1 os despl azam lentos de 1 os a tomos de 1 a red 
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Xo= 1 

1 
Xo= 1 

1 
Xo= 1 

Fl9, (26> 

·:::?;;..., 

P.= Pz" .6 

•I 
w=7:5,56C"1 

w=85. 30cm
1 

1 w=B6. 42cm
1
1 

Medos en la brecha de loduro de potasio producldom por pare 
jas de Br~ ,solo Jos modos con Xo=l son lllff'arrojos activos 
Las lineas con cruces en los ~xtreruos representan los despla
zamientos de la!!: Impurezas y las de Jos clrculos claro• y cbs 
euros representan los desplaiarol,.ntos de Jos !!.tornos de Ja red 

es 
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FiQ.(27a) Modo local en ZnB 
producido por impurezas sen~ 
cilla• da 1i • , el valer de 

Xo=l f> sa aJu•ta a la frecuencia 
de este modo " • 442 cm·•, 

• 

FiQ• 121b> Modo local en ZnB 
debido a Li 1 :· , con fe>•,b77 

Xo=l se predice la frecuencia de 
éste , " = 413. l cm-• , 

o • 
FiQ.127c) El valor del pa-
r.imetro P para impureza• 
sencillas de Aluminio se 
calcula a partir de la fra-
cuenci a w= 43b. :! cm-•, En 
todas la FiQuras los .itomos 
de Azufre est•n representa-

Xo=l dos por circules claros,los 
de Zinc por los obscuros y 
las impurezas por cruces. 
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Fig. <2BI Modos locales an Zn9 producidos por 1 pare• de Li 
'-' en <al w =43t .66cm-• y an <a'I w =4~0,02cm-•, el segundo 
de ellos es lnfraroJo activo 1 pares da 11~ • ., en <bl w = 
402.0cm"'y en (b'l w s 42l.4Bcm"1, al primero de los dos no es 
det~ctabla con absorción infrarroja 1 por óltlmo pares de 11 
'•1en (C) W m 408. 94 cm1y en (C ') W =443, 64 cni1, ambos 1 nfra
rrojos activos , Todos los modos se han calculado con P4 = ~ .. 
= ,677 En las figuras las cruces indican loa desplazamientos 
da los Atemos de Litio , loa ctrculoa claros loa del azufre y 
los circules obscuros indican loa desplazamientos de los 
átomos da Zinc • 
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Fig. 12q1 Modos locales en Zn6 producidos por parejas de 
Li• - Al 1 en (al .. = 214.7q cm·1,en <a'I .. =420.91cm-1y en 
(a"l w = 454.32 cm"'1 pare,. de Ll.,-Al:en !bl .. =274.42cm·•, en 
(b'I w =404.21 cm~y (b''I .. =442.43 cm-t .Todos los modos son 
infrarrojos activo,. La estrella representa el desplazamiento 
del 6to11a de litio ,la cruz el del aluminio y lo,. c!rculos 
claro,. y obtM:Uros indican 1015 desplazamientos de los Atomos 
de azufre y de zinc respectivamente. 
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FiQ. (30) Modos locales en ZnS producidos por parejas de 
Li" - Ga 1 en <al w = 319.67 cm-1,en (a') w =411.6:5cm"'y en 
(a") w = 455.85 cm''1 pares de Li1-Ga en (b) w =317.62cm"1, en 
(b'l w =400.71 cm~y (b''l w =439.65 cm·I .Todos tos modos son 
infrarrojos activos La estrella representa el desplazamiento 
del átomo de litio , la cruz el átomo de Galio y los circules 
claros y obscuros Indican los desplazamientos de los átomos 
de azufre y de zinc respectivamente. 
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Flg, c3(1 Hedos locales en ZnB p~~ducidoa por pareja~ de 
Ll6 - In 1 en <a> w = 343,34 cm ,en <a'l w =413,50cm y en 
(a''l w = 458.78 cm'"'1 parea de Li1 -In en <bl w =339,26cm·•, en 
Cb'l w =404,33 cni'1y Cb'') w ~442.80 c~-• .Todos los modos son 
infrarrojos activos La estrella representa el desplazamiento 
del AtDMD de litio , la cruz •I Atomo de Indio y los circules 
claros y obscuros indican los desplazamientos de loa Atemos 
de azufr• y de zinc respectivamente. 
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T A B LA 

SlSTEMI\ TEOfdCO l.RROJO Rl\MAN EXPERIMENTAL 

Kl1ClsNS .206 53.37 

76.26 

76.34 X 

52.67 

76.20 X 

76.26 

53.03 X 

76.20 

76.32 

Kl 1 Cl ,SS-)5 , 4392 5b. 90 

72.43 

84.34 X 

87. l~ X 

55.78 X 

72.01 

84.04 X 

86.20 

KllCl ~~-H 5b.33 

72.23 

84.23 

86.59 X 

K11Cl-Cl .4392 72.2 72.01 

00.2 

8b.6 82,8 

Modos en la brecha del Kl debidos a pares de impurezas de 
Cloro En la parte inferior de la tabla se han tomado los 
valares medios de los tripletes correspondientes & los site
mas K11 Cl >•·'5 , Cl ~f·Jf y Cl 'l'S·ll ya que los efectos isotópi
cos na han sido detectados eKperimentalmente. Las frecuencias 
se miden en cm''• 



TABLA 11 

SISTEM,; e TEORICO I.ROJO RAMAN EXPERl~ENTAL 

49.58 

79.35 

t;I: Brt/-SI 

79. Zb X 

49.44 X 

75,b2 X 

85,30 X 

Bb,55 X 

75.49 X 

85,2b X 

8b,33 X 

75,Sb X 

85,30 X 

8b,42 X 

Kl 1 Br-Br ,b 75,5 X 73.8 

85,3 X 

8b,4 

Modos en la brecha del 1(1 producidos por impurezas de Bromo • 
En la parte inferior de la tabla se han tomado los valores 
medios en los tripletes correspondientes a los sistemas Kl 1 
Br,.,-1,, Bq/-11 y Br~f-f/, ya que no hay medidas experimentales 
del corrimiento isotopico y no se ha incluido el pico can 
frecuencia 85. 78 , ya que la asignación de éste como un ir.oda 
de pares es propuesta por nosotros • 



TABLA 111 

SISTEMA e TEORICO EXPERIMENTAL 

ZnS1LI' .b77 442 442 

ZnS1Ln 413 415 

Zn61LI ""' 422 

447. !5 

450 449 

ZnS1Lq.:¡. 392 

398 

421.5 422 

Zn61LI ,. 'l 408.9 • 443.b 

Modos locales en ZnS debidos a Impurezas sencillas y comple-

Jas de Ll • Todos los modos que se Incluyen son locales e in-

frarrcjos activo5 y sus frecuencias estan dadas -1 
en c:m • 

T A B L A IV 

SISTEMA TEORICO EXPERIMENTAL 

ZnS1AI 2.205 436.5 

274.79 

420.91 

454.32 

274.42 

404.2 

442.4 

Modos localen en ZnS debidos a pares de Li-AI 

436.5 

408 

423.5 

429 

453 

456.5 

465.5 

384 

423.5 

426 

430 • 464.5 
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T A B L A V 

SISTEMA f TEORICO EXPERIMENTAL 

ZnS1Li' -Ga 319.67 

3.57 411.5 q¡ 1.5 

456 456 

458 

ZnS1Ll.¡-Ga 317.6 

400.7 386 

439,7 428 

430.5 

Modas lacalas en ZnS debidas a Impurezas de Ga • La c-.anstante f = 3·H para 1 as 1 mpurezas de Gal 1 a se calculó ajustando 1 a 
segunda linea del esp9Ctrc teórica del sistema ZnS1Ll~-Ga a 
la primer linea del experimental. Las unidades de w estan en 
cm-'. 

T A B L A VI 

SISTEMA f. TEORICO EXPERIMENTAL 

ZnS1Li¡, -In 343,3 

4,37 413.5 413,5 

452.5 

458.8 456 

ZnS1LI~ -In JJ9 

404.3 389 

425.5 

442.8 430,5 

Modas locales en Zn8 debida a parejas de LI - In , La cons
tante f para las lmpure,as de India se calculó ajustando la 
segunda linea del espectro teórico a la primera del experi
mental. 



RESUMEN 

Antes de exponer las conclusiones del trabaja es conve

niente hacer un breve resumen dC! las sacciones anteriores ; 

Introducción , Capítulos 1, 2 y 3 A fin de recobrar las 

ideas principales que se han manejado a lo larga de su desa

rrollo • 

Comenzamos la introducción haciendo una revisión , no exha

ustiva , de los trabajos experimentales que hicieron evidente 

la eKistencia de los modas de parejas , concluyendo con el 

planteamiento de das e><perimentas realizadas uno de ellos 

en 1974 en un halagenura alcalina y el otra en 1981 en un se

miconductor compuesta • En el primera se contaminó el cristal 

con una alta concenlración de impure:as de Cloro 1 Sodio y 

Brama y se midió el espectro de absorción en la región de la 

brecha , determinándose las frecuencias de los picos produci-

dos por las impurezas apareadas En ol segundo se midieron 

las frecuencias de los modos locales producidos par impurezas 

de Litio apareadas can algun elemento del grupo III (Aluminio 

, Gallo 6 India l en el espectro de absorción del Sulfura de 

Zinc • 

Debida a que la simetría de alineación de las parejas se 

desconoce en ambos materiales y que además la asignación de 

algunas picos de absorción es discutible , planteamos la con

veniencia de elaborar modelos teóricos que ayudaran a aclarar 

estas cuestione& • 

En el capHula se muestra el resumen del trabajo reali-

zada por Wallis y Maradudin en el que con un modela de masas 

y cargas puntuales calcularon el momento dipolar de un cris

tal , para una red monoatómica con un defecto puntual en la 
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sec.c.iOn 1, y para una red dialOmic.a con un defecto puntual 

on la ~~cción 11 Las ccmclusiones de ambos trcbajos resul-

lan iriteresantes va que muestran que debido b la presencia de 

J¿, impure:a en la r~d , es posible que se p1·escnte absorción 

·~ptic.a , sin embargo , en el ca~o de la red nionoatOmica se 

podrii\ <::i.:ic.utir un rcsLtlta.do seg•ln el cual en el cristal 

perf~ct.o la absCJrciOr1 es cero excepto pa.ra. la frecuencia del 

má¡-. i ma l oni;¡i tudi nal , yd quG en este- e.aso no ha~· tr ansi c.i enes 

pt:rmil1das puesto que los modas acústicos no interaccionan 

con la radid~ión elec.tromaQnétic.a Dccius and He:<ter Molecu-

lar vibrations in cristals paj 82 l , Haciendo de lado esta 

cuestió:\ que podrla ser tema de otro trabajo , el resultado 

más i m~or lar1te aqui fue la oblenci On de las l inea.s de absor

c l ón di;c.retas asociadas con los moda':!. loca.les en la. red dia

tOmica , Se a~laro que el valor de los cálculos del coefi

ciente de· absorción , es en un nivel cualitativo , ya que en 

u.n mc,detc de maso.s y cargas puntuales no se toma en cuenta la 

polari:aciOn a la que está sujeta l~ nube electrónica y ade

ma~ en ló.& ccuac.lones de movimiento de las ~tomas las inte

racciones de éstos con el campo eléctrico y la fuerza disipa

ti "ª 4ue ha.ce posible la. iabsorc.ión no fueron lomadas en 

cuenta 

Se exp1icó , que aun teniendo el modelo de masas y cargas. 

puntuales serias limitantes si es utilizado en el cálculo 

de caefic.ientes de absorciOn , can él es posible calcular las 

frecuencias de los modos localizados , problema del que nos 

acupa1nos en los sigui&ntes capitules 

En e-1 c.apitulo dos, so mostraron los trabajos teóricos en 

los que son abordados los sistemas que nos interesan ,los _re

sultados de los modos en la brecha del loduro de Potasio des-
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pertaron un gran int~rOs por lo que fueron discutidas utili

zando varios modelos , todos ellos con partlculas desprovis

ta:; de estructura interna v en la a.pro~•imac.ión armOnica , d~ 

moleculares ) dos mas lineales. Las predicciones de los dos 

1:tltimos , por diversas razones , son definitivamente malos, 

1ni ~ntras que 1 as de 1 otr. modelos moJ ecul ares se prestan a una 

discusión más amplia y posteriormente 11os ocuparemos de ésta 

En lo que respecta a los modos locales del Sulfuro de Zinc 

no existen trabaJos teóric.os anteriores. al que aqui. expusimos 

no obstante , se presentó un modelo molecular que se aplicó a 

sistemas semejantes y que r10 fue utilio:ado en este caso debi

do a qua los resultados auperlmG<ntales eran desconocidos en 

el momento de su publicación • 

En el Cdpitulo tres mostramos corno a incidencia normal 

el campo eléctrico de la radiación interacciona Unicamente 

con los modos transversales ópticos por lo que propusimos 

como nuestro criterio de ajuste el que el máaimo de liJ banda 

optica te6ric:a fuera igual " la frecuencia del ma1<lmo trans-

versal óptico eKperimental En la siguiente secciOn presen-

tamos al modelo de p~rejas , en Oste l~~ impt1re~~s ~~t~n ali

neadas a lo largo de una dirección perpendicular a la de lb 

radiación lncldonte , quedando on posicion"s de sC!gundos ve

cinos con un 2ór1 perteneciente a la. red perfecta entre ellas 

, y lais constantes de fl.'er:a entre las impurezas y sus primo

res vecinos tlOfl sido modiiicadas • Oií:' la ~oluciOn del cris

tal perfecto con el melada de operadores en las ecuaciones de 

diferencias y lb.S condiciont?s de frontera en la region de 

perturbación • generamos una ecuación polinomial de onceavo 

grado para las frecuencias de los modos localizados • función 



de? los s1 yuientes p¿,ránietrog 1 las masas M y m del cristal 

perfecto , la~ n1asa.s N' y M>, de las impure:.as y de los co

cientes entre las constantes de fuerza modificadas ~ • y (.3 ' ' 

y la c.~~stant~ de inlEr~cc.16n ~ 

infin1t.:> , 

de los átomos del cristal 

Al utlli:ar este mismo modela para calcular los modos lo-

calizados en la brecha del !aduro de Potasio y los modos lo

CC:"'-li.::.ad:,s por arriba del maKimo transversal óptico del sulfu

ra de Zinc , supusimos que en ambas sistemas los átomos aje

not. for'!1an impure;:a:. substitucionales , des.plazando a un sólo 

tipo de ión de los doa que forman parte de la red , en el ca

&o del r1alagenuro alcalino 1 esto es claro porque las substi

tuciones son isoelec:trOnic:aa , pero en el caso del semicon

ductor compuesto no lo es tanto , sin embargo nos apoyamos en 

las declaractone!i de los autores d!:!l experimento , quienes 

piensan que asi es en realidad • 

En las tablas 1 a VI, exhibimos las frecuencias de los mo

dos localizados obtenidas con este modelo , En el análisis 

ónicamente tomamo3 en cuenta los modos en los que el átomo 

central se despla:a de su posición de equilibrio , ya que de

bido~ la sinietrla del sistema , el momento dipolar asociado 

con la~ modos en los que el &tomo central est' en reposo deba 

anul~rse , por lo que éstos no son infrarrojos activo~ • 

Con es.te resumen he:mos dado un panorama ~enera.l del trabajo 

que noa permitir~ establecer con mayar claridad las conclu

si on~'il de éste • 
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015CLISION Y CONCLU510t•ES 

Lo~ mL>dos loc.a.li:i'c.:is en la llrecha del loduro de f·c..tasio 

han sido estudiados· .:01, vario!i modelos por diferenteli auto

res y antes de c.ot,.fr~'1tar los resultados obtenidos por estos, 

con los que en este trabajo se obtionen • es conveniente com

parar los modelos como tales En principio todos tienen una 

limitación en coman , ya que trabajan con masas y cargas pun

tuales , que interacclonan entre primeros vecinos , en la a

proximación armónica • Con respecto a los modelos lineales de 

Beher-a y Patnaik nue•tro modelo tiene las siguientes ventajas 

1 la5 constantes de fuerza entre los ione~ impureza y sus va

cino~ más cercanos se 1nodificaron , el criterio de a.Juste que 

aqu! proponemos esta ma& Justificado que el criterio LBB, 

por otro lüdo 1 se pueden reproducir loa resultado& obtenidos 

pot· Buhera y Patnaik si se aplica el método de operadores en 

las ecuaciones de di.ferencia• en les mismos modelos de una 

manera m~s sencilla Los modelo• moleculares tienen la ven-

taja de que pueden reproducir modos longitudinales y medos 

tr~n~vPrsales , mientras que en este trabajo sólo podemos 

obtener los último,. Gupta y Matt1ur proponen una slmetrla 

de alineaclOn distinta 11101 , debido a éste la comparación 

se puede eatab!ecer ·~nicament• , • través del experimente • 

Ward y Clayman proponen las direcciones ClOOl y <1101 como 

prc.b'1bles , 

Al comparar los resultados con el euperimento mantendremos 

la misma secuencia que se ha tenido a le larQO de la tesis , 

primero daremos las conclusiones relativas a los modos en la 

brecha del !aduro de Potasio y por último las que se refieren 
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a. los n1odos locales en Sulfuro de Zinc • 

El resultado más obvio es que con este modelo no fue posi

ble reproducir , ni ~iquiera cualitativamente , las frecuan

cias de los modos en la brecha producidos por parejas do So

dio , ya que sOlo uno de los modos obtenidos es infrarroJo 

activo , mientras que en el experimento son dos , por lo que 

es probable que laa impurezas no esten alineadas en la direc

c.iOn propuesta. • ó quo el otro modo sea longitudinal 

En lo que respecta a las parejas de Cloro y Bromo observa

mos que t~nto el numero de modos coma la ~recuencia de dstos 

• son f1Jnc.iones de la constante de interacción y de la masa 

do las impurezas , en ambos casos 1 é~tas substituyen a la 

masa pesada del cristal 1 pero no podemos establecer regula

ridad alguna del análisis de éstos do!I , en tanto qu1> para 

descubrir la$ reQUlaridade5 propias 

ce!lario hacer un estudio teórico 

la red • 

del sistema seria ne

completo de la din~mica de 
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Asoc1amos en cada uno de los sistemas tres modos localiza-. 

dos en la brecha , dos de ellos resultados de un triplete y 

uno de un singulete a tres picos observados en el espectro 1 

la comparación a un nivel cualitativo es aceptable como se 

muestra en las tablas l v 11 del capitula 3 

Al ~=tablecer una relación ontre nuestros resultados y los 

eKper11t1entale!ii, supusimo5i qua nueSitro modelo e~ bueno para 

l~s parejas de impurezas de Cloro y Bromo en Ioduro de pota

sio ~ debido a que las constantes de interacción modificadas 

que ajustaron con los rusultados e>iperimentalas no fueron 

iguales en el caso de pares en impurezas aisladas , con

cluimo~ que la constante de fuerza entre la impureza y sus 

primero'S ·..,ecinos no es igual en un defecto a.isla.do y en una 



imperiacciOn m&s compleja , aón cuando las impure:as sean del 

mismo átomo , por lo que una correccion al modelo en esta di

recciOn seria el considerar interacciones a vecinos más leja

nos , con lo que los valores de la• frecuencias tenderían a 

ocercarse ~ las C!1tporim1?nta.les • De otra manera deberemos in

terpretar nuestros resultados en el sentido de que el modelo 

no os bueno y es otra la dirección en la que se alinean las 

bieri que la& limit,.ciones propias del modelo 

impiden que los cAlculos t~Oric.o3 mojaren • 

Para poder establecer en los dos sistemas un• comparación 

mas clara con los resultadas experimentales , seria necesario 

que se hiceran eKperimentos n1áSi precisos que desdoblaran los 

tripletes en los picas del espectro O qw~ se controlara. la 

conta.mlnac10n con muestras enriquecidas con uno de los isóto

pos , para que las variaciones isotópicas en las frecuencia~ 

fueran medible• • 

De 1 .. comparación entre la tabla l del capitulo 2 y nues

tros resultados podemos ver que on el caso del Cloro 1 los 

nuestros meJoran " los obtenidoa por w .. rd y c1 .. ym"n y por 

13upta y Mathur , columna" 1 y IV de la t"bla P"r" el Bro-

'''º . Ward y Clayman no obtienen resultado• • mientras que 

Gupta y Mathur obtienen mJ.s modos de los que ;;o reportan ex

pcri 1ne.ntalmente , por lo que también en esta ocasión lo$ 

nuestros son mejoras 1 En el caso del sodio nuestro modelo no 

es bueno , pcr lo que pensamos q1Je l.;ti simelria mas probable 

di:be ser la < 111)) quo es 1 a que proponen tanto CI ayman como 

Mathur , aunque obtienen resultados diferentes • 

Los resultados obtenidos en el caso del Sulfuro de Zinc no 

son tari claros como los anteri ares , ya que pa.ra ninguno de 
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los casos analizados fue posible reproducir todas las lineas 

experimentales como se puede ver en las tablas 111 a Vl del 

capitulo 3 

~n los cálculos de impurezas sencillas de litio, el mo

delo funciona con éxito ya que ajustamos el valor del parama

tro de fuerza. a la fr·ecuencia del modo localizado del litio 6 

y predecimos la del Litio 7 , la cual se aproxima en 2 cm a 

la experimental 1 coma se puede ver en la tabla 111 , pero en 

los cálculos de parejas de Litio 6 y parejas de Litio 7 solo 

predecimos uno de las tres modos que aparecen en el espectro. 

esto se puedP. deber a que el modal o es muy aproximado 1 ya 

que segUn sugieren los autores del experimento , el segundo 

Litio se coloca probablemente en una poslciOn intersticial , 

En las parejas formadas por el Litio 6 , calculamos siempre 

tres lineas , do las cuales solo dos se puedan asociar a dos 

lineas de las las que aparecen en el espectro de absorción 1 

6 en el caso del Aluminio 1 y 3 en el caso del Gallo y el 

Indio , ya que uno de los modos siempre aparece por debajo de 

un intense pico de absorción ce,...cano a 360 cm'"'1 
11 el cual 

puede deberse al máximo longitudinal óptico 1 el cual no fue 

tomado en cuenta en nuestro modelo ya que considaramos inci

dencia normal , por lo que podemos dec.ir que los modos que no 

aparecen en nuestra modelo son longitudinales ó las simetrias 

en las que se alinean las impurez~s son diferentes 

En las parejas do! Litio 7 , también calculamos tres modos 

teóricamente 1 de los cuales solo pudimo$ asociar dos a los 

obtenidos eHperimentalmente por la misma razon que expusimos; 

para el caso d~l Litio 6 , pero en esta ocasión las frecuen

cias teóricas no se apro>timan tan bien a las experimentales , 

sin embargo podemos establec~r una correspondencia, por el 
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corrimi~nto cntr~ las lineas teoricas ol cua.l se ajusta. 

bien al corrimiento entre las e><perimentales , 

En Qcneral podemos decir que el modelo aOn siendo tan sen

cillo , es lo sufi~ientemente bueno como para ser confronta

do con resultados experimentales , ya que compite con venta

ja con modelos moleculares , en los cuales no se incorpora la 

dinámica. de la red O bien para hacerlo necesitan de la solu

ciOn del cristal perfecto la. cua.1 generan utilizando una gran 

cantidad de parámetros • 



APENOlCE 1 

LH TEC•Rl1\ MlCROSCDF'lCA DE LA CONSTANTE DIELEClRlCA 

La constante dieléctrica de los materiales puede ser cal-

culada en primera aproximación siguiendo un modelo , segun el 

cual los lones con sus nubes de carga de electrones estan 

bien localizados en sus sitios atómicos, A continuación vere-

mo,; la teoria desarrollada por Dec1us y HeKter (41*) , desig-

nemes el momento dipolar de la enésima molécula en la celda 

unitaria ~ como Pe Wi , siendo este momento la suma de un me-

mento ir1t1·inseco --'G::M. y uno inducido el cual es proporcional 

al campo efectivo en el sitie de la molécula , 5,,.., ~,. 
fi,,.=Ae"'-+ ~ ... 'Je"f ......... o> 

En ésta la constante de proporcionalidad 6'~ , es la polari

zabi l idad debida a la respuesta electrónica al campo aplica

do. El cumpo efectivo es la suma de el caffipo aplicado exter-

11amente ~I'\ y el campo producido •en 1 a molécula t;"1 por to-

das las otras moléculas de la red. 

2_ / !Q.M¡ t'M' Íft>\'" "" ''' (2). 
e"" 

donde ID es el tensor de. propagación del campo que es1 

( 
xl X~ X2) +_;3¡- ~)( lil ~'l .......... (3) 

r VI: 2.~ i!~ 

con ][ la matriz unidad 

Coma el campo eléctrico externo , en un momento dado •· 
es el mismo en todas las partes de la red , el tipo de vibra-

ción que nos interesará será aquel con simetría translacio-
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nal < k=O l el cual es infrarrojo acti~o, lo que implica que 

solo consideraremos el caso cm qu~ Lodos los dipolos estan er1 

fase y ontonce~ • 

Pe.."" ~ ?"' 
Ar...,- At>t 

E(."" ~E ......... 14> 

Donde f es el campo macroscópica promedio 

La definición de 1J) en 13l implica que Osta. debe ser función 

ónlcamente de la diferencia vectorial entre las posiciones 

' ' Z¡lll y Z.1114 par lo que (2) puede ser escrita camal 

••••••••• (5) 

donde 

••••••••• (6) 

Podemos ahora eliminar el campo efectivo combinando las ecua-

clanes < 1l y <S> 

y resolviendo para. el dipolo ~ , entancest 

-1 
donde 

lB""""' = [cf"'m' -G<'.,..ID,...:) ......... 101 

del desarrolla anterior se ve que1 

!J::. -& ~ i>,,.. .:.@vi!> +@~cT.,.11111'cl\ 
......... (9) 
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dende V es; el volumen de la celda unitaria y~ electrónica 

C?il el ttrmino que involucra. a ~9'\ e1-cpli.citamonte 

F·ademcs expandor la eHpreSiiOn para el momento dipolar Ji en 

1,.1.r1a serle de potencias en coordenadas normales , como sigue 

Lds trans;lclanes infrarroja5 activas estan ligadas can el se-

yundo término d~ la expansiOr1 por lo quea 

••••••••• 110) 

F'c:lr..i acoplar este término e.en el campo prcmadioE ,tenemos que 

la ene-rgí a es1 ~ 

-&,, . l "" - ji;,, ·e e..-'""r ......... (11) 

y por otro lado la fuerza sobre cada una de las moléculas se-

rá en coordenadas Qeneralizadas 

. - r ·,..,e - -; 
.:: 1 _,wr Ji• _,,.., < ,,¡JI ~- :i (fv,¡,.f 

¿; ol 6J¡e ~ ~LU.1 ....!!!!€. +..::. 1<1 b'J ~- ........ <12> 
~ drr J ar \1 Jl!!.i 

donde el segundo término ~s una e><presiOn de amortiguamiento 

y tP) ~s uno de los modos normales de vibración con /<..=O 1 

y el tercer término es una fuerza restauradora, donde J11 es 

uri pe.r~.1T1etro fenoinenol Ogico de tipo armónico. Como sólo nos 

intt1rt:?set.n la~ eupresiones que contengan la primera derivada 

en A. , la ocuacion <12) se reduce a: _ _ 

~ :fE.. IBtot .... ' ;;J.~ "f • t:. 
J ..... , ~ 

dt9J 
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de donde sa vo que1 

-' 
Q . Z., ~ ... • dÁ"'. E. (W}-ui-i ,tiJW) 

J- ~.. d$~ ......... (l3) 

en esta ecuaciónl01 representa la frecuencia da resonancia , y 

UJ es la frecuencia de la radiacion incidente. 

La relación entre la constante diel•ctrica y la polariza -

clón en el sistema de eje& principales se puede escribir como 

E~"iíl~.:EE 
€¡¡-= 1 + 40-f, 'E 

r 
donde 

y combinando 1131 , 1101 y <9> , se tiene que1 

A la constante dieléctrica que depende unicamente de la 

polarizabilidad electrónica se le denota como E(.0), ya que 

permanece casi constante hasta las frecuencias en la reQión 

I 1010:. .I óptica del espectro electromagnético Wr2fT.:: Se' , las 

cuales son mucho m&s altas que las frecuencias en la región 

de los fonones por lo que e• tratad~ como un término constan-

te y esta es1 

••••••••• (lb> 

y se define a 

••••••••• ( 171 
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como la intensidad de transición, 

Tanto la constante dieléctrica como 5~· , son cantidades 

adimensionales , la frocuencia W se expresa en rad/seg _, 
pero en cspec.troscopi a 6pt i e.a se ac.as.tL•mbr a eKpresar 1 a en c.m 

-J,"C Se puede calcular el valor de ."' , en el ca!iO de los ha-

logenl•ros alcalinos de la siguiente manera: Con centro en m 

~e construye una esfera de radio R , mayor que las dimensio-

neos de la celda unitaria , por Ja simetria c1ibica del cristal 

, en el interior de la e~fera, el campo eléctrico producido 

por todos los dipolos que se encuentran en ella se anula. , 

desde el punto do vista macroscópico podemos ver el exterior 

de la esfer_! como un medio continuo , dadas e~tas condiciones 

el campo se deberA a la carga latente en la superficie 

de la cavidad 5 , <J : 
11 

, la integración sobre la superfi

cie de ·ta esfera nos dara el campo en el centro de la esfe-

ra donde 

,.-os el vector radial I' da. :. Y~ lf.1'1-6 d{l J it. 
111 11 

'E~=~)/iq ) 0c..o.!.'6~eJ~. 
:. 'i_!Lf· 

3 

a osta se le conoce como el campo de Lorent: y de aqu! ten-

dromos que1 

•'r•r otro lado 
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y final.nonte 

E + ~i. E 
.:. ~ 

Por lo ~·Je B es una matri;: diagonal con v~lores 

E~:2. 
3. 
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l\PEND!CE 11 

~·Ro•·AGAt:!ON DE UN!Jf\S f'LANAS EN UN CRISfAL AN!SOH<OF'ICO 

El :.:ol'Tlportamientu de lln cristal sujeto a una radiación 

elec•~ro1nagnética e1<terna puede ser descrito con ayuda de las 

ec:tt:lciones de M~mwell y do-1 tensor dielectrico , el c:ual se 

r~lucion~ con el v~ctor É. y el vector desplazamiento '6 de 

tJ: K,y,z '"", '" (!) 

cuando ~o ~sume que el campo tiene la forma de Llna onda plana 

e..q ~ tR·~-Wt') 

K.::. Wl\s/c 

donde 

........ 12) 

!lende V. es el índice de rofr-accl On y S e!; un vector- unl ta-

rio en Ja dirección de propagaciópn, las ecuaciones de MaK-

"'el 1 p~rs el campo de una onda monocrom.iotic:a se escribon1 

iwH .. cvótE 

tµiO.::-cvotii° 

Al t'acor la derivación con respecto a las coordenadas se 

tr-lllnsforman cin1 

w'H1c.:. k ú~: 

wD/c :: -kxh 
••••••••• \:S) 

y dG las ecuaclcnos (21 y (3) "º encuentra que 1 

~1::.11sy. E 

6'::11:ix~· 
......... (4) 



y substituyendo la. pri!11era de li's ecuaciones <4> en la segun-

da se tiene quc1 

O.:: 'r6X ( E: ~ ... ;s} 

.::.,...1[E- :s (s·'f)] 

entonces de C 1 > tenernos quer 

••••••••• (5) 

l'I,, [ EIT - S¡r ( ~ Sir' E.r') 1 : ~ f:,,.,.,E,,-• 
tr' V 

¿ ( ¡.\ 1 d'n·' -tt' Sr ~,, E,.<T,] E.r .:: O 
<f"I • • • • • • • • • (/,) 

Si tomamos " !Ty (}"' en la direccidn d<> ejes princlpale!S , 

ont.onc<?s la e1:istoncia d~l campo en el cristal para una 

dirección de prupc!llgl\ción S , requiere que el cuadrado dal in-

dice de refracción 1 satis~aga l~ ~cuación característica 

••••••••• (7) 

.,¡tensor Gar't11>ne como valor<>s principales e,, E,yel. por 

lo que si la. onda s~ propag¿i en la dirección z 1 es decir 

Sx: O y s,:; O , entonces la ecuaci dn (7 > se transforma en1 

\ 
o 

::. o o 

o 
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E¡,ta tiene t.rc~ r»olucione~ posible~ 

J) 

2l 

3¡ 

\'\•=.E:'j 

o = E:.~. 
t"3i se ::-n~li:a. 111 cc.uaci6r1 Cb> se encuentra que la. primera de 

ellas admite valorns de f de la forma f:x/6, E!j¡E1::0, la se

gunda r::..,.¡o y E'K:éi :() cm caso de que f:>t .:/fJ• por otro lado si 

E~:.E~estas dos primeras soluciones admiten cualquier combina

ción de E.)(/Oy E~#b, las dos primeras soluciones son ondas 

transversas ya que E es perpendicular al vector de propaga-

ción, le tercera solución representa ondas longitudinales ya 

que sa requiere que E.~:: E!j.:.-0, 

l.a descripclón di! la propagaciOn de la onda en el cristal 

raquiere que en general la constante dlelectrica deba ser 

compleja. • conio lo muestra la ecuación <15> en 1 , esto es & 

€ ... € '+ ..i. 1: ,, 

par lo que 

v. :. Y\' ~ \ "',, 

\ l +21'~'1\ 11 .: E;. V\ t: ll'l') l- t\\" .• 

.,.. entonces 
E.'.,. l"') l~ (11")?. 

~ ;, ::. 2. ~ 1 ~ 11 . 

1 ,, 

resolvier1do estas ecuaciones respecto a ~y \1\ tendremos 

........ (8) 

•••••••• (9) 

a ..{'se le conoce como coeficiente de absorción del medio y 

determina la rapidc;::. de amor·tiguamiento de la onda a. medida 
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que se propaga. • 

La variación del campo eléctrica estará dada por1 ·- - ,, -. -i...r-~s-.;¡.) _¡u. \,C'-1'\~·"r' - Ui~ s•°V" 
e, e ::.e. e_ 

Para estudiar como el cristal interactúa con la radiación 

supondremos q•Je la superficie cristalina. es plana y que su 

e9pasor es lo sufici~ntemente grande como para que ninguna 

energía. regrese de reflexiones internas en la superficie pos-

terior • Consideremos la reflexión de una onda electromagnéti 

ca plana monocrom~tica sobre el plano de separación de dos 

medios <1> y <2l • La incidencia se produce a partir de un 

medio transparente <1> a un medio absorbente <2) que está so-

bre el plano 'l(lj • Desiqnemos las magnitudes relativas a las 

ondas incidente y ra-llejada por los indices O y 1 y las reta-

tivas a la onda refractada por el indice <2> como se muestra 

en la figura (1), Para determinar la amplitud de las ondas re 

flejada y refractada, tomaremos en cuonta las condiciones de 

contorno sobre la superficie de separación • El campo en el 

medio 1 os la. suma de los campos de la onda incidente y re-

flejad3 de tal manera que 

y de la continuidad en sus derivadas 

t:.o l tEo- E 1> = l\l'l. 
Kit .. -1-<o~ .. ~~.ca~&. 

........ (11) 

• ........ (121 

de ambas ecuaciones tenemos las conocidas fórmulas de Fresnel 
1 

E 1 , kct- I< ~' Eo .. \1€1 e.ostro - \.Ei-€1 ~6. "\'l. f 
11 

l<•Hl<tt V7:1tol&• + (léz·E1u...'l~,'\''z 

Ci:.2.1<"' E:b: '2.~us{I. E'" ......... <13> 

k~t<u \JE.,eosi>0 -4(c;;z-E1W4)
1~ 
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El c~eficicnte de r~fl~xión se deiine como razón del 

.fl1.tjo 1t1edio de energía. reflejado por la suparficie al flujo 

incidenta • Cada uno do éstos esta dado por el valor de la 

componente i d~l vector de Poynting de la onda correspondien-

t.o , cst-;:, os : 

• 5.., E·E y 

R~VEr cos'61 \E1\t = lE.1\\ 
v-€1 e.oso, \Eo\I !Eol 

Bi cons¡deramos incidencia normal -8,~o nn (13> tendremos que1 

......... 114) 

1 • // 
}' sl I• lu: Incide di>l vado €1: l y \Jfi;?" 11.t. ..¡. Á 11~ 

R • (VI'~ t.~ + 1-'" ~ 
(l-'l!fl)·H~~:z. 

......... 115) 

donde r-1' y n" estan dadas por las ecuaciones <S> y (9) 

Hasta ahora hemos visto que cuando un ha% de radiación mo-

nocrom~tica transpasa un cristal debido a. la reflo>:ión y ab

sorcion , su intehsidad disminuye una cierta cant.idad o\r, 

propor-cion3J ~ la cantidad de energía incidente en la capa. y 

.;¡J e-sposor- de la capa absor bc:nte esto esa 

o1 r. ~ " <to' T ol-t . 
111 coefl el ente do proporcl on"l i d~d "'lW) se le denoml na coefi 

r:ientw -je aibEerrción y es lm~ caractcrist.i ca dal medio absor-

bonto , ligada directa.mente con la p~rte imaginaria do la 

con••~nte dielectrlca del medio, la dependencl" de~(to)res-

pecto a la frecuencia de la radiación incidente , constituye 

lo que se conoce como espectro de absorción de la substancia. 
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'· 
{iS• a: Ref!exitm ;t reff;:..cc::i.Cr, 
da una cnda ~l~ctrcma9n~t1ca 
eobre la so~erf i:i~ d~ separ~· 
c.i~;¡ :fe d:1, :ric-;!iOü liof1l"3eneos. 
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