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I N T R o D u e a I o N 

uno de loe conceptos más útiles en topología algebraica y geom! 

tría diferencial es el concepto ~e clases características. Hacia 

1970 este concepto fué introducido en la teoría de foliaciones por' 

R, Bott. 

El proposito del presente trabajo es mostrar algo de lo que se 

conoce actualmente acerca de la teoría de clases característica!! de 

foliaciones, para ello se recopilan ideas y resultados de distintos 

matemáticos. 

Dada una foliacion F de una variedad M1 tiene asociadg un haz 

normal N, que resulta ser un subhaz del haz tangente de M. El. haz 

normal de F tiene a su vez asociadas clases características, Qile 

son clases en la cohomolog:[a de Rham de M1 Ditas clases miden ese!l 

cialmente que ten diferente resulta ser el haz de un haz producto. 

Una de las maneras más sencillas de ·construir estas clases es si

guiendo a s. Chern y A· Weil, los cuales utilizan para ello la cu:: 

vatura. Esta construcci6n es presentada en la primera sección del 

capítulo r. 
El hecho de que N sea el haz normal de una foliación implica, 

la anulación de ciertas de sus clases características. ESte resul

tado se conoce como el teorema de anulación de Bott y es demostra 

do en la segunda secci6n del capítulo r. 
Utilizando el teorema de enulaci6n de Bott y la construcción de 
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Chern y weil, ea posible asociar a N nuevas clases en la cohomolo

gía de. M, llamadas cÍases características secundarias, Esto se de

sarrolla en la tercera sección de capítulo 1. El problema princi

pal de este trabajo consiste en explorar el significado de estas 

clases características secundarias con respecto a las propiedades 

de la foliación ya sea como sistema dinámico o bien con respecto a 

sus propiedades geométricas, En particular se desarrollan criterios 

que implican la anulación de algunas de estas clases, 

En la cuarta sección del primer capítulo, se estudia la clase de 

grado más bajo entre las clases características secundarias, la que 

fué por primera vez estudiada por c. Godbillon y J, vey, se cons

truyen ejemplos en los cuales esta clase ea no trivial, y se inter

preta la no trivialidad de esta clase en términos de la geometr!a 

diferencial de la foliación, interpretación que se debe a w. Thurs

ton, B. Reinhart y J, Wood, 

PBra una foliación dada puede suceder que la no trivialidad de 

las clases características secundarias se encuentre localizada en 

la unión de algunas hojas de la foliaci~n. E):lte fen~meno fué descu

Jiierto por G·. Dwniny. Con el fin de estudiarlo se introducen ·en la 

primera sección del capítulo II,las medidas y operadores de weii. y 

son demostradas además algunas de sus propiedades básicas, 

En la segunda seoción_del capítulo II se demuestran algunos teo

remas que afirman la anulación de ciertas clases características se 

cundarias en términos de las propiedades de la foliación como siete 

ma dinámico, por ejemplo para foliaciones con todas las hojas com

pactas y sin ?olonomia Ó bien si la foliación es equicontinua (esto 

es que cualesquiera dos hojas transversalmente cercanas permanezcan 

siempre cercanas)' se tiene la anulación de la clase de Godbillon 

vey, 

:Finalmente quisiera agradecer a todas las personas que de alguna 

manera me han ayudado a realizar este trabajo. Entre ellas a xavier 
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G6mez-Mont, Vlad serguieacu, Ana Irene Ramírez, especialmente a -

Socorro soberón y Alberto verjovaky sin cuya dirección y paciencia 

no hubiera sido posible la realización de este trabajo. 

Jesús MU.cifio. 
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NOTACION 

Sea rf1 una variedad real diferenciable ee~o siempre significa

rá de clase O"" , donde el !ndice superior m indica la dimensión 

de •• Se 

TM 

X(M) 

An(Jd) 

denota por :-

El haz tangente a·•· 

LOB campos vec.toriales en M diferenciables. 

:r,as n-formas diferenciales en M. 

LB. derivada exterior de formas, 

El n-ésimo grupo de cohomologÍa de de Rham· de 111, 

una foliaci6n en M diferenciable <*>• 
tos campos vectoriales diferenciables y tangentes a la11 

hojas de p, 

(*) La hip6tesis de C""puede debili terse a solo c2 ya que ee 

utilizará el concepto de curvatura que neoe11ita r/-, sin 

embargo para simplificar la exposición 11e supone O .. • 
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OAPITU'LO I 

CLASES CARACTERISTICAS DE FOLIACIONES 

l.- El homomorfismo de Chern·. Weil, 

Dl esta sección se presentan ios conceptos necesarios para cons

truir el"homomorfismo de !hern weil con el fin de: obtener· las cla

ses caracteristicas asociadas a un haz vectorial. 

sea 'lf una variedad diferenciable, sea n: N'--t• un haz veo

'torial diferenciable sobre 11! con fibra mrn , se denotllll'á. por I" (N) 

a sus secciones diferenciebles y al haz mismo simplemente por N• Se 

introduce· ahora una conexión en !f, esto es una aplicaci.Ón V tal. que 

v : x(M) x r(N) r(N) 

y satisface 

a) V es m-bilineal 

b) V..,!S • fVXS + X(f)S 

c) vfXs = rvxs o· con f'€. A (M) • 

LB curvatura de la conexión R esta definida como sigue 

R : X(M) X X(M)---Honni (r(N),r(N)) 

donde (X, Y) -+-R(X, T) .. 'x'r - VYVX - V x, y • 

Si se introduce un marco local para Nr denotado por· es posible 

escribir 

'x5i = 
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de donde la conexión queda determinadlf por una matriz de n >< n ,con 

entradas dadas por 1-formae, DI posible ahora escribir las 2-fo:rmas 

de curvatura como 

• 
con lo cual R se expresa como 

R(X, Y)Si .. ~ Riji(x, Y) s;t esto es , 

'1;1(X,Y) • , • '1:n(X,Y) 

• • 
R(X,Y) "' • • 

• • 
~l (X, Y)· • , • !bn(X,Y) , 

'1 si 11e evalua en pi;; llI oada Rij;(X, Y) se transforma en un número • 

l'Or e11to es posible pensar a R como una dos-!orma con valoree en 

gl(n) ,el álgebra de Lie de matrioee reales de n x n. NO ea di,fÍcil 

mostrar que R es invariante b&jo cambio de marco, de donde R está 

bien definida como una 2-fcrma gl(n)-valuada sobre todo •· ta refe

. rencia usual para todo lo anterior ea [KNJ vol r. Una relación de R 

con la curvatura gaussiena es a veces posible, ver tml , sin embar

go esta interpretación no será usada a lo largo de este trabajo. 

sea Ik el conjunto de aplicaciones 
n 

P : gl(n) X ... xgl(n) ----+IR 

con k factores en gl(n), tales que pes. sim&trica, k-lineal '1 

GL(n,R)-invariante esto es 

-1 -1 
P(G1 , .. • ,Gk) = P(HGl:H , ... , HGkH ) 

para toda H e: GL(n, R). Ik es espacio vectorial sobre JR '1 si se con
n 

sidera la suma 
r;; = $ 

k =o • 
con el siguiente producto ,dadas k 

p e: r;;, , 
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= . l 

(k+r)f 
• 

; 

donde e varia en las permutaciones de k+r numeroe, Con ello·ee obtie 

ne que r* ea una álgebra conmutativa sobre IR (para más detalles y 
n 

propiedades de \;. ver [nU vol. II ó [mJ ) , 
Utilizando la curvatura.y estas aplicaciones es posible construir 

clases en H"(M) como sigue, 

k 2k i;i · Í>e:f:i.ri:i.c:i.óri; Dados pe~ y v como antes, es define P(R) e: A (11) 

como t 

l 
"' 

(2k)' 
• 

donde e varia en laspermutaoiones de 2k números; (-l)s es el signo 

de la permutación·, ceda X¡_ e: X(M) y R(JC¡_,Xj) esta en gl(n), 

para mostrar que en efecto P(R) se. una 2k-forma se intercambian 

d'o!I campos Xj_ entre sí 'it es observa que cada sumando cambia de eig-. 

no. Observase además que la invarianza de p es necesaria para que 

P(R) no dependa del marco con respecto al cual seta expresada la 

curvatura R· l!):ltae f ormae determinan clases en cohomologÍa, 

i;¿ i.ema; Clhern - weil. dP(R) ., O • 

'EBbozo de la demostración. Se calcula la derivada exterior de P(R) 

utilizando la k-linealidad de P y se observa que queda expresada en 

terminos de dR, ahora mediante lá identidad de Bianchi para la cur

vatura d!FO de donde el resultado sigue, para más detalles ver tKN] 
vol. II , (GH) • Q, E. D. 

La pregunta natural ahora es cómo es l~ dependencia de P(R) 

con respecto a v. 
I.3 Lema. Chern - Weil , La clase [P(R)) e: H*(M) no depende de la 

7 



conexión elegida. 

Demostración. se desarrollan dos demostraciones diferentes pues las . 
ideas de ambas se utilizarán posteriormente. 

Primera demostración. Dado el haz N se considera un nuevo haz 

N'x Ul con proyección ílxid. : N·x IR Mx IR • Dadas vº , v1 dos 

conexiónee en N, ee define una nueva conexión vt en N·xm como 

vi<s> .. tv~(s) - (1-t)~(s) 

v;(s) = o· 

para todo p " M y t." m 

NI< jo} 

!'ig. l 

si X ee tangente a M ~ {1'] 

si Y-ee tangente a {p)xlR 

El haz NxlR •. 

:t:-Obeeervese que V tiene la siguientes propiedades : 

Vt· restringida a Nx{O) es vº' 

vt· restringida a Nx {l\ es v31 •· 

• o 

' 

A)lora ei Jt ; N' --~ 

en el haz N x!R ,esto ee 

grama que conmuta 

N IR ee la inclusión natural del haz N 

Jt(P) = (p,t) ,ee tiene el siguiente dia-
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N----_. NxlR 

ln ! n:ic1d. 

M----- Mxm 

lo que induce isomorfismos en cohomologÍa : 

tales_ que 

J; , Jr : W'(M x IR) 

J ,._ J.- con esto o - 1 ' 

-----+ H*(M) 

J;(P(Rt)) = [P(RO)J J~ [P(Rt)J = [;p(R
1 )j 

donde Rt, Ro, R1 son las curvaturas asociadas a v~, vº, V1 respec-

tivamente, lo que termina la demostración. para más detalles ver 

[Bl.] • o _'.!! . 
Segunda demostraci6n. Dadas las conexi6nes V , V--· como antes se· 

considera o 1 
Q = (wij) - (wij) 

donde (w~j) , (wij> son las matrices de 1-formas asociadas a vº, v1 
respectivamente; Q puede interpretarse, análogamente como se hizo 

para R, como- una 1-forma gl(n)-valuada, 
. ·.............. k r.4 Definicion, Dado P In se construye una (2k-l)-forma asociada 

a las· conexiones vO, vl llamada la forma de transgresión como 

o 1 ( 1 t t 
P(R , R ) = k j O P( Q, R ; .. , , R ) dt 

t t ~ donde el integrando p(Q,R , ••• ,R) tiene k-1 factores R y esta de-

finido sumando sobre todas las permutaciones de k numeras, como en 

la definici6n 1.1 ,este integrando se valua en 2k-l campos vectoria 

les por lo que se obtiene efectivamente una (2k-l)-forma. Además ca 

da P(Q,Rt, ••• ,Rt) depende de ten el sentido de que las matrices de 

curvatura Rt estan definidas como la curvatura de la conexi6n 

vt = t'f' - (1-t )Vl en el haz N. 

Allora utilizando nuevamente la k-linealidad de p se verifica que 

d(P(RO,Rl)) = P(RO) - p(RJ.) 
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d'e donde [P(R1 )] = [P(Rº)J en cohomologÍa, lo que finaliza la demos-

tración ; para más detalles ver [KN} vol. II. Q¡ E· D. 

Utilizando ahora los temas r.2 y r.3 es posible definir· el home-

omorfismo de Chern Weil como sigue 

"': r" n 
¡fl ( 11!) 

p [P(R)] • 

Con el fin de definir las clases de pontriagin reales de N se rea 

liza la siguiente cóntrucción algebraica en 

Dado GE: gl(n) se considera la igualdad 

I* n • 

n·. · n-1 
det('YI - G ) ,. 'Y + c1 (G) 'Y + •• • + cn(G) 

donde 'Ye IR , I la matriz identidad de n•n y cada 

ck : gl(n) IR 

e~ una función polinomial homogénea de grado k en ias entradas de G 

más explicitamente, ck está definida como 

ck(G) = f det(GJJ) 

donde J es un mul tiÍndice de k números tomados de 1, ••• ,n y GJJ es 

la matriz de entradas (gi'j) para i 0j E J • En particular se tiene 

que 
C].,(G) = traza (G) 

°k(G) = det (G) • 

EKiste además una relación más explícita entre ck e r! como mues

tra el siguiente lema : 

elemento ck le corresponde un único polinomio 

para toda G € gl(n). 

Demostración. pk se obtiene de ck mediante polarización como sigue: 

para cualesquiera matrices Gi•••••G:k E gl(n) , seas una permutaci

ón de k números y J un multiíndice de k numeros tomados de l, ••• ,n • 

10 
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Se define 
Gs = 

J 
matriz de k k cuyas columnas se obtienen de 
permutar las columnas de GJJ segÚn s. 

Ahora se define Pk como 

¿: ¿: det (G~) , 
e J 

Basta observar ahora que para cada s fija la suma sobre J es preci

samente ck ,de donde se sigue fácilmente que Pk€ i: y que 

Pk(G, .. .,G) = ck(G) , Q. E. D. 

utilizando las aplicaciones pk .elegidas canónicamente segÚn el 

lema se tiene la siguiente definición, 

:i:.6 ':De:f:i.i:i:i.c:i.ón~ se definen las clases [l'Jc(R)] € 1t
2k(M) • Fl1 particular 

si k es par se obtienen las clases de pontriagin reales del haz N. 

se denotara (Pk(R)] = ck(R) • 

En general las clases construidas anteriormente reciben el nom

bre de clases características del haz N. Ellas miden que tan dif ere~ 

te es el haz N'de un haz producto ; una discusión rigurosa de ésto 

puede hallarse en [1!Stl • · 

2.- El teorema de anulación de BOtt, 

La primera relación conocida entre las clases de pontriagin de 

un haz y la existencia de subhaces de TM integrables fu~ descubierta 
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por R· Bott alrrededor de 1970 ,ver fB2], En esta sección se desa

rrolla este resultado. IA pregunta fundamental es la siguiente : 
' 

Dado un subhaz vectorial de TM· ¿ Bajo que condiciones es N. 

el haz vectorial normal de una foliación P en M ? (ea decir 

cada fibra de N ea el espacio normal de alguna hoja de P) • 

Supóngase de momento que tal foliación p existe, sea TP el haz 

tangente a las hojas de F y N el haz normal correspondiente , TM 

puede expresarse entonces como TM = T1 e N • Sea TI: TM N 

la proyección sobre N , se de~ine ahora una conexión sobre las hojas 

de p como sigue ': 

v': x(r) x r(IO r(N) 

(X,V) ,___ Vi_V = .rr(x,vl 

donde ( 1 J es el paréntesis de Lie en M y V E X{M) es tal que Il (V) e V , 

, ..... ______ _ 

V _, __ _ 
hojas de F 

X 

Fig. 2 L& conexión v'. 

Para mostrar que V~ no depende de la elección de V coneiderese 

W e: X(M) tal que Il {W)=V entonces 

Vi_(V-W) e IT[X,V~W] =O 

ya que V-W e: X(F} y por· el teorema de integrabilidad de Frobenius 

X(F) es cerrado bajo [,] , de d6nde al ·aplicar la proyección rr el 

resultado ea cero. 

Es posible extender v'a una conexión en N' de la siguiente manera,' 
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Sea v" una conexión en N. Sea 

V : X(rir) X r(N) r(N) 

(x, v) ,___ vxv = v~v + v~v 

donde X= Z +Y con ZE:X(P) , Y<: r(N) ,y V extiende a V'sobre N. 

1~7 Definición; una conexión V construida como antes es llamada una 

conexión de :sott para el haz N. 

ras conexiones de :sott satisfacen la siguiente propiedad importB.!!_ 

te con respecto a su curvatúra. 

j;e·I.ema; sea R la curvatura de una conexión de Bott. E)ltonces si 

X, Y E: X(P) sucede que; 
R(X, Y)V = O para toda V E r(N). 

Demostración. sea V una extención de V tal que n(V)=V .Calculando 

R(X,Y)V = ( VXVY ~ VyYX - V X,Y )V 

= n\".x, rr,vn -n[Y,cx,vi1 - n[rx,YJ,v] =o 

que es cero por la linealidad de n y la identidad de Jacobi para el 

paréntesis de Lie. Q. E. D. 

J!)3 posible ahora-enunciar el resultado de Bott. 

!~9.Teorema de'anuiación'de'ilott; sea N el haz normal de una folia

ción de codimensión n en M. :Ditonces las clases caracteríeticae de N 
satisfacen que 

[P(R)] = O 

Demoetraci.ón. Sea V una conexión de 

si p( I~ 
Bott para N. 

con k>n , 

Dado p E ~ con k,.n 

sean x1 , ... ,x2k E: X(M) campos linealmente independientes. sea W el 

eubeepacio.generado .. por. loe_ campos _xi. en .p E.M .• Se .tiene que 

dimensión (1'1' nT P) O! 2k-n O! n+l • 
p 

ib • .,., d por lo que es pos le uncontrar una base X1i••••A2k e W tal que ; 

XÍ•···•~+l ~ TPF, con la propiedad de que el cambio de base entre 

Xi y X{ tiene determinante uno. 
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De donde al. valuar substituyendo is_ por x.;_ , 

l 
2k! 

B 

Qbeerveae· que siempre hay en cada sumando un elemento de la forma 

R(Jei ,Xj) con l ~ i,j .~ n+l 

de donde por el lema J.8 R(x{,Xj)=O ·lo que implica que P(R)=O • 

Q. E. D. 

El teorema de Bott e610 establece condiciones necesarias para la 

integrabilidad ,en general no .se conocen condiciones suficientes, 

3,- Clases característica~ secundarias, 

El teorema de anulaci6n de BOtt motiv6 el descubrimiento de nuevas 

clases caracteristicas asociadas ·a foliaciones por BOtt y Haefliger 

[!lH'] , Godbillon y vey [GV] , K!llllber y Tondeur [KT) y otros, una con~ 

trucción general para estas clases es como sigue, 

Dada M una variedad provista de una foliación p de codimensión n, 

ee introduce en N ,e:¡. haz normal a !' , una métrica de Riemann ( , ) • 

EB posible entonces obtener una conexión riemanniana vr en N que 

satisface 
X(V,W) = <~v.w> + (V,~W) 

para todo X~X(M) y V, W E:. r(N), La existencia y unicidad de la conex!,. 
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-ón vr es un teorema básico de geometría diferencial ,ver [KN] vol, 

I • ESta conexión posee además la propiedad de que su forma de cur

vatura R toma valores en las matrices antisimétricas y es decir' 

R + Rt = O 

donde Rt ea la matriz traspuesta. para mostrar esto sea {Vi\ un mar

co ortonormal para N , Lx la derivada de Lie en la dirección del 

campo X e X(M), con lo que 

O= tx<Vi,Vj) = <~Vi,vj) + (Vi'V~V;I) 

= wi;l(X) + wij(X) 

por.la ortonormalidad del marco y donde wij son.las 1-formas que 

definen a la conexión,que por la igualdad anterior feman una matriz 

antisimétrica./lllora calculando R a 

mera sección y por la antieimétria 

. , 
partir de las formulas en la pri-

de (wij) se tiene que R ee antisi 

métrica. 

l!h todo lo que sigue se utilizará la siguiente notación : 

vb conexión de :sott en N _ Rb su curvatura 

.,r conexión riemanniana en N Rr su curvatura • 

La construcción de las clases características secundarias está 

basada en la forma de tranegresión,para ello se construye una fami

lia de conexiones vt en N'de la siguiente manera ; 

t b V = t~ - (l-t)V con t O,l 

t Con una familia asociada de curvaturas R ,que resultan ser 2-formas 

gl(n)-valuadas. se define 

r · b 
Q = ("ij) - (wij) 

donde loe t~rminos de la derecha son las matrices de 1-formas de 

la conexión r:i.emanniana y de la conexión de. BOtt reepecti vamente 

(análogamente a la segunda demostración del lema r.J), Q resulta ser 
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una 1-forma gl(n)-valuada. 

SÍ k-n y es impar es posible definir (2k-l)-formas mediante ia 

forma de transgresión (definición I.4), Sea 
. l 

r b · j t t Pk(R ,R ) = k Pk(Q,R ; .. .,R ) dt , 
. o 

• 

las propiedades básicas de estas formas se encuentran en los sigui

entes dos lemas, 

r;ió.tema; LEL forma anterior define una clase en oohomologÍa, 

Demostración. Análogamente a la segunda demostración.del lema r.3. 
se tiene que 

b :IR que Pk(R ) = O por el teorema de anulación de Bott y Pk(Rr) = O 

por ser Rr matriz ·' antisimétrica y k impar por lo que 

r r k rt rt 
Pk(R , ... ,R) = (-1) Pk((R )-., ... ,(R)) 

donde ( )t es la matriz transpuesta. Qbservese que los dos hechos 

fundamentales en la demostración son el teorema de anulación de BOtt 

y la antisimétria de la curvatura de la conexión riemanniana. para 
1 ' 

más comentarios sobre esto ver [L] , Q, E. n. 

Además estas clases satisfacen la siguiente propiedad, 

I.11 tema. r,as clases [Pic(Rr,Rb)] ~ ¡fk-l(M) son invariantes de la 

foliación. Notación; en todo lo que sigue <t>(Yk) = [Pic(Rr,Rb)] , 

Bosquejo de la demostración. Eligiendo dos conexiones de Bott y 

dos conexiones riemannianas cualesquiera es posible repetir con e

llas la idea de homotopía utilizada en.la primera demostración del 

lema r.3 y mostrar que la clase en cohomologÍa no depende de la e

lección de las conexiones, IPB detalles de todo esto pueden consul-

tarse en ('81} , Q. p;., n. 

Resumiendo se han construido dos tipos de clases: 

ck = ck(R¡,) = [Pk(Rb)j E: H2k(M) 
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( r b J . 2k-l q,(yk) = Pk(R ,R ) f lr (M) 

Es posible ahora construir más clases a partir de ck Y el> (yk.) , 

Sea A(y1 ,y3 , ••• ,yr) la JR-álgebra exterior con generadores Y't 
(donde i es impar), con r el más grande entero impar menor que· n, 

Sea R[ci•••••ºrtn la JR-álgebra de polinomios con ci como ge

neradores módulo elemntos de grado total mayor que 2n. 

Considerese ahora el siguiente complejo 

WOn = A(Y1•Y]'"''yr) © R[cl'"'•cJ·n 

con d definida como sigue ; 

d(y1® 1) = l@c1_ 

d(l®ci)=O 

que cumple que dd = O • Tiene ahora sentido hablar de ir*(W<lzi) ,que 

se conoce como la cohomologÍa de Gelfand-Fllks. 

se define una aplicación 

el>: W(Won)----.H*(M) 

cI>(yi® 1) = <I>(Yi) 

cI>(l® ci) = ci (Rb) 

como 

Ql.le tiene la propiedad de ser un homomorfismo entre álgebras gradua

das y que sólo depende de la foliación p, 

r.12 Definición. La imagen de et> (lf"(WOzi}} e H'11 (M) son las clases carac 

terísticas secundarias de la foliación p, 

rntroduoiendo multiíndices; I=(i1 , ••• ,ir) tal que l~i1~, ••• ,¿ 

-ir~r con is impar , J= ( j , ••• , jn) .con cada j s~O y donde 

!JI = j + 2j2 + •••+ nj~ , se tiene la siguiente notación 
il1 iln 

y-¡cJ = Yi1" • .. Ay ir® c1 "· cn 

En grados menores que 2n+l <I>(!ICJ) reperesentan el anillo de clases 

de pontriagin reales de N, en grados mayores que 2n reciben diferen-' 
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tes nombres: 

es residual si !JI= n • 

" con IJI = n son las clases de Godbillon Vey • 

" 

11 

" 

" 

con i 1 =l. , !JI =n son las clases de Godbillon Vey 

generalizadas • 

grado(y
1

)>l .' IJl=n son las clases residuales supe

riores. 

c.on i 1 + IJl>n+l son las clases rígidas, 

con i 1 +·IJI =n+l son las. clases variables. 

Esta clasificación obedece simplemente al comportamiento conocido de 

estas clases. una descripción más detallada de lo anterior puede ha-
' 

llarse en [KT] y (me] • 

Eh este punto es natural plantear las siguientes preguntas: 

¿ cuándo son las clases características secundarias de una folia

ción nulas. ? 

¿ ~é propiedades del comportamiento de la foliación son refleja

das por las clases caracter:i'.sticas secundarias ? 

Eh todo lo que resta del trabajo se mostrará algo sobre lo que se 

conoce acerca de las respuestas a estas preguntas. 

4.- ,I.a clase de G'odbillon Vey, 

De todas la clases características secundarias la de más bajo gr!. 
do en Hw(M) ,la primera que se estudió y de la que más se conoce 
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actualmente es la clase de Godbillon Vey ; ésta fué descubierta por 

c. Godbillon y J. vey en 1971 ,ver (GV] .En esta sección se diecµti

rán ·propiedadee y ejemplos de esta clase característica. Se desarro 

la construcción original de esta clase que es como sigue. 

Sea Muna variedad real diferenciable con F una foliación·de co

dimensión uno y tal que su haz normal es orientable. Bajo estas hi

pótesis F queda determinada como el núcleo de una 1-forma global w. 

por el teorema de integrabilidad de Frobenius dw= v "w para algu

na v E A1 ( M) • Se considera ahora una nueva 3-forma 

V AdV· • 
para mo.strar que esta forma determina una clase en cohomología se 

enuncia el siguiente lema. 

¡;ij'ieri11i: La forma V/\dV es cerrada·y su.clase encohomologÍa só

lo depende de F. !!)!ta clase se conoce como la clase de Godbillon 

vey de p. 

Demostración. primero se muestra que la forma es cerrada calculand.o; 

d(v" dv) = dv l\.dv + v Ad(dv) = O • 

como las formas w y v no están únicamente determinadas por la fo

liación ~ay que mostrar que la clase de Godbillon Vey no·depende de 

su elección. 

Primero para w. Sea w'= fw otra 1-forma que determina a F ,don

de f: M -- m+ es una función diferenciable siempre poei ti va. Deri 

vando dw'= dfl\W + fAdW = dfAW + fVl\W 

= (~ + V)Aw'= (dlog\fl + v)Aw' 

con lo que se obtiene una 1-forma v'= dlogifl + v , Y calculando la 

forma de Godbillon Vey a partir de v' 

vÁ dv' = (dlog !ti + v) + d (dlogffl + v) 

= d (v "dlog ifl ) + VAdv 

de donde v '" dv' y v Ad V son formas cohomÓlogae. 
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para mostrar que no· depende de la elecci6n de v si dw = v '"" , 

donde v'e Al('M) • se cumple que (v-v')Aw =O y se tiene que y-v' 

esta en A(M,F) el·ideal de l-formae que anulan al haz tangente a la 

foliación (esto es el ideal generado por w). por lo que ea posible 

escribir , 
v=v+u para u E A(M1 F) • 

Calculando ahora la forma de GOdbillon Vey a partir de v' .utilizan . -
do el hecho de que dv ,du € A(fll 1 F) y que el producto exterior de 

dos elementos en A(M,F) ea cero,ee tiene que 

v'l\dv'= (v +u) Ad(v +u) 

= v "dv + .v "du . 

Q V /\dV +. d(VAU) 

con lo"que v '¡..dv' y v /\dv determinan la misma clase en cohomolo-

gÍa • Q. E. D • 

.Anora es posible relacionar la construcci6n anterior de la olase 

de Godbillon Vey con la teoría de clases características secundari

as de la siguiente manera: 

1.14 r,ema. [vAdv) = <t>(Y1 ®c1 ) cif(M). 

Demostración. r.a dificultad principal de la demostración consiste en 

elegir adecuadamente las conexiones para calcular <t>(Yl ® o1 ) • 

sea N el haz normal a F 1 z € r(N) una sección que trivializa a. N 

con forme dual w. Qbs{rveee que la ·forma w define a F globalmente. 

se consideran dos conexiones en N como sigue: 

vbz = v(X) 
X 

vrz =o 
X 

para todo X e X(M) 

y donde v es una 1-forrna definida como dw = v" w • Es necesario aho 

ra mostrar que vb y vr son conexión de BOtt y conexión riemanniana 

respectivamente. 
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para mostrar que Vb es uila conexión de Bott se procede de la si

guiente manera. Sea Y,;. r{N) una sección cualquiera y u la 1-forma 

asociada a alguna otra conexión de Bott (recuerdese que la conexión 

de BOtt no es única). se comparan ahora u y v ~ 

v{Y) = -2{w f\V)(Y,Z) 

= -2dw{Y;Z) 

por definición de A y 
q~e w(Z)=l 

"' zw(Y) - IW(Z) + w( (y, z)) 

= w((Y,z]) 

= w(u(Y) Z) 

= u(Y) 

por ser u forma asociada 
a una conexión de Bott 

C?n lo que v y u coinciden al restringirlas a r(N) y se tiene 

que v es la 1-forma asociada a una conexión de Bott, 

para mostrar que vr ee una conexión riemanniana se elige una mé

trica de Riemann tal que el campo z sea paralelo y de norma uno, 

Obsérvese que c1 es la función identidad ya que c¡{G)=traza(G) 

y GE gl(l) ,por lo que se tiene que p1 es también la función iden

tidad. ta 2-forma de curvatura para la conexión de BOtt es Rb:dv de 

acuerdo con las fórmulas- para curvatura al principio de la primera 

sección. 

Calculando c1 (Rb) = c1 (dv) = dv • 

para calcular ~(y1 ) se construye la falliilia de conexiones 

vt= tvr - (1-t)vb 

y se tiene que 

Con lo que la forma de transgresión es 

= .ll pl (Q) dt 
o 

= f l -v dt 
o 
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y por la propiedades multiplicativas de las clases se concluye que 

b 
ct>{Y1®c1) =ct>{Yr) Ac1 {R) = VAdV 

Q, E, D, 

El problema más inmediato es investigar acerca del significado de · 

la anulación de la clase de Godbillon Vey. Existen algunos criteri

os sencillos acerca de esto. por ejemplo si la foliación F está de-. 

terminada por el núcleo de w una 1-f orma cerrada se tiene que dw=O 

y la clase de GOdbillon 

do f : M-->B ,sobre 

vey es nula, tal es el caso de un haz fibra 
l , 1 , 

B' = lR o S ,donde F es la foliacion de-

terminada por l~ fibras del haz, si w es la forma de volumen usual 

en B entonces f*{w) determina a F y es cerrada. A continuación se 

desarrolla un ejemplo más interesante 

I.15 Ejempló. Rousearie, Sea el grupo de Líe 

SL{2, lR) = j GEGL{2,JR) / det{G)=l} , 

ES posible considerar He SL{2, m) un ·subgrupo discreto tal que el 

cociente 
,M = SL(2, lR) 

H 

resulta ser una variedad diferenciable compacta. LO que se desea moa 

.trar es que existe una foliación F de codimensiÓli l en M con clase 

de Godbillon vey no nula. 

Considérese el álgebra de Lie de SL{2,IR) con tres generadores 

(
1 º) X= 
o· -1 Y=(: :) z = (: : ) • ' 

Sea la distribución determinada por X y Y , Como el álgebra de Líe 

satisface que : 
[X,Y] = -2Y , [X,Z1;. 2Z (Y, Z] = -X 

se sigue de la primera igualdad por el teorema de integrabilidad de 

Frobenius que la distribución es integrable por lo que da lugar a 

una foliación de SL{2, IR) tal que baja a la variedad cociente f!!, 
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.Ab.ora se calcula la clase de Godbillon vey. 

Sean X~ 
1 

y i., z ¡,. las 1-formas que son duales a los campos x,·y 1 

z inducidos por los generadores en el álgebra de J,ie, Se tiene· que 

z i< ea una 1-forma que determina a la foliaci6n • calculando su de

rivada exterior valuada en dos campos cualesquiera V,W 'X(SL(2, JR)) 

dz*(v,w) =} ( vz*(w) - wz*(v) - z*(tv,w]) ) • 

para conocer explícitamente esta derivada se evalua en loe campos 

x, y, z, utilizando las fórmulas del álgebra de J,ie para simplifi

car se obtiene que: 

dZ*(X, Y) = O ' 
por lo que necesariamente se concluye que 

.AnlÍlogamente se puede calcular dX 11-, obteniendos& 

ax*= 1 y" z"" 2 /\ • 

Con lo que la forma de Godbillon Vey ea 

X"AdXl< = !_ Xl<"y~"z* 2 . 

- que ea ~a forma de volumen con respecto a una métrica de Riemann in

variante en M y se tiene que la clase de Godbillon Vey ea no nula, 

lo que concluye el ejemplo. 

una manera de visualizar la foliación ant.erior es como sigue. Se 

identifica SL(2, IR) con el haz de vectores tangentes unitarios del 

disco de poincaré m2• Cada hoja de la fol;l.eciÓn en SL(2 ,ll!) provi

ene de un haz de geodésicas asintóticas a un punto al infinito en 

Il!2 graficando cada geodésica del haz en SL(2,IR) , es decir leven

tandola como curva del flujo geodésico ,como se muestra en la figu

ra 3 .observese que ha~una hoja de F por cada punto al infinito en 

el disco de poincaré. 

E)3 posible ahora observar la foliaci6n localmente ,ver figura 4, 
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s1. 

n .. ·.,' 

hoja de la 
foliación 

haz de geodésicas 

Fig. J una hoja de. F en SL(2, lR) • 

observándose un curioso comportamiento de las hojas, este fenómeno 

fué descubierto por w. Thurston y se conoce como "balanceo helico

idal" ,ver [T) • Thurston interpretó la existencia global de este 

comportamiento de las hojas como una condición para la no nulidad 

de la clase de Godbillon vey. Con el fin de formalizar esto se rea

liza la siguiente construcción debida a B• Reinhart y w. wood ,ver 

[RWJ • 

se introduce una métrica de Riemann en 'if1 una variedad diferen

ciable provista de una foliación de codimensión uno. Ello determina 
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Fig. 4 
ación. 
te con 
gira a 

, ,', ' 

Balanceo helicoidal de las hojas de una foli
Los discos tienen ángulo de inclinación constan 
respecto al eje central en una dirección que -
velocidad constante. 

curvas normales a las hojas de la foliación. sea z el campo de vec

tores unitarios y normales a las hojas. se define la función de our 

vatura k asociada a las curvas normales a las bojas como 

k : M .m 

donde V es la conexión riemanniana y 1 1 la norma asociada a la mé 

trica en M. Sea Q el campo de vectores normales a las curvas norma

les a la hojas ,este campo está bien definido en los sub?onjuntos 

abiertos de M donde k ~O .si este es el caso es posible introdu

cir un marco ortonormal 

1 z, Q, T1., .. • , T 2 1 m-

con un marco dual asociado 

{ w ,v •11¡' .. • ,um-2 • 
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con respecto a lo cual las fÓl'IJIUlas de Frenet son 

VzZ = kQ 

V.ZQ = -kZ + ¿:Í Ti 

~ f T 
S is S 

donde las funciones 'i :. M---.m corresponden a la torsión en la di

rección de Ti y las funci~nes fi.s: M -m forman una matriz 

antisimétrica. sea Lz la segunda forma fundamental de las hojas de-

finida como 

Con todo lo anterior se tiene el siguiente lema. 

r.16 :tema. ta clase de Godbillon Vey puede representarse como 

k
2
v "dv si k ,¡. o 

a) 
o si k = o 

k
2 L: ( 'j + Iiz ( Q, Tj)) w "v "uj 

j 
b) Bi k ;/ 0 • 

Demostración. para a) como w(X)= (Z,X > es una l-forma. que define 

a la foliación se mostrará que dw = kw AV con lo que a partir de 

la definición de la clase .de Godbillon Vey el resultado sigue. Pa-

ra hallar dw se calcula explÍcitamente con respecto al marco de la 

siguiente manera: 

(l) dw(Z,Q) = ~ (~(Q) - Q!V(Z) - w( [Q, Z)) ) 

l 
"' - ~~ w( [Q, Z]) 

l = - - w([V Z - V Q)) 2 Q z 

(por seirla conexión riemanniana) 

= ~ (-Z,VzQ) = ~ fz,-kZ +LTi Ti>=~ k 

(por las fórmulas de Frenet y la ortonormalidad del marco) • 

(2) dw(z,T) = ~ ( ZW(T) - TW(Z) - w((Z,T))) 
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-l' = '2. w([Z,T)) J: ) = - -2 w( [V T - V z) = o . Z T ' 

análogamente se tiene que ; 

(3) dw(Q,Z) = O 

(4) dw(Ti,'rj) =O para todo i , j • 
' 

Reuniendo (l), (2), (3), (4). se tiene que necesariamente 

dW = kw /\V 

Obsérvese además que por (l) Bi k=O se tiene que dw=O y la clase 

de Godbillon V,ey es nula lo que concluye la demostración de a~·· 

para mostrar b) primeramente 

ra dv de la siguiente manera 1 

se encuentra una nueva expresión pa 
' -

]! 1 
dv(Ti ,Tj) = - 2 v( ('l'i' Tjl) = - 2 (Q, (Ti ,Tjl )= O 

por la definición de v y el hecho de que los campos Ti son cerra

dos con respecto al paréntesis de Lie , además 

dv(z,Tj) = ~ C(Q,VzT~) + <Q,VTjz)) 

=·~ ( <Q,-TjQ + l;f'jBT8) + <Q,VT z)) 
j 

- -
(por las f6rmulas de Frenet) 

Reuniendo las dos expresiones anteriores para dv se concluye que 

con lo que haciendo v dv la fórmula b) sigue, Q, E. D. 

una observación al lema anterior es la independencia del resulta 

do con respecto'ª la métrica de Riemann elegida, EB posible conetru-

1 ir métricas locales que eliminen el fenómeno de balanceo helicoidal 
m .JJI· por ejemplo jalando la métrica usual de m a M de tal forma que 
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las hojas de la foliaci6n se vean como hiperplanos paralelos. Sin 

embargo la obstrucci6n a la existencia de una métrica global con 

esta propiedad es la nulidad de la clase de Godbillon Vey. ESte es 

un hecho análogo al que se presenta en la esfera s2 ,que localme~

te admite métricas de curvatura gaussiana cero ,sin embargo no exis 

una métrica global con esta propiedad. 

' r.17 Ejemplo. Sea M =JR3 con su métrica de Riemann usual. conside

rese una foliación por superficies de revolución con respecto al e

je z ,por· ejemplo una componente de Reeb en un cilindro con eje z. 

tas curva~ normales a las hojas estan contenidas en planos por el 

eje z lo que implica que la torsi6n r es nula, El campo Q también 

esta contenido en estos planos y.·además 

ridianos de las hojas ,ver figura, 

eje z 

VTZ es tangente a los me 

hoja 

Fig. 5 Componente de Reeb en JR3. 

Por lo anterior · la segunda forma de la hojas cumple que 

Lz(Q,T) = (Q, VTZ) = O 

Y calculando la clse de r.odbillon vey segÓn la f6rmula b) del Lema 

J,16 se tiene que la clase es nula. E);lta métrica puede llevarse a la 

componente de neeb en el toro s6lido ya que tanto la foliación como 

la métrica en m3 son invariantes bajo translaciones a lo largo del 
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eje z ,lo que muestra que la componente de Reeb en el toro sólido 

tiene clase de Godbillon Vey nula ,esto finaliza el ejemplo. 

Utilizando los ejemplos anteriores es posible construir foliaci

ones de s3 con clase de Godbillon Vey no nula. 

1.18 Ejemplo. Thurston, ver· tT] • Sea PSL(2, lR) el haz tangente u

nitario al disco de poincaré :m2. Considérese en PSL(2, m) una fo 

liación de codimensión uno construida como en el ejemplo de Roussarie 

J.15 • sea p un polígono hiperb6lico convexo en m2 y p' el polígono 

resultante de reflejar sobre alguno de los lados de p. En n~P u p' 

se retiran discos abiertos de radio e,alrrededor de cada vértice , 

la figura obtenida es llamada 119 ,ver figura 6, 

Fi.g.· 6 polígonos en m2• 

Se considera ahora la imagen inversa de .º 0 bajo 

n:PSt(2,JR) nf-
la proyección del haz unitario, esta imagen inversa es un toro sól~ 

do en PSL(2, lit) , provisto de le: foliación inducida, EB posible ide~ 

tificar las caras de este toro s6lido mediante las isomé~rias que 

preservan la orientación e identifican los lados de ºe de la mane

ra natural (de hecho hay que utilizar las diferenciales de estas ieo 

métrias pues ellas actuan en el haz tangente), De esta manera se ob

tiene una variedad homeomorfa a (s2- k puntos)xs1 = M ,ver figura 7,, 
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Cle 

Fig. 7 se identifican caras y tapas para obtener· M'o 

se tiene con ello que laa hojas de la foliación en M aon trans

versales a loa toros engendrados por loa k puntos en s2, ES posible 

modificar la foliación localmente en vecindades de estos toros para 

que ellos sean hojas de una nueva foliación, ver· figura 8, 

toro 

hoja 

Fig. 8 Modificando la foliación en M. 

Si ae introducen componentes de Reeb en cada toro, de la manera 

usual en k-1 toros y haciendo cirugia en el k-ésimo toro, ae o.btie-



ne s3 a partir de M • Con ello s3 queda provista de una foliación 

diferenciable de codimensión uno. 1!}3tas foliaciones tienen la pro

piedad de que la clase:~ de Godbillon vey eti no nula es abiertos que 

no contengan a las componentes de Reeb y nula en ellrui • 

• Mas propiedades interesantes de este ejemplo pueden hallarse en 

[T), ft>l ,en esta última referencia hay ejemplos en otras dimensio

nes de clases características secundarias y generalizaciones del e

jemplo de Roussarie. 

( 

31 

i 

(\ 

! 
¡ 
1\ 

il 

' ' ' 

' 

' ....... . 



·CAPITULO II 

TEOREMAS DE ANULACION 

l.- Operadores y medidas de weil. 

:E):l la construcción de las clases características secundarias las 

formas de transgresión tienen una parte central, sin embargo su uso 

es en principio sólo para calcular. Con el fin de obtener interpre

taciones más claras con respecto a su relación con las propiedades 

de la foliación de la cual provienen se introducen en esta sección 

loa operadores y medidas de Weil. E'ltoe conceptos fueron inventados 

por G. Duminy en 1982 para foliaciones de codimensión uno;ver[D] y 

generalizados posteriormente por J. Heitsch y s. Hllrder para folia

ciones de cualquier codimeneiÓn en [HH] • 

. Sea rf1 una variedad diferenciable provista de una foliación F de 

codimensión n,tal que eu haz normal N es orientable (este hecho pue

de siempre obtenerse pasando a una cubierta doble de M ). 

Sea A(M,F) el ideal de formas diferenciables en M generado por w 
una n-forma que define a F. Toda forma v € Ak(M,F) puede ser escrita 

como v=v A w donde v' es una (k-n )-forma en M. por el teorema de 

integrabilidad de Frobenius el ideal A(M,F) ea cerrado bajo la deri

vada exterior en M ,por ello ee posible dar una estructura de com

plejo a A(M,F). se define la cohomologÍa con respecto a la foliación 

H~(M,F) ,como la cohomologÍa del complejo A*(M,F). 

se denotara por H11(gl(n),O(n)) a las clases de la forma <l>(Y®l)= 

.¡,(y) ,donde 

ficar algunas 

y=y con I un multiíndice ,que con el fin de simpli
I 

veces se omitirá • 
<' • 
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Con lo anterior se define para cada r· ~ O una aplicación 

.é: IÍ(gl(n),o(n)) Hom( K11(M,F),H*+r(lll)) 

tal que a cada <l>(Y) etf(gl{n),O{n)) se le asocia el homomorfismo 

~(y) definido para [u]ER"(M,F) como 

S'(y )[u) = [ct>(y) "u 1 • 

Utilizando las propiedades de <l> desarrollada.sen la tercera sección 

del capítulo I se observa que el homomorfismo e(y) sólo depende de 

p, Además €se extiende a todo Hl'(gl(n),O(n)) simplemente por lin.!:_ 

ali dad, 

II.l Definición. para <l>(Y) e: H11(gl{n),Q(n)) la aplicación é'(y) se 

conoce como el operador de weil asociado a y • 

Mediante la topolog:{a C 00 compacto-abierta en A*(M, F) se tiene que 

cada é(y) satisface la siguiente propiedad 

rr.2 Lema. é'(y) es una aplicación continua, 

Demostración. Sea el conjunto A*(M, F) provisto con la topolog{a C"" 
r r compacto-abierta:. z (M, F) e A (M,F) denota el subespacio cerrado 

formado por los cocicloe y JJI'(M,F) la cerradura de B1'(M,F) las 

cofronteras, se-define 

el cual tiene estructura de espacio vectorial topológico. 

La aplicación natural • 

induce una topologÍa en el espacio de la izquierda, Y se tiene que 

dada u E zr(M,F) es posible aproximarla por una sucesión 

jdvil E Br (M,F) tal que : 

S°(y)[u)= [ct>(y) /\U] =[ct>(y) A~im dvi] = lim [d(<!>(y) l\Vi)] =O 
. 1-~ i-oo 
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lo que implica la continuidad de e(y) en lf°*(M,F). Q. E. D·· 

Ia aplicación e(Y) que sólo depende de las formas de transgre

sión esta relacionada con las clases $(Y-!1JºJ) de la siguiente ma

nera. 

JI,)Lema, Sie(Y¡)=O entonces $(Y¡'®cJ)=0 paratodo ¡' 

multiíndioe que contiene a r. 
Demostración. Sea ¡'~ r'- I la diferencia de multiÍndices conside 

rados como conjuntos ordenados. se tiene que 

por les propiedades multiplicativas de las clases $(y) ,lo que im-

plica la afirmación del .lema. Q. E. D. 

Se supondra ahora y en todo lo que sigue que M es una variedad 

compacta, sin frontera, orienteble y con una métrica de Riemann cu

alquiera fija. 

Dada $(y) E Hr{gl(n),O{n)) admite una aplicación asociada 

é"
111

{y) : Jf-r {M, F) :m 

elr!{y)[u) = f "'{Y) /\ u 
Ir! 

• 

Esta aplicación este bien definida ya que si u' e: Am-r {M) y u-u' =dv 

entonces 

= f d{ 4>(y) f\V) = 0 
M 

• 

:Este aplicación determina las clases <1>{y) en el siguiente sen

tido, 

..Jll-r JJl-r ( ~ II.4 tema. eM(Y)E: Hom( H (M,F), m) = H M,F) es cero si y sólo 

si $(y)=O. 

Demostración. Basta aplicar el teorema de dualidad de poincaré a la 
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variedad M. Q, E. D. 

La no trivialid&d de las clases características secundarias pue

de no estar localizada a lo largo de toda la variedad M ,como en el 

ejemplo de Thurston r.18. Dwniny ha propuesto una técnica de "loca

lización" de las clases caracteristicas la cual se desarrolla a con 

tinuación. 

sea M/F el espacio de hojas de la foliación el cual se obtiene 

a partir de M como un espacio de ident.ificación, tal que dos puntos 

estan identificados si ~ solo si pertenecen a la misma hoja de F. 

M/F es en muc.hos casos un espacio no Hausdorff con la topologÍa co

ciente sin embargo esta condición no ser~ requerida aquí, 

rr. 5 Definiciones. un subconjunto Be M ·se .llama saturado si es uni 

ón de hojas de p, sea S(F) el conjunto formado por todos los con

juntos saturados y medibles en M ,con respecto a la medida de Le

besque µ en M inducida por la métrica de Riemann en M. 

Es posible observar que S(F) tiene de manera natural una estruc

tura de ~-álgebra ,considerando sólo los boreleanos de M que son ea 

turados de p. 

rr.6 Definición. nado BCS(F) ¡¡e define una aplicación 

r yf'-r (M
1
F)"" ~B: H (gl(n),O(n)) como 

€B(y) [u) = 1 <l>(Y)AU • 
B' . 

El3ta aplicación puede interpretarse como una medida valuada en el 

espacio vectorial ¡fl-r(M,F)* y se conoce como la medida de Weil aso 

ciada a B·. 

Algunas porpiedades de esta medida son 

u. 7 Lema. a) eB esta bien definida, 

b) Si µ(B)=O entonces 

c) ta medida eB es continua. 
d) La medida €B es numerablemente aditiya. •· ..... 
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Demos~ración. Primeramente se muestra que él> está bien definida , 

como~ sÓl~ depende de F,basta mostrar que eB no depende de l~ ele~ 

ción de u en eu clase de cohomologÍa. Sea u' otra forma en la ,mis

ma clase :por .lo que se tiene que u-u'= dv para alguna forma v· en 

A"-~(M,F) .Calculando la medida de weil 

SB(y) [u-u, J = Ji(y) "(u-u') 
B 

= h(y) f\dV, 

B , 
• 

y d(<!>(Y)Av) = (t)<l>(y),..dv ,entonces que 

la integral anterior se anule depende del hecho de que 

J_ dw = O. 

B· 

para toda w e: Am-l(M,F) ;este Último hecho se conoce como eJ. teor!_ 

ma de stokee foliado. Anteei de demostrarlo es necesario introducir 

algunos conceptos, 

II. B Definición. Dada una forma w E AK(M) se define d1w la deri

vada exterior foliada ,mediante la aplicación de.la derivada exte

rior a la forma w sólo en la dirección de las hojas de F. E9to es 

si 

donde l dx , ••• , dxm-n son 1-formae tangentes a la foliaoión 

d m-n+l dxm 
y· X '• • • 1 son 1-formas normales a la foliación,entoncee 

con la suma entre paréntesis corriendo para toda e E 1, ••• ,m-n y. 

D8 la derivada parcial en la s-ésima dirección. 

¡¡,g Definición; Sea Ia = (-a,a) un intervalo abierto. 
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Im 
a = la)<. ••• X Ia el producto con m factores, Una carta foliada pa-

ra F {U,f,g) ,esta formada por un homeomorfismo f• u--r~ ,con • ' 
tr un abierto de M, g: u~ rR una funci Ón tal que g=IIof ,donde 

n:r:--... I~ es la proyección natural de los ultimas n factores. 

g tiene la propiedad de aplicar las hojas de .F en puntos de I~ ,ver 

figura. 
M 

--- íl 

Fig. 9 Una carta foliada. 

se dice que la·carta es birregular si existe otra carta coordenada 

foliada 

f/U = f 

{Ü',f,g) ,tal que u cu y con c .. a y 

De hecho se'supondra adicionalmente que el cambio de coordenadas 

entre cartas foliadas es dif erenciable y que las funciones g son 

submersiones diferenciables. 

II.10 Teorema de Stokes foliado. Sea w EAm-l{M,F) .Entonces para =.=c.;_;__.;;.._ ____ _;;; ______ _ 

todo BE:S(F) ( Ja dFw = o • 

Demostración. Sea una cubierta finita de M por cartas foliadas 

j(Ui'fi'gi) 1 y sea j hil una partición de la unidad subordinada 

a la cubierta. LB forma w se decompone con respecto a la cubierta 

como 
w= :i:hiwi 

donde cada wi es una {m-1)-forma con soporte en ui. Con lo que se 
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tiene que • 

. sea dx la forma de volumen usual en ¡n y sean las n-formas 

dxi= gidx que son cerradas en A~(M) y tienensoporte en algÚn Uiº 

Mediante la hipótesis de que w € A"(M,F) es posible escribir w lo

calmente en cada ui como w = wi Adxi ,para wi una (m-n-1)-forma 

con soporte en ui• Calculando su derivada exterior foliada ; 

ya que di°' es cerrada y en particular dp-cerrada. Si ~ = gi (BnUi) i 
se tiene que : 

JB'dFw ~ · [~m-n dFwi ] = • dx
1 

p i p , 

= 

O • dx = O 

.¡,o que termina la demostra-

ci6n del teorema de stokes foliado. Q. E. D. 

Añora para concluir que eB esta bien definido (lema 1.7), basta 

observar que como w € A*(M,F) dw = dF" • 

J,as propiedades b) ,c),d) del lema 1.7 siguen ahora de las pro

piedades usuales de la integración. por ejemplo para mostrar d) sea 

B= UBj_ unión numerable y disjunta de conjuntos saturados ,calculan-

do t 
eB'(y)[u} = f !f>(y) "u 

B· 

= :t 
i f !f>(y) "u 

B:I. • 



por lo que é'B ea. numerablemente aditiva. Esto finaliza la demoatra-

cíon del lema'· II, i Q. E. D. 

una observación interesante es que las hipótesis para el teorema· 

de stokes foliado 1 consecuentemente para toda esta teória pueden 

ser debilitadas. por ejemplo para formas con sólo coeficientes me

dibles el teorema de stokes foliado se cumple ,aquí con el fÍn de 

simplificar se ha supuesto siempre diferenciabilidad. Más detalles 

sobre esto pueden hallarse en tHHÍ· 
. una ventaja importante de las· medidas de Weil con respecto a la 

construcción de las clases características secundarias ,ea que las 

medidas de Weil pueden ser algunas veces calculadas localmente en 

conjuntos saturados. Esto es mostrado en el siguiente lema : 

rr.11 Lema. sea F una foliación de codimensión uno. sea w una 1-for 

ma que define a F, dual a z una sección no nula del _haz normal a la 

foliación •. Considereae la 1-forma 

u= i(Z)dw 

donde i(Z)dw es la contracción de dw con respecto a Z , Entonces 

para todo B'E: S(F) 

= f U'i\9 
B' 

Demostración. por el teorema de integrabilidad de Frobeniue dw7v w 

para v U?\ª 1-forma en M. por ello i ( Z)dw = v • Y- como r (11 ) = v 

por el lema r.14 se tiene que 

Q. E. D. 

LO que se buscará ahora es dar interpretaciones sobre el comport~ 

miento de las medidas de Weil en terminas de la foliación, 
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2,- La medida de Godbillon. 

Dada una foliación la medida de Weil m~s simple es aquella asoc!_ 

ada a {>(y1 ) E:!f'!(gl(n),o(n)) la cual se conoce como la medida de God 

billon, El.le mi.de la obstrucción para la existencia de una medida 

transversa ,absolutamente continua casi invariante en le foliación. 

Esta afirmación será discutida a lo largo de este sección. 

sea F una foliación de codimensión uno en ~ una variedad dife

renciable, compacta tal que el haz normal N a le foliación es orien 

table. Note ; le hipótesis de coqimensión uno puede ser omitida y 

los resultados aquí expuestos siguen siendo válidos sin embargo con 

el fin de simplificar la notaci6n se supone codimensión uno, 

sea j(Ui,fi,gi)l una cubierta finita de M por cartas foliadas 

birregulares con extenciones {CÜi,ri,g~)} • Sean 

T.= ~ T = U 
i 

les uniones disjuntas de los codominios de gi y gi respectivamen

te. Es posible definir inmersiones 

J: T---+ M J ·: T-M 

tal que sean transversales a todas las hojas de F. se dice que una 

pareja de índices i, ;j es edmisi ble si (tT1 " U'j) := U'ij ,,_ ~ ·• 

para todo i,j admisible se define 

• tij : ;j -~ T'ji 

donde Tij= gi(Ü'i;f) ,como 

Ellto es tij es el cambio de coordenadas entre les transversales, ver 

figura 10. Como N es orienteble se tiene que toda aplicación tij 

preserva orientación. 
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Fig, 10 Cambio de coordenadas transversal, 

sea dx la forma de volumen usual enlR, Dadas dos sucesiones de 

números reales {11n\ , {bn\ se denotará por 8n"" bn· si sucede que 

lim ªn = l • 
i:l->CD bn 

A continuación se enuncia el lema básico de toda la sección. En el 

se expone una caracterización técnica de la anulación de la medida 

de Godbillon. Esta caracterización ea la existencia de una sucesión 

de formas que definen a la foliación tal que la clase característi

ca y la medida de Godbillon asociadas tiendan a cero conforme la su 

cesión tiende a infinito. Esta idea se debe a G. Duminy. La existe~ 

cia de tal sucesión de formas está relacionada con otras propieda

des más geométricas de la foliación ,tales como su holonomia ,lo que 

se vera más adelante. 

rr.12 Lema. sea BeS(F) un conjunto saturado. Si existe una suce-
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-sión de .1-:formas l fii J ,donde n •JN , i variando en los índices 
-n de la cubierta por cartas foliadas. Tal que cada w i es una fqrma 

de volumen en Ti e gi (Ui n B) y define a la. foliación localmente. 

Satisfaciendo que para todo ·i,j admisible 

n -n 
wj (e) "' wi (e) 

. p p 
(uniformemente) 

donde p E gi (Uij (\ B') y e el campo de vectores tangentes unitarios 

usual en Ti = r1 ..• Entonces ~(Y¡) = O 

Demostración. La idea de la demostración es utilizar el lema II.11 · 

para calcular €B(y1 ) • 

Sean wr = gt w{1 y sean ~uncionee real valuadas tales que 

Sea fhil una partición de la unidad asociada a la cubierta lui1 .se 
consideran .. ·· 1-formas en 'Ni ,que definen a la foliacoón en B' , dadae 

como : 
n "' n n w = exp(.Lohjfij) wi • 

j . 

calculando las correspondientes 1-formas un (segÚn la notación del 

lema II.11) se tiene 

Además como 
~j(p) = lim 

. ('' • ;¡• (.) ) lim log J j P = o 
-n n-.oo n-+m wi (e) 

. p 

por la definición n 
de fi'j con p € gi (Uij B) • 

Lo que implica que· las.' formas un convergen uniformemente a ce

ro , con lo que calculando 

iim /· un/\ v = O 
n->oo 

y se tiene lo que se queria mostrar. 
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:r.as condiciones bajo las cuales las formas ~ existen son has 

ta aquí oscuras. Con el fin de aclarar bajo que condiciones existen 
' 

se procede como sigue. 

II, 13 Definición. Dado B' E: S (F) • Se dice que la foliación F es t¡qu!_ 

continua en B·si existe una cubierta de por cartas foliadas birre

glllares tales que hay una métrica continua 

que induce la topologÍa usual en T y que cumple que 

\ d(p,q) = d(ti.j(p),tij(q)) 

para todos p,q e gi (Üij fl B) • 

rntuitiv~mente una foliación es equicontinua si dos hojas trans

versalmente cercanas permanecen siempre así • 

II.14.Ejemplos. Dado un haz fibrado ,la foliación en el espacio to

tal determinada por las fibras del haz es una foliación equiconti-

nua 

rt, 
,ya que la métrica sobre el espacio base satisface rr.13. Dadas 
m-n -N variedades diferenciables cerradas y orientables ,sea 

'i' 1 rr
1 

(N) __ __,,. Dif(M) 

una representación del grupo fundamental de N en los. difeomorfismos 

de M. "' actua entonces en M de manera diferenciable y la foliación 

producto en Ñ X M baja a una foliación en el espacio cociente 

(ÑXM)/'1' ,donde Ñ denota la cubriente universal de N~ ESte tipo 

de foliaciones son equicontinuas si y solo si "' actua equiconti-

. nuamente en M. por ejemplo si M y N son variedades riemennianas y 

la acción esta determinada por isométrias de M , entonces la dis

tancia géodesica en M inducida por la métrica de Riemann cumple 

que 
• 

Utilizando esta técnica es posible hallar foliaciones equicontinuas · 

de toro de dimensión tres, EX:isten difeo,morfismos de clase el 
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f , g : s1--~s1 

que dan origen e une representeci6n de Zl e¡¡ 'll.. en Difl(s1 ) ,topo

logicrunente conjugados e una rotación (de donde le acción es equi

continue), pero no conjugados en clase 000 a rotaciones, ver [He], 

LO que se mostrará a continuación es que pare foliaciones equi

couLinuas la medida de Godbillon se anule ,pare ello se prueban 

antes· algunos lemas preliminares, 

TI.15 Definición. nado e~ O .una funci6n de núcleo pera F con 

e-soporte ,es un conjunto de aplicaciones 

donde Ti son les transversales asociadas e una cubierta foliada 

birreguler, tales que satisfacen ~ 

a) Ki(p,q) = Ki (q,p) 

b) para cada p é Ti fija o " jT Ki(p,q) "' CD • 
i 

c) El soporte de Xi en ui x ui esta contenido en une e-vecindad 

de le diagonal de Ti X Ti • 

Jntuitivrunente puede decirse que una función de núcleo para F 
1 

es casi una métrica para el espacio de hojas, Observese que si M/F 

es Heusdorff entonces toda métrica que induce la topologÍa cocien

te en M/F es una funci6n de núcleo pera F. . 

JJ,16 Definición.nado B CS(F) .une función de núcleo pera F es 

( c, e )-invariante en B' si : 

a) K tiene e-soporte. 

b) para todo i,j admisible si 

bij : Tijx Ti..,..j __ _... m este definida como 

bij (p,q)·IC¡_ (p,q) = Kj o (tijx tij) (p,q°) 
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se cumple que 1 bij (p,q) - l I ¿ c para todos p,q i: gi (Ü-ij ti B) .se 

dice que K es invariante en ~si bij = l 
rr.17 Lema. Dado B' ES (F) • Si F es equicontinua en B entonces para 

todo e ~ O y c~ O existe una función de núcleo para F que es 

(c,e)-invariante en Jl', 

Demostración. sea d : T X T---+ lR una función de distancia que 

hace a F equicontinua en B• considerese la siguiente familia de fun 

ciones diferenciables 

un :IR·~ [0,1] donde 

=I 

.1. S~ X ~ l/n 
u• (x) 

n o . si X l!. 2/n • 

sea Jf(p,q) =u (d(p~q)) • Cada K.11 es una función de núcleo en 
n· , . _. -_ : 

B • Ademas· su· soporte .tiende uniformemente al aumentar n,a la dia-

gonal de T ::><T , por lo que para n suficientemente grande Kll . es. 

( c, e )-invariante en B', Q. E. D. 

Todo lo anterior tiene su utilidad en el siguiente teorema : 

II.18 Teorema. Heitsch 7 HUrder· .• Dado B·€S(F) si para todo e ;>.O 

existe una función de núcleo que es (e,e)-invariante en B' • Ento~ 

ces €B.(y1 ) = O • 

Demostración. Dado n €lN. se elige un núcleo i1 que sea (l/n,l/n)- · 

invariante en Jl', se definen funciones 

[ ( i-1 f~(q) = J~.~(p,q) .dx 

. l. . .• . . 

para cada Ti transversal asociada_á. una carta .. foliada birregular y 

donde dx es la forma de volumen Úsual \!n.T{ ;~tas funciones satis-
·;'· 

facen que· : 

n f.t.j(q)N 
J l. . 
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para q e gi (Ui n B') y !ti ji P = \_j dx (e )p donde e es el campo de 

vectores tangentes unitarios usual en el intervalo I1 • para mo'strar 

lo anterior observese que el soporte de cad~ ~ tiende a la diago

nal de ·Ti X Ti y que cada Tij es compacta , por lo que existe 

un numero N tal que para toda n .::.. N y q0 en T:lj el 

soporte(~(p,q0 ))c::Tij • 

Y para n .::.. N se tiene que : 

=. ~-ij(p,tij(q)) dx 

~j 

• /Ti~(tij(p),\j.(q)) lt1jlp dx 

= ltijlq [f~(q)J -1 

lo que.implíca la afirmación. {l). 
-n ES pos~ble ahora elegir funciones fi diferenoiables tales que 

-n n 
fi ,., fi 

mediante las cuales se define n -n 
wi = fi dx en cada Ti y se tiene 

que : 
-lf n -n 1 1 tijwj(e)q = fj o tij(q) tij q 

,,.. f~ o tij (q) ltijl q 
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,., f~(q) "'Ft (q) = w~(e)q 

·con lo que la sucesión de formas {w~l satisfacen las hipótesis del 

lema II.12 y 'se concluye que eB'(y1 ) = O Q. E. D. 

Todo el desarrollo anterior puede aplicarse en conjuntos B'ES(F) 

tales que F en B' es sin holonomia y con solo hojas compactas. En -

este caso F esta definida por una sobmersión con lo que F es equi

continua en B. 

II.19 Corolario. sea F una foliación de hojas compactas y con codi

mensión uno. Si el conjunto de hojas con holonomia no trivial es de 

medida cero. Entonces eM(y1 ) = O • 

Demostración. M se descompone en conjuntos :a,¡_ saturados y sin holo

nomia, Evaluando la medida de Godbillon en cada B.I. se sigue de las 

observaciones anteriores que 

para toda i. Como la medida de Godbillon es numerablemente aditiva 

inciso d) en rr.7 y las hojas con holonomia son de medida cero el 

resultado sigue, Q, E. D. 

Este corolario es también cierto en cualquier_codimensión y con 

solo la hipótesis de compaccidad de las hojas, ver [H].Ab.ora se ex

pone otra condición para la anulación de ia medida de Godbillon, 

rr. 20 Definiciones. una medida finita µen T es buena si todo abier 

'* to tiene medid11 positiva. Es invariante si tij ( µ ) = µ en cada 

Tij • Es invariante en B· E S(F) si µ(tij (A)) = µ(A) para todo A en 

gi (B n Üij) medible, una medida buena· es isotrópica en q e T si 

para cualesquiera dos métricas r y.r' en T sucede que : 

donde , ·D(q,e,r) = 

lim 
e-+O 

o(q,e,r>: = 
1 

D(q;e;~<) 
medida de'.({~ bola de radio e en T . 

. Volumen: euclideano de la bola de radio e en T 
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(donde el radio de la bola está medido con respecto a la métrica r), 

tal que la convergencia en el limite es uniforme. 

Intuitivamente la medida es isotrÓpica en q si la masa está . 

distribuida uniformemente alrrededor de q, 

II.21 Teorema, Heitsch - Hurder .Dado B'€S(F). Si F admite una medi

da buena µ en T e isotrópica con soporte en B. Entonces e B(yl) =: o. 
Demostración. Primero hay que observar queµ está.de hecho represe~ 

tada por medidas l'i en cada Ti· Se construye una familia de funci

ones dif erenciables 
u· ·m n' m 
. ' l si X ~ l/,n 

tales que u ex) = { . n . 
si 1!: (n+l.)/ n2 .· . o X • 

Y sea di: TiX Ti --m la distancia euclideana usual. con lo ante

rior es posible construir una sucesión.de núcleos en cada Ti como 

~(p,q) = un(di (p,q)) 

con la propiedad de que cada G'.' es diferenciable,· Sean funciones 

Ti m 
dadas como . /'T

1 
-~(p,q) l'i 

f T. ~(p,q) dx 
1 

que tienen la propiedad de ser funciones positivas. 

Si se define una sucesión de formas como 

-n = f. dx 
1 

Estas formas definen a la foliación ,es necesario mostrar que cumplen 

con la hipótesis del lema JI.12 para de ello concluir la anulación 

de la medida de Godbillon, 

calculando. : 
t;'j wj(e)q = 'fjno tij(q) ltijlq 
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= 

(1) = 

f · t;(tij(p),tfJ'c~D':Ií~i~1 q dx 
Ti : . . ··>:·:_·;-~\::M;:i~~-:i??'.-<<:~-<~- ~" . \.,. 

' ->:)~?r:d;;_;·:~/:_:-- . 
. debido a la invarianza de µ bajo ;tij:~;.;: 

por la definición de ~ y la' c¿~ti~u:i.ciad de 

' ·.· 

"'l\jl volumen B(q,l/n,r') 
q . 

(2) • 

Análogamente se deduce que : 

(3) • 

SUbsti tuyendo (3) y (2) en (1) se tiene 

* n ,lli (B(q,l/n,r')) 
tij wj(e)q "" 

vol B(q,l/n,r') 

JH ( B(q, l/n, r) tv------
vol B(q, l/n,r) 

.. 
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por la hipótesis de que la medida es isotrópica. ESta Última afir

mación es precisamente la hipótesis del lema rr.12 de donde se si-

gue la nulidad de la medida de Godbillon. Q. E. n. 

Resumiendo : la a~ulación de S'B(y1 _) implica por los lemas ¡¡,4 

y rr.3 la· anulación de las clases 

y 

en B para todos los multi!ndices I,J posibles. 

Quizá el problema abierto más interesante a~rrededor de toda esta 

teoría es hallar condiciones sobre la·foliación que sean suficientes 

para implicar la no trivialidad de las clases características secun

darias, 
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