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INTRODUCCION 

Loa erupoe de cohomología aparecen de manera natural en ol estu

dio de la Teoría de Gnipos, en problem~s de extensiones y de re

presentaciones, sin embargo es hecia 1940 que la Coho~olog!a de 

Grupos tom6 forma con los trabajos de Cartan, Eilenberg y MacLa

ne en Topolog!a Algebraica, los de Hochechild y Serre en Exten-

siones de Grupo, así como los de Artin y Te.te en Clases.de Campo. 

V6aee [Mci" para un enfoque hietdrioo de la Cohomolog!o de Grupos. 

En la actu~lidad muchos temns eetqn !ntimam~nte ligados con ella 

K-Teor!R, Geometría Alp.ebraica, Geometría ·Diferencial, Espacios 

Clasificantee, H-espacioe, etc •• Reviste particUl.ar inter&s el 

c~lculo de la Cohomolog!a del grupo simdtrico con coeficientes 

enteros, 

En esta tesis se presenta el cd.lculo de H"O:n1Z) pRra n=4 como 

dlgebra utilizando la tácnica de sucesiones espectrales. Para 

loe ce.sos n=2, n=3, vtfase CTll. Pare. el c4loulo que nos ocupa se 

han seguido escencialmente dos prccedimientos1 

l) El de Thomas, C.B. CTl que utiliza clases de Chern. 

2) El de Cdrdenae-LluiB tC-Lll, el cual escribimoe oon detall• 

en el cap!tulo I. 

El presente trabajo se encuentra dividido en tres capítulos. En 
~l :;~imero se g:r.ronen le>!! !'~!.!'.llt':'1o~ d.!' ~~r'3enne-Ll'.lic ttJ-!:lJ fe:i 

el segundo se da una introducci6n: ·a las sucesiones espectrales y 

. en el tercero proporcionamos e.l c:.~tculo de H•(it 4 ;Z) utilizando 

la t~cnica de suceoiOneo espectrales. 
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. ·~. 

AdetndA del inter6s intrínneco de detf!T'~ir.Jl.r :n-91'\iente otra t~cntca 

le. coho::iolog:ln tl&l :;rupo r.·~ , f!S tnmbi&n. n1~petro in-i:crdo 1?1 pre

sentar U!lB introd•1coidn a lt> s Suceeiones Espectt'f'.1es :J ?Ó.l)etrer C.2, 

r.:o ee !l~lAdg aplicar. Ce.ai to1n lector hn experin:entiado un 1•1tc1'.P.z·o 

f'.1 estudio de euc~aiones es~t1ctri~lee debido a en fe.1 t.a dn nRt'.l?'P.- · 

liñ:•d y gre.n elab.,rtci~n. r:e-:iererr.:s t¡Uo lE'. prene:ite expoetci6n l'! 

eul te rr.:!a ~.cr.osib1.c, 

I-~i i;agrudcci~iento al Dr. Emilio J1luis ?IJFihla !'O!' ~I\ paoienci.<:t. y 

cuiODdo con qun vieilo la elnbor~ci6n de cet~ trr.bajo, 

iv 
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Ca¡i{tulo I 
I.l I~~RODUCCICY 

En. e1;te cal'ítulo present!lmos los ·resul t!l.doo de Cdrdenas-Lluie {C-Ll) • 

Sef'Alnr.ioa pr:Í.mer~ ·lo que .. s.e puede saber •_•o. prior1 11 ncerca de u•ct
4
;z). 

l) De · Evens [El ea Demos q,ue · e_e fiiti tnmente · genere.do .• 

2) De ln. teor!a -del ,-morfis:no--_de_ trnneferer.cie se sebe, que para tener 

le _deec.rip~i~n -~·om:;il~t~ ~~-- H"--,~··4 ;Z)_, b~eta._·conocer la 2 y lo. 3 cor.i~ 
ncnte primoria de H~( I.4;,z); (V4nee por •i.~r.iplo [B] ·.p. 84) 

3) la_ 3-~or.iponente primel-_ia, ~- Qüe.-- d_enott!re_m.~R ~or __ :- ,~ (L·4; _z,> 3 .'es_ ie;ual 

a H•(z3 ;~), De Cortan te]. snb~~os,qué H,•(z;1z/.~h[Rlqu~ es el 

anillo de- polinnmi~s_:_en 'liÍ _i~d-etáminada:· _R:de: _gra,dó'· 2~·-· 'l.d~mtf~'- __ es_:-P! .'. _ 

ritSdica y. su Ce~e~d~~ .'~s- d_e· 'di~~n~·id_~-<i·._"_'V4~~-~_/~~~:~n;Eri.~nb.¿~~fr:~.EJ. ·. 
4) Po~ -"lo ·tanto -~i probiS~a. ea 'id~titiri'Ca?•:i~· ·2.::_o·J'm'.;"~ri~~1a(-·p-~~4r1~·' 
de· H•Ct4 1z)··~ue denotnremo•'.P.or Hº(~ ~iz)~~) ·,;·'.)> . '.. ,., .•.·· 
Nuestro prop6si to'~~tonces, es .• de1:ermid~~,lR koo~;;;i~J~e: p,'.¡~a~a, . 
La forína en 'que"· B-~ heó.!. en [Ó..:L1f e~~--·1~ 's·1~1'~~f~ .. -·:·~~-\;~·~1~~·n -Í~-' -o oh~- ' . ' 

.. ::- _·-.-~-':' ·.¡.• ':,.i-··-'-- :':>':'.""'.·'i'·--.'C.':"-,'"-'-.'..-~''·:." __ ., .. ;· .~·~;·: ,_. 

moloefa: del SU:bgrupo:·- ~ª:.·si~-·~'~?-~.;-~~~;~.:~ª. ;.,4\':~.Y :;}~~~'~'.\~-~-~·.~,d.~.~-ti fi~n ·a -
u• (L ;Z) con u.'U'.;subélscbra;de H•<:t•·.:• ;z);·•.:,•:.:'f.'.':::•<: · . 

. l.l Te:rema, H~Ct 4 ;Z) 2 ·~~'(i~:~t~~,:~~d::~:{~~I~~t;~) •. gcnernda 

por\~,\',~~H\. ~'/'.:;><·, ' 
, ,_._ .... , . ,• . ;_·~:-:. ·~·;' 

' ··; : .. ~>:::::.-· • ' . '.i \:-: \:-: . ;; ; 
itLrtL prob~rlo nece~i 'C~L'loa·.'ConOc·e_~·: l~~ -~·~:~~·'10~üTU ;~~·.--~·~:Ü~~:'l;'; de', i~-'!(.r. 4 ,. 2 ;'¿j 
Pera 'esto ee detérm:í.ru;.h __ sUB_·.UUP.dB.'\le·:·.-~-~ho~oi~gí~-~-(·Éi~·t·~-- ~e harit-,·~n 
la eecci6~- 3) _; _ de;Sp_~-~--ª:---,~~~-~·~.i,~?~:~'-7.~.·,·::f~~~~~:~~.t~··;·~e.:~-.. d_~·g~'b:a: do ·i'1~(I.i,..,_1 z) 
en lB eecci6n 4 '1· finalmente ,ht11.~em~_D: e~ p~~o ·del Ltt'UPO. de_ Sylov1 al 

sim4trico. 

\ 



I,2 NOTA ?~ELIMI~AR 

Soai;¡ el s;upo aim&trioo en cuatro letras y aean •=(13)(24), 

bl=(l2), b2=(34). 

Sean A,. a¡'-,_ ~2 .. i~B grupos generados por a, b1 '1 b2 respectiva 
. 

me!lte Y_ B_=B
1

_M.· B
2

• · 

Consideramo'S'A"'.·-B.,·sabemos que A" Bes un 2 subgrupo de Sylow 

( (R1 · 'teore.i#ió:27) al cuello denotaremos porE41 ~ Sea adel!llÍs 

Del ~Pº. ge~erado por b1·b2• 

Es fdoi~--~er _que By A"" D son 2-subgrupos nbelie.nos de1:
4

, 2 
pues son-producto directo de 'subgrupos de orden 2, El eubgrupo 

e generado por ab1 es cÍclo de orde~ 4, en efecto, ab1=(l3)(24) 

2" 
(l2)=(342l) es un elemento de orden 4 pues (ab1 ) =(2143), 

(ab
1

)3=· (4312) 1 (ab1 )4= permutaoidn identidad, Por lo ta.nto C ss 

un 2 subgrupo abeliano nu!ximo (no elemental) del:. 
412

• 

2.l Definicidn. Una familialH~, i l I de subgrupos de un grupo G 

~detecta• la cohomolog!a de G, ei el morfhmo H"(BG)--,-'\tH"(BH1 ) 

da.do por el homorf'ismo de restricci6n es. inye_c.tiVo_. --&itonÓes deo! 

moa quo 1 Hi} ea una familia detectante de la ~ohomolo!!ía de G, 

Para poder determinar la estructura de ~lgebra de H"Cr
412

;z) es 

necesario conocer H,.(B;Z), H•(A• D;Z)_ y· H•(ciz)_, _En cuanto a este 

'1ltimo sabemos que H"(C1Z)= lo1s,2a,3el , v&ase Cnrtan !Cl • tue

·ga, calcularemos H"(B¡Z) y H"(A• D¡Z), 

2 



Trabaje.remos con el eieuJ,ente diag~ma en:el .. que·_ t, .. t'• y1 1·son 

transferencias y el resto son loe ~Ómciin~rfi_smo~··-iruiu~ido~ en aoha, 

mología por las inclusioriee cÓrreeP~~d~:éhíee 1 

2.2 Def"inici&n. Sea G un grupo, N su normalizador y e su centre. 

lizador, definimos el grupo de Weyl de G, W(G) por W=N/c.· 

Para nuestro estudio nos serdn de inter~s loe siguientes gru.poe 

de Weyl 1 

l) W(B;t:
4

,
2

)!!z2; que esti! generado por el automorfismo ti de 

H"(B;Z2)=Z2C X,Yl el cual estl inducido por el automorfismo 

b____.aba-1 • Sean X, Y tales que 

dX=Y dY=X 

2) 'N'(A•D1J:
4

, 2):.:zé que est.r generado por el 11utomorfismo ~•de 
'·:- ·-··. ' .·_·. .. . . ----~-' .- -.-.,,,- ... __ " __ ... _,.. 

H" (A• D; z2 )=Z2C U, Vl •.. el .. ousl esta i~ducido.• poz:. e; nuto~orfismo 

i~t~~o~.--·'~9' :>. ~ iJ,·: ~~~~-~{~~~~ p_~:: b¡-~ Sean': U, V.-taloe: que 
•, ,, ' .. ··-- . . -, 

.. d'U=V d'V=U 

3 



En esta seccidn probaremos que H0 (BJZ)=Z2 t x,y,o) e: z2[X,'ll 'I 

que Hº(A• DJZ)=Z2t u,v,wlc z2 t u,vl 

Sea G=Z "" Z " ••• , •• " Z =ZJ • Describiremos a continuación 
p p p " 

Hº(G¡Z) como una subálgebra del álgebra H"(G¡Zp) •, E(x1 , x2, .... , 

xs)eP(y1 , 1 2 , ...... , ys) p>2. (E es el dlgebra exterior y P el 

dlgebra de polinomios con coeficientes en Zp y gr(x¡)•l, gr(y
1 

)•2). 

Para p•2 veremos que H"(G¡Z) es una subálgebra del álgebra de 

tt•(G;Z2)= P(X¡••••••• xsl· (P es el ál~ebra de.po~inomios con CD! 

2 ficientes en Z1con gr(x1 )=1, 1
1

=x1 ). 

Consideremos ].a siguiente sucesión de coeficientes 

o • z..:JL.-z-z-o p 

qua induce la siguiente sucesión exactá 

·"·: -a"(G¡Z) ~H~(GJZ) ".' . ¡¡"(G¡Z~)....!-u"~GJI)- ·• • •• 
- -•·"'" :;_·_ .. 

· . . -,;'.~:-,\ 

¡f"+l(GJ~p~···~···· 9 ¡f+l(G¡Z ) 

,,,.,/' 
4 



Como pG=O, entonces pu"(G;Z)=O (v&ase r R] , teorema l0.27) por -

lo que 'IÍ es inyectivo, 6 supray8ctivo y Im'it = Im 8 . Esto nos -

permite conocer H'(G¡Z) en t&rminos de H"(G;Zp). 

(l~ i!. •) 

Demostración. KL grupo de automorfismos de ZP es Gl
8

(Zp). 

Luego H'(Z¡f;ZP) es un Gl8 (zp)-e;rupo. S:!. h Gls(ZP) entonces &6•'9 

Sea r tal que 2 /: r ~ s. Podemos tomar t, con t,lr. 

tal que en H'(z s ;Z ) 
p p 

Luego ªt = ªt + ªr• ~toncas ªr = o. 

(H it.- j~ E) 

Sea lf• Gl
9 

(Z¡;) 

(i¡l t) 

Por otra parte si lL iL j e~to~~es,~1~~; En efecto,tenemos 

'' Gl (Z ) tal que s p 

Luego .los coefioientes de "i xj .en: iifx1 = lxi y en li'ex1 son bij 

5 



Entonces 9 x
1 

= a
1
y
1 

• x1 (b2x2 • ........ + b
8

x
8
). Si tomamos una 

transformaci&n (tal que o'"i = "i• <lx2 = x3, clx3 = x4,..,l'x8 =x2, 

Tememos ahora~ tel ques 

rf X2 e X2 +. • • • • • • + XB 

e( 'íc = 'íc . 

Utilizando t1·1ae tiene que b=O. -Luego ~x1= a1y1 • 

Procediendo en forma análoga con X2 ,.~ ••••• x obtenemos . e 
9xi = aiyi· . 

Pinalmento utilizando la permUtecidn ·-qu'e permuta o!clicamente loe 

!ndicee tenemos que a
1
= a2=: .. -~ .- . :: :·~e::: a~= a. 

Como !!1(01Z) =O, (ver [Rl , teorema\o.26) 61,.,l son inyectivos 

y 91 resulta ser'monomorfi~mo. ·ne donde a'lo. Cambiando ahora ay1 

por y1 obtenemos el resultado. El caso p=2 es Rnálogo. 

' 

/// 

3.4 Teorema. Si p> 2,'111 Hº(Zp• I Z)--•E(x1 , .... ,x
8

) • P(yl' .. J'
8

) 

es un monomorfiemo y la imagen' de 1' está generada por los elemen 

toe 

ylx2 - "J.Y2r ylx3. •::"1:!'3•.••••Ye~lxe - xe-lYe 

Y1X2X3 - "J.:!'2X3 .+}1"2Y3,;•'. J. 

, . -·,_ --.: <;. ~:· :> __ .· t;~·.:: .':e 

Y¡ x2 • • .xs .. - xly 2 ~ -~'.·;~~ ·}· ::~;-~_+;~.:-~,~-~~ -_ · xl ·_ · .xs-1 Y" e' 
--> ,, .. -~. _.,. -- , ··-·.· . . . 

Demoati-8.ci6n~ ~~~Ó~·d·~~'~S·_;_,p~~~e·~o· que.~- éa un· ~iferencial, luego 

: 6. 



9"• O. Por lo te.nt~, ei .. 8xt··~ yi entonces e\1~. 8y1=0. Por lo tRn•~ 
to 8 y

1
=0. De eete hecho -y d9. in proposición anterior _tenemoe que 

,, _e, •· - ~. ·· , -1, _ &,) 111, · e-. ( 1¡ e, 
e<x1········Xfl'1··-~···~s"l ~--ª-~-_x1._.:··~·Xs Y1····Ys+ -l}'X1····· 

: .1;0 (y:• •••••••• y~)~ e_ (x~ ;.: .; .. ~~)(e< f! ....... ·•<•x.f: ( f¡ =l,m) 
Por lo tanto, Im tJ(~:~-~» ~~tLÍ :g~:~~-~~-d~- p~r_.: 

. ' ,' ' i¡_: ':.·:-,::J:~:-1/:~· 
t(x1), ••••••• , •_ (x

8
) .-_~,=< :::' _,J;_:·. - -

•<x
1
x

2
), •••••• ,e(x~~~x~J'( ./ .· 

l(x1x2x3),. ~.: •: ·--~-~--_,;::~;:~.;~_.:;· ::·;:,:;.!,:~,-;:. · · ........ ._- -·-.,,_._,~:~~{'.' 
,,,,.: .. '.:· - -

l(t1x2• ~ _.·.-~:-~:~xs~~-; \:0:r;r.::·· _. 

Como 8x1= y11 el ~:~~~~;t~.t~ p~obedo: /4' 

3.5 Toare~~; <.:Hº(z~;z)'··:>•:''.> .· ... ·.···P(x1, •• ; •••• ,x
8

) ea -
un monomorrtSnla·,'·y-,i~:··i~~cg~~-,~4; 'lte:~ta 'gen'era·da·. por los Polinomios 

~~:::·~~;~~_;?.''.;.}.~:~~;~i1tf'.·/(.,J0~¡,'•.,: .. :• ;<Y1···~.-x~). 
"i¡X2XJ .+ X¡"i 2X3 _..+.--.~1X2~3 ~ ... ··~\._/ ~,~,-~;-•,/.; .. , .,-·,. ..,.; · 

;;;;::::: : ..... ;:;:;·;~~~~'''1~¡~t~i~~·: • 
Demoetraci6n;\ Consideremoe-:le.,·.aiguiente,.reuceei6n-: de; ~oe·f1~iente~ · 

· · ·· ·. · .":"< -·~··.P.~~;~~~:?~·.¡•"oc·.¡,_;f;"'~',-~ .:.5;--:-":i.'~-~~:t:·'···, 
o z z: z·----.o 

la oual induoe la ~i~i~~t¡\~~~~,~~,~~~;f~i.~i;1}~.'~\;é)j~;;'', 
•··-Jf(GÍZ). . <·H ((lÍZ)' ,;:;·::,H (Giz;l,,, ., H" ,, (G¡Z)·.--+ 

2 ' -'." ' ::" .:· :; ").;,,_ ::':,:~:::::,;:):·1~/,'· )'~.'..:.";" .·\-.~,~.<~~.'.::~:_:: .. · ::·:.. . .. . . ". ' 
Si y1= xi. enton~e~_::~<~~,~~~':1~~:: __ ~~:''~-~-~{·;_,~2!'····.·:~~·_ •. ·,xa')-:ee· de la 

::~; i~ir::·;: .. ·,-.:.x~.~~K~~,=.·~r::t:·~·~;~ ~~,~~i::::.:~··. y~~---
-:. '··. ,. 

Procediendo· como en 3·;2·- se 'obtiene· el· resultado;. 111 
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e". o. Por lo tant~, s~~~i =. Y1 en~on~es-e"'xi~-~Y1=º·--,,~or lo ~n_n·~ 
to ey

1
=0. De este hecho y_ dé __ ln-prOpO~icidn anterior."_te"nem_os ·que· 

,, . " •• . "' . ( ,, ' : t, ., df ' .- "· &, . e(x
1 

•••••••• x
8

y-
1 

••• , •• y
8 

J = 9 x
1 

•••••• x
8
)y

1
,,,.y

8
+(-l)_·x

1 
••• ,, ,-

' ~ "'' "" t, '.e .. . '. e, f• . '. '. .. x O(y ........ y )a8(x1 ....... x )(ex ) ......... t(ex .(El=l,m) e 1 e ._ : ,. e 1 - e 

Por lo tanto, Iml(a.Im'ii) esti:f. generade por 

l(x
1

), ••••••• , 8(x
8

) 

e (xlx2 l' • • • • • • ,e(xs-lxe) 
l(x1x2x

3
), ••••• ,, •••••• 

. . . . . . . . 
Como9x1=_y1 , el teorema eAta probado, /// 

3.5 Teorema. 'iÍ 1R•(z~1z)------.. P(X¡•••••••••x8 ) .. es -
un monomorfismo y la imagen defii' esta generada por l_os polinomios 

Y¡t••••••··~Y8 
ylx2+ X1Y2r••••:•••rYa-1Ys 

)'1X2X3 + X¡Y2X3 + X¡X2X3' .. • • •" • ~ • . . . . . . . . . . . . . ' 

2 (yi =xi) 

Y¡ x2' • • • ~ ~ ~--~-~ª ::!:. ~iY 2 '. • ~>·- ~- ~r a· +,' • .+_ xl ~-· •'' .xs-1Y s • ·-

. Demostra~~~~: cÚJi1~~i~~~:ra ji~1~ntj ~~~~si6n de cos'fioientes · 

'>·?'.::~·;.:1·,1·:'.:~~:;~::~:·:,~~;-~;~;:;~~.;;}~-:-~t-~:-~-.;;E_~~.-.:,,,;_;·<,· \-,, ~ ·: -, '_. -~~· .'. Q < 
· 1a, cual _'indllce'. ·la ,:eigilient8 .'euae·ai6n >.;. · , .. ~ ,.' · 
,;.~¡f(a';z.)° ·.· .. '. :H~(G';f)' ~.••'.·.H~(~Í~:;'. ..•. ···~n·~(G;Z)··--... 

::~~~ .xf ;nt~~f~;,~?~1~~.~i .•.. ~.·.:.',¡.'..'.'.}-.:.~1 .. ;:€
8

2: .. ·.''. .. y~ll·;~.::~~) ·e:~.:· la 
con f i .1r:~·. '.;:,·••X~+~ i ' 

.· Proc~diendO_ ca~~_ en 3. 2 ·.e8/'o.bt¡·e~e el ~esul tado. 111 
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nuestro prop6ei to P.S co.lculfr P. 11 (E; Z) y H'(Aic. D; Z). Si recordP.moa 

~ue B = B1• B2 donde B1 ea el grupo genero.do por (12) .l' B2 el 

grupo e;enerado por (34), luego B = z2ic z2 ~ Y cor.io· A .D e~tt!-gc:::, 

erado por ·(13)(24), e.l teoreor. nntc.rior non d( ln infor::iaci6n 

que nocesitn.:nos c1.1t1.ndo e= 2, Por ta.l motivo_lo_ destRcr-rr.os.· 

3.6 Corolario, Sea P(X,Y) = z2{X,Y] el •n~llo de polinoiii.os en . 

X,Y con
2
¡¡r(X) =

2
gr(Y) =l. ~t~nces, H (ZÚZ).= z2{x,y,2] c:.z2[X,Y]. 

con x=X , y = Y , z = x2r + "l:l- • 

_·.__ : ,' .,,_· . ', . 
.. . 2 

Ahora, es cla~o que, H"(B;Z) = z2 [x~y,z] C:: ,z2t ~,Y} .con x =X 

l' = Y2, z = x2r ~ XY2.·y d~ la proposioi6n J,J.l• nc~i6n de ( en 

H*(B;Z) eat4 do:d~p~r · 

{x ='y rlz .; z 

Por otra ~rte, ~~Ú-~nizl ;. z2r~.~,'wJ c'z2[~,vJ con u ~u2 , ··~ ·~ v2 

w = u2v + uv2• A~e~~{l• sccÚ~ ~. d' .¿,¡ • H"(A ~ ni Z) es . : . . . . ' -. . -. . 
-·.< -

.·. •. · .. ·< . }•~;~E!,;A~~:~~~j~.<'.~!4,2!i)····· .. 
ne~enninare_~º·ª ~ ~'.!~_: ~:.~-t.4;;·-; i, ~ .?:·-:~~~-~-m-~_'._:·~~~-~- ~·~~-~-~~~~:~.d_ó_ ,_ núee tro e on2 
cimiento de H•(B;Z)¡,H•(_A•D;zri)H"(cfz)¡'1úe¡¡o obtendreroos la ••-

. true~: de . .-m-6d~·-~·.:,;r::;: ~-~~~iM,~~~'.~:j~~'f -~t~ ~~~:~~.ia·~·b'.~: · :=/ 
Seo. 'F wi euberupa~·d_e-.~:-u~ _ _.:·e~P~''.-:ri-n_i't'O .: G,··': ,}:¡ _·.eu---''gTl,.pc: dC ','i'eyl. 

· Denota;~mos ::~ .. ·O~:~~~,i~~ :Á'·_-;~::)¡t,-~-~~G~~~-~'.:-~l~~---~p:~ ~·e. c~ho~ol~g!a de 

F con co_ef:ici~n"te·s_;~~-'.::··~n-_·~rii~-~~;~_-, -.c'iYo~-,:·~l~mei\tos son inv~_rie.rites 
bajo la occi6n,de 'H.· 

B 



4.7 Lema. Seo s =!Gil') ... Si rHq(P; h J'.. O entonces rsHq(G; 11 )W=O 

DemostMci6n. En ifl(G; A ) Hq(P; A) ,·(f es el homomorfismo. 
induCi.¡o ·por• la··inclusi6n·~~··F e~G;/t~atzi.ns;er~n~Í.s) •tenemos 
que rm fe Hq(F; t. i'".co~o tf(~) .;;su,~~<ti~ne ().:.trciii.J~· ~ru:111. 

:~:º::::16:~rs~ q1~:~~L~~q{~~if !~·(i~~t~º~;~~~r~~·;:~··p - 0 .· •. 

Como Hq(F; Z) = o, tom~~d~· .~ ... ~ .. :i :.:~·~,:,~~b~í'~,¿·~~.:~i ~~~~Í t~~~ ··p~ee :. tens_ 

:~; :::~~:~:'.ª1~·:q~~ ;··,,PNiJ~t~+;·~;.ij~~r~·;~·;::c; ..• ~; ·... 
111 

Demoetraoi6n, La dem.o_Birá_a1,·6n\·és_~_P_Or-=;_1~dué01cSn': ·: __ ~:. __ ':_. ·(·~---

Pare s = l, tenemo•:q~jj~P,~~~•li~fht~~~~~t'!t~~.z1~z)~ •. 
Supo11ga1?1os que es_· ciérto ~:panl -~.e~':'. µse.rido}las ~fcSrmuins· de KUnneth 

:::n:::: p •Hq< e~ p~JJf ~t[ f 1]·;l~tm!.t~~J:;:~.~t ~·~.,in• part1cuiar 
Verificamos ahora ·_que.'.:ae·:_·~umpre, 1 pe;n('.8 é __ e :.+_l •. 

como I: s+ l · :: ~ ·: Z "~·{E.~~·:~?n.) !X~~~t~~r;l~t~\ :~n :·~·l;·: lema 4. 7 tomemos 
P , P·:· .· :·. P .. ·~:~:::,''.·~.~":;.~-~}::':.\:"t'.t~~;/:,:·/·::·.~·;. ·-.. ... ·· 

G=~ s+l-' ·: 1 .p.;;.,(I:,·¡¡·:.,¡~.:~y:r =.iiª,psrs que el corolario 

::,:t:::.¡t*·f tr~~~1rs:;¡ , .. q 

DemostrRc16ri~·:.:.Es:; irimediata:.·del' ·c~~~¡~;i~ ·,_ anterior con p_=2 y a=2.l.Q 

De· ~·ta m~~~;''•'.~'~;(~c4 J¿1~li,~•',eúmentos son .de arde.{ 0;2 y 4, 
. Peni'; lo&: 8rá.dóe,~1iUPBres ~o ·exieten_º-.elementos de_ or~~n_·_4J _.mde __ Rd! 

iañte·: ea '""P~e:i:1a:.:~~~o;_;cé~ :1ós ·srad.as_ pares .~~e · 1a· ro~·_ 4!i+2 .. tB.mpoco 

los hny. 

' 
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le t 
4,11 P!'oeo•ici6n, • 11'11%. 4 21zi---•lf'l(B1Zl---Wi(D1Z)) 

o ' ae titno qut u•H·('t 4121z) oe de orden 4 •i '1 o6lo si, kt(u)¡lo, 

Demootre.ci6n. Primero recordemos que n-(D;Z)• z2 f con gr(f)• 2, 

(ver J.5). Ahora como f(u) oe invariante bgjo a" , f(u) ea de la -

forma f(u) =(x +y)~ + a(xy)n (ver [Dl ), Con Q un polinomio 

en x+y, X7• Adenu:1s si a = O se tiene que 

f('u) = (x+y)Q = xQ + yQ = xQ +cl'(x)Q 

= xQ +et' (x) el (Q) = ( 1 +e( )(xQ) 

Probaremos ahora que 1 +d = ft. 

Para ello necesitamos un par do lemQs t&cnicos 

Lem~ 1. Si P es un euberupo propio de un ffl"U!lO P.beliRno 

H" (G; o\) ea o ero. a, entonces t1H'(P¡A)----• 

p-elementnl 

Demoatraci6n. Sea j:P G la inclusi6n. Entonces existe un - -

homomorfismo r¡l ; O • P tnl oue fí j es la Ídeniidad .. · En cohom,2_ 

log1a j•"• es la identidad, luego j• ea euprayectivo. Como tj•= p8 u 

y pu =O se tiene que t = o. 

Lema 2. Con las notaciones del diagrama (•) eecci6n 2 se tiene 1 

ft=l+lf gt=O 

gt•= 1 +d 
1 

ft'= o 
Demoetraci6n. Si L y M eon eubgrupoe do un ¡¡rupo finito a 'I O=\JLxll 

con xa X es una desoompoeici6n en cl~ees dobles se tiene1 

it(u) =:Et i ad (u) 
X X X 

10 



en 4on4e 1, iz eon loe homamorftemo• 1nduci4oa por 1a1 inclucionea 

reepectine, .t y tx eon 1011 ho:nomorfismoe de traneferencia y a4x 

eon loe homomorfiemos inducidos por loa automorfismoa interiores 

determinados por x. 

Pare. demostrar que ft = l + G basta ver que E4, 2 = BUaB ea la de,! 

compo•ici6n de :c4, 2 en (B,B)-clases por lo que X = { l,a) , 

~H"(B¡Z)--=-------itº(B1Z) 

H Q:412;z)~ 

adx 
Hº(B;Z) ---~---- H

0
(B;Z) 

"I como ad
8 

a t resulta que ft=l +d • 

Para demostrar que gt = o, consideramos la deecompoaici&n 

t
412 

= B • 1 • A• D X = / lj 

y el diagrama 1 

/H"(A•D;Z) 

11 ('j:4,2;Z) ~ . 

. .. ~H.(B;Z) 

H"(D;Z) 

H"(B; Z) 

luego gt = t 1i 1 "I como t 1 = O segÚn el lema anterior gt • o, 

gt• = l +a'' y· rt• =O se demueetro.n de rnanere ántÍloga. 

11 



R1greeando a la demostn.cicSn de la :1roposici6n tenflmos que 
t(u)•(l•' ) (xQ) 

7 2u a tf(u) ~ tft (xQ) =2t(xQ) = t(2xQ) a O. 
Por lo tanto ei u eD de orden 4 y a,lO entonces 

kt(u) = k((xy)n) = T2n FO. 
En efecto, consideremos el diagra~a 

::r __ _:. __ ... ::E 
Si k(x) a O entonces k(7) = k(a' x) =o'k(x) =O. Luego k(ax+by)=O 

y k no sería euprayéctivo. Luego·k(x)= T y k(y) = T. 
Por otra parte si kf(u) F o, en el siguiente diagrama mh(u)fO 

ifl(BI Z) 

/~ 
""' '· ''\"' / ""'"' 

Entonces q es par, digamos q=2n y como Ker m =jo,2sn( resulta que 

h(u) = en 6 h(u)= -en que son de orden 4, por lo que tambien u 

es de orden 4. 111 

4.12 Pronoeici6n. 2H4n+2(°E: 4, 2;z) = o. 
· 4n+2 

Demostraci6n. Por la proposici6n 4.8 basta q,ue pe.ra .toda UCí H{t.
4

¡.tZ) 

se tiene que kf(u) = o. Pero esto se sigue de que en este grado -

f(u) = (x + y)Q. 11/ 
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4.13 Prooosici&n. Sea h1H'l(t:
4

, 21z)1---fl'l(c1z). Si h(2u)-O 

entonce• 2u. a o. 
Demostraoi6n. Si q ~ 4n entonces 2u = o. 
Si q= 4n, Hq(C;Z) alo,s2n,2s2n,3s2nl, H'l(D1Z) =lo,T2n¡ adem~s 
m(s2n) = T2n. 

Entonces si 2h(u)=O, h(u) = O o 2sr = o. Luego mh(u) = O T 
kf(u) = o. Por la proposici6n 4.11 2u = o. /// 

4.14 Prooosici6n. En h1Hq<1:.
4

, 21z) if!(C¡Z) si -

un elemento uc Hq(t. 
4

, 2;z) ea de orden 4, entonces h(u) genera -

a Hq(csz). 

Demostraci6n. De la proposici6n 4.11, kf(u) ~ O,p?r tanto mh(u)~O 

y h(u)j!'Ker m. Luego h(u) es un generador. 111 

4.15 Proposici6n. Si u,v son elementos de orden 4' de ¡¡'!('E 4, 2;z) 

entonces 2u = 2v. 

Demoetraci6n. Según la proposici6n 4.11 bastaría ver que h(2(u-'v)) 

ea igual a cero. 

Por 4.12 tanto h(u) como h(v) generan a Hq(C;Z). Que para q = 4n 

ea un grupo cíclico de orden 4. Por lo tento 2h(u) = 2h(v). /// 

Para. la oohomolog:{a de gru.poS fini toe con coeficientes, m6du1o p -

existe un resultado de quillen y Venkov [Q-Vl : 

Si un elemento u ' H"(G;Z) se restri~ge·a cero en todo p-eubgt"!! 
' p . -

po c.baliano máximo p-elementál d.e G, entonce e u es nilpotente. Si 

apl;camos esto a i:4, 2 se tienes 
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r.1erfn1er_1•0 
Si pa9&llO• a coetioi1nt•• 1nt1ro1 tenemo11 

4,16 Propo11ic1ñ. Bn 

todo elemento u de Kert /\ Kerg ee de forma uc2v. 

Bn la aecci&n 2 seffalamos que B, A• D, y C constituyen una f"amilia 

detectante de la cohomología de t:
4

, 2, damos ahora la der.ioetl'Bc16n 

4.17 Teorema. Si t, g, y h son los homomorfiemos inducidos en º& 
homología con coeficientes enteros por las incluciones en t:4 , 2 -

de sus grupos abelianoe mifximos B, A"' D, y C entoncee Ker f Ker g 

n Ker h= o. 

Demoetraci6n. Se sigue inmediatamente de las proposiciones 4.11 y 
111 

4HB Proposici6n.. El grupo H4n(~4 , 21 Z) tiene elementos de orden 4 

Demostraci6n. Sea u= t ((XT)n), f(u) • ft((xy)n) •(l+ )((xy)n)=O 

g(u) = gt((xy)n pero et= o &(u) ~o 

h(u) = ht((xy)n) = '1' k((xy)n) = 'Í (T2n) =. 2s2n ¡l O 

en efeoto, 1' (r) = sr pues 

H2r( C;Z) = 1 o, sr, 2sr, 3erf*112r(D¡Z)= j O,T2rl 

'1 1 m(sr) = 2sr ¡lo, entonces m(sr) ¡l O por lo tanto 'i' (Tr) = 2sr. 

Ahora de la propoeici&n 4.16, u es de la ferina u=2v ~ o. Luego -

u es de orden 4. /// 
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hn•llO• p · todo lo nocesario p•ra 4•1' loo grupo• 4• cohomolog{a 

4• ifl<'t.4,2 1) 

4.19 Tlonma. 

Demostre.ci6n, 'Para q impar la demostraci6n nos la da el lema 4,8, 

pues 2Jt!(t4, 2 ; Z )=O entollCoS 1 Hq(t:
402 

; Z)I = 21:, Por lo tanto 

q(.- ) r H .. 4, 2 ; Z = z2 , 

Pare. q= 4n + 2 la propoeici6n 4,9. y q = 4n es consecuencia de lae 

proposiciones 4,15 y 4.16. JI/ 

llllremos ahora la estructura de m6dulo de H"(t
402 

Z) 

4.20 Teorema. 
z2n ~ 

2 Z4 q=41l o 

0 2n q=4n + l "2 
.H'ICI:. 

402
;Z)m 

z2n + 2 
2 <t=4n + 2 

z2" + ·l 
2 .. q=4n + 3 

Demostrac16n, 

H·~ ) c¡+l Recordemos que \'-4, 2;z =Z2 Vdase Cartan - Eilenberg [e - 111 
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·-

·· -!!"(!. 4, ~;zl~¡¡"ct4 , 2 ; zi---¡f'a:4,~;z)---- tf•1c~;2 1 z>-·· ·, 

LD demoetrscidn'ea .~or .. ·,1.nd~_cOicS_~~-:·:· .. · · '' .,,;~;.- -

::~~~::.º1P:;1~!€:j·t~z.:r~.rt;~):Kii0~,z¡¡~))0t}T.tm · ·' · ~~· 
a) ~ª~º q~4~, '..' c~~~id;~-~~~~>1~ ~ ~~~-e~1-dn·'.·-;e~~-¿~~:: ei-!ut~?ite 

~·. K4n~1:(~~l;i:~·:·T:;:'¡f il~~1~~~t~;f~H:~th~~~2l~2l~ H4n(l4, 2; Z)-. •. 

Por hipotesi•,<d•.}r¡du.o,c~6n}.H ,,0.;d~.¡'21.z)".'.·.~ 2 '•:' i:Luego 

entonces 

'/_·,_:·,:}~--

\.-,:.:_·''. 

>>·. 

<.' ;,:· 

' 4n-l 

.. -H4n(Z .•··;z)2 Íi4~(~'if/zf"''Íf4!l<zj't;Í'):l.:H4n+1i· ··z>-··· 

. "4n~4,21:;
2

=~k~::}~\{~~fü[~/t¡ii~,~2fs'..~~:~::~ Lu•go . 

4020 

Im '!f. = z2n·~·.; z '•/z·'i~"-z2n+l "· .. ,.·,_. 
4n · 2 .... • 4/·>• 2 .. ,,,2·::: .. ,. ker & ·,• ... • 

De donde Im.S = Z~,;·~~1~~i;.;'·:~:'.;-:o• ·, 
·. · .-· _._ ·: :::-_ -.··.<:!i.-.. ;,,'. 

1

:· __ .~:-':c\.•. ::_.:~_:'::: _' ,. 
Recordemos qÚe H4n¡¿: · ' 1'z ::)<:z4n+li :· · .. · 

. 4,2._._. 2 :<>:_.,:;_. 2 ··:\- .. :::~ .. -

Como H4n+l(t4,2;z) =. z~. ;;t~'itc~~ko~ 24~.~ ,;, H4n•l. 

Por lo tanto Im ,6 

'16 



a) caso q~ 4n +. 2. En la suceeidnexecta 

• ··- a4n+l(r.4,21z)2-!!"n•:ct4,2I z); ¡; •. H4ri+1'5,21zl,' én>2(l4,21z>-.. 
. . ..• ·• " . . .•• . ,· •'2n"• •..•. . 

Im 24~+l= O i:=· ~~.r .~· 4n+i:::,· :_e_~;to;i~e,B ._I_~~·4n+l =. :,~ 2 . ~\· k,e.~_14~+1 · 

As! . · .•. r.m ¡ = z~n+tz~~.:~:;;xp~:~•,.H4:+:l1:~;:;~J,f ~,,~, z~n+2 · ··•· 
Del' teo~ema· 4, 5. •tenemos, 'H, • ,!!4;'21.z) '·~.,· Z~)'. ·d~ ~~~de ker 24n+2= 

;,:: .: . '; - _. -; ' .. ;~~-,--·;·,- . ..-·. : .. -,-. ... - :-. ' .. 

,_ ,,-. :;:.· .. ·<,·;:;.-. '{_ ~: .•. ~~-~.'. .·.·•.·.· •. - :- ·.'-~- .' _.,; -,:. - - -.-,-,.:;..;' ~ . z~ = _rm& 
., -,<'. :, :>:~:~·~ ·; 

Por lo :tañt-of ··'r_·:-~. ~· ·' ;-:.~;--._·-
'·" c':i:~;· .\ _ 

·'·~·;'· -"· .. 
d) cáso q= 4n+J, 

... a4n•2a: rz)....!..;Ja4n+.~a:: ''''í'zf ,.. Íi4~}t~ci. · ·1zr ~·· H4n+~<~ .. ··,zi..:..... 

Im 2 :·: • ker1' i ••0.21~~~~~0j~~-·;,:;;.:;'.:·:~n+2. ker'& ,/;~ .. 
4n+2 . .4n+2 ' · .. -,,, ...•.... :;,, .. ,4n+2·,·.• .. 2 ·;: · • . · 4n+2 · 

: ';;;, 
·.-.,.-,:.. 

Ahora que ,sus · · 
-, .. ·: 

generadores'· Y .. relaCfOitea·<Cómo :·d1gebra-.-grEi'ciWida'~\:Ti-abS:-jareinoB con el 
sig., ·d1A~mi(· - ,· ___ ,i·:~-:-~:j~~-.;~,~~r:··.:~Y~~,;)~\:}:iti~~E2:.W~;1-;:~;,;:f!?_~·~-(~; _. ,~_·:~_:·: .... ,. ;' ... _·.:_-:-.: -

· .· ~if~,<~:,~;§~i~~~d~s> . 
tt•(E · •Z) H (A'"DÍZ) , .. , ... H°(D· 'z) 

''·, ~,
2

• ~·:.(C,¡Z)~ 
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4.21 Teorema. H•ct 4, 2;Z) es la z-;(l¡¡ebn>. gradueda con cuatro -

generadores tf ,,,t, l, con gr(tf ) = qr C¡tl = 2, gr (1) = 3, gr(&) 

m 4 lfU;feta a las relaciones 20C = 2f e 2 't = O," =O, 4 6 = O y 

(•+~)6 = .,.. . 

Demoetraci6n. ta prueba es por inducci6n, haremos los F.l"f\dos o, 1 

2,. 3, 4, y 4n. 

H"Ct 4, 21z) = Z 

rft
4

, 2;z) = O 

Para el grado 2. En el diagrema (•) se•ntl= tx y f= t•u. 

\•,¡' \ ea una ba•a da ~CL 4 , 2 ;z) y 21C = 215 = "'~ =o. Adere~s 

ff• g• h)(~) = (x+y,0,2s) 

(:!'• gw h)(,) = (O,u+v,2a) 

lm e:l'ecto de la estructura de. ra6dulo de ~C't 4 , 2 1Z). sabemos que 

2GI= 2~= O. Comotf= tx y f't.=.l•+G'·,'..:1'(1() ~jjtx) =X +f'X y C.Q.. 

mo tfx = y :!'(• ) = x + Y• .. ' •;? 

Por otra parte g(~) = g{tx) '7,. gi¡'.:o g{o<f= o. lhl gt•~ l+d" 

y ft' = o resulta que .:rc¡a) .=,~+Y,;,'!("') "' u .+.v. Memáll tenemos 
que h(tl )= ht(x)=dk(x)•'f(T)•i'2a; Por lo:.tanto .· .·;· · • · · .. : ·. 

h\(~;i:I'.2.;;;.;.ff}'.;:)·/ i , .... · 

Ahora, (:l'•gwh)~ .. ) = (o,o,o) luego·~;, o::.Pór;i~t~parte si 

atf + b' "o.:fJ'?~~·'.:;.:¡;':\:;~,b ~ (o;:L¡ 

~~:;~~~.'.::~~~~~:~~1!f i~~!l~~~"· 
ea el generador, entonces f'(f )~ r~;o\;' 1;k(i lc'l~·;()¡;,Y."iict )"'o: 

Ahora como i 1 O, (f• g){i)= (oio) :··s;,p~~~~o;'.'q;~.fC i Í = • z. , 
Y consideremos el eutomorfismo' d~. ~·.--~·;_,k;'. .. ~~e::'.\t~;-~~,~~:~-- B: ·~,~-- A 'C·. D • 

. ' ·-· ·-·· , .. ,,.·_···--'.·' ' ' is 
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Dado que Jf(!. 
402

;Z)= z
2
,en cohomología eee automor1'iemo l:nduce la 

identidad, Luego ei f( 1 ) ~ O entoncee g(t)~ O, De donde g( t) • w 

Por lo tanto Jf ( i.
4

, 21 Z) tiene un solo generodor !/ y 2 'I = O, A"!_ 

m~e, (1'g•h)(t) = (z,w,o). 

Pera el grado 4, Sealo'cif(I. 4, 21z) = z2• z2• z4 de orden 4, 

'13l que (f• g)(") = (a(x2+.,,2) "+bxy, c(u2+v2) • d(u~) ) 

2 2' 
El elemento 1 = ''+ ª" +_ cp , que tambie~ ee de orden _4 ea . tnl que 

(f•g)(&)= (a(x2+y2)+bxy 0c(u2+v2 )+duv) + (a(x2+y2),0) + (O,o(u2+v2)) 

= (2a(x2+ y2)+bxy, 2c(u2+ v2) + duv) = (bxy,duv) 

y por eer de orden 4, de l• propoe!oi6n 4,8 eabemoe que kf(&) ~ O, 

Por lo tanto b = d = l y h( g ) • + g1 

Sea r. tal que h(&) = e2 entonces~ existe & de Órden. 4 tal que 

\
2 2 ¡ 4 .. · .... 2 

o1 , f' ,&
2 

ee una baee de H Ct 4, 2;Z). ~ (f•g•h)(&) •( xy,uv,e •) 

edellll!e Ir = (e( +13 )S , En efecto, suponlJSm.oe que .· . 

8"
2 

+ b f 2 . +os ". o, ' ' .. · ... 
entonce e ( f•g•h (a•2 +b ~ 2 +e¡) ~(~(x~+2)+cxy; b(u2 +v2) , 092¡ 

· ·· >.: ;.¡o~o;o¡; ' · .. ·~ ... 
Luego •=b=c=O, Y por lo tan~ol~~>~~;~}ée~•ifoe~imente indopend~ 

· nte ya que H4(!, ;Z) ~ Z wz'ór{z'';'i'i.diiíiáa'• ; " 
4 • -~ __ -. , · .:_:;:_ :::-:_:~.r~-'-;~.}.'.~~~:~;;:~t~'.>'if~~~::i;:::·;-:,'_-_ ·:-.-:.- . -'.: 

(t•g•h)( (cc+19JS -t2)~\'.(ci~:Y:l;y~~~¡;¡;¡+v)uv~w2 ,o) • (o,o,o) 

::~~~:;;;~~!ll~I~lf ¿,.,,~··~" ..... . 
Tenem_os que;--.. ·, <-: .. , :,,:-'-iº"'_'f'::~i:Y~_f~"é'.Hf;:k~:.fc_1.'~~(::"':'~}.:-'.·.':-'.:-'. · · 

· ·. 2n"''""':··.•''2ñ:.2c/)'•é·'·.··>.·.,, .··' 2· n-1 ·. n 
o = f(f) = a0 (lt_+Y). , +a1 (l(~Y.> ;•::';'·~xy)+~ ~.·~ª~~1 (x+y) .. (xy) .· +o(xy) 

'· ... , . -
·' . ·2;,:;··:c ''.úí-2';'' :· ~ .. ·' '2 .. · n-1 · n 

O= g(t) = b0 (u+v), .+b1(u+v),, .. (uv)+.,,+bn-l(u+v) (uv) +c(uv) 
. - ' ,,·. . -· , . ' . . . . 

o = h(&) 
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Luego a0=bo• o. Cancelemos xr en la primera ic;ualdad y uv en ln 

segunda. 
2n-2 2n-4¡ 21n-2 I!> 2n-2 ,¡in-4 2 n-2 0""1.• +a2"- •· "+an-1" •b11 •b2r •· • ·•bn-1P ' 

• 0 & n-1 • 

Por inducci6n todos los coe!'icientos restantes son cero. /// 

Esta misma. t{lgebra la calculo' Bven.8, L,, [ElJ obteniendo 

_ . ,:.;.)zt~.~,i, ~ 1l 
H <1:. 4 2~ZL.=,;. • ' . ·. .. .. 2 t> 

' ~;lJ(2,0("o2~ =2" =41111"- ="f· ..- =~\l 
. :;;. '·1·-··''·'.· ·• 

';~-_: ::~~~---.. ·'_--::--
·~-.,-

El Último paso pnre._-_ pode·_;_(d_~_M-o!trar el teorema 1.1 es dar la iden 

tificaci6n del d.l~ll~r;i ¡f,h:.~¡z); con al¡¡una eubd.l¡iebra del d.lge: 

bra entera del ª."~.grupo de Sylow I. 41 2• 

r~do por, 

d =({ . ~1 ' r, =(~ ·. :) 
l'1 n·cci6n de ;y en"H (A• D;Z). = Z~{u,v,w) ea 

--du··=---v , - ------~·~_,:,,'.~:-~--~---· 

dv =u 
d w =· w 

20 

-·,.vi:;·-u+v 
·''1w=:·w· 

que esta gen!:_ 



' 

lle·:io.,t1'9.ci6n. ·· · ·· · · 

~ea H un polinn'11o i:wnrinnte b'jo w •. P.or serlo con ~es;~oto ad',·· 

R es un polinor.iio en u+v, uv (ver Dic;.cson [Dl) •. ~::·~em.ostraci6n -

eo ~ar in\\ucci6n. S11-p1'n~mos que ~l -f;:r~do-d~.·,~.-~eo'de ·~1a .. f'~~·n· 4n 

y rccorúemos r¡uo gr(u)=.~r(~)=2. ·· >~:' ... ( ''.:!;,-::-·'-- -
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1'rabajaremos con el ei~iente- diagrama 

--1.-~-:•º(l -d)~Hº(B¡Z) .. 

Hº(t41z)2- . ' 402 1, ® '.. . 
g•,. ;. ,. : ·, .. ,. - H'(A• D¡Z) 

f, g, _f', g' son loe h~--m~~~~fi'B~(;~. i.ndÚcidos en cohcmolog!a por 
. . . -, _,_:--.- -· .. 

lRs inclusiones .Cor'resp_óhdientei:s• 

5.24- Pronoeici6n-. · ·- Iñt·-.f~-:. -~-:·Irri-'.t '. 

DemoetI"lci6n. 'sea l'.
4

: it~X·B ,'( x•X) 0 la deecompoeici6n en 
·' .. ,. - ' 

(;1: 4, 21B')-claeee . y corieidere el die.l!'rema 

: > Hº(B;z) ' •', tx '.;;H 0(~;4,2x~1 1z) 

.....•......... ' ·... · .. :~:.~w:t;~~t~;f .~JJ~; . ..-·:·' 
Im t =H-(!. ·lzf2;;,p~,;;;iriit"\iarte-Kór'r'~·:l•iH~('f. ;i¡,,\,íue8o< 

.. ~ .. ,;~~t~~~~~f ~l11~@}\f,~f:~~¡j~:·t~~-
solo es· ~if~~~h~~ -de cero; si~x: Bxc:¿' 

4
· 2- :(Para _que ':8~~0- pP.s_e 

-X. ·.rA .. ·:
2
-:.'.; .-.'..;;·~~,:-~_\; --~ :~_,:_ :~'.:~<;;;:_;_ -~·/.:_'.·.:·f~~::-~i:~~:-?;;~,:0;}·--,~::~::~~:;:::_·-~{;::··.-'.:·-,:~ '. ·,·~:-: 

"t -. --,----._ ,-_.>--C:'---'-·_,,·-·:_cf::_:O¡--f-\0·.:c·rt'.~:~:0.',~f'.>~Jj.;7 ~7:;:-;;-,¡;--:"·;:;c;;:·t-;;_-_--'._,"."o:i , . " - .,, 

Aho"' ·~amo L4; ~ Frf ¡,}1'. ~;~,~:~~;, ~~\~~ª; ~ia~ee·~~obles · tenemos 

f't ;,i;~t1ad1 donde t
1

=l, i
1 

~:.~~ l 

por lo t~nto r•t =, r .. 
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5.25 Pro_nosiai6n. ·r 
Im g' = Im g 0 H°(.l.•D;Z)'. 



&\toncOB b •O, YI(• i("') os decir llC I• i • 

Probemos ah•l'll quo ft Im i. Como antoa Im f' • Im f. Luego exiote 

f•c H"(I.41&) tal quo r•(C'l • r(I) 

fi(lf•) • r(I) 1 gr(lf) • 3 recordemos 

eat'I generodo por lt , por lo tanto 

i(&'•) • ª' . u 10,1}. 
r(t l • n(I•) • ar(fl 

Y como r( t l • • 1' O tenemos que a = l i(I') • t 
Por lo tanto t f. Im i. 

2 2 2 2 . • 
Pinalmentef +E)& Im i, en efecto, como g~ +I) =u+ V +uve" 
(recordamos que g(~2 ) • u+v y g(5) = uv) e Im g• • ~ • Sea w 

€ H4~ 4 , 2 ;z) tal que gi(w)=g'(w)=g(/ 2+ /i), 

Ahora en grado 4, H•(I. 4 , 2;z) esta generedo por" 2,.~2 y S , 
i(w) = a11 2 

+ bjl2
+ o\ a,b1lo,1} y ct.\0,1,2,3}, 

de donde u2+ v2 
+ uv = g( ~ 2+&)= gi(w)= b(u2+v2 ) + cuv esto en -

z2t U, V] de donde u = U2 
t V 1: V2 

t b=l, Ca ,tl • Ademde . 

i(w) = a e 2 + ( p 2 
:!; S) 

por lo tanto a tt 
2 

e Im i y f 2 
:!; S E Im 1, /// 

5. 28Lema, Sea h Hq( L. 
4 2

;Z) (11' O , 21 + 4j = q) un elemento 

de la forma E =Z:. bij ~1 .'¡¡ j, si g(C )•A , entonces ter 

Demostraci6n, Recordemos que A =Z,L w,u2•v2 +uv) así, sí g(t )e A 
• 

i( j "" 2 2 r 2 tendremos que g(E)='l:bij(u+v) uv).= '-ªrs(u +v +ur) .((u+v)ur) 

(4r+6•)=q. 

Como i 1' o, a 1' O y ne hay termino en (uv)k solo, entonces 

g(tl='I..crs<p2+filr<p&lª, y g(t- ªr•(~24lrlf'l 8 ).o,s,io, 4r+6s=q, 

Adem~s, f(C)=O, y f(1.Crs<f2+f,)r(f' )s)=O, por tanto 
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C -l,cra tf2 4)r (f') 
8 

t¡ Ker t n tor g 

1 por la propoeici6n 4.16, eete elemento es de la fol"'111l 2f'· 

Pero 211"([
412

1Z) esta generado por&, y en la expresi6n no hay 

¡k' t '-0 IN•• E ~re<f2 +'lr!("l2•2&' • 

Be 4ecirt •'icro<f +Slr<f-Cl
8 

/// 

5.29 Lema. Si w 1 Hq(t.
402

1Z) q l"'r, y g(w)at., entone•• wcr 

Demostraci6n. Sea w=Ia1j~i'j+fbijf1&j + c6n iFO, 2i+4j•q 

•i cu/4n e.O pues f> genera eolo 4n. Definimoe E --Faifi6i-c~2..S)n 

• f b' ijf~j. º~ue ea de la forns del lema antei•iot't luego 

r•ij11.1&
1er 1 c<¡2..r.1,r • y,, r , si y eolo si,. e r 

llaa ad.n, g{C)=g(w)-c(u2+v2+uv)n, y u2+v2+uv fr , entoncee 

g(t)~t\, ei y eolo ei, g(w) "\' 1/ 

5,30 Lema. Si w• E HP<!
4

, 2;z),P impar y g(w•)cf\, entoncee w•c\' 

Dcmostraci6n. w•=wt con w de grado par. 

g(w•)=g(w)g(t)=g(w)• w, pues g{f)=w (ver dem. teorema 4 .• 21 ) 

luego del loma anterior w• r' y wS'aw 1 ~ r. ,,, 
Reuniendo eeta informnci6n (lemas 5.28, 5.29, 5.30) tenemos que -

para todo e E: Im i, a( t) '~ , y h \' • Ee decir 

5,31 Pro~oeici6n. Im iC: !" 

Estemos l\hora en si tuaci6n de demoetre.r el teorema 1, pues 1 es un 

monomorfismo, y de lEIB proposiciones 5.27 ·Y' 5.31 Im i= r , enton -

cea hemos demostrado 

1.1 Teoreira. ff'l(t
4

;z)1es le. subdlgebre r de H"(t
412

;Z) generada -

por \oe,t, ~ .. .¡.&}. 
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Ce.p{tulo II 

Las sucesiones espectrales son Ciertos t1:Pos .. d.e -~hcesionee d~ m6.du

los de (co) homología. Como 'suce8i6n~ ·e~wel~e~~un:·cie~t·o c~ncepto 
de convergencia a un módulo línrl:te 8n :~el ·-~entid~-_.cÍe ti~e~ .conforme 

tomemos tos elementos -de_, ta_· euO~·si~n~ -_' 108 -1:4~1-no~--:~·-: i>E':r-~_ir. de -una 

ci_erta _r,. a·~ .yt':n:·pQ~é_c.i_e~-~~ cBdá.·· VeZ ~S·'._~~~-~-~;~~~t'~).'~~-~;. _En nue.! 

tro c_asO_ 11~g9.--.\;,n mo-;n~~t~- en :el:cda1-:1aS<·t6~1riOS·,·de:~1a':-.Suce-si6n -, 

_ espectr~~ .. Boti·:1o·a ~i~·m¿:·g~.,:s·1 .-é~~-0 :-~~~-_B~d-;_:;\::·a~·,:;d_{I-tt}4u-~:-~i~':' ~uCe~·i-6n~-
espectral. ao-n.Verr.e ____ ái ~-cSdul~ : límit~- ~---A~!_, ~:~~;-'1~ --~~~--'.-_~s~amo-s ~bte -

-rl1_~~d~~-;-~~-~-: .:+:-:;'-~-~~.~s'~-ó-~ i_:d~-,,.-~6~UJ.~~\-~e '_:,; (·ó'~. >'Xh~~;~1:J:~i~ ::·ij~_~·'i:~ºn~e·~-e~n_ a . 

:.0';;¡1~i0~°1~1~~;;~i\~j?¡~~~"%F 
El capítulo: ·se.~ encuentra dividido-.- en··:cuatro;'.,eecciones;·:·:_en·:1es .. prime' 

· . - .. , ,, , .·_-:.~··:. F~ -:f::, ;:·t.:¡·;.:;-,;' ,,•,::;;o;!~:¿_,:_L<~';;;:"'·.;.>:_,.":··~;,-.:,-_:·:~~-"' ,,¡-,:;;-.:,/:i-~\:":,;~:-(;!.:;>'.;:..\-_>;,.,f_ ;i:--::?·-~~_ ... : . ;~ ,:·. _·.--< ~ '· 
ras ·.dos -se' dan ~_las~ definicion·e_s·, blisicas¡ ~'linclufendo ·_fla. de" Bt.icesi6n~ .- · 

,'. _:, ": -:·-' .'· "'_'( .. -,-~ -'' '. ·:--:.:..: ''{·~·; .~· ~--''.' ;._.',"'.'.-~'. '"-'. ·· .. '--:-_: '.'·' · <:".,':.'.·•.-' ":°'",i, e·-; :-1'. '-:>.":e;~ ._,,-_ •'---::' ,.,", ·. ''-·: __ , 
: espoctrat' sin' entrar.:::e·n:;mi!a_: detalles ::acelooa/de~··conce:PtoS;: comO -el--. de' 

• ·- -:·.,"__ -. -., '_'.- ,;-.• ·_i,· --('.:'"':':·;_;· ·-;~ ! t;;--y~~í:\.'¡.'·':"·C:·~:-·~:;i::.~;.!._.-_~'\o'.i~;:· ;_>;:'.: >'.".';-::_·;':(.~._.---OjC:.:-:-«:<~';°·;•-_¡ e,::i:-~ ,/;! ,:.:: . . ... -_= ·: · . .-

C OnVB~gB_OC_ia ,:./: e_l:: c~l -:.~e ( fo~~~ze.:~ .. ~~··~.la~_se_c~i6.n.'·.3 .~"-~N1:1_e_s_t_r~;·-_~rop6_s! _: ... .,··;;~~~!~IJ!lt~·~t;·' .. · 
El primer -.oorlcepto :· i1Dport9.nte :·en'.:núe_Btró:'. efitudi.0 _ es el . de· pare ja. -
exacia ... - ~---~-,---';>-, ,·,::;:;. ó:-'-o·:,-;-:j'~_.;·2:'~:t~;~~r:;.--;-_~o::;c.·,c;;.'..--,--".--y~-:- ~---;'':,_-.,;_,.~- _-.\7_.':':·-::.-.:-.--~-. -. - . .-·.--..,_._ --:.- .. -

. ,_·:.·---,-.· .. ·,·.,.e_:.,_,.__,:_:_::~~~}~='.-: :\1J<_~:.-:'.1_'.·;_~·;;;'.·.-v:.';:,;_:'1_,:.,:;.-,;t!---<-~··,::.: ::,.-.. . --~ . ~ .-
1 ~l . Definici6ri~·: Una :paro ja :exact~_:· cons.i~~e. ~·de -un_ par.: de md'dulos n; E '· . ,-- ---·-:- ... , ... ~,,. -_·--.,_;: -~.:_,,-,.,·,-.<·-:::::,-~ _,,_., .. ,::_,._,_,,_ .. ' 
'1 morr~emos ·et, f. ;: r '· ta.1ea·· q\i.~ -:·e1· :~-~~·e.~;f~;~ri1LngU10 ~' e-9-_'. exacto. en 
cada v.§rtice :.- ...:_. ·:'_::.:. .:~:_,:· 

D~XD 
E: 
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Considerecios una poreje. exncta de mddui~_s. bigrr.clu~dos.i D,E,~ ,p,1\ 
donde D=\Dp'q\, E={z:l'•.q\. p,qc z:si.los c~rfismos tienen bigra

doe (a,a•), (b,b')," (c,"c•_),.·re·~Íi~:ét·i.~~e~te-,'en-tor.ces, a partir de 

de la pareja exacta nnteri.·or -·~é- ·ab·ti~~e: ~.;_-_,~UcSaidil exe.ctn loree . 

.. _,_¡¡P-a,q-a.• t ~,q' !;. ',,•: j¡Íi,+a,q+a• f , ¡¡P+a+b,c¡+a•+b•.t_ .. 

:~:::·:~:~¡~~~~*;~¡f 'e· &.~ ... ·= ···• 
Ejemplo. -_ta: Pa_~e~_a_.~.Ex~_,c_ta~~e_.~_B_oc_~_stein'~'' ·'.·:~ .:_.." --.; 

~:t~;::rta?:•}.7j:é;I~i~~\~if~t~:,~t~~~i:.tJ:"•'s::la'.parej~ .exsctn de Bo~ 
Sea p un- prímo·~;_coneideremói::.~-la'{ eiguienta:' Sucesi6n- de: Coefi'c'fentee 

. -. ,·. -~:. __ ,:.--: . .-:'.·,;.,.:.;:-:P.'-:_,-.~,-~;:.:;,~-~~¡)/:~~2!"\':>.f-f-;:_.:~'.< . "' . 
o·_-z1_~z· _ z-· o_.-~-,'>_-: __ ;------

:· ·_ :. _:_··. '-~-· --'~t-_:-;-_{I\X;~¡~~"::it_Jf¡-~' ,~ ·¿·< _ '1 _,, - : ·-.: · 

Esta ·1nduce en_' oohD:riOiOe:!a~ la_:·p!lr-eja::._exBcta.' ·de ·Bockstéiñ. _ ~iguiente. 
' có- -': :¡ • . ' '" 

''~< ·'~~i~I ;•I 

·E=H"c;zi .. · 
. . ·' . , P. 

donde (( . ee el rDorfis~~:'_-1~~-4c_i'.d~::.-.~~-:,'~Oh~m~lo{da. por la muitiplica-

cicSn por p: '' .. ·o_·_-- . 
p e:· el. m~7fis_~o :~~-~~~:~~ por_ ol ·.homoniorrismo do red'Jcci6n. 

'f H (. ,Zpl. .. · .•· .. '· H·(. • ,Z) .•ata definido .de la ~icuionte 
manare. Sca:.x¡·H•(': ,Z: )_.- Represent9.moe por· e (un cociclo) 

' ' ' p ' 
B-la.claae de cohomología de·x; seleccionemos U."'18. cocndenn 

entem .e• , que- eB la irridgen de e bt\jo reducci6n mod p,-' ~to:'l-

27 



cH S o• es di visible por p y l (S c') representa n x. 
p 

f recibe el nombre de ler bnmono~fiema de Encketein. 

La. cooposioi6n di! p y el horr:oriorfismo de reducci6n nos dd un homo

morfismo 
---¡f!+l( z ) 

• p 

~ue ea llamado el se,,,1nd9 hompmo~fismp de Bpqketgin, di.ªª ademds 

un diforencial sobre B. 

Si consideramos la euceai6n ex~ota larga de cohomolos{a que ae obti! 

ne a partir de la pareja exacta de Bockstein, c1_ resulta ser el hoo2. 

morfiemo de conexidn. 

II. 2 .- PAREJAS DB:?IVADAS Y •. 
SUCESIO;IES ES:?!XlTRALES 

Conaideremos -la si&Üi~~t~_ P~_I-éjá. exacta de -_m6dulos bigraduados, con 

los morfismos y_._bigreciOs'.'_itÍdicadoS ·;_;-. 

morfismo 
.. " 

fl 
't 

bi8'redo 

(-1,l) 
. (o,o) 
(l,O) 

pill'ú (!J 1 ~) fijo 

d1 ee un diferencial, ~n erecto. d1 d1 = f*f' = f Clf l 't = o ya que Yf =O 

por ser la pareja exacta. 
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Ee cor.nin denotar H(E,d¡_) por E2 = ker. d1 / im d1 :¡ oonsidernrlo 

como un m6dulo bi¡¡r-.d•JO<lo, to.l qua d
1 

tiene ·bi¡¡redo (i,oi, l'!l.ra 

fp,q) fije tenemos ~,q = ker di'\ J i.i, ti{!,;, ~ 

Definamos n
2 

= im e( • Es claro .ciu~· D~'C: :·~n;: corlBid9,remoé.n:ie~ds el 

D2~:~~~>.·.··.··· 
·:·•···.·. !2;.·0 ; • 

. . ·.::~:/>:· ,,,., > -...~· ·.'!.::•·; . 

Sea cC 2 = ~J D, Como el mo~fi~lllº ~; ;_,;-~~U,•,i,6{i 1D2 ~D tiene bi -

¡¡rado (O,O) o( 
2 

= o(o i ti~n~:éi mism,°' ~iÓ.,,.do'. to decoripci6n de· 

~ 2 :f ~ 
2 

ee Hlgo l:llls C~~;ll~~d~:x,·i'ii ( . •. · .º· · . 
· ·"~''e··.,. .'~,···>\·-··1,'·-·/,r 

Definamo• P2•D2 E;i P_~r P2:1 "r~~~ y] ( t 1 denot• clE.ee de 

cohomolog!R) •. Pa.rn . just1_,r1Cá~ 1 ta_l ~· dc~C_1·_ip~i6n_ de ~2 • .: d~bEi:noe . proba'!' 

que x es un oo~icl~, ·p~--~O'.:;~~'.~-~~~,~p-~~-·;;9~~;~'-~º-r·:: __ ~~',:t~-~to .. _debo~-os de.r.icetrar 

que tp x] depende -~º-~º ::-,~-~-,-;~·_.l~~:-:~.~~!~:~~~~~emerl~~f~~e c(x es_·u.~n- c~fron, 
tero. En efeCto,.· gi ·· et:_·x_::._~ ".~,:·-~.1?-_~: .. ón~e .. ~_--:_x-.::. f :r_ . -con' y.' E2 _-tal que 
~x =fh = dy, de _dOndá·Yj-_"~~~-~-'.-~o-~r~~-t~~.--.-;_>. _:_ · -- :·· -·-.:·_ . _--- · · 
Definamo• ~2 1E2 . . D~ po~ 5'~,q tzP•'!l = tP•'\¡..P•0.1 ' nP+l,q, 

Ia demoot~ci~n de~q~~·t2·-.-~~t~,'-~i-~~-... ~é~_1,~~~:~_en:-.~-~~1-~á?.·._r. ln ·de ~2-~ 

2.2 Teoremn • La pe.r~ja·._~D2 ,~_,it;-,--~·~'~ .. :~;-2··l,~:~-:_.'~.-~~-;~;._:.-.~-t~ .. ~' 
DemoA+.~ci6n. P~ra,, pro~r ... ~1--teol'.'e~ ---~~-~.~s~~ª-~~~:·-~e~oStrS.r .. "_qUe ·el 

t.ridngulo que det1Jn•1iriRrl ee--.-Eixfi.ct_O_ -~-¡;-. __ cn·~a,-_:~v_ert1Q·e_~:\'~_.;:_·-·_'_, __ : __ :._': _.-:·. · . 
i) OXROtitud en D2 iZt!Uie.~do: el 2 t 2 C z].,° .it.[z]= 0, Rec!proccmc¡¡, 

to, ~1 x€Dé yd.Y.. = o·cnt~n_ce·s ~--':k:~-~:
1

-~\::Y·_. __ ;~--~-~Y· .C~n .. · 

:¡li. E2• Lueeo dy =~t;~o . y x~11' 2tyJ. 
\ 
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ii) exMtitud en D2 derecho• ~ 2 d. 2!x) =' 2!al x) =f [x); xc D2=k•rf 

as{_.! x = o. Rec!procemen~e, si~ (o( x) . ~ ·.º · ~n~on<'.'ªª px = ~.y 
ya E21 x ctr + x0 con x0 t. kerp 2• .·· · 

Hi) exe.otituñ en E2: t 1 ~ 1(11lx)= 1 1t~ xl=l\'~(x)=O •. 3eoíprooom•nte 

eit2t. z'] =o, entonce• z=.~x tzl =f2!1l;x).. ///, 

2.l Definición. La pnreja elCllcta \n2,E2,cl 2,f2,f:·2) es llamndn la 

piir,,,1A d .. ,..iy?d' de \n,s,ol, ~ ,'I } ·.~ --··-·· - __ . . 

El proceso descrito ~ntoriormente puede iterRree hasta obtener 1a 

r-&eima pRreje derivada. 

2.4 Teorema. SeafD ,E,et,~,t \ una pareja exacta, donded,p,t. tie

ne bigradoe (-l,l), .(o,o) y (l,O) respectivamente, Si la r-6eimn 

pareja derivada ea\ Dr' Er,"-r•Pr•'t rl entonce·s, 

. a) dr'~r''tr tienen bigradoe (-1 11) 1 (r-1,l-r) y(l,O) respectivamente. 

b) dr= Pr'tr tiene bigrado (r,1-r) y ea inducido porp,{•1t, 
e) E11•~ = ker d~'q / im d~-r, ~+r-l 

r r r 

Demoatraci6n. es inmediata, eplicando inducci6n sobre r. /// 

2.5 Definici6n. Una eucea16n eepectreJ es una euoesidn lE ,d \rl: t\ 
· r r 

de m6duloe bigraduedoe y morfiemoe dr(d;= O) t•l que 
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Notacidn. De aquí en adelante escribiremos E=E¡• 
Una eucesi6n espectral consiste de lo eiguientet 

a) Una familia !F{'q) p,q,r' Z, r~ l de módulos bigre.du.~les, 

b) Morf'ismos 

E!'•q 
2 

d
p,q,Ep C! Ep+2,q-l 
2 2~.----2 , 

q· 

E2,3 
1 1-------· 

.. ··~: 

~~· 
•:P:::::~"'-·m_o_r_f_i_•_m-rósi;P+r,q.:r+i , ~~· •..•.. · , 

r r -r· ·· · .:;1-·-···-<_ ~.~·-~·-·---
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e) Loe objetos #•q son obtenidos del ¡;P•q oor• 
. r+l . r a • • 

¡;P• C! = k~r. (dP' C! )/im, (dp~r;q+r-ll 
r+l ·. r . · . r .... 

2.6 Definici6n. Un eubcoéieri~e .-_de'.--un:·.:·~-;s~ul~-, M'.'·~~-:tin m6dulo do l~ fo!: 

ma M1/M•·· donde M' ··e lit• oon ~~br.1dd~;~~\d~-:~t,~:;_~--:. 
,_.;,_~, <<;;;,::- ;; '": · .. 

Ln euceeidn espectr~l mue'stra-e·- 0·~4;',f;·E·-,;!:Q~'r.i'Q·'&UbCOC:i.i:irite de. E 6 bien 
-.. ·'. ·.: :-,_:;·:-~:-'} .. r\'; .. :~;:.·:-'-!::'- _, __ :·, .. ,· ... _ 

de E2 de ln siguiente mane-ra: ª-ª~(_:,~2<i~-:(·p2·'.}~~--~~-º:~·_"~e ooci_cloe y· co-

=~;;:;~·;:~~.:~~f ~l~l~~~':: ~~ ::.~ 

~:~:~·~i~#l~ií~,,~~~,,~~·~~;7~~: 
: ::~·~~~/c~~l~~ri~[~~~·:·:"··· 
S_i. c~da -Er··_.e.s::.~;~~~~-~~~~,;_;;~-~~,~-º--~-~-e,-~~=~-{ ~-~/.~2; __ !_::.~r':_' ~~: .~,~r~.~.~~:··.ª ·.E o. 
part1r· de .·Una,_. 01e;tti'f i-~ :·: ~e\,P~d-r!~:.-pe·nser_.-,-a·~~ ·ia:;_-·au·a·e~16n · _ ~epectra1 

. coino ·una.' t~rii11~~:~~d:é:·~:~bj;~~oe .' riítraace; :· ·eri :·ef~~t~~··-· ,-::.'·'.. -~,-, . 
. , · .. ---<:.·.··.-:" ~.- .. -.- ___ ;/-,:." ·.:¡·;<- -'"':_:-.. ·;·i! ;v; 

~a u:~:=~I~!i~1t~,+b;,~<(~~;i~:\:!~:',_d+d~n~,~:q<: 1. p'•ra. coda ~~ 
~l=q~=';~~i~~:.;,~.·~.··.f.~. '.~!f~~~P~iJ;·: ·•· ..... ~o 

. - --.. _,,;.~:. '-<~·;.;_: ·< 
La euceei6n espe_ctral. ~U~ie· eScriti-*~~. ~;q-_::~_-_.·. #.:,~ 
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Tertr1innmoo e1:1ta. aecci6n con un e,1~oplo. 

. . ¡ . 

Ejemplo. la Suce~i6nEs~e;;tralde l!oclcstein. 

Coco ·U."\ ejemplo 'de .. ~.~~,~~.1~·~.··.'.e:t1p~~:-t~.7_:.-·~b·t_e~_tlre.mo.s ·lfl ·auce.ei6n es¡ioc

tml ·de -Boc~atein, ].~j~·~~~(··~~·~r~~~~:·.~:~!:ii~~~tÍte· en f'l _~~piít.ulo IIle 

Zn. 20:- -se-c~i6~::·1::' de·: es~~·:,,·~e;;-!¡~~·~·r~bi~~1M'OS'.' ie.--~1:e.r~ ;Ja oxnctc. de 
<-· -. .':-"-'.-'e,,_;_'.'·'·; \t;-_;';'..'. :,:_~.,,;_, ,_-",: . .__,: ,.',-:' ~ _- -.; .... ~·-.:- /'. '.··l~'':.; ,-_; :> .' . .; 

~ockBtein, Pplic},ue11'1os. ese.a.:idefl.s.:_ehort\~-a·~,un~eapacio 'topol6gico X, 
-· ·\\;'.-'-~:.2,:: "' ;;.~ '\~. ·:0<-::1\_\.':· .':/': .. :,;;\-/''.,y:· ... :~-~_,_., -.- · ·. 

oe:!: D ~ 1/'(x;~;;1tf_:;r_:;,f;' v¡Z) 
}·¡''~, ,:':}( :•• .' 
~ =;íf'(X¡Z ) · 
'·; "·:'.:·;::·~·~·:t.~'>;t ~:_.<' -. ,. . .. .. , 

de donde se o'atien·e· .'lf!-·. 'sUC~·Si_6~~-·e~·~·e~.~Ta1,.'ode_·'._Bockstpin cons 

···•· ... ~ =,'~~;c~i>:'.;~:~f(i,~,<~~p.~~lx1zpi ~ i 
::~ ~~:::~6:"é:~·.;t:~i:;zi?~g;f #1.~f fi · a41cu10 d• H" (t4; zi 

. ' _.,_, /_>.: ';·j,i(:<:,~;,'.;.'.: .. ~ ,' •) ... ;;'..•.'-~.·-'!;;':,:;.•·.:,~.·.;:: .. ,:·:.'.:\' . 
... .-; .. ,, __ '..-;/:: ';.'.3.;~_ ~'·'· ... :,. 'J,;,> '·~>.~'~ ' 

III; 3 SUCE~IC!!ES; tSBC~ÁLES DE 

. · .... ····.· ?·c~:~:°;~¿¡i2~~~~1iJ~~:]jfz:fut·;·: ......... . 
sea ·R un.m.illo ··.ª~~i_t.I'fl.ri.º,~_:·i ~o.r.,una.·:.fi~,.t?'IJO,~:~.~··.-~e.cre_cie'.flte de W'I 

~;:6~~~i~:·;·;:ti~~r~;~;~~~~~ri~g~~~~¡I;~~:~~ p:~ p t:~f~~: 
oientement'e ·.~'.,:::p·e~U:~n~:'.'f~~~~·'.~~":"ó'.2~,;~~~~\'~\1~f:ic.ient·~ment~ ,,.ande. •-,:.:-. '• ~ <' F ,'!,;_ ,•'->" '~,; :,',_,," • ·~':.·;/~~"; .:.; 

l<lde, unn filt~ci6~ d·~ ~¡.~~de~~~':'dtAJi~ fr m6dulo greduadeo Gr 1:, 

por Gr.= pPM f pP~.1Mii "¡)ll~~~f' ~;{\'. e~~~ ;{ m6dulo construido a 
part_i;. .d'e -'l~B: :tl~i~~~~H · .. -~].'e: .·a~~-:.·l\~,.-:·~-·; n·:;:~iÉUie'nté lema JnUOStre (\Ue no 

ee pi~rda·. mucha inr~-~~.~cii~n ~:l._· :P~ee.;·, di ;;! ~ Gr?ii. 
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3.8 LeitB. Sea fs?t: it• un 1:1orfsir..o que_ preaerva filtrfloionee 

con M y ?tº' mcSdulcis con filtrRcioli.es finitr.e. Si_Grftl}r M-ttr::' 

es wi isomorflBrr.o, ontcnce_~·-. f -~-~---~t-i: ieO!no~~ie~O • .-· . _ . 

Deoo•tre.ci6n. ;:" inme~.iatO:'ae Í~~ teorem•s .i.·i.aoMorfi•mo. · /// 

Desee.moa encont~.r··:unn :,·-~~i(~~,i~n·:._-l'~tre·'.- ;11 trli'C itS'1 ·_-y·_·. :·e\lc e 6i 6:-i P. e!Jec-· 
. ' -~: •: ,- ' _-::,_: . .;,._,,._,_' .• _,_, :"--;: ... ; .:._- ·.:,_ ·''' ··-: ,.-.. i ' - : '· ;,.: :_·-, ;.!: -- ''_e- " ' _._:·.' • 

tral pera ollo _ partire:nos '.de. le:. eie;uionte ;euceeitSn ··_ern.cta, :.' .--

. o .•. •. . .; ·;~~t( .... ·.·,,·j.~:;·~~:·;~~:·;.:'.(~;;,;:;;~~~;f . •. . '· o .. 
le. . Cu.al·_ induce: ~~::._si~i_e~t_e_ isµo_e~-~-cS_n--: e~e._·~_t':1.·-~ª_rEft·:.:·~'t :_.~~-h:",?!1_º1oe{o. ___ -_ .. _-

•• - Hp+q(P~t1)····.·. ·,;·~~·7.¡;;,~i~~~~~i.,;,,;;.,·,~:;~~~i~;?~if :;t~··: ;. ~~PA tl ( pP+ll-· 

de- la. cua~ ;_ª~-' _obt_ien~_:·=:unº_.-:;_pEir_e_je._(exe.'ct_~.:~ad_t\ _:pOr_fi;. ,,,~-:\:'<:_>--:_-_:_·_. _'}: 

bigre.do 'd/ U ' : · 
(-1;0( '{'.'.'.;•· .. : ... :. 

(o,o) 
(1,0) P;<Í;#;q ' :••·, ''''ÍJP't~;é¡;~P~('FP/P,ó.!"1")'''';;· .. '" ·· l!p+q+l(pP) 

. ·,_. -->-.:':-: -,, __ :_- :-·';·_~-":;,::-:·;~ .. ~::;':.~:~:)::~·;:,.::;_~;;:~:i.;{:';:~;',;'.~'~,~-~;- .,:._~:' --."' . : ' ; 
Dibujemos Una p~r_te ·de le.,~euce'.3i6n .er.octa..-.:_eri·ct~rminos ·de D y _E : 

• • -np,q. "' nP~1 ·q•1 · · (''. ;·;;.t:~c:~t~.~·" ~ ·•·· .. np,q•
1
-· .. 

Finalmente el diferencial·- ·_fl __ e~o_ia_~-º,: ___ ~i.l~(;;pa'.7~ je.:_ execta~- ee t 

:.: ~::.:·:::::::·;~¡¡;{i,iJi ~ • ... "'"'V ¡,•"i 
3.9 PropoeicitSn, Toda·filtt'flcicSií'.\F~~;d.8te:!-mina una pa~eje. exccta. 

' . ---:: ':'_-::~:-~-:)1;;/".~;-~%:!¿f~:':';'~i, ;·,_-:;'2-f-'":;:-'. .. -·: :':'e--_-·'-'·,· . 

Tenemos especial inte~~S,-.-e~:_.ló'S-~ é:g~tf~ij~~ :-~~, ~~;;~-d~-ne.~-~ ~- · 
._ -:--:.-:·-:._ ·.,·n'~.'.U--;:':;·/_•.;;;:-, -/·'--:' .... :_., ,_::.::. ·'·' . 

Sea C el complejo de cocndenCls_:_ (e_~->_,:_~--~_'\~.:---:~'- c_on_·_d_iferénc_iel' _de __ grR_do +l 
Denotemos la filtra.ci6n por.,F_Pc -::·:~_·'.~-~~~Ó·s-_·;qU~>~~:,_,~e~·-r_~cit>~~~- de_· 

tal manera que D = PpHp+q(C) ·y ~ ~;F~HP•c¡(c)/PPt18P+q(c), El dl!'>ron-
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Dibujemos dr en el ple.no (p,q), para_ ·esto cCrieidérEmOs a ~,_q situado 

en dicho ;;lanot 

;_· .. 

La n~6eima pareja deriV3dPa_~ue ee obtiene do la ~arejq ax~otn dadn 

por la filtrRoi6n ·¡¡aPc eetl dgda en Bus morfismos por1 

morfi amo b:t.grado 

e( n (-l,l) 

f3 n (n-1,-n+l) 

tn (1,0) 
d (n,-n+l) n 

De aquí se sie;ue de cw.nera. inmediata la eipuiente proposioi6n. · 
. . ' ,· . . ' . 

3.10 -Pro-posioi6n. __ T~da ·:r~~-~~~?,i6n·\ pP~}de,:.~ ·-~.o-~P~~--j~: ~e.~~~1~~- 11nn 

eucesi6n eepectro.1-.:': 
. . ·,;:' ·-"· - , .. : .-.• -,._.·, ,.- .• ·, - )~1'-~-_; __ ,_;· :J> . ,,., 

Nuestra intenci6n .e~u~ar l•s·ou~esl6niis2,~a~~ctml.;~ p•ra. obt~rl~r··1u 
formac16·~ ~Ce;~¿-. de .-.H~-(FC;f·:·:~·?;~-~t·1~!:d~~~f·ri~-n'6~i~·ie'~~:~-/d~.- ·-,.-~e· ~:tiara-:· 
est~ ·neoeaÍ'~~~Os' .·~;i·~~~a:-~-~-~-~-~~i~:i·~-~~~-~·d:~.1--~~h;~~~'~ri~~-: ·-:::¡-¡ª · 6~18e 'da-
moa a· continu'lci6n. ·--:-~ · 

A ·fin 'de simpliÍi~e~ ie.-nOt0.'Ci.6n; _eea'.n .=·p ·-~ ~q::·. 
. . "' ... 

35 



3 .u Definici6n. Una fil traoi6n j i>1'H) de un m6dulo graduado H esta 

acotada si p•re o•da n existen •=•(n) y t=t(n) talee que 

J,12 Definici6n. Sea H un m6dUlo gradundo, Una sucesi6n espeltrlll 

{Er,dr\ oonveree a H, (~'q · ::::;> H) si existe una filtreoi6n 

{•PH l de H t•l que lf'~q • +PH" I +p+l¡¡" pare toda p,q, 

3.13 Teorema. Sea iP1'c\ \ll'.a filtraci6n acotada de un complejo e, 
y sea \Er\ la euoeeidn eepectre.l que ésta detarmina. Entonces 

1 ) para cada p 1 q ~.:q = ~,q, para r •suficientemente" grande. 

u ) ~,q ~ Jf(c). 

Demostre.cidn 

i ) 

ii) 
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iPara p1q fijos pP+r+lc = O con r ersnde, ~uego Jl.+lHp+c¡(C)=O. 

iile igu:il manera tl>pHp+q(C) = !f(c), luego . 

.¡,i'HP+<!(c) / +p+lHp+q(C) = ~,e¡~. (:q. /// 

En la práctica las sucesiones espectrales se obtienen tanto de fil

tracione e acotadas como de parejas 'exactiiS. 

Finalmente estableceremos la nocidn de isomorfismo para sucesiones 

espectrales. 

3.14 Teorema. Sea ~ :C ~-e• un morfiemo de· cocadenae (!UO 11reserva 

tiltrsciones donde C y e• tienen filtraciones finitas. Si el morfi•-

"º inducido E (I,) 1 E (C) · E
0 

(C) de sucesiones espectrales es r r . r 

un isomorfismo para .a1gdri. ~, entonces 

H('Í) 1 F.(C) -:'~--F.(C•) 

Demostrsci6n. 

Si E ('i') ee.~·.i~~mo;f1Sm,o,>~~i~nC~-s·.--~-(<),p~rn e:;._-~-:Íambien 1~ ea 

c.ocor Es = H(Es=¡) e~t~nc~i;El~fJ:·7',G,t•Iil.¡~-~~-~s~mÓrfi~mc, •hora 

D.ei- lemB 3 .1 el . t;.;.iñii '\i'st.! ¿¡;,,~·~tr:B<io 'F ··- - 111 

Una importante 

jos dobles •. 

fuente de 

. ///;v:~:;··:::'-:·f";_;;r.-: :z;c. 
"':··:<;:-::;_:.~-: .:::·· ... :.:·:-; .. , .: -

II. 4 CO~'.PL!lJOS .-'~oDLEs 
comp~J:~,~·~: f~:{ ~·~a·o·~·· ~:~~<i~e llernados compl!_ 

4.15 Definioi6n. Un =:ajD dcl>l.e. ea un m6dulo bigraduadc M=(~:r-'q) 

p,q tZ con un diferenciol d1 
11horizontol" de. big~·aa (1,0) y un 



"[ . .., T':::, 
11P 1 ~''-•-' ---------Mp+l;c¡. 

', •.·' dl.:.\ 

filtrt\clOnes: Un~ 11 yer~i'c~i.~1• :y .:-·Urie.:·.r¡,·hb'~i-~~~i,á,'l:d·.:,:· '.:~'.:.".·' · 
-.~::--.:: r > 

4.lF Definit16n • !.e 'primera :r'i:i't'rri:Cié~: ·:;iF:./_:-: cefi."lida por 

38 

1 



r 
4.19 Df!finici~n. l-1 &'i11nd9 "'i1trtc16n 

11
? esta.. definidr._ por 

(IIP1'Tot(l'.)n) ~ p~j i.:p+j, j 

EJ. eie;uianto loro es fundament~l para la COÍlV~~;~ncta d~ lrs. S\\COSi~ 
nee eepectreleo· que· cFlciC-.:' riJ.·t~aci·i'6ri-~:;·~~-dlici·~:;-f:;. . ,. 

. -·-,,"'' ,".ó•·· ' .-•: -··. 

. . ,, " {-;_,-:; __ :f¿::-·:('.\'~~: .. ~<Q,: ':}:/:·: >·-~;_:) :/;-~ ~-~-·,_-;:. '.:·_-__ ". ,:, ; >:: ; . -. ·: ; 
4.20 Lema. Sen ~l un complejo•·dóble,.•L"" dosdilti-?.ciones. de Tot(;:) · 

- ' ' ·_ --,: '----~ -; ,-::·;--,'::;-~._;_{_,.«) ',:}\ ·-: :> ,'--~·;::_-:··.:-~: :~-:- ::~. :-.-·:-·' ,' _.: ' - ; " -
están ncotadas ei ·existe ;·un~nwnero·,~:ritiitCl'.--de::pU.tit·o'S',;(pJ·q) -.trtllis· que __ 

Mp,q F o. . .. ·.··.· '2},;?i-!'1?}~~,{cc{'h~·',:',f., .. ·;i:'~i; _'.,., > . . .· 
Demostrnci6n. Pijemoo la :líriea'.- p-t_ci~~ \t.n';prirn'erf. ~r1itra.Cic5tl :.eetc{·'.·def ·· 

' ' ' ,' .-'.".-- _'-··_·1''.: .. ,_•-._-<; .. ,, ;,•,.,··' __ ;! .;.\ ,_.•;:··_··. ''··:/ ,<,·. ·_ :, ' - : ";'_ 
inida. por desplPzr.r un~. -l!rieEÍ ·'Vef.tiC~:i··;:f.:·"1a)~i::(iÍ.iiéJ.ci~ ·.-"y>::·réC01éQiO.r _ ': · 

. ,. - . . - ; ·. , "-: ·;-, -·~'·. ·:·"·'.''·;·- --.-( .. -: __ ,_:J:;• ;:.;;_'.?~' .:;»;'.'''·;--.';";·'.;:',>':·.':_'· ~'._:~.'-- ~ :~ .. ,_ .. , ~~-='- -'·-.c-
tOdOB los t6rminoe deba_ja-_·_~e:· ell;~·:-.:~~-,1~1.c·manerc?:la~~oaf.:undt\',·f'ilt??:: 

ci6n se define movi~~d~ _,,,;;, :Ür.oa horizont•l ·hiicii a'~;1!.2. · /// 
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4,21 Teo~ema, Sea M un complejo doble y l1Br\ , l 11Br\ las euce

ei6nes eopectralee determiMdae por la primera y la segunda ·fil

traci6n de Tot(U.) respectivo.mente. Entonoes, 

i) Para cadu p,q tenf:mOE I~~·q,·.·=~E~'~ ·11#~q ~ 11~·~· para r 

grande. 

ii) I~,q~ H"(~ot():)) •.. , II~,q ~> lf(~ot0:)); 
Dem0Btrac16i1 ~ .': ·13.P."s .. t~i':_~:aPli~·~Í-'..'.~l; if!~·:-_ S~t-~~i~~ ~~~-~sí, ;'~o_mo· .~l teorema 

!~~!~:i:.:~~~~ª;j-~j~f t~~t~~cesi~o~~~·.~~p~~;8;~~· ,.· ~adas por c•do 

Si. J.~ =· :: ( cP_,q): _:~-,!,\'1·~:;·n·¿~:.1.111.~n.-._d!':.'Co~~ d.~~I! e e?ito"!'lce s e~iP..~I? •.u:. com-- .,,.. . .. - ·., ' ' .- . 

. plejo t~tal dé;~ocaci~;:{~'s con'dos filtraciones que convergen a 
H11 (Tot(l~)-)'.i:·~Ai'-_~:~~~~~-~:_1d·~; ;--~~~-~~.1~~-~~ .-8ep-~Ctrnles q,ue convergen a 

. ' . ~ .,. 

la cohorr.olog!a'.~é(ór,]t(M)' podr!omos caloularla por ·m•dio de 1B 2 o 

bi.en d~ IÍEi., i , .•·· 

A ·~on~i,~"¡7·~-~--~-~.'_.·_~e~C~ibii:"em.?s c6mo podemos calcular 11E2• Conside
remos' lá'.·suaeei6n 'espectral ~ue se obtiene de la segunda filtreci6n 

eu difer~~ci~i'es, de hecho, la restricci6n de d= e (d
1 

+ dII ), De 
.. .. .• . . • . ... +l 

le. definici6n ·de la fil traci6n tememos que 11.p'q= (# /P1' ) que 

pa·ra· ·~~~ ... cons.:Í.ste de todos loe términos Mp,q (p+q=n) qtte se encue.!l 

tren a lB. derecha de la lfnea verticel p+l. Por otra parte F~ con

siste de todos los puntea n la derecha de la linea p • 

... 
Además dp'q(llp'q) C 1,:P+l,q $ Mp,q+l ,Conclu!mos entonces que 

. . 

pP /l'P+l es la p-~sim .. columna con diferencial· dlI ... De: donde 

¡¡P•q= Hq(r.:P• d )= ker(dp,q 1•1PtO.-i.1Ptq+l)./im(dp'q1Mp,q-l-11P•'I) 
' II II. 11 

· .. II ,·.· . 
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Capítulo III . 

Calcularemos H111 (J: 
4

; Z) usando las euceaionea espectra.leD de Bock

stein 1 de Hochechild-Serre. 

IIl.l RESULTADOS !'R3LI!.:rt1ARES 

Se sabe que si G ea un grupo finito, entonces ~-(~;2) = H•(BG;Z) 

donde BG ee el espacio clasificante do a. Este heo~o nos permitira. 

calcular la euceei6n eepectral para llt
4 

1 así cnlcul~r H"(t.
4
;z). 

Recordemos primero c6mo se obtienP. la sucesi6n espectral de Eock

stein, qu••obto:virnos en el cRp!tulo anterior. Lo haremos para p=2, 
que es el primer caso que nos inte_res~ · ri~~s ___ la,- e.lave 'P-r::ira c~-1cu1.~r 
la 2-componente primaria de H•(t 41~>,• 
Consideremos la. siB\)iente suce·~-16~-',· d~- coeficientes 

2 . ·.·.e:··· 
o-z __,,;.z .. , . , } 2----o 

que induce la siguiente., suce-S':idri\'Bx-á-Oté. \liii-ga de oohomolog!e., 
,'· ."_;,.· 

( X a B 2: 
4

) -,- ._:-;_,:<·._.:-;(;~·.;~-,: ~,·.- ... --·--

• • .. Jf'(x;z) H"'<x'~>! . .: ~;;, ·· < 

¡f+l(x;z) :•d;Ei\. • 0if1•l(x;z) 

.. ·~:j}.:: 
. ·. Íf'(X;Z~) . 
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He.oiendo 11 = 1f(X;Z) '/ E• H"'(r.1z2) se obtiene l• po.reja exRcta 

D ,¡ D 

~EA' 
Bockstein con 

m=p+q. 

1.1 Lema. 

Demostre.ci6n, Consideremos las siguientes. sucesiones de coeficientes 

i ¡-r 
z2----• Zp2 ----z •. 

las aun.les nos inducen, en c~h~'~01oeía, el eit>Uiente diegramn 

if'(X; Z ) . 't ¡f+l(X; Z) . ·f ·· ... ¡r 
H"'(X;Z2) ---¡FA..:.•_· --...... if+1 (x;z2> 

Es claro que este d~egre.~. ~:O'.~t.~.i .. ~:· .. ~,~~~~- . f?. :_~·-~-:~,:~,. 
u término i'. = a"'(I. 4;z) ;. z2Jll(;·~,tr1, (oC~) 

. ,, .. '.'; .-.- .. -· -'.""•/···· :, ,._-,·;:.,_,.;;-

111 

·dim~= l, dimf= 2,.diml':=.3~ ~d~~· d(ol);~ 2 ,d(pl =·'t +oiF. 
V&ase Na~aoka, lr1. [N) , . .- .. - ... - . '·· 
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l,g L!m<t, d( 'I ) a d((~) = O •. 
/ 

. .· .·. •. 2 .. .· 
Demostre.ci6n. Cm10 d ea un diferer.cial,· d =·0• Lue~o,. 

4
2< f i = d( t • l(P >= a<t> .• d(.rp{-.;={id<~~1·.'.' dC11Jp t't.d<t>= · 

m2
p+•(t +tlf) =«2 ~ +o1X'.+ll 2 é+2~}~j'7a,i=o.c,. ···· Íll 

·.<·· ' ' '._ - - ,_ '' -- - _. -- J•_-:, 
,• ,.., ' .¡.· •'- -

Describiremos e. 

-Serre. 
Consideramos la 

1 

Sea F una 

: llochochild 

.. '··-"' -,\>/ -¡ -··'-· 

entonce e existe une. euC-eBi6n ~.espeOt-rB.l':~llnmadB; dá ·' Hochechild-Serre 

de la fo MM ' : ~:~Sf !~\~~:~~f~i~~~t~1~!f~I·!1"1:S('. . · .. • 
esta eucesi6n.-. BEtnt.:UtiliZRda '_:en'~.iB. c:9,;cC1órl\3·~ ( ~ra'- ún ·;'tra tilmien 

' - ,' -: <}·~·;':.;'.<:-;,::rr.. :,;:..-;'..,!°,";'-~!;:·;,t::,/;t, __ -,·,:,.;;¡;:-::,c \'::>·::f( .. ;;;~_,,:_:,_;,_., ___ :';;,\_::-. ~·- <·. -
to completo- di:i·'. aetd_··: sucéSi6ri'~aepectl-al',vfP.·ae;BroM'l·;< K ~). 

· .... ::·· ;:{it'
1

~f ~1i~;hl~lt~~j:~~;~~1~');~1{,~::~:~! ·~·· :• .. 
Proc~d8mOB a.: ~~~~,-~~-~~>~{:.:~-:'.,~~,r:?¡_d(~.~.~;_-._d·!~::·P~raJ1~·-._·au?esicSn espeg, 

::1 z:~ Bock~t~i~/ P~~••fe\~~:~f~fr1{~:~~/~,~P~~1~{~•otoria1. ªº· -

2.3 Propoeici6n. \~ ~2 j-l , ~?i \\•;;ii~~':~f~•.<~4 B
2

• > 

Demostraci6n, pes un ·elemento de E:i'y·n~~:;;]. kdlll~~o~fiemo de la 
pareja exacta. . ': .. _, ,- . 

Pi d d(zm) ·m-1, 1 ·) . d r mero recor emoe que = mz - Q ~ , p~e~ · d ::. es une._ er!, 

vae:icSn. 
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see. ta1l1 1 p~ • 'b.,,t•rt e ¡.d'). 

d(I•1ff~ + b
8
,tfªft) •O. Bn efecto, 

t a1j!4( 11
1> ~ 3 +•'Id( ~3> + fb

8
,t(d( f ">r t + ~84( i t> • o 

! ª11 <1"' 1+1 pj • • 13~3-11 t ~ > • Ib•t" f "-1< t •'f > w t • º· 

pues l d(o( 1 ) e HI l-ld( lt) = 1111-1 (11( 2 ) a ia( i+l 

d( ~ 3¡ • j t j-ld( ~) • jfj-1" <1> 

d( S t) a (d(9 ))ta O 

b t=O si s os impar. t~ o~ Si no consideremos el mis grande t tal 
• . •-1 t+l 

que b rl. O pura e impar, esto contribuye a q,ue b t ~ ~ no at 
•t' 2j t 2 • 

cancele, :pero ~ ~ es U.'1 cociclo, pues d(z ) = 2zd(z) =O, si 
r 2j t l • 

ahora substraeml)s \p lt J obtenemos un cociclo y b
8

t=01 t~ O 

Si chora. consideramos el m~ximo i tal ~ue a1j,l 0 1 tendremos ~ue 

( ) ( OI 1+1 aj 1 11 j-11 1+j a o mcd 2 por lo tente ª1j i ... + jd r no •• puede 

cancelar. r.cs ccciclos son do la fo= I' e1 j(« 1(> j), pero 11.1e- j 

con i + j =o mod(2) son cocicloe con i>j y (~r>j~i-j/2 • 

·Así una base pnrn ker d sen! 

Pesemos ahore e l!e oofronterae. 
i l¡ 4(11(21-1, ="21+1 

k = 0,1 

t 11 a<~ 2j•1 t ti =f' 2j•14c t t> • ttc c2j+1> p 2j4Cf > > 

= o +f{2j ~2jd(f> + f2jdvi)) 

pues es un elemento de z2(ot •f, ~ ). 
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Dete:n:iinemoe lB dimensi6n de loe elementos de la base de E2 , Recor

demos que dimolic: 1, dim p= 2 (Vdase [?f] ), do este mi:-.nera tenernos 

4 A3 5 2j 2 4 6 elemento 1 t11 , l(r , 11~ , ...... , " ~ , •••••• , , , ~ , ~ • 

dimensic5n1 3, 7, 11, •••••. 4 j-lt········· 4, e, 12. 

de donde obtenemos el siguiente result~do, 

4j ( 2j) 4j-l ' 2j-l) .Jll 2.4 ggrplariq, B2 "' z2 ~ 1 E2 = z2 ,f:( ~ , :12 = O en 

otro caso. Y de aquí ~2 j € H4j<r
4

1 'l:!l es la iaagen de nlgdn 

pj ~ H4j(t
4

1z) de orden 4. 

2.5 Propoe1ci6n, 4H4et41z) = O 

Demoetracidn. 

En [EJ,1 Evens prueba que H"(r2S t 2;Z) = Z(~.p.~ •fl / (2~,2~,2',4f,d.2 • 

<1(3 .~2 •f'l de esto y de que a4¡z:4 ;Z) ! Jt1t2S!21z), se sigue 

el resultado, 111 
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Por lo tonto to~o el•~•nto d• H'CI. 41z)2es de orden 0,2 6·4. Luego 

· ~2E. H4( t
4

1z) es U."l~ d-cofrontere. y .i; = O (m >O ). 

Este:n':>e ~ho~ en F.itu.,,ci6n de c?.1c'.llP.r ln. 2-torsi6n de H ( 4; Z). 

2.6 Prooonici6n. Z U ,ji; ,il 
(2a ,2~ ,4f. 
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Salo nos resta calcUlar ll\ 3-torsi6n, ·i::e.r.\' P.~Btc<.uatire~cs :1tt.s e1.ice

eiones espectrales de Hochechitd-Serr~·· y ;'ci~ .:Eb~~~et~i:'l~ 
; ,'•. ',_;',", 
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Del Teorert!I 3.14 C~1!'!tulo II er.Cemos <:,ue ei loe t~rminos E2 de dos 

e'.tceeionee eElpActr"lf!! son iAornorfos, ento!'\ce9 loe E son i aomorfos 

tene~oe que 

Hq(I 4IZ3l = E~q = Hq(A41Z3)z2 .: ¡¡'l(z31Z3lz2 • 

De Cartan [Cl sobemos que H•(z
3
;z

3
) = z

3
t u:¿• E("¡), luego noces!, 

tamos tan ~ola conocer ln z2-acci6n. 

-1 • z2 actua sobre z
3 

por1 g-g , En efecto, si z=f123)€Z
3
cA

4
c .. 

4 

entonces z2= (12)(123)(12), 

!!1cz
3

;z2) '11 l!ol!l(~(z3 );?.3 )= Hom(z
3
;z

3
) = z~ (donde~ es el espacio 

vectorial dunl de z
3
), 

As!, la P.cci6n es, si f4' zil entonces g---:f(g-1) = -f(g) 
3 

luego 

r -r 
u2-----f(ul) = ~ 
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m~ mis ~o nm 
SALIR DE IJ BIBUUTECA 

Allo..., •• !Coll calcular l~ euoesi6n eo,ectral de Boc¿ptein. 

Sabomo• que H4~Cl4 ;&3 ) il 

H4~-l<t41Z3) !! 

H"'<t4;z3) = O en otro caso 

1 la aucesidn eapeotre.l se obtiene de 

iaf obtenemos nuestro resultado fundamental 

3.8 Teorema. 

H" (t.
4

1 Z) '=:t Z til, ;i ,il'] 

(2ii a2'i='f =J\,ilr'L¡i"¡i1) 
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