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I N T 2 o D u e e I o N 

El objet.ivo de la t.esis es present.ar en rorma precisa una 
recopilación de algunos de los mét.odos it.erat.ivos para calcular 
la inversa de una •at.riz. 

Los prerrequisit.os son element.ales, bast.a sólo conocer un 
poco de Algebra Lineal, Análisis Nu•érico y tener alguna 
experiencia en progra•ación, pero independient.ement.e de est.o, 
el segundo capít.ulo de encargará de dar una visión general de 
los concept.os que se nece•it.an. 

Inicialment.e discut.ire•os la import.ancia 
problema en aplicaciones prácticas. 

que t.iene el 

Argument.aremos qúe est.e problema mat.emát.icam~nt.e encierra en 
sí una amplia· riqueza de concept.os. 

Es necesario decir que ya existen mét.odos para resolver el 
problema y est.a es t.ambién una rorma dif'erent.e de hacerlo que 
surge COlllO una opción para t.ot.alment.e mecanizar la resolución 
del problema. 

Estableceremos la t.eoría necesaria para t.ener un marco 
adecuado con el cual manejemos t.odos los concept.os que se 
requieren para el desarrollo del t.e111a, como por ejemplo la 
E.t.imación de los errores, Non.as Vect.oriales y Mat.riciales, 
·condición y Radio ESpect.ral de una -t.riz, et.e. 

Mencionare.os algunas de las dificult.ades que se 
utilizarse est.e tipo de mét.odos en cuanto al 
operaciones, exact.it.ud, condición y singularidad de 
et.e. 

tienen al 
núme:ro de 

una mat.riz_. 

Se estilllarán cot.as absolut.as y relat.ivas para det.erminar 
la exact.it.ud de la aproximación obt.enida. En est.a part.e se 
verá que es básico analizar el concept.o de norma de una mat.riz 
y lo que se ent.iende también por el nú..ero de condición de una 
-t.riz. 

En base a lo ant.erior, desarrollaremos det.alladanient.e los 
Mét.odos generales, el de Newt.on y la variant.e plant.eada en el 
art.ículo de Phipps_C 12 J. Las ajust.es los most.raremo• en 
t.erminos de : la aceleración de la convergencia del mét.odo, 
pequefta• modificaciones y las correspondient.es dif'icult.ades de 
hlplementación que ocasionan. 

Será vit.al la import.ancia que tiene para un método la 
correct.a elección de la matriz que será la aproximación inicial 
a la inversa y es por ello que nos det.endremos bastante en este 
punt.o para Justificar amplianient.e el porqué de tal elección, v 
para el caso de -trices que t.ienen una estructura especial, 
determinar una aprovechando sus características. 

Después MOStraremos los detalles para implementar los métodos 
nu .. ricuiente v cuál de ellos es •ás efectivo al implement.arse 
en la -quina. 

Mo•t.rare.os también comparaciones numericas 
algorít.mos va desarrollados para est.e fin. 

con ot.ros 

Final.mente exibiremos las conclusiones pertinent.es obt.enidas 
durante la elaboración del presente trabajo. 
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C A P I T U L O I 

DISCUSION DE LA IMPORTANCIA DEL PROBLEMA 

a) Ejemplos de la necesidad de caJ.cular la inversa de una 
Matriz. 

Es claro que todo planteamiento matemático viene 
terminas de encontrar la solución de un problema y la 
con la que la obtengamos dependerá indudablemente 
importancia que tenga dicho problema. 

dado en 
rápidez 

de la 

Es asi como nos vemos en la necesidad de resolver un sistema de 
n ecuaciones con n incógnitas lineal y nos proponemos métodos 
para encontrar la solución. Nuestras ideas irán en el sentido de 
plantear métodos y seleccionar el óptimo, es decir, el que sea 
más rácil analíticamente C hablando teorícamente ) ; si el 
número de incognitas es grande y va a ser resuelto 
numerícamente, entonces tomar en cuenta cual de ellos es más 
erectivo, sea por : el número de operaciones, la rápidez con 
que se obtiene la solución, la estabilidad, la exactitud que se 
alcanza, etc. 

Si planteamos en rorma general el problema decimos 

encontrar X e ~nxn tal que satisrace 

donde A es una matriz no-singular ( A,M e ~nxn ). 

Si M • I entonces X A- 1 
, y este es exactamente el problema 

que queremos resolver en este trabajo. 
Debemos decir que para resolver un sistema de ecuaciones no es 

necesario calcular la inversa de la matriz asociada al problema, 
ya que un método como la Eliminación Gaussiana es bastante 
erectivo, pero en otros casos si es importante tener 
explicítamente la inversa, como por ejemplo calcular la matriz 
simétrica positiva derinida 

C ( AL A )- 1 

o un múltiplo escalar de ella, sea o C. Esta matriz tiene una 
interpretación estadística,bajo hipótesis apropiadas, de ser una 
estima de la matriz de covarianza para el vector solución del 
Problema de Mínimos Cuadrados C 7 J. 

En algunos otros problemas de Análisis de Regresión y de 
Análisis Hultivariado se requiere también calcular en rorma 
indispensable la inversa de una matriz C 8 J. 

Así el cálculo de la inversa de una matriz es un 
importante y que por lo tanto debe ser resuelto de 
manei-a posible. 

problema 
la mejor 



I b) Co-.en~.u-ios Adicional.es. 

Antes de pasar a materia del Lema hagamos 
consideraciones. 

algunas 

Mencionamos en el inciso 
resolver un problema , y si 
visla numérico tenemos que 
inte1'esantes. 

o 
anterior que debemos de hacer para 
esle se plant.ea desde el p11nlo de 
resolver ñdemás olras cuesLiones 

Arirmamos que existen métodos para resolver lal problema. 
pero las diricullades prácticas que se lienen con lodos esLos 
métodos son 

i) El trabajo que se requiere para ejecutar un número elevado 
de operaciones. 

ii) La indudable pérdida de exaclilud en lales cálculos debido 
alSistema Punto Flotante que se este manejando y que será 
de un número rinito de dígitos. 

La primera diricultad viene como consecuencia de la 
complejidad del algoritmo que hayamos elegido y por supuesto si 
este requiere bastantes operaciones. 

La segunda es consecuencia de trabajar en una computadora que 
aunque sea lo más erectiva posible maneja sólo un número 
rinito de dígitos que haran que se pierda exactitud en los 
cálculos. 

Es entonces claro que para determinar que tan bueno es nuestro 
método para resolver un problema particular en una maquina 
dada, debemos esclarecer ciertas preguntas: 

1.- ¿ Cuántas operaciones son requeridas para aplicar nuestro 
método '? . 

2.- ¿Cual sera la exactitud de la solución encontrada por el 
método elegido '? . 

Esto en terminos numericos signirica establecer colas a 
priori para los resultados que se van a obtener. 

3.- ¿Podemos hacer una estimación a posteriori '?,es decir, 
¿ Podemos checar la exactitud de la respuesta obtenida ?. 

'·- En el caso de que exislan otros métodos, ¿ el elegido 
ejecuta menos operaciones '? , ¿ Es más exaclo ? , ¿ Es 
más erectivo ? . 

Se pueden establecer criterios para evaluarlas, uno de ellos 
para la primera y cuarta preguntas será llevando un conLador de 
operaciones. o hablando en lerminos computacionales cuanlo 
tiempo de procesador requirió. 
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En relación a nuestro problema, la 2a. , 3a. V !a. preguntas 
serán resueltas determinando cotas para los resultados 
obtenidos y criterios de comparación con los demas métodos o 
entre ellos mismos, puesto que algunos son el resultado de 
ajustar un método en la práctica viendo que con una pequefia 
modiricación la convergencia y exactitud del método es mejor. 

Recalcamos que todas estas cuestiones deben de tomarse muy en 
cuenta antes de iniciar un trabajo en estos terminas. Es así 
como quisimos incluirlo en este momento para rerlejar el tipo 
de problemas a los que nos enrrentamos y también la rorma de 
como llevar el análisis de los métodos estudiados. 
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C A P I T U L O II 

P R E L I M I N A R E S 

En esLe capíLulo daremos los result.ados más import.ant.es que 
serán uLilizados post.eriormenLe en el análisis de los mét.odos. 

Es import.ant.e sefialar que muchas de las demosLraciones se han 
omit.ido debido a que son result.ados de dominio común en Algebra 
Lineal Numérica y que en la mayoria de los libros de est.a área 
Y en los que se dan de ref'erencia vienen est.ablecidos. Sin 
embargo, se demuest.ran algunos que son dejados como ejercicios 
ejercicios en algunos de ellos y que son import.ant.es en el 
desarrollo del t.rabajo present.e. 

Los numeros que aparecen entre corchetes [ J son las libros 
donde encontramos los resultados mencionados y que vienen 
incluidos en la bibliograría. 

II ª• Horaas Vect.oria1es. 

Def'inición. Una Norma Vect.orial en IRn es una runción 
11 • • • 11 : !Rn ---->IR+ u { O > que sat.israce 

a) X () 0 •=) lf X fl ) 0 V JI X lf .. 0 (•••) X "' (0,0,. • • ,0) 

b) 11 et X 11 fl X 11 

e) 11 X + V 11 ~ 11 X 11 + 11 Y 11 

Ejemplos de est.as normas son; 

n 

11 X 11,_ L j Xi. 1 
i.=t. 

n 
L 1 Xi. 12 )•/Z 

i.=t. 

llXlt:o máx 1 xi. 1 
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Por ot.ra part.e, la 
relacionadas y nos es 
t.érminos de una norma. 

nocion de límit.e y 
út.il est.ablecer la noción 

norma est.an 
de límit.e en 

Teorema II. 1 Sea <xn>n una sucesión de n-vect.ores y x e ~n. 
ent.onces 

lim Xn • x <==> lim 11 X - Xn 11 = O e u. J. 
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1 ,. 
II b. Normas Matriciales. 

Consideraremos ahora el problema de extender la idea de una 
norma para las matrices. 

Se sabe que el conjunto de matrices [Rm""es un espacio 
vect.orial que es esencialmente idént.ico con CRmn . De manera que 
cualquier norma vect.orial en CRmxn induce una f'unción 
homogénea posit.iva def'inida que sat.isf'ace la desigualdad del 
triángulo y por lo t.ant.o es nat.ural llamar a t.al f'uncién una 
norma mat.ricial. 
enp~~w'~j':t:':-~~iJ! ·PJt ~n CRmn induce la norma de Frobenius 11 1 ¡.. 

11 A 11 .. 
F 

m 

< E 
i.=1 

2 
) 

Sin embargo, algunas de las normas mat.riciales def'inidas en 
esta f'orma no son útiles porque e~ta def'inición no da una 
relación ent.re la norma de 2 mat.rices y la norma de su 
product.o. Por lo t.ant.o, rest.ringiremos nuestra at.ención a normas 
mat.riciales que cumplan la condición ; 

Def'inición. lJna norma 
VAe!Rlxm 

mat.ricial 
B e (Rmxn 

es consist.ent.e 

11 B 11 ( .. ) 

con l ,m ,n • 1. , 2 , 3 , 

si 

•::on est.a rest.ricción , algunas de las normas vectoriales que 
dimos al principio no llegan a ser normas matriciales 
consist.ent.es puest.o que por ejemplo la extensión de la 
11 . 11:., es la f'unción L> def'inida para A e !Rm" n por 

l.> ( A ) -máx { 1 atj 1 ; i•1,. .. ,m j•1,. .. ,n ) 

la cual es una no:rma mal.ricial pero para 

[ : 1 

1 A -B - 1 

no cumple <••). 

Sin embargo, hay una f'orma más geomét.rica y natural en que puede 
so?'r <ief'inida la norma de una mat.r-iz. 
De est.a manera, si x e !Rn y 11 • 11 es alguna norma vectorial 
.,n CR" ·entonces 11 x 11 es la 'longitud" de x y por lo t.ant.o 
11 Ax 11 es la longit.ud de Ax , de donde def'inimos una norma para 
A 11 A 11 por el máximo valor- relat.ivo 
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11 A 11 sup ..lL~-~..lL 
>«>O 11 A 11 

esta es la llamada norma natural o norma matricial inducida por 
la norma vectorial 11 . 11· 

Se puede mostrar que a definición anterior es equivalente a 

11 A 11 • máx 
11 YI 1 = f. 

Por la definición de la norma matricial inducida tenemos que 

Si x ()O, 
11Ax11 

11 X 11 

----> 

sup 
)(()0 

11 A 11 

11 Ax 11 

11 X 11 

11 X 11 

11 A 11 

est.o sugiere la siguient.e 

At'irmación 

Ejemplos de 

Una norma mat.ricial 11 • 11 inducida es 
consistente con su correspondient.e norma 
vectorial, si "I A e !Rm><n y "I x e IR" 

111\.X 11 ~ 11 A 11 11X11 

ot.ras Normas Mat.riciales : 

n 

11 A ti f. a max E 1 ai.j 
i.=t. 

n 

11 A 11 00- max E 1 alj 1 
j=t 

Int.erpret.ando las dos normas ant.eriores significa que la 11 • ~I 
es el máximo de las sumas de los element.os de A por columnas 
mient.ras que 11 . 11a,es el máximo por reni;lones. 

10 



Definición.- Una matriz A e IRnKn es Simétrica si 

Definición.- Una matriz A 
Definida si V 

e IRnKn es Simétrica 
X e !Rn, X <> O 

Pasaremos ahora a definir lo que significa el 
característico asociado a una matriz. 

Definición . La función 

au - :>.. ªª" 
aza azz azn 

fA ( :>.. ) • 

anz ann 

P·.:::;,:itiva 

polinomio 

- o 

es un polinomio de grado n en :>.. que es llamado el polinomio 
caracteristico de la matriz A. 

Es de notar que las raíces de esta ecuación son los valores 
especiales de :>.. para los cuales las ecuaciones simultáneas 
anteriores poseen soluciones distinta de la trivial. 

Más formalmente pode1110s decir : 

Definición.- Sea A e IRmxn entonces los eigenvalores de A son 
los escalares :>.. para los cuales la ecuación 
fA< :>.. >-O posee soluciones distintas de cero. 
Los vectores x tal que A x • :>.. x son llamados 
los eigenvalores de la matrix A. 

Con la definición anterior podemos enunciar ahora los 
siguientes resultados. 

Teorema 11.2 Al y A tienen los mismos eigenvalores. 

Teorema 11. 3 Al A y A Al tienen los mismos eigenvalores. 

11 



p 
Teorema II., .- Si AL es eigenvalor de A entonces AL es 

p 
eigenvalor de A para p ~ 1. 

Est.os t.res últ.imos result.ados vienen comentados en C 10 J. 

Enseguida daremos una derinición de lo que entenderemos por 
el radio espect.ral de una mat.riz. 

Derinición.- El Radio Espectral de una matriz A e ~mxn es 

p C A ) = máx { Al<A> : Al es eigenvalor de A } 
l 

Teorema 11.5 .- Si A e ~mHn es no-singular ent.onces 8 • AlA 
es una matriz simétrica posit.iva derinida v por lo 
tanto todos sus eigenvalores son no-negat.ivos, 
est..o es. si suponemos que son 

A.t • X.2 , • , A.n 
dichos valores propios de 8 tendremos ent.onces 

~ An >O • e 6 1. 

Con este 
teorema que 
matriz. 

resultado est.amos 
nos determina 

listos para est.ablecer 
la norma espect.ral de 

Teorema II. 6 
l/2 

(IAllz•CpCAt A)) 

l/2 
C máximo eigenvalor de Al A ) 

En part.ícular si A es simét.rica ent.onces 

11 A 11 2 • P C A > 

e 6 1. 

un 
una 

Esta norma v la 1 e oo serán las más usuales en el desarrollo 
del trabajo. 

Enseguida daremos relaciones entre normas mat.riciales. 

Teorema II. 7 • Para cada par de normas mat.riciales,sean 11 • •alll 
Y 11 • 11' , exist.en const.ant.es H m ... 
que Y A e ~nxn t.enemos 

m llAll' ~ llAll ~ lillAll' e 10 J. 

12 



más aún , 
A. e IRm><n si 11 • 11 

entcnces 
V 11 • 11 ' son 

1/m~/ 2 11 A 11
2 
~ 11 A. 11

00 
~ 

las normas 1,2eoo V 

n~/2 11 A. 11 
. 2 

Finalment.e, daremos la equivalencia entre límite de una 
sucesión de mat.rices en t.erminos de normas mat.riciales. 

Oerinición.- Sea (An>n e IRmxn entonces 

lim Ale "' A 
le-->to 

< ••=• > lim 
k-->CO 

11 Ale - A 11 • O 

Asi, la norma nos proporciona 
discut.ir la convergencia de una 
siguiente sección ). 

13 
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11 c. Ha~rices Convergen~es. 

Esta sección nos permitirá preparar los conceptos bajo los 
cuales los métodos que daremos posteriorment.e serán 
considerados convergentes. 

Derinición.- Una matriz cuadrada es convergent.e si 
k 

lim A • O 
k-->CO 

Condiciones de equivalencia est.an cont.enidas en 

Teorema II. B Las siguientes 
equivalentes 

i) A es convergente, 
k 

3 proposiciones 

ii) lim 11 A 11 • O para alguna norma mat.ricial , 
k-->a> 

iii> p ( A ) < 1 C 6 l. 

son 

Corolario II. 9 A es convergent.e si para alguna 
matricial 

norma 

e 6 J. 

La condición de convergencia t..iene una just...iricaci6n nat..ural 
en el caso de que la matriz A sea simétrica ya que por la 
derinición de similaridad de la sección e de est.e capít.ulo 
exist.e una mat.riz P invertible y u_na mat.riz D diagonal t.al 
que .-

\ 
A p 

en ot.ras palabras, A y D son matrices 
t..anto tienen los mismos eigenvalores. 

De manera que las potencias de la matriz 
rorma 

n e IN 

similares y por lo 

A quedan en la 

( 1 ) 

y como la mat..riz D tiene los eigenvalores de A en su diagonal y 
si est..os son menores que uno entonces las potencias de la 
matriz D tenderán a parecerse a la matriz nula a condición 
que la n sea sea suricientemente grande. Este argumento Y la 
relación ( 1 ) muestran porque A es una mat..riz convergente. 

u 



Otros resultados que serán importantes puesto que nos dan 
condiciones bajo las cuales una serie converge estan 
contenidos en los siguientes 

Teorema II.10 La serie geométrica 

z 3 
I+A+A +A 

converge < ==• > A es una matriz convergente. 

Te~rema II.~1 .- Si A es convergente , entonces I - A es 
no-singular y 

-1 
<I - A) 

2 3 
I+A+A+A+ ... 

Agregaremos enseguida una consecuencia de la condición de 
consistencia dada anteriormente: 

Teorema II. 12 Si la matriz A es consistente entonces 

n 

llA 11 ~ llAll 

Los últimos cinco resultados vienen establecidos en C 6 l. 
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II d • Desco•posici~n de Matrices en Formas Diagonales. 

Daremos antes algunos resultados sobre matrices similares. 

Derinición .- Sean A,B matrices cuadradas del mismo orden, 
Entonces diremos que A es Similar a B si existe 
una matriz P no-singular para la cual 

-1 
B,. P A P 

Teorema II.13 .- Si A y B son matrices similares, entonces 
el polinomio característico de A es ,igual al 
polinimio caracteristico de B , es decir 

Teorema 

re e A. > [ 10 ]. 

II.1~ .- Los eigenvalores de matrices similares son 
los mismos y existe una correspondencia uno a uno 
entre los eigenvectores , [ 10 J. 
Si A x • A. x y p- 1 A P B , entonces por la 
derinición de eigenvector haciendo 

z p-1 X 

tenemos 

B z ( p-l A p ) p-l X 

p-1 A X 

p-1 A. X 

A. p-• X 

A. z 

Esto muestra que un eigenvalor de A es eigenvalor de B con 
z • P- 1 x como su eigenvector correspondiente. 

Argumentos análogos muestran que un eigenvalor de B es 
también un eigenvalor de A con la respectiva relación entre los 
eigenvectores. 

Teorema II. 15 Si A e ~nxn es una matriz simétrica 
existe una matriz ortogonal Q 
Q Ql • I tal que 

entonces 
est.o es. 

S Ql A Q 

es una matriz 
eigenvalores de 

A.i • A.i(A) 

diagonal que 
A 

i=1,2 

sobre su diagonal principal 

16 

tiene los 

n 

[ ~ ]. 



Por lo t.ant.o 

s Diag { X.:1.. X.2. ' X.n } 

y si 

1 X.:1. 1 máx 1 X.i. 1 

entonces 

11 A l l = 11 s l l = X.1 

Además 

s-1 Diag < )l.i:1., X.2 1 , , x.;; 1 } 

de lo cual se sigue que los valores propios de A-:1. son 

-:l. -:l. -1 

X.:1. X.2 X.n 

si el rango de A es n y 

X.n "' mín 1 X.i. 1 

ent..onces 

-:l. -1 -1 

11 A l l - 11 D ll X.n 

17 



11 e • Relaciones entre el Radio Espectral y las Hormas 
Hat.riciales. 

Es indudable el uso 
capítulos al próximo 
desigualdades importantes. 

que le 
teorema 

daremos 
que 

en los 
nos 

siguientes 
garantizará 

Teorema II. 16 . - Para las normas 1,2 e oo y A e IRnxn 

e 6 1. 

Por otra parte, para cada matriz existe una norma natural que 
es arbitrariamente cercana al radio espectral. 

Teorema II.17 .- Para cada matriz A de orden n y e > O, 
exist.e una norma natural t.al que 

p < A > ~ p < A > + e e 6 1. 

II f • Relación Ent.re los Eigenvalores y la Traza de una Hat.riz. 

Definición.- La traza de una matriz A que se representa 
simbolicament.e por Tr ( A ) es la suma de sus 
element.os de la diagonal , es decir ,si A •Cai.j) e 
IRnxn ent..onces 

Tr C A ) • 

Teorema II.18 .- El polinomio caract.erístico de una matriz 
cuadrada de orden n es un polinomio de..prado exact.o n 
con el coericient.e principal < -1 ) y el término 
const.ant.e igual al det.erminant.e de A El coericient.e 
de >.."-• es 

< 1 )n-i Tr C A > 

Son n eigenvalores, y si est.os son :>-.1,>..z 
entonces 

" E AL Tr C A ) y 
i.=1 

)1.1 )l.z • • >..n = Det. A 

10 
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II g .- Número de Condición de una Ka~riz. 

Para tratar el número de condición de una matriz requiere 
tener idea de cuando una matriz es bien o mal condicionada. 

Entenderemos que un problema es "bien planteado" o un 
procedimiento numérico es estable si a "pequei'ios" cambios en 
los datos ocurren "pequei'ios" cambios en la solución. 

Por lo tanto. si en un proceso numer1co tenemos estabilidad, 
podemos decir que los errores de redondeo que produce la 
maquina y el proceso en sí mismo serán acotados 
razonablemente. 

Entenderemos que una matriz A se dice ser "bien condicionada" 
ó "mal condicionada" si los cálculos son o no 

respectivamente, bien planteados. 
Asi. con este antecedente ,podemos decir que el número de 

condición de una matriz surge por la necesidad de medir el mal 
condicionamiento de una matriz. 

Tomaremos nuevamente como rererencia el problema 

{ 2 ) 

para obtener de manera natural este número de condición. 
Supongamos primero que los datos A y b han sido perturbados. 

sea por la rorma en que la maquina los represento o porque la 
medición que hicimos de ellos no rue exacta. Entonces en vez de 
en vez de plantear el problema original tendremos ahora : 

A { X + h ) b + k 

P.S decir, A rue modiricada por Ah y b por un cierto valor k. 
que esperamos sean pequei'ios. 

Por lo tanto, 

por { 2 > 

===== > 

entonces 

Ax + Ah b + k 

Ax b o 

Ah 

h m 

11h11=11 A 

11 h 11 

11 k 11 

k 

-1 
A k 

-1 

k 11 ~ -· 11 A 11 11k11 

{ 3 ) 

Esto signirica que el error relativo resultado de la 
perturbación esta acotado por la norma de la matriz inversa. 
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Ahora para determinar el error relativo causado en la 
solución por el sumando Ah consideramos 

> 

----- > 

usando 

A X b 

11 b 11 

11 b 11 

11 A 11 

1 

11 X 11 

(3) y (4,) 

11 h 11 

11 k 11 

1 

en consecuencia , 

11 h 11 

11 " 11 

11 A 11 

11 b 11 

-t 

llA 11 llAll 

11 b 11 

-i 

llAll llA 11 

( 4.. ) 

11 k 11 

11 b 11 

de manera que el error relativo en la solución esta acotado por 
el error relativo causado por la perturbación en el lado 
derecho de la ecuacion multiplicado por el ractor 

11 A 11 11 A-t 11 

de lo cual se sigue 

Derinición.- El número de condición de una matriz es 
-t 

cond ( A ) llAllllAll 

Debe quedar claro que cuando el número de condición cond CA> 
no és muy grande, el sistema ( 2 ) es bien condicionado y 
alrevés, si es grande el sistema será mal condicionado. 

Es de notar que no podemos esperar que cond ( A ) sea 
peque5o comparado con la unidad puesto que 

1 11 I 11 c.:ond ( A ) 
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II h • Aclaraciones. 

Durant.e el curso del present.e t.rabajo hacemos un uso 
indist.int.o de la mat.riz error inicial en la rorma 

A Bo ó 

' Eo - I Bo A 

donde Bo denot.a una primera aproximación a la inversa de la 
mat.riz A. 

Quisieramos aclarar que est.a bien just.iricado puest.o que 

I A Bo A-• C I - A Bo > A 
' en ot.ras palabras , Eo y Eo son mat.rices similares por 

supuest.o supondremos que A es una mat.riz no singular de 
manera que t.ienen los mismos eigenvalores y en consecuencia su 
radio espect.ral es el mismo. 

Es int.eresant.e hacer not.ar algunos result.ados más acerca de 
est.as matrices. En St.ewart. ( 1973 > pag. 199 los proponen 
como ejercicios. 

Si derinimos nuevament.e la mat.riz error Eo por 

Eo•I-ABo 

donde Bo diremos que es una aproximación derecha a la 
de la mat.riz A , podremos decir que 

A.-• B 
-tL------=---~-~L-

11 A-• 11 

Est.o es consecuencia de 

Bo A.-• C I - Eo > 
A-t. Á• Eo 

y 

Bo A-t. + A.-t. Eo 

por lo t.ant.o 

11 A-• Bo 11 

~ 11 A-• 11 11 Eo 11 
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asi que 1 u~:=.~:_Jl_p_lL--
11 A.-l 11 

11 Eo 11 

De la misma manera podemos decir que si Bo es una 
izquierda aproximada • es decir • 

ent.onces 

, 
Eo=I-BoA. 

11 I - Bo A. 11 ~ cond ( A ) 11 Eo 11 

El result.ado se sigue de 

A-• < I - A Bo> A < I - A Bo > 

---- > I-BoA. A < I - A Bo ) A-1 

~ 1 1 A. 11 I I Eo 11 11 A -l I I 

• cond ( A. ) 11 Eo 11 

inversa 

Podemos concluir en base a los ult.imos result.ados que si 
t.enemos una buena aproximación a la inversa por la derecha.ello 
no nos garant.iza que dicha mat.riz sea una buena inversa por la 
izquierda y viceversa. 

En Wilkinson < 1963 ) se menciona que en general los errores 
para los dos casos se comport.an del mismo orden y dan algunos 
ejemplos y coment.arios adicionales al respect.o. En Householder 
( 196' ) se hace un análisis pero t.omando en cuent.a los 
eigenvalores de las dos mat.rices error y concluye que la 
aproximación inversa izquierda t.endrá mejores result.ados que 
la derecha. Quiza valga la pena decir aqui que est.os resultados 
dependen bastante de la mat.riz original y entonces ella 
det.ermine el comport.amiento de la matriz error. 
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II i • Métodos Directos y H~todos Iterativos. 

Puest.o que el propósit.o del t.rabajo es mostrar algunos 
métodos iterativos para resolver el problema de obtener la 
inversa de una mat.riz , es necesario ent.onces dar la derinición 
de que es lo que entendemos por un mét.odo iterat.ivo. De la 
misma manera, en el momento de erect.uar comparaciones, las 
realizaremos con los métodos directos que son los más 
erectivos, de manera que también hace ralta derinir est.os 
ult.imos. 

Para encontrar la inversa de una matriz , los métodos 
numericos se han dividido en dos grupos métodos direct.os y 
métodos iterativos. 

Métodos Directos. 

Por métodos directos entenderemos métodos que dan la solución 
de un problema por medio de un número rinito de operaciones 
aritmeticas element.ales. El número de cálculos aritmét.icos 
necesario para la solución del problema depende sólo de la 
rorma del esquema comput.acional y del orden de la mat.riz que 
derine el problema dado. La inexact.it.ud en la solución 
encontrada ocurre como result.ado del inevit.able redondeo de los 
números en el transcurso de los cálculos. Junto con est.o, puede 
ocurrir la desaparición de los digitos signiricat.ivos al 
erectuar operaciones como la substracción de dos numeres que 
dirieren poco uno del otro. Esta perdida de dígit.os 
signiricativos puede ocasionar una import.ant.e reducción en 
la exactitud de los resultados de manera que es a menudo 
necesario alt.erar nuestro esquema comput.acional , o rehacer el 
proceso con un mayor número de díGi~os siGniricaLivos en los 
cálculos int.ermedios. 

El método rundament.al de est.e grupo es el método basado en la 
idea de el~n • El algorít.mo de est.e mét.odo • el cual es 
llamado " La Eliminación Gaussiana " consiste , cuando se 
aplica a la solución de un sist.ema lineal no-homogéneo , de una 
cadena de eliminaciones sucesivas por medio de la cual el 
sistema dado es transrormado en un sistema con una matriz 
triangular cuya solución no present.a diricult.ad. 

Los métodos directos pueden ser impracticos cuando la mat.riz 
que t.engamos sea bast.ant.e grande o sparse [ ~ J. 

Hét.odos It.erat.ivos. 

El cálculo de la inversa por un método iterativo es obtenida 
como el límit.e de aproximaciones sucesivas calculadas por algún 
proceso unirorme. La convergencia de est.as aproximaciones 
depende esencialment.e de los element.os de la mat.riz. El radio 
de convergencia depende t.ambién de una correct.a elección de la 
aproximación inicial en que el proceso it.erat.ivo se 
encuent..ra. 
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En partícular puede suceder que para algún proceso iterativo 
exista una matriz para la que el proceso converga lentamente o 
aún diverja . De este mismo problema pueden padecer los métodos 
directos aunque en este caso para ellos se tendrá que la 
solución obtenida no se parezca en nada a la original. 

Podemos adelantar diciendo que la inmensa ventaja de 
esquemas iterativos consiste en la simplicidad y unirormidad 
las operaciones que van a ser e€ectuadas y por lo tanto en 
posibilidad de completamente mecanizar el proceso de cálculo. 

los 
de 
la 



C A P I T U L O III 

CALCULO DE UNA HA1'RIZ APROXIMACION INICIAL 

III ª• Introducción. 

Este capítulo prepara los elementos para mostrar cómo 
calcular una apropiada aproximación inicial a la inversa de 
una matriz dada. Decimos que la aproximacion inicial Bo es 
apropiada en el sent.ido de que produzca una matriz Eo = I - ABo 
convergente. Esto es import.ante pues los mét.odos que daremos en 
los siguientes capítulos requieren de una matriz error inicial 
convergente. 

III b • Condición de Convergencia. 

Para ent.rar en mat.eria, supongamos que Bo es 
aproximacion inicial y derinimos la matriz Eo como 
obtenido, es decir, 

nuest.ra 
el error 

Eo=I-ABo 

y supongamos que si el mét.odo que t.enemos necesit.a que la 
matriz Eo sea convergent.e, y por el Teorema 8 de la sección C 
del capít.ulo anterior deben de cumplirse cualquiera de las 
las siguientes 2 condiciones: 

lilll 
Jc.-->OO 

11 Eolc 11 • O 

ii> p C Eo ) < 1 

El segundo crit.erio es el que vamos a utilizar para 
que para ciertas elecciones de la mat.riz aproximación 
Bo, nos produce una mat.riz Eo convergente. 

mostrar 
inicial 

La importancia de la convergencia de Eo radica en el hecho de 
que en todos los métodos planteados el error cometido queda 
siempre en potencias de est.a mat.riz, razón por la cual es 
necesario que Eo sea convergen~e. 
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III e • Formas de E1egir La Hat.riz Aproxi.aciÓn Inicial.. 

En est.a sección supondremos que los eigenvalores de la mat.riz 
A son Al , AZ , • • • An. 

Aproximación inicia1 en la foraa Do • w I , donde w > o. 
Supongamos ent.onces que nuesLra aproximación inicial es de la 

f'orma 

Bo w I 

donde w > o. 
Para esta elección la matriz error inicial toma la f'orma 

Eo•I-wA 

de manera que sus eigenvalores son 

µi. •:l. - w Ai. 

Supondremos además que las µi. son reales. 
De manera que si queremos que esta matriz Eo sea 

necesit.amos 

p < Eo ) • máx 1 :l. - w Ai. 1 < :l. 

est.o se cumple si 

-:l. < :l. - w Ai. < :l. 

< ··- > -2 < - w >-.;. < o 

< ---- > o < w Ai. < 2 

< ---- > o < w < 2 
~ .. -

.., 
.., 

.., 

convergente 

Por lo t.anto , Eo será una matriz convergente cuando w cumpla 
la condición anterior. 

Esta relación muestra porque inicialmente pedimos que w 
f'uera mayor que cero. Ya que si w < O tendríamos que saber 
como son los productos w Ai. para conocer como se comportan 
los eigenvalores de la matriz Eo , pues por ejemplo si alguno 
de los Aj es positivo y w < O entonces :l. w Aj será mayor 
que :l. de manera que Eo no será convergente. 
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En consecuencia si A tiene eigenva1ores positivos y 
negativos entonces Eo no será una matriz convergente < cuando 
usamos por supuesto 1a aproximación inicia1 Bo • w I ). 

Pedimos inicia1mente que µL e IR L•1, 2, n , si no 
ocurriera así, e1 análisis de las condiciones bajo las cuales 
Eo es convergente sería más complicado. 

La .atriz error inicial Eo es una .atriz Simétrica. 

Por lo que vimos anteriormente nos convendría tomar 
que f'uera simétrica,ya que de esta manera garantizamos 
eigenvalores son reales. Aprovechando esta condición, 
y Kel1er C 6 J, sugieren la elección 

con 

Eo tal 
que sus 

Issacson 

En ef'ecto, con esta aproximación inicial la matriz Eo es 
convergente. 

Para mostrarlo, haremos algunas observaciones 

1) Eo es una matriz simétrica, 

C Eo )l • C I - A Bo >l 

e I A a Al )l 

It aCAAt>l 

I a A At 

I A Bo 

Eo 

de manera que 

p C Eo > 

2) Si ~ es un eigenva1or de A , entonces ~2 es un eigenvalor 
de la matriz simétrica A A t, en consecuencia 

a ~z 

es eigenvalor de 

Eo • I 
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puest.o que si x es eigenvect.or de A Al y por lo t.ant.o x<>O, 
t.enemos 

e 1 - a A Al >x • Ix - a CA A l>x 

X a (l\.2 X ) 

( 1 a l\.2) X 

µ x. 

Con est.as dos observaciones podemos ahora 
queremos que 

P e Eo ) < 1 

ent.onces deber a ocurrir que 

máx 1 1 - a ll.•2 1 < 1 

es decir, 

máx 1 1 - 1/TrCA Al> ll.•2 1 < 1 

pero en el capít.ulo ant.erior mencionamos que 

n n 
Tr C A > - E au • E l\.j 

i.=t. j=• 

donde los l\.J represent.an los eigenvalores de A, 
nuest.ro caso; 

n n n l 
Tr C A A > E E a•jaj• 

j=• 
E ll.j2 

i.=t. j=• 

lo que implica que deseamos 

máx 1 < 1 
n 

E ll.l 
j=i. 

y es claro que 
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asi. 

»..;.2 

o < < 1 
n 

E »..l 
j=l 

»..i.2 

---- > -1 < - < o 
n 

E »..j2 

j=• 

).._¡_2 

---- > o < 1 - < 1 
n 

E »..l 
j=• 

por lo t.ant.o, 

1 

).._;.2 

máx 1 < 1 
n 

»..j2 E 
j=• 

de manera que 

p < Eo ) < 1 

en consecuencia, Eo es una mat.riz convergent.e. 

Los pasos que seguimos muest.ran clarament.e cual es la idea 
de elegir asi la mat.riz aproximación inicial. 

Primero, Bo asi escogida hace que Eo sea una mat.riz 
simét.rica. 

Y segundo, era convenient.e que 

)...;.2 

< 1 ., 

lo cual efect.ivament.e ocurre de manera que el result.ado 
queda est.ablecido. 

En general , el result.ado sería ciert.o para ~oda a t.al que 

máx 1 1 - a »..;. 
2 I < 1 
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V como Eo es simétrica ( suponiendo por supuesto que Bo •a Al> 
entonces 

máx 1 1 - a ll.lz I < 1 

< > -1 < 1 - Ol At.z < 1 V 

< ---- > -1 + a ll.l2 < 1 < 1 + a ll.l2 V l 

< ---- > o < a ll.l2 < 2 V 

En consecuencia • Eo será también convergente para las a 
que sean de la rorma 

2 
O < a < 

Una cuestión importante ahora y que será necesario considerar 
es el de elegir a tal que sea rácil de calcular operacional v 
computacionalmente. 

Aproxi.aoiones inicial.es de Pan y Reif. 

Pan V 2eir C 11 J proponen la siguiente aproximación inicial 

considerando 2 valores para t que veremos enseguida. En 
ambos casos Eo • I - A Bo es una matriz convergente. 

Toman como primer caso 

1 
i ) 

de ~anera que con esta elección tendremos 

p C Eo > < 1 

< ---- ) máx 1 1 
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pero por derinición del radio espectral 

AL2 ~p(AAL) 

además , por ser 11 11
1 

una norma natural 

y por cumplir la condición de consistencia 

tenemos 

O ~ Ai 2~ p ( A AL ) ~ 11 A AL 11,. ~ 11 A 11
1 

11 AL 11
1 

V 

así. 

o < 1 

de lo cual concluimos que 

p < Eo ) < 1 

por _lo tanto Eo es convergente. 

Aho~a para cuando t. es 

1 
ii ) t 

los a~gument.os son análogos y se llega a 

máx J 1 1 

ya que 

O ~ Ai 2 
:$ p ( A AL ) ~ 11 A AL 11

1 
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por l.o t.ant.o 

o ~ 1 

de lo cual se sigue que nuevament.e Eo es cónvergent.e. 
Podemos t.odavia comparar est.as 2 ul~imas elecciones, dado que 

11 A Al 111 
V 

así . 
>..Lz 

1 ~ 1 
11 A I~ 11 Al 111 11 A Al 111 

en consecuencia . 
>..Lz 

máx 1 
11A11 111 Ali! 

l 

~ máx 1 

por lo t.ant.o,la primera elección de Pan y Reir es mejor que la 
segunda puest.o que provocará que el. radio de convergencia de la 
mat.riz aproximación inicial. , o equivalent.ement.e su norma. 
sea menor y en consecuencia el error comet.ido se reduce. 

Co•paraciones. 

Debido a que en las últ.imas dos elecciones una de ellas 
result.ó mejor que la ot.ra • opt.aríamos por t.omar la que obt.iene 
mejores resul.t.ados ,pero debemos t.ener un poco de cuidado pues 
al moment.o de impl.ement.ar numericament.e est.a elección podría 
ser más cost.osa . Por est.a razón daremos un cuadro comparando 
el. radio espect.ral de la mat.riz error considerando las t.res 
elecciones ant.eriores y t.ambién el número de operaciones que 
requiere cada una de ellas. Ent.enderemos que una operación en 
la maquina represent.a una mul.t.iplicación o una división 
mient.ras que las sumas y las comparaciones ent.re los element.os 
de la mat.riz no son t.omadas en cuent.a por ser racil.es de 
eval.uar. Por ejemplo • sabemos que las ent.radas result.ant.es de 
una mult.iplicación de mat.rices C • A B son de la rorma 

32 



n 

cLj • E aLkbJcj 
le=• 

Entonces cada CLj representa n productos y n . sumas de 
manera que en total son n operaciones para cada CLj, de lo 
cual se sigue que para calcular todas las entradas de la matri2 
e nos llevará nª operaciones. 

Las matrices que utili2amos rueron con entradas aleatorias 
y tenían una dimensión de 5, 10, 15, 20 y 30. 

El cálculo rue hecho con el paquete HATLAB (1983) en una 
computadora compatible con la PC - XT de IBH marca Printarorm 
modelo 5220 con procesador 8086. 

N 
VALOR INICIAL 

5 ·10 15 20 30 

1 
a .. ------------ • 9895115 . 9977254. .9998900 . 9999982 .99999971 

Tr ( A Al> 

t .. 1 . 991994.5 .9999661 • 9999130 .9999984 .99999974 ---------l 
11 A "· 11 A 11, 

1 
t.'•------ .99014.51 9999606 • 9998868 • 9999980 .9999970 

11AAlll1 1 

Debemos mencionar que estos números son muy cercanos a uno, 
es decir , estamos en el límite del radio en el que convergen 
las matrices, y esto veremos despues que provocará que la 
convergencia de los métodos planteados en los siguientes 
capítulos sea lenta. También podría suceder que si p < Eo ) es 
muy parecido a uno. entonces la matri2 error no sea convergente 
debido a los errores de redondeo y entonces el proceso pueda 
diverger o converger lentamente. 
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Enseguida mostramos el número de operaciones que requiere cada 
una de las 3 aproximaciones iniciales. 

VALOR INICIAL TOTAL DE OPERACIONES 

l 2 

a • 1 / Tr C A A ) n + n - 1 

l 2 

t - 1/11 A I ~ 11A11 1 
2n + 2n + 1 

l " 2 

t' - 1 / 11 A A 11, 2n + n + n 

Viendo la última tabla podemos deducir que en terminos del 
número de operaciones, el primer valor es el más adecuado. 

Analizando el último valor obtenido podemos notar que el 
sumando n3 provocará que cuando la dimensión de la matriz sea 
grande resulte costoso tomarlo en cuenta para que sea ractor de 
nuestra aproximación inicial. 

Para enriquecer un poco más la discusión daremos otra elección 
también sugerida por Pan y Reir que a pesar de que reduce el 
radio espectral de la maLriz error aumenta signiricativamente el 
número de operaciones. 

Supongamos que >..1 • l\.z • • • • • >..n son los eigenvalores de 
la matriz simétrica A Al de manera que 

por lo tanto 

y 

haciendo 

• 2: >..n > O 

con t* - ---~---
Al + >..n 

Arirmamos que esta elección mejora las 2 aproximaciones de 
Pan y Reir dadas inicialmenLe v también la propuesta por Keller 
e Isaacson. Veamos. como 



~ -An ( O 

---- > 

~ 1 - Ant. *< 1 

Est.o muest.ra inicialment.e que 

y por lo t.ant.o Eo es convergent.e. 
Most.remos como queda explícit.ament.e su radio espect.ral. 

p < Eo ) P < I 

max 1 Ai. t.• 

1 An t.* 1 

1 - -~~.!l-
Al + An 

-~!.-~2".'l._-_ _?_A_n __ 1 
Al + An 

-~!.-":.2). .. 'l. __ 

Al + An 

-~L=-~.!l-
Al + An 

not.emos que aquí es bast.ant.e claro que p ( Eo ) < 1 pues 

---- > 
y 

ent.onces 

1 > -~~-~-~~- ~ o 
Al + An 
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Podemos también mostrar que p C Eo ) 
bastante clara en terminos del número 
matriz. As.í, 

tiene una expresión 
de condición de la 

p C Eo ) • 11 Eo 11 • -~.!-=-?l.o_ 
2 

:>-.1 + ~n 

_?l,,!_ 1 

--~º-------
_?lo!.- + 

:>-.n 

11 A I ~ 
:::::::::¡:::::::::::: 

1 

1 

-~-~=~~~----------"A I~ -::::::e::::- + 

11 A-•,~ 

1 

__ s22g_i-~-l~ _____ ! __ 
cond C A ) 2 + 1 

O también escribirlo en la rorma 

cond ( A ) 2 + 1 - 2 

cond ( A ) 2 + 1 

1 --------~---------cond C A ) 2 + 1 

Vale la pena comentar en relación a las ultimas expresiones 
de p C Eo ) , que cuando la matriz A sea mal condicionada. el 
radio espectral de la matriz error será muy cercano a •ino y 
entonces estaremos en el límite de convergencia para la matriz 
Eo y en caso contrario si por ejemplo nuestra matriz A se 
comporta como una rotación y conserva distancias, su número de 
condición será cercano a uno y por lo tanto p C Eo ) será muy 
cercano a cero lo cual optimiza la elección. 
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Es necesario mencionar cuán cos~oso es calcular el valor de 
~· pues para conocerlo debemos ~ener el eigenvalor más grande y 
el más chico o equivalen~emen~e la norma 2 de A v de A- 1

• 

Ahora ral~a mos~rar que erec~ivamen~e es~a elección mejora 
las 3 an~eriormen~e mencionadas. 

Primero veamos que sucede cuando se elige el rae or ~ en la 
rorma 

1 

~ -
para es~a elección es rácil ver que 

p ( Eo ) • 

1 -----~!l----
11A1 i. 11 lll. 

Entonces nos gustaría que sucediera 

< --=·- > 

< =---- > 

__ C:!.-=-C:!l
~·-1 + ~ .. n 

1 
____ C:!l _____ _ -~~~-!~ !~~~-ll~-~-
11A11:11Al 11, 11 A 11 

1 
11 Al 11

1 

A.1 + A.n ~ 2 I I A I I 1 I I Al I I 

lo cual erectivamente es cierto pues~o que 

A.l ~ p ( A ) ~ 11 A 11, "I 
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Para el ot.ro valor que proponen Pan y Reir 

1 
t. ----------

most.ramos ant.es que 

máx 
ll.i. 2 

máx 1 

11 A 11. 11Al11. 11 A ). 

de manera que por t.ransit.ividad obt.enemos t.ambién la 
est.ablecida. 

Falt.a ver que con la elección 

1 1 
t. ----------- ----------Tr < A ) n 

E ll.l 
i.=t. 

t.ambién mejoramos la aproximación inicial. Ent.onces 

1 -~~!l--- ~ 1 --~!l--
ll.• + ll.n 

E ll.l 
i.=t. 

< ----- > ----~!l---- ~ --~~!l--
E ll.i. ll.l + ll.n 

i=t. 

n 

< ------ > ll.l + ll.n ~ 2 E ll.l 
i.=t. 

y por supuest.o que est.o t.ambién se cumple. 

mejora 

Hay un coment.ario adicional. est.a mejora es limit.ada aún 
t.eniendo de ant.emano ll.• y ll.n < Pan Y Reir C 11 1 ). 

Not.emos que est.a mejora es para cualquier mat.riz A , pues 
solo usamos la propiedad de que A Al ruera simét.rica posit.iva 
definida. 
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Hicimos la comparación cuando el valor de t es 

t. 
_____ ! _______ _ 

11 A 11 ,11 Alll, 

cont.ra la mejora 

• 2 

t. • --------------Al + A.n 

Se usaron ··una mat.riz aleat.oria de 5 
rot.ación en la ~orma 

A 

después una mat.riz mal condicionada 

A [ : 

" 5 

o 

y ~inalment.e una mat.riz ort.ogonal de 10 x 10. 

una 

:J 

Los result.ados·se •u~st.ran en la siguient.e t.abla. 

39 

mat.riz de 



l'fat.riz 

Aleat.oria 

Rot.aci6n 

HaJ. I 
Condicionada 1 

Ort.ogonal 

Orden 

5 

3 

Número 
de 

Condición 

9.02-l30561556 

1.0 

2 !····~" 0+10 

10 j 1.0 

1 
p <Eo) 
cuando 

1 El.:.= ---~---Al 
1 A• + A.n 

o. 99990352767 

2.4U062 D-16 

1.0 

p <Eo) 
cuando 

1 Al 
B.:;,=-----------

11 A"·" ALI~ 

o. 999966119310 

0.5 

1.0 

1.045687 D-15 8.7668016 D-01 

Concluimos est.a sección diciendo que realment.e si obt.uvimos 
una mejora en ciert.os casos pero recalcamos que est.o es a cost.a 
de calcular previament.e A• y An lo cual en general es caro de 
obt.ener. 
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III d • HiniaizaoiÓn de1 Radio Espec~ra1 de 1a Ma~riz Error. 

Para enriquecer un poco más la discusión daremos algunas 
consideraciones más acerca del problema de reducir el radío 
especLral de la maLriz error. 

Nuestro interés es ahora en el sentido de obtener que esLe 
número sea por supuesLo menor que la unidad pero lo más peque5o 
posible.es decir.queremos que p < Eo ) sea mínimo ~ara cierta 
elección de Bo, donde Bo es un múltiplo de A . Esto se 
~raducirá por lo tan~o en que obtendremos la mejor aproximación 
inicial a la inversa de la matriz dada. 

Consideremos el caso cuando la ma~riz es de 2 x 2 v por 
supuesto que sea no-singular. En tales condiciones nues~ro 
problema es 

mín 
{

I 1 

1 1 :>-.n t } 
donde AS v A2 son los eígenvalores de la matriz A. Supongamos 
además que AS V AZ son reales. 

Como :>-.s v AZ son rijos para una matriz dada en~onces el 
problema de minimizar queda en términos de t, que es el rac~or 
por el cual multiplicamos a la transpuesta de la ma~riz 
original para obtener la primera aproximación a la inversa. 

Visto en el plano el problema queda 

/ 1 1 - "''i 

------------- ---------

los pun~os que satísracen nues~ros 
comunes de las dos runciones y es 
minimiza nuesLro problema. 

requerimientos son 
claro que el punto 



Para det.erminar el valor de t.•, el cual debe cumplir que 

1 1 - A.tt. 1 1 - A.zt. 1 

por lo t.ant.o .. dicho valor deberá sa.t.ief'a.cer 

( 1 A.t t. ) ( 1 )\.z t. ) 6 

( 1 A.t t. ) ( 1 AZ t. ) 6 

( 1 A.t t. ) ( 1 )\.z t. ) 6 

( 1 A.t t. ) ( 1 )\.z t. ) 

que se reducen a los casos 

( 1 A.t t. ) ( 1 AZ t. ) V 

( 1 A.t t. ) ( 1 AZ t. ) 

Analizando el primero de ellos t.enemos 

1 - A.t. t. 1 - AZ t. 

< > A.t. t. AZ t. 

< > t. ( X.t - X.z ) -o 

si ocurre que ll.t. • ll.z ent.onces es el caso t.rivial , pues 
t.endremos que la mat.riz A dada es un múlt.iplo de la idént.ica; 
si t. • O, nos conduce a que la aproximación inicial es la 
matriz nula Bo ~ O lo cual no t.iene sent.ido. 

Asi que el caso int.eresant.e es cuando 

1 >..t. t. • -1 + >..z t. 

< ---- > 2 

< ---- > ----~----- - t.• 
A.t + ll.n 

asi que est.e valor minimiza el problema. 

Generalizando est.a idea t.endremos para A e ~nxn 

min 

1 A.t. t. 

1 ll.z t. 

1 1 - A.n t. i 
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el cual visLo en ~n sera ui conjunLo de n-hiperplanos que 
con~endran el pun~o ópLimo L que buscamos el cual ahora 
deberá cumplir 

1 1 - A• L 1 • 1 1 - A2 L 1 • • • 1 1 - An L 1 

pero es~as igualdades sólo 
cual nos lleva en~onces a 
por pares de la igualdad 
debemos encon~rar 

las podemos 
considerar 

anLerior, 

manejar en pares, lo 
~odas las combinaciones 
de manera que primero 

máx 

máx 

máx 

-'ª~.!.--
Al + A2 

-'ª~.!.---
An-1+An 

l · l 1 -

l · 11 -

-'ª~~--
Al + A2 

-'ª~~---
Al + An 

-'ª~~---
A n- 1 +An 

I · . 

I · . 

l · . 

--'ª~!l--
A l + >..2 

--'ª~!l--
A l + X.n 

--'ª~!l---
X. n - 1 +>.. n 

1 } 

1 } 

1 } 

y despues de ~ener esLe máximo por cada conjunLo Lomarnos el 
mínimo de ellos y Lendremos resuel~o el problema. 

Podemos decir q~ien es esLe mínimo pues~o que los 
eigenvalores de A A los podemos suponer 

En~onces 

y 

------ > 

A.t + Aj ~ >..1 + Az 

1 -'ª~!l--
Al + A2 

;;>:: A.n >O 

'I i.,j • t. • • • • • n 

1 --'ª~~-
At + X.j 

• n 



puesto que los máximos son en cada conjunto 

1 - --~~~
x. .. + )\_z 

1 - --~~~
x. .. + )\_¡¡ 

• 1 - --~~~-
"-• + )\_4 

1 - --~~!l- • . . • 1 - ---~~'l.-
)\_z + )\.¡¡ )\.z + X.n 

• 1 - -'ª~~-
"-• + X.n 

, 
1 

_ _ ___ 2_)\,.n __ 

X.n-t. + X.n 

De manera que el valor que minimiza el problema es 

1 --~-~~-
"-• + X.2 

Nuevamente hacemos hincapie en lo costoso que es obtener este 
valor, ya que envuelve explícitamente el problema de calcular 

algunos de los eigenvalores de A Al. 

Bajo este mismo orden de ideas podríamos preguntarnos también 
cuando 

p<Eo> O 

< ••••• > max 1 1 - X.l t, o con t > O 

< > 1 - "-• t - o 
.., 

< > t. 1/l\.l .., l 

< > x. .. )\_z -. - X.n 1/t 

< > "' l\.j .., l ,j 

> A Al 1/t I t > o 

> ( rt:' A ) < rt:' Al ) -I 

----- > rt:' A es una matriz ortogonal. 

En conclusión podemos decir que el radio espectral de la 
matriz error es cero solamente cuando la matriz original es un 
múltiplo de una ortogonal. Esto no nos debe de extrañar dado 
que si A es ortogonal entonces 

A-t. Al 



En la tabla anterior se muestra una aproximación inicial a 
una matriz ortogonal para la cual p < Eo ) dió 1.045687 D-15 
y no rue cero debido a la precisión de la maquina. 

Como conclusión podemos decir que tenemos rormas de calcular 
la aproximación inicial, pero debemos de considerarlas junto 
con alguno de los métodos que se verán en el capitulo V . 
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C A P I T U L O I V 

CALCULO DE UNA MATRIZ APROXIHACION INICIAL 
EN ALGUNOS CASOS ESPECIALES 

IV • a Introducción. 

La idea principal de este capítulo es mostrar que podemos 
mejorar la aproximación inicial a la inversa cuando las 
matrices tienen una estructura particular. 

Estas mejoras van en el sentido de que el radio espectral de 
la matriz error se reduce más y por supuesto indica que 
obtuvimos una aproximación inicial más ajustada a la inversa. 

Haremos las respectivas comparaciones teoricas entre los 
resultados obtenidos cuando tomamos el valor de t que usaron 
Pan y Reir en su artículo v las nuevas modiricamos propuestas. 

También se muestran algunas implementaciones numericas que 
comprueban las resultados obtenidos. 

Todos los programas que se desarrollaron rueron hechos con el 
paquete Hatlab y la computadora mencionada anteriormente. 
Muchos de los resultados estan considerados en C 11 J. 

IV b • Matrices Si.ét.ricas Positivas Detinidas. 

Supongamos ahora que A es una matriz simétrica positiva 
derinida cuyos eigenvalores se encuenLran ordenados de manera 
que 

• ~ A.n > O 

Tomemos entonces la aproximación inicial en la 

Bo • t. I con 
t - __ !._ __ 

11 A 11,, 

rorma 

Cabe señalar que Eo en estas condiciones hereda el ser 
también una matriz simétrica positiva derinida v por lo tanto 
va no es necesario que Bo sea un ractor de la transpuesta de la 
mat.riz original. 

De esta manera el radio espectral queda en lo rorma 

p ( Eo ) • max 1 1 - Al t 

1 A.n t. 

- ¡ 1 
>-.n 

1 11 A 11,, 
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1 -~!!-
11 A 11 

< 1 

pues O < >-.n :S p < A ) < 11 A 11, , de manera que t-ambién Eo 
es una mat-riz convergent,e. 

Veremos que si logramos una mejora respecto a las 
que proponen Pan y Reir. Primeramente con 

elecciones 

t • ____ ! _______ _ 

11 A l l 11 A ll I 
1 

Dado que A es ya simétrica positiva derinida entonces 
elegimos inicialmente 

Bo • t Al 

cuando 

obt-enemos en estas condiciones que los eigenvalores de la 
matriz error son de la rorma 

De manera que 

1 - >-.1: t, 

p ( Eo ) • max 1 1 - -----~~~--- 1 
11A11, 11 Alll 

- 1 - ----1~--
ll A 1, 

Así que debemos ver que se cumple 

1 

< ---- > 

< ---- > 

< ---- > 

--~!!-- :S 1 

11 A l l 

--1~--- :S 
11 A 1 ~ 

--~!!-- :S 

11 A I ~ 

X.n :S 

---~~---
11A1 f. 

--~!!.--
11 A 1 ~ 

1 

11 A "· 
lo cual es ciert-o. 
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NuevamenLe por la relación enLre los 2 radios especLrales de 
las elecciones de Pan y Reir se ob~iene que para el valor de 

~ - ____ ! __ _ 
11 A Atll._ 

se llega a 

1 - --~ll-- ~ 1 - -~~---
11 A I l._ 11 Az 1 l._ 

por lo ~anLo • Lambién logramos una mejora. 
Para esLa elección 

Bo L I con L • 

Lenemos 

pCEo> ~ 1 
______ ! ______ _ 

n 1 / 2 cond( A ) 

va que, 

p ( Eo ) '" máx I 1 - >..l ~ 1 

1 - >..n L 

además 

y por las equivalencias enLre las normas maLriciales 

---- > 

----- > 
__ ! __ _ 

11 A llz 

(.8 

__ !_ __ _ 

llAllz 

____ ! ____ _ 
n1/2 11 A 111 



----- > 1 -
__ !: __ _ 

1 -
__!: ___ _ 

11 A 1 ~ n'-/2 11 A 11._ 

reemplazando A por A-t. 

1 - 1 -
______ ,!-_____ _ 

n t./2 11 A-t.I ~ 

cu:u:mm:m ) 1 - ____ !:__ ~ 1 - __ :~-!~~-!k 
11 A - '-1 ~ nt.n 11 A - t.11._ 

por lo t.ant.o, 

p < Eo ) 1 -
______ t ________ _ 

n '- / 2 Cond < A ) 

Se hizo una prueba con una mat.riz simét.rica posit.iva 
derinida la cual rue el product.o de una mat.riz aleat.oria de 5x5 
por su t.ranspuest.a. Obt.uvimos que con 

t. - __ ! __ _ 
11 A 11 

p < Eo ) = 1.7657811009824710-15 y la cot.a que acabamos de 
obtener quedo 0,552786404500043 mient.ras que con 

t. - _______ ! ______ _ 

llAll llALI! 

p < Eo ) • 3.5315622019649400-15 

Con ot.ra mat.riz aleat.oria p < Eo ) • 0.998124734429357 y la 
cota del error dió O. 999032426240966 mient.ras que con la 
elección original de t. p < Eo ) • 0.999996483379039 

Por ot.ra part.e, si ahora consideramos 

t. - ____ !. ___ _ 

11 Al A I~ 

y elegimos 

Bo m t. I 
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llegaremos a 

p<Eo> ~ 1 
_____ ! ___________ _ 

n 1
/

2 cond < A Al ) 

0Lra elección puede ser, usando 

---~-----
A.1 + A.n 

v recordando que 

V 

a considerar ahora 

Bo 

y obLener una expresión para el radio especLral de la 
error en la rorma 

p < Eo ) 

y erecLivamenLe 

11 -

1 -

1 

------~-~~-------
11 A 11.z + 1/11 A-11~ 

---~----

--------~~~=~~~--------
-~-~-~~J2_~=~~~-:.-~--

ll A-'l lz 

--------~----------
11 A I lz 11 A - •, 1z + 1 

------~-------cond C A ) + 1 

p<Eo><L 
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IV e • Ka~rices Fuer~e Diagonalmen~e Doltinan~es. 

Consideremos que A e ~nxn es t'uerLe diagonalmenLe 
por renglones , es decir , exisLe e e ~ Lal que 

n 
< 2 - 1/n"' ) 1 all 1 > E 1 a;.j 

j=• 

dominan Le 

Para esLe Lipo de ma~rices podemos considerar que la 
aproximación inicial puede ~ornar la rorma 

Bo • diag < 1/au. , 1/a22 , . , 1/ann } 

f., ... o 

- o 1/a22 

o o 

de manera que la maLriz error Lendra la rorma 

o -at.2/a22 o 

-az:1./au. o o 

Eo 

-an:1./a11 o 

EnLonces 

máx { E 1 ajVajj 1 } 

j<>\. 

Por det'inición, 

n 

e 2 - 1/n"' > 1 au. 1 > E 1 alj 1 
j=l 
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n 
••••- )i, a I c:aau. 1 - 1...,... .. ,.. r: G•J I ... I .... I 

------ > 

------ > 

de aqui que 

j=l 
j<>i. 

n 
1 au 1 < 1 - 1/n e) > E ai.j 

j=t 
j<>i. 

( 1 - Vnc ) > E -1-:it-~-
j=t 
j<>i. 

f I Eo 1 ¡
00 

~ 1 - 1/nc 

1 "'i. 

"' . 

Analogamente podemos mostrar que si nuestra derinición ruera 

n 

( 2 - 1/nc ) 1 ajj 1 > E I ai.j V 
i.=:1. 

esto es,si tuvieramos una matriz ruerte diagonalmente dominante 
por columnas llegaríamos con el mismo análisis a 

11 Eo 1 ¡
1 

:!> 1 - 1/nc 

es decir, en los dos casos tendríamos que la matriz 
inicial es convergente. 

Vale la pena hacer notar lo simple que rue la 
aproximación inicial a la inversa de la matriz. 

Terminamos mostrando un ejemplo de la modiricación. 
La matriz que tomamos para que cumpliera la derinici6n 

orden 10 y ~iene la rorma 

A 

20 

1 

o 

o 

1 

20 

1 

o 
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o 

o 
o 

1 

o 

o 
o 

1 

20 

error 

primera 

es de 



de manera que cuando 
inicial obt.uvimos que 
que con 

t. 

usamos la 
p C Eo ) 

mejora en la aproximación 
0.0866025403784'' mient.ras 

____ ! ________ _ 

f1All 11Alll• 

se obt.iene p < Eo) • 0.998112815166071. 
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IV el • tlat.Pi.ces fii-gu1alf'es. 

Supongamos ahora que la mat.riz A es t.riangular 
superior o inrerior • ent.onces arirmamos que la misma 
de la mat.riz aproximación inicial de la sección 
runciona t.ambién para est.e t.ipo de matrices. 

Sean 

Bo • diag { 1/au.,1/azz, ,1/ann } 

y 
Eo I-ABo 

ya sea 
elección 
ant.erior 

Podemos calcular A- 1 en un número rinit.o de pasos usando Bo V 
Eo. aunque Eo no sea una matriz convergente. 

En erect.o, 

• < Bo A >-1 Bo 

• < I - Eo )- 1 Bo 

por la est.ruct.ura de la mat.riz A el error inicial t.oma la 
rorma 

o o o 

-au/au o o 

-aas./a1t. -aa2/a22 o 
Eo -

-an1/at.s. -anz/azz o 

de manera que Eo es una mat.riz nilpot.ent.e de orden n es 
decir • 

Ahora 

< I - Eo >-~ 
n-t. . 
E Eo' 

i..=o 

o si 2: n 

I + Eon 

I 



----- ). 

í:l;o; mant!ra que 

n-l 
e X - ~w )-& - E ¡¡::,.i. 

i.=O 

n-l 
A-l- E<Ei;)Bo 

i.=O 

Est.e es un caso import.ant.e que hay que t.ener en cuent.a puest.o 
que la inversión de cualquier mat.riz se reduce a la inversion 
de mat.rices t.riangulares si disponemos de la descomposicion LU 
ya que 

A L U 

donde L es una mat.riz t.riangular inrerior y U es 
superior , v en consecuencia 

t.riangular 

Por últ.imo , las pruebas que se erect.uaron t.omando como base 
una mat.riz aleat.oria de 5x5 t.riangular la cual con la primer 
aproximación en la rorma 

Bo Diag < 1/ai.i., 1/a22, • , 1/ann } 

result.ó p < Eo ) • 5.406303524256341 D-04 mient.ras que con 

t. 
_____ ! _______ _ 

llAlls.llAtlls. 

obt.uvimos p ( Eo ) • 1. 0026595374,764,53. 
Debemos hacer not.ar que los errores de redondeo inrluyeron en 

el ult.imo cálculo del radio espect.ral dado que nos salió mayor 
que uno. 
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FinalmenLe daremos una Labia esquemaLizando las 
para las matrices de estrucLura part.ícular. 

elecciones 

TIPO DE MATRI2 APROXIl'fACION INICIAL 

---
Hermitianas Bo "' 

___ ,! ___ 
I PosiLivas 

Def'inidas 11 A 11 

Fuer-Le 
Diag-onalmenLe Bo = Diag {1/au, .•. ,1/ann} 

Dominantes 

Tr iang-ulares Bo = Diag {1/au , ... ,1/ann} 

Consideramos convenienLe mostrar los resultados 
Lambién por medio de una Labia para tener una 

obtenidos 
visión más 

completa en cuanto a las mejoras esLablecidas. 

p CEo) 
Número p CEo) cuando 

Matriz Orden de con mejora 1 AL 
Condición respectiva Bo•-----------

JIAfi._llAf~ 

5 659.9262515 1. 7657811 D-15 3. 53156220 D-15 
Hermitianas 

l.999994.8337903 

Posit.ivas 
Def'inidas 

5 81.43809184. 0.998124734.429 

Fuert.e 
Diagonalmente 10 1.212265301 0.08660254.0378 0.9981128151660 

Dóminante 

Triangular 5 29.302'1137 >. 4.063035 D-04. 1. 0026595374-764. 
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CAPITULO V 

METODOS DE ORDEN P 

A part.ir de est.e capít.ulo y los siguient.es 3 daremos con 
det.alle algunos de los mét.odos it.erat.ivos que exist.en para 
calcular la inversa de una mat.riz. 

Iniciaremos con el caso más general de los mét.odos para 
después most.rar los que t.ienen una mayor rápidez de 
convergencia o los que son el óptimo del caso general para 
rinalmerit.e dar algunas variant.es y ajust.es a estos mét.odos a 
rin de que sean más erect.ivos numericament.e. 

V a .- Caso general. 

La mot.ivación de los mét.odos es la siguient.e : 
Supongamos que Bo es una aproximación inicial a la inversa 

de la mat.riz A. Sea 

Eo I-ABo 

·el error comet.ido en est.a aproximación. 
expresión t.endremos : 

A-• - Bo 

A-• < I Eo ) Bo 

Reescribiendo est.a 

A-• < I - Eo )-• Bo 

ahora, si 
ent.onces 

11 Eo 11 < 1 < Eo es una mat.riz convergente ) 

"' Eoi A-1 E Bo 
i=o 

El cálculo de la inversa de la mat.riz en t.erminos de la 
últ.ima expresión es díricil de implement.ar numericament.e, de 
manera que en vez de t.omar la serie usaremos-la aproximación 

A- 1 ~ E Eo' Bo 
i=O 
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Con este antecedente podemos ahora derinir en base a nuestra 
aproximación inicia1 una sucesión de inversas aproximadas en la 
rorma : 

i) Bo aproximación inicia1 ta1 que Eo • I - A Bo cumpla 

ii) Bn • Bn-1 C I + En-1 + En-• + • + En-1 ) , 

para n,p e IN p ~ 2 

iiD En • I - A Bn n e IN 

Notemos que iii) es el correspondiente ajuste del 
error cometido. 

Mostremos ahora porque decimos que estos métodos son de orden 
p. 

Uti1izando iD , iii> y la derinici6n de1 error inicial 
t.enemos 

COlllO 

----- ) 

En • I - A Bn 

z p-• 
• I - A Bn-1 C I + En-• + En-1 + . • • + En-1 > 

En-1 I - A Bn-1 

z p-• 
En • . I· - C I - En-1. > C I + En-• + En-1 + • • • + En-• > 

•I-I-En-• 
z 

En-• 
z 

+ En-1 + En-1 + 

p 
En-• 

p-1 

En-• 
p-l p 

+ En-1 + En-1 

En otras pa1abras • el error cometido en la n-ésima 
iteración es la p-ésima potencia de la matriz error de la 
iteración· anterior. 
Esto motiva la sigui.ent:e·-¡--------··-------------

Derinici6n .- Diremos que un método iterativo para ca1cular la 
inversa de una matriz es de orden p si con las 
deriniciones i>, ii) y iii) se cumple 

p 
En - En-1 
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Siguiendo la misma idea ant.erior podemos deducir 
que 

de lo cual se sigue 

p 
En-:1. • En-2 

p <n-U 

n e IN 

f'acilment.e 

Est.o signif'ica que el error comet.ido en cualquier it.eración 
queda siempre en t.erminos del error original. 

Enseguida queda plant.ear una pregunt.a 
¿ Los mét.odos que acabamos de def'inir convergen ? , es decir, 
¿ Las aproximaciones sucesivas en realidad t.ienden a la 

inversa de la mat.riz original ? . 
Para que est.o suceda deberá ocurrir que el residuo 

Sn • A.-l - Bn ------ ) O 
---)(J) 

Veremos que en ef'ect.o est.o ocurre. Supongamos que t.enemos una 
aproximación inicial t.al que Eo es convergent.e. En part.ícular 
est.o signif'ica que I - Eo es no-singular. Ent.onces 

--- > 

--- > 

--- > 

V además , 

e•aa ) 

•••m ) 

En•I-A.Bn 

-< En - I > • A. Bn 

A. Bn • I - En 

-· Bn • A. 

EomI-A.Bo 

ABouI-Eo 

-l 

A. En 

-l 

A • < I - Eo ) Bo 

-~ -l 
A .. Bo < I - Eo > 

Asi que,ut.ilizando las igualdades ant.eriores t.enemos: 
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Sn A-1 Bn 

A-1 A-1 + A-1 En 

A-1 En 

n 
A-1 

p 
Eo 

n 
,-1 p 

Bo ( I - Eo Eo 

Debemos darnos cuent.a que Bo y < I - Eo )- 1 son mat.rices 
f'ijas. por lo t.ant.o • la convergencia del mét.odo queda 
dependient.e de una pot.encia de la mat.riz error inicial Eo de 
lo cual podemos decir ent.onces que nuest.ros mét.odos converge~ 
si la •at.riz error inicial es convergent.e. De manera que s1 
escogeinos una mat.riz aproximación inicial a la inversa como una 
del t.ercer o cuart.o capít.ulos aseguraremos que est.os mét.odos 
serán convergent.es. 

Haremos algunas aclaraciones pert.inent.es. Es de suponer que a 
a la hora de implement.ar numericament.e los mét.odos la 
expresión 

2 

Bn • Bn-1 < I + En-1 + En-1. 
p-1 

• + En-1 ) 

sea muy cost.osa de calcular si p es suf'icient.ement.e grande. 
p-1 

y además puede suceder que a la hora de calcular En-1 los 
errores de redondeo se acumulen bast.ant.e de manera que inf'luyan 
not.ablement.e en el result.ado y perdamos en consecuencia 
exact.it.ud. Est.o nos obliga ent.onces a t.rat.ar de eliminar est.e 
problema buscando un orden adecuado para el mét.odo lo cual 
hare•os en la siguient.e part.e del capít.ulo. 

Para t.erminar est.a sección most.raremos los result.ados de 
aplicar los mét.odos de orden 2 ,3 y del 6 al 11 a una mat.riz 
aleat.oria. de orden 10 y t.erminamos el proceso cuando las 
ent.radas de En son menores que 1 " 10-". 
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o R D E N Número de Iteraciones 

2 20 

3 13 

6 9 

7 e 

e e 

9 7 

10 7 ' 

11 7 

Notemos que a pesar de que en algunos de los Métodos el 
número de iteraciones coincide.debemos ~omar en cuenta que al 
pasar de un i.étodo de orden p a uno de orden p+1 se 
requieren nª operaciones ex~ras. A pesar de esto. la exac~i~ud 
de la solución es mejor conrorme aumenta el orden del método. 
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V b. Elección del Hé~odo Op~imo. 

En esta sección nos hacemos la pregunta de cuál es el 
mejor valor pal'a p , es decir , cuál es el mejol' método de 
entre todos los planteados. 

El pl'ohlema también consiste en decir qué signirica que 
un método sea mejor que los otl'os. 

Diremos que un método es óptimo cuando para una detel'minada 
cantidad de opel'aciones se obtiene una mejor apl'oximación a la 
inversa de la matriz en comparación con los otros métodos. 

Tratando de encontrar el método óptimo y partiendo va del 
hecho de que Eo es una matriz convergente , supongamos que 
>..1, AZ, . , An son sus correspondientes eigenvalores y 

{ • max 1 Al 1 

p p 
entonces dado que los eigenvalores de Eo son Al y 

En • Eo 
n 

p 

en consecuencia el polinomio característico de En se anula en 

{ 

n 
p 

Ahora bien.tomando en cuenta que el producto de 2 matrices 
requiere n 3 opel'aciones,entonces m iteraciones requieren N n 3 

operaciones , de manera que para erectuar m iteraciones de un 
método de orden p se necesitan m n 3 p operaciones. 

Supongamos que restringimos nuestras operaciones por 
limitaciones de tiempo o espacio a k. 

Asi que el ntimero de iteraciones que nos vemos obligados a 
erectuar son solamente 

n • 

suponiendo por supuesto que 
Sustituyendo el valor de 

tenemos 

le 

P m3 

k/pm3 e 
n en 

IN. 
el eigenvalor 

le/ 3 
l/p ,m 

(P 

principal 

v es obvio que k,m v { son independientes del numero p. 
Si consideramos la ultima expresión como una runción entonces 

el error se mínimiza cuando 
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es max1mo, v sabemos que la runcion x•/x alcanza su máximo en 
X• 2.7118 ••• • e. 

El problema es que nuestros métodos son de orden p ~ 2 y 
por lo tanto este valor obtenido no encaja en el desarrollo 
anterior. Pero un resultado debido a M. Altman C 6 l, demuestra 
que para enteros p el máximo se alcanza en p 3 Por lo 
tanto, desde un punto de vista teórico, el problema queda 
resuelto. 

En resumidas cuentas, con estos argumentos obtuvimos que el 
mejor método es 

i') Bo tal que Eo • I - A Bo cumpla que 11 Eo 11 < 1, 

ii '> Bn Bn-• < I + En-• + En-• > , 

iii'> En I A Bn 

Como se observa en la tabla anterior, el método óptimo 
requirió de 13 iteraciones y aunque los métodos de orden 6 al 
11 se llevan menos iteraciones, lo cierto es que necesitan más 
operaciones. 
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C A P I T U L O V I 

HETODO DE NEWTON 

En el capí~ulo an~erior se vio que el mejor mé~odo para 
aproximar la inversa de una ma~riz es cuando p • 3. 

Pasaremos ahora a describir con más de~alle el mé~odo de 
orden 2 ·11amado Hé~odo de Newton. Dicho mé~odo ~iene una 
motivación natural que vale la pena mencionar. 

Definamos nuevamente para i •O , 1 , 2, ... la matriz error 
correspondiente a la aproximación Bi. a la inversa 

Ei. • I - A Bi. 

Entonces si la i-ésima aproximación Bi 
esperamos que Bi. Ei. sea cercano a A - t. EL 

a A-t. 
y como 

es buena 

por lo tanto, esta última expresión es jus~o lo que debemos 
sumar a Bi. para llegar a la inversa de la ma~riz A , va que 

Bi. + Bl El ~ Bl + A - 1 Ei. • Bi + A-t. - Bi. A-t. 

De manera que si nosotros usamos Bi. + Bi Ei. Bi < I + Ei. ) 
co1110 la siguiente inversa aproximada , llamemosla Bl+t. 
podremos esperar que esta sea una mejor aproximación a A-t.. 

En suma, la iteración 

Bi+t. Bl + Bi. Ei. 

Bi. + Bi. < I - A Bi ) 

parece un buen mé~odo para aproximar cada vez mejor la inversa 
de una matriz dada. 

Es~e método generalmente se le conoce como el Método de 
Newton, porque su caso escalar 

bi.+t. • bi. + bi. < 1 - abl ) 

es precisamen~e el proceso de New~on para resolver la ecuación 

r ( X ) • a - 1/x 



La matriz error en la n-ésima iteración es de la rorma 

z 
En Eo" 

ya que es el caso p • 2 de los métodos derinidos en el 
capítulo anterior. 

Mostremos una rorma alterna de ver cuán rápida es la 
convergencia con esLe orden del méLodo. 

Dado que 

En I A Bn 
z n ---- > Eo I A Bn 

z 
n ---- > A Bn I Eo 

asi -t. z . n 
Bn A ( I Eo ) 

Esto muestra que Bn se aproxima bastante bien 
la convergencia del proceso del tipo cuadráLico. 

Hagamos una estimación del error que se comete 
A-t. por Bn. PrimeramenLe 

Eo I A Bo 

----- > A Bo I Eo 

> A-t. - Bo ( I Eo )-t. 

entonces, 
z -l z 

A-t. E::: Bo ( I Eo ) El:: 

Por otro lado • si 

entonces 

por lo tanto 

a 

al 

__ 1_ 

1. - k 

De manera que 
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-· -· 2 n -· 11 Bn - A 11 11 A e I - Eo ) A 11 

-· n 2 

11 A Eo 11 
2 -· n 

11 - Bo C I Eo ) Eo 11 
2 -· n 

~ 11 Bo 11 11 ( I - Eo > 11 11 Eo 11 

2 n 
~ 11 Bo 11 k 

1 - k 

en consecuencia, si hacemos 

11 Eo 11 11 I A Bo 11 ~ k < 1 

entonces el número de digitos signiricativos va coincidiendo de 
manera geométrica en cada iteración. 

Estas aproximaciones sucesivas deben de ser calculadas de la 
siguiente manera : 

Bi Bi-1 C I + Ei-t ) 

Bi-t C 21 A Bi-1 ) 

A Bi-t ) 

Es de notar que el segundo sumando de la última expresión 
juega el papel de una pequefia correción a la aproximación del 

_.,paso anterior. 
· Consultando la tabla del 

método de Newton se llevó 
respecto al método óptimo se 
más. 

capítulo anterior, 
20 iteraciones y 
requirieron 7 

vemos que el 
por lo tanto 

iteraciones de 

Vale la pena mencionar que como tenemos convergencia 
cuadrática , si el método ya tiene 1 cirra signiricativa 
correcta entonces en la siguiente tendremos el doble , y asi 
sucesivamente. Al momento de estar realizando las pruebas 
notamos que si ya teníamos una cirra signiricativa correcta , 
en 3 ó 4 iteraciones más llegabamos al máximo de exactitud 
posible. Para conrirmar esta última aseveración aplicamos el 
método de Newton a una matriz ruerte diagonalmente dominante. 

La aproximación Bo•Diag { 1/au, 1/a22 , ... , 1/ann } dió 
lugar a p C Eo ) • 0.0866025403 y para dicha matriz obtuvimos 
el máximo de exactitud posible para A1 en sólo 4 iteraciones 
siendo 11 E, 11"'• 2. 6404.347 D-16. 
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CAPITULO V I I 

AJUSTES NUMERICOS A LOS METODOS Y COMPARACIONES 

En este capítulo daremos los detalles de una implementación 
debida a Thomas E. Phipps Jr. que es una variante de los 
métodos p•5 y p~6. También daremos algunas comparaciones entre 
el método del rerinamiento iterativo, el método de Newton y 
el método óptimo de orden 3. 

VII a. Kodificaciones de Tilo.as E. Phipps Jr. 

En su artículo "The Inversion of' Large Matrices " [ 12 J el 
autor propone la primera aproximaci6n inicial que dan Pan v 
Reir e u. J 

l 
Bo • t A 

t. -

la cual da lugar a una matriz Eo convergente. 

1. 

Phipps propone una reordenación de los métodos de orden p 
de la siguiente manera 

Bn <I+En+Ef\+ 

< I + En + E:\ + 

<I + <I + En + E:\ + • + E\!i ) En ) Bn-t 

De manera que podemos def'inir 

2 
Qn • ( I + En + En + • 

m 
. En J m e IN 

v entonces escribir la iteración en la f'orma 

Bn ( I + QnEn ) Bn-t 

( 5 ) 

Una rorma de acelerar la convergencia del método derinido 
antes es : podemos suponer que eventualmente los elementos de 
la matriz Eo ruera de la diagonal tenderan a cero, de manera 
que una mejora para aproximar Qn es considerar dichos 
elementos de En como cero , v en consecuencia Qn será una 
matriz diagonal rácil de calcular numericamente. Además, 
podemos escribir los elementos de la matriz diagonal Qn en 
la f'orma 
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z m 
CQnhi • 1 + CEn>u + CEn)i.i. + • . • + CEn>i.i. 

m+l 
1 - <Enhi 

1 - <En>i.i 

Un problema con esLa modiricación es la elección del enLero m 
en la ecuación < 5 > • Debemos escogerlo con cuidado puesLo que 
con m grande • digamos mayor que 10 ~enemos un méLodo 
cosLoso operacionalmenLe y si m es 1 6 2 la convergencia 
puede ser lenLa. Ya se vió en el capíLulo V .que el ópLimo 
~eórico para un méLodo es p • 3. Diremos al respecLo que Phipps 
enconLró desde el punLo de vis~a numérico que los mejores 
valores para m son 4 6 5 y para es~os casos los mé~odos 
ob~enidos son más erec~ivos que el de NewLon. 
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VII b) Co•paraciÓn entre el Re~inaaiento Iterativo , el Método 
de Newi.on y el Método de Orden s. 

La idea de esta secci6n consiste en mostrar cuál de los 
métodos es más erectivo para obtener una inversa tan 
aproximada como sea posible , esto es , el máximo de precisi6n 
que nos permita la aritmética de la maquina en que estemos 
trabajando. 

Primero para el método del rerinamiento 
obtenemos una aproximaci6n a la inversa de la 
precisi6n sencilla resolviendo los sistemas 

A X i - 1 

donde los ei son los vectores can6nicos. 

iterativo 
matriz en 

,n 

y después aplicamos el rerinamiento iterativo a cada uno de 
estos sistemas para encontrar la inversa más exacta posible. 

Cabe añadir que por supuesto el residual rt = 
evaluado en doble precisi6n y los demás 
precisi6n sencilla, tal como debe implementarse 
( Ver Apéndice >. 

b - A Xl .fue 
cálculos en 

dicho método 

El criterio para detener el proceso es : 
Si la precisi6n de la maquina no nos permite 

soluci6n y si la aritmética que tenemos es de 
signiricativos entonces pararemos cuando 

-LL!:Ul- :s; Híl . 

11 Xi 11 

Segundo , para el método de Newton calculamos 
aproximaciones en precisi6n sencilla mientras que 
rueron calculados en doble precisi6n para así estar 
de circunstancias respecto al método anterior. 

mejorar la 
t dígitos 

todas las 
los errores 
en igualdad 

El criterio para terminar este proceso es el siguiente 

como Bn C I + En-• ) Bn-• 

y En-• I A * Bn-• 

=--- > 
11 Bn - Bn-• 1 1 • 11 Bn-• + En Bn-t - Bn-• 1 1 

11 En-• Bn-• 11 

además 

11 En-• Bn-1 11 ~ 11 En-• 11 11 Bn-• 11 
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por lo t.ant.o 

-LLªll-':.-!!ll":!-LL-
11 Bn-1 11 

:.S 11 En-1 11 

de manera que est.e crit.erio y el correspondient.e para el 
rerinamient.o it.erat.ivo son analogos. 

Tercero , el mét.odo de orden 3 rue implement.ado de la misma 
manera que el de Newt.on así que nada ·más ralt.a decir en que 
rorma t.erminamos las it.eraciones para est.e caso. 

Ahora el mét.odo es de la rorma 

Bn C I + En-1 + En~1 ) Bn-1 

En I A Bn 

ent.onces 

y 

11 Bn 

como 

Bn-1 11 11 Bn-1 + En-1 Bn-1 + E~-1 Bn-1 - Bn-1 11 

11 ( En-• + En~• ) Bn-• 11 

11 < En-1 + En~1 ) Bn-1 11 :.S ·I 1 En-1 + En~1 11 11 Bn-1 11 

11 En-• + En~l 11 :.S 1 1 En-• 11 + 11 En~l 11 

:.S 1 1 En-• 11 + 1 1 En-1 1 f' 
pÓr lo t.ant.o , 

11 Bn - Bn-l 11 
--------------- :.S 1 1 En-• 11 + 1 1 En-1 1 {' 

11 Bn 11 

Si 11 En-• 11 > o ent.onces en 11 En-• 11 + 11 En-• I f' 
n -- > oo 

el sumando 11 En 11 pesará más en el result.ado de manera que 
podemos decir que est.e es un crit.erio equivalent.e al de los dos 
met.odos ant.eriores. 
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Pasemos ahora a calcular el número de operaciones 
< multiplicaciones ) que se lleva cada uno de los métodos. 

Calcular la inversa por algún método directo lleva alrededor 
de n 3 operaciones mientras que el ref'inamiento iterativo por 
cada nueva iteración. que es basicamente 1 sustitución hacia 
atrás y otra hacia adelante pues ya tenemos a la matriz A 
descompuesta en la f'orma LU, nos lleva entonces n(n+1) 
operaciones, pero esto con cada uno de los vectores canónicos 
siendo ellos el lado derecho de la ecuación. asi que en total 
tenemos nº + n 2 -operaciones para ef'ectuar cada iteración del 
método. 

Usando el método de Newton con la primera aproximación en la 
f'orma 

Bo • 

se lleva 3n2 
- 2n + 1 operaciones v el número de 

operaciones por cada iteración son 2n3
• 

Para el método de orden 3 no es dif'icil concluir que se 
llevará por cada iteración 3n3 operaciones. 

Para terminar daremos los resultados de las pruebas 
establecidas por medio de una tabla. 

Nuevamente los cálculos f'ueron hechos con Matlab y con la 
misma computadora que antes , siendo la unidad de redondeo, 
para doble precisión de 2.220446049250313 D-16, mientras que en 
precisión simple f'ue de 9.536743164062500 E-07. 
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Mat.riz 

Aleat.oria 

Wilkinson 
Cpag.132) 

l'lágica 

Hilbert. 

Hessenberg 

Ort.ogonal 

Schur 

I} 

J 

---
Orden 

3 

5 

8 

10 

12 

15 

18 

20 

25 

3 
1 

5 

3 

3 

5 

5 

Número Ref'ina 
de mient.o 

Condición It.erat.ivo 

6.20820870950 3 

9.024.30561556 3 

21. 0730U.34.08 3 

112.73034.6679 3 

67.7683715820 3 

317.66552734.3 3 

126.612304.687 3 

378.272798570 4. 

24.8.671630859 3 

------
274.908.3 7 

5.4.6185302734. 3 

524..009765623 3 

221. 4.76074218 3 

1.000014.30511 3 

16.3526306152 5 

-* Cálculos ei"ect.uados en doble precisión 
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Mét.odo Mét.odo 
Orden Newt.on 

3 

7 10 

8 13 

10 14. 

12 20 

13 20 

11 17 

12 18 

14. 23 

15 22 

... 26 • 4.2 
1 1 

8 10 

u 23 

13 20 

5 6 

8 11 



La ma~riz mágica que se hace menci6n es aque11a cuya suma por 
columnas es igual que por renglones. 

La maLriz de HilberL es la inversa de la maLriz con elemenLos 
_____ ! ______ _ 

( i + j - 1 ) 

la cual es un ramoso ejemplo de una maLriz mal condicionada. 
La maLriz en la rorma de Hessenber~ Liene ceros debajo de la 

primera subdiagonal. 
FinalmenLe la maLriz con el nombre es Schur es el resulLado 

de la descomposición de Schur. 
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C A P I T U L O V I I I 

CONCLUSIONES Y COMENTARIOS 

1. Esperabamos que los métodos iterativos implementados en 
maquinas en serie rueran ericientes como lo son los métodos 
directos.tomando en cuenta los comentarios de C 11 1 v C 12 1, 
pero los experimentos numericos de los capítulos V, VI y VII 
mostraron lo contrario dado que el número de operaciones que 
requieren los metodos iterativos es mucho mayor que las que 
necesita un método directo, como la eliminación gaussiana, 
para invertir una matriz. Esta conclusión en cuestiones 
prácticas signiCica que los métodos iterativos planteados no 
compiten con los directos. 

2. Dado un método de orden p, si tenemos una aproKimación que 
coincida en al menos 1 dígito signiCicativo con la solución 
exacta, en la siguiente iteración la matriz resultante 
coincidirá con la solución eKacta en otros p dígitos 
signiCicativos. Pero el problema es que una aproKimación con 
tales características requiere de un cierto número de 
iteraciones y es aquí donde el proceso se hace lento. Esto es 
consecuencia de las pruebas erectuadas con el método de 
Newton que con una buena aproKimación inicial sólo necesito ' 
iteraciones en obtener el máximo de precisión posible. 

3. Debemos hacer notar que el número de operaciones que estos 
métodos requieren para obtener una buena aproKimación son 
comparativamente más elevadas que el de la eliminación 
gaussiana por ejemplo • pues este se lleva alrededor de n 3 

operaciones en obtener la inversa mientras que el método de 
Newton, por citar algunc de ellos, tan sólo en el cálculo de 
la primera aproximación se lleva 3~ 2n + 1 operaciones 
cuando 

Bo 
______ ! _______ Al 

11 A ll 11 Ali! 

y por cada nueva iteración se erectuan 2n3 operaciones más. 
A pesar de esto. el esquema de los métodos es muv sencillo. 

'· Podemos decir que los métodos eKpuestos Y sus ajustes 
numéricos pueden ser utilizados para dar una mayor exactitud 
a la inversa de una matriz cuando ella es obtenida por algun 
otro procedimiento y en algunos problemas resulta importante 
tener la mejor aproKimación posible a la inversa exacta. 

5.Los métodos de un orden grande no son erectivos numéricamente 
puesto que el número de operaciones crece considerablemente 
y puede suceder que no convergan debido a los errores de 
redondeo acarreados en los calculos o también por 
el mal condicionamiento de la matriz original. 



6. Debemos también tomar en cuenta que si queremos una 
convergencia razonable del método elegido es necesario una 
elección erectiva de la matriz aproximación inicial , para lo 
cual hemos planteado varias rormas de calcular rácilmente 
esta matriz, las que garantizan que el proceso tendrá el 
éxito esperado y si deseamos acelerar la convergencia debemos 
tomar en cuenta la estructura de la matriz y el número de 
operaciones que requiere tal aceleración. 

7. En cuanto a los métodos establecidos notemos que la 
mejora erectuada a los métodos de orden p son consecuencia de 
las pruebas numericas ap1icadaa a loa mé~odos en cues~i6n~asi 
que coincidimos con Phipps al aeirmar que uno mismo podría 
lograr otras modiricaciones o ajustes que aceleren la 
convergencia de los métodos. Lo ideal sería encontrar una 
aproximación inicial que coincida con la inversa exacta en al 
menos 1 dígito signiricat-ivo en cada entrada. 

0. No tuvimos rorma de comprobar las arirmaciones de Pan y Reir 
[ 10 J acerca de la erectividad de los métodos iterativos en 

maquinas en paralelo debido a la ralta de una de ellas, pero 
si debemos sefialar que en el mencionado artículo arirman que 
dichos métodos son erectivos aún en maquinas con un solo 
px·ocesador , lo cual ya comprobamos que no es cierto. 
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A P El N O I O El 

HETODO DEL REFINAMCENTO ITERATIVO 

En algunas ocasiones es importante que se tenga la 
más exacta posible C en la maquina que estemos usando 
sistema 

A X b 

La clave para obtener una mejor exactitud de una 
solución x~ obtenida por algún método directo es el 
en doble precisión dei residual 

b A X 

Conociendo r1, resolvemos el sistema 

de manera que 

K2 X1. + d!. 

debería resolver el sistema A x b dado que 

solución 
) del 

primer 
cálculo 

por lo tanto, xz proporciona una solución más exacta que x1. 
En la prác~ica y debido a los errores de redondeo , xz no 

resuelve exactament.e el sistema pero si podemos repetir el 
argumento para encontrar cada vez soluciones.más exactas. 

Formando ahora rz • b - A x2 , podemos calcular la solución 
del sist.ema A dz a rz y obt.endremos X3 • x2 + rz. 

Podemos seguir el proceso v encontrar los vect.ores x1,xz,. .• 
que rorman una sucesión la cual rápidament.e converge al vect.or 
que es la solución exact.a de A x • b en precisión sencilla. 

Not.emos que cada sist.ema 

A dt rt 

t.iene la misma mat.riz A y si inicialment.e usamos, por 
ejemplo, la descomposición L U para calcular la primera 
solución x1 ent.onces se puede hacer uso de dicha 
descomposición reduciendose así el número de operaciones. 

en 
Por lo t.ant.o, el proceso del rerinamient.o it.erat.ivo consist.e 

i) A Xt • b 

ii> ri • b - A xt , calculado en doble precisión •. 

iii> A dt "' ri 
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APEJNDIOEl 

HETODO DEL REFINAMIENTO ITERATIVO 

En algunas ocasiones es import.ant.e que se t.enga la 
más exact.a posible C en la maquina que est.emos usando 
sist.ema 

A. X b 

solución 
) del 

La clave para obt.ener una mejor exact.ít.ud de una primer 
soh1ción x' obt.enida por algún mét.odo direct.o es el cálculo 
en doble precisión del residual 

b A Y. 

Conociendo z-1, resolvemos el sist.ema 

A d1 l"• 

de manera qu., 

debería resolver el sist.ema A x b dado que 

A xz .. A < X• + d1 ) • A X• + A d1 • A X• + r1 • b 

por lo t.an~o. xz proporciona una solución más exact.a que x1. 
En la práctica y debido a los erroz-es de redondeo , xz no 

resuelve exact..ament.e el sist.ema pez-o si podemos repet..iz- el 
argument.o paz-a encont.raz- cada vez soluciones más exact..as. 

Formando ahol"a rz • b - A xz • podemos calcular la solución 
del sist.ema A dz .. r:z y obt.endremos X3 • xz + rz. 

Podemos seguir el proceso y encont..rai- los vect.oi-es x1,xz, •.• 
que rorman una sucesión la cual rápidament..e converge al vector 
que es la solución exact..a de A x • b en pi-ecisión sencilla. 

Mot.emos que cada sist.ema 

A di. e: ri. 

t..iene la misma mat..riz A y si inicialment.e usamos, por 
ejemplo. la descomposición L U pal:'a calcular la primera 
solución X• ent.onces se puede hacer uso de dicba 
descomposición reduciendose así el número de operaciones. 

Por lo t..ant..o. el proceso del rerinamiento it..erat.ivo consiste 
en 

i) A X1 • b 

· ... ii) ri. • b - A Xi. , calculado en doble precisión.; 

iii) A clL "' N 
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Los pasos ii) y iii) deben repeLirse hasLa que la precisión 
de la maquina no nos permiLa mejorar la solución. De manera que 
si nuesLra aríLmeLica es de L dígiLos signiricativos el 
criLerio para deLener el proceso será cuando 

11 diH f f ---------- ~ 
11 di 11 

Debemos recalcar que es esencial que 
calculado con una precisión más alLa que la 
cálculos. Es~o es un principio general en 
ecuaciones : el cálculo del residual es la 
debe ser realizada con la mayor exacLiLud. 
consultar C 3 1 y C 1( J. 
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el residuo ri sea 
del resLo de los 
~oda resolución de 

operación crítica y 
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