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INTRODUCCION

Para l1la mayoria de las persconas matemiticas >.s sindnimo de
“rigor®™, sin embargo, no hay que dejar a ux;a lado que la cienéia es
obra del espiritu humano, d-stbinado mis a estudiar que a conocer,
mis a buscar que a encontrar la verdad, y no es posible concebir
que la matemitica haya sido construida de manera mecinica y
rigurosa de unos cuantos principios combinados por métodos
. uniformes, mas bien, lo que a menudo :suc‘dcv. ‘es que los prinéiplos

fueron descubiertos mucho antes de hacerlos rigurosas
proposiciones ligadas ldgicamente entre si.

En el caso del sistema de los numeros reales se buscs un
‘métocico para construirlos, a partir de los racionai-s. ya que éstos
ultimos son un sistema mis simple.

] La idea fundamental de este método fue. tomada por el profesor
- Daniel Buqubt. quien fuera catedritico de 1la ENEP Acatl an,
para construir un campo al que llams, campo exporeal (léase
.xpor:roa.li. debido a 7.|.a relacién que guarda con la funcidn

exponencial, ya que constituye un “isomorfismo* entre el campo



real Yy ®©ste nuevo campo, esto signj.‘!‘l.ca que ambos tienen
propiedades anilogas.

Cuando se construyeron los nuUmeros exporeales s-e especul &
sobre la posibilidad de dosarrollar @l calculo diferencial e
integral para ellos, creando un problema no muy simple de
resolver. )

El objetivo fundamental de esta obra es el dar solucidn al
problema piah'.oado anteriormente, aun mis, despuéds de‘ l'oorla nov
debe ser muy dificil concebir la manera de desarrollar cualquier
tipo deo matemdticas que tengan como base a.,los numeros reales para
los numeros exporeales. »

Se ha pretendido que en esta obra se desarrollen de manera
rigurosa los conceptos mis importantes del ctl.cu.lc‘ como  son
limites, d.rivad;s. integrales, etc. aunque en algunos casos se ha
preferido sacrificar un poc6 de rigor para  tener acceso a

conceptos o ideas, particularmente interesantes o importantes, que

de otra manera hubieran requerido desarrollos d i ado ext [~
complicados. .

O_Lro importante wvalor que t..lon_. esta obra es que pupdo
ser utilizada como bibliografia co-pio—ntarln en cursos de
célculo diferencial e integral, as{ como en cursos de al'm.l..l.s.i.si
matemitico, ya que el maestro puede dar a conocer los. numeros
exporeales a sus alumnos, .iﬁdte‘;ndol.t .Ad.IMS que por cada teorema

que se presenta en el c&lculo real, existe un tecrema “isomorfo"



en el calculo de jios' ndméros e)époreales, pidiéndola’s despué;s de
dados algunos vv‘?.’e-orémé"s . de. calculo real desarrollén los
correspondientes b‘parj'a‘. 10; ndmeros exporeales, ' prréporcionér‘ndolé.s
este é;jercicioV: una oéstupen%lai comprension de las relaciones que

guarden las tesis 'y las conclusiones de los teoremas.

SR




CAPITULO 1

LOS NUMEROS EXPOREALES

1.1 Definicidén de campo ordenado completo.
. El objeto devest.e capitulo es familiarizar al lector coniflos'l
co;\.coptos necesarios para pod'og' definir los numeros epr'raa«les.

’ 1.i.1. Dofinlcién. Un campo ordenado completo es un conjunto C
.en donde estan definidas dos operaciones binarias ' llamadas
respéctivamnb- adicién y multiplicacidn , y ux;:a. relacion de
orden denotada por " < " yleida " es menor que ' que .

satisfacen los siguientes axiomas:

Al Para todo ay ben G, a+b e C. CEstabilidad. s’ =

“cerradura® >.

‘A2 Para todo a Yy b en c. a*b = b+a. CLey“._::onmuf.ai;l_v;::a_j .

A3 Para todo ‘a,b y c en C, Ca+bd+c=a+Cb+cd. CLey '
asociativad. :
A4 Exi ste un elemento al que denotamos por * O -": tal ‘que :

para todo a en C a+O=Q+a=a. Cla existencia de elemento -
: A Indaiagt

neutro aditivod.
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Para todo a € C existe un elemento denotado por

tal que a+C-ad=-a+a=0. CLa existencia del fi.r;\:lal;'so
aditived. I
Para todo a y ben C, a‘b e‘ C. CEsLabilidad?.

Para todo a y b en C, a-b=b-a. CLey conmutat‘.j.v_?).':l
Para todo a,b y ¢ en G, (a‘b)~c=a"‘Cb;¢).‘ ",,.'(l_..ey
asociativad. L
Existe un elemento al que denotamos por * 1 * , dit‘éren—
te de " O * , tal que para todo a en C a-1=1‘a=5.

CLa existencia del neutro multiplicativod,
Para todo a & C, a * O existe un elemento denotado por

“a"** tal que a-a*=a"t.a=1. CLa existencia del

inverso multiplicatived.
Para todo a.b y c en C, a‘Cb+cl)=a-b+a-c CLey

distributiva J.
Para cualquiera dos elementos a y ben C una y sélo una
de las siguientes relaciones se verifica:

a<b o a=b o b<a ClLey de .Q.ricobem.{a).

@

a<b y b<c entonces a<c C(Ley transitiwvad

a<b y ¢ &« C entonces a+ci<b+c .

p

Si a<b y O<c entonces a‘c <b-c .

Antes de establecer el Ultimo axioma es necesarico definir

algunos conceptos:



Definicidn. “.Un ‘conjunto’ S < € esti acotado’ sAupe'ric'nr'me'nytfe

-

i existe Un numero c tal que, para todo x en S xS,

Definicidn. V.Un” "nli[nero ¢ se llama suﬁremo de un ‘é::qnjl_l

escribimos 'c=Sup S si:

ad Para todo x en S, x=c, y

b> Para cualquiér £ >O existe un-»;c“ ‘én',S:-.I:La.-]‘.V que
x > ;:—c. ) =
A:d.oma L’.'z Un conjunto S < € no 'vacio acotado
- s‘ixber’v"iorment.e tiene supremc en C.

Es por este ultimo axioma por lo que aAun campo se le llama
-.;;ompvlet,o. y es ademas el que .caract;r;za particularmente a los
nv.?meros reales, ya que por oJémpl.o el ccn_jyn!.o Ele los numeros
Tacionales cumple con todos los axiomas enumerados anteriormente
excepto el axioma L.

. Otro concepto importante, que os necesario definir, es el de
Grupo: ‘
1.1.2 Definicién. Un conjunto no vacioc G se dice que forma un
grupo si en G esta definida una operacidén bir_naria. llamé.da

producto y denctada por *-* tal que:

Gl Si a,b en G, a-b @ G CEstabilidadd.
G2 Si a,b y c en G, a~(b-c)=(a-b5-c ClLey asociativad.
G3 Existe un elemonto @ € G tal que a-e<e-a=a para todo a

en G CExistencia de el emento identidad).



G4 Para todo a &« G existe un elemento denoctado por nghe

que a-a'=a™.e=e CExistencia de inverso multiplicativo.>
Hay una clase m.y especial de grupos, y de hecho sdélo se .
trataran este tipo de grupos en esta obra, se introducen en la

siguiente definicidn:
1.1.3 Definicioén. Un grupo se dice que es abeliano o conmutativo

si para cualquier a y b en G se tiene : a-b=b-a.

Obsér vese que un campo constituye un grupo abeliano con
respecto a la operacidén de adicidn y que los elementos dlt‘qrcntn
de cero de un campo constituyen un grupo Aboliano con respecto a

la operacidén producto.

1.2 Construccién del campo Exporeal.

En esta seccién se presentara un campo que es isomorfo a los
numeros reales que se llamard campo Exporeal.
Primero se dar& la siguiente definicidn de isomorfismo entre
campos ordenados completos.
1.2.1 Definicidén. Dos campos ordenados completoa Cs y Ca son
..l:lam‘ados.x:cnnort‘os si existe una funcidén biyectiva que cumple con
das siguientes propiedades:
a) Si a y b estan en Ci1 entonces rCa.O-b)-tCa) +fCbd
b) Si a y b estin en Ci1 entonces fCa-bdarfCadercbhd

€D Si a y b estan en C: y a<b entonces fCad<fCbd



Los simbolos + 'y & son las oper aciones definidas en . Cz

asi como la relacidn de orden <.

Discusidn heuristica.

Supdngase que se tiene .un campo E, isomorfo a los numercs:
reales, en donde 1; primera operacidn es - precisament,e la
mul.ti‘plicacié.r{ de los ndmer;as realec entonces la cond;‘;_cién 'aD ’ de
la definicidn 1.2.1 se tiene de la siguiente manera:

Si a y b estan en E entonces rCa-b>=rC$)+th3 ..... c1d.

Denédtese ahora por T Cflecha) a la segunda operacidn de E, iav
condicién bd> de la definicidén 1.2.1 implica:

Si a y b estan en E entonces flatbd=fCad-fCbd..... ca>

Nétese que (120 se cumple cuando se toma por £ a fCxX)=1n(x> y

ahora “despejemos* a la operacidn flecha <1

InCaT™d=1nCad - -1lnlbd

es decir athzexpllnCad -1nCh)D - e _-‘f'- :
- Ahora se tienen todas las partes par‘é construir | la
siguiente definicion.
1.2,2 Definicién. Sea E=ix| x « R y 30 3, la cuaterna
€E ,-, T.<> constituye los numeros exporeales donde *-* dencta el
produc‘t.o natural ‘ntfe 'numeros reales, la operacidén CTD) esta
det;inida como en €3> y la reiacién de orden < es la relacisn de

orden conocida de los numeros reales.



l.efl Teorema. Los numeros exporeales E, constituyen un’ campé
or&enadc comp.lét.o.
Es evidoente que la operacidn de multiplicacidn constituye un
grupo para E. ’
Con lo que se tiono.”la mitad del tecrema; vayamos por la
otra ml.tad. '
Mi Si a y b en E ontonces ath e« E, qjstc so infie're de -
la definicién ath=axpClnCad-inCbdd>0
M2 atb=bTa. '
En efecto .
athmenpllnCad - 1nCbd 3 =expClnChd ‘1nCadd=bta.
M3 Cathdtc=allbtcd.
&.\_ eofecto
(a*b)*c:.xp:ln(a) lanDch—cxpCC].nCa) 1nCbd> - 1nCedD
=oxpllinCad- 1nCoxpClan) lnCc))JD=a’expC1an) lh(c))
=a®tCbtcd,
M4 Existe @1 en E tal que atei=esta=a
En efecto
afoaaoxpc.lncu 1n<0133=a implica 1InCad -1nCed=1lnCad
eos decir esx=e a’oaoxp(lnCa) lnCedd)=expllnCadd=a.
M3 Para todo axl existe a" Caqui a" indica al
' inverso segdn la s.gunda. operacién d.l campo), tal que

-t _*
ata™ =a” Ta=e



En efecto .
a’a"'=o implica .xp(lnCaJ-lnCa"’))=e es decir
a"=oxpc1/1nc.n>)
CAqui s® observa quo‘.1 o].omonbol neutro de la primera
opcr.qiérs no tiene inverso segun 1a segunda operacisn lo
cual . e andlogo a que el numero “0" no tiene inverso
multiplicativo en el campo de los numeros realesd.

D Si a,b y c estsin en E entonces at™(b-cd=CaThd - -Catecd

En efecto )
a"‘Cb-cJ-.xp(lnCa)-lntb-cbbzéxpclnCaD-Cln(b)*ln(c)))
=@xp<lnCad1nCbd) expClnCad -1nCcdd

=ath-atc. )
Ol y C2 son evidentes ya que por < de E entendemos < de ®.

O3 Equivale al axioma O4 de los numeros reales.
Ot Si a<b y 1<c entonces atc<b?c
Si a<b entonces InCad<lnCbd ya que la funcidn 1ln es
creciente Yy InCcd>0 implica InCad-1lnCed<lnCbl1nCcd) es
decir cxpuncn-1n¢§>><.xp<1n<b>-1n<e>)’ ya ‘que 1a
funcidn exp e creciente.
L Supdngase que se tiene un conjunto S < E
acotado supsriormente y no vacfo.
Sea A=Cx an R | @) e D
A ex acotado supsriorsente, ya que como S es

acotado superiormente si z &« S, existe un c « E tal



que zsc implica InCzJSInced. y x=1lnlzd € A
porque expCxd=expClnizdd=z e S. v
Por lo que A tiehe suprémb en R sea eoste c=}S_up‘A.x
At‘i'rmamos qv.::a expCc) s el supremo de S. - el
En efecto
ad Si z '€ S ontoncgs x=1nC2d< . © por lo que -
e*p-Cx)SexpCc) .
b) 'Si £ >1 existe z € S tal que z>expCed-&t
V En efecto )
Como c=Sup A existe un‘ x en A tal ql.’l.‘sl & >0 w»
We-e1 sea z=exp(xd y _e:-expch)>1_ '
Se sigue que -
expCxd>explcd -expl —€1) =exp(c) ‘CoxpCerdd -t
V ‘ =expCe) -t ’
Con =z € S.
1.2.1 Corolario. Los ndmeros .xpoédal.s son isomorfos a lok
numeros reales. ) A 7
Este isomerfismo nos lo proporciona la funcidén exp: R—s E.
Algunos de los tecremas de cialculo aritmético d. los nn-crgs
reales toman. una forma peculiar cuando se consideran ~ sus

"teoromas aniloagos' para los numeros oxpor..a.l..s. a continuacidn '“

presentan algunos de esllos.



Teorema. Si ay b estan en R éntonces:
-Ca*bd=C -3l -b=a-C-bd
Paf*a los numeros exporeales el “toorema andlogo” seria:
1.2.2 Teorema. Si a y b estan en E entonces: N
Cathd *=a ttp=atp™
Demostracién Cathd ™ *=CexpClnCad - 1nCb>3>7*
=expC—1InCad -1lnCbd>-
=expcinc;“ %3 lncbd>=a"'*b
=expClncad -C -1nCbd)
zexpClnCad -1nCb™ *Id=ath™* =

Otros casos son:

1.2.3 Teorema. Si expCn) € E y n s N entonces
-t
CoxpCndd =expll./nd

-1
Demostracion. expln) =expllClnCexpCndd)d=explli- nd @&

1.2.4 Teorema. Si a, b, explad y explbd estin en E entonces
axpl ad Texplb) =expla - bd
Demostracidn explad Texplb) =CexpClnCexpladd -oxp(in(.xp(b))))
o =ex§(a b2 - -
Se analizara ahora algunos subconjuntos de E. ’
Los expoenteros sSe construyen de manera similar a los
ﬁﬁme;-os enteros. ’
Sea Ze={ explnd) € E | n € € > este conjunto se l..la.ar.i:

expoenteros.



Sea Qo=<p"q" ' P Y q oestan en Ze ) este conjunto se le
llamard exporacionales.

Como p € e @ntonces p=expin) con n € £ y qg=explmd
con me & por lo que q-? os de la forma explli- md, de modo

-
que: pTq =explCn- m

os decir Qe=(expCn/md | n/m € @ >

10



CAPITULO I1I

LIMITES Y CONTINUIDAD

2.1 Dofinicicdn de limite.

Como se ha demostrado en el capf{tulo anterior los numeros
exporeales constituyen un campo Lsomor!‘o' al de los nuimeros
reales,  por lo cual es posiblo desarrollar cualquier tipo de
mateméticas que utilicen  los numeros roa‘les par; los numeros
exporeales, eos . posible desarrollar el cidlculo de funciones de
variable exporeal, o t.ol.'la de matrices, o quizis una qoamei,ria.
analitica euclidiana exporeal, cl;c.

Dobi.do' al isomorfismo entre 1los numeros reales yAlos
numeros exporeales, cualquier tecrema que utilice los primeros
tiene un tecrema correspondiente “isomorfo' para los segundos,
sin embargo os interesante observar en forma concreta algunos
tecoremas o dot;lnicioncs. andlogas o “isomorfas* para los numeros
.xﬁor-alos.

Para dar una idea m&s concrota analicemos en forma mas

detallada uno de los ejemplos mencionados anteriormente.
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Pensemos en el producto cartesiano BZ=E- X E es decir, el
conjunto formado por parejas ordenadas de\'numeros exporeales es
posible desarrollar una geometria en donde se cumple el qQquinto .
postulado de Euclides, que sin embargo es bastante diferente a la
geonetria euclidiana que conocemos.

Cuando uwtilizamos los numeros exporeales el producto de
pares ordeonados de numeros exporeales podria definirse por
analogia a 1la suma deo pares ordenados de numeros reales de la
siguiente manera:

Si A=Cai,az) y B=Cbs,bad en E~

A-B=Cai'bs,az-bad

De forma similar .l: operar un par ordenado de nﬁul;os
exporeales con un escalar seria:

Si A=Cas,azd en E: y. todo t en E

LTA=tTCas,azd=CtTas, t Tad

El “inverso multiplicativo® de un vector A=Cas,az) en e*
soria A 'aCas,a2d " *=Cas” *,az" .
Con eostos cor ptos pod definir una “linea recta®” como

el conjunto de puntos del plano E* que son de la forma:
X=A-tT™CB-A"" donde Ay B «E* ¢ « E.

Si dibujamos esta “linea recta® s.eb'r- unos ejes coordenados
para algunos vectores A Y B tendrfiamos una curva bastante alejada
de lo que entendemos por linea recta, atun mis podriamos ‘tanbitn

dibujar una "linea paralela” a la primera, tan sélo necesitamos un

12



*vector paralelo* al vector g-g" es decir de la forma g:tfcg-g")

¥y un nuevo punto inicial A°® , de manera gue la ‘nueva *“linea
recta” seria el conjunto de puntos del plano E* que son de la
forma X=A'-¢tTC os decir que en estas circunstancias las *rectas

paralelas* serian en realidad curvas.

En los "tecremas isomorfos® de los numeros exporoalesi en este

capitulo nos adentraremos en uno de los conceptos mas importantes

del calculo, el de limite. '
Antes de llegar a esta definicidn se requerira ‘definir

algunos conceptos as{  como probar al gunos resul tados

preliminares,

2.1.1 Definicién: Se llama valor absoluto de un numero exporeal

al numero obtenido de la siguiente manera:

l- a - si az=1
laj = <
[ a™t si act

En lo sucesivo no habrd lugar a confusidn ya que no usaremos
valores absolutos de numeros reales. »

Notese que en la definicién anterior se pide que |aj=a s;l. a>1
S$@ usa uno en lugar de cero, porque uno es el neutro de la prln-rg
operacidén doll campo, asi . msno.Aso utiliza "a *" en lugar de "-a"‘
porque se requiere obtener el inverso de la primera operacidén del

campo.

13



También hacemos notar
definiciodn por ser a € E,
sucesivo.

Ahora probarsamos algunos

2.1.12 Lema: Si a € T » a< {al|/ .-
1> Si az 1 = jal=a
41> Si a<t » |a|=g?f$1§:5,
2.1.2 Lema: Si 2 @ E » lal=la |
10 Si a2zl «» lal=a
*

y a1 e |ati=ca™®

11D Si a<1 » |aj=a"t
y a™1 » lat|=a"t=|a}
2.1.3 Lema: Si a,b e E =» la-bl=la}l- Ib}
1> Si a'b>1 » la-bj=a-bs lal-lvbl,'
del lema 2.1.1 y del hecho d»e“;'cr';
a<b y o<d w a-c<b-d. :
11> Si a-b<1 =» |a-b|=ca-x'>>"=$“"-

- la-bi=a™-b7*<1a™}: |B7Y

aplicacidén da los lLemas 2. 1‘.4“')’.,

Este ultimo lema sera llamado en 1o St

triangular.

2.1.2 Definicion: Una vecindad de un punto'~'
el conjunto de puntos x € E tales que |x-c '|<

ViCad.

14



2.1.3 Definicién: Se le llama vecindad reducida de radio r>t al

conjunto de puntos x € E tales que 1< |x-a—‘]<r.

2.1.4 Definicidén: Se le llama punte de acumulacidén de un conjunto
D a un punto x € D para el cual toda vecindad de x contiene otro
| punto X1, X ® x tal que xi1 & D. )
- Ahcora estamos listos para definir la importante nocidn de
limite.
2.1.8 Definicidén. Sea f una funcidén exporeal de variable exporeal,
¥ sea a un punto de acumulacidén del dominio de f.

Se dice que tiene. limite cuaﬁdo X tiende a a, si existe un
numero L -para el cual se cumplen las siguientes condiciones:

Para cada #>1 3 6>1 tal que para todo x @ DonKf) =i

1<ix-a *|<6  » I£Cs0 L7 <e

Es necesario hacer .aquI. algunas aclaraciones, los conceptos
de vecindad , punto de acumulacidn, limite y otros mas, son
definidos para espacios métricos que se definen de la siguiente
manera:
2.1.8 Definicidn: Un conjuntoc X cuyos elementos llamaremos puntos,
se dice que es un espacic métrico si a cada dos puntos p y q de X
hay asociado un numerc real dip,q l.l.a;nado distancia de p a q tal
que: ad) dip,qd>0 si p » q;dCp,qgd=0 e p=q.

B dCp.qd=dCq.pd.

e dCp,qISdCp,rd+dlr,p> ¥ r & X.
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Para los nimeros exporeales la f&rm mas natural de definir
la "métrica’ es: Si p,.q €« E _ch.q)“—-lp-q"l. pero esta "meétrica™
no hace a los nimeros exporeales un espacio métrico, sin embargd
obsédrvese las prupiedades que estid “métrica® tiene.

a> dCp.gd=|p-g"I>1 si p = q;
de.p)ﬂIp-p_'|==|1|=1;-sto se sigue de la definicidn que se
didé de valor absoluto. X

b-) de.qsﬂlp-q"|=|Cp-q-‘>—‘|=|q-p-‘l=qu.p) esto se sigue del
leoma 2.1.2.

) &Kp,@=|p-q I=ICp-r e g tIsIp-r T ie g7 de 1a
desigualdad triangular, v como Ip-r tladtp,rd y

Ir-q i =dCr.qd» dCp,qd<dCp,rd-dCr.qd.

Estas propiedades sugieren la siguiente generalizacidén de
espacio wmétrico: ’ ‘
2;1.7 Definicidén: Un conjunto X cuyos elomentos llamaremos puntos,
so dice que @s un espacio métrico sobre un campo cr&enado qémploto
C, si a cada dos puntos p ¥y g de X hay asociado un numero
ACp,qgd @« C l1lamado distancia de p a q. Lﬂ que:

ad Kp,qgdde si p » q; d(ﬁ.p)so.

bd> &Cp.q)-d(q.p).

€ dCp,qISACP.rI4dCr,q> ¥ r @ X.
Donde @ es @l elemwnto neutro de la primera operacidn del

campo y ¢ o3 la primera oporac.t‘én del campo.
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‘2.2 Interpretacidn intuitiva de limite.

Discusiodn heuristica

- Ahora analizaremos la deoefinicidén de limite cuando x tiende a

a, si VY1 3 5671 tal que si x € Dom(Crd si
1<ixra ks »  IFCxd L7 Ke
El producto de los nUmeros x y a™? se aproxima a ‘ur';o‘ cuar{do. >

- -1
a1 » |xa | estard cercano a uno,

@S COrcanco a « y si
4

ademés i x a1 » Cxra™™1 y x-a 'I>1., pero como x-a
®% “cercanc” a uno; también lo estard Cx'a ™ por lo que Ix-a™|
dstart corcanc a uno pero mayork cque uno.

De lo anterior se sigue que una funcidn  exporeal  de
variable exporeal tiene limite en a s.t‘ al acercarse al valor de a,
los valores de las imégenes s‘ van ac-réando al valor de L.

Es decir que aun cuando la definicidn de limite para nameros
exporeales no coincide con la definicidn de limite en 1 campo
real, la interpretacion intuitiva de ambos conceptos os la misma.

Adn més como en el campo real tenemos la operacidn producto

la definicidn 2.1.8 puede usarse para algunos casos especiales.

y después definir los limites de tocdas las funciones reales de
alguna manera artificiosa. '
Por ejemplo consideremos la tupcl.én £SO =™ en el campo real

definida para »20 y con la definicidn de valor absoluto tomada

como en el campo exporeal.
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Sea &>1 como

157 -ca® ™ =jcxa %= |expCinCx-a™ > | = lexpta-1nCx a2}

=jexpClnCe® 1nCx-a > l_=lez’éxja") i=1e® l*’*-a~'|='Azflx-q_k'

o

-1
Sea &=eTCe > :

- - -1 - . -t
St Ix-a™t|<S=eTce®> *» T x-a tizetetce™ =

es decir |X°-Ca®>ti<e.

Con lo que hemos probado q';xo ‘para cada &1 -3 &>1 'ta’.lv

que ¥V x € DomCfd =i ) -
. 1< |x-a <S5 =» [fCO L f<e _— (N
En e€ste e jeomplo par_tlcular se puede obs.n;var. que es Ms
sencilla la demostracidn de que el 1lim > =a® uit_liza'ndo
x + a .
la definicison de limi:t.e- ;10 los numeros '.>(porealos Qque la
;iefinlcién ordinaria de‘ iin\ite p~ar~a el campo real.

2. 3 Tooremas referentes » limites.

Para comenzar. sedprébaré. la validez de la definicisn 2.1.5

2.3.1 Teorema. Si f es una funcidn, y L:, Lz son limites cuando x -

tiende a a entonces La=Lza.

Demostracidn: . an-Lz-‘l==lLt-t(x)—"fC.xi'l.z-‘l por la
desigualdad triangular |La-La™|S|Ls-rCo0™- a0 -La™)

Sna €>1 por se Li limite cuandc-: x tiende a a w» 3 62>1 tal

que V¥V x € bom(f) si

1< - a2V <S5 @  IFC0 Lt et ®
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Por la misma razdén 3 &2>1 tal que V¥V x € DomCfd si

C1cxra <SSz @ (10 -La Tt <t

escogicndo S=minC&1,62) = |Le-Lz e 472

=&
¥ £>1 por lo que |(Ls- L2t I=1 lo que implica La- Lz"t=1
es decir Li=Lz

2.3.2 Teorema. Si  y g son funcioches tales que

1lim f£C>d=Ls v 2im gC>DO=Lz

x b a x 5 a . s Ve

Y si a es un punto de acumulacidén del Dfg entonces -

lim Cf-gdCxd=La-L2

x ® o

. Demostracion: Sea £>1. Désoamos demostrar que existe un
numerac’ 6>1 tal que siempre que x esta en el dominio de f£f-g vy
1<Ix-a <6 = [CF 200 -CLa-La™ |<c )

Usando ahora la desigualdad del tridngulo, tenemos

JCL-gIC30 -CLa-La2d Y| =|CFC30 -La ™ -C gl -La"® | <

1£C5 +La™ |- |gCs0 - L2 ™}

Como lim fC>d=La, para cada P hay un numero é1>1 tal que
” .-D a ' )

siempre que x « Df y 1<|x-a *|<61 - [£C -La < 2.

Ademss, como lim gCx>=Lz, hay un numerc Sa2>1 tal que siempre que
X 4 o

x€Dg y 1< xa *|<&2 = [|g<>>-La *

i< P

Sea & el minimo de &1 y 62 . Entonces., siempre que »x € Dig

CDrg=Dr M Dg> y 1<|x'a "[<6. tenemos
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[£€3 +gCxD -CLla Lz * §< €€ “La™ | - [gC>0 rkz * <% gV %= . -

Antes de continuar es necesario probar el s;guiente lema.
2.3.1 Lema.. Si a.b < E = -atb|=la|®|b] ‘
id Sia>1L y b>1 & |al=a y |b|=b
[aTh|=|expClnCal - InCbdD | };ex'-o InCad>0 y lan,)>j'0".: ‘

2 lnCad-1nCBd30.° = expClnCad -1nCb>3I>expCOd =1 ‘por “que

lath|=expCinCad - 1nCb3d=explind ja|d - 1nd |b|>>;|.—;|?|1§;
i1 Si a>1 'y b<1 =» lal=a y |bj=b *

la™|=|expClnCad '1nCbld |=CexplClnlad -InCbd>>~*

=expC ~LnCad "InCbd>
=explinCad “1nCb ™™ > =expClnC ja| -1nC [bIDd=|a|*|b]| )
' iiid Si ; é<1 Y b>1 este caso es analiogo que el
anterior. v '
V iv) Si ac<i Ly b<1 - lal=a"* y |b|=b™*
|a"‘b|=|exp(ln(a)11n6b))| pero 1lnCad<0 y 1InCbd<O0 =»
InCad-InCb>>0 » expllnCad-1nCb))>expl0d=1 por lo  que
: lathj=jexpClndad - 1nCbd> | mfexplC-1nCad 'C—.ln(b)') . ‘
=expClnca ™ -1nCb *>d=expCinC jaid*1nC |b|dI=]a|*|b] -

2.3.3 Teorem. Sif y g son funciocnes tales que

lim £C>O=ta b4 lim gCxO=L2

®x @ a x » a .
Yy si a es un punto de acumulacidn del Dftyg, entances

1im CETPCO =L1tLa

x » a

Demostracidén. Sea €>1.  Expresamos . |[C£TgDCxD -CLaTL2D 4

1 $ 3

en términos de _If‘(x)‘l..x— § Yy |g(x)-L.z— t ﬁara demostrar que hay
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un &>1 tal que siempre que x € Dftg y 1<|x'a “|<& o -
JCETgICx) -CLaTL2) Y i< e
‘Multiplicando y dividiendo el término gCx -Li, tenemos
JCLTGICrd -CLat™L2d Y= £CxTglx) - Cglod TLad 1. Cglsd TLad -CLeTL2> " |
<1gC | TIFC Lt |- |La T [gCx -L2]|
Si |g€x| nce s= hace “grande para x préximo a a, podemos

hacer JCETGIC -CLatL2> "} tan cercano a uno como

queramos haciendo [fCx)-Ls *f y  1gcx> -L2 %) suficientemente

cercanos a uno. -

Como lim gCx>=La2 *» para el nudmerc e existe un numfo 6;_)1
x 4 a .

tal que si x € Dg ¥y 1<|x'a '|<61 = {gCx -Lz *|

e
Por la desigualdad del triingulo tenemos:
1960 |=19€0 -La~ *-L2|<1gc0 - L2 %) - JLa} ‘
w  [GCO |SjgCs0 L2 Y| - |Laj<e- |Lz] Cx € Df y 1<lx-a *[<&ed>. .. €10
Existen también numeros 621 y &1 tales que ‘. e :_
I£C0 ‘La~* {<etce®TC |L2] -020 " Cx @Dy 1<Ix-a"t <o, S =>)
19C30 -La~* |<etce™t|Le|> " €x € Dg ¥y 1<) a *

) Sea S=min(51,52.53>; entonces., siempre que > e Drtg
y 1<ix-a t|<s las desigualdades €1>,¢2 y €3> todas,  se
verifican. ‘
Asi pues
|<r?gx>o-u.:ﬂ.:>"|slg<x> 1T16C30 -La™ * |- JLa|Tgixd L2~ %}

<ILz| -@tco®tC |La) 03> Tte- ILafTCo®t La|> " T1e
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CAPITULO III

‘Derivacidn.de funciones de variable exporeal

3.1 Definicién de derivada

El:X concepto d- derivacidn es quizis uno de los mas
importantes en. el célculo, junto con el concepto de integracidn
revolucionaron: las matemsticas del siglo XVII. Si bien es verdad
que - @l: concepto de: ‘tunctén os fundamnt.al. que no se puesde hacer
nada: sin: limites: o continuidad, y que el aﬂoma del supremo es
csenc.i;al-.. teodo lo que hemos hecho hasta ahora ha sido una
preparacidn. )

Las ideas que esta&n detras de los conceptos de derivacidén e
integracién son' verdaderamente luminosas, Yy hay conexidn intima
entre estos conceptos. e Ldois fisicas. Sin embargo por las
caracteristicas de los numeros exporeales seria realmente muy
dificil, tratar de. sug.ﬁ.r dichos conc.ptosv por mwmdio de una
interpretaciodn: fisica,. por 1o que se decidic tratar los probl"o-as
desde. un: pun'.on‘ de vista matemitico preciso, porque asi al mismo
tiempo: que: logramos: definir los conceptos podemos dar los

fundamentos: matemséticos.
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Antes de definir lav derivada de una funcidén de variable
a*poreal recordemos como se define la derivada de una funcidn de
variable real. -

Definicidn.
La funcidn es derivable en a si

lim fCa+hd~fCad existe
b+ 0 .

Entonceos decimos que £ es derivable oen a y designamos por
£f'Cad a la derivada de f en a. .

‘Sabemos que el concepto de derivacidén surge, del hecho de
encontrar la L.angonto a una curva en un punto dado, pero como no

 conocemos la geometria para los numeros exporeales trataremos de
definir la deri vada de manera analoga a  1la presentada
anteriormente. '

Vamos a analizar la definicidn antorlo.r . desde el punto de
vista de la relacidén con las operaciones del campo.

Primeorc se opera al numero & con el numero h con la primera
operacidén del campo y se obtiene la ir;\agon s.gﬁn T dci resul tado,
es decir fCa+hd.

Déspués a fCa+h) se le opera con el inverso segun la primera
operacién del campo con fCad, es decir fCa+hd-fCad.

A continuacién a fCa+hd)-fCad se le opera con @l inverso segun

la segunda operacidén del campo con h es decir:
fCa+hd-fCad
h
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Y finalmente se hace tender a h'al neutrd segun la primajra P

operacidn del éampo: '

lim £Cashd—£Cad i
h - © “h [

Seguiremos laos pasos . anteriores’ pero ahofa tomando, 1§s. R
operaciones del campo exporeal: o ’ »

Primero se opera al numerc a co"n el ndvx;erb h con la primera
operacidén del cAmpo Yy se ébtiéne- la imagen segun f del rasulta&o.
e§ decir fCa-h>. . ' .

Después a fle-hd) se le opera con el inverso segun la primera '
operacidn del campo con fCad, es déc.ir.;

:cd-_h; )

A cont.inuag:ién a fCa-hd)-f™ad se le agpera con el. inverso
segun la segﬁnda operacidn de'l‘.cam;;o. con hr es decir: A

tfca-hd -£%ad ]"h_T

Y finalmente se hace tender a h alv nequ; segun la prim'ora'
operacidén del campo:

lim . £fCa-hd>-rcad1th™"
h - & )

Con 1© que hemos construido .la si.guir’en}.o definicidn:

3.1.1 Definicidén. La funcxén'!-'. de var;ébl.o exporeal , es derivable

St e ;
on a si 1im (fCe-hd-f *cadlth - existe.
h - ¢ ’ :

En este caso el limite se designa por f°Ca) y recibe el
nombre de derivada de f en a.
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Un comentario a esta definicidén se refiere a 1la n_ot,ac:.tén.
El simbolo f'(c.”- recuerda ciertamente la notacidn funcional. En
efecto, para cualgquier funcidén f designamos por £’ a la funcidn
cuyo dominio es el conjunto de todos los numeros o donde f es
d'erlvablo.
En lo sucesivo utilizaremos la notacidén de Leibniz d
. dx
para designar la derivada en el sentido real.
Consideremos Algunos ejemplws sencillos:
Sea t"vla funcidn identidad flxd=x
- -t
£°Cad=lim (fCa-hd-f *Cadilth
h - 2
. -1 i
=1{m <Ca‘h-a DTh
h -1
) =
=lim hth
h -1
=lim e<e
h 3

Este resultado es el que se esperaba ya que la dérivada' de la

funcidn !‘(x)sx s o _ (xXO=1 donde 1 es.el neutro segun  ‘la segunda

operacisn del campo real.
- Sea ahora £ =x%x .
. : - _e
£'Cad=if{m (fCa-hd-f *Cadith
h - 8

- -t
=1fm (Ca-hdTCa-hd-Catad *1Th

h %2
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. . : L RPN
=lim (Catad -Ca-hd3*-ChThd-Catad™*1th

: . . Cy : .
=lim (CaThdDTh™ 1 -(CaThdTh™ 1-LChThdT™h™ ]

his 2
h + 1
=lim Cated CaTed -ChTed
h + 2

=1fm o*h

b
2
=a

. Este resultado es el que se esperaba ya que la derivada de
£ =x" es d_ £CxI=2x=x+x, ¥y la funcidn aniloga en los nameros
exporealaes os £C 30 =xPx v su derivada es £C€30 =¥ =3¢~ 3¢,

La expresidn 3_,!‘Cx)=2x=x#x sugiere que en el campo exporeal
>¢ .
la derivada de r(x.>=x’>.< sSeu f“'C_x):ezfx ¥a que el numeroc e es el
ndnero-an&lc;gd a2 y esta operado con x ségun la §e§unda operacion
del campo. Probemb_s esto:
e tx=axpCinCe™ - 1nC>3
=expCa-1nC>x>)
=expClnCx™>
=x:
Lo que vc_rtfica la hipdtesis que habiamos s.upuosu‘:).

Consideremos ahbora la funcidn GO =xTxT™x que escribimos como

*
£C0=x" .



£ Cad=lim .[fCaihd £ *CadIthT

Kol

“=catad?-Cat1d>-cat1d

=Cr'a."‘a.'§ rexpClnCad "1nC13) ‘expll 6613 }J_.n&j.‘l.‘))v: :

=Catad?®
Nuevamente tenemos que:
Catad '=e"7‘az1
e""a.":c,'hﬂ‘ase' ‘lncary,
=e"m°'.,’a.=a-."'a. .
=C a"a;) Catad Catad
=Catad®
De aqui poademos hacer la .conJ etura de que la derivada de la

+ . - -t
funcidn fCx>=x" s igual a £°’Cxd=e"tx"?

n>1.
Dejemos al lector la prueba por induccidn, de que esto es en
realidad asi. -
Ahora que tenemos definida 1 a deri vada para funci on-§ ’
exporeales podemos preguntarnos cual es la f;lncl Sn que es aniloga

a fCx=e” para los numeros exporeales es decir que funcidén cumple

con que £*Cx)=Cx.
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Seria un poco frustrante que nos tuvidéramos que esperar a

desarrollar wna teorf{a de ecuaciocnes diferenciales para poder

resclver este problema, asi que en este ejemplo utilizaremos la
¥ no seremos formales matematicamente.

intuicidn,
real 00 =™ ¥y sigamos el

Consider ‘mé en el campo

procadimiento de derivacidén:

d fCad=lim fCa+hd-fCad
da h - o h

=14im g ;2 R

h » o0

=14im ! 2

h + o

=®1im g-—;

h-to

ya sabemos que 1a deriva@:la os @® obtenemos que

1im g—;

. B h » ©
Aqul 1a propiedad 1nportant.»qu. uttlizamos de e

Puestoc que
es que

PRSP .y ®s decir fCx+yD=afCOfCyd. o

V SQue funcidn cumple con ) 1la propﬁ edad aniloga de

i‘Cx y) 2O TICyd 7 . ’ '

Con un poca de tan.l.lia.ridnd con las operaciones. de

m.l-rec eoxporeales, o sabe qu. 'v :
o Yua™ oY ) V .‘. ' Co

Efectivamente e te”=expClnCe’> -1nte¥dre™ ®':"



Sigamos ahora el procedimiento de derivacidn:
: +

£'Cad=1fm- L(fCa-hd>-r *Cadith™

h » 12
- . = _?

=1im €e* "o ®1th

h > 8
=1f{m °°' th-a? 'ea/'.mh)
h 2 .
=1im o= th-1/tnthy

. h o+ 8

Aq\ii abusaremos un poco de la intuicion y obtendremos el

1im Ch-_—;l 2/inChd como si fuera una funcidn de variable real,porque
h -3 ' ’
despudes de todo como se hizo mencidn cuando se definieron los

la idea intuitiva de limite no cambia.
1im Ch=-13/1nChd=1dim 1-C1/h)=%

limites,

h -~ % h - 2

Aqui aplicamos la regla de L hOpital.
Con lo que hemos 1legado al sorprendente resultado de que

£ GO =e™.

3.2 Diferenciactdn

El proceso de hallar la derivada de una funcidn recibe el

nombre de derivacidn. Para obtener la derivada de alguna funcidn

que recurrir a la definicidn. Para

no o5 siempre r arfo t

hacer esto posible se necesitan establecer algunos teoremas qgue
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nos ofrecerin un proceso mecinico para derivar una clase muy

.ampl.la de funciones.
3.2.1 Teorema . Si f es una funcidn constante
£f'Cad=1 para todos los numeros
Demostracion:

. - _ _e
£°Cad=1im  [fCa-hd-f *CaDITh™ =1im

h + s . h -» 12

1im 1%Teslim 1=1

h+3s has

3.2.2 Teorems. Si f es la funcién identidad,
Rade L N A A
Este tecrema fue probado anteriormente.
3.2.3 Teorema. Si f y g Son derivables en
también derivable en a, y
. Cr-g@d Cadef’Cad -g'Cad

Demostracidn:

» FCO=c, entonces:

a.

fCxd)=x , entonces

a, entonces. f-g es

- S,
Cr-gd*Cad=1{m (CL-g)Ca-hd-CF-gd *Cadilth

LI

s - N
=1im (fCa-hd-gCa-hd-f tcad-g %cad1®h

h 1

=lim [fCa-hd-£ %Cad gCa-hd-g *Cad1th " .

h > s

. - -1 - -
=1{m (fCa'hd-£ %CadITh™ -1im (gCa-hd-g 'Cadith

h » 8
=f*Cad-g*Cad
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3.2.4 Teoroma. Si f y g son derivables en a, entonces fTg es

también derivable en a, y )
cr’g>cb=t'ca>¢ghaa-_tcm‘fg'co
Demosliracidn.
Crtgd*Cad=lim [CftgdCa hd>-CETgd " *cad1th T
h 1 ' A ) ) o
=1im (fCa-mdTgla-hd -CrCadtgladd 1t~
h -+ 1

=1im - {(fCa-hdDtgla-hd -CfCa-hd TgCadd>™*
ho» 1 '

- -1
T -CfCa-hdTgladd -CrCad Tgtadd> *3th

- -1
=lim CfCa-hdTlgCa-hd)-g *Cadd>1th” >-
h 1 ’

- e
-tfCahd £ *cad1tgcadTh

- - -1
=1{m fCa-hdTlim [gCa'hd-g *Cadith™ -
h » 1 h » 1

‘1im (!‘Ca-h)-f"(a)]"h-’*l_im gCad
he 1l h > 1 ’

=fCad g’ Cad -fCad g Cad ’ -

Obsérvese que se aplicd el hecho de que lim fla-hd)=fCad
: - h > 1

esto se debe al hecho de que si una funcidn es derivable entonces
s continua.

"Un caso’ _.spoci.a.l' del tecrema anterior se simplifica

considerabl a-n(....



3.2.% Teorema. Si gC'xbécff(@ yof. es derivable en a, entonces g

es derivable es a, ¥y’

Demostracidn i

tecrema anterior ..

=ctf*Cad -1 PECad’
=c Pt Cad -

=etf Cad

3.2.6 Teorema. Si g es derivable en a, y gCad.

-
entonces g os derivable en a y

- . L
€g” >’'Cad=Cg’Cadtcgcadd® "

Demostracidn.

-1 -

-t .
lim [Cg DJCa-hd+:Cg Cadd "1Th

LI 'Y . - L TR
-1 -t S - : I
=1im [Cg~ Ca-hdTgCadTg™ Cadd:CCg~ Cadd> *TgCa hdtg  Ca*hI21Th™ "

h -t

- -t S
=lim ([gCad g~ *Ca-hd1TgCad” Tgla hd~ *h

h <+ 2.
: s cta =T -t i
/,=1£m CgCahd-g "Cad> "Th™ Tlim gCad ™ TgCa-hd
h -+ 1 h + 1
- -T .
=g’Cad " *TtgCad”™ TgCad
- . .
=g*Cad *TgCad™ tgCad
R -8 -2t
=expClnCg’Cad J-1lnfglad )
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. ) T 3 E
=expC—lan'CaD‘1anCdD ?')) .

B -
=CexpClnCg’Cad 1nCgCad 2 55007 .

=Cg*CadtgCad ™2 >t

-t
rtg

es derivable en a y : . B

-t B
Crtg” D7Cad=[gCad Pr Cad -Crcadtg Cadd> " 1 tglad ~ 7

Demostracion. -

-t : -t R
CfTg D’Cad=f’CadTg Cad-fCadTCg J’'Cad i . .
-+ et e
=f*Cadtg Cad-fCad?Cg Cadtgcad " * Dte™
e -1 _at
=£CadTgCad Tg™ % 'Cad - fCad Mg Cadd " trgcad ™27 -

. - a2t )
=[(£°CadTgCad -CfCadTg’Cadd ™ ) tgCad z .

3.2.8 Teorema. Regla de la cadena.

Si g es derivable én @, y f es derivable .en "gCads: entonces

fog ©s derivable en a , y

Clogd*Cad=r"CgCaddTgiCad

Demostracidn. Definase la funcidén ¢ como sigue:

L - - -1
[fCgCa-hd Cfcgladd> " *1TC(gCa-hd :gCad " *>7 ,si

FChd=<
[f’(g(a.))

gCa hd -gCad#t
si gCea‘hd=gCad

Es claro .i.nt.uit,ivamet;o_que @ es continua en 1; cuando h es

cercano a 1, g(a.-h)-g"(a) también lo es, de modo que si

gCa-h)'g;'(aD no es 1l,entonces ¢LChd estara proximo a °CgCadd; y
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si es 1, entonces ¢Ch) es en realidad 1gu.—;u. a. f‘CgCaD), lo cual
t.;:dav;’.a. es mejor. Puesto que la continuidad de ‘¢ es el punto
crucial de toda la demostracién. vamos a ofrecer una traduccidn
minuciosa de este argumento intuitivo. ‘

Sﬁqus que f s derivable en gCad. Esto significa que

lim €fCgCad-kd-rgCad> ™ *17™ T=r cgcad>

k o+ s .

Asi’ puﬁs. si £>1 existe algun &’>1 tal que, para taodo k, - sz.
1< |k [<S°, - Jfcrcgcad k> cecgcadd " t1t™ -Cf"CgCa.))) |<€. Jc1d j

Ahora bien, g es derivable en e y por lo ‘La.nt,o continua en a,
d_e modo qué existe un &>1 tal que s para todo h,

Si [h|<6 entonces |gCa-hd-gCad {<6° C L R leE

Cénétdercnﬁﬁ ahora un h ‘cualquiora{ con vlh|<6. ]

Si }k==g.(a.b-:h) -g_‘Ca.) * O entonces se sigue de cad;

.quo |k 1<6° ¥y por lo tanto de €13 que o
‘ |#Chd -C£°Cgladdd " ke

Por ot.r.a parte, si gCa.-h)--g(aD.. _%rnf.oncos ¢(h)
modo ‘que cib‘rtaﬁ@nto_/s. cumple que b
|@ChD -CL*CgCadd ¥ |=t<e

Homos demos'.rado por lo tanto que B

1im ¢Ch) —f’CgCa.))

h-l_

de modo que @ es cont_z.nua. on 1.
El resto de ila .dams;ljacién o= ricil. si "h,"'_:l -
entonces tenemcs . .
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' : - . - -
1fCgla-hdD - £Cgladd” *3th™ = hd>TCgla-hd -g~*Cadd>Th
atun cuando  pueda ser gCa'h)d=gla3 dC{porque en tal caso " ambos

miembros son 1). Por lo Lan(.&_

- L o
Cfegd’Cad=lim (fCgla-hdd - -fCgCad> *1Th

hoo s ;

: o IR I
=1im ¢ChOTIim fgCa-hd -gCad 23th™"
h >4 h o1 - - R
=0 CgCadd g’ Cad - - e

3.3 Aplicaciones de la derivada.
Una vez que se ha construido la dofiniéién de derivada y
podemos derivar una amplia gama de funciones en el campo .xpor-;l.
- es nesesario tratar de ver si es posible tener Q...or.mas anflogos a

los del calculo real para la obtencidn de maximos y minimos de una

funcidn de variable exporeal.

Empezaremos definiendo qué se debe entender por un m‘xh-a de

una funcidn:

3.3.1 Definicidn. Sea f una funcidn de variable exporeal y A un

conjunto de numeros contenido en el dominio de f, un punta x & A

se dice que es un punto maximo de f sobre A si fCxZ2fCyd para t.odc_:
Yy € A. .

En la definicién anterior de valor méximo de f sobre A puede
ser fCx> para varios x distintos, os decir u;'aa funcidn f' puede
tenor distintos puntos maximos sobre A , aunque Lener a lo sumo un
valor maéximo.



En el. caso de que A sea el intervalo cerrado [a,bl si £ es
continua entoncas tiene efectivamente un valor miximo sobre l[a,bl.
A continuscidn enunciaremos un teorema que relaciona un

punto maximo con la derivada de una funcidn.

3.3.1 Teorema. Sea f wuna funcidn definida scbre el intervalo
Ca,bd. Si % s un maximo Co minimod para f sobre Ca,bd, ¥y £ es .
derivable en x, entonces l‘ *Cxd=1.C La definicidn de minimo ’ es

analoga a la de maximo en x. )
Si h es un numero cualquiera tal que x‘h estia en Ca,bd "
entonces . .
£CX21Cx-hd por hipstesis
. Esto implica ' ’
£73C0 - £C>020 30 - FCx-h> CRecuerde el  lector que
los exporeales son positivos) - e
fCx-hy -~ *cxo=< 1
Asi pues, si h>1 tenemos InCh)>0 = 1-1nChI>0

-1 _ S
h =expCl- -ilnChd>>1 @ [fCx-h) £C>xO " *1th™ =< 1

¥ en consecuencia i
- e :
1im [£C3x-h)-£C>O ' 1th™ < 1

-
h » 1

Por otra parte, si h<i tenemos

Lrcx-hd -0~ 21th T2 1
-t

' de modo que 1im (£fCx-hd:£fCx% 1*Th

h 2

37



Por hipdtesis, f es derivable en x, de modo que cst.ds limites

‘ deben se iguales entre si y a.f'C0x). esto slgn‘t‘fica que

£°Cxd2 1 .y £'CxD=< 1

de lo cual se sigue que £’'Cx0=1 -

' Para obtener una versién mis fuerte del tecrema anterior

procedemos a dar. la siguiente d.finici.én ' ‘

3.3.2 Definicidn. Sea  una funcidén d‘. variable exporeal, y A un

conjunto de numeros contonldq en el dominio de f. Un punto de A

oS un ptmt§ miximo Cminimod local de éobr. A si existe algun &>1

tal que x es un punto imlxl.m'oﬁmlnlmo) de f sobre AN Cx-& %, -&.

3.3.2 Teorema. Si est& definida f zobre Ca.bd y tiene un maximo Co

minimod local en x. Yy f es derivable en x , entonces f’C>x>=1.
Demostracicon. Es una facil 'apl.i.cac.tén del tecrema 3.3.1.
Debido a 1la .hnportancia que’ onncn los puntos en donde 1a

derivada es igual a 1 se da la sigu.l-nt.. doﬂ.n.l.c.lén.

3.3.3 Definicidn. Se llama punto singular d.. una funcion f a todo
namero x tal que- '
» £°Cxd=
Bl nt)-.i-? ré:o mi smo roclb.. nombre de valor singular de f.
Mmun momento para dar un ejesplo:
Sea (3O =x%>x hallar los puntos criticos de f.
£°C0 wa® i A

igualando £°Cx) a unc tenemos



z’x*i

Cgile L
S e D?x—CQ 2T

Cx=1

Con 1o que x=1 es el unico punt.o crxtico de !"Cx.)—x?x

Tra(,amos este mismo eJemplo desde el punto de V;sba realv

Sea f( x> —x‘fx—expc 1ncx® x>0 .

d__ fo)-oxpCl.n(x) 25321 nCx3C1/5
dx

xgualandora coro esta expresidn Le'n_emos
2expC1lnC>3721nCxC1.>0 =0

como ni oxp(ln(x)z) ni 1-/x pueden seor iguales a cero eanh_c-as
1nCxO=0 «» x=1.

Con lo que x=t es el unico punto critico de.
£CO =expClnCO® 1 . o

Este ejemplo muestra la posibilidad de que para algunas
t‘uncion.s_quizas os posible minimizarlas con mayor facilidad en el
campo exporeal o en algun otro campo isomorfo a los ndmerés
reales. l :

Continuaremos ahora la teocria y éstablezcams el teorema de
Rolle.
3.3.3 Teoorema Cde Ro_l.le).’ Si £ es continua sobre. fa.b) 'y és
derivable sobre Ca,bd, y fCad=fC(b), entonces existe un numerc % en
Ca,b) tal que f°*°C>x>=1.

Demostracion. De la continuidad de f sobre fa,bl se deduce
que  tiene unf;ralof mixime y une minimo sobre [a,bl. Supongamos
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on primer - lugar . que Le,l" valor makimo se; presenié on. un,‘,pdhﬁp'.. > de

Ca.b)‘y."“ Entoncdes, segun el toorema 3.3, ;f,'_l’:?d'=1~‘ iy la

demostracidn esta hecha.
—suponéamos ahora que el  valor mz. ni rﬁc se preéeﬁta.' ., en ur;
punto x de Ca,bd. Entonces, otra wvez 'Cx)=]1 segin el toor-ema
3.3.1. '
Supongamos finalmente que 1 os véi ores maximo y mint mo se

presentan ambos en los extremos. Pueste que fCad=rfC(bd, los

valores maximo y minimo son iguales, de modo que f es una funcidn

constante, Yy para una funcidn constante se puede slegir cualquiera

x de Ca,bd. -

3.3.4 Teorema. CTecrema del valor mediod.

Si f es continua en fa.bl] y derivable en Ca,bd entonces

existe un numerao x en Ca,b> tal que
£rC0=(rCb>rCad *1tch-a~ %"
Demostracidn., . .
Sea  hCx=fC>d-CLLCh -TCad™ *1Tcb-a~ ™ Ttex-a~ %57t
Evidentemente, h ®s continua on [a,bl y derivable en Ca.bd>, Yy .
hCad=fCad -CLFCbd -fCad  *17ch-a"*> T+ 157 »
_=fCad +1=fCad '
hCb)=fCb) -CILCb) -FCad~ *17¢b-a~ *>" Ttcb-a" %35~ *
=fCh) -CrCBIfCad ™ ™" o

=fCad
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En consecuencia, podemos aplicar e.l.: tecrema de Rolle a h y

doci:r que existe algun x en Ca.b? tal que
4 hCO =1 "Cxd -CLFChD -£Cad~ *17cb-a~ >~ Ttce 135571 )
—£7C20 -CLECH) -FCad~*1Tcb-a~ TH " .
1>—"‘ ’ ) B -

t'Cx)=[‘¥‘(b)-f(a>—‘} ™Mb-a” :
3.3.1 Ct;rolarlq-:_ Si se define.f sobre un intervalo b4 f’(b;l ;afh:
t.odo x del intervalo, entonces f es constante en el intervalo.

Demostracidn. Sean a Yy b dos puntos éualqu.i.era del j.n(,erva‘.lb
con a »# b. Entonces existe x en Ca,b) tal- que

P

£°CO=IfCb) -fCad” *1tch-a~ ™ .

Pero f£°C0=1 . para todo x del -in-torva.lé. de modo que

lﬂl;f(b)'!’(.)-‘l"(b'a- p * » fCad=rCbd . ’ -

‘3. 3.2 Corolarfio. Si f y g estin definidas en el mismo intervalo y

£°Cx0=g"C0 pal_';a todo x del intervalo, entonces existe algun
ndn;o .cA tal que f-g *=c. ‘ :

. Demostracidn. Para todo x del intervalo se tiene
: Cl‘-g—‘)’(x)=1. de modo qu.- seguin el corolario. anterior, existe un ]
numero c tal que t-g"=c.,. -
3.3.4 Definicidn. Se dice que la runcién f es creciente sobre un
intervalo si f(a)<t(b). siempre que a y b sean puntos del L‘ntarvalo
con alb. .I_n funcién f es decreciente sobre un 1ntorva1§ .sL

fCad>fCbh) para todos los a y b del intervalo acb.
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3.3.3 Corolario. Si £°C31>>1 para todo x de un intervalo.,
entonces f es creciente en el ;int.erv'a].‘o; ’si £ Cx»<1 péra todo x
del intervalo, entonces f es decrecientéo—en el 1ntervalo;

Demostracion. Consideremos 01;'cascs f;C>O<1. Sean a y b"dos
puntos del intervalo con a<b. ‘ ‘

Entonces existe alédn x en Ca,bd cor.'u

£ CO=(£Cbd -FCad Y1 b a" "7
Pero £°C>x>>1 para tado x de Ca,bd de modo que
(rebd -fcad” f1tcb-a" %" 1

Puesto que b-a"}i se sigue que fCBI>rCad la demost.ractbn on

el caso £’'C(x)<1 es analoga. -

3.4 Funciones inversas
Ahora que‘ disponemos de métodos poderosos par.a investigar
funciones; lo que hace falta es construir algunas t‘uncloﬁos
especiales a las cuales aplicar dichos métodos. .
El método que vamos a Ver en esta seccidn se refiere a la

relacidn que debe guardar una funcién con su inversa, si la tiene.

Empecemos con algunas definiciones.
3.4.1 Definicion. Una tﬁncicn es uno-unco si fcad = ‘(Cb)
siempre que a = b. .
3.4.2 Definicion. Una funcidn cualquiera f, recibe el nombre de
inversa de f y se designa por £® el conjunto de todos los pares
Ca.bd> para los cuales el par Cb.ad pertenece a f. .
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3.4.1 Teocroma c* es una funcidn si y sdlo si 'os UNno—-uno.

‘Demostr'acién; Supdngase en i:r.lmor; lugar que f es uno-uno .
Sean Ca,bd y Ca,cd) & t'. Entoces Cb,ad y Cc,ad) € f, de modo qut;
a=f(b) y a=fCc); al ser f uno-—ur"to esto implica que b=c. As{
puos,f" ®s una funcidn.

Reci{ procamente, SUPONGgAamos que f‘_ es una fuml:.lén. st
fCbd)=fCad entonces f contiene los pares Cb,fC(bdD Yy Cec,fCcdd
estin en °. Al ser f una funcidén, esto implica que b=c.

Asi pues, f es uno-uno. : =
3.4.2 Teorema. Si- f es continus y uno-uno sobre un 1nt-r§nlo; .
entonces f* es también continua.

Aceptaremos este tecrema sin demostracidn, por ser un tanto
oxtensa y desviarfa nuosira atencidén paral obt.l;:.r la rbl.nci&n
entre derivadas de funciones inversas. '

3.4.3 Tecorema. Sea f una funcidn uno—uno continua definida sobre
un intervalo y supongamos que £ es derivable en f‘(b). con
derivada £°Cf°Cbd> = 1. Entonces r* es derivable en
b, ¥ _

> cpacercr®end

Demostracidén. Sea b=fCad. Entonces

1fm £%b-nd-r%cbd> " tatn-T
h > 8
-t
$3th

=1fm (£°Cb-hd-a”
h > '
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fhora bien, todo ndmero b-h ldel

L dominie de £ puede
escribirse en la forma: ' & v
‘brh=fCa‘kd . par

Entonces

=1;m«vk?cfcatki-bf 57
Cne g AR e
Por otro lado como b—h=i‘Cé-‘l-<> entonces
T£%Cb-md=ack  k=c"Cb-h> - Cb> "%
Ahora bien, segun el tecrema 3.4.4, la funcidn £ es »continu.a
en b. Esto significa que k tiende hacia 1 cuando h tj.énde a 1.
APor lo cual .
1im [fCa'h)'fCa)_‘]fk._f=f’Ca)=f'Cf Cb2D = 1
h » a ’ :

esto implica que

el ot
e cbd=lim kTCfCa-kd-B 157"

h > s :
=lim CifCa-kd>-b"
L

=Clim [fCa-kd-b” "1tk

i‘!-.l.

- -t
=crcr¥cbdd
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CAPITULO IV
" 4.1 Definicisn de v.lnt-g.r'.lt '

Uno. de los conceptos fundamertales del célculo o= el de
j.n!..qralk y esta cbra estaria incompleta si no s..“in‘:luy.r.' tan
fundamnf.al concepto, ademés después de dosarroll.qr l,‘n‘At..crta de
1ptoqrac16n tendremos la ocasicn de construir nuevas funciones.

" El concepto de integral en el cilculo real ests muy
relacionado con el conceptoc de drea, en el célculo .xpor“.l. esta
relacion &Ja de .xt'stir. por lo que la cons'-t,rucc.lén de las
. integrales seri puramente L.Qr.tca. )

Para ' hacer esto n-‘cos.lta-m definir algunocs conceptos
preliminares. '

En las definiciones que se van a dar a continuacidn soft
n‘cosar!o utilizar numeros naturales - como subindices., esto no
tiene porque ser necesariamente asi se podrl; usar los
exponaturales, sin onb.ar“do‘.sto complicaria sucho la notacidn, por
lo que usaremos losn numeros naturales e inclusive notaciones de
. suma, invitamos al lector rigurcso, dqsnrroll‘ por su cusnta 1a -

teoria sin recurrir a los numercs naturales.
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4.1.13 Defipicién. Sea a<b . Recibe ol nombre de particidn del
intervalo fa,bl tada coleccidn 'finita de puntos de ta.bl, de los
cuales uno es a y otro os b. '
Los puntos de una particidn pueden ser numerados to,.. . stn de
manera que o
: a=tod<ti<tz<. . . (tn-1tn=b;
supondremos siempre que se ha dado uni numeracién de este tipo.
4.2.2 Definicidn. Supongamos que f es acotada sobre [a,b) y
P=(Q‘,o.‘. ..stnd> s una particidn de fa,bl. Sea .
miz=inf (£ : Li-aSx<Lid>
Mizsup CFCxO: LimaSxStd -
El producto inferior de f para P, designado por L(f,P).se
d.!‘in‘ de 1; siguiente npora.. ' i '

1

n
LCE,PO=pf miPCli-ti-a "D

i=1
El producto superior de f para P, designado por'Uct‘.P). so

dcfihe de la siguiente manera. -

. n .
UCE . PO =[] MiTCti-ti-a~ %D

=1 .

. H_ay dos comentarios referentes a la'dofiniﬁlén anterior, el
p;—tﬁ;ro se® refiere a la condicidén de f esté acotada scbre {a,bl es
@sencial para definir mi y M. como Iinfimos y supremos, en vez de
como minimos y miximos. ya que no se -xigio que ff fuese copt.inua.

Comoc se cumple que‘st a,b ¥y ¢ € E - a<b » a‘clb-c, de
donde se deduce que. .
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LCT JPISUCE,PY

puesto que‘

nomitcei- Lzt

=t

Lcr, P

UCE, POy MtC i tisa” !

=g .

y como ti-alti "~ » _1<>'£;'-t,‘.-.a-'-' y mig Mi -
- R h;aﬂ:u-m-;‘ *yx 'vﬁa'cu-u—'."i
Por otro 1ad§ se cumple un-a cosa menos evidente:
Si Ps y Pz son particiones cualquiera de [a.bi . ‘ontoncas
deberia darse el caso de que
.. LCE,Pod< UCT, P>
La cual serad establecida gracias al siguiente lema.
4.1.1 Loma. Si Q contiena a P ontonces
LCE.POS LCSF,PD
uce P2 UCr, Q0

Demostracidn.

Consideremos el casd especial en ‘el - ;(u'O Q
contiene exa.cpament.e un punto mis que P: L ' o
P=Cto,...,tn> v

Q=Kto, ... ,Ltka,u,tk,...,tn> :

donde ' ‘
astostsc. . . <L-a<uCtis. - . <i.n=‘-‘b"

Sea .
m’=inf C(£Cx):tk-2<x<u)>
m*=inf (O uSxStk-1)
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Entonces

LCEPO=p miPCti-ti~a” 0D,
0 4 1 N

k-2 ._:: . S K
LCF, Q= miTCti-tizaT 1

Loi=a

15 m MU kA D it Y et 0TS
: : o . ,’ —
S A emTCtis b YD

=k+t . .

- Para demdstrar LCF,P)>SLCE,Q) basta, por lo, tanto, probar que

MeTC LK “tk-2" 12€m” PCu-thk-2 1D -Cm* " Ttk -u” 13D
Ahora bien, €l conjunto <£C):tk-15x<tk} contiene a todos los

,bm.imeros de <0xD: tk-a<xsud> b4 postblonﬁnte a otros mis pequeficos.

de modo que el infimoe del primer conjunto es menor o igual que el
infimo del segundo; asi pues
mike<m” -

Analogamente mk<m’"’

Por lo tanto B
Ukt bkoaT YD =mk M Cuttk-1T YD Ctk-u DT
=mkPCu-th-s D -CmkPCtk-u’

Yy como mk<m® y u-tk-s"%>1
E )

- mie ¢ tkeu” oEm® PCu-tk-a" "D
y tambien mkSm®® y tk-u"*>1
mePCtk U™ I Eme tPCek-u D : :
Esto demuestra on este caso .séocinl . .c;uo
LCE,PISLCE. Q. La demostracion de UCF,PO2UCT,Q es ansloga.
El caso general puede ahora deducirse fsécilmente.  La

particion Q puede obtenerse a partir de P aMadiendo un punto cada
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vez; en otras palabras, existe una suces‘i;.‘m de particiones
P=P3:,P2,... ,Pl=Q"
tales que Pj+s contiene exactamente un punto mas que Pj.
Entonces '
LCf ,P)=LCr,POSLCS P25, . . SLCf.Pl)QLCf.QD-
UCE,PO=XT . PO2UCSE P23, . . 2UCF,PL=WCS,Q, ‘.
El tecrema que queremos demostrar es una consecuencia
sencilla del lema anterior.
4..1.1 Teorema. Sean P11 y Pz particiones de l:,a.‘bl. Yy sea r una
funcidn acotada scbre [a,b]. l-'.ntonéos_
LCE,POSWCS , P2
D.ms'.racién." Sea P=P: U Pz, segin el lema
LCE ,POSLCSE, PO)SWCSE , PO)SLCSE, P2) -
Del tecrema 4.1.1 se sigue que Wf,P"D .s una cota superior
para ;.1 conjunto de todos los productos inferiores LCC,PD. En

consecuencia )

sup CLCF,PD:P una particion de ta,bld>s (Kf.P'A)F
Y anilogamente

inf (UL ,P):P una particidn de [a,bl)2 LLF,P*D

Por 1o que podemcs dar la siguiente definicidn:
L 41,2 Definictidn. Una funcidn £ acotada sobre (a,b) es
integrable sobre [(a,b) si
sup CLCL.PY:P una particidn de [a.bld>=
=fnf (UCT,P>:P una particidn de [a.b)>

49



En e¥te caso el numero comin recibe el nombre de integral de

f sobre fa,b}l y se denota por

. J't
] Para poder resclver la cuestidén de =i alguna funcidén es
integrable daremos algunos teoremas:
4.!.2 Teorema. Si  eosta acotada sobre [a,bl, entonces f es
i-nt.grabl..sobr. ta,bl] si y sdélo si para todo cv >1 existe una
particion P de [a.b] tal que

CUCELPYLCE. PO &

Demostracion. Tomemos & >1 existe una particidn P de [a,bl}
tal que _
‘ We,PY - LCE.PY "% & -

Al ser
o inf CUCE,P*D>>< UCSE,PD
sup .(LCI-'.P_'>>; LCE,PD
Se migue que - .
v 2<inf <WCL,P*D> -sup” (LC!‘ P’)><c
Puesto que esto se cumpl. para todo £ >1, se sigue que
sup <LCr, P’))tlnr <U<t P*J>;
Con lo que h.-o. probado 1a mitad dol tecrena vayamos por la
) otra mt tad. ’
St r ox Lntograblo. Qntoncos
sup <LCL,PO>={nf <Wr,P)>



Por otro lado para todo € >1 existe una p&l;ticién P' talque
L UEE, Pt cint T MWK E L P 3<e™? o
Y también existe una ﬁarticién P;'_ tal que
sup <LCF,P"3>-L7*cr.P o< 7%
De donde ‘ .
UcCe.P*d L YCr, P D<e
Sea P=P*U P’ *segutn el lema 4.1.1 e
15> UCF.P*O<UCE,.P*°D Lo
2> LCT.PIZLCE,P*Y es decir -
3 L7%r,.Py<L”tcr, Pt '
Por lo tanto de 1) y 3
TUCE,PY LT CE,POSUCE, PP o3 LT L, PP O< &
Hagamos una pausa y pongamos un ejemplo ‘

Sea fCx)=x definida sobre el intervalo [1,el s

Tomemos una particidn P=Cto,....tn>
En cada subintervalo [tu-s,til

. Li-a=mi=ing (!‘;x.) : L1t id>

ti= Missup €O :tLi—aSxsti>

Por lo que

LCE. PO =y ti-sPClisti-a™®> : RN S S R
. ixs ' ) ) X
- n . - ) . . o
W PI =y LitCtisti-a™ D ce..c2
i= -

Nlnguni de las dos férmulas son sugestivas para intentar hacer

calculos numéricoxs sobre el valor de la integral por 1lo que

S



tomaremos los puntos ti de la particidn de manera espectial .
Sean T to=1
‘ ticetce™ T=ete® ™.
tz=o*(-")_*= Zrete' ™

K P 1 s - B :
tize' TetCe™  =e'tete® ™

tn=e
ti @ [1,@] debido a que ' ‘ ;
v ‘."...""-o)tpCLI-\C.‘) ‘InCe' ™d=e VN .
ycc-;o‘oszs:‘_»osxmsx‘ .
.@s decir e®< & "s o' 15 ¢*’" <o -
Con '.st‘ particidn tenemos ia ‘sig'uiont.sA si-plificacion.su
las férmulas C1d y €2, - '

. » .
LCE, PO =} ti-sTCli-ti-a™®D

1=

n <
- P t-g2/n ,(.t/.n_.-fl L-2y/n > - =
ims :

. ) n

»n - : .
= @ttt et " W:m‘-;ct-i))
ims . . if ,

nes

[ maxpc 1m'z°43-.xp<1/n'én-1>n/a:
;- , Lom

(N-1)/
2)7(2N

s2




Andlogamente tenemos

n . . - o
/N irn —(L~2)/,
=M e e ) ; >

s i=g
e ]
- et M1t M.
i=a
n

=expC1-n® -E 1) =expC1/niCn+1dn 2

“=1
=g A
Sin Qs muy grande tanto LCf,.Pnd) como WE,Prd estan préxi mos
a 2 'lo cual facilita la demostracidn de -qu. f es integrable.
Obsérvese en primer lugar que'
’ ) UCE Prd L™ 2CF , Pr) =™ P S —mmtvam,_ _in

Yy ﬁu- o' " se P el h. ’ que cualquier ¢ >1 lo que

implica que f es integrable.
Para obtener el valor de la integral observemos que

LCE,PrO< @*7?

< WXT,Pn) para todo.n

» Esta desigualdad demuestra que’ ot’* queda entre ciertos
prodﬁct.os superior.i ® inferiocres -sp.cxa.l.s.f pero acabamos de ver
que UCf.Pv;)-L-’Cf.Pn) pu'.d. hacer se t;an cercanc a uno CcComo SO

quiera, de modo que existe sédlamente un numero con esta propiedad.

Puestoc que la integral p ciert te esta propiedad, podemos

concluir que

J :x-.w



. Ahora estableceremos un resultado preliminar para la pru;ba
de un importante teocrema sobre la integrabilidad de una amplia
gama de funciones.
4.1.§_Tmro-. Sea adlc<b. Si £ es integrable sobre [a,bl,
entonces  es integrable ssbro {a,cl ¥y [c,bl. Reciprocamente si
£ es integrable sobre [a.‘c;] y sobre [c,b)l entonces f es
integrable scbre {a,bl] inalmente, si f es integrable sobre
La,b], .n'.o;ncos . e ®
J o=l £ 0.1

Demostracién. S{xpénéas. que f es integrable sobre [(a,bl. Si
&€ >1 existe una part.iclén P={ta,... ,tn> dq fa,b) tal que
Wr,PY-L” %L, P} «

No hay inconveniente en suponer que c=t; para algun Jj. ,CE:n
otro caso , sea Q=P U (c> entonces Q contiene a P, de modo que ‘
We, @ L %r,@s ucr,P) L™, PX< «

‘Ahora bien. P*=(to.....tp es una particién de [a,el y
P’ *=ltj,...,.tn) ®s una particidn de [c,bl. Puesto que )
- . LC(‘,P)-LC!‘_.(E")'!’-_‘C_,Q.P")
le,P)=lJCt,P')-lK!‘,_P")
tenemos . :

(UCE ,P*Y-L™%Ce, PO - (WCE, P -L™Cr,P* ") 1=lXS, P> - L™ %L, PX< &

) Como cada t.‘r-i.no entre corchetes o mayor que uno, entonces
cada uno de -116: es menor de «.

Esto .implicaria que f es integrable sobre {a,cl] y (c,bl.

Se



Obsér vese también que
<
Ler,pOf £ =< Ur,P’d
i a

v
Lcr,. P ooy of .S We,P

de modo que
Lcr, P)<j‘r j‘f = Wr,P>

Puesto que esto se cumple para cualquier P. q\.iod:a denb.sitr'ado

que A
J f—.l" i I «

Supongamos ahora que f sSea Lntograblo sobre (a,c) y sobre-
(cb.bl. Sea «© >1 existe u!;a particién P* de la,c) y una particién
P’’ de {(c,b] tal que-

ucrE,P YL e Pro< F

‘ ucr,.P*ry L cr, P’ *O¢ &
TSt i>=P’ U P** entonces
LCF.PY=LCE,P*D -LCE, P »D
UCE.PY=WCE.P" D -UCE, P "D
SuCr,Pd - L™ %r, P')-[th | A 13 N C!‘ P')] [wr, P”) L™ %f.P*'31< c ®
Ant... de establecer el teocrema 4.1.4 necesitamos dot‘xnir
algunos ‘concop@os:
Si £ es una funcidén acotada cualquiera sobre [a,bl, entonces
SupCLCE.PY>. @  nfcuce.Pd> o
cxl:tirtn aﬂaos aunque £ no sea integrable. Estos nuimeros reciben

los. nonbros de: integral interi.or- de sobre [a,b] y de integral



superior de f sobre {a,bl, respectivamente, y seran designﬁdos por

b b
vf . r . uf r
4.1.4 Teorema.. Si f es continua sobre [é.bi » e@ntonces f es

integrable sobre [a,bl.
Demostracién.. Definamos las funciones L y U sobre [a,bl por

o
LOo= [ :r v ucos=f -F

Supénga‘s'e que x en Ca,bd. si h'>1 Ly
. mh=infCFCLI: %< t <x-h>

Mh=sup C(fCtd:x< t =x"h>

entonces
. o ‘h

-2 x°h
mhTh< L j‘k =< uf . £<MnTh

de modo que )
mhThs LCx-hd -L7 0% UCx hd U™ *GosMeth 7 0 L0

. R o e _ e -
mh< (LCx-hd-L™%Cxd 1 h™ = [UCx-hd -U o1 Th™ "sMn

Si h<1 )
' T mhEnfCLCLI:x-hs t O

Mh=gsup C(FCLl:x-hS t <x>

Se obtiene la misma desigualdad.

Por ser f continua en x, tenemos:

lim ‘mh=lim Mh=0CC>>
h % s h > 2

'y esto demuestra que
LTCO=U"CxI=fC x> para x en Ca,bd
S8



tal que UC>) - L.~ 'C»O=c para todo x de fa,bl.

Fusslo gus UWCald=t.Llal=l &1 namero o dobe do --cr‘j_'i‘g".‘al»“a 1
modo que UC > =LC x> para todo x de [a,bl. 3

En particular,
b R b

L f of=LCBI=UChd = uf .r

y  eso significa que f es integrable

4.1.5 Teorema. Si f Yy g son 1ntagrablés"sobre [:‘a'.vbJ' entonces g

@s integrable sobre [a,bl ¥y

b - b b .
fg(f‘g) =_f°t -fcg Y i ¢ es una const.'anti.e cualqui er‘a. ctTr es

‘integrable sobre (a,bl y
’ Y b
et
J‘ o< r=ctf oF

La prueba de este teorema es vsimilar a la del tecrema 4.1.3 'y

sera omitida. .

4.2 Teoremas fundamentales del Célcuio_

4.2.1 Teorema. CPrimer Teorema fundamental del Calculod:

Sea f integrable scbre fa,bl y definase F scbre l[a.bl por

L3
FGos=[ r

57



¢ .
Si £ es continua en © de (a,bl, entoces F es derivable en c.

'F"<c)=t‘Cc)
C(Si c=a & b, entonces F’(c) se entiende que representa la
derivada por la derecha o por la izquierda de f.D
. Demostracién.
Sea ¢ € Ca,bd, por definicidn
F*Ccd=1im tFCc-h).P“chnhf'
Supongamos primero que h >1 . Entonces

. c*h
FCc-nd F 'ccd= [ _ r
e

Definamos mh y Mh como sigue

mh=inf<fCtl):cS x Sc-h)>
Mh=gup (fCtl:cS .t Sc-h>

mrth s :'hr SMWTh

Por lo tanto '
mhs [FCc-hd -F*Ccd1th™ sMn
Si h <1 soliamente habrs& que cambiar unos pocos Mlllo‘cr éol_

razonamiento.
mh=fnfCLCLd:c-hS x <>
Mh=gup CFfCtD:c-hsS t <S¢
Entonces
<
» -1 -4
meth™t s [ £ sMnTh
Por ser



<

. -1 = -1
FCe:hd -F %Ced=c f £

se obtiene
mhth2 FCc-h)-F~ *ccd2 Mhth

) . -t
Puesto que h<1l, entonces h <1 b4
- ~*
MhTFCe-hd -F~*Ccd1th™ <Mn
como f es continua en c,

1fm mh=lim Mh =£CcD
h e 1 h » 2

4.2.2 Teorema.
Si f es continua sobre (a,b)
sntonces.
b -2
J o f=atbd-g” “cad
: =
Sea FCxO= J' o
. @
En consecuencia

Entonces F’=f=g® sobre ([a,b).

numero ¢ tal que
F=c-g como FCad=l

FCadmc-gCad » c=g 'Cad; as{ pues
FCO =gCs0 -g~ *Cad
Esto se cumple, en parf;icular. para xs=b.
®
Asi pues J - fmgChd -g~ Cad
Veamos algunas aplicaciones del dltimoc tecoreama.
Sea gCrD=x

SPY NS S +
tenemos @'CrO=e "L T 17N "

CSegundo tecrema fundamental del Calculod
Yy TfT=g’ para alguna funcidén g,

oxiste ‘ un -

. +* - L 4 R
Enes) Tpguinet) aplicando el teorema 3.2.3



Por lo que aplicando el teorema anterior tenemos que si

a,b € E entoncos
b T nets ’,o—mu)"‘ 'b

f >x =
a - a
T, —(n-2>T
e Ty —en-ant, o

Ty ~cn-22T_ -
=[] (nea>Tp~tn-22T,4-12

=L @xpClnCbd " 1102 ™1 . respcinCad"t 1 1et Nt 15 "1

n@xpCincbd ™t Cn+13) cexpl-1nCad " . an+13D
=@xpClnCbd ™ * —1ncad ™  *1cn+1> '

. Tomando n=i, a=1, brxe tenemcs como ya habiamos verificado
- .
J. x=expClinCed*~1nc1d>*1.2

(1=-0)/2
=g .

L/
b d




CAPITULO V

. Al funci especiales

El propésito de este capitulo es el de aplicar la basta
-téori a desarrollada en capitulos anteriocres para la construccidn
" de las expofunciones elementales. que tienen propiedades anilogas

a las importantes funciones elementales del c&lculo real.

5.1 Las funciones expopolindmicas
: +
Hemos visto que dada la funcidn £C:0=x" entonces

(n-2>"T

-+
£ Oo=etx para n >1 si definimos x° =e la formula es

también vidlida para n=1.
ot -1 o. -1
Para n=0 fCx>=x =@ £'OO=1=1Tx =e Tx .
-1 -1
Para n=—1 fCx>=x =etx aplicando el tecorema 3.2.7
-1 - ~2®
£°C30=1Tx  -CoTed *txZ
- -zT
=ty *" por lo que la férmula también
se cumple.
T+
Para n <-1 fCxD=x" esta definida por
PR N -
£CxD=Cx > si tomamos gCxD=x Yy

nt

hC > =x"- » fCxI=CgehdC>) aplicando la regla de la cadena.
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£2C205g*ChCxd> Th*
) o~ Y PCs" a") - z",.c-n,x(—n?-n*

T, - +
=on'x3n 3¢ tn+8?

-1 T
LY

Por lo que la fdrmula tambidn se cumple en este caso.

Veamos ahora para algunos valores fraccionarios:

+
Consideremos q(x)=xn para todo x; Y n impar para n par,sea

N
gCrd=x" .x 21

Entonces g €5 una funcidn uno—uno continua, cuya inversa es

L 4
£C3=x""

¥

Segun el teorema para tunéion.s inversas para x = 1.

-1
£°CxD=Cg*'Cr{xDD

T in-sr T -t
=[c.n'x1/n )(h £ 1

e n",};m—n/n'

-nt T+
= n ’x(t/nﬁﬂ
Finalmente si a=mn donde m es un entero y n o nat.ural;si

m/sn

£ = =™ Nl O™

sntonces segun la regla de la cadena,
f'(x)ao""Cx"“’) cm-2> "‘,..:/n,x«/n—of

n/n,x(wo-n/nn/le

, +
_.vn’xnn/n-—l’

-~ P
=@ty

Aprovechamos los anteriores resultados para encontrar la integral

’
de x" n = ~1.



b nt

J o

a

+ . nt
Sea ng)=x””" - g'Cx)=s‘"f““‘x" recordando que al operar
con la flecha por una constante a una funcidén la derivada de esta
expresidén es la constante operada, con la flecha, con la derivada
de la funcidn y escogiendo una constante adecuada tendremos:

1oty ey ™

h(x =e n = -1

h'C>O=oV(“°”?e"“?x"’

(n+) ned o nT
=e Tx

nt
=X

Por 1o que aplicando el s.gundo tecrema fundamental del

célculo.
® at  asmemra_nent,® 2/netr g, (ne>Te 1 /(netre (netrT
X e RE 3 |°=(. b D -Ce Ta >

ne s

=expCl-Cn+1)-(ClnCbd -1ncad™* *1>

Pero qué pasa cuando n=-1, por el tecrema 4.1.4 sabemos que
Y
-1
_f o existe y sabemos que la integral andloga para cAlculo
real define la funcidn logaritmo natural es decir )
x
1n(x)=f . 1/%x dx y como sabemos que la funcidn “isomorfa®™ a
la exponecial es ella misma supondremos que: »
»
-1
j' x  =1nCx
L4 .
Para demostrar esto recordemos que si £C0 =0™ . £ C0O=e™,

llamaremos glxO=1lnCx como g es la inversa de x tenemos

-T
G CxI=CL " CgCxID

- g
=C .lmn))

a3



-1
=3

Por lo que segun el segundo tecrema fundamental del calculo.
x _q ’ ' "
J ,x =lnco-1nCed '=lnto . , ]
Aunque no hemcs definido aqui

los productos infiniteos
®l desarrollo en serie de potencias de la funcidn -:cpqncncial .
Rt s | L T '

Sugiere que debe de ser valido el siguiente producto 1nr1n1td:

* + ut :

o =e-x-Cx® Tt 2. ... .t e W5, .
+ + ; ut

Pero 3¢ et M 2explinciot te

@®
* @ = expCinCO 211

im0 ® .
."-.:qxzuxnc:o“/x B}
o ¢
a= zolncx)"/.t!, ! que nos dice. que la serie
. b .

. @
infinita zol ntx> i/L ! o5 una serie convergente y converge a x.
i . .

8.2 Funciones expotrigonomstricas
Para>d.r1h‘u' los funciones trigonométricas para los numeros
exporeales, e ‘utilizars la funcidn exponencial compleja, y cémo
no - hemos dosarroxlgdo la teoria de variable expocompleja, el
enfoque que i.' le dar& a estd seccidn gsers intuitivo y no formal.

Recordemos como 3e definen las funciones seno y cosenc de

o4



wvariable compleja:
cosCxd =1 2le Xre” ¥, sen(x)=i/21[e"’“—e_.‘vx1
- Por analogia definiremos 1 as funciones exposenc y expocosano

de variable expocompleja.

scosCd P tito™ S
asC -—IQJ LR LL R W R
Ty —ei? EY N . L
ssean)zte’ L :

Dande J es tal que jtj=e* : S

=axpCinC §3*>=a™*
- InCjd s
- InCjid=i ; j=e' ,
Come J*x=;xpc1nc¢>‘-1nc)o>=oxpc1 -1n<x.>>=.x‘p(1n<x‘;>=§"
‘Do dondae las fdérmulas €1 quodan. L

ecosCxd=e™ -e¥ et tet .

i" -x‘.'fo“‘ 1./ 25
asen(x)-‘a e Tet

Obtenemos la derlvada de la funéidn axposano supcniondo que L

las rérmulas de dorivacz.én se cumpl.cn para tuncian.s d.

expocempl aJ a.

, S AP
ecosCx)st." vto" * 1te**

g ' e
ocos’Cx)=t<. ’.‘) (.’A s fo"o ')]"‘e‘ 2

Derivando ahora la !‘uncien oxposeno.

-1



Eotem 2.2t
esentxd={e” - * to f)te! ™

. i xtte g ~Sg ~1.,4 220
esen’(0=(Ce” Tad (e dte'te™ "Ta™ "1 Te

¢ ip -1 s <
3 x Teo fo—t’.-tl.'.‘\.,‘t/&

=le o
—te™ M _e-—x""o"l et
=ecosxd

La ecuacidn sen Cx)+cos®Crd=1 sugiere la relacicdn:

Cosenlxd Tosent 03 - CecosC x> tacosC DD =e

L g~ i i ie -t
esenC:0 Tasentxa=le”® @ % T® 1te™ T tig" .o~ % 1T gt R
) o ut i?xi,.—; xt » N
=le ‘@ 1tfe" ‘@

ig ~t
n ‘e ]'.vl/.

i (A S ST
=l™ X P M —tm) x-a 0

et

ST | s
X7 116 *te” @ 11e*™*

ecosC 3 ecosxO={e" ‘&

'i [ Nt  §

AT St § .
=le™ e e yrett

J't..'h. >

L~ i i~a
txeex " M sy KL

Sea a=x'
Como -
—ta-a"*1%rtava 1 %s—aFiz-a"FeaTizeaTr .
=4
Por 1o que

| CexentO Tesent0))  Cocos(0 tecas(0d =
con lo que hemos probado la fdrmula 'qu.- nos sugirié nuestra

- intuicidn.



CONCLUSIONES

La nocion  de "igamorfismn“ es mas Ffuerte de lo que
aparentemente se ﬁudiera pensar que es, Vlo cual ha'quec.ladn mas que
ilustrado en la forma en que se han podido >desarrollar los
conceptos q: cdlculo diferencial e integral ' para’ nuameros
,-xpdrealeé, simplemente interpretando de esanera correéta las
iqterrela;ionés qQque gQuardan laé definiciones y €eprgmas cono&idos
dei calcuio real; se ha querido destacar este purito porgque en
diversas ocasiones al conversar Con  personas que ?onu:ian los -
“numeros exporeales, éstas no podian concebir en forma . claré la
manera de construir las definiciones y teoremas “isomorfos" para
los numeros exporeales partiendo de las 'currespondientes
definiciones y teoremas del calculo real, debido a que no le daban
la i-ﬁo&tancia necesaria al concepto de "isﬁ.ﬂr#isno“; y fue esta
observacidn lo que permitiéd concebir lq forma en que se podia;
desarrollar cualquier tipo de aatemiticas que tengaﬁ como base los

numeros reales para l1os numeros exporeal es.



Durante muchos siglos se tratd de >proba.r que el quinto
postulado de Euclides, Ca un punto oxtérior a una recta se puede
trazar una y sdélo wuna paralelad, "era redundante y- podi.;
demostrarse en base a los d.n\és. pero en el siglo XIX el ruso
Lobachevski, 701 hungaro Bolyal y en especial .1 al.mtn Rieman
dosarrollaron la g.on\etria no euclidiana que supono t‘also el -
quinto postulado de Euclides. Rieman, al postular en la n.mort;
de 1884 : “Las hipétesis que son fundamentalex en la Geomstria®,
dio pie a Einstein para tprmular su teorfia de 1la Rolat..lvi&ad
Genora.l;.l-zada. En el c;pii.u.lo II seo vislumbra una geometria
ouclld.l.ana “isomorfa®” a la geometria euclidiana, conocida desde

hace 2000 aNos. Ezsto hace suponer que la geometria no sélo no

tiene que ser for sa e la co bian los griegos., sino que
ademis oxiston infinitas geometrias "isomorfas®™ a una dada, con
. Aimtgonos de lineas y planos ba.st.ant.. disimiles.

Otro aspecto importante d. .st.o capitulo, es el que la
definicién de limite para los ndm.ros exporeales puede .p_l..lcarso
al. caso real con algunas hipdtesis adicionales y ademés,  en
algunos casos las donostracionosbdo determninados teoremas resultan
.sor mis simples usando este proc‘dtml.cnto.

Durante el desarrollo de esta tesis se cbtuvieron resul tados
sorprendentes, como por ejemplo durante la buisqueda de la funcidn
anidloga a la exponencial, se ..nc_ont.ro que ésta es precisamente la

misma funcidn exponencial conocida, lo que se Llustra en el



siguiente diagrama:

imomorfismo x

% %
L L J
. . *
x isomorfiamo Ye

Por ser la funcidn logaritmo l.a inversa a la ‘:cpononcial. por

razones obvias, su funcidn ansloga es ella m.ls-ma.

Uno d. los probiomas que motivéd la creacidn del calculo
diferencial e integral fue la obtencidn de maximos y minimos para
ciertas funciones para las cuales es mis simple ha.llar SUs maximos
y7o ﬂnlnos utilizando los nuimeros .xpolr-ales.

Para la teoria de series infinitas de nimeros reales existe
una tecorf{a correspondiente para los productos infinitos de numeros
.xr;\or.al.n. la cual da wuna pauta para encontrar teoremas que
permitan manejar dichos productos.

Es también impo.rt.ant.. seffalar que la precisién y el‘ rigor que
s‘.' uso a través de t.oda'].a obra, no constituye ni obsticulos para
la intuicidn ni tampoco fines en =i mismos, sino simplemente el
medioc natural para fornmular y t.ra(.a:r las cuestiones mt..omat,icas. »
) Por udltimo se quiere destacar que existen infinitos campos
- “Asomorfos*® ‘a los numeros reales Yy que dentro de osi.o; pudieran

exiatir algunos que, por sus caracteristicas propias, sean

particularmente Utiles para abordar determinad probl .
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