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INTRODUCCION 

Para .la maycría de .l•s personas mat.enult.J.c:as es sinónimo da 

"rigor", sJ.n embargo, no hay que dejar a un lado que la ciencia es 

obra del espírit.u humano, dest.inado iú.s a est.ucliar que a conocer, 

1116• a buscar que a encont.rar la verdad, y no es posible concebir 

que la mat.elllAt.ica haya sido const.ruida de manera mecánica y 

rigurosa de unos cuant.os principios combinados por mét.odos 

unit'or-, mAs bien, .lo que a menudo :sucede, ·es que .los principios 

ruaron dascubJ.ert.os mucho ant.es de hacerlos rigurosas 

proposiciones lJ.gadas lógicament.• ent.re sí. 

El'.' el caso del sist.ema de los ndmeros reales se buscó un 

·•t.oclo para const.ruirlos, a part.ir de los racionales, ya que otst.os 

últ.imos son un sist.ema iú.s simple. 

La ·ideá t'undament.a.l d• est.e -t.odo f"ue. t.omada por el prof'esor 

Daniel Buquet., quJ.en f"uera c:at.edrllt.ico de la E. N. E. P Acat.llln, 

para const.ruir un campo a.l que .llamó, c:a1Dpo exporeal Cléasa 

expor.real:>, d9bido a .la relación que guarda con la f'unción 

exponencial, ya que const.it.uye un "isomorf'ismo" ent.re el campo 



real y as~e nuevo campo. est.o signiCica que ambos t.ianen 

propiedades análogas. 

Cuando se const.ruyeron los n1l118,r:os exporeales se especuló 

sobre la posibilidad de desarrollar el cálculo dif'erencial e 

int.egral para ellos~ creando un problema no auy simple de 

resolver. 

El objet.ivc Cunda,..nt.al. de est.a obra oits el dar solución al 

problema plant.eado ant.erior-nt.e. a1ln más, despu~ de 1-rl• no 

debe ser muy diCícil concebir la manera de desarrollar cu...lquier 

t.ipo de mat.emát.icas que t.engan colllO base a .los n.n-ros reales para 

los n1lmeros a>q>0reales. 

Se ha pret.endido que en est.a obra se desarrollen de. -nera 

rigurosa l.os concept.os 111.s import.ant.es del cüculo cOlllO son 

J.imit.es. derivadas. int.egraJ.es, et.e. aunque en algunos casos se ha 

preterido sacriCicar un poco de rigor para t.ener acceso a 
concept.os o ideas, part.icul.ar-nt.e int.er-ant.es o imp0rt.ant.es, que 

de otra manera hubieran requerido d-•rrollos d9111as1ado ext.ensos o 

complicados. 

Ot.ro 1mport.ant.e valor que t.iene est.a obra es que puede 

ser ut.ilizada como b1bliograf'ía compl ... nt.aria en cua:sos de 

c6lculo dif'erencial. e 1nt.egral, así COlllO en cursos de aM.11s1s 

mat.em.t.t.ico, ya que el --t.ro puede dar a canocer los. nllmeros 

•xpor•al•s a sus alumnos, 1ndic6ndoles adenuls que por cada t.eorema 

que se present.a en el c'lculo real, exist.e un t.eor-. ••1somorto" 

, 
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ian el cálculo ·de ·1os números exporeales, pidiárldoles después d& 

dados algunos t.eoremas de cálculo rea.1 desarrollen los 

corrospondiant.os para. los números exp·oreales, proporcionándoles 

este ejercicio una est.upenda comprensión de las relaciones que 

guarden las t.esis ··y las coriclusiones de los t.eoremas . 

. !' 
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CAPITULO 1 

LOS HUMEROS EXPORE"'"ES 

l.2 DeCinicióri de ca~ ordenado complet.o. 

El objet.o de est.e capit.ulo es r~miliarizar al lect.or con los 

concept.os necesarios para. podéi- def"inir los números exP:cirea.las_ 

0..Cini.ción. Un campo ordenado complet...o es un· conjun.t.o .e 

en donde est.án derinidas dos operaciones binarias llamadas 

respe~t.~vaman~• adición y ·~l~iplicación . y una relación da 

orden denot.ada por •• < •• y 'leida .. es menor que que 

sat.isf'acen los siguient.es a.xi.ornas: 

A1 Para t.odo a y b en e; a+b E C. CEst.abilidad ·O 

••cerra.dura ... ). 

A2. Para t.odo a y b en c. a+b b+a. (Ley conmut.at.lv~.). 

A3 Para ~oda ·a,b y e en e, Ca+b) +c=~+Cb+c). ·cLey. 

asociat.i va::>. 

A4 E><ist.e un element.o al que denot.amos por •• O." t.al . que 

para t.odo a en C a+O'."Q+a=a . 
. ~ !... 

CLa exist.encia de ele.;.ent.•:> 

neut.ro adi t.i va) . 

1 



AS Pa.ra t.odo .a E e axist.a un alement.o denot.ado Por .. -a .. 

t.al que a+C-a)=-a+a=O. CLa exist.encia del inverso 

adit.ivo). 

M1 Para t.odo a y b en e • a·b E c. CEst.abilidad). 

M2 Para t.odo a y b en c. a·b=b·a. CLey conmut.at.iva). 

M3 Para t.odo a.b y e en c.· Ca·b) ·c=a·Cb·:c). 

asoci at.i va). 

CLey 

M4 Exist.e un ele,.,.,.nt.o al ·que denot.amos por " 1 dif'"eren-

t..• de ••O•• , t.al que para t.odo a en e a·1=1·a=a. 

CLa •xist.encia del neut.ro mult.iplicat.ivo). 

NS Para t.odo a • c • a - O exist.e un element.o denot.ado por 

.... -• .. t.al que a·a-•=a-•·a=1. CLa exist.encia del 

inversa inul.t.iplicat.ivo). 

D Para t.ada a.b y e en c. a. e b+c) =a. b+a. e CLey 

dist.ribut.iva ). 

01 Para cualquiera dos ele..,.nt.os a y b en C una y sólo una 

de las siguient.es relaciones se verif"ica: 

a<b o a•b D b<a CLey de t.r i cat.omi a) . 

02 Si a<b y b<c ent..onces a<c CLey t.ransi t.i va) 

03 Si a<b y e • e ent.ances a+c:<b+c 

04. Si a<b y O<c en t. onces a·c <b·c 

Ant.- de -t.ablecer el •llt.inoo axioma es necesario d•f"i.nir 

algunos cancept.os: 

2 



Un conj unt.o · esLá acot.ado sup9r ioi:--~~nle 

si exi :St.e un nú~er.o e t..al qu"e. para t..odo x en S ~e·. 

DeC inición. Un número e se llama supremo de un 
:: 

escribirnos c=_Sup S si: 

a) Para Lodo x en s. >6c, y 

b) Para cualquier e :.o exist.e un x en s .. t.al que 

X > e-&. 

Axioma. L. Un conjun~o S ~ C no·vacío acoL~o 

superiorment.e t..iene supremo en C. 

Es por esLe Ult.imo axioma por lo que a un campo se le llama 

complet.o. y es además el. qua.caract.eriza par~icularmen~• a los 

números reales. ya que por ejemplo el conjunt.o de los números 

r~cionales cumpie con ~odos los ax.Lomas enumerados an~eriormen~. 

excep~o el axioma L. 

Otro concepl.o in1port.a.nt..e. que es necesario definir. es. e1 de 

Grupo: 

Un conjun~o no vacío G se dice que 'orma un 

gr·upo si en G esl.á def'i.nida una. operación binaria. llamada 

produc.t..o y derioLada. por· t.al que: 

G1 Si a.b en G, a·b • ~ CEst.abilidad). 

G2 Si a,b y e en G. a•Cb·c)=Ca•b) ·e CLey asociat.iva). 

G3 Exisl..e un element.o •E G t.al que a·e=e·a=a para t.odo a 

en G CExisl..encia· da alerne_nt.o ident.idad). 

3 



G4 Para t.odo a e G exist..e un elemant.o denot.ado por "a-& .. 

que a·a-•=a-•·,.se <:Exist.encia de inverso mult.iplicat.ivo.) 

Hay una clase mt.-y especial de grupos. y de hecho sólo se 

t...rat..arán est.e t.ipo de 9rupos en est.a obra~ se int.rodl.Jcen en la 

siguient.e deFinición: 

1.1.3 DeCinición. Un grupo se dice que es abeliano o conmut.at.ivo 

si para cualquier a y b en G se t.iene : a·b=b·a. 

Obsérvese qU8 un campo const.it.uye un grupo abaliano con 

respec:t.o a la o-rac:ié'>n d• adicié'>n y qu• los ele-nt.os dif'erent.

de cero de un campo const.it.uyen un grupo abaliano con respect.o a 

la operación product.o. 

l • í! Const.ruccJ.ón del. ca1111PD Exporeal.. 

En est.a sección se present.ará un campo que es isomorf'o a los 

números reales que se llamará campo Exporeal. 

Primero se dar• la siguient.e def'inición de isomorf'ismo ent.re 

campos ordenados complet.os. 

or-der.adoa co111plet.ot1 Ca y Ca •oh 

l:lamados isomorf'os si ond.st.e una f'unción biyac:t.iva que cumple c:on 

Jas siguient.es propiedades: 

a) Si a y b est..,. en Ca ent.onces f'Ca+b:>-CCa)+f'Cb) 

b) Si a y b est.án en Ca ent.onc:- f'Ca•b)-CCa::>.i'Cbl 

e:> Si a y b est..,. en Ca y a<b ent.onc:es f'Ca:><C<:b) 

4 



Los símbolos + y • son las operaciones deCinidas 

asi como la re.lación de orden <. 

en Cz 

Discusión heurís~ica. 

Supóngase que se tiene un cam~ E, isomorro a los números 

reales. en donde la primera operación es precisamente la 

mulL~plicación de los n~meros reale~ en~oncas la condición a) de 

la detinición l.2.l se tiene da la siguiente manera: 

Si a y b est"án en E entonces f'C a· b) =f'C a) +f'C b) . . C 1) 

O.nótese ahora por 1' Cf'lacha) a la segunda operación de E. la 

condición b) de la def'inic:ión 1.2.1 implica: 

Si a y b estAn •n E entonces f'Ca1'b)=f'Ca)·f'Cb) ..... Ca) 

Nót.ese qua Cl) se cumple cuando se toma por f' a"f'Cx)=lnCx) y 

ahora .. despejamos .. a la operación !'lecha e 1') 

lnC a1'b) =lnCa) · lnCb::> 

es decir a1'b=expClnCa)·lnCb):> 

Ahora s• tienen todas las partes 

siguiente def'inición. 

l.2~2 .Def:inicJ.ón. Sea E"=-<xl ><E R y x>O ), 

(3) 

para C:onst.rui r la 

la cuat..erna. 

<E , ·• 1',<> c:onst.it.uye los nO:.meros exporeales donde •• ... denot,a el 

product.o nat.ural ent.re nO:.meros reales, la operación C.,.) está 

def'inida como en C3) y la relación de orden < es la relación da 

orden conocida de los nOmeros reales. 

5 



t.2.1 Teor•-· Los n~meros exporeales E. consli~uyen un· campo 

ordenado complet.o. 

Es ev.i.dvnt.o qu .. la. operac.i.ón d.;. mult..i.pl.i.cación const..i.t.uy .. un 

grupo para E. 

Con lo que s .. t..i.ene. la mit.ad del t.eorema; vayamos por la 

ot.ra mi. t.ad. 

M1 Si. a y b en E ent..o.nces a"tb E E. est..o se inCiare de -

En .Cect.o 

a'tb-..cpClnCa) ·lnCb))=expClnCb) ·lnCa))=b1'a. 

N3 Ca'fb>1'c-1'Cb1'c>. 

En ef'ect.o 

Ca'fb>1'c=expClnCa) •l.nCb>>1'c=expCClnCa> •lnCb>.:> ·lnCc>> 

-xpClnCa> ·lnCexpClnCb:> ·lnCc>:>:>>=a'f'eXpClnCb> ·lnCc>> 

=a1'Cb'f'c>. 

N& Exlst.e - en E 

•"'-~J.nCa:> 'lnC->>=a .implica lnCa:> ·lnC .. a:>=lnCa> 

es clec.i.r .. ._ a'f'e,,..xpClnCa>·J.nCe>>=expClnCa>>=a. 

NIS Para t..odo .-S. exist.e a-1' Caqui a-"' ind.i.ea al 

.i.n..,_,...ao segón la segunda operación del. ea111pe>. .... _.,.. _ -• ... _ t.al que 



En •f"ec:t.o 

a'ta-"'=e implica 
_.,. 

a =e><pC1/lnCa::>::> 

_.,. 
•xpClnCaJ ·lnCa :>:>=e es decir 

CAquí •• observa que •l element.o neut.ro de la primera 

operación no t.ien• inverso sugdn la segunda operación lo 

cual - anAlogo a que el ndmero "O" no t.iene inverso 

mult.iplicat.ivo en el campo de los ndmeros reales:>. 

D Si a,b y e est.An en E ent.onces a1'Cb•c)=Ca'tb) •Ca'tc) 

En ef'ec:t.o 

a 1'Cb • c::>-xpCl.nC a)· l nCb· c::>J .. expCl.nCa::> ·el ne b::> +l. nCc::>::>::> 

-xpCl.nCa) ·J.nCb::>::> ·e><pClnCa) ·lnCc::>::> 

•a'tb·a'tc. 

01 y oe son evident.- ya que por < de E ent.ende- < de IR. 

03 Equival.e al. axio- O.. de los nW-ros real-. 

O.. Si a<b y 1<c ent.onces a'tc<b'tc 

Si a<b ent.onces lnCa::><lnCb) ya que la f"unción ln es 

crecient.e y lnCc::>>O implica lnCa::> ·lnCc::><lnCb) ·.lnCc) es 

decir .,...C.lnCa::>·lnCc::>::><expClnCb)•lnCc::>i ya que la 

f'unc.t.dn e:icp - crec.t.ent.e. 

L Supóng-• que se t.iene un conJunt.o S e: E 

acot.ada superior .. nt.e y no vacío. 

Sea A-<x en • 1 expCx::> • S> 

A - acot.ado superior-nt.e, ya que cOftlO S es 

acot.ado superior-nt.e s.t. z • S, ex.t.st.e un e • E t.al 

7 



que z:Sc implica ln(z):Sln(c). 

porque expCx)~expClnCz))=z e s. 

y x=lnCz:> e A 

Por lo que A t.iene supremo en IR sea este c=~p A .. 

Af"i.rmamos que expCc) es el supremO de S. 

En efecto 

a) Si z ·E S en~onces x=lnCz):S e po_r_ lo 

expC x:> :SexpC c) 

b) Si & >1 existe z E S t.al que z>expCc) .,-• 

En ef'ecto 

Como c=Sup A existe un x en A tal que si &• >o· • 

x>c-&a sea z=axpCxJ y e-xpcea:>>1 

Se sigue que 

expCx:>>expCc::> ·expC-ea:>=expCc) ·CexpCea):>-& 

~expCe) ·e-• 

Con z e S. 

1. 2.1 Corolar·io. 

ntlmer-os reales. 

Este isomorfismo nos lo proporciona la f'uncidn_exp:IR--- E. 

Algunos .de los t.eorernas d• c<ilculo arit.,,..tico et. los n~os 

reales t.oman una forma peculiar cuando se consideran ..... 
.. teoremas anaU.ogos .. para los n&l.,.ros e>ep0reales, a cont.inuacidn -

presentan algunos de elloa. 

e 



Teoir:-ema.. Si a y b esLán en ~ en~onces: 

-Ca·b)=C-a) ·b=a·C-b) 

Para los números exporea.les el .. t.e.c;>rema análogo·~ ser.La: 

1.2.2 Teorema. Si a y b est.án en E ent.onc~s: 

e a 1'b) - .. =a - .. °"b=a 1'b-· 

Demost.r-ación Ca1'b)- ._=CexpClnCa:> ·lnCb:>))-• 

=expC-lnCa:> ·lnCb))· 

=expClnC~ - •::¡ ·lnCb:>:>=a- , . .,.b 

=expClnCa:> ·C.:..lnCb)) 

=expClnCa>·lnCb-t.>:>=a1'b-• • 

Ot..ros casos son: 

1.2.3 Teorema. Si expC n::> E E y n ., IN ent.onces 

-"' CexpCn:>:> =expC1/n) 

Oemost.ración. 
_.,. 

expC n:> =expC 1 /C l ne expC n:> :> ::> =expC 1 /n::> • 

1.2.4 Teorema. Si a, b • expCa:> y expCb:>· est.án en E ent.onces 

expea:> °"expC b) =expCa · b) 

Demos t. ración expC a) 1'expC b::> =C expC l nC expC a)::> • expC l nCexpC b>:> :>) 

=expCa ·b) • 
Se analizará ahora algunos subconjunt.os de E. 

Los expoent.er-os se const.ruyen de manera siai·l&r a los 

números en~eros. 

Sea Z•=< expCn:> E E 1 n e Z > est.e conjunt.o se lla-r~ 

expoent.eros. 

g 



Sea otl•=<p'l'q-1' 1 p y q est.An en z. > ast.e conjunt.o se J.e 

llamar;\. exporacionales. 

con 

que: 

Como p e z. ent.onces p=expCn> con n e Z y q=exp<m:> 

m e Z por lo que q-1' es de la f"orma expC1/nLJ, 

p'1'q - 't =expC n/m) 

es decir Cle=<expCn/m:> · I n/m e (.! > 

10 
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CAPITULO 11 

LIMXTES Y CONTJ:NUJ:DAD 

2.1 DutJ.nJ.ción de J.illlllt.e. 

Como se ha demostrado en el capit.ulo ant.arior los números 

exporeal.- const.J.t.uyen un campo isomorro al 

real.s. por lo cual es posible desarrollar cualquier t.ipo de 

,_t.elllAt.icas que ut.ilicen los nlllmeros reales para los números 

exporeales, es posible desarrollar el cálculo de f'unciones de 

variable exporeal. o t.eoría de mat.rices, o quizás una geomet.ria 

analit.ica euclidiana exporeal, et.e. 

Debido· al isomorf'ismo •nt.ra los nllmaros reales y los 

nómeros exporeales. cualquier t.eorema que ut.ilice los primeros 

t.1•n• un t.eorema correspondi.ent.a ••tsomorf'o'' para los segundos .. 

sin elllbargo es J.nt.eresant.e observar en rorma concret.a algunos 

t.eoremas o detiniciones, 

exporeal ..... 

análogas o ''isomorras .. para los ndmeros 

Para dar un.a id•• mAs concrot.a analicemos en torma ~s 

det.allada uno de J.os ejemplos -ncionados ant.eriorment.e. 

11 



Pensemos en el procluct.o cart.esiano E 2 =E· X E es decir, el 

conjun~o ~ormado por parejas ordenadas de'·números exporeales es 

posible desarrollar una geomet.ría en donde se cumple el quint.o. 

pos~ulado de Euclides, que sin embargo es bas~an~• direren~• a 1a 

geon~~ría euclidiana que conocemos~ 

Cuando ut.ilizamos los n~meros exporeales el product.o de 

pares ordenados de n~meros exporeales podría deCinirse por 

analogía a la suma de pares ordenados de n~ll8ros reales de la 

siguient.• manera: 

Si 6"'C a•, az) y i!,=C b&, ba) en E2 

A· J.'!.=<a• · b•,a:z • bz) 

De Corma similar el operar un par ordenado de n.i-ros 

axporeales con un escalar sería: 

Si A=<aa,az) en Eª y t.odo t. en E 

t. 1'A=t. 1'Caa, az) =Ct. 1'aa, t.1'az) 

El "inverso mult.iplicat.1vo•• de un vect.or A=Ca&,aa) 

sería A-•acas,az)-·•acas- ª .•• - •>. 
Con est.os concept.os podemos def'inir una "linea rect.a" como 

el conjunt.o de punt.os del plano Eª que son de la Corma: 

K.=A·t.1'Cll·A-•, donde A y ll • E 2 t.• E. 

Si dibuja- est.a "linea rect.a" sobre unos ejes coordenados 

para algunos vect.ores A y R t.endriamos una curva bast.ant.e alejada 

de lo que ent.endeinos: por l.in- rect.a, 

di.bujar una .. linea paral.e1a" a la primera. ~an •61.o nec .. J.t..aMI08 un 

1a 



"vect.or paralelo" al vect.or !i!_·fi-a es decir de la terma ~=t."'Cª-·A-ª::> 

y un nuevo punt.o inicial ti" de manera que la nueva ••linea 

rect,a" sería al conjunt..o de punt.os del plano E 2 que son de l.a 

terma !_=~··t.1'~ es decir que an est.as circunst.anc.ia:s l.as ""rect.as 

paralelas•• serían en realidad curvas. 

En los "t.aoremas isomorf'os .. de los ntlmeros exporeal.esi en est,e 

capit.ulo nos adent.raremos en uno de los concept.os más import.ant.as 

del cillculo, el de limit.e. 

Ant.es de llegar a ast.a detinición se requerir-A ·detin.ir 

algunos concept.os así como probar algunos resul. lados 

preliminares. 

2. 1. 1 Def'inición: Se llama valor absolut.o d• un ntlrmero e:icporeal 

al. ntlmero obt.enido de la siguJ.ent.e manera: 

r a si a0!:1 

< 

l a-• Si a<1 

En lo sucesivo no habrA l.ugar a contusión ya que no USar8lllOS 

valores absolut.os de ntlmeros reales. 

Nót.ase que en la detinición ant.erior se pide que lal•a si a>1 

se usa uno en lugar de cero. porque uno es el neut.ro de l.a pri.-ra 

operación del campo. asi m1•'*>• se ut..111za ... -. .. en 1ugar de ••-a•• 

porque se requiere obt.ener el inverso de la primera operación del 

campo. 
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También hacemos no~ar que 

def"inición por ser a e E, 

sucesivo. 

Ahora probart:.i-m: ... ,s algunos 

2.1.1 ._.._, Si a E F.,. a~ lal' 

i:> Si a2: 1 .,. 'lal=a 

ii:) Si a<1 

2.1.2 .___, Si a• E,. !al=la- 1"1' 

i:> Si a2:1 _. lal=a 

2.1.3 .___, 

y .-·~1 

ii:> Si a<1 -· • lal=a 

S1 

i :> 

ii:> 

a,b •E .. la•bl=lal: lbl 

Si a·b>1 .. 
del lema 2.1.1 y del 

a<b y c:<d .. a·c<b·d. 

Si 

• ja·bl=a-~- b-1~ la-1 f • 

aplicación de los.iewas 

Est.e ól t.i mo lema será 11 amado en l, o 

,t.r i angular. 

2.1.2 n.t'inl.ción: Una vecindad de 

el conjunt.o de punt.as x E E t.ales que 

VrCa:>. 

14 
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2.1. 3 Def'irú.ción: Se le llama vecindad reducida de radio r>1 al 

conjunt.o de punt.os x E E t.ales que 1< tx·a-Al<r. 

2.1.4 Detirú.ción: Se le llama punlo de acumulación de un conjunt.o 

O a un punt.o x E O para el cual lada vecindad de x cont.iene ot.ro· 

punt.o >a. X. ._ x t.al que >a. • D. 

Ahora est.amos list.os para def'inir la import.ant.e noción de 

l.ímit.e. 

2.1.5 Detlrú.ción. Sea tuna f'unción exporeal de variable expora&l. 

y sea a un punt.o de acumulá.ción del dominio de t. 

Se dice que f' t.iene límit.e cuando X t.iende a a, Si e>Cist.e un 

nómero L para el cual se cumplen las siguient.es condiciones: 

Para cada &>1 3 6>1 t.al que para t.odo x • DomCf') si 

-A 
1< tx·a 1<6 • 
Es necesario hacer aquí al.gunas aclaraciones, los concept.os 

de vecindad punt.o de acumu.lación, límit.e y et.ros mAs, son 

def'inidos para espacios Mt.ricos que se def'in•n de la siguient.e 

manera: 

2.1.6 Def'lrú.ción: Un conjunt.o X cuyos element.os llamaremos punt.os, 

se dice que es un espacio mét.rico si a cada dos punt.os p y q de X 

hay asociado un n~mero real dCp,q) llamado dist.ancia de p a q t.al. 

que: a) dCp,q)>O si p - q¡dCp,q)-0 .. paq. 

b) dCp,q)•dCq,p). 

e) dCp,q)SdCp,r)+dCr,p) Y r • X. 

15 



Para los números exporeales la rorma ......,s nat.ural de def'inir 

la '"mét.rica" es: Si p,q •E _ dCp,q>=lp·q-•¡, pero est.a '"mét.rica'" 

no hace a los 11-:tmeros axporaalas un espacio mét.rico, sin embargO 

obsérvese las pri.:>J:>iedades qua est..~ .. mé'Lrica'' t..iena. 

si p,,. q; 

dCp,p'.>-lp·p-•1~111•1;..st.o se sigue de la def'inición que se 

dió do valor ab$olut.o. 

b) dCp,q'.>alp·q-•l=ICp·q-•>-ªl=lq·p-ªl=dCq,p) est.o se sigue del 

le- 2.1.2. 

c) dCp,q>•lp·q-•l •ICp·r -•.r ·q-ªISlp·r-• 1 ·Ir ·q-• I de la 

desigual.ciad t.riangular, y como lp·r-sl'"<iCp,r) y 

Ir ·q-1-clCr ,q)• dCp,q)~Cp,r> ·dCr.q>. 

Est.as propiedades sugieren la siguient.e generalización de 

espacio ..,.t.rico: 

2.1.7 Det'inlcJ.ón: Un conjuht.o X cuyos eloment.os llamaremos punt.os, 

se die• que es un espacio l!Wt.rico sobre un campo ordenado complet.o 

c. si a cada dos punt.os p y q de X hay asociado un n<lmero 

dCp,q:> • C llamado dist.ancia de p a q, t.al que: 

a> dCp,q>>e si p - q; dCp,p:>-.. 

b'.> dCp,q'.>-.ICq,p>. 

e> dCp,q'.>:5dCp,r:>+ctcr,q> V r •X. 

Donde .- es el ele-nt.o neut.ro de la pri...era operación del 

campo y + es .la pri..,.a operacidon del campo. 



a. 2 I:nt.erpret.ac.lón .lnt.ui t..i va de J.i llÚ. t.e. 

Discus.lón heurist.ic• 

Ahora analiz ... remos la def'.inición de ·límit.e cuando x t.iende· a 

a , si Y e>1 3 6>1 t.al que si x E Comer~ si .. 
El. product.o de .los mlmeros x y a-• so aproxima a ·uno· cuando x 

- c:erc:ano a a y si x·a-">1 

adeús si y 

est.ar• c..-cano a uno pero mayor que uno. 

- .. fx·a 1>1, pero como -f. x·a 

De J.o ant.erior se sigue que una runción f' exporeal de 

var.lable e>epore&l. t.iene limit.• en a si al acercarse al valor de a, 

J.os val.ores de J.as iaYi.Qenes se van acercando al vaJ.or de L. 

Es dac:ir que a.tln cuando J.a. def'inición de limit.e para nú-ros 

exporeaJ.es no coincide con la def'inición de limit.e en el campo 

real., la int.erpret.ación int.uit.iva d• ambos concept.os es la misma. 

Alln ..._ c:OAK> en el. campo real. t.enelllOS la operación produc:t.o 

J.a def'inición 2.t.S puede usarse para alQunos casos especial.es, 

y d-pun def'inir los límit.es de t.odas las f'uneiones reales d• 

al.QUna .. nera art..lf'iciosa. 

Por •Jetlllpl.o consider- la t"unción f'Cx:J•x• •n el campo real. 

def'inida para x>O y con la def'intción de valor absolut.o t.o-da 

como en el. campo e>epe>reaJ.. 
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Sea c>l como 

f x 2 ·Ca2
) -•, = 1 Cx· a.-1 ::> 2 1=1 expC l nC x·a-1::> 2

) 1 = f expCZ· lnC x·a"'"1):> 1 · 
. . 

= f expClnCe2 :> •lnCx· a-•):> f.= je2 "T'Cx: a- 1 ::> 1=je2 1,. f x·a-• f =e2 'T' f x·a-• 1. 

Sea ó=c'T'Ce2 ::>_,. .. 
Con lo que hemos probado qua para cada e>1 31 6>1 . l.al 

que Y x E DomCC:> si 

1< fx·a-1.l«S • • 
En éSt.e ejemplo part.icular se puede observar que es ,..s 

sencilla la demost.ración de que el ut.ilizando 

• ... a.· 

la de1'inici6n de límit.e. de los n~J11aros expo~eales que la 

det'inición ordinaria de límit.e para el _campo real. 

2.3 Teore1nas. reCerent.es a líldt.es. 

Para comenzar, s_".'~pri~ará la valide~ de la dat'inición 2.·J.S 

2. 3.1 Teor•-· Si r es una Cunción, y Lt, La son límit.es cuando x 

t.iende a a ent.onces Ls=L2. 

O.most.ración: IL• ·Lz-1. I ~ IL•·f"Cx:> -1.·rc:.O ·La-• 1 por la 

desigualdad t.ri angular .f La ·Lz-1. I :SILt · CCx::>-1 1 • lf"C><'.> ·t.a-• 1 

Sea e>1 por se L1. l:íadt.e cuando >e 't.tende a .a • a 61>1 t.al 

que V x E DomCC::>.si 

1< 1 x· a-•¡ <6a • lf"Cx:> ·La-• 1 <e'"°"' 
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Por la misma razón 3 62>1 t.al que V x & DomCf") si 

1 < lx· a-• 1<6z • 

escogiendo ó=m.iñCóa .. 6z) • 
V e>l peor· lo que ILt·Lz-•1=1 lo que implica L•·Lz-•=1 

es decir Lt=L.z • 

2.3.2 Teore ... Si í y g son f"unclones t.ales que 

J.im f"CX>=L• ,, J..ím gCX)=Lz 

.... o. ...... 
y si cz es un punt.o de acumulación deJ. Dr9 ent.onces 

J..í 111 C f" ·g::>C x:> el.a· L.z 

Demost.ración: Sea &>1. Deseamos demost.rar que exíst.e un 

número 6>1 t.al que siempre que x est.á en el dominio de f" ·g y 

Usando ahora la desigualdad del t.riángulo. t.enemos 

.fCf" ·g:>Cx) ·CL• • Lz:> -•, = fCf"CX) ·L.•-'> ·CgCx::> ·Lz-•::> f :S 

para cada &ll/z hay un nú-ro cS•>l t.al qua .... 
siempre que x • Or y 1< lx·cz-ªl<ót. • 1 f"Cx:> • L•-1 1 <e'..-z . 

Adem.6.s. colllO l.{111 gCx:>aL.z, hay un n~ro 6z>1 t.al que siempre que 

>C .. o 

X E Og y l<lx·cz-•1<62 • lgCx:>·L.z-·l<e'/Z 

Sea 6 el mínimo de 61 y 6z . Ent.onces. siempre que :x e Dfg 

e Dr9 =Dr n ~) y -· 1< lx·cz f<6, t.anemos 
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• 
AnLes de conLinuar es necesario probar al siguienLe lema.. 

2.3.1 Lema. Si a.b E E • -la'T'bl=lal"lbl 

i) Si a> 1 y b> 1 · • 1 a 1 =a y 1 b 1 =b 

la"bl=lexpClnCa)·lnCb)) 1 pero lnCa)>O y lnCb)>o· 

1 nea:> · l ne b) >o·. expClnCa) ·lnCb))>'expC0)=1 ·por. · io . que 

la"bl=expClnCa) ·lnCb::>)=expClnC laP ·lnC lbl))=!al"ll:?_I 

ii) Si .a>1 y b<1 ,. lal=a y 

la'T'b 1 = lexpClnCa) · lnCb)) 1 =CexpClnCa) ·lnCb))) -a=expC-lnCa) ··lnCbJ) 

=exp(lnCa) ·lnCb -•):>=expClnC la I ·lnC lb 1 ))= l• l "lb 1 

iii) Si a<1 y b>1 est.e caso es an.A.logo que el 

ant..erior. 

iv) Si a<1 y b<l 

ja'T'bi=lexpClnCa)·lnCb)) 1 pero lnCa)<O y lnCb)<O • 

lnCa) ·lnCb)>O .. expClnCa) ·lnCb))>expC0)=1 por lo. que 

la'T'b 1 = jexpClnCa) · lnCb)) 1 =expC-lnCa) ·C-lnCb)) 

=expClnCa -•) ·lnCb -a:))=expClnC la P · l.nC 1bl>)=1..: 1"lb1 • 

2.3.3 Teore,,.... Si f' y g son Cunciones t.ales que 

lim f'Cx:>=L• y lí.m gCx:>=Lz 

y si a es un punt.o de acumulación del Df'T'9, ent.onc•s 

lim cc'T'g)Cx:>=L•"'-2 
k .... 

Demos~ración.Sea &>1. 

en términos de -· 1 f'Cx) • L• 1 y 

. Expresamos ICC'T'g:>C>Ó -CL&'T'La::> -& I 

lgC::.c)·Lz-•¡. para: demost.rar que hay 
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un 6>1 t.al que siempre que x e Df1'g y 1< lx·a-"-1<6 • 

ICf'1'g)Cx:> ·CLa1'Lz)-ªl<e 

·Mult.iplicando y dividiendo el t.érmino gCx:> ·L1, t.enemos 

1 e f'1'g:>Cx:> ·C La1'Lz:> -· 1=1 f'Cx:>1'gCx:> . e gCx:> 1'L&:> -· ·.CgC x:> 1'L1:> . e L• 'l'Lz:> -~ 1 

:5;1gCx:> f1'fCCx:> ·L<-' 1 · IL•l'tlgCx:> ·Lzl 

Si lgCx:>.I no se hace "gr;o.nde'' para x próximo a cz, poclem6s 

hacer t.an cercano a uno como 

queramos haciendo· -· lf'Cx:> ·L• 1 y Suf'icient.ement.e 

cercanos a uno .. 

Como 1 í • gC x:> =Lz • para el húmero e exist.e un nú~ro Ot.>1 
X + G -· lgCx:> ·L.z l<e 

p.,¡.. la desigualdad del t.ri.:f.ngulo t.enemos: 

-· -· jg(x:> l=fgex:> ·Lz ·Lzl~lgCx:> ·Lz 1 • ILzl 
. -a 

1< lx·a 1<6a:> .•. ·• c.1:>. 

Exist.en t.ambi.tn n~meros 6z>1 y 6•>1 t.ales que 

ICCx:> ·La-•¡ <e1'ce"1'c ILz 1 ·e:>:> -a ex E DI y 

y 

lgCx> ·Lz-ª l<e1'Ce2 1' IL• l>-1' Cx e Dg y 1<lx·cz-'1<6a:> ....•. C3:> 

Sea ent..onces. siempre que X e 

y las desigualdades C1:>,C2:> y ca:> t.odas, se 

'Y9rit'ican. 

Asi pues 

ICf'1'g:>Cx> ·CLa1'Lz:>-ªl:!i;lgCx> l"'lf'Cx> ·L&-ª l • IL•l"'lgCx:> ·Lz-ª I 
. . z _.,. " _.,. 

< ILzl ·•"'• .,., IL•l ·e:>:> 1'e· IL•l"C• "IL•I=> 1'e 
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=1Lzf ·e1"C IL21 ·e::>-1'1'Ce2 ::>-1'1'&· IL•l""IL•l-1"1'Ce2::>-1'1'e 

<CCe2 ::> -t 1"&::> · CCe2::> -·t 1'&::> 

. ,...--
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CAPIT\1..0 111 

· DerJ..vacJ.dn. de f"unc:J.ones de varJ.able exporeal 

3;1· Def"J.nicJ.ón de derJ.vada 

quJ.z.ts uno de los EJ.<. concept.o de.· derJ.vación es 

J.·mpor.t.ant.es en el' cailculo. junt.o con el concepto de J.ntegracJ.ón 

revolucJ.onaron l'as -t.em.tt.J.cas d•l siglo XVJ:I. Si bien es _.dad 

que· el• concepto de.- !'.unción es f'und~t.&l , que no se pu.de hacer 

nada· sJ:n, l'.ími.t.es o·. cont.inuidad, y que el axioma del supremo es 

esencial· •. t.odo lo que hemos h9Cho hast.a ahora ha sido una 

preparación. 

Las ideas que est.lln det.rás de J.os concept.os d• derivación e 

integraci·ón son· verdaderamente lunli.nosas. y hay conexión .ínt.i._ 

entre -t.os concept.os e i~as f'ísicas. Si.n embargo por las 

caract.eríst.icas. de los ntlni.ros exporeales sería real-nt.e muy 

dif'íci·l',, t.r.at.ar de. sugerir dichos concept.os por ~io de una 

int:er.pret.ación• f"isica,. por lo que se decidió tratar los probl._s 

d-d• un• punt.o· de· vist.a mat.eni.it.ico preciso, porque as! al lllJ.smo 

t.'J.empo· que.. .logl"._, def'inir los concept.os podemos dar los 

f"unda-nt.os•. mat..,.,,.t:icos. 



Ant.es de def'inir la derivada de una !'unción de variable 

exporeal recordemos como se def"ine la derivada de una 'Cunción de 

variable real. 

O..f'inición. 

La !'unción f' es derivable en a. si 

lim 
h .. o 

re a.+h:> -re a.:> 

h 

exist.e 

Ent.oncos decimos que r es derivable en a. y designamos por 

f"'Ca.:> a la derivada de f" en a.. 

Sabemos que· el concept.o de dar i vaci ón surge, del. hecho de 

encont.rar la t.angent.e ·a una curva en un punt.o dado, paro como no 

conocemos la geomet.ría para los números exporeales t.rat.aremos de 

.derin.ir la derivada de manera análoga a la present.ada 

ant.er i or ment.e. 

Vamos a analizar la derinición ant.erior desde el punt.o de 

vist.a da la relación con las operaciones del campo. 

Primero se opera al nú,..ro a. con al nú,,,.ro h con la priniera 

operación del campo y se obt.iene la imagen según f" del r-ul.t.ado, 

es decir f"Ca.+h). 

cespués a rca.+h) se le opera con al inverso según la primera 

operación del campo con f"C&>, es decir rca.+h)-f"Ca.:>. 

A cont.inuación a f"Ca.+h>-f"Ca.:> se le opera con el. inverso según 

la segunda operación del. campo con h as decir: 

re a.+h) -re a.:> 

h 



Y f'inalmenle se hace t..ender a. h al iieut..rO, según la primera. 

operación del campo: 

l í m f"C a.+h) -f'C a.:> 

h .... o h 

Seguiremos los pasos ant..eriol"'"es per'o ahora . t.omando. las 

operaciones del campo exporeal: 

Primero se opera al número a. co·n el nt.imero h ct;:tn la primer.a. 

operación del campo y se obt..iene- la i_magen seglln.r del result..ado. 

es decir f"Ca.·h:>. 

Después a ~Ca..·h) se le opera con el inverso segdn la primera 

operación del campo con cea:>. es d8cir: 

A cont.inuación a se 18 opera· con el 

seg<ln la segunda operación del· campo. con h es decir: 

[ f'C a.· h:> • ... -•e a:> l 'th -"!' 

inverso 

Y f' i nal menle se hace Lender ~ h al neut..ro seg"ún l ~ primera 

operación del campo: 

h ... • 

Con lo que hemos const.ruido la si.gufent.e d .. f'inición: 

3. 1. 1 Detinlción. La f'unción·r. de variáble e><poreal. es derivable 

en o. si lim e re a.· h> · ,.-•co:> J 'th _.,. exi.st.e. 

....... 
En est.e ca.so el líriú.t.e se designa por f''Co:> y recibe el. 

nombre de derivada de r en 4. 



Un coment.ario a est.a definición se refiere a la not.ación. 

El símbolo f •Ca:> recuerda ciert.ament..e la not.ación f'uncional. . En 

erect..o, para cualquier función f.' designamos por. f" a la función 

cuyo dominio es el conjunt.o de t..odos los números a. donde f es 

derivable. 

En lo sucesivo ut.ilizaremcs la not.ación de Leibniz g_ 
dx 

para designar la derivada en el sent..ido real. 

Consider--=-s algunos ejemplos sencillos: 

Sea f.' la función idant.idad fCx:> =x 

r ·c..:> "'1 im e rea.· h:> · ,.-•ca.:i l 1'h -1' 

h ... 

•lim Ca.; h • a.-s:> 1'h _1' 

h ... 

h ... • 

=lím e=e 

h ... 

Est.e result.ado es el que se esperaba ya que la derivada da la 

runción rcx>-x es 51-.cx:>•l donde 1 es. el neut.ro 
dx 

operación del ca.po real. 

Sea ahora re x:> cx1'x 

h .... 

h ... 

ae 

seglln la segunda 



h ... 

°'lím cca.1'h:> 1'h-"' 1 ·e ca.1'h:> 1'h -"' J ·e Ch1'h:> "'h _.,: 1 

h ... 

h ... 

h ... 

Est.e result.ado ·- el que se esperaba ya que la d<?rivada. de 

f'C>D=x"· es ~ f'Cx:>-=a>c=x+x. y la ·f"unción an.;iloga en los números 
. d.x 

exporeales es f"C>c)=x1'x y su derivada es f'Cx:>=x2 =x·x. 

La •><presión ~.f'Cx:>=2x~x+x súgiere que en el campo e><poreal 
dx 

.la derivada d• f'Cx:>=x1'x se.._ f''Cx:>=e2 1'x ya que el ntímero e
2 

es el 

ndmaro.an.llogo a·a y es~& operado con x segün la Segunda operación 

del campo. Prot..noos est.o: 

e 2 1'x=axpClnCa":>·lnCx:>:> 

=axpC2·lnCx:>:>. 

=axpC l ne x 2 :> :> 

Lo que verif'ica la hipót.esis qua habíamos supuest.o. 

Cansi<t.remos ahora la !'unción f'Cx'.>=x1'x1'x que escribimos como 

E-C x:> =x•"'. 



h .. , ... ; ·: · .. ' 

. ;;.~r~ c'.,;'."<uª ·ca"h'• ·Ch"h' · 

·n··_. ·-~-

=cá.1'a.:> 3 ·ca.1'1) ·Cl '1'1) 

=ca.'l'a.:> •expClnCa:> ·lnCl)) ·axpClnC1) ·lnc_i-::i::i _ 

=Ca.'l'a.:> 9 

NuevamenLe ~enemas que: 

e a.'l'a.) ·= .. •,. ... z'I' 

e8'ta2"'=e•~4'ta=e•·Ln< 4 >~4 

=eln<a. ª>-t a.=a.ª'ta. 

=C a.'l'a.> ·e a.'l'a.> ·e a.'l'a:> 

=C a.'l'a.:> a 

De aquí podemos hacer la conjetura de que la derivada de la 

f"unción f"Cx)=xn't es igual a r•cx=>=~n'txcn-a>'t n>l. 

Dejemos al lector la prueba por inducción. de que esto· es en 

realidad así. 

Ahora que tenemos def'i_nida la derivada para f'unciones 

exporeales podemos pregun~arnos cual ·es la f'uncidn que es an~loga 

a f'CXJ=ex para los numeres exporeales es decir que f'uncidn cumple 

con que· f'"Cx)=f'Cx:>. 
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Seria un poco t'rust.rant.o que nDS t.uvi•r.amos que osper.ar a 

des.arrollar una t.eor.ía de ecuaciones dit"erenc:ial.es para poder 

resol.ver ost.a problema, a.si que en est.e ajempl.o ut.ili;;i:aremos la 

int.uicidn, y no seremos t'ormales mat.e~t.icamant.e. 

Consideremos en •l campo real y sigamos ol 

procecU.lnient.o do derivación: 

sL t'C.U=l.im t'C o.+h) -f'C a.:I 
da h .. o 

h 

.,l.tm ·ca•h ... 
::;E 

h .. o h 

=l:!m •ª•h -;,,º 
h .. o h 

-ªJ.im ~ 
h ... o h 

Pu-t.o que ya sabemos que la der i va~a es eª obt.enen.::>s que 

J..ím ~ 
h .. o;; =i 

la Propiedad .1Jllp0rt.ant.e. que ut.iliza- de e" es que 

con l.a propiedad anilloga de 

Con un poco de f'ami.liaridad con las _operaciones. de los. 

n<imer09 •JepOreales, se sabe que: 



----· 
Sigamos ahora el procedinú.ent.o de derivación: 

r•ca:>=J.tm · u·cac·h) -e- i.Cac)Ji'h-"' 

h ... 

'=l.ím 

h .... 

=l.ím •º .. < h-11 'f9-. ..... tn1h> 

h ... 

=lim •º~ch-u/ln4h> 

h .... 

Aqut abúsareinos un poco de J.a int.uición y obt.endr- el 

lím Ch-1)/lnCh) como si Cuera una !'unción de variable rea.l.porque 

después de t.odo como s• hizo -nción cuando· se derinieron J.os 

línú.t.es, J.a id .. a .int.uit.iva d• 1.índt.• no cambia . 

.lím Ch-1)/lnCh::>=ltm 1/C1/h)=1 

h .. " 

Aquí apJ. icamos J. a regl. a de L • h~pi t.al . 

Con J.o que hemos J.J.egado al. sorprendent.e resl.ll t.ado de que 

t .. Cx>=e". 

3.2 Dlt ... enc::lacidn 

EJ. proceso de hal.lar la derivada de una f"uncidn 

nombre de derivación. Para obt.•rwr la ·derivada d• alguna f"uncldn 

no .S siempre necesario t.ener que recurrir a la def'in1ci6ri. Para 
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nos of'rec•rlt.n un proceso niecánico para derivar una clase muy 

amplia de runcionas. 
3.2.1 y..,.. __ _ 

Si C' es una Cune! ón const.ant.e • f'C x:) =e • ant.onces: 

r. e a.:> =1 para t.odos los números .... 

O.-t.raci6n: 

r•c..::> ,;,lí.m r rea.· h:> .,.- '"ca:>] 'l'h "'.".,. =lí.m e e. e- '"11'ell/\n<'h> 

'h .. ,. h ~· s 

lí.m 11'e=lím 1=1 h.. • h... • 
3.2.2 T....--. Si f' es la f'unci6n iclent.idad, f'Cx:>=x ant.onces 

Est.e t.eorema f'ue probado ant.erior-nt.e. • 
3.2.3 T....--. Si r y g son derivables en a., ent.onces f'·g as 

t.ambi~ derivable en a.. y 

Cf'·g>'C..::>cf''CA> ·g'Ca;:> 

~t.racidn: 

cr ·g:> •c..::>-11a ccr ·g:>Ca.·h:> ·cr ·g:>- ªca.:> 11'h _.,. 

h .. • 

alim Cf'Cca.·h> •gCa.·h:> ·r-ªc..::> ·g-•ca.:>J1'h-1' 

h .. • 

•li• c.-c·a·h> ·r-'"c..::>J1'h-"'·11m CgCca.·h:> ·v-•c..::>J1'~-.,. 
h .... 

• 
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Si f" y g son derivables en a.. ent.once~ f""tg es 

t.ambién derivable en a.. y 

Demos\...raci.ón. 

Cf'1'g:> •e a:> =lim e e c1'9:>Ca.· h:> · Cf'1'g:> - .. , o.:> J 1'h -1' 

h ... 1 

=l i m e re a.· h:> 1'gCa.· h) • ccc a:> 1'gCa.::>) - .. J 1'h - "' 

h .. 1 

=lim ltCa.·h)1'gCa.·h:>·Cf'Ca.·h)1'gCa.:>>-& 

...... 1 

-Cf'CA·h> 1'gC...:>:> ·Cf"C...:>"tgCa.))- &J 1'h -1' 

=lim Cf"Ca.· h)1'[ gCa.· h) • g- &Ca:>> J 1'h-.1') • 

h .. 1 

·Cf'Ca.·h:> ·f'-ªCa.::>]1'gCa.:>1'h_ .... 

=li m f"Ca.· h) 1'1.{ m C gC a.• h> · g- &Ca.:> J 1'h _ 1' 

h .. 1 h .. 1 

·lim ctca.·h:> ·r-•c...:)11'h-"'.,.11m 9 ca.:> 

h•1 h .. t 

af'C&>1'g•c&> ·CC...:>1'g•ca.::> • 

Obs•rvese .que se aplicó el hecho da que lim t"Ca.·h)=f"Ct.:) 

h .. 1 

est.o se debe al to.cho de que si una f"unción es derivable ent.onces 

es cont.inua. 

Un caso· .especial del 

considerabl• .. nt.e. 

t..orema. ant.erior se simplif"ica 



3. 2. 5 Teorema. Si gC.x:>=ctf'Cx) y .f' E'S derivable en a,, ent.onces g 

es derivable es ~p y 

g ;c;,;:, ;,,c"tc • c <D· · 

09mos~ración Si ~(xS~c: .·d~ ·modo que. g=h1'f', 

~eorema anLerior. 

=c1'f'. ca:> 

3.2.6 Teorema. Si ges derivable _,. 
enLonces g es derivable e~ 4 y 

Cg _.,.)'Ca,) =Cg 'Ca,) tcgCa:>) z1') 

Demost.ración. 

lím [ Cg-1' )Ca,· h) • Cg-1' Ca.)) - a J 1'h-1' 

h ... • 

ent..onc.es por el 

=l.í.m [ Cg-1' Ca.· h) 1'gC..:> 1'g_ 1' Ca.)) • CCg-1'Ca.)) -t.1'gCa.•h:> .,.g-.,.C.4' h:p l.:':h _ _,; 
h ... • 

=lím [gC..:> · g- ªca.· h) J 1'gc..::> _.,. .,.gCa.·h:> _.,. .,.h _.,. 

h .... • ,-. ~: 

_,--"°lím CgCa.·h:> ·g-ªc..:>::>-•.,.h-"".,.1.í.m gC..:>-""1'gCa.·h)_.,. 

h + & 

=g' Ca.:> - "1'gC..:> _.,. 1'gC a,)-1' 

=g'Ca.::> - '1'gCa,) _.,. 1'gCa,)-1' 

=expClnCg' Ca:> - ª:> · inCgC..:> -z1' :>:> 
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. -~1' 
=expC-lnCg"Ca.:> ·lnCgCa.::>. ·::>::> 

=CexpC lnCg' Ca.) · lnCgCa.::> -.21')))) -• 

=Cg' Ca.:> 1'gC a.:> -z1' )-• • ,- -· . -~ - ' 

3.2.7 Teorema . Si !" y g son derivables en a. y gCa5 • ·.1 :O~~~-~ces_ 
• -1' 

!" •g es derivable en a. y : ... 

({'1'g-""). Ca.)=[ gCa.::> 1':r. Ca.:>. C:f'C a.) 1'g. e a.))~. ]'1'gCo::> -z1'.· 

DemosLración. 

Cf 1'g-1") 'Ca.::>=:C' Ca.) 1'g_ -t Ca.) ·:CC a.:> 1'Cg_-t) 'Ca.:> 

=:C 'Ca.) 1'9 _,.e a.). :re a.) 1'Cg"C a.:> 1'9C a.) - z .,.) ,. .. -· 

=:f'. ca.::>.,.gC a.) .,.g- z".,.ca.:i . !'Ca.) .,.Cg. (a.)) - '1'9Ca.) - z.,. 
=Cf .. Ca.::>1'9Ca.) ·C!'Ca.:>.,.g'Ca.))- ªl .,.gCa.::>_z.,. • 

3.2.9 Teorema. Regla de la cadena. 

Si g es derivable én a., y 'E' es der i vab1 e ·en . gC a.) ,. · -~nt.once-~· 

Cog es derivable en 4 " y 

Demos~ración. De!'inase la !'unción ~ como sigue; 

e :re gC a.· h::> · e ce gC a.:>::> l • c gc a.· h::> ·ge a.:> ::> • si r . -· . -· _,. 
~h)=< 

l!'"CgCa.::>::> si gC a.• h) =gC a.) 

Es el aro i nt.ui t.i vamet..e que t/I es cont..i nua en 1; cuando h es 

cercano a. 1" gC a.· h::> · g - •e a.:> t.ambi én lo es . de modo que si 

gC a.· h:> • g '"•e a.:> no es 1 • ent.onces ~ h) est.ará próximo a f" •e gC a.>:> ; y 

34 



si es 1 , ent.onces </>Ch) es en realidad igual a C • C gC a.:>) , 1 o cual 

t..odavía es mejor. Puest.o que 1 a cont.i nui dad de </> es el punt.o 

crucial de t..oda la. demost..ración,. vamos a oCrecer una t.raducción 

minuciosa de es~& argumen~o int..uit.ivo. 

Sabemos que f es derivable en gCa.:>. Est.o signitica que 

1 í m e re ge a.:> • 1e' · re ge a.:>) - • l 1"1e - .,. =í" • e gC a.:>' 

k .. a 

Así. pues. si e>l ex.ist.e algún 6'>1 t.al que,. para t.odo le, si 

1< llel<6', • ICCf"CgCa.:> ·le:> ·f"CgCa.:>>-al1"k-1"> ·CC~CgC.a::>J:>:""ªl<e. ,·Cl) 

Ahora bien. g es der i vabl e en a. y por 1 o t.ant.o cont.i nua en '4. 

de modo que exist.e un 6>1 tal que .para t.odo h, 

Si lhl<6 ant.onces lgCa.·h>·gCa.:>1<6' 

Consideremos ahora un h cualquiera con lhl<ó. 

Si k=gCa.:h> ·g-ªCa.:> .., O ent.onces se sigue de ca) 

que fk l<ó' y por lo tant.o de Cl> que 

ltK h> ·Cf"'CgC.a::>>> - ª 1 <& 

·.·.;ca>· 

Por ot.ra part.e, si gCa.·h)..,gCa.J. ant.onces </>(h:>.,,f"•.c';;jc~-,.;' :de 

lftOdo·que ci•rt.a-nt.e_se cumple que 

14>Ch:> ·CC'CgCa.:>>-a 1=1<& 

Hemos demost.rado por lo t.ant.o que 

lim 41Ch>=t'CgCa.>J 

h ... 

de modo que ti> ~s cont.inua en 1. 

El reist.o de la d•mos~ración es t6cil. 

entonces ~ene1110s 
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• - & 1' -1' 1' - & 1' _.,. 
.[f'CgCa.•h::>::>·f'CgC..:>::> l h =~h) CgCa.·h)·~ C..:>:> h 

aún cuando pueda ser gCa.·h)=gC<L) Cporque en t.al caso allll:los 

miembros son 1). Por lo t.ant.o 

Cf' •g) 'C<L) =lim l f'CgCa.· h)) · f'CgC<L)) - ªl 1'h-·1' 

h ...... 

=lim ~h)1'1im lgC·a.;h) ·gC..:>_ª.J1'h __ .,. 

h ..... h .. & 

=f'' CgC <&)) 1'g' Ca.:> 

3.3 Aplicaciones de 1a derivada. 

• 

Una vez que se ha const.ruido la def'inición de derivada y 

podemos derivar una amplia gama de f'unciones en el campo exporeal. 

es nesesario t.rat.ar de vwr si es posible t.ener t.eoremas an61ogos a 

los del cálculo real para la obt.ención de máximos y iaúnimos de una 

f'unción de variable exporeal. 

Empezaremos def'iniendo qu• se debe ent.ender por un mllxt-=> de 

una f"unción: 

3. 3. t Def'inición. Sea f' una f'unción· de variable e><poreal y A un 

conjunt.o de números cont.enido en el dominio de r. un punt.o x E A 

se dice que es un punt.o mAximc de f' sobre A si f'Cx:>~f'Cy:> para t.odo 

y E A. 

En la def'inición ant.erior de valor ml.ximo de f' sobre A puede 

ser f'Cx:> para . varios x dist.int.os, es decir una f'unción f puede 

t.ener dist.int.os punt.os' mAximos sobre A , aunqu. t.ener a lo su.o un 

valor máximo. 
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En el.caso_da que A sea el inLervalo cerrado Ca.bl si res 

cont..inua ent.onc<.~s t..iene e:f'ect.ivament.e un valor máximo sobre Ca.bl. 

A con~inuación enunciaremos un t..eorema que relacion~ un 

punt.o ~mo con la dQrivada de una ~unción. 

3. 3. 1 Taore-. Se.a f' una !"unción def"inida sobre el int.ervalo 

Ca, b:>. Si x es un máY.imo Co mínimo:> para f" sobre Ca,b:>, y f' es 

derivable en x. ant..onces f'J>Cx:>=l. C La def'inición de mini.me es 

análoga a la de máximo en x. 

Si h es un n\lmero cualquiera t.al que x·h est.á. en Ca,b:> 

ent.onces 

f"C x:> i;!:f'C x · h:> por hi pót.esi s 

Es_t.o implica 

f"-"Cx:> ·f'Cx:>2:f"-sC>c) ·f"Cx·h:> CRecuerde el l·act.or que· 

los exporeales son posit.ivos) 

f'Cx·h:> ·f'- "cx:>s l 

Así pues, si h>l t.enemos lnCh:>>O .. l/lnCh:>>O 

h-~=expCl/lnCh:>:>>l .. Cf"Cx·h:> ·f'Cx:>-.,.J1'h_.,.~ 1 

y en consecuencia 

lím Cf'Cx·h:> ·f'Cx:>-"J'T'h-f'S 1 

h .... • 

Por ot.ra par~e. si h<l t.enamos 

de -.do que 

e f'Cx·h:> ·f'Cx:>- •1 f'h.:. .,.~ 1 

lím C f"Cx·h) •f'Cx:> J 'T'h -f'~l 
h ... -
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Por hipót.esis, f' es derivable en x, de modo que est.os limit.es 

deben se iguales ent.r~ si y a .. f''Cx>. est.o signif'ica que 

f"Cx)i!: 1 .y f''Cx)S 1 

de lo cual se sigue que f''Cx>=1 • 
Para obt.ener una versión lllóls f'uert.• del t.eorema ant.erior 

procedemos a dar.la siguient.• def'inicidn 

3. 3. 2 Del'.lni.ción. Sea e una f'uncidn de variable exporeal, y A un 

conjunt.o de· nd-ros cont.enido en el dominio de f'. Un punt.o de A 

- un punt.o Mximo Cmínimo) local. de f' sobre A si. exist.e algtln 6>1 

t.al que x - un punt.o ~xi nio e mi ni mo> de f' sobre A n ex· 6- •, x · 6> . 

3.3.2 T_.e_. Si -t.6 def'inida f' sobre Ca,b) y t.iene un ... xi.me Co 

mni.m:t> ·l.ocal. en x, y f' - derivable en X , ent.onces f''Cx>=l. 

C..O.t.racidn. Es una f'6cil aplicación del t.eorema 3.3.1. 

O.bi.do a la import.ancia que· t.ienen los punt.os en donde la 

derivada - igual. a 1 se da la siguient.e def'inici.dn: 

3.3.3 O.l'lnlcidn. 

n~o x t.al que· 

S. 11&111& punt.o. singular de una f'unción f'" a t.odo 

f''Cx>•1 

m· nlllmei-o t'Cx> lai.alllO r.clbe nombre de vaJ.or singular de f'. 

~un mom.nt.o para dar un eJetllPlo: 

Sea· t'Cx>;.x'f'x hallar los punt.os crU.lcos .de t'. 

f''Cx>-ª'f'x 

igualando t'Cx> a uno t.enemos 



e 2 'tx=1 

CCe 2 :i _.'!' 't~ 2 :> 'tx=C e 2 :> - 'T" 'T°l 

x=1 

Con lo que x=1 es el único punt.o crit.i·co de f'Cx:>'=x'tx; 

Trat.amos esLe mí.smO ejamplo-·deSde el punt,o de vist...á. r-ea1: .. 

Sea f'e x:> =x'T"x=expC l nC x) 
2

) x> O 

g__ ce x> =expc l ne x> 2 :> a1 ne x) e 1 /x:> 
dx 

igualando a cero es~a expresión ~9nemos 

aexpe l ne x:> 2 ::> l ne x:> e 1 /x:> =O 

como ni expClnex::>
2 :> ni 1/x pueden ser iguales a cero entonces 

lnCx:>=O • x=t. 

Con lo que es el único punt.o crí t.ico de. 

ce x::> ~.xpe l ne x::> '"> 

Est.e ejemplo muest.ra l.a posibilidad de que para algunas 

!'unciones quizás es posible· minimizarlas con mayor f'acilidad en el 

campo exporeal. o en algún ot.ro campo isomorC'o a los números 

reales. 

Con~inuaremos ahora la ~eoria y est,abLezcamos el t,eorema de 

Rolle. 

3 .. 3.3 Teor•- ede Rolle). Si f' es cont.inua sobre. Ca,bl y es 

derivable sobre Ca,b::>, y f'Ca::>=f'Cb), ent.onces exist.e un número x en 

Ca, b) t.al que C •ex:> =1. 

Demost.ración. De la cont.inuidad de f' sobre Ca,bl se deduce 

quo f' t.iene un:valor máximo y uno mínimo sobre Ca,bl. Supongamos 
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en primer lugar- que '91: valor rnáXimc se pre:oent.a 0n un punt..o' >: de 

Ca.b). Ent.onées, según el t.eorema 3. 3. 1_ . ·f"C:.ó=l y la 

demost.raci.ón est.á hecha. 

Supongamos ~hora. que el. val.ar mínimo se present.a. en. un 

punt.o X de Ca,b). Ent.onces. ot.ra vez c·cx)=l según el teorema 

3.3.1. 

Supongamos Cinalment.~ que los va.iores máximo y mínimo se 

present...an ambos en los axt..remos. Pues t. o qua re a) =f"C b), los 

valores máximo y mínimo.son iguales, de modo que Ces una Cunción 

const.ant.e. y para una !'unción const.ant.e se puede ~legir cualquiera 

x da Ca,b). • 
3.3.4 Teorema. CTaorama del valor medio). 

Si f' es cont.inUa en Ca..bl y der-ivable en Ca,b) entonces 

existe un número x en- Ca.b) tal que 

r 'Cx:>=C:fCb::>f'Ca)- ª1 "l'Cb ·a-&)-,. 

Oaomost..r-ación. 

Sea hCx:> =f'CY.:> ·C [ f'Cb) · f'Ca)- ªJ 'T'Cb·a- s) - "I' "l'Cx·a- ªJJ -a 

Evident.ement.e, h as cont.inua en Ca,bl y derivable en Ca,bJ, y 

hCaJ=f'CaJ ·CCf'CbJ ·f'CaJ-ªl'f'Cb·a-•)-"1'"1' 1J-a 

=f'C a) • 1 =f'C a) 

hCbJ =f'Cb). e ( f'CbJ. f'Ca) - .. ] "l'Cb·a - •,-" "l'Cb· a- .. ,, - .. 

=f'C b::> ·e f'Cb::>f'C a:> - ,., - ª 

=f'Ca::> 
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En consect.1encia. podemos ap.licar el t.eore~ de Rolle ~, h y 

docir que existe algún x en Ca.b) tal que 

1 =hCX) =f • Cx:> · C C f'Cb) · f'Ca) - ªJ °"Cb ·a - ª:> -"" "T"ce ·1:>:>:> -a 

=f •ex:> ·e e f'C b:> .' f'C a:> - ª J °"C b ·a - ª:> -"") - ª 

De -.clo q.-

f' º C x) = [ CCb:> ·CCa) -al °T'Cb ·a - ":> -1" • 
3.3.1 Coro.lari~ •. Si. se def'ine C sobre un intervalo y f'"Cx:>~l para 

t.odo x del int..rvalo. entonces f' es const.ant.e en el intervalo. 

o.-tracidn. Sean a y b dos punt.os cualquiera del int.ervalo 

con a· ., b. Ent.onces existe X en Ca 0 b) tal· que 

Pero C"Cx>=1 para todo x del ·int.erva.lo. 

l•l;CCb:> ·rca>-ªJ'9'cb·a:....,- ..... CCa)=CCb) 

de modo qua 

• 
3.3.2 Caro.larl.o. Si r y g est.~n def'i°nidas en el mismo intervalo y 

C"CX>"'9."Cx) para t.odo X del int.arvalo. ent.onc:es. exist.e ·algún 

n<lmero c t.al q~ C·g-ª=c:. 

o.-t.racidn. Para t.odo X del se t.iene 

CC ·g- ª> •cx>=1. d9 modo que según el corolario ant.erior, exi.st.e un 

• 

Se d.ice·que la tunción C es crec:ient.e sobre un 

tnt.ervalo si tC.a><tCb) siempre que a y b sean punt.os del int.ervalo 

con a<l;t. L.a f'uncldn: r es dec:rectent.e sobre un tnt.ervalo si 

tCa>>tCb> par~ t.ocios los a y b del tnt.ervalo a<b. 
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3.3.3 Corolario. Si c•cx:>>l para t.odo X de un i.nt..ervalo .. 

ent.onces f'. es crecient..e en el .int.ervalo; si r•cx)<1 para t.odo x 

del inLervalo. enLonces f' es decreciente en el int.ervalo. 

l')e,mos+..ración. Consi.deremos el caso f' • C x:> < 1. Sean a y b dos 

punt.os del int.ervalo con a<b. 

Ent.onces exist.e algún x en Ca,b) con 

f'"' Cx:> =C f'Cb) · f'"Ca)- .. l 1'Cb ·a - •) _ _,. 

Pero .f'"'Cx:)>l para t.qdo x de Ca·,b) de _modo que 

CfCb) ·f'Ca)- ªl 1'(b ·a- •)-1'>1 

Puest.o que b·a- .. _>1 se sigue que f'Cb)>f'Ca) la demost.rac..ión en 

el caso f''Cx:><l es análoga. .. 
3., Funciones ~nversas 

Ahora que disponemos .de mét.odos poderosos para i.nvest.igar 

!"unciones; lo que hace f'a.lt..a es const.ruir al_gunas f'uneiones 

especiales a las cuales aplicar dichos mét.odos. 

El m4t..odo que va1D0a a ver en est.a sección •• rett.ere a la 

relación que deba guardar una f'unción con su inversa.. si la t.iene. 

Empecemos con algunas def'inicionas. 

3 .•. 1 Def"inición. Una tunei.On es uno-uno si f'Ca.) - f'Cb> 

siempre qua a - b. 

3.4.2 Def'inición. Una f'unci.ón cualquiera t', recibe el ......t.re de 

inversa de t' y se designa por e• al conjunt.o de t.odos los pares 

Ca.b) para los cuales el par Cb.a) pert.enece a f'. 
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3.4.1 Teore..a r• •S una runción si y sólo si r es uno-uno. 

Demost.ración. Supóngase en primer lugar qua r as uno-uno 

Sean Ca,b) y Ca,c) & c-•. Ent.ocas Cb,a) y Cc,a) E r, de modo que 

a=CCb:> y a=rCc); al ser C' uno-uno est.o implica que b=c. Así 

pues,r• es una tunción. 

Rucí procament.e, supongamos qua es .una C'unción. Si 

C'Cb)=C'Ca) ent.oncas C' cont.iene los paras Cb,CCb):> y .cc.C'Cc>> 

est.á.n en c-•. Al ser C' una runción, est.o i.mplica que bac. 

Así pues, C' es uno-uno. • 

3. 4. 2 Teor•-· Si C' - cont.inua y uno-uno sobr.e un int.ervalo, 

ent.onc- c-• - t.ambi.,_ cont.inua. 

Acept.aremos -t.e t.eor•- sin demost.ración, por ser un t.ant.o 

ext.ansa y desviaría nuast.ra at.ención para obt.•n•r la relación 

ent.r• derivadas de f'uncionas i.nversas. 

3.4.3 Teora ... Sea C' una C'unción uno-uno cont.inua deC'inida sobre 

un int.arvalo y supongamos qua C' es derivable en c-•Cb), con 

derivada t•ct•Cb)) ,. 1. Ent.onces c-• - d•rivabl• en 

b, y 

C.most.ración. Sea bcrca>. Ent.onc-

lí• cr•cb·h>·r•cb>-ªJ•h-• 

h ... 

•lím crªcb·h>·~-·J~h-~ 
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Ahora. bien • t.odo b·h del dominio de puede 

escribirse en la ~orma: 

Ent.onces 

b·h=f"Ca·k:> p;;_r':' .:..:;:• ;);:i.i__;;~, k. 
- - ' - ';. '~ ) -·1 '. ' < 

lí m [ c:•cb:.h~-; ~,.(t,;;~:.•;•'.tt'l-"' 

h .. ' 

=lí m e r:-!~c"f'.:c·; :t:>;:i~h(:._~J 1'erc a.· k:> ., l>- •:,-:-"' 
-, ~ -. 

h .. ' 

Por ot.ro lado como b·h=f"Ca·k) ent.onces 
• .. 

f" Cb·h:>=a·k 

Ahora bien. seg<ln el t.aoramá. 3. 4.. 4.. la !"unción f"• as cont.inua 

en b. Est.o signif'ica que k t.ianda hacia 1 cuando h t.iande a 1. 

Por lo cual. 

1 í m e f"C a· h'.> • f"C a:> - "'J '!'Je - "'=!'•e a:> =f" •e e e b:> :> ""' 1 

h .. ' 

est.o i mpl. i ca que 

cc•:i • Cb:> =J.í m Jc'l'Cf"Ca · k:> · b- ':i _.,. 

h .. ' 

=CJ.ím 
- t, _.,. :: :,. 

[f'Ca·k:>·b J1'k :>:> ·.· 

.. - "' =Cf' •cc Cb::>:> 
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CAPITlLO IV 

4. S O.tintción de J..nt.egr'a.l 

Uno de J.os concept.os t'unda-rit.al.es d•.l cüculo - e.l ele 

int.egral y est.a obra -t.aria incomplet.a si ~ s• inclU)l'9ra t.an 

f'unda-nt.al concept.o. adeús despuft de desarrollar J,a t._.1a de 

i.nt.egración t.endremos .la ocuidn d9 const.ruir nui.V.. f'unci-. 

El concept.o de int.egral en el c"iculo real .. t.6 -.ay 

re.lacionado. con el concept.o de "r-. •n el cücu.lo .expor-.J, .. t.a 

relación deja de exist.ir, por lo que la cC>nSt.ruccidn de· .las 

int.agrales ser;l pura-nt.e t.edrica. 

Para hacer 

preliminar-. 

En las d•f'iniciones que se van a dar a cont.inuacidn . ..... , 
t.i•n• porque ser n.c-ari...nt.• as1 se podr1a usar l.os 

expona~ural .. , sin embargo ... t.o compl.icaria -ho .la not.acJ.dn. par 

.lo que usar- los n~OIS nat.ural.- • inc.lus.t,._ notacJ.onee ele 

suma, invit.._ al .lect.OI" rieuroso. desarroll.e por su c-t.a .la 

t.eoria sin recurrir a l.os n~ros nat.ural.es. 
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4. 1.1 Def'i. nición. sea a<b . Recibe el nombre de part.ición del 

intervalo [a.,bl t.oda colección f'init.a de punt.os de Ca.bl, de· los 

cuales uno es a y o~ro es b. 

Lo~ pun~os de una par~icióh pueden ser numerados ~o •...• ~n de 

manera qua 

a.=t.o< t.•< t.z< ... < t.n-,.< t.n=b; 

supondremos siempre que se ha dado una numeración d• est.e t.ipo. 

.... 1. a o.f"ini.cJ.ón. supongamos que f' es acot.a~ sobre Ca,bl y · 

P=<t.o •.•.• t.n> es una part.ición de Ca,bl. Sea 

mi.=irif' Cf'Cx>: t.i.-,.:S:><St.i.> 

Mi.=s_up <f'Cx>: t.i.-a:S:><St.i.> 

El product.o int'erior de r para P, designado por LCf',P) ,se 

def'in• de la siguient.e manera. 

n 
LCf',P)=n mi.'f'Ct.i.·t.i.-a-'") 

i.=& 

El product.o superior de f' para P. designado por UCf'.P), se 

def'ine de la siguient.e manera. 

uc,.. p) =n Mi...,., t.•. t.i.-•- ª=> 
i.=a 

Ha.y dos co..,..nt.arios raf'erent.es a la·def'inicidn ant.erior. el 

pri...,.o se ref'ier~ a la condición de f' est.• acot.ada sobre Ca,bl es 

esencial para def'inir mi. y Mi. COMO inf'imos y supremos. en vez de 

como llliniinosÍ y ""'>Cimas. ya que no se exigió que r f'uese cont.inua. 

e~ se cumple que si a.b y c E E • a<b • a•c<b·c. de 

donde se deduce que 



puest.o que 

LC f" .P:> "°TI m;.1'ct.:· t..:. ... -•, . 
. ·';.=· 

·. ·n ·.". 

UCf" .P)=n M;.1'( U: t,;.:..a'" ., 
i. =.t. 

y como t..l-s<t.;. • 1<'t..l··t.. .. -a-:-• y m;.:S Mi. 

• 
Por et.ro lado se ~umple una cosa menos evidente: 

Si P• y Pz son par t..i ci ones cualquier a de C a.. b 1 • en t. onces 

debería darse el caso da que 

LC!'.Pa)S UC!'.Pa) 

La cual será est.ablecida gracias al siguient.e lema. 

4.1:1 Lema. Si Q cont.iene a P ent.onces 

Demost.ración. Consideremos el caso especial en ·el ·que Q 

cont..iene exa.et..ament..e un punt.o n14s que P: 

P=<t.o ••••• t.n> 

Q=<t.o • .•• "t.k-t.. u, t.lc •••• -: t.n>. 

donde 

a=t.o=t.a< ••• < t.k-&< u< t.i.< ••• < t.n=b 

Sea 

m• =in!' <!'Cx:>: t.i.:..as><Su> 

m• • =i nf" <!'Cx:>: uSx:St.k-•> 
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E:nlonces 

Lc.í',PY=n mt1'CLL·t.i-•-·".:>. 
t..=i lc-s . · .._. . 

LC!', Q) =n mi 1'Ct.i · t.t~s,.. •) ó m •.1'Cu · Í.lc-t. -:•) • cin• '1'Ct.1c ·u:-•) · 
L=t. . . 

n : n .Yni 1'c t.t'. t.i-s - s) 
=k•I. 

P,;.ra. demo~i.rar LCt',P.:>:SLCt',Q) bast.a .• por lo. t.ant.o, probar que 

m1c1'c t.k ··t.1c-s - •):S:m' 1'cu · t.k-• -.s) ·Cm'• 1'( t.k ·u-').:> 

Ahora bien, el conjunt.o (t'CX): t.k-a:S~t.k> cont.iene a t.odos los 

.números de <t'C><J: t.k-s:Sx==u> y posi.blement.e a ot.ros m.f.s pequ•l'los, 

de modo _que el int'imo del pri.mer conjunt.o es menor o igua.l qu• •l 

inf'"imo del seQundo~ así pues 

Por lo t.ant.o 

.. 

m1c<rn" 

Anál ogament.e mlc:Sm • • 

mx1'Ct.k·t.J.:-s-•)=1111<1'CCu·t.Jc-s-•) ·Ct.lc ·u- s)J 

=m1t1'C u ·t.lc-• ..:., ·CmJc1'Ct.lc · u-_a;~ .· 
y .como mJ.::S:m' y u·t.lc-•-•>1 

Jlllc't'C t.k ·u- ª):Sm' 1'Cu ·t.lc-•- ª:> 

y t..ambien mlc:Sm' • y t.1c·u-•>1 

m1c1'C t.k ·u - ª):Sm' •-te t.1c -,u-':> 

... · ... 

Est.o d•mueslra •n •sle caso •spec:ial •. 

LCf", P)SLCt', Q). 

El 

qu• 

part.ición Q puede obt.enerse a pa.rt.ir de P al'l.adiendo un. punt.o cada 
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vez: en ot.ras palabras, axist.e una sucesión de part.iciones 

P=Ps, Pz, ... , PL=Q . 

t.ales que Pj+s cont.iene exact.a.ment.e un punt.o más que Pj. 

Ent.onces 

LC f', P) =LC f', Pa)SLC f', Pz) S . •. SLC f', PL) =LC f', Q) , 

UCf' ,P)=UC:f' ,Pvl!!:UCC' ,Pz)l!!: ... l!!:UCf', PL) =UCf' ,Q), .. 
El t.eorema que quooremos demost.rar es una consecuenc~a 

sencilla del lema ant.erior. 

o&.1. l Teore-. Sean Pa y Pz part.iciones de Ca,bl, y sea f' una 

f'unci ón acot.acla sobra (a, bJ • Ent.onces 

O.most.racidn. 

LC f', Pv SUC f' , Pa) 

S..a P=Pa U Pa. saglln el lema 

LCf' ,PvSLCf', P)SUCf' .P)SLCf' ,Pa> • 
Del t.eor- o&.l.1 sa sigue que UC:f',P') es una cot.a superior 

para el conjunt.o de t.odos los product.os inf'erior- LCf'.P>. En 
,,.,...,,·· 

corisec:uencia 

sup <LCf',P>: P una part.ición da (a,bl>S UC:f'.P~> 

Y an,log.-nt.a 

ínf' <UCf',P>:P una part.ición da (a,bl>l!!: LCf'.P•> 

Por lo qua pode- dar la siguiant.a def'inicidn: 

4.1.2 o.t.tntc.tdn. ~ t'unc:i dn r acot.ada sobre ta, bJ -

int.agrabl• sobra ta,bl si 

sup <LCt',P>:P una part.icidn de (a,bl>• 

•l.nt <UCf',P>:P una part.ición de ta,bl> 



En est.e caso e1· n~mero com~n reciba e1 nombre de int.egral de 

r sobre ca.bJ y se denot.a por 
b. 

f or 
Para poder resolver la cuest.ión de si a1guna. f'unción es 

int.egrab1e dar•- oü.gunos t.eoremas: 

Si e est.;l acot.ada sobre ca.bJ. ent.onces r •s 

int.egrab1e sobre Ca.bl si y só1o si para t.odo e >1 exist.e una 

part.ición p .ele ca.bJ t.al que 

'UCf'.P:>·LCf'.P>-ª< e 

0.-t.racJ.ón. To.__ e >1 exist.e una part.J.ción P de ra.bJ 

Al ser 

inr <ucr.P•:>>s ucr.P:> 

sup <LCr.~·>>~ LCf'.P> 

S. sigue que 

1<int <uc:r.p•:>>·•up-ll<LCf'.P•>><c 

~t.o que -t.o s• cumple para t.odo e >1. se s~gue. qÚe 

sup <Lcr.P•>>•inf' <uct.P•>>; 

Con 1o que .__ probado la .aJ.t:ad de1 t.eor- vay....,s por la 

ot.ra mt.ad. 

Si r - J..nt.egrab1e. ent.anc-

sup <LCf'.P>>•int CUC:f'.P>> 



Por ot.ro lado para t.odo & >1 axist.e una part.ición p• -t.a_l. ·que 

·· UCf' • p•) · í nf'- ª<UCf' • P)J-(&1..rz 

Y t.ambién e~~st.a una part.ición p••. t.al que 

De donde 

Sea P=P•U P''seg~n el lema ,.t.1 

1:> UCf'.P')SUCf',P' ') 

.a:> LCf', P:>l!::LCf', P.':> es decir 

3:> L -1.Cf',P:>SL-&Ct,P• •:> 

Por lo t.ant.o da 1:> y 3) 

·ucr-.P:> ·L-ªcc,P:>SUCf",P' ':> ·L-"Cf',P':>< & 

Haga- una pausa y pongalllOS un •J.•...Plo 

Sea f"C>O=x def"inida sobra el int.arvalo C1,al 

To-mes una part.ición P=<t.o, .... ,t.n) 

En cada subinlerv;o.lo Cl•-&,t.d 

t.i.= Mi.=sup <f"C>O: t.i.-1.Sx5t.1.> 

Por lo que 
n 

LCf'.P:>son t.1.-1.1'Ct.i.·t.;.-a-1.:> 
i.•& 

n 

uc:r,P>ocn t.;.1'Í:t.•·t.•-a-ª:> ...... 

.... C1:> 

•... C2:> 

Ninguna de las dos f"ór111ulas son sugest.ivas para inlant.ar hacer 

c"lculos: nuin6ricos sobre el ·valor da la i nt.agral por lo que 
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t.o-re1DOS los punt.os t.i. de la part.ición da manara .!&Spec:ial. 

Sean t.o=1 

t.a=e1'Ce":>_.,. ,...,..l./n, 

t.z=e1'Ce":>-"'=•ª"'•"'•l./n 

', ·.' 

t.1. • C1 .•l Ci.tñdo a ·que 

•'"'•"'•ª"""-xpe1~c."::> ·l.ncel./"::>:>

Y e- O:S 1 Sn • OS i/n Sl 

Con est.6 part.1cidn t.enemos la s1guient.es s1mpl.1f"icacionesc. a 

l.as f"dr--..1..S C1> y:_ ca:>.-
n 

LC i'. P:> -r1 t.1.-a 1'C t.i. • t.i.-a - ª> 
1.-a 

n "'fl •cl.-ll>-':n 1'Ce'""-"·e-•i.-llt,.n ::> 
i.•ll 

n 

-ñ .••-••""""'•ª""" ~i./n•·"tc1-1>> 
i.•ll . L~ . 

n-ll 

-xpC1/n8 ¡,J>-..cpC1/n8 Cn-1:>n/2:> 
J ' 



AnAlogament.e t.enemos 

~ ··--~ 

" i.,..n.,C i.,..n -< i.'7"a,,..n .... =n • . • ·• ~ 
,,,. i.=s 

;a~ •i.,..n.; ... ...,..n. 
i.=• 

Si n es muy grande t.ant.o LCf'.Pn:> como UCf'.Pn> est.'n próxi

a. eª-'" ·10 cual. f'acil.it.a. J.a delllOSt.ración de que f' es int.egrabl.e. 

Obsérvese en primar J. ugar que·. 

uc r • ~n:> ~ L - •et • Pn> ~ ~..,..,,,.4Zn» •~ .. ,,(ah,-=•...,,... 

y que se puad• hacer que cual.quier >1 

impl.ica que f' es int.egra.bl.e. 

Para obt.ener el. valor de J.a int.egral. observeDOS que 

LCf'.Pn>s •ª-'"s UCf'.Pn> para t.odo,n 

J.o que 

Est.a desigualdad demuest.ra que· •ª"'" queda ent.re ciert.os 

product.os superiores • inf"•rior- especiales. pero ac~ de ver 

que UCf'.Pn) ·L-•cf'.Pn:> puecte hacerse t.an cerc.ano a· uno como se 

quiera. de modo que exist.e sól.a ..... t.e un n1lnmro con est.a propiedad. 

Puest.o que J.a int.egral.· pos- ciert.ament.e est.a propiedad. podemos 

concl. ui r que 

• 
I .x---



Ahora -st.ablec:aramos un result.ado prel.i.minar para la prueba 

de un import.ant.e t.eorama sobre la int.ograbilidad da una amplia 

gama de !'unciones. 

4.1. 3 Teor•-· s...,. a<c<b. Si e es int.egrabl• sobra ca.bl. 

ent.onc..S e es int.egrabla sobre Ca,cl y Cc,bl. Rec:íprocamant.e si 

e - int.egrable sobre ca.'c] y sobre Cc,bl ant.onces f' as 

int.agrable sobre Ca,bl linalmant.e, si f' es int.agrabla sobre 

Ca,bl, ent.onc-

Demost.raci dn. Supóngase que f' es int.egrable sobra Ca,bl. 

e >1 exist.e una part.icidn P"'<t.ao. .. ,t.n> de Ca,bl t.al que 

ucc,P>·L-•cf',P>< e 

Si 

No hay i ncon..,.ni ent.e en suponer qua c=-t.j para al g<ln j. C En 

ot.ro caso , sea Q=P U <e> ant.onces Q cont.iena a P, de modo que 

UCf',Q)·L-•cf',Q)S UCf',P)·L-•cr.P>< e 

Ahora bien, P'•<t.o, .•. ,t.;> es una part.ición da Ca,cl y 

P' '•<t.J, ... ,t.n> es una part.icidn de Cc,bJ. Puest.o que 

t.-

LCf' ,P> •LCf' :. ~·) · ~,p• ':> 

UCf' ,P> 2lJCf', P'> · UCf' •. P' • :> 

cucr.P•:> ·L-ªCf',P':>J ·CUCt',P' '> ·L-•cc,P• ':>J•UCt',P> ·L -•ct',Pl< e 

Coma cada t.~aino ent.re corchet.es es .. Yor que uno, ent.oncas 

cada uno de ellos es -nor de c. 

Est.o .implicaría que t' es int.egrable sobre Ca.el y Cc,bl. 



Obsérvese t.ambién que 

f" S UCf",P'> 
o 

b 
LCf",P' ')Sf cf" . S UCf",p• '> 

de modo que 
e b 

LCf".P>S f ~- I !; s UCf",P) 

Puest.o que est.o se cumple para cualquier P. queda demost.rado 

que 

Supongamos ahora que f" sea i.nt.egrable sobre Ca,cl y sobre· 

Cc,bl. S.a e >1 exist.e una part.ición p• de Ca.el y una part.ición 

p•• de Cc,bJ t.&l..que· 

S1 P=P• U p• • ent..onces 

LCf".P)=LCf",P'> ·LCf",p• '·> 

Ant.- de est.abl ecer el t.!"Ore""" 4. 1 . 4 necesi t.amos def" i ni r 

algunos concept.os: 

Si r. es una f"unci.dn. acot.ada cualqui.era_sobre Ca,bJ, ent.onces 

sup<LCf".P>>. • ínf"CUC:f" ,P>> 

exist.iralrá ambos, aunque f" no sea int.egrable. Est.os n1lmeros reciben 

los. nombres de· int.egral inf"erior do f" sobre Ca,bl y de int.egral 
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superior d& ~ sob~e Ca.bJ. respec~ivamen~e. y seran designados por 

uf 
b 
r 

Q 

.-,; 1."' Teore111a ... Si f' es cont.i nua sobre Ca, bJ • ent...onces C' es 

in~egrable sobre Ca,bJ. 

Demos~raciÓn. 0..Cinamos las e-unciones L y u· sobre Cá,bJ por 

X 

LCxJ·= J ªe 

Supóngase que x en Ca,b:>. 

en t.. onces 

y ucx:>=J 

Si h >1 y 

·X "h M "h 

,.· 
r 

Q 

mh'th:S L J r::s uf • t:SMh'th 

de modo que 

mh1'h:S LCx·h:> ·L -•c,;.,::s UCx·h:> -u- ªcx:>:s;Mh'th 

mh:S e Lcx .. h:> • L - ªex:> J 1'h -" :s; ~ UCx·h:> ·u- 'ex:> J 1'h- "'9fh 

Si h<1 

Nh•sup <tC~:>:x·hS ~· :S><> 

se .ob~iene la lllis,.. desigualdad. 

Por ser t con~inua en x, ~enelllOS· 

h ... 

y es~o demues~r~ que 

L' Cx:> =U' Cx:>=tC >O par~ x en Ca.b> 



....... - -:;· 

EsLo signirica de acuerdo con el corolario 3.3.2 que axis~e e 

t.al que UCx:>·L-ªCx:>=c para t.odo x de (a,bJ. 

~Uí:;)biLC:l CfUL:l UC:.ca.:,=LC"-.ji:=i .;i.1 .MlJ-mc;::arc:¡, e: ·d.::>bCiil d«:;>, •Ciil':'". J..gua.l 'A. "1.:,. · d¡¡:i, 

.. ~ ·, 

modo que UC .>LJ =LC x:t pa.r-.a t.odo x de (a. bl. 

En part.icular. 

b b 

L J ªf'=LCb)=UCb)=.UJ ªf' 

y .eso signif'ica que f' es int.egrable • 
4.1.5 Teore-. Si C y g son int.egrables ·sobre (a,.bJ ent.onces f' ·g 

es int.egrabl• sobre Ca,bl y 

b b b 

Jªcc·g>=J .. c · J.,.9 y si e es una const.an~e cualquiera. c..,..f" es 

int.egrabl• sobre Ca,bJ y 

b 
e .. 

La prueba de est.e teorema es similar a la del t.eorema 4.1.3 y 

"!'&rá omi t.ida. 

CPrimer Teorema Cundament.al d•l Cálculo) 

Sea f" int..grab1• sobre Ca,bl y d•f'.i:nase F sobre C·a,bl por 

.. 
FC>ó=J .. r 
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Si f' es cont.inua en e de Ca,bJ, ent.oces F vs derivable an e, 

y F'Cc:>=f'Cc) 

CSi c=a ó b, ant.onces F'Cc:> se ant.ienda que represent.a .la 

derivada pcr la derecha o por la izquierda d• c.:> 

Demost.ración. 

Sea c E Ca,b>, por def'inicidn 

F'Cc:>=lim CFCc·h>·F-ªCc:>J'l'h-'1' 

Ent.onces 

c•h 
FCc:h:> ·F-ªCc:>= fe f' 

Def'inamos mh y Mh como sigue 

Mh•sup <f'Ct.:>:c:S t. Sc·h> 
c•h 

lllh'f'h :S J e f' :SNh'l'h 

Por lo t.ant.o 

Si h <1 sol4.nwnt.e habrA que cambiar unos pocos det.all- d91 

razonalfti ent.o. 

Por ser 

mh•i nf'<f'C t.:>: .c • h:S x :Se:> 

Mh•sup <f'Ct.:>:c·h:S t. Se:> 



se obt.iene 

e 
FCc·h>·F-ªcc:>=C J c·t." ,-a 

mt.1'h~ FCc·h)·F-ªCc:>~ Mt.1'h 
. _.,. 

Puest.o que h< 1 • ent.onces h < 1 y 

mt.1'CFCc·h>·F-ªCc:>J1'h-1'SMh 

como t es cont.i nu.a. en e, 

l.{m mh"'ltm Mh •=f"Cc:> • 
h .. s h •• 

CSegundo t.eorema f'unda..,..nt.al del ~lculo:> 

SJ. t es cont.1nua sobre Ca,bJ y ~=g· para alguna·tunción g, 

ent.onces. 

• 
Sea FCx:>• J • t 

b 

J"' 

Ent.onc- F'-1'-g' sobre Ca,bJ. En consecuencia exist.e un-. 

como FCa)•1 

FCa:>-c ·gCa:> • ccg-ªca:> 9 asl. pues 

Fcx:>mgex> ·g-•ca:> 

Est.o se cumple. en part.icular, para x•b. 

b 
Asl.. pues J • t-geb:> ·g-•ca:> 

v- algunas aplicac1- del 1llt.1ino t.eore-. 

Sea gex:>-Xcn•t.•1'.,.e-cn+a>1' aplicando el t.eorema 3.2.5 

t.eneinos g•cx:>-.•n-a>1'1'xn1' .,..-cn-&>-xn1' 

• 



P.or lo que aplicando el t.eorema ant.erior t.•nemos que si 

a.b e E en~oncea 

I b. xn 1' .:;:x < ft+ 1 > "f" .,.
8 

-cn+u't .. . 

b 

l .. 
=Cb<n+1>"t,.8 -(n-1.>1"] ·(a<n•s>"t.,.8 -cn-1>1"]-a 

•C expClnCb) n••-teª'' n•a > J • CexpClnCa:>n+ • 'te.•..-n• •, J - .• 

mexpCl.nCb) n••;cn+1):> ·expC-lnCa) ., •• ...-Cn+1:>) 

-xpC [ lnCb) n••-lnCa) n•• J...-Cn+1)) 

Tomando n-t • 

• J • x-xpCClnCe)ª-lnC1)
2

J.-'2l 

Ta9<1.-0);'2 

eo 



CAPITlLO V 

AJ.gunas funciorMts especiales 

El propósit.o de est.e c:apit.ulo es el de aplicar .la bast.a 

·t.eoria desarrollada en capit.ulos ant.eriores para la c:onst.ruc:ción 

de las exporunc:iones alement.ales. que t.ienen propiedades análogas 

a las import.ant.es runciones element.ales del c•lculo real. 

5. 1 Las func:J.onesi expopolJ.nó .... cas 

Hemos vist.o que dada la runc:ión 
n1' 

fCx:>=x ent.onces 

c·c~=en"tx<n-&>.,. para n >1 si deCinimos º"' X =e la fórmula. 

t.ambi.én vá.li.da para n=l. 

Para n=O CCx:>=xº"'=e r·cx:>=1-11'x _ ... =eº1'x_ ... 

Para n=-1 rcx:>-x-"'=e1'x-"' aplicando el t.eorema 3.2.7 

r•cx:>=t 1'x-"'·ce1'e)-• ... x-2 " 

es 

.._-•.,.x-af' por lo que la fór..,la t.allll>i.., 

se cumple. 

Para n <-1 tCx:>=x""' est.a def"inida por 

CCx:>=Cx-"'"'>-1' si t.oMaJDCIS gCx:>=x-f' y 

hCxl=x--""" .. f"Cx:>=Cg•h)Cx:> apJ icando la regla de la cadena . 
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:e.• Cx:>=g'ChCx:>::> 1'h 'Cx) 

-t..,.· -n.,. -z"'.,. -n"f- <-n-s,.,. 
=e Cx ) a x . 

=re n.,.xan ~ 1"x -en+•> 1' 

=en1"xcn-u1" 

Por lo que l;a f'órmula t.ambién se cumple en est.e caso. 

Veamos ahora para algunos valores f'raccionarios: 

Consideremos qCx)=x".,. para t.odo x; 
,...,. 

o;rC>D=x ,x ;?;1 

y n impar para n par,sea 

Ent.ances g es un& :!'unción uno-uno cont.inua, cuya inversa es 

f'C x) =xª"n.,. 

Segün el t.eorema para f'unciones inversas para x • 1. 

f' 'Cx::>=Cg'Cf'Cx:>::>-1' 

=CCe"1'x&/n.,.,•n-s>.,.l-1' 

-==•-n"'~x-c...-&1/n'f' 

-.-n•.,.xc....,n-u't' 

Finalment.e si· a=isv-n donde mes un ent.ero y n es nat.ural;si 

f'Cx:> #)(
4 =:rxm"""•C xi.""".>'" 

ent.onces segón la regla de la cadena, 

r•cx::>.._ .. .,.cxª"".,.:> e,,,_•>.,. 1'eª""1'x""n-u1' 

se"'""1'x',,.,,,,..,._ª*'"+1/n-&.11" 

._ .,.,,""'fx'•"'ft-'l.'J.,. 

-.º•x'a.-o• 
Aprav..:h..- los ant.erior- result.ados par& encont.rar la int.egral 

de xn1' n ,,. -1. 



b 
J caxn1" 

Sea gCx:>=x<n+•>"' • g'Cx)=ecn+t.>~x""' recordando que al operar 

con la rlacha por una const.ant.e a una runción la derivada de est.a 

expresión es ia cons~an~e operada, con la ~lacha, con la derivada 

de la f'unción y escogiendo una const.ant.e adecuada t.undremos: 

hCX) =el/Cn+u.,.x cn+u"t' n ,,, _1 

h, (X) =el./<n+u.,.8 n+s.,.xn1" 

._<n+t.>/Cn+u.,.xn't 

n't 
=x 

Por lo que aplicando el segundo t.eorema f'undament.al del 

c.f.lculo. 

b b " 
f Xn"t =ttt./Cn+.t.> ... X<n+l>'t 1 =Cet./Cn+&>"tbCn+&> t.). (e&/Cn+U'ta,Cn+&t"t) 

G G 

=ex¡:ic1/Cn+1) · CClnCb) n+a_lnCa) n+ ª J::> 

1 
Pero qu• pasa cuando n•-1. por el t.aorema '·1·' sabemos que 

b _.,. 

f GX exist.u y sabemos que la int.ugral an.f.loga para cAJ.culo 

real def'ine la f'unción logarit.mo nat.ural es decir 

" lnCx:>=J • 1/x dx y como sabemos que la runcidn "isomorta .. a 

la exponecial es ella misma supondremos que: 

.. .,. 
f .x- •lnCx:> 

Para demost.rar est.o record•- que si f'Cxl••" • 
llamaremos gCxl=lnCx::> como g - la inversa de x t.enemos 

g' Cx::> =Cf .. CgCxl) _.,. 

•Ce lnClc') - 1' 
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_.,. 
=x 

Por lo que según el segundo t.eorema f'undam.nt.al del c~lculo. 

I 
IC -'f' -S 
.x =lnCx:> ·lnCe). =lnCx:> • 

Aunque no hemos del'inJ.do &qui 

los product.os inf'init.os 

el desarrollo en serie de pot.encias de la f'unción exponencial. 

•>c==1 +x+x2""'2t + .•• +x" /i ! + ••. 

Sugiere que debe de ser valido el siguient.e product.o inf'init.o: 

e"-·x·cxª.,.'f'eª"21 ) · .... •Cx•"'.,.e•"''"', · ... 

Pero 

• 
CD 

e"-n e>epClnCx:>L)/i 1 
L•O 

CD 

e"•expC~ lnCx:>L~il) 
CD L~ 

• 
x-1.1. lnCx:>i./i ! que nos dJ.ce . que la serie 

tnf'init.a .l,1ncx:>•,..11 es una serie conv.rgent.e y converge a x. 

S.2 Funciones expot.rigono.-t.rtcas 

Para del'inJ.r los f'unciones t.rigonom6t.ricas para .los números 

9JCPCX"eal.-. - ·ut.tJ.izarA la f'uncidn e>cpanencial c:ompleJa. y como 

no . .__ desarroJ.J.ado J.a t._.Ja de variable expocompleja, el 

91\f'~ que•• le darA a -t.• secc:idn serA int.uJ.t.ivo y no f'ormal. 

R9Cardemos co.., se del'inen las f'unciones seno y coseno de 



·-';,,' 

variable compleja: 

eosC.x:> =1/2Ce i.x+e - i. "'l .. 

Por analogía deriniremos las Cunciones exposeno y 6xpocosen~ 

de variable expocompleja. 

ecosC>é:>=la.f'""·e'j"tx>-& J 1"e&/Z 

esenCx:>=Cej'ttc.e -fj.,.•d~&l .,.9 a/Zi. 

Donde j es t.al que j .,. j =e -a 

=exp<: 1 ne J.> 2 > =• -• 
• lnej.:J"'=-1 .. J=•' 

•.• Cl;) 

Como j 'f'x=expC l ne•> i. • l ne x>;) =e><pC i · 1 ne><>::> =•Xpc l ne x•~ :> .,,.;,.•· 

De donde las t'órmulas Cl::> quedan: 

ec:osCx:>=e" ·e""'".,..-s. "f"e"-"2 

Obtenemos la derivada dE! la f'unC::ión exposeno suponJ.endo que 
. . 

las f'órmt.Jlas de derivac:.idn se cumplen para f"unc::icines' cÍe _varJ.abl• 

expoeomplej a. 

EtcosC x> =Ce"\. .;.-."•.-• J t~• ....... .z 

. i. - • .,. . .;.·· ' ' . ' .. ' . '. 

ec:os'Cx>=tce" "'•'>·ce• .• 'te''f'e-ª>J"'•ª_,11:. 
i.. ¡. ·-· . ··.:· . ' . .·.·. 

=te"·•"""•· J.,..-.-·.,..~.,.•.,..-•.,.e•".'ª 

:1:( [ •" i. •• -.:"~~-·)".t.-~ ... ,.·.,~-~-. 
=C-ene:ic>::>_,,,__. 

Derivando ahora la f'uncJ.ón expóseno.· .. 
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esenCx:>=C e• i. •• xi. -t.-a .,..- • J 'tea/.zi. 

esen"'Cx:>=CCeMi. "tei.:> ·ce• .. .,..- .. :>1"ei.'f"o- •.,..-•1 .,:es ..... ai. 

=Cex ~ex"'"·-•..-.- .. .,..-._] 1'"ei."'t~a/ti 

=Ce" 

=ecosCx:> 

La ecuación sen2 Cx:>+c:os-2 Cx:>=1 sugiere la ral.ación: 

e esenC x:> 'tasanC x:> :> ·e ecos ex:> 'tacosC x> ::>=-e 

esenCx:>'f"asenCx:>=-Ce"i. •• - .. •,..-• J 'ta.,..ª""C•"l •• - .. •,...-• J 'te""ai. 
Y:; 

i. i..,. -· i. i..,. -a. 
=te" ·e -x • J 'te e• · .-• • l '"• _.,.., 

ecosCx> ·ec:osCx:>=ce•i. •• •""'·-• J 'taª"'ª'tce•i. ......... -•l.,. .. ..... 

=Ca"·•";."'·-• J'l'ca• •• ••.,..-• J't~.,.., 

Como 

Por l.o qua 

e eS.ncx> 'l'esen<:x>> • Cac;osC x> "'ecosCx>>-

-

con lo· que h•- probado 1.a f'draula que. nos sugJ.rJ.6 nuetat.ra 

int.uición. 



CONCLUSIONES 

L.a noción de "isomorf is•o" es fllás -fuert:e de lo que 

ap.arent:1t111ent:e sa pudiera pensar que es, lo cu.al ha quedado más que 

ilustr.ado en l.a -forma en que se han podido desarrollar los 

conceptos de c4lculo diferencial e int:egral para nll:meros 

axpáreales, si-..lementa· int:erpret:ando de manera correcta las 

int:errelaciones que guardan las definiciones y teoremas conocidos 

del cálculo real; se ha querido dest:acar este purit:o porque en 

d•versAs acasian•• ~1 canvers•r con personas que conocían los 

nw..ros axporeales, ést:.as no podi.an concebir an forma clara la 

....,...,. .. de can&truir l.as de.finiciones y teore•.as "isomorfos" para 

109 nú..ar09 exporeales P•rt:iendo de law correspondientes 

dtriiniciones y taor..,...s del cálculo real, debido a que no le daban 

l• impart:•nci• neces.ari.a al concepto de "iso.DrfiS<llO"I y fue esta 

observación lo que per•itió concebir l.a far- mn que se podia· 

desarroll.ar cu.alquier tipo de matemátic.as qua t:enQan como base las 

n1ltneros reales p.ara las nÚ9eros exporeales. 



Durant.e muchos siglos se t.rat.ó de probar que el quint.o 

post.ulado de Euclides. Ca un punt.o ext.erior a una rect.a se puede 

t.. razar una y sólo una paralela:>, ··era redundant.e y· podia 

demost.rarse en base a los deÑs, pero en el siglo XIX el ruso 

Lobachevski. el hllngaro Bolyal y en especial el ale,,..n Rieman 

desarrollaron la geo-t.ría no euclidiana que supone f"also el 

quint.o post.ulado de Euclides. Ri.eman. al post.ul.ar en la -moría 

de 1864 '"Las hipót.-is que son f'unda-nt.al- en la Geo-t.ria••, 

di"o pie a Einst.ein para tormular su t.eoría de la Relat.ividad 

Generalizada. En el 

euclidiana .. isomorf'a" 

c~pít.ulo II se vislumbra 

a la geomet.ría euclidiana. 

una g~t.ría 

conocida desde 

hace 2000 aftas. Est.o hace suponer que la ~t.ria no sólo no 

t.iene que ser f"orz..Sa-nt.e como la concebían los griegos. sino que 

ade,,..s exist.en inf'init.as geomet.rí- '"isomort_ .. a una dada. con 

i..,.genes de lineas y planos bast.ant.e disímiles. 

Ot.ro aspect.o import.ant.e de est.e capít.ulo. es el que la 

def'inicidn de límit.e para los nllmeros exporeales puede as>licarse 

al . caso real con algunas hipdt.esis adicional- y adeua. en 

algunos casos las de-t.raciones de det.erlllinados t.eoremas r-ult.an 

ser ..,.. simpl- usando -t.• procedimient.o. 

Durant.e el desarrollo de -t.a t.-i• se obt.uvieron r-ul t.ados 

sorprendent. ... como por ejempló durant.e la btlsqueda de la tuncidn 

an•loga a la exponencial. se.encont.rd que ~t.a es precisa..,..t.e la 

misma tunción exponencial conocida. lo que se ilust.ra en el 



siguient.e diagrama: 

" ... x:~-•;:..:;•~o~m~o;;..;.r~r_i;:..:;•~m~o~e" 

l.. l." i.•omorf i.•mo e e 

e" 

Por ser la f'ur-.ción logarit.mo la inversa a la exponencial• por 

r.azones obvias. su !'unción anAloga es ella misma. 

Ur:>o de los probJ.emas que mot.ivó la creación dél cálculo 

dif'erencial e int.egral f'ue la obt.ención de mAxJ.mos y mínimos para 

cieri.as f'unci~ para las cuales - ""'-s simple hallar sus máximos 

y/o mini- ~ilizando los números exporealas. 

Para la t.eoría de series inf'init.as de números reales exist.e 

una t.eorta corr-pondient.e para los product.os inf'init.os de números 

exporeal-. la cual da una. paut.a para encont.rar t.eoremas que 

per-Dlit.an maneJar dichos .Product.os. 

Es t.&Jllbi4kt import.ant.e se~alar que la precisión y el, rigor que 

se uso a t.ra~ de t.oda la obra, no const.it.uye ni obst.áculos para 

la int.uición ni t.ampoco f'ines en si mismos, sino simplement.e el 

medio nat.ural. para f'orlllUlar y t.rat.ar las cuest.iones -t.emAt.icas. 

Por .U.t.imo se quiere dest.acar qu• •xist.en inf'init.os campos 

"isomorf'os .. a los nú,_,.os reales y que dent.ro de est.os pudieran 

•xi•t.ir algunos que. por sus caract.eríst.icas propias. sean 

part.icularllient.e dt.iles para abordar det.erminados problemas. 
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