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INTROVUCCtON 

El pJte..6en:te :tJta.ba.jo :t..len.e poJt obje..to pJte.6e.n~a.Jt a.Lgu.n.04 

1te..6 u..U:a.clo.6 .6 o bJte .e.a..6 va.n...la.bleli ate.a.:to1t..la..6 1 NF1 NITAliENTE VI -

VISIBLES. 

En. et P1t..lme1t aapL:tu.to .6e dan. la..6 ge.n.e1ta.L..lda.de.6 de. .e.a. ~eo-

1tLa de. P1toba.b..lt..ldad y c..on..6:ta. de. oc..ho pa.1t:te..6 que .6on. 

Fe.n6me.n.o.6 ALea..to1t..lo.6, Ve.6..ln...lc..Lone..6· de. P1tobabLL..ldad, A.e.ge.bita.· 

de. e.ve.nto.6, E.6pa.aio de. P1tobabLL-i.da.d y Ve6..ln.¿c..~6n Axiom~~..lc..a., 

Fu.nc..ion.e-0 de Vi.6:t1tibu.a..l6n., Ca1ta.c.:te.1tL.6:t..lc..a.6 Nu.ml1tic..a..6, FunaLón 

Ca.1ta.a.te.JtL.6tLca u Conve.Jt.ge.naia • 

.te. md.6 p1to6un.da. de. :toda..6 e..6 ta. pa.1t.te. de. ta. Pu.nc.L6n Ca.Jtaa:te-

JtL.6.t.{:c..a. pO!t .6 u ..{.mpo1tta.nc....la. e.n i:;a Te~.JtLa. de P.Jtobxb-ll!.Ldad. u.,. 
n.a. de. la./.i · pJt..op-le.da.de..!l de. .e.a..6 fu.nc..-lo ne.t> · Ca.1taa.te.'1.-L.6:tLc.a.-6 e..t> La. 

.. b..lye.c.t..lv-i.da.d.q1ü :t-len.e. c..on e..e.··e.:&,:uic.1.o _de f{u1ic.Lon.e.1.> de. Vi.~ci.!i.'li'.~:· 

b u.c.Lón, e..t. d e.c.".í...~, e.n. a.tg u. na.ti o c..a..6 .lo ne..6 e..6 má-0 .6 e.n.c....lt.to Jt e.-0 o .e. 
ve.lt. a.e.gun.01.> p1tob.le.ma..6. e.n. e..l e.J.i paci.o de. Func.-lo n.e.J.i Cc1.'1.a.c.:te.1t.-C.6-

:ti.c..a..6 pcVr.a. .e.u.ego 1te.g1te..6cvr. a..e. e.J.i p~c..-lo de. 6u.nc..-lo n.e..6 de V..l.6:t1ti.

bu.c..-l6n. e.o n e..e. p1tob.e.e.ma o .to-0 plt.o btema.-6 "lt.e.!> u.e..e.:to-0". 

O tJta. c..a.1tac:t e.r..LJ.i :t..t.ca i..mpo Jt:ta.n..te. de. ~.6 :ti?. -ti.po de. 6 tute.lo n.e.6 



e.4 e.L mane.jo de. La Func..l6n Expone.nc..la.l, que. e.n 1.;¿ .t,(;evz.e. 

p1top.leda.de.a muy e.6pec.La.Le.1.; que. 6a.c..lL.l.ta.n muc.ho4 c.~Lc.uLo6 den 

.tito de. La. Te.011.La. de. Pll.oba.b.lL.lda.d. 

En La. úL.t>-.:ma. pa.11..te. de e.6.te. c.a.pt..tu..to 6 e p1te./.>en.ta.n a.~gu.1106 

1te..óu.L.ta.do6 ¿ob11.e. La c.onve.11.ge.nc.La. de ~a1t-<:.a.ble.6 a.Lea..toll.La.6 que. 

6 e. u..t-i:.Llzetn e.n. e.L de.6 cur..1t0Lf.o de..e. plte.6 e.1i.te. :tJra.ba.j o. 

En eL Segundo c.a.p~.tuLo 6e. de.6a.1t1toL.ta.n e.u.a.tito 6ec.c..lone.6. 

En f.a Pn..lm cA he.c.c.-<.:611. /.; e. da. La. p1t.-tme.:1, de.6,(;n.,(,;c..l6n óá.1.;,(;c.a. de. va.~ 

1t.la.ól.e..ti a.le.a..to1r..i;a.r., r·NFHHTAMENTE VT'VI·S-HILES, 
. . 

En f.a. Segunda 6~c.c.,(;6n 6e ven a.lguna.b p1top-i:.e.da.de.1.i 5a6Lc.a.6 ~he 

da. La p1t-<:.m e.n. de 6bi..C.c.-i:.6 n ti o 11.ma..e 1.i o bn. e di:;., .t1r.,(;b u.c.,to n e.,e, !'N F r N TT A~ 

MENTE V1VTSTBLES. 

En .e.a Te.)l.c.e.'1.a. .6 e. de.Mttc.r ... oLla.n 1te..!1·ul.tado1.i pa.11.a. d.lJ.i·.tJt,.lbuc.i.o ne.-s 

T ntS.lni..ta.me.n..te. VJ:.v-t.ei,(;b.te.ts e.n. .&u. tt.e.pl!.e.!>-e.n.ta.c.i::~n c.a.n~n.l:c.a.. En 

e.~ .ta. J.i.e.c.c..t6n .e.a ma.yon.-Ca de.. La.& C.o nc..e._u.6.lo ne.Is e..~ .ta.n de..te.Jtm..tn.a.da.-ti 

p(} ll. .e.a. . 6.u.nc..l6 n Ccur..a.c..t eJtú .t.c:c.·a.. 
' . . 

En La. Cua.11..ta. 6e ~e..6.lne.n a. .ea.6 &unc.~one.h de. Vl.6~1t.lb~c..l6n Tn6.l

n~.te.1.>ima.le.1.;, a.;.,C e.orno 1.>u c.omp~1ta.c..l6n c.on e.L ea~a.c.,(;o de. S~n-

Con e.6.te 

11.e.eiuL.ta.db 1.;e. .ln.t1toduc.en a..e.guna..& c.onc..e.u..eiLone.~ .eiob1te.. ~u~a,e, de. 

val!.~ab¿e~ a.e.ea..to~~a.6. 



En el Te.tc..c.e.Jt c.a.p.e.tu..lo .6e. da.Jr.án ptr.opo.e."..i:c..lone..6 má.6 ge.ne.tta.'"' 

.te..ó .t. o btt e. e..& .te. .t,tpo de d-l.ó .tn,tbU c.i;.o vui.ó • 

En .e.a. P Jt...i.m e.4 .ó e.e. c..ló n -5 e. e..& .ta.ble.e. e. n .(.a.¿, c. o ndJ:. c.,l.o n e..ó patta. .e.a. 

c.onve.Jtge.nc.i;.a. de -0uma..ó de. va.tt,ta.ble..ó a.le.~.totti;.a.~ i:.n6..ln-l.ta.me.n..te. 

d.l V,{_¿, .{;. b l e..ó • 

En .e.a. Se.gtrnda. -6 e deó..t.n..l.'1.á11. a. la.1.i d.t.&·.t·':..{.:bU.c.i;.one..ó de. .ta e.la..& e. : 

"L'', la..ó "ESTABLES 11 y e.e. 11 VJMTNIO VE ATRACCION". 

EY1 la. Te.11.c.e:c.. tJ Cu.a.tL:ta. .6e.c.c.,i.6n .oe. ptr.e..~e.n.ta.n. .C.a..ó c.ond..lc.i;.one.1.> 

que. de.be.n .te.ne.Jr. la4 6uc.e.4,(;on.e..o d~ va.~,(;able.¿ a.le.a.tatr.,i.a..o i;.n-

~i;.n.,i..ta.me.n..te. d,i.v,i.-0Lble.~ pa.Jt.~ pe.tt.te.ne.c.e.tt a. la Le.y Vlb,i.l y La Le.y 

Fu e.Jt.t e. de. .e.a l.l G1ta.11d e..6 N ú.m e.Jto.6 r..e.o pe.e.U va._m en.te.. 

En la Q_uúi-ta ¿, e.c.c.,i.611 .f.e. ,f.t~at~ a...(.'. Te.otr.e.ma. de.· L-Cnri;..te. Ce.n.t.'1.a.f. 

y !.le. da e.l 1te.1.>u.l.tado de. la Condi;.c.i;.6n de. L~nde.be.Jtg de..6de. e.l 

pun.to de. v..l.ó.ta .ttta.tado e.n e..ó~e. .tJt.a.bajo. 

Cabe a c.la.'Jr.atr.. q u.e. e.l .te.ma. de. In 6-ln..l .. tam en.te. V,i. v,l.t. ..lb le..ó e..6 

muy ¿x.te.n.6 o • e.n e./.. de.,!, aJttto .f..f..o de eh .te. .tJr.a.bajo .::, 62.o .ó (!.. p.e.a.,!J :- - < 

man a.-lg wto .6 ;z. e..6 ul.t:ado .6 de. e..6 .ta. .tiio 11.,(.a.. 
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f, GENERAL!VAVES VE PROBABILIVAV 

I.1 FENOMENOS ALEATORIOS 

El e.o nc.e.p.:to de. 6 e.n6me.no o. e.xpe.ni..me.n.:to .ti.e.ne. u.n -6.lg n.l6-l

ea.do mu.y a.mpli..o de.n.tno de. la Te.onLa. de. Pnoba.bi..l.ldad y dee.lmo-6 

qu.e. c.u.alqu-le.n .:t.lpo de. 6e.n6me.no o e.xpenlme.n.:to .t.le.ne la.-0 -0l

gu.le.n.te.-0 c.a.nae.tenL-0.t.lea.-0 .óec.u.e.nc..lale.-0: 

- Un c.onju.n.:to de c.ond.lc..lone.-0 qu..e. -0e cne.an a.nb-ltna.nlame.n.te. 

o i..nde.pend.len.temen.:te. de.L e.xpen.lmen.:tadon. 

- Lo-0 1te.-0ul.:tado-0 pltovoc.ado-0 poi!. e.-6.te. eonju.n.:to de. c.ond.l

c..lone.-O al ne.a.llzanc.e. e.l 6e.n6me.no o e.xpe.nlmen.to. 

A .óu. vez Lo-0 6e.n6me.no-O pu.ide.n di..v.ldl!t.óe. de. mane.na e.-0""'. 

que.má.:ti..c.a. en la.-0 -0.lgu..lenie.~ e.la-O e.-6: 

.l) La. pn.lme.na e.-0 e.n la. que. e.l ILe.-t.u.R..:ta.do -O e pfl.e.-6 e.n.:ta. de. ma

ne.na. ú:n.lea, a. é-0i.e. .:t-lpo de. 6e.n.6me.no.6 -6 e. le.-0 llama. de..tefl.-_ 

m .l n.L-0 .ti.. c. o -0 • 

.l.ll La. .ó~gu..nda. e.e.a-0e. e-0 e.n. La que. e..e. Jt.e.óu.L.ta.do de.l 6en6me.no· 

e.-0 i..n.c.i..e.Jt..:to y a. é-0.:to-6 -Oe. le-0 .Llama. Ale.a.ton.lo-O. 

El obje..ti..vo de. .e.a. Te.onLa. de PJt.oba.bi..l-lda.d e.-6 e.l e-0.tu.di..o 

!J análi..-6-l-O de. lo-0 FENOMENOS ALEATORJOS. Como e.je.mplo-0 de. d-l-c. 

c.ho-0 6e.n6me.n.o.6 pode.mo-0 c.i...ta1t: 



a.} La.nzall. una mane.da. 

6} Lanzall. un da.do. 

c.} Núme.ll.o que. LLegan. a. una e.o.e.a. 

de. 4 e.ll.v-lc.,,lo a. la.-t. 11: O O lioll.ci.4. 

Con ~;.,;to¿, e.je.mpLo4 ue.mo4 que. e.n c.u~Lqu,,le.ll. ;t,,lpo de. ac.:t-l

v-i.da.d, c.a.-t.-i. 4,{;e.mpJte pode.mo-t. e.nc.on:tJtafl. un. -t.·uc.e.-t.o e.u.yo Jte.J..uL

:ta.do 4e.a Lnc.,{;e.Jt:to. 

I.2 VEFINICIONES VE PROBABI'LIVAV Y FENOHENOS ALEATORIOS 

Ha.y aLguno-t. 6e.n6me.no;., e.n Lo-t. c.uaLe.4 La-t. c.ond-lc.-i.one.4 de. 

(4;to4 pe.fl.mane.c.e.n -i.n.ve.Jt-lanle.-t. duJta.n:te. La fl.e.a.LLzac..l6n de.L e.x

pe.Jt-lme.n:to, a l6:to6 J..e. Le4 .e.Lama 6e.n6me.no6 e.n J..e.fl.Le.. 

A c.on:tLn.ua.c..l6n daJz.e.mo6 La. pll.-i.me.tr.a de.tLn.lc.L6n de. Pll.oba.

bLL.lda.d, Ll!..a.mada. CLASI'CA. 

VFFINI'CTON I. 2 ~ .1 

·S-l un 6 e.n.6me.no o· e.xpe.Jz..lme.n.:to a.le.a:toll.Lo, al!.. - Jz.e.a.LlzaJz.4 e. 

no4 da. 4oLo · u:n n.úme.Jz.o ó-ln..Lto dé. po4-lb.te:4 Jz:e.4uL:ta.do·4 ,· dLga.mo6 

n., e.a.da uno de. e.ll!..o4 ,,l·gua.1!..me.n:te. pJz.oba.b.e:e.4·· de. oc.uJtJz.L·Jz.-; e.n.:ton

c.e.-6 , La. . p'1..o b a b-lL-lda.d de que. ·o c.u·Jt·Jz:a.: ·a.:tg ún.· '-6 u he.o n.j un.to· d e.l 

·c.orijun:to· ·de ·:todo¿, Lo4 po4'-i.bLe.4 ·4e.·4·¡¡.e.-.ta:do·4· ·del!.. e:xpe:Jt.lmen..to, 

Lo po~e.mo-6 c.ci.lc.ula.Jt e.orno: 



P CAJ = 

e.o nj un.to A. 

#A 
n. c.on #A m ~ n 

Ade.má-6 .t.len.e .e.a.1.i 1.i.lgu.len.te.1.i pito p,le.da.de.1.i: 

.l) La p1tobab,[.t,[dad de c.ua.e.qu.le.Jt 1.iuc.e.1.io e.1.i mayolt o .lgua.e. a 

c. eJto • 

1.i en-ta e.a.da ve.z que. 1.i e Jte.aLi.za e..e. e.xpe.Jr.,[me.11.to. 

Pa~a daJt .e.a 1.i,[gu,[e.n..te. de6.l~,[c.,[6n de P1tobab,[L,[dad .e.e.ama

da FRECUENTISTA, no1.i c.ue-6.t,[onamol.i 1.i.l un e.xpe1t.lmen.to o 6e.n6-

meno 1.ie. pue.de. Jte.pe..t,[Jt un.a .ln6.ln.ldad de. ve.c.e.1.i bajo La1.i m.l1.ima1.i 

e.o nd,[ c.-i.o n. e-ó . En..tonc.e.1.i nol.i p1te.gun.tamo1.i ¿La 1.iuc.e.1.i,[6n de. Jte.-

1.iu.e..tado1.i de.L e.xpe.Jt-i.me.n.to c.on c.-i.e.Jt.ta c.a1tac.:te1t~1.i.t-i.c.a c.onve.1tge.-

1tá a un. ndme.Jto Jte.aL? 1.i,[ c.onve.1tge. pode.mol.i de.6Ln.,[Jr.: 

.VEFINICION I.2.2 

Su¡:iong·a:m·a1.i· qU:e. ·.e.a1.i c.ond-i.c.,[on.e..ti de. un 6e.n6me.no o e.xpe.IL.l-

c.e1.i, e.n.:tonc.e.1.i; de.no.tamo1.i a ·.e:a plto·b-a:b-i.·.e.-,¿da:d de. que. e.e. 1te.1.iu.e.

.ta:do ·de.e.· óe·n:6m·etio ·a e.xpe.lc.·.t:m·e.n:to · ·:te:nga ·.e.a: ·c.a1rnc..te1t-C-6.t,[c.a A 

c.omd ·p(A). Y la pdde.mol.i apJto~,[maJt paJta n 1.iu6,[c.,[e.n.te.me.n.te. 



PLAL~ 

;., u:.e..ta.do A ·e:n: :f.:a:;.,: ·n. .,L e:pe:.:t..f:c.,(:"0'1fe.·-0· ·de.·:e_·, ·e:x.:p·e.·tt::l'nfe.·n·:to·, · 

Po 11. o :t:.11.a. pa.11..:te. pa.11.a. e.-t. :t.a. b.t e. c. e.fl. un.a. e.o 11.11. e-6 po nd e.n c..-i:a. en

.:t11. e. .tc-ó 6en.6meno6 ale.a.:tofl..i.06 ff una. me.d.f..d~ c.uan.:t.i..:ta..:t~va. de. 

l1.i.:to1.i, no;., pode.me~ p11.e.gun.:ta.11. pon. un.a. c.a.11.a.c..:te.fl.:.<:1.i:t.lc.a. del de

n6me.no, é1.i.:to e6, al .e..a.nza.11. un da.do n ve.c.e.6 no6 p11.e.gun.:ta.mo1.i 

pofl. e.l n.ame.fl.o de ve.c.e.6 que. ~e ob1.ie11.v6 en e.l fl.e.óul!...:ta.do a. un. 

4 

name.11.0 pa.11.; a..e.. lanzan una moneda a.e.. a..f..11.e., no-6 p11.e.gun.:tamo6 pon. 

La. c.a.n:t..f..dad de c.a.11.a.1.i ob1.ie.11.va.da6 e.n n .tanza.m.le.n..:td6. 

Ve. e.6.:ta. mane.11.a e.6:ta.ble.c..e.mo6 d.f..c..ha c..011.11.e.6ponde.nc...la a 6u 

ve.z, a .e..a med:f.da. c..uan..:t.l.:ta..:t.l:va. ·J!..e. pode.mo6 a.6.l·gna.11. e.n pa.11.:t.lc..u

la.11. name.ll.06. 11.e.a.te.6, ya que. 6 e. e.6.tá pll.eguli.tando poll. .ta. c.a.n.:t.l

da.d de. a.pa.11..lc...ldne.6 e.n Lo6 11.e.1.iu.e...ta.do~ de.l 6e.n6me.no en 1.ie.11.-le.. 

de. ~.J..e.'11.:ta. c..a.11.a.c..:te.1t.í1.i.t-lc..a. e.ó pe.c..:.<'.6-lC.a., en.to nC..e.ó; é-6.:ta. c:o1t11.e.1.i -

ponde.nc...f..a. que.de. de..:te.11.m.lnada. poJt la. phe.gun.ta y .ta llama.1te.mo4: 

VARIABLE ALEATORIA. 

I.3 ALGEBRA VE EVENTOS 



:ta.do.6. de un 6en6roe.no a.e.e.a.:toJr, .. (o. 

c.on:te.ne.Jt é.6.te. conju.n:to e.6 que. no .6oLo no~ p.1tegun:te.mo1.> polL 

.e.a. oc.uJtJte.nc.-la de. u.n e.Le.me.n:to de. .JL 4,¿ no .ta.mb,lé.n de.be. con:te.ne.Jt 

a ;.;ubc.onjw1.to1.> de._[)__ , e.1.> de.c-lJt, a. un,Lone.6 o ,ln:te.ILJ.;e.c.c.lone.-0 de. 

;.;ubconjun:t.01.> de e.ti.o;.; m.l;.;mo;.;. PoJt Lo que. e.'-> ne.ce.1.Ja.Jt-lo, bajo 

e..6:ta.6 condi.c..lone:'->, que. .e.a. c.on;.;:t.Jz.ucc..i..6n de. é.1.>:te. conjun-to :te.n

ga. un ma.Jtc.o ma.:te.m~:t.lco 60.1tmaL y ade.md;.; pueda Jte.6ponde.Jt a. La.6 

d.l;.;:t..i..n:ta;.; 6aJtmaa de. pJz.e.gun:ta.Jt poJt un~ caJta.c.te.JtL6:t..i..c.a. de.L 6e

n6me.no e.n e-5:tud.lo y de. .ta6 d.i.6.t-ln.ta.6 comb..i..n.a.c..i..one.6 que. de e.1.>

:ta. 5e. puedan hace.Jt. El.> ne.c.e.J.;a.Jt,lo Jte.Lac..lona.IL a. d..i..c.ha.6 pJtegun

:ta1.> ¿on. un c6n.jun.:to de. po6-lb.te.6 Jte.au.e.:ta.do1.> o 6uce.1.>06 que. pue.

da.n ob6e.Jtua.Jz.6e. e.n un 6en6me.no a.Le.a:toJt..i..o, que. deno:ta.mo6 poJt 

Tamb.lé.n Le pe.d.l.1te.mo6 a é.6:te. c.onjun:to que. peJtm,l:ta. de..te.Jtm,lnaJt 

a.Lguna.1.> ope.Jtac.i.one.1.> que. .6e. Jte.a.L-lza.n e.n:t.Jte :ta.l.e..6 1.>uc.e60-0, como 

·.e.a u.ni6n y La. .ln-te.Jt.6 e.c.c..l6;n. 

VEFI NIC10N.1. 3. 1 

A.un e.Leme.h.to de.~ .6e. Le. .e.Lama. EVENTO. 

OBSERVÁC!ON 

En e..6:te. c.on.jun:to q e.x,l.6:te.n do1.> e.ve.n.to-0. e.6pe.c.,la.Le..6: 

- E.e. ev en:to .6 e.g u.Jto e..6 a.q u é..e. que. ;.; .l e.m plt e o c.uJtJt-e., · e.h d ec...i..Jt, 

1.>e pJte..6e.n:ta en e.a.da. Jte.a.t.lzac.l6n de..e. 6e.n.6me.no. Y .e.o de.-

no:ta.mo;,:, poJt . .ll.. 
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- E.l e.ve.n..to .lmpo¿,,[.bf.e. ~ e.6 a.qué.J!.. que. nun.c.a. oc.uJtll.e.. 

A.tgun.a..6 de. .ta.6 plto p.le.da.de..ó que. .t.le.ne. S .60 n que. pa1i.a :t.o -

do e.ven.to A€<i a..óoc...lamo.6 al e.ven.to A que. Lmp.t.Lc..a que A n.o 

oc..uJttLL6; un e.ve.n:t.o de.e. c.ua.L de. o.tJto.6 do.6 e.ve.n.to.6 A,"B oc.ultJte. 

a.e. me.no.6 uno de. Lo.6 do.6 Lo Llarnamo.6 .e.a unL6n de. do.6 e.ven.to.6 

y he. de.no.ta. po!t AUB; a.e. e.ven.to e.n que. A y B oc.uJtll.e.n .óLmuL.ta

ne.a.me.n.te. .l>e. le. LLarna ¿n.te.Jt.6e.c..c..L6n o p!todu~:t.o de. A y B y .l>e. .. 
de.no.ta poJt Af\ B. V.L1te.mo1.> que. do-6 e.ve.n.to.6 .6on e.x.c.Luye.n.te..6 .6.L 

A(\ B e..6 e.e. e.ven.to Lmpo,~.lb.te.. 

VEFINZCION 1.3.2 

S hec..Lbe. e.L nomb1te. de. aLge.bJta de. eve.n.:to.6 .6L: 

,[.) .J'L E..<; 
LLl s,¿ A G.S · e.n.:tonc..e..6 AE..~ 

.LLC:.) S..C:. A, B E.. C\ e.n.to nc..e.-t> AUB e.~. 

Aholl.a de.6Lnamo.6 a una vaJt..C:.a.bLe. aLe.a.toJt..C:.a c..omo: 

VEFIN1C10N 1. 3. 3 

Una va.1t.la.bLe. a.Le.a.to1t..C:.a e..6 una 6unc....C:.6n: -

c..on La. c.ond.lc..L6n: 



1.4 ESPACIO VE PROBAB1L1VAV Y VEFIN1C10N AX10MAT1CA 

Pa11.a deó..ln..lll. el E4pac..lo de P11.obab..ll..ldad 6abemo4 que 

hay 6en6meno6 alea.:to11...lo4 en eL que el Algebna de Eventob 

... , A I'\ 

A~, Ar._, ••• , Al'\, .•. '1.ebpec.:t..lvamen.:te. 

y 

S..l el ALgeb11.a de Even.:to4 e..6 .:ta.l que pall.a c.ada 4uc.eb..l6n 

de even.:to6, pa11.a. .:toda 11 A.--.E:.~ 

'=' = 
a lo6 eve.n.:to.6 \JA,.., -i:../o f\ A,.. 6e'1.á llama.da. 1:1-alge.b'1.a. 

~=\ ':~ 

A(JL,;_ ,P 

bab..ll..ldad .6..l ex..l6.:ten: 

a) Un c.onjun.:to de. .6uce.6o4 o '1.e.bul.:tadob JL a'1.b..l.:t'1.a1t..lo. 

b) El Algeb'1.a. ~ , de .6ubc.onjun.:to6 de..l con.jun.:to J"L 

e) Un.a me.d..lda. P: <;, ·-:> ( o, - .:ta.e. que. c.ump.le con: 

..l) P( JL ) = 

.l.l) P(A) -~ o 

..l-l..l) S..l A (\ B <ti ..lmpl..lca que P(AUB) 

P(A) • P(B) 

Con é.6.:ta.4 p'1.op.le.dade6 ..ln.duc...lmo6 que. la Pnobab..ll..lda.d e.6 

una óunc.l6n P: S, -"> \.\<. 



A can:t..lnu.a.c...l6n he.. daJtá la de..6.ln..lc.l6n Ax.lamá.:t.lc..a qu.e. 

6onmu.l6 KalmagaJtav: 

VEF1N1C10N 1.4.1 

..l) P(A) ?;- O pa.Jta .:todo e.ve..n.:to A. 

i...l ) p ( JL ) 1 • 

· . .l.l-l) Sea A, , A 7.., ••• , A f\ , ••• u.na .6u.ce...6..l6n de e..ve..n...t:o.6 

mu.tu.amen.te. e..xc..Lu.yen.te...6, palta. .:todo .l + j e..n.tonc..e...6: 

P( \:J A i..:) = .,.-§:_ P(A 
\.t:,.';. ~ \.a...~\ 

E.6-ta de..(iút.lc...l6n .6 e. b a..~ a. e.n e.L E.6 pac.la de PJto bab.l.l.ldad, 

qu.~ e..6 u.n ma.Jtc..o 6oJtma.l de.. e..6.tu.d.lo donde..: 

- -Q. f1.e..pJte..6e.n.ta e..e. c..onju.n.to de. po.6.lb.le...6 Jte..1.>u.l.ta.dc.6 de..e. 6e.-

n6me..no a.Le.a.toJi.lo. 

- ~ e..6 u.n . <S - A.e.g e.bJta qu.e. e..6 e...l co nju.n:to de. .la.i, d.l6 e.Jte.n.te..6 

60Jtma.1.1 qu.e.. .6e.. ha.e.e. .e.a. plte..gu.n.ta a.ce.nea de..L 6e.n6me.no. 

P e...6 .e.a 6u.nc...l6n qu.e.1te..p1te...6e.n.ta la. Jte...6pu.e..6:ta. de. La. Te.oJt~a 

a.ce.Jtc..a. de..L 6e.n6me..no. 

Palta. 6.lna.l.lza.Jt é..6.ta. .6 e.cc...i.611. e..nu.nc.lane..mo11 un -'te..6 ul:ta.da 

.6abJte.. la. c..onve.Jtge..nc...la de.. .6u.ce...6.lone..6 de e.ve..n.to.6. 

Se.a. ~A" ; n=1, Z, •.• \ u.na. .6u.c.e..6.l6n de. e.ve.n.to.6, don

de.. e.a.da A pe..it.tene..c..e.. a u1i c..onju.vt.to no va.e.lo de. .JL . 



co A 

\. ......... C:::.<.i f' Ar.. :::.. (\ \J A_K 
"-=- \ 1<;_..,_ Í' 

\ "'~ 
..,, = \; '-" l'--...0.. -::. \J (\ Av.. 
t\~\ \<.::. ("\ 

Po I!. o .:t..1rn pan.te. 1.> e.a ( .._f\_ , S , P ) u.n. el.> pac...i.o de. p!Lo b a

b..i.l..i.dad y A u.n e.ve.n..to, e.n..ton.c.e.1.>: 

LEMA 1.4.1 
(LEMA VEBOREL-CANTELL1) 

'Si ~\ P(J'v, J .(. o<:i Q.~cf'..C..<2.S p ( 1 ;('-A.. s>.l~ ~"' \-::. o 
s ~ ~ p (A..")·: ~ '/ ~ \ ~ ~ "'~ <a_:;, \..lt.;)C,,. ~\.lC..to'.5\~t.;:) \:)e;: 

¡;:"~''='°'º°"' \\,:ll::>t=:.'<"E\.:l\)\'"-1..:1.,'C.S. ""'-'-"'t'r:>·~':.;;;."'° \=) (1;....-- S..,t> /::\_" J-::: ~ 

PJJLa 1.>u. de.mo~t1Lac...i.6n. veh Loe.ve {7) 

1.5 FUNCIONES VE V1STRZBUC10N 

Patia de.6ivi...i.IL u.na óu.n.c...i.6n. de. V..i.1.>.t1t..i.bu..c.i6n.~ .6abe.mo.6 poi!. .~-/~' 

un. .lado, que. u.na va1e...t.a.ble. a..te.a..to1e...t.a X{w) e.1.> u.l'J.a. -6u.n.c...i.6n. ia.R. 
. . 

qu.e. X{w) :..f\...-">\\<. y po1c.. o.tJc..o .tado c.on.1.>-ld~1e.e.mÓ1.>: a .e.01.> c.Óvi.jun.to-0 

\. w~SL /X { w) <".. x ~E~ ; e.1.> de..c.i1e., de.6in.imo.6 a .e.a Pl!..o bci.b..i.

lidad de. que. X{w) 1.>e.a me.nol!.. o ..i.gua.f.. que. x-::\R e.amo .e.a 6U.nc...i.61t 

de. Vi1.>.t1e...i.bu.c...i.6n. de. X de.n.o.tada. poi!. f~(x) e.amo: 

P (X ( W) ~ X) = f'K (X) 

(7) Loe.ve 

-... <·' . 

. , ':\1" 



Ex-i.6.te.n :tambLln La~ vaJtLabLe.~ aLe.a.to1LLa6 con:t~nua6 que. 

e6 un ca6o md6 ge.ne.JtaL de. t6.ta4. 

b) S-l ex.U.te. una. 6unc-i.6n Px (.x) .ta.e. que. P"?S<.."\ -- \\<. --:> \\<._ 1J 
><. 

Fx(x) = 1~ P4 ( x 1<. 

e.n:toncu de.c.,{Jr¡o6 que. .e.a. va!Ua.bLe. ale.a,toll..i.a e.6 d.ú..M~. 

En loó do6 ca.606 P~(x) e.6 La. 6unc-i.6n de. Ve.n.tiLda.d de. .e.a. va.JlÁ.a.bLe. a.

le.do4La X. 

LM p!topLe.dade/.J de. u.ta 6unu6n. 6on~ 

-<:) Px.. (x)-:.>- O pan.a :todo x.. 

"'" -l-l) S P~(x)dx = 1 

La pJtopLe.dad (li) e.ti una va!t-lab.te. a.Ee.Mo4La ab6oLu:tamen.te continua. 

pe.ILo u.ta plLo p-i.e.dad 6 e. e.xtie.nde. pa!ta. -f.06 doó ca.606 de. vvua.blu ale.do'-

Po!t o.tita pa!t.te., den.tito de -f.06 6e.n6me.noó a,Eedo4Lo.ti no6 pode.mo6 -i.n

.te.1Le.6a.JL polL do6 o mó...-6 cMa.c.te.Jú6.t-i.cM de. cUcho 6e.n6me.no, u de.c.-i.JL: 

- Se.a. X la. va!t-labf..e. ale.do4La. que. de.no.ta. e.e. puo de. Loó u.tucUan:tció, e.n 

ionce.6 no.6 plte.gli.n..tamo6 po1L 

X 1 : Edad 

X~ : E6:ta.;tuJi.a. ,, 

- . Se.a. X .e.a vCL4Lab.te. ale.Mo!Ua. que. dv.,MLbe. e.f.. -i:ng1te.:60 de. lo6 ha.b-i.:tavL.tu 

a.e.e. V.U:tJi,U:.o Fe.deJLal en.tone.u noó podemo6 p!Le.gu.n:ta.JL .e.o ú:giú.e.nte.: 

X 1 : Oc.u.pa.c-i.6n 

X ~ : Sue..tdo 

~ . ' •'. . 
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VEF1N1CION 1.5. 1 

La óu11c...l6n de. V-l.6:tlt-lbu'c.-l6n ·F?i. ( x) de. .ta. va.Jt-lab.te. a.e.e.a

:to1t-la X e..6 .e.a que. de. . .6c.Jt-lbe. '.ta .6e.IL-le. de. 1te..6pue.6:ta.6 de.e. {ie.n6-

me.no a.e.e.a:to1t..lo· ·.e:a· ·c.'u·a:.e: ·¿,·e.· '601tmaLi.za: 

Se.a. ( JL, S , P ) un e.6pa.c.-lo de. ptLobab-l.C.-ldad, X(w): 

JL--;> li<. una. va.JL,{.a.b.e.e. a..e.e.a:toll.úl .60b1Le. ( .JL. ·, S. , P l paJLa :to

do X.E.\~ de.ó,{.it-lmo.6: 

~ Í X) = ·p {. W <i.n.:f X ('w) ~. ·x. } = P ( X :;_ X ) • 

Af.. :tomaJt .e.a de.6-lgua.tdad X(w) ~ x. es aná.loga a .toma.Jt .ta.6 

de..6-lgua.tdade.-6 < , > y 7,.- • 

La.6 pltop-le.dade.-6 de. .e.a FUNCION VE VISTRIBUCION .6on: 

-l) F (oo) 

,¿,¿¡ F (-= l O 

x 4 ) , e.6.to e..6, F""!i> ( x.) e.6 110 dec.ll.e.c.-le.n.:te.. 

-lv) F~(x) e..6 eon.:t..lnua. poll. .e.a. dell.ec.ha. 

Como una pltopo.6-lc.,{.6n pode.mo.6 da1z.: 

PROPOSIC10N 1.5.1 

P( X~ x ) e.6 una FUNC10N VE VISTRIBUC10N. 

Como una. va1z.-lab.te. a.e.ea.:toJt-lcl e..6 una. óunc.-l6n, en.to nc.e.6 

pueden ex.-l.6:t-l1L en gene.Jta.J!. do.6 .t-i.po.6 de. é..6:ta.6: 

a J S -l ex-l.6.te. una 6 u.nc.-i.6n P;: ( x l :ta.e. que. 
:>. 

\(, 

'°"'K (><.) :::. s \-)~(:::.) <.h. _.,.,,. e.n e.e. -6e.n.t-i.do de R-i.e.mman. Ve. c.-i.m o .6 

que. .e.a vaJtútble. a.te.a.toJt-i.a X e.6 ab.6 o.tu.tamen:te. e.o n.t-lnua.. 

y 



c.on e.6.to.6 ejempto.6, no.6 damo.6 c.ue.n.:ta que. e.x-l.6.:ten Func-<.one.6 

de VL.6.:tJU.buc.-<.6n de do.6 o má.6 va.1t,lab.le..6, en ..e.u.gal!. de. vaua.

b.le. a.le.a.:to1t-<.a .6e. ..e..e.aman vec.:to1te..6 a.e.z.a.to/Úo.6 lf .e.a.6· de.6i.Mmo.6 

e.o mo: 

VEFINICION I.5.2 

Se.a (-'L., C¡ , P ) u.vi e..6 pac.,lo de. P1tobab°,{,L.Ldad; X 1 

v att-i..abf.. e..6 a.e. e.a.to Jt-la.6 .6ob1te. (JL , S , P ) donde.: 

X~ do.6 
'- --

X~:_{\__--';;- \l), .taL que. paJta. :toda xe:w,\wi:JL, X,(w)~ x] 

X : Jl_ -":> \\(_ :ta.e. que. pa.Jta :to da xc:: \\<. l WE.. JL , X~ ( W) ~ X } 

e.n:ton.c.e..6 de.6-ln.imo.6 a. X ( x,, x'l. ) ~amo Ult ve.c.;toJt ale.a.:to-

JÚO de. d,lme.n.6-i..6n do.6. 

A c.on.;túz.uac.,lán. daJte.mo.6 a..R..guna.6 p!top,le.dade..6 1J de.6-i.n.-i..

c..<.one..6 .6ob1te. .R..o.6 ve.c.;toJte..6 a.R..e.a..toJU.o.6, e..6.ta.6 de.fii.n-lc.ion.e..6 lj 

p!top.<..e-dade...6 .6e. ha.Jtán pa1ta e...e. c.a..60 de. do.6 va.1t.la.b.le..6, pe.Ita 

lo..6 .6~gu~e.n.:te..6 tte..6uL.:tado.6 .6e.. pue.de.n e.x:tinde.Jt fia.c.-l.lme-n:te. p~ 

Jta. ve.c...to11.e . .6 a...e.e.a.:to1t-i.o.6 de. d.lme.n.6-i.6n n • 

. OBSERVACION 

Un ve.c.;to/t a...e.e.a.:to1tlo e~ una 6unc.-lán. .ta...e. que.: 

X 

Ve.6hti.mo.6 a P( X,~ x,, X.,_~ x2. F-:R:-g~ ( x,, x 4 ) e.orno ..e.a. 

6unc.-lán. de. dL~.t1t.í.buc..l611. c.onju.11.;ta de.e. ve.c..toJt a.e.e.a.to.'1..,lo X. 

Y .:tiene. La.6 .6-lgu.le.n.te..6 p!topieda.de..6: 

o 



-U.l) F ( X 1 , a;:, 
~.x ... E · ( x 1 ) que. eó .ta. 0u.nc..l6n de clú...t1u.bu.c..l6n maJtg.l-" 

"E" 

na,t de X 1 

.lv) fg:1..~ x \ , x'l.. eó rio deCJt.euen;te poll. vaJúab.te., eó de.c..lll., . .6.l ex.l.ó;te. 

x ~ ~ \\<. :t.aí. que. x ~ !:: x., e.n;t:onc.eó F ( x ~ , x'l.. ) ~· F ( x 1 , x ._ ) • 
~·'!t~ "l:.,"K._ . 

El o .tJw c.a.60 eó aná.to g o . 

v) C... ( x , , x. 2 ) eó c.01U:.l11.U.a poll. út dvc.e.c.ha poll. vall..lab:te. 
"'" .. ~ ... 

v-l) PaJta :todo (o...l, \.::,,) J (v.. 1 \::i;.) <;.. l\2..7.. <::e" <.i..., <:::\e, 1 J 0...-,.. $. '.-::i-L. 

\=" ( \:,, \.- "\ - ~ (. G._ l I ~ •.z.. ') - ~ ..s,. b \ > Ú- "2. ) -\-- ~ ( ü._ '- G.. -i.) )_. o 
¡;:;¡i;"' ' 1 ";:) 7... X. "t_,,_ ,..,'- a.,~'= I 

PaJta ve.c.:toJt<Ui ate.a:toJÚ0.6 e.x.l.ó:te.11 :tamb-lé.n do.6 tipo.6 que. t.on: 

- Lo.6 ve.c.to:t<Ui a.e.e.a:toJt.-i.o.6 ab.60.tu:tamen;te. c.ont.lnuo.6 ( Un.a pcv¡,t,[c..l6n de. e..6 

:ta c..f.Me. .6eJc..W. u c.Mo ge.1ie.Jta.t pall.a ve.c.:toJte..6 c.on;t.¿nlLM l. 

- Lo.6 ve.c.:toJte..6 a.e.e.a:to!Uo.6 d.l.óc.Jc.e.:to.6. 

VEF1N1C10N 1.5.3 

La. 0wic..lón de. Ve.YL6.lda.d Conjun:ta .6e. de.n.o;ta pO!l. P:i,'!.i x , , x .,._) 1f .;t.l!!:_ 

ne. .ta.6 .6.lgu..le.rite..6 pJto p.le.da.dv., : 

a) 'P¡r.~L x, , x .,_) ?,.. O paJr.a. :todo ( x 1 , x._ ) .::_,\~"l. 

b) ~= 5:?-S:.~z. x, , x '2.l dx, dx-... = 1 

La. ú.U:.úna de.Mn.i.c..l6n de. Q..6;ta pcvc.:te. .&Vta fu de. va.ÍU.ab.tu. ate.a:toJt.-ta..6 

J..nde.pend.le.rite..6 • 

VEFIN1C10N 1.5.4 

Se.an X 1 , X 'l dM va.Jt-lab.te..6 a.f.e.a,toJt..la.-6 MbJt.e. ( JL, Ci_ , P ) .6on IN-
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DEPENDIENTES -0.i.: 

F ~ ( X\ , x ... ) 
..Q,~z. 

F"E,( X 1 ) F'].~ X~) pM.a. .todo ( X l, 

X "J..)~ \R4
• 

PoJt o:tJta palt.te., de.n;t:J¡_o de. e.-0.te. duoJVwUo de. &wic.io ne..6 de. cU..ó~b!!:_ 

UÓn .66.f.o .6<?.. me.nc.iOYUVt.On a-lganali p!Wp.le.dade.J.i bá.J.il.c.a.J.; de. e.!.i.ta-0, pa.lta C..0.!'.!:_ 

.6u.Ua.Jt p!w p.i.e.dadv., má.6 g ene.Jta.t'.e..6 vvt c.u.CLtquJ:.e..tt .f...i.bno ,(.ntJr..odu.c..touo de -

PJLoba.b-i.lidad e.amo poJt e.je.mp.f..o HaJtJr.M, Fe.J'.R.e.Jt, e.te.. 

1. 6 CARACTERISTICAS NUMERICAS 

En e...6ta palt.te de6huA.emo.6 a .f..a.-5 c.a.Jtac..tVUJ.i:U.c.a.1.; 11Umétúc..ru. que. .6on 

mu.y hnporvta.nte..-0 poJtque. e.x,V.,te.n ~ en6me.no.6 al.e.a..tolt.i.01.; en .f..0-0 c.ttaf.e...6 no -

podemo1.; duvub.i.Jt a -0u Jte..6pe.c..t.i.va Funuón de V-ú.i.tft.i.buc..i.6n, en,tonc.e.1.i P!::. 

. de.mo.6 c.onoc.e.Jt a-lgunru. ptr..op.i.e.dadu de .f..M va.Jt..Cab.f..u a.ee.atotr...i.M polt. med.i.o 

de. u..ta.6 Ca.tr..ac..teJÚ'6Uc.a.1.; NaméJúc.aLi. 

VEFINICION 1.6~1 

Sea X ana va!Ua.bf.e. a.f..e.iitotU.á. J.iobJte. ( ..fL, ~ , P ) , .f..a ·med.i.aiw. de. X 

que de.no.tamo.6 poll. m {X) .6 e de6.i.ne e.amo: 

P (X~m(X) l~\ lj P (X?,. m(X) ) ~ '/'2. 

LM -b.lgtúe.ntv.. de.ó.[n.i.uone..6 .6e ha.tr..an pcvr.a. e.f.. c.a.óo de va.Jt.í.ab.tu a

f.eato!UM ab.6 o.f..tttame.nte. e.o nt.i.nua.6, pe.tr..o .6 e. pueden g ene.tr..a.f...i.zaJL pa.Jta c..ua.f.. 

qu.i.e.Jt ce.cu, e y paJta c.ual.qu.í.e.Jt clóne.M.l6n. 



VEFINICION I~6.2 

Se.o. ( .J'L , <., , P ) un upa.uo de. y.JJLoba.bi.Llda.d. X una vaJúa.ble. a.le.a. 

:t.01úa. .6obJie. ( ...n.. , <:i, , P ) . Ve.{i-i.nún0-6 a la E.ópVLan.za Ma:t.emá:t.-lc.a (me.d-i.a.) 

e.orno : 

E (X) = f~ í:J..,..(x) dx 
-~· :.\. 

.... ~ 

<,:~:;¡. s \X.\ ~ (x_ ~ ~ K <:_ DO 
-~ 

y la de.no:t.a.n106 e.orno E (X) • 

VEFINICION I.6.3 

Sea ( ..n. , C...., P un upauo de pJioba.b.i,U,dad. X una. vevúable. a.le.a 

P ) • Sea E (X) = J-\ .e.a upeAa.nza ma:t.emá:t.-lc.a. de. X 

La. vcvúanza. de. X que. de.na:ta.ma-5 e.amo VaJt (X l 6 e de.{ii.ne. po.'l.: 

".>::> 

VAR(X) = 5 (x ~A ¡'2" f=i!xl dx 
-<:>-:> 

VEFINICION I.6.4 

Sean X y V d0-6 va.Ju:a.ble.J.> a.le.a:t.oJtÁ..Cl,ó J.iOb,'l.e. ( ..fL, ~, P J un upa.CÁ..a 

de. JYLO bab,¿¿¿dad. La Ca va.JÚanza de. X y Y, deno:ta.da pon Ca v ( X, Y ) -6 e -

de.{ihie. e.amo: 

COV( X, Y ) = E( (X - E(X)) (\f - E(Y) ¡·¡ 

á'.otiaii:-:E1)('.Y ¡¡.E(V) .6on la.-6 1Le6pe.c..U.va..6 MpVLanzM ma:t.e.ma:t.-lc.a.ó de. X y\f. 

VEFINICION I:6:5 . 

Et Coe.6-[c.-le.nte. de. Catc.Jte.lac.-l6n de. lM Va.Jii.a.bi!.e.-6 á.J!..e.a:t.oMM X y Y, -

de.no.ta.do poJi ~ { X , \f ) -6 e. d e.6-[ne. e.o mo : 



cave x , Y .i ·f (. X , Y 1 =--~---
VA R lX L t' AR lY L 

_.--.··. 
,• 

donde. ".6upone.mo.6 que .la.J.i va.'Jt.ia.nz·a.¿ fJ .e.a. c.ovc.·11:,<;:a.·nza. ·e·x.tJ.>:te.n. 

PoJt.. o:tJt..ci. pa.Jz..te. f.o.6 momen.t:o.6 de. una. vatt.ia.6.e.e. a..ee.a.-toti.la. 

o de. una d¿.6.t:Jt...ibuc.L6n .6on .la.6 e...6pe.Jt..a.nza..6 ma..t:emá:t~c.a..6 de. e.6-

.t:a.6 va.Jt..,i.a.ble.6 e.f.e.vada..6 a una. po:ten~¿a.. 

VEFINICION I.6.6 

Sl. X e.6 una. va.1r.i.:a.b.te a.le..a:ton.,(,a., e.e "i':- é.lii.ma mome.n:to de. 

X, u-&ua..e.me.n.te. de.no.ta.do po!t N-(..,.. u.ta. da.do pa1r.: 

.6,{ .e.a e..6pe.1t.o..nzo.. e.xi.:.6-te. 

VEFINICION I.6.7 

P (x). E.e. va..loJt.. Mpe.na.do de. EXP(..tX) e.6 def,.in¿do -eamo: .e.a. 
FUNCION GENERAVORA VE MOMENTOS de. X . .6.i .ta e.J..peJt.an.za ·ma..t:e.má-:

tic.a e.x.l-6,te. pa.tLa. cada. va...eoJt.. .:t e.n. e.e. ,fn..te.ttva.!o -h < :t < 'h, :ta.e. 

que h>O e-6 de.c.LJt.: 

MKLt1 = EL e.xpl-tXl L 

1. 7 FUNCION CARACTETUSTtCA 

Ol'l s e(K-q_ lxL dx 
-<() 
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gen.ettadotta de momen.:to-0 c..omo: 

E ( EXP(.:tX) 

l}.,.:ta 6urz.c.¿6rz. e}., muy ¿mpott:tan..:te den.:ttto de. La TeottLa de .e.a 

Furz.c.¿611 Cattac..:tett,[-6.:tlc..a. por..que a.. :tr..a.vé-0 de et.e.a -0 e. d(:-0a:c.1to.l.tan 

VEFINICION I.7.1 

Fr;. ( x) . La ~unc.l6n CARACTERZSTICA de F ( o de X ) }.,C. deno~a 

fi(.tJ = s= e._;_~ ... c\Fx(x'l-=. "3C1'.\ - ..;...v(:\::) 
- ""' 

don.de:· 

~= 
I. 7.A •.•••• •. u(:t) = ~ e.o.!.> .:tx dF"E.(x_) 

- .... 
= . 

, v(.t:) = S -Oe.11. :tx. dF;r(x) -..,, -

OBSER'JACION 

ta óunc.¿6v¡ c..atta.c..:te:c./'.f.i:t¿c.a de c_ua.tqu¿c.fL ·~·a1t.la.b.te. ale.tt.:to-

A c..on.:t-lnua.c.-i.6~i do.he.mu}., ct.lguna.ti pttop¿edcr.dr¿}., de. e.a ñun.c. . .t6.i1. 



VEFrNrcrON T.7.2 

S-l X 1J Y l; o n valc.i.a.b.le.l; a.te.a.:t.oJt.,la.t, i.nde.pe.ndi.e.n:te.-6 e.o n

:t-i..n.ual; lj z = X + y en.to YLC.e.l; a .e.a ·.6i.gui.e.n:t.e. n61t.mu.e.a. 0 l; e. le. .e:.e.a 

ma c.onvo.e.uc.-i..6n. y e.l;.:tá dada pOJi: 

\J.,, (7-.')"::.. \.)""&:<Y ( z.) = ~:'Py ("2-- X) ?"k l>~) ¿X -:: j:11 (z..-'<\) '"Py_ ( ':_\) <"\ ~ 
PROPOSICION I.7.1 

Se.a 1 = u + i.v La FUNCION CARACTERTSTICA de. La vaJt.i.abLe. 

aLe.a.:takia. X c.on. 6un.c.-l6n de. di.l;:t.Jt.i.buc.i.6n Fz[xl. En:ton.c.e.l;: 

i.l 6 e.l; abl;olu.:tame.n:te. c.on.:t.i.nua. 

i.i. l ó (O) = 1 Y_ \ n l:t J \ ~ 7 pa.Jta. :to do 

-l.íi.) a.X+b :ti.e.ne. 6un.c.i.6n c.aJtac.:t.e.Jt.ú.:ti.c.a. da.da poJt 

E ( <2.:....-t. cu...:+k) .) -= E2.~~-{~ 6 ( a:tJ 

En. pali:t.íc.ula.Jt. 6=u-i.v e.l; La fiu!1_c.i:6n c.aJtac..toc..J:.f;.:t-lc.a de. -X. 

,Lv) ·u e.l; paJt y v .lmpa.fr... La 6unc.i.6n c.aJtac..:te.Jt;[l;:t.i.-

c.a< e-6 Jt e.al l; ,¿ /J -O o Lo l; ,¿ F ¿J x) e.l;' l; -lm é..:tJt.-lc.a e.o n. 
· .... _ 

lt e.l; pe. C.:to a.e. o JLi.g en . 

o ~ 1 - u ( z :t. J ~ 4 ( 1 - u (.:t J ) 
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PROPOSICION I.7.2 

La c.on.vo.e.uu6n F1 * F :i. .U.ene .e.a {iunc.-i6n c.a.Jr.ac:tVÚJ.i.U.c.a 6 , • ó.,, • Eó 

deCÁJL, .e.a. .ówna X 1 + X .2,--de. do.ó váJü.a.b.tv.. a.e.e.a;toJUa..6 -lndepe.11cllé.1itv.. e.o-. 

Mupovide. e.e. p'1.oducto ó 1• ó 1 de '->U.6 Jte1.>pe.C..U.va1.> óunuonu c.aJtac:tvÚli.U.c.M. 

PoJL o:úw.. pa.Jite, .ó-l X ~ .U.ene. .e.a m,l.óma d.-l<>.:t.Júbuc,l6vt que. X 1 , enton

e.u la .6uma X 1 - X -=... '1.e.p'1.u e.n..ta .e.a vCV!..-lab.e.e. 1.>-lmWúzada, y ( ó j 'l. u .e.a 
tíunu6n c.aJta.c:te.JÚ,ótic.a de. .Ca. óunu6n de. dMbúbuuóvi F. 

PROPOSICION I.7.3 

,¿¡ 6 ( ~) = 

,¿,¿¡ tí .U.e.ne. pvúodo -X , u dec..úr., tí (.t+11. ~) = 6 (.t) pMa -toda .t 

!f n. 

,¿,¿,¿¡ Todo!.> .e.01.> pwito.ó de. -lnc.1t.eme.n..to de. F e1.i.tan e.n.tl"l.e. O, "'!... h, "!. 2h 

donde h = 21i /"A 

PROPOSICION I. 7 .4 

Solamente. e.xú.ten la.6 .tl"l.e.6 po.ó-lb,¿.e_,¿dadu .6-lgu,len..tu ·: · 

-l) 1 ó (.t) \ L.. 1 pMa .todo .t = 1 

;,.:,¿¡ 1 ó (~) 1 = y 1 6 (.t) \ l. 1 pa.JU!. o .t.. .t <.. "'.>. 

Evt e.1.i.te. c.a1.>o 1 ó \ Ue.ne. pe.'1.-lodo ~ , tJ ex-l.6.te. uvi númeJto Jte.a.e. 

b .ta-t que F 1t ( x+b) u a.Ju;tmU-i.c.ame.n..te. c.on a.e.e.anee. h = 2 7j /-).. 

,¿,¿,¿¡ 1 ó (.t) \ = 1 pMa .todo .t. En u.ta c.Mo ó (.t) = Exp{-lb.t) y F u-

.ta c.011.c.e.1it'1.ada e.n e.e punto b. 
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I.8 CONVERGENCIA 

VEFINICION I.B.1 

S ea r- -rr:, ( x ) , ••• j ~.,,)X) ' 

La .6 u c.e.-6 .i.6n t 
.•. una 1.iuc.e.1.i.l6n de. 611.n-

c..<..011e.<5 d<?. vcut.C:.ac.-i.6n. F s:J .x) f c.011ve..1r.ge. dC'.b.l.t-

men.te a F:;;:. ( x) -6.l F"I::"Í x) --"> Fo: ( x.) en e.a.da pun.to de c.o;:.t-i..11'..l-i..-

dad de F-x ( x} • 

bu.c~.lóy; .e.a de.no.to.11101.i po1t F,.., -> F • S.<~ F "- -:;. F y F" ( <Jo ) -> 

f!e. COMPLETM.IENTE a F(x) 'J lo deno.tarr.o¿ polL F 

CBSEF'..VACION 

Ve.c.-i.mo.6 qu.e .ta c.onve.1r..ge.nc..i.a F..., -:::> F e.6 pll..op-i.~ -6-Í.. F e.«, u

na áu.n~-i.611 de d.l1.i.t.1r..lbuc.l6n no dege.ne..1r.ada. 

OBSER.llACION 

La c.onve.'1.ge.nc..la de. de.111.i.ldade.1.i e~ .ta c.ond.lc.<..6n de. q~e. ~L 

PJj. ( x) ~/ P ( x) en.to nc.e.-6 Fx --:::> F. 

TEOREMA VE CONVERGENCIA VOMINAVA 

Se.a u,.... .ln.te.gJr.able. e.n e..t .6 e.n.t.ldo de. L e.be.-6 gu.e. tJ tt,.., -> u 

pu.n.tua.lme.n.te.. S-i. e.x-Ls.te. M i.n..te.gJi.ab.le. .ta.e. que. \ U.r, \ .,;_ H pa.1r.a .to-



da n, e.n.tonc.e.ó u e.ó -ln:te.gJz.a.b.e..e. y E(u. ") -> E(u.). 

VEFINICION I.8.2 

Sea X" u.na. -0uc.e_-0-l6n de. va..1tia.bi.e.L> a.e..e.a.:toJt-la.6, de.c.-lmo'-> 

que. X,..... e.o n.v e.Jtg ee.n plto bab-i.l-lda.d a. .e.a va.1t-labR..e. a.e..e.a.toJt-la X= O 

qu.e. de.no.tamo.6 

Polt e.x.te.n'->-l6a X,....~;;. X 1.>-lg n.-l úic.a. que. 

VEFINICION I.8.3 

X"'-X 
p . 
->o. 

Un.a. -6 uc.e.1.>-l6n de. va.Jt-la.bR..e.J.i al e.a.:toJz.-la6 \_ X ,... ; n.= 1, 2, .•• } 

de.6-ln-lda. J.iobJz.e. un e.-0pac.-lo de. pltobab-li.ida.d (-n.., ~, P c.on

ve.Jtge. c.a-t..-l -0e.gu.Jz.a.me.n:te. a lá. va.r....i.a.ble. o.f..e.a..:toJt..i.a. X -0-l X,.Jw) ·-/ 

X(w) -0-le.mpJz.e. e.xc.e.p:ta e.n. un con.ju"~ª de. pun.to~ de. me.d-lda c.e.Jto. 

En. -~ e.g tti.da. e.nunc..).a.Jt e.ma ¿, u.n. .l e.ma. .lmpo JL:ta. n..t e. en. e..t. d e..6 aJc.1w -

.e..t a de. é.-0 . .te .tJtct bajo • 

( 1 l ) . 

LEMA I .. 8. 1 

La Jc.e.f..ac.-l6n Xr- -7 X ·c.a..t.-l -6 e.gun.a.me.n.te e..6 e.qu-lva.R..e.n..te. a 

c.uaR..qu-l~~a. de. R..a-0 ~-lguie.n:te.4 c.on.d..i.c.-lone.J.i: 

..[) \:'.:> (\><..,.-'-X.\ 7 ... E J::. O ~<:>.r.:;.4 ""roce. CC.. -::>O 

.-l2) f.>(:J." (C.\i<,,...-X-\7,e..'"J)') -'=>0 '?<.>..Re;;.,_ -\-o,..~o... ~--:>O 
-l-l-l ) ( .. -.¡l.'> \ \ ) ...\.. ____ ¡¡::i \..;:_-,. ... e, X,.,.. - X. ~'E. -"> 0 pc>-R<::>... \<:>~e> E. /0, 

( 1) PETROV 



da n., e.n..to n.c.e..6 tt e.,!> -ln..te.g1ta.b.te. y E ( tt .-.. ) -> E ( tt) • 

VEF1N1C10N 1.8.2 

Se.a. X..,_ una. .6 uc.e..6.l6n de. va4.la.bl!.e..6 a1.e.a..to4-la..6, de.c.Lmo.6 

que. X"' c.011ve.1tg~e.n p1toba.bL.tLdad a. l!.a va4-i.a.bLe. a.Le.a..tb4-i.a X=O 

1.:,,¿ paJta ,to do ~-;. O 

qu.e. de.vi.o:ta.mo.6 po!L X"~:::> O • 

VEF1N1C10N 1.8.3 

Un.a 1.:,uc.e..6.l611 de. va.1t.la.bl!.e..6 a.J!.e.a.to1tLa.6 t X ,.., ; 11= 1, 2, ••• } 

de.6.ln.lda. .6ab1te. ttn. e..6pa.c.-lo de. p4oba.b.lL-ldad (-fL, ~, P J c.an-

ve.1tge. c.a¿i .6ega1tame11.te a L~ va~-i.able. 0Le.a~a1t.la X .6-l X~(w) -7 

X(w) ¿,i.e.mp4e. e.xc.e.p.ta e.n un c.onjttn.to de. pttn~a6 de. me.d.lda ~e.Ita. 

En .!ie.gui.da enunc..la1te.ma~ .ttn .i'.e.ma .lmpo1i..tan:te. e.n e..C. de..6a1tha-

(Pa1ta .6Ll de.mo1.:,.t,'l.a..c..l61t C.0lt.6úi..tL1.·'L PETROV-:-

( 1 l J • 

LEMA 1. 8. 1 

La Jte..f.ac.hfn Xr-. -7 X c.a.6,i. .6e.gu.1ta..me.n.te.. e.6 e.qttLva.te.n.te. a 

c.ualqu-i.e.~a de. .ia.6 ~,L.gule.n.te..6 cond.lc.-i.one..6: 

..l) ? (\y;..._~ X.\ 7, é )-=.o ~o.r.:.~ ""º"-a <é.. 7 o 

-i.Z) ?(~,,.(C.\i<."-~\-;;.,E._'J)) --::>O ?"-'-R°'- -\-o ... ~r:::i.. ~70 
.Li.-i.) 

(7) PETROV 



Pa.tr.a. tSLna..tl.za.11. é.ó:te c.a.p.l.:tu.e.o da.11.emo.ó .to.6 -6-i.gu-len:t.u ll.e..óctl

.:ta.do.ó : 

TEOREMA VE LIMITE CENTRAL 

Sea. -!(_X\<: 1 un.a. .6uc.e..ó-l6n. de va.Jt-la.ble..6 a..e.e.a.:t.oit-la..ó -lnde.-

pe.nd-le.n:t.e..ó e. -lde.v1.:t-lc.a.men.:te. d-l.ó .tll..lbui.da..ó e.o n. medi.a. Ji._ y va.-

11.-la.nza cr d-i..ó.:ti.VL:ta de. e.e.Ita, y .ó ea. S,,. = X,+ •.• + X"' En.-

.t O VL C. e..6 p all.a. :t.oda. E. 6.i.ja . 

donde N(0,1) e.6 la. d-l.6.t'1.i.buc.i6VL noll.ma.e., c.on. me.di.a. -lgual a. 

c.e.11.0 y va.11..la1tza i:i--z. • 

VESTGUALVAV VE CHEBYSHEV (TSCHEBYCHEFF) 

Se.a X una va..1r.-la.b.e.e a.lea.to11.i.a :t.a.e. que. E ( 1 X \ <- ) <. ~ 

Lmpll.c.a que pa11.a. :toda €.. / O. 

VEMOSTRACION 

S·, \ x.\ /,. t. -) iX\'- 7,. E.-z.) c._'1<::.Rc.-.. 

t::.. ( Xr:... ) - ~ x-i. ¿ F"K (x) -=- S X 4 2J \-""& (v,) + S x:-z. c-\V'1:. (l<.) 
":K l'S_\ ?,.€. \"i;.\<..l'_ 

. . 
' e. e. p ( .\ "R \ 7, €_ ) 



VISTRIBUCIONES INFINITAMENTE VIVISIBLES. 

I.- INTROVUCCION 

En e6te capLtulo e6tud¿ahe~o6 la6 phopLedade6 que deben 

teneA la6 6unclone6 de dl6tA~bucl6n pana que 6ean con6ldena

da6 ~unclone6 de dl6thibuc¿6n INFINITAMENTE VIVISIBLES, a6l 

como di~enente6 ne6ultado6 de e6te tipo de (unclone6 que nc6 

6e~vl~~n como ba6e pana dan alauna6 a~l¿caclone6 a 6uma6 ua

nlable6 alea~onla6 ¿ndepend¿ente6 que 6e di6cut¿n~n en La 

6ltl~a 6eccl6n de e6te capltulo y duAante el 6iaulente. 

El contenido de e6te capltulo 6e divide en euatno 6ec-

clone6 

- En la pnlmena 6ecel6n 6e da ta phimena de6¿nlci6ri b~--

6lca pana uanlable6 aleatoh¿a6 ln~lnltamente divi6ib¿e6, a6l 

como una dbicae¿6n del pnoblema en9loba~do que tipo de ~un-

clone6 de di6tnlbucl6n 6e e6tudianan y qu~ p~op¿edade6 deben 

de eumpllh la6 uan¿able6 aleato~La6 pana penteneeen al con-

junto de vanlable6 aleato~la6 lnllnltamen~e divl6ible6. 

Adem~6, 6e han~n µfanteamlento6 de tipo de ~unclone6 que 6e 

analizaA~n en la te~cena 6eccl6n. 



- En La 6eRu.nda 6ec.c¿6n 6e dattdn de6¿n¿c_¿one6 y ejem--

plo6 pana 6u.nc¿one6 de dl.6.tttlbu.c_¿6n ln6¿n~.tamen.te d¿v¿-6¿ __ _ 

ble6, aclanando qu.e e6.te análl-ól-6 6e haná en el e6paclo de 

6u.ncione6 cattac:tett¿6.tlca6 de dlcha6 6u.nclone6 de dl&.tttlbu.-

cl6n. Tamb.i.én -6 e e.nu.nc¿anán al9u.n.o.6 .teottema,!> lmpott:tan.te-6 -

con .6U..6 tte-ópec.tlva-6 demo6.tttaclone6 u:tlllzando la hettnamlen

:ta dada en el pttlmett cap~:tu.lo como e6 el ca6o de convettgen

cla déb¿t de 6u.nclone6 de dl6:tttlbucl6n. 

- En la .:tettcetta 6eccl6n .t>e :toman algu.na6 de6lnlclone6 

entrnc.ladcL6 en la pttlmvia .6 ec.cl6n e.o n e.e. o bj e:to de plan.teatt -

dl~etten.te-6 6ottrna.6 qu.e pu.ed~n :toman la-6 Eunclone6 cattac:tettL.6-

:tlc.a.6 patta 6ett exptte.t>ada-6 en La REPRESENTACION CANONICA de -

la6 ~u.nclone.6 de dl.t>.tttlbuc.l6n ln5lnl.tamen.te divl6¿bte.6 . 

Ademá.6, 6e enu.nclattán alpu.~o-6 .teottema6 ttela.tlvo6 a e6:ta tte-

ptte.t>en.tac¿6n con -óu.-6 tte6pec:tlva6 demq.6~ttaclone.6. 

- En la cuan.ta y at:tlma .6eccl6n de e6.te c.ap~~u.Lo, .6e -

de6lnlttá el concep.to de 6u.nclone6 de dl.t>:tttlbu.cl6n INFINITE~I

MALES que no-6 .t>ettvlttán pana ln.tttoducltt alguno6 tte6u.L:tado6 de 

6u.ma6 de ·vattlable-6 alea.tottla-6 lndependlen:te6 e lden:tlcamen;te 

dl6:tttlbulda6, a6L como el concepto de CONSISTENCIA EN EL LI-



~·-···· 

MITE que 6e apl¿ca~4n dunan~e el de6a~~ollo del 6¿Rulen~e 

cap~~ufo. 
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SECCION 

UB1CAC10N VEL PROBIEMA Y PRIMER VEF1N1C10N FORMAL 

Pana ubic.aJtno.6 en e.e. pJtob.te.ma, Aupon9amo.6 que. .6e. :tiene. 

un.a .6uc..e..6-l611 de. vaJtiab.te..6 a.tea..:toJtia.6 de .ta .6-<'.gu.<.e.n.:te 601tma : 

X 1\:... , X '"'1.. , • • • , X"'"- :ta.t que. X "~ !J X ..... 1, :tie.11.e.11 la - -

mi.sma d-i...6:tltibtic-i.ú11 pa.Jr.a :toda ~ j: \<.. j a :t?tavé.6 de. e..6-ta .se.c.c.i6n 

e..6:tudia1te.mo.6 la.6 6uncione..6 de d¿.6:t1tibuc.¿6n de la.6 dl6e.Jten--

c.ia.6 de..t .tipo X r,j - X r-.><; que de.pe.nde.n un-i..c.ame.11:te. del valoJt 

de. la dite.Jte.nc.ia ~ - j , .6-<'.n e.mbaJtgo, pana pode.Jt llegan a -

e.6 :t.o ne. c. e..6 l:tamo .6 

VEFIN1C10N Z.1.1.. 

Sean X";_ ,' x .... ,_ ,·X"~ , ... una -óuc.e.-t.i6n de. vaJtiab.e.1u, a.le.a:to-

Jtia-t. 1J .6e.an. X r:-..r,_ - X"~ , X,_'?> - X"r~ ; la..6 di6e.Jt_enc.,(_a.¿, e.n--

:t1te. vaJtlab.C..e.f:> alea.toitia,s de. e.-t.:ta. ~uc.e..6.l6n. En.tonc.e.6, de.c.i-

mo.6 que. e..6.:ta.6 6011 lndepe.ndien:te..6 ¿,¿ 



nue.6:t.no obje:t.-lvo, pue.6:t.o que e.6:t.a hennamien:t.a .6e ex:t.iende -

.6obne e.e. e.6pac.io de Lo~ nameno.6 neaLe.6. 

PROPOSICION 

Pana cada nea.e. ~~O c.onne6ponde, una vaniabLe aLea--

:t.a.e. que : 

i) 

-- X'>., c.on ')..,/'>-, de.pende .6oLamen-

Pana ')..., <. "'>--:i.. L.. La6 d-l(.ene.nc.ia.ti 

X">..\ - X . .')..,...__, .6on 



~amen~e dLvL6.lble6 que be ex~.lende a La FORMA BASICA de la -

de. 6 úiLc..l6 n de "6 unc.-Lo ne1~ de d-i6 Ln.-L b uc.L6n 1NF1 NI T AMENTE D 1V1 -

SI BLES". 

VEFINICION Z.1.3 

Sea X ~ una vanLabLe aLea~on.la ~aL que pa~a c.ada na~u

~al n, de~.lnLmo6 La buma : 

X'>.. Yl: +Y'- +Y~ + ... +Y,, 

bu.-idob 

e6 una dLb~~.lbuc..l6n INFINITAMENTE ·v1V1$1BLE; 
,.·' 

'. -'«·' 



OBSERVACION 

JUSTIFICACION VE LA OBSERVAC10N.-

v a.tt-la b .te¿, a.e. ea.to 1t-laé> - -

-ta.te.6 que .:,e pueden .ttep1tc_,f:>en..ta1t po.tt .ta .!:>urna de n., n.- 7, 

e.tc.ua.tt-lable.6 a.tea.to.tt-la.6 donde : 

x-7':--:>.. y :l. + y-::.. + + ~' " 
X;~ Y, + y~ + + y .... _, 

X .,_:l."' ~' \ + Y-_ + + Y r,--:. ...,. 

·., 

Xi..-:-. .... , . 
Y, + y 'i.... + y"?.: 

x~; ,, Y, + Y.?.;. 

x.!..,,., Y, 
.... 



Ve6pejando ~a6 ecuac~one6 .:tenemo6 

( 1 ) 

( 2) 

( 3) 

( K- 2) 

( (( - 1 ) 

( K) 

y " 

y .... -\ 

y"-• 'l.. 

Y-,, 

y "l. 

y 1 

X!¡.;'>. Y, 

X··-'· - Y, ".,,, 

X~'x - Y, ,, 

X~'). Y, 

X ~r,.._ - Y, 

x-k">-

Re6.:tando la6 ecuacLone6 (7) 

nemo6 

( 1 ) ( 2) =='? y" - y r.- \ X~,_ - x~'>--., 

==) Y ... - Y·..,_, X~-;.. X!>.:!-;., -..... 

= =). y" - Y ..... , + y f'\.-\ X!>.'">-
"\ 

-

y " x!:l..,. X"',::.'?.. 
" 

( 2) ( 3) = => v ..... - y.__.,_ x.\_,,, 
-r\',,... 

- x •. -;...,_'>-

y...__, y 1'-7.. x,..._,, -";.. x ..... .,., -
-r;- 'A 

Y,.._, y 1'-"l.. + .y r-,-'1- = x ... ,, -
"'"' 

y,___, = x~1' - X,. __ ..._" .. -¡: /'. 

- y"l. 

- y'l.. 

- y'2.. 

- Y-;¡_ 

( 2) ' ( 2) 

Y, + Y, 

y""' 

X~~ ... 

Y, + v, 
y ..... -:_ 

X .... _.,. 
""' "). 

30 

- y,.__\ 

y;,__ ... 

- y "--3 

(3), ••• .:te--

- - y ..... .,_ + y.__,_ - Y •• -, 

. . - y + Y.._.3 - y 1\-7.. " .. ª 



( K- 7) - ( K) = i/ y'l... - Y, x~,,. - X.;,.,_ - Y1 

y.,_ - Y, + Y, X~"'- - X_\.'). 
r, 

y.,_ X '.L'>- - X~'>-,, 

donde. 

f,e.f(.e.nc..<.a.6 e.n:tne. x~:?. -- x~ ... pana k. = 1' 2' .•. , VI.. 

" "' " 

A con:tlnuac.<.6n .<.n:tf(.oduc..<.ne.mo6 c.once.p:to~ de func..<.one.6 --

af!_ea:ton.ia6 "C.OPHu1e.1.>" qae no6 -6 e.nvlnán e.amo u.n e.o nc.ep:to pana. 

la :tence~a 1.>ec.c.l6n, pe.no e.n la 6on~a e.n que 1.ie dan ~6:ta6 

func.lone-6 de. dl1.>:tn.<.buc.<.6n (Nonmaf!_ y Po.<..66on) e-6 6lnpulan ya 

que. pana 6u ne.pne.6e.n:tac.l6n 6e u:t.<.l.<.za el lo9anl:tmo de. 6U6 -

El obje.:t.<.vo de. e.6~a6 doi ne.pne.1.>e.n~ac.lone.6 e.6 e.nc.on:tnan 

una ~unc..<.6n con e.J.>:ta ~l~ma nep~e.6en:t~~~6n que. la6 c.omb.<.ne~ 

VEFINICION 2.1.4, 

El :t.<.po "No11mal'' en el cual .ta 6unc..<.6n c.anac.:ten-<..1.i:tlc.a 6 .,_ L.t) 

de la va~.<.able. ale.a:ton.<.a X~ :t..<.ene Ld ~.{_au.<.e.n:te 6o~ma 

Log 



V E F r N I e I o N· 2 • 1 • 5 

El .tipo "Po-l.6-6on" e.n e.l c.ua..t la 6unc.-l6n c.ana.c.:te.Jtí.-6.:t-lc.a 

Lag 'AC 
. .:.}.t 
1 e - 1 l 

ple.aJt~n en la 6e.c.c.~6n .:tne.6 de. e.6.:te. c.aµl:tulo, y pana. 6lnall-

=an e.6.:ta 1.:>e.c.c.-l6n 6e. da la Lde.a gene.na.e. de. la c.omb~nac.l6n de. 

e.6 : E.e. c.onc.ep:to de. "unl6n ... de.. e.1.:>:ta6 do-6 6unc.-i.one.-6 -6e.. baJ.ia -

en que. una e-6 ab1.:>olu:tame..n:te. c.on.t-lnua. y la o.tna. e-6 d-l-6c.Jte..:ta y 

de a.qu~ pan:te. e..l que. la 6unc.-l6n. Jte..6ul.:ta.n.:te de. e..-6.:ta comb-ln.a--

c.-l6n va a 6e.Jt c.on..:t-ln.ua pon ln:te.hvalo-6 y c.on 6aL:to-6 no 6oLo -

de Longl:tud h, 6-l~o que.. :todo-6 lo-6 ,t,a~.:to-6 6on de. la ml6ma c.la

.6e; luego e.n:tonc.e.-6 6upongamo1.:> que. el -ln:te.Jtvalo (~., '>-. + d } -

don.de ~ J d t.:. \"Q , un. 6al.to o c.Ú.JtJte. e.o n. pJto bab.<Lldad c.d ').. y -

.la 6unc.-l6n de. dl.6.:tn-lbu~-l6n de la mapn-l.tud de..l aaL:to e..6 

p ( h .( u} F (u} 

'.'·, 

• 
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La 66~muLa que hep~e.óen.ta e6.te .t-i.po de ~unc.-i.6n e.ó.ta da

da poh la 66Amula Ve-F-i.ne.t.tl ( 1 ) 

lop (,">-(.t) " Í . .¡.. a" -:. ,., s ( ,,::..J'- - 1 ) =-v¡.{.'V\.----!;- + '- "-
l \, '1- 1 

~e puede veh ; que 

tog 
•.o 

-i.u.t) dM (u) + 5 ( e;.,.._ - 1 - l.tu )dN ( u) ~ 
~ J 

donde M(u) y N(u) 6on 6unc.-i.one6 paA.tlc.-i.onada6 de-F(U) paAa ~ 

u < O y u >: O h e.ó p e c..tl va.me n.t e • 

E.ó.ta ~6hm~la hepAe6en.ta e_¿ c.a.óo aene~al de~ logaAl.tmo -

de la f unc.i6n c.ahac..teh~6.tlc.a c.on vahlanza 6-i.nl.t0. 

( _ PETRO V 



Se ob:t.~ene. .e.a 6~gu~e.n:t.e. ~gua.e.dad : 

.e.og (J,._ (:t.)='>..( ~y:t.+cr1 l+Sº (e..:.~t_7_;..-.. ~)dM(u.)+ í'º¡é~-t.._7_ 1-'.ui.¡dN(u)} ~ t ~ IT~- J *..,. 
-~ Q 

P. Levy. 1 ) 

donde.. 

í '~''"" 
'-J"?.. 

dG (u) =dM ( 1.t) 6~ '•J<0 

2. 7. A ... G(u.)= 

1 
~ dG(u) =dN(u) ,~~ \) '? Q 

\)"!. 

u. = o ==> G (u) = o;;¡-"2. .,_ 

E6.:to e..~. e.e. valoJt de.e. 6af..:t.o·de G{u.l e:6 Ci'"?. rj elval6!t de 

•..•.•• 2. 1. B 

1 ) Pe:t.tr.o v. 



\; 1-". 

\l ->e 

\ i M. 
'-J-/Q 

/'.' 

- ,{:t. .¡. -i::t e.;..~'"' ( l_± \l"'") -~ 

-1- 1 IJ .c:t e.:...~ 11 

2 

.¡. 

+ 

'l.u 1 

v'l.,¿,t e.;.(:-.) \, 

'2..u 

2 

ya que. ,¿ 'i. . 1 

,{:tu. 

i·H.>' 

" 



SECCION IT 

DEFINICIONES Y PROPIEVAVES BASICAS 

En e6:ta 6ecc,{_6n enunc.i..a11.emo6 alguna.6 de~.i..n.i..c.i..one6 que 

~06 pe11.m.i..:t.i..1t~n conocelt cuando una. 6unc..i..6n de di6:tl!..i..buc.i..6n -

BLE. A pa.1t:ti1t de eh:ta de~.i..nici6n ejempl,i_~.i..c.a1Lemo6 c.on a.l--

9uno6 eje1tc..{.c.,i_o6 de ~unc.i..one6 de d.i..6:thibuc.i..6n ma6 u6uale6 -

e.amo e6 el ca.-60 de ta No:una.l, Po-i.66on, Cauchy, e-te.. 6on"IN-

FIN1TA 1·lENTE DIVISIBLES". 

También 6e p~e6en:tan alguno6 :teo~ema.6 que de6i..nen c,{_e1t

:ta.6 p11.op-i..edade6 de e6:ta c..ta.6.e de 6unc.-lone6 c!e di6:t1Li..buc..i..ón -
' ' ' 

ut.i..t~zando alpuno6 c.onc.eµ:td6 de~i..~¿do6 en el-Capl:tulo I, 

VEFIN1C10N Z.2.7 

Sea X una va.11.-i..o..b-fe alea-to1t.la., d.ec.-lmo.ti: que X e:.6 Inl.-lni..~

:tamen:te V.i..v.i..6.i..bl~ 6-i.. pana ~~da na:tulLal. n, X puede 6elL 11.ep1te~ 

6 en:ta.da e.o mo ..{.den:t-<..c.amen:te 
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+ X 1\-:... + • . • + X,,"' 

tt,la In(,..{_n.L-tamen.te. V..{_vLti..{_bf.e a t)unc..Lone.t> de d-i..ti-t1t,lbuc.,lón In

f,ln..{_-tamen-te v..¿v,¿6,¿ble6, e6-to e6 

VEFINICION 2.2.2 

La t(unc.-L6n de d-L6-t1t-Lbuc.,l6n. de va11.J..a.b.te.1., c.le.a-t.01¡_,(a6 In-- . 

INFINITAMENTE DIVISIBLE. 

Con e.6-ta de.(,,[n..i.c...{_ón 6e. e6~~ ~n La µó6-Lb,[lXddd de c.ome.n

zatt el e~-tud..{_o de. e.6-ta c.la6e. de 6unc.ione6 de d,[6-t1t,lbuc.,l6n, 

polt e6-to 6e. e.nunc...{_attd La p1tlme1ta de6-Lnlc...{_óh paJta ~6-ta6 ~un-~ 

c...{_one6 u-t..{_l..{_zando a la 6unc..L6~ ca1tac.-te1tl6-t,¿c.a de e.6-ta6. d..¿~-

-ttt..{.buc..Lo ne6. · 

.TEOREMA 2: 2. 7 



dependLenie In~Lni~dmen~e dLvL:6ibLe e.6 In~LnL.ta~en~e VLvL

.6Lble .6L y .6oLo .6i .6u co1t1te.6pondLen.te 6unc~6n ca1tac.te1t¿.6.tL

ca .6e puede 1tep1te.6enta1t pa~a cada tt ~ (N, como La n-e.6Lma -

po.tencia d~ .6u ~unci6n cahactenl.6.tica 6 (~); e..6to e6 : 

~ (.t.) (6VL (~))" 

VEWJSTP.AC 1 ON 

<S~c.:... X.. \ir-.c-_,__ "'"-'-1<...\c-.J,::.\€.. c,,,,\e..o...ToR.~o.. .\'""~\"·\\-0..""Q..r-..l:-<Z-
1 (' • I 4.:_ ._L · f\ (--:-;> ~-1-..¡~s·,~\e.. <:.,<:)r-. "\ ...... vv::: ... '<:>" ~<::>..t>i.o:;,,,,c.\e...R.~-s\-..<:.<:.>.. \ (-(:') 

"'){ - X, -\- x. ::....1-- ..... \- :<." ~"--\-º"'-~-s tic~ \c,_ \->C'>..º'2'<::.:>c...\~·,¿" , 
l.. ·1. ')_ >( \-\- '!(_-,_ \- •• - \- ',(" t' ( "'= l \.:. ( t) ..... \" <... i: l :. ( ~"(;,~)' 
<:=/ 

Como ie mencionó, .6e datuín alr1wio.6 ejemr.Ylo.Q: ·que. t.e1tv,l-

1tan palla mo.6.t1ta1t alguna.6 6uncLone.6 de dL.6.t1tLbucL6n "comune.6)~ 

que. .t-lene.n La pito piedad de. M.n In(i.n,l.tamen.te VLv.Í .. .6i:bLe:6. 

Ejemplo 2.2. 7.- Se.a X una v. a. que .6e dL.6thLbuye No1tmaL; 

~X ~.6 Tn~ini.tamente VLvL.6ibLe? 



Se.a (.. (.t) = Exp (,la.t - G"'-.t) .e.a !-Lwc..l6n c.a.1tci.c..te.Jt.l.6:ti.c.a . .,_ 

Hac-le.vido 
Y.: 1 

( ( ) ) I'\ ( ~'- :t ")"'\ . 6 :t = Exp\.la:t - ~ 

_ ....... 
-/ ~ (, ( .t) \ '11\ 

ya qu.e. paJta c.ada n /O 

6 n { .t) Exp { i.a.t - cr'- .t ~ 
l'l -ri1 J 

e.o n me. d.la. a/ n y va.1t.la.n za. <:;;",_/'l. n, La 6u.nc..l6n de. di.6.tJt.lbuc.i6n 

Eje.mpLo 'l..'l..2.- Se.a X u.na v. a.. q~e. .6e. d~~.t1tLbu.yt· c.o~o una. -

p o .l.6 .6 o 11 • 

Supongamo.6 que. Lo.6 po~-lble.-0 va..toJte.,~ qu.e. puede. .tomait .X -. 

~011 de. La. 601tma. 

..• 



a + l<.h pa1ia lz = O, 7 , 2, 3, 

(e6.to no6 e6~~ dlc.lendo que e6 una Pol66on :t~a6ladada 

y cuando a e O y h = 1 no6 ~e6ul:ta la Pol66on c.en:t~ada en -

e.l o~.é...o en), /J 

a + l<h 

(- (.ti E x.p [.ta~ -+- ?,.(e:'"'\., -

airo 11.a 

- J (A I l l ..:.t..\-. __ _ Exp / la:t + .-. n e -
n 

==> (.ni.t:) 

c.l6n de. d.é..6.tJt.é..buc. . .{6n Pol6-6ovt c.011 me.dla 1>.;'n y ua~.é..anza 'A.In 



. La (,u.VJ.c . .l6n de. d.lJ.i.tJt,ibu.c..l6n Po.l.6.6on e..6 I Vl~.ln..i..tame.n.te. V..i.-

Eje.mp.to 2.2.3. - Se.a X una v. a. qu.e. .6e. d.l.6.t!t.lbu.ye. Cau.c.hy 

La (,unc...i.6n de. de.n.6.ldad de. .ta Cau.chw .lca.60 pa1t.tic.u..ta1t -

de. .ta Cau.c.hy c.e.n.t1tada e.n e.l 01t..i.ge.n) e.6 : 

6 { .t) Exp · l -1 .t t ) 

· ·. ciho1ta. 

U Ln ), t . .t 1] 

poJtqu.e. f.n..(.tl e..6 la ~u.nc.-i.6n c.a1ta.c..te.1t,C.6.ti.c.a de u.na. Co.u.c.hy e.u.ya 

de.n.6.ldad e.6.tá dada po!t : 



"" \-~ (x.J 

L~ ~une,¿6n. de d,¿6~n,¿buc,¿6n. Cauchy e~ In.~,¿n.,¿~a

me.n..:te. v,¿v,¿6,¿b.e.e. 

Ejemplo 2.2.4. - Se.a X una v, a. con. 6une..{_6n. de. de..nf.i..(_dad -

dada poJr.. : 

( o ,:,,,¿ X ~ o 
Px ( x) 

B..(. X -'.-1 -P. ... ,:, ,,¿ X,•:>\, r ::> o r e 
P(<Z.) 

( < 
.L. 

( t) )" 



. . La di.-6 -

:te.11e..Jt u.na. •(u11c.i.6n de. d.{6.:tJti.buc..{ 611 pa.tta que. -6 e.a In fi.ni..ta.me..n-

Et p!ti.me..Jt .te..ottema. d.{c.e..·que.. 6i. una 6unc.i.úvi ef.i In(,.{.n.í.ta.me.n:te. -

TEOREMA 2.2.2 

'-;· 

se.a. 6 ( .t J _uno. t un c.~¿~~.~C:'o.'1.a.::.t e.Jt;[J.i ~l ~-ª i1~ 61-~i..:ta.mi?._t:-t ~~-°-<::_'::_~-

nunc.a e..6 c.e..tto y ¿,,{y¡ e..mba.flqo no pue..de.. 6e..Jt tte..p!te.6en~ada po!t fa 

·.,. 



6uma de. uaJtiable6 alea.toJtia6 independien.te6 identicamen..te -

di 6 .t11 ,{ bu.{_d a6 • 

VEMOSTRACION 

-7, O, 7 con pJtobab,¿l,¿dad 7/8, 3/4, 7/8 '1.e6pec-

..tluamen~e, e-6..to implica que 6U 6unc.{_6n canac.teJt..f.6..tica e6..t~ -

dada po.'t 

(, (.t) (1/8) Exp (-i.t) + (314) Exp ( .. U0j+(7/3) Exp (,¿.t) 

=D f:. (t) [3 + C06 (..tJ'"] /4 

6e ve qlle l. (..ti =f O IJª que 1 c.o.6 (.t) \ ~ 1 pcuw. .tcdo -t. 

Aho'1.a 6uponqamo6 que ex.{_6.te X V: a. de la 6unc.{_6n di -

d.:.l'.5.t!t...i.buci6n que .t..tene cpmo 6unci6n ca'1.ac..teJt..f..6.t~.c.a a 6 [.t) 

.. · . .td.l qlU2. 

X X 
1 

. + X r,_ 

donde. X , lJ X ~- ,5 o n 1•11.t.tuam e.n ..te. ,¿ n d e .. p e.n.d len .t e.6 e id e n.ti:c.o..m en.te -

d .. C:t.t'1..<.bu.ido6, en.tonce1.i pc•demo-6 ven .. que lo.6 6umandot. .toman Eio-



.to doJ.i va..iohe.J.i a. 1 y ªi. (a 1 < a'l. c.on phoba.b,¿.e.,¿da.d ------

p lJ q = 1 - p Poh o.tho lado .ioJ.i po-

J.i.<.ble.J.i va.lo h e.J.i que. pue..dr.n .t.oma.Jt X l. + xl J.io n 2 a 1 , a. 1 + a<.. lj 

za. l.. q u.e. ;t.{. e. l'1 e.11 plt o ba. b-<..ii.dad p 2pq lj q":. e.n..to ne.e.~ 2 a. 1 = 

- 1 ' a. l + a -z. o '! 2 a -i.. = 1 ; m.f.e.n.tha.6 q u. e. ( 1 / 8} = p'l., ( 3/ 4} 

2µq lj { 1 ! 8 l q'l.. lj e.J.i -te. J.i .lJ.i ;t e.m a. Y!O ;t..¿ e. 11 e. -~ o .e.u. c.-<. 611 X no 

E.e. J.i.t.gu.t.e.n.te. -te.ohe..ma. YLOJ.i mu.e.J.i-tha .e.a "ee.JtJz.adttha." e.11 .e.a -

TEOREMA 2.2.3 

La 6unc..t.6n de. dLJ.i.th.f.bu.c..f.611 de. La. J.iuma. -<.11de.pe..nd-<.e.n~e. de. 

un 11tíme.ho {l.ln-<..to de. \Jªh,¿a.b.ie.J.i a..te..a..tohi.a.J.i ú1depe.11d.le.n.te.J.i .f.n6.l-

1ú.ta.me.11-te. d.f.v.lJ.ii.b.f.e.f.i e..6 I 11óút.<'...ta.m~11.:te._ V-<.vJ..J.i-.{.ble.. 

VEMOSTRAC.J. ÓN 

Se.a.n X y Y doJ.i vah.f.able.J.i a..e.e.a.toh.la.J.i Ln~,¿nL-tame.n.te. d,¿v¿. 

J.i.f.ble..6 .ta~ que. 6uJ.i he.6pe.c..t:Lva6 lu.nc.ione..a c.ahac..te...1tC6.t.f.c.a.6 aon 
' ' 

~ ( -t } y ,a ( -t } e 11 ;to VI e_ e. 6 p oh li L p 6 .t e.J.i LJ.i .6 a b e m o J.i q_ u e ; 



6 ( .t) 

donde. fn.(.t) y ~,,(.t) .6011 (iunc..íone..6 c.a1tac..te.1t-f.6.t.íc.a.6. 

Sea Z = X + Y u. a . .tal que .6u ~unc.i6n. c.a1tac..te1t-f.6t.íc.a 

e~ ~(.t), e.6.to -implica que 

li ( .t) 6 ( .t) .Cl ( .t) ( ¡{ n ( .t) , p 11 ( .t) y-· pa!ta e.a da 11 

' . 

An.te..6 de c.on.~inualt podemo.6 de.jan abie1t.ta una .pltegun.ta 

¿Se ex.tiende e.6.te 1te.6ul.tado palta .6uma.6 ini{in.i.ta.6? 

El .6-igu.íen.te .ted1te.ma inuolu~Jta el c.on.c.ep.to de c.onue1t-e 

ge.nc.ía d~bil pa1ta func.¿one.6 de d.i..6.t1t.íbuc.í6n. 

TEOREMA 2. 2. 4 

Una fu_nc.i611 de. d.f...6.t1tibuc.i..6n, .la cual e.6 .el lím.i...te de. -

una .6uc.e..6i6n de 6unc.ione.6 de d.í~.t1tibucL6n_in'.lni.tamen.te. di

v-i1.i.lb.ee.1.:> e.n el 1.:>r.11:t..ldo de c.onue..1tge.!!C.i..a dé'bi.f. e..6 Inl,.ilú . .tamen

.te V.i.v.ü.ible. . 
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VEMOSTRACION 

Sea F ("-) ( xl u.na 6u.11c.-l.6ri de d-l.J.>.t1t.ibu.c.-i.6n In 6-lnLtamen.te 

Viv-l.-6-lb.E.e., -ta.tqueF<..q(x] -)F(x) c.uando K-/00 y·J.iean 

b (K J ( ,.t) 

F(x) 1t.eJ.ipec..t¿v~me11.te, entonc.eJ.i po!t. e.e. J.>eeundo .teohema de 

He . .e..ty ( 1) -l.mpl-lc.a. que 6 L;,-·) (.tl -) 611(.t) que eJ.i una ~unc.-l6n. 

c.a1t.ac.te1t.lJ.>.tic.a, y po!t. e.e. .teo1t.ema 2.2.2, 611(~) +O, entonceb 

6 ( .t l 

(Pa!t.a La demoJ.>t1t.ac.i6n de.e. J.iegundo .teo1t.ema de HeLly, con-

;., ul.:t:aJt. G 11 ed.en. fw } ( 1 ) • 

(7) GNEVENKO 



SECCION TII 

LA REPRESENTACTON CANONTCA 

Lo.ó obje.:t..i.voó de e1.>.t:a 1.>ec.c...i.6ri, e.orno .C.o rne.nc..{.ona.mo.6 en 

la. pnime.na, e.1.> :te.nen lo6 elemen:to.6 1.>u,..i.c...i.en~e.6 pana poden -

pne1.>evi.tcv1.. a f.a¿ (..unc.ioi·te.s de. d..i.6:t11...{buc..<..611 In(,,[11.i . .:tamen:te. V..i.

v..i.1.>..{_bLeó pon med..{_o de la !iu.nc...i.611 c.cur.ac.:te.n.f.6.t.i.c.a qu.e a.dm..{_.te. 

u.na. nepne.6en~ac...i.6n e.orno la que 6e p1teóe.n:t6 en La .6ec.c.l6n T, 

u.:t..i..l..i.zando a.e. lopa11,{_,tmo de .f.a tu.nc...i.6n c.aJtac..te·n-l'->.:tlc.a. Ade.

má.6 .se entrnc.,.{_aJtá11 a.Lgu.110.6 Le.niaó y .:teo11..ema6 qu.e. plLe.ó en.tan - -

1te6ul:tado.6 mu.y lmpon:tan:te.1.> e.orno el del :te.onerna c.u.a:tno. To

do.6 e6:to6 Jte.1.>u.l:tado.6 6u1L9e.n del pJtoble.ma de. la c.omb.i.na.c..i.611 

de Laó (-u.11c.lone.-0 de. ;t,.(_po "NoJtma,e." y de.L ;t,.{_po "Po.i.ó.6011". 

TEOREMA 2.3. 1. 

Un~ ~u.nc...{_6ri de. d,¿.6~1tibu~..{_611 e.ó Tn6..i.ni.t~~en:te Vlvl6lble. 

.ó,¿ y 1.>olo J....{_ .óu. ne.6pe.c.:t..{_va 6u.nc.l6n c.anac:t~n.(.-0:ti~a adml.:te La. 

6,¿g u...i.e.ri:te. tr cipne.1.> e.n:ta.c...{_611 : 



Lag 
r s ¡- o .;.;-!::u 1 t .ly:t + \ \:.__ - .1. 

.L -. 
.,\.\:\) \I~·~~ L 

- ~.,_ )~ dG (u)_! ... 2. 3. A 

donde G(u) e~:t~ dado como en 2. 7.A 

Sean~ una con6:tan:te lleal y G{u) una func..l6n no-dec.lle

c-i.en:te ac.o:tada, dec.Lmo6 que : 

\.f¡ ( f.: J 7 - .l:tu \ ~-z. dG {Ll) 
\+\l'- 1 \J'I.. 

2. 3. B 

donde. el va.toJL de. .ea .l11:teplla..J.:. en e.ello e6 -ir¡uctl!. a (- t"'/'J. ·) 

Con6ul:talL 66~mul!.a de 

P. Levy). (7) 

LEMA 2. 3. 1 

La .fonc.-i.6n Exp ( .'\\> · L:tl. ) 
L 

e6 una 6unc.L6n c.allac.~eh~6-

( 1) PETROV 



~ . _: . ~· .,·-
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VEMOSTRACION 

Exp ( '\1 (-t\) 

don.de..: 

,¿ l \ A·,(~ ~ 

~ ,~ ( t:l ;J;: \l 
j v \.. -
..._ - (/~ 

poJt.. e.L ze.oJt..e.ma 2.2.2 ba6za de.mo6ZJt..aJt.. que. l..i.L ~ lk..i.L bon. 

In6..i.n-lzame.n.-te. V-i..vL6-lbLe.6 ..ln.de.pe.n.d.{_e.n.ze.me.n.ze.. A c.on...t-ln.uac.-l6n. 

6 e. de.mo .. 6ZJt..aJt..á. la pan.ze.. -i..-l) • 

PaJt..a c.ada ~¿\ po6..lz-lvo ze.n.e.mo6 

\'
1
'' (. (::. :..:t:\l - ~ -- _;..'~ ~- \ \-\,t:_ . \ c ..... r \J \ 

_\E:. ... \J - ) v ~ (j \.. l 

L"" ~ (o-:.~:;._ - ~ - _.;,~-~~"- \ \-\-~~--- [c;(\.h:,,,") -'(_;.,(,1,,_·)·3· 
!'--)<.::> io:..~.o 'C_ • \,,.,.f,:_ } 'b::., . 
\<:_:':)1 \ 1 ... 1

1'-\ ~ ,..,_,~.;_ ... l'.l,<.T, - \\,.,_)·-/o "-'-''""~º \z-7 W 

cada zlJt..m..i.no de. e..6za 6uma z-le.n.e. la 6oJt..ma 

(I l don.de. 



-~ ,....,., s," 
i --\- ~ 7_ \·~ 

~hlbuc~6n Pol66on que e6 INFINITAMENTE DIVISIBLE. 

Polt O~!La paJt~e 

s ( <2 .:....\,)~ 
~ ·-

;J.: IJ ) \ .... '1_'?._ ¿e:,(\)) 
I l. - ~..,:-- \.)";.. '-

1:1·:>0 

s ( 
..... 

1 _;,. -\-,_L J l~1.. cjG(--1) 
Ir¡_ = ··- e."".)'- ~ \) ... ·,_,.,_ 

l,J(.Q 

Suman do ;cenemo.& 

l.!~~';.· e:\ (, (\J) 
\.) ~ 

-, [ (~ ( -t- () .\) - (:, ( - 0 ) 1 

- :t.7/,-,. ( G l *o l - G l - O L) 
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(.l) Exp (,<._'( .t) e..6 .ta. 6unc..l6n c.a.1wc..tv1J .. .6:t.i.c.a. de. una 6un

c..l6n de. d,{..6.:tJz.ibuc..l6n degeneJz.a.da., e..6.to imp¿.lc.a. que : 

EXP ( '-\) (,tl) e..6 INFINITAMENTE V_IVISTP,LE. 

(V e.Jz. P e . .ttz.o v J. ( 1 J 

LEMA 2.3.2 

Ex.l.6.te. una. c.011..11..e.-6ponde.nc.út uno .a. uno e.11.t1t.e. ~.LtL,y ('( 1 · GL 
-

dond~ e.6 una c.on.6.:ta.n.:te. tz.ea.J! 1J G· e..6· un.a.· 'rlunc.l6ri de.·6.ln..['da --

( 1) PETRO V 



e.amo e.n 2;1.A. 

Con e6~e Le.ma 6e. da La unicidad pana eL ~eonema 2.3.7 

Ahona demo6~nanemo6 die.ha ~eonema : 

VEMOSTRACION 2.3. 1 

Pon el Lema 2.3.7 e6 6u&lc.ien~e ~o6~4an que una 6un-

c.i6n c.anac.~e.nl6~ic.a In6lnl~amen~e Vivi6ible 6(~1 que e6~4 -

dada e.orno en 2.3.A. 

Pon o~na pan~e. pon e~ ~eonema 2.2. 7, ~(~) +O pa4a 

~odo ~. Ahona 6i c.on6ide.namo6 al Logani~mo donde 6(~L = 

53 

6n (~) pana c.ada n, donde. 6n{~) e6 una 6unc.l6n c.a4ac.~enl6~l-

e.a, en~onc.e.!> : 

Lo0 ~(~)= n Lag \6n(~)) 

= Llm 
('\ -:> oO 

(n 6U:l 



.e.o P ~ ( .t) ( ,...,.:..u-t - 1) -1 ( ) <:::... ¡,;_f r-.. , X 
'-

JLim '\1,... ( .t) pa!La c.ada .t, donde '\),,(.t) e6.tá 

dad~ riomo en 2.3.B y 

y poJ¡_ e.e. ;te_oJ¡_ema A.7 de.e. anexo '.¡J (.t) -> R..09 !.(.t). 

.tan.to queda demo6.tJ¡_ado el .teoJ¡_ema 2.3.1 . 

Po/¡_ .f.o 

La ,{.gualdad 2.3.A e-6 R..lamada 66nmuR..a de Lev~-Kh,{.n.tc.hl-

ne (7) Se 6lque de.e. .f.ema 2.3.7 y del .tioJ¡_ema 2.3. 1 que -

6l G(- ~ ¡· = O .e.a J¡_epJ¡_e6en.tac.l6n de La {unc.¿6n c.aJ¡_ic..teJ¡_l6.tl

c.a ¿n~lnl.tamen.te dlvl6lbR..e en la foJ¡_ma 2.3.A e6 anlc.a y 

G(x) e6.tán de.teJ¡_m¿nada6 poj¡_ 6 (.tL. 

x ~ O. PaJ¡_a la ~unc.l6n de d{6.tJ¡_lbuc.l6n Pol66on c.on pa!¡_~me-

a,-;. b'>-
.t)[06 (a, b, ~ e.6.tá dada pcrJt '(" ·¡+bº· , G(x) "º -6,¿ x ~ by 

G(x) =">- 6-i x ~O. 

( 1 J PETROV 

... 
·, .. ' 
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Je.a.da. en. e~ pun.:to a., e.11.:to n c. e.-0 '( = a. y G ( x) ~ O •. 

.e.o R 6 ( .:t l G(+O) - G(-0) 

dG(yl pa.Jta. X <. 0 

2.3.C .•.... L(xl= 
l ~ \\"" dG (11I pa.Jta. X > Q 'd '2. :'./ • 

E.ó:ta. 6unc.¿6n e..ó:tá. de.~¿n.¿da. en lo-0 Jc.e.ale.-0 e.xc.e.p:to ew el 

pun.:to O, e.ó no -dec.Jtec..i.e.n:te. e.n ( - ob , , O 1 y en (O., + GC 1 y .óa.

;t¿¿, 6a.c.e. .f:a.¿, c.ond¿c_¿o11e..ó: L (-ve )=O, L (+ ·o<i )=O y a.de.má..ó 

e-0 c.on:t.i.nua. en e-0.:to.ó pun:to-0 de.l domln.i.o. 

Po Je. ú..t.:U.mo pa.Jc.a: :to da. d > O y -~·"";>o.-~x dL(xI<.co * 

El -0.<.gu.i.en:te :te.oJc.ema e.ó un. c.a.-00 pa.Jc.:t¿c.ulaJc. del a.n:te.Jc..i.oJc., 

ya. que a.pa.Jc..te. de u-5a.• .. a la ~unc.ión L ( xl, ¿nc.luwe. un.a. c.011.,s.ta.n-. 

* La. ¿n.:tepJc.a.l 5 -0.i.pn.i.(,.i.c.a. que el pun:to c.eJto no pe.Jc..te.ne.c.e a.l 

domln¿o de. ln:tepJc.ac.l6n.. 



:te. Jte.a..e. pá.6-é.:t-é.va. <:r' y que. c.ump.e.e.n e.o n .e.a.;., e.o nd-é.c.-lo ne..6 an..te.- -

:tame.n..te. d-lv-l.6-lb.te., a. pa.n:t-é.n de. e..6..to .6e. .6-lgue. 

TEOREMA 2.3.2 

:tame.n:te. d-lv-é.6-lb.te., '->,¿ y 6olo '->¿ adm-é.:te. la '->i9u-é.~1:te. ne.pne.-

'-' e.n.tac.-l6n : 

2.3.V ..... (.(:t)= EXP{-'-'(i: 

donde. 1 e.6 una c.on.6:tan.te. he.al, x una c.on6.tan.te. no ne.ga:t-é.va., 

56 

y ~a. 6unc.,¿6n L(x) e..6 no-de.c.ne.c.-é.e.n.te. e.amo '->e e.1.>pe.c.~(.-é.~6 an:te.~ 

n,¿o nm e.n:t e.. 

La. ,¿gualdad 2.3.V e.6 ~.e.amada 66nmula de. Le.vy, ade.m~.6 

de que. e.6:ta. ne.phe.6e.n:tac.-é.6n e.6 an-é.c.a. La. de.mo;.,:tna.c.-é.6n de.l 

an:te.n-é.on :te.one.ma. '->e. 6-lpue. del Te.01te.ma 2. 3. 1. ( 7) 

( 1 l PETRO V 



TEOREMA Z.-3.3 

dl6.tJ¡_¿buc¿6n ¿n6¿nl.tamen.te dlv,¿¿,¿ble con uanlanza 6~n,¿.ta, -

¿¡ y 6olo 6l, adm¿.te la ¿¿gulen.te nepne¿en.tac.l6n 

Z.3.E dKI xi j 
donde rJ, el> u.na c.ovr.¿.tan.te J¡_eal, K(x) e;., una {iu.11c..l611 ac.oX.ada -

no dec.Jtec..len.te, dada polL : 

/( (X) = ~ ( 1 +X ~ ) dG (X.) 

-v::; 

y la f.u.11c.-l6n bajo .ea Ú'lÚ? .. n1tae. e.ó ,¿q¡ta.f.. a (--t r~ /2) pana x=O. 

La ¿9u.aldad 2.3.E e.6 llamada 66Jtmu.La de Kolmo~onou. 

57 

La¿ {lu.nc...ione.6 G(x), L(x) y K(x) dada-6 poJt 2.3.A, _2.3.C y 

2.3.E~ óon la-6 llamada-6 6u.nc..lone..6 Ebpe.c.-tnal de. Le.vy~Kh-ln.tc.h¿-

ne., Levy y Kolmoc¡onou 1te6pe.c.t¿vamen.te. 

OBSERVACÍON 

" . '. ~ 



za y Va~¿anza, e~ que ex¿~~a La de~¿vada de ~epundo o~den -

de {i(.t) en .t =O. 

58 
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SECCION IV 

FUNCIONES VE VISTRIBUCIOilf I!l/FIMITESH1ALES 

X.>..!.. , X l.. 'l.. ._. •. , X ~ "'-\ 

X-i:-i.. , X '1.'l. , x.'l..\<.4 

, X '•'l. 
·¡·. , 

un.a.·· 6 e..Jc..,le. de. va.Jc..,la.b.e.e.6 a.e.e.a..toJc..,la.;., ,ln.de.pe.nd-le.n..te.6 cuando K _., <-11 

E.e obje.~,lvo de. e.6.ta q .e.a;., 6-lgu.i.e.n.te.1.> 6e.c.--

c.,lone.6 6e..Jc..á de..te.Jc..m,lna.Jc.. .e.a. 6unc..i.6n de. dL!:i.tJc..-lbuc.,l6n paJc..a. .e.a. 6u

ma de. la .{01tma. : 



.2. 4. A 
\<..-:. 1 

c.uando n -::> c,t;j • 

la 6oluc.i6n e6 obvia. 

di6.tltl.buc.l6n F(x.) r-ct1ta c.ada n y 6;_ X,.._\-:.=. O paJta c.ado. 

R. 7 1. 

e.f. l.lm..i..te. 

VEFINICION 2 • 4. 1 

.. . . 

La6 vaJtiab.f.e6 alea.to.1tia6 X~.~ . 6011 .tt~mada6 INFINITE-

SHlALES .c.uo.ndo 

"" '\'• 
\':'.:v .. ~K" 

...•.... 2.4.B 

Exi6~en una ae.1tie de Jte6u.f..tadoa ac.e.1tca de e6.ta def..i.n,{,-

c.i6n pa.1ta e.f. o0je.tivo de e~.te c.ap.l.tu.f.o pe.Ita 66to 1106 en6oc.a

Jtemo6 n la Jt~lac.i6n que ex/6.te ~n.t.1te La6 vaJt~able6 in~lnl.te-



67 

6lmale.6 y_la.6 tunc.lone..6 de dl.6~tz.lbuc.L6n ¿n6lnl.tame..n~e.. dlvl
.5-<'.. b .e. e.6 . ( 7 l 

TEOREMA 2. 4. 7 

El c.onju.n.to de (.u.nc.-i.one.6 de dl.6.ttz.l~.!:!:._c.lón que .6on .t.<.mi..te 

(en el .6e..n.:t.-i.do de convetz.9e11c.la débl-f) de. -E.a dl.6.ttz.lbuc.lón de. 

.6 wn a.6 de vatz.lable...6 alea.t.011.la.6 ~ndependle..n.te.6 que 

Patz.a la demo.SL'tac..i.6n de e.6te. .te.ofLe.ma ne..c.e..6-i.tamo.s lo-5 --

LEMA 2,4. 

.U) 
""" ~ s l :\:;: ó lf",_ ___ (,.. ') -/ o 

-v::i 

lll) 1 t ( ~) - "\ \ -7 O u.nl6o~meme..n.te.. -

en .t. en u.n ln.tetz.valo 6lnl.to anbi.ttz.a-

11.ia. 

( 1 ) Pt: TRDV-
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Q,llQ..: e.-::, \JI\.<::>. c_~\-c-~ s~?Q."'-'ºR ~Q. -.'.lrv~ ~º-~~0\)<:.>...\2io..~ Mor,,;\-~"CJ... 
~oG-.,. \~ --\-<:>.~e> (..:v._) -7 (~ J 
\~c ... r<:....r->... \-~ \ s \-_, y 6 ¿__ ~ 

\ ~ (e_·:,_\:>< \ ~ ( ' \ <; \) \:> \ ~~,,_,.._(E::"¡ ~ \ í_ Sl.:lo;;:. -\ ') dt..._"' 'f-.) -\-.. \<:.. \<. . • 1 

\\.:\4:';_ 

\ S r_ º-;.~~" dV" ... c~) \ 
r 

'.::.l.) \=> -\) i... \J E-\- 'L '::,,\f' j \ -v. ( ') 
k -:-j ""- X. 

\<.. \~\7,l. , ... ,~.::.... 

c.-,~I\. ¿Q__ ~~¿tr<._·,\:_,\)C.·,~~ \=(v.:'\ c,~\-~)~-\-Rr->-\<.."-~'- ~ '::'>'1 CO\.~<;.::.Q_::;.-
\'c-""-r'.\~<.e..r-:_-\¿ ~ -Á.Á..l'.c_~~r-... C:...C>..n.:::,..:-:..-\-:;;:_n:.~.-;;-\: ¡e_~ ..... , e_r-,\ '")r,r:e_~'.> 

el'~ Q(} .. "T 

(' '\~, ',-. :. ~ ·\=:,_,._ (>< \ - \ 2..-t \-t, ( (¡ -- )._ \ 6 ~ ~ \ ~-,~ ·\v í , \ '1-j . . J ""' J ¡,_; [J._..;.'-'i-\,~··\ 
o ~ -(/\ 

(:_-::::,>.>...~ -\--~~-::,...~ \-:,.,_~. \ '-) ".':::...'0"<2.S <"_r..>.R<::>.~ :<:_tt""_~.s-t°'·~C>-.-~ t,Q/\.~P_[\. 0.. 

c.. a.\-<..<::> E:. r--, :¿ \ \ : p._<\--=-- J e. ~o 1 '-"- \-:> \ ~ <:.e:_,._ o ,~ Q.. 
. \ / ~ 

ÓQ.R.Q..-_\..,a r:\o_ '2..~'\-::,,_ ~Q..~,'\~)r::.,__\c-~Q..~ ~\:1"2.~Q.. 'S'<.~ -\--::,r-_ \-'->~ - · 
~ ll q_ "'-º c::..a v,o SQ. 'V:, "'-.\'!_r::_,._ \..)O.. vv:-_,,__ ~\ ~ IJ r-,c:.;._, 1"\ . 'S'.)~ ~ ,.._, «:,.r-, -

-\-Q_ iv... e. ,.:·\; Q_ -=-¿R <:.>.. .--. e\~ ~<:::. '" ~Q. s ~«---\-o o__ -, ·y Q.. ~ <::> ¡->-A V \", e_-:_,,_ 

-z.\ \ Q..~0 



('_~,.,._ <?.-.::\"a ("-1.'.)Q.~<:>... dQ.M':'.>;;,-;:,,_,..~_c~o ~\ Lcz>.>,c_,_ 1l..,'-\.',... 
\ 

LEMA 2. 4. 2 

Su.ponga que. O Z b <. ~. S-l -ta .6u.c.e..6-l6n de. IX._,~~ .6a.:t-l.6 

6a.c.e. la c.ond-lc.i6n de. ..i.n~-ln-l.:te..6-lmaLe..6, e.x-l.6.:te.11 name.Jtc~ D0.6-l 

C:."(b, c. ) .:ta.-t qu.e. 

~ 

,_ (_x- s \ \-:.r"\ \·f ,,,.(" l \ \ ,\ ~ 
e:. <I 

pa.1ta. .:to da. n .6 u6..i.c.-le.11.:te.me.11-te. gJta.n.de.. 

LEMA 2.4.3 

e.ha. 

(J} PETRO V 



S.l '[ \ 6 ,..,,4"(~).\ -77 \ f,(:t) \,donde. 6(.t) e..& ul'l.a 

~unc..l61'1. c.a1tac.·.te.1tf..6.t-lc.a, e.n..tol'l.c.e..6 e.x.l.&:te. u.na c.ol'l..t>.tan.te. po.t>.l-

.t-lv~ c. .tal que. : 

2.4.c.' 

VE/JnSTRACION 

Se.a b un ~~me.Ji.o po.&-l.t-lvo ~al que. f (.t) ~ O pa~a .t 6 b, -

e.amo la c.on.d.lc..l6n. de. lnf.ln.l.te..6.lmaLe.6 e..6 .6a~-l.&fe.cha e.n.tonc.e..6, 

La.!> i<unc..Lone..6 ton ~ ,.... \o:... ( t) · e..t>tál'I. de.fi.ln-lda.6 e.n un .i.n.te.Ji.valo -

~.lnL:to, e.n e.l .t ~ b; pa!La unan .6u6.i.c..i.en..te.mente. 9Ji.ande. .te.ne.-

mo.6 : 

2. 4. e 

PoJi. el lema A. 1 

de.l Ane.xo la ii.e.J?.ac..l6n 2.4.C y ~lop \ 6(.t:) \ -") log \ 6(.tl\ un-l.,-

6011.me.me.n.te. e.n t. e.n el .ln.te.JLvaLo .t <. = b, aho11.a po!L el le.ma 

2. 4. 2 



b 

~ ~~\::-e d ~\'(Y-) ~ - e~ ~<) f;: \o~ \ ~"~( (:) \ rjt 
- .,.., 

\\:, ºo.n. - e J c.. • \~(-ti \ 

LEMA 2.4.4 

Suponqa que la aondL~i6n d~ ~~'Lni-ta~e~-te e6 6a-tLK~echa. 

SL exL6-te una ~on6~an:te po&i-t-lva, :tal que la de6-l?ualdad 2.4.~ 

¿,e -t:Le11e paJz.a :toda 11 ¿,u~-lc-le.n:t.r::me_n:te .aJz.and.e. e.n.t:once.¿, 

2.4.V .•. ~ ~lo,q f._w:(-tl - ([ .... 1<.(:tl-:- 1)} -~ O 

paJz.a. -todo :t 

VEMOSTP.ACTO!J 

Sea -t un Jz.eal aJz.bl-tJz.aJz.lo, poJz. lo6 lema6 2.4.3 y 2.4.2 

-te.nemo6 

::,1,3? \ "i '\V, (-ti - 1 \ ·--;> 0 



/ ' 

Y lO.CJ ?: r-.K ( .t) pa.11..a. .toda. n. 

Au!.lclen..temen.te R'1..a.nde po'1.. 2.4.C' y el lema 2.4.2 
- . ' 'L \«)~ ' - <... _e;_ ~ \~""'-(.~)-~\ ~ C..,_ "· ~""\'\->("' aFl\K(><.) - e_"' 

pa.11..a n 6u6lclen~emen.te g'1..ande. 

\ t. \ \ "'ó {,,._ (t) - ( '€ ,_J, * ') -\) \ \ 5. \ I \ir-\, (.(o) - \ \ 1. \ ~ ~* S\lf \ ~ "'<. (~' - 1 \ 

.teo11..ema. 2. 4. 1 

VEMOSTRACION PEL TEOREMA 2.4. 1 

Po11.. la de6lnlc¿6n, un.a 6unc¿6n de d¿6.t'1..lbuc¿6n ¿n.{lln.l-

.tamen...te dlvl6lble, e6 un. l~ml.te de dl6.t11..¿buclone6 de 6uma.6 -· 

de va.11..ia.ble6 a.lea.to'1..la.6 de la. 6011..ma. 2.4.A . Sea. F(xL una. ~

~unc¿6n de dl6.t11..¿buci6n ln6ln¿.ta.men.te d¿vl6lble a.11..b¿..t11..a.11..la. y 

~(.t) 6U colL~e6pondlen.te tunc¿6n ea11..ac.te~~6.tlca., en.tonce6 ~--

6 ( .t) donde 6,..., (.t) 

.tlca, pa.11..a. .toda. n. 

Sea. ¡. "'''- ( .t) = ¡. ,, ( .t) á'1..a. k = 1. 2. .... , n polL ~6.to ·~(..t) 

67 

.f-lm Í\ 6 "" ( .t) 
\C...-:i'°' \1,. 

Po'1.. lo .tan.to la 6uce6l6n de 6unclone6 de 
l(.._ 

d¿4.,t1¡_¿bucl6n de la 6uma ~ ~"... de va11..lable6 alea.to11.la.6 lnde-
t..:.::., 



pe.11d-le.11.te.6 X""- c.on (\unc.-l6n c.anac.:te.11..l.6.t.<.c.a {.. "'""- (.t) c.onve.11.

R e.n d e.bLe.me.11:te. et F ( x) . La .6 u.c.e.6 -l611 l X"'<- 3 · .6 a.:t-l.6 ~a.c.e.n la. -

c.011d¿c.,l6n de. inf..LnL.te.6.i.male.6 da.do que. I" (:t) -) 1 un-l6onme.

me.n.te. e.n :t en c.ada Ln.te.nva.Lo ~LnL.to y .6e. a.plLc.a e.l Le.ma. ---

'l. • 4. 1 • 

le.atoJt.í..a.6 (e.a.da 6 eit.i.e. i.1Hlepe.nd.i.e.n.te) (X r-"- ; k = 1, 'l., ..• , 

k" : Vl 1, 'l., ... l 6a.t.ü 6ac.e.n la c.ondLc.-i..6n de. Ln~úi..i.te.J.i.i-

ma.le..6. Se.a P ( ~ x_", ... <. x.) -/ F ""-(X.) e.n .todo µun.to de e.o n.t.i-,.. 

que. F ( x l e.J.i úi l .i.n-l.tame.n.te. dLv-l.6-lble.. 

Polt e.l .te.011.e.ma. A.2 del A11e.xo 

Jo<) <2. ;..<: x: e\ F (x 1 
- "° 

68 

pon lo.6 le.ma.6 2.4.2 y 'l..4.3, 'l..4.4 ~'-' 6a.tL'->6e.c.ha pana. .toda .t. 

A hona. : 



r>Q (e_;_-(;><. -.\.) d\-._~ (><) ~ 
-o<:> 

'L. L\. E_ 

'( 1\ 
\<., 

,- . \ 
(\ ~t-..\<.. (""' J J 

Po'1. e . .f. .e.e.111a 2. 4. 4 .tc.ne.mo-0 G ( + ~ 

pa~a .todo n -0uflc¿en~emen.te. q~ande y G ~ [x) ea una 6uncl6n -

Pok el .teo~ema 2.3. 1 

~~(.t) e-6 e.e. Lopa~l.tmo de una luncl6n ca~acte~¿ótlaa ln~lnl

.tamen.te. di.v-i.-0-lb.f.e, e-0.to -0e -0-i.aue. de (2.4.V - 2.4.E) .tal que 

-/ (i ( .t) 

pa~a .toda .t, entonae-0 po~ el .teo~ema 2.3.2 la ~unal6n aa~aa

.te.~¿-0.tiaa ~(.t) C?ó in~~nl~amen~~ diul-0ible. 0 
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El 6ieuie.n:te. .te.one.ma no .6en~ demo6:t~ado, pe.no e.6 de. -6u

rna impon:tancia, ya que. e.6 La ge.nenalizaci6n de.L :te.one.ma ---

2. 4. 7, panque. en e6:te. ne.6uL.tado 6e invoLucna una con.6.tan.te. 

An.te.6 

cía e.n e..e. L.f.111..i.:te.. ( 1) 

VEFIN1C10N 2.4.2 

La.6 va!Llable._-6 a.te.a!o1tia6 X ""'-~!!_!!:_Le.l!-macf:aó _g_~~ nd.i..- -

ci6n de. aon6i.6:te.naia en el llmi:te) QOn6i6~en:te.6 en e.l L.f.m~:te. 

.6 -i.. e x-l.6 .t e.n ao n.6 :tan:t e.-6 -º_ "-~~-- ( k = !_,_2_! __ . .. :._·_, __ K " ; n = 1 , 2 , .•. ) 

~a.e que. La-6 di~e.1te.na..i.~~_!. ~"- .t~~!!...!!_j11~inl:te~imale.6, e..6.to 

:=; \) \:" -> Ci 
\ ·:: \.:.~ \<.,.,. 

T[(iJffMA 2. 4. 2 

(1) PETROV 
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7 1 

E:.e.. ftrnc . ..t.one..6 de.. d..i..6:ttr-<.bu.c....i.6n de.. .6Ltma.6 de.. .e.a f,oJtma. ¿ )(,.."- -b 

donde. X"...._ e..6 u.na 611c..e..&l6n di?. va.ILúihLe..6 a.Lea-to1t.la.6 -lnde..pe.n

d..i.e..n~e..6 que.. .6n~l6~a.c..e..n La. c..ondlc....i.6n de.. ..i.n~..i.n..i.~e..6..i.male.6, b -

c..on6:ta.n.te..6, c..o..i.nc....i.de..n c..on e..l c..onjun.to de. ~u.nc.lone..6 de.. d..i.6-

.ttr..i.bu.c..-i.6n: ú1i<lnl..ta.me..n.te. d..i.\1ls.lbLe..6. { Pa.1ta. -t.u. d.e..mo6.:ttr.o.n.i.6n -

ve..1t. Pe:t1to v } .{ 1). 

Una. he.k1t.a.mie..n.ta. ~u.ndame.n:tal paJta la. de..mo6:t1t.a.c..-l6n de.. e...6-

.:te.. .te..01te..ma e...6 la ge.ne..1Lallza.Q..i.6n de.. La de..~in..i.c..i6n de.. v~n..i.a-

bLe...6 ale.a.toJtla6 ..i.nf..i.nl.te6JmaLe6. 

Con e..6.:te .te..oJte..ma c..on-c..lu...i.mo.6 e.6.te.. c..apl.tu.lo donde. .6e.. ana.

l..i.zaJton la6 DJtop..i.e.dade..6 b4.6..i.c..a6 de ~unc..ione.6 int..i.ni.tame..n:te.. -

d..i.v..i.6..t.b¿e.6, a..6l c..omo"la..6 p1time.Jta..6 de..~lnlc..lone..6 a.c..e..1tc..a de 6~

ma..6 de. van,¿abLe...6 ale.a.to1L..i.a.6 lnde.pend..i.e.n:te...6 que. no.6 6e..1tvi!Lfin 

e.amo he.~1ta.mie..n:ta p!L..i.nc....i.pal en e.l de..6aJt1tollo de..l 6¿gu.le..n:te. 

c.a.pl:t u.e. o . 

(1} PETRC V 



CONVERGENCIA VE UNA FUNCION VE 

VISTRIBUCION INFINITAMENTE VIVIS1BLE 

1 NTROVUC C I OIJ 

Vunan:te. la d..i.6c.u6..é..6n e.n e.l pn~6e.n:te. c.a.pl:tulo e.~:tudLafl.e.mo6 

la.6 c.ond..é..c...é..one.6 ~a.na la c.onve.fl.ge.nc...é..a de. .6uma6 de. va.nLa.bLe.6 a

Le.a.:ton..i.a.-0 que. .t-le.ne.n una {i unc...é..6n de. d..i.6 .tn..i.buc..é..6n da.da, ba.6 á.n

do no6 e.n lo6 ne.6ul:tado6 ob:te.n..i.do6 e.n e.l c.a.pl:tulo a.n:te.n..é..on. 

El obj~t..é..vo de. e.1.ite. c.ap~:tulo 6e. d..i.v..i.de. e.n do¿ pan:te.6; la. 

pn..i.me.na. e.6 ge.ne.11.a.L..é..za.fl. .ta. c.onve.Jtge.nc.;la. de. 6uma.6 de. va.Jt..i.a.ble.6 

a.Le.a.~on..é..a.6 y e.6:ta.ble.c.e.fl. qut c.ond..i.c.Lone.6 de.ben cumrl..i.Jt d..i.c.ha.6 

6unc...é..one.6 de. Vi..6.th.i.bttc.i.6n 1n~üz..é...ta.me.nte. Vi.v..é..6..i.ble.J.i pa.Jta. pe.Jtt~ 

ne.e.e.A a una c.labe. e.6pe.c...i.~..é..c.ame.nte.. 

La 6e.gunda pa.1t:te. de.l obje.:t..i.vo e.6 e.n ba.6~ a Lo6 e.le.me.n~o6 

de.6a.1tnoLLa.do6 e.n e..t y:>Jte.6e.n.Le. :t11.a.bajo pa.Jta. ·mo6.ttr.a.:z. 6tt a.p.f.Lc.a

c...é..6n e.n :te.ma.-0 e.6pe.c.l6..é..c.o6 de. la Te.onla. de. PAoba.b..é..l..é..da.d e.amo 

1.ion lo.6 :te.~a..6 de. la. Leu Vlb..é..l y .e.a Le.y Fue.n:te. de. lo6 Gnande.6 

Name.fl.06, a.6l e.amo e.l Te.ofl.ima. de. LLmL:te. Ce.n:tAal. 

En la PJt..i.me.J¡_a 6e.c.c.L6n da.he.moJ.i algu~a6 c.ondic.Lorie.6 pa.Aa la 

c.onve.Age.nc.La de. 6uma.6 de. vah..i.able.6 ale.a:ton..i.a.6 In~in..i.:tame.nte. 

V..é..vi..6..é..b.le.J.i,. e.n a..t9uno.6 :te.one.mct.6 no.6 ba.6a.11.e.mo.6 e.n Jte..61..tf'..tado.!. 

de.L c.a.pl:tulo ante.n..i.oJt. 
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En La. S~gunda .6e.c..c..i6n de6Lnl.1te.moa a ta.6 6unc..¿one.a de. di! 

:t11.¿buc..i6n de. la. c...ta..6 e "L", a..6.l c..omo a..tguvta.6 ·.'t.e.6u.e..ta.doa de. 

e.6:te. :tipo de. 6unc..Lane..6; :ta.mbiln 6e. e.nunc..ia.1tán :te.one.ma.6 aa 

b11.e. d¿.6:t11.ibuc..ione.6, .t.lmi:te..6 U 6unc..ione.6 de. di.ó:t11.Lbuc..i6n 

e.6.ta.b.te..6 que. no.6 pe.11.mi:ti11.á.n a.na.tiza.n .e.a. c..onve.11.ge.nc..ia de. 

.óuma.6 de. va11.Lab.te..6 a..e.ea.:t.011.La..6 de. un :tipa m4.6 gene.11.a.e.. 

En .e.a Te.11.c..e.11.a. .6e.c..c..L6n de.6Lni11.e.mo.6 .e.a. Le.y Fue.11.:te. de. lo.6 -

~11.a.nde.6 Núme.11.o.6, a..6.l c..omo 11.e.6ul:ta.da.6 que. no.6 de..óc..11.Lbe.n 

la..6 c..ondic..ione..6 u c..a.na.c...t.e.11..l.6.tic..a.6 que. de.be c..umpli11. la. .óu 

c..e..6i6n de. va.11.ia.ble.6 a.lea.:t.011.ia..6 pa.11.a. c..umpli11. c..on la. Le.y 

Vlbil de. Lo.6 G11.a.nde..6 Name.11.0.6. 

En La. Cua.11.:ta. ae.c..c..L6n .óe dé6ini11.á la. Le.y Fue.1t:te. de. lo.6 

611.a.nde..6 Núme.no.6 y qul c..ondi~ione..6 de.be.n .te.ne.11. La.6 6uc..e.-

6Lone..6 de. va.11.ia.ble..6 a.le.a.tonia.a pa.11.a. c..umpli11. e.a:ta. Le.y. 

Ta.mbiln de.6ini11.e.mo6 e.L c..onc..e.p~o de .6uc..e..6ione.6 de. va.11.LabLe.a 

ate.a.:t.011.ia..6 FUERTEMENTE ESTABLES, pana. de.6a.11.nolLa.11. e.~:toa 

ll.e.6ul:ta.do.6 u.t.i.tiza.11.e.mo6 e.a.ta c..onve.11.ge.nc..ia c..a.ai ae.9u11.a 

e.xpue.a:ta. e.n e.L P11.ime.11. c..a.p.l:tulo. 

En .e.a. Quin.ta. ae.c..c..i6n e.n6oc..a.11.e.moa e.l Te.01te.ma. de. L.lml.te. 

Ce.n:t.1ta.l de.ade. e.l µun.to de c..onve.11.ge.nc..la de. auma. de. va.11.ia.

ble..6 a.le.a.:t.011.ia.a ¿n1Lni:ta.me.n:te. diviaibLe.a, a.de.má.6 .óe. pne..óe.n~ 

:ta.n ll.e.6uL:ta.doa .6ob11.e. la. e.a.ta.nda.11..lza.c..i6n de La. dl.a.t.11.1..buc..L6n 

Nonma.t. Poi!. úL:timo a e. daná. la. c..o ndic..L6n de. Li.nde.be.11.g. 



SECC10N I 

CONVZCZONES PARA LA CONVERGENCIA VE.UNA FUNCZON 

VE V1STR1BUCZON 1NFZN1TAMENTE V1V1SIBLE 

que mue.ó;tnen bajo qui condLc.lone.ó convengen .óuma.ó de vanlabLe.ó 

aLea;tonla.ó que .óon ln6ln.l:tame.nte dlvl.ólble.ó, u:tlllzand~ pana 

e.ó;to.ó he.óul;tado.ó el con.cep;to de Conve1tge.n.cla Vlbll, algun.o.ó 

Jte..ó u.t;tado.ó ex.pue..ó;to.ó en ta .ó e.c.c.l6n Z. 3. 

En. el .ólgulen:te. ~e.ane.ma u:tll..i.zane.mo.ó a una 1uncl6n cana~ 

te1t.l6;tlca ln6úz.Ltame.n.:te dlvL61ble.. que. :t..i.e.ne una Jte.pne . .ó en:tac.l6n 

como en Z.3.A .óuce.ólon.e.ó de. vaniable..ó aLe.a;tonla.ó ln6ln1:te6lrn~ 

le.ó y eL concepto de conven9e.ncla d(bll que .óon b~.ólco.ó 

con.dlclon.e.ó de. e.6.:te. Jte.óul:tado. 

TEOREMA 3.1.1 

Sect f ( x l _~_n._~.J.~~'!-~l§~_ de __ ~~~t1!-.l~_'-!:_C:i-.É.13-_ ~!'.L.1.'.fnLta.men.te d1vl-

~ 1~_Le co _ _l'.!. ___ ~nc.i.§~-'=-~~c.<-S:_:ten.C.ó ..tlc,t_,_ _ _il_L!l_:t~~ .ó e. _J~ttede n epne..ó e. n_-

_:ta.Jt como e_~_L--'ª--·~--je.L cap_{.~!J.:-?f! ... U.·_ Se.a '. X "~'.o . .L_lz.= 1_L __ ••• , k." ; 

n.= 1, Z , __ ._. :._J __ ~_!t~---~-~ce.ól~~--~~---~?-11::¿e,~_ ~e va1t-fct.b:f.~.ó _ a_Le_c::~on-Í:~ 
_Lct.ó _ .C::~~_.fe!>_ ~-!!_l'!_ __ -_f_12:_9;_ep~vt_cl,i.e n . .:t<?:!' __ ~Vl._i:_1!:_!!: __ ~0:E'~--~'?:r-.:.f..'!.: . ...J!_!]__LLC _ .ó °::_·tL6 6.l!- -

.~~-~-_!_".!:__ C:~ ~~:f _c;,_{ 6--~ª-~J n (- ::Ú'_l..{,~ e._.óJ..!llª:e. e,,s _ ~ ___ p ~no ::t_em o ~----ª'-..J.~) = P 

(X"' .... ~ :<:J -~E.!~-U~.--.6 un c.<.611. __ cf:_g, __ 9:i_.ó_.1;!t{b_uc,.l6YJ. cíe._. {_q,:L.Y ct!.f:_{qJ?_{._<!::J_ _ _g

.f !!::E:.~01t_.{!0_ _l<_~1.,_,_._~ n-tq__11:~<':.ó_ -~~-_6-~l!:_Ci..~_".__c!:_e._ __ 9-·¿~__:~!1-_-é.bu.C::.~~~-~ L~~~~ 



3 • 1. A 

donde 

3. 1. B 

3.1.C ..... 

3. 1. V 

'(" 

o.. " i<. = s X,. -2J \-'- "\-,. l... X. ) 
l>,;,\<. \::. 

do11.de ~ e..6 un núme.Jto pa-6.l.t.¿vo lJ F ,..., .. ( x.) =Fr..«. ( x + llr,1.-..l 

VEMOST1~AC IOM 
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')) Su.ponga.rna.6 qu.e. P( ~ -x,._K. z x. ) ·-> F(x) pa.Jta. e.a.da. pu.n..to ..... . 

de. c.on.t¿nu.Ldad ~e ¿a ~u.nc.¿6n f(x), en.tonc.e.6 polt el .teo1tema 

Z. 3. 1 .te.ne.mol.> que E:x.p ( ~ .. ( .t) ) -> (i ( .t) poJt lo .tan.to l\J,..( .t) -'"> (. ( .t 1 

y po ''- e.l le.ma A • 3 el e..e. t\1-ie.x o G r,-:-2~ ~ y '{ ""· -? '(. 

<= ) AhatLa. .5u.pon9amol.l qu.e. G ,.._ ::::; G 1¡ ·'(~, -~~ \ e.n.:tonc.e..6 po!t 

e.e. Le.ma A.3 de.l Ane.xo , G y e.orno G .... -::?~, G e.n..tonc.e..6 

-\ [::- ( ., ) '. \ 1\. ... . ' . 

Po~ o.tito lado, poh hl lema 2.4.4y3.1.A pcdema.6 c.onc.LuL!t 

qu.e. po!t cu.a.~qu.¿en .t 

\ 
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y 

EL 6igui.e.n~e ne6uL~a.do c6 c..on6e.c..uenc..i.a. deL TeoJtema 3.1.1 

c..on La vaJti.an.~e. de. que. i.nvoLuc..Jta. una. 6uc.e6i.6n d~ c.on.6~an~e6 

La. de.mo6~Jta.c..i.6n e6 an~loga a La. a.n~eJt¿OJt. 

TEOREMA 3.1.Z 

Su.pon.g~ que.. .t.a.6 _ c..on.di.c..-lon~~-e,e. ~e.oJtema. 3. 1. 1 6 e. c..ump.tin 

y 6e.a. i bn.I una. 6uc..e.6i6n de.. Jte..a.Le.6, e.n~on.c..e6 La di.6~JtLbuc..~6n 
"-· 

de.. ,la 6 uma E><!:.·~: .:--__ ~;~ ,_ c.._c: i~~Jtg ~- de ~~Jm C._!~.!_Lq:__[J3J · 6 /._ tf -!>o .f.o 6 /. 

3. 1. E 

3. 1 • F 

donde.. 

3. 1 • G 

Z un Jte..al po~i.~iuo 

y Gr.( x) e..6~a. da.da. e.amo e..n 3.1.B IJ "'( e.6~a. da.da e.amo e..n 3.1.C. 



'l 1 

alea~on,[a.6, e.n e.l . .6LguLen.te Jr.e.6ul.ta.do .6e de~Lvie a d.i.6e1te.n.c.,[a del 

.:teoltema 3.7.2 como deben 6elt la.6 bn.(Pa1tn demo~.t~ac.L6n c.on6ul-

.:tan PETROV) ('\.) 

TEOREMA 3.J,3 

.sea ~X""'t una .6uc.e..6L6n de. .t.e.1~,l.e..6 de vaJr.i.a.ble..6 ale.a.t.01ti.a.6 

.e.a.1.; c.ua.le.6 .60!}-_1:~dep~1i.rUevi:.t_e.1.; ~'1::t_~~-·-A~ __ y_q~~-:6_~i~-~a.c.e.11 lá..6 -

c.on.d-lc.,l.one..6 de._ úiQ,{,~:'.-_~_!=_<_?-_.6 .. ~ma.le.6. En.ton.c.e..6 e.o vi el obje..to de 

que. e.x,[~_!~.l!:~'L~-- .6 u~ e_!',[? n d e. _ _!!:_º_!1:-!'_ :tai:i-te.~-!!::~~~e..6 po.6 LU.va.6 { b n ~ 
:tª~!0~<_?-___ 13_~~~;t1t_i.buc_::léin_c[c¿_~ct- :6 _ _ll:1~1·~- __ ,t X 1·..-.._-l.m _c.~nvenpe. cfab,[l-

me.n..te. a. una. di..6 .tJL-é,buc..l6n -E'.ímLte., e..6 ne.c.C.·.SCUt.lo y -~u f.-lc..i.e.n..te. --------·· -·---·---··- -·--··-"' -- . --··-·--·- ... -- ··- -······ -·· . . ...... ··--··--·----· 

Sl1._C:: __ ~~-L:~ ,!>_~_ i:-u~t!p-ta. do 11de __ <.'_ L~ L._~~-~.ni:: __ J~~C::.~§ vi_ a.e.o :tada. 110 - de.c;!t:_! 

c.-é.. e.n.t e . 

\::, ,...._ ·-
\<.,,::.., \. 



"··- ' .... :, 

En c..ondi.c..i.011e.J.i pite.J.ie.11.:ta.da..6 e.11 ·e..6:to6 Te.one.ma.6 ,_se. podn-.Ca 

ne.e.mp.taza.n la c.ond,{.c.i.611 de. 1 n.{¡i.11i.:te..6i.male..6 pon .e.a c.on.di.c.Úín. 

De. ~e.e.ha e.11 f.o.6 Te.one.ma.6 

3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3 e.6 ne.c.e.J.ia,'l.i.o eamb-i.an a F" 1"-(x) pon F--~ 

F,.,1<. (.Y,+ M .. ,..._) donde. /A.,,., e..6 .e.a me.cU.a11a de. .ta.6 vani.able..6 a.e.e.a.

:toni.a..6 x~K· Ve he.c..ho e.6.:te. e.ampo e.11 La.6 c.ondi.c.i.one.6 de. i.n6f 

n.i.:te.J..i.male..6 pon un.a m4.6 ge.nena.e. que. e..6 el c.a..60 de. La ConJ.ii.6 

:te.ne.La e.11 el LCmLte. 110 .6 e d.i.6,i.c.u.t:tan,[a. mue.ha en. lo e.6 c..e.nc..i.al 

TEOREMA 3.1.4 

·' 

p.te11~_e.11:t~-~~~~ .~a d.i..6:tn~-~f!5::L6n de.. la .6U17_1~-.2:~· X_~_:'.:_~.~-~~-~'1:~!-~ .. _5 

.e.a d.é.6~1t~~~:l6n F(x) .6i. y J.ioto 1.;¿ lct.6 .6i.gui.e.n:te..6 c.011di.c.i.011e.6 

.6 e. c..ump~-~~ 

3.1.H •.•.. r 
\(." 

2:. 
'\ \<.c. 1 

L.•.) 

1 \1:,., 
..-

) 
'-· 

;..:.. ~- \ 

( ', . '..~.- ( ' \ \ 
~ '1,., •. .. j, 

.. '7 

78 
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pa4a todo pun..to de con.t~n.u..i.dad de. G(x): 

3. 1 . I ..... \ """ J-,.'""-~ "-:> (>~ 

\.(,,_ 

L_ 
\....-- \ 

,, - > (_(\ 

3. 1 .J ..... -~ :<. ~\ ~' ... ,C.>:.: -~ "'( · ~ j >-. :\ <..'.i (x '1 ·- J ~ (, (.~ 
\U1.·.':: li<•<.r: \<.i-;.~ x; 

pa4a .todo <:.. ::> O _!_a-f: __ cll!-e. __ .e.o.!i pun..:to.6 't.?:. .6on pun.to.!i de. c.on..t-ln.u..i.

dad de. G( x). 

VEMOSTRACION 

.:ta La c.on.dLc.L6n de .ln6.lnLte..6LmaLe..6 ya que. La.6 c.ond.lc.Lon.e.4 

3.1.H, 3.1.I u 3.1 .• J .60YL e.qu.<..va.Le.n.te.6 a .t'..a c.on.d-i.c...i.ón 3.1.A, 

·donde. Gn.Cx) lf\~. e..6.ta.11 de.6-i.n..lda.6 e.n. La.ti c.o~id-i.c..i.one..6 3.1.B, 

3.1.C !f 3.1.V donde. ·z:. e.ó una c.onJ...:tan.te. po.6L-t..lva aitbL.tJta4.la. 

P4ime.4o mo.6.:tha~e.mo.6 que. e.a.6 c.ond..i.c.Lone..6 3.1 .H y 3.1.I .6on. e.--

qu'.i.va.e.e.n.te..6 a La c.on.dLc..í.611 

3. í. K •.••• 
-
\J. 
\ i 1 

.,_,,_ 



Po~ el Teoñ.ema A.4 del Anexo, .tenemo4 que la cond¿c_¿6n 3.1.K 

e.6 eqü¿valen.te a la.6 6¿guLen.te4 do1.i cond¿c_¿one.6 

80 

r . ">--. : F ( , ., --/ S "' \ + ~t. ' G ( -~ ) x.. <. o · 
~ . •·, '''<. -o.e. ·-.;;.,:--.:- CJ ó \?G....R~ 

3. 1. L ••••• (__ t l \ V,,,._(~\)-> s: j~~:. c\G(\\) pc..Q;-_,__ x.~o 

{ 
\ 1 )..)'- \ l )-".. .J._,'-"-\"' 
~-.,o !'.-,.(,(", 

3. 1. M . . . .. 
; ,, ~ l ; J.." \ : >-->~. 

l 
~-"70 " --;, '"" 

pañ.a .todo pun.to de c.on.t¿nu~dad de G(x). 

Poll. el lema. A.5 del Anexo y 

3 .1. N ••..• 1~~~ Í 1 X\ 
\<..,, "\,. - -:· () 

1 "'· .: <:. 

Poñ. o:t.J~a pañ..te F •... ._ ( x) < F-,\:, ( "· + a. ... ) ~ F ( x + 2a.n), 

po~ Lu .tan~o la eond¿c_¿6n 3.1.L e.6 equ¿ua.len~e cuando f~~ 

ñ.eempla.za a~·~· En~ance.6 La cond¿c.L6n 3.1.K e.6 equLualen.te 

a .f.a..6 c.ondLc.¿one.6 3 .1 .H 1J 3. 1.M. 

Aho~a pñ.oball.erno.6 que 3.1.H y 3.1.M 1.ian equLvalen.te.6 a 



j, 
1' 

'Z. S S 11;'1.. ~ F"\~ (ll) - ( S J(. ~v ... \~ ck~ 
\<.,. 11 .. \.:.~ 1 .. 1~ E. .. ' . 

y· 

donde ó <.. ~¿_ <:. .. i 

';·· . ,· ,, 
···.·. 

·, I·:; 

'; .. : 
'l ·)·· 

. . . 
. . ;.,. 

:'donde. Pl\'1<.,..._\> .. -¿¡'1.. )_ e.~ .ta. dM-.f.gua.ldo.d de. Che.by~ltev. 

,.1,. 



S-l 3. 1 .H .6 e. ~umpLe. Un. -::> O y. T11. - Un. --:>O 

Ve. e..6.t.o y de. La.1.:i 1.:i-lgu-le.n.te.1.:i :~e.-0.:lgua.Lda.de.1.:i 1.:ie. 1.:i-lgue. R.a. e.qu.lva.

Le.nci.a. e.n..t~e. 3.1.ff y 5.1.I i~ e.L pni.me.n Lado de. La. de.a.lgua.l--

e& .to e.1.i : 

Pa.~a. .te.~mLna.4 La. de.rno1.:i.tna.c~6n de. e.1.i.te. Te.one.ma. 1.:ioR.o ne.ce.-

1.:ii..ta.mo1.:i de.moh.t~a.~ que. ai. 3.1.H y 3.1.t 1.ie. cumpZe.n, la.1.:i con-

di.ci.01te.?.i· 3.1.J Y''( ... -~'( 1..on. e.qu..lva.Le.n.te.:1.1, e..& J.:iuni.c.le.n.te. ve.4 qu.e. 

pa.4a. ;todo z 6i.Jo .t.a.L que. Lo6 pun..to.& ! ~ hon pun..to.& de. con.ti.-

nu.-lda.d de. G { x} ¡ .6 e. cumpLe. : . 

~' ' 

·- ~ X: 3 • 1 • N • • • • • ¿_ ...) .-~---
\·· \\-Y.,'-' • -c:x::. 

Su~o~ga.mo~ que. La.a condzc¿one.1.:i 3.1.H y 3.1.1 J.:ie. cumpLe.n. 

U1.:ia.ndo La. 1.:i~gu-le.n.te. Lgua.Lda.d 

L_ f;) ~ dF._/.x.·) ==- ~ S.1'.. ~-t=._,.5·"' 1 - L. j ,::,. ~\=-._~(,q-\- ¿_ S-L ~~ ( ) 
~(, -<>() \•~ i..:,.:~ . '°'\"-\(~ 1-:.l .. 1~~'\-)C,'l.. "''>l. 

po~ 3.1.K L~ cual e.a e.qu-lvale.n.te. a. 3,J,H y 3.1.J y po~ e.L Te.o

~e.ma. A,4 de.L Anexo, .te.ne.moJ.:i 
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L_ s l(~ 
~F. ( . ' s >:, <) (~ (x.) \. ~ x.•· -.::, "'" ·, X. .) -/ 

k \><..\.<.""C. \ >(.\ ·~ ·c. 

L. s X. ,.j \-... , ... ( -~ ·¡ s ~-~.sL 
'i ·\· J(°'-

-/ 
X l<: .. lJ(\';'t_ •\)(.\ ,.,~ 

~ (-<-o.,,._) .-_\F.,,,~ (x., ) -
1 ... -o..,.._\<."= 

\)(.l.,.,~ 

<: ~ P(<:~ \X,,,\.:,\,(.c_~c)." )--\:- (Z-\-0.") "Z:...\='(<':-o..,.._-s\x.",<-\( "Z~-· 
~ ~ 

y poi!. 3.1.H y .e.a. ne.tdc..l6n 3.1.N e.e. .ta.do de1tec.ho de et.ta. de.&.l-

gua.e.dad c.anvenge a o. o 

E.t .6.lgu.ien.te. 11.e1.>u..t.ta.do ·que enunc..l:a.'1.emo.&, .&e Jr.e6te.11,e a. 

pJtap.ie.da.de.& expue..&.ta..& en e..t Ca.p.C.tu.e.a r-r·, e.ama .la. Jt.epir.e.&-e.n:ta'-/.J;• . -'· 

c.,i.ón. c.a.n6n.lc.a., en pa.Jt.t.lc.uf.a.Jt .e.a. a.p.l.lc.a.c..l6n de .e.a. 6611.ma.ta. de. 

Le.vy-Kh-ln.tcli.ine. da.da. e.n .e.a. .teJtc.eJt .6 e.c.c..l6n. iJ e..&.te. Jte.&u..l.ta.da 

na.6 ha.b.la. que. .la. c.anve1tgenc.la. de .&u.ma..& de va.it,lab.le..& a.te.a.toJt..(a.,!:. 

a. una. d,f.1.>.tn.lbuc.,(.611. .l.C.m-l.te. d_ande. .&u. .'l.e..&pe.c..tiva. 6unc..l6n c.a.Jtctc.-

.teJtl.&.t.ic.a. de.be .ten.e.Jt una. Jte.p1te.1.>en.ta.c.,l6n de. .e.a. ~aJtma. Le.vy-

K h-l n..t c. h.l n. e e.& .to e..6 : 



" ': " - ·; . -. ..;. ·~--
. ¡ 
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TEOREMA 3. 1 • $_· .. 

Se.a F ( x 1 ·~1nC!._~!1<;:~~§_1!__iÍ._<?:_,__c!.ú :t1L.i.p_':'.c..i._§.E__ .i.n 6..ln..l.tam e.n.t e d..l v.i.

.6 ..l b.f..e. e.o 11 6un.c...l6n c.a.'f.ac..te.1r...{..6.t.lc.a. (¡ ¡·;t¡ que .U.e.ne .e.a 1r..ep'1.e..6 en.- -. -------··------ --· -. - - . ---· .. ····- ------ ----------- ----

.tac..i.6n e.n 2. 3. A. 

~e.a ! x ... ,J una .6Ltc._'!:?ió11 __ cL~ ___ 6 e1L.i.e.,!> cle ___ ~,.'.-'::'.!:.:0.~b.ee.~ a.te.a:to1t.la.~ 

.f..a.6 c.ua.f..e..6 .6 o n .lnde.e~.f'!.~..le.n..:te.-?"c-_c::_o n. e.a da .6 !!:!~,<.e. if que. .6a:t.J....6 ó ac.e.n 

.e.a e.o nd.i.c..i.6n de ..ln. 6..l~i.:te..6 .i.ma.e e.~ • S e.an. ~" ,.._ ( x 1 = P (X .... "' <. x 

.LJ bn. t un.a ..6uc.e..6.i.6n :_~'?:___<:'::On.6-!':fln..te..6 i~. Pvr..a .e.a c.anve.Jr..g e.ne.la 

débLe.. de. .e.a. di..6.tJc...i.buc.{_6-_t!:_ __ cf:_~_!:E:_~ma. -~~-':ili....=....bn a .e.a. d-l.6.tJr...i.b1.1;

c..i.6n. F( x) e...6 n.e.c.e..6a.Jc....lo 1J ..6u6ic.-le.n:t.e. qu~ .e.~~- c.ond.i.c..lan.e..6 3. 7 .K 

IJ 3 .1 .M de.e. Te.0Jr..ema.,_~_~_!__:_~~u111p.tan ac.ampaPí.a.da.6 de .e.a .6.i.gu.te.n 

!;e. c.ond.i.c..l6n. : 

L s X ,\ \-..... (x.) 
\,. 1 >(\.:..c. 

'( \- S -< e) (,(x) - ~ 

+ Palla .:todo -z,,. O fi.i.jo, .:ta.e. que. .to-& pun.:to.6 - z .6011 pun.:to.6 de 

La de.mo.6t.1r.ac..lón de.e Te.o:Le.ma. e...6 anál.oga a .ea. de..t Te.otr..e.ma. 

3.7.2 y de. Lo.6 .6.i.gui.e.n.te.6 hec.ho.6 ob.6e.Jr..vado.6 e.n e..t Te.01c..e.ma 

3. 1 • ti 

71 La.6 c.on.d.i.c.i.one..6 3.1.H y 3.1.K .60n e.qu.i.vaLe.n:t.e..6 a La c.ond..l

c.i.ón 3.1.M; 2) S.i. 3.1 .H y 3.1.K .6e. c.umpLe.n, en.tone.e.a .te.nema..6 

a. 3.1.R. Supone.mo.6 .:tambJ_(n. que. .6e. c.umpLe. la c.ond..lc..lón de 

In.6.i.ni.:te..6.i.ma.e..e..6. 
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Con ea~e ~eo~ema ~e4m¿namoa e~~a aecc¿6n que no6 da ~e

auL~adoa gene~alea pa~a La conve~ggnc¿a de aumaa de va~¿able6 

aLea~o~¿a~. 



SECC101J 11 

V1~TRI~UC10NES LIMITE VE LA 

CLASE L Y V1STPIBU~10NES 

ESTABLES. 

86 

En e6~a 6eecL6n in~~oduei~emo6 do6 nuevo6 eoncep~o6 -

que no6 6L1tv~n palla la conve1tgencLa de 6uma6 de va1tLable6 -

aloa~o~La6 hacia una ~uncL6n· de dL6~1tibucL6n de ~LDo mda ge

nehal de la6 que ya hemo6 e6~udiado. Vu1tan~e el de6a1t1tollo 

de e6~a 6eccL6n 6olo anal~za~emo6 la conve1tRencLa de e6~e -

~LDo de 6uma6·, ade.md6, con al~uno6 1te6ultado6 exp1te.6ado6 -

poi!. medLo de lema6 y ~e.01tema6 coneluL1te~o6 que. el conjun~o 

de luneLone.6 de dL6i1tib~ei6n de la claóe L coLneiden eon la6 

di6~~LbucLone6 e6~able6 y e6~a6 a au vez 6on un !ubeonjun~o 

de laa funeLone6 de dL6~1tibuci6n ln6LnL~~men~e dlviaLble6. 

Palla conclul1t 'ª~ª aeccl6n 6~ enuncLa1td el coneep~o de domi

nio de a~~aecL6n que ae anallza1t4 b~eveme~~e. 

Palla del.in,LJ1.. al conjun~o de luneione6 de. dl6~1tlbuc.l611 -

que pe1t~enec.en a la ela6e L, nec.eal~amoa c.onaide1ta1t una 6uce

ai6n de va1tlable6 aleato~Laa LndependLen~e.6 y una auceal6n de 
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11 1, 2, ... t pa.1ta. :to do ~--;.o 

""3.'L.P-,. __ _ 

la!t de la. c.on.dlc.L6n de Ln6lnl:te6lmale6 ya que 6l hac.emo6 a : 

p aJr. a K = 1 , 7- • • • , n lj n = 1 , 2 , 

PEFIMTCTON 3. 2. 1 

Veno:t.amo.6 poi!. .ta c.la.6 e L al c.on]f-tH:t.o de ~UftcA.one..6 de d.ü

:t.nlhuel6n la.-6 euaLe-6 6011 el LLml.te de La6 .6uma6 

" 3. 2. B L X'"' - \.::.,,..._ 
;.:_.,.\ 

donde. \ x-.\ e.6 una .6uc._~.6lón de va1tlabte.J.i_ __ .a-?e.a.to1t~a.6 que. 6a-

_.t-l-6 ~aee.n __ 3. 2. A lJ { Ci.,,... f.__.!..._. ~l b _.J__~E_~~~~~6-:~.~~-~E_~6·.tan~e..6 
.tal que. .C>,,I\ / O, 



Con e6:ta de6i.n.i.ci.6n podemo6 a6lhmaJt. que el conjun:to de 

fiu.11ci.011e.6 de d.i.6:tJt.i.buci.6n de .ta c.la.6e L t.on u.11 6ubco11ju11:to 

de.f. c.011ju11:to .de ~unc.lone.6 de d.l6:tJt.i.buc.-i6n. úi~-lni.:ta.men.te di.

vl6i.b.te.6, ya ;que. e6.te c.onju.n.to, c.o,i.nci.de. c.on e.f. c.onju.11.to -

de ~u 11 e.< o 11 e . .6 · de d é s r 11 .é 1>11 e .é 6 n .é n ~ .t n .{ t <' ~ í 111 r1 r <' b !f e tt e c1 1·1eU e l <'í 11 

11eA i.11~-lni..te.t.lmale6 lj de he.cho poJt. la de6lnlc.i.611 de la6 6u11-

c.inne6 de di..6:tJt.lbuc.i.6n de R.a e.la.be L e.6.te c.onc.ep.to e.6 i.ndi.6-

pe.11.6 ab.te. 

El t.i.9ui.en.te. lema e6.tablec.e. la6 c.ondi.c.Lone.6 que debe -

c.umpli.Jt. la. t.üc.e6i.6n de con.6tan.tes An paJt.a ta c.onveJt.9enci.a de 

6u.ma.6 de vaJt.i.able.6 a.le.a.:toJt.i.a.6 que .6a:ti.66acen la.6 c.ondi.ci.o--

n e.6 3 • 2 . A 1J B . 

LEMA 3,2.1 

Sean la.t. va.Jt.i.a.bl'!:.~ ale.a.toJt.i.a..6 .lndel?e·~.diin:te<s c:'!.!71º e!i_ ··-

3. 2. B que 6a..ti.t.1.a.c.en ea condi.C.i.611 de. .<n.6.fni.·.te . .&lmaie.& en ---

3.2.A y t.ea la d-lt.:tJt..<b~c.i.6n de la. huma e.n 3.2.BL .&~ conv~Jt.~~ 

d~bi..lmeri:t~ a. ~na. ~u.nc.i.6~ de. dla~ni.buc.i.611 F(xl n~ ·¿e~e11e~ada 

en:to11c.e6 



tj r.u.ar:do n. -":I c-0 

VEMOSTRACION 

La tune.( 6n c.a11 ci e tc11.í .6 .t.i c.r1 de~ (' n \•((Jt .• i r1 b (' <' ar. r.a.tOltÚt e.o-

m o en 3 . L A :t.l e n e e n ~ u '' 111 et 

6 ( .t) = E X p { - -Í.. b n..t \ . l\ V \<. 1 .t / ú_" ) 
t.(.-=.\ 

don.de. 

V\<. (.t) e..6 .ta {iunc..l6n c.a.Jtac.:te.ll..l.6.t.lc.a de. la va.n.ta.b.te. a.-

.te.a..toJt.la. X"-

supo npa.rno.6 que. 

G." no .t.< e.nde. a o() 

89 

e.n.ton.c.e.-ti la J..uc.e.h-i.tin ~(J,~.~ c.on.t.le.ne una .t.ub61tc.e..6.i.6n. ac.o:. .. tada.. 



lj -> <'..u.ando 11 --;, o<> 

PEMOSTRACION 

La /unci6n ca~n~te~I6.tlea de la uaJr.iabee aLea.tonia co-

mo en 3. 2. A :t.lene l'" i(u11111a : 

6 { .t ) = E x p { - l b n.t \ i¡- V \<. 1 .t I G,:" ) 
\<.-:.1 

donde. 

V\<. (.t) e.6 .e.a !\unci6n c.aJr.ac.:te.Jt-f.6.tic.a de .e.a van;{ab.e.e a-

le.a.tonia X\(, 

Te.nemo6 pon h_ip6.te..6-i.A qtte : 

dF ( x) 

· Supon.pamo6 que 

e,,_" no :t..{ e.nd e. a o() 

89 

-··;¡· 



et un RJmLte ~-i.n-l..ta o, c.ttal'l.da m -? x • Sea .t ul'l. name.!La ~,[ja -

ctll.b-i..t1ta.1t.é .. a, .6-i. .t ,.., ~(.\"~~{ e.n..ta nc.e.6 -t""'-'> (~t. e ua.ndo m -">O':).. Po!L 

"2>.'l. ~ y e.e. lema ?...<1.1 .:te.nemo.6 que. 

\ \ -) o 

po!L lo .ta.n . .ta 1 V\<:.. (,t) \ \ V\...(~:: ... ) -'7 1 c.tta•tda m --:> ·o0 
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pa.!La .toda. lz., e.vi ... tanc.e . .6 .6e 1.1,[que. que \ V ,~ (.tl 1 = 1 y \ 6 {.:t) \ 

~1 y e..6.:ta .{.mpl.{.c.a que F(x) e.6 una 6unc.i6n de. d-i..6..t1t-i.buc..{.6n -

de.ne.ne1tada, lo c.ual e& una c.on.t1ta.d-i.c.c.i6n. 

G.." -7 t/,) 

Aha!La. .6olo te.nemo.6 que. de.mo.6..t!La.IL que 

Polt lo .ta.vi.ta 

ü.,.,.,, -> 1 e.n.to ne.e.& 
o..,... 

pa Jt. 1.4.'I\ IJ tl .te. oll.e.ma. A~ 5 rl el Anexo .ta. dü • . tfti. b tt c..<. 6 n de .fa. .6 u-

1-"(xJ, eflton.c.e..6 

p 

donde. 

del Anexo, .ten e.mo.6 que. ~~:',. _, l._ 
(...>..,, 

El .6-i.pu.{.en.te lema no& habla de la& c.ond-i.c.lone.& que de.be. 

..te.. n e.JL u na. ~u 11c..<.6 n c. a.IL a c..t e.11 ,[. .6 .t.<. c. a. de. u n.n i< trn c. l6 n de d.é . .6 .:t1t-l.b u -



LEí.!A 3.Z.2 

1t..C!'__:~..:~5':~l ____ 6_L~l_¡:_e_1ttc11,•¡•c 11. l'tt c•l'.<t,\i'. L ~1· 11 ~0(1 (1 ,\.e' ¡rn•ut ü•dt) 

_ ~~-:?~ -~ ____ <!:_~!::~~(.'.. Ll!'Lll ___ (i ttl1 <:.:_~~~i'.__ ... '::.~~~~0-3-;t~'!-_:_Í-:_6 :!5: ~-Cl ____ x;_'.2__~~-. ·te,_ r~ -~-~::....:_-

3. z. e ..... 6 -· ( .t l 

VE!-.IOST1;;.A C I O .~1 

6[~) + O pa1ta ~oda ~. Ahona .6u.pcn0~n:o6 .U• c.011t-'1..0.J1./.c, e.6-

.to e.6 , q lt e p alta Cl.f.[] LtJLCl Cl / 0 -~ ( Z a ) = O tj (i l :t J = O p a .. .'tc~ O <.. 

.t<".2a en..tovice1.i ~ • .-:(Za}= O .e.et p1topo6-lc-!'..611 1.7.1 de.E Ccq:i.C:tulo T. 

3. z. e ~ ... (al\'") 

---/ c.uando· 



Con eJ.>:to, 3. 2.V J.ie c..ump.e.e. pa.1ta o1..-,.<;: donde Er. e.J.i una. ve.r 
~lndad a.LAe.de.do1t de. 1. 

Aho1ta. pana .e.a .6l9ule.n.te. pa1t.te.! &upongarnoa o.tita ve.z que. 

3. 2. C J.i e. c.ump.f.e.. Se.a X:, , X ':l.. , ••• , Xn ana 1.>uc.e..6~i6n de. va.-

ll la. b .e.<' -6 a f Q ato Ir..{ a.,\ t rl r <' ,\ q 11 e> X " t· .( t' 11 (' 6 ll 11 e .i 1111 e tl 'UH'. t ~1 JI. (.~ (:(' ,, 

e.a. dada po!t : 

v'k (-tl 6 ~ (/-¿.t) 
,._ 

:to1ti..a 

\ v· i<. e ~- ) -1 . \ o lj 

'6 (k.;t) 

n·-·nz::-rr-n 

La 6un-

a 

pa~a ~oda ~ > O. En.tonce.& F[x) pe.1t.tenec..e. a .e.a aLa&e L. 

=-:> ) Se.a fl X,, una J.iuc.e..l.ii6n de. vaJL,i.a6..f.e.ii. a.Lea.tOJt.iali. 

X...._ -bn 

O, .tale.b que. La dlJ.i.t1tlbuc.l6n de. la ~uma 
.J_ ,.., ,...., z._ 
........... ~"-l 

e.onve.1tge. de.bilmen.te. a. Flxl y La c.ondlc..~6n 3.2.A «e -

( (-¿ = 1 , 2 • . .. , n), podemoa aupone.1t 
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~~6.tica 6 ~ (-t) de La di.6.t~ibuc-i.6n degene.nada. 

Ve.no,ta.11101; po11. V'" {'f") Ca 61111c.c:1'i11 cn/r.1H't'"C''t(.~t.(cn d(' X¡~ • 

.tene.mo.1; Qlle g,..... (.t) ·-/ 6 í.-t) donde .9" (:t) =E ...... \::. .... >:: ~l, V 1<-(if,.,,) IJ 

fi(-t) f o . 

V, po~ eL :teoJLe.ma. 2.2. 1 6(-t) +O y pok eL Lema 3.2.7 -te-

nemo6 que. (\,..,-"Y orJ ~':::~.l. ·-:? 

("'~~ "· 
po!L lo :tardo pa.!La. .todo ol.. < 1 

po-6-i.:t-i..vo ex,¿1;.te. una 6uc.e1;.i..6n de en-te1w1; · i(Y\"~ .ta.e. que ff\I\ -) 

.1 

g " (,t: l 

donde. 

fxp ~ 

E.óc.Jt-i.b.[mo.Q g,...(-t) como /.>.i..gue.: 

0 (?} ( .L ~- . 
;_\ r. ~ 

l. "'"' ( b n.., b.m n ) .t 



Toma.rtdo la ttelac..i6n que. g "{.t) --:>6(.t) y la.6 pnop.i.e.da-

de.-6 de. la .fiuc.e-fi.i6n )rt\r>.\ enc.on.tnamo-6 que g (~) {.t) ·-'/ 61-tl 

poJt lo ~arito la 6unc..i6n c.a1tac.te1tl6tic.a re C~l(~) c.onve.nge. a j ,... 

ó el, (. ..t J 
6 { .t J 

6 ( ~ :ti 

Y pon el ..te..01te.ma A.~ de.l Anexo, 6 ~ l..tl 

c.i6n c.a1tac...te.1tl6..t.ic.a, c.on lo que c.onc.luye. la de.mo&..tJtac.i6n. 
o 

94 

Ve e.6..ta demo&..t1tac.i6n pode.mo6 c.onc.luiJt que la 6unc..i6n ~ 

c.a.1tac...te1tl6..t.ica 6 ~ (..t) e.amo e6ta dada e.n 3.Z.C e6 in6ini..ta-~ 

-t.e. L, 6'·o<..(.tj e<S un .l'..f.mi-te de (.unc.ione.6 cat1.acte..1t.f6t.i:c.ct& de va.

Jtiable.-6 ale.a..tonia.~ indepe.ndie.n..te.& que. ~a..ti-t.6ac.e.n la c.ondic.i6n 

de. in6ini..te&imale.a. 

Pon otJta. pan.te, aabe.mo6 que laa di&tnibuc.ione.& que pe.IL

..te.ne.c.e..n a .l'.a claa.e. L '->on út6.i.11-i . ..tamente d.fv.é.6ibte6; ahoJta, no.6 

pne.gun..tamo.6 -fii pode.mo6 ..tene.Jt una c.a1tacte.1tizaci6n de. la.a 6un

c.ione..6 c.a1tac.te1tl6..tlc.aa de. ea.te ..t.ipo de di~t1tibuc.ione..& pon e.L 

u6o de. la 6unc.i6n de. Levy L(x) dada polt : 

.. . -: :,,.' 
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3. 2. E ••.•. . 6 (.t) 
.r 

Exp ~ .l.y:t s.._"°(o.:._{.\I,, -1-~-b ( dL ( x) 
J ._ '~)(.~ r 
- """ 

TEOREMA 3.2.1 

Ll11a 6u.n.c..l6n de. di.1.:i tJt.Lbuc..C6n úr6.l11Lta1~e.n.t_'!:__cfi.:vü;.Lble. F lx.) 

pe.IL:te.rie.c.e. a. ia. c.laoe. L ¿,.¿y -50.to J.s,( -su. c.o!Lttespondi:e.n:te. {iun-

c.i.6n e1.:ipe.c..t1ta.e de Le.vy lL (X) e.1.:i c.on.t.i1rna en. e.a.da. x+o y :t.lene 

de.1t.l~a.d~1.:i pott .e.~ deJtec.h~ y pon la Czqu..lettda y la 6~nc.L6n ---

L' ( x.) e1.:i d e.c.!Le.c..le.n:te.. (Vonde. L! (x) de.no.ta c.u.a.lqu..le.Jta. de. -

VEMOSTRACION 

<= ) 
de di.1.:i:ttt.ibuc.i.6n f(x) pe.1t:tenec..len:te1.:i a la e.la.se. L y 1.:>uponga. --

que. ;t e. n e. 1110 1.:i : 

1.:i.l ha.e.e.mol.:> x= ,ten e.mol.:> 
IJ 



._•- .'! ·' ~· 'i::'··- - •. ' 
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polt demo1.>:t1ta.1t 

,\ \ .. ( :J ) 
' " 

po 1t .e.o :tcm.to 

donde : 

Sa.be.mo.6 qu.e . .e.a. 6unc.-l611. ~ l.:tl / 6 ( .,.· . .tJ e.6 una. óunc..lárt . . 

c.a.1ta.c..tetr.L6:ti.c.a i.ntí.i.nLtamen.:te d.i;v,U,.t;be.e.. Pon e..e. .te.otr.e.ma. 2. 3. 2 

de.e. Ca.p.l.:tltf.O 11, .ta. ~unc-l6vi L (U) - L (U/ c.<.) YlO de.c.tr.e.c.e. e.n 

U ..¿ O, pa.tr.a. .:todo U , , ti-;_ que c.u.mp!.en. qu.e. U 1 ,, U.!. !1 U 1 U l. '7 O 

.te.nemo.1.> : 

3 • 2. F .. .. • L ( U 1 l - L u~ ) ~. L ( lh ) - L ( ~;.l. ) 
.• 1 
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InueJt1.>amen:te, la ~unc.l6n L{Ll) - L(~) e'-> no dec.Jte.c.~en:te. 

lJ polL .e.o ta11:t'o 6...:(:t) = (i(.t)/61...:.:t) e.1.> ana 6to1c.i.6n c.aJtac.:te.tr...f.6-

:t-i.c.a, e11.:tonc.e1.> poJz. .e.a c.01tcl.lc..i.6n 3. 2. F e.6 nec.e.6aJtio lJ .su.6-t.~

c.-i.en:te. paJta que .e.a d-i.s~~ibuc.l6n Pfx) con Ca 6unc.i6n e.1.>pec.:tJz.al 

de Leuy peJttenezc.a a fa cCa6~ L. 0 

PaJta eje.mp.El{ilcaJt e4te teoJtema, podemo~ ueJt que 

-l.) PoJz. e.e. :teoJz.ema 3.2.1 La 6u.ncl6n de dLG:tJz.lfiucL6n 

Pol4.6on c.on µaJt4me.:tJz.o6 la, b, ~) no peJt:tene.ce a la 

cfa4e L, ya que au ~u.nci6n c&~ectJtal de Levy :tLe.ne. 

una d.<.5con:tinui.dad en b + O 

.l.l) PaJz.a .e.a 6trnc..l6n de. di..6:tJz..lbu.ci6n 110Jtmaf. L[x.)EQ e.11-

.tonce.1.> pe.11.:tetH!.ce a .ta cla.oe L. Lo m.l<'imo pode.mOb -

a6-i.JtmaJt ~e. La. dl.6:tJz.lbuc.i6n de.ge.nena.da. 

Potr.. ahona 1104 4egulJte.mo6 oc.upando de faa d-i.4tn-i.6uc.lone.~ 

de La c.La6e. L, peJz.o u:t.ltiza.Jz.emo6 un nuevo c.onc.e.p:to, e.l de -

d.l6:tJt-i.buc..lone.6 e..6:table4, e.e cual 6e.Jz.d de6lnldo y c.onc.lu-i.Jz.~ ~ 

que. es:te. c.onjun:to de. 6unc.io11e4 de dl6tJtibuci6n c.olnc.ide. c.on ~ 

e..t c.onjtw:to de {ittnclonc>.6 de. d.<..6tJt.i.buc..t6n d<'. ea c.ta1.ie. L. Va-. 

Jz.e.mo6 a.e.guna.6 c.ondlc.ione¿, que 6e nece6itan pana c.aJtac.teJtizaJt 

,¡v.,•.·,; .. ·•, 



a. .e.a.1.1 va.1r.i;a.ble.6 a.e.e.a..:to1t.la.1.1, .:ta.e. que. .6 u.6 Fu.vic.,[o 11e..6 de. d,U,;t:.1ti.

bu.c.i.611 1.1e.a.11 e.1.1.:tab.te.1.1. 

vie.c.e.J..L.:tamo.6 u11a 1te.1.1:t1ti;c.c.,l611 a.di;c,[ovia¿ a la..6 ya. e.xpue.1.1.:ta.1.1, 

pa.1ta e..e. c.a.1.10 de..e. co1iju.11.:to de. d,[1.1.t.1t,[bu.c.i.011e..6 de. .e.a cla.6e. L, 

e..6 .t.o e..6 

PROPOSICION 3.2. 1 

,[de.n.t.,(.c.a.m!l-vii_~d.l~_.:t~~~L!:~'iª.6., e.l LCmL.t.e. de. ¿a.6 d-l.6.t.1t,[bu.c.,[011e..6 

de. .ta..6 1.1uma_~~-?_a. __ 6~1tma __ ~_.2.B e..6 u.11 .6_!!-_~C::.?_Yl:./u.n.to de..t conju.n

~-°'---9:_~~-C!. da.6 .e.a.~_~f'LC:Lq ~-~~-E-~--- d~_.t.11.~bll:!?-::f_~YI:_ .ln ¡{i;n.l.tame.11.te. d.l-

yi.1.1-i.b.l!.e.J.i~_!l-1.1.te._ll:_.:6 u. ve.z co_~1~-~:f.~e con e..t _C:~_1_~i~:~~:~º~ -~e. ___ ~J.i,-

.t1t,lb uci.o rt e.6 eJ.> .tab .e. e.6 • 

VEFINICZON 3.2.2 

U11~-~-~~.<.~n ~-~- d_~J.i.:t~-i..'?._uc.i;~11_f__{_,_~_l_L~I! co1t1te..6 po 11d.le.rr..te. 

~u.11c.L6Y1:_ ca.1ta.c.!~1t.,C~-~'.<':_c._.:7:_~l_-~~~~t11.~-d~:6 -~-~T~B LES ~,¿ pa.11.a 

_-'!-'-_9_~0:.-~'c_a_:z, _ c.o~~-i_an:te.~~~i!-' :te.~-~?_Q_, _ --~---- nt1!1_~'-L_?_~_ 11.e.ale..6 .t.a..te..6 

qu.e : 

3. 2. G 
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Ob.6ell.vamo-ti en 3. 2. F que ¿,¡_ e.J.ic.11.i.bi.mo1.1 a..t=U, ..Z= O..,/o.,.,. y 

0.1.I 
"'~1 ;r·~" 

ó (\J) Exp ~ ó(•-\1U.)·= ~(u.\) ))',._(u) 

donde 

ó o<,, ( \J) Exp 

e.6 una óunc.i.ón c.a.11.a.c..te11.L1.1.ti.c.a., poi!. Lo .tan.to, una. di..6.tll.i.bu-
----· -----·-----·------------

OBSERVACION 

Una. a.Lie11.na..ti..va de .ta. de.6-lni.c.-i.<5_~_de_ óunc.i..one6 de di.-ti- · 

.t11.-<::_ bu. c._-!:_ó n _<?_/., .tE-b .t _g._ e:ó_ 

!!"fi!_l!~!-~q~ __ .!_ __ ~!1_1C!: óunc..C_~~-~~.:!_~~--!!!::.f:_buc..lón e1.1 e-5.ta.b.e.'e .6-l 

y .6 o .to J.i.l pa.11.a. .to do e", > () -~~ (\ ·JG _, ~,.,. \:, ,_ exi..& .ten a. "> O, b <::· \u_ 

:t.a..t que 

fe a. 1 X + b i ) ""'·· f L a. ! X + b "- ) = F ( ax + b t 

.te .teoJtema : 

TEOREMA 3.2.2 

EL c.onjun:t.o de. di..~.t11.i.buc.i.one.6 que. 1.ion e.L L~mi..:t.e de la. ----··---------------·- -·- ..... - ---··-·-·----. ....... - --- -· ·-----------------· 
.&urna. de va1ti..a.b.le.6 a..e.ea.to1ti.a.J.. .lnde.t:lend.é.en-te.J.. e. i.den:t.i..c.amen.te ------· .... , -- ----- -.- ------------ - ... - ---- - -. . ·-·- ··------------·--------· 
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g-l.6;5:!!:~~-u.,C:da;..~c.01110 ~n ... f.~ ___ Q_[!_ILma. 3.2.B c.obr.c..lden c.on e..e. c.onjun-

.:to de. d-l.6.:t.1ti..bu.c..lo n.e.6 e.6.tab.te.6. 
--·--~-------· -·--· ·--- -··--- .. - -·--· .. - --· ------· 
VEMOSTRAC1 ON 

Jt.lab.te.J.i a.te.a.:toJL.la.6 ,lnd epe11di..e.n:t.e..6 ~ X" \ , e.o n tu.nc...i.6n de 

''· E v...:to 11c. e.6 .ta ;., uma S n = 'f l( •·· paJta :t.o do n 
i·~ "!. 1 

:t.-le.ne. .e.a 6unc.i..6n c.a.Jr.ac.-teJL-<'..6.:t.lc.a. {i (.:t) =Exp 1 i..bn.t t · ~ ( 0.n.:t), 

!J .f.a. .6Uma e..6:t.anda.Jti..zada 5 " ~bn .ti.e.ne .ta. ~UYl.C...l6n c.a.Jr.ac..teJr.-Í'..6-
'=°"'-,... 

.:ti.e.a 6(.tl y poJr. .e.o .tan.:t.o .6u. ~unc...i.6n. de d.i..6-tJti..bu.c.i..6n ~-" 'i=(i(). 

Aho.1ta, .6u.pongamo.6 que F(x) e.;.. un .t-<'.m.l.te. de .ta di...6.tJL.lbu-

de.n:t..i.c.ame.n.:te. d.l;...t11..lbu-lda;.. de .e.a ~oJtma 3. 2. B donde. CI." '> O y 

b " .6 o n e.o n.6 .tan.té..6 • Tamb.l~n . .6úpongamo.6 que. F( x) e.6 no de.fle.-

ne.Jtada, aunque. .e.a d..i..6.tJr..i.buc.i..6n de.ge.neJr.ada e.6 e.6.tab.te.. Se.a 

g.( .tJ .e.a 6u.nc.i.6n c.a.1tac..:t.e.JL-<'..6.t.lc..a de. .e.a vaJr.i.ab.e.e a.e.e.a:toJL..(_a. X , 

e.n.:t.onc.e.6 paJta. .:todo .t 

3.2.H ••••• 
• 1 .• 

Q 
.>..'<:: .• ,';;: (" -i:- \ C\ --··· . 

d"" .. ~"-"· J 
Vt_t-) lj ' ' 

La vaJti..a.b.te a..e.ea.:t.oJt.fo '>(,,/~.._., ( k.= 1 , 2, ... , 
.e.a c.ondJ..c...i.6n de .i.n(¡J..n..i..:t.e1.i.i.ma.te.6 que e.6 \ "~/0 " 

e.6.to e.qui.va.e.e a .e.a c.on.di.c.i..6n de. que. pa.Jta .todo .t 

n) .~ a.t.l.6 6 a e.e.. 
f-• 
--/ () lj 

fl C V~" ¡ _._, l. 



PoJt. o:tJta. pa.1t:te. .6 e.a. :'; / O :ta..e. que. 6, (.t) f O pa.Jta. fo<l<:> * 
En:to nc.e.1.i .6 e 

p a.Ita. '\.t \ <'.. 

:te. n e.m o J.> 

( 1 

.6-lgue. 

-~ 

- Re. 

de. 3 • z . G q u e. Ex r i- -~ ~'-'-~- !r ¿ ( 2:" ) ·-1 L 
PoJL La p1topo1.>lc.L6n 1.7.1 de..e. CapL.tu.e.o 1 

4 ( 1 - Re. g ( t:./J..,.,_ J J 
( <- . de. e.1.i ..to .6 e. 1.> l f1 u e q u e : Re. 9 . / ,~1 ,, ) ···--> 

e.n e.l .ln:te.1tva..lo 1 i: \ <; í. (~. 

Po Jt e..l .le.ma. 3. Z. 1 .te.ne.mol.> C>." -:> ""') -~ '0..11.~ \ /O.."--:> \ 

Se.a.n c. 1 y c.,_ do.6 núme.1to1.i po1.>l.:t.Lvo1.i a.1tbi:tJLa.1tlo1.i y d. tJ d'l. 

Jt.e.a.Le.1.i a1tbi..t1ta.1tlo1.i. En:tonce..6 e.x-l1.i:te. una 1.iuce.1.>L6n de. e.n:te.-

Jt.o J.> M n \ ..ta.L q u e. 

.o .. ,.....':_, .... -> 
C>-. ,.~ 

' 

1o1 

Se.a.i1. T!~ -::.. ·~~ .... l ~_, ,, \, "'· -\· e-' "'· ,, ~~. ·~-,.. -t- e-->--" ~ 
1 

\· el...,...,-:\.,_ ) 

e.n:to nc.e..6 

3. z. 1 ( 

'·· -.: . -' ,, \ :. 1\ 
~·.. : \ 
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LoJ.i 1.iu.mando.6 c.onue1t9en. a. F[ c. 1 x + d 1 ) y Fl c~x. + d~ J 

1te.1.ipe.c..t.luame.n..te. e.amo u.na c.011.1.ie.c.u.e.n.c..la. de.L .te.01te.ma. A.6de.f.. -

Ane.xo. Y La. J.iu.ma. c.onve.1tge. 1.iof..o a u.na. 6u.nc..i.6n de. .ta. 601tma 

F( ax + b en.ton c. <!.J.> 

Po!t Lo :ta.n..to .e.a. ~u.nc..i.6n. de. dJ..1.>.t1t-lbu.c.J..6n F [x) e.1.i e.1.>.tabf..e.. D 

En e.f.. .6-lgu.J..e.n.té .te.01te.ma .{;n.t1todúc..i.1te.mo.6 .ta Jt.e.f..ac.-l6n qu.e. 

e.xJ..1.i.te. e.n.tll.e. f..a..6 du.n.c.ione.1.> de. d-l1.i:t1t.lb~c.i6n .ln~in.l.tame.n.te. d-l-

La. de.-

mo1.i.t11.a.c.-l6n. de.f.. .te.oite.ma. J.i e. pu.e.de. e.o ni.> u.Ltall. e.n Pe.:t1tou. ('\) 

TEOREMA 3.2.3 

Con e..e. obje..to __ ~ qu.e. u.n.a. 6u.nc.-l6n. c.a.!tac.:te.Jtú:t..lc.a .lné,ln.l_

¿:.a.me.n:t.e. d,lu-l1.>ible. _1.i_~~-~1.i.ta.bf..e., e.J.i ne.c.e.1.>a.1t-lo y .6u.éic.le.n..te. que. 

.6U c.011.11.e.1.>pon.die.n..te. 6unc..l6n e.1.ipe.c.:t1ta.L de. Le.vy L(xJ y .e.~ con.a-
----~--------------·---

.tan.te. po1.>.l.t.lvq. ____ ~i:!: --~'!-.. -.6 61tmu.f..q._::!.~_l:_'?-_'!__!f._,6__a.J;:!:!!_fl_a.ga. una. de. La.& 

d.<:J.~ __ e,. E..~d.lc.io_~-~~--A-~9 u,i.e.n:t._e.~. 

(.l J 

( ,¿,¿ J 

L(x) =. O 

'.l" ·¿_ =:. o L [x) " 
:? _\_ pa.ll.a. 

pa.Jta X ·). f) don.de. 

o ,:_ .1,. <- z , e i"7r o _, e ..,_ ;; O, C, + C..._">Q 

Pa.!ta. e.nu.nc..la.Jt. e.L 1.i.l~u.le.n.:te. :te.01te.ma. de.be.moJ.i e.1.i:ta.bf..e.c.e.ll. 

qu.e. e._1.>:t.e. ll.e.J.i u.L:ta.do, ria una Jr.e.p1r..e.1.i e.n..tac.,í,611 de. .e.a 6u.nc..l6n e.a-



Jt.a.c..te.ll.J:..6:t.lc.a. de. :ta..e. ma.ne.11.a. que. pe.11.:te.nezc.a. a..e. c.orr.jun:to. de. 

6unc.Lone.6 de. dL.6:tJr.Lbuc.L6n e.&:ta.b.e.e.1.i. (71 

TEOREMA 3.2.4 

e o n. e.e. o b j e:to de. q u c. l' n 

b.e.e., e.6 ne.c.e.6a.Jr..lo l{ -~-'!-:.fi.!!:_~!:~~:"!-e. qú.e. a.dm.l:ta .e.a 1.>..l9u..le.n:te. Jr.e.p~!!:_ 

.6 e. n.:ta. c..l6 n 

3. 2. 1 

don.de. .6 o n. e.o n& :ta.n:te..6 

W(:t, '"'-

1 
T .... "- Ti J. ,; .. 1· \ j~>- .... -

~,_ 

'2 
\r-.•:. \ t \ ti -~ 

.. ..____, rÁ. ~ 

S.l ~< 2 .e.a c.on.ti:tan..te. ~ e.1.>:t~ dada. e.amo e.n e.t :te.oJt.e.ma. 

3.2.3. 

Con e.1.i :ta Jt..e.pll.e...6 e..n:ta.c..l6rt de. .e.a ~llnc..l6n c.aJr.a.c.:te..Jr..Í.!.> .t..lc.a. .& e.. 

podJr.~a.n ob:te..ne.Jr. lo.ti .6.lgu...le.nte.& c.a.60~ 
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..l) S.l e..t vatoJr. c.=O e.n.tonc.e..6 .e.a. ~unc..l6n c.ctJr.a.c..te1tJ:..6.ti.c.a. 

3. 2. 1 c.01t1te..6ponde. a. .e.a 1unc...l6n c.a1ta.c.:te.Jt..-<..6·.tl.c.a. de. 

ta d.l.ti:t11...lbu.c...l6n de.ge.ne.11.ada.. 

U) PETROV 



.U.) s,¿ e..t va.f.oJt de c.=0 IJ ..<.. =2 en.ton.c.e.J.i J?.a 6unc..l6n c.a.-

Jta.e.te.JtlJ.i.t.lca c.oJtJte.J.iponde. a la 6une.l6n nolt.ma.L. 

don.de 6(.t) e& La. 6unel6n c.aJt.ac..te.JtLJ.it.lc.a de. un.a dl4.tJtlbucl6n 

e.J.i.tabLe. no de.ge.ne.Jt.ada F[x}, .te.n.e.mo6 \ 6[.tl~Exp ~ ~e 1 :t.\~ } 

y poJt e.8to P(xl .tLe.ne. de.Jt..lvada& eon..tlnua& 

de .todo oJtde.n. 

PaJta eon.c..f.u.lJt e.J.ita. &e.ec.l6n, e.nunela.Jte.mo~ e.L eonee.p.to de 

dominio de. a.tJt.aeel6n que. .tiene una 6ue.Jtte. depende.ne.La c.on e.f. 

eonc.e.p.to de 6unc.loneJ.i de. dL6.tJtibuel6n e4.tahle&. 

VEFINICIQN 3.2.3 

Sean { Xn 

d e.p end.i. e.n.te.J.i que. ..t.l e. n. en .ta. ml& ma 6 un_ c. i.§!!__._c!-__'=·-9_:{-6. .tJtl"b ue.i:6 n. 

F(x). S.(. e.xúde una -~u_c_~J.i,i.6n de._~'=.._1'.'_n,~.ta~~~LJ a-.\, \ b .... ~ .tal 

que G." > O y .ta dl6-tJt.lbuc..[6n de. ta.6 .6uma.6 
-------~~-- ----------

_\_,_ 
,, 

\:i Zn ¿ __ -x._ \.c.... Í'\. 

(J.,r-, \.:..'':..\ 

en.tonee.8 de.c.lmo& que. F(~) e6 atJtald~ poJt G(x). Et e.o nj'un.to 

de. .todaJ.i laJ.i 6u~c.Cone.J.i de. d.i.6tJt.ibuel6n que &on atJtalda& poJt 



G{ x). 

Como óe menc..¿on6 at empeza1t l~ attima pan:te de eóta &ec-

c,l6n IJ po1t el .te.onema ::; . 2. 2, pode.moó c.01n' l'.u.Ui. <?lle. S(> to .ea.,s -

Patta. dan el pltúneJL Jte.aul:tado voJtmal CtceJtca del dom.úi .. to 

de a:t!Lacc,l6n, pen&emo6 en la lteplteóentac,lfin 3.2. 7 del tea/Le

ma 3.2.4 rJ en el caóo (i.L), en.:tonc..eó: 

TEOREMA 3.2.5 

s e\ ~(Y,') ·~·- o ( \ j X.'-,..\ fº ( \.\ ) (_ -\- ~) -·. --, .~. 
. ...) . 1 ;:_ -;;> 

¿_ 

\>1.17,-z. '~\.<"-L I 

La demo&t!LacL6n puede ve1tóe en Pe:t~ov [7) 

Ld he~~amLenta que no& ~!Le&en:ta eó:te :teoltema em i.mpo!L-

tan:te d~n:t!Lo de la :teo!LLa de la Vió:tlt¿buci.6n In6i.ni.:tahlen:te -



VLvL6LbLe., ya que. 6L .te.n.emo6 u.na 6u.ce6L6n. de. va11.LabLe6 

alea.tonLa6 con La m~6ma 6un.cL6n. de dL6.tñ.~bucL6n., en.ton.ce6 

6enán a.t11.aLda6 pal!. La 6un.cL6n. de dL6.t11.LbucL6n n.011.mal, 6Lem-
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La6 candLcLone6 que debe cumpLLñ. un.a 6uncL6n. de dL6.tñ.LbucL6n. 

pana peñ..te~ecen a¿ domLn.Lo de a.t11.accL6n de un.a ~uncL6n e6.ta

bLe., e.6.to eb 

TEOREMA 3.2.6 

La 6un.cL611 de dL6.tñ.LbucL6n F(x) pe.n.te.n.ece aL damLnLo de. 

a.t11.acci.i_"':_ ___ d': __ ~Vl:_l!-: ___ ~!-J.i .t11.!:-__~ll:C::~6--~_e.6_!abL~ _c_~n-~~- e.xpa nen.te. canac 

.t eñ.1.6 .ti. e a " "' ' 2 " /.; -!:-____ l;L~ o .e o 6 ~ 

f(x)= 

1- F(x)= 

~· \ -\- r_) ( \ \' 

~'tJ<.\"" 
C.-,__;<":,~.¡ 
---,..)~·u..· 

\·, ( \ /... \ '1 

!Í-ª_f'!-_~-~ i.- !.x) ___ .~6 6u.n.cL6n. de. va11.Laci.6n .te.11.ta '.f e, , ___ e~ 6an. can.6 

:_5:_'!:__"!:~~~-- _de.6LnL_d_Cf:~--'=-ºmo en. ~:~ __ :f:e.o_'.':~-~~-3___:_~. 

NOTA J, e.6-tá dada como e.n. eL 3. 2. 1. de. un.a dL6-tni.bucL6n 

,· . ~· 



NOTA Una 6unc¿6n po6¿~¿va hlxl de6¿n¿da en x ~ O e6 LLa

mada de van¿~c¿6n Len~a. 6¿ pana ~oda C ~ O 

\..... (r_ X) 
·---···---- --> cuando· X-> + C>':\ 
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lA LEY VEBIL VE LOS GRANVES NUMEROS 

SECC10N 111 

En e6ta 6ecci6n de6ini.l{.emo6 La Le.y Vlbil de lo6 G.1¡,an 

de6 Nameho6 ba6anrlono6 en concepto6 vi~to4 en el capltulo 

'!,1.) va que ¡:icuw tlegcuc a(' coJtcep.ta de .e.a Lt•IJ 0{..b.i...L'. de l'.o.6 -

Gnande6 Nameno6 u6amo6 impLLcltamente el concepto de di6tni 

ya de6inido6 como e6 el concepto de Con6i6tencia en el l¿mf 

te; adema6 6e di6cuti.1¡,an va.1¡_io6 ne6ultarlo6 acenca de la6 --

condicioneh que debe. de cump.C.Dt una 6uce,~-i..6n de vaniab.e.e6 -

pana 6inalizan e6ta J..ecci6n 6e p.l{.e6entanan do6 neJ..ultado6 

de convengencia de J..uma6 de vaniable6 aleaton.la6 en ca-606 

pan.U.culane6. 

Pa.1¡,a llegan al concepto ante6 mencionado nece6itamoh 

VEFINICION 3.3.1 

La 6uce6,i.ón 5i. Xn ·~ e6 e6table 6i exiJ..te. una 6uce6i6n 
'í' de. conJ..tant'e.J.. ~ bn ~ ta.e. que. X," - L., -7 O 

Pon otna µante hi la 6iguie.nte candic.l6n 6e. cumple, 

eh de.ci.1¡_: 



Patc;a :todo ó:o y n .6tt6-i.c.-<'-e.n.te.me.n.te. g1Lande. :te.ne.mo.6: 

.pe \-"K .... --b,..,_ \ < e 1 7 1/-;_ 

que. e.-6 la me.d-<'-ana de. la uan-<'-able. alea~otc;ia X y de.no:tamo-6 potc; 

e.n:to nc.e.-6 -6-<'- la -6uc.e..~-<'-6n e.-6 e.-6.table. y pa11..a :todo E./ o 

P( l ~ •.. - l--\(K_.,.)\-~ ¿ ~) '~- p ( \Kf'-\.,,,.,_ \+-\\::,,...- H(~")ht_)~ P(\"K,,-~"\7V-z..\-)Q 

VEFINICION 3.3.2 

Se.a[x 11k; ll=l, 2, .•. ,h . ._; n = 1, 2, ····S un.a. .6uc.e. 

-6-<'-6n de. -6e.nie.-6 de. uaniab.f.e.6 ale.a:totc;-<'-a-6 que. 6on -<'-nde.pe.nd-<'-e.n. 

pe.n.te.nec.e. .a .e.a Le.y. V é.bil de. lo6 G11..an.de..6 Nú. 

me.tc;o.6 -6-<'- y .i;olo -6;¿ e.x.i..6ie. u.na .6uc.e..6-i.6n de e.o n.6:ta.n.:te..6 {bn. \ 

:tal que. .e.a d-i..6:tnibuc..i.6n Ve.ge.ne.tc;a.da dada pon: 

D(X)= 

El P'Lim e.n tc; e.6 u. Ctado que. .6 e d e.m 11. e.6 - .t.Jt a. e.n e • .6 :ta .6 e. c.. c.ió n 

rw6 mue..6:tna la JLe..e.ac..é.611 e.n.t.'l.e .. C.cL Le.u Vé.b.U.. de .Co6 G:Lande.-!> 



Nú.me.Jto-6 y e.i. c.on.c.e.p:to de. Co.n.-6-l.ó:te.n.c..la. e.n. e.e. Lf.mLte.. 

LEMA 3. 3. 1. 

~;_ .e.a. .óuc.e..ó..i.61i ~~., .. ,~ pe.IL.te.n.e.c.e. a .e.a. Ley Vé.b-i..t de. .to-6 .-

G1ta.n.de.,!> Nú111e.J1.oó, e.n.tonc.e>.J.i R.a,~ ~-t:,__,._~ :U.(>.11c>11 .ta ¡j11.op-i.e.da.d de. 

Con..6..i...ó:te.nc..la e.n e..e. L¿m-<.~e.. 

VEMOSTRACION 

S-C:. .C.a ó Uó e.c.-i.ón. 

G1ta.nde.ó Nú.me.Jto.ó e.n.-tonc.e.-6 .ótl 6unc...i..ón c.a1tcic.:te.1t..i..1.> . .t-C:.c.a. e.-6 -i.de.n-

ti c. am e. n.:t e. 1 • Se.a 6 .e.a 6iin.c..lón c.a.1tac.:te.1L,C:.-6-t.{.c.cL de. ><.,:, e.n.-

:tone.e.!.> pa1ta .todo .t 

\·=.. Y,~J \-A \-J" + t -n· t "''" ( t-, --7 .L , .. , 

e..ó m a.ó 
-!l \ t-.. .. ;(-t;") \ -/ i_ -~ 

La 6unc.-lón \ 6 (:t) \ Z 
. YlK 

e..1.i .e.a 6 unc.-i.ó n c.a.Jrnc..te.Jt,(..ó .t-í.c.a. 

de. .ta. d-i.6e.Jt.e.n.c.-i.a. de do.ó vaJL-lab.l!..e.-6 a.1!..e.a:toJL.la-6 -lde.n.:t-lc.a.me.n..te. 

X ~ y . 
11.l<. J Yl.1<. 

E-6 .to -lmp.t-í.c.a. que. 

patía :to do \:'.. 7 <J 

3.3.A o 

\__,(""K ....... ':: C'\.,,,) e.n..tonc.e.1.i pcuta . .todo :::_ :- o .:(; e. n. C'.J11 o ,!> : 



.te. 

la eon.d¿e¿6n. de Con.6i6:ten.e¿a en. el llm¿:te.. 0 

Pall.a el 6.i.9u¿e~te Jte6ul:tado, u;t¿l¿zaJtemo6 el heeho -

. .5a:U.6 

6aee La condLe¿6n. de 6un.eLon.e.6 de d¿6:tJt.i.bue.i.6n. .i.n.6ln.L:te.6lm~ 

le6, apall.:te e.6~e m¿6mo Jte.6ul:tado e6 un.a con.6e.eueneia de.l --

:te.oJtemct 3. 1 • 2 ( 1 ) 

LEMA 3.3.2 

1 1 1 

Se.a Fn. 1~ la 6tinc.¿6n de d¿6:tJt..i.bue..i.6n. de Xnk. . Mn1~M ( Xn1<. 

la me.d.i.ana. de. Xnfa. Lct 6u6e.e-i.6n fxnk.~pe.Jt.te.n.e.ee. a la Le.y 

Vé.bli. ele. lo6 Gttande.6 Núme.1Lo6 6.Í. tJ só.e.o 6i pall.a :todo 'C. 70 

3.3.C 

C' 

_) ,) F,, , .. ( Y~ .. - ~->- I\\.; ') ~"/ o 
;.; 'IC.\ ;>E:. 

' ¿_ 
k. 

LI/~ 7.r\F .... 1-_(.< ·\ !·~ ,,.._·') - ().,_~··~\\".,,.,C.-><\·.~\~,_ )YJ-7 O 



c.on.dic.¿on.e.6 que. debe. c.wnpl.i.1t un.a 6uc.e.6.l6n. de. valt¿able.6 aLe.a 

.:to1t.la6 pa1ta que. pe.1t.:te.n.e.zc.a a la ~e.y VlbiL de. lo6 G1tande.6 -~ 

Núme.1w6, la vcuiiac.é.611. de. e.,::,.t:e. 11.e.-0uR..tado e-.\ qu.e. C?.n Q.~.t<.>. Jte.--

.t>ul.tado .óe. .lnvoluc.1ta un.o de .l?..06 c.on.c.e.p.:to6 de. c.on.ve..ttge.n.c..la 

de. va1t¿able6 aLe.a.:to1t.la6. 

TEOREMA 3.3 • .1 

La 6_uc.e..6¿6n. tXn.12..1 pe.1t.:te.n.e.c.e. La Le.y V é.b¿.e. de. lo6 Gtian.

de.6 Núme.Jto6 -0.l y 6olo 6-l : 

3.3.V 

3. 3. E 

y ".la-0 c.on.6'.tan.te..~ ·.bn. 6a.t.i.6 6ac.e.n. e.a ec.uac..lón. (qtte. c.ú.mpLe.n .:to 

da.6 la¿, c.on.-0.:tan..:te.6 adm.i.6-lble.6): 

1.::-i" ::::_ z::. ( }.J."\.:. -\:- . s .>( <:\ 1\,. ,, ( ><..-\- "'" ~~ .) -\- o ( ~ '> 
. k '"\'-C. 

VEMOSTRACION 

s ,¿ .f: <!. VI <!.111 o }., 3 . :1 • 13 u 3 . 3 . e . o b :t C!. ,., C' 111 o ~ a 3 • 3 • V u 3 . 3 • E 

·:·:·;· . ... 

11 2 



V e 110 .tamo -0 po 1t 1 a c.1tcce.q ui. etL de .e. o -0 ,.s .t.g u.t. e n.t e.6 i. n.t C?.IL v a..e.o .6 -

-J, O ) y ( O, ) en e..e. e.u.a.e. S x...:i\='.._}.>-.,.IJ..•v.) .t,Lene e..e. va.lo1t 
I 

I ,l.11depend.le.n..te det va.e.olL ele. n y /~ ) . 

2_ ( ~ X c\'F ~-'<- (_ l\ '<- 1..\, '· ~: l ) .,_ .c. 
1"·'· 1 ... , .. 1 

. 2:.:· \ ~ x •- ·:~ t=:.._ ... ~ ( ,;. \ l-.i\ ""'· ') . -
\<. l \~.,.:, .. 

La de.6i.ni.c.i.6n de. me.d,i.ana. i.mpli. 
e.a : 

.l. ¡_ 5 >:-:... e-Y~ .... \·~ (. x + )..\ " '"' \ z 
'l. \.: \q.:., 

(. s . >.:_-:\\- .. ,, (l . .\-"""''!_)..,_-_ 1 
~ li\,\.:...' ' _\ 

po!t .e.o .tan.to 3~i.c ,t.~pl,i.c.a. 3.3.E~ Aho!La. .tenemo.6 que. p1toba.1t 

que. 3.3.E y 3~3.D ~mpl,í.c.an 3~3.C y 3.3.B 

PJLi.me./to 3.3.E .únpLt.c.a 3.3.C 

.o~. J :.< 7-\\-=._..,(J\-JJ..,.,,,)-( S ~~<\\- ...... :(X:\·"-\-....._j)'"''·-:; S )(,.,_~h_,<-(x+-M"") 
\).".\-4'. \ " l;.:, l.:.\ '>- l•:. \ 

Si. 3. 3. V y 3. 3. E .6 e .t,Le11e. en.to 11c.e.-0 

7 7 .3 

~ #~,_ ~\ x 2. r\ F,. , ... \ >( -\- M., ,,_ ) 
.... _ ~·.::. \xJ .. _, 



A con.tLnuacL6n u.tiLLzatt..e.mo6 e.L 6¿guie.n.te. le.ma que. no6 da 

una vL6.l6n patt..a 6ott..muLa~ e.L .te.ott..e.ma 3.3.Z 

LEMA 3.3.3 

se.a X 

Ve. 6 i.1i-i.m o .6 

e.n.tonce.6 

Se.a F{x) La 6unci6n de. dL6.ttt..LbueL6n de X. En.tonce.6 

1 1 4 

\? ( )("""!... \ \ ~ ,_. . \ _.?!,2:_ ,_ . . _1.. \ \ ~ 
_ >(i. \- \:...;i ) ·::. j ,.;:...+ !.:{ c-.J q-:.) -\- J ,~-....\- \:~ a '\- l x.. ) !::. \;.:.- J x. -z. <:) \=' (x) -\- j e) \= ( x \ 

\><\.(.\,. \q>,'::> \•;t.:.t, \X.b,lo ) 

!><:> 

~ x~~ "-:;:;_ rj ~ (x_) '/_, ;_ . ~ e\ F <>:) -\- .·-\: S K'- e\ V l:v.) 
-.... . 1..:l~ lo l.\...:, ~>1.1..:.1c 

Con e..6.te. Le.ma 60.11.muLa.tt..e.mo-0 e..C. .6-lguie.n.te. .te.ott..e.ma que. no . .!>e.-

tt..á de.ma6.ttt..ado. (1 l · 

TEOREMA 3.3.Z 

La .6uce.-0.l6n de. vatt..i..abLe.6. a.Le.a..toJ1.ia.-0 {x:~k. t pe.tt...tene.ce. a. llt 

Le.y Vlbil de. Lo-0 Gtt..ande..6 Name.tt..o.6 hi y -00L6 .6.l 

( 7) PETROV 

; ·.~ .. 



3. 3. F ...•. 

Ve. he.e.ha 3.3.V y 3.3.E 6on e.quLvale.nte.6 a 3.3.f 

tatt.~ la 1t.e.Lac.l6n e.n.t.1t.e ~¿ c.onc.e.p.to d~ 6uncLo~e.6 de. dL6t1t.Lbu

c.L6n Ln6Lnl.te.6Lmale6 c.on la c.onve.tt.ge.nc.la e.n pnobabLlldad. (7) 

TEOREMA 3.3.3 

Te.ndne.moJ.i 

y La 6uc.e.6L6n i X:..,~;\ c.ump.t-<'..Jt.á. e.o n. La e.o nd-lc.l6n de. i.n6-ln-lte.6L

male.6 6-l 1J 6olo 6L pana todo í!..">'a y alguna. ~70 

3.3.G o 
3.3.H ~SI 'S :-.'" ('J\-... ,,(r:.') - ( S ~i:JF~,,.,(>:Y\ ?._ }··· .. ~'7 O 

1....:.. - \..:,\'.(_,~~. . \ i>=.•.t... C.. ) 

3. 3. 1 1:-. s X- ¿ \::._ ... _(x.) ·-) () 
.~.. \Y~\4'.. T. 

Con e1.>.t.e. .te.o.1te.ma. c.onc.lu.i.moJ.i e.6.ta 1.>e.c.c-lón donde. .6e. mo.6.t1t.a.1t.orl. 

aLgu.n.01.> 1t.e1.>u.l.tadoJ.i ac.ett.c.a de la6 c.ond~c.Lone.1.> qu.e de.be.n de. c.u.mplLtt. 

la6 J.iu.c.e.6-lone.6 de. van¿able.6 alea.to1t.La6 patt.a qu.e 1.>a.ti.1.>6agan l~ 

c.ondlc.L6n de.. La Le.y V[bi.l d~ lo6 G1t.ande6 Name.~06, ademá.6 aLguno1.> 

c.a1.>0J.i 1.>e. e.nunc.lan 1t.e.J.iultado1.> de la c.onve.~ge.nc.La de 1.>uma1.> de. va-
1t.lcible1.> alea.tott.LaJ.i; 

(7) PETROV 
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'1-tLe. .6a:tútía.ga.n ·.ta. c.ondJ.c.J.6n de. .ta. Le.y VébJ.i. de. i.o.6 Gf(.a.vide..6 Nú. 

me.f(.o.6, ade.m~.6 algtLYL06 c.a..so.6 .se. e.vitLnc.~avi f(.e.6CLltado.6 de. La ~ 

c.ovive.f(.ge.nc.J.a. de. .6uma6 de. vaf(.J.abi.e..6 a.le.a.tof(.~a..6. 

. · .. ~ 

·. ;:. 



LEY FUERTE VE LOS GRANVES NUMEROS 

SECCTON IV 

En e1.1.ta 1.1e.c.c..C:6n a11a.C..i.za11.c•.mo,.., af.911110-.'> c.at.o.!i de c.on.ve:'.!:_ 

gene.La de 1.1uma1.1 de va11.Lable1.1 alea;to11.¡a1.1, e1.1~e a11aLi1.1L1.1 6e 

ha11.a de1.1de ·el pun~o de vl1.1~a de la6 va~iabC.~6 alea~o11.iaa -

que cumplan c.on la Ley Fue11.~e de lol.I G11.ande1.1 Name11.01.1, a1.1l 

1.1uc.e1.1Lone1.1 pana que 1.1a;ti1.16agan die.ha ley. 

Un c.onc.ep~o que nec.e1.1-i.~a11.emo1.1 pa11.a pode11. de6inill. a -

la.6 1.1uc.e1.1ione1.1 de ua11.iable1.1 alea;to11.ia1.1 que cumplan c.on la -

Ley Fue11.:te de lo1.1 G11.ande1.1 Name11.01.1 e.1.1 el c.onc.ep:to de 1.1uc.e1.1L~ 

nel.I Fue11.;temen;te E1.1:table1.1 ya que e1.1:te c.onc.ep:to nol.I 1.1e11.vi11.4 -

VEFINTCION 3.4.1 

Sea {xn·\ una 1.1iic.e.1.1L6n. de.. va1tia.ble.o · a.le.a:t0Jtia1.1. Vec.L- · 

mol.I que la l.l~c.e..1.1-i.ón {xnt .el.I ~-UERTEMENTE ESTABLE 1.1,¿ ex-i.1.1:te. 

un.a 1.1uc.e..1.1i6n de. c.0111.1:tan:te1.1 ~bn~ :tal que: 

3.4.A c.a.1.1-i. 1.1equ1tamen;te.. 

Podemol.I velt qtte 1.1-i. .te.rie.11101.1 3.4.A tj ex.i...6-te o;t1rn 1.1uc.e--

1.1-i.6n de c.onJ.>.tcrn:te.6 {Ga ~:ta.e. que bn - Ün -.·O, e.n.tonc.e.,.., Xn - -:

b1n -:-. O c.a6L J.>egu11.a.111e.n.te. 

11 7 



Po!t o.tita pa1t.te a6i1tmamo4 que .6¿ una 6uce.6¿6n de. va--

4lable.6 ale.a.to1tia.6 e6 6ueJt.te.men.te. E6.tabLe. e.n.tonc.e.6: 

3.4.B 

tJ 

3.4.C 

b n= M (X.") + a ( f l 

.X11 - M.(x. •. ) -7 O 

La ju6.t¿6ic.ac¿6n de. e.6.ta a6¿1tmaci6n e.6 que. pa1t.t¿e.ndo 

de 3. 4. A ¿mpl¿c.a qtie. pa!ta .todo ¡:_,,o J P ( 1 Xn - bnl<.-r.:) -::- 1 

y que. pa1ia una 117-11.~ con 11.,f\.,_"'-iÑ J P (n;;:,.-bn\<:~) > 1/2 en.ton 

c.e.6 e..6.to hnpl¿c.a que. a pal!..t-i.Jt de. Ltna n ;> n., de.6.lnimo4 bn que. 

cumple c.011. la e.xp1te.6l6n 3.4.B y e.a.ta a 6u vez ¿mpl¿ca 3.4.C 

La a¿gu¿en.te de6ln¿c.i6n d~1tá c.uale~ cond¿c-i.011.e.6 de.be 

C.umpLDt. una 6Uc.e..t.ión de va1tiable..t. ale.a..to1t¿a6 pa1ta que. 6a.t,fa 

6agan la Le.y Fue.1t.te. de loa G1tandt6 Ndme1to6~ 

VEFINICION 3~4.2 
. . 

11 8 

Sea{Xn~ una .6uce.6:é.6n de. va.1t.lable6 alea.táh..la4 .ln.de.pe:11.'.·· · 

die.n.te.4 y de.6-i.nimo.6 a: 

Supo ngamoa que. (>."'\'"".V e.c.lmo4 que la 6 uc.e.~l6n )"K" \ pe.Jt.te.ne.ce. 

a la. Le.y Fue.Jt.te. de lo6 GJtande.6 Núine.Jto6 c.on La 4uce..t.-i.ón de. 

c.011.6.tan.te.a no!Lmalizada {ü. .. \ .6-l la J.>uc.e..6l6n \S'/tJ.1\~ e.6 6ue.Jt.te 

men.te E.6.table. . 



-·",··, 

~ - IV\ ( :/\ __ \ 
0.. " .. -l... "· } 

~=--\-J\ ( :::, '·. l ~a6l 6egu1tame.n.:t:e. 
~-Á,,..... 

Ya qpe baja e.6.:t:a6 candlc¿ane.6 la de.6lnlc¿6n de la Le.y Fue!t 

.te de la6 Gnande.6 N6me.Jta6 6e cumple.. 

VEFINICION 3.4.3 

~xl6.:t:e tina 6ub6uce.6-i.ón c..._.._..._y can.6·.:t:a.n.:t:a.6 -;:.,.,lf<2..:t:ale.6 que. pa!ta .to 

do 1;. 6u6:lc-i.en.:t:e.men..t:e g1tande: · 

'C., .._;. ·J .... ·- .. ·. /o.. ..... , s ~1.. 

( E6 :ta e.o nd-i.<:-l6 n 6 e. cu111 pf c>. pana e.ad a c.,.-;. 1 cttanda C\"=- f\ 

y en el .ca.60 má6 g e.ne.1tal c.ua;tdo o.. ... ~.Jo.....,."-:> 1). Ve.6.ln,i.mo.6 a. 

11 9 

El p!tlme!t .:t:eo1te.~a que. enunc-i.a1tema6 e6 un Jte.6ul.:t:ado -

muy -i.n.:t:e.Jtan:te. ya que na~ da alguna6 al.:t:~Jtna.:t:-i.va6 pa!ta que 

una 6uce.6-i.ón de va!tiable.6 ale.ata1t-i.a6 cumplan con la6 cond-i.

c-i.ane6 de la Le.y Fuen.:t:e. de. la6 G1tande.6 Name1ta6 y 6ab1te. la6 



TEOREAIA 3. 4 • .1 

La IU! . .f.ac.,é.6n: 

3.4.V 

3. 4. E c.a-6 _¿ -6 eg u1tam e.n..te 

c.uando k -':::>'". Y pa!ta ..todo t.> o 

3. 4. F ....•... 

VEMOSTRACION 

So.to ne.C.e-6.l..tamo-6 mo.6'.t1ta1t .ta e.qtci.va.te.nc.-i.a de. 3 .• 4. V. y 

3.4.E y~ que. .e.~ equ.lua.f.e.nc.-i.a de. 3~4;E y 3~4.F .6e. ~-i.gue.n de. 

lo4 .te.ma-6 de. Bo1te.f.-C~n..te..f..t.l y e..t .te.ma 7.8.l de..t c.ap¿..tu.e.d I 

Pa1ta p1toba1t ~a e.qu,lva.f.e.nc..la de. 

3.4.V y 3.4,E e.n ..te.Jtm.lno-6 de..t .tema 

.e.o ..te.ne.mo-6: s,¿ 

'S "\'._ -
('°"j.. I\ \~ .. 

o .. ,., . .,..·_~\ 

c.a-6-i. -6 e.gu1tame.n..te. c.uando /z. -;;._e<>. 

1. l';;. :i_ de.t p!t-i.me.'1. c.ap¿;t~ 

Supon.gamo-6 que. Tfl -->O c.a.6-i. .6e.gtt1tai11en-te c.ttando h-">....-.. 

Poi!. .e.a,!J p!top-le.dade-6 de. .e.a ,!Jub.6uc.e.-6-l6n \e'-"-~.\ -lmp.f.-i.c.a. que. 



\,<.. ( ~ .CA"'"' 
<.. l. -

~- :_ ~ 

tj poi!. e.e lema A.'~'1 

\. 
j __ 

-\-e - . -- \ 

.te. n e.m 01.i 

,. 
' !:> 

-"- u .. 1,¡::i 
í'\ ~·.~' .,_ 1\. ~·: "'\#,. 

\ 
\-e•<.·• 

\ 

q lle.: 

u.bando e..e. .te.oJte.ma 1- .. \Cl de..e. . a.nexo 

') °' "-\~ G, ,...,,<-
<:.. ...... 1 - _,_ 

-- \ 

ca.6 .{. .6 eg LU1.cw1 en.te.. 

e.ncon.tñ.aJte.ma.6 que. 

2- \J ( \ iJ k \ >~ ~ .. ) ~ '2. "L. \-' \. \ T ,., \ /;, ~- ) .Z o\l 
l-'-. "' 

e.J.i má.6 u,\-.,() ca-6.i. 1.ie.9uJ1.cw1e.n..te. (poJt .e.01.i .e.e.ma.6 1.'-1.1 tj 7 .8.1.') 

o 

Lo.6 J.i..lgu...le.n..te..6 Jte.1.iu.t.tada1.i de. e..6.tcL ,!\e.cc...l6n .6e.ttan. da-

do;., .6..ln. -bu ll.e..6pe.c.t-i.va de.mo-6.tJtac..C.611 ('t)1e.n é.e an.teJt.{.011. .te.oJte.ma 

,!>e moJ.i:t.ll.o a.tguna.6 e.qu..lva.te.n.c.-i.a.6 e.n. c.uan.to· et· .e.a LEY FUERTE 

pE,LOS GRANDES NUMEROS1 ahoJta en e.e -6..lgtt.ic.n:t.e. Jte..6tlf..tá.do 1.ie. 

e.1.i:t.ab.te.c.e.Jtan e.o n.d..lc.i.One.J.i máJ.i paJt.t..lc.u.f.cute.J.i pctl!.a que. un.a J.iuc.~ 

J.i..l6n. de. vatt,é.abR.e.1.i afe.cLtaJt,é.a;., cumplan e.o 11 .ta.1.i e.o n.d,i.c.-i.o n.e.J.i de. 

e..6 .t.a. L e y . 

TEOREMA · 3. 4. 2 

Se.an ~ K" \ ima 1.iu.c.e..6,é.611 de vatt-i.able.6 ale.a.taJt,{.ct.6 ,i.nde.- -

pe.n.d-i.e.n..t.e.1.i, \~ •. lo:.\~una 1.iuc.e.;.,.i.6n de ,'iunc .. i.one.6 po.6.i..t.é.vcL6 tJ no-de.-

--------
(1) PETROV (pañ.a c.0111.iul~att) 

• ~ > ·: • 



c.Jz.e.c.-i.en.te.-6 en e..e. .ln:te.1iva.e.o x /O, 1a."~ una 6 uc.e6-l6n de._ e.o n-6.tan 

.te-6 po-6-i.:t..lva-6. 

6e c.ump.te.n= 

al x.¡ rórSi.:.) 

b j X/2-i'·(.>.) Ir~.._:; 

Una u o.t1ict de .e.a.5 6-i.gu-i.en:te-6 cond-i.c.-lone6 -

no de.c.1Le.c.e. e.n e.e -i.n.te.ILvCLto x >O 

no c.Jz.e.c.e. e.n e..e.. -i.n.:te.1ivCLlo x ·-,O, tJ ade.má6 

¡2 ( r:!oe, l._>\. \1 .) 

e. n.t o n. c. e.6 

~''. ( ,.....},['-. ') 

~ "/·-::::,... ,, ·- 7 o e: a6 .l 6 e.g u11..a111 en.te • 

E.e. 6-lgu-i.e.n.te. 1ie..6uLtado e,~ un. c.a6o paJz..t.i.c.ula.Jz. de.e. an.t~ 

Jz.-loJz. ya que 6pec.-l6-i.c.a que .t-i.po de. 6unc.-l6n e_,5 ~(>-..)IJ .ti.e.ne. f.a.6 

m-i.6ma6 c.ond-i.c.-lone.6. 

TEOREMA 3. 4. 3 

Sean 

· c.ond-lc.-lone-& de.e. ieoKe.ma an.te.Jz.-i.oJz., 9-onde. pciJz.a. .todo n ~"("') = 
~(x,') y de.6-ln-i.mo.6 a ·~( .. ):.\ ... J; e'> o 

ai.g u na p :ta .e. que. ·-5 \:~ 1~ \ ..:., \ "' \ 

En.to ne. e6 

' -' - \ 

s "/.' ·-/ (_) 
(). "· 

_,. 

El Jz.e-&ul.tado que enunc.-laJz.e.11106 e.6 ma.6 ge.neJz.a.t p~Jz.que 

-i.nvo.e.uc.Jz.a 6uc.e.6-i.one6 Fue.Jz..te.me.n.te. E.6.tabfe.6, Cl la e.6pe.Jz.anza. 

ma.te.má:t-lc.a y la c.ond.i.c.-i.ón qtte p-lde. e.-5 que la 6uma de .ta.6 
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TEOREMA 3. 4. 4 

en.to nc.e..6 

c.a.6.C: .6 egu.Jtamen-te . 

a la e.6pe1tanza y en c.~eJt~a 601tma a e.6~a m.l.6ma al cu.a.dita y -

.6u..6 1te.6pec.t-lva.6 conv~Jtgen.cla.6 y e.6.to.6 1te.6u.l~ado.6 .6e de.6a1t1to 

TEOREMA 3. 4. 5 

Sea. \x."\ u.na. .6ec.e.6-l611 de. va.Jt-i.able..6 a..tea-to1t-la.6 -lnde.pen 

d-le.n.te.J.> tj { ú." t u.na. .6u.ce.61.ón. de c.on.6.ta.n.teJ.> po1.;.i..t1.va..6 

.ta.e Q u. e. O, r, \' CI~ • 

Su.pongamoJ.> que. .6e c.u.mple.n la!.> .6-lgu..i.e.n.te.6 c.ond-lc-lone.1.;: 

00 

L. ~ ( \ &. " \ 7, e_,_ , .. ·) <. ~ 
.... ":. \ J 

2-=- s ~'"l.. ~ \j "(x.) ¿_ e<) 

" \.' \( .. ~). r., 

donde..-v.,c..v..)·e..6 .ta fÍUl'l.c.-i.án de. d-i.-~.t1t-lbu.c.-lán de X". AdemáJ.> J.>-l·: 
r, 

5..::_ ~ .', ;.Y''-'. ~ (X ') 
i,t_ ::.·, \ ~ .. •.,<' ....... '~ 

e.n:to ne e.6 c.a-0-l .6 eg u.1ta.m e.vi.te • 

E.e. IL e..6 u.l-ta do -~ .lg u.-i. en.te .i.11 u o e u e.Ita u na .6 t1. c. e.6 .l6 n de va -



TEOR.EMA 3 • 4. 6 

Se..a. ixn. \ una. 1.>uc.eJ.i-i.6n de va.1t-i.a.ble..1.> a..te..a..toJz..la.1.> que.. -

:t..l. en.en. .ta. m-i.'-> m a. d,i,J.. :t1ti b uc..i..6 n, \ º·" \ u. n.a. -6 tt c. e'-> ..{6 n de nú:m e.Jta .6 -

po-6-i.:t-i.vo.6, Q..,.!~ch. Suponga. que 

3. 4. F 

3.4.G 

y a.demáJ.. 

3.4.H 

o 

VEMOSTRACTON 

C),,v_ 

.. C>, ''·' 

. .::;,,,_ 

Se.a V ( x) 1? ( X1 

I ' 
Zn. = <:1 

T ene.in o.6 ; 

' x) y --· 
)~_ : ... \ y~'"·\ <:._ u."' 

.) 
_¿__,, \ ;\ 1\ \ 

-, 
', . :=.\, 1\. 



,lmpl-lc.a que.: 

Pa~a c.omµle.ta~ la de.mo~t~ac.-l6n te.ne.mo6 que. µ~oba~ que. 

3.4.J .:;-. --:-:- / ·--¡ \ 
L- \.:_ \ r_ \·. 
\f .. :: .. \ 

.C.a c.aridi.c.i.611 3.4.11 .C:.mpf..C:.c.a la c.ond-lc.-l6n 3.4.J. 

Supongamo6 que. 6e. c.umµle. la c.andic.-l6n 3.4.J e.n~onc.e.6: 

_\_ \ i_ ·- (:e ., \ < j_ f_ \. S ~·. ~~ \j (,, .. \ \ ~ 1__ i~ f_ S \_ ~ \ r~ V('\.) 
Qt\. .t,,-_,'=- '·-\o, ,1 - ':'.::).,.,..,, ""···., \.A.L~r·!--". ("~I\ \'.-., u.-.f\ r-..i..,,......_4::z.\X\0:.C""J.,.~~\ 

é~~ t.?:_, ~ ....... \_~ .... ,-~,~-.'!. '., ... ·.,· ' A~ ~. i. S \"' ~h ', .... \ -~ , , + "-\ 7.... 
- - """ ... - •.•.-:.. """' 1·---, r, .. "':- .. ~, \.. .. .. C\.. 1,•._,.., . 

donde 

y 3.4~1 

3.4.K 

\ t. e:: 

_l_ 
":')." 
j___ 
'."""'.).,,,,..., 

Impli.c.a q uc. 

~>. -_.-, 

i -·· \t. 

u6ando e.1. C.e.mci ~. \ ':. dC! .. C. . Anexo 

e. nta ne. e6 

...., 
.C.(\,.,,,)-:., t"~l\i.:.\·~-:),._,·)<..~ 

•.\ ..... e 

co ncf'.tÍ.imo,~ que. T, ~;>O. 



En:t.onc.ea pon 3.4.¡ ..,, 
\ 1.. ~ <:'.. 2_ ( '"' '\- 1 ) f-> ( C'.>.."" t;_ \ ;<. , \ !..._ 0... M.. '- \ ) ....,...-.• .. ~\ 

de e..1.i ,to IJ de . 3 • 4 • K v e.111 o-~ q u. e T "- - ) () 

EL p~6xi.mo Jte.6~l~ado noa da u.na c.ondic.i6n m4a ae..nc.i.lla. 

aobne.. au.c.e.ai.one..a de van.lable.a a.le.ato~~a.a qu.e. c.umple.n c.on la.a 

c.ond.lc.i.onea de. la Le.y Fu.e..~te. de Loa Gna.nde).¡ Name.noa aoto 

.lnc.tu.yé.ndole. algu.naa ~e.e..a:t.nlc.c.i.one.a a. di.e.ha. au.c.e~i6n. (7) 

TEOTffMA 3. 4. 7 

! ( 
~-~-ª--~LXf'!: _ _', __ ':l;!:!:..~. ':>ttc.~~-i.6n de va.n.la.b.te.a a..le.lLton.laa i.nde.pen-

di.e.11-te.-6 que. .ti.C?.vy.e.1i_!!::_VL_Cl _ _E.,i.1.,.t/t.i.buc.i.6n común 1J a.de.máa e..a.tá. 

_di.1.i:t.1ti.b11:c.i.6J1_ ea ai.mé._:!.1r.{~E:_Y º·"!:lEª .tiu.c.e.ai.6n de. núme..noa poa.l

_:t.i.voa q_~e. ~~:f.~.6-~'=~n 3_~1 __ ._~__J{_!._ale.~q-~-~--C\r\ '\-v\l. En:t.o ne.e.a ':."/Q,,._-7 0 

~a-6.l __ ~~9-L!-.:'._l:ªm ~l'l~-~- :6.l y ~(!_:to .6-<;_ 

~. ' ( ' . \ )_ \.) " \ y,'· ), 'J. r .. . J 
" .. -;--_ \ 

El p1t6xi.mo neau.lta.do .lnvoluc.na. t.a.mbi.é.n auc.e.ai.one.a de 

va..'1..la.b.le.-6 a..te.a.t.01ti.a.a (iue..Jt:t.e.me.n:t.e e.a.ta.ble.ti r.'e.lto la. auma. de 

e.ti.ta. auc.e.a.l6n de. va.~i.able.a alea.:t.o~.la.a conveltg~ ha.e.La. un nú

me.no ne.al anbi.:t.1ta.1t.lo. (1) 

TEOREMA 3.4.8 

~-'?C!._J X"\ una a u e.e..~ .l611 de v ~'.1:_-{!!-_~_.~e-~--- .~:? ea._.t.E..!!::üH .llid ep e~t -

di e.»::!=_~':> . -~g~n_.,!:':-_l'Lª ___ 6 tHt c..l6 n. <!e _ ci'.f~~_,t;n.l ~-ci.:~_.~_6-1:i_ .. c. om ú vi._, ____ e»...:t<2Jlc. ea 

( 1) PETROV ( c.onatiU:a.JL pana. au. de.1110-~.tl!.a.c..i.611) 



3. 4. L ,. . ~ 

3.4.M 0_:: ( \ :( ,\ ) .(_ O() 

S.l 3.4.fvl .!le c.ump.Ee e.11.t:onc.e..t. 3.4.L 6e c.umple c.on b= 

VEMOSTRAC ION 

===·) ) Pa1ta. p1toba1t 3.4.M pa1ta ~-. l -s"' - C (~")) -'7 0 

c.aJ.i.l -0e.gu1ta.me.nte. J.ie J.i.lgue del .t:eo1tema. 3.4.6 de. he.e.ha te.ne

moJ.i que: ~ ( ' - . . \ 
,_ \-''-\~.-E(Z:,,)\~~ ''- 1 

'"·.-=. \ 

e (. i. Y: , - E (_ ;; .l \ ·¡ 

l_-.) ""~ ( 

-=?:.. 2:... 12 ""\~ \'{,- E(6.,) k 
"' -- \ ........ :. " 

V..:-~ 

L. s \ )'. \ ,\ \- ( X. ) 
.,....':,"') , .... ,·:..\.';;.:.,l ... 1..i..,,\.\ 

Vonde F(x) e~ La 6unc..l6n de d.l-0t1t.lbuc..l6n de. (X 7 -E(~J) 
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<.== ) Po1t e.i. le.ma A.'11... y de. 3. 4. L .te.11.e.moó: 
ro 

3 . 4 • N - • ., ' L p ( \ >( ' - \::, \ % (',. ''i z. <-'\) 
,.._-=-- l 

6-l E (Y:1\ = ~ e.11.-to ne. e.J.i 

i._ + .z_ \:.> ( \ X.\ - 1.-..J \ :: 1'. ') :. 'i. M \> ( ......_ _ \ .:,_ \ " .-- \-, \ ( ....... ) ~ E ( \ l( \ - la \ ) :::. <-O 
'·· =- \ .,,,J_ \ 

.e.o cual e.o n.tJtadic. e. 3. 4. N pott fo .tan-to E ( 1 X 1 1 ) < o<:i • a 



<== ) Po1t et .tema A.'11... !J de 3. 4. L ..teru~mo.6: 

""' 3 • 4 • N •• " , L._ \-> ( \ X: , - ~. \ % r-... ') <. o\) 
1· ... -=- \. 

.6-l E V.1'\ = ~ en.:to n.c.e.6 
<A • V, .L+ L.. 1,2(\x..,-lr..\-~ I') :. L. M\>(>J..-\~ \><.,-'<:i\<..•..J\)...,, E(\><,-'c\):::.«) 
""!'..." . •.r..-:..\ 

R..o c.u.aR.. e.o n.t1t.ad-lc. e 3 . 4 . N po !t. R..o .tan.to E ( 1 X 1 1 ) <... o() • o 



SECC10N V 

TEOREMA VE LIMITE CENTRAL 

En e6~a hecci6n 6e dl6cu~lA~ ~na de la6 pa~tes m46 im

po~tante6 de la Tea~~ª de P~obabilldad, que eb el Teo~ema di 

medio de buma6 de vaAlable6 alea~oAlas que 6atla6acen la con

dici6n de in6lniteairnale6 y ademd6 que conve~gen a una di6thi

bucL6n llmlte. 

El objetivo de e6ta 6eccl6n e6 phe6en~a~ la impoAtancia 

del he6ul~ado ante6 mencionado con toda la he~hamienta ya de-

6ah4ollada en lo6 ante~iohe6 capl~ulos y 6ecciones y muy e6-

pecialmen~e desde el pun~o de vista de 6uncLone6 de dlathibu

cl6n in6Lnltamente. dlvl6lble6. 

Un concepto lmpo~tante que ae t~at6 en la convengencia -

dlbll de 6uma6 de vahiable6 aLeato~la6 _como una condlci6n de

sa~hollada en el tnabaj~. es ce concep~o de i116inlteslmalea. 

En ba6e a eato, tenemo6 la siguiente pnopo6lcl6n : 



PROPOS1C10N 3,5.1 

Se.a. \ X: ",,, ~ u.na. ~--u. c. e.6 .i.6 f't de. .6 e.Jr.,i. e.6 de. v a.n.la.b .e. e.6 a.e e.a.to - -

Id.a.& q u. e. .6 a..:t~-~1-~c:-_e.!1_ ~e.~-'=~ nd-<:_c..l6n ___ de. ú~ M:n.l.t e.6 -lma.le..6 y .6 e.a 

F !'-•~( x) .ta 6u.11c..l6n de. d.i.J.J:t1t-lbu.c.-i.6n de. .e.a va.Jr..[ab.te. aR.e.a.tott-la ----------·---·-···-. ·-- -----·~------·---~·----··----- ... 

X,~, pana que. c.onve.Jr.j~ de.b-l.tme.n..te. La d-i..6.tJr..lbuc.-l6n de .ta .6u.ma 

'2,. X."'\' a .ta fiu.nc.-i.6~--~?-__ c!::l.6.:tJt.i.buc..l6n no1tma.t e.o 11 pa1táme..tfl.o.6 (O., 

'Z\- ) e.6 ne.c.e..6 a/ti.o 1f ~~_(\.lc.:le.n.te. que. J.J e. c.u.mp.ta.n .ta.6 .tJte..6 .6-l- -

gu.[e.11.:te..6 e.o nd.lc..lo ne..6 

3 • 5 • A • • • • • -e¿ P t 1 1-. ., , __ \. -~ ) ->o pa.Jr.a ;to do 

3. 5. B 

Í ,·,.__,, \ ,- ,_,, .A·'-'-\-' 
-:;_.,..7'7) t', ;.7 c;:c;·') 

l ,· >-', . \;"" ' ,,.· .. 

t:. '-">() ,... -~~ ,,,...... 

3.5.C ••... a paJr.a ;to do 

601tma.lme.n . .te. e.t c.of'tc.e.p.to de. me.d.la cf vaJr..lanza que. e..6 1uta. he.

JtltamLe.n.:ta ma.:te.rná:t.lc.a .lrnpoJt.tan.te. paJr.a e.L debattttoLLo de. e.6ta 

.6 e.e. c.,[6 lt. 

TEOREMA 3.5.7 

o 

o 

:S._~_0._i:t_J .><.:'·"-- ; k.= 1, 2, ••. \ u.na ,_s u.ce..6 .i.6n de_ s.~'.!:_i.e..6 de. va_-

Jr.i.a b-?_g__J.i ___ q._?_e._0-_:t.o tt,i_aJ.i .l 11 CÍ:~P <!:nd.l e.n.t e..6 · en:ttt e. .6 .l, 



F") x l .ta 6uric..l6ri de. d~~~1ti..bu.c.-l6n de. .e.a Vctlt-lctbf.e. a.e.e.a.to1tLa 

X"v.- La c.ondi.c.-lóVL de. i._12 __ 4~VLi.:te.b-l.malel> J.i e c::_umpli.1tá tJ la di.J.i:tJr..i.

buc.-i.611 d,'!:_~-~ _,S_~~-~-~-°-!.' '!. e.JLq e1tá a la d.U; .t1t-i.bu c.-i.'6 n. no1tma.t e.o n -

pa1tame:t1toJ.i (~ .~~¡ .6~ u J.io.to '->l pa1ta ~oda 
------·------··--·· - -· ··~- -·-------------·· ----

3. 5. V 

3. 5. E 

3. 5. f 

VEMOSTRACION 

f. P ( l X"-~- \ ~,, ~ ) -7 0 

¿ f S x'- 0F. (x_\ ·- ( S ><.<:.\V"'' (1:\ )"' _l -/ cr-<.. . \,;.. \\'ir .. \<.~ t..\ • ., \J(.'.:..~ J 
'2:_ S xd F""'' ('X.) -? a.. 
k \i.;,.:_i;_ 

-'"')) Palta e.1.S:to, e.6. J.iu6-lc..le..n:te. que pctltct :todo 

3.5.A J.ie. c.ump.te, e.n~onc.e.a 2.5.E . Sea. f.. >o a1tb.-i.t1t(J.ll,i.Q pe.lt.o 

~i..j o. 

Pa1ta :todo $;·;.o .ta.e que. ~ <. ~;_ .tenc~mo.6. 

L. f J K'· e) F"•·- (.x. '\ 
k l ll(\,;.€_ 

-· '" 

1 31 



y µ011. c.andic.i6n 3.5.A se. c.umpLe. 

pan. Lo :ta.~1.to 

\;,_,, "$\.l~ 
!'.-'">""' 

".?:. Í-' ( \ )( "'J -;;;, $ ) -"> o 
'"' 

( ~~ \~.,~ ~, .. , (" i ) '1. } -

( §._,(' -~ FI\"" (r.\ ) ,_ ~ 

Pan.a. e.e. l.f.ml.te. -ln{ie11 .. i..011. e.lt a.neílo9a. ta. p1tue.úa., entone.et.. 

e6:t.ot. .tímite.t. .bon -lndepe.11d-le.nte..6 de. E:. , e.orna una. c.onse.c.ue.n~ 

e. xi1.i:t e. l:f e.1.i i. g u a.R. a '=i ·"t. • 

q:::: ') Si R..a.1.i c.ond.i.c.-i.011e6 3. 5 ,D, 3. 5. E u 3. 5 .. F se. c.umpR.en, .., 

e.n:t.onc.e6 R..a.6 c.ondi.c.i.onP6 3.5.A , 3,5.B u 3.5.V &e. c.umpR.en, 

potr. lo .ta.n:t.o 1.ioR..o .tc?.1·1C.!11106 qu<?. p!Loba.Jt fa c.ond,i..c.i.6n de. ,i..n6LJ<hl., 

.te.6imale.1.i, pe.JLo et..to 6e &Lquc? de 3.5.V, ya que. 

1 3 ~ 



L P \ \ >< .... 1-- \ /_,E) -""> 0 
tr~ o 

EL .te.one.ma. 3.5.1 ef.i una ge.ne.na.llzac..l~n de.l te.one.ma de.l 

L-Cm.lte. Cen.thal pana 6uma6 de vanlableJ.i afeatanla6 .lnde.pe.n-

d.le.n:te..6, peno, pana que c.onvenjan a .ta (1unc.l6n de. d.CJ.i.tJL.i.6u

c..l6n Nonmal, 6e. e.6tablecie.hon condici~ne.6 que de.be cumpl.ln 

la d.i.6th.lbuci6n de. la 6uma de. dlcha6 vahlable6 ~leatonla6, 

que. e.J.itán acotada& poh n~me.no.6 anee.lente~ de vanlable.6 ale.a

ton.laf.i que aonve.nge.n a una 6uncl6n de dl.6tnlbuc.l6n nonmaL. 

El 6.lgule.nte. te.one.ma .lncluye. una ne.6thiacl6n un poco -

máf.i 6uente a 6abe.n : 

TEOREMA 3.5.2 

1 3 3 

S e.~\.~~_l un~ctc.e.6_-i:!!!!_~e f.i e.nle.1.s de van.<.able..6 a: f. e.ato - -

n.la6 .i.nde.pe.n.di.~nte.~~tJLe. .6-C, F "''' ( xl la. ~unc.l'6n de. d.ü.t4.lbu

c.lón de. la van.la.ble. a.tea.ton.la X,.,,,, 

.La e.o nd.lc.~_§n de. _:f!1_6i~.l.tc.J.i.~~~C!-e.e~--~~~-~m1~:~:lhá i¡ la di<S.tni-

buc..l6n de la 61.tma ?. l\•-.\..._ conve.'1gl!tLá rieb.U.mc'.vt.te a ta di.6-
------·---"-------·----··---·-------J--·--··---··---



"; .. ·· '' 
L"'.._: •' . ;, ··, 

3. 5. V' ~ Í_) ( \ "l.r,;.;_ /, f_ ) -7 o 
I<.. 

3. 5. E' • ~ • • ~ ) ~' Y,·.: -::\ "f",,\' .. (.x. 1 - .( ~ x.c\ \-.._.._ <.....:.1 y· ( -;. cr '-
\-.!._ l1.·-.-c-¡:: . \>:.\•-;:: s 

3 • 5 . F ~ • • _ • 2__ s x. ,j \:"" "· \<.. ( i( ) -/ CA_ 
¡..:._ \".\.;T. 

VEMOSTRACION 

Pana pnoban e..6~e. ~e~nema ~olo ne.cesi~amos pnobAn que ~L 

la.6 condicione.6 3,5.V', 3.5.E' y 3.5.F' se cumplen pana ~oda 

lj algún C:.->CI oi:tonce.lt .ta& conrl..<.cúJ11e..6· 3.5.V IJ 3.5.f 

.6 e. cumplú1.án. pa.Jr.a. .todo €. -;:. o 

r· r 7"'\ ::. J t-,\..;__ ...... 

o b-te.ne.mo.6 : 

134 
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>-._ S >~-,. <::\ Fr,,.~ (x. .) \·· 3 "C 7-
1<. ... ~-'.:.,\>(\'-~ 

¿_ L.\ -C ~ ')_ s r\ \-=-._ "· <..X.) -.> () 
\<.1t. .... ~x\~ 

lj a q u (! e a 6 l.1111 ([ 

S-l <:>-<.·e'· S:· .. e.n.to J.>e c.wnp.ee en 601tma anáCoga, es dec.-lll. 

~ z:_ S i11.i ~\::'"" (1.:\ -) <J 
\..;. ........ ~ "'-,"'-) ~ ;q l.,..,,,.~('~,-- i 

o 

El .6-lgu-lente ll.eJ.>uC.~ado e.6 una genenaeizac.l6n de lo6 do6 

an~e1t-lo1te.6, ya que 6olo p-lde un~ c.ondic.-l6n pana la c.onvengen

c.-la de la J.>uma de van-lable.6 alea~oll.la.6 a una dL6t1tibuc.-l6n --

no1tmal. 

TEOREMA 3.5.3 

. ( 

~~~_J_~~>::· t turn :. u c. e:~ .i. 6 n~--d e_ ~e. '1_: i. ~ _ d e_ __ y_~:'!:.i:E1- b e. e-~ a e e a.to !l..Ca ~ 

-lnde.pe.nd.i.en~e.6 e.ntfle J.>.[. La ,!>uma ~ :(n. <'<'llt'l'.'Lfll'. deb.i.C.men.te 
----------------·-··----·-----~--·-·---k.------------·-·--. - -------------

n ( \ . ., \.._ ... >: t-.. ... 



VEMOSTRACION 

Po'1. e.l .:tC!..o'1.ema A. 13 de.l anC!..xo, .i.mp.t..i.c.a que. la 6u11c..l611 -

e.6pe.c..t1ta..t de. Le..vy L ( x) nunc.a. es. c.<Vr..o palta. :todo >u· O, e.6:t.o ,¿·m

p.t..i.c.a que el lLm..i..:te de la. suma no e-6 una di&.:t'1..¿&uc..i.6n de.ge-

En loJ.i· ó..i.gui:en:te.-6 1tesul:t.ados óe da'1.án .tas c.ondi .. c..i.one..4 -

pa'1.a la c.onve1tge..nc.ia de óuma..6 de va1t.i.ables ale.a.:to1t.la& a .e.a -

TEOREMA 3.5.4 

Sean_\ X"~'~ un~~-~-~c.c6.é~6n de <'ie1tl.e.t; de vafl .. i.ab.ie-6 a..e.ea..to-

lt..i.a.6 ..i.ndepe..11d.i.en.:teó e..n.t'1.e.. B.[_, F "1<. ( x) .e.a. 6unc...i.6n de. d•D5.:t'1..ióu-

de. .ln6-ln-l.tel.i-i..male..J.i 6e c.ump.e.e· y exió:te una .6uc.e6'.i.6n de con,.<.-.., 

:tan.te.!> \ bf\.~ :ta.e. que. la c_f_úi-tfl...i.btlc-l6n de_ ~ )(.,~ -bn c.onve.'tge 

a la d.é.r.,,tJz..lbuc...i.6n NoJz.mal e.o n paJiáme.tJz.o-6 ( ~, 1) .6 ..i. y & olo -6 .( 

.ta-6 ó.i.gu.i.e.n:te-6 c.ondic..lone.t. .6<!. c.umpler!.__1!_~'1.a_:~ºdo 'i:: '"? G 

3. 5 .G ..... L. p ( -> ,--:J 
\<~ 



y a..e.g u.na e_ 7 ":°) 

3. 5. H ••••• ¡__ 

,- ( 
.\ J'. ·- .-\'-="' X \ 
- ·.... \ "· \<.. ..... ' 

.6.i e..6 .:ta..s e.o l'!.d.ic..i..o 11.e..6 .6 e. c.u.mpi.e.n, e.ii.to ne.e.,.!> pa.tc.a. H ? O 

3. 5. 1 ..... ~-' , .. - ¡ .. 
1 .... 1.:.h 

(Patc.a. La de.mo6.ttc.ac..i..6n de. e..6.te. .te.otc.e.ma. c.onau..e..tatc. 

PETROV) 

Como .6e. v.i..6 a.n.:te.tc..i..otc.me.n.te., .e.a. d.i...6~tc..i..bu.c..i6n notc.ma..e. e.a-

.ta.ndatc.iza.da, .t.i..e.ne. la 6otc.ma 

- 1 j ___ _ 
- : r;. 1 ... 1 

.J 'i J_' 

-'\:_"- / 

(.:> /::. 

.TEOREMA 3. 5. 5 

- ·--- ---..-- . ------------------
buc..i..6n de. La va.tc..iabLe. a.Le.a..totc..i..a. X~K lj a~ una. au.c.e.a.i..6n de. 

. ··-···----------

S-º·!'-~¿ta...n . .te?,:{l, tc.e.a.Le.1.> po.6..i..:t:..i.va.1.>, C:On e..t obje..to ~~--3.1:1:.~_Ea.tc.a. :t:~ 

do E:> O 



3.5.J 

3. 5. /( 

3. 5. L 

3.5.M . ..... 
3.5.N ••••. 

.A.J.J...-\" 
\..:._ 

A-'-'-{' 
\.... 

:"-'•_.: __ ·: 

\-) ( \ '/... .... "' \ 7, 'i= °'") -'/o ~ 

i \1) ( _L_ 
,.., 
¿_ X.. ¿ ) -- c?cx¡1\ \., C\. ,.., v- Y, -/ o l_ \ .... ::., 

~ X e~'-./ ''- (X ) - ") Ó 
\l\ \..:..,r...,,._,.,. 

E1.i-t::e .te.alterna 1.ie 1.i..lgue de f..o,:, .teaJi.e.mctl.i 3. 5.1 tJ 3. 5. 2. 

y 

IJ 

Hac...le.l'!.do X11.1c. =el.. X"- 1J F,"~(x)= V1, (a."X)·K=7, ••• , .ta c.ol'!.d-i.-
l-. ) 

c.l61'!. 3.5.K e1.i e.qulva.te.l'!..te a la c.onve.nge.nc...la d(bll de La 

1 3 8 

.L . 
dl1.i:t1t..lbuc...l6n ~~X~ a 1(x) panque. cp ( x) e.1.i c.on.tlnua; y e1.i:te. 

1t e.1.i u.t:td do e1.i c. o n.b ec. u e.nc...la d e..e :te o 1t e.ma 3 • 5 . 2 • 

La-6 c.on.d..lc.i.ane.1.i 3.5."f.·l 1¡ 3.5.'N puede1t .:.etz. c.amb.letda.6. 

\ X \ <_ 1-- .• 
-- ·-.\. ,, 

El 1.i..lgu..len.te. :te.01te.ma na.6 da La c.andlc...l6n c.ol'!.oc...lda e.ama 

de L..lnde.be.itp., que. :tamb..lé.n e..& .lmpolctavi.te. den.tito de. l.'.a Te.a1t.[a 

de. P11.obab..l.Udad. 



7 3 9 

TEOREMA 3.5.6 

Se.~--~-- . _(LYl.~-~-~-S.~.6-l~ n --~-~a.Jt.l~.6 a.i.e.a..to tt-la.-6 -ln.de.pe.nd-le.n. 

.te..6 don.de. a.i. m e.n.o.6 __ un.a. ___ :!_-l e.ne. _~na __c;f-l-6 .t1t{9~_~.-f_6 n. n.o d e.g e.n. e.Ita.de:-. 

. . . l de. 6 ,¿ n.-l -

mo.6 

/ 

-\-:::¡ (_\ ·- ~· '( ··..r 
. [j-'i:' L " \ <. 

¡,.._-:.. 1 

c.on e.~ obje..to de. que. : 

3. 5. R •..•. 
)~>->-~~\..) 

\ .;· \.;. ~ r\ 
-) o 

3.5.S •.... \ \ /·, (/ l - :·o 

e..& ~~c.-~.6 a._Jt.i..~_~u6:!:_!::_-i:._C?:_~'E_~.--Cf u e .ta -6 ..lg u.ie .. 11.t e e.o ~id.~-<:_~~ n -~e. c..um

pi.a.~~<!:- .to d.(}_-'""·.? ~-- (1_-i:j ~ 

3. 5. T ••••• -. ., 1:: • ..., 

f\ 
<::::;-

¡' 
1-. 

\'-•. -_ l. 

~ (-<. - vZ.. 1·~ y~- ,..\ \/ \<, .... ~ '') 
\ .. ---~ '' 1 ~ <" .. r¡:.:, 



. VEMOSTRAC10N 

Su.pon.gamo,s qu.e 

-6.l e.e. .teoJte.ma 6e. pll.ue.ba palLa un. c.a&o palLtlc.ulall., e..n.ton.c.e.~ -

.6e. pJtob~Jt~ paJta el c.a&o gene.Ji.al c.on ualoJte.ó aJt6.l.tJtali.Lo& de. 

La me.d.la~ .ln.tJtoduc..le.n.do las vaJt.la6Le.& ale.a.toJtLa6 ~~= x~-~~ 

(.n=1,2, ... }, la.ti e.u.ale.o .ti:e.n.e.n laó pn.opLe.dade.4 E(_y·'"' l_= O 

y V aJt L Y " l = q -i.. 

=)) Su.pongamo-6 qu.e. la¿, c.ond.i:c.i:on.e.4 3.'5.R 'I 3.5.S 4e.. -.

c.u.mple.n, en.ton.e.e.& : 

lj 

paJta. 

PIA.!!.ct .to do 

.J..i._v~~ 

\~\(.~(\ 
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po1t la de.Liip,ttaldad de. Ch.e.by¿,he.v y po1t el .te.01t.e.ma 3. 5. 5, .te.

ne.mo.6 pa.1La .todo €.~o 6-ljo 

e.n-tonc.e..6 la c.ond,(.c.i.ón de. L.üide.be..Jc.g !>e. -t.Cene, 

<l= ) Po1L o.t1La pa1L.te., vamos a p11.ofi(J.ll. que. la c.ondLc.J.qn de ~. 

Linde.be.Jtg i.mpL.lc.a las c.ondic..lone.!> 3.5.R y 3.5.S del .te.011.e.~~. 

paJta e.!>-to de.6.lnimo.6 

f S x_ 7· rJ V l~ \ ~ .) 

¡4.,,_, l:.: \ ~ é.·l¡~ .... • 

a 1\.....,_ (é_) lo llamamo.6 La 1Laz6n. de Unde.be.1t.g. 

S,i, l. ~ k ~ n, e.n-to nc.e..6 

'?. r \ ' I ( \ 1 \ X 7.. r'J. \¡ L (-,,· \ 

<lk = ...) X "1.. cJ " k X. J ' j -.. '' 1 

\ l'-\ .(. 'é!_(r.;~ \,>., \ ';, ~ ·fi3·c: 

" 
i.. 2 ~ r~c\+ 2. ~ X L. á VI<.(.() 

lt..-:.,,,.,~,t,.~ 

poJL lo .tan.to 
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_\_ 

73" 

1 4 '2 

pa~a ~oda n .6u6~cLen~eme~~e g~and~ y pa~a ~oda ~ aa6~cLen~emen

ze pequeña; el lada deAecho de la deaigualdad la podemo1.> ha

ceA ~an peqaeffo como qaeAama6 de ~aue~do a ld ao~d~c¿6n de Lin-

debeAg. En..tonee6 3.5.R 6e cumple. 

AhoAa ..tene.mo1.> 

" -e S c:J v ,..e:~) 
!<.-=.\ \li.\"7,t:_ vp:.. 

i. 
r::::- ' 
"¡s" 

('. 

L 
\<..=. \ 

s 'X.'- ~V I·~ ( X. ) :::. 

lll..\~l'..~ 

\<...:. \ 

~~- L\_ (~) -'7 O 

L _\_ 

T~" 
~ x_ ....__ (\ V \~ ( x ) - . ( ... 

J_ \.. 1\ '. l ) -/ o 
l J( l "?/ ff:.,;~ 

eon .e.a eond,Lc.¿6n de.e ..te.oAe.ma. A ;J..'-J de..t Anexo, .6 e cumple pan~ 

Q" ~ Jf:"~ 
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ANEXO 

A con~Lnuac¿6n 6e enunc.¿all.~n d,.¿6e'1.en~eJ Teo'1.ema6 y Le

ma4 que no~ J~ILv~n. de apoyo palLa.la demo4..t'1.ac.L6n de alguno6 

Teo1Lema4 de e~..te :t.Jr.abajo. Todo4 eJ;to4 6e dall.~n 4,.¿n 4U de.--

LEMA A. 7 

S.l la Juce_.~,.¿6n de 6unc,.¿one.6 ca.1t.ac...te.1i.[,_s.t¿c.a.& i'f,,.(l)l con.ve:'.!:_ 

ge. a La 6.c. dl:tl pall.a c.ada ..t en:t.onc.e.& ~a c.onve~benc.,.¿a eJ 

TEOREMA. A.2 

Se.a F ( x ) , F 1 ( x ) , .ea.6 F • V • y 6 ea n 6 ( ;t ) , {¡ 1 (:t. J , 

JUJ c.o'1.'1.e.4pond-len:te,~ 6.c.. S.l F" -/ F, en-tonc.eJ n,._(t) -"? 

6(..t) pall.a cada :t. en un .ln..telLvaLo d,.¿nL..to. 

LEMA A.3 

donde. .'( .... eJ llna e.o n.& ;tan.te ¡; oJ ,¿;t.,¿ va, G( x) e.J una 6unc.-l6 n de 

va1Li.a.c.-i.6n a e.o .ta.da; (;" (-c-0) = o par..a n= 7 ' 2, ~ . --<- y ... ·-) '( 

lj G,., -~ G en.to nc.e<.1 11 \, ( ;t) ·--/ l\) (.t)" ( '( , G). S-l ·~,.< t )-•M:i o n de. 

~(~) e.& una 6unc.~6n con..t:Lnua en e.l pun:t.o ..t=O e.n:t.onc.e.6 exJ~e 

una c.on.&.tan.te po.s,¿t,.¿va. y ruia (.unc...i.6n. aco:tada G( .'<.) .ta.t Qtte 

l1) _ ( ·< e ) 
y - ... / .:> " 



:_ .· ':·- -_.·,. 

· TEOREMA A. 4 

Se.a.. g [x 1 un.a. 6 u·n c.í.ú n '1. e.a.e. ·a.e.o .. ta, da. Se.a F ( x l , F1 ( x l , ... 

6u.n.c.-lone.,_s n.o de.c.JLe.c.-i.e.n..te.-0 tJ ac.o.tada-0, y -0e.o. F" =:i> F. En.ton 

c. e.-0 

TEOREMA /\. 5 

Se.a. \x..,\ y~'!"\ -0uc.e. • .s-i..one..ó de. v.a. de{iút-i.da.ti en ttn e..&-

pac.-i.o de. p~oba.b-i..L-i.dad e.aman. S-l La -0u.c.e.6~6n.JP~~~)f c.onve.1tge 

de.b-l.C.me.n.te. a .e.a. 6.d. F(x) y .6l .. Y .... 3>0, e.n.tonc.e..& .ta -6Uc.e..ó-i..ón 

\ Q(y~"-\-1'1\ < ><) \ e.o nve.1t9 e. de.bi...e.me.n .. te. a F( x) • 

TEOREMA 1\.6 

Se.a.n \~ .... f rj \~ .. \ -0u.c..e..t.i..one.t. de. -'Le.a.e.e.~ e.n .e.a c..ua...e. ~ .... ")ó 

Sea. .e.a .&u.c..e.-Oi..~n de F.V. \V"(~\\ c.onve.Jtge. deb-llme.n.te a .ea. 6.d. 

no dege.11.e.1tada. F(xJ e.n.tonc.e..t. .&e .. ti.e.nen .ta.& -~-lgu.len.teJ.i c.on

d..lc.i..on.e.J.i ·,(A) <::-;,;, r...._(0,.,,.X:-\-\::..1'\) -/ G(x\; del\~~ (,(x) 

.QA 1'.0-c-J~~· \-.\J. orJ-::>r\<-{'A C,(.<)-::.~(G...x.li-\"))) C\.A.-">C\d \._-,(\...;.) 
b ~ '¿,, f>~T,~1..1 \<:'.\.("{. ~ \:"",.,. (Q,__X-\. b~ -:> \==(Y..) Q.A ""\-.,,,,., .... ~ 
G.r-- -') ~ ~ 'e-" .-:.7 o . 

TEOREMA· A. 7 



Se.a \t"'(t)~ una Juc.e..ó.l6n de. o.e .. , \F..,,(x.\\ .e.a c.01uc.e..-0pond.le.n:te. 

.!i uc.e..1.i.C.6n de 6. d. . S,C: f .... (.:.)~)i paJta e.a.da. :t y .ó.l 't e.1.i e.o n:t.in.ua e..11. 

"""' 
'tf ( *) ::: ~ e._.:*"'- ~ ~ (x_) 

LEMA A.9. 

Y ..... - b"-"?0 c..1.i ,!;i.. y .1.olo .6.l V"_., O c..'->. 1J b"- mlY")--,.O. 

TEOREMA A. 1 O 

S e.a. { b" \ y \ x.,,. \ u. na. .6 u e e.-0 i..6 n d c. n úm e.Jto .!:, .ta.e. que. 

O.. - )_\:i 1\'c-0 )( X \ \ "- - \.:..-,,. 1 ;.~ I "- _, ) X. L.. o() 

LEMA A. 11 

.... 
Suponga. que.' .e.a.,~ -0en.le..ó .. ~x: .... c.onve.1tge. y qiie.. <l. ... 1~ e.n..ton.c..e..,~ 

-'- ,..... 
6..... L. '.3-,.,, >( ':.. -/ () 

\<.~, 

LEMA A. 72 

Se.a Jx~\ un.a. l.ittc.e;.,.lón de. v. e:. • .ln.de..pe.nd.le.n.te...!i IJ .óe.a. 

una .ó uc.e.1.i-l6n de. he.a.te.'-> po.!>Lt,lvo.ó, .!i.l 

y Q.. .... ~y G,.,__ = () ( 1.) 

e 11.to 11. c. e...ó 



TEOREMA A.T3 

Sea. ~X"\ tuta huc.e-!i,i6n. de ¿, e.1!.,le.h de v. a.,.i.n.de.pe.nd,ie.n..t.e.-0 

en..t.Jt.e. ¿, ,¿ q u. e ¿, a.:t.ü 6 a.c. e.n. .e.a. e.o n.d-l.c.-i.6 n. de. ,in. 6-i.tt-l..t e-0 ,i.ma.le.-0 . Can 

.t.a..e. qu.e. .e.a. dill.t.1t . .lbu.c.i.6'n. de. .la.6 -0uma-0 "L"l-~1<..-b" c.an.ve.Jt..ge. deb.l.tmen 
lo: 

"L v .... "' ex) ·-'> L. ex..) 
\<. 

lle c.ump.ta.n pa1t.a. .todo punto de c.on.t.Lnu.i.da.d de L(x) 

\; ... , \",..._..._'-'--\> L_ Í ~ x2 r\"t" •. "'(1t.'~- ( S i<~\::"1."(.it.)).'-}~ \.,>-.>- \,,..._~~ r.\ ~-.c.7.~S.._1("-)-f~x~~¡._Jx)·)i..~-:<f~ 
E.-?0 "-~ ~ \<, l \\\'-".. '"'"''- l C..-10 "-->"'.> I<. 1•1t.( <.: \.\i(\<IO_ • \ 

a.quL La. 6u.nc.i6n L(x) y .e.a c.on6~an.t.e. ¿,on de.1Ln.i.do.6 pal!. La. 

661t.mu.la. de Levy pa1t.a La. 6.c.. de F(xl. 

TEOREMA A. 14 

Sea f X~1utta. .6UC.e.-6-i.61t de V. a., -i.ttdepen.d.i.e.tt.te-6 y \ Ú,/\, \ 

u.tia ~u.c.e.-0.i.6n de 1t.e~Le4 pa.6,¿.t..{.vo-6, ¿,¿ 

~' ~\ \~~~,~~y;._~ ~\\J ~ (~ \ . .e')'\ J et: z:. 1 \ ,}.:; .. ~ ~ \~ (~) \ -> o 
.;- \ ~ . ...,_ 

y .e.a. e.a ttcl.f.c.i.6 n L. .. .J 'V \.J..._\.\.) ·-':> CJ -r::.,- ~....... 'o::.~ 0 '2.. 7 o 
""'~~:.., t.><.\7~..:..c,,.... 

.&e. c.u.mp.ee.11 .e.a. 1t.e.e.a.c..i.6n. A ... •.~ \ (·..L :- · Á \ 
.,,_ \'.:> . °' " S.-, 'l... \·~ l. >( ) - <..¡J (X:) .....;~ () 

a.qu..i. V~(x) e¿ La 6. d. de X~. 
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