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C(\PI f!lf n l 

rNTl\l1DI •ce IO~! 

qui dos, o.sí LC.1n...i '>U compor-tamienh'l en aqutl ihr-io de {;¡ses A al-

lüf pr~sio.u's y en lil n>1Ji6n c:d'tic:il, ti« r-ecibidn cc.r.~ider-t1hle 

atenc.ión cm lac; •íltimas década~. Sin embar-.,;o, a pes .. 1 d.: u;,\.c,. 

er.ludios no e:<i~tPn •nodl?l º" confiables r.n ec;.l ¡¡e, zonn~, y aunq11C' 

ha habi dn un i 11cr-emento en los pr-oce!!lo'i i\ ali .:1~; pr-P;.i nnes, en 

partlr.illi\r f't• 1•! P¡¡'llpo rft• f .. <1c:cionamiento, se ~i gt•en t11nl E'11tlo 

po1·tamianlll d.; entalpía·-·t.rc>mperatur-a en el ;.frna de trano;fen~fl.:i '·'· .. ' 

u11 li\ dislr-ibuci611 de flujo, f>l•lecti·1idad y acUvldnd. 

Li\ nec:esi dad rfC' p11r1cor· p1·edc·c:i r r.l comportami erito rlel P.CJLll -· 

librio du f'l!:.P.S y las propiedades termodin6micas p;u-a ol-disiono 

de pr·cceso que funcionen a presiones altlls y en la ver:lndi:H:I d11 

la regi6r. crfhca, ha influidc• en el desarr-olln ·I'? m•r·vos n•f'\tn · 

dos y t~cn i 1:as para el 1 ogro clr: di cho propt'isi to. 

Los objetivo·~ de este· tr-nbajn son el annl i ;?!il'" 1 cii; i!ltHodPr. 

parM la pradicLi~' dvl comportamiento de equillbrio de <~•~• y 

Ll-•rmini\r l(•n rit!· lo<;; µunt!"ls rrí1 icns. l"c.r otr<t p;1rtl'?, romo punto 

adi•.ilJ11.-~l <:<>tá el pr-nponer om onodel o gPn1wal dr. P.•71.•M i11n cúbir:a 



de est«·JO como mod<:•l •l r•;r. 

l.a ter·modinárroir:il tr .. ta con ¡,.. ener·gfa y su;; tr3nsfor-

1.1.:.civ'.··i:!::. dentro de si temns macrn~c6picr.10:., m~s Pspecl~lmente en 

sistl!.1o.Ji> donde la l f?mf••~ri\tura ei;. una ronrrleq.~rfa CltrM:terf~;t icn !' 

se encuentra cimentada en doc> lE>¡e::; fundamental !!!1 que r•:istri 11gen 

.. ·l c.ompt1r l<,mi e11l1J de 1 c.n r;¡ :.temñ!>. 

El dcsarrollv ~e m0delo5 para equilibrio d~ fases ~s atrae·· 

Uvo p.;ra el uf>u ero el di.,,11'11:. dP- proce~.os, rlr.bido él q11P prnvr.en 

ur1 jue>go comr 1 eto rn J.' c:onf i gurar i ~n de prupi edades tN mLdi nti 

micas de fluidos, uttli<:ando, dnic:amf'nte? un n6mero 1-elativaor.1mte 

¡.iec¡uel'ro dP. parlmP.tr os dP. r>ntr·ada. Fn lo~. l'll timos ill'ros el U5o dr 

ecuadofll!5 Lle ey;t.1c10 c:l'.lhica;; dentro del di sr.l'lo de procm;os ha 

liido re=.tringido por su rango de? aplic:acic5n, pr.ro avances re-

ci entrs prorrretl!'n i ncremPntilr su 11!'.o, c:omo es el ca!3o dr> 1 «s 

re! acic.nes de Schmidt ·· l~enzel <19801 y Teja - Patel (1981 >. 

Estos puntos <;e ni ;.c11tPn en el cap!tul o r I. 

La definici~n y criterios de estabiltdaó de fases par• 

siste:m1,1·~ mL1ltlc:on1ponen~e !;on annli~e1do!'. en el capftulo III, ct!'>f 

como los principios de l<l teoría de trarn.;form.~tMS de Leg~ndrE· 

para el desarrollo de lR c:onversi~n d~ Funcinne6 termodi1r•~icar 

y los criterios pard el punto cr{I i~o. 

En el capJ' tul n IV Be propc.ne 1 a e val uacf ~n de pr·np i Prl«clt•s 

h~1-morli n{1•1i C.'" .~ Jl·~•-t ir dP. un• ecL1ar.i cSn c!E r><;h'!rln r.1'.!bl r:.~ q~r·Pr ri • 

lizdda, ns{ come• los criterio¡; para la selecci6n d11 una ~cuacil'in 

de est.ado que :;¡~ aJ,1pte .11e jor 1 11n sistema 11spec:! f i co. 

Ero f'1 c .. pftul" './ ~.¡~ pJ.,nte.~ el pror:rcduoientn dr· c:/llc:ulr:• óP 

p1.111tos 1.rÍ~l1:on p.~r"' mezclas 111ulticorr.pn11P.nlt>!0 fHlr 1?1 n.álcdn r,r; 



Khalil y Heldemann <1979>, as{ como las bases y algoritmos para 

el desarrollo del programa de c6m~uto de estas variables. 

Los ejemplos de algunos sistemas multicomponentes se mues

tran en el cap{tulo VI. 

En el capítulo VII ise analizan los resultados obtenidos y 

las conclusiones finales del trabajo, 
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CAF' JTUl.O I I 

GCrlEf\ALIDADES 

2.1.- Introducci6n 

La termodin~mica es la ciencia que trata de explicar el 

concepto de energía y las transformaciones de ásta en sistomas 

.ri.1.: .-psc:6pi cns, par ti cul armen te en aquellos si !"",le-mas P~> rlondP. la 

temperatura es la coordenada caractarfstica. Todo pro~eso quími 

~o o ffs1r.o puede ser lrdtado lermodinámlramont~. 

¡_,. termodin~mit-1 c:l!~ic:a no inc:l11ye el factor tiempo. No eo;; 

capaz lle i ndi carnoc; 1 a "el or:i dad a la que se van a 11 rNar a cabo 

lo~ fe11fímenos, pero nos provee:- las cr:u.ar.ione'3 para 11 dE'termlna

c:H511 de estados de equilibrio y 1<1 11aríac11'\r. ve• 5llS condiciones 

al va1-lar la presión, temperatura y composicit'ln de" una grur1 va

riudad de si6temas. 

Tc·d~s l 1l!; rel aci one!'I termodi n&mi e a!> surg1m de dCl!ll 1 eyl!!'> 

fundamentalt!H; que restringen el c:amportamiento de los sistemas. 

La primera ley afirma el prinr:ípiP de la c:onservac:i6n dtt> la c>

ne1-9!a y la segunda, el det aumento de la r.!ntropra. 

Para siBtemas constituidos por Huidos que no tienen in

fluencia par efectos de superficie, de gravedad, el6ctric:o~ o 

magnr~ti.co& y quE' su vC1lumen es funr:itSn de la temperatura, pre

si6n y compo5ici6n, as decir ~istemas PVT, se pueden enumerar 

e i n.:o pos tul ad os t 1?•-morli n~mi cos 0 quo son ;:.:insec:uenc:: i a de J .as r1os 

ley~~ fundamentales1 



1.- Laa propiedad•• macrosc6picaa de flutdoa homog9neoa que 

oxi~ten mn ;;quilibrio =n e!etemaa PVT, aon función de la tempe-

19821. 

2.- Ewtate una propiedad intrínseca llamada energCa inter-

na, u, aaac:iada a lo• slatemaa en equilibrio. Para un aistama 

cerrado, •1 clllftbio en U ••t• dado pl:lf"I 

dU • dQ - dW (2.1> 

donde1 

Q • calor 

W • trabaja 

3.- La energía se conserva •. El cAllbio total de energía de 

un aistema y aus alrededor-ea as cero. 

4.- Ewiate una propiatdad lntrln•eca l~amada entropía, s, 
cuya canibta puede ser calculado par" la relacl6n1 

dS • dQ I T (2.2) 

donde a 

T • te111Peratura 

5.- El ca11blo total de entropfa de un siata~a y aus alrede-
. ' . . 

dores - paa&tlva y Uend• a c•ra para uñ prac~ rllver•ible. E• 

d11Cira 

~s >•o (2.3) 
total 

Un procaao •• llamado "rever•ible" •l precede a traváa de 



1.- L•• propiedad•• macroac6picaa de fluidos homog,neoa que 

•xiaten •n equilibrio •n siatema• PVT, aon función de la tempe

ratura, la pre•i6n y la compo•1ci6n eolament11 (Abbot-Van Neas, 

1982). 

2.- Exista una propi•dad intr!naeca llamada enarota intar-

na, u, asociada a lo• siatamas en equilibrio. Para un atatama 

cerrado, el cambio an U e•t• dado por1 

dU • dQ - dW (2.1> 

donde• 

Q • calor 

W • trabajo 

3.- La •nergh M con••rva •. El cubio tot·~1 da enero!• d• 

un aiatem• y aus alrededor•• •• cero. 

4.- EKi•t• una propiedad intrlnaeca l•amada entropía, s, 
cuya calllbio pu9de ur calculado por la reita~l6na 

dS • dQ I T (2.2) 

dond•• 

T • t1t11peratura 

~.- El CAMbia total de 1tntropf a d• un •i•tama v aua alrede

dores H poaiUvo y tienda a cero para.un.procl!M rttv•r•lbla. E• 

decir• 

~B >•O <2.3> 
total 

Un proceso es llamado "ravaraibla" ai procad• a través d• 



una ¡;erit: de estado$ de equilibrio de m1merl\ tl\l 11ue el trabajo 

hecho por un cambio hacia una direcc:i6n a lo l.argo do una tra·

yf'c:Lori.3 es idi511tir.o al tre.bl\jo oht1mido por un mnvimiento en la 

direcc:i6n contrari·• a lo largo de ld mi!;ma trayectoria <Lee-Ed

misler, 190·1>. Esto pro~c•:a que r.ualquirr ciclo termodin~mico 

n.i·1ert11iblf.· ln1e con~igo ur trabajo total igual a cero. En la 

reo:1lidad, todos los proceeos son irrev¡;¡n;ihle\· ron varios grados 

de desviaci~n con respecto a uno reversible. lln proceso reversi

ble E·!; un lÍmi te ideal qui'! puede ser aprouimado paro nunce. 

al can; 'ido. Esto permite tomar a di ch os proce•os como un er.t&ndor 

p<'ra ..:alcular la eHciancia termodin!mica de cut\lquier proceso 

i rTeverslbl e. 

2.2.- Relacione11> FundAmentalea Para SistemaE PVT. 

En un sistema cerrado, es decir, aquel que no intercambia 

mesa con sus alrededorea, la primera liry c!P. la termoCUn~mica 

puode e:<presarst:? como1 

6ll • o - w (2. 4) 

donde 6. U es el cambio do rmergf a 1 nterna. 

El c•lor Q y el trabajo w, atraviesl!ln h front.er~ entre el 

··ai!lltema y •us alrededore•. La figura 2.1 mue11tra la r:o•wenciCl"n 

establer.ida para esta transferencia. Q e~ l~ energía transferida 

como resul tddo de una rH ferenr.i a de temperatu.-a entre el si eitenui. 

y sus alredei.lore<5. u e,- 1."l energía tr11n!lferida como rfl!ilultado 

del movimiento que e:dste en la ft·.mtera dl!l sist.em.'I. 



w ( - ) Q ( - ) 

SISTEMA 

w ( + ) Q ( + ) 

Figura 2.1.- Convencidn para Q y W 

AU ea independiente de la trayectoria que siga el sistema 

para llegar de un estado de equilibrio a otro, es decir, sólo 

depende del estado inicial y final. Este tipo de propiedades son 

llamadas "funcionea·de estado". Dentro de la termodin&mic• exis-

ten varias funciones de estas características que generalmente 

se refieren al valor de la propiedad por mol de fluido. Genera-

!izando pueden denotarse como M y antonces se cumple1 

T 
M • nM (2.5) 

donde1 

T 
M e Propiedad total del sistema 

n ~ número de moles totaleJ 

M • propiedad molar del sistema. 

Considerando un sistema cerrado, el número total de moles 

de una mezcla homogénea esa 

n • n + n + ••• + n <2.ó> 
1 2 N 

donde• 

n ,n , ••• ,n •Número de moles de la especie 1,2, ••• ,N. 
1 2 N 

7 



Para un cambio difP-rencial en un proceso reversible, las 

ecuaciones (2.1) y <2.2) se convierten en1 

d<nU> = dQ - dW (2.7) 
rev rev 

dQ • Td<nS> C2.Bl 
rev 

De la funci6n trabaJ01 

dW • Pd<nV> (2.9) 
rev 

Combinando (2. 7>, (2.B> y (2.9> se obtienes 

d<nU) • Td<nS' - PdCnV> (2.10) 

o sea que1 

nu .. f <nB,nV> (2.11) 

Expresando esta funcionalidad en forma diferencial1 

d CnU> .. la_cnu~ d <nS> + La (nU~ d <nV> 
\acns>Jnv,n \acnvVns.n 

(2.121 

Comparando <2.121 y <2.10>1 

<2.13> 

<2.141 

Si n tampoco permanece constante <•iatema abierto> la 
1 

ecuación (2.121 se transforma ena 

d<nU> .. !~~~~~) dCnS> +(;~~~p d<nVl +i/;~~u~dn 
\ nV,n ~nS,n \ 1 71 i 

<2. 1l5) 

e 



s~~!!itituyendo 12.J3>, <2.14> :m i2.H5> y con la definici6n 

de potencial quÍmico se obtienea 

dlnU> • TdlnS> - Pd<nV> + >: 11 dn C2. H» 
i i 

donde1 

11 "' potenc! .::: qui mico de 1 a eapeci e i 

La er.uaci6n <2.1ó) es la relación fundamental p~ra el desa-

rrollo de la~ ecuaciones que relacionan las propiedades del sta

tema PVT. Est~ ecuación es capaz de describir el cambio ~n un 

sistema homo9éneo cerrado o abierto. A través del tiempo se ha 

encontrado conveniente definir tres funciones adicionales alter-

nativas a la ecuaci6n <2.16). Por definict6na 

entalpía • d(nHl ; TritnS) + nVdp + 

energra libre • d<nA> • -nSdT - Pd<nV> + 
de Helmholtz 

energ{a libre = d<nG> • -nSdt + nVdP + 
de Gibbl!I 

Eµ dn <2.17> 
t i 

E ll dn 
i 

Eµ dn 
i 

(2. 18) 

(2.19) 

Sin aa constante entoncea dn •o, y de laa ece.<2.16) a 
i i 

<2.19) se convierten en a 

dU'" TdB - PdV 

dH • TdS + VdP 

dA • -SdT - PdV 

dG • -SdT + VdP 

De estas ecuaciones se puede obtener 1 

T ./-U?-\ ·(~) \ ~ ~ /v a., I' 

P • -(-~~S • -( ~~ 1 T 

(2. 20) 

<2. 21> 

(2.22> 

<2.23) 

(2.'24) 



V "" (~~)s ª (~f\, (2. 2b) 

s = - (~~-)p .. -( ~~)p (2. 27) 

Eataa ecuaciones proveen rel aci one5 vi tal es entre las v111-· 

riablea independientes naturales T, P, V, S y las principales 

funciones termodinámicas u, H, A, G. 

Las ecuaciones <2.20) a <2.23> relacionan solamente propie-

dades termodinámicas, por lo tanto aon expresiones diferencia-

les exactas. La aplicación de la relaci6n de reciprocidad de 

Maxwell para composici6n constante en sistemas PVT, genera1 

(2.28) 

(2.29) 

<2.30) 

(2. 311 

Las ecuaciones <2.30) y <2.31> son las m'• usadas, pues 

generan un reemplazamiento de las derivadas de la entropía <que 

ea una cantidad no medible) por derivadas de las coordenadas me-

dibles P y v. 

2.3.- Entalpía y Entropía en Función de T y P. 

Las expresiones para describir los efectos de la temperatu

ra y la preaidn en las funcione• termodinámicas son derivadas 

de las expresiones generales para H y S y de la relación de 

Ma>1wel l <2.30). 

ParA un fluido a composici6n constante 1 

10 



H • H <T,P> (2.32) 

S • S <T,P> (2.33) 

Derivando se obtiene 

dH .,J 'JH ) dP +f ali \ dT 
\. ll p T \-;¡j'f/p (2. 34) 

dS .J ª':L) dP +(as\ dT \ai, T ""Tí'f"'"J p 
(2. 35) 

El paao siguiente es eliminar las derivadas parciales por 

cantidades medibles. Definiendo la capacidad calor{fica a pre-

si6n constante, Cp, como : 

Cp ,. ( ~~! ); 
Cp., Cp <P,T,ic> (2. 37) 

donde K es la composición. 

Dividiendo la ec. <2.21> entre dT y restringiéndola a pre-

sión constante 1 

( ;i1!) • T(as\ + vf~o 
a1 P \:aT/r ~} P 

<2.38) 

Dividiendo <2.21) entre dP a T constante 1 

(~) .. T(2§_) + vf~L 
ap T ar T ~ )T 

(2.39) 

(''JI!.\ ., rf.élS '\ + V 
\ ap)T \ar).¡. <2.40) 

Introduciendo el valor de Cp 1 

Cp • T ( ~·~ )p <2.41) 

Sustituyendo la cuarta relacidn de l'laKwell, ec. <2.31>, en 

<2.40> se obtiene 1 

(
jl.!.!_ \ • V - T(2Y_ \ 
aP )T ':J''')r 

Combinando <2.34>, <2.3b> y <2.42) •• produce 1 

dH • CpdT ~ V - T ( llV \ ) dP 
a'I' /p 

ll 

(2.42) 

(2.43> 



y combinando <2.31>, 12. 35) y <2.41) 1 

dS • CpdT/T _( av'j dP 
\a'F}r 

2.4.- Energfa Interna y Entropta en Función de T y v. 

(2.44) 

Es más conveniente tomar T y V como variables independien-

tes que T y P1 asto •~ debe, que a composición constante V 

depende de T y P por medio de ecuaciones de estado. En aste caso 

el trabajo convencional es encontrar U y S. 

Usando el mismo procedimiento de la secci6n 2.3, partimos 

de1 

y 

dU = ( ~~ )v dT 

dS • ( :~ )v dT 

+( au) dV av'l' 12.451 

+ (_22_) dV 
ílV T 

(2.46) 

Definiendo ahora la capacidad calor{fica a volumen constan-

ta, Cv, como a 

(2.47) 

De la ec. 12.20> se puede obtener, dividiendo entre dT a vo-

lumen constante 1 

( au) • (as) 
°""'liT V T aT V 

<2.48) 

Dividiendo entre dV a T constante 1 

(2.491 

Sustituyendo la ec.<2.471 en <2.48> se obtiene1 

( a~) = Cv/T a 1 V 
(2. :50) 

12 
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Con la tercer relaci6n de Maxwell Cec.C2.30ll y la ecuación 

<2.49)1 

(2!!__) = T (.E_) - p 
av T \ar v 

(2.51) 

Combinando las ecuacione• (2.45),(2.47) y C2.51>a 

dU .. CvdT + T ( ;r )V - p dV (2.52> 

Combinando (2.30), <2.4b) y <2.50> 1 

dS "' CvdT/T +( ~f.)v dV (2.53) 

Otras eKpresiones alternativas para calcular estas propie-

dades ae pueden encontrar en el ap~ndice C de Abbot-Ven Nesn 

(1992>, dependiendo de que variable es expl{cita la funci6n de 

estado. 

2.5.- Propiedades Molares Parciales 

Cualquier propiedad extensiva derivada con respecto al 

número de moles de un componente con temperatura, presi6n y 

moles de todoa los otros componentes constantes, son llamadas 

propiedade• molares parciales. En el postulado ndmero 1 de la 

secci6n 2.1 se afirmó que las propiedades macrosc6picas de flui

dos homogéneos que existen en equilibrio en un sistema PVT .son 

funciones de la temperatura, presión y composici6n. Matem~tica-

mente podemos expresar Ja depenoencia funcional de la propiedad 

M comos 

M • M ( T, P, K • K , 
1 2 

13 
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de fluido. Si ahora representamos a n como el número de molea 
i 

ae ia ü•~==!e i; retomando la ecuación 

v definimos1 x • n In 
i i 

n .. l: n 
l 

Podemos expresar el producto nM como funci6n de1 

nM • M CT, P, n , n ,. 
1 2 

,n l 
N 

<2. ba) 

(2.55) 

(2. 56) 

La cantidad nM es proporcional a n y por tanto es una pro-

piedad extensiva. M, en est~ caso puede representar a cualquier 

propiedad termodinlmica de un 5oluci6n, por ejemplo, V, U, H, s, 

Cp, A, o Ga puede repreaentar el factor de compresibilidad z, el 

factor de expansibilidad volumétrica a' o la densidad p. 

Diferenciando <2.56)1 

l ;J(nl1lJ 
d CnMl = \~n, dT ( 

él(rtl)) (~nM) + aP dP + l: ílJ. dn C2.57l 
n,T J. 'hl i 

J 
El subíndice n, significa constancia en el ndmero total da 

moles. En funci6n de la composici6n la ec.(2.57> queda como• 

dCnM> ., n/aM) dT + n (ílM_, dP + ¿ 
\él T P,x íl P )x,T (

a M ~ dn <2.58> íl niJT,P 1 
¿1 tercer t«rmino del segundo miembro de (2.59) •• define 

como la sumatoria de las propiedades molares parciales M, ea 
i 

decir a 

(2.59) 

Si se tiene en cuenta que1 

dCnM> • n dM + M dn 

14 



dn 
i 

d(K n) = x dn + n dx 
i 1 .i 

sustituyendo C2. 60>, <2. 61 > en (2. 58) y reordenando1 

-(~M_) dT -(~) dP -
ílT P,x ílP T,x 

¡; "'ff dx ] n + 
i i 

(2.61) 

.. o 
<2.62) 

Como n y dn son independientes, los tdrminos de dn son ce-

ro: 

dH "' l aM ) dT + ( aM ) dP + 
\aTPx ap-Tx . , ' 

¡; lf dll 
i i 

Sabemos quea 

Diferenciando1 

dl1 .. ¡; K dM 
i i 

Igualando <2.64) y <2.63> con <2.63) se obtiene1 

( il~) dT + (a~;) dP - ¡; 
a1F" p ,¡;- 'f .,x ,x 

xdl'f •O 
i i 

(2,63) 

(2,64) 

(2.b5) 

<2.66) 

La ecuación C2.66> es la forma m's general de la ecuaci6n 

de Gibbs-Duhem, válida paro cualquier propiedad termodinámica 
• 

molar en una fase homoginea, Las ecuaciGnes <2.58>, (2,39>, 

(2,63>, <2.64> v <2.66> son las relaciones generales entre las 

propiedades molares parciales y las propiedades de solucidn. Por 

ejemplo, si M = H, 1 as derivadas ( 3't-\ y (- illl ) est-'n dadafl 
7i lp,x W '1',x 

,Por <2. 41 > y < 2. 42>. Sustituyendo en (2, 63) • <2. 64) y <2. 66> se 

obtiene: 

(2.67) 

(2.69) 
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CpdT + T (~_!_) ldP -;)'!' P,x 
¡; :< dH 

i i 

y de la misma forma para cualquier propiedad. 

2.b.- Fugacidad. 

= (> (2.69) 

La energía libre de Gibbs es de particular importancia en 

termodin~mica clisica dada su relaci6n única con la temperatura 

y la presi6n1 
T T T 

dG • -S dT + V dP (2.23) 

•plicada a un mol de fluido puro 1 en una fase simples 

dB = -S dT + V dP (2. 70) 
l i i 

A temperatura constante se obt1ene1 

dG "" V dP (2. 71) 
i i 

Para un gas ideal 1 
id id 

PV • RT V ., RT/P (2.72l 
i 

id 
donde V es el volumen ideal y, R la constante universal de 

i 
1 os oa•es. 

Susti tuyendoa 

tfG 
i 

dG 
1 

id 
= RT dP/P (2. 73> 

id 
= RT dlnP (2.73Al 

La ec. (2.73A> provee una expresión para el efecto de la 

presi!Sn en la energía libre de Gibbt1 para un gas ideal. Aunque 

sdlo es v&lida para gases ideales, su simplicidad sugiere lapo

sibilidad de reemplazar la presión P por una nueva funct6n, cuya 

definici6n hiciera a la ec. <2.73A> universalmente válida. Si es-

cribimoa a 



dG = RT dlnf <T •cte.> (2.74) 
i i 

donde f se denomina fugacidad del componente i puro y es una 
i 

propiedad de i con dimensiones de presidn. 

La ec. <2.74> sólo define parcialmente a f • Puede evaluar 
i 

cambios isotfrmicos en lnf pero no valorea absolutos. Si se t
i 

guala el lado derecho de las ecs.<2.71> y <2.741 obten~mos1 

dlnf • V dP/RT (2.75> 
i i 

Suatituy•ndo dP/P <• dlnP> a ambos lado~ de la ecuaci6n se 

genera la siguiente expresidn1 

dln(f /PI 
i 

-L (-l!r... - V) dP 
Rl' p i 

(2. 7ó) 

La cantidad RT/P ea el volumen ideal y el grupo entre 

par.Sntesl • se define como "volumen residual"• es decl r, la 

diferencia entre la propiedad ideal y la real 1 
Id 

De esta formas 

ti. V' • V 
i i 

dln<f IP> 
i 

11 -

V 
i 

-~V..'-- dP 
Rl' 

(2. 771 

(2.781 

La integraci6n a T constante desde una presi6n de referen

* eta P hasta P no• genera 1 

ln(f IP> • ln(f IP> t - -.l-s 11 V' dP (2.79) 
i i RT i 

* siguiente •• especificar la prasi6n P y el valor El paso 

• de ln<f /P) a esta preai6n. 

* 
El procedimiento mis simple es fi-

• i 
Jar P • o y <f IP> • l. Definiendo 1 

i 

Obteneeos 1 

lim <f1 IP> • 1 
p -->o 

17 
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ln<f IP> • - -·L s t.V' dP 
i Rr i 

<T •cte.> <2.81) 

La• acs.<2.74> y (2.80> constituyen la definici6n de f y 
i 

la ec.(2.Bl> describe como obtener valore9 de f a partir de da
i 

tos PVT del fluido. El grupo adimensional f /P, dada su ocurren
i 

cia, •ugier• tener un nombre y un s!mbolo especial. As( pues, 

definimos el coeficiente de fugacidad 4>i como a 

4>. • f /P (2.82> 
l 1 

Para un componente i en •oluci6n, podemos escribir• 

(2. 83> 

(2. 84) 

A 

lf> .• f /)( p <2.85) 
1 i i 

8i derivamos logar{tmicamente la ec.<2.B2> obtenemos• 

dlnlf>. • dlnf dP/P 
1 i 

Sustituyendo <2.7~> •n <2.86) y rearreglando1 

dln 4>i a (~- - 1) dP/P • <Z-1>dP/P 

Integrando con P • O e> 4> ,. 1 hasta P • P a 4> • 4> 1 

lnlf> • s CZ-1> dP/P 
i 

en forma .,.;,loga para $ 1 

i 

ln~ .. 
i 

J <Z- -1> dP/P 
i 

<T, M ctes. 1 

donde Z es el factor de compre•ibilidad molar parcial. 
i 

(2. 86) 

(2.87> 

<2. 88) 

(2.89) 

Dentro de la •ecci6n de criterios de equilibrios de fa•••• 

ahondaremos sobre asta propiedad termodinámica. 
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2.7.- Cambios en la Propiedad de Mezclado y Propiedades 

en E11ceso. 

Las propiedades termodin,micaa de mezclas frecuentemente se 

expresan en relaci6n a las propiedade• de las especies puras a 

travds de los cambios en propiedad de mezcla definido• por1 

<2.90) 

donde la propiedad M !de la solucidn> y las M <de la• especie• 
i 

puras> se encuentran a la misma P y T. Los cambio• en la propia·· 

dad de mezclado que pueden ser medidos di rectamente son 6. V y el 

c•lor de mezclado tiH. La evaluaci6n de ó.G y tiS es indirecta. La 

integracidn de la ec. <2.B3> desde el estado puro i hasta el e•-

tado en aoluct~n de i a la misma T y P da 1 ,... 

G - G a RT ln [f 
i i f i 

Sumando v restando RTln11 en el segundo miembros 
i 

a - G .. RT ln lEi __ \+ RTlnK 
i i \Kif) i 

(2. 91) 

(2.92) 

Definiendo un nuevo parimetro llamado coeficiente de acti-

vidad y; 1 
l 

antoncea1 

ft - G 
i t 

y • f /K f 
i i t i 

• RT lnY + RT lnK 
i i 

(2. 93) 

(2.94) 

Multiplicando <2.94> por K y realizando la sumatoria para 
i 

todas la• especies 1 

¡; >1 ji - ¡; >1 G • RT I: x 1 n Y + RT ¡; >1 1 nK (2,93) 
i l l 1 i i 

id 
Para una •~luci6n ideal •• ••be que f • f K y por lo tan-

1. i 1 
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id 
to Y • 1 y G • G + RT ln1< • 

y1 

i l 1 l 
Por tanto 1 

ld 
G ,.. l!>< G + RTI:ln>< 

i i i 

De estas ecuaciones, reatando (2,96) de (2,94> 1 

id 
a-a 

1 t 

E 
• RT lnY. •a 

'l i 

id 
G - G 

i i 

E 
• RT J; >< lnY. • G 

i J. 

(2.96) 

(2,97) 

(2.98) 

Este tipo de propiedades son llamMdaa propiedades en e1<ceao 
E 

M , en forma general• 
_E Jd 
t1 • M - M (2.99) 

i 
E id 

M • M - 11 (2. 100) 

Para la mayoría de la• propiedades se cumple que1 

id id E 
t1 • M 

1 i 
t1 •t>cH y 

i i 
H • ltt 

e1<cepto para propiedad•• como a, S y A. 

Laa siguientes relaciones son v'ltdaa para diversas 

funciones en e1<ceso1 
E E E 

H • G + TS (2.101> 

E -.; ['l~f-"] H • (2.102) 

E E P,x 
s. - ( ~; )P,x (2.103) 

E ( oGE) (2.104) V • --
ap T,x 

E 
lnY. • G /RT (2.10S) 

l 

Y de <2. 105> 1 
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E 
G /RT • 

2.8.- Funciones Residuales. 

i: x ln Y 
i i 

<2.106) 

En la sección 2.6, hablamos acerca de una propiedad resi

dual, en ese caso fud el volumen residual que se definl6 como 1 

!J. V • V id - V <2. 77> 
1 i i 

Generalizando la ecuaci6n anterior se podrl eacribir1 

!J. M' • M' - M (2. 107) 

donde1 M' = valor ideal de la propiedad 

M • valor real de la propiedad 

/J.M' función residual de la propiedad. 

Las funciones reaiduales reflejan las contribuciones de las 

fuerzas intermoleculares al valor de una propiedad. El estado de 

gas ideal de un fluido es hipo~6tico excepto en el límite de P•O 

donde la ecuaci6n de gas ideal es aplicable a fluidos reales. 

De esta forma, si !J.M• marca la diferencia entre la 

propiedad real y la ideal se cumple que1 

lim !J. M' .. O 
p --> o 

(2. 108) 

De las ecs. (2,107) y (2.108) se deduce que1 

<T,x ctes.> <2.109) 

cuando !J.M• • !J.H•, las derivadas requeridas serán dadas por las 

ecuaciones <2.42> y <2.42 ideal>1 

<T ,x ctes. > (2. 110) 

De igual forma si !:; M' .. ts•, las derivadas apropiadas son 
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las ecs. <2.31> y <2.31 ideall 1 

-I [ (~np -R/P l dP 
<T, >< ctes. > (2. 1l u 

conociendo óV', óH', óB', se pueden determinar fácilmente 

las funciones residuales correspondientes a otras propiedades 

extensivas. Considerando el ejemplo de la energía interna, 

U' • H' - PV' (2. 112) 

a11i 1 

ó u• • u• - u • <H' - PV') - <H - PV> (2.113) 

y por tanto1 

ó u• •ti w - Póv• (2. 114) 

Similarmente•• puede llegar a1 

Tl,Pl 
<real> -- -

1 

ltl' 
1 

Tl,Pl 
(ideal> 

1' 

ó A' • óH' - F'ó V' - T ta• 

óa• • ó H' - Tós• 

- -- -------
ól1<r•al> 

3' 

T2,Pl 
<ideal> 

-----
2 

ó M' 
2 

2' 

(2. 113) 

(2. 116) 

T2,P2 
<real> 

T2,P2 
(ideal> 

fig.2.2. Trayectoria de c&lculo para el cambio en 

la propiedad 611 a partir de funciones re-

si duales. 
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Los cambios en 1 a propiedad se deter·mi nan rápi d<1mente para 

sustancias en el estado de Qas ideal, y Junto con las funciones 

residuales se pueden calcular los cambios real es de la 

propiedad. El esquema de .c.Ílculo se ilustra en la fig. 2.2, que 

se basa en la identidad• 

ti M =ti M' + <M' - M' > + <M' - M' > - /J. M' (2.117) 
1 3 1 2 3 2 

2.9.- Criterios para Equilibrios de Fases. 

Hasta el momento hemos hablado de sistemas multicomponentes 

en una sola fase, mas para sistemas multifásicos, tambi~n eHis-

ten relaciones termodinámicas enfocadas principalmente al estu-

dio del estado de equilibrio entre las fases. Particularizando 

(2.54> se tiene: 

. G ,. B CT, P, n., n , • • • , n > 
1 2 N 

y de la ec. <2.66) aplicada a a, se obtienes 

dB m - SdT + VdP 
N 
¡; µ dn 

i=l i i 

(2. 118) 

(2.119) 

Cuando la ec. <2.119) se aplica a un sistema cerrado que 

contiene dos fases en equilibrio a temperatura y presión unifor-

me, y donde cada fase es un sistema abierto capaz de transferir 

masa. a la otra fase, se obtienes 

11 
dG • l: 

si •tema. p=1 

(p) (p) 
µ dn o 
i i 

(2.120) 

donde el superíndice p se refiere a cada una de las 11 fases. 

La conservaci~n de las moles de cada especie requiere que1 

11 
dn e i> .. - ¡; dn e p > 

p=2 

23 

(2.121) 



Sustituyendo (2.121> en <2.119) se obtienea 

11 [ N , (p) (1) (p)] 
E ¿(IJ ll )dn =O 

p= 2 i = 1 i i i ( p) 

(2.122) 

( 1) 

con dn eliminada en (2.122>, cada dn puede variar indepen
<p> 

dientcmente de cualquier otro elemento dn , pero esto requiere 
(p) 

que cada coeficiente de dn sea cero. o sea que1 

(1) <?.> (11) 
µ Cl µ • • • • • µ 

í i í 
<2. 123) 

los potenciales qu!micos de cualquier especie en un sistema rnul-

ticomponente son iguales en todas las fases preaentes en el 

equilibrio físico. Los potenciales químicos no pueden expresarse 

como una cantidad absoluta y los valores num6ricos del potencial 

químico son díf!ciles de relacionar con cantidades físicas más 

entendibles. Más adn, el potencial químico tiende a - mcuando P 

tiende a O. Por estas raiones, el potencial qu(mico no es de uso 

común para calcular equilibrio• da fases, sino lo es la ..fugaci-

dad. 

Lt\ demostración de E>sta aseveración, parte de la definicidn 

de potencial quCmicoJ 

1
\ .. t ~~i) T ,P,nj 

RearraQlando en funci6n de µ a 
i 

(Íl\l') 
a/ 1' • vi 

donde v es el volumen molar parcial. 
i 

(2.124) 

<2. 125) 

Para una sustancia pura q~e ae comporta como gas ideal 

v = RT/P. Sustituyendo este valor e inteQrando •• obttenet 
i 
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µ ~ RT lnP + e (T) 
1 

<2.126) 

donde C es una constante de integr·act6n que depende de T. Oesa·-
1 

fortunadamente la ec. <2.126> no describe el comportamiento real 

de sistemas multicomponente líquido o gaseoso. Lewts sugtri6 en 

1901 sustituir P por f • Lewis llam6 a la fugacidad una pseudo-
i 

presión y la definió a partir de la ec. <2.126>, sttstituyendo P 

por f • Por ejemplo, pera un componente en una mezclas 
i 

f .. e <T> e11p< 11 /RT> 
l 2 i 

donde C esta relacionada con C • 
2 1 

(2. 127) 

Sin considerar el valor de C , Prausnitz <1969> mostr6 que 
1 

el equilibrio fíatco puede ser reemplazado para 

(1) (2) 

f "' f • (2. 12AI 
1 2 

Ya que fea la variable que sustituye a P en <2.126) a T 

constllnte, si el equilibrio e.s el de potencial es qu{ mico .. i gua-

les, las fugacldadea lo deben ser para satisfacer la ec. <2.126>. 

Por otro lado, si el potencial químico está definido por la 

ec.<2.124) y se considera a P y T constantes se podr& observar 

que pl\ra que ae cumpla el equi libriot 

T 
G <T,P ctes.> •mínimo <2.130> 

esta es otra forma de expresar el criterio de equilibrio dP. fa-

aes. De igual manera, el criterio mis usado ea el e>Cpresado por 

la ec. (2.12B>, que aplicado a los sistemas reales líquido-vapor 

se tiene1 

1 V 
f ... i. 

l l 
(2. t 311 
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::~ uso de esta ecuad 6n requiere de 1 a i ntrodur:r:i 611 d;¡¡. i a 

composicid'n como func16n explícita de las fases, esto es posible 

usando los coeficientes de actividad Y¡ y J~~ d~ fugacidad $ .• 
l 

5'.n ;:.;. capitulo III se trata más a fondo e~te tema. 

2.10. - Puntos C.r('t!.:ua. 

Dentro de la termodinSmica existe un conjunto de parámetros 

muy importantes dentro del equilibrio de fases llamado Punto 

Crítico. Desde principios de siglo, con la teoría clásica de 

Gibbs C1S79>, la evaluaci6n de la temperatura y presión crítica 

de compuestos ha sido ampliamente estudiada. Dentro do esta sec

ct6n se describen cualitativamente estos par,metros, posterior

mente se realizari en forma cuantitativa. 

E~!~tan diferentes formas ~e definir al punto crítico. La 

definici6n más sencilla <pero incompleta> de la temperatura y 

presi6n crítica es la que nos dice que la temperatura crítica es 

a~uella temperatura mínima a la cual ningún valor de presi6n por 

alto que dste sea logrará la aparici6n de una fase líquida. De 

la misma maner~, lá presidn crítica e& aquella presi6n mínima a 

la cual ninguna di11mlnuci6n de temperatura lograr& la aparici6n 

de esta fase. En un diagrama de fastte como los que se presentan 

en la siguiente sección, se puede apreciar lo que esto signifi

ca. El punto crítico marca el comienzo de la regi6n fluida lo 

que significa que se encuentra a una temperatura, presión y com

posici~n en la cual las fases líquido y vapor se tornan indis

tlnguiblesa la densidad, el !n~ice de refracción y todas las 

propiedades de l11s dos fases adquieren el mismo valor <Baker L. 
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Figura 2.3.- Curva del límite de estabilidad para una 
mezcla de CH - H 6 con dCIB puntos crfticos. 
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Figura 2.4.- Lineas Críticas L-L y V-L para el sistema CH 
H2S mostrando m6s de un punto crítico para algunas 4 

composiciones. 
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l'a• ,¡ un componrente puro s61 o l'!Xístl!! un runto c:r(tic:r. @!1 t:::

dd !lu rel)i6n fluida, miontras que p;¡ra un sistema mul t l 1:omp•Jn~n

·_e pu?clE-r1 o no c··llistir diferentaa puntoG críticos E.>n su región 

fluida oa1·n •_•'1;!. ::::;:::¡;w;;i¡,,i.ón áaaa. En 1.as figuras 2.3 y 2.4, se 

mtmch an si i;tcmas fluidos quP preaentan estos comport.,mi en tos, 

2.11.- Diagramas do Fases de Mezclas. 

Fl equilibrio de> faSIM< y el fenc5meno cr-ftic:o se entienden 

f.ticllmente con la ayuda de los diagraman de fases. Com1'.l'nmentl! se 

manejan doa ti pos de di agramas para sustancias puras: Di agramas 

j:wes16n-temperatura y presidn-volumF.!n, Ejemplos de e'iltos r!iagra

mag. se mU~'.:.tr an en las figurAs 2.5 y 2. ¡.,, 

l::atch 01.:igramas non familiares pues existen para un gran 

nt1mL?ro de c:ompuestn~, puro!:. en la literatura, 

Sin emban~o, los diagramas P-V o P··T para mezcla!; son muy 

di f er·ente:. en c:u11nto a que ti enwn otra coordenada quP PS l <1 cc.1 .. -· 

pos le: 1 c!n, y al1n a composi ci dn f i Ja puor!en pre•3entar al t:erac: 1 onP.s 

nota~lem, ya que pueden tener vnrios puntos crfticos e inversin

ne'i en la lendenct.a normal de algunas lfneas. Adn a111f, el contar 

con estos diagram11EO e~ importante porquP. proveen una forma sPn

ci 11.:-.s rle comprender el comportamiento termodin4mtco de una mez

cln PVT, 

Denlro de esta sección no• 11bocaremos principalmente o 

c'quilibrlos bin<•rios cuyos diagramas d~ fase!!! m.rs U!Eildo~ son1 

L·· Di"\gram< G,•!!-LÍqLddci 

2. - Di ayrM1~ l.íqt.li do ·l.(qutdo 

3.- TH,"J'"llflli> G<1s·G":1 
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Figura 2.5.- Diagrama P-T para una sustancia pura. 
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Figura 2.b.- Diagrama P-V para una sustancia pura. 
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En la fig. 2.7, se muestra un diagrama P-T->: para un e.iste

ma binario gas-líquido. Las líneas punteadas son las curvas de 

presi6n de vapor de los componentes puros y terminan en los pun

tos críticos CP1 y CP2. Algunos cortes de presión-composicid'n a 

temperatura coni;tante: y otros de temperatura-composici6n a pre

si6n constante también se· observan. E"\ punto c:rftico del sistema 

binAriO a una x dada est4 situado en el valor extremo de cada 

isot~rma P-x o en el valor extremo de cada isobara T-x. 

La línea qt1e conecta los puntos críticos de todas las mez

clas binarias es la curva crítica. En una proyecci6n P-T la cur

va crítica es la envolvente de todas las curvas P-T a x cone.tan

te. 

En la Hg. 2.B, la curva crítica no está interrumpida y 

puede ir & trav~s de una presi6n máxima <curva 1), una tempera

tura mínima <4, 5> o una temperatura má>tima (6) o puede ir mon6-

tonamente entre los puntos críticos CPl y CP2 de los componentes 

puros <2, 3>. 

Algunas mezclas binarias tienen caprichosos comportamientos 

PVT. En la fig. 2,9, se muestra el comportamiento de un sistema 

equimolar etano-n-heptano que ilustra típicamente este fen6meno 

y en la fig, 2.10 ae ilústra una familia de curvas de equilibrio 

para el sistema propano-n-·butano que muestra sus di st.i ntos pun

tos críticos a varias composiciones. 

Un diagrama típico para mezcla.a L-V, se ilustra en la fig. 

2.11, en la que se muestran los puntos cricondent~rmicos y cri

condenb.íricos que se presentan en mezclas binarias que tienen la 

llamada condensación retrógrada. 

La figura 2. 11, ilustra el di agram11 de fases del comporta-
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Figura 2.7.- Diagrama P-T->e para 11n sistema binario G-L. 
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Figura 2.8,- Diagrama P-T para 11na mezcla binario!. 
con 6 trayectorias para unir los punto~ r.r(ticos 

de 1 os componentes p11ros. 
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miento de condensaci6n retr6grada comanmente encontrado, que 

ocurre cuando e11 la mezcle ai;:l¡¡te ~n mayor proporción el compo

nente mis ligero, como es el caso del gas r.acural que contiene 

una proporci6n muy alta de metano. En estos diagramas existe una 

regid'n muy grande que contiene dos fases arriba del punto críti

co de la rnezcl a (C) y 11 ega hasta una temperatura m.1xi ma 11 amada 

cricondent6rmica <B>, consecuentemente, existen puntos de rocfo 

retrdgrados ~n la regidn de C a B. Estos puntos de rocfo provo

can que una cafda de presi6n isotérmica, desde una presi6n alta 

fuera dE la'regidn de dos fases, produzca inicialmente una 

condensacidn seguida por un regre~o.hacle la vaporizacidn, ter

minando en un segundo punto de rocfo a una preuidn m4s baJa, 

como lo muestra la línea D-E en la fig. 2.11. También existe un 

pequerro rango de temperaturas retrdgradas para la zona de 

sid'n arriba del punto e, donde un incremento isobárico de 

pre-

1 a 

temperatura a partir de un gas comprimido, produzca inicialm•nte 

una condensacidn retr6grada seguida por un regreso al punto 

normal de rocío a una temperatura mayor como lo mueutra la 

trayectoria F-G de la fig. 2.11. 

La figura 2.12 mueBtra una proyecció'n P-T para un aistema 

que exhibe inmiscibilidad en la regi6n de CP1, el punto crítico 

del componente más volátil. La lfnea crítica superior termina en 

el punto cr!tico superior de la mezcla <UCEP> mientras que la 

ltnea cr!tica inferior termina en el punto crítico menor de la 

me:zc:la (LCEP>. La linea de equilibrio L-1.-G tambié'n termina en 

estos dos puntos. El diagrama muestra arbitrariamente una pre

si6n crítica m~s alta para el componente B que para el A. 
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Figura 2.11.- Comportamiento PVT de la condensaci6n r-etrdgrada. 
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Figura 2.12.- Sistema crítico con zona de inmiscibilidad. 
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En la fig. 2.1'3, se muestran proyecciones P-·T para 1111 

sistema binario líquido-líquido. En la figura 2.13a la curva 

c.rftica líquido-gas <L-G> es continua y llega a una presión 

m5xima. A menores temperaturas, se localiza la separaci~n de dos 

fases líquidas <L-L>. La temperatura crítica superior Lle la 

soluci6n <UCST> se eleva lentamente al incrementarse la presi6n. 

Para sistemas del tipo rfe la fig. 2.13b, la curva crítica 

se inicia en el punto crítico del componente 2, continua hasta 

una presi6n m.íxima y termina en el llamado punto crítico f~nal 

<8> sobre la línea de tres fases L-L-G. La parte de la curva 

crítica que se inicia en <B> correspondP. primeramente a la 

temperatura crítica mínima de la sol11ci6n <l.CSTI para el equi

librio L-L y después emerge continuamente dentro de lA r.urw\ 

crítica G-L. 

El sistema de la curva 2.13c, es &imilar al de la 2.13b, 

pero la seccieín de la curva crítica que se inicia en el punto 

crítico 2 no termina en el punto crítico final B, si no que 

continOa a trav~s de una presi6n mínima. 

Los siatemas 2.13b y e, se caracterizan porque la seccitin 

de la curva crítica que se inicia en CP1 termina en el punto 

crítico C: sobre 1 a l !nea de tres fases •--L-G. 

En la figura 2.13d, una isoterma P··x a una temperatura 

entre CP1 y CP2 se esquematiza para los sistemas r: y ''· La 

isoterma P-x exhibe dos puntos cr(ticos CP' y CP''. 

La figura 2.14 muestra otro tipo de eq11ilibrlos líq11ir1n-Jf

qui do-gas que pueden presentarse. La f i gm·d 2. 14;¡ muestra un 

st¡;,tema con un aze~tropn a temperatura mínima y una zonil de in·· 
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Figura 2.13.- Equilibrios líquido-líquido para sistema binario. 
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m!~cibllidad a la misma temperatura. La figura 2.14b muestra un 

sistuma heteroazeotrópico. La composición azeotrópi~a, la cual 

es la composici6n del gas a lo largo de la línea de tres fases, 

ahora está situada entr• las composiciones de los líquidos in-

miscibles. El heteroazedtropo tiene un comportamiento inverso al 

mostrada en la fig. 2.14a ya que el UCST es aprOKimado y la 

regi6n de inmi&cibilidad L-L disminuye. La figura 2.14c muestra 

un aze~tropo con punto de ebullici6n máximo el cual estS fuera 

de la regi6n de inmiscibilidad líquido-líquido. Este tipo de 

azeotropos pueden existir cuando no hay inmtscibiltdad presente. 

De acuerdo a la descripci6n cl4sica, la& siguientes rela

ciones se cumplen para las puntos crítico• de la soluctón1 

UCST1 (i!-1 • (~)¡E )e< O l2. 132) 

E 
H >O (2.133) 

LCST1 (~)!)e • (-8L)c> o <2.134> 

E 
H < O <2.133) 

(ª2v) Te (~))e -~c_-~~~Y-~~l e il.1r- -r - • --~~--C n <2.136) 
dP (..!j_) --ra-z"H-y- .. tf~E) ax e ~e X C 

Las r•laciones anteriores sdlo ae mantienen con la candi-
E 

cidh d• que las curvas tsot~rmicas H -K para una presidn dada no 

contengan puntos de inflexi6n. 

En cuanto al equilibrio oas-gas o "inmiscibilidad de gaseu" 

se atribuye a algunos procesos de separaci6n de mezclas a altas 

temperaturas y presiones especialmente arriba de la Te del com-
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Figura 2.15.- Equilibrios gas-gas para sistema binario. 
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ponente menos vol&til, 

La fig. 2.15, muestra los dos principales tipos de éstos 

equilibrios, La curva crítica se interrumpe y consiste de dos 

zonas1 La zona que se inic:li!'. en el punto crítico del componente 

m~s volátil CPl y termina en un punto crítico final e sobre la 

l{nea de tres fases L-L-G, mientras que la zona que se inicia en 

el punto crítico del componente menos volátil CP2, tiende a ma

yores temperaturas y presiones (curva 1, eq. gas-gas ter. tipo) 

o va a trav~s de una temperatura mínima primero y, despu~s tien

de a incrementar la temperatura lentamente al aumentar la pre

sidn <curva 2, eq. gas-gas 2do. tipo>. 

La figura.2.J6 representa un sistema típico de equilibrio 

gas-gas para el sistema agua-di6xido de carbono. 

2.12.- Correlaciones Generalizadas. 

La información b'sica necesaria para aplicar la termodin'

mica a la solucidn de problemas científicos y de ingeniaría son 

la presidn, el volumen, la temperatura y la composicidn de los 

fluidos de interés. Dada su importancia te6'rica y prti!cti ca, una 

gran cantidad de datos PVT de sustancias puras y algunas mezclas 

han sido recopilados. 

Otra alternativa mis usada es a partir de ecuaciones de es

tado que son relaciones PVT de diferentes tipos y complejidades 

que generalmente son r6pidas y exactas en los rangos para loa 

que se especific~n. 

Pitzer (195~> observ6 una interesante caracter(stica comdn 

en el comportamiento de la presi6n de vapor de los fluidos de 

mol4culas esfdricas. Llamó a estos fluidos como fluidos slrnples. 
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1 
Encontró que estos fluidos exhibf1.1n una presión de vapor reduci

da de O.la la temperatura reducida de 0.7, aún cuando las pro-

pierlades física9 eran muy diferentes de un fluido a otro. Esta 

característica form6 la base para definir el factor aci!ntrico 

cuyo valor es cero para estos fluidos simples y es positivo para 

otros. La ecuacldn que define el factor acl':Íntrico, "w", es1 

s 
w ,. - <1 og Pr + l> 

10 
il Tr .. O. 7 (2.137) 

Se eupone que w cuan ti fi e a 1 a des.vi ac i 6n de 1 os potencial es 

intermolecularee. de fluldos normalss con respecto a las fluirlois 

simples. En t6rminos m~s pr~cticoa, cuantifica la desviacidn de 

las propiedades termodln,micas y volumétricas de un fluido nor-

mal con respecto a los simples. Los fluidos normales incluyen un 

gran ndmero de mo16culas no esféricas que exhiben o no una pe-

queha polaridad. La definici6n de fluidos normales se discute en 

·otras referencias CPitzer 1959). Pitzer determinó los factores 

acéntricos para un gran ndmero de fluidos y prep~r6 una correla

ci6n del factor de compresibilidad con respecto al factor ac~n

trico. La correlación propuesta as la uigulente1 

dondes 

(0) (1) 

Z .. Z + wZ 

(0) 

Z s PV/RT pare fluido simple 
( 1) 

Z • correccidn para obtener el Z real 

<2.139) 

Los valores anteriores de Z fueron tabulados en funcidn da 

la Tr de o.e a 4.0 y Pr de 0.2 a 9.0 en dos tablas aeparadas de 

alta resoluci6n cerca de la regi6n de dos fases y de la regldn 

cr(Uca <Lee-Edmister 198'H. 
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La c:orrel aci 6n de PI tzer PS 1 a más usada de todas 1 as basa

das en el principio de estados correspondientes. Todos los m~to-

dos desarrollados bajo este principio tienen por objetivo el 

c&lculo de Z, las funcionalidades de Z con respecto a distintos 

par~metros y por distintas correlaciones son1 

Z == Z <Pr, Tr, íla, ílb) <Redlich-Kwong 1949> (2.139) 

Z • Z <Pr,Tr,Zc) <Lydersen-GreenKorn-Hougen 19551 <2.140> 

z.,z <Pr,Tr,w) <Pitzeret.al. 1957> (2.141> 

<r-) 
z = z <Z '~¡) <Lee-Kesler 19751 (2.142> 

dondes 

fta, íl b par.ímetros de 1 a ec. de Redl i ch-l<wong 

Zc factor de compresibilidad cr!tico 
<rl 

Z = Factor de compresibilidad de referencia. 

Estas son sólo algunas correlaciones que han sido propues-

tan y han demostritdO tener c11rac:terfsticas que 1 as hacen ser muy 

usadas. Una vez definida la funcionalidad de Z, Podemos encon-

trar la5 ecuaciones necesarias para la evaluación de propiedades 

termodinSmlcas. Si se parte de la definicidn de Z1 

Z "' PV/RT (2. 143) 

derivando con respecto a T a P constante y rearreglandot 

V - T f_LJ_) = - _.fil'~ (~) 
\;¡T P P aT p 

<2.144) 

combinando esta ecuaci6n con la forma integrada de <2.43>, se 

obtienE>: 

(2.145> 
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:1 

por lo tanto= 

r: - Tr 
2 1( az_ \ d <l nPr) 

\ª'Ir/rr 
(2.146) 

Para la entropía si se toma la forma integrada de la 

ecuaci 6n <2. 44) que es1 

donde Po 

s-s•'• 1 ---R-- + ln - '
l'o R f J, p 

.. _1_ I [B:- - (; av)]dP 
o • ea generalmente una atm6sfera de presi6n y S 

CZ.147> 

e!I la 

entropía ideal, Combinando las ecuaciones C2.147l y (2.144>1 

-~--~L + ln J'_ .. IJ>'[z + Tr (ª?. )]d<lnPr> <2.14B> 
P. P0 e aTi· f' 

Similarmente de la expresidn ·general de la fugacidad 1 

_( l'' ln "' -L (V - RT/Pl dP 
p RT e 

(2. 149) 

sustituyendo z .. PV/RT 1 

ln ..i.. e: J~ <Z-1> d <lnPr> p <2.150) 

2.13.- Expansiones Virialea. 

La ecuaci6n virial fué sugerida a principios de este siglo 

<Onnes 1901>, y puede ser derivada por medio de la mec,nica es-

tadística <Mayer 1940>. Todas las ecuaciones de estado son r.mpf-

ricas o en el mejor de los casos son semiteóricas, pero tienen 

una forma cerrada, lo cual es •ii•.'l gran ventaja para su aplica-

ción prSctica. En contraste con la mayoría de las ecuaciones de 

estado, la ecuaci6n de estado virial tiene una base teCS'dca 

firme en la mec.ínica estadístic:a, pero tiene forma de una serie 

infinita de potencias en volumen o en densidad, lo que la hace 

inconveniente para su uso prSctico1 
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2 3 
P = RT < 1/V + BIV + CIV + ••• (2. 131) 

Los coeficientes viriales B, e, etc., son s6lo funcidn de 

la temperatura. Esta ecuación se usa ocasionalmente para calcu-

lar propiedades en la fase vapor, truncada al segundo o tercer 

t~rmino dependiendo de la disponibilidad de los datos de los 

coeficientes. A pesar de no ser muy usada, tiene una gran 

importancia pues todas las ecuaciones cábicas de estado que se 

verán en la siguiente sec:cidn, pueden exp;mdirse en series infi-

nitas. La ecuacidn virial tiene varias formas alternativas pero 

las más usadas son las explícitas en z. A partir de la ecuacidn 

<2.151), se puede demostrar que1 

2 
z ª 1 + sP +e~+ ••• • 1 + e1v + c1v +. • • <2.1s2> 

01 

2 
Z a 1 + B'P + C'P + , • , (2.153) 

De las ecuac:iones anteriores se obtiene que1 

B • 
1 ~~; 11',x,P=O 

B' • 1 
( ;~ )T ,x ,P=O 

(2.134> -11 y rr 
e .. _t. ( ~2z) y e• .. _t ( a"Z) 2! -apr- T ,x ,r=O ~! 

-- (2.155) 
P 'l',x,P=il 

y as{ sucesivamente para D, E, ••• , etc. 

Jgualando (2.1521 y <2.15~1 ee puede obtener la relaci6n 

entre los coeficientes viriales en funci6n de P o V. Esta fun-

cionalidad est& dada pora 

B' = BIRT <2. Hlb> 

2 2 
C' • (C - B )/(RT> (:<'. 157) 
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2 3 
D' = (0 - 3BC + 2B ll<RTl (2. 158) 

Como se habla mencionado, en la práctica la ecuaci6n virial 

se usa truncada, y usualmente en función de la presión. De esta 

manera, la forma m.ís comdn de la ecuacidn vir ial es1 

Z = 1 + BP/RT <2.159) 

que es aplicable hasta aproximadamente condiciones de P y T que 

no sobrepasen el valor de un medio de la densidad cr(tica. Las 

ecs.<2.154> y (2,155) explican el significado ffaico y matem,ti-

co de los coeficientes viriales. F{sicamente B representa las 

interacciones entre pares de mol~culas y e entre tríos de mol'-

culas, etc. Matemáticamente, B es la pendiente de las isotermas 

de un diagrama de Z vs. P en el punto P = O. 

Las propiedades termodin~micas pueden calcularse con las 

siguientes ecuacione·s1 

uw ., (2. 160) 

uS' a <dB/dTl P <2. 161) 

ln(f/Pl "' BP/RT (2.162) 

2.14.- Ecuaciones Cdbicas. 

Desde la aparicidn de la ecuacidn de gas ideal derivada de 

las leyes de Boyle y Charles se habían hecho muchos intentos por 

encontrar una ecuaci dn de estado que predi jera el comportamiento 

de los fluidos reales. La ecuacidn de gas ideal predecía sdlo el 

comportamiento de los gases a muy baja presidn y por tanto no 

era utilizable en ningdn caso de dlseNo. 

En 1873, Van der Waals propuso su revolucionaria ecuación 

que fué la primera capaz de expresar la continuidad de los esta-
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dos !{quido y gaseoso1 

2 
P n RTl<V-b) - a/V (2.163) 

Aunque no es muy e>1acta, merece una menci6n especial por lill 

enorme contribuci6n al principio de los estados correspondientes 

y para el desarrollo posterior de nuevas ecuaciones de estructu-

ra similar. El parSmetro "a" cuantifica las fuerzas atractivas 

entre las mol~cula!i y el partímetro "b" conocid1l como ce-volumen, 

refleja el volumen propio de las mol~culas, Van der Waals obser

vd que la isoterma crítica tenía una pendiente horizontal y 1111 

punto de inflexidn en el punto crítico de un dial)rama P-V. Mate-

máticamente significa que en el punto crftico1 

{<JP \ \av-}rc .. 0 

-- =O ( 
;¡2pJ 
av2 Te 

Obteniendo las dos derivadas de <2.163) se obtiene• 

(~~)Te• RTc 
------- + 
<Vc-t» 2 2a 

Ve 3 
.. o 

(32p) RT1· J¡¡ .. o . ------- -
avz Te CVc-b>3 Ve~ 

(2.1641 

<2.1651 

(2. 166) 

(2. 167) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 12.166) y <2.167> para 

a y b1 

b • Vc/3 (2.1681 

a • CB/9) RlcVc (2.169) 

Aplicando (2.1631 al punto crítico y combinando con (~.1691 

y <2.169) se obtiene: 

Ve = (3/81 RTc/Pc (2. 17(1) 
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Así, las ecuaciones (2,16B) y <2.169) se convierten en1 

b • RTc/BPc <2.171) 

2 
a • 27<RTc> /64Pc (2.172> 

Un gran número de investigadores <Clasius 1880, Berthelot 

1099, Wohl 1927) han modificado la ecuaci~n de Van der Waals1 

Clasius 1 p .. __ ¡g:_ 
- ----~--- <2.173) 

V-h CV+c) 2 

Berthelot 1 p .. _Jl'L -
____ ¡¡ ___ 

(2.174> 
V-b ('IV)2 

Wohl 1 p __ [!l:,_ -----ª--- + 
_ ___ r:_ ___ 

<2.175) 
V-b T V(V-b) CT Vl 1 

Pero un mejoramiento con real significancia fue hecho has-

ta mediados de este siglo par Redlich y Kwong (1949>1 

p ... RT (2. 176) 
V-b V CV+b) 

A partir de esta ecuacid"n, se han generado multiples madi-

iicaciones por distintos autores, aunque las m&'s aceptadas por 

su exactitud y sencillez han sido algunaa relativamente recien-

tes como son Soave (1972>, Peng-Robinson (1976>, Schmidt-Wenzel 

(1979) y TeJa-Patel <1981>. 

Ecuación de Soave. 

Soave <1972> propuso una modificaci6n a la ecuaci6n de Red

lich-Kwong que ha sido muy aceptada. Su éxito se basa en que el 

tdrmino "a" de la ecuacid'n cábica es considerado como funcid'n de 

1 a temperatura. La ecuacid'n de Soave es1 

RT 
p • ----- -

.J ('[') 

--------- (2. 177) 
V-b V (V+bl 
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Al igual que Van der Waals, aplicando a la ec. <2.1771 las 

derivadas expreaadas en 12.1641 y <2.1651 se obtiene• 

2 
a 0.42748 <RTc ) /Pe 

ci i 

b • 0.08664 RTc /Pe 
i i 

En eate caso a se define comos 
i 

a • a a 
i el. i 

donde a eu 
i 

0.5 
a •Cl+m ( 1 - Tr l l 

i i i 
y m esta definida por1 

i 
m • 0.48 + 1.374 w - 0.176 w 

i i i 

(2. 17EH 

(2.179) 

(2.180) 

<2. 181> 

2 
C2.l82) 

donde w ea el factor acéntrico de Pitzcr del componente i defl
i 

nido en la aecciOn 2.12. 

Las regla• de mezclado que uso Soave en su ecuacidn para 

predecir el comportamiento de mezclas son las siouientes: 

. .. ~ 
i=1 

~ 
j=l 

(2. 193) 

o. ?S 
lC X Ca a ) ( 1 - k ) (2.184) 

i j i j ij 

donde k se conoce como el par,metro de interacción binaria, 
ij 

que ea un valor de corrección que se determina a trav~s de datos 

experimentales. Las propiedade!!I volumétricas y tE'r·modln:lmir:as 

pueden evaluarse por medio de la ec. <2.1?7>. Si definimos1 
2 

A aP/CRTl 12.195) 

9 bP/RT (2. 10li) 

se puede demostrar que las siguientes relacionep aon v~linas1 
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3 2 
Z - Z + <A-B-B•B>Z - AB = O (2.187) 

_ll.:!:!:_ .. z - 1 -
kl' 

A LÍ! - _J_ (-.<1~)\l 1 n ( 1 +B/Z l 
B a '-d'l' J 

C2. 18Bl 

N 
.. - ¡; 

i 

N 
¡; 
j 

H K m (a a 
:l J j ci cJ 

0.5 
Tr l 

j 
<1-k ) (2.189) 

iJ 

s-s'' A (T daJ --1r-- + lnCP/Po> • lnCZ-Bl + -g a- ctT) ln<1+B/Zl C2.190) 

ln(f/Pl ~ -lnCZ-B> + CZ-l>B' 
i 

donde a 

1 CA' -a• >lnU+B/Z) (2.191> 
i i 

S'i • bi/b (2.192) 

N' 0.5 
A' "' C 1/al C2a E u a C 1-k > l (2.193) 

i i j j i j 

Cabe sel'fal ar que la ec. C2.1B7> puede tener una o tres r'ai

. cea reales para z. Bi tiene u~a aola raíz, eHiste a6lo una fase 

y si son tres raices nos encontramos en la zona de dos fases. La 

raíi mayor corresponde al vapor y la menor al líquido, la raíz 

intermedia carece de significado físico pues no cumple con el 

criterio de estabilidad de que (a P/ a V )sea negativa, o en otras 

palabras, que la pendiente de la isoterma sea negativa. 

Ecuaci6n de Peng-Robinson. 

En 1976, Peng y Robinson propusieron una nueva modificaci6n 

a la ecuaci6n <2.176>. En este caso, proponen un nuevo arreglo 

en la ecuaci6n cdbica y una nueva expresión par4 calcular m • 

Mientras que Soave correlacion6 los datos de m 
i 

i 
a Pr • o.7, Peng 

y Robinson obtienen dicha correlación a partir de datos de pre

sión de..vapor desde el punto normal de ebullici6n hasta el punto 
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3 2 
Z - Z + <A-B-B$BlZ - AB"" O (2, 187) 

--H_-1_1*__ A [ T E i )] "" Z - 1 - _:._ 1 - -- _<_<;_ ln (1+B/Zl 
RT B aclT 

(2. 188) 

T (~~-) 
N 

.. - I: 
i 

N 
I: 
j 

>< >< m <a a 
i j j ci cj 

0.5 
Tr ) 

j 
( 1-k ) (2. 189) 

:l. j 

s-s'' A (.,.. daJ ---R--- + ln(P/Po> • ln<Z-B> + -B ~- ctT/ ln<l+B/Zl <2.190) 

ln(f/Pl,. -ln<Z-B> + CZ-1)8' -1 (A' -B' llnCl+B/Zl C2.191> 
i i i 

donde a 

B'i • bi/b (2.192) 

N' 0.5 
A' • <1/al C2a i:: >< a e 1-k > l (2. 193) 

i i j j ij 

Cabe seNalar que la ec.<2.187> puede tener una o tres rai-

ces reales para z. Si tiene u~a aola raíz, e><iste sólo una fase 

y si son tres raices nos encontramoa en la zona de dos fases. La 

raíz mayor corresponde al vapor y la menor al líquido, la ratz 

intermedia carece de significado físico pues no cumple con el 

criterio de estabi 1 i dad de que (o PI a V )sea negativa, o en otra• 

palabras, que la pendiente de la isoterma sea negativa. 

Ecuaci6n de Peng-Robinson. 

En 1976, Peng y Robinson propusieron una nueva modificaci6n 

a la acuaci6n <2.176). En este caso, proponen un nuevo arreglo 

en la ecuación c~bica y una nueva e><presión para calcular m • 

Mientras que Soave correlacion6 los datos de m a Pr • 0,7, Peng 
i 

y Robinson obtienen dicha correlaciOn 'a partir de datoa de pre-

si6n de.~apor desde el punto normal de ebullición hasta el punto 
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crítico. La ecuación de Peng-Robinson es1 

p .. __ r,:1~_ - ________ .;¡ ______ _ 

V-b V (V+li) + li(V-!J) 

b e 0.077796 RTc/Pc 
i 

2 
e • 0.457235 <RTc > /Pe 
ci i i 

(2.194) 

(2.195) 

(2.196) 

La funcionalidad de a con respecto a a es igual que 
i ci 

ec. <2.180) de Soave. Sin embargo el c&lculo de a es con1 
i 
2 

m • 0.37646 + 1.~4226w - 0.26992~ <2. 197) 
i i i 

Les reglas de mezclado son las mismas que usó Soave, pero 

las propiedades termodinámicas se evaluan con1 

3 2 
Z - (1-B>Z + <A-2B-3BtB>Z - <A-B-BtB>B =O (2. 198) 

· -l~J.l".'.._ • z - 1 - __ /i __ [1 - I-~-] 1n f-~:t.U.:!:i:'.'.2.L!L] 
R'f 21• 5H a dT L Z+C1-/2) ll 

C2. 199) 

+ ln(P/Po> "' In <Z-B> + --~--(-! .Y-1_\ ln L~~l!{:>_.!:'~-] 
21

• 5B a rlT/ Lz+C1-/?l B 

(2. 200) 

ln(f/P) • - ln<Z-B> + <Z-OB' - __ !1_ <A' -e• ) ln[-~!i2.!:l':J_~_] 
i 2 1

'
5 H i i Z•·(l-/2) 11 J 

(2.201> 

B' , A' y T<da/dT> están definidas por las ecs. <2.192>, 
i i 

<2.193) y <2.189> respectivamente. 

Ecuaci6n de Schmidt-Wenzel. 

En 1979, Schmidt y Wenzel propusieron una ecuación de esta

do tipo Van der Waals. La innovaci6n m4s importante en ésta 



ecuacidn,es el introducir el par~metro Zc como función del com

ponente. E•to no sucedía con las eKpresiones anteriormente dis-

cutidas, donde Zc era una constante para cualquier fluido. Para 

Soave le = 0.3333 y para Peng-Robinson Zc • 0.307J siendo que 

los valore& eKperimentales fluctuan entre O. 24 y 0.30. La ecua-

ci6n propue~ta es1 

p .. __ fil__ - _____ JiJ:Il ______ 
(2.202) 

V-b V2 +(1+3~)bV-3~b2 

b • Ob RTc /Pe (2.203) 
i i i 

11 b .. ec le (2,204) 

lle se obtiene de la raíz des 

3 2 
<ów+1l ac + 3 flc + 3 a.e - 1 • o (2.203> 

para evitar que se encuentre un valor de lle que no sea el ade-

cuado ae puede hacer un estimado inicial cona 

2 
Se • 0.25989 - 0,0217w + 0.0037Sw (2. 206) 

ec debe aer la mínima raíz real de la ec.<2.203>. El valor de 

le puede ser estimado por la ecuación 1 

le • ----l-----
3( 1 + llcw> 

(2.207) 

o por medio de la •iguiente relaci6n1 

Zc • 0.291 - o.00w (2.208) 

El factor a<T> para cuando la temperatura es menor que la 

temperatura crítica se calcula comos 

a • a 
i ci 

37 
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ecuacidn,es el in~~oducir el partmetro Zc como funcidn del com

ponente. Esto no sucedía con las expresiones anteriormente dis-

cutidas, donde Zc era una constante para cualquier fluido. Para 

Soave Zc = 0.3333 y para Peng-Robinson Zc • 0.3071 siendo que 

los valores experimentales fluctuan entre 0,24 y 0.30. La ecua-

ci6n propuesta esa 

p • __ fil'__ - -----~Jil _____ _ (2.202> 
V-b V2 +(1 +3CJ)bV-3"b2 

b • fl b RTc /Pe (2. 203) 
i i i 

l'l b .. ac Zc (2.204> 

ac se obtiene de la raíz del 

3 2 
(6w+1) ac + 3 ec + 3 a c - 1 • o (2.205) 

para evitar que se encuentre un valor de ac que no sea el ade-

cuado se puede hacer un estimado inicial cona 

2 
ac. 0.25999 - 0.02l7w + 0.00375w (2.206) 

ac debe ser la mínima raíz real de la ec.<2.205>. El valor de 

Zc puede ser estimado por la ecuaci6n 1 

Zc • -'---l-----
3(1 + acw) 

o por medio de la siguiente relaci6n1 

Zc = 0.291 - o.oew 

(2.207) 

(2.208) 

El factor a<T> para cuando la temperatura es menor que la 

temperatura crítica se calcula comos 

a • a 
1 ci 

Cl. 
l 

(2.209) 
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1 
2 

a = 1i! <RTc l /Pr: <2.210> 
ci i i 

3 
lla Q <l+Zc (1- f\:1 > (2,211> 

0.5 2 
l +k <1- <Tr l > > (2,212) 

i 

El valor de k se puede estimar de la siguiente forma, 
i 

segdn el valor del factor ac6ntrico1 

•i w =< 0.04 k .. k (2.213) 
1 1 

•i w )e 0.55 k "' k (2.214) 
i 2 

•i 0.4 < w < 0.35 k - k (2.215) 
i 3 

donde1 
2 

k • k + <l/70) <5Tr-3k -1 > <2. 21b) 
1 o o 

2 
k • k + 0.07l<Tr-0.779) (2.217) 

2 o 

k • [ <w-0.4)/0.13 lk +e (0.~5-w)/0.1~ lk (2.218) 
3 2 1 

k e 0.4b5 + 1.347w - 0.52Bw2 
o 

•i w •< o.3671 <2.2191 

k • 0.53b1 + 0.9593w 
o 

si w > o.3671 <2.2201 

~as reglaG de 111ezclado para la resoluci6n de mezclas aon 

las mismas que para Soave, pero los par!metros de interacción 

son ligeramente diferentes. En el caso de la ecuaci6n s-w, tam-

bién se necesita una regla de mezclado para w1 
N 

w.. " )( w 
1 i i 

(2. 22S> 

y de acuerdo a este valor realizar todas las estimaciones que 



implican w. 

Goral <1981) propu•o una nueva regla de mezclado p•ra w ya 

qu• la ecuacidn <2.221) no era eKacta cuando lo• factores ac~n-

trices de los componentes de la mezcla tenían mucha diferencia 

entre .r. La ecuact6n propuesta esa 
N 

w. i; z w 

dond91 

z 
i 

l. 1 1 

0.15 N 
• ( K (a ) ) I l; K 

i u J j 

o.s 
Ca ) 

jj 

(2.222) 

<2.223) 

donde • y a· son los valoread• a para los CDftlPOnentes puros 
ii jj 

y por lo tanto, existe un valor de z para cada especia. 
. l 

Para valorea de temperatura mayores o igual•• a la Te, la 

forma de evaluar a<T> es mucho mls aancllla, ya que solo cambia 

en lA forma de calcular a 1 
i 

a·• 1 - <0.4774 + 1.32Bw> lnTr 
i 

(2.224) 

Como se puede observar, e•te tipo de c'lculo no ea funci6n 

da k • Las reglas de ••zclado para este caso son las mismas. 
i 

Ecuacidn de Teja y Patel. 

Esta ecuaci6n propuesta en 1981, introduc• •1 factor de 

compresibilidad crítico en función del componente, al igual que 

B-W, pero na la hace par estimaciones •ino directamente de dato• 

•Kperi11111ntalea. Ad••'• incluye un t•rmina que corrio• par la po

laridad de los componentes. La ecuaci6n ••• 

p • _.KI:__ - ______ é!_(JJ _______ _ 
(2.22!5) 

V-b VCV+b) + c(V-b) 

Teja y Patel definen Zc de la siguiente man•ra1 
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implican w. 

Gor•l 11981> propuso una nueva regla de mezclado para w ya 

que la ecuactdn 12.221> no ara exacta cuando loa factores acdn-

trices de loa componentes de la mezcla tenían mucha diferencia 

entra sr. La ecuaci6n propuesta es1 
N 

donde a 

w • ¡; z w 
J. i i 

0.3 N 
Z • ( H Ca ) ) I ¡; 

i i u J 

(2.222) 

0,3 
>< Ca > (2,223) 

j jj 

donde • V a· son loa valorea de a para lo• componente• pu roa 
u jj 

V por lo t:anto. exi..,te u11 valor dtt z par-a cada especie. 
1 

Para valorea de ti01!lperatura mayores o igual•• a h Te. la 

forma de evaluar a<T> es mucho m'• sencilla. ya qua solo cambia 

en la forma de calcular a 1 
i 

a·• 1 - C0.4774 + 1.3:ZBw> lnTr 
i 

(2.224) 

Como se puede observar. este tipo de cAlculo no •• funci6n 

da k • Las reglas de Mezclado para este caso son las mismas. 
i 

Ecuaci6n da Teja y Patel, 

Esta ecuación propuesta en 1991• introduce el factor de 

compresibilidad crCttco en funct6n del componente. al igual que 

s-w. p!M"o no lo hace por estimaciones aino directamente de datos 

experitMtntalea. Ad••'• incluya un tfrmino que corrige por la po-

laridad de los CDlllPDnentea, La ecuaci6n ea1 

p • _.EI__ - ------~<11 _______ _ (2. 223) 
V-b V(V+b) + c(V-b) 

Teja y Patel definen Zc de la siguiente manera• 
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Zc • PcVc/RTc (2.226) 

En su artículo CTeJa-Patel 1981b) proponen una serie de da-

toa de Zc par• 38 componentes, o en su defecto lo estiman por la 

corralac16na 

2 
Zc • 0.329032 - 0.076799w + 0.0211947w <2.227) 

Lo• parimetros a<T>,b,c ••obtienen de la aiguiente formal 

2 

• "' íla ((RTc> /Pe a <Tr> (2.228) 
t i 

b • ílb <RTc/Pc> (2.229) 
1 i 

e • Oc <RTc/Pc> (2.230) 
i i 

dan da a n e • 1 - 3Zc (2.231) 

3 2 2 3 
ílb +. c2-:szc> n b + 3Zc ílb - Zc • o (2.232) 

2 2 
O a• 3Zc + 3U-Zcl ílb + O b + (1-3Zcl (2.233) 

El parámetro a<Tr> se calcula da la mi•m• manera que para 

Boave.y Peng-Robinaon, ea decira 

0.5 2 
a • e 1 + F e 1 - Tr > l (2.234) 

Como se puede notar no aparece el parámetro m, sino F. Lo 

que •ucede •• qua Taja y Patel consideraran la• afectos del pesa 

molecular y de la polaridad en el valor de F. En su arttculo, 

muestran valore• calculado• de F para 38 componentes polares y 

no polares, o bien, una generalizaci6n tipo Soave de la siguien-

te maneras 
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2 
F • o.4~213 + 1.3098w - 0.295937w c2. 235> 

C.b• ••halar que tanto la oenaralizaci6n para Zc Cac.2.227) 

coma la de F Cec. 2.235) aOlo aplican a componente• no polares. 

Lo• autora•, también proponen usar el llamado BCSP <General Co-

rraapondinQ Btatea Principies> para estimar z, de esta formal 

r l r 1 r2 r2 r2 r l 
Z • Z + e <w-w >t<w -w > JC Z - z l <2.236) 

La ecuaci6n (2.236> no a6 mi• qua una intarpolaci&l lineal 

entre loa valores de Z d• do• cDt11Puaatos da referencia q1ut deban 

tener estructura similar al compuesto investigado y deben estar 

calculados por medio de la ec. de Taja y Patel para la• milllllas 
rl r2 

condicione• de T y PJ W y w aon lo• factora• ac~ntricoa d• 

lo• compuestos de referencia y w es al factor acintrico del com-

puesto inve&tigado. 

Las regla• de·mezclada que usaron Taja y Patal para a, by 

a son las mismas que us6 Soava, para al par~matro c la regla 
ij 

de mezclado uaada es1 
N 

c • ~ K c (2.237) 
m i i i 

El cilculo de laa propiedades termodinámicas .. realiza me-

diantaa 

ln (f/P) • Z - 1 - lnCZ-B> + a/C2RTNI ln CCZ+M)/(Z+Q)l <2.239> 

donde a 
2 o.s 

N • Cbc + (b+c> /4J 

H • CCb+c)/2 - Nl P/RT 

Q • CCb+c)/2 + NJ P/RT 

<2. 239) 

(2.240) 

<2. 241> 

H - H*• RT<Z-1> - [1({{-)- a ]-2-} ln[--~+~--] <2.242> 
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s - a•- -R lnCP/(Z-8)] - ~~) (-k) ln[-t~-~--J (2.243) 

Cda/dT> ••t• dada por la ac. <2.1B9> pero con la modificaci6n1 

N N o. !5 
da/dT • 2: 2: K K F (a a -¡ i'" ) ( k ) /T (2, 244) 

i j i J J ci cJ J i J 

2.15.- Condicionamiento• para la Elecci6n de Ecuaciones de 

Eatado. 

Adem4• de las cuatro ecuaciones cóbicas analizadas, existen 

111Uchas otra& ecuacione• de a•tedo, al;unas de ellas c~bicas tam

bién~ De aste oran número de ecuaciones resulta a vacas compli

cado el discernir acerca da cual es m&a propia para nuestra• ne-

cealdades; se deben tener en cuanta muchoa factores que pueden 

afectar el resultado obtenido al utilizar una u otra ecuaci6n de 

eatado. 

Existen muchas caractar{sti~as de un diaorama da fases, de 

un fluido puro o una 11119zcla, que l• 9Cuacldn de estado deber& 

ser capaz de predecir. Emta• caracterC•ticas pueden ••r aorupe

das de la •iouiente manara <Teja y Singh, 1977)1 

1.- El punto crítico. 

La ecuación de estado debe oanarara 

(-ª~-7.. o (2. 164) f~!f~- o (2. 16!5) 
3V Te av2 e 

t!2j <o av' Te 
<2.245) -(-~;-~; o (2. 246) 

-t~~)- o avi Te 
(2. 247> -(~;~i: o (2. 240) 
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'l 

L¡~f~ .. o c2. 249) e:Er\. o (2. 2l50) 
\ i)T,P, ani/T,P, 

ni +1 •µi-1 ni +1 •Gi-1 
2.- La pandienta d• la curva de presi6n de vapor en el pun-

to crítico, que está dada peri 

don da a 

ªe • Parámetro de Ri •del. 

3.- Los coeficient•• virial••· 

(2. 2l51:) • 

La ecuacló~ de astado d&b• predecir al segundo coeficiente 

virial B qua es muy usado en la avaluaci6n du propl•dad••· 

4.- Debe predee1r la localizacidn dm1 

a> La curva de Amagat o lnvarsidn de Joule1 

(~~-o V (-Ft~· o (2.2l52/2l53) 

b) La curva da Boyle1 

~}kªº V (-~0. o aP T 
(2, 2l54/2l5S> 

e> La irivers16n de Joul a-ThOflli>•on 1 

(-~-o ilT p 
V :(-~)-o 

aP T 
<2.2l56/2l57) 

d> El flHÍKimo y •ínilM> da capacidad•• calD!"Ífic••• 

(il)t o V t~·o <2. 2l5B/!?:S9> 

(~:v_k• o 
ilT1 V (-;~-o (2. 260/261) 

s.- La desviaci6n de la linearidad de la• curvas i•ocdric•• 
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6.- La intersección con f!l eje de las presiones (f'c:O) de 

las curvas ganeradas por la i;ualacidn a cero de las derivadas 

de&crit~m en el punto 4. 

Cn la pr.fctic.a, debemos escoger una acuacidn de estado en 

functtSn de1 

1.·· El rango de preeidn, temperatura y denaid•d, aaf como 

la naturaleza de los componentes. 

2.- La precisidn requitrida. 

;5, ·· La cantidad y tipo rle dntog experimental ea qi.•, · 11er.Cn 

necesarios y que son disponibles para ov~luar lo~ parSmatro~ de 

ia ecuaci6n. 

4. - loa recurso• di sponi bleP. y ~1 ti ro dt! c.11 culo •fec: tuadn 

para resolver una l]CUacitSn de alt11 c:a111plejic1ad, 

En el cap!tulo IV se propon& un modetlo general i~at1o , de 

ecuac16n de .. tado cdbica en funci6n de la den~idad que·~r•ten

da abarcar todaa las posibilidades de c'lculo, 
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CAPITULO III 

CRITERIOS DE ESTABILIDAD V PUNTOS CRfTICOB 

3.1.- Criterio• d• •stabllid&d 

El problema d• d•t•rminar •t una mezcla ho1110Qfnea multi

compon•nte •• •epararl, eapont•nea e trr•veraibletlMlflt•, •n una o 

ml• f•••• •• un irea i111Portanta de 1• termodln4mica. En dl••fto 

de proceso• d• ai&temaa de d•atJlaci6n •• comdn Dmltir la 

presencia de un líquido heter09fneo sobra loa plato•, y proc:9der 

con lea cllculoa sobre 1• b••• de una fas• líquida en equilibrio 

con la fase vapor. Serta •decuado probar al al l(quido llQbr• •l 

_plato•• ineatable.con respecto a la fa•• que•• aepararl y cal

cular las compostcionaa y cantidades r•latlv•• da cada faaa pre

•~ntes ••te proceso produce solucione• tmiltiplea p•ro con la 

ayude de loa criterios d• ••tabtlSdad •• puedttn determinar cu~n

ta• y cdales de esta• solucione• pueden ••r .. tabl•s· 

Un sistema a una t•niperatura y pr•atdn conatant•• •• die• 

qua •• estable ai no •Miate un •atado con flltlnOI'.' enaro!• 1ibr• d• 

Gibbw. lkl• sola fa .. puede .. r tn•st•bl• al otra f••• o una m•z

cl a de dos faaea tienen menor energía libre. Un sistema que 

contien• das o m'• fases •• tn•atabl• si su en•rofe libra •• ma

yar que la obtenida con otra combinact6n de f~•••· 

Considerar, como aJemplo un líquida aubenfriado puro (ftg. 
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3.1). Al reducir la presi6n hasta la presidn de saturaci6n <b> 

•e podr!a esperar que el líquido ebullera. pero este hecho no 

ocurre y vapor en (e) aparece. Sin embargo, si el líquido no 

contiene puntos de nucleaci6n, se puede sobrecalentar hasta (d). 

La zona entre (b) y (d) es llamada metaestable. Al disminuir m~s 

la presidn se llega al punto <e>, el cual nos da el límite de 

que tanto ~e puede disminuir la presi6n antes de que un cambio 

eapontlneo de fase ocurra, y es llamado el límite de estabilidad 

intrínseca. 

EKiste una· ei:pres16n rnatem&tica para el criterio de estabi-

lidad de una fase. La faae cuya estabilidad se asta eKaminando 

tiene fracciones mol K y potenciales químicos µ Esta fase 
i1 11 

debe ser comparada con otras po•ibles fases que tengan fraccio

nes mol w y potenciales qu{micos µ • Si para la• demás fases 
i2 i2 

a T y P constantes se cumple <Heidemann 1983>1 

D <X > "' l: >e < µ - µ > >• O (3. 1) 
2 i2 i2 11 

entonces la fase original con K ea e•table. Una •Kpresidn 
11 

similar se obtiene de la condici6n d• la mínima energla libre d• 

Helmholtz a T y V dadas1 

¡: K ( µ µ > - V <P - P > >• O (3.2) 
12 12 11 2 2 1 

La desigualdad (3.1) es la cono~ida •Mpre•i6n d•l criterio 

del "plano tangente" para e•tabilidad d• fases. 

El tt€rmino l: )( µ es la energ{a de Gi bbs de una fa•e y 
i2 12 

el tirmino l: M µ es la ecuacidn del plano tangente a la 
12 11 

superficie de la energía libre de Gibb• en el punto x. X es un 

vector de fracciones mol. Si al plano tangente en el punto da 
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p 

\ 

\ 

V (volumen molar) 

Figura 3.1.- Diagrama Pro•lOn-Volumen para una sustancia 
pura. 
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prueba se encuentra bajo las diversas superficies de energfa li-

bre de las posibles fases, la desioualdad se cumple y la fase 

eKaminada es establea en caso contrario se separará en dos o más 

fases. La funci6n OCXI •• ~~ ~!~t~~~!i! rC• 1 • e11n.a..,...J:,¡ ,,.. - ... _ 
-- -- --r-• • ·--- --

oía libre arriba del plano tangente. 

Mi chel sen U 982) ha propuesto que 1 !! est:i!bi ! ! dad !!ea ex ami-

nada al ~valuar la ecuacl6n <3,1) en sus puntea eotacionarloa, 

tales puntos satisfacen• 

ln <f /f 
i2 

> .. e 
11 

donde e•• una constante independiente de t. 

Por lo tanto la ecuaci6n (3,1> requiere1 

E X ln(f /f ) • 9 )a O 
i2 i2 i1 

(3, 3) 

(3.4) 

para que la faae examinada •e• estable. Entonces, la estabilidad 

se puede dgterminar localizando composiciones que satisfagan 

(3,3) v examinando el signo da e. El criterio de estabilidad de 

Michelsen, ecuaciones (3,3) y (3.4>, puede aer usado para probar 

la estabilidad de una fase relativa a otra• en un procedimiento 

similar al de cilculos flash. 

Donoen y Doherty <1993) analizaron la estabilidad de mez-

claa multico~ponente con el uso d• la enero!• libre da Bibba. 

Para un sitema de ~ fases, cada una conteniendo los "c" compo-

nentes, la energ(a libre de Gibbs esa 

~ p p 
G • E 13 <N • T, PI (3,!51 

p=1 
p 

e P ( ;iGP ~ p p p 
G • ,E n -~---- • n o <X • T, PI (3.6) 

1:1 i niP 
dondet 
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. i 

p 
n ea el numero total de moles en la fase p 

p 
g es la energía libre molar de Gibbs de la fase p y es 

p p p 
funci6n del vector de c-1 fracciones mol X • <x ,x , ••• >, T y 

p 1 2 
P. La energía libre de Gibbs, a , es una funci6n homog6nea de 

primer orden del ndmero de moles da cada especie en la fase, por 

lo que es la base de las ecuaciones de Bibbs-Duhema 

e p ~J~~~---) -o I: n j .. 1, . . •• c (3.7) 
i=l i an.P an.P 

J. J T,P,°i< 

e p 0J]4~) O I: n • o j - 1, . . •• e <3.B> 
i=l i an.P 

T,P,nk ] 

e p ( p \ 
o I: )( _J.l!.i-) • o j • 1, . . • , c-1 (3.9) 

i=l i ax.P 
J T,P,xk p 

o en form~ matricial, donde 'l'3 •• una matríz cuadrada de e * c1 

Para 
p 

para N , 1 a 
_p 

nante de a 

....P p 
G * N .. o (3.10) 

_JI [ .. 01~%: __ ). . . · l a • (3. 11) 
íln. íln.P 

J. J 

que la ecuaci6n <3.10) no tenga una aoluci6n trivial 
p 

matríz ir debe aer singular, 6sto ea que el determi-

sea cero. 

Si ae supone una mmzcla de composici6n X como una fase ho

mog6nea a P y T dadas y abaJo de la TcJ en.toncas do11 fase• se 

pueden formar cada una con una compoaici6n ligera11111nte diferente 

al de la mezcla original. Si las nueva• fases difieren en peque-

~as cantidades t 1 

cionelide E; 1 =1<! 
i 

e SI 

!! I 
y E; , donde t etr. un vector de c-1 desvi a-

- )( . El balance de masa total y de especies 
i 



n x 
i 

+ f.I > + nih + ¡:;II> 
'i i i 

1 a 1,.... c-1 (3.12) 

n • J + nI1 

La enerola libre de Gibbs antea y despu~s de que la mezcla 

se aepare ea, reapectivamenta1 

Go • n O (X, T, P> <3.13) 

EKpandiendo en serie• de Taylor la funci6n o <X + ¡:; > hasta 

el t6rm1no d• segundo ordena 

o<X+f;>• g <X>+ ct1 (J.&..) t. + 1-ct1 z:(--~L-) ¡:; .i:;. + 
i=1 axi l 2 i j axia~. l ] 

•• <3.1S> 

T,P,Xj J T,P,xk 

Sustttuyfndola en la eMpreal6n de G y haciendo uso del ba-

lance d• maaa ae obtiene el calllbio en B como una fara• cuadr,ti-

CAi 

(3.16) 

(3.17) 

La matrrz 'a •• cuadrada de <c - 1>•<c - 1> v conaiate de 

laa segundas derivada• de o con respecto a las fraccione• mol1 

i • [ .... ( __ a:~---) . . . · ] 
\ axi axJ· T P , ,xk 

(3. IB> 

81 li G •• positivo, la fase ne •• separar&. Por lo tanto, 

la faae es estable sí y solo sí li G •• mayor que cero. Para quu 
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o .G sea positivo es neceaari o que 1 a matrfz v sea definida po-

si ti va. 

El límite de estabilidad de una mezcla homog~nea se define 

como el espacio de puntos en los cuales v deJa de ser dafintda 

positiva. Este espacio de puntos es llamado la curva eapinodal y 

ocurre cuando1 Det <9> • o. 

Para una mezcla binaria (fioura 3.2>, el crit•rto de esta

bilidad es < a2 01a 112 > >o. Una or~fica de g vs. H r•vela st la 
i t 

mezcla e1ehibe una zona de miscibtltdad. Si la curva •• conv•11a 

la mezcla es ·establea •i la curva •• c6ncava la mezcla •• 

inestable y nunca a11istira como fase homog~naa. L• curva btnodal 

se localiza obteniendo una serie d• tanoentes sobre la curva de 

o vs, 11 • La curva espinodal es al espacio de puntos d• tnfl•-
1 - )( . 

1 
1ei~n aobre la curva g 

Una definici6n alternativa de la curva espinodal, la cual 

hace uao de los potencialea qu(mtcos,a• cuando •• r••uelva la 

ecuación del Det < i::r> • o, donde JT •• una 11atrrz cuadrada no 

simftrica de Ce - 1> a Ce - 1)1 

. [ .. (~~-\ .. · l 
J JT,P,x:.. 

(3.19) 

Otra definicidn equivalente de la curva espinodal •• puede 

encontrar en t6rminos de la energía libre de Gibbs1 

G SI 

2 
c-1 (a ) l E 11 _ _llj__ C3. 20) 
1<=1 k axl< .. 

l,P,xi 

Definiendo una nueva matr{z o•, como submatr(z de"G, que 

contiene s6lo las primaras c - 1 columnas y renglones, y qua se 
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o 

Región 

Estable 

/ 
I 

/ 
I 

Región 
Metaestable 

P = cte. 

I 
I 
I 

I 
I 

Curva¡ 

Espinodal 

Curva bincxl.ü 

1 

Figura 3.2.- Di&gr•ma Q-K qu• 111Ueatra l•s l!naaa que 
l 

limitan laa zonaa de estabilidad. 
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relaciona a la matrfz ~ puede ser escrita en forma compacta 

como a 

donde a 

,•;; 

1 
G' ,. -n 

1( u 

( lJ - Ir X> .. 
1 

[ IT <I - X>J n (3. 21> 

)( )( . . . . . )( 

1 l l 

)( )( H 
2 2 2 

(:5. 22) 

)( )( )( 

c-1 c-1 c-1 

El determinante de G' es aimpl emente el producto de loa de

terminantes de P- y < I - X>, el det <I - X> • H <fracción 11101 
c 

dependtente>J por lo tantoa 

det <B') • (i;-r-i Me dat ( ji (3. 2:5) 

Cuando (3,23> es igual a cero d• encuentra la curva espina-

d.al. 

Las ecuaciones de Gibbs-Duhem y el criterio de estabilidad 

obtenidas anteriormente se pueden aplicar a mezclas d• do• fases 

multicomponentee para encontrar el criterio que deter~tne su es-

Las fases y el balance de masa •• d~finen por1 

I 
N • <n , n • 

1 2 
rr 

N • <n , 
l 

n • 
2 

N 
i 

+ nII 
i 
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Si las dos fases eat'n en equilibrio1 

I lI 
µ .. µ i .. 1, ••• ,c (3.24) 
i i 

La energla libre de Gibbs ea al inicio• 

(3.25) 

deapu'• de una peque~a transferencia del n~mero de moles, ~ 1 

e11pandiendo G <N:1.t> en aeriea de Taylor1 

G (N±f;) • G<N> i ~ (_a_G __ ) E;. + 1_ ~ ~ 
i ani T Pin. 2 i j 

' ' J 

auatituy•ndo <3.27> en <3.26> se cbtlene1 

e 
&G • E 

i [ { ;;~) - (a~~~) t~+ 
\ i,4,P,n· l T P n· 

J ' ' 

1 e 
---E 

2 l 

pero comc1 

y can (3,24> la eKpre•i~n <3.29> .. reduce •• 

ª' 

dende a 

1 e 
G • -- E 

2 i 

e I II 
E <G + G > E;· ~. 
j iJ ij l J 

1 T - I JI 
6 G • .,.- E; [G + B l E; 

2 

GI • (a~~~~. ) 
i J l J T ,P,nk 
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,, 

El •atado de equilibrio original ea eat•ble ai la matrrz 

(de e K e> es definida positiva• 

H•G
1
+aII 

eKpandi•ndo <3.30> se obttene1 

1 T -I 
6 a • -- ~ G·~ + 

2 

despu'• de aplicar las •cuacionea de Gibba-Duhem y la 

CJ.30>, Dongen y Doherty obtienen una 

~ea 

6 G = 
donde a 

1 
2 

O •• un vector de 

(N I - N II) 11 )T 
c-1 c-1 e 

T 
a 

1 T T 1 T 
H a ª -- a L: H L a • -- O H •O 

5 2 232 2 3 

<2c -

-1 
a • CLT > 

2 

[a' o ] d H • O JI s 

[ I II BII ] B + G 
H • aII BII 3 

[ I -t ] . L • 
2 o 1 

2) • <n 
1 ' n2' ' • •11c-1 ' 

-1 
n • (LT > 

1 
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El equilibrio de las dos fases ea estable si la matríz H 
5 r n se define positiva, pero como H contiene a G y G como meno-

5 
res principales, -se definir' positiva sr y solo sí las matrices 

GT y e 1r se definen positivas. En otra• palabras, el equilibrio 

entre la• dos fases sera estable s{ y salo sl las fases l y 11 

son individual111ente estables con respecto a la fase que se 

separa. 

3.2.- Criterios de Estabilidad y Tr•nsformadas de Legendre 

Los criterios de estabilidad pueden ser eMpreaados en una 

forma sencilla que sólo involucra le deter•inacidn de la positi

vidad de una derivada parcial de segunda orden de una funci6n 

potencial, mediante el uso de las tranwfor•adas de Legendre. El 

uso de estas transformadas se puede revisar en Beegle y Modell 

<1974a>. 

Para un sistema de equilibrio eat•ble 1• energ{a interna U 

debe ser mínima, un pequeno cambio provocaría un aumento en U, 

pare tales cambios U puade ser eKpandi'd• en series de Taylor 

<Beegle l974b> 1 

t:. u • 6 u + 62u + • • •. > 0 . 

En el equi 1 i brt o 6 U • O 

Para que el ai atema sea eatabllt 61., > O 

donde 
L o U •• la menor varlacidn qua persiste. 

Las restriccionea sobre (3.34> aon1 

(3.34) 

<:S. 3S) 

(3.36) 

- Para tad.a11 las variaciones, la entropía, el volumen y la 

masa son constantes. 

La ecuaci6n fundamental puede ser eKpresada como1 

7ó 



V~ n ~ n , ••• ,n 1 
, .. 1.· 2 N 

~' ' . ·., 
. ·;·.. ·. '."; :.-· '~·;, .. ·: . ,:., 

o en la nolli'~nc;,latur,a ~~ 't:ransf:'éÍr~edas de Legendrea 

(()) ' .' 

~.·· •>a'fC~ 1 ,,_ic 2 •••• ,><N) <:S.371 

por lo quE! 1~~ ecuil¿}oA~.\(3.341 a (3.361 se escriben comos 
.. : . ~;.".' : .••. · .. 

, JOI'.,> ·' · (0) -' (0) 

. ÁY "'";~>;v:.': .. +62 •Y + ••• > O 

Para .. ª~'lizar,._ili ·~·t•bi~f~tt•CUo se requiere eicaminar 

tlrmino de,; eegundo; af:dtt,i'. <en 111;,punto cr!ti co Hte tdrmino 

cero 

el 

establecer . la ltatatitlldad)',; EMpándiendo el tlfrmino de segundo 
' .. ·: ~ ' 



D • 
k 

a 
kij 

Aplicando 

cidn D /D ••• k k-1 

y<o> y<o> • y<o> 
11 12 1k 

y(O) y(Ol 
21 22 

y(Ol y(O) • • • y(O) 
k1 k2 kk 

y y • y y 
11 12 1,k-1 1j 

y y • y y 
21 22 2,k-1 2j 

• 
y 
k-1,l 

y y • y y 
il 12 i,k-l ij 

laa transformadas de Legendre a 

D ID 
k k-1 

(k-1) 
• y 

kk 

(3.41) 

(3.42) 

i ,J >= k 

<3.39) la rela-

-(3.43) 

(k-1) (0) 
donde y es la <k-1) - transformada de Legendre de y en el 

kk 
espacio< i;1 , ••• ,i;k-f\' 

En forma •imllar1 

13 /D 
kkj k 

(k) 
.. y 

kj 

13 ID • l 
kkk k 

')( ) . 
m 

j > k (3. 44) 

(3.4Sl 

Por lo tanto el criterio para un equilibrio e•table puP.de 

ser representado por las ecuaciones (3.39) y/o <3.40), o por su 

forma equivalente• 

m 
¿; 
k 

<3.46) 
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li z .. 
k 

m 
OK + E y li >< 

k j=k+1 kj j 
cs. 47) 

La transformada parcial de Legendre y es funciOn de <t , 
mm 1 

f.2· 

entonces 

'~m-l , >< > , por lo tanto• 
m 

(m-l) (ª 2 (m-1)) 
Ymm •-a~--- • 

~ 
m-1 

(3. 48> 

~1 ~m-1 
(m-1) 

y debe ser cero, si se especifican m-1 variable• 
mftl 

intenaiva11 C ~1 , • • • •tm-
1

> Y las variables reatantes me fiJAn. 

Ea decir, como la derivada es en a{ misma una derivada da una 

propiedad intensiva con respecto a una propiedad •><tensiva a m-1 

variables intensivas conatantes, debe ser igual a ceroJ por lo 

que el limite superior de la ecuaci6n (3.471 debe ser m-1 y no 

m. El resultado final de estabilidad es1 

(k-1) 
y. >o k • 1, •• ,m-1 (3. 49) 

kk 

El límite de estabilidad intrínseca ae define por la condi-

ct6n • la cual cualquiera de estas derivadas parciale• de seoun-

do orden se vuelven cero. 

3.3.- Criterio Necesario y Suficiente de Eatabilidad. 

Usando el operador de derivadas desarrollado por Baegle 

C1974b> para reducir ~k-l)•e obtienes 
kk 

(k-1) (k-2) 
y • V -

kk kk 

fy<k..-2) ) 2 
~ k(k-1) 

-----7i<.:n--
y 

<k-l)(k-1) 

(3. !50) 

de la ecuaci6n C3.49> tanto y(k-1como y (k-2) deben aer poai-
kk (k-1) <k-1) 

ttvaa, por lo que •e deduce de <3.50) que y(k-2~ambi~n debe ser 
kk 
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positiva. 
k-2 

Se puede observar que y hubiera sido el coeficiente 
kk 

de o Z 
k 

si el ordenamiento de las variables M y M fuera al 
k-1 k 

rev~s. 

(k-2) 
Suponiendo que y di•minuya a cero, la ecuaci6n 

k-1 <k-1) <k-1) 
<3.50) indica que y se vuelve negatiVOJ entonces la naturale-

za positiva de :-1 ~~empre es violada antes de y<k-2) 
kk <k-ll<k-1) 

Generalizando, se establece que la condici6n necesaria y 

•uficiente del criterio de estabilidad es1 

Y (m-2) > 0 (3.51> 
<m-1> <m-1> 

k-1 ea decir, si la ec. (3.51> es positiva todas la• y (k • 1, ••• , 
kk 

m-1> son pomitivos y el sistema es estable. En el límite de es-

tabilidad la ec. (3.51> es igual a cero. 

Algunas formas alternativas de la ecuacidn <3.51) son1 

{ _~_y;_m-2~ .. . {:E~~ ' 
~ ª~1··~m-2• \_a~n-l,/~1··~-2• 

(m-2) 
y .. 

<m-1> <m-1> 
(3,52) 

Xrn :'m 
La eMpresidn más usual y general de la ec.<3.51) es 1 

r. > o 
1 

O •< i •< m - 2 (3,53) 

donde ri es un determinante definido como1 

r ... 
J. 

(i) (i) (i) y y y 
~J>+l> (i +1) t~r1, <i +2> var1 > <m-u y y 
(i+2) <i+1> <i+2) <i+2) <i+2> <m-1> 

(3.54) 

y(i) y (i) y(i) 
<m-1><i+1> <m-1> <1+2> <m-1 > <m-1 > 

Para cualquier i, J, entre cero y <m-2>, r I r es una 
i 
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constante positiva y por lo tanto sólo se puede usar para 

probar la estabilidad. 

Para un r.i stema binario compuesto por A y B : 

U• f< s, V, n , n 
A B 

(3,55) 

El criterio de estabilidad es1 

m .., 4, y(2) .. G a {_a:_G_~ = (]JJA \ >O (3.56) 

33 !'}\ nA \ aNJ,{. p aNA4 p n 
, ' , 'fj 

pero equivalentes cri~erios de estabilidad se Diferentes, 

obtienen si el ordenamiento de las variables independientes ne 

cambia en la ec. (3.55), Cuando el sistema alcanza el l{mite de 

estabilidad todos los criterios equivalentes son violados al 

mismo tiempo¡ la tabla 3.1 muestra los diverso~ i:ríi:erios equi 

valentes para el sistema binario. 

Tabla 3.1. 

Orden de <>< , >< • >< • >< ) Criterio de estabilidad 
1 2 3 4 

<S,V,n ,n > G = (-~*) > (1 
A B 'A nA nA n3,T,P 

<S,n ,v,n > A' (-~-1 >o 
A B vv A,T,ns 

eµ Ji <S,n ,n ,V> A' "' --:.S.. > o 
A B 113 ns ílns µA;r ,v 

<V,n ,s,n > H' .. (-}}-) > o 
A B SS µA,P,113 

<V,n ,n ,s> H' .. (-~-e) > o 
A B n 818 

an8 µA,P,S 

<n ,n ,S,Vl U" = ex1 > o 
A B SS as µA,PA,V 

<n ,n ,V,Sl u" (-~¿ > (1 
A B vv µA,µB,S 

dondes A • f<T,V, µ ,n l 
A B 
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H f(S 1 P, µ,n l 
A B 

U= f<S,V, ~t ,µ l 
A B 

Si el criterio de estabilldad se va a evaluar mediante una 

e~udci6n de estado expl(rita en la presi6n P = f(V,T,n ,n l, la 
A B 

exµresidn mS:s aconsejable es la que involucra la energía libre 
(1) 

de ll!:ilmholtz. Con la ec. <3.541 y para i =1, y = A, 11 "' S, 
1 

x = V, K a n 1 x = n , se obtiene: 
2 3 A 4 B 

[

y(l) 

22 
rl .. <1> 

y 
32 

) o (J,571 

Las derivadas de A se encuentra a partir de la ecuación 
ij 

de estado. Posteriormente Heidemann <19731 analizó los criterios . 
d"l estabilidad dados por 1 as ecs. <3. 49> y (:5. 51), 11 egenclo a 

las siguientes conclusiones1 

1.- El criterio de estabilidad necesario y suficiente en un 

sistema de n componentes ess 

Jk-1~ o • 
kk 

k "' 1,. • • , n+ l 

2.- Todos los puntos en el lfmite de estabilidad cumplen ques 

y<m-2) = Y (n) "' o <3.~B> 
(m-1 l <m-1 > <n+1 > <n+l > 

donde n es el número de componentes <m = n+2l. 

3.4.- Criterios de Estabilidad en el Punto Crítico. 

Gibbs C1B7i» fu~ el primero en desarrollar el criterio ma-
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temático del estado crítico, definidndolo como el estado sobre 

la superficie binodal <por lo tanto, estable l. 

Desarro116 dos ecuaciones del criterio del estado crítico, 

la& cuales pueden ser representadas en tres formas diferentea. 

a> En t6rminos de T, V, µ , ••• , µ , n 
1 n-1 N 

(3.59) 

(3. 60) 

<::S. 61) 

La ec. <3.61) define la estabilidad de la fase critica. 

bl En términos de s, V, n , 
1 

•' n 

R = O 
N+l 

J = o 

donde a 

J!~ íl 2U 
as añi'<fs 

íl 2 U a2u 
a"Sañi --:r íln1 

R ,. 
N+l 

N 

C:S.62! 

<3.63) 

(3.64) 

J determinante de R pero c:on una hilera reemplazade1 
N+I 
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pera 
;iRN+1 ilRN+1 '.)RN+1 íl~+1 él lli+1 
-¡¡T -~ñ1- ilñ2- -rñ;; -~ñ; 

e> En tifrmino de T, P. n ' . ' n l 
1 N 

r • o (3.65) 

M =O (3.66) 

il 2G 32G il 2G --r añan . . . . añ;añ-an
1 2 1 -1 1 

2:~ aªG -~·si__ 
éln 3n 3n~ 3n éln 

r = 1 2 2 N-1 2 (3. i.7) 

.a~§ E.:.Q. 
an1 a~_ 1 3n2 élnN_; 

íl 2G --y-
ilnN-1 

M es igual al determinante de r con el dltimo rengl6n reem-

plazodo por 1 

De acuerdo a la def inicidn empleada por Bnegle y Reid 

(1977>, el punto crítico es un punto estable sobre el l{mite de 

estabilidad• por lo cual satisface• 

o7u • o (3. 68) 

de la ec.<3.34>. Como al punto crítico es estable, entonces la 

primera variaci~~ que no desaparece en la serie de Taylor debe 

tener orden y ser positiva. Es decir 1 

o3 u .. o 
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El punto crt' ti co debe cumplir las dos ecuaciones anteri o-

res. Usando la energía libre de Helmholtz o de Gibbs las ecs. 

(3.ó9) y (3.70) se expresan como1 

o 61 A = (1 

6 3 G • O 

En notaci6n de las transformadas de Legendre, Las ecs. 

(3.69> a (3.70> serán1 

y (n) "' o <:S.~9) 

<n+U <n+t> 

<n> 
y .. o c:s. 71) 

<n+l > <n+ll Cn+l> 

Y (n) > • o <:S.72> 
Cn+t > <n+l > <n+l > Cn+1 > 

Para prop6sitos de c&lculos, ea conveniente emplear trana

formadas de menor orden, por lo que una expreaidn alternativa de 

(3.581 y <3.71> son1 

r • 
i 

(i) 
y 

(i+U <1+1) 

donde H es el determinante de 
i 

reemplazado pera 

• o 

(i) 
y 

U+l> Cn+l> 

y<i) 
(n+l> <n+1 > 

- o (3.73) 

<:S. 74) 

pero can el 1.h ti 1110 rangl 6n 

ar. 
--~-

ª 111+ 1 

As{ por aJamplo, para un sistema binario en• 2>, y consi

derando i • 1, se obtienen de las ecs. C:S.73>, C:S,741 y el orde

n&i1aiento de laa variables como en c:s.5~11 
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o 1 

01 H • 
1 

r 
1 

r 

H • 
1 

A •A 2 

nA n A nA VV 

A 2 > • O 
Vn 

A 

.. 

•A 
1 

y (1) • A 

A A 
vv VnA ,. () 

A A 

°A V nA nA 

A - A2 • o 
VV 'A"A VnA 

•O 
ar. --r 

av 

3(A A A 
Vn A ni\ VV V'}\ 

(3.75) 

(3.76) 

A 
w"A 

-Resolviendo r y M para un punto, a unas condiciones da-
1 1 

das, se puede establecer si ese punto es un punto crttico de la 

mezcla binaria. 
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' 
CAPITULO IV 

ECUACIÓN DE ESTADO CÚBICA GENERALIZADA 

4.1. Introduccidn. 

En los óltimoa affos, en diaeffo de procesos aaiatido por 

computadoras, las ecuaciones de estado ae han usado cada vez mts 

para el cilculo de c~ficientes de fugacidad, entalp(as, entro

pías y densidad•• da mezclas líquidas y gaseosas, frecuentemente 

a condicione& muy severas de presión y temperatura, Ecuaciones 

de astado como la modificación de Soave a la ec. de Redlich

Kwong <Soave,1972>, la ecuación de Peng-Robinson <Peng-Robinson, 

1979> y la ec. de Teja y Patel <Teja y Patel, 1981) aon capaces 

de predecir ewcelentes valores de esas propiedades incluso a 

condiciones rigurosas como lo son el punto cr(tico y las re

giones retr6gradaa. 

Loa c.llculoa de propiedades ffaicas y termodin,micas de un 

sistema es el nivel m&• bajo de la Jerarqufa c0tnputactonal en un 

simulador de procesos y por tanto, •on los que se efectuan r.on 

mayor frecuencia. La exactitud a mste nivel adquiere por tanto 

Qran importancia pero esto conlleva a que al sati•facer eata 

demanda se hacen m~s complejos y vertadoa los •lgorttmos d• 

estimacidn con la que surge un inevitable conflicto con la 

eficiencia computacional. 

En simulaci6n de procesoa, loa algoritmos para resolver 

separaciones flash o torres de deatilaci6n utilizan procedimlan-
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tos iterativos para la solucidn simultAnea de las acuac:tone& de 

equilibrio de fases y los balances de masa y enerora. General

mente la temperatura <o presidn) y composición de la mezcla 

líquida o gaseosa cambian con cada iteracidn. Es en este momento 

cuando se requiere que una ec:uactOn de e'Stado no• provea los 

valores de la variación de la entalpía y/o coeficientes de 

fugacidad 6 una temperatura, presi6n y composición dadau. De 

aqu( sur9e la importancia da aplicar las relaciones termodinámi

cas b'sicas a las ecuaciones de estado para evaluar r4pidamenta 

estas propiedades. 

La~ ecuaciones de eatado m,a.uaadas son las e><plfcitaa en 

presi6n de la formas 

01 

P • o<T, V, ><> 

p • g<~. p • >C) 

(4.1) 

(4. 2) 

En el caso de la ecuacidn (4.2) una aolucid'n para la denai-

dad 1110lar ea lo primero que se requiere evaluar <Mathias et al 
\ 

1904> y deapués evaluar AH' y cp por medio de las e><preaiones 
i 

Como ya mencionamos en el cap!tulo Il, las ecuaciones cdbi

c•• de estado won las m's usadas, ya que funcionan para ambas 

fases y generalmente son muy ewactaa. Sin embaroo, •l uao d• es-

tas •cuaciones para c'lculo• de wquilibrio presenta do• deft-

ciencias principale•. Una es el bien conocido problema de eleoir 

correctamente loe estimado• iniciales de laa composiciones dw 

las fases cuando estamos trabajando en la zona de alta pre•idn. 

La otra es que loa métodos ragularea resuelven la ecuactdn 

cdbica para el factor de compresibilidad Z y con frecuencia se 

ea 



obliene un tipo equivocado de rafz Ces decir, la rarz de la fase 

líquida por la de la fase vapor y viceversa>, o bien quo la rafz 

predicha pertene1ca a una fase inestable. La alternativa m&s 

viable para evitar que esto suceda consiste en, como primer 

paso, resolver la ecuación cúbica directamente para el volumen o 

la densidad seodn sea la ecuación usada y emplear los criterios 

de estabilidad de fases planteado& en el cap(tulo anterior para 

verificar que nuestra aoluci6n est' dent:ro dt:> la zona estable. 

Esto es muy importante puesto que, por ejemplo en un flaaheo la 

ecuaci6n de estado sin comprobaci6n de eatabilldad puede prede

cir un comportamiento físicamente imposible. 

4.2.- La Ecuaci6n de Estado Cúbica Generalizada. 

En éste trabajo proponemos una ecuación de estado cóbic~ 

;eneralizada del tipo de la ecuaci6n (4.2>. Preferimos la ecua

cion en función de la densidad y no del volumen dado que, aunque 

la9 ecuaciones termodin,micas son un poco más complejas, la 

densidad es una propiedad que siempre se desea saber y de la que 

ae necesita un valor muy exacto. Esta &K&ctitud se pierde al 

calcularla a partir de Z o v. 
La •cuacion c~bica generalizada, en funci6n de la densidad, 

es como siouea 

Rl' p = _ _p ___ _ ---------~~2----- (4,3) 
1-pb (1 +6 bp)Cl+o bp) 

1 2 

La ecuación (4.3) es f'cilmente reducible a laa ecuaciones 

cúbicas de estado mis conocidas, sustituyendo en éstas los ~alo

rea de 6
1 

v 6 
2 

que proponemos en 1 a tabla 4. 1. Es una ecua et ón 

muy versátil ya que puede programarae en computt'dora y leer los 
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Tabla 4.1.- Valore& de 0 y ó para l~ 
1 2 

ecuacldn <4.3) 

Ecuación Valores de li
1 

y 

Van der Waal a <1073) 01 "' ºi "' O 

----------------------------------------------------------------
Redlich-l<wcng ( 1949) 

Soave ( 1972) 

Peno-Robinson (1976) t\•1+,P:-

Harmena <1977) 

Clasiuli <1980) 

----------------------------------------------------------------
Schmidt-Wenzal <1990) ó1 •(-1+~-~1-/~1_+~-'!f + 3w 

ó2 .,(_1~+~-) + jp-;-~12 
+ 3w 

----------------------------------------------------------------
Te j a-P ate 1 <1991 > 6

1 • (-ll..:;-.s;;-)-)~9...!/;J + be 

ºz • (-~+::-) +/~+~j2 
+ be 

valorea de 6
1 

y ó
2 

segun la ecuaci6n de estado que se quiera 

usar. 

Si sustituimos en la ecuación <4.3>1 

A• 
aP (4.4) ----2 

(RT) 

B • 
__ er.__ 

<4.5) 
l<l' 

e • 
p 

<4.6) y 
RI' 
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donde: 
2 

a .. íl < RT> a /Pe (4. 7> 
a e 

b= ílRT/Pc <4.B> 
b 

Se obtienes 

3 2 
pBCA + B 611\<1 + B>l + DBC C •\ + ó - e (á ó- ó -ó > - A/Bl 

t 1 2 l 2 

2 3 
+pCC1-B«\+i\-Ul-C "'º <4.91 

si se desea para Z1 

2 3 
z - Z C 1 - B< ó + 6- 1> l - 2 e ó +ó - B(6 ó -ó -ó > - A/Bl B 

2 1 2 1 2 1 2 1 

- CA + B < 1 + BI ó 
1

6
2 

l B = O (4. 10) 

4.3.- Cflculo de Propiedades Termodinámicas 

En el capftulo II presentamos las bases de la termogin~mica 

clá'5ica que rigen el comportamiento de los sistemas. En el apén-

dice C del libro de Abbot y Van-Ness <1982> se enc:uentran expro-

sienes alternativas para el c~lculo de las propiedades termodi

n.ímicas dependiendo de que variable es expl{c:ita en la funci6n 

de estado. Para el caso de la densidad tenemos una serie de ex-

presiones que aplicadas a la ecuación de estado <4.3l nos pro

veen las relaciones termodin~micas <explícitas> para el cálculo 

de las propiedades. 

Er1l i.\l pf a: 

L.1 expresi 6n para el cAlculo 

-/[r (-~--) 
o p 
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de la entalpf a ea1 

- p {_~ _ _\ l .!.l.f!"l 
\ª·' /¡, p 

(4.11> 



aplicando (4.11> a <4.3) se obtiene1 

a w = --~- + [-:..sJ~::~t~2L~c32i:~LL + 1'~':!.:~.::1:!'2 ___ ] 1 n [-!_!:._62E!l_J 
1-bP l.J (201 o 2 -ó~-o~ ) 2 b(,s 2 ~01 ) 1 + a 1 l>p 

___ "!..§1L~:_§.LL.P_____ _ 

<1+0 1 bp)(20 1 ~2-ó~-o~> 
dondes 

del 

dT 

g~§.Lo..zJ ;!§.L6..i =l§.i:-.§12.l. ~u..§.L 

(l+ó?bp) (26102-ó~-ó~) 2 

(4. 12) 

( 4. 13) 

m,a 
e 

y a son función de la ecuación de estado utilizada <ver 

capítulo II>. 

Entrop!a1 

La ocuaci~'p:r~~[(~:;,P:•_~~ 
(4. 141 

que al apl i ct1rse a la ecuación generalizada 1 

ti. S' = R l n [..l:J¡gcr] + _..da.LJ'f.__ l n [-12:.~?.JiJ.i_] 
P/P b(Óz-Ó¡) l+ti1LP. 

<4.15) 

donde Pº .. densidad molar ideal. 

Capacidad calorífica1 

Para el cálculo de la capacidad calorlfica a volumen cona-

tantP. se ti enes 

ti.cv• • T [p(_íl:!'_) 
V ;¡T2 

p 
C4. 16> 

resolviendo para <4.3)1 

T (d2~2j 
ti.cv• = - ___ .dJ ___ In [1~-~~P--l 

b(.S2-li1) 1+ 61 bp J. 
C4.17> 

donde1 
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aplicando (4.11) a <4.3) se obtiene• 

6 w == --~- + [ ~0l~::~~<J~1~'!..-.3~i:~tL + :!'~•J:~~L--] in [-1-~-°!_t_ig-1 
1-bP lJ (20 1 Ó 2 -ó~-6~ ) 2 b(l) 2 --01 ) 1 t o1 lip • 

___ i!.il.!.L°-1..:-_~L~2----- _ 
(l+ó¡bp)(26¡~2-Ó~-6~) 

donde• 
da 

dT 

(4. 12) 

(4. 13) 

m,a 
c 

y a son funci6n de la ecuación de estado utilizada <ver 

caprtul o I I) • 

Entropra1 

(4.14) 

que al aplicarse a la ecuación generalizada: 

llS'= R 1 n [...1:.beir J + _..da.L,JJ.:__ l n [-1!.'2.L~'-] 
P/P b(tS2-61) l+liiLp. 

(4. 15) 

donde Pº "' den si dad mol ar ideal. 

Capacidad caloríficas 

Para el cálculo de la capacidad calorífica a volumen cona-

tante se tienes 

llCv' • r[v(-ª:.,I:_) 
'O a12 

p 

(4.16> 

resolviendo para <4.3)1 

(4. 17) 

dondes 
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JT 

ao.s 
m + ----IT7Tc 

(4. 18) ---- Al 

Para el cálculo de la capacidad calorífica a presidn cons-

tante :;e tiene la siguiente relacidn1 

ACp' • ACv' + R[--:..-~~f~----l 
Pz (ap;ap)T 

por 1 o tantos 
T (d2a) 

\.liT2 
11 Cp' .. R - ------- ln 

b(62-61) 

Energía internas 

[_1t$!:E-] 
1+ :11bp 

La eMpreaión termodinámica ea1 

' U"- -1} Gtj p - p l -~~ 
y aplicando a C4.3>1 

11u• • [--~-~~~~~--~] l n [-!_+_~~~_p--J 
b C1Sz- 01l 1+ 01b P 

Energía libre de Helmholtz1 

Dado qui!!& 

6U' • 6A' + T AS' 

se ti ene qu1u 

6A' • 6U' - T t:S' 

sustituyendo 11u• y /1 s• se obti enea 

, [ T (cla/dT) -a ] 11 A • --¡)(02'.:oiT___ l n 
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Energ{a libre de Gibbs1 

Partiendo de la relacion1 

se obtiene1 

ti a• • -~~-
1-bp 

tia• ., ll H' - T lis• 

RT In [.!:~~ + _d~!~I_ ln (-1!-~~~-)J 
P/P b(º2-ót) 1+ 01bp l 

(2. 1161 

<4.261 

Las e><presiones anteriores est~n desarrolladas para compo-

nente puro. 

En el caso de mezclas mu~ticomponentes, las ecuaciones 

· (4.3) a <4.26) aplican usando reglas de mezclado, Estas reglas 

ae aplican al cálculo de las constantes a, b y c. La e><presi6n 

matem4tica de dichas reglas esa 

donde a 

N N 
a • I: I: >< >< a 

i j i J iJ 

0.5 
a a (1 - k ) (a a ) 

i J i j J 

k a Par~metro de interacci6n binaria. 
iJ 

N 
b • r; )( b 

i i i 
N 

c ,. r; )( c 
i i i 

(4. 27> 

(4.28) 

<4.29) 

<4.30) 

Al trabajar con mezclas y aplicar la ecuación <4.26), fer-
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zosamente debe cambiar 1 a manera de evaluar da/dT que habr a s:I do 

definida en <4.12). La nueva relación ea1 

:'ld 
N N 0.5 [ ao.~111¡ a 0·~ m· J = - i: r. T 1( 1( <a a ) (1 - k ) -~--- + 

__ ..J.._J.. 

;)T i j i j ci ¡:j ij z;,'f ffc'.'i' 
1 ) 

(4.:St> 

y la segunda derivada por1 

.. -
N N 
l: l: 
i j 

x •X. (ac . .ac. ,.
5 Cl-k .. )f ( 2 

--~J ___ ~_J _____ 2J --~~~.Y-

4 T45 Te. Te. 
l ] 

m. a°'
5 

m. a0
•
5 

]· + -~---- + --J::---
~ l1'Cj 

(4. 32) 

Coeficiente de fugacidad• 

La ecuacidn p11r11 el c-'lculo de <l>i esa 

RT ln<I>. = - f
11

[(~-nP'":_\ - RTp] ~E- - RT ln l 
J Jo a l ) p 'l' n p2 

' ' j 

<4. 33) 

resolviendo para la ecuación <4.3) ae obtiene• 

1 ni> = - l n _i!:.l?Plf _ 
l RTP 

+ 
b.p [ 2 l:x.d .. 

--~-- - ----~:.:J.-}- -
1-bP RTb(ó2-ót) 

+ [--~~~~1:~L?!"2Ei~t.¡_=~l~~ 2 

2(1+61hp) (1+ó2bp) Rl' j P 

ó1+ó2 
{ab.(1S,-ó1 )+abC1H .-ó~ .)}{1+ -2- bp l P 

- ---~--------------~------------------ <4.34) 
bRI' Co2-ó1) (1+01bp) c1+62bp) 

1 

Los valores de oli y ó2i ae obtienen a partir de la tabla 4.J 

derivando las expresiones de 01 y .S2. Como r•!lultado se obtiene 

la tabla 4.2. 

De igual manera se puede calcular el valor del coef:lciente 

de fugacidad a partir del valor de l comos 



Tabla 4.2.- Valores de a:i y 0;.i para la 

ecuaci 6n (4. 34) 

Ecuaci6n 

Van der Waal a ( 1873) 

Redlich-Kwong ( 1949) 

Soave ( 1972) 

Peng-Rob i nson (1976) 

Harmens e 1977> 

Clasius ( 1980) 

Schmidt-Wenzel ( 1980). 

TeJa-Patel (1981> u a/ 

º~ 

Valores de o{. y .s; · 
1 J 

a' 1 

o 

o 

o' 
1 "' o 

o~ • o 

a~ ... o 

1 

02 = o 

1 

<h =o 

3 9 (l+w)(w.-w) 
• --<wJ-w)+ 4- ------~----2 

b·-b 1 ::.¡_ __ 
rM -N ]+ ¡;-CM -N J 

b2 T T T T 
b.-b CM +N 1 .. - -J--- ]+ fj-CM +N l 

b2 T T T T 

Nota111 

* Los parSmetros w para Schmidt-Wenzel y e para TeJa-Patel se 

revisaron en la sección 2.14. 

u M -(b + C)/2 <4.35) 
T 

N -;~¡e_ 2 +be <4. 36) 
T 

M = [(b -b) + (e: -c:)J/2 C4. 37) 
T j j 

N ... e <b+c: > Cb +e -b-c)+2C<b -b>c:+cc -c:>bl>l4N <4.38) 
T j j J j T 
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ln<P • - ln<Z - B> -
'i 

ln (~~-~~-) 
Z+ ó1H 
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CAPITULO V 

C~LCULO DE PUNTOS CRfTICOS PARA MEZCLAS MULTICOMPONENTES. 

El criterio del estado crítico se encuentra examinando la 

-~stabilidad d• fases homog,neaa. Una f~•• a condiciones <To, Vo, 

n , •• , n > será estable si para cualquier variacidn i•o-
10 NO 

t~rmica en el estado, el nuevo estado es <To, V, n, ••• ,n >1 
1 N 

[ A - Ao + Po <V - Vo> - ~ )J <n -n >] > O cs. 1> 
l.. iO i iO To 

dondes 

Po y µ son evaluado• en ttl estado inicial y, 
10 

A-Ao es la diferencia ttn la energía libre de Helmholtz entre 

loa dos astados. 

Una •eounda condicidn que se debe satisfacer para varia

ciones no isot4rmicas es1 

C A - Ao + So <T - To> J Vo, n > O 
JO 

la cual se satisface hasta que la Cv deja de ser positiva. 

sr las dos condicione• no &9 satisfacen para cualquier cam

bio de la fa•e en una ragi6n cerca del punto de prueba, hay una 

disminución de la energía interna accesible a la mezcla para se-

pararse en dos o mas fase•. 

Una variación del tipos 6 V '" kVo 
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ti n = kn i = 1, • • • , N 
1 10 

no se considera como un cambio en la faseJ las fracciones mol, 

la densidad, y por lo tanto, la presidn y los potenciales qufmt·· 

cos serán constantes bajo esta variación. Para eliminar esta po-

sibilidad, HJamoa /J.v •o, a la ec.U5.1> 1 

¡; µ Cn -n > J > o 
10 i 10 To,Vo 

(5.3) 

La energía libre de Helmholt~ puede ser e1<pandida alrededor 

del punto de prueba en series de Taylor, generando1 

r - Ao - E µ <n -n > J 1 E E (--~~~-) ó n /J.n .. -- + 
10 iO i To,Vo 2! j i 3njani 1 j 

(!'5. 4) 

La estabilidad del punto de prueba requiere que esta canti-

dad sea po6itiva para todo !In. 

La estabilidad se asegura si la forma cuadritica de l~ ec. 

<5.4> es definida positiva. En puntos de prueba <To, Vo, n , 
iO 

., n > sobre el l!mtte de a•tabilidad, la forma cuadrAtica es 
NO 

semidefinida positiva1 en tales puntos, le estabilidad es deter-

minada por las propiedades de la forma cdbica y los t~rminos de 

orden mayor. 

Una condición necesaria para que un punto se encuentre ao-

bre el límite de estabilidad ea que la m•tr(z Q con elementos1 

q 
ij 

• (-1!..f: __ ) 
3n.an. 

J J. 

debe tener un determinante igual a cerca 
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det CQI • O (5. 61 

O equivalentemente, 
T 

debe haber un vl!!ctor lin = <lin , 
1 

lin , •• 
2 

, M > que satisface 1 

N 
o·tin .. o <~. ,, 

Tal punto puede ser inestable, ya que los determinantes de 

todos los menores principales de Q deben ser no negativos· si a 

( y por lo tanto la forma cuadr~tica 1 ea semidefinida positiva. 

Sin embargo, en cualquier punto sobre el l{mite de estabilidad, 

las ecuaciones 15.61 y C3.7l deben mantenerse. El vector óñ ea 

d'nico dentro de un m1Sltiplo escalar, e><cepto posibletmente en 

puntos lejanos donde el rango de Q es menor de <N - 11. 

En partícul ar la forma c1ibica debe desaparecer para que lln 

satisfaga la ecuación <5.711 

e • ¡; ¡; r (---~~~--~-) li n li n ti n • o 
k j i onk íln. ()n. i j k 

. J 1 

<5.B) 

Las dos condiciones para el punto crítico son las ecuaclo-

nea (5.61 y <3.81, donde las ll n de (!5.8) se han determinado a 
i 

partir de <3.71. 

El hecho de tomar b V Q o, tiene el efecto de producir for

mas cuadráticas y cdbicas simétricas. 

Aplicando la ecuaci6n de estado cóbica g~neralizada (4.3> • 

las ecuaciones (3.61 y <3.8) se pueden determinar los elementos 

de las formas cuadr&tica y cúbica de criterio críticos 

(5.9) 

(5. 10) 

Una consideración que ayuda a reducir el esfuerzo dm c'l-
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culos esa 

Las e>cpresiones de estas derivadas para la ecuaci6n cúbica 

generalizad• se encuentran P.n el apéndice. 

Las ecuaciones <S.6> y (5,B> son funcione• de la temperatu

ra y denaida~ molara el procedimiento para calcular los punto• 

críticos consiste en la basqueda de una temperatura y la densi

dad que satisfagan 1 as dos ecuaci enes. 

Procedimiento para calcular punto• cr!ticoa. 

l<hal 11 y Hei demann < 1979). evaluaron el determinante Q por 

eliminacidn Gaussiana con pivotes escalados para reducir la ma-

tríz Q a una matríz triangular superior, donde el determinante 

de Q es el producto de los elemento• de la diagonal. 

A una densidad dada, la temperatura que provoca que el de

terminante sea igual a cero •e realiza por el procedimiento de 

Newton-Raphson. Un nuevo valor de T e• evaluado por1 

T • T - Q(T)/(dQ/dT> 
i+1 i 

<S. 13> 

donde la derivada dQ/dT ae evalda mediante diferenciaci~n numé-

rica con tamaho de paso de 6T ~ T E -05. 
i 

dQ/dT • { Q <T + 6 T> - o en }/ti. T 

Cuando a 
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T (ºK) 

300 
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100 

o 

Región 

Inestable 

2 4 6 

Regién 
Estable 

8 

1/bp 

10 12 

Figura ~.l. Curva da estabilidad para al •l•tema 
agua-bidKldo de carbono. 
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l 
'J'c.-'l'. 1 ___ 1 __ 1__ = < 

T. 
] 

1 E -0!5 cs. 1!5) 

el proceso ha convergido. 

Se observó que p~ra una densidad puede haber m'• de una tem 

peratura que eatisface el det IQ) a O, y tambidn que puede aHis-

tir m~s de una densidad para una misma temperatura que cumpla 

tal condici6n. La figura !5.1 muestra un sistema binario de agua-

bi6Hido de carbono con el comportamiento antes descrito, es 

decir, a cada densidad hay dos temperaturas, y en alguna• temp•-

raturas hay dos densidades que satisfacen la ecuacidn (!5,6>. 

Khalil observó que para asegurar la convergencia a la tem-

peratura correcta era necesario multiplicar loa elemento• de 1.a 

matr[z Q por T/1001 

q -
tj 

__ t__ 
100 

cs. 16) 

El efecto de •~ta modificacidn se observa en la figura !5.2 

y garantiza 1.a convergencia a la temperatura m's alt.a, ~or lo 

que el estimado inicial debe ser lo auficientamente alto. Un va-

lor que permite lo anterior es1 

N 
T • 1.5 ~ 1< Te 

l. i i 
(!5, 171 

La figura !5.2, muestr.a que lo• puntos donde Q es positiva, 

la forma cuadr~tica es positiva, s• asegura la estabilidad del 

sistemas mientra• en los puntos donde Q ee igual • cero al sia-

tema se encuentra en su límite de estabilidad. Una vez ql'llt •• ha 

encontrado la T ,que satisface la ecuación C!5.6) para un valor 

de densidad dado, se proceda a evaluar l•s 6 n usando la matrCz 
i 

triangular superior y aJuatando 6 n igual a 1. Entone•• se re
N 

suelven las IN - 1> ecuaciones resultantes por retrosustituci6n 
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' ., 

det(Q) 
200 

100 

200 

300 

b 

a 

p : 1/IJb 

Sistema : 

Hiº - 0.90 

co2 - 0.10 

a: sin el factor 
b: con el factor 

Fi~ura ~.2.- Influ•ncia de la modificacidn hecha por 
Heidemann para acelerar la convergencia de la temperatura. 
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para encontrar t. n , 
1 

• • , t. n • Para evitar sal tos di scre
N-1 

tm. en el vec:i:.or óñ es necesario normalizarlo c:on1 

N 
d = ¡: 

i 

2 
< li n > 

i 
(~.18) 

Habi ende obtenido el vector lin, 1 a forma cúbica es eval u<1·

da con la siouiente eKpreaidn1 

e N N N ( 32 lnf ) lin /\rl In <5.19> • E l: l: C -----+---
i=1 j =i k=j i j k 31\ anj i j k 

donde• 

{'' 
.. J • k 

e 3, i • j .,¡ k, .. k .;. J • j • k f. i 
tJk 

6, .;. J ~ k, i fi k 

El factor e toma en cuenta los t~rminos td&nticoa de la 
ijk 3 

forma cdbtca y reduce •l ndmero de evaluaciones de N a 

N<N+1> <N+21/6. 

Cuando un punto de temperatura y densidad qu• satisfacen a 

<3.ói hacen que la ecuaci6n CS.191 s•a igual a cero, ••dice que 

dicho punto ea un punto crítico d• la mttzcla. 

El procedimiento de Newton-Raphson tambi'n se •mplea para 

localizar loa ceros de la forma c6bica, en el stgui1mte eaqu•ma 

de convero•ncia1 

p • p - C<p )/ <dC/dp> <S.201 
i +1 t i 

tJC/d P • e C < P + lip - C <P > l ¡ lip (S.21) 

con tamal'fo de paso de1 tip • p E -os. 

C < p > y C ( p + /:ip) son evaluadas encontrando primero las 
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t;ra¡;¡;;-aturas y llñ que satisfacen <5. 6> y (5. ·, > a p y p+ llp 

Debido a la forma de e, Khalil y Heidemann observaron que 

para asegurar la convergencia a la menor densidad es necesario 
2 

multiplicar la formu c:dbica por ((1 -pbl/2pb). 

Cuando se busca un punto crítico líquido-vapor la densidad 

que se requiere para hacer e = O es la menor, por lo que un 

estimado inicial que asegure esto esa 

P = 1 / (3, B~ b) (5.22) 

donde las densidades críticas de las mezclas son siempre mayorea 

que este valor, 

En algunos casos la forma cúbica tiene más de una raízJ la 

solución de la menor d•nsidad es el punto crítico líquido-vapor. 

Las soluciones de densidades mayores C si eKi&ten > son puntos 

críticos líquido-líquido, si corresponden a una presión positl-

va. 

Con loa estimados iniciales de CS.17> y C!5.22) se asegura 

que loa esquemas de Newton-Raphson convergirán monot6nicamente a 

la mayor temperatura que produce el det (Q) m o, y a la menor 

densidad que produce e • o. 

El diagrama de la figura S.3 muestra los pasos esenciales 

en el cllculo de un punto crítico. 

Posteriormente Michelsen <1984>, presentó una modificacidn 

de c'lculo para el procedimiento descrito. 

Debido a la dependencia con la temperatura del par,metro 

a <ec.(2.181>>, es evidente que todos los elementos de q aon 
ii 0.!5 ij 

poi i nomi os de segundo grado en >. = T 

Q= Q (k') +>.O <k'> + 
o 1 
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donde1 

k' "' 1/b 

Resolver T y tiñ a un valor dado de k' es equivalente • re-

solver el problema algebrafco del valor propios 

ti + >.. ti + 71 2 Q l tin "' O (5. 24) 
o 1 2 

Donde solo un par valor propio- vector propio corresponde a 

la mayor r-.:1íz de la temperatura deseada. 

Los estimados iniciales de >..
2 y k' corresponden con <5.17) 

y (~.22) respectivamente. Con el e~timado de ). se realiza una 

descomposici6n triangular de Q(k', >.. l y cada subsecuente itera-

ción s61o involucra multiplicaciones de matr{:z-vector. La con-

vergencia es lineal, con una velocidad inversamente proporcional 

al error del vel or estimado de ). • 

Cuando se ~a encontrado el par valor propio-vector propio, 

<A , 11n >, •e evelOa la forma cl'.ibica. Un incremento en k' se 
1 1 

establece y •• repite el proceso •nterior para encontrar k' • El 
2 

proceso de convergencia es idéntico al que propone Khalll. 
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Inicio 

Evaluación de los parámetros 
ecuación de estado 

A ___ _, 

Te = 1. 5 E >< Te 
i i i 

p .. 0.2597/b 
i 

Evaluar det(Cli) 
Te' ~ 1.00001 Te 

i i 
Evaluar det(Q• > 

i 

dCl/dT "' <Q' -CI > I ll T 
i i 

Te • Te - Q /CdQ/dT> 
í+l i i 

fig. ~.3. Diagrama de flujo para el c'lculo de 

puntos críticos de mezclas. 
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Cc:ontlnuac:i dn> 

>---------! Ev.al uar e• 

T = Te 
i 

p .. 0.9999 
i 

Ic • 1 
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dC/dp "" <G' -e > p2 
/ flp 

i i i 

p = p - C I CdC/dp) 
l+1 i 

Pe • PCT, p) 

FIN 



CAPITllLO VI 

RESULTADOS DE LOS CALCULOS PARA LA PREDICCION DE 

PUNTOS CR JT 1 COS. 

b. 1. - Program<.1 de Comput.adora. 

Se el abort'> un programa de computadora qur? real iz,1 el c:l!.1 cu-

lo del punto crf tic:o para mezclas multicomponentes mediante el 

uso d•, la ecuar.i6n gener1\lizada <4.31. 

El programa consiste de siete subrutinas y un programa 

principal. Una subritina contiene las reglas de mezclado para 

los par.!metros de 1 a ec:uac:i l'.ln de estado. La segun el a eval da las 

derivadas de ó1 y ó2 y expresiones auxiliares. La tercera re-

suelve las raic:es de la ecuación cctbica. La cuarta contiene la 

ecu.,ción de l."stado generalizada y las e>:presiones de laspropie-

dades terniodin.1:micas. La quinta y sexta resuelven la primera y 

scgl•nda derivadas del ln<4> l con respecto a la composición. La 
i 

séptima subrutina evala:la el determinante de la matriz Q y calcu·· 

la adem~s,el vector 6ñ. 

Existe adem~n un programa que realiza el ajuste del ccef1-

ciente de interacción binada a partir de datos e>:perimentales 

p;.1r a cuando n1.1 se disponga de este valor para un si stem" dado. 
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6.2.- Rcsullddos. 

Para los sistemas anali;!ados por F'eng-Rotiinson <1977>, 

se calcularon los puntos críticos con las diferentes opciones de 

la ecuaci6n generalizada, Lo~. resultados obtenidos d!? ,dgunos 

puntos crlti co5 se pre>.entan f.'f• 1 ao; signlentes págln11s. 

El an~lisis de 111 est~hilidad para las mezclas se realizó 

fijandu un valoo· de P b y ;:0 calr:ula al determinante ch~ la 

matriz D para divpr·sas tempPr.ituri\s, como lo muestra la fiu.5.2. 

El an~l i sis de 1 a curva del 1 fmi te de estabi 1 i dad para un 

sistema dt<do se re<.\li.:6 buscnndo los puntos temper.:1tura-densid.ad 

qllc produzcan que el deter mi nant~ de O sea igual a cero, 1 a 

figura 2.3, mueshan el c!lcttlo de- f:sta curva. 

La secuencia de c~lculo, como sucedi6 con Khalil, demostró 

ser muy eficiente reir a todos 1 os sistemas analizados. E:l progra

ma fu~ capaz de predecir puntos críticos en las zonas de equili

brio lfquido-vi\po1· y líquido-liquido para las mezclas que los 

presentaron. 

Como se observa en los resultados quP. a continuacil5n se 

presentan la convergencia es suficientemente rlpida y no presen

ta problemas en la búsqueda de la solucic5n de la matriz Q y de 

la forma cdbica, 
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Tabla 6.1 11 •t-• .. 1 tl coaponentw Htudl Adoth 

"1cla Conlpo•lclCll'I d• la ••el•, fracclan Mii: 

No. e e c. ne ne ne ne ne ne N c:o HG 
l 2 . s ; 1 • 4 s 6 7 • ' 2 2 2 

1 o.42' 0.373 0, 1"8 
2 o. 7:211 0.171 0.103 
3 0.514 o.412 0,074 
4 O.BOi 0.064 0.13:5 
:s 0,612 0.211 0, 117 .. 0.6UI 0.296 0.089 
7 º• 4111 O,!J42 0.043 
D o.:st.0 O.l:M:S 0.09!! 
9 0.4:13 o.:roo:s o.0465 

10 0.411!1 o.:so:so o,oe:JS 
11 0.3414 0.3421 0.3165 
12 0.3276 0,3399 o,3326 
13 0.6449 0.2359 Ooll'2 
14 0.010 

o;1.,s 
o .... 0.314 

l:S 0.6168 0.1376 0.0726 
16 0.2542 0,2547 o.~ 0.2357 
17 . 0.40:18 0.3316 0.1213 0.061S ·- 111 0.4::S4:S. 0,(lll3:S 0,4330 o.Q490 ,. 
1'1 0.9100 o.o:-obO o. ()(112 o.0;:130 
20 0.'1:190 0.02b0 0.0001 o.01:io 
21 0.9500 o.o7i.o 0.(1070 0,('160 
22 0.9~:IO 0.0260 O,OClEll 0.00ll2 o,OlbO 
23 0.2'165 0.2i76 0,1925 0.1~ 0.16116 
24 0.6626 0,1093 0.10:11 (1,0616 º•º"ºª 2:5 o. 7057 0,(16h9 0.0413 o.o:ine 0.13:\3 
26 0.2019 0,2029 0.2033 0.:07-a o.1ee1 
27 0.3971 0,29;;¡¡, 0.1977 0.0713 O.O:U.9 
20 • 0.10111 o.:::s1::s 0.2629 0.1794 0,0657 0.0332 
29 o.:s1i.o o.:o:aoo o,;n:so 0.0430 0,(1(180 0.0220 
::so o.9430 0.0270 0.0074 0.0049 • 0.0010 0.0021 0.0&40 

:... ... -. 



Tabla ó.2.- Por-cientos de error para c,,da P.C\.lllC:iDn 

Y. error 
mezcla Pe Te 

No. SRK f'f"{ TF' sw SRK PR ol r,w 

··4.32 ··4. 40 '."..34' 4.10 0.21 0.41 0.92 ··0.93 

:<: -0.35 -(1,3:!. o, flO l .!50 1.53 o.91 1. 10 -1. !J~ 

3 ·':?.06 . -2.10 3.64 2.67 1.44 0.90 0.97 -1.99 

4 3;9a 2.13 -3.40 -4.15 1.75 1. 11 0.96 ··1.64 

5 -0.!30 ·-0.93 1.0? 0.97 1.52 1 • 02 ., • '-7 ;~ ··1.33 

6 . o.n -0.71 1.09 o.z2 1. l,4 1. (10 1.05 -l.67 

7 ··0.3'.3 -0.25 o.n t. 10 2.21 1. 611 -o.n3 -1.96 

e -0.21 ··0.19 0.?1 1.08 1.59 0.76 -1.79 --~.z~ 

9 -1.15 --1.16 o.es 1.13 2.93 2.48 t. 91 . t .39 

10 -2.:so -2.'::f.7 1.?l 2.30 2;~ 2.34 l. 20 -2. 2 o 
11 -o.eo ··O. 76 o.e'.2 1.26 2.10 1. 02 1.93 -2. --:: 

12 -o.16 -0.17 o.:?:.'< 1.10 0.10 0.4!'; 0.66 -1 f\4 

13 ... %.9b -1.95 1. 12 1.66 0.16 0.12 0.15 o. 93 

14 ).40 C.46 ·0. 76 -o.el? 0.52 0.32 o.so ci,es 
15 (1.32 -o. lfJ 0.93 l. 10 O.R3 0.51 0.67 . '1. 13 

16 .<),6EJ -0.71) 1.03 -1.36 1.oe 1.04 1.10 . 1. ;-n 
17 1.30 -1.2S 2.23 -1.89 0.44 1),40 o.~s ···0.89 

19 o.so 0,32 0.55 1. 'I:'· 1.3~ O.Ei~ 1.17 -2.09 

19 2.65 1.aa 1. 98 . 3.34 0.91 ( .. 86 t.47 -:"~':l 

20 1.35 0.02 (1, 63; -4.06 0.06 0.81 0.83 -o.o,r.. 
21 :.54 2.19 2.96 -4.77 1. 12 ci.?e l.,90 -(1. 97 

22 .~. c;3 4,77 5.63. 6.23 1.2e 1.~1 2. 1 ! -1. :':6 

23 -o. 15 -0.19 0.96 l. 28 0.04 -0.13 l'), 12 -o.86 
24 7.52 s.e3 6.1? -7.60 4,97 3.57 4.13 -5.36 

2!5 7.65 :s."ª b.35 -7 .. '?6 !'5.16 4JJ9 4.87 -b. 55 

·26 -2.2ó ··2.35 1.96 '. -3.17 2.24 l. 74 :'.30 -~,. 15 

27 0.28 -0.36 0.76 t-t.36 1.22 (l.q3 1. ()1 ·2. 4'3 

28 -0.67 -o. 69 1 . (1:; • -1.9!'> 1.66 1.27 t.37 -2.15 
29 0.'77 0.33 1 • 1::' . -l.ó2 1. 7'3 1.43 t.80 -l. 90 

30 4.41 :s.20 5.59 5.3~ L12 1,Z•t -2.36 -2.to3 



CALCULO llE LOS PUNTOS cuneos 
P U ' U •A l'!E zt U O f : 

UiUA 
DlOlC.CARB • 

PROPlEDAOES DE LOS CO,fONENTES : 

CO .. PONENTE 

AGUA 
uox.cARe. 

TC (IC) 

647. 'º 
304 .20 

PC (010 

217.60 
72 .8C 

f olCENl • 

•. HEO 
1'740 

"ATRll PE LOS COEFIC1EN1fS OE 1NTERACC1or. KJ:i 

.ooo .. zso 

.250 .ooo 

ECUA(lON DE ESTADO cueJC# LTILlZAD' SRk 

ZC COKPOSlC IOl 

.mio .11coo 

.2680 .iooo 

PERf ll OE JTERAClOhES DE LCS PUNTOS U ESTl81Lll>ID 

JTERACION 

1 
2 
3 
4 
5 

TUIPe 

f31.71 
ns.n 
634.87 
63'4.?5 
634.73 

PRESlON 

215 .os 
!CS.44 
313 .36 
314.79 
315.01 



PC (ATPI) 

315.05 

CONSlA~TES 01nus DE LA PEZCU 

TC (K) 

634.13 

te (t1'13nlOLJ 

14.32343 

2C 

04224 

PROPIEDADES TERPCDINAllllCAS CRJ1JCAS 

All' IRT • 

AS' IR • 

ACV'/R s 

ACP'IR • 

FUGAtlDAD • 

-2.86!12 

-a.o 974 

-2.6638 

_, 2.6 3!14 

186 .65 4C 

f.ACfNT. 

.:5406 



CALCULC DE LOS PllHOS <AJU COS 
PAR A U hA ltE tt LA D E r 

COHPONENTE 

AGUA 
DIOX .CARB. 

TC O:> 

647.10 
304 .20 

AGUA 
DJOX.CARB. 

PC UUI) 

217 .6D 
12.eo 

f .ACENle 

RATRIZ DE LOS COEFICIENTES DE lNtERAC(lON• KJI: 

.ooo .250 

.250 .ooo 

ECUACION DE ESTADO CUBIC- lJTILilADA : F·R 

.2300 .,9000 

.Z680 .1COO 

PERFIL DE lTERACJOliES DE tes PUNTOS Df ESUflllDID 

llERACJON 1Ef1Pe PRE SICll 

1 t34.01 289.38 
2 t36.63 317.03 
3 t36.61 H~.92 
4 4!36.56 3'6.U 
5 t36.55 3 Z6 .69 



PC CATlt) 

326.73 

COt.ISTOTES CHlltAS DE lA ~ElClA 

TC (IC) 

636 .55 

ce <CPl3/l'IOO 

15.52.004 .4(131 

PROPIEDADES TE'l'CDlNA"lCAS CRJlJCAi 

AH'/Rf = 
AS' /R = 
ACV' /R • 

ACP' IR • 

FUUCIDAO " 

-2.9514 

... a.162B 

-2.6171 

-9.6916 

183.3527 ATII 

fo AUN T. 

.3406 



A6UA 
DIOX.CARB. 

CALCULO DE LOS PUNTOS CAJ'JICOS 
PARA UNA MEZCLA DE : 

TC CIO 

647.10 
304.20 

A6UA 
D IOX eCARB • 

PC CA UI) 

217.60 
12.11c 

f ,AC ENl. 

13UO 
.2740 

MATRIZ DE LOS COEFIClf~TfS DE INTERAt&JON• KII: 

.ooo .2so 

.zso .ooo 

UUACION DE ESTADO CUBICA UTILUAU : J-P 

lC COllPO SIC JOfj 

.2300 .9COO 

.26110 • 'coo 

PERFIL DE ITERACIO~E6 CE LGS PUNTOS DE ESTABILIDAD 

ITERACJON TEMP• PIESJCN 

1 644.62 315.06 
2 t0.01 3 55.21 
3 t4S.S8 311.CO 
4 f0.62 37So2l 
5 1!49.63 376.11 
6 i49.63 316 .211 



CONSTUU:S UllICAS OE LA ~EZCU 

rt tATf'I> TC CIO re Ct1'13/MO L> 

376.31 16 .09757 

PROPIEDADES TUllCDJNAflICAS CllJUUS 

AH' /RT a 

t.S' /R '" 

b.CV1 la ,. 

6Cf' 1 /R >< 

fU6~CIOAD ,. 

-2.aan 
-a .. 2110 

-2 .. sesz 

-8.64l9S 

206 .0098 A lM 



CALCIJLO DE LOS PUNTOS (lllll C:OS 
PAllA lJpjA PIEZCU DE : 

DIOX.CARB. 
N·BUTANO 

PROPIEDADES DE LOS CO,POhEHTES : 

COll'IPONENTE 

DJOX.CAR9. 
N•BlJTANO 

TC (K) 

304 .20 
425 .16 

Pe unn 

lZ.80 
37.47 

F .AUNT • 

.27'40 
, 1953 

PIATRIZ DE lOS COEFJCHNHS DE INTEllACCIOI'!, KU: 

.ooo .125 

.ns .ooo 

ECUACION DE ESTADO CUBJU LTILIZAU SRK 

ZC COl'IPOSICJOt. 

.2680 .6666 

.2740 • 3 33 4 

PEAfJl DE JTERACJOhES eE LCS PUNTOS DE ESTABJlJD#D 

ITEUCJON 

1 
2 
3 

.4 
5 
6 
7 
e 
·~ 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
H 
17 
16 

:!58.72 
!51.16 
!46.93 
!53.29 
!41.81 
351.12 
348.79 
!50.20 
!4~.28 
!49.85 
349.48 
?U.71 
345.57 
?4 ~.66 
!4~.60 
?49.64 
34 9.61 
349.63 

PIE!UN 

11.16 
u.u 
15eS7 
n.n 
u.23 
181:U 
16192 
11.ei 
11.25 
17.61 
171311 
11.sz 
17.43 
11.49 
17145 
17148 
17 146 
77147 



CONSTOTES CllJ1ICAS OE LA P.EZClll 

PC UTN> TC (1() OC (CMllMOL) 2C 

77.47 349 .62 .?l!H 

PROPIEOADE S TEllll(OINA"ICAS CA J1ICU 

4H 1 /RT = 
AS' /R "° 
ACV'/R • 

-2 .e 9ss 
-6.1'H7 

-1.6579 

ACP 1 IR "' -1'.6110 

FU&ACIOAD • 45.6093 Al" 

.2 47 8 



CAl.CULC OE LOS PUNTOS CRlll COS 
l'AU UllA "IUC:LA llf •· 

D IOX .CARB • 
N•BUTAllO 

PROPIEDADES OE LOS CO"FOaENTES : 

COffPONENTE 

DtOX.CAltBe 
N-BUTANO 

TC (1() 

304 .20 
425.16 

PC U lPI) 

12.ao 
37 .47 

f.ACENle 

MATRIZ OE LOS COEF lCIENlES DE lNTEOCUON• KIJ: 

.ooo .125 

.125 .ooo 

ECUACION DE ESTADO cue1c~ UTil.lZADA : •• , 

?C COllPO SU 10fl 

.2680 .6666 

.2740 .l!S4 

PERFIL DE 11ERACIOllES DE LtS PUNTOS U ESUBJLUU 

llERAClON lUP .. Pll!SICN , !56.ZO n.n 
2 !51.17 19.89 
3 !46.02 16.95 
4 !0.03 H.za 
5 !4,.40 11.22 
6 ~4~.30 n.u 
7 lt.6.n 11.44 
e 341.06 11.n 
9 !U.89 n.56 

10 346.99 n.u ,, :!46.93 17.59 
12 !46.96 n.u 
13 ~46.95 H.60 



PC UTIU 

tliHSTAkTf. S CSJ lltAS DE LA l'!ElCLA 

TC (1() 

346.96 

tt (CM3/llO l) 

7.80457 

PROPIEDADES TElil'CDlNAMICAS CR111CAS 

AH' /Rl " 

AS' IR "' 

AtV' IR s 

ACPl/ll = 

fU6ACIDAD ~ 

-3.0Z49 

-6.7904 

-1 .. 5 911 

-8.3939 

43.'80 At .. 

F.ACENT. 



UU lJLC DE LOS PU\1 TOS OJ 11 C(!S 
PAU lit.A PIElCLA DE : 

D 1ox·.CAR8. 
N-BtlTANO 

PROPIEDADES DE LOS COPIPOttENTf.S : 

COllPONf.NTE 

OIOX oCARB. 
N•BUTANO 

Te <U 

304 .zo 
425. 16 

PC (UPI) 

7'l .8C 
37 .4 7 

.2740 
o195S 

l!ATRll DE LOS COEFICIENTES DE JNTEUCUOli, ru: 

.ooo .12s 

.t25 .ooo 

ECUACION DE ESTADO CUSJCI tTILIZAO' : 1-F 

lC COl!POSIC JO 

12680 .6666 
.2140 .3334 

PERFIL DE ITERACJOtlES CE ltS PUNTOS DI UUBJLIOU 

ITE:RACION 1EPIPo PllEUCN 

1 !4 7.68 tP .41 
2 !45.11 t8.5' 
3 ?4Ci.12 ~s.21 

' 342oZ6 t6.92 
5 340.82 tS .a t 
6 30.49 66.H 
7 341.15 ti6 .01 
8 !41.31 (16 .zo 
9 !41.z.:s u.u 

10 !41.27 u.11 
11 !41.25 66.15 



CONSTANTES CUUCAS DE LA t!EZCLA 

PC CATM> TC CIC) ZC F.ACENT. 

341.Z6 1.2795 3 

PROPIEDADES IER'CDINA"ICAS CRJllCAS 

llH'IRT e •3.02'1 

AS'IR e -6.6862 

ACV'll a ~i.5999 

ACP 1 11: •10.4672 

FUGACIDAD " 39.061l8 A11'1 



CALCULfl H LOS PLWTOS UJTI (OS 
l'JU U•A PIEZCU Df : 

IJOX.CARB • 
N-BUTANO 

PIOPJEDADES H LOS CO .. POUllTES r 

CO .. PliitENTE 

t101.cu1. 
11-BUTAllO 

TC (IC) 

:Sb4 .to 
4Z5 .t6 

PC CAUI) f~HlffJ• 

12.110 .2740 
37.47 ·1953 

flA1111Z: •E LOS COUIUEllTIS DE lllHUCUOllt KU: 

.ooo .u$ 

.12s .ooo 

ECUACION tE EsTADO CU!IJU llllll~DA : S-~ 

I~ COMPO SIC JO. 

.2610 .• 6666 

.2160 .J!!A 

PEIFll: DE ITUACIONES IE LCS PUllTOS U HHBlLIUI 

UERACIOI 

' 2 
3 
4 
5 

" 7 
1 
9 

'º 

1UIP. 

é6J.U 
2U.36 
258.U 
2•0.29 
251.99 
259.55 
av.n 
259.40 
¡59.35 
259.37 

.raesscN 
40.99 
40.0 
31e6S 
!8.92 

. 311.11 
38.50 
38.34 
!8.41 
!8.38 
311.39 



PC (AY,I) 

:sa.39 

CONSTANYES Cf?TJCAS DE LA flEZCLA 

PC fAT"> ce <t"31t10L> 

6.19362 

ZC f.llCENT. 

PROPIEDADES tEll'(DlNAMlCAS CUUCAS 

lt.N' /Rl • 

As' IR • 

ACV1 la • 

ACP1 11 ~ 

fU&llClDAO ,. 

•?.19DI 

-5.361'5 

-.1933 

-4 .. 9991· 

Z! .96 511 A 1'I 



CALCULO OE LOS PUllTOS CRttltOS 
PARA UNA IUZCLA OE : 

llEUNO 
nuo 
PROPANO 
IHIUTANO 
N_,ElltA!IO 
N-ffEUN:> 
NIU06Elt0 

PROPIEDADES DE LOS COllPONENTES : 

COllPONEfofrE TC <O PC UTIO f .~CENT. 

11E TANO 19!).55 45.44 .oooo 
ETANO :sos.o 48.tó .1064 
PROPANO 369.!Z U.94 .t5 38 
'C-BUTAN.0 4ZS .'6 31' ·' 7 .t953 
N•PENTANO 40.65 33 .zs .z:s 1!7 
N·HEXAhll) s:>r.n 29.73 eZ927 
lllTROGENO ti?&.00 33.50 .04SD 

OTRU l>E LOS COEFICIENTES OE JNIER~CCIOH• ICU: 

.o:n .a:sa .010 .090 .097 .099 

.:>5> .JOJ .035 ·050 .osr .063 

.on .o:ss •ººº .o:so .oss ·º'º .090 .oso .030 .ooo .020 .ol!3 

.09' .on .035 .ozo .ooo .01s 

.on a06:5 .040 .023 ·º' 5 
.ooo 

·'" a095 .090 .093 .Q95 .(J95 

ECUACION DE ESTADO CUBICA UllLIZU A r: SRk 

zc COllPOSIC 101t 

.2880 .9430 

.2850 .0210 

.276D .0074 

.2140 .0049 

.2620 •ºº'º .2640 .0021 

.noo •º''º 

·'ºº .095 
.090 
.093 
.095 
.095 
.ooo 



COISIAITEI CRllJCAS OE LA REZCLA 

PC CATll> lC (1() 2C f.ACEllT. 

ZOJ.JZ 10a!Ot55 .3154 .0066 

AN'IRI • -2.u11 

Al .. ,. • -6.1801 

ACV'IR • -U.S82S 

ACP' IR • -Z4.U4t 

JllUCUAD • .U.4'24 "'" 



COllPONENTE 

'!ETANO 
ETANO 
PROPANO 
,.-BUTANO 
N-PENTAND 
11-HEXAltO 
NITllOGE!ftl 

"ATRU DE LOS 

.ooo 

.03D 

.on 

.!)~) 

.097 

.099 

.100 

CALCULO DE LOS PUllTOS CRIYICOS 
PUA UNA llEZCLA DE :. 

TC (IC) 

1 ~D .55 
3i)J.43 
369.82 
425.16 
469 .65 
507 .35 
126.0l 

llEUNO 
ETANO 
PROPANO 
N-BUTANIJ 
N-PENTAMO 
N-ff Ell ANl) 
NlTROGUO 

PC CA nu 

45 ·'" 48 .16 
0.94 
37.47 
33.25 
29.73 
33.rn 

F eACENT. 

.oooo 

.1064 
.• ,538 
.1953 
.2387 
.2927 
.0450 

COEFICIENTES DE INIERACCIONt ICl.I: 

.030 .010 ·090 .091 .099 

.ooo .035 .oso .057 .063 

.on .ooo .030 .035 •º'º .;»SQ .030 .ooo .020 ·023 

.!>57 .035 .020 .ooo .075 

.063 .040 .023 .015 .ooo 

.09S .090 .093 .1)95 .095 

ECUACIO!f DE ESfADO CllBICA UTJLJZOA : P-R 

zc COllPOSI t ION 

.281!0 .9430 

.2850 .0210 

.2760 .001' 

.2740 .0049 

.2620 .0010 

.2640 .002 7 
.2900 .0140 

.100 

.095 

.090 

.093 

.095 

.09 5 

.ooo 



CONSHllTES CRIUCAS tE u "ucu 

'' <ATft) te 'º OC CClll3/1tOU 

"·º"'" .3151 .0066 

PIU>PllUUf IHlllQOlltA1'1ClS CUflCU 

AN'lat • -?.51JJ 

6,,,. • -6.t 19' 

. ac•' la • -12.un 
ACP.' /1 a , •18.tOU 

~UIACUAD • .l, .Jos· ..... 



CALCULO DE LOS PU~TOS CRITJCOS 
PARA UNA l'UZCLA DE : 

lllETANO 
ETANO 
PROPANO 
N-SUTAN) 
N-PENTA~O 

N-HEJ(ANO 
NITROGENO 

PROPIEDADES DE LOS CO~PONENTES : 

CDlllPONUTE TC (1() PC CATMJ F .ACEN Te 

llETANO 190 .ss 45.44 .aoco 
ETANO 305 .43 48.,6 .1064 
PltOPANO 369 .a2 41.94 .1538 
11-BUTANO 425. f6 37.47 .19 53 
N-PENTANO 469 .65 33 .25 .2387 
N-HEXANO 507 .35 29.73 .Z927 
UTROGENO f26 .oo 33.50 .04 50 

OTRJZ DE LOS COEF ICJ ENTES DE INTERllCUON• l(lJ; 

.ooo .03'0 .010 .o9o .091 .099 

.03D .DOD • 035 .oso .057 ~063 

.070 .035 .ooo .030 .035 .040 

.090 .oso .. 030 .. ooo .02 o .ozl 
.091 .057 .035 .020 .. ooo .ou 
.099 .063 .040 .023 .01 s .ooo 
.100 .095 .090 .093 .095 .a9~ 

ECUACION DE ESTADO CUBICA UTILIZADA : T-P 

zc CONPOSJ C JON 

.2880 .9430 

.2850 .0210 

.Z760 ·0014 

.2740 .0049 

.2620 .0010 

.2640 .0021 

.Z900 o0f40 

·'ªº .095 
.090 
.093 
.095 
.095 
.000 



COMllAMTES CRITICAS DE LA "EZCLA 

PC <ATIO 

58.40 

4H 1/R1 • 

4S'/R s 

Acv• 11 .. 

te (IC.) 

-J.SOOI 

-6 .. 1~44 

-u.uSJ 
4c1t1 /1 • -u.• sn 

DC (Cf!3/llOL> 

13.81859 

FU&ACIOAD " U .9521 ATll 

ZC f.ACENT. 

.26Z2 .0066 



CAP J fUl.O V 11 

CONCLUSIONES 

Al inicio de est.P. trabi\jo, pl1int::-.°lmos t1bjeti vo~-. P•°'rticul<1-

1·es a 1~1:l que se que1·{a \ l<'gar y en función de l!stos pc1demos 

Anali¿ar 10 siguiE~lrt 

~l manP.j(I rl•' si 1>tr•111as P.n la rP:.Ji n•· c:rftira y a i\l tas prc>

siones depende en gran parte del cono1.i11dent.o de la estabilidad 

de l.- fa~;e predic:h.• por f'l mt!'tor1o de c,'flrulo, y que i\ su ve~, 

,., i .. te una g1· in di ver~i clac! de mototlol ogf a.s paril predecir 1 a 

e~\ ;)~ilid.-:id de f¡¡ses, siri embargo, todos los mi.'ttL>doa; parl!.'n del 

func.lami;-r,tu l:ermodinárr.;co de equtlibt"io de igualdi\d de fug"cl

d11des o de pl;tenc i al es quf mi c:os erilre cad:-> f "'·e ·; la ·"'P l 1 e: '<r: i tl'n 

de la e11ergfc. libre da Gibb•; o de Helmholtz pnra E'l drsarr·o!ln 

de til1 .,ol11ci 6r.. 

Cn los dltimos .-,rro:;, el enfnquP q•.te sr ha pr•·fprirln e!'> F·l 

usar la energf'3 1 it:ire dF HelmhC'lH;:", debido a que geMffa rel11-

clones termodin,micas mgs ~enclllae que la enerQ{a libre de 

C:.ibht., implirandr. un menor tiempo de cálr.ulo al evaluer lnr. 

t.lm·i.,adas parciales de 111 l'';prenl6n del co¡;¡ficierte de fugaci · 

d«il, y la re1wll!l:i611 dr, ) ,,s exprP.sionn<; r1e Legendre para al 

µu1,l:o c.,·f\.ico. El ,:i-!tarirJ necesario y suíici1mte rle est11hllidad 

~L.11 pli1nl1 z.cir y 1 ,,,lu<ldc1 ·T•r•diant.r. esta h.~~e. 



Lo!.. datos predichos por el m~todo a travc;!s de lA ecuación 

de ~stado cdbica gen~ralizada propuésta en el capítulo IV, 

adaptada para las ecuaciones de Soave, Peng-Robinaon, Schmidt

Wenzel y TeJa·Patel, fuEron comparados con datos expErimentale9 

tomados de di 11ersas fuen!.l!'F· bibliogrdfico11s. 

~l m~todo de c&lculo propuesto reportó, ligeramente, me

nores en·ores en la d!i!terminaci.Sn de.los puntos críticos que el 

m~lodo original de Khalil y Heidamann, usando al igual que mlloa 

l~ ecuacidn de Soave. Comparando las diverr.as ecuacipnes de 

estado con el m~todc> propuesto, C!'.I 1 a ver si dn de PranrJ-Robi n""'º" 

la que mejor dr>scribl:! el c:omportamientn nn I~ r.-gi'5n crítica, 

11egui da poi- Soave y TeJa-Patel qua t \ t·nen l!'rr 01·~~'1 re~ at:i.v11mAnt11 

pc:qui!!NO$ y ac:eptabl i:s para el di t>el'lo dlt' prw:!l'S:OF ¡ la i:·nmr.I ó'n do 

Schmf dt-Wenzel mostrd ·i:.ener deficionciaa par-11 m.;ttt ti pu d1t t:<tl •• 

culos, presumiblemente debido al uso de la regl"a de me:llclado tfel 

factor acdntrfco. 

La ecuacidn cdbica generalizada permitid una gran simplifi

cacion en los cAlculoa, ya ql•e una sola ~Kpresidn as adaptable a 

la ecudcidn de estado que se desee u!Ulr~ a~n cuando esto rP.pre

sente el uso de eKpresiones mSs elaboradas. Adem~s se logrd 

plantear las e1epreaiones termodtnimtcas para el cilculo de las 

dif11re11tes propiedades ter-modtnámlc.:u; como son la ent.-=ilp{a, la 

entrupf6, ffnn•gfa lnt~r-n~, rnP~ura libre da Oibbs, energía libre 

de Helmholtz, coeficiente de fugacidad, capacidades calorfftcas 

¡¡ pre!iii6n y volumen con.;tarite, daniaidad y factor de comprsmibi

l id6d pdr~ la ecuación goiaralizada propu~nta. 

r .i. nal n••mte, con si dr?r amos que este trabajo i:umpl i 6 con 1011 

1 ~qulaitns idr?ad~s y, de alguna manera, esperamos que trabajos 
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f uluroa tongñn presente el enfoque de 1 a ecuacl6n gene1-al i zadil 

pt1r".:>. ha>..:-r mis íl ex i hl es <1 los programai; de di seNn de torres dre 

desli 1ac.i6n y en general C\li\ndo se disel'le un prr:>ce~m, ya qua ~i 

en algt!n momento aparece una ecllacidn de estado c:dbica qur. 

mejore lél predicci~n dP.1 C(1mporta.miento de las fs.5e~, solamente 

es necesario celcular sus respectives constantes de la ecuac.i6n 

generaliz.ada y usar los programas ya e!!.t.lhli:•r:idos. Por otro 

lo.do, l;i pi-edicci6n de puntos crftir:os mediante c:riterioSI de 

i!'!>tabilidad de fane:• permiti> tener la certeza de que dichos 

puntos son mis confiables que los estimados por otros m~todos. 
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AP!:NDICC 

Las siguientes expresiones son las derivadas del In <•i> con 

l'e spccto a la compos ici6n que se r<'quieren para el cálculo 1.fo lo:• 

puntos críticos par¿¡ mezclas por el método propuesto en 0ste tra

bajo: 

donde: 

= 

+ 

Hj (bi+bj >p 
--+ 
xi 1-bp 

bibjp2 

0-bp ) 2 

·------------ + 
b2 RT(oi -61 Hl+o¡ bp )(l+c52 bp} 

para i=j 

para i;lj 

(c5b-6~j+bp(6¡0~j -6\j º2» 

:!_:~.2....b_ 
j +01 b 

----------------

E3 = <iS1ic5 2-o1o2•i><byta<brb>-abD 1 j> + qi-~i><Yra+ar. 1 j>+ 

a( ó'tij - ó'2ij} + abp( º1lijº2 + ~1 1i 6 2j 1 -li1j 62i1 
-

61 6 2" ij) 



y),: 2]: X·a•j 
l l l 

---- o ----

(J-O:l>j+ bi1*+ bj!Jk) p2 

o-b p r 

ln ~ !_ ,(b¡<.(ó2 --01 )+b(~h..i51'Y:)+b2 P :01 Ó2'k- ~~Ul::_tp<l r. Jd llk. 

1+ ~b P + b RT(cS .~ 1H1+1i1bp>C1+01bpl 

·"PE2 (2(bJ,;:-b);t-bD¡ k)+b 
3 
PaEi lank-PEsDJ1sb' + 

p ac.1ankCE2-biEil+P2E.CCYk-a-aD1klb+a(bk-bll 

b2Rl'( cS 2-li 1 Hl +ó 1bp) 2 (1+a 2bp) 2 

1 si i = j = k 

ºijk= O si i '/. j = k 
O si i = j '/. k 

O si i '/. j 1- k 

14? 
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