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RESUMEN 

Partiendo del sistana de ecuaciones diferenciales parciales de la electro-

dinánica, trabajando en el dani.-úo de la frecuencia y usando la aproxima

ci6n de la 6ptica gecmétrioa, se ha obtenido una ecuaci6n simple que des-:

cribe la distribuci6n de la energía electrc:magnética. Su apli~ilidad a 

problemas reales es discutida, sujeto.a las restri~ciones de la aproxima

ci6n, el procedimiento provee de una manera limitada pero r<ípida de inter

pretar o modelar estructuras complejas que es más barata que los métodos 

tridimensionales actuales. Una regla para el rango de aplicación es dada, 

y ccrnparaciones numéricas fueron hechas para tres casos: una fuente al&i

brica en un esP30io conductor para la polarización transversal eléctrica 

contra la solución analitica dada por Wait '(1952), con buenos resultados; 

. un perfil de falla para la polarizaci6n transversal magnética contra la S2_ 

luci6n analítica dada por d'Erceville y Kunetz (1962), y también contra el 

progrema de modelado independiente esc.<:'ito por Stodt y modificad::> por Ben

nett (1982), con buenos resultados; y un prisma tridimensional enterrado 

en un saniespacio o;mductor contra las soluciones numéricas dadas por Ting 

y Hohrnann (1981) , con resultaoos alentadores pero no conclusivos. 
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LisrA DE FlruRAS 

Figura 

1 ErTox> porcentual contra pn:>fundidades de piel a la fuente alámbrica. 

2 Error porcentual para la resistividad aparente contra distancia en 

dos cuarto-espacios. 

3 O:lmpaxB.ción de la :razón l~I para difel'.1el1tes ·soluciones contra 

distancia en dos cuarto-espacios. 

4 Modelo tridimensional usado paxB. calcular las resistividades aparen

tes en todas las figuras posteriores. 

5 Resistividades aparentes (íl-m) en el sistema coordenado original. 

6 Error porcentual para la resistividad aparente en el sistana coorde

nado original. 
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LisrA DE Sil1!30UlS 

e Velocidad de fase electrumagnética 

e Amplitud ccmpleja del campo eléctriro 

f Frecuencia 

h AÍnplitud compleja del campo magnétiro. 

i Raíz cuadrada de -1 

i Vector unitario paralelo a1 eje +x 

k Magnitud de vector de onda 

m Vector unitario dirigicb del dipolo hacia el observador 

p Vector eléctriro dipolar unitario 

q Vector magnétiro dipolar unitario 

r Posición 

t Tianpo 

z Vector unitario paralelo a1 eje +z 

E Campo eléctrico 

H Campo magnétiro 

I Corriente 

Ko Funci6n Besse1 del tercer tipo modificada de orden cero 

K1 Constante 

K2 Constante 

S Vector de Poynting 

a Parte real de1 número de onda 

e Parte imaginaria de número de onda 

E Permitividad 

o Profundidad de piel 

µ Penneabilidad magnética 
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V 

µo Penneabilidad del vacío 

w FÍecuencia angular 

~ Funcién escalar de la posición 

p Resistividad eléctrica 

Pa Resistividad aparente 

P1 Carga libre 

Pxy Resistividad aparente en la polarización transversal magnética 

Pyx Resistividad aparente en la polarización transversal eléctrica 

o Conductividad eléctrica 

~ Eikonal 

v Operador diferencial Nabla 

El sistema de Unidades Electrcrnagnéticas es el MKSA Racionaliza.O:> 



Capítulo 1 

INTRODUCCION 

Tradicionalmente las ecuaciones del electn:rnagnetismo, conocidas cano e-

cuaciones de Maxwell, han resultado difíciles de resolver en medios que -

no sean idealizados. En particular, en medios conductores sólo se han en

contrado unas cuantas soluciones anall.ticas. En cuanto a las soluciones -

numéricas éstas han probado ser extremadamente laboriosas y costosas de 

obtener. 

En una amplia clase de problemas, particularmente aquellos que se encuen

tran en el campo de la ópti<'.a, el canportanú.ento de los vectores de campo 

electr<:mllgnético es de pequeño interés; lo que uno desea fundamentalmente 

conocer es el promedio, o el flujo prcmedio, de la energía electr'Olnagnetf_ 

ca. 

Existen aplicaciones prácticas cano las de los métodos geofísicos en las 

que uno esta inte!I'esado en encontrar la distribución de conductividad e-

léctrica en un medio. Es el.aro del teorema de Poynting: 

V • ( Re(!E x H*ll = -loE* • E ( 1 ) 

que la dis;i.pación de energía esta directamente relacionada con la distrib~ 

ción de conductividad a través de la cual viaja. Sin embargo, no se ha in

vertido una gran cantidad de esfuerzo en la aplicación de los métodos y ~ 

sultaclos de la óptica a estas aplicaciones prácticas. Esto es debido prin

cipalmente a el hecho de que la propagación de la energía electranagnética 

se parece más a un proceso de difusión que a uno de radiación. 

Es el propósito de este trabajo el aplicar los métodos del daninio de la 
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6ptica para encontrar un modelo matem.itico de la energía electn;magnétioa 

que resulte adecuado y fácil de analizar numericamente. 



Ca.pítulo 2 

TIDRIA 

Tanancb una dependencia del. tiempo de la forma e -iwt (w = frecuencia angu

lar, Pi = carga l.ib:'6, ·µ = 1.1 0 , 1.1 0 = penneabilidad nagneti03. del vacío), las 

écuaciones de Maxwell. tienen l.a siguiente fonna: 

V E= PJ. 2 

V (µoH> = o 3 

V x E= iwµoH 4 ) 

V x H = (a - iwe)E 5 

Partiendo de estas ecuaciones y siguiendo de cerca a Born y 1-k>l.f (1965), 

hago l.a suposición de Sonmel'fel.d-Runge. Esto f'S, ast'IllO que los campos pu~ 

den Sel' I'epl'esentados de la forma. 

E = e(I')eik~(l:') 

H = h(I')eik~(") 

6 

7 

J:bnde ~(l') (la Eikonal.) es una funci6n real. de l.a posición, e(l:') y h(I') -

son funciones vectocial.es ronpl.ejas .de la posición, y k (la magnitud del. 

vectol' de onda) satisface la !'el.ación. 

( 8 ) 

De ( 6 ) y ( 7 ) se puede nostrar que 

V X E = (V X e + ikv~ X e)eik~ ( 9 ) 

V X ff = (V X h + ikV~ x h)eik~ ( 10 ) 

De donde ( 4 ) y ( 5 ) se transfonnan a 

V x e + ikv~ x e = iwµoh ( 11) 



V X h + ikV~ X h = (cr - iwde ( 12) 

Desp.iés de rearreglar ténninos, resu1 ta 

V~ X e .!!i!!2.. h= ·..:.·1 V X e ( 13) 

k ik 
V~ xh - et -iwe e ..:..1:_ V X h ( 14) 

ik ik 

Si los ténninos del lado derecho de las ecuaciones ( ·13 ) y ( 14 ) son d~ 

preciados las ecuaciones se reducen a: 

V~ X e - wµO h = o 
k 

V~ x h - .ª - 'iw<: e = O 

ik 

Que multiplicadas esotlarmente por V~ dan: 

h =o 

V~ • e O 

Ile ( 15 h es 

h LV~ X e 
wµO 

Y así ( 16 ) se convierte en 

(V~ • e) (l V~) 
wµo 

2 
k (V~) e - a-iwo • 

WiiO :ne-

( 15) 

( 16) 

( 17) 

( 18) 

( 19) 

º·· ( 20 ) 

El primer ténnino desaparece al temar en cuenta a ( 18 ) , y con la ayuda 

de la relación ( B ) la ecuación se reduce a 
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(V~) = 1 ( 21 ) 

Que es entonces la ecuación Eikonal en este caso. 

Si estairos interesados en el canportamiento espacial de las formas hermi

tianas EE: º m <oonde e1 tilde significa cani>iejo =njugaoo transpuesto> 

en medios conductores, y podemos representar a cualquiera de estos campos 

escalares romo correspondiendo a la concentnición de un soluto cf> en un so_! 

vente, entonces lo que querenos medir es el "anontonamiento" de cf> en rual-
2 

quier punto. Esta medida estaré. dada por el ld.placiano de ~ , V cf> (Morse 

y Feshbacll, 1953): 

·l cf> = .t.t + D. + ·~ ( 22 ) 

ax2 ay2 az2 

Que esperamos al menos, sea función de las propiedades conductoras ·del .me

dio. 

Busquemos pues, una ecuación. que involu='<' V2EE o a v 2HH. Teniendo la op

ción de trBbajar o:>n cualquiera de E o Ha, notanPs que de ( 19 ) : 

h. h* kk* (V~ X e) • (V~ X e*) 
(wµo) 2-

( 23 ) 

Dcpandienclo y multiplicando por el factor ei(k - k*)~, esto se convierte 

en 

(24) 

Que o:>n la substitución de (6), (7), (18) y (21) resulta: 

J 



HH kk* EE 

(w110 )
2 

6 

( 25 ) 

Un resultado equivalente se puede encontr<lr en Stratton (1941), página 227. 

Esrogiendo trabajar ron iiH por sus propiedades de continuidad, procedo co 

mo sigue: 

Primero, la ecuaci6n (1) es expresada en términos de HH • Calculando el ve.s_ 

tor de :¡ioynting (S) ron campos de la fonna (6) y (7) tengo: 

( 26 ) 

Substituyendo e de (16), 

S = ((V~ • h*)h - (h • h*)V~) "ik ei(k-k")~ 
-~~-

( 27 ) 

o - iwe 

El primer término desaparece tanando en cuenta, (17) y S se reduce a 

s -ik (h • h•"•) ei(k-k•'<)~ V~ 
--==--
a - iwe 

----"i~·k"'--- (Hff)V~ 
o - ÍtiJe: 

Substituyendo (25) y (28) 

V ''" [ ik 
2(a - iwd 

en (1) hallamos que 

l '"'" "' ~ a(wua) 
2 

2kkf' 

( 28 ) 

HH ( 29 ) 

Seguidamente, busco eno:::>ntrar una expresión de S en ténninos de V(HH). T~ 

mando la ecuación (3) y substituyendo (7) obtenerros: 
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V • h + ik:Vr; • h = O ( 30 ) 

O::m:> el seguncb ténnino desapar>ece al tonar en cuent;,. (17) , 

V • h = O 31 

Eh cual.quier superficie i;= constante, las rondiciones v~ h=O,V•h=O 

(ecuaciones (17) y (31)), s6lo pueden ser satisfechas si ! h ! = constante. 

F.sto a su vez implica que Ha también es constante en esa superficie, y que 

K1 V(llli) ( 32 ) 

Ibnde K1 constante de proporcionalidad. Definiendo K2 tal que 

ik 

1 
(HH) K1 

2(a - iwe:) 

La ecuaci6n C 29) se convier-te en 

V • (Kz V (BH)) = a(wµg}
2 

BK 
2kk .... 

( 33 ) 

( 3'+ ) 

O::m:l la ecuaci6n (34) es una aproximaci6n parB. cualquier tipo de HH en el 

cual. H es de :!.a forma (7), !<2 puede ser obtenida por medio de Una s:imple -

eval.uaci6n de (34) pare una orida plana propagánck>se a lo largo del eje z 

con amplitud unitaria, <ligaros una onda de la fOCT11a: 

H = Íeikz. ( 35 ) 
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J\qUÍ i es un vector unitario paralelo al eje x en un medio isotrópi= 1.ibre 

de fuentes. Esto revela que K2 'si es una constante ccn el valor: 

2(i(k - k*)) kl<" 

Substituci6n de Ki en (34) finalmente da: 

2 -
V (J!H) 

2-
(i(k - J<")) HH 

Simil.arménte para EE, ecuaciones (37) y (25) dan: 

2· - 2 -
V CEE) = (i(k - k*)) EE 

( 36 ) 

( 37 ) 

( .38 

Usando J.a nopresentaci6n asociada =n J.a definición (22), J.as ecuaciones 

(37) y (38) pueden ser interpreta¡:Jas dicienoo que J.a concentración de ÍIH y 
- 2 
EE es proporcional a (i(k - k")) 

Una observaci6n importante es que las ecuaciones (28) y (32) tomadas en -

conjunto afinnan que el flujo de energía electro nagnétioa es proporcional 

al. gradiente de la densidad de energía eJ.ectn:rnagnética'. Esto es, bajo es

ta aprmdmacioo la propagaci6n de J.a energía electro magnética es estricta

mente un proceso de difusión. 



C&p$:.tulo 3 

DISCUSION 

»la pregunta relevante a contestar es: 

Bajo que condiciones pueden 1.os términos 

-1..._vxe, _!_Vxh 

il<:. ik 

e 39 > 

del. 1.ado derecho de 1.as ecuaciones (13) y (14) ser despreciados? 

Cal.cul.emos primero k. Siguiendo a Stratton (1941) podemos decir que si 

k = a + il! ( 40 ) 

entonces 1.as constantes a y e pueden ser cal.culadas elevando al. cuadrado 

(40) e igual.ando 1.as partes real.es e imaginarias a 1.os términos real.es e 

imaginarios en (Bl: 

al! = 11>µ 0a , 

2 

de esto resulta 

a = ~ ( ~ f [ 1 + ..,::2 r + 1 ) r 
11 = "' r ~ ll 1 + ..,::2 r -1 Jr 

con a. y 11 real.es. 

( 41 ) 

42 ) 

e 43 > 

Substitución de estos resultados en las ecuaciones (13) y (14) muestran 

que, si 1.as otras cantidades permanecen finitas cuando "' ... m, 

vr; x e - ( 44 ) 



V~ X h 

y que; cuando w + o, 

·a" v x e 

ae " V x h 

10 

( 45 ) 

46 

( 47 

las Últimas cuatro ecuaciones implican que los témúnos (39) sianpre pue

den ser> despreciados a altas frecuencias, y que también es posible que 

exista un rango de fr-ecuencias, tal que la condición él!'I'iba mencionada 

sea satisfecha. Por ejenplo, las soluciones para los campos E y H en un -

saitl-espacio hcmogéneo, isotr>ópico y conductor son tales que (Stratton, -

1941; Jackson, 1975) h = constante, e = constante y 

Vxh = Vxe o ( 48 ) 

y los términos (39) tienen valor cero independientemente de la frecuencia 

para w .¡. o. 

También es posible que los términos (39) en un problema dado tengan una 

distriooción tal que, puedan ser despreciados en algunas regiones. Por 

ejanplc¡>, las soluciones para los campos E y H para un dipolo eléctrico 

con un memento dipol.ar unitario p en un espacio hcmogéneo, isotrópico y 

conductor son tales que (Stratton, 1941; Jackson, 1975): 

e 

h = µok2 [ 1 1 ) (m x p) 
; ikr2 

~2(m x p) x m + 
r 

C3m<m • p> - p> [ L ik l 
r3 r2 

( 49 ) 

(. 50 ) 

Aquí mes un vector unitario dirigido del dipolo hacia el observador y r 
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es la distancia de observación. Digamos que estamos interesados en los --

campos ecuatoriales, esto e~, campos tales quem • p =O. Si usamos un 

.sistema de coordenadas cilíndrico (p, e, z) en el cual p pasa a través 

del origen y es paralelo a z entonces 

e 51 > 

e= [ k2 - + 
p 

( 52 ) 

donde e y z son vectores unitarios paralelos a los ejes e y z respectiva-

mente. Pa:re. este caso 

1 V xh .!!Jl z ( 53 ) 

ik p3 

.!_ V X e 
[- l L + 3 ) e 54'> 

ik ip2 p3 ikp4 

si cano.se acostumbra, se definen tt>es zonas ·espaciales de interés: 

La zona cercana: p < < o 

La zona intermedia: p 

La zona lejana: p > > o 

donde 6 es la profundidad de piel (Jackson, 1975): 

6 = [-2 ·Ji Cm) 
wµ 0a 

e 55> 

Entonces los términos (53) y (54) pueden ser siempre despreciados en la 

zona lejana y las zonas intermedias en las que p/6 > > 1. Los tnismos re-

Sllltados se mantienen para un dipolo magnético con un memento dipolar un;!;. 

tario e¡ en un espacio hanogéneo, isotrópico y conductor, con los cambios 
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de E -+ B, B -+ ~E, p -+ q (Jackson, 1975). Pensando que una fuente electro

magnética o la dispersi6n de un blanco puede ser representada cano he~ 

por una colección de dipolos eléc"b"icos o magnéticos inducidos, podemos· -

esperar en general la existencia de regiones cercanas a lejanas en las -

cuales la aproximación va de mala a buena. 

Así es claro que las descripciones y resultados obtenidos usando las ec~ 

ciones (37) o (38) junto con las condiciones de frontera adecuadas, van a 

tener todas Jas ventajas y deaventajas de la aproximación de la Óptica -

geanétrica (para una revisión de estas, ver por ejemplo, Born y Wolf, 

1965; JG.ine y !<ay, 19651. la ventaja es que, en este caso, la energía 

electranagnética puede ser descrita cano propagándose a lo largo de una -

nyectoria de rayo, debido a un proceso de difusión pura. la desventaja -

es que, cuando los téniünos (.39) no puedan ser despreciados, esto es, -

cuando las magnitudes de los cambios en e y h no son pequeños canparados 

con las magnitudes de e y h en dcrninios cuyas dimensiones lineal.es son del 

orden de la longitud de onda, entonces las ecuaciones C.37) y (38) no puede 

esperarse describan =rTectamente el canportamiento de HH o EE en estos d~ 

minios Olcimados regiones caústicasl. Sin embargo, trabajar con conducto-

res nos dá una ventaja inesperada: sianpre se está en la superficie de la. 

nruestra estudiada y casi nunca tendremos que preocuparnos de las regiones 

caústicas. 

Una observación ;importante acerca del desarrollo teórico es que los resul

tados principales (ecuaciones (21), (281, (29), (37) y C.38).) oo se alteran 

si las corrientes de desplazamiento (el término iweE de la ecuación (5)) 

son despreciadas. En tal caso: 
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k = +i) =~ 

o 
( 56 ) 

significa que, en este caso, el término longitud de onda usado en óptica 

se traduce al familiar término profundidad de piel usado en electricidad. 

i 



Capítulo I¡ 

RANGO DE APLICACION 

Hechos muy bien conocidos son, que en la aprmdmación de campos lejanos., 

las ondas electranagneticas son exactamente de la forma (61 y (71 CStra....:.. 

tton, 1941; Jackson, 1975), y tambi& que en general, los campos se can-

portan localmente cano ondas planas (Born y Wolf, 1965). Así que para --

nuestros propósitos nonnalmente deberiamos esperar buenos resultados en -

algún rango de frecuencias excepto cerca de una fuente o dispersor. La 

pregunta es: Cual es el rango espacial de aplicación? O más precisarrente: 

A cuantas pn:>fundidades de piel- de una fuente o dispersor es la aproxima

ción confiable, digamos dentro de un diez por ciento de error? 

No existe una respuesta directa a esta pregunta. ID que esta disponible 

son algunas respuestas para algunos casos especiales de los cuales reglas 

razonables pueden ser derivadas. 

Goldstein y Strangway (1975)._ en su trabajo del método audicmagnetotelúri

= con fuente controlada nruestran que, mientras que la distancia del pun

to de observación a una fuente dipolar eléctrica atervizada sea treS pro

fundidades de piel o más (relativa a la más grande resistividad en una -

sección bidimensional), la ap:roximación de fuente de onda plana es v&lida. 

Sus resultados modelados fueron hechos para semi-espacios con diferentes 

resistividades y checaron bien contra datos de campo. 

Kan y Clay (1979), trabajando con su ap!"'ximación de rayos-híbrida, mues

i:J'.'an soluciones para los campos dentro de conductores usando un transmi-

sor dipolar eléctrico ~ concluyen que la aprex:imación de fuente de onda -
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plana es válida rrás allá de seis profundidades de piel. Sus resultados -

son basados en las fases de los campos dentro de los conductores. Sus mo

delos teóricos consisten en capas de entre 18 a 23 km de grueso con una -

conductividad de 1.67 x 10-4 S/m sobre un semi-espacio con una conductiv:f. 

dad de 1.67 x 10-2 S/m. 

Sandba>g y Hohnann C1982l en sus cálculos para el método aud;i.anagnetotelQ 

rico con fuente contr<:>lada en un semi-espacio muestran que la suposicdón 

de onda plana es válida cuando •m transmisor alámbriL"'O esta a más de tres 

profundidades de piel de distancia en la configuración lateral y a más de 

cinco profundidades de piel de distancia en la configuración colineal. 

Las soluciones fueron calculadas sobre una malla de 5.23 x 5.23 km para -

un trensmisor de 609. 6 m en un semi-espacio con un valor de .Profundidad -

de piel igual a 883.61 m. 

Mundy, .Roux y 9nith (19.74}, en un trabajo posteriormente corregido por -

ChYlelc (1977), muestran resultados para dispersión electn:m3gnética por -

esferas inmersas en un medio absorbente, en los cuales la ap<'OX.imaoión de 

campos lejanos fue satisfecha para una distancia en el medio igual al ra

dio de la esfera y valores de la profundidad de piel menores o iguales a 

un quinto de él, lo que da una distancia de cinco profundidad7s de piel o 

más. Sus resultados fueron hechos para varias ccrnbinaciones de índices -

canplejos de re:f'r'3.cci6n de esfera y medio. 

Asumir pues, que en general a distancias más grandes que cinco profundida

des de piel de una fuente o dispersor la aprmdmación es confiable, es "!!. 

tonces una regla razonable. 



CapS'.tulo 5 

COMPARACIONES NUMERICAS 

El propósito de esta sección es mostrar ejemplos de canparaciones numéri

cas entt>e las soluciones exactas dadas por las ecuacione_s de Maxwell Oi) · 

y (5} despreciando las corrientes de desplazamiento para EE y iiH, .contra 

la ap:roximación dada por las ecuaciones (38} y (37) respectivamente. 

a) Caso 1 

Principalmente . de interés teó:dco es el caso de una fuente alámbrica ero-

bebida en un espacio hanogéneo conductor, para la polarización donde E es 

· paralelo al alambre. Canperaciones fueron hechas contra la bien conocida 

solución anaiítica dada por (ver por ejemplo Wait, 1952) 

E= k 2 :C Ko(kr) 

2Tra 

e 57 > 

donde :C es la corriente en el alambre y KoOcr) es la función Bessel de 

tercer tipo modificada de orden cero. 

La ecuación (38) no se resuelve direct-amente. En su lugar, EE es calcula

do usando las ecuaciones C25l y (281 en lo que realmente es usar la ley 

de intensidad de la óptica geanetrica CBorn y Wolf, 1965} en medios con.:., 

ductores. Substitucion de iiH de (25) en (28) da: 

s =· 'ik .. 'kl/' EE V~ 
a (wµa) 2 

Usando (56), S se reduce a 

1t -
S =·~EE V~. 

wµo 

( 58 ) 

(. 59) 

Si recordamos que en un medio hanogéneo conductor la velocidad de fase de 
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una onda plana electranagnética es (S:tra.tton, 1941); 

c = ( 60 ) 

y dándose cuenta que debido a la ecuaci6n (21) el valor absoluto de V~ es 

uno, entonces podemos identificar inmediatamente el tffmino (EE) con la -

densidad de energía electromagnética y el valol' absoluto de .S con la in-

tensidad de la "luz" en cualquier punto fuera de la fuente alánilirica. La 

única d:Í.ferencia con medios no-conductores es que, en nuestro caso, la Í!!, 

i(k - k'
0

'l~ tensidad está atenuada por el factor e presente implícitamente 

en la ecuacion (59). 

Soluciones numéricas fueron obtenidas para la fuente alámbrica conducien7 

· do un ampere de corriente en un conductor con una resistividad de 10 n-m 

a una frecuencia de 10 hertz, que da una profundidad de piel de 500 m. La 

canputadora usada fue una Vax 11/780. Una gráfica del error porcentual de 

la solución apr<:ocimada de EE, canpa:rada con la solución exacta para una -

corriente unitaria, cano una función de la distancia de la fuente se mue~ 

:tra. en la Figura 1. La solución exacta tanó 3.87 segundos de tiempo de la 

Unidad del Procesador Central, mientras que la soluci6n aproximada tonó -

2.29 segundos. La gráfica muestra las regiones esperadas que aparecen en 

el error porcentual; errores muy grandes cerca de la fuente, con un rápi

do y suave decaimiento a valores menores al 10% a 1. 3 profundidades de pi_ 

el, y errores despreciables a distancias mayores a cinco profundidades de. 

piel. 

b) Caso 2 
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Figura :!.. ErTor porcentual contra profundidades de piel a la fuente al.ám

brica. 



18 

De int~s más práctico es el caso de una falla vertical de longitud y -

profundidad infinitas, separando dos cuarto-espacios de diferente resisti_ 

vidad, para la polarización donde K está a lo la:i:'go del rumbo de la falla. 

Este es uno.de los pocos casos prácticos (casos en que la distribución de 

la resistividad ocupa un semi-espacio) donde soluciones aprox;irnadas pue-

den ser canparadas con analÍticas (d'El:'Ceville y Kunetz, 1962; Weaver, -;_~_ 

1963; Janes y Price, 1970) .. 

Adicionalmente, canparaciones fueron bechas contra el programa independi

ente de modelaje electranagn1'tico VMI'2D, escrito por Stodt y· modificado -

por Bennett (1982), que calcula resistividades y' fases (entre otras cosas) 

en la superficie de estructuras conductoras bidimensionales usando el mé-

todo de elemento finito. 

la soluci6n de la ecuación apr>ox:imada (37)_ es obtenida usando la misma -

canputadora del caso 1 y un programa que s_igue el dado por James, Smith y 

Wolford (1977}-_en su sección: Ecuaciones Diferenciales Parciales ElÍpti-

cas. El procedimiento seguido consiste en reemplazar la ecuación (37) por 

una oon:>espondiente ecuación de diferencias finitas, que luego es resuelta 

en cada punto de una malla rectangular por medio del m~todo Gauss-Seidel 

iterativo. Las condiciones de frontera en la malla, junto con los valores 

iniciales, son determinados de ei(k - ki')z, donde z es la profunclidad de 

cualquier punto de la malla .. Dos valores diferentes de k son usados, dep'=!l' 

diendo de en que C\Jar'to-espacio el punto de la malla se encuentra. 

Una vez que Hli es calculado, una resistividad aparente se define cano si--

gue CA~dice Al: 
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16n 2f en - ml (. 61 

107 chonciiH>n2 

Soluciones numéricas fueron obtenidas para el caso de cuarto-espacios =n 

valores de I'esistividad de 10 y 90 n-m y una frecuencia de 19 hertz, que 

dan valores de profundidades de piel de 500 y 1500 m I'espectivamente. Am

bas soluciones fueron obtenidas usando varias mallas I'ectangulares (para 

asegurar la convergencias de soluciones) en las cuales cada cuarto-espa-

cio ocu¡X5 una malla cuadrada =n 50 m de separa.ci6n entl'e nodos en todos 

los casos. Un error porcentual típico de la solución Pa' canparado =n lo 

calculado por el progra¡µa VMr2D, cano una función de la distancia de la -

falla es exhibido en la Figura 2. Este resultado es para una malla de 80 

x 80 nodos, con la formaci6n de menor resistividad a la izquierda. Le to

nó a la soluci6n VMI'2D cerca de tres minutos de tiempo de la Unidad de -

Procesamiento Central, y menos de medio minuto para la soluciéin ap=ima

da y muestra el canportanÜento consistentemente seguido por el errur por

centual. Esto es, un pico asiméótrico cxm su valor más alto obtenido en la 

discontinuidad de resistividad, =n decaimientos rápidos y suaves, el de

caimiento más rápido octll'.'l'.'iendo en la fonnaci6n de más baja resistividad, 

· y valores menores al 10% a una profundidad de piel o menos en ambos lados. 

La Figura 3 .muestra la soluci6n analÍtica del méidulo de la razón Ex/Hy -

desplegada por d'Erceville y Kunetz (1962) para una raz6n de resistivida

des de nueve (misma que en este caso) junto =n la misma cantidad obteni-

da por VMI'2D, y lo que sería el equivalente para nuestra aproximación us"!! 

do l.a definici6n de resistividad aparente dada en la ecuación °(61). La fi

gUI'a muestra que la soluci6n de VM1'2D es buena <menos del 10% de error) en 

todo su daninio, y que la soluci6n aproximada es buena más aJ.J1l de una di~ 
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Figura 2. El:Tor porce tual para la resistividad aparente contra dist~cia 

en dos o-espacios. 
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tancia de una pl:'Ofundidad de piel de la discontinuidad de resistividad. 

c) Caso 3 

De gr>an interés es el caso de un prisma tridimensional conductor enterra-

do en un semi-espacio conductor. Canparaciones numéricas fueron hechas 

contra los resultados presentados por Ting y Hohnann (19811. calculados 

por el método de ecuaciones integrales. 

la solución de la ecuación (37)_ es obtenida usando una versión tridimen--

sional del pX'OgI"31lla usado para el caso 2, en la misma ccrnputadora. Las --

condiciones de frontera y valores iniciales en la malla son otra vez de-

terminados de ei(k - kf')_z, donde z es la profundidad de cualqui:er nodo en 

la malla. Es :importante notar que estas son condiciones de fl:'Ontera ad 

hoc. Una vez que EH es calculado, una resistividad aparente es otra vez -

calculada por medio de la :f6rmula (61). Soluciones numéricas han s;ido ob

tenidas para el caso mostrado en la Figura 4, que es un prisma rectangu:_-.:: 

lar enterTado en un semi-espacio con valores de resistividad de 5 y 100 -

n-m respectivamente. A una frecuencia de 10 hertz, esto da valores de p~ 

f'undidades de piel de 356 y 1583 m respectivamente. La solución fué obte

nida para una malla con 49 x 57 x 22 nodos en las direcciones .x, y, z re~ 

pectivamente, y una separación de 250 m entre nodos. Debido a que el mod~ 

lo tiene dos planos de simetría verticales, el resultado y las canparaci~ -

nes son mostradas para el cuadrante inferior derecho solamente. 

El mismo modelo a una frecuencia de 0 .. 1 hertz resuelto por Ting y Hohmann 

(19811 no se resolvió aquí. Esto es debido a que el gr'al1 valor de pro.fundf. 
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dad de piel alcanzado por el semi-espacio huésped igual a 15805 m y ~l m! 

todo de diferencié_ls finitas usado, ponen el requer:im;iento de memoria di_s

ponible de la canputadora fuera de alcance. Ting y liol:mqnn son capaces de 

resolver el problema en una canputadoramás pequeña úma Prime-400) debi

do a que ellos solo necesitan discretizar la distribución de conductivi-

dad anánala, característica fundamental del método de ecuaciones integra-

les. 

la solución para Pa' junto con pyx y Pxy Clas res;i.otividades para las dos 

diferentes polarizaciones). de Ting y llohmann (19811. son mostrB.das en la, -

Figura 5. los e.."'l'.'Ores porcentuales con cada una de p ·:;· p son presenta 
. yx xy -

dos en la Figura 6. Tanó cerca de 16 minutos de tianpo de la Unidad del -

Prucesador Central para obtener los valores de p a. las carecterísticas -

exhibidas por p a ·son, cano era. de esperarse, un ocmportamiento sua'1e y ~ 

nótono cano función de la. posici6n dariclo su valor mínimo, que es muy cer-

ca (5. 964 '2-m) a 5. O '2--m en el centro de la malla, y un buen acuerdo con 

pyx pero mejor aún con pxy' siendo el error porcentual menor al 10% a di~ 

tancias menoT.'E!s a una p:ror.mdidad de piel de las discontinuidades de con

ductividad en el {iltimo caso. 

Cano el prisma está aJ.ar.gado en la dirección y, el mejor ajuste entre Pa 

- y pxy puede ser explicado si pensamos en la dirección y cerno la dirección 

del rumbo y recordamos que, cuando se calcula pxy' H es paralelo al :rumbo 

(cano en el caso 2) y debe ser modelado mejor por la aproximaci6n de HH; 
S:imilannente Pyx debe ser modelada mejor calculando Pa con la 'aprox:ina--

ción de i:E. 
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w'que hace estos filt:imos resultados no conclusivos, es por supuesto, las 

coOOiciones de frontera ad hoc. 



Capítulo 6 

CONClllSIONES 

Un nuevo m:xlelo matanático se ha obtenido. Usando .la ap~ción de la -

óptica geanétrica en medios conductores, describe la distribución de la -

energía electrc:magnética en conductores. Provee de un eslabén entre los -

Campos de la Óptica y la electricidad. Con él, otro punto de vista del -

cua1 un mejor entendimiento de los campos electrallágneticos y su energía 

en conductores puede ser ganado. Ejenplos numéricos muestran que tiene a

plicaciones teóricas y prácticas, ]\reas de futura investigación que se 

pueden proponer son: Ejemplos y problemas trid.imension.:iles numéricos, re

derivación de los restLltados principales <.ec=ciones (21), (28), (29i, -

(37) y (38)), de otras =eras o en el. dan:inio del tiempo, extracción de 

información acerca de las fases de los campos y, fina:lmente, uso de las -

apI'10X:ima.ciones en esquemas de inversión. 



24 

REFERENCIAS 

Bennet, L. A., 19.82. Report on the program VM1'2D, CSIRO., Division of Mi-

neral Physics, RIR 1354R. 

Born, M. and Wolf, E., 1965. Principles of optics, PergaJl\on Press, Ox.foro, 

808p. 

Chylek, P., 1977. Light scattering by small particles in an absorbing me

dium. Journal of the Optical Society of America, v.67, p.561-563. 

d 1Erceville, I. and Kunetz, G., 1962. The effect of a fault on the Eart:h's 

natural electrunagnetic field. Geophysics, v.27, p.651-665. 

Goldstein, M.A. and Strangway, D.W., 19.75. Audio-frequency magnetotellurics 

with a grounded electric dipole source. Geophysics, v.90, p.669-683. 

Jacl<son, J.D., 1975. Classical electrodynamics, Wiley & Sons Inc., New -

York, 848p. 

James, M. L., Smith, G.M. and Wolford, J .c., 1977. Applied numerical me 

th<Xls for digital canputation, Harper & Row Pubi.ishers, New York 687p. 

Jones, F. W; and Price, A.T. , 1970. The perturbations of al ternating gec:niaa 

netic fields by conductivity anana.J.ies. Geophyl. J.R.A.S., v.20, p.317 

-334. 

Kan, T. and Cl.ay, C.S., 1979. Hybrid-Ray approximation in electranagnetic 

sounding. Geophysics, v.49, p.1846-1861. 

10.ine, M. and Kay, I.K., 1965. Electtunagnetic theory and geanetrical op-

tics, Interscience Publishers, New York, 527p. 

Morse, P.M. and Feshbach, H., 1953. Metbods of theoretical physics. McGraw

Hill Book Canpany Inc., New York, 1978p. 

Mundy, W.C., Roux, J.A. and &nith, A.M., 1974. Scat-tering by spheres in an 

absorbing medium. Journal of the Optical Society of America, v. 64, 



·~:. 

25 

p.1593-1597. 

Sandberg, S.K. and Hohnann, G.W., 1982. Controlled-source audio-magnet~te

llurics in geotñermal exploration. Geophysics, v.47, p.100-116. 

Schnucker, u. and Weidelt, P., 1975. Elect:ranagnetic induction in the 

earth. Lecture notes, .Aarhus University, 178p. 

Stratton, J .A. , 1941. Elect:ranagnetic theory. McGraw-Hill Book Ccrnpany, 

New·York and l.ondon, 615p. 

Ting, S.C. and Hchnann, G.W., 1981. Integral equati.on m:xlelling of three-

dimensionaJ. magnetotel.1.uric response. Geophysics·, v.46, p.182-197. 

Wait, J.R., 1952. '!'he cyl.indrical ore body in the presence of a cable ca-

rrying an oscillating current. Geophysics, v.17, p.378-386. 

Weaver, J.T., 1963. Elect:ranagnetic field within a discontinuous conductor 

wi th reference to geanagnetic micropul.sations near a coastline. Can .J. 

Phys., v.41, p.484-49.5. 



26 

APENDICE A 

Una definición de resistividad aparente 

l.Ds parámetros p <resistividad) y pa (resistividad aparente} están rela-

cionados, pero son dos conceptos diferentes. Mientras que p es una propi!';. 

dad· intr>S:nseca del medio, p a es la resistividad de un medio virtual que -

diera la misma respuesta que la medida. 

Para los propósitos de las canpara.'?1-ones numéricas, es necesar.io tener -

una resistividad aparente definida cano. una función de: EH o EE, esto pue

de ser hecho de la siguiente manera: 

En un espacio infinito, isotrópico, conductor y libre de cargas, HH sati~ 

face aproxirradamente la ecuación hanogénea de Helmholtz: 

v2<Í!H> - (i(k - k*))2ÍiH = o. (Al ) 

Para una onda propagándose a lo largo del eje z, la ecuación (A1) tiene 

la solución: 

donde (HHln es el valor de Ha en z = O. En este case las ecuaciones de 

Maxwell dan el mismo resultado (A2) para HH. Tomando la derivada con res-

pecto a z, da 

!_cHH) 
;, -

i(k - k )HH • ( A3 ) 

az 

Despreciando las corrientes de desplazamiento 

. '" l i(k - k ) = -C.2wµacrl ( A4) 

y 

p 1 = 2wµ 0 
a -c.;;.,,.c"'~ z--'Jn=(.HH"--_l_1_)_2 

( AS ) 
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Tanando w = 2~f da 

p = · · i6rt 2 f · (¡¡ - ml. t A6 ) 

107í~lndiHH> 2 
<lz . 

donde H se mide en nanoteslas. 

Este Último resultado puede ser extrapolado y definir U.'la resistividad a

parente en términos del ÍÍH observado o modelado y su derivada vertical. -

Una rormula similar involucrando H y su derivada vertical en la superfi

cie de un semi-espacio con una estructura conductora unidimensional (que 

solo varía con la pl'.'Ofundidad), puede ser hallada en Schmucker y Weidelt 

(1975). 

otra definición de resistividad aparente similar es obtenida substituyen-
~ -

do EE por BH en la fónnula CA6) • 

' 
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