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T.NTROl>UCCION 

NO TE F.NOROULLEZCAS DEL FRUTO Plt 'l'U INTE-

LIOltHCIA. llECUEaDA QUIC SOLO 111:a1Cfll DUll:NO 

DEL llSFUl'!R'ZO QUE PUSISTE EN SU .CULTIVO; 

.... LO oua: •·OOllAR, APICNAM .:RE.. UN •DIPLIL 
ll:lllPICCTAPOR"". 

Jacinto Co.nek. 

H~bivndo estudiado por un.a part.IO> la T.ur.la de Gr~J'.lcas y por ot.1·a 
la Teoria de Grupos. se buscaron aplicaciones: que reunieran a 
ambas t..eor1as. Se encont.raron varios art.iculos y en base a •llo5 
s• deos•rrol l 6 el pr-•nle t.rabajo. 

Bn los dos primeros Cap.lt.ulos S•"' mencionan concept.o!', resull.i'ld•.:>s 
ejemplO!i, Teoremas y C.orolai-ios t.ant.o cJe la Teorla d& Grupos 
Finit.os , Cap. I., como de la T&oria de GrAticas Finit.as. Cap. II. 

S. cC">nsi der6 t.ambl 4n la conveni ""ne i a d~ nlli'ncl onar iill 1nwr.os v.ar j es 
n•x~-..s · 9nt..re .;anlbas Teor 1.-s. Algunos 1·esul t.ados i n1por t..anl&s como o! 
Teot'ema d• Frr..1cht y l""s Gráf'icas •.:Urigidas de Cayl"'":t ~'"' JM>n..:1.:.1.,an 
•n •l Capit.ulo III. 

En el ólt.imo Capit.ulo se t.rat.an t,res aplicar.iones de la. Teoría et ... 
<1r.!ltf·ic•~"" _,. 1...- T~rla di? Grupos. En las <Jos pri1-ras s.-.ccion~s nu 
h-"y rest.rJeclón alguna para. la conm•Jt.at.ividad de la operación ,..n 
i!!'l l)rUpo r, la t.P.1·cera $$CCÍÓn Sl>' d~'H:Jica a grupo:;¡ ahelianos. 

1.:1 pri-r resuJ l:.ado !":19' r~f'i,..r,. a una r:.·•::-t.a s•.rp'""rlr.>r p.;ar-. \ ... 
--.~ardinalidad de tos subgrupos abelianos de un grupo Cin.lt.o • .,;.n 
ba~• a la cardinalidad de las clasq.s de conjugac.lón do;. r. En PSI.-""' 
ca'!Po se asocia una gráfica de conmutación Cdos vért..lces son 
adyae•nt.95 si y sólo sJ conmut.an) y se ut.iliza un result.ado sohr• 
la eolorac16n d• v6rt.ices d• una gráCica. El segundo resul~ado ~• 
r•f'iere a eubiert..as de un grupo mecliant.e subgrupos abeolianos, en 
9St.e caso se utiliza t.amb1•n la gr•Cic.a d• con1M1taci6n y un 
Teorema CW•i:> que relaciona el número d• independencia d• un.a 
grAf.lca con la suma de lo-;; grados de los wrt.ices. Para la últ..1111a 
st1>Cei6n !!'~ us~ una gráifjca dJst:.int.a y un Corolariu del T....,remr. do;;. 
Weí para demost.rar un resu.tt.ado sobre la cardinalidad d• un 
cc•njunt.o 1 J bre deo sumas. 

Poara la -jor comprensión de los result.ados incluidos, se 
ilust.ran los conceptos con eojemplos $S~rando queo los lect..or~s no 



f aml l i ari zados con est..as Teor1 ét<;, pu&dan comprRnder el m.t..eri .al. 
EJ ln~ m<:•ti var<...,n en bu•n.a poilrte le1 >3-<>l.ructura del t.r .. bajo. Si •st.• 
.ademá~· d~piert.a su inquiet.ud. habré oblPnldo ml objetivo c•.:>n 
~)(·. '""· 

~br• la .l.ocalización de los To;.oremas, CorolarJos y Ej•mplos. 
Tocio~ ~st.án numerados en orden creciente lllAdiant.e un nú~ro 
arábino. C<.1.anr.lo Sllit hace re.f'er&nci.á a alguno de. ellos. se usa 
adem;;ás un número· roma110 par.a indicar el Capitulo. Por ejemplo 
T..a. XI, 3. s .... re.f'i&ra oill T.orema 3 d•l Capit.ulo II. En caso de 
qu-. ,., T-..orema, Corol.~ri.o, Lema o Ejemplo pert.aneozca. al mi,,;mo 
capi t.ul o. se omi t.e el número romano. 

Las reof'@r•ncias bi bliográ.f'icas 
r.1.1acirado!;l, por EOjemplo uer [ 8, pag. 
c:ia, p;\gi na 25. 

sa 
éS] 

cit.an usando parenlé~is 

indica la oct.avo ref'er.,..n·-

Eslo:•y it:!'n deuda con los Ores. Hort.ensia Galeana Sinch11>z y Hugo Al -
be>rt..o l<!í neón Mejía por sug•rlr, dirigir, revisar y corregir e1 
t.rabajo. En part.ic::ular, muchas gr«c.ia.s por su paci•nc::.i.a. c::r.>mp.-.~n

sión, .apoyo y disposición durante el desarrollo del mismo. 

Gr·acia.s t.ambj én a. VJ.clc:y Urrut.ia, ccmpaftera y amiga. a Vicky At:.r.1.n 
y a .z.e.f.,.ril'lo Parada por acept.ar :;;...,,. miambros del juradc. 

Agradezco 1 a p.;,r.::iencia y compre-nsl .. ".>n rle t.odas las per;;onas .... mi 
al r•!l'declor. qui enes se nio~l.rarnn i 11\...;;oropsados e. incluso preocupAr.J•~1s 
por vá1 al fin list.o est.~> t..raba.jo. Par·a no olvidar nornbr~s, d. 

todn~. vl J. os gr ac.¡ as. 

Gract rts t.l"mhi én a. todo.,; mJ s pr '?f~nr..-.;;; riiR 1.a F.itcul t.ad deo r:'j o,}-1"11 · .i ...,5 

d• la UNAM, a quienes debo mi formación ""º Mat.emál.icas y a mis 
..-ompaf\'eros que con su dedicac.i.ón y eJ>?mplo me ens&f'iaron que- no 
t •.-..:io !'>e> ::;.pr·.,..nd.,. o;a.n l i'l ""°'·•cu~l a. 



CAPtlUl.O J. TE:OIUA DE GRUPOS FINITOS. 

ººCUANDO ICl.EJN NOS HACE VEa QUE LA TltOalA 

ALt:Ja!BllAJCA PE ECUACl'ONIES DIE !50. GllADO l!ilE 

ISIJ:NPL:IFJC:A .NOTABLElllCNTE CON UN JESTUDIO 
PREYZO DE LAlll PllOP:&l<:DADEl9 IUtL l't::OSAEPllO 

llF;OULAR Y QUE ESTA CC>MPAllACZON TANlllF.N 

PERMJ'TE UN ESTUDIO FllUCTIFERO DE CIEaTA• 
ltCUACJ:ONltl'I DYFERENCZALIC& DIE ato. ORDICN0 

NOS ADMIRAWDS DE COMO ESTA Olllilli:llYA•::ION 
J:LUNJ:NA MUC:HOB DETALLES.·· 

Emll.• Borel.. 

a.sicalll9nt.e, las operaciones que uno real iza son reglas 
.apr•ndidas, qu• p¡prmi t.en asociar a un par de números dispuest.os 11oJn 
•.rn ci•rt.o orden, un t.ercer n(rmero como respuest.a. La suma, el 
product.o, la división, son reglas, pero distint.as reglas. Y estas 
reglas s• definen solamente para pares de objet..os d• un conjunt.o 
esp.e.ff'ico. 

O.t. tJna operación binaria • en 
a~igna a cada par ord•nado de 
•1 •,...nt.o del conj unt.o. 

un conjunto S es una regla que 
elementos del conjunto, ~lgún 

U.f. Una OP9ración binaria • en un conjunt.o S es conmut.at.iv~ si 
ai•b • b•a. para t.odo a, b e S. La operación es asoci at.1 va si 
(aeb)•c: "" a-Cb•c) para t.odo cz, b. e • S. 

Muchas sit.uac.lones conduc•n a ecuaclones que involucran un nOmero 
"'• ~·uyo valor debe d•t.•rmi narse. Las .cuacion•s lllA.s simples son 
las de la f'orma a + x = b para la suma y ax = b para •l product.c>. 
Ambas t.ienen .solución dependiendo del conjunt.o en el que se est.é 
t.rabajando y •n •l caso del product.o, af'ladiendo la suposiciól"I 
a 111 O. De cualquier f'orma la solución de la ecuación lin••l 
adit.iva 10 + x • 2 es una •.>a:elent.e mot.ivación para los númt!tros 
n19gali"YOs, de igual f'orma, la necesidad de los nú,_ros racional"5 
s• manif'iest.a en la ecuación Sx e 4. la nec::9S!dad de los números 
cQmplejmi: se muest.ra en la ecuación ~ ~ -1. 

Es pnr t.ant.n, deseable que poc:lamos resol ver ecuacii::•nes lineales 

1 



'l"~ lnvnlucren operar1on.;os bin;.rJa"i. Sin ~mbar•.,;io, ~~t_ .. sit.11.;ecj<'>n 
nn !;Jo;omprl!I' ~s posibla-. Cr:-.mo -=-Jemplo consideremos la 9C•1acir'.ln 
t"t• .... = ri. definida en eJ conjuni.,-. S = ~a. b, e}-, de acuerdo e,-.,., la 
s;tgui.,..nt,e t,abla: 

• a b .;; 

a b b h 
o o. e b 
e e b a 

En .-st."" C<&SO no hiay sol ucJ.on para la ecuacJón. 

l':Y.allli. n•mos 1 as pr opl edad"'l's er1 Z. quEI' nos per 1111 t.en resol ver la 
ecuación 10 + x "" 2 en z. 

l.os pasos para encont.rar la solución sr .. n: 

10 + x a !-·r~>!"".••••·a. 

-.10 + C10 + .1C~I 2 10 '"'-'l'l'lóf><i<, --l o 

1.'-l o + J C)) + .)( a 1 í) usoclati.vidad 

o + l( ?. - jo .;umando ··1(J ·• li) 

.'< = ?. JO prop•ff<wi do> O 

X:-. -8 .. umando a - 1 o 

Una descripción si mJ l ~·· p"<ra la 4.-::u.a.cj ón 3x = 4 s.- hac9: 

.3.>e = 4 prop .. •,.la 

Q.)3x -4(!.) mu lt i.pl i.con<lo por !. 
3 3 3 

CL3)>t = 4(1.) 490Cf.Gli.vi.ckld 

3 3 

1 JC 4 L mo•ll;.pli.cando !. ~~ 
3 3 

X 4 1. prnriedad •t J 
3 



x=~ 
3 

TEOJUA DIE aaUPO& P':INIT08. 

multi.pliocando 4 1.. 
3 

Veamos ahora las propiedades que, 1.10 conjunt.o S y una operación 
binari.a • en S deben t.ener. que nos permi t.an reproducir •st.e 
procedí mi ent.o para la ecuación . a•x = o en S. B~sieament.• 

necesi t •. amos la exist.encia deo un element.o e con la prop.1.ed«d de que 
U*e = e•a = a, para t.odo elemento a e S. O y 1 hacen est.e papel 
respect.ivament.e en las ecuaciones arriba. Después necesit.amos la 
e>d.st..•nc:la, de un elemant.o a•, t.al que a••a = a•a• = e. Arriba --10 
y L hacen est.e papel, respect.ivament.e. 

3 

Por ált.imo necesl.t.amos la l19y asociat..iva. el rest.o son meros 
c~lculos. 

Uno se puede convencer de que est.as propiedades deo • en S, nos 
permit.en resolver la ecuación a•x = b en S. Est.as propiedades son 
las de un grupo, precisament.e. 

De.f"." Un grupo <r, •> es un 
binaria • en r. denominada 
axiomas 99 sat.isf"acvn: 

n. • es asoci at.i va . 

1'.0. 3 e E r. t.al que V X 

conjunt.o, junt.o 
product.o. t.al · 

E r. ~· = ••x .... 

con 
que 

x. 
e es un element.o ident.idad para • en r. 

it i..> • .,,, a e f', 3 a' e r t.al que <.i•a' = a••a - e. 
a• l!lis el inverso de a con respect.o a •. 

una 
los 

opera..: l ón 
sigui ent.es 

Es c:ost.umbre denol.ar a·a• como -a en e.l 
adl t.i va y a·• •n el caso de la · not..aci ón 
aclaración nosot.ros usaremos c:z"1• 

caso de la not.aclón 
mult.ipllcat.iva. Salvo 

Algunos aut.ores redundan. pidiendo que • sea cerrada. de nuest.ra 
def'iniei6n, • result.a serlo. 

De-be t.enerse present.e. que un grupo no sólo es un conJunt.o, sino 
que esl-á COl"lSt.it.uido de dos id•nt.idades: el conjunl.o r Y la 
operación binaria • en r. De a.hora. en adelant.e y c.uando no haya 
pesibilidad de conf'usión. sólo usaremos la let.ra r para denotar. 
<r. •> y ab se ref'erirá a la •;)(:presión a•b. 



Dr;of. Un grupo res abeliano, si su operación binaria es conmut.at..i
va. 

Si S o;tS un conjunto f'ini t.o. se puede det'inir una opeorac16n binoi1rloi1 
en él por lll<'E!odi o de una t,abl a. Enunciaremos condiciones nec~ari.as. 
en -~~a t..abla. para qu9 derina un grupo: 

Debe habtifr un elernent.o • que act..úe como ident.idad. La condición 
a•e = e•a = a, V a • s. signif"ica que la primera columna es igual 
a. la. columna que cont.. i ene a 1 os el ement..os a oper a.r • en el mismo 
orden. De la misma manera , el primer renglón coincide en orden y 
e.1 elJ'IEl'nl.os con el rengl 6n que cont..i ene 1 os el ement..os a operar. 

C1;.11io V a E s. 3 a.... e debe aparac&r en cada renglón y en cada 
columna. 

Ccomo la ,,peración es cerrada. cada renglón y cada columna cont..iene 
una sola vaz los element.os de r. en dis;;t.int..o orden. 

Si est..as condicionas se sat..isracen, la t.abla define un grupo si y 
solo si la operación es asociat..iva. 

Def. Si r es un grupo f'init.o. el orden lrl de r es el número de 
element..os der. En ~eneral, V A, conjunt.o /init..o. IAI es el número 
de element..os de A. 

Def •. Sea r un gr upo y sea A un subconj unt..o de r. 
Si V a, b e A se t.iene que el product..o ab calculado en r ~ambi•n 
peort.en9Ce a Ji•. entonces A es cerrado bajo la operación de grupo 
d• r. La operación binaria en A as1 def'inida es la operación 
inducida. de r en A. 

Def'. Si H - un subconjunt..o de un grupo 
operación de grupr;. de r. y si H ·8S un grupo 
.inducida. ent.onces H es un subgrupo d• r. 

r, cerrado bajo la 
con est..a operación 

Def'. Si r es un grupo. entonces r es el subgrupo impropio de r. 
Cualquier otro subgrupo es propio. -(•} es el subgrupo tri vial de 
r. Cualqui8r ot..ro subgrupo es no t..ri vial. 

T-. i. Sea r ·un grupo y sea a e r. Entonces H = -(u" / n • Z} ei;; 
un subgrupo de r y es el subgrupo más chico de r que contiene a a, 
esto es, t..odo subgrupo que con~iene a a cont..iene a H. 
El grupo H es el subgrupo ciclico generado por a y se denot..ará por 
(a). 



TltORIA I>~ OlfUPOS rlNITOS 

Dei·. Un '"'"J 0ment..u a de •.Jn grupo r gP.nora 11 r y .;.~ 11n go;.na-1·.ador d.,, r 
Si <o>= r. Un grupo ll?S 1;.1cljco 'Si existe- algun elemento a .;.•n r 
qui;o g-.n .... r~ a r. 

Fj.-111plos: 

id. Sea S = IR - {-·1>. 
O...f"i ni mns • en S como u•b = a i· b + ab. 
F.:nt. nnc•s S <E>S un gr upe.~ abel i ano de orden i n.f i n.i t.o. 

3. Se• S = 2 con 
,ar-.Li.1no. cíclico. 

la suma. Ent..onces 
Los ... 1ement.os 1 y -1 

S es un gr•Jpo i nf i ni t_.,,, 
son g,..ner a.dor ""s del gr •.Jpo .. 

4. Considérense las siguient.es t.ablas de mul t.i pl i cae i óri: 

z .. : + o 1 2 3 V: • e a b e 
o o 1. 2 3 6- 6- a b e 
1 1 2 3 o a •7. 9 e b 
í?. a 3 o 1 ~ b e e a 
3 3 o 1 2 e e b a G 

Aflt:""mamos que est.as t.ablas de.f'inen una E""slruct.ura de grupr7' en ca•·J.;. 
.:;.:ts<>. El ,primero, z, es la suma en l<::>S ient..eros mód•.110 4 y el 
svgundo es el 4-grupo de Klein. 
Amboi:;: grupos son abel ianr:is de ordo¡¡.n 4. 
El •"inir.:o "'.JbgrtJpo propio no t.rj vial de 2.c G>S {O, 8}. 
Obc:•rvese que (O, 1 J- no 9S un "Bl.lb\)rupo da z,., pues no E>"' e-• ,. -.d•.• 
c•.>n +. Por ejeomµlo 1 t 1 :" 2 y 2 <o! {O, lJ-. Es clclic:o y cualquier 
.-~1 ... manlo disd .. Jnt.o da J<.1. ident.id<'ld .,.._. un 'i:-'""n~r.;.d1..1r. 

c1::int..i~n.,.. 

y {.P., e}. 
ab -= e ~ H, 
subcC'nj unt.o. 

V an r.::-.mbio no es c:1cl.ico. cio t.er::ho 
propios no trivi.;,les, {"?, a>. {.:-, b} 
lf = ~ ... a. b> no """""' 1.1n subgrup<;., y;;, quEI' 
qüP. la •::>pti:"raclón no es c~rrada ..,.n ..,"5't,e 

t.r as ~ubgr upus 
En e~t.r.- c..11-:;c-, 
lo cu.al p1· <1•.-•I>.;. 

5. n2, •1 ~onj 1.1nt.o d9 l os m•'Jl t .. i. p l r.)s de ,... • r.<">11 l ~ s•.rnw .as un <JI" •Jp<• 
¿obE-J;.,.,.,o, ciclir:-o y de c•rden infinit(. ... Si mes lJll o:-nterr., divi.sibla
por n, mZ es un subgrupo de nZ. 

6. S.i r es un grupo abeliano con ident.idad e, ""nt..onces: 
H = {x E- r / ~ =- e} ..,s un subgrupo da r. 

7. Todo subgr1Jpo de un' !Jrupo c1cl ico es ciclico. 

8. Todo grupo cJ.clico es 
f'.al ;-;;Q. 

.a.bel i ano, mleont.ras 



TIEOR•A l.•11: ORUPOS FJNl'FOS. 

9. S~ K es un subgrupo de H y H es un subgrupo de r, ent..onces K es 
Un S•Jbgrupo de r. 

Def. Sea r un grupo y a E r. El conjunt.o cea:> ~ < X E r I xa ax• 
es un grupo y se conoce como el grupo cent.ralizador de cz. 

Lai def" i ni ci ón ant..er i or 
subconjtJnt.o s de r. 

se puede generalizar 

Def. a> . Sean r un gr upo y S un subconj unt.o de r. 

a cualqui..,.r 

<".(~") = tx E r / xs = sx, V s e S>. C(S) es un subgrupo de r. 

b) • Si S = r en c:z') , C(r) es un subgr upo a.bel i ano de r y se 
r.onoc@ como el cent.ro de r. En adelant.e a est..e grupo lo denot.are
mos por 2.(r). 

Nos rt=?.feri remos a los element.os del cent .. ro co1no cent.rales. 

Se puede damost..rar que Z(r) = n C(a). 
a e r 

El ~iguJent..e Leorema da condiciones necesarias y suf"icie0 t.os para 
qu~ un subconjunt.o no vaclo de un grupo, sea grupo. 

T.aa. 1 o. Un subconj unt.o no vac.1 o H de un gr lJpo r, es u1"l subg1· upo 
d&o r si y s61 o si : 

cU. V ª• b E H • ab E H. 
b.>. V u 4i' H . ... a-• E H 

Si lrf es finJt.o, el t.eorema ant.erior t..iene una expresión inA.s 
'!;&nc.t.lla. 

T..a. 11. Sea r un grupo de orden f"init.o. Si H es un subc.onjunt..o no 
vac1o de r. cerrado bajo la operación inducida. de r en H. ent..onces 
ff es un s:ubgrupo de r. 
Deof. Una runclón o mape~ § de un conjunt..o A en un conjunt..o 9 es 
una regla que .a.slgna a cada elament.o a e A, exact..allMil'nt..e un 
element..o b E B. Diremos que !t mapea a en b y que • mapea A en B. 
El 9} -.ment.o b ea 1 a i magea.. do c:a bajo •. 
El hecho dl!I' q1.1e • mapeoa A en B. se expresa simbólicament.e como: 

«'>: A ... B. 
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TEORIA DE ClllUP019 P'Dfft09. 

Def. Si ~ y ~ son .funcion~s con ~: A + B y ~: B + C, •xi5t.e un 
map.o;o"."> n;;.l.ural de A en C, usando las funciones f.i y .¡;. 

Est.a í'un~lón mapeo d• A en C es la !'unción composiclón 6 seguida 
de .¡;_ Si •ca> = b y >Kb) = c • .¡(§Ca)) ~ e es la composición de las 
.funci oneos § y •· 

O.f'. Una f'uncJ ón il de un 
uno" o inyeocliva, si para 
t.•n•mos •Cx) • •Cy). 

conjunt.o A en 
cualesquiera 

un conj unt.o B es "~no a 
dos element..os x - y en A, 

O.t. Una runción • 
s•.ipra}"9Ct.iva o sobre. 

de un conjunt.o A 
si V b & B. B a E A, 

en un conjunt.o 
t.al que •ca:> =- b. 

B es 

o.e. Una tunción il de un conjunt.o A en un conjunt.o B es biyect.iva 
si es inyeet.iva y supraywct..iva. 

Def. Una permut.ación de un conjunt..o A es una f'unción biyect.iva de 
.A Rr1 Ji.. 

En qJ conjt1nt.o de t..odas las PQrmut..aciones de un eonjunt.o A se 
puPdo;¡o def'inir, er1 .forma nat-ural, una operación binaria. 

S.a A un c:onjunt.o y s-n • 
composi c1 ón de f'unci ones •C'P.> 
bi yect.i va. 

y 
es 

>11 dos P9r mut.ac;. on•s 
una f"·unci ón de A en 

de A. 
A que 

La 
es 

El siguient.e t.eorema muest.ra que el 
permut..acion~ de un conjunt.o no vacio 
composición de .funciones. 

conjunt..o 
A. f'orma 

de t.odas 1 as 
un grupo con la 

T111a. 12. S.a A un conjunt..o no vacio. S.a SA el conjun~o d• t.odas 
las permut.aciones deo A. Ent.onces SA es un grupo con la compc;,sición 
d• f' une :1 ones. 

De.f'. Si A es un conj unt.o f' i ni t.o. {:l. • a •... , n}-. el gr upo d• t.oda.s 
las r-rmut.aciones de A se conoce como el grupo slmét.rico •n n 
element.os y se denot.a por Sn y ISnl ~ n!. 

F.Je1111Plo: 

13. Consideremos Sa. Sea A = {1. a. 3.. ISI = 3! = e. 
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'l'F-OP 1 A OE Olt U POS FINITOS: . 

ro (: : :) mo (: : :) 

l'Z -- (: z :) (~ = :) 

El proclucl.o º"" Jo~ element.os eslá e o:~n l."!n l. do en la s.\ t1•.1i.efll.a t . .;.hl";., 

• to r1 tZ mo nu. fil;/. 

ro re;• rt. 1·2 mo m.t m7. 

rt rs rz ro JilZ mD m. 
r:z rz ro r·t ms mz m.o 
mD mn m.t mz r·o rs rz 
nu nu 1112 l1lD rz ro r1 
1112 1112 l1ID lhS rs r~ r..:• 

Est..e es el grup<.-. da ordan ~s c.::llia..o que no es abelic..uo. 

F.xi.sl.Et una corr~sµond~ncia not.u1·al 1Ctnl.r"' l<..>s 1itl&1~nt.os de Sa y lc.z. 
fc>rmas en q1.1e Jo:;; coplas d.,. un t.r i~ngulo equil~t.ero con vért..14:..:.$ 
1. a y 3 puedPn poners""', de t...a.1 !W'ln9ra qulliP uno c;.ubra al ol.1·c.. L,;o:;; 
!"• danot.an 1·ol.aci•:•ne\';. y las •·•~ ref lexionoe.s respec.t.t:• a las 
ht.sect~r lees d~ 1 ns áng•.1) os. E-st.e gr1,,1po se cono.;.-.;- como el 91 upo 
ni.itdrlr.o de orden 3 y s..- denot.a i:.omo Dll. 

r-1·. Sj. ", y E r, di remns que x y y !"On conju"i)ados 
qtJFt axa·' = y. r.z.><o_, es el cor1jugado de x por a. 

si El <1 "fo r t.;.l 

l..a rel ilt". i. 6n "S8r con.h.isado d.ff" e!'> de equi val enci a. Es dl!'c i r • 

ref"lexiv..J. simél.ric::a y t.r·ansil.iva e induce una part..ición del 
r.::onjunt.o en clases ajenas cuya unión es el lot.al. 

La clase de conjugados que cont..iene a x es C xl = 4axa·• / a E rt. 

S!? dl ce que >< es aul.<."l<".onj ugadr.-. si s1,,1 el ase de c::onj ugados sólo 
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consiste de •1 mismo. y x es c~nl1· ... 1 si axa·• .><, V a e r. 
r;omeont.ario permi t.e dar otra caraci.erizaci6r1 del cent.ro Z(r) 
gr-..1po r. como ip} conjunlo d~ ele-menlos aut.oconjugados dtff r. 

Est~ 

del 

Di!!of. Sea r un grupr:> y H un subgrupo de r. El c~·.njugadn de H pc>r x 
..,.,. dll9fi nP como: 

x·'ffx = {x.-'hx / h E 11} 

o.t·. S..8 r un grupo, H un -s:ubgr•..1¡:.<.:> d• r. Si ·"'• y e r di ren11.:•·;; ,~ .... -~ 
)< t9S r.::ongrul!!'nt.,... con y. módulo H t."x ·- y mod ff) si xy·• e H. 

T-. 1,. x !! y mod Hes una relat""i.6n de equivalP.ncia. 

list.a r•l ac.i ón ri.,. aqui v~l e.ne i a i nr:h1r:.,. una part.i ci ón d.,. 
t..os de r "'n •: l a~e"" cfP. e•:¡iJi val P.nc_i "' que r:tenol.ar emos por 

1 os el em<P-n •· 

LaJ. 
La J = {x E r / a. s X mod H}. 

Def'. St H - un S•Jbgr upo de r y a & r. entonces Ha = {ha / h E 11}. 
Ha s.e C'Onoce como la elas• lat.eral derec:h• d• H inducida por a. 
O. manera an~loga se derine la clase laleral izquierdA ~H. 

y.,.. 15. S... r un grupo y H un subgrupo de r. -..nt..•:>nceos 1 ;;.-:..;. 
~lguient.- cr.ondieion- son ~uivalent.es. 

t'.:>. 
iO. 

'u:>. 
iu). 

x: y moct Hes una relación da equivalencia. 
x·'H.x ..-: H, V X 5 r. 
x"'R>. = H. V X E r. 
Hx = xH. V X e r. 

Obs•r "9!':9 que i. i. i. :> • dJ. e• que t.odo conjugado de H es igual a H. 
i.·u;, dice que t.oda clase lat.eral. derecha t.ambiO:.n es una cl.aso-
1 .. t..•r.al J zq•d ... rd"' y vi ~-:.;oversa. Est..as condiciono:. no ,_.., cuNipl~n 
p:.rA t.ori•:ts .Jos sungrupr:-!!> de r, si no que el T~or~ma getr ant.i z;;. quo:• 
todas son t·a1 sa:s o t..odr.s son ~rdacieras. 
Un s1.1bgrupo H d9 r que- sat..isf'ace alguna <y de aqui t..odas"'.J 
conri1c.i6n se ·~onor::e como subgrupo normal Co subg1· 1.1po 
a•Jt-r:x:onj ugado) dA> r y se denot.a por H < r. 

Jl9t. Un grupo es simple si sus .úniC'os :r.;ubgrupos nr.'>rmales sor1 él Y 
l .a J dent.i d .. d. 

Las r.lases lat..erales derachas est..•n relacion~das con las clases de 
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TSORI'."' Dlt oaurc.:; FINITOS. 

l:=1J = {xoé r/x:a modH}-

{>< e r / ,,.a·• = h e H} = .¡.._ .., r / ;;.: = ha p. a. '' ti H} 

P<:>r lo t..anLc• 1 ~s ~:l as~s de e-qui Vül•;oncia m•xi H son precisamenl.o;o las 
cJas-..s l;.ol•r•l•s dervchas de H en r. 
L~ d9Scomposición i ndu.-;i da por ~c;t .a reolaci·ón de --qui v~l ancia f..io;o.ne 
t.~r11bi"'°n l.~ sig•.ri"ll'nte p1·op!edad. 

T-. 16. Si Ha y Hb son dos clases de equivalencia no vac1as dlil> H 
9n J"', exist.e una biyac:ción T: Ha + Hb. 

1:.0.llt. [lefinimos T: Hez• ffb 
ha .. hb. 

AJ tr.:11baja1· eon grupos .C-init.r:-~s, aost..eo Te<;>1·ema nos pernút.e det..vrmi-· 
nar .cu•nt.os elementos t.i.ene cada <'."lase de equivalencia. O. hec:hu 
el TeorPma. dice que t.odas t.ienen la misma cardinalidad y para dP
t,.,-rni n~r la usaremos la car di r•al 1 dad del subg1· upo H. 
Como a. = H. t.ambién H es una clase laleral derecha y es t.al r.¡uA> 
l.. l. •:me IH 1 el ement.c>s. As1 que t.odas las el ases t..i enen IH 1 11'1 ll!'men
t.os. 

0..11ot.en1o:i;; peor '. el n0ftlt9Pro de clases de equivalencia d.i st.i nl.as de H 
~n r, ind1..1cidas por X¡¡¡; y mod H. 

Como >< ?. y mod H es de 9QUi val ene! a, sabelJIQS que: 

~'.). u 11a = r 

ii::>. Ha Hb o Ha n H~ 0. 

l; se conoce i::omo el indice de H ~n r y se denot.~ como irCID o bi.;ion 
como [r:H]. En los sucesivo u~ilizaremos es~a últ.ima no~ación. 

Esla relación enlre el orden d'* r y el orden de un subgr.upo H de r 
s• conoco comQ T111a. de Lagrange par~ subgrupos. 
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T ... <J..agrange). i7. Sea r un grupo de orden rinit.o n y H un 
Sl.Jbgrupo der. Entonces IHI divide a .1r1. 1r1 = (IHI. 
Sabwrnos que el cent.ralizador de cada element.o x E r, CC.x) es un 
!"llbgrupo de r, en est.e caso el Tma. de -Lagrange adopl.~ una forma 
muy :i nt.ere!'>ant..e. que usaremos const.ant.ernent.e. 

, ..... se. 1r1 = ICCx) l ICxl I· CxJ la clase de conjugación de x. 

l:':st.• t.eorema asegura que el indice del cerit..ralizador 
element..o x E r es igual a la cardinalidad de 
conjuga.dos de x. 

de e ual quier 
la clase de 

De-. Sabemos que la clase de conjugados de x E r, rxl, consist.e de 
t.odos 1 os el ement.os axa·• con a E r. 1 r xJ 1 mi de el número de 
dlst.int.os a.xa·•. La. demost.raci6n hará ver que dos elenient.os en la 
misma clase la.t.eral der.cha de CCx-) en r da el mismo conjugado de 
x, mient.ras que dos element.os en dist.int.as clases lat.erales 
derechas de CCx) en r producen dist.int.os conjugados de x. 
O. est.a. manera t.enemos una correspondencia uno a. uno ent.re 
<.~onj'ugadc.-.s de x y clases lal..erales derechas de CCx). 

Supc:>ng.amos quo;. y, •• r, y, IS •n l.- misma clas~ lat.~ral d~rec.ha d.;;. 
CC x) en r. 

.. y nz donde n. e CCx:> y nx = xn . 

.. y, 2' esté.n en la misma clase de conjugación. 

Si y, 2'! E r, peortenecen a distintas clases laterales de CCx) en r. 
ai' i rmamos que y"'xy - •º'XJB. 

Si no f"uese ést.e el caso, de y:'xy ""' z·'xz, deduc:iriamos que 
sy·•x = .xi;¡,y·•; 1 o que a su vez implicar 1 a que :;sy_., E CC x). Lo que· 
a~irma que y, ~ están en la misma clase lat.eral derecha de CCx) en 
r. 

Def. Un ~lemento a de un grupo r con element.o identidad e tiene 
or:den r ~ O si r es el mi ni mo entero t.al que a" :s e. 

11. 

.·.! 

·,:;>'.- ,, ,, ;\: ;~~~.:· . . , ... '.'./ú} 



TICORIA DIC GRUPOS FIN:n'OS. 

Corolar~o. 19. Todo grupo de orden primo es ciclico. 

·o.f'. El orden de un element.o a e r es el minimo ent.ero posit.ivo 
t.al que a" = e. 

Corolar~o. 20. El orden de un element.o divide el orden del grupo. 

T ... 21. Si H y K son subgrupos de un grupo r t.al que K es 
subgrupo de H y supongamos que [H:K] y (r:H] son Cinit.os. Ent.onces 
[ r: KJ es t'init.o y [ r: K] = [ r: HJ [ H: KJ 

El papel que desempef'lan las permut.aciones es muy import.ant.e. Por 
ello ampliaremos un poco más sobre ellas. 
Primero sobre la not.ación que usaremos para las permut.aciones de 
un conj unt.o A. 

Tomemcis ~amo ejemplo A = -(1. 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. 

Supongamos que los cinco números 2. 4. 3, e y e se dist.ribuyen 
sobre un circulo. como se muest.ra a cont.inuación. 

2. 

4 

Supongamos ahora que el circulo se rot.a 2n/5.radianes en. sént.ido 
cont.rario a las manecillas del reloj. As! que 2 es movido a la 
posición que ant.es ocupaba el 4. el 4 a la que ant.es ocupaba el 3 
y asi sucesivament.e. Sea T la permut.ación en SA que deja Cijos al 
1, al 5 y al 7 y que en los demlks element.os hace just.o lo descrit.o 
al rot.ar el circulo arriba. 

Represent.emos las imágenes de est.a ~unción: 
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TEORfA PE URUPOS FINITOS. 

T = e : : : : : : :) 
Int.roducimos una not.ación m41.s compact.a para est.a permut.ación: 

T = ca. 4. 3, e, B) 

Est.a not.ación es la no1-ación ciclica y s:lgni:fica, se plu!fi:ie empe:z .... r 
en cualquier •lement.o, que el 2 va al 4, el 4 al 3. el 3 al 6 el 6 
al 9 y el 8 al 2, para cerrar el ciclo. 
Los •lement.os que no aparecen en la peormutaci.6n permane•:::en fijos. 

Drrf". Una permut..ación T de un conjunLo A. es un ciclo de longit.ud n, 
si exist.en ªª• aa, ... ,an E A. t.a.l EtS que: 
T(Oji) = aa, TCCU). = Q3,.. T( QJ'-ll) = an y T(cz,.,) aa, y T(X) X .,, 

X E A., pero X illfl a:a. az, . . . " an . 

En el circulo arriba, T es un ciclo de longit.ud 6. 

Los ciclos son un t.ipo especial de permut.aciones y pueden 
mult.iplicarse como ellas, pero ,;;u product:...o no neces;ariament.e es un 
ciclo. 

Una col11!!1Cci6n de ciclos se dice ajena, si ningún element.o de A E>s 
movido por dos ciclos dlst..lnt.os de la colección. Acordamc•s que· 
cualquier c:iclo dE- longitud uno es la idenl.idad. 

T-. 22. Toda pei·mut.ación es el product.o d• eic:los a.Jenn:s. Ad1:•má~ 
est.a represer.t.a<:i6n es (1nlca ,,;a.lvo el ordea-¡ de lo~ f'actc1ras. 

O.f" •. Un ciclo deo l ong1 t..ud 2 es •1n<>. t.ransposl cj ón. 

F.J nti~ro de t.ranspo~iciones 
p&rmut.ación dada siempre es par 

n19c:esar i as 
o impar. 

para r epr· es~nt.~r 

[)pf. lJn~ pie>rmtJl.ac;;fr'.'>n de IJJ"l COl1jlln!..i:;> f•j_nit..1:;> •"1'~ 

nún..:l'ro necasario de transposiciones para 
product .. o de ésLas es par <o j mp""r). 

13 

par (o i mp.;,,r) ~~ 1 

expresar J _,. como 

Ui'1.i»-

, .. 1 
un 



'1".EC.)1111" DIL 011•-•Pos FINITOS. 

Tl!lil. i.:3. ;:,.,J n. <:: 2, •1 cnnjunto de t..odas las p,,..rmut.acj on"*s p~r'"'" d.,. 
-{l, a, ... , n• forma un ,;;ubgrtipo del grupa:> ,;;i111rf.L1·it.-c.."> Sn. A to.•:.Cti!> 
gru¡."10 SA- 1 e conoce- como el gr upe• al t . .,,.rnanl.e "" en n f:!'l ement.o-:;. 

IAnl=n!. 
2 

·ia<&. l(a hemos habl~do de. 1>9. el grupo diédrico en 3 el ement.os. 
E:>e.amJ naremos ahora el caso g.:-r.er al . El gr upo di édr i co .,,.n n 
elv11119nt.os S9 puede · v.i suali:zar de la siguient.& f'or ma: To111emos i?. 
n-·ágr.>nos r""9t..1lares y 1'i jémonos en las f'ormas como se pueden pon>'.>r 
Jos v~rt.ices de t.al manera que un n-ágono cubra ~1 ot.ro. 
F.l graipo diédrico de orden n, Dr •• es el grupo d.., simet.rias de;, un 
n-Agono regular. 

Par.a n ~ 3, considuremos un n·-ágono. p 1·epr..,1»ent.a ur • .- rot..-cJ.61; d!i> 
an/n. radt.anes en senl.ido cont.rario a las manecillas del relo.1 
111.rf!PQedi:..,r de su c&nl.ro. ~;as n r<.,l.aciones son: 

p. p", p" ~ e- Cidenl..idad). 

Si. " es i mp;11r, hay n 9je-s de simet.ria qu9 pasan cada uno por •.Jn 
vért..ice y por· el punt..r:i medio del lado oput?st .• :>. Si pensamos en ;,;o? 
n-tigono en un espacJo t,,.·idlmenslonal. podemo~ rolarlo Cro;;of'laxión"> 
n radianes alrededor d• c:ada. uno de esl.os ejes. A ... i quo;¡. las 
f'iguras inicial y fin.al son idént.icas. 

Obs.t.rvese que ning11na ref'lexión puede obt..er.erse por medio Je- una 
rof...aci ón, pues una r ef' l exi ón 1 nvi er t.e el orden de los vér t.i r::o;,s ~ 
llli ent.r as que una rot.acl ón no. 

Si n es par. hay n ejes de si met.ria que 
vért.ic9S opuest.os y n ejes de sJ.!)1~t,ria que 
punt.os '"9dicas sit.uados en lados op•.Jest.os. 

pasan 
pasi'ln 

por 
por 

p.ares de 
pares de 

En cualquier caso, el grupo Dn de· simel.rias del n-ágono t.ie1~e 
orden 2n. El conjunto <p> =- {9, p, p•, p""'• de lo..s. 
rol.aciories es un subgrupo de orden n, normal en Dn. Todos los 
ot.re°'.'5 n @l•ment..os de On t.ienen .-:.r·dan a. Sea 11• uno d .. ,, ...-1103. Si 
rrtp 4ii <p>, digamos; Mp = P• ent.onc~s,; IR = p·• .,, .(,», lo cual o;.s .,,.,., 
conl.radi cción. Por lo t..ant.o mp e, Dn - <p>, 1 o que forza a mp -" 
t~n•r orden 2. L.a ecuación C1Rp:>ª '= ,.. implica e = n.pmp, pº' = mpnl. 
Como ll'L = 11t'. podemos escribir est-a úl t.ima como p·• = mprn·•. 
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C:omo •l subgr upo < p> t.l Oifne 1 ndi ce a• sól o t..i ... n~ dos; e 1 ases 
lat..•rales, (p) y m<p> en Dn; por lo lant..o: 

Dn = {•. p, p .... .. , ¡::r·'. m, mp, . .. , mp""'>· 
Las ecuaciones: 

s• conocen como r•laciones del grupo Dn, Y• qu~ cualquier 
mult.Jplicación en Dn puede eraet.uarse ut..ilizando est.as ecuaciones, 
por •J•mpl o: 

,,., ... pa = p... i mpl J ca pa = mp .... 
r•cilment.•. por ejemplo: 

as1 que podemos mult.iplicar 

Cmp)C~ = mC.pn.:>~ = R/f!C.mpº')f:19 = 111."p = p. 

o bien. e mp3
) m - e mp'l) e pm;> = e mp-:;, e mp·') = e mp) e pna') p... = 

Cmp)Cmp-l)p·• = m<:.pm':)pº" = mCmp')p-a '"' m.ªp3 = p·>. 

El número de clases de conjugación es: 

Si n. es J mpar , ~ y si n. es par. !l + 3. 
a a 

Est..as clases son: 

Para n impar• n = 2k -1: Dn = [e] U ( p) U [ p•] U ...... U ( pt-'] U [ m] 

y para n par, n = ak: Dn = [ e] U [ p] U ... U ( p"] U [a] U [ inp) . 

26. Consider•mos A. = -(1, -1, i, -i· con el product.o en los núm&ros 
compl•Jos. 

Est.e .. un grupo ciclico de orden 4. Si calculamos las clases de 
conjugación de cada eleln9nt.o, obt.enemos que cada uno as 
aut..oconjugado, -t.o es t.odos los elem9nt..os son cent.ralas. 
Por lo t.ant.o el grupo es abelia.110. Y t.odos sus subgrupos son 
normales. 
Est..e grupo cont.iene un subgrupo de orden a, <-1>. 

Est.e grupo nos permi t.i rá i nt.roduci r un concept.o al comparar su 
t.abla con z,, ver Ejemplo 4. 

16 



TEoa:rA DE oaupos F:rN:r'l·os. 

• 1 i. -1 -i 
1 1 i -1 -i. 
i i -1 -i l 

-1 -1 -i 1 ,; 
-i -i 1 i -1 

L3 J dea del r.oncept..o es que son est.ruct.ural 111ent..- i d•nt..J cos salvé:> 
el .. n.umbr• '' da 1 os al ement..os y de l .as oper ac.1 ones. As1 que 
debiéramos prxf•r obt.ener A de z, al "cambiar .:18 1-..ombre" un 
•1,..llll!!'nt~o >< d9 A por sl nombre d& un el ii;,ment.o .>e" de z,. Es l.o e:!.. • 
e .Ad-" .'I(' E A s.,. 1 e as.i gna un e.1 ~lllE-•, l .. o de 2, , 1 o e ual r,o es s;i ne. una 
t um:i ór. !lo: A + z,. 
Claramvnt..e dos ele-nt.os ciist...int.•::>s x. y en A debP.n t. .... ne-r i.m.;\u•·1n~s 
dJst.i1~t.as en;<;?,, F."st.o sJgni.f.ir.:a que~ d""be- s~r ln,ve.:t.Jva. 

l'"'-lltbi én r .. odo oaol """'""n t.o d... ;z, d..,b.,. <>&r la l mag&n d'"" algún ~l ~"'•ne• 1t.o 
de A, esto es ?11 debe -;:er supraye.::C.i va. Est.o cambia. los nombr·,_.,,. d~ 
l (;'S el enient.os. 

Ahora, sj lo~ grtrpo~ d.-.b.,..n s.;,r idP.nl . .ir:r.:>s ""'st.rur.:l.lU"almr.-1-.i..P- y si ¡.;r.>r 
el momP.nt.o d*"'not.amos 1-. opere> et ··C.n de- gr upo de- A p•;.r • y 1 a de 2• 
por •• ent.onc•s .Ja imago;.n de x•y d&bv sar x"•y•. o §C ~y) debe =oo;.r· 
itfx).-(y). En gl!meral ellmJnamr.,:;:; lc>s slmbolo-s • y •par.,. ias 
o¡>eor aci oneos, i:-•bt.en.i endo: 

NóL~e que- la Of.'t'!'ración en el lado izqui"l'rdo es en A, mient.r·as q1.1& 
1 .~ do?-ol 1 ado derecho "9's en z,. 
Re~umimos t.odas est..as ideas: 

l>Rf. Un isomorf'i5mo d .... un grupc. r con 
biy.-.et .. iva !t: r .. A, tal que V x, y *' r, 

un grupo A es Ulh11 funcir:",1> 
~e xy) = 'IC x>iic y). 

O.f'. Si exis~.e un isomorf".ioo;mo .,.,..t,r.-so dos grupos r y t., decimos 
son 1 Sollll."lr :ros y 1 o denot.amos como r a; lt.. 

q&Jt:S' 

T... 26. Si w: r .. A es un 
1 dent.i dad de r, ent,onces oi>C e) 
oló<."a~''.> = (~Ca))"'. V a e r. 

isomorf"ismo de grupos y 
es la ident.idad en A, 

"' es la 
t .. ambj ~n: 

El Taor e111a. i ndi e.a que- lodo i somor· (' i smo mapea la .identidad 1S-n l .a. 
idl9nt •. idad • inV9rsos: eon inversos. 
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TICORIA DE GRUPOS F.IN.ITOS. 

Son claro5 loo;; p•sos que> hay que segui1· para 1nosl.rar que do~ 

grupos son J.somorf'os, sin embargo coment...aremos brevement..e cómo 
d.,,rnost.ra.r q•.1Ao do-; grupo-; r y h no S•">n isomorfos, si es e-1 case•. 

QiJe dos grupos r y A no !!lean isomorf'os signif"ica que no ex.i ->l.fil' 
ningun--. f't1nr.i6n b.iyP-ct.iva §: r +A con la propiedad: 

En •Jenlli>r""l, probar ~st.o &s ir..acc&sible. axcept..o en el e.aso cu.ando 
nn hay .f'unciones biyeoct.J vas. Est.e es el r~aso, si por eJemplo. r y 
/; t. l l!Pn•n dt st.i nt."' r.:a.rdi n.l\11 dad. 

C.7. it.PS y "-•• ru::> son isomorfos, p•J<:>s no existe ninguna b.íyecci•':•n d~ 
2s 8n Zn. 

aa. Z con la s•Jnta no es isomorío a IR con la suma. pue8 no P-xi :-:le 
ni n(Juna bi yecci •~n de Z IE'n IR. 

Suponiendo q1.rP. s~ t.engan biyecciones ent,re los dos grupos. onc. 
dP.niueost.r;;t <'Jll'!!' no .,;;on ·.i~omorf'os C~;l es el ca~o), exhibiendo una 
propJ -.da.d e!;f.rl1r.l-•.1ral qa.ro;o un ~r1.1po t.ien-. y ... 1 •->l-ro n~-.. Un.._ 
prc.1pied.,__d •st,rucf,ur;\!tl de un grupo es un~ propiedad que dehJ:? 1...,,n.;·1· 
t..odo grupo 1somorf'<.> y quR< no depende d~l ''nontbJ.•e'' de los .,.1.,.moeonf.r.•s 
o. dA alguna ot.ra c.aract..lli"risl-ica no ~st..ruct..ural de el los. 

A r.:ont.j nuar.:.tón SA menc.i onan algunas prop.ied.,,des ~st.r ucl-ur.al ,,_,, y 
aJg11nas no est.ruc:t.ural~,; de grupos. 

Est.ruct.u1·ales 

1. 
?.. 
3. 
4. 

6. 

f' ""s c1 el i C•..). 

r - aboi!olj ano. 
1r1 == 10. 
r· e~ f'ini t..o. 

r· ~-.lene exac+."'ment..e 
dos elemen~~s d~ oc 
den 6. 
x:8 = o ~iene una 
un.i ca $Ol t.1ci ón para 
··=ada ""' • r. 

1 .. 
2. 
3. 
4. 

6. 

6. 
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Ho ~st.ruct.ur;:a.l.,.s, 

r cont.iene al 6. 
Los el •mvnt..•.>s d.,. r son nú11191 •Y"'. 
L.:a operación º"' r es la suma. 
Los el ement~os de r son 
permut.aci ones. 
La opo;.rac;l6n en r e:,; yuxt.apon.vr 
los element.os. 

r es un subgrup.-. de <IR, -t>. 



F. j llHllp.l OS 1 

?.9. Z y 1() ambos con la s1.11na n~:> :-.on iso1nor.fos, porqu..,. 2 ..,s c.1<.lj._ •. , 
y~. no. 

30. IR - -(O• con 1"" mul t. i pl i. r.ac i 6n "'º es i sc•mor ro a 1 gr 11po cr {O} 
~·un l • 1111.11 t.i pl i cac:.i. Óll y<& que la ecuación x• = a t-i ene una sol 1;c i ón 
,.. e e - -(O} ,,, a E e - '{Oh mi~nl.ras que ~ = ·-1 no t..J en"' solucl6r. 
en De - -(O •• 

:H. IR - -(O} c:on la mul l.i pl .i cae:! ón no es i soinnrf'o:, a IR c:on 1 a su1na 
pui?S la ecuación x + x = a siempre t..iene solución en IR. V o: ._. 11", 
r-ro la correspr.>ridi•nt.~ ec:uar.:-ión x x =u no siempre l.iene solur::ior1 •n IR - -(Oh por ejemplo si a = -3. · 

Produc:t.o direct..o ext.er·no de grupus. 

O.t • Sean r.. f'z. rn 
Cb•. ba, ... bn) p6'r t.liPnecen a Jf,., 

grupos. Si Cas, r•. def' i ni mos 
az • ., ••.• an) y 

eª' • Gl2 •.•. an) e bt • bz • •••• bn::> = e ~b•. cubz. . • • • anbn) • 

un gr up;o, el pr oducl.o d.i rect..o ·de l c:.>s grupos· í"i.. 

con l .a Of.">l!>r<llclón dP.f° 1 ni da arr Iba. 

En caso de.que r.ada ri ~ea abel.i<'ln<:>, se •.isa. la. nol.ac16rr adit.ivé< .;on 

I'(,~ r\ y nos ref•rimos a ést.e como la suma •xt..erna direct.a de los 

r:irt..1pos r•. F.:n est.e c¡¡iso se usa la not.ación _.. í"L • ... 
t..a suma direct.a rie grupos abeolianos puedeo escribirse como: 

f'• • í'a •...• rn. 

t.;:; 



33. El grupo Za • Za t.ii:-ne 6 el emenlos: 
-¿,,. • 2• = .¡e o, O) , e o. 1 '.> , (o, 8) , e 1 , o:> , e 1 , 1' , e 1 , 2'."I}. Es 
cJclico y Zz • 2• ~ Zo. 

34. 29 • 2• no 
mismo oeurre-
7..2 e Za ~V. 

e~ i$01110rfo a ZP, 
con 7.z • Zz 

pue~ •l primero no •s ciclico. Lo 
y z.. As! que del ej•mplo 4: 
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CAPITULO 11. TEOIUA DE GRAFICAS. 

"LO QUIE MAS NOS SORPRENDE A TODOS, CUANDO 

COMPARAMOS LA MATICllATICA DE NUSllTRO TIEM

PO CON LA DIC LAS SPOCAS ANTSlllORll:S, IE8 LA 

EXTRAORDINARIA DIVERSIDAD Y LO INllCllPIERADO 

DIC LA TRAYECTORIA QUIC HA TOMADO; EL APA
RENTE: DESORDEN CON QUE E.llECUTA SU MARCHA, 

SUS MANI08RAC Y CONSTANTIES CAll8109 DE Dl

RICCCION". 
Pi.erre Boulrox. 

Una gráf'ica es un concepto simple ejemplif'icado en muchas f'ormas 
f'amiliares; la telarana de una arana. el mapa de carreteras de un 
pais. las rutas de una compan1a aérea, las conexiones en un sis
tema de telecomunicaciones. 

La teoría de gráf'icas ha sido de gran interés para los matemát.icos 
por las propiedades int.r1nsecas de las gr;ft.f'icas por una part.e y 
por ·ot.ra debido a su importancia en las aplicaciones a problemas 
práct.icos en la indust.ria, la administración y en las ciencias so
ciales. A esta rama de aplicación se le conoce como investigación 
de operaciones. 

La teoría de gráf'icas en si misma es elegante y una amplia varie
dad d• problemas práct.icos puede formularse en t.érminos de una 
gráf'1ca para las cuales las t.éenicas est.án bien est.ructuradas para 
cálculos comput.acionales. Es en suma una herramient.a mat.emAtica 
muy at.ract.iva que ha demost.rado ser muy út.il. 

Det. Una gráfica G consist.e de un conjunto 
puntos junt.o con un subconjunto E = E(G) del 
ordenados de V(G). 

no vaci o V = V(G) de 
conjunto de pares no 

Det. Los elementos de V(G) son los vért.ices de la gráfica G y los 
elementos de E(G) son las aristas de la gráf'ica G. La grAf'ica. es 
f'inH: .. a si V(G) y E(G) son conjuntos finitos y es inf'in!ta. en 
cualquier otro caso. En el present.e trabajo sólo t.rataremos con 
grá.f"icas f'ini tas. De ahora en adelant.e, la palabra "gráf'ica" sig
nif"ica siempre una gráf'ica f'inita. 

Def". Si E:a = {u. v• es un 
vértices adyacent.es de G, 
arista Ea son incident.es. 

element.o de E(G), diremos que u y v son 
que E:a une u y v, y que u C o v::> y la 
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TEOa.IA l>E oaAFJICAS FJ:NaTA•. 

Si· las aristas Ea y Ez ir1cidan en un vért.ice común. nos ref'erire
mos a ellas como aristas adyacent.es. 

S. acost.umbra represent.ar una grAf'ica G mediante un diagrama en el 
que cada vértice se muestra como un pequef'So circuli t.o y a cada 
arista como una linea que une los dos circulit.os que representan 
.sus ext.remos. 

Segün nuestra de!'inición de gráf'ica. no es posible que en una grá
tiea. dos o ~s arist.as unan un mismo par de vi&rt.ices Ces decir 
que t.enga arist.as múltiples::>. ni que una arista una un "'6rt.ice 
consigo núsmo Ces decir que tenga lazos:>. Algunos aut.or9'5 las lla
man si mpl ~s. 

Det. Una subgrA~ica H de una gráf'!ca G es una gr6f'ica en la que 
V(H) S V(G) y E(H) s= E(G). 

I I • 

Uncr. 9'ral'i.cca y do• de aue eu'bgrafi.cCMO. 

Det. Para cualquier conjunt.o S s V(G). la subgráf'ica inducida <S>. 
es la subgráf'ica maximal H de G t.al que V(H) = S. Asi que dos pun
pun~os de S son adyacentes en <S> si y sólo si son adyacentes en 
G~ 

o 
Una 9rafi.ca y do• •ubgrafi.c<Sa i.nduci.doa. 

21 



Def. Si de una gráf'ica G, eliminamos un vért.ice ·ui., se obt.iene 
una subgráf'ica G - {vi.}- que consist..e de t.odos los vt!kt.ices en 
G -(vi.• y t.odas las aristas que no inciden en vi.. As1 que 
G - {vl• es una subgráf'ica maximal de G que no cont.iene a vi.. 

Una gráf'ica puede t..ener dist..int..as propiedades. Una de ellas es la 
de ser conexa. Para int..roducir est.e concept.o necesit.aremos de algy 
nas def'iniciones más. 

Det. Un camino de una gráf'ica G es una sucesión alt.ernada de vér
t.ices y aristas vo, Eo, v.t, E.t, ... , En-.t, vn con vért.ic.es inicial· 
Uo y f'inal vn. El camino es cerrado si V<> = vn y abiert.o en caso 
cont.rario. 

Es un paseo si las arist.as son dist.intas y una t.rayect.oria si los 
vért.ices son distint.os Cy de aqui las arist.as). Si el paseo es ce
rrado, ent.onces es un ciclo si sus n vért.ices son dist.int.os y 
n ~ 3. n es la longit.ud del ciclo. 
Denotamos por Cn la gráf'ica que consist..e de un ciclo con n vért.i
ces. Ca se conoce como un t.r i ángulo. 

Det. Una gráf'ica es conexa si para t.odo par de vértices de G, exi~ 
t.e una trayectoria que los une. La relación def'inida por u "'- u si 
y sólo si 3 una t.rayec:t.oria en G que los une es de equivalencia e 
induce una part.ición de G en clases ajenas. A cada clase se le co
noce como componente conexa de G o simplement.e una component.e de 
G. 
Por lo t.ant.o, una gráf'ica disconexa tiene al menos dos componen
t.es. 

O.t. La valencia Co grado:> de un vértice v .: G, denotado como 
valCv::> es el nomero de arist.as incidentes en él. 

Ya que t.oda arisla·incide en dos vért.ices, cont.ribuye en 2 a la sy 
ma de los grados de los vért.ices. Est.e primer resul t.ado. se debe 
a Euler, y rue el primer t.eorema de la t.eor1a de grAf'icas. 

TMa.1. La suma de los grados de los vértices de una grárica Ges 
dos veces el número de las arist.as. 

}: val v 

lJ E G 
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I 
Corolario a. En cualquier grárica G, el número de vértices d• gra
do 1 mpar 18'S par . 

O.t. Si en la gráeica G ~ocios los vért.ices t.ienen la misma valen-
· eta, digamos r, G se conoce como regular de grado r. 

Una grá~ica regular de grado O no t.iene arist.as. Si G es regular 
·c19 grado 1, ca.da componente tiene exact.ament.e una arist.a. Si es r~ 
gular de grado 2, t.oda component.e es un ciclo y reciprocament.•. 

Las primeras grá~icas regulares int.eresan~es son las de grado 3. 
Tal.es gráf"icas se conocen como c(Jbicas. 

Corolario 3. Toda gr•Cica cúbica t.iene un nómero par de vért.ic.S. 

· · ·Una 9rali.ca y un ci.clo. Uno gralica y unci tray.etori.a. 

una 9rati.ca y un cami.no. una grati.ca y un ~· 



Algun...., gf'afi.cae f'egulo.rea. 

De,. El complement.o G" de una gráCica G tiene v&rt.ices V(G) y en 
ia que dos vért..ices son adyacent..es si y sólo si no son adyacentes 
•n G. 

Det'. La grá:f'ica compl.et..a Kn t..iene n vért.ices y nCn-1) arist.as y 
a 

es_ regular de grado Cn - 1). IC9 es el t.riángulo (Ca). Las gráf'icas 

JCn• son t.ot.almente disconexas y O - regulares. 

uno grati.ca a y •u complemento o!' 

Der. Una grá:f'ica bipart..it..a G es 
vért..ié:es V(G) puede part.irse en 2 
t.oda ar i st:a de G une Vs con Vz. 
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una gráCica cuyo.conjunt..o de 
subconjuntos Vt. y Va t..al qu• 



TIEORJ:A DE •~RAFICAS FINJ:TAS. 

·0er,. Si G cunl.iene t.odas las arist.as que unen Vs y Vz, ent.once,,, G 
es una grá~ica complet.a. Si Vs y Vz lienen m y n vért.ices re5p~c
t.i vament.e, esr.:r i bi mes G = Km,n == KC m, n). Km.n t.i ene mn ar i st.as. 

Una est.rell a es una grát'ica complet.a Ka,n. 

ALguncuo graftcaa completa•. 

O.t. Un clan de una grát'ica es una subgrát'ica maximal complet.a. 

Una graftca y alguno• de eu• clan••· 

Det. Un conjunt.o de vért.ices de G es independient.e si ni ngun pa1· 
uno- d• est.os 

d•not.a como 
de ellos es adyacent.e. La cardinalidad máxima de 
conjuntos es el número de independencia de G Y se 
Cll.CG). 

2.6 



TEOalA DIE GaAP'ICA8 Fl'MSTA•. 

S es un c:lan de G si y sólo si S es un conjunt.o independient.e de 
Ge. 

El Teorema de Rauasey. 

Si G no t.i•n• clanes .. grandes ... uno pudiera esperar que t.uviera un 
conJunt.o independient.• ••grande". Est.e result.ado es ciert.o y f'ué 
demost.rado por Ramsey en 1930. 

Ramsey demost.r6 que dados cualesquiera dos ent.eros posit.1vos lt y 
l. 9 un ent.ero minimo posit.ivo RClt, l) t.al que t.oda grAf'ica con 
RClt, D 'YWt.ices cont.ien• un clan de lt wrt.ices o un conjunt.o 
independient.e de l ,,.rt.ices. Por ejemplo, RCI. 1) • RClt. 1) • 1 y 
R<:2, l) = 1, RClt, 2) • lt. 

Los nómeros RClt, 1:> se conocen como números de Ramsey. El siguieo. 
t.e Teorema sobre los nóraeros d• Ramsey se debe a Erd~s y Szekeres 
e 193!1.> y a Greenwood y Gl eason e t g5!S:). 

T... "'- Para cualesquiera dos ent.eros lt ~ a y l ~ 2: 

RClt, l> ::S RClt, 1 - 1) + RClt - 1 • 1). 

Mem6s·. si RClt. 1 - 1) y RClt - 1. l.'.> son pares. ent.onces se sat.is
f'ace la desigualdad est.rict.a. 

D.m. S.. G un gr•t"ica con RClt, 1 
V • VCG>. 

1) + RClt - 1, 1'.> ~t.ices. Sea 

1•r. caso. u· no es adyacent.e a un c:onjunt.o S con al menos 
RClt, 1 - 1) ,,.rt.ic.s o, 

ao. caso. ves adyacent.e a un conjunt.o T con al menos RClt - 1, l) 
wr t.i ces. 

Alguno de est.os casos se debe cumplir ya que el número de wrt.ic•s 
no adyacent.es a v ~s el núlll9ro de vért.ices adyacent..s a v es 
RClt, l -· 1::> + RClt - 1, l) - 1. 

En el primer caso, la subgráfica inducida por G - ~SI- cont.iene o 
un clan de lt véa·t.ices o un conjunt.o independient.e de l - 1 
vért.ices y por lo t.ant.o la subo3ráfica inducida por G - fS u <u>t 
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Tli:OlllA DE OllAFSCA8 FSNSTA8. 

cont..iene o un clan de k. vért..ices o un conjunt..o independient..e de l 
vért.ices. 

Si ocurre el caso 2, la subgrá~ica inducida por G - {T u <v>• 
cont..iene o un clan de k. vért..ices o un conjunt..o independient..e de L 
vert.ices. Como alguno de los do:=. casos ocurre, G cont..iene o un 
clan de k. vért..ices o un conjunt..o independient..e de l vért..ices, lo 
cual prueba la primera part..e del Teorema. 

Supongamos ahora que RCk.. i - 1) y RCk - 1, Z~ son pares y sea G 
una graf'ica con RCk., l - 1) + RCk. - 1, Z) - 1 vért..ices. Como G 
t.iene un número impar de vért..ices. del Corolario 2. G t..iene algún 
v6r•Jice 'V de grado par. En part..icular v no puede ser adyacent..e 
just..ament..e a RCk. - 1. l) - 1 vérl.ices. Por lo t..ant..o. el prilOIPr 
caso o el segundo caso se cumple y consecuent..ement.e G cont.iene o 
un cJelo de k. vért.ices o un conjunt.o independient.e de l vért.ices. 

Por lo t.ant.o RCk.. l) ~ RCk.. l. - 1:> + RCk. - 1. l.) - 1. 

Det.erminar los números de Ramsey en general es un 
bast..ant..e dif'!cil. Col.as inf'eriores pueden obt.enerse al 
ciert..as gr•~icas adecuadas. 

problema 
const.ruir 

Consideremos el ciclo de longit..ud 5. Cs no eont.iene clanes de 3 
vért.ices. ni conjunt.os independientes de 3 vért.ices. Est.o 
demuest.ra que RC3, 3) ~ 6. 

c. Dll:MUll:lllTllA QUIC aca, 9» o. 

La siguient.e gráf'ica no contiene clanes de 3 wrt..ices. ni· 
conjunt..i::>s independent.es de 4 vért.ices. por lo t.ant.o RC3. 4) ~ g~ 
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TEOa:IA DE GaAFICA8 raN&TAS. 

La siguien~e grArlca muest.ra que RC3, 5> ~ 14. 

Mediant.e el T... 4 y 
s:)uéde demost.rar que 
.ant.er i ores. 

las 
la 

igualdades RC 2, 
igualdad ocurre 

Z:> • l, 
en los 

Combinando el T... 4 ·Y las dos igualdades se t.iene: 

e ;S RC3, 3) s RC3, ;!) + RC2. 3) ,., e 

RC3, 3) = 6. 

RC-'t, 2> • 11 se 
t.res ejemplos 

Como RC3, 3:> y RC2, 4:> son pares, aplicamos el Tma. 4 y ob~enemos 

9 S RC3, 4:> S RC3, 3) + RC2, 4:> - 1 • 9 • 

. De nuevo del T ... 4, 14 S RC3, 5' S RC3, 4:> + RC2, 5' = 14. 
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O.t. Una coloración de una grát'ica.es una asignación de colores a 
sus vértices de lal manera que ningun par de vértices adyacentes 
tiene el mismo color. Una n - coloración de una grAt'ica G usa n 
colores; es decir parle V(G) en n subconjuntos ajenos. El n~naero 

cromAtico .:t<G:> se det'ine como el minimo n para el cual G ti•n• 
una n - coloración. Una· grát'ica es n - coloreable si ~G) S n. 

Corolario s. S1 G es n - coloreable entonces lodo clan de G tiene 
cardinalidad S n. 

Los números cronálicos de algunas grá.t'icas ya mencionadas se 
pueden determinar t'á.cilmenle. por ejemplo: 

~Kn) = n; %<'.lene) = 1; ;t(ICrn.n) = 2; ~Can:> = F ~Can+a:> = 3. 

T... 6. Una grá.t'ica es bicoloreable si y sólo si no tien• ciclos 
impares. 

Corolario 7. Una grát'ica es bipartita si y sólo si lodos sus ci
.clos son pares. 

T... e. Sea CS.. sa.. Sq:> una q-coloraeión Cno necesarJ.amente 
minima. de una grá.t'ica simple G. y sea die = max {valCv))-. 

Ent.onees ;t(G) S max min {~. dJc + 1 •. 
le :;; q 

V E Sic 



O.a. 1. Si Ss no es un conjunto lndependient.e máximo, aftadimos 
vér t.i ces a Ss para obt.ener un conj •.int.o i ndependi ent..e máximo S.• . 
Si Sz - Ss • no es un conj unt.o i ndependi en le máximo en VCG::> - Ss • • 
ent.onces al'fadimos vért.ices para f'ormar un conjunt.o independient.e 
mlt.ximo Sz• en VCG::> - Ss', et.e. Est.e proceso de.f'ine una nueva colo
ración CS.• •. Sz•,. . , Sr') con 

-<'· '"> 
U SL • ::> S>c C le 1 • a.. . . . q::> 
•• 

2. Sea iCu) el .1ndi ce i. t.al que v e Si.". 
iC"UO) = k; como vo es adyacent.e a cada SJº 
maximalidad de SJº ::>. ent.onces: 

valCuo:> i!': Je - 1 . 

Sea vo un ~r t.i c:e con 
con j ::S k - 1 Cpor la 

. . V "U E VCG). tcu.:> ::s valCv) + 1. 

3. Sea vo G Sic. De la parte 1. t.enemos i.C'UO::> ::S Je y eonsecuen-
t.ement.e. i.C-uo::> S max t.Cv.:> S max (valCu:> + 1• ""'dJc + 1. 

u e Sic ve Sic 

l:(G) S max iCvo) S max min {Je. dJc + 1)-. 
"UO Je s q 

Corol.•rio 9. Sea G una gr.,.ica simple. Si para algQn ent.ero q, el 
nomero de ~rt.i ces de grado ~ q es :S: q, ent.onces G es q-colorea
ble. 

o.-.· Supongamos que los vért.ices v;. est.án indicados con grados 
· decreei ent.19S. 

Consideremos la n-eoloraeión: 

({'Us}-. {uzh ... .{un• J. 
Ent.onees dk = valCuk.:>. 

Si Je ::S q tenemos min {dk + 1. Je• :S q. 
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SI I<: ? q + 1, t.enemos: 

min{dlc + 1, k)- .:S min{dq + 1, k)- .:S min {q, k)- :S q. 

Ent.onces del T ... 8, ~G) :S q. 

El siguient.e Teorema relaciona el nOmero de independencia de una 
gr•f'tca y el grado de sus 'V,lé>rt.ices. Est.e Teorema f'~ ct.most.rado 
por V. K. Wei en 1980 C22:J. La t.~nica c:onsist.e en quJ.t.ar un 
Y6r-t.ice vo de grado minimo, los vért.ices adyacent.es a uo y las 
arist.as incident.es con alguno de est.os ~rt.ices. La siguient.e 
demost.ración que consist.e en quit.ar un véort.ice de grado m6ximo y 
las arist.as incident.es en •l aparece en C3l. 

T-. 10. S.a G una gr.l!Lf'ica, CICG) el nOmero de independencia de G. 

Ent.onces 

l 1 + valCv) 
V E VCG) 

La igualdad se cumple si y sólo _si G es unión de clanes ajenos. 

Dea. Sea uo un ~rt.ic• de grado m6ximo en G, es decir, 

valCuo) ~ valCv>. V v • G. 

Sea G= 1 a subgr áf' i ca G - {vo)-. 

La desigual dad se cumple si G no t.i ene ar i st.as o bien si sólo 
t.iene dos ~rt.ices, pues en el primer caso IVCG>l • n. valCv> =O, 
V v • VCG> y CICG) • n.. 

1 
v E VCG) 

+ valCv) = n. = aCG). 

Si G t.iene dos vért.ices -u, v, podemos suponer que ::1 E e CG) t.al 
que E es incidente en u y v. 

Por lo t.ant.o IVCG) 1 = a. valCv) - 1. V V e G y CllCG:> - 1. 
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1 
u E VCG) 

1 
+ valCv::> 2 !. = 1 

a 

TEORJ:A DI: ORAFICAlil FJ:NITA•. 

OICG). 

Denotemos por val-Cu:> el grado de u e VCG-:>. 

Si u e G. valCv) = val-Cu) si v y uo no son adyacent.es en G, 
mien~ras que valCu) = val-Cu) + 1 si v y vo son adyacent.es en G. 

Observación. aC G-:> :S aC G::> :S aC G-:> + 1 . 

Dea. Sea X s; VC G) un conj unt.o i ndependi ent.e m:t.xi mo. Supongamos 
IXI = CICG). 

Not.a. Siempre tenemos V v e VCG X) l!I ~ e VCG) t.al que 
{u. xi.} e ECG). Si no f'uera el caso: 3 'Ui. e VCG - X:> V x • X t.al 
que {vi.. x} e EC G) y por t.ant.o X u {vi.} ser 1 a i ndependi ent.e y 
X e X u -(vi.}, .·• X no seria rnAximo. J.o cual es una cont.radicción. 

a). Si vo e x. ent.onces X - {vol- es independiente en G-. 

{uo>I = IXI - 1 = aCG::> - 1. 

•·. otCG-:> + 1 ;i:; otCG). 

b). Si vo • x. por la not.a precedent.e. X t.ambi6n as indepitndient.e 
úximo en G-. por lo t.ant.o: 

OICG). 

De a) y b:>. otCG-:> s otCG) s acG-:> + 1. 

En el caso de que aCG) = aCG-:> + 1. se demuestra por ·inducción 
sobre acG-:> y usando el hecho de que 

1 
1 > 1 + valC'UO) 

que OICG) > ~ 1 
1 + valCv::> 

'U E VCG:> 

Para obt.ener el caso de la igualdad se necesita el siguient.• hecho. 



TICOalA DIC aaAP'ICA• FINITA8. 

que siempre sucede: 

1 
u E VCG-::> 

1 > ~ 
+ val-et.o- L 

'U E VCG:> 

1 
1 + valCv) 

Para aclarar est.e punt.o. nót.ese que, 

val -cv:> ~ val Cu:> .. 1 + val -cv::> :S 1 + val Cu:> 

1 1 .. ~ ___ ..... __ ..,,..._ > ~ 
1 + valCu) L 1 + val ~u)- L 1 + valCu) 

v e ve e-:> v e ve G::> 

Est.a desigualdad. junt.o con inducción produce la desigualdad para 
aCG:>. As.1 que se most.rarll que 

· I [ 1 + val -e u) 

u e VCG-::> 
1 + ~alCv:>] :!!:: 1 + valCvo) • 

Como val -cu:> = valCv:> si u y 'UO no son adyacent.es en G. mient.ras 
que val -e v) = val C v:> - 1 si u y vo son adyacent.es en G. 1 a úl t.i lila 
desigualdad se reduce a: 

I [ 1 + val -cv:> 

u e VCG-::> 

1 
1 + valCu) l Í;al~v:> 

· t.> e VCG~ 
{v, vo} e EC G) 

] = 1 + valCu) · J 
{v. uo> E ECG) 

v E VCG) 
{u.uo> • ECG::> 

~v) + 1 - va1Cu2_ 
valCv:> [val Cu) + 1] 

1 
valCt.>) [ valCv) + 

u e VCG:> 
{v. vo> E ECG:> 
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1 ] 1 
val e "U) [ val e "U) + 1 ) 1 + valCvo) 

Ya que hay valCvo) t.érminos. cada uno mayor o igual que: 

1 asi que: 
valevo)[1 + valCvo)) 

1 1 
val e 1.10) [ val e vO:> + 1) valev) [ valC1.1) + 1] 

Por .lo t.ant.o la desigualdad se cumple y la primera part.e del Teo
re~ est.~ probada. 

O.most.raremos ahora que la igualdad se cumple si y sólo s·i G es 
unión de clanes ajenos . 

..:>· Si G es uni 6n de el anes ajenos; Kn<t» Kncz>. •.• , Kn<a>. 
oC.G) = s. 

I 1 
ne i) (ne o - 1) + 1 

1 
1 + valCv) 

V E VC Knc~>:> 

Como hay s clanes ajenos. 
1 

V E VeG) 

1 
+ valev:> s. 

. . la igual dad se cumple. 

..., Si oiCG) = l 1 
1 siempre +. vale u:>• como 

V E VeG) 

1 

1. 

se t.iene. 

aCG:> :!:: aeG~ :?: l 1 + val-Cv) :?: .í: 1 + valCv) 
la igual-

V E VCG-, V e VCG) 
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dad implica: 

aCG-:> = ~ L. 1 + 
1 í 1 

1 
val Cu:> + valCv) 

v E; VCGJ v e VCG::> 

Ahora por inducción se puede suponer que G- es unión de clanes 
ajenos. 

Para aCG-:> = 1 .. G- es una grAf'ica complet.a. 

Ent.onces G = G- u iuo} t.ambién es complet.a, puest.o que valCvo) es 
mAximo, asi que vo debe ser adyacent.e a t.odo v E G-•. •. G es una 
gr6fica complet.a. 

Supongamos ahora que G es 
Kz ••.• • Kr, con ~ = CllCG-:> 

unión de r 
aCG::>. 

clanes ajenos, digamos Ks. 

Por lo t.ant.o vo debe ser adyacent.e a t.odos los vért.lces 
ICj, •ximo, o bien exist.e un conjunt.o independient.e 
cardinalidad Cr + 1::>, Cuo y un vért.ice de cada Kl, 1 S i 
uo ·- adyacent.e a t.odo vért.ice en Kl y no t.iene et.ros 
adyacent.es, ent.onces G es unión de clanes ajenos. Si vo 
cent.e a un vért.ice que no est.é en Kl, ent.onces: 

valCvo) <!': IKi. l + i y val Cu) = IKi. l • "I v e VCKO. 

de alg(Jn 
en G de 
S r). Si 
vért.ices 
es adya-

Pero ahora I > 1 lo que con-
valCv>[ 1 + valCv)] 1 + valCvo)' 

V E. VCGJ 
i"• uo> E ECG-:> 

t.radice la igualdad ent.re I 1 í 1 
1 +·val <v::> y 

1 + val Cu) 
VE VCG:> V E VCG) 

Por lo t.ant.o la demost.ración est.A complet.a. 

Recordemos la desigualdad de Chebiychev: 

" í bi. ~ 
n 

ai.b\. con -{ai.h y -fbi.} 1 sucesiones de números ... 
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real es posi t.i vos. con igual dad si y sólo si o t.odos los ai. son 
iguales. o ~odos los bt son iguales. 

Y de 19S'l.a desigualdad se obt.iene: 

" l I 1 + ~al e v) ] l I (:1 + val e v)) ) ~ 
e VCG) 

¡vcG:> 1 I 1 

E VCG) ... 
Del T... 1 se obt.iene: 

1 
1 + valCv::> fVCG:> + 2 ECG) I" 

Con igualdad si y sólo si G es una grá~ica regular. 

Est.o con el Tma. 10 CWei) da: 

> 
1
VCG)r Corolario 11. aCG) - fVCG::> +a ECG)I con igualdad si y sólo si G 

es unión de clanes ajenos de la misma cardinalidad. 
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CAPIT\.H_O tu. GRAFICAS Y GRUPOS. 

"ES DJ'FtC:n.. DAR UNA J.Dli:A DEL AMPLIO 

ALCANCE DE LAS MATEMA'J'ICAl!I MOPll:aNAS. 

LA PALABRA "ALCANCE" NO ES LA ME.loa: 

TENOO EN MJMENTE UN PULUL.AR DE IDEAS 

CON HERMOSOS DETALLES, NO LA ENVER

GADURA UNIFORME DE UNA LLANURA SIN 

ATRAC'l'IVO, SINO LA llECllON DE UM 

HERMOSO PAIS, PRIMERO VISTO DSSDll: LA 

DJSTAN<~TA, DTONO DE SER RECOaRIDO Dll: 

UN EXTREMO A OTRO 

EN SUS DETALLES 

VALLES, ARROYOS. 

FLORES.'' 

V PE SEll !ESTUDIADO 

MAS PEQUEMOS; SUS 

ROCAS. 80SGUES Y 

SECCION A. UNA GRAFI CA ASOCIADA A UN GRUPO. 

En las grAf'icas como en l.odo c::injunlo en el que se ha dei'inido una 
relación, exist..e un grupo de permut.aciones que preserva est.a 
relación. Asi, es 1iat.ural ¡::.ensar en 1 os vért.ices o en 1 as arist.as 
de una gráf'ica y en la~ relaciones de adyacencia e incidencia y 
analizar su grupo de permut.aciones. 

Def. 

O.f'. 

o. 
i.C>. 

ti>= 

i..J. 
i. i:>. 

G .. Hes un mori'ismo de gráficas si: 

V(G) .. V(H), y 
u adyo v • tf¡C. u:> adyH .pe. v:::.i • 

G •Hes un isomorfismo si; 

ti> es morflsmo y 
31 4'-': H .. G, que t.ambién es mor:fismo. 

Observación. 
~: G .. Hes isomorfismo si: 

o. 
i.O. 

¡/>: V(G) .. V(H) es una bi yecci 6n y 
u ad yo v - t/J(. w adyH </1( v) . 
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De las anteriores de-i'i ni r:J. ones C>btenemos que si t/> es un 
aut.omorf'i.s:mo de G, V E V(G), y valCv) k. entonces f/1Cv) es 
adyacente a tj1Cvi.), con "Ui" 1. a, k, los v~rt.i ces 
adyacentes a v. Si exist..iera 'U E G t..al que 'U ;o! vi, V i. y 'U 

adyacent..e a tj1C·v), ent..or.ces ,¡.-•e w seria adyacent.e a v, lo cual 
contradice el hecho de que la valencia de V es k. Asi obtenemos el 
siguiente: 

T ... t. Si Ges una gr~f'ica y 4> es un automorf'ismo de G, entonces 
valCv) = val(t;{v)), V v e V(G). 

El conjunto de los automorfismos de una gráfica forma un grupo, 
que en adelante denotaremos por CU(G). Este grupo se denomina el 
grupo de automorfismos de G o sencillamente el grupo de G. 

Eje.111plos. 

2. Consideremos Cn el ciclo con n vértices. Entonces "lt(Cn) es el 
grupo, diédrico de orden an. 

3. Consideremos Ks. 
En este caso U(Ks) es el grupo simétrico S5 de orden SI, y en 
general para Kn, CU(Kn) ~ Sn, el grupo simétrico de orden nf. 

4. Consideremos Cs, sabemos que CU(Ca) ~ Da y por 1 o anterior 
U(C•) ~ Sii de orden 6. Por ot,ra parte, se comprueba f'ác!lmente 
que el complemento de ca. ese, también tiene un grupo que 
resulta i somor:fo o. Sa. 

Esta situación es en general para una gráf'ica G y su complemento 
g: y se contempla en el siguient.e 

T ... 9. Si G es una grá:f'ica y. Ge su complement.o. entoncesi 
V(G) ~ \l(G~. 

Sea 4> e U(G). Por lo tanto 4> es una perm-ut.ación de V(G) que 
preserva adyacencias, as! de la def'in!ción se t.iene: 

-u adya v • 4J(. tD adya f/1C v) 

no Cu adyo u:> .. no (4'CtD adyo fie:v)) 
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~ preserva no adyacencia 

Como ya vimos arriba. cuando G :E ICn, ent.onces CU(G) ~ Sn. En caso 
; de que G t.enga n vért.ices, pero no sea Kn ni Knc result.a 

'U(G) ~ u. con U un subgrupo propio de Sn. 

Conlbinando est.a not.a. el 
siguiente 

TMa. 6 y el T ... I. 17. obt..enemos el 

Corolario 6. Sea G una gráf'ica con p Vért.ices. El orden IUCG>I e-s 
un divil!;or de p! y es igual a p! si y sólo si G ~ Kp o Ge ~ Kp. 

El grupo 4U(G) no es el único grupo que podemos asociar a G. 
t.ambién de sus arist..as podemos obt..ener ot.ro grupo asociado a G. 
Est.e se conoce como el grupo de isomorf'ismos de arist.as. 

Def. Sean G y H dos gráf'icas no vacias de arist..as. 
Diremos que G y H son isomorf'as en arist..as si exist..e: 

,¡,: E(G) .. E(H), bi yeet.i va 

t.al que Es, Ez e E(G) son adyacent..es en G si y sólo si: 

~Es) es adyacent..e a ~Ez) en H. 

t/J se conoce como isomorfismo de arist..as de G a H. 

Si ,¡, es un isomortismo de vért..ices de una gráf'ica G no vacJ.a de 
arist.as en una gr~f"ica H. ent..onces {us. wi}- E E(G) si y sólo !l!>I 
{4'( us) , ~ uz),. e E(H). Más aún, 1 as ar i st..as {us, ua} y {us. ua} 
son adyacent.es en G si y sólo si 1 as ar i st.as {4" -w.) , 4'C 'W!),. y 
{flK·vs), 4'11C'al'z:)l·son iH.1yacent.es en H. · Por lo t.ant..o, dos gráf leas no 
vacías isomorf.as, son isomor·f'as en arist.as. 

De aqu1 que t.odo i somor f' i smo de G a H 1 nduce un i somor ti smo de 
aristas de G a H. 

Si un isomorfismo de arist.as se obtiene de esta manera deo un 
isomorf'i.smo de vért.ica,;., lo llamaremos induc.ldo. 

El siguient.e ejernplo muest.ra dos gráfi.cas isomorfas en ari!l;t.as, 
,.,.ro qu~ no son isomorfas. 
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F.jel!lplo 7. 

Fz 

Ez Fa 

~Ei.) = Fi., i = 1, 2, 3 es un isomorf'ismo de arist.as, pero sabemos 
que valC-u) = val(C'/l(v)). En Gs los tres vért..ices '."ion de grado 2, 
mient..ras que Ga no cont.iene ningún vért.ice de grado 2. 

n.t. Sean G y H dos gráf'icas no vacías de arist.as. 

t/>: G + Hes morf'ismo de aristas si: 

tj>: E(G) + E(H) y 

Def'. 

t/>: G + Hes un isomorfismo de arist..as si: 

i) t/> es morf'ismo. y 

iC> 3 t/>"1
: H + G que t.ambi•n es morf'ismo. 

ObservacJ.ón. 

t/>: G +Hes isomorfismo de aristas si y sólo si: 

i) tj>: E(G) + E(H) es una biyección y 

i i> -(u, u> ad yo {"w, vi• * ~fu, -up ad)'H 4'C 41.11, vsP . 
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-Di;af. ti> es aul.omor f i smo de ar i sl.as si : 

C> ,P: G .. 6 y 

ii) 1> es isomorfismo de aristas. 

F.l con,junt..o de t.odos los aut.omorf'ismos de ari st.as de G Ccon la 
composición) forma un grupo, llamado el grupo de. arist.as de G. 
que denot.aremos por CUs(G). 

Como cada isomorfismo de G en G" induce un isomorfismo de •rist.as 
de G en G'. cuando elegimos Gº G, de manera nat.ural hablamos d• 
automort'ismos de aristas inducidos. El conjunt.o de ést.os, también 
forma un grupo con la composición, y se conoce como el grupo in
ducido de ar i st.as d• G. Est.... gr upo se denot..a como 'Jt'(G). 

E-.; claro el hecho de quEoo "lr(G) S 'Ut(G). 

EJ•1111>J. DS 

8. Sea G = ICct,n>. Ent.onces 'Ut(K(:&,n>) ~ Sn. 
~•nt.ras que si G = Cp, 'Ut(Cp) ~ Dp. 

El siguient,e ejemplo muest.ra que 'U'" puede ser un subgrupo propio 
de. 4f.h(G). 

9. Consideremos las gráficas Cñ, Gz, Ga como: 

V9 

De acuerdo con estas et..iquetaciones, definimos: 

oiit = (
{vt, v.zJ-, 
{ lJlt. v .... 

{vz, va}, 
{vz, va>. 

{vz, v .... 
{vz, v•>• 
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iliz = (
{vs, 
{vz, 

(
{vs, 
{us, 

uz}, 
va}, 

-{uz, 
{va, 

us)-, 
U4)-, 

-{uz, -{vs, 
-{uz, -tvs, 

uz}, -{vz, va} , -{uz, U4}. -{va, u4}. -{v1 , 
v4}, -{vz, va}, -{vz, V4}, -{v1, uz}, {v1, 

U4)- ) 
vz} 

v4)-, {u1, va} ) 
v•>· -{u1. v!I} 

Probaremos por ejemplo, que ~1 es un aut.omorf'ismo de aristas, pero 
que no es inducido. Esta si t.uación también se present."' para §z y 
wa. 

Por 
ilitCE4:> 

det"i ni ci 6n. ~ .. e Et) = e:,; §sC Ez) = E2; 
= Es. •s intercambia las arisl.as Es y E,. 

•tCEa) 

4>1 por def i ni ci ón, es una bi yecci ón de E(Gt) en si mismo. 

Probaremos ahora que es un morfismo. 

Los pares de aristas adyacentes son: E1E2, EtEs, EzE• y EaE4. 

ilsCEs) = E• es adyacente a Ea y a Ez. Ez y Ea quedan f'ijos bajo il. 
Por. lo t.anto wsCEt)ilsCEz) y iltCF.t)ilsCEs::> son adyacentes. 

Por ot.ra parte, 
fijos bajo §s. 
Ar.iyaco;tnl.Ets. 

tiaCE•) = Es es 
Por lo tant.o 

.adyacent.e a 
ilsCEz)§sCJ!A) 

Ez y Es, que quedan 
y ~tC Ea) li1C E•) son 

Por lo tanto, ws es un automorf'ismo de aristas. 

Es claro que el grupo de automorf'ismos de Gt es ciclico y de orden 
2. Est.e grupo est.• compuesto por las permutaciones de véort.ices: 

\l(Gt) = { i.d, C3, 4))-. 

Por lo tanto el. grupo de aulomorf'ismos de aristas inducidos es: 

Para 61 = i.d: 
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8•CEs::> = 
6sCEz) = 
tJSCEa) 
8•CE•) = 

Es. 
Ez. 
Ea. 
E•. 
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y para 6a a C3 0 4): .,.C: Ea:> . • Ea. 
6&(Ea) •Ea. 
6&(Ea) - Ea. 
6&(Jk) - s. . 

. ·. •• no es un aut.omort'ismo d• arist.as inducido. 

O. man•ra an6loga •• hace la d•most.ración para •a y ••· 

Cont.inuando con la consid.,.ación d• est.as t.r•s gri\f'icas. not.amos 
que: l'9CGi.)I - a1tre•>1 para t. - 1. 2. 3. 

l.r(&>I • 2. 1.rco.>1 • " Y IU::•>I • 24. 

El aiguient.• t.eorema proporciona una relación int.eresant.• •nt.re el 
grupo y el grupo d• arist.as inducido d• una gr•tica G 

T-. 10. S.a G una gr.tt'ica conexa no t.ri vial . 
. Ent.cnc- q:G) a; V'(G) si y sólo si G ¡JI Ka. 

I»-. 

.-:> Ccont.rapuest.a). 

Supongamos G a!: .Ka. Como tU(Ka) • s... nú.ent.ras que U-(Ka) • s.. ~e 
t.J ene q:G) $11 V(G) . 

.., Sup0ngamos qu• G es una grUica con•xa no t.ri vial. .·• fV(G) 1 ,,. 1 
as! que IVCG)l 11!: a. Como G JI Ka s• Uene fVCG)f ~ 3. y por ser 
conexa IE(G) 1 - a. 

Para demostrar U(G) ~ U°(G) def'inirnos el siguient.e mapeo: 

f/>: 'U(G) .. V(G) como .¡,cw> = "'·· donde w• es el aut.omort'.tsmo d• 
ar i st.as de G 1 nduci do por w. 

Probaremos que ~ es un isomorf'ismo de grupos. 
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C>. "1' es una b,i.yección" . 

.,.,. Por const.rucción, ti> es suprayect.ivo . 

. b>. Para most.rar que t/> es inyect.ivo. sean f' IJlll! >.. e CU(G). 
Por demost.rar: p• IJlll! ,.,_. (L •· il E E E(G) t.al que p•CE) IJlll! x•cE)). 

DeMó Como f> • >.. podemos elegir v e V(G) t.al que pC v) '4 >..C u) . Como 
G es conexa y IVCG)I ~ 3, il u e V(G) t.al que -u es adyacent.e a ··-'· 
Si p:u:> • ;>..Cv:> o >..Cu:> i1& p:v::> • ent.onces para la arist.a E = fu, vJ, 
t.enemos p-C{u. u}) IJlfl >..-C{u, v}). Por lo t.ant.o podemos suponer 
.,Cu) = ;>..C v) y A.Cu:> -= p: v) . 
De nuevo como G es conexa y IVCG)I ;i: 3, 3 w e V(G) t.al que {u, 11.•• 
o {v. 111} e E(G) y w f/I! {u. v}. 

Si {u. ...,. • E(G) en t. onces p-C{u. ...,., • x•c{u, ...,.,, 
Si {u, ...,. e E(G) ent.onees p-C {v. ...,., ->.."'C{v. ...,., . 
Por lo t.ant.o en cualquier caso, t/> es i ny.ct.i va. 

Por CI) y b>. t/> es bi y.et.! va. 

i(>. Most.raremos ahora que ti> respet.a la opP.raci6n, 
V E & E(G), t/JC9>..::>CE:> = Cf>p:>C~>CE>. 

i. e. 

O... S... E e E(G). E = {u, v}. Supongamos >..Cu) = u•, >..Cv::> = •J', 
.,cu•) • u• • , f'C l.>') = v• •. 

y 

(. <P,P)C u• v•) = = f>(u' >p:v•) = u•• v• •. 

Como q,r;;.9)...)( {u, v}::> = C4'f:>)C~:>C{u, u}). t.enemos que t/> respet.a 1 a 
operación. 

Por i) y i. i), 4' es un isomorf'ismo ent.re los grupos CU(G) y ttr(G). 

F.:st..e tec·rema tiene una generalización para gráficas arb.1.t.rarias . 

. Corolario 11. Sea G una gráfica no t..rivial. Ent.onr.es tU(G) ~ 'lr(G) 
si. y sól«> si G no incluye a Kz como una. co111ponent.e y G t.iene .a lu 
más un vért.ice aislado. 



Algunas 
embargo, 
:fals;a. 

grlafi cas 
para las 

pos~n · 1a propied•d de que Va(G) ~ 41.t'(G). Sin 
tres si guient.es gráf'icas. est.a af'irmación es 

El siguient.e result.ado debido a Whit.ney. es út.il para obt.ener una 
caract.erización de las grlaf'icas con Ua(G) o:;; V(G). La demost.ra
c16n aparece en Ctsl. 

T... 12. Sup. qu• ~ es un isomorf'ismo de arist.as 
conexa lk a una grA::fica conexa Hz. donde lk no es 
grla::ficas: 

de una grlaf'ica 
alguna de las 

Ent.onces "' es .inducido por algún isomorf'.ismo de lk a Hz. 

Asi que usando est.e T-. obt.enemos: 

T... 13. S.a G una grá:fica no vacia de arist.as. 
Ent.onces Va(G) :l!! t.r(G) si y sólo si : 

.:::>. Ni ni son component.es de G . 
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y a: i.). Ni ni ni 

es una component.e de G 

La demost.ración t.ambi•n aparece en COJ. 

Se obt.ien• adem6;s el siguient.e: 

Corol.arJ.o l.o&. Sea G una grAf'ica conexa no vacia. 
Ent.onces U.(G) ~ ""CG) si y sólo si G es dist.int.a de las gr•f'icas: 

Combinando est.e CorolarJ.o con el T..a. 10 se obt.iene el siguient.e: 

Corolario 15. Sea G una gr6f'ica conexa de orden p ~ 3. 
Ent.onces los grupos 'U(G), Us(G) y ._..(G) son isomorf'os 
si y sólo si G es dist.int.a de las .grA~icas: 
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SECCXON B. UNA GRAFICA ASOCIADA A UN GRUPO. 

En la sección precedent.e 
asociar un grupo Cde 
consideraremos el problema 
dado. 

ya vimos que a cada gráf'ica podenx::is 
hecho son t.res::>. .A cont.i nuaci ón 

inverso: asociar una grAf'ica a un grupo 

Sea r un grupo f'i ni t.o no t.ri vial. Sea A ur1 conjunt.o generador de 
r ... decir t.odo element.o del grupo es generado por la pot.encia de 
alg<ín procluct.o de •st.os. A = {6a, 6z, ... ,6Jc}. 

Int.roducirnos el concept.o ~· digráf'ica. 

Det. Una digráf'ica Cgráf'ica dirigida::> as una gráf'ica en la que las 
arist.as son un subeonjunt.o de los paras ordenados del eonjunt.o de 
v6rt.ices. En est.e caso, a las arist.as las represent.amos mediant.e 
una f'lecha. 

Alguna. di.grali.cae. 

Asociaremos a r y A una digr•rica Cuna gráf'ica dirigida::>, llamada 
la gr"-f'lca de color de Cayley de r con respect.o a A y denot.ada por 
DACr>· 
Det. El conjunt.o de vért.ices de OA(r), la grAf'ica de color de 
Cayley de r con raspect.o a A, es el conjunt.o de element.os del 
gr upo r. Por ·1 o t.ant.o. o~r) t.i ene orden 1 r I · Tocio generador 6i. es 
considerado como un color. 

Si t!/A, tflZ E r, 3 un arco ((TA, éJZ") de color Ói. en p~r) Si Y Sól O 

si tflZ = 6•6•. 
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Si 6i. es un element.o de r de orden 
aut.o-inverso) y t!f2 = 6•6i.. necesariament.e 
C ttZ =- BtcSi * tfZ6i -• = 6• * tfZÓi. = 6•) -

a Cy por lo t.ant.o 
t,..,..nemos 6• = l!fZÓ~ • 

Si la gráf'ica de color de Cayley OA(r) cont.iene a los arcos 
C.rs. p) y CtfZ, tJ•) ambos de color 6L, se acost.umbra represent.ar 
est.e par simét.rieo de arcos por la arist.a {6•• p}-. 

A manera de ilust.ración. considérese: 

r •l grupo simél.ric:o s.. 

Sea A {C3,4), C2,4). C2,3), C1,4), C1 .. 3::>, C1,2'.>}-. Denol.amos 
cada element.o de A mediant.e una lel.ra. a = C3,4), b = C2,4). 
e . = · e a, 3) • d = e 1 • 4) • e = e 1 • 3::> , .f = e 1 • 2) . A es . un conJ unt.o ge
nerador de r. La gráf'~ca de color de Cayley O.A(S.) result.a ser: 

be=eb 

a 

cb=ac=ba 
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Det. Si el conjunt..o generador A de un grupo ~init..o r no t..rivial. 
se elige como el conjunt..o de t..odos los element..os del grupo 
di st..i nt..os de la i dent.i dad, ent.01lces par a cada a vér t..i ces 

· d•, 62 e DA(r). 1 os arcos C6•· sz) y C fJZ• 51) per t..enecen a la 
grlaf'ica Ca(ln cuando no sean del mismo color). En est..e caso, OA(r) 

·es llamada una digr~f'ica simét.rica complet..a. 

O.t. Un aut.omorf'ismo de una digr~f'ica D es una permut..aci6n f' en 
V(D) t.al que Cu. v) es un arco de O si y sólo si (.,Cu), f>(:v)) es 
un arco de O. Sabemos que el conjunt.o de t..odos los aut.omorf'ismos 
de O f'orma un grupo bajo la composición y lo denot..amos por CU([)). 

Det. Si r es un grupo f'init..o 
A. diremos que f' e 4UCOA(r) 
Ctr•• trZ) de· OA(r). los arcos 
mismo color. 

no t.rivial con un conjunt.o generador 
preserva colores si para lodo arco 
e e•. t!fZ) y (f)C 6•' , f)C "ª:>) U enen el 

Tma. 18. El conjunt..o 
preservan colores es 

de t..odos los aut..omorf'ismos 
un subgrupo de 'U(OA(f')). 

de 0A(r) que 

Por el T .... x. it. bast.a probar la cerradura. 

Da• supongamos que tp y 7) preservan colores. Sea 
de 0A(r). Como 11 preserva. colores, C51, t12' 
t.ienen el mismo color, [ (71Ctf1:>, 71C ttz)) es un arco 
f> preserva colores (l)Ctrs), nC62)) tiene el 
(f)C -ne tJ•' ) . .,e 7)C trZ') ) . 

C tr•. tJZ) un arco 
y ene 81) • ne p')) 
de 0A(r)] y como 
mismo color que 

. ·. Css. tfZ) y Cf'CnCtJs). f'Cl'IC62))) tienen el mismo ct.:>lor. 

,., el conjunt..o de t.odos los aut..omorf'ismos de OA(r) que preservan 
colores es un s:ubgrupo de 'll([).6(1"')) • 

. T ... 17. Sea r un grupo ~init.o no trivial con un conjunto 
generador .A. Sea f> una 1--.ermut.acLór1 de V(OA(r)). Ent.onces f> es un 
aut.omor~ismo de 0A(r) qu• preserva colores si y sólo si: 

o.-. 
""' Supongamos que f> es un aut..omorf'ismo de OA(I) que preserva 
colores. Sean 6 E r~ 6 E A. 
Consideremos el arco Cs, 66). De la def'iniclón, ést.e es un •reo de 
OA(r), de color 6. 
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Como 9 preserva color es • ('P6. ~ 6Ó)) t..ambi én t.i ene color 6, es 
decir. C'f'tt:>6 = .pCtJÓ) • 

..., Supongamos 'f>C.(16:> = (f(:ifI)Ó, V tJ E r. 6 E A. 
. • (9t!I• f'Ct!l6)) es un arco de 0A(r) de color ó. 

Por demost.rar • Ct11. tr6:> tiene color ó. 

Por def'inieión, tJÓ = tJÓ implica Cs, tflÓ) t..iene color 6. 
• • f> preserva col ores. 

El siguient.e t.eorema aparece en ren y lo mencionamos para most.rar 
la ut..iiidad de las grá:ficas de color de Cayley. 

T-. :18. Sea r un grupo :finit..o no t..rivia.l con conjlJnt..o generador 
A. Ent..onces el grupo de aut..omor:fismos de OA(r) que preservan 
colores es isomor:fo a r. 

En t936, Kt!inig aut..or del primer libro sobre t.eoria de grAf'icas. 
propuso eol siguient.e problema: "Det.erminar t.odos los grupos 
t'init.os r para los cuales exist..e una grá1'ica G t..al que 'U(G) ~ r. 

F.n t938, Frucht. resolvió el problema, det..erminando que t..odo grupo 
:finit..o t.iene est..a propiedad. 

<::On la t.eoria desarrollada hast..a a.qui, 
demost.ración de est..e result.ado. 

podemos ya dar una 

Si r es el grupo l.rivial, ent..onces U(G) ~ r si G :l;; Ks. Por l.o 
t..ant..o podemos suponer que res no t.rivial. r = {~•····. ~P•· Sea 
6 = {cS. •••• ,ón. un conjunt.o generador para r. 

En primer lugar const..ruimos la grilf".1.ca de color de Ca.yley. ést..a 
resul t..a ser una digrá.fica. Sabem•:>s del t.aoren>.a precl!!'dent..e. qu.,; •_;ol 
grupo d9 aut..omor:fismos de OA(r) que pres&rvan colores es isomc.:>rf'.:> 

ª r. 
1<..,.st.a ahora, t..ransf'•.>rmar la digrát'ica OA(r) en una gráf'ica G. 

l.o haremos de acuerdo con la siguien~& t.écnica. 

Sea Cu•,, !Jj) un arco de OA(r) de color .Sk. Quil..emos esLe arce.) Y 
:sust.it.uy~moslo por la tJrayect.oria et.. UÍ.j, u'•J. 6'Í· En el ~rt..i<.:9 
u•j al'fadi mos ot..r a t..rayect.or i a Pi..i de l ongi l.ud C 2k - 2:> y en el 
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vért.ice u'iJ .al"radimos una l.rayec:t.oria P'ij d~ longit.ud C2k: - 1). 

Est.a const.rucción se hace en cada arco de.OA(r). 

La siguienl-e f"igura muest.ra la const.rucción para óz, 6• y 6o. 

f 2 ... f.i!j I f Pij 
o ~ • D o 

8i 8j 8i ' &j 
Uij Uij 

J4 ' ... ui j¡ ui¡j¡ 
• ~ il 

Bil ·Bjl 8il 8jl 

pi¡j¡ Pl¡j¡ 

&j2 
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p.,.r a Sa. 0A-{Ss}- se la digráf'ica: 

ab•ba2 

d• la que se obt.iane la gráf'ica: 

b 

ot.ro ejemplo 

e 

.e 
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R-=st~a ahora observar que t..odo aut.omor:fismo de 04(r) que preserva 
co.lores, induce un aut.omor:fismo de G y reciprocament.e. Enunciemos 
es~o: 

T-. 19. CFruc:ht.:>. V r, grupo :finit.o, 3 una gr~U"ica G t.al quP 

CU(G) ;i;; r. 

Const.ruir una gr•f'ica G con ciert.as carat.er1st..1cas Cgr.ado de 
regularidad, conec:t.ividad, ot.ros par.,,.t.ros y combinación de 
Mt.os:>. de t.al manera que V(G) ~ r, con r un grupo, es posi bl •· 

La ilust.ración en det.alle de las t.écnicas involucradas en la cons
t.rucción de una gr•:fica asi. se hace er. C6l, al cual se reriere al 
1-.:t.or. 



GAaDSMALSDAD .. LO. •u•-

oaUPOS ••ELZANOS DIE UH 

ORUPO .-JNJTO. 

CAPITULO IV. ALGUNAS APLICACIONES DE 
GRUPOS FINITOS. 

LA TEORIA DE GRAFICAS A 

"SJ' QUEDJE NARAVJLLADO CON IEL ALOE8RA, QUEDE 

ENBIELESA1>0 POR 1.1\S APLJCACJ'ONES DEL ALOEBRA A 

LA OEONKTRJA. LA .IDEA, LA POSJ8JLJDAD DE IEXPRE 

SAR UNA LINEA, UNA CURVA, EN TERNJNOS ALOIEBllA:l 

COS, NEDJ'ANTE UNA F.CUACJON, ME PARECJ:O TAN HIUl 

MOSO CONO LA J:L.IADA, CUANDO TUVE LA ECUACJ:ON 

DIC UNA .. UNCJON Y LA RICSOLVI, POR DECIRLO ASJ, 

CON M.18 MANOS V LA PUDE Ta ADUCIR ICN UNA 

JNFJNJDAD DE VERl>ADES,. TODAS JOUALlfENTE JNl>JS

PUTA8LES, JOUALNENTE ETERNAS, :lOUALNll:HTE RES

PLANDECJ:ENTICl!il, CREJ QUE ERA MIO EL TALJSNAN 

QUE ABRJRIA LA PUERTA DE TODO N.ISTERJO". 

SECCIOH A. Sobre la cardinalidad· de los subgrupos abelianos de un 
grupo f'ini~o. 

TMA 1. Sea r un grupo f'init.o. Enumaremos las clases de conjugación 
de los elementos de r, de acuerdo c.::111 su cardinalidad: 

Sea m. el mi. ni mo entero .: t.al que: 

ICxsl 1 + ICX2l 1 + ..• + ftxi.l f ~ fCCJti.>I 

Entonces t.odo subgrupo abeliano A de r es t.al que: 

1. 

IAI S ICxsJ 1 + ICxzJ 1 + •.• + ICxml I· 

Supongamos que 1 es abeliano. 
Entonces V x e r. f Cxl 1 = 1 y CCx) 
Como r es t'init.o. supongamos frl = n 
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oaUPOl!ll ••ELl'ANO& DIE UN 

ORUPO FINITO. 

Por J ,, lant..o la n& del t..eorema ·es n, ya que: 

1 + 1 + ... + 1 :.: i. 

Como r es abeliano, cualquier subgrupo A t..ambién es abeliano. 

a. Supongamos pues que r no es abeliano. 
Sea Xi. e ZC r:> . Consideremos ce xi.) el cent..r ali zador d.r xi.. Como 

r no es abeliano, 3 xj E r t..al que xi.xj -. xpc;.. para xi. . 

•• CCxj) ~ r. 

De ·1os l!!'l.,,ment..os xj con est.a propiedad.· t..o:m.mos uno que t.enga el 
lndic• L mínimo en la siguient..e sucesión. 

IC.xsl 1 :s IC.xzl 1 5 ICX3l I S .•. 

s.& XL est.e el e111ent..o. 

c0mo CCXL) es subgrupo de r y CCxi..j e r, t.ene1nos ICCxi..:> 1 :S 1r1. 

Por .lo t..ant.o: 1 < lf' 1 = 1 [ xs.l 1 
1cc.xs..> 1 

Por lo t.ant.o ICxs.l 1 ~ a. y, 

1 = 1 r xt J 1 = 1 e xal 1 = ... 
d.,. donde: 

__ 1 __ ~ 1 

ICxi..JI fCXL+All 
~ 1 

1 [ XL+Z] 1 

y del hecho tri = trxJ f fCCx:> I• obt..enemos al mult.iplic:ar por trf: 
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C.AllDINAL.lllAl> DI': t.os SUY-

OllUPOS ABELIANOS DIE UN 

ORllPO FINITO. 

Cl::> 

Sea: A un sllbgrupo abeli"'""º r:i.,.. r. 

Af'ir111ación. Si, A es máxi.mo ent.re 
ent.onces: zcr::> S A n CCXL) 

1 os subgr upos a bel i a.nos dEt r. 

DP111. 

1. • "ZC r) S CC XL) ", obvi amen l.,e. 

a. "ZCr) e A". 

Como ZC r::> es abel i ano, 
A ~ 7..C:r)A. Como A es 
t.@nemos que A = Z(l~)A. 

ZC r•)A >?S un subgrupo a bel i ano de r t.aJ que 
máximo con 1 a propiedad de ser abel i ano 

Por lo t..«nt.o Z< r) S ZC r:; A = A. 

Así· obt .. enemos Ja ai'i rmación. 

Para a.clarar e-:st,o, ._..,bseorvemos Jo -siguianle: 

Si A s CC .>e1.), obt.enemos el resul t.a.do. 

Si no es el caso, 3 a -e; A tal que' a 41! CC .YL'.), por l O t...:;.nt,.,:,. 

a 111" n CCx) = zcr:>, i. e. a e zc:r::> 
><E r 

Como A S CCa.:> y a e ZC r). C 1 [ a.1 1 ·;; 1::>, t.enemos: 

por l" .1). 

Como l<"s rlases de cnnjugación inducen una part.ici6n ..:1.., r. que no 
es abelianr.:>, al ent.ero m Cen el enunciado del t.eor.;ioma::>. debe ser 
mayor o igual que L; L-1 es la c<tr1.iinalidad di:- ZCr::>. 

Si m = l., ent.onces: 

+ 1 [ xml 1 y ya habr 1 ~mos 
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CIRUPOS AlllUdANOS DS UN 
aauPO .. INITO • 

. t.ermi nado. 

'Si "' > L. ent.onc- "' ~ L + 1. 

Consider:•lllOS la grArica Gr detinida sobre los •l•ment..os de r como 
sigue. x. y • r s0n adyacent..es en Gr si y sólo si xy "' yx. 

Gr - la •rli.fi.ca • c:onlll'Utaci6n asociada a r. 
CJr-mcr) - la subgrll.tica inducida por r - zcr). 

MtrmacJ.dn 

"' 
Gr-ser> es .I l[XiJ 1 - coloreable. 

" ., L 

· Para deinost..rar est.a arirmación, se most..rarlt.n las 
Corolario '[:l. 8 Ci. e. el número de wrt..ices de 
igual que: 

"' m 

" 1 C xtl I • es -nor o igual qu~ " 1 C Xi.l I'. 
L4, L "" L 

hi p6t.es.L S-: del 
grado mayor o 

Sea y e VCGr-zcr>). ent.onces valCy) = ICCy) 1 - 1zcn 1 - 1. 

CCy) cont..iene a los vért.ices que conmut..an con y; ICCy>I - 1 .sel 
grado de y •n G. 

"' 
Si valCy> ~.I_ lcxtll 

" - L 

"!' 

.. l.CCy) 1 - IZCT) 1 - 1 ~ I ICxtJ 1 
l - L 

"' 
. o bien tcc:y:> 1 - 1 ~ 1zcr:> 1 1 [ Xll 1 .. 

"' trxaJ 1 + tr.xaJ 1 + •.• + flxa.-Al 1 + 
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OMUPOS A8ELIANOS DIC UN 

OltUPO FINITO. 

•• fCCy) 1 - 1 ~ fCCXm) I • y. ICCy) 1 > fCCxm) I • de donde: 

ice y) 1 = ffl ice xn1) 1 "'r1Er-r· 
Por lo t.ant.o ICxmlf > fCylf. 

m - :1 

Por eonsiguient.e .. y .. ha sido considerado ent,':"e ~ f C xi.l 1 y se ha 
.. "' {: 

m - :1 

lllQSt.rado qu• _}: IC Xi.l 1 es una eot.a superior para el n(Jmero de 
L : L 

m 

v9rt.ices de gf.ado mayor o igual que I f Cx,J I· 
i. :o L 

Aplicando ahora el Corolario zz. e. se obt.iene: 

M 

Los v9rt.ices de Gr-Z<r> puede~ =4. fCXi.l 1. colorearse y por l.o 

t.ant.o los vért.iees de G pueden 

"' 
est.o es .}: 1 C X'Ll 1 - col orearse • 

.. - :1 

m 

e fZCr:> 1 +I. 1 e x1.J I' - colorearse 
l.= L 

De aqu1 se concluye que t.odo cl~n en Gr t.iene cardinalidad menor o 

m 

igual quet ¡ ![Xi.] I · 

Por ot.ra part.e sabemos que t.odo subgrupo abeliano de r. est.A ,,, 
inmerso 9n alg(an clan de Gr. lo que junt.o con lo ant:.•rior nos. da. 
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ORUPO .. INJTO. 

la conclusión del t.eorama. 

El siguient.e ejemplo muest.ra que l~. igualdad puede ocurrir: 

Sea H un grupo abeliano de orden impar, 2k - 1 con k ~ 2. 

y·•. para t.odo y e H. Si x tiene 
ent.onces el 
generalizado. 
est.e grupo. 

or deon 2 y sat. is f' ace )cyx 
grupo generado por x y 
En el EJ•lllPl o I. 2.&.. se 

H es el grupo diédrico 
coment.a ampliament.e sobre 

Para y = e, IC•l J = 1. Y JCCx) 1 = 2. CCx) = {e, xt-. 

4k a = JC>.-:1fICCx)1 = 2JCxl I· 
J [ xl 1 = 4k - a = 2k - 1 

2 

·1cxsll < ¡tX2lJ = tr.xall = 

1 + + 2 + ..• + 2 + C2k - 1 ::> = 4k - 2. 

Asl hay Ck 1) clases de conjugación de cardinalidad a. En e~t.e 
caso. el ent.ero m del t.eorema es igual a k y se obt.iene: 

1 + a + . . . + a = ::1 + ac1c · - 1:> = 2k 1 = IHI. 

Not..as. 

Ejemplificaremos el Teorema cuando se t.rat.a de un grupo abeliano. 
En es~e caso, la Br•fica dB conmutación asociada a r es complet.a, 
por ejemplo. pensaomos en r = 27, el grupo c1clico con 7 element.os. 

V x E r, IC x] 1 1. CCx:> = r. 

1 e e) 1 + 1 [ a] 1 + . 

m = 7. 



CA•DINALJDAD DIE LOS SU•

o•UPOS ABIELJANOS DI: UN 

GRUPO P"JNITO. 

a..a 9rafi.ca. c:W conmu\o.cion 090clada o Z?. 

Aho1·a ejempll f'icaremos el caso cuando r no sea abeliano. 
Consideremos r = Sa, el grupo de permul.acionErs en t.r.a.s s1mbolos. 

Sa ={•.ca. 3), c1. 3), c1.·a:>. c1, 3, 2>. c1. 3. 2>t. 1s.1 ""e. 

Las clases de conjugación son: 

[C1. 2:>] = {C1, 2), Cl. 3), ce. 3) •• 

r e 1 • a. e:> J = {e 1 • 2. 3) • e 1 • 3. 2' >· 

Los cent.ralizadores en cada caso son: 

CC•) = S•. 
C(Cl. 3)) = i•• C1, 3)t. 

C(C1, 2)) =fe, C1, 2)}, 

ceca. 3)) = fe, ca. 3)1-. 

C(C: 1, 3, 2.)) fe, C1. 3, 2). C1. a. 3:>}. 

C(<l, 2, 3)) =fe, Cl, Z, 3), C1, 3, 2:>}. 
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CAllDINAl,IPAD o•: LOS SUll-

UltUPOS A81El.":IANOS DE UN 

ORUPO FINITO. 

Jndic;amos -;;us c:lasP<s: dt=> conjugación de .::.cuerdo con su cardinali
dad; 

2 3. 

Cal e •.Jl amos m: 

ll el I + H C1 • 3, i:D 1 1 ?- 1 ce 1 , 3, 2::>J . 

1 .¡ 3. 

Por lo t.ant.o m = ;?;. 

Por lo t.a.nt.o t..odo subgrupo,abeliano de S9 t.iene cardinalidad menor 
o igual quip 3: la suma de. 'las cardinalidades de las dos pri~ras 
clases de conjugaci·ón. 

Por ~>l Tma. I. J7 sabemos que las posibles cardir1alldades de los 
subgrupos de Sa son j,, a, 3 y 6. Pero Sa no l-.iene ningún subgrupo 
abeli:~n•"> de- orden 6 •. pues seria él mismo, que no es abaliano. 

s. t.ambién es un grupo diédrico 1>3, y ejemplifica .el refinamient.o 
· tie la •.:<:>t..a. Pues cont-iene un subgr upo abeliano de orden 3. 

En est.e caso la tJráf1"ca d9 conm:utaci6n. ast~ciada a Sa es: 

• 

"'ª· ª' 

<t. a,. &> ca. a> 
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dUD .-w:a· .. ~- oo... • UDo•UPID8 A .......... c..-

SC:CCION B. CUBJ: ERT AS DE GRUPOS: MEDIANTE SUBGRUPOS ABELJ: ANOS. 

LEMA 1. Si el cent.ro ZCr::> del grupo r 
es una descompcsiclón en el ases 
r = U <xt.ZCf")> es una cubiert.a d"" r. 
abelianos. 

es no t.r i vi al y r = U x.zc r"> 
lat,9ralE>S d9 r, enl.onc'°'S 

donde <xiZCr)> son Stlbgr upos 

lle• < xiZCI)> S r, V .>0., por lo t.ant.o u <xi.ZCr:» S r. 

La ot.ra inclusión: Sea I!! E r ... 6 e <sZCr)>. 
Por lo t.ant..o r s;; u < XiZC r) > . 

Lo cual demuest.ra la ig1.1aldad. 

Para most.rar qt.re <x•ZCr)> es abeliano, V xi. e r: 

S.a xi. e r. 
Cons i deremos < x;.ZC. í) > . 
Sean ys , yz e < Xi.ZC r::> > • P. d. y:1.y2 = yzyt. 

J • 
Yt = Xi. 2't, yz X1. zz, para alguna Zi, ZZ E ZC r) ~ 

j • k e {1 , 2. 3, 

J " J • " 
Ent.onces y1y2 = (Xi. "zt::> (Xi. gz) = xi. e Xi 2't::> zz = XL XL 2122 

• J 
=- C Xi. az)( Xi. ZiJ = yzyt. 

Por lo t..ant.o <xi.ZCr::>> es abeliano. · 

.En respuest.a a una conjet.ura plant.eada por Erdos y St..rauss en f5J. 
Mason'ha demost.rado en C11J que- a1~m cuando fZCi::>f = 1, r seo puede 
cubr1r con un numero ~ C~líl + 1) de subgrupos abelianos de r. 

a 

Sea ("' un grupo y asociemos a él una "gráfica de conmut~ación" Gr cg 
mo en la sección anterior. 

ctCGr~ denoLa el número de independencia. 

Denot-emos por aC r:> E>l mi ni mo número de subgr upos abel i anos en e ua!.. 
quier colección, cuya unión sea igual a r. 

El. principio de las casillas CPiseonhol.e Princi.pl.e. Ver: C9J. 
p. 110: Si. n objetos se distribuyen ~obre m. l'Utfares y sin> m·en-

sa 



cuar.:llTA• CON SUBOllUPOS 4BELIANO. 

tonc•.s al60n l.lJ$r.i.r r9Cil>. al ,..nos dos obJ•tos, y nuest..ro c:oment.a
rio arriba implican: 

y por el result.ado de Mason. aCr) ~ ~lrl + 1. 
2 

Para la primera part.e de la desigualdad,· si xt., xz E X, con X 
c:onj unt..o i ndependi ent.9 mxl mo en Gr. per t.enecen ent.onc:es a sub
qr upos abelianos dist.int..os en la cubierta de r. 

Ahora aCr) S rr:ZCr)l. del ·hecho mencionado al inicio de la sec
c J ón, expl 1 e i t.ament.e r ... u < xtZC r::> • 

Si kCí') denot.a el nllmero d• clases de c:onjugac.lón de r y A es 
cualquier subgrupo abeliano de r, obt..enemos el siguient.e: 

\ 

COROl..AR.[ O 2. a)., fr 1 ~ aCGr:::> kCr:> 

b). '" .. s kCr:> ir 1 
c). IAIª :S aCGr) 1c.ecr:> 

En cada caso la igualdad se cumple si y sólo si r es abeliano Y 
ademJás A ~ r en b) y e). 

o.-. Si a) y b) son ci ert.as, t.enemos: 

y 

Ent .. onees fAIª :!: kCr) kCf") .aCGr> 111 Jc-Cf'") aCGr) que es la af'irmación 
en e). 

Para demost..rar a), usaremos el Corol.•rJ.o IJ:. 10 y cent.aremos las· 
arist.as de Gr. En Gr, x E r, val = fCCx:::>f - 1. 

As1 que 2fECGr) 1 = I val Cu) • I e ICCx) 1 - 1) = 
veG xEr 

• e f cc xa) 1 - 1) + + C fCCxn) f - 1:> ., 
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CUllJIEllTAS CON suaoaupgs ABELIANOS 

= ICC.X'a) 1 + • . • + 1ccxn::> 1 - 1r 1 

<";LAl!llll:S 

DISTINTAS 

Est.a · úl t. i ma igual dad se obt~ i ene al usar de nuevo el TMa. I • 18. ni2 
d.1ant.e la asociación da los element.os que pert.enac.en a la misma 
cla!!!:e de conjugación, ya que la igualdad implica que sus cent.r.;;.11-
:r.adores t..ienen la misma cardinalldad. 

Usando la detinición de leer:>. se puede escribir como: 

I CJC-xl 11ccx::> I=> - 1r1 = 1ccr::> 1r1 - 1r1 = c1c.cr::> - D lf'I 
C.:LA•sa 

DHITINTA8 

Sabemos del Corolario r. 10 que: 

IYCGc? r jvcGr::> 1 + a ECGr::> 1 

y que la igualdad se obt.iene si y sólo si Gr es unión ajena de 
clanes de la misma cardinalidad. 

Asi obt.enemos: 

aCGr) :!!: IYCGr) ,. = 
e 1vcGc:> 1 + CJccr::> - t:> ir 1 

= = IC 1 1ccr::> 

Por lo t.ant.o IT"I S kCT"::> cxCGr::> que es la a1'irmaci6n en a). 

El Corolario I. 10 garant.iza que 
si Gr es la unión ajena de clanes 
t.ant.o la igualdad en a:> se cumple 
complet.a. en cuyo caso t.odos los 
implica que r es abeliano. 

la igualdad se obtiene si y sólo 
de la misma cardinalid.a.d, por lo 
si y sólo si Gr es una grárica 

element.os en r conmut.an. lo que 

Para demost.rar b), podemos suponer que .A es un subgrupo abeliano 
!Mximo. Si sumamos sobre las krCA) clases [al en r. con a e A:.· te
nemos: 
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CUB.llEllTA• CON •u•a•u- AB1t&.IAN08 

= 

Not.as. 

111> 

max 1 [al lkrCA:> 1 
"'E A 

<4> 
!ClkCC? 

min ICCci> 1 
ca E A 

C1) result..a de cent.ar los el•ment.os de A que se encuent.ran en las 
di st.i nt.as el ases de ccinj ugaci ón. pues A • U C e al n A) . Si hay 
krCA:> dist..int..as clases y de ést..as. elegimos la de cardinalidad 
ld.xima, obt.enemos una cot.a superior para fAI• as1 se ob~iene C2?. 
Como ICI ""' ICxl llCCx:>f. ICaJ 1 serA úxima, si· ICCci> 1 es minima. 
as1 para C3?, elegimos a E A t..al que ICCci>I sea mtnima. Por 
ólt.imo, como A es subgrupo abeliano, ent..onces: 

A s ere a.? • V a e A. 

A S min CrCa.?. 
a •·A 

~·lo t.ant.o IAI s min ICrCci> 1 • 1 s 1 
ca E A min ICr(a.? 1 IAI 

a E A 

IC lkCr:> S 
minCrCa.? 1 

a. • "' 

As1 de e 1) y de e 4) • obt.enemos: 

IAIª ~ lf'I kCf'? • que es la af'irmación en t>:>. 

SUpongamos f" abeliano y A = r, ent..onces kCC? • ICI~ Por t.ant.o 
IAIª "" 1r1• y se t.iene la igualdad: 

Supongamos ahora que t.enamos la igualdad, es decir, IAIª ~ IClkCC?. 

Ent.onces V a, b E A. !Cal 1 = ICbJ I• de la sucesión de desigualda
des ant..er 1 ores. 

En part.icular ICell = 1, pues e e A . 

• ·. ICal 1 = ICeJ I· 
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1 [ al 1 = 1 + (J • zc r) . 

A S zcr:>. Pero A r.; subgruPo abeliano máximo 

Por ot.ra part.• Cll & A = zcr:> si y sólo si cea:> = l•I· 
COlllO est.amos suponiendo la igualdad. se t.iene: 

IAI = max ICal 1 krCA') = 1r1 JcCt) 
a E A min CrCa:> 1 = 

o E A 

De lo ant.erior, se obt.iene: 

max {1ca1 l} = 1 y rnin {terca:> 1} = tr 1 
a. E A 

.. IAI = JcrCA'.' = l!\:P:cp 
y de "5t.a kCr:> = trl!~D o bien fü 1 . 

.. líl • IAf, .. r es abeliano. lo cual demuest.ra b). 

NOTAS. 

Haciendo uso de a), podemos producir una cot.a inf'•rior p.-ara oien,, 
y d• aqui una para aCí), si t.enemos una cot.a superior p.-ara JcCí). 
Por ejemplo, si q es Pot.encia de un primo, mayor o igual a 4, pue
de comprobarse que t.odo grupo simple r e {PSI.. C2,q')> ver [ 8] sa
t.J.sf'ace: 

GLC2. q) denot.a el grupo de mat.rJ.ces no singulares de 2 x 2 con 
ent.radas en un camPo f'init.o con q alement.os. Est.e grupo es conoci-



do como el grupo lineal general Cen dimensiól'l 2). Al subgrupo que 
const.a de las matrices con det.erminant.e 1 se le llama grupo f!''l'J>E!'-· 

cial lineal y se denot.a como Sl..(2, q:>. El cent.ro et. GL.C2, q) con
siste de matrices escalares y al grupo cociente correspondient.• 
PGl...C2, q:> se le denomina el grupo lineal proyectivo. 
Finalmente. la imagen PSLC2, q> de Sl..C2, q) en PGLC2, qJ se conoc• 
como el grupo lineal especial proyect.J.vo. 

Si r es simple, r • {PSLC2, q>• ent.oneeoS 

C!.>'" tr I'" < kcr> s <~'"Ir I"' 
4 12 : . 

k(r) .S C~'"lrl'" y usando el inciso ci:J se t.iene: 
12 

s aer> eª°'" 1 r 1 '" 
12 

C1ª>'" tr 1 ª" s aer> 
25 

Como o(r) .S a(r) sabemos que r ·no puede cubrirse con la unión de 
1119nos de CaiD'"lrl.., subgrupos abelianos. 

25 

Tambi•n k(r) ~ cz1r1"' y por lo t.ant.o a(I) <!::; (~..,1r1 para 

t.odos 1 os grupos simples no abel i anos 1' i ni t.os, r e {PSL Ca. q> •. 

Por ot.ra part.e, Bert.ram en C2J ha demost.rado que para cada & > O 
fija, casi t.odos los ent.eros n 5 x, cuando x ... a>, tienen la pro
piedad de que k(r) > Ir I'_. para cada grupo r de orden n.. 

En el Twna. • se ucst.rarA que si el grupo r con~iene un subgrupo 
prc.•pi o "cerrado ba.Jo central. i.aadores". en-t.onces a(r') ~ l Ir I '") 
C1'unci6n ~ximo ant..ero:>. 
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CUBHCRTAS CON SUBORUPOS A89:&.ll:ANOS 

Resp~ct.o al inciso o), consideremos los grupos diédricos Dn. 

Sabemos que IDnl = 2n y del EJe1111>lo I. ª'• las clases de conjuga
c.:ión son: 

i). S1 n es impar. n = 2t - 1, y e Y= <y>. las c.lases de conjuga
ción son: 

[ y•·•1 con IC a] 1 =1. ll :Y1
] 1 a. 

1 s j .s t - 1. 

Como C(x) = {e. x}-. 
+ ll X) 1 = n. 

2. y IDn 1 = 2n = IC x] llCCx) 1 

Dn = [ e} u [ y] u 

hay (t + 1) clases de conjugación. 

2t - 1. t = n + 1. 
2 

k(Dn) = t + 1 = (n + 1) + 1 
2 

n + 3 = n. + ª· -2--- 2 2:. 

En cada caso exist.e un subgrupo abeliano A de orden n, a,.;;1 qu_.: 

. . l i m (n/2 -t- 3/2)an - l i m 
n .. Q) n• n + ro 

Si la n es par. k(Dr,) 

.. 1 im 

.,.. .. 00 

.·. lim kCl>n) JI>n 1 
14 1 

u+ 3. 
a 

lim (n +· 4.)n 
n ~ m n 2 

= 1. 

Por ól~imo, lo~ grupos Dn con 
a(r) = a(r) = :,f 1•1 + 1 puede ocurrir·. 
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CUBIERTAS CON s:u•oRUPOS Alll<:LlANOlll 

Sea A ,:,: Dn, A '"': {x, y, xy, X}'.,.,}; 1 A 1 = n + 1. 

Los elementos de A no conmutan por parejas. Claramente A es un con 
j•Jnt.o indepenclient.eo máximo. 

. . aeo...> = n + 1 . 

Como o(Dn) S a(Dn) :5 !.IDnl + 1 se obliene: 
2 

n + 1 S a(Dh) .S !.(2n) + 1 = n + 1 . 
a 

.. a(Dn) a(Dn) !.IDnl ... i 
a 

= !.Ir 1 ... i 
a 

De hecho cualquier grupo no abe.llano en· el que lodos los central!.. 
zadores Cexcept_.o r::> son abelianos, sat.isf'acen a(r) = a(r). 

Para aclarar est.o, supongamos que í' no es abeliano y t.iene ·la pro
piedad de que lodos sus subgrupos cent.ralizadores Ca excepción de. 
él~ son abelianos. 

Supongamos a(í') ~ ó. 

Sea A = {6•, tfZ• 

111t!'nt..os de r. 

Como Cé!!da )(" E r es t.al que 3 Si. E A y XBL =- 6i.X, X E C(dL). por lo 
t.ant.o: 

..4 
lf"I = U C(6i.) y as1 oblenemos una cubiert.a de í' con subgrupos 

¡ ::; .. 

abel i anos, .·. a(r) s Cl(í'). 

Como siempre se liene o(í') S a(í'). oblenemos: 

a(í') = a(r). 

eg 



CUIUlo:MTAS CON SU8UllUPOS A81i:L~ANOS 

Sin embargo, la condición de que t.odos los c::ent.ralizadores sean 
ab&l i anos, no es necesar i. a. Consi deJ·emos S., ~1 gr upo si mé>t.r i co en 
4 Slmbolos, {1, 2, 3, 4}. 

s. = { e, c.34:> , e 23:> , e 234:> • e 243) , e 24) • e 12:> , e 1 2:> e 34) • e 1243) • 
C124), C123), C1234), C132), C1342), C13), C1:34), C13)C24), 
e 1324::> • e 1432:> • e 142:) , e 14) • e 143:> , e 1 423) , e 14::> e 23:> >. 

c.(5') = a(5'). pero el cent.ralizador de la per·mut.aci6n C12)C34) no 
es a.bel 1 ano. 

C(C12)C34') = {e, C12), C34), C12:'.>C:34), C1324), Cl 423), C14')C23::>}. 

Se puede comprobar que x = C13)C24) y y = C12) no conmut.an. 

C(C12)C34)) no es abeliano. 

Tornemos: 

As <C:t 234:>> Az = <C1324::>> 
As = <C124)> Ad = <C1:34)> 
A• ::a {C12:>, C34), C12:>C34'), e)
Aso s {C14), C23), C14:>C23), e>. 

Aa = <C1243)) A4 = <C123:>> 
..47 = <C234::>> 

AP = {C 13::> • e 24:'1 • e 1 3:> e 24:> • •> 

U .At 95 una cubiert.a para S., donde los Ai. son subgrupos ab9lianos 
que se int.ersect.an por pares sólo en la ident.idad. 

At == ((1234)) = {C1234), C13)C24:>, C1432), e •. 
.Az <º(1324)> = {C1324), C12)C34::>, C14a3), e} . 
A• = <C1243:>> = {C1243), C14)C23:>, (1342::>. ·•· A' '"" ((123)) = {C123), (132). e •. 
AD = <C124:>> = {C124), C142), ••• Ao = <C134:>> = {C134), C143), ••• .A? = <C234:>> = {C234), C243), e}. 

A• = {C1~), C34:>, C12)C34:>, ·•· .AP = {C13), C24:>, C13.:>C24), ·•· Ato = {C:l 4), C23::>, C14)C23:>, e •. 

Todos son abel i anos por ser a 1 o ~s de orden 4~ 

Por i.nspecc:ión obt.enemos que U A\. es una cubierl.a de So6 y que sólo 
s• i nt.ersect..an por pares en l.a ident.idad. 

70 



·.-· .. _, 

CU81EMTA& CON suaoaupos A8ELJANOS 

Consideremos ahora: 

H = -(C1234), C 1324), C1243), C123), C124), 
e t 34> , e 234:> , e 12> , e 1 3> • e 1 4> >. 

Se ptJedl9 comprobar que H es un conjunt..o ir1d•p~ndient.e, .: . •· est.as 
permut..aciones no conmut.an por pares. 

10 .s oier> s aer> s 10. 

oiC 5') = a(S.) = 1 o . 

. •. la condi c:i ón de que t.odos los cent. r ali zador es sean abE>l i anos 1·10 

es nACesaria. 

L.EMA 3. Sea r un grupo f'ini t.o no abeliano t.al que: 

o(r) ::$ tr r - 1. o < •• < 1. ent..onees: 

a) V 6 e r • f C(6) f ~ f r !"..,.,,.. 
b) 3 6 E (r -ZCr)) que sat.isf'ace 

fCCx:> r'"I CCtr> 1 > tr1•1-:or••. V x e r. 
C) En todc grupo t'init..o r. a.l menos (k(f") - ucr>) de las disl.in(,,.,;,; 

clases de conjugación en r sat.isfacen la condición: 

a>. En la gráf'ica Gr, 91 grado de cada vértice x es: 

val ex> = ICCx> 1 1 • da donde 1 CC: x> 1 = val (.)f;) + 1 . 

1 1 

Del T ... I. 101 

Cll(Gr) ~ I 
'->E r valCx) + 1 fCCx::> f 
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CUllJ9'.9'TAl!I CON SUBOl'UP• >S A•ELIANOS 

IC( X) 1 = ...J.!:.L. &s un i nvar i ant.e de el ase: 
1 t x1 1 

___ 1 __ J.l4J. ¡r 1 ice x) 1 

¡t¡- l Cfl >rt] 1 + ••. + p xnl p ¡r .... 11'" 
X €- r Cl.AS5:S 

DISTINTAS 

l..a úl~ima igualdad se obt..iene d~ asociar las clases de conjugación 
con la mi:iom.;. cardinalidad. En el caso de Xi.. hay ICxi.l 1 conjugados 
y sus ic.lases t.i en.;on la ca1·dina.lidad ICxi.l I· 

CLAS5:S 

DISTINTAS 

. . ot(r) < ir l'" ya que 01(r) ~ ¡r l'" - l 

CLASES 

PllPTJ:NTAS 

de donde c.ada sumando. ¡cxJ I'" < ¡r¡r•'. por l.o t..a11t..o: 

como 1 r xl 1 = ICI < tr r~ .. , ...... 
ICCx) 1 

¡ce x:> 1 > 1r1,..c .... ,..z = 1r1<•...r, ..... 
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CUBJ:ERTAS CON SUBORUPOS ABELJ:ANOS 

Por lo t.ant.o fCCx) 1 > fr !"-''"'. 

Para demost.rar o). t.enemos que: 

0t(í') ;;:; ~ __,__..1,__-..,.. 
¿ ICCx)f 

x e r 

= 

x e r-z<r> 

2 fC~x) f 
,. e r-z<r> 

1 
¡ccx) ( 

x e r-zcr> 

_1_ 

f r 1 
>< e z<r> 

1 
jCCx) f + 

x e z<r> 

1 

x e z<r> 

~ 1= 1zcn1+ ~ 
¿ irt ¿ 

1 
fCCx) j 

1 
fCCx) f 

>< e r-z<r> 

= 

Si la af'irma.ción f'uera f'alsa. t.endriamos fCCx) 1 S fr , ..... para t.o
da x e r - zcr). 

Como acr) 2:: ~zcf) 1 
¡r 1. + í: 1 Y OtCr) s 1r1'" - 1 fCCx) f 

x E r-z<r> 

por hipót.esis. obt.enemos: 

x e4-zcr> fCCx) f s Ot(í') - lzcC;? 1 s ¡r I'" - 1 - 1zcr2 1 
ir 1 tr 1 

2 1 ;;:; 2 1 1rt - f~C2 I y ICCX) 1 ¡r I ' - .. ¡r 1 - .. 
X E r-z<r> X E r-z<r> 

pues fr - ZCí')f = tri - IZCf')I . 

. . ¡r 1 - ¡zcp 1 < ¡r I'" - 1 - ¡zcr::> 1 
frl'- - 1r1 

de donde. 

Ir,.. ¡zen 1 
1 s - lí'I + 

tzcr) 1 - ¡r 1 
¡r ,.... . 
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De nuest.ra suposición t.enemos que ICCx::>I :S lrl'~ y del hecho 

zcr) - n ce x::>. obt.enemos 1zcr::> 1 :S 1c;:ex::> 1 :S 1r , • .., 
x e r 

1 :S 1 - .....!..... 
ir Ir 

y 

CONTAADJ:CCJ:ON"' 

.·. 3 t!I E cr - zcr::>) t.al que 1cet1::> 1 > tr I'" ... 

Como ce ef) y CCx) son subgrupos de r. V X E r. t.enemos: 

2!: 1 ce,,, ' Ice x) 1 y de 1 a par t.e c::O del Lema: 
1r 

.. ICCtf) n CCx) 1 2!: '~t,r'x2..I 2!: 1~~11r1""'"'
4 

tr l'"'" Ir r'"'"'"' = ir¡••->•:.. 
¡r 1 

• . ICC ~=J n C( X) 1 > 1r 1••->r>..., • para alguna ti E (r - :ZC:r>) Y 
fCCtr:> f > frj' .... 
Para demost.rar r.), sea LCr::> el número de clases dist.int.as d• r que 
saUs.fact!!'n IC x] 1ª < frl. 
Ent.onces (kCr) - LCr)) clases sat.isfacen ll x] Iª 2!: ir¡. 
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CUBIE•TA• CON suaaauPOS ABELIANOIS 

CLASElll 

DU!ilTINTAS 

Por lo·t.ant.o usando la demostración en a). Cpag. '71> se t.iene: 

Jr1c1ccr) - Lcr)) s ~ 
DISTINTAS 

.·. 1ccr> - LCr> s aer:> .·.1ccr> - aer:> s Lcr>. 

0e1 Lema 3b>. t.enemos que si 1 r xJ 1 ?: 1r Ir. para t.oc1a c1as• no 
central [ x] , ent.onces OIC r) ?: [ ¡r f'"J • esto es: OIC r::> ?: m~n lf x] f · 

,, .:;: Ztr' 

Para deducir esto, supóngase que: llx] 1 ?: 1r1r. V X e r - zcr). 

Como se tiene: 

• 1r¡r·• 
--· > 

.·.1ccx> 1 lo cual muest.ra 
fCC>c) 1-

i nc.ompa t.i bi l i dad con a:> , . • no se cumple aC r> 
oti.T) > frfr ·- 1, o bien acr.> ?: [ frlri. 

.·. ()((" r> ?: mi.n U xJ I· 
,. E zcr> 

Si tomamos r = L arriba, el Le .. 3 e>. da acr.> ~ kCr> - zcr:>. 
a 

sino 

J.:. este mismo Lema. sabemos que LCr:> = kCr:> - aCr:> de las distin-
tas clases de conjugación satisf'acen UxJ 1 < tri'"'ª• o bien 
LCr> ~ 1ccr::> - aer::> y acr:> ?: Jccr::> - LCr:>. y como LCr:> son los ele
ment.os centrales. LCr> = f:Z-:r:>f. 

.·. acr> ?: 1ccr:> 1:zcr> I · 
Ir! - l?.CDJ.:;-si 

Je r:> - ¡zc 
que: Pero en tales grupos, ver [ 9] 1rr• :S 

JcCr) - IZCr:> 1 < 1r1 .... 
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CUBJ:EaTAS CON SUBORUPOS ABl:LSANOll 

Por lo t.ant.o el Le ... 3c). no proporciona una cot.a inf'erior para 
a<:r)• si r = !_. 

2 

Trabajaremos ahora con .. tJr'U.pos que con.t ien.en un. sub11rupo propio H 
cerrado bajo central. i:zadores... est.o es V x e H - {e.. cex) S H. 
Algunos ejemplos de est.a sit.uación son t..odos los grupos simples 
PSLC2. p~. PSLC2, 2) y et.ros PSL. El grupo Ss es un ejemplo de una 
sit.uaci6n asi. En est.e caso. el cent..raJ.izador de la permut.ación 
e1,3.2) es un subgrupo cerrado bajo cent..ralizadores. 

·rma. •· Sea r un grupo que cont..iene un subgrupo propio H t..al que 
V x E H - {e}, CrCx) S H: Ent.onces a.er) ~ [ 1r 1'4 1 , donde C rl deng 
t..a J.a f'unción máximo ent.ero menor o igual. que r. 

Dena. <Por cont..radicción). 

Supongamos a.e rl < e 1 r l '4 1 .. a.e r) ::$ 1 r , ..... - 1 . 

Hagamos r = !. en el Lema 3. 
3 

De b) t.enemos: 3 tJ E 1 - ZC r) t.al que 1 Ce¡$) l > 1 r 1 •-•4
-ov.t • y: 

1 ce x) n ce tJ) 1 > 1 r 1 º = 1 • v x e r. 

Se most.rar• que est..o cont..radice nuest.ra hip6t..esis sobre el subgry 
po H. 

1. Sea ti e H - {e}. y, x e H. 

Si y e H - {•} obt.enemós y e CCx), pues si y e cexl .. yx = xy. 
Por lo t.ant..o x e CCy) s H . 

•• X E H. 
CONTRADJ:CCJ:ONH 

Si y E r - H ent..onces y e CCtJ). 

2. Supongamos tJ e H, y. x e H - {e}. 

Si Y E (1 - H) obt..enemos: y e CC X) , 

ce X) e: H, t..endr 1 amos: y e H. 
pues s:i y E CCx). como 

CONTRADJ:CCJ:ONH 
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CU81EMTA1ir CON SU•oaUPO• A•S:LllANO• 

s• t.ien• la conclusión del Teorema. 

Coro1ar~o 5. Sea p un primo que divide el orden del grupo r, donde 
r no es abeliano. Si exist..e X E r t.al que ICC.x) 1 = p ent..onces 
aer> <? e tr l'"'l . 
o. .. 

Sea r un grupo no abeliano. frf = np. 

Supe>ngamos que 3 X E r t..al que 1 ce x-;, 1 p. 

Entonces CCx) = H es un subgrupo propio ab&liano Cpues su orden es 
primo). 

Entonces V y E ce XJ - fe>. ce y) s ce x). 

F.:ntonc:es OiCr:> ~ [ fr I'~] por el Taa. 4. 

Not.a. 

Isaacs en ff3J ha demost.rado que el Corolario 5 ~iene una damos
t..ración directa de la T~ria de Grupos. A cont.inuación se incluye 
1 ó1!1. prueba. 

o. .. 

Sea P s <x>, •l subgrupo cíclico de orden p generado por.x. 

Como P = Cr(P), Pes un p-subgrupo de Sylow, i.. •· pª ..f' lf'I. 
P s P' con P' p-subgrupo de Sylo~ de r. Ahora para. un P""'."subgr•.1po 
ZCP') ;,e e. 

•• ZCP') e NCx') = <x> . 

•• X E ZCP') .·. P' e: NCx), una cont..radiccióri • 

•. P es un p-subgrupo de Sylow de r. 

También NrCP:>/CrCF.> es isomurt"o e un subgrupo del grupo de .aut.omoc.. 
~ismos de P, un grupo cíclico de orden p - 1. 

Enlences fr 1 -= .p[ r: N) [ N: PJ = pma, donde IR = ( r: N] y • IP - 1. 
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C:UB•ERTAS CON suaa•UPOll A•ELIANOS 

Como c•Jalquier colección de m. element.os dist.int..os de la ident.idad. 
elegidos cada uno de los ir• conjugados de P, son parejas que no con 
mut.an. t.enemos cxCr) ~ IR. 

Si el Teorema ruera f'al so, ent.onces .rcr:> < ir I • asi que ,.~ < Ir I • 
m• < P4I' < ~. y, m < p. 

Por Sylow m !!! 1 Cmod p>. as.1 que m = 1, y, p < Plfl> • ir 1 < ~

Talllbi~ P es un subgrupo normal de r con r/P = NrCF>/P. un grupo 
e1clico. 

Sea q un número primo. qfe, y supongamos que Q es un subgrupo de r 
con IQI • q. 

Si x E P, y, x·•ax = Q ent.onces V y E Q, Cx.-•y·'x:>y • Q, y 
x'C y"'xy> e P. ya que P es normal . 

Por t.ant.o x·•y·•.xy e P n Q = 4•} o y E. CCx:>, lo que cont.radiee que 
CCP:> = P. 

Por lo t.ant.o p .t' INrCQ) I • as.1 q•.Je p f [ f': NrCQ)] , y Q t.i•n• al me
nos p conjugados, digamos Qa, Qz, •.• , Qp, con Qi. = <XL). Si ningún 
par Xi., xj conmut.a, ent..onces aC r) <!: p > 1 r I'"". 
Si xt y xj conmut.an, ent.onces: 

H "" (X\, xj> es abeliano, pero como xi. e <xj>, H no es ciclico de 
orden q•. 

Como H n P = 4e}, H ~ HP/P so r/P, que es ciclico. 

Lo cual es una cont.radicción. 

En 1976 Erd& propuso el problema de encont.rar una eot.a super.1 or 
pa.ra aer> en t.érminos de aer:>, donde el úl t.lmo es fini t.o. Isaacs 
en r l demuest.ra el siguient.e: 

T ... 8. De:finimos una :función f'Cn.) induct.ivament.e como f'Cl) • 1 Y 

f"Cn:> = n + (;)f'Cn - 1). Si cxCr:> < CD, ent..onces aCf'::> S f'(oiCr:>); en 

part.icular aCr:> ( CD. 
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CUBJEA'l'A• CON lllUBORUPOS A81ELIANDS 

Si x. y e r. y. xy ;11t yx. y et. cz •...• c11 e ce x:> n ce y:> ent.onces 
dos.de los elem&ntos: x. cay. c2y •...• Cif'Y deben conmutar. 

Pues aqu1 hay C(1 + 1::> element.os y no pueden f'orma.r un conjunt.o in
dependi ent.e. 

Como x no conmut.a con ninguno de los cjy. (xcjy = cjyx 
.. cjxy 
por lo 
ment.os 

= c;yx f P). ent.onces dos de los (llt.i111C>s deben conmut.ar y 
t.ant.o dos de los ci. deben conmut.ar epu~s se eligieron (1 elt 
de CCx:> n CCy::> que no Corman un conjunto independient.e). 

O. aqu1 Ol(CCx) n CCy)) < aer::>, si xy - yx. 

Sean ahora xa. xz ••..• 
sea Bjk = ce xj) n ce x1c::> • 

~fl elementos que por 
con j '111- le. 

parejas no conmut.an y 

Ent.onces CICBjk) < ocCr:> • asi que haciendo inducción sobre a (y usan 
do el hecho de que f' es monótona), concl uJ. nios que Bjk es la unJ ón 
de a los más f'Ca - 1) subgrupos abelianos. 

S8a ahora AJ = C:C,xj) - U B11c. 

Como r = U Cexj) 
tSjSif' 

le :11! 

u 
j,k 

U Bik. una v.;,z qc.ie demost.renJOs 

que cada <Ai> es abeliano. habremos demosl..rado que: 

aCr) < (1 + (:)rc(1 - 1::> = f(acr;>). 

Para demost.rar que cada <.Aj) es abeliano. sean "U, v E Aj. Ent.onces 
x1, .xz, xj-1, u. .xj+1, Xfl son {$ element.os que no 
conmut.an por parejas. asi que v debe conmut.ar· r.:on alguno de ello:;;;. 
Por t.ant.o v conmut.a con 'U y <Aj> es abel i ano. 

Isaacs t.ambién deduce que acr::> = 2n + 1 si r es ext.r• esP.cial de 
orden a~fl. y acr::> ~a" + 1. Ent.onces, aún cuando el Teorema arr~ 
ba 111uest.ra que: acr::> < f'(acr::>) < (Q!Cr) ,, •• exist.eo r para 'íitl cual 

aCr') > c"'<r>. con e > 1. una const.ant.e. 
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•U•oow.•UN'l"o.I ......... DIC •UNA•. 

SECCION c. Svbconjunt..os lJbreos de sumas. 

En est.a sección. supondremos que res un grupr:> abeliano .finib~. Un 
subc.::onjunt..o S e r es llamado "libre de sumas" si cada V97. q•1• 
x. y e s. ent.onces " + v e S. 

S + S = C X + 11 : "• lJ E S)-. 
S ·- S s& def' .i ne de manera . anál oga. 

Una de.f i ni cJ ón ftqlri val '51'nt.e a la de arriba es: 
:si y sólo si la ecuación x + y - a == O no 
""• 1'• ~ E $. 

LEMA 1. Ses libre de sumas si y sólo si 

s n es + s:> = a s n es - S:> 

o.e--
+>. Si s n es + so -. 0. s- 11 e s n es + s:> . 

S es J. i J.::>re de sumas 
t.i ene solución c•:>n 

.., v E S y y E C S + S) • .•. S no es 1 i bre de sumas • 

..::> •. Sean x, v E S. Supi:ingamos x· + 
Ent..r.:inces :x + .Y = s:1 •. •• :>r = s:1 ·- ~'· 

y E S, .·. X ¡. .Y 'fi! S + S. 
••. X ES - S, 

CONTRAD.ICC.ION JI 

Un subconjunto Ser libre de s•.Jmas es llamado localm&nt..e mxlmo o 
r .. ::o &xt.eJ)dlble. si cada vez que T sea un subconjunt.o lJ.bre de SUllliiLS 

de r y S S T, .;¡pnt .. e>nc&s S = T. l1r1 conjur.t.o S con est.a pr.opi&d;,,,j o;s 
llamado máximo si S ta.mbi én t.J.en"" la cardi nalJda.d más grande enl.1·e 
t.Qlios Jos subconjunt..os libres de sumas de r. 

Loso conjunt.os: libres do;p sumas lr.ic.¡;iilment.e máximos han sida esl-•.Jo..iim. 
dos en dist..int..os conlext.os. pero principalment.e por su relación 
eon los números de Ramsey RJce3. e>. En est.a sección consideraremos 
a RkC3. ;?:; como el mln.imo entero posit.ivo t.al que cualquier color~ 
ci ón C con lt col ores:> de las ar 1 s las de una gr áf" i ca ccm1pl et.a cor• 
RkC 3, l!rJ vért..lc:es resul tJa t.en"'r al menos un t.riángulo monocro1nál.i -
co. 

A continuación se ejemplitica el uso de los subconjuntos libr..s d9 
sumas para •st.imar algunos nómeros de Ramsey. Todas las aplicar.io
nes son similares a est..a ejemplo en el sentido de que dependen de 
part.ir un conjunt..o de ent..eros posi t.i vos. en subconjuntos libres de 
s•.1111as ajenos por pares. 
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SUBCON.IUNTO:> Lllllltli:S l•IE l!IUlllAS. 

Sea r -= Z5 Jos entffros módulo !5. Supongamos qu~ pa.rtimos los ele
.-nt.os no cero de f" er1 dos conjunt..os ajenos libres de sumas 
S. = {1 4)- y Sil! {2. 3} y asignamos al conj unt.o Sro e1 color en 
para n = 1. 2. Sea ahora JCs la grát'ica complet..a con 5 vért..ices 4.IO, 

4.lt, 4.IZ, 418, y "' y coloremos la arist..a de 41¡ a 4'j de color en si 
l-J E Sn. Como Sn = -Sn, est.o lnduce una coloración bien def'inida. 
d• las arist..as de la gráf'ica. Sean vp, 4.lq y 4.lr t..res v4"rt..ices 
cualesquiera de IC5 y consideremos el t..riángulo con est.os vért.ices. 
Supongamos queo dos d~ sus ar.i st.as, digamos {vp, ved· y {uq, «1r} 
t.ienen color r.n. F.st.o signif'ica que p-q, q-r E Sri. PeJ"O como Sn es 
lJ.bre de soumas, t.enemos que p-r Cp-q) +- C·1-r> 411 Sn a.si que la 
arist.a {vp, •~r> 'lil!l'ne color dist,inl~o y no puo;.da ser quo;o IC5 t.enga 
vn t..ríángulo monocromático. 

Est..o muestra que RaC3, 2':> > 5. 

Ahora probaremos que RzC3, 2) ~ 6. 

Supongamos que coloreamos las aristas de ICd con dos col ores , diga·· 
mos rojo y_azul. Consideremos el vért.ice "tn. 

Al menos t..res deo las ar.lst..as inc.ldent..as con va deben estar colore9, 
das· cor. el mi l'i:mo color. Supongamos que las ar is t..as {vs • . uz>. 
-tu•. v•} y {vt, ""'> son rojas. Si cualquiera de las arist.a~ que 
une dos de los 'Vlllort.ices vz, va, v• es roja, t..enelJIOS un t.ri6ngulo 
rojo. Si ninguna de est.as arist.as es roja, t.odas deban ser azules 
y t.•nemos un t..ri~ngulo azul. As! que RzC3. 2) = e. 

En part.icular se sabe rttJ que si ol conjunt.o r•, de los elemont.os 
no cero, pueden po;ort..irse qn k c:onjunt.os lib1·~s de sumas. ent.onc:es 
1.1na k-colora.c;ión, libra de t..riángulos de la gráf'ic.it c::ompl•t.;;. e11 

¡r 1 v•rt..ices es posible. y t,odo <::onjunt,o libre de sumas 1.1.ene 
•:ardinalida.d menor a Ri.:-a. Además, véasE> [9J, t.oda parl . .ic:.ión libre 
de sumas de r"' puedieo s1.1mer9.i r se r;.n al menos una cubi er ta. de r"' poi· 
conjunt.os libreos de. sumas Loc:alrnent;.e máximos, y do;, nuevo las e.ar·· 
di nal i dade-s <ie és t.os menor es que R1c-a. 

Por t.ant.o es de gran int.erés encc:>nt..rar la cardinalidad núnima de 
los conjunt.os ·libres de sumas loc:alment.e rruiximos en un grup<> r . 
.. sí como t.ambie!on caract.er.izar t..oclcos los subconjuntos libres de su·
llli'lS 1 oc:: al ment,e llláxi mos. 

LEMA 2. Sean A S: r, B S r con r un grupo. 
Ent.onces r = A +- B = {a -+· b / a e A, b e B} o f r f ~ fA f ? IB f. 
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:SUBCONJUNT"'"' LIBRES l>E SUMAS. 

[)e.a. Si r ,.t. A + B. elegimos e e r - {A + Bt-. 

·-Sea B' ::. {6 ·- b / b e B}- = {6t- - B, asi que f B • = IBI- B' sr. 

Supongamos que A rt a• /lit. 0 
a = 6 - b o 6 = a + b, lo 
A n 8·' = e. de donde: 

enl:.onces 
cual es 

3 a e A f"'I 9 • y de aquí 
una cont.radicc!ón. A~I qu• 

T-. 3. Se-a r un grupo rinJ. t.o y sea S un con.Junt.o 1Di1ximo libre de 
:!=;1.Jmas en r. Ent.onces ISI ~ !.lrl. 

2 

De-. Por el Lema ant.erior r = S + S o Ir 1 ~ ISI + ISI, como s. 
libre de sumas, rr1 ~ o:qs1 y de aqui 1s s !.lr1. 

a 

es 

El siguient.e t.eorema se ref'J.ere a cot.as inf'<B>riores de la cardinal!., 
dad. de cualquier conjunt.o libre de sumas localment.e máximo, Rn t.éoi;:_ 
minos d• 1r1. 

LEMA .... Denot.emos: por !..S = {X E r / ax & SJ-. 
a 

Si S es 1 i bre de sumas, ent.onces !.S es 1 i bre de sumas. 
a 

Sean ::ir:;, » e !,S. 
a 

i>1:, v • !.S • 2x e S. 2)1 e S 
a 

P. d. X + 1' fl! !.S. 
a 

Como S es libre de sumas ax + 2y fl! S y como r es abeliano 

acx + 1i> fl! s. 

C ::iic + Ji> e !.S 
a 

- 1'.. : .. - ~ . 

!_S es l lbre dti' sumas. 
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SUllCONJUNTOS Llllllltl!i DE SUMAS. 

Me-más. si· trt es impar entonces l!..SI 
a 

ISI. ver [ 24) . 

Si ¡rf es par entonces l!.SI s; t.frf ya que t.odo eonjunt.o Ubre 
a a 

de sumas en cualquier grupo t.iene cardjnalidad 
trf. como garant.iza el ·TMa. 3. También l!..SJ 

menor o igual que 
!.. fr f ocurre por 
2 a 

n-• 
ejemplo cuando S { 2 + 4i}- e Z•n 

·~ 

TEOREMA 6. Sea S un conjunto libre de sumas localmente máximo. 

Entonces 

De-. 

;.) r = s u es + so u es - s:> u !_S. 
a 

, ,. .. 
ú) Si Jrl es impar, entoncas IS! <!: !.. (C24Ir1 - 1ID 3). 

6 

i.i.i.) Si frl es par. entonces ISI ~ !.(C1a1r1 
6 

-· 23) 
',.. 

1). 

;..,,) Si IS+ SI :S clSf. ent.onces fSI ~tri /Ce'"+ e+ 2) 
cuando tri es impar y fSI ~ ¡rf/ZCcª+ e + 1) si tri es 
par. 

\.) . Supongamos X E r - {S u es + S) u es - S) ... Ent.onces . s u {::e} 
no es libre de sumas. pues si as·i f'uera, como Se:: S ·u {:l<J-, y S 
es l ocal mente máximo, t.enemos S = S u {* • 1 o que i mpl i e.a x E S. 

Por 1 o t,ant.o 2:;.; E S, x e s + s ó ex + S:> n S ""' B. 

Como Ses libre de sumas. la única posibilidad es 2x e S, 
es decir x & !_S. 

a 

Por 1 o t.ant.o r s u es + so u es -- S:> u !_S. 
a 
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Pa1·a U) y UD ut.ilizamos el hecho de que para t.odo subconjunt.o 
s, 

¡s .. si :!> [':'] + tsl y 1s - s¡ s; 1 + z (':'l 
Paró' obt.eraar amba:;; cot.a.s • considé1-ese 1 a f'c•1· me.. de los el ement.os ari 
c-:ada conjunt.o. 

Est..a est.imaci6n junt.o con O y n~1t:>sl..ra not.a sobre ll.Si. muesf..ra 
2 

que si 1 r ' es impar: 

P<'lra probar w). ~1samos un 
conjunt.o arbl t_rario A S r. si 

resul t.itdo 
IA + Al $ 

+ 1. mient.ras que 

de Ru?::sa C t 81. 
e 1 A¡ , ent.onc:es: 

Para 

f .• c1ls c.ot.~s inf.;or.ior.;;.s en IS! se si«J•Jen en cadc• c::aso como ;;.rriba. 

H01"5. 

si 

un 

En 11ue$t.ro ejemplo, S : ~a, 6 ••.. , 4n-2} s Z•n, el 
d•il' sumas 1 S t.anibi én sa~.i sf'ace l!.S 1 a IS I · 

conj1.mt.o liba·e 

2 a 

F.xist.e una amplia evidencia de que u_s1 :S BlSI es cier\..o si s es 
2 

un conjunt.o libre de sumas localment.e máximo. E~\..a af'irmación no 
es: cier\..a para cualquier subconjunl..o libre de sumas, p1.Jus 
S = tea, 0), ca, 2). (2, 3)} en ;z. $ z, asi lo C:omprueba. 

En est.e ejempl º• S u -(C2, 1)} es libre de sumas y ll.SI == 8. 
2 

l 1.S l = iC 1 , 2) , C 1 • 0) , 
2 

c1. 1::>, c1. 3). 

C3. a)} y a¡s¡ = e. 
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SU8CON~UNTOS L••••• ns RUMAS. 

SJ l!.SI :$ a1s1 iaos cierto. S9 p1.1ede modi.f"icar la col.a inT6'rior p.a-
2 

ra ISI en el t.eorema 4-ü). 

Si 1r1 es par, ISI ~ !. (C24lrf -+ D'.-a- 5). 
f::, 

r '"" s u e: s + S:> u es - s;, u i..s. 
a 

1r¡ 'S fSI + fS + Sf + fS - Sf + l!..SI pero 
a 

y 

tri s l~:t ~ (':') + fSI + 1 + e (':') + 21s1 

21r1 s 3fSI" ... s1s1 + 2 

ª-frl +_J; s (1s1 + s.;s)"· 
3 ~ 

Con la misma hipót.esis de lrl par. el t.eorema ivJ queda: 

e* +e + 3 



~U•CON.JUNTOS LIBltlt:S DE SUMA.'V. 

1s1 + ¡s + s¡ + is - si + I!. si s 
~: 

F.n ft9, p. Zí?.61 se menciona que 'Si !_Cn + 2) '$ h S !.Cn + 2); EOxi,.;t.• 
s 3 

ent.one•s un conjunt.o libre de sumas localment.e máximo en Zn d• coat... 
din•l idad h, just.ament.e -(h. h + 1 ••..• ah - :l .•• 

A est.e resultado, 
r;;onj unt.o -(2k + 1 , 
libre de sumas 
!.lrl ... a. 
11 

Bert.ram en 

2k + ª· .. 
loealment.e 

[ 3] ª"ade que en Zuk+Z, k i mpar • el 
3k, 4k + l • 6Jc + J > es un eonjunt.o 
máximo de cardinalidad nMPnor qu-.: 

Para mot.i var las aplicaciones: riel número de "4>rt .. ices independi A>n-' 
t.-.;.-;:, r.::ons.idere-mos un grt.1po abaliano r de ord€"n divisihl.;. r..or 3, 
tri = ~k. y H un subgrupo.dt!P inc:lir.'3' 3 en r. IHI "'k. 

Do;- l1::i an\.eri.;.r· r 
:3<1 ...._. H. 

H •.J e H + a::> 1....r e H + 2<l.) , r:londe. n y Za. e H. p"!'ro· 

E::nt..onces S = H + ,i. es un conjunt.o li.bre de sumas localmente má:dmo 
'8'f> r' y;. qu ... : 

s ri es + s::> = e H ·~ a) n e H + .::a:> = 0. 

s n es - s.:> = en + a.:> r"I H = 0. 

Ad~wnás IS ·- sf + ¡s u 

= IHI + 2IHI - 3 = 3IHI - 3 

3 "' IH 1 + ICH + ª' u CH ... 2W 1 - 3 = 



s•••cc~N .. n.fN'l'f')S t ... •••Fs DE SUMAS. 

Tf:wl';MA fii .. S..-a S •Jn o:onjun't.o libro;• de sum"'"' loc.almP.nl"' m~ud111c• en 
•.In \Jr •.•pr> abe) .i "'"º r. 

r-;ntonr:es IS - ~I + IS u -SI -- 3 ~1r1n. ¡s - s1·'::1; y la 
rJ~d S9 r.umpJ,... S.l y sólo si CS - S..I E-S 1.1n subgr11po de r con 
:3 •n r y S e-;.- una e 1 asao l at.er al d..,,. S ·- S. 

igual
J ntJic,... 

Con el ejemplo arri b.a, most.ramos 4u.,, s.i S es una clase lat.e1·dl ni:· 
t.rjv.i.al de UO ~Ubgropo .Ja indice- 3 e-n r, S& da la igualdad. 

Para d•ll'k~slrar la 
1 oc~l 1119nt.e máxi. mo 

l mpl i caci ón, 
en r. 

S un r:~CJnjunt.o Ji br"'" de- su"""s 

,::..;¡ u. ~ .... : :=ir.a- es 
r. con ::a. - "'J • s 
~ la siguiente 

cual quier 
s. ~ ~ j, 

c<:>nj unt<:> de F.>l E"~r.t.os d.i st.i nt.os de 
.1 ~ •; ~ r, en prime-r lugar t.ene-

AFJRMACION. 

r ~ 1r1 - IS - SI - IS u -SI + 3. 

Consi.d•r•mos el r-eonjunt.o: y& = o, ¡,v = :ta 

¡il = ~ ~.. . . Como í ~ j • t..enemos 
sol 1unent.e ~ per t.enace a S - S. 

Tambi ~ a 1 e- más una de 1 as ~, i ?.: 2 per t.enece a -s. 

Como S es libre deo sumas. CS - s:> n es u -S) O y por 1 o t.ant.o: 

r + e 1 s - s 1 - 1 :> + e 1 s u -s 1 - a:> ~ 1r1 , de donde: · 

r s tri - IS - SI - IS u -SI + 3. 

Sea ahora S cualquier subconjunt.o de un grupo abelian.:. r, lrl "' n. 
r = <11t. ga •••. , gn>. Deof'inf mos una gráf'ica Gr sobre l QS ~len19nt.c..-.s 

d• r en la que dos v&rt.ices gi, 9J son adyaeent.es si y sólo si 
flL -· gj E S - S. 

Para cada ~ E r. hay IS - SI - 1 
,,. - 11i• es - SJ. 

·_·,, 

~f.,,·_:. _ _¿.·, /.,.;'{<-•. : .. ~·· 

t.ales ql.1e 
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Por· 1 o t..ant.o Gr es una grla.f.ica regid ar, pues 
val(gi.) = IS - Sf - 1, para t.oclo g.., y Gr t-.iene n CfS - SI ·· 1') 

2 
arist.as. 

0.1 Corolario :II. 11 sabemos que c:.:ualq1Jier conjunt.o independient..• 
d• cardinalidad IM;xlina OICGr), SQl.i$racP.: 

s::on igualdad -s.i y sólo si Gr es una unión dEl> '-'lanes ajenos, c.::.;;,;d-. 
11110 de car di nal .1 dad IS -· SI • ya que Gr .s r.-gul ar. 

Un conjunt..o .i r1d•p.ndient.• en Or es un conJunt.o S dtit elemer.t.os 
dist.int.os (JL, ya, .•. , fJr• que sat.is.face gi. - 9j ~ S -· S si i ,. j. 

Cuando S •s libreo d• sumas, vimos .an l;o, primera pcrt.e que: 

r ~ Jrl - fs - SI - ¡s u -SI + 3. 

Por 1 o t ;;,nl.o::.o: 

ICI ~ o<:Gr) ~ tri - 1.s - si - ¡s u -sf ... 3. 
IS - SI 

Y )a desigu.a.ldad ha s.ido dernost.rada. 

Además frl - IS - SI - fS u -SI ~ ~ = 1r1 si y sólo si: 
IS - SI 

Gr tf9S la Ut'\fón de clanes ajenos, cada r.zno de cardinalidad fS - Sf. 

Cuando t.enemos la igualdad, los rni smos elemento,,;: de es - S> f'orJnan 
t1n c::lan, ya que cada eleo,_nt.o d• es - S) - CO> es adyac•nt.e .a O. 
Por lo t.ant.o S - S es un subgrupo. y¿¡ que aol primero es cerr.l.do 
baj~ diFeroncias. 



AFrRMACIOH. 

S ~s un el arl de <:.:.r. deo donde y S 13'5 •.Jna el as.,;a. 
l at..os.r.al t: no t.r i vi -"ill) do;. S - S. 

·-·· F:n prillll!Pr lu9ar r.ot .. a-111«..">;;: •.¡ue cad~. pctreja d& alement..os de S &s ~dya
ctPnt..• en Gr, ex. y •S ... x - y € S - S por def'iniciónJ. 

Ca. - S) u CS - u:> ~ S - S. Ent.onces: 

i.) aa. • S, pues dlil' ot.ra manera. ex.i.st.iria !'> e S t.al 
~ a. • s o. e S -S, c::ont..radi el endo el hechu de 
8) eoment.c. d~ C S - S) es ~dyacent.e a algún el ement.o que 
s _,s. 

qu~ ?.o = ll; 

que ningun 
no e;;¡t.~ on 

b) a. t5 S + S. De no $&r asi, exist.irian s:t. sz E S t..ales que 
s:t "" a. sz E S S lo que cont.radice la hipót..esis sobre S 
rtPt'•rent e a ser 1 i bre de sumas. 

Ya qu• a. « S - S .. Ca. .... S> n S = 0, lo que junt.o con i::> y .,::> im
plican que Su {4* t..ambién es libre de su1nai;. cont.radiciendo nues
t.ra SUpo1;1 ci On de q•.Je S .¡¡os local ment.e máxl rno. Por 1 o t.ant..o S ""s un 
clan de Gr. 

Clarament.e S es una clase lat.eral d9 S - S, ya que dos elem<,tnt.o-;; 
de r &s:t.~n en la mis~ clase lat.eral mCX:tulo un subgrupo si y sól •'.> 

si .iu dif'erencia oeost.A o;:.n ese subgrupo. 

Por últ.imo. -S t.arnbién es una clase lat.eral de S - S. 

. . s =- -s o s n -s = e. 

Si S • -s 
ent.onc•s fsf • 

y 
IS 

fS - Sf + fS u -s1 -
sf Jmplica ISI (2 s¡ 

3 = e 1r1c1 - Is - s 1 
;:;.) = r 1e 1s - n. 

'.) ,. 

Pero fSf ·· 1 eos primo relat.lvo con fSI y 2fSf - 3. 
1s1 - a = trf. una cont.r-adicción. Asi que s r1 e-ro 
igualdad implica: 
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as.1 que 
e y la 



"'U9r.ONJl.INTQS l.181tli:S DIL SUNAl:i. 

1 F'or- •jo:;,mpl o ll!Pn r ., 2°d, y el i qi .,..ndo S como S = f3, 2•, S - S re-
s:ul la ser S - S = f1 , O, 5>. En este caso la grtaf'ica "'soclada Gr 
r-1111 t.a SE>r: 

a 

.. • 

En .st.• caso es - s:> •s un subgrupo de .lnclice 2 . 

. ·. se t-i en• IS 
.·. s + 3 - 3 :s ec 1 - 1 /3) = ec a/3:> = 4 

a. En esLe o~ro ejemplo con •l .mismo grupo, ~omamos S = f3, O>. En 
-~· c:aso S - S '"" {O, 3)-. Asi que la gr-'.f'ica asociada ~: 

º~ .• 
s•a~~~~~~~~~~~_,,,..,....,~~~~~~~~~~ .. o a 

• • 

1 ~ 3. 

CS - S) es un subgrupo d• indice 3 pero S no es una clase lat.eral 
.-. es - S>. 



0 
V 
El ... 
cz..,· -a 
cz • A 

J:I 
Zn 
4) 

e 
nZ 
CCct:> 
zcr> 

A n 
A u 
s... 
Dn 
(xi 
LaJ 
A = 
~ 

B 
B 

B 

[ r: H] 

<a> 
An 

n" ri. , .. .,. 
r~ ... 

V(G) 

ECG:> 
('S) 

Cn 
valC,_,) 
G" 
IC:n 
Km,n 
aCG) 
RC/tt, D 
;t:CG::> 

Si.m.botoaia.. 

Conjunt..o vacio. 
Para t..odo 
Exist.P 

9SM80LOO.IA. 

Elemento ident..idad d• un grupo r 
Inverso mult.iplLcat.ivo de a en el grupo r 
a pi9rt.enece a A. a es element.o de A 
Cardinalidad de A 
El conjunt.o de números r-les 
(O, 1., ···• n - 1)- módulo n 
El conjunt.o de números racionales 
El conjunt.o de números complejos 
El conj unt..o de l. o:¡¡ múl t.i pl. os de n. 
El cent.ralizador de a, {x e r / X"'- ax} 

n cea:> 
o. e r 

{x / X e A y X E 8}
{x / x e A o x e 8}-
Grupo de permut..aciones d• un eonjunt.o A 
Grupo diédrico de orden an 
{a.xa:-' / a e r}-
Clase d9 equivalencia mod H Csubgrupo de r:>. 
{b e r / ab-1 E H}-
A es equlvalent.e a B 
Nú1118ro de clases de equivalencia mocl un subgrupo 9n 

·Un grupo r 
Indice del subgrupo H en el gru?o r. Número de cla
ses lat~erales del subgrupo H en r 
Subgrupo ciclico generado por a e r. {cz"/ n e ;e?>. 
Grupo alt.ernanLe en n simbolos. Permutaciones Pa.res 
del grup~ de permut.acionos en n simbolos 
Product..o direct.o de los grupos rL 

Suma dir9Cl.~ d&t los grupos r· 

El c<..:>njl.1nt.o de véort.ices de la gráf 1 ca G 
E.l conjunt.o de arist.as de la gráf'ica G 
La subgr·áfic.;a inducida por S 
El cicle:• con n vér\.ices 
El grado, valencia.. d~l vért.ice u an la gráf'.lca G 
La (Jráfica coinplement.o da G 
La gráfica complet..a con n vert.ices 
La gráf'ica bipart.it..a con mn arisl;;¡_s 
El número de inder-ndencia de la gráf'ica G 
El nt.imer 1;, de Ramsay 
El núll\&r e> cromát..ico d,;o la grá;fica G 
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val-(v) 
.;:,-
C 1) .. CcO 

•1' - c;;n 
'lJ(G) 

h ';;:, " 
p! 
'UICG::> 
~t'CG::> 
o.-.cr> 
... (J'"") 

krCAJ 
{PSl~Ca. q) .. 
A B 
S+S 
s - s 
RlfC3. 2.) 

A.SS B 
AcB 

SIMBOL.OOJA. 

El grado d!i>l vért.-ice u en la gráf'lca G - {vo .. 
La gráf'ica induc:ida por G - fuo• 
La propiedad 1 implica la propiedad CéD 
La propiedad 1 es aquivalent.& a l~ proplliKJad Caj 
El grupo de la gráfir.a G 
Los grupos A y A son .l.. somor f' oso 
1•2a;Cp - 1)p. p f'act.or ial 
El grupo de aristas de G 
El grupo inducido de aristas de G 
L¡;,_ gráf .ica de color de Ca.ylqy asr..ciada al grupo r y 
al c.onj unt.o generador A 
Número da clases de conjugación en el grupo r 
Número dP. clases [a] en r. ~ ..,; ~ 
Grupo lineal asp.;.clal proyectivo 
·{x/xeAyxeBt-
{a + b ,.,. -:z 6 S y b .,; S}
{a -· b / a E S y b e S} 
Número de Ramsey 
{x / ax -= st-

·Por lo t.ant.o 
A es subconjunt.o impropio de B 
A es subconjunt.o prr.::>pl r:::• de B 
menor o igual que; mayor o igual que 
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