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INTAOOUCCION 

El prop6s\to de este trabajo es estudtar, en el marco de la Teorla dt 
gNPOS y del Algebra Homológlca, el g6nero de un !J'UPO nllpottnt• 
flntlamenle generadO, segün el •tlculo ·an the GefM¡ of Ntlpolenl Groups and 
Spaces" de Peter Hlllon, • y establecer algunas de sus propteádn. Deflntmos 
la noct6n de ~. tntroduc.lda por Gutdo Mtslln, utilizando la teorl1 de 
localtz1etorws en gNPOS nllPolentes de Pettr Htlton y Gutdo t11sltn. Asl, 
dlr.mos QUe dos ~ nllPotentes flnttamente 99'* ados N y l'1 pertwc:en 
al mismo gtnero si y s6lo si, para cada prtrno p, las locallzactones Np y Mp 
son isomorfas. concretamente, el genero G<N> de un !J'UPO nllpotente 
rtntt1mente oeneraoo N es el conJW1to de las clases ae tsomornsmo oe 
grupos nllPotentes r1n1tamente generados t1 con p-1oca1tzac1ones tal que 
Np 11 Mp pr.a tOdO prtmo p. 

En el Capitulo l. consideramos 1.1\ cierto !J'IPO ntlPolente N ftnttamente 
genet ado, deftnldo mtdtante la presentación 

donde p es prtmo, n,k ~ 1; u• 1 •crJ< tal que p no dlvtdt • e, excluyendo el 
caso excepctonal ae p•2, k• I que estudl.-emos en el capitulo st911tente. 

Otmostl .-emos que el gtnero de N, que es finito, .mtte IN 
estNct..-. dlt W'UPO ebtllano, donde le clase dlt tsomorflsmo dt N es el 
elemento neutro. Calcularemos el túnero dt elementos ·s· dt G(N), 
excluyendO P-2. n•I, en cuwro caso G<N> contiene sol.mente un eltmento. En 
los demis casos, s • rl'- 1 <p-1 )/2, excluyendo p•2, n•2; p•3, n-1; por ser 
cesos tl1Ytales donde s• I. 

Construiremos el género total N0 <· N), N 1 , ····Ms- 1; demostraremos 
que N1 genera el ~del género, y si 
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Mas aú\, Obtendremos una "Escalera de Eseher" de encajes normales tal 
que alda ~ cociente es clcl leo cie Orden 1 • donde t es semi primitivo 
~lo rl' Ces deetr, la mlnlma potencia q de 1Q tal que tq !! t 1 mOd rl' es 
Q • s>. 

Tambltn demOstraremos que 

Mtk •Nl V l,j 

donde.,¡:. es el producto directo de k coplas de N. 

En el C.ltulo ti dtscutt~os el caso excepcional cuando 

En el c.puulo UI presentaremos lMla construccl6n mn general de los 
~ Ho-N1····Hs-i desa'T'Ollada por Peter Hllton en su articulo 
"Non-ancetatton propertles ror certaln flnltetv presented ~oups·, que nos 
permlUri demostrar la propleoa<S siguiente: 

N1 JC e. NJ JC e V 1,J 

donde e es W\ ~libre clcllco. 

Tarnblfn menctonanmos la existencia de dlcutos precisos para 
determlnr el orden, ta estruc:t\ra y et elCPONhte del W\IDO gentrlco v asl 
ODtener el v•lor ae k tal que 

Nlk C1 Nl. 
P .. a terminar, construiremos espacios nllpotentes x1 que pertenecen• 

1.#\ mismo gtnero v que no son homotóptcamente equivalentes doS a dOS. 

Quiero •adecer al Dr. Emilio Lluls Puebla quien, adlmts ele llSHOl"S' 
este trajo, SUPO darme, dl.rante mis estudios tardlos, su confianza en los 
momentos de dudas y el Impulso necesario para seguir adelante, con 
paciencia y generosidad. 

1 
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HJN GENERO CICLICO. 

1-1 CQNSTRUCC!Clf DE \ti GBUf?O N!U?OTENIE FINITN'INIE GQIRAQQ CON 
S '"G9B> COtnJJADOR E !NITO 

Se• n, k, e enteros con k21, u• l •cr/-. dOnde p es un l'Unero primo que 
no dhllde a c. Sea N el ~ deflnldO mediante la siguiente presentación: 

n•k 
N • < 11, y; ~ • 1, Y"lflf-1 • xU > • 

l. 1 LEMA. El orden de u m6Ckllo p0•k es P". 
Nota: e11clulremos el caso p•2, k• 1 que se estudlari en el Capitulo 11. 
Demostracl6n. 

Tenemosque(t•crl'/t. 1 • ~ (pº) crrJ<r. 
r-1 r 

SI r- .,s, Os s s n, 

entonces p0-s divide a(~) pero p0-s• I no divide a(~). 
En efecto 

(~)· (~)-
rl'<rl'-1 ) ... <P"-0 ... (pll-pº• ' ) 

Luego Jl'-S dlvtde a (:,:) y pn-s• ' no divide a (:.). 

Por lo tanto pn-s•kap
5 
ff la máxima potencia de p que divide a ( p;) cf' rJ'-f'. 

Como k21, 121, p2J, <>sssn, entonces k( .,s_, > 2 s y n-s•k.,s 2 n•k. 
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De aht que pn•k divide a (prn '¡r pkr y, por lo tanto, 

( 1 •c:V< 'Pn = 1 (mod pn•k > • 

n-1 pn-I ( n-1) 
SllDemos que < 1 •csf 'P • 1 • ep"•k- 1 • I P r! J/'-r. 

r-2 r 
y s1 r • .,•, o s s s n-1 • entonces 

.,n-1-s divide a (":~)....., .,n-s no divide• (""; )-

fi ~ lo tanto, rl'- l-s•k.,s es la maxtma potencia de p que divide a 

\si',.-'¡ e! sP. LUf90 ~k divide a ~-J e! sP . r 2 2 . 

En efecto, n- l-s•kl()5 2 n•k ya que 
a> si s-0 entonces e122 
b) hemOS excluldO el caso p•2, k• I para el cual la deStgualdad serla 
ra1sa~s·1, a•I. 

De ahl se stp que O•cr/'--P'- 1 ~ 1. cpf'•k-l(mod pft4k) 

y ( l •cr/'-1"-1 no es CCJf9'Uenle con 1 mbdulo pn•k . 111 
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1.2 DEFINICION DE GRUPO NILPOTENTE. 

Consideremos la suces1on central descendente de un grupo cualquiera P 
-·e r 1• 1<P> e r 1<P> c .. e r 1<P> 

con r 1<P> •P y r1• 1<P> • (P, r1CP>J donde IP, r 1<P>J es el ~de P 

geneclldopor at>a-1b-1 con a E P y b E r 1CP>. Diremos que Pes nl//JOIMI" si 

r 1<P> •( 1) para al~ 1 suficientemente ~-

1.3 DEFINICION DE ACCION NILPOTENTE. sea A ~ grupo aDel1ano, Q un IJ"UPO 
arbitrarlo y w : o-> AUt <A> ooa acción de o sobre A denOlada por 
w<xXa> • x.a . 
Definimos la w -sucesión central descendente de A como la sucesión 

... i: r "','" 1<A> e r w 1<A> c. e r w 1<A>. donde r w 1<A> ·A v 

r w'. 1<A> • ~ generaoo por !x.a-a I •E a. a E r w1<A>. 1 > 1 l. 

Entonces diremos que O KIÜI nl/polt!fll~I~ sobre A SI r WJ(A) • ( 1) para 

•19N J suflclenttmente ~y que w es una KeldnnllpolMI•. 

1.4 DEFINICION DE PRODUCTO SEMIDIRECTO. lli gnJPO G es el /)ll"Odlt"IO 
#1111/tlÑ"«to de K por a , denotado por DC si G t lene ~ K y a tales que 

O K es nom~al en G 
11) KO • G 
llOKOQ•(I). 

1.5 PAOPOSICION. N es el prooucto semtdlrecto de Z/pn+k y C. 

Demostración. Sea Cpn el !rUPO clcllco que actúa SObre Z/pn•k con la 

..::cl6n daClm por (.a • ua donde ( genera a epn y z1pR•k • <a> . 

Por el Lema 1.1 esta acción esta bttn definida. Ademas. es necesariamente 
~ acctoo nllPOtente. En efecto, sea 

... e r"' t• 1 CZ/pn•k¡ e: r w •cz¡pn•k¡ c ... e: r w 1 CZ/pn•k> 

la w-sucesl6n central descendente de Z/pn•k, dOnde r w 1c z¡rf'•k). Z/pn•k. 
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r 11,t 1 (Z/pn•k) •~generado por ((a-a I ( € Cpº, a E r w1<Ztpn•k) 121 ) 

y w la acción de tpn sobre Z/pn•k tal que (.a • ua. 

SI w es l.S\a acción nllPotente, entonces r "'J (Zlpn•k> • (1 J para algooa J. 
~ J • pn• 1. Luego a • Pº y (.a-a • ua-a • KV' • cpn•k. Por lo 

n•I 
que r "'P <Zlpn•k > • ( 1 J y w es una KClón nllpotente. 
SI "8cemos actuar a e sObre Zlpn•k vla la proyección C---» Cpn 

entonces e actúa tamblft1 nllpotentemente. 
En 5e911oa oemostraremos que N es el proaucto sem1a1recto de upn•k y c. 

Primero definamos la ley mu1t1p11cat1va en N de la siguiente manera: 
<a.g)(a',g'> • <a•ga', gg'> a E Zlpn•k g E c. 

Es claro que dicha multtpllcaclón cumple las siguientes propleeladeS: 
O es asociativa pUtsto que 

. l<a; • 91 Xa2.g2>Jea3.g3l •<a 1 •g1a2.9192Xa3,g3> 

• <a 1 •9132• 91~J· 919:293> 

Cal •91 >l<~.92><a3.g3>l • <a, .g t ><~·~3.9293> 
• <a1•91ª2• 91!1~J· !11!1293> · 

tt) Existe un elemento neutro (0, 1 >.puesto que 

(a,g> (0, 1 > • (a,g) . 

UI) Existe un elemento Inverso (-g- 1 a, g- I ), pUtSto que 

(a,g> <-g-1 a, g· 1 > • <a-gg-1 a, gg-1 > •< 0, 1 >. 

Adlmis existe un monomortlsmo de c;J"UPOS 

1 : Z/pn•k >--> N oacso por 1 <a> • <a. 1 >. a E Zlpn•k . 

Tamblfn existen un eplmorflsmo ae grupos 
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p:N--»C dado por p(a,g) • g, a E Z/pn•k, g E C 

y tat homOmOrflsmo <le gnc>os 

s:C--> N aaoo w s<g> • <a.g>. o E c. tal que P5 • 'e. 
1 p 

Entonces Z/pn•k )-) N --» e 

es tila extensl6n esclíldltlle y z¡pn•k es normal en N. 

St tdentlflcamos a Z/pn•k como el subgr"Upo de N que consiste de tOdOS los 
elementos dt la forma <a. 1 >y a e como el ~de N que consiste de tOdOS 
los elementos de la forma <O.g>. tenemos CJ» <a.1 XO,g> •(a,g>. 
Luego N • z¡rf'•k C. 
Finalmente z1r!'•k n C• <o, 1 >. 
Por lo tenlo N es el prodUCto semldlrecto de z¡rf'•k y C; también es tat 9'\JPO 
nllpotente. 111 

1.6 PAOPOSICION. El S\bgr'\CIO conmutador de N es finito. 
k 

Demostractón. (N,NJ • yxy-lx-1• xu-1. xcp. 
k 

Luego IN,N) • < xi> > es flnlto . 111 

1.7 OBSERYACION. SI Indexamos la suc"lón central deSCendente por 
r 1<N> - N, r1.1<N> ·IN, r1(N)) 

y dertnlmos la clase de nllpotencla ·c· como el mtntmo Indice 1 tal que 
r1<N> • (IJ; entonces la clase de nllpotencta de N es el mlntmo entero J tal 

que J 2 (n/k)+ ' . 

En efecto, vxv-1.-1.c #) y si yxy-•x-•e r entoncesy>ey-llC-1.,. w.Pn+k. 
J 

Por lo teto, J > <n•k)/k es deelr J :t (n/k)• 1. /// 
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1-2 EL GENERO DE N. 

Sea P W'3 colecclóri <Se primos y P' la colección <ie primos complementarla. 
SI el entero n es un prOducto <ie primos en P'. Poi" abUso de lenguaje 
escribiremos n E P'. 

2.1 DEFINlCION. Se dice QUe un grupo G es P- local si f: G --->G dada por 
r: x ~ ,/' , x E G, es t>lyect tva para tOdo n E P' . 

2.2 DEFINlCION. Se Cltce que \#'! homomorfismo e: G --> Gp es una 
P-IDC6ll.r11CllYI si Gp es P-local. 

2.J DEFINICION. un nomorflsmo (je grupos f: G--> K es P-l~tlvo SI 
Ker f consiste de los elementos de P'-torslón. 

2.4 OEFINICION. un rwimomorflsmo de !J'IPOS f: G --> K es P-~/lw; 
si. dacia v E K, e><lste o E P' con yº E tm f; es decir, si coker f consiste de 
los elementos de P'-torstón. 

2.5 DEFINICION. un nomomorflsmo de ~ • : G --> K es P-/J/yt!Ct/llO o 
Wt P-lsomor,tsmo si es P-lnyectlvo y P-5'.t1f"3Yect1vo. 

2.6 DEFINlCION. El gMt!rrJ de oo {1'\JPO nllpotente N flnltamente getlel adO, 
denot.cto por G<N>. ts el conjunto de las clases de Isomorfismo de grupos 
nl1potentes l'1 rtnltamente genet ados, tale que Mp•Np. ps-a todo primo p E P. 

2. 7 PAOPOSICION. SI • es un P-automorrlsmo de N, entonces det • e I mod pº. 
Demostración. Ob~ese que cada elemento de N se puede e~ como 

.!'V. Clor* m y r son enteros. 
Consideremos el ~ corvnutador lw,z) • wzw-lz- 1. Por hlp6tesls, 

SlbemOsque yicy-1><-I • xU. Luego 

l><"V.vJ. <><"V>v<v-rx-m>y-1 • x"'yx-my-1 • x"'<v><-my-1> •. xm.-mu. 
>e"'-"" • ,¡ncp"- . 
l><"V.xJ • <.mvr>><ty-r><-m)><-1 • xmcyrl()l'-r)><-m><-1 • Kml<ur-K-m><-1• x\Í-1. 
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Sea ZN el centro de N: ZN • ( z E N 1 Z)( • )(l, \¡/ X E NI. 
Por lo antertor, tenemos Que )(myr E ZN si y sólo si: 

ll on•k divide a mpk, 1.e Pº <!tvl<Je a m y 
11) pn•k divide a u"-1, t.e pº dtvl<Je a r, por el Lema 1.1. 

De donde 'l!f'{ E ZN si y sólo si pn divide a m y pn dlYtde a r . 
n n 

Entonces ZN • <xP , yP > . 

~ constcleremos el s~ de torsión oe ZN 
TZN • ( z E ZN tal que 3 X •O, X E ZN tal que ><Z•O). 

Como ZN llene orden pn y N tiene orden pn•k entonces TZN tiene orden pk. 
Sea FZN • ( z EZN 1 z • w 0 para alguna w E ZN, con n • 1TZN1 1, el centro libre 

k 
de N. Luego DOdemOS escrlDlr: FZN • ( z E ZN; z • wP , w E ZN }, de donde 

n•k 
FZN • < yP >. 
Sean QN • N/FZN y aMab • (N/(N,N))/FZN. 

k 
Como lN,N) • <'ti' > entonces el exwnente ae ONati es pn•k. Recordemos que 

el 'JfllOfWJ'' ae G n el mlnlmo n E z tal que nG•O . 
De manera Cllte ~ • <x.y; pn•kx• o. pn•ky •o. cpkx .. o >, 

l.e QNab • <x.y; rJ<x •o, p0 •ky •O>. 
Estuc:u.-emos el semlg"\JPO de los P-automorflsmos de N. 

Sea• : N-> N un P-automorflsmo. Consideremos el siguiente dtag-ama: 

h 
z¡pn•k >--> N --» C 

¡ti Loe U 
9 

Z/pn•k>--> N --» e 

Como Ztr/'•k es libre de torsión, tt no ~ ser W\ P-automorflsmo; es un 
eutomorflsmo. 
Consldet emos B . Sea <x,y> E N, )( E Z/pn•k. y E c. Veamos que 1 es un 
P-eutomorf lsmo. 
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Sea yº E. C, n E. P'; como ges ~ecllva existe (x,y>° EN tal que 
fj..x,yf' • {' .Por otra parte oc es P-suPraVecllva, por lo que existe n e P' con 
<x,yf' E lm oc, <x,y) E N y goc(11,y) • <j..11,yf'• lh(x,y) • l(y). Luego l(y) • {', por 

lo que existe n e P' tal QUe yO e lml . Por lo tanto 1 es P-suprayecttva. 
Sea (x,y) e N, x E. Z/pn·~. y E c. como oc es P-lnyecllva existe me P' 

tal que oc<x,y>'"• 1. Entonces goc <11.y>"1 • g.1 > • l • lg(ic,y>"1 • l<v"'>. par lo que 
existe m E P' tal que Mym> • 1. Por lo tanto 1 es P-lnyecllva Entonces 1 es 
un P-automorf lsmo. 

~ que C• < ( > y sea 1(() • (t . Entonces oc <y> • x.Qyt para 
n•k t n•k 

a19f'a q y e11 <yP > • w!y P para al~ r. Como oc mancsa FZN en FZN, 
n•k n•k 

tenemos que oc <yP > • ytP y como FZN no llene P-torslón, entonces 
tpl'•k no divide a p. ASI que del oc • t y para esta l, • es un 
P-automorflsmo. En efecto, para y E. N: 

O existe t E P' tal que yt E lm oc y oc es P-51.C>n1Yectlva; 
11) existe t E P' tal que oc: <yt> • 1 y oc: es P-lnyectlva 

En seguida demostraremos que t toma precisamente los valores 
~tes con 1 mMJlo pº. Por la rntrlcclón sobre t, tenemos que 
ytxy-t • yxy-I • xu, es decir ul ~ u< moa ~k), luego ut-l !! 1 < mod pn•k>. 
Finalmente, Por el Lema 1.1. t : 1 mocs rl'. 111 

Entonces podemos asociar a ca con la clase residual m6dulo rJl•k de t y 
asl Obtener la f\R:lón 

8 : P-Aut(N) ---> <Zlsf'•k>* lh 1). 

2.8 PAOPOSICION. 8 es multlpllcatlvay la lm 8 es un ~de 
<Z/sf'•k>* lh 1 ). 

Demostracl6n. Sean oc:, fi E P-Aut<N>. Entonces 8loc:) • u E (Z/pn•k)• /(t 1) 

8<p> • u· E <vP"•k >*lb 11. luego 8<oc:1u • w·· 1 • 8'oc:>8<11>. Por 10 tanto é 
es mult1Pllcat1va. 
Com0 t !! 1 mod si'. lm8 es un s~ de <Z1rf1•k>* 11t 1) que consiste de las 
unlmdn de z1P"•k, mOdulo t 1, que son congruentes con 1 módulo pº. 111 

Observacl6n. Claramente hay pk de estas unidades y lm 8 es un~ 
de orden si-. 

DeftnlmOS una función suprayecllva h: lZ/pn•k>* llt 1) » G<N> 
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como stgue : para a E Z sea a E (Z/pn•k>* 11! t) y sea 6a-M. SI l'I es et rango 
de FZN, tenemos et siguiente diagrama de extensiones de grupos: (recordemOS 
que el rango de "" !J'lPO abellano /lt. es et mblmo romero de elementos 
linealmente lndePenc:llentes de /lt.) , 

zh >--> N --» N/FZN 

(2.') 

ti g 
Z >--> M --» M/FZM 

donde ldet Al., ... rzl'I • FZN, gi'. FZM. B: N/FZN. M/FZM. Por'º tanto 
•es"' P-lsomorflsmo. 

Inversamente, un diagrama de la forma <2.1 > con B un Isomorfismo, 
rt' • FZN y • un P-lsomorf lsmo Implica que : ME G<N), gzh • FlM y 
6a • M donde a• •<t>. • E P-1'.ut (N) . (2.2) 

De "" modo s1m11 ... si >. es loW\ét matriz con ldet Al • 111 representando 
a.- 1, podemos constl'\llr et diagrama comiutatlvo siguiente 

g . 
f' >--> t1 ---» MIFZM 

,, (2.3) 

, 
zl'I >--> N--->> N/FZN 

Debido a lo a'ltertor, tenemos el siguiente teorema: 

e 6 
2.9 TEOREl'1A La suceslOn P-/lt.ut(N) --> CZlsfl•k>* th 1) --» G(N) 

es exacta, entendtendo que 6x•6y si y sólo si x• • <v> pan algún 
P-Automorflsmo °' : N--->N. 

Demostract6n. sea 6x • by • M. Por (2. t > v (2.:S) extste "' diagrama 
conmutattvo 
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f 
i'>---> N )) N/FZN 
lX '~ l!I 

g 
i'>---> M )) M/FZM 
lY f '"' 1!1 
zh>---> N )) NIFZN 

con ri' • FZN, gZ" • FZM, ldet XI resnsentandO a 1e y ldel ZI representandO 
•Y-I. Entonces ": N--> Nes 111 P-Automorflsmoy &<#> • y-IJC. 

lrwersarnente, sea 11y • M y sea t ! P-Aut<N>. Consideremos el 
cn.-na conmutativo siguiente: 

r 
i' >---> N ---» N/FZN 

lA 1~ & 11 

f 
f' >---> N ---» NIFZN 

lY g l'lt l !1 

f' >M ---» M/FZM 

con ri' • FZN • gi' • FZM, ldet Al rtiiíesentancso a et v loet Y1 reoresentanao 
a y. Entonces " es oo P-lsomorflsmo y por <2.2> M• 6•. OOf* • • -<'ilt>· 
ecCCf) 8<t> • et (y) . 111 

utlllzaremos el Teorema anterior para dar •I conJ111to GCN> \S\a 
estructw-a de !J'UPO ctcltco y calcul•emos su orden. 

2.10 DEFINICION. sea N ~ ~ ntlpatente flnltamente gtneraOO con 
~ conrnut.clOI' finito, definido mediante la siguiente prHentacl6n: 

n•k 
N• <x,y; xf> • 1 • yxy-1 • xU> 

k 
donde el centro Ubre de N es FZN • < yP ) y exponente (QN • N/FZN) • pn•k. 
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El ¡¡npo ~llano (aditivo> G(N) consiste del conjunto G<N> provisto de la 
..-itca estructura de grupo que Mee ele b: <uif!•k>-tf! 1) » G<N> un 
homomorr 1smo. 

2. t t TEOREMA. G<N> es un grupo e le 1 leo de orden pn- 1 (p- 1 )/2. 

DemostraclOn. Por deflnlct6n, G<N> es un~ finito y 

N • < x,y; ...Jl'•k • 1, yxy- 1 • xu > es su elemento neutro. Pooemos deducir del 
Teorema 2.9 que G<N> es clcllco y calcular su orden. 

En erecto • Zfpn•k,• 1(! 1 J es ctcllco y tenemos que 

{ 

Z/(p- t > x z¡pn•k-1 
(Z/pn•k.)• ( t 1 ) x ZI 2n•k- I 

( 1 ) 

si pes Impar 
si p-2, k>I 

slp-2,k•I 

Como hemos eliminado el caso p•2, k• 1 que se estudlri en el tapltulo 11, el 

orden de < Z/pn•k. )tl/{t 1 l es pn•k- l (p-1 >12. 

Entonces el W'UPO cociente G<N) es clcllco de oraen o0 - 1<p-t )12. 111 

Dado que asignarnos a N el papel de elemento neutro de G<N>. queda por 
encontrar"" generador del ~ 6'N). 

2. t 2 PROPOSICION. N 1 es generadOr de G(N). 

DemostractOn. como < ZIJl'•k )tt/b 1 J es ctcUco, pasee ~ oer- IOOr 1 
tal que l puede ser considerado como un entero postttvo y el mlntmo 
eicponente s tat que 15 = 1 1 mocs pn es s• rl'- 1 <p-1 >12. l~s los 
casos triviales p•2, n• I; p•2, n•2; p•3, n-1 CIOnde G<N> es el grupo trtvlal. 
sea lm • t (rnod Pº> y sea N1 el~ dado por 

n•k 
N1 •<x,y; xP •t, yxy-1.xu >. 

Consideremos el hOmomorttsmo 41: N--> N1dado por t<x> • x, t<y> • yl. 

Luego t lncJuce, por restrlcclon, CIF: FZN --> FZN I dado por 
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n•k n•k 
tr< y P ) • y lp con <Set tF • 1 . Entonces la fWl«:lón lnduelda de los 

lJ"UPOS cocientes N/FZN • ON 11 ON 1 • NI /FZN l es un Isomorfismo y 

a: <Z1r/'•k>• 1c11 l --» G<N> manda la clase Oe l en N1. Como 1 genera 

(Z/pn•k)• /lt 1) móclJlo lm8, entonces N 1 genera G<N). /// 

2.13 ·TEOREMA. N no es Isomorfo a N 1. 
wPn•k 1 Demostracl6n. Sean N • < 1<,y; " • 1, yxy- • xu >, 

n•k m 
N1•<x,y;1<P •1,yxy-1 •xu >, 

GOnClt m no es c~te con ! 1 <moo pn). 
Como vimos en la Proe>oslclón 1.5, N es el prodUcto semtdlrecto de Zlr/'•k y 
c baJo la acción (.a • ua. e •< ( > • a E z¡rf'•k . 
En N1, la acción es (.a • il"a. e•< ( > • a E z¡Jll•k. 

Entonces e111sten las siguientes sucesiones exactas cortas <esclndlbles). 

llcf'•k >--> N --» C 

y 

SUpongamos que e111ste un Isomorfismo t : N 11 N1. Luego tenemos el 

siguiente di~ 

Zlr/'•k >--> N --» C • < ( > 

il 1cx rd p 

z¡pn•k >--> N1 --» e 

dofMle «y p son tnductdOS Port. 

Luego JI(• ( 
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es e1 Inverso oe iJf' (mod pn•k). 
se sigue «P! u m-t = ' <moo pn•k, 

n 
Por el Lema 1.1, Slbernos que IP ~ 1 <moo pn•k). Entonces m ~ 1 (mod pi\) 

o m • -1 (mod rl'> y m !! t 1 cmoo P">. 10 que contradice nuestra Mp6tesls. 
Por 10 unto N no es Isomorfo a N1. 111 
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1-l AELM:l<HS ENTRE. LQS GRlJf!OS QUE f>EBTEtt:qN A llf GEN(BO DADO 

3.1 PAOPOSICICIN. En el grupo aditivo G(N), clcllco * orden s. Na • IN'. 

Os 1 u-1, No·Ms· 
n•k m 

Demostración. Sea N 1 • < x. y; wJ1 • 1, yxy- 1 • xu > • Entonces 

t<YP,,.k> • •'~k • 1 y 

1 ve.ces 1 

l(yxy- 1> • t<.ai"> • .,¿"... x~· x"1' · · · 'il" •.al" 
fveees 

n•k m1 

Por lo tanto 1 N 1 • < x,y; wJ1 • 1, yxy-I • xU > • N1. 111 (3.1) 

n•k m1 
3.2 PAOPOSICICIN. Sea N1 • < 1e,y; ._., • 1, yxy-1 •Mu > • 

Entonces t1: NI--> NI• 1 , Os 1 S S-1, Oldo por •1< X ) •X, •1< Y ) • yl 
ene.Ja cada N1 como "' ~ nonnat * N1• 1• con cociente z1. 

Demoslncl6n. VelmOS que t 1 es"' homOrnOrftsmo, es dec:tr que: 

t 1< yxy-I > • t 1< y > t 1< x > t 1< y-~ >. lo que ~•vale a dlmOSlrlr que 

ta< yxy-1 ) • ylxy-1 en NI• 1 • 

mi 

l.e ylxy-1 • ~ tn Na• 1· 

m1•1 m•••a 
EnNl•I ltnemoSCll't yxy-1 • xu • luegoylxy-1 • x< u ) 

Por hlp6tesls mi ~ 1 <mod JI'>. por lo que m 1• 1 l • m'< mod rl'> y 

m1•'t·m1 •cr/'paraal~c. Memb,pore&Lema&.1,.F' • l•~k 
l• 11 1 -" ' k para a1~ d, ast que il" • .J" .",,.- • il" < 1 •~ >. de donde 

ml•la m1 n•k m1 
xU • xU ( ' •dp ) • xU 

Por lo tanto t 1 es"' homomorfismo. 
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Veamos que t 1 es Inyectivo. En erecto, 

n•k n•k 
si t 1<x> • 1 • xP entonces x • xP • 1, \ti x E N1 . Por lo tanto Ker<t1>-l 1 J. 
Demostremos~ t 1N1 es normal enN1• 1. 

l . 
5e1n x,y E t 1N1 y E N1• 1. Como t 1 es wi homomorfismo, entonces 

t 1cyxy-l > • yl~-l E • 1N1 • Por to tanto +1 N1 es nonnal en N1• 1 • 

l• I 1 

Ademá -,ti" l • x.¡n , lo que Implica N 1t N • Z . 111 
1•1 1 1 l 

Este resuttaoo nos permite construir Wta "Escalera de Eseher'" de encajes 
norma tes: 

tal aue ca gn.-,o cociente es clcllco de orden l. 
Aeconllmos que l es.,.. entero positivo y el mlnlmo eicponente tal que 
t• • a 1 mod rl' es s• ,,n-1<p-1 >12. donde s es el orden de G<N>. 

3.3 EJEl'1Pl.OS. 
A cont11U1Ct6n, ciaremos como ejemplos los CIOS gtneros mas simples no 
trlYlales: 

o 5e• p•S. na 1. k• l. Entonces u• 1 •cJt• 6 y s • pn- 1Cp-012 • 2 
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t 5 !! 1 Hmod pn) es oectr t • J 

lm:: Hmod pnl es oectr m• 2 y 

n+k 
No• <11,y; .,P •I, yxy-1•11U> o sea No• <x,y; 1125 • 1 , yxy-1•116 >. 

n•k m 
N1•<11,y; xP •I, yxy-I •11u > o sea N1 • <x,y; 1125 • 1, yxy-1•1111,. 

2)Sean pa7, n•I, k•I entonces u• l•csf•8 y s·rl'-l<p-1)/2•J, 
l 5• 11 <mod P"> es deelr t • 4 
lm • 1 <mod rl'> es deelr m• 2 y 
No•<x,y; x-49•1, yxy- 1 •118> 

N1 •<11,y; x"49•1, yxy-1 •• 1s, porloqueyxy-111-l•xl4. 

~. <ll,y; 1149 • 1• yxy-1 • 1129, por 10 que yxy-1 11-1. 1128 . 

Asl que N:z - 2N1. 
N3 •Ns• <11,y; 11"49• I, yxy-1 • 118 >•No. 

A cont11U1Cl6n mostraf'Mlos como la estructll'a Clel vupo clcllco G<N), 
dada en 11 oertntcl6n 2.10, pue0e ser oescr1ta de"' mooo distinto, uttltzando 
In nociones de Dl'OCIUCto ftbraOO y de coorocM:to flbrado en N. 

Ya nemos vasto en <2.1 >y <2.3> que PGClefnoS construir P-lsomor1tsmos 
de N --> 11 y de M --> N. En 5e0Uldl demostraremos un ASUltadO mas 
general. 

J.4 TEOAEl'1A. Sea Q E P un primo con q E <Zlrl'•k)• /{t l J y sea bq • 11 E G<N). 

Entonces existe un q·-1somor1tsmo t: N --> M, Q' ( P'. 

Demostncl6n. Aeflrltndonos a la construccl6n de (2.1 >. tenemos 
ldet Al • Q. l<:oker Al • Q • Ya que t encaja Nen M como un~ normal y 
• caker • • q, se stp que t es un q'-lsomorf lsmo. 111 

J.5 COROLARIO. Sea 11 ( G<N) y sea P LW\8 rsnllla finita de primos. Entonces 
existen P-isornorllsmos t: N --> M y 111: M --> N. 
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Demostración Es suficiente establecer la existencia de t . 
~ '1.lt a E z es tal QUe ba • M con a E <urf'•k,• 1b 1) .Por el 
Teorema oe Dlrld\let existe "'ª tnflnlciad de primos p tales que p • a. 
Escogemos p E P'. con p • a y apllcanao el Teorema anterior concluimos que 
t: N-> t1 es"' P-lsomorflsmo. 111 

3.6 DEFINICION. s. ... l • M E G(N). Se die• ~ un par Clt hOmomorflsmos 
• : N-- t1 y • : N-> l es "'"''Jt/YuSl/llO SI. o •n un 

P-lsomorflsrno y si, cSadcl cual~ler primo p' E P' entonces t o • es "' 
P'-lsomorflsno. De una manera slmll• se Miiia de"' par ellhluSUvo 
tf:M-->N y IJl:l--> N. 

3.7 TEOREMA. Existen pans exhaustivos+: N--> t1, 'lJ: N--> l y pares 
eicnausttvos tf : M --> N y "9 : l--> N. 

Demostración Sea t : N --> M"' P-lsomorflsmo. Entonces el conj\l\to 
p· • (p'I t no es"' P'-lsomorflsmo) es finito. Como• es 1nvecttva, tN es 
normal en M y coker + es finito. Usamos el coro1 .. 10 3.5 para constrvlr "' 
P'-lsomorflsmo .¡,: N--4 l. 
Obviamente la demostración es la misma para tf : M--> N y \11 : l --> N. 

111 
A contl,..;lón, estucu.-emos mis ampllamente la fl.R:lón • deflnldll en 

la Proposición 2.7, generallzando primero la Proposición 2.8. 

3.8 PAOPOSICION. SI K,l/1 E G<N) y f: M -> L, g: L --> K son 
P-lsomorflsmos. entonces •<gO • °' <g> • m en <z1pl'•k,• 11t 1l . 

Demostración.. Consideremos el 01..-na siguiente <ver (2.1 )). 

t' > M » MIFZM 

1 u l• 
t' > L )) l/FZL 

1 19 la 

zh > ) K )) KIFZK 
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Sean•· lt E <url'•k>*th. 1), 6 un homomorfismo. Entonces 6(•) • L donde 
8 • or (f) y 6(H) • K dOnOe b • or (g) . 

Como 6(N) • 6(1b>6<•> entonces oc <gr> • or <g>or (f) . 111 

J.9 PAOPOSICION. Sean H, K, L, M E G(N) y nll N ' c. Sea 

M--->L 
u ,.,. 
K--->H ,. 

(J. I) 

un cH..,,a oe cODl"OdUCto flbraOO en Nc<I• categorla oe ~ nllPOtentes 
con nll G s c>. con f"' P-lsomorflsmo. Entonces 
O f' es W\ P-lsomorflsmo, 
11) O! (f) • OI (f'). 

Demostnct6n. 
O Por las proptedadn oe los caproduetos flbndos ker r • ter f'. Como f es 
P-tnyecttva, entonces r· también lo es. sea y E M; POI" ser r P-5UPM1Yect1v•. 
txtste n E P' tal que yn E 1mr. Entonces p<v"> E H. Como ti en.-.• 
conmut• tenemos que f'(ICy» • p<v"> • <py>" , n E P'. Por lo tanto f' es 
P-~ttva. 111 
11) Por In proptecladtS oe los coe>roduetos flt>radOS cOlcer r • cOker r· 
aonae el cOkemel es tomado en Ne· Sin embargO, el cOktmel en Ne es el 

cOkemel Mt>ltual. Entonces or (f) • • (f'). 111 

J. I O TEOAB1A SI r: M -> L es un P-automorftsmo, entonces 6oc <n • L- t1. 

Demostración. sea g: N--> M un P-automorrtsmo. Por <2.2>. 
60& (g) • M, 6oc (fg)• L y POI" la PrQPOSICIOn J.8 ( 6 Siendo "' homomorfismo) 
6or (f) • 6or <fg)- 611 (g) • L- M. /// 

J. 11 COROLARIO. En el diagrama oe coproducto flbrado en Me <ver J. I >. donde 

H, K, L, ME G(N) y nll N' e, M•H. L•K en G(N). 
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Demostract6n. Por la Proposición J.9 11) tenemos boc (f) • boc (f') y 
DOreHeoremaJ.10, boc(f) •L-M. boc(f')•H-K Entonces L-M•H-K.., 
M•H•L•K. 111 

Utilizaremos esos resultados para aar CJoS 1nttf"l)retac1ones de la 
Ol*'KIOn blrwta de ~en G<N>. 

J. 12 TEOAfMA. sea N "' ~ nllPotente flnltamente Qtflel aoo con ~ 
ccnnutlldar finito y •• G • G<N>. Definimos las ooeractones binarias 
b1,b2 : GxG-->Gcomostp: 

1) 51 L, ME G, escogemos"' pr ellhll'9tlvo t: N ~ L, '11: N -> M 
y dttermlMmOS b¡ <LJ1> como el coorooucto flbrado en N de <+.lfl>. 

t0 SIL, ME G, HCogemos un pr ellhlustlvo -: L --> N, !11: t1 --> N 
'I determinamos b;z(LJ1> corno el procb:to flbrack> en N de<-.~>. 

Entonces b 1, ~ estan bien deflnlclaS y b 1 (LJ1> • ~LJ1) • L • t1. 

Demostración. Sean l, t1 E G , t: N --> L, '11: N-> M un par exf\austlvo 
., b1(LJ1) •I coproducto flbrado en N ••• ~. 5uponpnos L. L'. M. M'; sea 

t·: N-> L', •·: N-> M' "'par ellhausttvo. Consideremos los siguientes 
Cll..,-.nas: 

• •• 
N l• l' N L'• l 

~·t · : ;}' ~~L:~} 
•' r 

El caproClucto flbraOD de <•.• ),determinado Por b1(LJ1) • (K.cJ,I ) ., •• 

coorooutto rtbrado dt <+'.•·>. detenn1naao DOr b1<L' J1') • <K'.o'.I ').Entonces 

existen h: K --> K' y h': K' --> K, W'ttcas,tales que hl • 1 ', h'I '• 1; 
hO • o', h'o '•o. Luego h'hl • I, hh'o '•o • y h'h • IK" hh' • 'K· Por lo 

que l•I', o•o', <K.o, l)•(K',o', ll')yb1<LJ1)•b1<L'J1'). 
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Por lo t ... to el copr-.cto ftbrado de < t.• ) no depende de la elección de 
(L,M) y b 1 esti bien definida. De la misma manera, se demuestra CJJe b:z está 
bien definida. Por el Corolario anterior, K • L• M. 111 

Utlllzando estos resultados , vanos a establecer el l)l"OCb:to flbrado y 
el coprocb:to flbrado en N de los 9"CN>S N1 y t\ ~ perterwc:en a G<N>. 

Por el Corolario J.S, sabemOs que existe para cada l,k "' 
l-lsomorflsmo "':Ni-> Hit <l esH definida como en la Proposición 2.12. 

es decir l. es "' entero POSlllvo v 
t'• t 1 moCI rP. s • pn- 1 <p-1 >12 • oonae s es el orden de G<N> >. 

k-J 
sea t: NJ ->t\ dadO por t<x> • x. t<y> • yl con k !I! J < moCI s>. 
El Teorema J.12 Implica: 

J.IJ TEOREMA Para cada 1-lsomorflsmo "1: N1--> t\ el ~to flbrado 

dt 'll:N1-> ~y t: NJ-> Hit esNt dOndt k•t • l•J <moOs>. 

Demostración. Consloeremos el siguiente dl.-na del ~to flbrado 

dt <CJ, •> 

Por el T.anma J. I?, Nt • N1 • NJ y por el Corolario J.11, Hit• Nt • N1 • NJ 
donde k•t !1! I• J moO s. /1 / 

J.14 TEOREMA Para cada 1-lsomorflsmo "': NJ-> N1, el coproelucto 

flbradO de "': NJ -> N1 y • : NJ -->!'\es Nt donde J•t !I! t•k ( mOd S). 

Demostración. Consideremos el siguiente dlavama del coproelucto 

rtbrado de <• ·"' ) 
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o 

Aeconltmos la Proposición J. I: N1 • tN1, º" 1 ' s-1, No • Ns que 

utntz.-.mos en ~Ida, para obtener t.-i resultado Importante. 

J. IS TEOAEJ1A. Sea N la\ ~ nnootente ftnttarnente generado con ~ 
corvnutadar ftntto y sea • G<Nl't--> G<Ñ"> dado por 
t<M 1 J1:2 •... )'\> • M1 1d'7 x ... x f'\· Entonces t es t.-i nomomorrtsmo. 

Demostración. Sean t1 1• "'2· .... f'\ . L 1, L2, ... lk que pertenecen a G(N). 

EscoJlll'IOS P-tsomornsmos +1: N --> Mi y sea P1 •.lP 1 t 1 no es la\ 

p-tsomorftsmo l t• 1,2, ... ,k. Entonces P1 es \l'I conj\S\to finito. 
Sea P • P 1 u _ u '\ y escojamos P-lsomorftsmos •t= N--> L1, 

t • 1.2 •... ,k. St o• P' entonces cada +1 es 16\ O-Isomorfismo v P u o• n, el 
conJW'to di toelol los primos. Se sigue que, si 

• • t, IC ••• IC fit: tfl--> t11 IC ••• xi'\ Y 

$ • 1'1 lC ••• x *at: tfl--> l1 IC ••• IC lk 

entonces <t,QJ >es la\'*' exl\aUSttvo. Luego el dl..,na 
t 

tfl --> M 1 x ... XI"\ 
,. ¿p (J.2) 

o 

con o • o 1 x ·~ x ºk• p • p 1 x ... x Pk• es \l'I producto ftbrado en N, si cada 
dt.-na para 1 



N--->11t 

1•1 ¿pt 
L1--->K1 

º• 
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(3.3) 

es"' producto flbnldo en N. Sin embs'go. (3.3) es un prodUcto flbrado si y 
s61o si es un coprodueto flbnldo e Igualmente para (3.2). Entonces si (J.3) es 
un coprodUcto flbndo para ca 1, por el teorema 3.12 K1•111• L¡ en G(N) 

., K1 • ·-. Ktt. ( t11 •...• "\). (La )( ... lC Lk) en G<tlt>. Asl hemoS PNIC>ldO 
que +es un hornomornsmo . 111 

Observemos que t: G(N~ --> G(.¡t) esti determinado por sus 

componentes t 1: G(N) --> GCti'>. 1• 1, ... ,k y como t 1 (11) • M x tJt.-1 

entonces t; es Independiente de t. 

Para slmpHflcar las notaciones escribamos t 1 • 1\: G<N> -> G<~>. Entonces 

k k k 
111 ll...X "\ • t (t11.·-· t\) • I MM1) • )l(l: 111) •(I 11¡) x p/'-1. 

De est• resultaoo podemos CleGJCtr el sl~lente t90!"9ma. 

3. 16 TEOREJ1A. Sea N un~ nllpotente flnltamente generado con~ 
conmutmor finito y Man 111, L1 € G<N) • t• 1,2, ... k. Entonc•s si 

k k 
I 111 • I L1 en G<N> entonces n M1 ir n L1. "' 1•1 l•I 

n•k m1 

3.17TEOR91A. Sea N1•<x,y;xP •I, .,..,- 1 • .JJ > y sean u1,12, ... ,lt>• 
<J 1.J2····· lt > listas de enteros en et Intervalo lO. s- t J. tal que 

t t t t 
I lm • I Jm (mOCI s), s • pl"-1 (p-1)/2. Entonc•s n N¡m g n N Jm · 111 
m•I m•I m•t m•I 



11- El CASO EXCEPCIONAL 

n•k 
En el Caoltulo l. al estudiar el !1UPO N • < ic,y ; icí' • 1. yxy-1 • icU >. 

donde u• 1• q,k, eliminamos el caso p • 2, k • 1. A.hOra nos ocuparemos de 
este caso. 

· En efecto, el Lema l-1.1 es falso para p •2, k • 1. Por ejemplo, si 
u • 1 • q/'- • 7 , p • 2, k • 1, n • 2, entonces el orden de u móclulo 2J es 2 y 
no 22. 

con el fin ele estaolecer ~ Lema para el caso e1Ccepc1ona1 ele p • 2. 
k • 1, consldetaiemos enteros Positivos u oe la forma 1 • 2c con e Impar; 
en otras palabras, enteros Positivos que son C019'uef1tes con J móclulo 4. 

1.1 PAOPOSICION. SI u !! J CmOd 4) ~tonces existe t.na m única tal que 
u • 'J!" - l Cmod 'J!O• 1 > , m > 2 

Demostración. Empezar.mos por demostnr la existencia de m. Como 
u • J (mod 4), u • 22-1 (mod 22>. u • 1 • 22.,, con v • 1, 2, ... 

1) Sea v Impar, es deelr v • 2n• 1 con n •o._!_. ... 
Lu.gc> u • 1 • 22< 2n• 1) • 2Jn • 22; u • 1 • 22 (rriOd 2-'), u • 22 -1 (mod i'>. 
Entonces u !! ?!" - l tmod -pt• I > y m • 2. 

ti) Sea v Plt. es decir v se puede escribir como 
v • 2<l9'p 1 P Lp0 .Pn) con• • O, 1 •... fl • O, 1, ... y p 1, ...• Pn números primos• 2. 

Luego u • I • 2lc l9'p 1 P l ... p0 Pn>. Entonces u !! 'P'-1 (mod -pt• 1 > y m • J •« . 
Ob!!ervemos que m es única ya que en 1) m • 2 ven 11) m es la potencia 
d91 númtro primo 2 en la dHcompostcl6n en primos de u. 111 

1.2 OBSERVACION. SI u se escribe en base 2, entonces m es el rúnero de 
Jos dlgltos 1 que hayo, empezando por la derecha, antes de encontrar el primer 
cero. Como en la Proposlcl6n :.ittrlor u • 22v- 1. v• 1,2, .... 

a) si v es I~ es de la forma v • 2n•I, n •O, I, .... De donde 
u • ~ - 1 • :zln • 3 • 2-'n • 2 1 • 20. 
Asl que u, en base 2, es ele la forma ... o 1 1, ~no existe el t«mlno -i2 en 
su clescomposlcl6n. Por lo tanto hay 2 dlgltos 1 a la derecha :.ites del cero y 
m • 2, lo que coi robo! a el Inciso 1) de la demostracl6n anterior. 
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blv es par, es decir u es de la forma u • <i52ocp 1 P l...pnfiln> - l con 

••0, 1, ... p•O, l ,. .. y p l ;··Pn primos •2. Luego u • 23• (~(2ocp 1 fil l ... pnPn -1 >J-1, 

u. 7•~<~1fl1 __ P,,Jln- 1 ). 

En bne 2 POdemOS escribir u• 2º• 21• i1- • 2'o· 2'1• ... •2'n 
clOnde fo• 3, 11• 4, '2ª 5, ... , fi, • n•3 y ~I· O para alg¡N 1, 0$1m. Asl 

Cll» en bese 2, u es de la forma ... 1...00L 111 y u~ 2"'-1 (mod tn• 1> 
con m • 3•x, donde x•I en 11 tal que 2'1 • O por primera vez en la suma de 

potencias de 2 de u. Es de<:tr, en base 2, mes Igual a la cantidad de dlgltos 1 
«11» se escrtben, empezando par la derecha, antes di encontrar el y1mer cero. 

Ejemplo. Sea u• 39 • 7 • 32 •-fa• 2 1 • i1- • 23 • i5• ~ ·~. ~ 
nuestra deSCornpostctón se escribe u • 39 • 1 • 2 • 4 • 32 • 1'· 2 1 • 22 • 25. 
As\ que el prtmer 2't • o es 2J • 2lo y x • o, m • J. En erecto, en baSe 2 
39•100111. 

l.J LEMA. El orcien de u mOOJto -;!'• 1 es -zl'• l -m • con mm. 

Demostración. A lo largo oe este élf'9'Mllento, v es IJ\il vartal>le entera 
art>ttrrta. Por la propostcl6n 1.1 sabemos que u • 2"'-1 • v2"'• 1. 
ElevandO al ~ tenemos u2• <2"'-1 • v'P'• I )2 • 1<2"'-1 • vzn• 1 )2 • 
22rn- 2""• 1•1 • 2l<2"'-1)(v'P'•1 ))•v222m•2 • 1- 2"'• 1 • 22m• v22m•2_ 
vtn•2.v222m•2 • 1- zn· 1. v·2"'•2 • ( 1.') 
con v' calculada como sigue: 
v•tn•2. 22m• v22m•2- vtn•2. v222m•2; v'• 22m<2V• 1 )2 -..,zn•2¡1!f1•2 • 

C2"'(2V• 1 )2¡-pt•2) - v • ( 'f"C2V• 1 )2122 ) _y • -pt-2(2v• I )2- v. 
SI m • 2, v' • C2v• 1 )2-v. St m • 3•x, v· • ix• 1c2v• I >2-v. 

En 519Ulda pi úba'emos, par inducción, que u'E • 1 - -pt•r • v'f"•r• I 

con ru . Cl .2> 
Demostración: Unduccl6n sobre r>. 

O para r-1, u2• 1-'1!"• 1. v-zri•2 • ver C 1.1). 

m ~os que < 1 .2) es v*lldo para r- 1, entonces 

u-;E-
1 
- 1- zn·r-'. vzn•r. 

ltt> Demostraremos que para r se c\11\ple < 1.2). 
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.,r .,r- 1 ...r- 1 
U" • U" u' • ( 1-.zn•r-1. v-;tn•r)2 • 1 _ -,¡n•r-1. y-,¡n•r _ -,¡n•r-1. 

(-pt•r-1 ,2_ y-pt•r.zn•r-1. y-p•r -v.zn•r.zn•r-1. v222m•2r 

•1- :zm•r. v2'1'•r•Lv22rn•2r. v222m•2r. 22m•2r-2. 1-2"'•r • v·2"'•r•1' 
con v' calculado como sigue: v·2"'·~ 1 • v2"'•r• 1 • <v-112>2t22m•2r>; 
v' • v •l<v-112>2<:zm•rn12 • v • <v- 112>2< 1f"•r-1 > . 
SI m • 2, v' • v• (v-112>2<-Z- 1 ). SI m • J•x, v' • v• <v-1 /2)2t'1f"•X•2). 
Como .7° • 1- :t"•r • v·-pt•ro 1 • 1 • (2v' - 1 x2"'•r), entonces 

.JZ' e 1 < rnod 2"'•r>. con n 1. SI n• 1-m • r l.e n• 1 • r•m, entonces 
.;!'° Hn • 1 (mod 'f'• 1>. rum. 
Precisamos que el caso r• I requiere de la ot>servaclón que m>2. 111 

1.4 OBSERVACION. Podemos ver este resultado de 161 modo distinto. Sea 
u• 1 •aJl, c Impar, k>2. Entonces el Lema l-1.1 nos dice que el oroen 
de u módulo tt•k es 'Z'. El Lema 1.J Implica que, aunque tengamos que excluir 
p•2. k• I de nuestra cons1oerac1on, f;>OdemOs considerar u • - ! •e~ . e Impar, 
k>2, CuandO p•2 y concluir que el orden de u m~lo 2"•k es ?'. 

E..E1Pl.OS. 
n Sea u• 13 • 1 •c:zk e• J, k • 2. En base 2: IJ • :z022l3 • 1101 

2"•1-m 2 
y m • 1. Por el urna 1.:s tenemos que u = 1 (mOd '2!'• 1 >. l.e 1 :s 
e 1 (mocl 16). 

11) sea u• 7 • -1• ci'- c•I, k•J, n•1. 

Por el Lema l-1.1 

UJ!' !!: 1 (mod 2"•k> y 

72 e 1 (rnod 16). 
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111- APLICACIONES 

En este capitulo, presentaremos \61a construcctón mis general de los 
grupos que estudtamos en el tapltulo 1, a partir de la cual, adem~ de los 
teoremas que ya demostrarnos, obtencnmos unos resuttaoos muy 
tmport•tes. Tsntiten mencionaremos la constNCclón de espacios 
nllPotentes x1 que pertenecen a "' m15m0 gtnero y que no son 

homotOptcamente equivalentes dOS a aos. 

111.1 QICiTBUCC!QN GElQAl. 

Mientras que en el prltMr capitulo al grupo nllpotente flnltamente 
genet 8dO N lo deflnlamos medlSlte la siguiente presentación: 

n•k 
N • < w.,y; xP • 1 • yxy-1 •>Cu> 

'/. a partlr de ti, construlamos su gtnero G<N>. procederemos ahora de un 
modO distinto. 

Sea e un gn.c>o clcuco Infinito generado por ( y sea "o "' e-módulo, 
cuya estNCtw-a fcnlalnental de~ allano es Z/n, con e actuandO por 
(.a • ua, a E Ao , donde u es un entero PoSltlvo primo de n y t el orden de 

u mOGJ1o n. sea A1 un C-módulo con ta mtsma estruc:ttra f\Rlamental de 

W"PO lbeUlnO que A(). pero con C actuandO por (.a• uma, a€A1, donde mes 
un entero poslttvo primo de t tal que m no n COf'9'*'t• con t 1 módulo t. 
TomandO los procllctos SMnldlAClOS Ao~ e. No- A¡OC e. N,. 
OOCllmOs eic¡nsar No y N1 en t.-mtnos de generado! es y de relactontS de la 
mmnera stgutent« 

m 
N1 • <x,y; w.n• l,yxy .. 1 •w.U >. 

A partir de esta construcción se demuestran los teoremas que ya vimos en el 
Capitulo 1 y se define el género completo de N1. Adem~. se obttene la 

siguiente propiedad. 
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1.1 TEOREMA. c J( No • c X N 1 
Demostración. 51.t>ongamos qi» N es oo G-!T'JPO y sea GxH que actúa sobre 

N por la proyección G>IH --» G. Entonces Nll(GlCH) !! <t«G> x H. < 1. t ) 
El Isomorfismo tes tal que t<x, (g,h)) • ((x,g).h), x EN, g E G, h E H. 
Sea CXC • < (, f\ >que actúa en "o y A1 por la proyección sobre el primer 

factor como en < 1.1 >. 

Sea M • l~ : 11.1\a matriz '-l'llmodular. es oectr ~matriz que satisface 

IPf•t 1. Esta matriz existe porque m y t son mutuamente primos.Consideremos 
la f~l6n "': CxC -> cxc dada por 

(1->(mn.r. 
n.1-> ( t n.s. 

Entonces 11' es~ automorflsmo. 
Consideremos el siguiente dl~a: 

A¡ >-> N 1 xC >->> CxC • < (,n.> 

' ' ¿¡¡ Ao >-> No I< C >---» CxC • < (, n. > 

EnA1, (.a•u"la mlentrasen Ao. (mr{.a•(m.a•u"la.lgualmenteen A 1, 

l'l·• • a mientras en "o- <ln5.a • (t.a • uta • a Entonces '11 es compatible con 

11 f'"l6n 1: A1 ---> "o y "'= cxe 11 exc con 1: A1 ---> Ao· 
determinan jWltas"' lsomot'flsrno ele A 1~ <C>CC> • "oP< (CxC). Por< 1.1 >. 
A19C (CXC) SI (A1tt C>xc • N11CC, 1-0, l. Entonces No x C 11 NI x C. 111 

En el capitulo 1 ctemostramos que N1
5 • NJ5 para todo 1, J. oonde 

s • p0-1 (p-1 )/2 es et orden de G<N>. y N5 es el prodUcto directo de s captas 
de N. A conttnuacl6n, Ylll\OS a calcular de una mlMra mis precisa el 
exponente k para el cual N1k 11 Nl para todo 1, J. 
~ a 11 construcción oenera1 podemos escribir: 
n•p 1m1~m2 ... ~m>., m1 ~ 1 

u• 1 • cp1k 1~k2 ... P>. k)\ donde Pt no dlYlde a e. k¡ 21, I• 1. 2, ... >.. 
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SUpongamos que m1 2 k 1, < a pesa- de representar ooa pequefla pérdida de 

generalidad, esta suposición no tiene nl09"'a consecuencia esencial>. 
Asmtlmos tamt>ltn que el orden de Pi. p2 , ... , P>. es creciente. 

sea m1 • "t • t 1, 1 • 1, 2, ... 11. Luego, nuestras rHtrlcclones son: n120, 

k 121, 1 • I, 2, ... , l'I donde n1 • m1 - k1. 
Con esta rgya notación: 

a) Elordende u módulo n es p1n1P2"2 ... J>,..nl'I excluyendop 1•2, 

n121, t 1• l. 

b) SI Pt • 2. n12 1. k 1 • t , escribimos u • -1 • i'-c· con c' Impar y et 
orden de u módulo 2"'1 es 2"'1-k. Entonces el orden de u módulo n es 
P1n1~"2 ... P11 n,.. 
Sin emt>argo, a partir de este momento, excluiremos el caso e1<cepclonal. Asl 
tendremos las siguientes notaciones: 

t•P1nl P2"2-.p>.nl'I, P1<P2< ... <P11, 
d • mcd ( n, u-1 > • p 1 k 1 Pl2 ... p11 k11, 

e•td•n 
sea T • ( Pt• 1>2• -· p11 1 y 8: T-Aut N ---> (Z/e)tt/(t 1 ).Entonces la 

imagen de 8 consiste de las untcsaaes módulo t t que son c~tes con 1 
m6cl.lto t. Claramente hl'f d de esas IM'lldades. Memts et cotemel de 9, es 
deelr G<N), tiene la estructwa de ~ de CZlt>*th 1 J. Por to que el gtnero 
completo de N es el ~ abellano (aditivo> que consiste de todOs tos !J'IPOS 

m 
del Upo Ntm> • < x,y; .,,f' • 1, yxy-1 • xU > con m no congruente con tt. 
como esos ,.. <t> ~s. donde t es la flM'IClón de Euter, tienen todas las 
propledadeS estudiadas en el Capitulo 1, podemos tomr k• Jtt(l) en N1k11 Nt 
lo que es ~lvalente al valor de s en la construcción partlculS' del primer 
capitulo. Sin embargo, podemos llegar a mas precisión en el dlculo de k. 
P.-a ello, estudiaremos la estruct'6"a de~ de <Ztt>•t{t 1 J. 
~os t Impar y n12 1 <si n1• o. P¡• I ).Podemos escribir CZlt>* th 1 l 
como el producto dl~cto de ~s clcllcos de orden te P¡nl) • P¡n1- t < p1-D 

< tes la flM'ICl6n de Euler), y nos QUeda por local Izar el elemento - 1 en este 
producto directo, para t Impar, t • 2t', t • int•. 
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1.2 PROPOSICION. Sea t Impar y sea a1 el generador del factor clcllco de 

n 
orden t <o1°u en (Z/t)•, dOnOe t es Impar y sea b¡ • a 11tt<P1 n. 

1' 
Entonces n bt • -1. 

1•1 

Demostratt6n. evo• • + Cp1n1 > • 2ft<o,nn12J. Entonces 

1' "' n1 
<Ztt,. • n z12 x n 2111t<pº1 >. cionae Z/2 es generado por a1 Jft<P1 > • b¡ 

1•1 ,., 1 

·y Z111tCp1no es generado por a? Como Z/2 es !lenerado por 1 1, entonces 

n b1 • -1. 111 
t• 1 
l.J PAOPOSICION. Sea t • 2 t' con t' Impar. Entonces ( Z/t)• 11 (lit'>*. 

Oemostracl6n. Sabemos que si p> 1 entonces t(p) • p TI ( 1-1 /q ), 
Ge> 

cionae n es el ~to del conj'61to de t0d05 los primos que dMClen a p. 

* Entonces tct·> • t' n < 1-11q), t<2t'> • 2t' < 1-"> n < 1-1 lq> • t' ne 1-1 tq>. 
qlt' qjt• qlt' 

Por 10 tanto tct'> • tc2t·> • tcu y cuu• a <lit'>•. 111 

1.4 PROPOSICION. Sea t • 2"t' con t' Impar y n ~ 2. Entonces 
<lit>"• Z/2 x Zl:z"-2 • (Z/t' >•. 

. Demostración. Sabemos que si (m,n) • 1. entonces tcmn> • tcm> ten>. 
'De dOnde tc:znt·> • t <2"> t<t'l Pero t<2"> • :zn-1 • 2.7'-2. Entonces 
.cvu• • u2 x vr'-2 • cun•. 111 
~En este caso. escogemos a - 1 como el oer.et ador de Z/2. 

Uttllzando los tres resultlCIOs anteriores, encontramos 11 siguiente 
eStf'\ICl\ra dtl !J"UPO (Z/t)/ (t IJ>* para toda t>3. 
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1.5 TEOREMA. Sea t• Pi n1 P2"2 ... ~ '7. dOnde cada P¡ es Impar y n1n Sea Pj 

tal que el 2-ractor de <prl) es mlnlmal entre los enteros (p1-D ... <~-n. 

Entonces 11 { t< p1nu 1 • J 
O (Z/t)/(t l})'I 2 n Zlk¡ dOnde k¡• 

1• I 11t<pJ"J> 1 • J 
11) (Z/2t)'l/(1 I) • (Z/l)•/(! 1) 

tll) SI ru2 (Z/2'\)'l/(t I} !1 Zl~-2 1C (Z/t)'I 

Demostración. Por los resulladOs de las proposiciones 1.3 v 1.4 es 
suficiente oemostnr o. 
SH tcp1nu • 2'11 d1 con d1 Impar. En erecto t<p1nu • p1nt-Hp1-I > con Pt 

tmpar es siempre par. 

11 11 
Entonces <lit>*• n Zl~I " n lid¡ dOnde Zl~I es genet ado por a1dt•a 11 

l•I l•I 

~. 
V lid¡ es generado por a¡ • ª21· < 1.2) 

2'11- I 11 2Q1- 1 
Sea b1 • a 11 . Por la Proposición 1.2 , n a 11 • -1. 

AhOr1I J es tal que qJ ~ Q¡ para toda t. Consideremos el elemento 

Q¡_Qj 
)1 2 

ª'11 • " ª11 
l•I 

Luego el orden de a' 1 J es 2'1J y podemos reemplazar el rector Z12'1J en< 1.2) 
• por \11 factor Isomorfo generado por a· 1 J• sin afectar la estructira d9 <Zlt> . 

Qr' 
ASI tenemos -1 • a' 1 J 2 · Entonces si reclUClmos el orden ele a· 1 J a 

2'I r 1 factorlzarrios -1, y kt • ,.. <PJ" j), si 1 • J. 111 
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utmz.noo tstos cálculos, podemos encontnr una mejor evaluación 
para k en Mak a NJk . Para ello es suficiente tomar k como el exponente 
de 1 CJ"'C)O G(N). 

1.6 DEFINICION. Para simplificar la notación en la e¡q¡resl6n del exponente 
de G<N>. vmmos a definir W'8 rww:tón N(t) como slp: sea t Impar, tal, 
(wttcamente necnttamos t•5 o t•7 para eliminar los casos trlvlales); 
t• p1n1 P<J"2 ... P-,. ~ con Pt lmpr y n1} l. Entonces 

st " • 1 

SI >. > 1 

donde l • man <p1- t > y f.o• U<P1P2.··· P 11l. 

1.7 TEOREl'1A. Sea l como to definimos en esta sección. Entonces 

1) SI t es Impar, exp G<N) • t1(0, 

lt> SI P¡•2, n 1•t, J'\>I, exp6(N)•t1(Jft), 

ltt) SI P1•2, n 1i2, ll\ •I, eiq> G(N) • 2"1-2, 

tv>St p 1•2, n1a2. "•2, exp G<N) • mcm<2"1-2, ts>i"2>. 

v>St p1•2. n 1 ~2. 'A>2. exp G<N>•mcm<2"1-2,MCtl2"0. 

1.8 E.E"IPt.OS. 
t> SI t es Impar entonces k •MU>. 

a> l'\• 1, t•p1n1 • 52.25. 

Primera est1mact6n: k • Jtt(t) • 5.412 • .ll2.. 
Nueva esttmact6n: k • t1(t) • 11t<u • ~ 

b) l\> t, t•p1n11»2"2···P>."J'\. Sea t•l .5.7•315 
Primera estimación: k • .lft<t> • (J.2X4K6)/2 • :zz 



35 

Nueva estimación: k • M<t> • Lt0, L • mcm(2,4,6,)•12, 

to• l2.S.71J.5.7• J, k • ~ 

tt> Pi· 2, n1• 1, 11 > 1. sea t • 2Jl.s2 • IJSO. 

Primera estimación: k • 1tt<t> • <J2.2XS.4> • W. 
Nueva estimación: k • M<11t> • M(JJ.s2>, L • mcm <2,4) • 4, 
to• 3J_521J.S • 45, k • J.1H2. 

Primera esttmectOn: 

Nueva estimación: 

lv) P1•2, n122, 11•2. 

Primera estimación : 
Nueva estimación: 

k • 11•<0 • 2412 • 23 •A. 
k • 25-2 - 2l • B.. 

sea t • 2l.s2 • 200. 
k • 1tt<t> • lf(22.5.4) • ~ 
k • mcm(2,20) • 2Q. 

v> p 1• 2, n1 22, ll\ > 2. sea t • 24.J.5 • 240. 

Primera ttSt1maclón· k • lf~(t) • lf(2J.2.4.) • J2. 
Nueva estimación: k • mcm <~1-2, M<t12"0. 
M<t12"1 > • u0• L• mcm<2.4) • 4, t0• l.SIJ.5, k • ~ 
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111.2 N>J.ICAl:!ON EN ESPACIOS N!LflOTENTES 

Mencionaremos. sin ciemostrarlo. que se ~ construir los módulos 
"i como ~s homOtóplcos de poliedros nllpotentes ><o. x 1 •...• Xs-l y 

aplicaciones de abiertas del-hojas ~lares'º· r l;·-'s-1· 

tal QUt: 

'o '1 's-1 
Xo--> X l --> .... --> Xs-1 --> leo (2.1) 

u n 1 x1 ·e • < ( >. 

m n~1• z1Jf1•k. 1 
111) n 1 x1 actua sobre Tiz<1 por (.a• .J" a; º'''s-1. 
1v> r 1 lnduceooa1nyecct6n r.1 den 1x1enn 1x1• 1. 

v> TOdOS los x1 están en el mismo gtnero. 
vi) ><o. X 1···.l<s- 1 no son tiomotóplcamente equivalentes dOS a das. 

Empez.-.mos dandO a19'NS definiciones que nos seran necesarias para 
el dtWT'Ollo de esta seccl6n . 

lN pareja <X.A> de espacios tapol6glcos esti constituida por 161 
espacio lQCI016glco X v Wt ~aclo A <• puede ser vacio>. l)ia flR:t6n 
entre parejas r: (X,A> --> <V,8> es Wla fWK16n conttooa sir: x->V es tal 
QUt r<A> es lS\ SWcClnJ~to de 8. St <><.A> es IN pareja, entonces <X.A) x 1 es 
la .,...Ja()( >C 1, A >C 1 ). 

2.' DEFlNICION. Sean f °' f 1: (X,A)-> (V ,8) dos f161Clonts cont anuas. lba 

/IOmtJtopll de r0 af 1 es una f1ttl6n conttru1 h: OC,A)lcl --> (V,8) ta1 que 

h<x.O> • f o(d y h<K, 1) • f 1 <x>. h se denOta por f 0 ' f 1. La re1acl6n ' es 
de equivalencia y (fJ es la clase de homOtopla de f. 

2.2 OEFINICION. Sea x E X, wi espacio topo16glco arbitrarlo. El ~lde 
f~tal de X en x es la coleccl6n de clases de homotopta, con los 
e1ttremos fijos, de las trayectorias de•. Jwito con la multiplicación•· Se 
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denota por G<X> • UfJ..}. Sea n 1 cx,x> • ((fl € G<X> lfCO> • f( 1 > • x}. n 1 es el 

"""" rllldllwnt1l 4' ..r., x. 

2.3 DEFINICIOH. Sea CG,..la categorla de ~aclos compactos de Hausdorff 
jmto con sus funciones continuas y ¡Mlto básico y 6 la categorla e» Grupos 
junto con sus homomorflsmos. Entonen nn n 111 r111t:tor 4' dos v1rll//Jln iM 

C6"'16paran21. 

2.4 OEFINICION. l)'i JJOlll'd"O es un espacio hOmeOmorfo a la unión de una 
colecclón finita de slmpl•Jos en A"' para al!P'8 m, tal que la Intersección de 
CIOS slmplejos es 11111 era de cada tn1 y cada cara es un slmplejo. l)'i 

stmpl•Jo A" de dimensión n se c»flne como slp: 
An • ((111 .. ··• lln•l)E ~lt O ( 111 (1, Ix1 • 1). 

2.5 DEFINICION. l)'i polltcr-o conexo es nl/JJOtmtt' si su !1'\C>O fundamental 
n 1x es n11potente y actúa nllpotentemente SOC>re los ~ de hOmotopla 

n,,x. n 2 2, que son abell~. 

µ ( 
2.6 PAOPOSICION. Sea Z >-> Z--» Zlr una presentaclOn proyectiva 
donde u es la multlpllcaclón por r. Ten.mas la siguiente suceslOn exacta: 

u• 
Hom (Z/r,Z> >--> Hom<Z.Z> --> HomCZ,Z> --» ExUZ/r,Z> 

O >->Z >Z 
Como u• es tambltn la multlpllcaclón Por r, tenemos 

Ext<Zlr,Z> • coker u• 11 '!.Ir. 

2. 7 DEFINICION. l)'i r.íi!J«/O • E//"'*"1f"l1ile Llnt' es un espacio con un solo 
~de nomotopta n de dimensión n, denOtaao por K<n,n>. 

2.8 DEFINICION. l)'i gnpo tQJJOldglco G es un conjunto G con una estrucl\ra de 
!P'1lPO y una topologta sobre G tal que <s.t> 1---> si- 1 es una función continua 
de GICG --> G. 
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2.9 DEFINICION. Para \rt !1'UPO topológlco G, \rt G- espacloes \rt espacio X con 
\ria f\ft:lón de XJCG --> X, tal que para todo lC E X, s,t E G entonces 
IC(sl) • <xs>t y para tooo x E x. x. I • x. Oonde 1 es la Identidad en G. 

2.10 DEFINICION. Un G-espaclo X es llamaoo el«tlvo SI ICS. lC lmpllca 
s • 1, x E X, s E G. 

211 DEFINICION. Sea x• el SUbeSpaclO de todos los (IC,ICS) E X lC X, con lC E )(, 
s E G de \rt G-espacto efectivo X. La ft.R:lón r: x•-> G tal que 
>er {>e,x') •>e', para tOdo (>e,x") Ex•, se 11.-na ""tr.rlSIKldn. 

212 DEFINICION. Un G-espaclo X se 11.-na princlf)I/ si )( es \rt G-espaclo 
efectivo con W\a f~lón de translación continua r. x• --> G. 

213 DEFINICION. Un G-~prlnc/pll es \rt G-l'laZ (X,p,B) Oonde X es \rt 
G-espaclo principal. 

2.1 "4 DEFINICION. Un /IU circular prlncf/MI es \rt G-hal principal donde 
G• s1. 

Hlblendo establecido las definiciones y los resultados anteriores, 
proctdet emos 1 11 construcción ele los módulos A1. 

Sla l'1 ~ poli~ conexo con n 111 clcllco de orden ko- Entonces H2<M;Z) 

contiene el swnlndO E>et <Zlko. Z> • Zlko- Sea g \S\ genet adOr de este ~
Podemos representr a g par \ria f\rtelón, que nam.-emos tlmbt«i g, de t1 1 
K(Z,2), el npecto de Ellenberg-Mac Lane ele dimensión 2. utlltzamos e g.,... 
lnclltlr \S\ "8Z ctrcul• principal x sobre t1. Entonces, tenernos la sucesión 
slCJUlente: 

h g 
s1--> X--> M--> K(Z,2). (2.2) 

Luego <22> tnauce en tiomologla de dimensión 1. la sucesión exacta corta 

Z >--> H¡X--»Z /ko. {2.3) 

Esta extensión representa el elemento g e Ext <Zlko• Z). SI aplicamos n 1 a 
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<2.2> utilizando la notacl6n multiplicativa <v. por ende, e, Gc
0

> para el !1'c>O 

rwmn.ntal soli9Mnte donde es corvnutattvo, Obtenemos la e1etensl6n 
centnl 

e~ n1x--» Ge (2.4) 

o 

Clande e es wi ~ele zc n 1x> el centro e1e n 1x. 
Entonces n 1 debe ser lbelllnO, asl que <2.l> y <2. .. > coinciden efectivamente. 

Mis N'\, como g genera Ext<Zlico- Z>. sabemOS que H1x • z, di donde n1x· c. 
SH l primo con "o. Podemos cons1oenr a l como wia r1.11e1en oe 
K(Z,2)-> K(Z,2> y entonces obtenemos el siguiente dl...,.a 

h g . 
S 1 -> lC --> M--> KCZ,2) 

h1 lg 
s1--> x,--> M--> K(Z,2). 

(2.5) 

Este dl..,_,a llene las proplecDcles siguientes: 

O f: x-> x1 es homotóptcamente w.. 11>llcact6n di ~tertn 

,.1.,... y r. n 1x es nonnat en n 1x1 con cociente c1. 

10 SI Mes nllpotente tsnbltn lo ~ x, x 1 y x, x 1 est6n en el 

mismo g6Mro. 

111) SI n 1M • 'rl' y ":!' • Z/pn•k, <excluytnelO el caso ps2, k• 0 y si 

n1M • crt> acta sotn "2'1 por"·ª• ua, donde u• I•~. p no divide 1 c, 
entonces en (2.5) x y x 1 llenen diferentes tipos ele homotopla siempre que 

1 no es C019"U'"te con t 1 m6clulo V'. 
SI escogemos l como en el C.,ltulo 1, para represent .. 111 glf'8I adol ele 
<ZIP">• 1lt 1 J entonces r: x --> x 1 en <2.5) es precisamente 11 r1.11e1en 



fo: ><o-> x 1 CJJe vimos en (2.1 >; asl obtenemos el clclo completo de <2.1 >. 
utll lznlO repetldllnente l: K(Z,2> --> K<Z,2> como en (2.5). 
El dl8!J'81N general es el sl~lente. 

h¡ tlg 

5 1 -> X1-> t1 -> K(Z,2> 

H u 
hl+I 1t•lg 

51 - ><1• 1-M-> K(Z,2). 

Entonces el C-m6dulo nzc 1 es exactamente At V. el producto semldlrecto de 
u,¡t-k y e peir esta accl6n es precisamente et ~ N1 del primer caottulo. 
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IN>ta DE SlttSOLOS. 

Adema de los slmbOlos de uso general, l\ICemos uso de la siguiente 
notacl6n: 

Mp toca11ncl6n de N en p, p es primo. 

(:) comblMCtonlS de p tn n. 

IN,N) ~ conmumlor dt N. 

KllO oroCIUclo semi directo de K por o. 

ZN centro dt N. 

TZN W\C>O dt torsl6n dt ZN. 

FZN centro l lln dt N. 

QNaNIFZN. 

~· (Nl(N,HJ)/FZN. 

(Z/p)• .,.O dt I• W\ldadtS dt Z/p. 

lle categorfa dt ~ ntlpotentes con nllpotencla G i c. 

t<m> f~l6n dt Euler. 

~ retact6n de homotopla. 

lfJ el .. de hamOtopla der. 

G(X) ~tele rwmm.ntal de x en ic. 
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n 1oc,x> W'C>O r~tal de x en x. 

CS* 

6 

categoña Clt esoac:tos topol6gtcos Clt HausdOrff con IU'lO btstco y 
r~tones continuas. 

categarla Clt los GnlPOI con sus hOmOmOrflsmos. 

f&netor e1t e P a 6. 

K( n,n> ..-cto C1t E11eretrQ-.."'1ac Une de dlmenslOn n. 

s1 ctrculo. 
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