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l. Jntroducción. 

Aproximadamente en el ano 1928. Gr<':ltzsch planteo y resolvió 

un problema con respecto a la clase de todos los homeomorf ismos de 

clase Cl . gue presenrvan orientación. entre dos rect.&ngulos del 

plano complejo. Gr<':ltz!".ch !"·abia (por propiedades conformes de 

aplicacj ones conformes) gue si R y R' eran dos rectángul•~s 

diferentes, entonces no ex~st~a un map conforme de R a R' ~ el cual 

mapE:<>r-" vértices en v<'.:rtices. Sin embargo. al estar trabajando con 

este tipo de mapeos inventó el concepto de dilatación y entonces 

se pr•?.guntó ;, cuál era el homeomorfismo f:R -> R', en esta clase, 

que tenia dilatación Df minima ? . 

El encontró gue el homeomor:f ismo en esta clase con esta 

propiedad era un map a:fin bien especifico. 

Este mism«:> problema :fue planteado por Teichn11'.iller para 

Superficies <ld Riemann Compactas de g6ncro mayor que uno. el cual 

:fue resuelto por él en 1937 (véase sección 8.51. 

Una de las herramientas fundamentales para la solución del 

problema de Gratzsch sobre Superficies de Riemann Compactas de 

aénero mayor que uno son las diferenciales cuadráticas. 

Con este trabajo pretendi dar un pequefío p.:inor~ma acerca de 

los aspectos geométricos de las diferenciales cuadráticas. el 

conocerlo, ayudar& a entender con mhs facilidad la Teorin de 

'l'eichnn:J1ler íl 1 y ot.ra:o. te<:orias como lét ele Foliaciones Medibles 
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soh:r:e ~-.uperf icies debida a Wi 11 iam Thurston. 

I,a relación de ésta última eon J.<ts diferencial es cuadráticas 

fue encontrada por Hubbard y Masur. Ellos encontraron que sobre 

tJna f3uperficie de Riemann Compacta fija (sin bord.e) ex.iste una 

correspondencia uno a uno entre las clases de equivalencia de las 

f~·liacionez medibles y las diferenciales cuadrátic<ts holomorfas. 

La correspondencia está en términos de la estructura de las 

trayectorias horizontales (tema que tratamos brevemente en este 

trnbajol y la medida vertical determinada por una diferencial 

cuadrt;tjca íll]. 

En el capitulo 2 se estudiarán algunos resultados importantes 

acerca de los revestimientos de espacios topológicos tales como: 

levantamiento de curvas y de funciones arbitrarias en un espacio 

topológico <t su revestimiento y condiciones necesarias y 

suficientes para la existencia de este tipo de levantamientos en 

términos clel grupo fundamental de los revestimientos. 

En el capitulo 3 se verán, entre otras cosas, las condiciones 

necesarias y suficientes que tiene que cumplir un espacio 

topológico para que exis~a un revestimiento de 6ste. Además 

analizaremos cuando dos revestimientos de un espacjo topológico 

son isomorfos. Todo ésto no lo proporcionar6 el Teorema de 

Clasificación. con el que finalizaremos este capitulo. 

En el capitulo 4 definiremos lo que es una Superficie de 

Riemann. una Superficie de Riemann con borde, la irnágen sim6trica 

de éstos y la doble de una Superficie de Riemann con borde. Además 

- 2 -



1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

R~emann y veremos algunas propiedades de éstos. 

En el capitulo 5 se dcf inir& el concepto fundamental de este 

traba.jo, el de diferencial cuadrátic<t meromorfa sobre una 

Superficie de Riemann. Definiremos un parametro qu~ llamaremos 

parámetro natural o distinguido, en t6rminos de una diferencial 

cuadrática. alrededor de los puntos regulares de &sta. Adembs 

definiremos una métrica asociado a una diferencial cuadr&tica 

demostrando, en ésta, la existencia y unicidad local de curvas mbs 

cortas entre dos puntos cualesquiera. Finalizamos este capitulo 

con la definición de trayectoria horizontal y vertical asociada a 

una diferencial cuadrática. 

En el capitulo 6 definiremos par&metros distinguidos en una 

vecindad de los puntos criticos de la diferencial cuadrbtica. los 

cuales nos ayudarán a visualizar con m&s facilidad la conducta 

local de las trayectorias que están cerca de esos puntos. 

Demostraremos también. la existencia y unicidad de curvas m6s 

cortas. con respecto a la métrica inducida por una diferencial 

cuadrhtica. entre dos puntos arbitrarios en una vecindad de los 

puntos críticos ~initos de ésta. 

[,~ ~strllctura de las ~raye8tc,rias de una diferencial 

Clladrát.i.c:a. de~;de un pnnto de vist.::s. global se estudiará en el 

capit11lo 7. En este capitulo definiremos y estudiaremos algunos 

conceptos tales como: trayectorias cerradas, no cerradas, rayos de 

una trayectoria, trayectorias criticas. espirales y trayectorias 

excepcionales, demostrando que éstas Oltimas forman un conjunto de 

medij~a cero Ccon respecto al Aren definida e1·1 térn1inc1s de la 
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cliferun•:::ial cuaclr.'itic<1) sohr•" nna Sup<::rficl.e de f'iemann Compacta 

si l:i di.ferencial cuadrática en cuestión es holomorfa y de norma 

En el ultimo capi t.1110 demostraremos la existenc~a y unicidad 

global de curvas m6s cortas (geodésicas). con respecto a la 

métrica asociada a la diferencial cuadrbtica. en cualquier clase 

de homotopia de curvas que unen dos puntos arbitrarios de una 

Superficie de Riemann Compacta. 

Finalizaremos este capitulo exponiendo brevemente el problema 

de Gratzsch y el Teorema de Tiechmüller. con el cual finalizaremos 

este trabajo. 
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2. Revestimientos. 

Sea X un espacio topológico conexo y localmente conectable 

por trayectorias, a grandes rasgos un revestimiento de X consis_­

te de un espacio topológico X y una aplicación continua de X 

a X ln cual satisface ciertas condiciones. La teoría de los re­

vestimientos juega un papel muy importante no sólo en la topologia 

sino también en las cliciplin!•s afines t."tles como la Geometria Di­

ferencial, la Teoría de Grupos de Lie y la teoria de Superficies 

de Riemann. 

Veamos ahora formalmente qué es un revestimiento. 

Definición 2.1 Sea X un espacio topológico conect.able por 

trayectorias y localmente conectable por trayectorias. !!n__~­

~nto de X es una pareja (X,Pl donde X es un espacio to­

pológico y p es una función cont.1.nua y suprayectiva de X a X 

que cumple con la siguiente condición: para cada x X existe una 

vecj_ndad U de x, a la que llamaremos vecindad elútnental, tal que 

para toda componente conexa U de p·l (U), p:U:U ->U es un ho­

meomorfismo. 

A p le 

~.Q.i-º-1lla~ y 

llamamos Ja proy,.~;i.Qn_de r<~ve"t.jmi~:t.Q. 

a p-1 (xl .UL.LL!u:ª-..~Pbt:!Ltl_1=m1li& __ 2L....X. 

- 5 -
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2. 2 J~.iemplos. 

Lc1s siguientes eje1nplos quiz& i10 sean inuy sofj_sticados pero 

ayudan a visualizar el consepto de revestimiento. 

al Si X es un espacio topológico arbitrario e i:X -> X deno­

ta la identidad, entonces el par (X,i) es un revestimiento trivial 

de X . Anhloeamente si f es cualquier homeomorfismo de Y sobre 

X, entonces (Y,f) es un revestimiento de X. 

Asi 

b) Definamos 

(R,p) es 

ahora p:R -> Sl por p(t)=e2 iL 

un revestimiento de Sl . De hecho 

p-1 (zo )={to+n, n Z}. 

para to<lc> t. R. 

si zo =e2 i to , 

En este caso cualquier subintervalo abierto propio de Sl que 

contenea a zo puede servir como la vecindad elemental requerida. 

C:-:.be notar que este ejempl'"' aunque puede considerarse como 

simple trae consigo una gran importancia. 

e) CorisiJ.o;.1.·.;:u1üs ahora p:C··>C\.{01 definida como p(z)=e~. A­

firmamos que (C,p) es un revest~miento de C\{0}. En este caso la 

vecindad elemental de un punto z C\{0} requerida es 

U=fw C: :w-z:<:zl}. 

dl Sea sa la 2-esfera, definimos sobre ésta la siguiente rela­

ción de equivalencia: x.y $?. son equivalentes si Y sólo si son .an­

tipodales. El espacio cociente módulo esta relación de equivalen­

cia es llamado ~l_...!.~§..PA...G.i~~J."lrQY.:.--..t;_t,iv_r~ P. 

- 6 -
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2.3 Levantamiento de una trayectoria al espacio de revestimiento. 

Uno de los conceptos que nos sera ~~Y útil mbs ~delante es el 

de levantamiento de una trayectoria al espacio de revestimiento. 

Definamos ahora unos conceptos necesarios. 

Dc:finición. J.!rc..~..f!Ys-~L;i__sm_X es un map continuo del in­

tervalo I=[0,11 al espacio topol6gl.co X. Decimos que la trayecto­

ria :f:I ->X es cerradª si f(O)=f(l). 

Sean f,g:I -> X dos trayectorias en X decimos que f es horno-

tópi_c-~ (f"'g) si existe un map continuo F: IxI -> X tal que 

F(t,O)=f(t) y F(t,l)=g(t) para todo t I. 

Se di ce que f-t:~.lipmott.p i '"'a a ,;- r;e 1 a t. j Yl'l n J.Qt:< ...... ~lU:'-1:.:.~DlQ.~LJi~l. 

(f"'g rel {0,11) si se cumple lo anterior pero además 

F(O,t)=f(O)=g(O) y F(l,t)=f(l)=g(l) para toda t I. 

Sea (X,p) un revestimiento de X . Sabemos que si f:I -> X 

es una trayectoria en X, entonces p f:I ->X es una trayectoria 

en X, nsi mismo, si f,g:I -> X son dos trayectorias en X talos 

que f"'g, entonces p f~p g. 

Una pregunta interesante que surge inmediatamente es ¿qué 

pasa con el reciproco de las afirmaciones anteriores ?. Planteemos 

- 7 -
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Si f 

g:I -> X en 

trayectorias 

es una trayectoria en X, ¿existirá alguna trayectoria 

X, tal que p g=f ?. Y si además f,g:I ->X son 

en X tales que p f~p g ¿podemos deducir que f~g?. 

Veamos a continuación que ambas preguntas tienen un si como 

respuesta, adem~s las respuestas a estas preguntas expresan propie­

dades básicas muy importantes en la teoria de los revestimientos. 

Comencemos con el siguiente 

Lema 2.3.1 Sea (X,p) un revestimiento de 

xo=p(Ro). Entonces para cada trayectoria f:I ->X 

existe una trayectoria con origen Xo tal que 

X, Ro X 

con origen 

p g=f. 

A esta trayectoria 

~acj o cl~eves:!;,illlismj:.o de 

le llamaremos 

X. 

.levantamiento de f 

Demostración. 

y 

xo, 

al 

Supongamos primero que la trayectoria :f está totalmente con­

tenida en alguna vecindad elemental U. Sea U la componente co­

nexa de p-1 (U) que contiene a xo, asi p:U -> U es un homeomor­

fismo. Por tanto g=p-1 f:I ->X (donde p-1 denot<1 el homeomor­

fismo inverso de p) es la trayectoriA deseada ya que p g=f. 

St1ponga1nos al1ora que f es una trayectoria arbitrnria. Para ca-
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da x X, sea Ux la vecindad elemental en x, asi X= Ux, por lo tan­

to las vecindades elementales forman una cubierta abierta de X. Pe­

rc ya gu .. , I es un conjunto compacto, existe un entero n su:Eiciente­

mente grande tal que cada intervalo [i-1/n,i/n], l~i~n es mapeado 

por f dentro de alguna vecindad elemental. Ya que tememos un núme­

ro finito de intervalos podemos aplicar en cada uno de éstos el 

primer paso, asi construimos la trayectoria deseada. 

Hemos visto hasta estos momentos la existencia de la 

trayectoria g, pero ahora surge otra pregunta natural ¡,será est.a 

trayectoria única ?, la respuesta a esta pregunta nos la dará el 

siguiente 

Lema 2.3.2 Sea (X,p) un revestimiento de X, e 

cio conexo. Dadas dos funciones continuas f,g:Y -> X 

p f=p g el conjunto B={y Y:f(y)=g(y)} es vacio o es 

Demostración. 

Y un espa­

tales que 

todo Y. 

Ya gne Y es un espacio conexo bastará proba:t• que B es abierto 

y cerrado. 

Sean b By x=p f(b)=p g(b). Sea U una vecindad elemental ele x 

p-1 CUI gue contiene a b. Ya que 

p es inyectiva en U y ya que 

se tiene que fíU)=g(CT) para todo 

y U la componente conexa de 

p:U -> U es un homeomorfismo, 

p f(U)=p g(U) para todo a U 

a U, de aqui que B es abierto. 

Ahora, sea b un punto ele acumulación de By x=p f(b)=p g(b), 

ya qn,_-, p f y f g so11 cc111ti11u~s podea1os encontrar una vecindad 
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V de b tal que p f(V) 

mental ele x. 

U, p g(V) U donde U es una vecindad ele-

Pero ya que f(V) y g(V) son conexos cada uno debe de estar 

contenido en alguna componente conexa de p-1 (U), pero bes un 

pun·to de acumu]Rci~·n d~ B as1. qt1e exist.e v V tal qt1e f{v):g(v) 

por lo tanto estas componentes deben de ser la misma, llamemos a 

est.a componente U. 

Ahora puest.o que p:U -> U es un homeomorfismo y 

p f(b)=p g(b) 

podemos concluir que f(b)=g(b) de donde b B. por tanto B es cerra-

do. 

Hasta el momento hemos contestado a la primera pregunta que 

nos hablamos 

siguiente 

formulado, la respuesta a la segunda nos la da el 

loema 2. 3. 3 Sea (X,p} un revestimiento de X, y f,g:I -> X 

dos trayeotori.aR An X con el mi.~mn ori.ge11. Sj p f~p e rel {0,1}, 

entonces f"'g, en particular :f y g tienen el mismo extremo. 

Demostración. 

Ya que p f"'p g rel {0,1} 

tal que 

existe una homotopia F:IxI -> X 

F(s,O}=p f(s), F(s,l)=p g(s), F(O,t)=p f(O)=p(xo) 

F(l,t)=p :f(l). 

Sea Ux la cubierta abierta de X formada por las vecinda-

des· elementales, ya que F es continua, { F- 1 ( llx ) } forma una 

- 10 -
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cubierta abierta de Ixl. Ya que Ixl es compacto, aplicando el 

teorema do Lebesgue [9), existen descomposiciones 

O=so <s1 < ... <sm ::1 y O::to <t1 < ... <tn =1 

del intervalo I tales que para toda i,j 

F ( [Si - 1 , Si ) X [ti - 1 , ti ) ) Ui, J 

donde Ui, .; es una vecindad elemental. 

Construiremos F:IxI -> X tal que p F=F y F(O,O)::go de la 

forma siguiente. Comencemos con el rectAngulo [O,s1 Jx[O,t1] tal 

que F([O,s1)x[O,t1) U1,1 y consideremos la componente U1,1 de 

p-1(U1,1) que contiene a xo. 

Sea (p1,1 )-1 :U1,1 -> U1, 1 el homeomorfismo inverso de p:U1, 1 

hagamos F1(s,t):: (p1,1)-l F(s,t) p.:c.ra (s,t) [O,s1]x[O,t1]. Pasa­

mos ahora a Uz,1 F([s1,s2]x[O,t1]) sea U2,1 la componente 

conexa de p-l(U2, 1 que contenga el punto F(s1 ,0) y 

( p2 , 1 ) - 1 : lfa , 1 - > Uz , 1 

el homeomorfismo inverso de 

Definamos ahora 

Fz(s,t)=(p2,1 )-1 F(s,t), (s,t) [s1 ,s2]x[O,t1). 

Las dos funciones F1 y Fz coinciden en el punto (s1 ,0) Y 

la unicidad del levantamiento de ~rayectorias, demostrado ante­

riormente, nos muestra que coinciden sobre {s1}x[O,t1]. Asl pode­

mos definir F como: 

- l1 -



Fi (s, t) si (s,t) [O,s1]x[O,t1] 

F= 

Fz(s,t) si (s,t) [sl ,s2]x[O,t1] 

esi;a fur1ci6n está definida sobre [O, e.2 ]x[O, t1]. 

Siguiendo este procedimiento demostramos que F est6 definida 

sobre la :franja [O,l]x[O,t1] y de forma an6loga sobre la franja 

[O,l]x[tl ,t2], etc. Asi tenen1os c:h~T in ida F sobre Ixl. 

Debido a la uni.cidad del levantamiento de trayectorias tene­

mos que F(s,O)=f(s), an6!osamente F(s,l)=g(s). Por otro lado 

p F(O,t)=xo y F(l,t.)=5!1 para O~t~l. Asi :f"g rel {0,1}. 

Como un corolario a los resultados anteriores acerca de levan­

tamientos de trayectorias al espacio de revestimientos tenemos el 

siguiente 

Lema.2.3.4 Si <X.p) es un revestimiento de X, entonces para 

todo x X los conjuntos p-1 (x) 

De111ostración. 

tienen el mismo cardinal. 

Sean x,y X arbitrarios. Sea f:I ->X una trayectoria en X tal 

que f(Q)=x y f(l)=y. Para cualquier punto g p-1 (x) sea g:I ->X 

el levantamiento de f a X con punto inicial R, es decir, p s=f 

corre5pondencia inYec-

-- 12 -
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tlva entr8 los puntos de p-1 (x) y p-1 (y), a saber, a cada ~le 

asocirtmos Y. 

Considerando la trayectoria inversa, es decir, de y a x 

podemos dar, mediante un argumento ana10 1.o al anterior, una 

correspondencia inyectiva de p-1 (y) a p-1 (x). Por lo tanto ambos 

conjuntos tienen el mismo cardinal. 

Con los resultados hasta ahora obtenidos, podemos analizar la 

relaci6n ontre el grupo fundamental del espacio de revestimiento y 

el del espacio base. 

2.4 Grupo Fundamental del Espacio de Revestimiento. 

s~a p:X -> X la proyección de un revestimiento. xo X y 

go p-1 (xo) puntos fijos. Entonces p:(X,Ko) -> (X,xo) induce un 

homomorfismo entre dos grupos fundamentales P"' (X,>to) -> (X,xo). 

Teorema 2.4.1 Si (X,p) es un revestimiento de X y si p(Ro)=xo, 

entonces P•= (X.Ro)-> (X,xo) es un monomorfismo. 

n-~mostraci'l..'°1n. 

Basta probar que el kernel de prt es el elemento identidad. 

Sea f (X, 51'.o ) (estoy considerando f como el representant.e de 

la clase de equivalencia a la que pertenece), y supongamos que 

prt(f)=l, es decir, p fmcte en xo rel {0,1}. Asi existe una 

hom<:d:.opi a F: IxI -> X entre p f y cte en xo rel {O .1}; cc•nforme 
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cil l.ema2.3.3 existeunahc.motopif• F:IxI->Xt.~lque pF=F y 

F{s,O)=f(s). 

La restricción de F al conjunto E={O.l}xI Ix{l} es proyecta­

da por p a xo, asi F(E) p-l(xo), pero cada punto .lfo de p-l(xo) 

tiene una vecindad que no contiene otro punto, distinto de go 

(de p-1 (xo )) y puesto que F es continua, F{E) conexo, por tanto 

F(El=go. Asi f~cte en xo re! {0,1}. 

[,¿¡ im.3gen de fX,go) en (X. xo) depende en general 

elecci611 del punto base lfo p-1 ( xo). Sea íhl la 

yectorias que unen l?:o a ){¡ p-J (XO). Est . ., clase 

momorfismo u: (X, 5i:o l -> rx, g¡ mediante IJ( gl=lr l 

Obteniendo asi el siguiente diagrama conmutativo 

P" 

(X, l?:o l ------------------> (X,xo) 

U V 

(X.gol -------------------> (X.xol 

PI< 

donde U y V estén definidas como sigue: 

U(g)=h-1 g h y V(f)=p,.(h)··L f P"(h). 

clase 

define 

g h. 

de la 

de -t,ra-

un ho-

Pero como ~o y 5(¡ pertenecen a la misma fil,ra, la proyec-
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e i.6n cJ,~~ 

Como 

P" (X, 5<1 l 

h é~S un lltZO 

pu U(g):=V pl>(g) 

son conjugados. 

c~n 

se 

x. y por tanto fp hl 

sigue que los subgrupos P" 

(X,xo). 

(X, xo) y 

Surge entonces la siguiente pregunta: ¿ es cualquier subgrupo 

conjugado de P" (X,l<o) en (X,xo) es la imagen del grupo 

fundamental de X con un punto base apropiado en p-1 (xo) ?. 

La respuesta a esta pregunta es que si. En efecto~ si [fJ=l es 

un elemento identidad de (X,xo), consideremos el subgrupo 

[ f] - 1 P" (X, xo ) ( f] , 

sea f un representante de [f] y f:I -> X el levantamiento de f 

con punto inicial Ro. Sea R2=f,l), entonces Pl>[f]=[f] Y el 

diagrama conmutativo anterior muestra que 

Pl> (X, x2 ) = ( f] - 1 P" (X, xo l f f l . 

Los 

siguiente 

anteriores resultados pueden ser resumidos en el 

Teorema 2.4.2 Sea (X,p) un revestimiento de X 

y xo p-1 (xo) puntos base. Entonces la familia de 

P" (X,51.), R p-l(xo) está dada por 

P" (X,x):=[f]-1 pit (X,51.o) [:!'], 

donde (f]=pit[g], y g:I ->X es una trayectoria de 

aun te.do subsrupo conjugado de p-1> (X,lfo) en (X,xo) 

forma. 

- 15 -
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2. !) Leva.n·t.am:icn·t;.o de :funciones arbitrarias al. espacl.o de re­

ves·t-,:i.ud.cn-to. 

En una sección anterior estudiemos el levantamiento de una 

espacio de revestimiento X. trayectoria de X al 

Veremos ahora el problema an~logo Para funciones de un espa­

c~o arbi~rario Y en X. 

Para visualizar mbs f~cilmente este problema introduzcamos la 

siguiente notación. 

Si X 

f: (X,x) -> 

Y y que 

precisa el 

y Y son espacios topolbgicos, x X y y Y, entonces 

(Y,y) significa que f es una función cont.inua de X a 

:f (xJ =y. Con esta n~•tación podemos plantear de manera 

problema anterior de la forma siguiente: 

~~ea <X.p) un revestimiento de X, ~o 

(X,xo ). ¿Bajo qué condiciones 

f:(Y,yo) -> tX,xoJ 

X. xo =p(s:to), YO y 

y -f : ( Y • yo J - > existe 

tal que el diagrama 

f 

(Y,yo) -----------> (X.~o) 

p 

(X. :&o J 
- 16 -



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

es conmutativo?. 

Una condición necesaria para que lo anterior se realice se ob­

tiene pasando a los a los grupos fundamentales y a los homomorfis­

mos inducidos. Es decir, supongamos que el diagrama anterior conmu­

ta, asi t,enemos tambibn el siguiente diagrama conmutativo. 

(Y,yo) -----------> (X,5to) 

pt> 

(X,xo) 

Puesto que p es un monomorfismo, la existencia de un homeo­

morfismo f,,-: (Y.yo)-> (X,5to), que haS<t conmut.ativo el diagrama, 

implica que la imagen de f,. esté contenida en la imagen de P"· 

V":remos, mediante el siguiente teorema, que esta condición t<•mhién 

es suficiente para la existencia del levantamiento. 

- 17 -
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Tnorcma 2.5.1 Sea (X,p) u11 levantamiento de X, Y un espacio 

ccmexo y localmente conectable por trayectorias, yo Y, Ro X y 

xo=pCRol. Dada una función f:(Y,yo) -> IX,xo) existe un levan­

tamiento f:(Y,yo) -> CX,Ro) de f si y s6lo si 

f~ (Y,yo P" CX,xo). 

Demostración. 

Liemos probado ya la condición necesaria, veamos ahora que 

f~ (Y,yo) P" (X,Xo) es una condición suficiente para que exista 

un tal levantamiento. 

Ya que Y es conexo y localmente conectable por trayectorias 

es conectable por trayectorias. Asi para todo y Y, existe una 

trayectoria g:I ->Y que une yo a y. Entonces f g es una trayec­

toria en X con origen xo. Sea g:I ->X una trayectoria cuyo 

origen es !<.o y t.al que p !d:=f g. n,,,finimo~. f(y)::g(l). 

Para justificar esta def inici6n tenemos que demostrar que 

f(y) es independiente de la elección de la trayectoria g. 

Por el lema 2.3.3 vemos que la definición de fes indepen­

diente de la trayectoria elegida en una misma clase de equi­

valencia. 

Hemns visto hasta el momento que la función f estA bien def i­

nida, por tanto lo único que nos falta ver es que ezta función es 

continua. 

Sea y Y arbitrario, x=fCy) y 

d(~h\lJS clegi..r una vecindad elen!an·t..:i1 

- 18 -
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nanta conexa U de p-1 (U) que contiene a ~ estb contenida en V. 

Ya que f es continua, existe una vecindad conectable por tra­

yectorias W de y tal que f(W) U. Basta mostrar que f(W) U. 

Para esto sea y' W, k:I->Y una trayectoria uniendo y' a y en W, 

g:I -> Y una trayectoria de yo a y. Levantando ambas trayectoria~ 

vernos que existe g tal que p g=f g y g(O)=l<o y una t.raye•Jtoria 

k tal que p k=f k y k(O)=g(l). 

As1 p fgtkl=fCg*kl y por la definición de f tenemos que 

f(y'l=Cs*k)Cl)=kCl). 

Además ya que 

k(Cl=l< U se sigue que 

tanto f es continua. 

p k=f }{ es 

f(y')=k(l) 

una trayectoria 

U. De aqui que 

de 

f{W) 

f fW) U y 

U V, por 

J 

Una consecuencia inmediata al teorema anterior nos la da el 

siguiente: 

Corolario 2.5.2 Sea Y un espacio topológico simplemente co­

nexo, entonces para toda función continua f:(Y,yo )->(X,xo) y para 

todo Sto p-1 (xo) existe una función f:(Y,yo) -> {X,Xo) tal que 

p f=f. 

Demostración, 

Sea f: (Y.yo) -> CX.xo) una función continua y sea Sto p-1 (xo). 

Ya que Y es un espacio topológico simplemente conexo se tiene 

que (Y.yo) es el ~rupo trivial, asi fp (Y.yo) también es el gru­

po trivial, el cual claramente estA contenido en pp (X.Sto). Apli-

cando .;lhora t:! 1 te-crema anterior obtcnemt).S que existe el levanta-

miento f de f deseado. 
- 19 -
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3. Automor:l'ismos de Revestimientos y Grupo di::;continuo de 

Homeomor:fi.smos 

3.1 Jlomomorfi::;mos y Antomorfi::;mos de Revestimientos 

Nuestro siguiente propósito es obtener inf ormaci6n acerca 

de todos los posibles revestimientos de un espacio X dado. AdemAs 

encontraremos cuAles son las condiciones que tiene que satisfacer 

X para que tenga un revestimiento, asimismo vamos a definir 

cuhndo dos revestimientos de X son isomorfos y mediante ésto 

dar una clasificación de los revestimientos, es decir, analizar 

bajo qué condiciones podemos afirmar que dos revestimientos de X 

son isomorfos. 

Sean (X1 ,p1 y (X,pz) dos revestimientos de X. Un h9momor­

fismQ. de (X1 ,pi en CX2,p~) es una función continua f:Xl -> Xz 

tal que hace conmutativo el siguiente diagranw: 

f 

Xi ----------> Xz 

Pl pz 

X 

- 20 -
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Se dice que un homomorfismo f:X1 -> X;: es un _:Ll;_9_m<;1rfj_smo si 

existe un homomorfismo f-1 :X2 -> Xt tal que f-1 f=idt y f f-l=id2, 

donde idJ: XJ -> XJ j=O,l, es el map identidad de XJ en si mismo. 

Definición 3.1.1 Un isomorfismo f:X -> X del revestimiento 

(X,p) en si mismo es llamado un fill.."t,,Ql]JD~. El conjunto de todos 

los automorfismos de CX,p) ser6 denotado por Aut(X,p). 

/1ut(X, p) forma un grupo bajo la composición, por lo siguien-

te: 

Sea f Aut(X,p), de aqui que p f:::p, Ya que 

morfismo de CX,pl en si mismo existe f-1 :X ->X 

tal qlle f f-l:=id=f-1 f. Asi p:(p f) f-l:=p f-1 de 

es un homomorfismo tal que f f-l=f-1 f asi f-1 

Ahora si f,g Aut(X,p), entonces f g Aut(X,p). 

que f g es homomorfismo 

ademt.ts ( f g) - 1 = g- 1 f- 1 

(f g) 

p (f g):::(p f) g:::p g:=p 

es tal que 

(f g)-1 :=(f g)-1 (f g)=id. 

Asi Aut(X,p) forma un grupo bajo la composicibn. 

f es un iso­

homomorf i smo 

aqui que f-1 

Aut(X,p). 

En efecto, ya 

Un resultado interesante por si mismc1 y por el hecho de 

que nos será muy Otil ~ara probar algunos resultados posteriores 

es el siguiente: 

- 21 -



Teorema 3.1.2 Sea X un espacio conexo y localmente conecta-

ble por trayectorias. Sean (X1 ,p1) y <X2 ,p2) revestimientos 

de X; y sea r:X1 -> X2 un homomorfismo arbitrario. Entonces 

f: Xi -) X2 es una proyección de revest.imiento para .·x2 . 

Demostración. 

En primer lugar veamos que f:X1 -> X2 es suprayectiva, para 

ésto consideramos el siguiente diagrama conmutativo 

f 

X1 ----------> X2 

Pl pz 

X 

Sean Xz Xz arbi tra:rio:: .. Ya que los espacios son 

conectables por trayectorias podemos tomar una trayectoria g de 

f(5'!1) a .5'!2 - Entonces pz g:I -> X es una 

los puntos 

trayectoria que une 

p2 f ( .5'!1 ) =p1 ( x1 ) y p2 (xz l. 

De los lemas 2.3.1 y 2.3.2 se sigue que existe.una trayec­

tc.:;:-~a h:I -> X1 tal que p1 h=p2 g y h(0)::.5'!1. Pero la trayectoria 

f h:I -> Xz satisface f h(Q)::f(.5'!1) y pz f h=p1 h=pz g, Por lo 

tanto f h se 

levantamientos 

suprayc(,::ti.v.:t. 

proyecta a 

f h::g. Asi 

g bajo pn, pero por 

f h(ll=gC1J=x2. Por 

- 22 -
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Veamos ahora que en realidad f:X1 -> Xz 

proyección de revestimiento. 

Sea Ka X2, y U una vecindad elemental 

es 

de 

en efecto una 

p(5/.2) tanto 

para la proyección p1 como para la p2. Para pro~ar lo deseado 

bastarb verificar que las component.es conexas de pz-1 (U) son 

abiertos elementales para f. Para ésto, sea Uz una componente 

conexa de pz-1 (U) que contiene a Kz. Ya que fes suprayectiva y 

f-1 pz-1 (U)=p1-l (U) existe una componente U1 de p1-l (U) tal que 

f(Ul Uz. Pero para cualquier componente de p1-I satisfaciendo 

f(U1) Uz tenemos que 

pz lUz f iU1 =p1 ilh :U1 -> U 

es L·.:.meomorfismo. 

Pero ya que p1 tU1 y p2 :u2 son 

se sigue que 

Por lo tanto. f 

U respectivamente, 

es un homeomorfismo. 

miento. 

homeomorfismos de U1 y Cz a 

fiU1=p2:u2-1 p1:u1:U1 -> Uz 

es una proyección de revesti-

El siguiente resultado nos proporcionar~ condi.ciones necesa­

rias y suficientes para la existencia de un homomorfismo entre dos 

espacios de revestimiento X, para obtener éste necesitamos el 

concepto de functorial hasta el momento no mencionai¡lo, el cual 

veremos a continuación. 

Intuitivamente podemos decir que un Lll!ls.t<;U:i . .11.l es un map de 

una categoria C1 a otra C2 que ~...Y.a-~~des y .-,r,mp<>B5 .-,10-

nr-~P. [ 19]' donde por l.llla cat.c~g.::1ri ::1 8nt~nch~remo5 t..ln·'.'"l c.l~1se ele ob~ie-
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tos con la siguiente propiedad: para todo par de objetos X y Y, 

elementos de la clase, tenemos un conjunto de morfismos de X a Y 

que denotaremos hom(X,Y), y para cada terna de elementos de la 

clase X, Y y Z tenemos 

morfismos f:X -> Y y 

una función asociando a cu~lquier par de 

g:Y -> Z llamada composición g f :X -> Z. 

Estos morfismos tienen que cumplir a su vez los siguientes axiomas: 

a) Si f:X -> Y , g: Y -> Z y h: Z -> W, entonces 

h (g :f)=(h g) f: X-> W 

b) Para todo objeto Y existe un morfismo ly:Y -> Y tal que si 

f: X -> Y, entonces IY f=f y si h: Y -> Z, entonces h IY=h. 

Las categorias que vamos a utilizar son las siguientes: C1 

consistir& de todos los espacios topológicos y como mor:f ismos 

tomaremos todas las funciones continuas entre estos espacios, C2 

consistira de la clase de todos los grupos y como morf ismos entre 

dos grupos cualesquiera consideraremos los homomorfismos entre 

éstos. 

Teorema 3.1.3 Sean 

un espacio X. Entonces 

sblo si existen x1 Xi 

xo=p1 (21) y p1• (X1 ,Rt 

de p2 " ( X2 , •2 ) . 
Demostración. 

( X1 , Pl ) y ( X2 . p2 l dos revestimientos de 

existe un homomorfismo f :X1 ~> X2 si y 

y x2 tales que p1 CS:.1 l = p;: (xz), 

es •::enjugado en (X,xo) a un subgrupo 

Supong.;amos que existe un heimomorfismo f:X1 -> X?.. S1::an X1 Xt 

- 24 -



t.enemos que Y.o =p1 ( 511 l =pz ( xz ) . 

Ahora aplicando el teorema 2.5.1 y el hecho de que p -> P• es 

functorial, podemos concluir que pz• f• ( X1 , Y.¡ ) = Pl • (Xl,50). 

Ya que f es una proyección de revestimiento, por el -·teorema 2.4.1, 

podemos concluir que f• es un momomorfismo, asi f• es un isomor-

fismo sobre su imagen. De aqui que p1• (X1 ,:R1) es isomorfo 

a un subgrupo de pz• 

Reci.procamente, 

g Pl • 

(Xz,:Rz), al cual es conjugado. 

supongamos 

( X1 , :R1 ) g- 1 

que existe g 

P2• (Xz, .512). 

Entonces 

Pl • (Xt ,511) g-1 p2 • (X?., x2) g. 

Por el teorema 2.4.2 existe tal 

g-1 PZ • (X2, >:2 l s=p2• 

Por lo tanto pl• p2• ( X2 • j:t3 ) • 

ex. xo J tal que 

que 

Aplicando ahora 

el teorema 2.5.l, existe h:(X1 ,:R1) -> (X2,:R3) que hace conmutativo 

el siguiente diagrama 

h 

X1 ------------> Xz 

Pl pz 

.X 

es d~cir, existe un homomorfismo entre (X1 ,p1 y ( X2 , p2). 
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El teorema que veremos a continuación es muy importante ya 

que éste es una herramienta para la clasificaci6n de Jos revesti­

mientos, a saber nos dice cuándo dos reve.stimlentos·se>n isomorfos. 

1'corema 3. 1. 4 Sean (X1, p1 ) y ( X2, p2) revestimientos de X. En­

tonces existe un isomorfismo f:X1 -> Xz si y sólo si dados x1 X1 

y 5<:2 Xz tale.=; que p1 ( Y.1 ) =p2 ( Y.2 ) =xo , entonces p1 " ( X1 , x1 ) y 

PZ" (X2,:R:2) son conjugados en <X,xo). 

Demostración. 

Supongamos que existe un isomorfismo f:X1 -> X2, entonces :f 

es un homomorfismo y por lo tanto tenemos que p2 f:::p1 asi 

pt" ( X1 , :R'.1 ) =p2" f,. ( X1 . x1 ) =pz" ( Xz , :f ( x1 ) ) . 

Pero ya que :ll.2 y f(x1) están en la misma fibra, entonces 

(Xz ,:f(Xt )) y p~" (Xa,gz) son conjugados, por lo tanto 

Pl tt (Xt 'X! ):::h p?. .. (Xz .x2) h-1 -

Supongamos ahora que los grupos pt" (X1 ,x1) y p21> (Xz ,5(2) 

son conjugados en (X,xo), esto es, existe h (X,xo) tal que se 

cumple la igualdad anterior. 

Por el teorema 2.4.2 existe 

pa .. (Xz ,x3):::h p2" 

X3 p2 - 1 ( xo ) 

( Xz . x2 ) h-1 

tal que 

Aplicando ahora el teorema 2.5.1, tomando (Y,yo)=(Xt ,x1) y f 

como la proyección p1: (X1 ,x1) -> (X,xo) existe 

:f: (X1 ,:ll.t) -> (X2 ,xs) tal que pz f=p1 
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Pero ya que p11< (X1,X1)=p21< (X2 ,51'.:i l nos permite aplicar 

nuevamente el teorema 2.5.1 y nsl concluir que existe un homomor-

flsmo g: (Xz ,5!:3 l -> (Xl ,:h ). IJ:i1tonces g f:X1 ··> X1 e5 un ho-· 

momorfismo tal que p1 (g f')=(g fl y ya que g :f(X1 )=5{1 podemos 

concluir a purtir del lema 2.3.2 que · g f=id. en X1 Análogamente 

tenemos que f g=id. en X2, asi f:X1 -> X1 es un isomorfismo. 

Definición 3.1.5 Sen <X.pl un revestimiento de X, decimos 

que (X, p) es un ~i<im.i.sultº--t.llÚY.Q.1">3al. do;, X si X es un espacio 

simplemente conexo, es decir, si el grupo fundumental de X en 

cualquier punto es trivial. 

Obscrvacion. Los ejemplos 2.2 (b) 

revestimientos universales. 

y 2.2 (el son ejemplos de 

Lema 3.1.6 Sea (X1 ,p1) un revestimiento universal de X, si 

(X2, p2) es cualquier rev~stimiento, entoncez existo un. h..:;n1omor.fls­

mo f:X1 -> Xz. 

Demostración. 

Sean xo X, X1 p¡-1 (xo) y X2 pz-1 (xo) arbitrarios Ya que 

(XI , X1 ) es t.ri vial, éste es conjugado en (X, xo ) ,.., un subgrupo 

de p21< (X2,x2), a saber, al subgrupo identidad. Aplicando ahora el 

teorema 3.1.3 tenemos que existe un homomorfismo f:Xi -> X2. 

3.2 Acción del grupo (X,x) nobre el conjunto p-l(x). 

- 2? .. 



Para continuar con el estudio del grupo <le automorf ismos de 

un espacio de revestin1iento CX,p) de X, definiremos una acción 

del grupo (X,x) sobre el conjunto p-l (x) para cualquier x X. 

La definicion de esta acción ea muy natural, de hecho ya la 

hemos visto anteriormente en la demostración del lema 2.3.4 ai 

tomamos el caso particular de una trayectoria cerrada. 

Veamos cs·to nuevamente. s~n f (X.xo) definill\os 

f- : p- 1 ( xo ) - > p- l ( xo ) 

de la forma siguiente, si Xo p-1 (xo), sea f:I ->X el levan~a-

miento de f con punto inicial en xo, definimos f-(Ko )=f(l). Por 

la unicidad de levantamientos al espacio de revestimiento f­

esta bien definida. 

Obsérvese que f- ( xo ) es nuevamente un elemento de p-1 (xo). 

(f g)- =f- g-, la relación f -> f- define una acción Ya que 

del grupo (X, xo ) sobre el conjunto p-l(xo). 

A continuaci6n veremos 

acción es transitiva. 

Teorema 3.2.1 El grupo 

conjunto p-l(x). 

Demostrc~ci6n. 

en el siguiente teorema que esta 

(X, x) actúa t.ransitlvamente sobre el 

Sean Ro,l{1 X arbitrarios, ya que X es conectable por tra-
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yectorias existe una clase de trnyectorias f en X uniendo Xo y 

l'{1. Se« f::p,.f. asi :f es la clase de .-,,quiva.J.enciu de trayectorias 

cerradas Y f-(Ko J=X1, por Jo tanto la acción es transitiva. 

Otros resultados de gran importancia son los sJ~uientes: 

Teorema 3.2.2 Sean (X,p) un revestimiento de X y Xo, 

:ll'.1 p-1 (.xo) dos pun·tos arbitrarios de la fibra. Entonces existe 

w Aut(X,p) tal que w(~o J=R1 si y sólo si para toda clase f 

de trayectorias uniendo Xo y xi , 

P•(f) N(H) donde H=P• (X,:ll'.o) 

y donde 

N ( H) = { g (X. xo ) : g (X ' XO ) g- l = (X. xo ) } 

es el normalizador de H en (X, xo). 

Demostración. 

Supongamos que existe w Aut(X,p) tal que w(Xo)=:ll'.1. Sea f 

unB clBse de trayectorias unlendo ko a X1 . Ya qqe w es ur1 uuto-

morfismo p w=p, luego pasando a los homomorfismos inducidos tene­

mos 

donde 

H=p• CX,xo >=P• 
f=p#(f), as:!. f 

w" (X,Xo J=P" 

NCHI. 

(X,21 l=f-! H f 

Rec:lprocamente, sea f una clase de trayectorias uniendo 5fo 

y :ll'.1 y f=p#(f). Supongamos que f N(H), es decir, 

f-1 P" (X,Xo) f=p" (X.xo). 

Aplicando ahora el teorema 3.1.4 concluimos que existe un 

isomorfismo w:(X,Xo) -> (X,X1) de aqu1 que w AutrX,p). 

- 29 -



Teorema 3.2.3 Sea H=p# (X,Xo) (X,xo), N(Hl el normaliza-

dor de H en (X, xo). Entonces Aut(X,p) ~ N(Hl/H. 

Demostración. 

Sea f:Aut(X,p) -> p-l(xo) la función defini~a como sigue: 

f(w):w(Xo). Esta función es iny~ctiva ya que si f(w)=fCw' ), enton­

ces w(5<:o )=w' (51.o). Pero w y w' son automorfj_smos, asi p w=p y 

p w'=p. Aplicando ahora el lema 2.3.2 se tiene que w=w'. 

Consideremos ahora la función F: (X,51.o) -> p-1 (51.o) definida 

como F(f)=f-(Xo), donde 51.o es un punto fijo en la fibra. Ya que 

la acción sobre p-1 (xo) es transitiva podemos concluir que F es 

suparayectiva1 

Suponga1Hos ahora que :b~(f)=F(g), asi f-(51.o)=g-(5!.o) por lo tan­

to (g-)-1 f-(5'!0)=51.0. En vista de la unicidad del levantamiento te­

nemos que g-1 f H=p# (X,:>!o), de aquí que F: (X,xo)/H -> p-1 (xo) 

define una función biyectiva. 

Sea F- ::¡j'-1 f:Aut(X .. 1 -> (X,xo)/1-J, de la forma en que está 

definida F- vemos claramente que ésta es inyectiva. 

Una forma al·ternativa do describir a F- la cual nos permitirá 

ver mas fllcilmente cuál es su image:n y además utiliz.aremos mas tar­

de es la siguiente: 

Sea w Aut(X,p), w(51.o) 

rias uniendo 51.o y w(Xo), 

p-1 (xo), y f una clase de trayecto­

entonccs f=p~(r) ea un elemento de 
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(X,xo). Con esta notacion observamos que F-(w)=H f. 

Aplicando ahora el teorema 3.2.2 observamos que f=p,.(f) en reali-

dad es un elemento de N(H) asi la imagen del mi-.peo F- es N(H)/H. 

Por lo tanto F-:Aut(X, ,P) -> N(H)/H es una función blyectiva. 

Ahora lo único que nos fa.ltrt por checar es que y- es un homo­

morfismo. 

Sean w,w' Aut(X,p), h una trayectoria en X uniendo sto y 

w(go) y j una trayectoria uniendo 2o y w'(2ol; entonces w' hes 

una trayectoria en X que une w' (Ro) a w' w(5fo) y .i*(w' hl es una 

trayectoria que une 2o y w• w(2o). Utilizando ahora la descrip­

ción alternativa de F- dada anteriormente y haciendo h=[h), j:[j) 

tenemos que 

F-(w' w)=H(p,.(j w'~l=ll(p,.j) H(p11h):F-(w') F-(w), 

locual demuestra que F-:Aut (X,p) -> N(il)/H es un isomorfismo. 

La definicion siguiente, de revestimiento regular, nos propor­

ciona1;á resul·tados que se usan ·1y frecuentemente. 

Definición. Se dice que un revestimiento (X,pl de X es regular 

si p11 (X,Kol es un subsrupo normal de (X.xo). 

Unos corolarios 

guientes. 

inmediatos al teorema anterior son los si-

Corolario 3.2.4 Sea (X,p) un revestimiento regular de X, en­

tonces Aut(X,p)~ (X,xo)/pit (X,5ro) para cualquier 2o elemento de 
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p-1 ( xo ) . 

Demostraci6n. 

'(a que (X,p) es regular, P"' (X,51:o) es un subsrupo normal 

de (X,xo) para todo Zo p-1 (xo), por lo tanto para todo 51:o p-1 Cxo) 

N(pit (X,Ko))= (X,xo), 

aplicando ahora el teorema 3.2.3 obtenemos que 

Aut(X,p)!':! ex. xo) /pit CX.xo). 

Corolario 3.2.5 Sea (X,p) un revestimiento universal de X. 

entonces Aut(X,p)~ 

Demostración, 

Ya que <X,p) 

(X. xo ) . 

es un revestimiento universal, (X,51:o) es el 

grupo trivial para todo X'.o p-1 (xo), de donde p1> (X,5{o) también es 

trivial, asl (X.xo)/p1> IX,xo)~ (X,xo). Aplicando ahora el 

corolario anterior obtenemos que Aut(X,p)~ (X,xo). 

Ejempl.os 3.2.6 

a) Consideremos el revestimiento (R,p) del circulo Sl, defi­

nido por p(t)=(s6n t,cos t), para todo t R. Ya que R es simplemen­

te conexo, (R,p) es un revestimiento universal de Sl. Determinemos 

el grupo de automorfismos de este revestimiento. De la periodici­

dad de las funciones sen t y cos t, Tn :Il -> R definida por 

Tn(t)=t+2 n es un automorfismo, para toda n. Más aún, si x es un 

punto cualquiera de Sl y t1 y tz son dos puntos arbitrarios de 

p-1 ( x) entonces exlste un en tero n tal que Tu ( t.1 ) =t2. Esto 
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implica que ·todo automorfi.smo de revestimiento es una Tn. Pues·to 

que el grupo {Tn:n Z} es clclico infinito, el corolario 3.2.5 nos 

dice que (Sl) ·es ciclico infinito. Esta es otra forma de 

demostrar· que (St) ~ z. 

b) Sea p:SZ -> P la proyección natural de lo 2-esfera en su 

espacio cociente, el plano proyectivo; entonces (SZ,p) es un reves­

timiento de P, ya que sa es simplemente conexo, este revestimiento 

es universal. En este caso el mapeo antipodal 'l': sz -> sz definido 

por T(x,y,z)=(-x,-y,-z) genera ~l grupo Aut(SZ ,p). Aplicando ahora 

el corolario 3.2.4 podemos concluir que el grupo fundamental de P 

es isomorfo a Zz. 

Sea (X,p) un revestimierrto de X, ya que p es una función 

abierta, X tiene la topologia cociente inducida por p. Asi podemos 

considerar a X como el resultado de aplicar un proceso de identi­

ficación a los puntos de X. esto es, para cada x X el conjunto 

de puntos p-l (x) se identifica, bajo p, a un sólo punt.o. Hemos 

visto que el grupo de automorfismos Aut(X,p) permuta los puntos 

del conjunto p-1 (x). Pero en general no es cierto que eJ espacio 

cociente X/Aut(X,p) sea homeomorfo a X, ya que pueden existir 

puntos X,V p-l(x) para los cuales no existe nln~On automorfismo 

w Aut(X,p) tal que w(x):::Sf, es decir. no siempr•) podemos decir 

que el grupo de automorfismos Aut(X,p) actúa transitivamente sobre 

p- l (X). 
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Una condición necesaria y suficiente para que esto ocurra no 

la proporciona el siguiente. 

Teorema 3.2.7 Sea 

automorfismos Aut(X,p) 

(X,pl un revestimiento de X. El grupo de 

act1)a transitivamente sobror; p-1 (x), x X, 

si Y sólo si (X,p) es un revestimiento regular de X. 

Dümostración. 

Supongamos que Aut(X,p) actúa transitivamente sobre la fibra 

p-l(xo) y sea f (X,xo). Un levantamiento de f (tómese a f mismo 

como el representante de su clase) es una trayectoria que une los 

puntos Xo y :íé1 , donde Y.o , .R1 p- l ( xo ) . Sea w un tl\rt.omorf ismo tal que 

w( Sl:o) =Sü , analizando la demostración del t.eorellla 3. 2. 2 vemos que 

f (X,xo), CX,:llo J=:f-1 p~ H=f-1 H 1' para tvda 

es decir, (X,p) es un revestimiento regular. 

Reciprocament.e, si (X,p) 

(X, :íéo) es un subgrupo 

el teorema 3.2.2. obtenemos que 

sobre p-1 (xo). 

es un revestimiento regular 

normal de N(HJ= (X.xo). Aplicando 

Aut(X,p) actúa transitivamente 

Una consecuencia inmediata del resultado anterior es que si 

(X,p) es un revestimiento regular de X, entonces X es homeomorfo 

al espacio cociente X/Aut(X.p), donde la relación de equivalen­

cia que lo define es la siguiente: decimos que ~o. ~1 X son 

equivalentes si y sólo si existe w Aut(X,p) t.:11 que w ( xo ) =}{1 . 

En base a lo anterior surge unu pregunta bastante natural: 
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Sea X un espacio topológico y G un grupo de hon~omorfismos de X. 

Sea p:X -> X/G la proyección natural de X sobre el espacio co­

ciente. ¿ Bajo qué cond:l.ciones (X.p) es un revestimiento regular 

de X/G con G=Aut(X,p) ?. 

Analicemos un· poco la pregunta anterior. 

Si (X,p) es un revestimiento regular de X, entonces 

Aut(X,p) actl'.la 5obre X sin puntos fijos. Allernbs la órbita de 

todo punto ~ X· de la acción del grupo Aut(X,p) es un subgrup(> 

cerrado y discreLo de X. Es mbs, se tiene la siguiente condición: 

todo punto l!'. X tiene una vecindad U tal que oi w,w' Aut(X,p) y 

w=w', entonces w(U) w'(U)=O. Basta considerar una vecindad 

elemental U de x=p(X) y tomar una componente U de p-l(U) que 

contenga a X. 

Esto nos lleva directamente a la siguiente: 

De.f.inic:i.On. ::;c;:i. G un er11po de homeomorfismos de un espacio Y. 

Se dice que G actua Eropié!men.:ke d:! ~.con.:t..in.J.l.~:...Q sobre Y si para 

todo y Y, existe una vecindad V de y tal que si gi ,g2 G y 

gi=gz, entonces g1(V) g2(V)=O. 

Obsérvese que est.a condición implica que 

fijos, es decir, si g G es tal que g(y)=y, 

G ~tctúa 

entonces 

sin puntos 

g=id. 

En base n las observaciones anteriores podemos responder a la 

pregunta,anteriormente planteada, con el siguiente: 
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'I'corema 3. 2. 8 Sea Y un espacio. conexo .Y localmente conecta­

ble por trayectorias, G un grupo propiamente discontinuo de homeo­

mor:fismos de Y. Entonces la proyeccicn canónica p:Y -> Y/Ges una 

proyección de revestimiento y (Y,p) es un revestimiento regular de 

Y. Adem~s G=Aut(Y,p) . 

Demostración. 

Un resultado importante de topologia dice que si p:X -> X/G 

es la proyección natural. p es abierta si y sólo si G(Ul= g(U) 

donde la unión se toma sobre todos los elementos de G, para todo 

abierto U en X [9] (pag. 125). Para mostrar lo requerido, sea U 

un abierto de X arbitrario. Ya que G es un grupo propiamente 

discontinuo de homeomor:f j.smos G (U) es una unión de abiertos 

.Y por lo tanto es abierto. As!, pos una :función abierta. 

Sea ahora x Y!G y .Y p-l(x). Por hipótesis existe una vecindad 

V de y, que podemos suponer abierta y conectable por trayectorias 

tal que si g1 .g?. G y g1=g2, entonces g1 (V) g2(V)=O. 

Sea W:p(V), W es una vecindad de x úbierta .Y conectable por 

trayectorias y además p-l (W)= g(V) donde la unión se toma sobre 

todos los elementos de G. Una restricción p!g(V):g(V) -> W es con­

tinua abierta y biyecti va, por lo ·tan to un homeomor:f ismo. De a qui 

concluimos que W es una vecindad elemental de x en Y/G y puesto 

que x :fue arbitrario, concluimos que p:Y -> Y/G es una proyección 

de revestimiento. 

Pero G Aut(Y,p) y como G <ict.úa transit.ivamente sobre la :fi­

bra p-1 (x), si w Aut(Y,p) es t<il que w(yo )=.vi, doudo yo ,y1 p-1 (X). 

·- 36 -



existe g G tal que g(yo)=y1 por lo tanto G=Aut(Y,pl. 

Por úl t.) mo ~ ya que G act6u transitivn1ncr1~0 sc,bre :La f lbra 

p-l (X) Y aplicando el teorema 3.2.7 obten~mos qu0 IY,p) es un re­

vestim.iea'l,o re.guiar. 

Ejemplos 3.2.9 

a) Sea Y=R y para cada enLero n, wn: R -) R definida como 

wn(x)=x+n. Sea G=fwn:n Zt. Entonces G es un grupo propiamente 

discontinuo de homeomorfismos da R; eh efecto. si para cada x R 

tomamos por vecindad elemental U el intervalu ~bicrto (x-1/2,x+l/2), 

los abiertos wn(U) son ajenos dos a dos. Entonces por el teorema 

que acabamos de demostrar R es un revestimiento reuular del espa­

cio cociente R/G. Pero R/G=51, Con este resultado hemos demostrado 

nuevamente que la cubierta uuiversnl de Sl es H. 

bl Sea Y=Sn, la n-esfera en W•+l y sea T:Sn -> Sn la funcibn 

antipodal definida por T(x)=-x, parR todo x Sn. Ya que TZ es la 

identidad, T genera un grupo G do homeomorfismos de Sn que es un 

grupo ciclico de orden dos. Y puesto que G es pr0piamente discon­

tint~ü. aplicando nuevamnente el teort1rnn 3. 2. 8 v0mos que, Sn es el 

espacio de rcvontimiento del o-espacio proyectivo real Sn/G. 

Puesto que :c;n es simplemente conexo, el revestimiento es univer-

sal y as1. el srupo fundamental del n-espacio proyectivo real es 

ciclico de orden dos. 

37 ·-



3. 3 Existencia de Revest.imientos Y e.l 'l'eorcma de Clasificación. 

H~raos visto hasta el momento que un revestimiento (X,p) de X 

estA ónicamente determinodo, salvo isomorfismos, por la clase de 

conjugación del subgrupo p• (X.R) ele (X,xl. Estos nos da la 

pauta para preguntarnos gué pnsa si tenemos un espacio topológico 

X y una clase de conjugación ele (X,x), ¿existir& un revestimiento 

(X,p) de X tal que P• (X,XJ pertenezca a la clase de conjugación 

dada ?. La respuesta a esta pregunta es sl en caso de que en X se 

verifiquen algunas hipótesis adicionales. 

Veamos ahor.::t que tipo de condiciones ."ldiciorH1les tiene que sa­

tisfacer X pai·a que se cumpla lo deseado. 

Si existe un revestimiento (X,p) de X, entonces las vedinda-

des elementales de un punto arbitrario x X tienen la siguiente pro­

piedad. Sea U una vecindad elemental de x X, ~ p-1 (x), U una com-

ponente de p-1 (U) que contiene al punto X, l:U ->X e i':U ->X 

las incluciones, entonces tenemos el siguiente dlagrama conmutati-

vo 

(U,~) -------------> 

(U,x) -------------> 
j " 
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Ya que (X,x)=id. y p•' es un isomorfismo, 

es el homomorfismo trivial. Pero esto significa gue toda trayec­

toria cerrada en U se de~orma en X a un pun·lo. 

El nnAlisis anterior nos lle~a naturalmente a la siguiente: 

Definicion 3.3.1 Sea 

table por trayectorias, 

X un espacio conexo y localmente conec­

Y x X arbitrario. Un ablerto U conectable 

por trayectorias tal que x U, se dice una Ys1~;ünd!JQ _\.>_él:>1.~<1 de x si 

el homomorfismo inducido i•= (U,x) -> (X,x) es trivial. 

Si cada x X tiene una vecindad bAsica, entonces se dice que X 

es semi l_ocalmente sim_p_lemen_jc&__~Qnex_q. 

El anAlisis anterior muestra que una condiciOn necesaria para 

que el espacio topológico X. conexo y localmente conectable por 

trayecto1.-ias, admita un revestimiento universal es que X seá un 

espacio scmilocalmente simplemente conexo. Veremos a continuación 

que esta condición tambi6n es suficiente. 

Pero antes introduciremos la noción de &:l:U.P_9j.de fund~L.al 

G(X) del. espacio X que utilizaremos a ccn·tinuación. 

G(X) es definido com_o el espacio cociente de: 

CII.Xl={f:I -> X : f es una ~rnycctoria en X} 

módulo la re.laclón de equivnlencia .. "' rel fü, 1} .. Asi, los ele­

mentos de GIXI son las clases de ~~motopla lrol fO,i}) Je trayec-
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torias g:I -> X uniendo dos puntos arbitrarios en X. 

Teoremn 3.3.2 Sea X un espacio conexo, localmente conectable 

por trayectorias y semilocalmen·te simplemente coucxo, entonces X 

admi·te un revestimiento uní versa 1. 

Demostración. 

Sea 

definimos 

GIXJ el grupoide fundamental de X y xo X un punto base, 

X={f G(X):el punto inicial de f sea xo} y p:X ->X 

como p(f)=punto final de f. 

Nuestro siguiente propósito es convertir a X en un espacio 

topológico conectable por trayectorias y mostrar que p:X -> X es 

una función continua y abierta. 

de 

Para ésto, definimos para cada 

x=p(f), definimos el subconjunto 

(f,U)={f*~ g G(U) y g T(U,x)}, 

f X y 

(f,U) 

donde 

U una vecindad b6sica 

X como sigue: 
l 

~(U,xl es el conjunto 

de tra~'ectorias que unen x=p( f i a algó.n punto d.:, U. 

Mediante estos conjuntos definiremos una topologia en X, mos­

trando que f(f,U)}, con U una vecindad bAsica, constituye un siste-

ma fundamental de vecindades para f. 

i) Ya que f=f*id en x se tiene que (f ,U)=O. 

ii) Si f' ( f, U), entonces ( f' , U)= ( f, U). 

En efecto, ya que existe g' tal que f'=f*g', si f" (f' ,U), en­

tonces existe g" tal que .f":=f'c~g"=(:l'*g' )*g"=f.lqg'*g") que es un 

elemento de (f,U) asi, (f',U) (f,U). An6losamente como 
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i'=:f'"'-g'-1 (f' ,U) 

se sigue que (f, U) (f' ,U) de donde podemos concluir que 

(f,lJ)=:(f',U). 

iii) Dadas (f,U) (f,U'), sea U" una componente conecta-

ble por trayectorias de U U' que contenga a x=p(f), entonces U" 

es una vecindad básica, y (f,ll") (f,U) (f,U' ). 

Estas propiedades muestran que 

{(f,U):U es vecindad básica en xJ 

constituye un sis tema i'undamental de vecindades p~•ra f. 

Este sistema fundamental le proporciona a X una topología. 

Denotemos por el mismo simbolo X el •)spacio t,opol~•gico. 

iv) p:X -> X es continua y abierta. 

Sea f X arbitrario y U una vecindad básica de p(f) X, enton­

ces p(f,U)=U. Por tanto p es continua en f y ya que p(f,U) es una 

vecindad de x=p(f). pes abicrt~-

v) Veamos ahora que X es conectable por trayectorias, demos­

trando que id en xo (es decir, id:X ->X definida por id(~l=xol, 

xo X puede ser unida mediante una trayect.oria en X a cual­

quier punto f X. 

Sea f:I ->X un representante de la clase de f. Para cada 

s [0,1] definimos fa(t)=:f(st.), t [0,ll, fa 

[fol=id en xo y [f1]=f. 

UllC XO 

Sea :f':I ->X, definida como sigue: f'(s)=[fs]=fo. 
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Obviamente f'(O)=id en xo. f' (l)=f y p f'(sJ=f(s) se cumple. 

Para terminar nos falta demostrar gue f' es continua en todo I. Pa­

ra verificar ésto, se~ so I un punto arbitrario. Sea U una vecin-

dad bAsica de f(so), por la continuidad de f existe >0 tal que 

si :s-sol< entonces f(s) U, de donde para : s-so : < tenemos 

que fs (fzo ,U) y f'(s)=fa es continua en so. 

Asi f':I ->X es una trayectoria uniendo id. en xo y f por lo 

tanto X es conectable por trayectorias. 

Debido a lo anterior. para probar el teorema debemos demos-

trar gue (X,p) es en realidad un revestimiento de X y ademas que 

es universal. Para este fin demostraremos en primer lugar que 

pi<f.U) es un homeomorfismo da (f,U) sobre U. 

Hemos visto que p(f,U)=U ,asi pl(f.Ul es una función suprayec­

tiva. Supongamos ahora que :f*g, f*g' (f,U) tal gue p(f*g)=p(f*g'). 

entonces g g•-1 (U,x) donde x=p(f). Ya que i,.: (U,x) -> CX.x) es 

trivial i,.g=i,.g' Asi en G(X) f*g=ftg'. Ahora. ya que pes conti­

nua, abierta y biyectiva p:(f,Ul es homeomorfismo de (f,U) sobre U. 

Al1ora 1nostraremos que las vecindades elementales que necesi-

tamos son precisamente las vecindades básicas. 

En efecto, ya que p-l(UJ= (fi ,U) donde {fi } es el subconjun-

to de elementos de G(Xl uniendo xo y x. ya que pi(f,U) es un ho-

meomorfismo, para demostrar lo 

(fi .11) sc:in A.jt:!nos. 

requerido basta verificar que los 
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Si g ( fi , U) (fJ ,Ui, entonces por i) 

( g. u)= ( :f¡ • l1) y ( g. u)= ( f j • u) 

de donde (:fi .~T)=(:fJ ,U). 

Por lo tanto p:X -> X es una proyecciOn de revestimiento. 

Para terminar con la demostracion probaremos que X es simple­

mente conexo. 

Tomemos un punto base Ko=id en xo y sea f (X,Ko). Sea :f un 

representante de la clase de trayectorias f=p#(f). Entonces la 

trayectoria f":I -> X definida como antes por s -> :f3 une Xo a 

f y cubre :f(s). Ya que :f=p#(:f' ), se sigue que la clase de :f" debe 

coincidir con la de :f' y asi en el punto :final de :f"", :f"(l)=:f1=:f. 

Por lo tanto :f es el elemento identidad en (X,xo). Ademas como 

p• es un monomorfismo, se tiene que f,=1 y ya que :f fue arbitra-

rio por t.anto (X, Xo ) = { 1 l . 

Hemos demostrado hasta el momento la existencia de un reves­

timiento universal para X. El siguiente teorema nos dice que basta 

conocer este resultado para poder contestar la pregunta planteada 

anteriormente. 

Veamos primero la siguiente: 

Definicj_ón s.:,a (X,p) un revestimiento de X. 

~:;;.122nd•" a 1.1_cl"s"' de <:!onjugaQ.iQu de ll 

;(¡ p-1ixo1 t.:il q"'" P" 1X.5ü 1=ll. 
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Teorema 3.3.3. Sea X un espacio topológico conexo y local­

mente conectable por trayectorias. Si X admite un revestimiento 

universal. entonces para todo subgrupo ll 

ves{imiento (X,p) que corresponde a la clase 

en CX,xo). 

Demostraci<'.•n, 

(X,xol ·existe un re­

de conjugación de ~ 

Sea (Y,q) un revestimiento universal de X. Como Y es simple-

mente conexo, el isomorfismo del teorema 3.2.3 F-=F-1 f nos da que 

F- :Aut(Y,ql -> (X,xo) es un isomorfismo. 

Sea Gel subgrupo de Aut(Y,q) definido por G=(F- )-l(H); enton­

ces F- lG:G ::o H. 

Fijando yo q- l ( xo ) podemos f ao:>tori zar la función F- como si-· 

gu~: 

f F-1 

Aut(Y,q) ---------> q-1 (xo) ---------> ex. xo 1 

Este isomorfismo puede ser descrito de la manera siguiente: 

F-(wl=f si y Sólo si wfyo)=f(l). es decir. es igual al extremo fi­

nal del levantamiento de f con punto inicial yo. 

Ya que Aut(Y,q) actúa sin punt.os fijos G Aut(Y,q) es un gru­

po totalmente discontinuo de homeomorfismos Y. Sea X=Y/G. Apli-

cando ahora el teorema 3.2.8 vemos que la proyección canónica 

r:Y -> X es un revestimiento (universal) sobre X. 

Sea p:X -> X la función inducido por q. E11tc1nccs tenemos el 
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sig1~ientc diagrama conmutativo: 

r 

Y_------------> X=Y/G 

q p 

X 

Afirmamos que p es una proyección de revestimiento. En efecto, 

si U es una vecindad elemental de x X, entonces q-l(U)= Uk. Pero 

el subgrupo G permuta los Uk por homeomorf ismos 

p- 1 ( U ) = r [ Uk ] = [ Uk] /G= u' j ' j p-1 (X) . 

Carla lJj '=:-u1, p~n·a algún 1~ , q: lh:: llk ::u. 

Asi plllj '=(qiUk) (rlUk)-l :Uj' ->U es un homeomorfismo, Por 

tanto p:X -> X es una proyección de revestimiento. 

Para terminar, lo único que nos falta demostrar es que 

P• (X,xo)=H pare algón xo p-1 (xo ). 

Sen :f (X,2ol donde Xo=rCyo). 

Por el análisis descrito de la función F- , Pl' ( f) H s"i y sólo 

si existe w G tal que w(yo)=f-(yo l=f(l), donde f es el levanta-
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Ya que Y es simplemente conexo, Aut(Y,p) ~ (X). Y puesto 

que (X) actOa en r-1 (~e) y como f- (yo )=f(l), tenemos que existe 

w G tal que w(yo)=f(l), lo cual gucriamos demostrar,· Por lo tanto 

pi; (X.~:o )=H. 

Combinando ahora el teorema .1.4 y bste 

mos enunciar el teorema de clasificaci611 con 

el ca pi t.ulo. 

Oltimo teorema pode­

el cu"11 fini:tlizamos 

'l'eorem<:a 3. 3. 4. Sea X un espacio topológico conexo, localmente 

conectable por trayectorias y semilocalmente simplemente conexo. 

EntoncP.s a toda clase de conjugación de un subgrupo H CX.xo) le 

corresponde un revestimiento (X,p) de X, es decir existe g¡ p-1(xo1 

tal que pi; (X,g1 l=H. Adem~s dos revestimientos de este tipo serbn 

isomorfos si Y sólo 5i ést.os cc1rr(:sponden ::-i la misma clase de con­

jugaci.ón del subgrupo H iX,xo ·1. 
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4. Super:ficj es de H.icmann. 

Definicion 4.1 Una Superficie de Riemann es uri espacio topo­

lógic(• Hansdnrff 8on~~xo S junto t::on una cllbiert.a abierta {Ui 1 de 

S y una familia de homeomorfismos {zi }, donde cada Zi está cle:f ini-

do de fu S al abierto ~=u {Ui} C, donde eata familia cumple 

adembs con la siguiente propiedad: para todo i,j tal que U1 Uj=O, 

la composición de homeomorfismos 

Zj Zi - 1 : Zi ( Ui Uj ) -> z,; ( lli UJ ) 

es conforme. 

[,a familia f ( Ui • :a ) l es llamada 1Jna estruc-t::Y.ra ~!.Í..Q;r::me sobre 

1""ª-.~l.!E"'r.f .L<ü.s>_f!. Un par arbitrario (U, z) , donde U es un abierto de 

S y z es un homeomorfismo de U sobre un conjunto abierto V del pla­

no comple.i<-> se dice que es COJ!!P-ª.:t.l.ble con la estructura con.forme 

{ (lli , z; ) } si podemos adicionar (U, z l a { ( Ui . Zi l1 y que el resulta­

do siga siendo una estructura conforme para S. 

estructuras ceinf ormes f ( Ui • zi ) } y f ( Ui , Z; l} !O.obre la 

mismo espacio topológico S .st'":; dice que ~Qn_~9!.!.1.Y .. al.stní&~ si t.odo 

par (Ui , z; ) es compatible con la estructura {Clli .e;)}. 
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fl= (s. { (U; 'Zi ., 1 ) y S=(S, {(U; ,z; )}) 

.5.D.~91.tivrtl_~n_te~ si como espacio topolói-rico ~.on j.gualeg 

ti.ene11 estructuras conforn1es equ~valentes. 

y además 

Para simpli~icar la notación utilizaremos sblamente S para de­

not::ir la Superficie de Riemann, y a {(U; , z¡ ) } le llamaremos usual­

mt::nte !.1.D-0.fi.t~fL de C.SL~tf:l5._C_QOrdenadas y a la composición de homeo-

mor f lsmos z.1 ( zi ) - 1 definidos en U; Uj =O se les l lamart> f.nfiliQ:Osu:i 

d.=~ t-.r.-:1r!~i~i-6.n. 

Ejemplos 4.1.1 

al El ejemplo més sencil1o de una 

c~npacta es el plano complejo. La Onica 

define la estructura conforme sobre C. 

Superficie de Riemarm no 

carta coordenada (C,idl 

bl Si S es una Superficie de Riemann. entonces cualquier sub­

conjunto abierto y conexo D de S es también una Superficie de Rie­

mann. El sistema de cartas coordenadas de D es obtenido restrin­

giendo el sistema de cartas coordenadas de S a D. Asi todo 

conjunto abierto conexo (es decir, un dominio) de C es también 

unn Superficie de Riemann. 

e) La compactificación a un punt.o C } . d,3 C. norm::,lment.e 

conocida como el p.Jdlrio AXtendiciq o la esferñ cie Riemann, es el 

ejemplo m&s sencillo de una Superficie de Riemann compacta. 

Aqui f ( U1 . z1), ( llz. zz l} es un sistem::. de cartas coorderiadas 

donde CJ1=C, llz=C'\{01 ], z1(zl=z y zz<zl=l/2 .. 
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~arn i .. i {0,1} 1~ l=.i ~.i 7.i - 1 : zj ( Ut U2 ) .. "> Z,i ( lJ¡ f.12 J está defi-

zj (z¡ 1-1 (z)::l/::: 

para todo z z¡ (f.11 u~, ) . 

Y para i (0,1} 

para todo z Zi ( (J; l . 

zi (zi 1-1 :zi (Ui l -> ~ (lli l esta definida como 

Zi ( Zi ) - 1 ( Z ) :: Z 

4. 2 La imagen sim<,trj.ca dt:o una Super:ficic dn Riemann y la do­

ble de u.na Superfj.cie de Ricmann con borde. 

espacio topológico Hausdorff 

se S y una familia 

con~xo junto con una cubierta abier-

ta {Ui} de horneon1orf ismos {zi } donde, para 

c3da l. zi. defj_nido en Ui. mapea éste sobre un subconjunto relati-

vamente abierto Vi del scmiplano cerrado de C definido como el 

subconjunto de puntos z=x+iy de C tales que Y20. Adembs esta fami-

lia de homeomorfismos cumple con la 

todo i,j tales que lli llj ::O, Zj (zi )-1 

en los puntos interiores de V; =zi (íJi ) . 

siguiente propiedad: para 

es conforme en los puntos 

Si un punto P S es mapeado por un homeomorfismo zi a algón 

punto x del eje real, todo homeomorfismo de la familia {zi} defini­

do en P tiene la misma propiedad. El conjunto D, de puntos de S, 

·~·~n ·~~;a propiedad forman el lli:·.t:!:l~ de ln Supc~rf i.cie de Riemann S. 
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El junto las restricciones a él de los 

l1orn~omorf ismos Zi forman una variedad de dimensión llno no 

n~cesariamente conexa. 

Sea S=(S,{Ui .z1 }I una Superficie de Riemann (con borde o sin 

él), para , ..... ada l, definamos zi-::::r zi, donde.:: r(z)=z es la reflec-

ci6n del plano complejo sobre el eje real. N6tese que ~­

bién un homeomorfismo. 

es tam-

Def in1cHm 4. 2. 2 L<!_ÜfilL""...f:..IL_t;;j_m.6.tJ::.is;:_.i:L..do;:__.5 está d ef in ida p.'.ira 

ser la Superficie S- =(S, { (Ui, z¡ - ) } ) . 

Obsérvese que la Superficie s- es nuevamente una Superficie 

de Riemanr1 ya que para todc1 i,j t~l qu~ Ui UJ=O los homeomorfis-

mos 

Zj ·· ( z; - )- 1 : Zi - ( Ui 

son conformes. 

A continuación veremos que 

~uperf i~~i.~ a~ Ri~mann con bo1·de S 

Uj ) - > Zj - ( lli Uj) 

la imagen 

puedi-=.: ser 

simétrica s- de una 

p.¿,gada, a lo 1argo de 

los puntos de éste , a la Superficie de Riemann original obtenien­

do una nueva Superficie. 

D.=:flnamo~. come• <'!J. conjunto formado de la unión ajena de 

S y S-, vistos· como espacios topol1\gicos. c<in c.;\dEt punto P del 
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Dat"emos a una estructura conforme de la f¿rma siguiente: 

la cubierta abierta que vamos a considerar contiene todos los 

conjuntos abiertos Ui s que no contienen puntos del borde y de 

sus imágenes simétricas lh - Adern.~'s agregamos los abiert.os que 

construiremos como sigue: Si UJ contie11•.:: algún punto del horde 

de S, consideramos Uj- (la imagen simétrica de UJ ), el abierto en 

s .. será UJ con los puntos del borde identificados (vbase la 

siguiente fisura). 

Asi f.ormamos una cubierta abierta para s .. 

mencionados. 

de los abiertos ya 

Definamos ahora, para cada ~lemento de esa cubierta los horneo-

morfismos correspondientes. 

Para cada Ui que no contenga puntos del borde de S tomemos 

e 1 h.omeoino rf' i smo Zi de la estructura de 

da U1- que no contenga puntos del borde de 

fismo z¡-. 

S, anhlogamente para ca-

s- tomemos el homeomor-

Para los ahiertos en formados por la unión Üi u;- (con 

los puntos del borde identif ica
0

dos) definimos <'ol homeomorf ismo Z"J 

tal qU'°J 
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lo::. puntos df.!l borde z.i y Z.J - ·~'->inciden. est.(:: ho1nt~c:i-

morfi.smo est~ bi~n definjcto. 

L("i 1~ nieo que nos falta por demostrar es que si dos de esos a-

biert.os se intersectan ( vt"ase lo. siguiente figura) el map 

Zllj (Zlll )-l 

es un homeomorfismo conforme. 

Pero esto es evidentemente cierto ya que este homeomorf ismo 

restringido a los conjuntos Zl>i ( U1 UJ) y Zlll(Ui* UJ •) respecti-

va mente es conforme y adem~s coinciden sobre el eje real asi por 

continu.:lcióu anal.it,ica Z"j ( Zl'i )-1 conforme. 

Por lo tanto junto con esta estructura es una Superficie 

de Riemann. Esta 

de tl. 

4.3 Mapeos holomorfos sobre Superficies de Riemann. 

Definición 4.3.1 Un map continuo f:S -> S' entre Superficies 

toda coorde-

nada local (U,z) sobre S y toda coordenada local (U', z') sobre S' 

con (l f-1 (11' )::0, el map z' f z-1 :z(ll f-1 (U' l -> z' (U') es 

holomorf o como map de C en C. El map fes llamado . .QQI1fo~ si 

ést.e ef-; t.r-tmh1 én uno ·':l uno y sobre. 

f - ·-. •' 
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1 ~:n ~-=-•. l_ln ffi·:'iP. holomorfo f:S -~ C f 1 es llc3mado una J.J.1..I!~ .. ~.JQtLJ.n~LQ.IDQX­

Íi:! en f;_ 

lJn resultado bastante importante y cuya clemostracion 

ticamente trivial es el siguiente: 

es pr~c-

,~orema 4.3.2 Sean S y S' Superficies de Riemann con S compac-

ta. Sea f: S -> S' un map l1olomorfo. Entonce;. f es constante o su 

prayectiva (en el último caso 

Demostración. 

S' t.ambibn es compacta). 

Ya que un map holomorfo es un map abjerto, si f no es constan-

te, entonces f(S) es abierto en S'. Sabemos además, que la imagen 

continua de un conjunto compacto es compacta, por lo tanto f(S) 

es un conjunt.o compacto de S' . Pero ya que en un espacio Hausdorff 

todo compacto es cerrado. f(Sl es cerredo en S'. Por lo tanto f(S) 

es abierto y cerrado en S'. que es un espacio conexo, de aqui que 

f(SJ=S'. Por lo tanto f es suprayectiva. 

Consideremos ahora un map holomorf o f:S -> S' entre Super-

ficies de Riemann. Sea P S, elijamos una coordenada local Z en S 

anu.lflndose: en P (es decir. ~CPl=OI y otra 2' en S' anul~ndose en 

f(PJ. En t4rmin0s de estas coordenadas locales, podemos escribir 

z'=f(zl=zn (1'1n+an+1 ~+ ... ) con n:>O y an=O. 

Puesto que una función holomorfa que no se anula (definida en 

un disco) tjene una rama bien definida de la n-ésima ~aiz, tenemos 

que: existe h(Sl holomorfa tal que hiOJ=O y (on+an+12+ ... )=h(•)n, 

.-oi~c> 1 
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Z. 1 :.:7,11 htZ)n=<~~ b{2'.·11r1, 

es otra cc>c1rdenada local anulbndose 

en P, y gue en términos de ~sta el map f esth dado localmente por 

Z' =Zn. 

Veamos ahora gue el nómer•J n está bien definido. 

Sea n1 otra coordenada local en S onulbndose en P. Ya que el 

cambio de variable de un parámetro e· otro es conforme 

2=b1 z1 +b2 z1?. +. . . , b1 =O. 

Asi 

2' =f ( 2 )=(b1 Zl +b2 Zl 2+ ... Jn [an+nn+l ( b1 Zl +b2 z¡ 2 + ... )+ ... ] 

=21 n ( co +c1 21 + ... ) , 

como antes, existe h1 (B1 )n holomorf¿ anul6ndose en O tal que 

h1 ( Zt )n=co+c.1 Zt + ... , 

asi 

z'=Uhh1 Oa J]n. 

Nuevamente, z -> zh<Z l define una coordenada local en P, 

en términos de la cual f tiene la representacibn 

Z' =Zt. n. 

Por lo tanto el número n estb bien definido. 

En tal caso escrlbase br (Pl=n-1. 

En base a este anállsls surge l~ siguient~: 

Definición 4.3.3 Sea f :S -> S' un map holomorfo entre dos Su-

periici~s de Ri~mann. 
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dos los Pk' diferet1tes. 

Ya que hay solamente un nú~1ero f~nito de pun~os e11 S' (véase 

1.3 relaciót1 de Riemann-Ilurwi tz [" 10] J que son imágenes de puntos de 

ramificaci<!1n de f. pasando nuevamente a una subsuqesi6n, si es 

n,;c~'sario, para todo k y todo P f-1 (Pk') 

Pero para todo k 

( br ( Pk ) + 1 l 2.n . 

tenemos que br (PJ=O. 

Asi _ftf-1 (Pk' )=ll{P1 I< .P.zl<, ••• ,Pnkl< }=111<2.n. Ahora. para cada k, 

elijamos n puntos P1k,P2k, ... ,Pnk del conjunto {P1k,P2k, ... ,Pn1,k}. 

Puesto que S es compacta, para cada j, l~jsn, existe una sub­

sucesión {PJk} que converge a un punto limite PJ. Estos puntos no 

necesariamente son distintos, 

#{P.1 }=n, ya tendriamos que 

todo j y br (P)2.0. 

si éstos lo 

(br (Pl~ 1 )2.n ya 

fueran, es decir, si 

que f(PJ )=P' para 

Si no todos los Pj son diferentes. Sea f-l(P'l={Pr1,Pr2, ... ,Prt} 

donde rs=#{j:PJ=Prs}, ls_ss_t. Obsérvese que 

Sea Prs f-1 (P') arbitrario. Es decir, 

rz.=n. 

Pes es el punto al 

cual convergen exactamente ls de las sucesiones fPJk}j. Ya que 

éstas consisten de puntos diferentes y además toda vecindad de Prs 

ti.ene al un punto de cada una de éstas f es al menos rs-a-1 en 

esa vecindad, se tiene br (Prs )+12_rs. 

Ya que Prs fue arbitrario. 

(br (P) +1 l = (br (Prs )+l )2_ rs=n. 

De aqul que P' Sn' y por lo tanto Sn' es cerrado. 

Sean P' S' arbitrario y m= Ct~ <Pl+ll, asl P' Sm' y P' Sm+l ', 
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en P y 2' et1 S' anul~ndose en f(Pl. El número~ (PJ=n-1 es llama-

do el r&ms;;.r9_r_::imé.L.ctf: __ f__t:n_E. D·~cimos que P es un punt.o de J:2m;i._fj._g_2-

s:-,J.t!n_d~ si br (P)>O. 

El siguiente resultado nos permitira concluir algunos hechos 

muy importantes acerca de los mapeos entre Superficies de Riemann 

Y de éstas en particular. 

Teorema 4.3.4 Sea f:S -> S' un map holomorfo no constante 

entre Superficies de Riemann compactas. Entonces existe un en­

tero positivo m tal que todo P' S' es asumido precisamnete m 

veces sobre S 

todo P' S', 

por f (contando multiplicidades), es decir, para 

(br (P)+l J=m. 

Demostración. 

Para cada entero n2.1, sea 

Sn'={P' S': (bf(P) +1)2.n}. 

Por el analisis anterior a la definición 4.3.3 tenemos que Sn' 

es abierto. Ahora mostraremos que Sn' es cerrado probando que si P' 

es un punto de acumulacitJn de Sn'.. entonces P 1 Sn' tambi~n. 

Sea pu.;,s P' un punto de ncumulación de S. Etsi P' =1 im f'k' cuan-

do k -> ca.n Pk' Sn 1
• 

Supongamos sin pérdida de generalidad que hay un número in:fi­

ni to dr~ puntos Pk' diferentes, ya que en caso contrario P' =Pk' Sn' 

para alguna k y por tanto Sn' seria cerrado. 

subsuci~sión. si ~s necesario. tomemos to-
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y ~biertc. e11 G' es todo S' o es el vac~ioy CC>nclu~mos que Sm'=S' y 

Sn'=O pnro todo n Z\{ml. Por lo tanto para todo P' S', 

Jo que concluye la demostracic.,n. 

bf (P)+l ):m, 

Corolario 4.3.5 Si f es una función meromorfa no constante 

en S, entonces f tiene el mismo número de ceros que ele polos. 

D>i>mostraciOn. 

Ya qu~ f eFS una función meromorfrt no congt.ante en S y C { } 

es compacto, ~ es suprayectiva, es decir, cubre todo 

rema 4.3.2). Asi por el teorema anterior el cero y 

e 

el 

} ( Teo­

infini to 

son asumidos por f exactamente el mismo número de veces (contanto 

multiplicidades). Por lo tanto 

que, de polos. 

:f tiene el mismo número de ceros 

4.4 Reve5l.imicuLos anuTarcs sobre Superficies de Ricmann. 

En esta sección definiremos lo que es el revestimiento anular 

d.;, una Supcr:ficie de Ri.,,mRnn inducido por una curva cerrada homotO-

picamente no trivial en la Super:ficie. También veremos algunos re-

sultados importantes acerca de una clase especial de curvas sobre 

la Superficie. 

Asi pues definamos un concepto que obviamente necesitaremos. 

Definición 4. 4. 1 Por •1IlIJ._GLL!:.:Y:i:L.flli....!lllR Snp~xfk.J""' de Riem.;inn .. ...S 

entenderemos un map c:I -o S continuo donde I es el intervalo [0,1] 

del .=::ir-: r~>"' l. 



De ~1ecl10 tj.ene sentido hablar de curvas cont~nua o diferencia­

bl~s ya que estas nociones no dependen del par6metro local elegido 

sobre :._.:;. 

Definamos ahora el concepto de revestimiento anular de una Su­

perf ici~ rle Riemann. 

Para ·~st.o. sean s Stiperfic~e de Riemann y c una curva 

cerrada homot6pjcamente no trivial, en S, con punto inicial Po (es 

decir. e no es homot6pica a Po relativa a los extremos). Considere-

clase de homotop!.,, de 

ciclico infinito G=<.íc]> de (S, Po l. 

ex.i.st.en, un revestimiento {S,p) de 

t S, Po l=G. 

Como el grupo fundamental de s 

e. é-sta genera un subgrupo 

Sabemos por el teorema 3.3.3 

S y un punto Po p-1 (Po) tales 

es ciclico infinito, esta su-

perficic es homeomorfa a un dominio del plano doblemente conexo. 

A S le llamaremos revestimiento anular de S inducido por q. 

Hemos visto hasta el momento cómo se define el revestimiento 

anular S de S inducido por una curva cerrada, homotópicamente 

nü tri• .... ia1-. c. 

Ve.:tmos 

pia de c. e5 

·t.ópica a c. 

por cada una 

ahora que S depende ónicamente de la clase de homoto­

deci r. que si e' es una curva cerrada libremente homo-

entonces los revestimientos anulares de S inducido5 

de estas curvas son isomorfos. 

F~ra probnr ~sto. s~~ e' tina ct1rva cerrada. con p11nto inicial 
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r·oJ y )i.bremente hornotópi_ca a c. 

Yn que e' es libremente homotópica a c. existe una deforma­

ción continna h:IxI -> S tal que 

h(t,O)=c(t), h(t,l)=c'(t) y h(O,tl=h(l,t) para todo t I. 

Sea j:I ->S la curva de Po a Po' definida como j(tl=h(O,tl pa­

ra todo t I, aplicando el lema 2.3.1 existe un levantamiento 

j:I ->S de j al revestimiento anular S de S inducido por c con 

punto inicial j(OJ=Po y punto final j(ll=Po'. 

Por la construcci6n de S. existe ~1na curvo cerrada ~ e1~ 5 

con punto inicial Po y que se proyecta a c. 

Pero existe también un levantamiento B' de c' ya que si 

h:IxI ->Ses un levantamiento de ha S (esto lo tenemos aplicando 

el teorema 2.5.11. tenemos que 

y puesto que e 

Lo gue 

h <t. o ; =e et i y h <t.. 1-, = '"'' 1 t l 

es cerrada h(O.ll=hll.0). 

queremos probar es que h(O,l)=hll,1), 

<:!' t.ambién es u.na curvft c~rrada. 

Para és·to9 consideremos ahora la5 funciones 

h(O,t),hCl,t):I -> S 

es decir, que 

ya que p h(O,tl=p hll.t) para todo t I (donde pes el map proye­

cci6nl y ~stas coinciden cuando t=l, aplicando el lema 2.3.2 obte­

nemos que h(O,t)=hll,t) para todo t !, en particular 

h(O,l)=h(l,ll 

y por lo tanto ~· es cerrada. 

As1 j induce un isomorfismo entre los grupos fundament.ales 

( G , Po ' ) y ( S , Po ) dado p1) r 



1 e l -- > .i .q e ] .;. .i - l donde [e] (::;' i"'o' ) 

Ya que (j' genera a ( S, Po ' ) . Por lo 

tanto (S.Po' se proyecta al subgrupo de ( S, Po ' ) generado 

por e' lo cual sjgnifica que S es el revestimient9 anular de S 

inducido por c', y de aqui podemos ooncluir que S no depende de 

la curva elegida en la clase de homotopia libre. 

Como una aplicación de los revestimientos anulares demostra-

• ren\Os el siguiente: 

Lema 4.4.2 Sea e una curva cerrada, homotOpicamente no tri-

vial, en una Superficie de Riemann S. Si czcn con n z, entonces 

n=1. 

Dr::mostraci6n. 

S.;:a S un revestimieno anular de S inducido por c. Ya que S 

es un dominio doblemente conexo, éste es conformemente equivalente 

al anillo O~ro<:z!<r1~ del plano complejo [12]. Supongamos que S 

es igual a este anillo. Sea ~ un levantamiento cerrado de c con 

punto inicial zo arriba del punto inicial Po de c. Por definición, 

genera a (5. zo). Por lo tanto~ el número de Vlleltas de a 
alrededor de z=O debe de ser uno (con una orientacjOn apropiada 

de e). Asi. el levantamiento de en, el cual es en. debe de dar 

exactamente n vueltas alrededor de z=O. Ya que c~cn puede ser 

levantad.3 a S, tenemos que <:!~en . Pero ést~~ es posible únicamen-

te cuando el nómero de vueltas. de ambas curvns. alrededor del ce-
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Veatnos .:-l continuaciOn qn-:: 

los automorfismos de S y los 

exist.e llna rclacibn estrecha entre 

levantamientos cerrados de c. 

Sean e un levantamiento cerrado de c a S y w:S ->S un 

automorfismo de S con w(zo )::z1, entonces w(c) es también un 

levantamiento cerrado de e pero con punto inicial z1 . 

Rcciprocan\ente, sea 61 un levantamiento cerrado de e con 

punto inicial z1::zo arriba de Po si el número de vueltas de ~1. 

alrededor de z=O es n, entonces c1 "é:n. Pro:re<::.té1ndo sobre S 

obtenemos que cº'cn aplicando el lema 4. 4. 1 obt.enemos que n=l. 

Ahora, t1namos zo a z1 mediante una curva h sobre S. 

Entonces h-1 ~ h"'c1 asi r111-1 re] rhl::[c] (dond.:. íhl es la 

clase de homotopia de la proyecci6n cerrada h de 11) por lo tanto 

[hl tit,[cl>l. 

donde Ní<[c]>I el normalizador de <[e]> en (S,zo) . 

Asl por el teorema 3.2.2, podemos concluir que existe w, un 

automoríismo dt S, t..:il qu·~ w(z,o )=z1. 

Definicibn 4.4.3 Sea c:I -> S una curva en S. decimos que e 

s;._:;;__§J._ll.m.Je si. para todo t1 y tz en I tal que c ( t1 ) =e ( t2 ) . t1 =t:: . 

Definicibn 4.4.4 Una curva cer1·ada simple será lli•mada. !lIUl. 

Ahür..-1_ pr.c.,bt-ir.-.~mos dos ),mµort.:tnt.t;:.~. 1..t"-;!.(il:'t~:mas ~1Cr..!l.rc~a de curvas de 
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cual e~; u~ilizaremos mas 

t.:.=t r.rl,~, para é st.o necesi t.are~mo~. un irnpiJrt..;,nt.e resul -t .. ~do con<:>cido co­

mo Al teorema de uniformización que dice lo sj.g1Jiente: 

'I'~orema de Uniformización. Sea una Superficie de Riemann 

simplemente conexa. Entonces 

de estos tres espacios: 

S es conformemente equivalente a uno 

al la esfera de Riemann C\{ } 

bl el plano complejo C 

e) el disco D={z C: :z:<l} 

Teorema 4.4.5 Sea c una curva de Jordan, en una Superficie de 

Riemann arbitraria S, la cual BS hornotopicamente t.rivial en S. En-

tonces c es la frontera de un disco D sobre S. 

Demostración. 

Supongamos primero que S es conformemente equivalente a la 

esfera de Riemann y sea c una curva de Jordan arbitraria en S, 

aplicando el Teorema de la curva de Jordan f181. c acota una re-

gión la cual es (aplicando el teorema del mapeo do Riemann) confor­

memente equivalente a un disco. 

Supongamos ahora que S es diferente a la esfera de Riemann. 

Sea 6 un levantamiento de e al revestimiento universal (S" ,p) 

de S el 6ual representaremos en el z-plano !el plano complejo). 

Todo levant·amieni,o de _éste tipo es una curva de a l~.)rdan ( é~.t.a es 

cerrad:;i por el teorema de monodromla r21 y ya que los levanta-

1ni8ntc1~ de ct1rv~s de Jordan son biye1~~iv0sJ. Yn que est.:imos supo-
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niendo que S no es la esfera de Riemann, por el teorema de uni­

formización [31 de s· es el plano o el disco unitario. asi 6 

es la frontera de un disco n- . Ahora lo que deseamos demostrar 

es que la restricción de la proyecci6n p a la cerradura de o- es 

un homeomorfismo, con esto se demostrará qU<'• el disco buscado es 

D=p(D"). 

Procedamos por contradicciOn. 

dos puntos 0n la cerradura de n· 

decj.r, p(z1 J=p(z2 )=Po. 

Supongamos qu~ z1 y· zz ::z1 son 

teniendo la misma proyección, es 

Observemos que dos levantamientos ~l . a2 de una curva de 

Jordan e no pueden intersectarse. Ya que si z 61 bz. entonces 

la proyección Po de z es un punto sobre c. Aplicando ahora los 

lemas 2.3.1 y 2.3.2 tenemos que C1=~2. 

Aplicando ahora el teorema 3.2.7 podemos asumir que existe w, 

automorfismo des-. tal que W(Zl J=z~. Sea o-1=w(D- ). Sis- es con­

formemente equivalente al disco, w es una transformaciOn lineal 

parabólica o hiperbólica [121. Representamos s- como el semiplano 

superior, los puntos fijo~ correspondientes infinito o cero e in­

finito respectivamente. Ya que al menos uno de los puntos m o zz 

es1:.b <it:ni-.ro ch~ D' , podetnClS él.sumir. por un dt:;spla.zamiento .simul tá­

neo pequefio, que ambos puntos estbn en o·. Entonces n· y n-1 tie­

nen el punto zz en común, pero sus fronteras son curvas de Jordan 

ajenas con 

lo tanto p 

la misma proyección lo cual es 

es uno a uno en n· . 
una contradicción. Por 

El ~.·i.gnient.e. t.eorenta pr~bH~~ ltn~ propi~d~1d similar a la ante-
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homot~·picas ~ 

~hora dos curvas de Jordan ajenas y libremente 

Teorema 4.4.6 Sean el y c2 dos curvas de Jordan, ajenas y li-

brement.e homotópicas en una Superficie de Riemann arbitraria S, 

las cuales no son homotópica:o. a un punto de S. Entonces ellas aco­

tan un anillo D sobre S. 

Demostración. 

Puesto que toda curva de Jordan sobre la esfera de Riemann es 

homotOpicamente trivial, no consideraremos a ésta. 

Supongamos primero que S es un toro. Sean cl y c2 dos curvas 

de Jord<'m ajenas y libremente homotópicas. Ya que S puede ser 

visto como el paralelogramo formado por los puntos 0,1,l+b y b, 

donde b C y Imb>O. con las siguientes identificaciones z -> z+l y 

z -> zrb, sin P~rdida de gener~lidad podemos suponer que los 

puntos base z1 y zz de c1 y c2 respectivamente corresponden, cada 

uno de ellos, a dos puntos en el paralelogramo uno en el lado 

cuyos extremos son 0,b y el otro sobre el lado de extremos 1 y l+b, 

ya que en caso contrario los puntos estarian en los ot.ros dos 

mento seria exac~a1nente el mismo. 

Ya que c1 y c2 son ajenas y libremente homotópicas éstas, en 

el paralelogramo, acotan una banda la cual mediante las identifi-

cacii~nes antes descritas es conf ormcmente 

en S Dcotado por c1 y c2. 
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Supongamos ahora que S no es un toro. Sea S el revestimiento 

anular de S generado o asociado por cl (y por t~nto a c2). Ya 

que toda cubierta de S la podemos representar como el cociente de 

la cubierta universal (que en este caso es el disco unitario en C) 

moctulo un subgrupo del grupo fundamental de S, en este caso, 

módulo el grupo ciclico infinito generado por la clase de homoto-

Pia libre de e, s serb representado cc>ino el anillo· centrado en 

z=O en el disco unitario (disco de Poincaré). 

Sean c1 Y C2 levantamientos de c1 y cz a S rcspectivamen-

te. 

Estos levantamientos son curvas de Jordan ajenas conteniendo el 

punto z=O en su interior. 

Asi ellas acotan un anillo Den S ([12] pag.279) 

Mostremos que la proyección p de la cerradura de D es uno 

a uno obteniendo asi el anillo D sobre 

Supongamos que existen Zl y Z2 dos puntos diferentes en D 

tales que p(z1 J=p(z~). Sin pérdida de generalidad supongamos que 

uno de los puntos, por ejemplo z1 está sobre la frontera de D, 

mientras que el otro está en D. 
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::n a C1 por una curva f1 en D. La proyeccibn f 

levantada a zz para obtener un arco f~ 

de f1 puede ser 

punto :final esta 

en D o fuera de éste. Si estb dentro de D bste punto y el punto 

de :f1 que est6 sobre Cl tienen la misma proyeccibn, asi utilizamos 

estos dos puntos. 

En caso contrario, es decir, si el pur1 Lo :final de 

esta fuera de D acortamos f de tal forma que fz esté dentro 

de D excepto por su purd,o f iual que estará sobr<: c1 . Asi este 

punto y el punto final del levantamiento de 

cumplen con la condicibn requerida. 

Asi podemos suponer que z1 c1 y zz D. 

f recortada a z1 , 

Continuemos f de zz. Ya que la cerradura de Des compacta 

puede haber Onicamente un nOmero finito de puntos que tienen la 

misma proyección, asi la continuacibn debe de ser cerrada de~pués 

de un número finito de iteraciones. Pero ésto con·Lr-:tdice el hecho 

de que los levantamientos cerrados 

es uno a uno en la cerradura de D. 
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5. Diferenciales Cuadrüticas. 

Nuestro propOsi to en es Le ca pi tu.lo es de:f Jll1r lo que es una 

diferencial cuadrática w sobre una Superficie de Riernann y anali­

zar ciertos aspectos de ellas. 

Gomc:ncemos con lu siguiccente: 

Defirt~ción 5.1 Sen S=(S,{Ui .zi }) una Supcrfiuie de Riemann. 

D_n_~llíl:!r ___ ~Jl..1-"li ___ ª~L ____ Qliili.lX.0t..is:;1l__ ____ Jll~:t.:.QillQrfJ:1__:;Qlu:~ ____ J,1 <,;; una familia de 

funciones meromorfas {wi} donde, para cada i, w1 está definida en 

el dominio Zi ( lJ¡ ) del plano complejo Y ademtis cumple con la si-

guiente condición: para todo i,j tal que U1 U.i =O se tiene 

w1=(w.1 z.1 2a---l)(zJ z¡---1)'?.. 

Es decir, lns funciones wi l z¡ ) y WJ ( z.1) coinciden en el domi-

nio lli U; excepto por un factor (zJ ~-1 ¡•a. 

Para simplificar la notacion escribimos la ccmdicion anterior 

como: 

Wi (Zi )dzi 2=w.¡ (zj )dzJ2. 

y en general denotaremos por 

w( z )dzl 

la diferencial cuadrática sobre la Superficie. 

Decimos que una diferencial cuadJ:ática {wi ) es bQl.QlllQ.t:fl! si 

cada una de las wi lo es. 

Hemos definido hnsta el momento lo que es una diferencial 
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cuadró.tica sobre una Superficie de TU cmann dacl<'I, surge erl'l;onces 

la siguiente pregunta : dada una diferencial cuadrática fWi } 

sobre una Gupei·ficie de Rlemann S= l s, {Ui , zi}) ¿ qué pasa con la 

diferencial cuadrática si adicionamos una coordenada local 

{U,~} compatible con la estructura conforme dada ?. 

l1a respuesta a esta pregunta es: se tie11e que adicionar 

una funci6n definida en el domlnlo 2(UJ del plano complejo a la 

diferencial cua<lrt. ti ca fwi } • Pero la funcil•n que vnmos a adicionar 

a la i'amilla no puede ser una función arbi 1,r::-iriu ya que lé's 

diferenciales cuadráticas -LJerien que cumplir col! una oJerl;a oou·­

dlción. 

Asi si adicionamos esta funcibn a la familiH, 

también tiene que cumplir la condici6n requerida. 

Definamos A de la siguiente forma: para 

que U Ui=O definimos 

si U 

w::(wi 

Tenemos que 

( Ui UJ )=O, 

Zi 2-1 ) ( Zi z · l ) 'Z 

ver que w está 

entonces 

en z (U Ui ) • 

bien definida. 

el resnl 1;ado 

cada Zi tal 

es decir. que 

~= ( Wi Zi ~- l ) ( Zi 2- 1 ) '2 y w=(wJ z; 2-1) (zJ z-1 J •a 

coinciden en z(U (Ui UJ)). 

Para ésto consideremos Ui y UJ tales que U 

que wi y wJ son elementos de la diferencial 

wi ::(wJ :>.j ~-ª -1) (zJ z;-1) •;¡ 

n.zi 

W:: ( W.i Z.i ~ - l ) ( Zi b- l ) ' ;: 

( Ui UJ )::0. 'fa 

= { W J Z .. i Zi - 1 Zi z- 1 ) ( Z.i Zi - 1 J ' ~ ( Zi Z- 1 ) ' 2 
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= ( Wj Z.I z- l ) ( Z,i ~- l ) '2 , 

Por lo tanto la función Q est6 bien definida y adem6s si 

adicionamos ésta a la familia {Wi}, el resultado sigue siendo una 

diferencial cuadr3tica sobre lo Superficie. 

5.2 Ejcmpl.os de d:ifcrcncinl.-:s cundrtitlcns. 

a) Sea D es un dominio arbitrario del pl.ano complejo, hemos 

visto que (ejemplos 4.1.1) D puede ser considerado como una Super­

ficie de Riemnnn con la estructura ({D,id}). Una función annlitica 

arbitraria f, definida en D, puede ser considerada como una dife­

rencial cundrAtica sobre D. 

b) Sea S la esfera de Riemann, con la estructura 

( { U1 • Zl } ' { U2 . zz 1) 

donde U1=C . U2=C\{O} { }, m~z y zz=l/z respectivamente (véase 

ejemplo 4.4.1 (b)). Para dar una diferencial cuadrática sobre la 

esfera, elejamos una función analitica arbitraria w1 (z) la cual 

esta definida en z1 (U1 l .es decir, sobre el plano complejo, y a 

partir de é~.ta definamos w2. Ya que tanl;o ésta como w1 tienen que 

cumplir la condición antes menolonada definamos para cada z U2 

w2(z)=w1 (1/z)(l/z)4 si z= 

y 

wz ( )=:0 

ARl fw1 ,w2} forma una dlfcrcncial cuadr6tica nabre la esfera 

de H.icmnnn. 
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5.3 Puntos rcuu·lar<>s y puntos criticos ele una di:l'.erencin.l 

cuadrt.itica .. 

En esta sección definiremos lo que son los puntos regulares y 

los puntos crlticos de una diferencial cuadrática. 

Para esto sea w una diferencial cuadr6tica meromorf a sobre 

una Superficie de Rlemann arbitrarla S. 

Decimos que un punto P S es 1HLS&J'."2 (o gp_p_QJ..!~) .d&LQ)'."dep._:r¡ _gª 

:H si z(P) es un cero (o un polo) de orden n <le w{z), donde z es 

algún parámetro local en P. 

Definicion !) • 3 .1 Sea q nna diferencial cuadrt-.t.ica meromorfa 

sobre una Superficie de Ricmann arbitraria Los polos y los ceros 

de ésta serán llamados punt.oe<~t:..Ltéi.9.93. todos l<JS otros J?Unt.o!ó' 

sobre la Superficie S ser6n llamados 

mas que P es un punto n.tl:t.:LG.9_.Ll.nil& si éste es nn cero o un polo 

<le orden uno. Gl P en un polo <l•3 orden mayor o igual a dos,éste es 

5. 4 Levantamicn to do uno di:f crencial cuadrá t.icn. 

En la sección 2. 4 vimott. cl:11110 podirs.mos leva11t.nr funcione~. arbi-

trarlaa al ecpacio <le 1·ovcgLlmior1to, a con·tir1uoci6n veremos que 

una di feren.,i.al cuadrtlt.icn sobre, nnn. ::;up•~r:I' ici e de Hiemann S puede 

ser levnntrl<ln al <JonLi.ni.o de un mnp holomorfo l:S -) S donde fi 

t.amh:il-~u <1Z nna Sllperficie de I~iernrtnn. 
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Sea f:S -> S un map holomor:fo donde 

S= ( S, { lJi , z; } l y S= ( S, {Uj , Zj } ) 

son Super:ficies de Riemann. 

Sea w una diferencial cuadrat.ica sobre :::., es decir w={wJ}. 

De:finimos una diferanci~l cuadr6tica 0={~i } sobre S a partir 

de {wJ] de la forma siguientn: 

f'.ea P S y f'=f ( P). ~~eF.ln :;;; : Ui -> Vi y ZJ : l.IJ ·• > V J parhm<:tros 

locales alrededor de P y I' respectivamt'>nte. 

Sea fji=ZJ f :r.;-1 :Vi -> Vj. 

Definimos 

Wi (ih )(P)=[wJ fji Zi (Pl)(fji' fü (P)J?.. 

Veamos que esta función es~b bien definida, es decir tenemos 

que ver que si f(P) UJ•, la función ,;:;; (Zi definic\n como 

Q;(fül=lWJ' fj'i Zi(I')JlfJ"i' Zi(P)J::: 

coincide con la anterior. 

Ya que w={wJ} es una diferencial cuadrAtica 

Wj = ( Wj ' Zj ' Zj - 1 ) ( Zj • :c,j - 1 ) 'Z en zJ ( U.1 

asi 

Q; (fü )(Pl=[wJ f,ii fü (Pll[f.ii' 3i (P)-]2 

=(wJ, Zj • :::J • 1 f ji !·-.i ( [') j L Z.i • ' z;j - 1 ' 

IJJ • ) ' 

f .. ' 
J '· 

2; ( P) l2 

= [ WJ ' Zj ' f ~i - 1 Zi ( P) ] l. Zj • ' ( f Zi · l ) ' fü ( p)] 2 

=[w.;· fJ'i zi(l')]l.fj'i' ~\;(P)]Z. 
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Por lo tanto W; est.á b:!.e11 clef:!.nlda. 

Veamos ahora que la familia {w;] es una diferencial 

cuadrAtica sobre S, es dec:!.r. demostremos que si Ui 

entonc:es 

Wi (z; )=(wj i'j ¡ fa) (Jj 1' t;; )7. 

y 

Wi • ( ~i • ) = ( w j f j • i Zi • ) ( f j • i • ' :J; · J;: 

cumplen con la condición requerida. 

Lli ·=O, 

Parn simpl.if icar la notnclón cscr:!.bumos eJ. map f en t&rminos 

de los paramotros Zi , t,j y ~· .~. alrededor de P y f(PJ respect:!.va-

mente como z1=fl~i) y Dj=f(~J ). 

Con esta notación tenemos 

Por lo tanto 

Ejemplo 5.4.l. 

\'li ( Zi )d¡3¡ 7. =m ( f (Zi) ld:.H 2 

=Wi ( Zi )dfü Z 

=wj ( Zj )dzj 2 

=wj ( f ( zJ ) dzJ 2 

=~j (~j )d~JZ 

O={Wi} es una diferencial cuadrhtica sobre S. 

Para encontrar las dii'eL·onclales cuadráticu:o. ho.lomorf<:1s w 

sobre el ~oro s. co11sldorcnion ol revcstlmie11to universal de S. 

éste, como snhe11Jos, es confor111e~ler1Le cqulval~nte ~ C f17]. El 11l3P 

proyección p: G -> ::..1 es Li1.?Lle1ne11t..o P.•.;:riúdico. 
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Sea zo C y Po:p(zo), elegimos par<'lme-Lros l<Jcales :á=icl. ele 

zo Y z de Po asl en termlnos de estos parámetros tenemos que 

z=plz). Denotemos por w(z) la correspo11clienLe fu11ción elemento 

asoci.:ida por w a ese parámet.ro, asi el levont.;1111 iento (por medio 

del tn<l.p p) w de w a e sotisfuoü 

Sea no 

considerando 

Q(e)=w(p(~Jlldz/d~]a. 

un periodo arbi-Lrario de p, es decir. p(Z+oo l=Pl2J, 

ahora el pnr~met.r') local ~+ao en zo·t~ ler1emos: 

\:l(~+ao )=w(p(>;~~'º) l\'dz/d(i!+;:>o) F 

=w(ptt.) l [<lz/dz"\2 

=0(3). 

Por lo tonto w es una fuución hc•lomorfa y doblemente periódi­

ca en el plano, por lo tanto 0 es acotada (véase [2] cap.7). Pero 

por el teorema de Liouville [2] w es constan·t.e. 

Por lo tanto el espacio de dif erencioles uu;:><lr6tlcus holomor­

"f as sobre el toro es isomorfo a C. 

5. 5 Extensión de una dLferenclu1 cundrlltica ul doble de la 

Supcr.r icie. 

Veremos a con-Linu;:>ci6n que bajo ciertas condiciones es posi­

ble conl.i nuar una dii'erenc1al cuadratlca sobre una Superflnie 

de Riemnnn con borde a su doblo. 
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Sean S= ( S, { Ui , z¡ } ) una Superficie de Rlemann con borde D 

(véase sección 4.2) y w una Jlrerencial ct1adrbtic~ sobre S. Supon­

gamos que w es real en cada punto P B, es decir, para todo parAme-

tro Zl definido en P, wi (zi (f')) U. Nótese que si P U; llj B y si 

wi (Zi (P)) R, entonces Wj (zJ (P)) H tambi<'.>11. 

Sean UJ LU1} arbitrarlo y UJ- su im4~en slm~trica sobre 

S- (la imAgen sim~trica de SJ. Si ZJ os un par&metro definido en 

UJ, entonces zJ-=zJ- (para la deflniclOn de ésto v~ase deflnic16n 

4.2.2) eo un parOme·tro local en UJ - . Definimos 

Wj - ( ZJ - ) = [ Wj ( Zj ) ] - ( Zj ( Zj - )- l ) ';; 

Sea Sn el doble de S, de~ir1amos una diferencial w- sobre S• 

de la forma siguiente: parn todo Ui y por tanl.u Lodo Ui - que no 

contenga puntos del borde de S y de s- respectivamente vamos u 

considerar a w; y w;- (defi11ida arriba) como ele111e11tos de la fami­

lia Wll. 

Si co11tiene puntos del borde de S, consi<lero el abier~o 

u1-. con los puntos del ~orde identificados (véase definición 

de Sii' en la sección 4. 2) , de ::>1• . Ya que Wi ( zi ) en puntos del borde 

de S es real, si P es un punto:> del borde de S, e1Jto11ces 

Wi (zi (PJJ=w1-(z;-\P)). 

Asi ambas funciones elemento coinciden sobre el eje real. en 

la parte donde estAn defiuldns. por lo tanto son lna restricciones 

de alguna J:unción t:itHÜl t.lc.o. m•i 

AsJ form.-:nnc•S .la fnmJ.ll~.t w1:. y de .L...-, -ror1na e11 q11e e.st.bn df"..!fird.-

dos sns c.l•.)men tos, 6stn <.~ump Le~ con la Q(>rtd le: ión de diferencial 
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cuadrt:it.ica. 

La di:ferencial w11 sera llmnada la f.:.~S~Ld.!'L ÜLslik:r.:..ensüJ.l..l 

~.Q.s-1!.:t.:iS...<!......E._d.1": s a S\:L_QQ.b.l.;: Sil . 

5. 6 l'a.rámetros distinguidos cerca de los pun1.os regulares. 

En muchas ocasiones la el<'><'ción de un parltm•o.:tro adecuado rd.­

rededor de un punto de la Superficie puede simpllf icarnos algunas 

calculas y proporcionarnos mhs informacibn acerca de propiedades 

de la diferencial cuadrótica, a ~ste tipo de parhmetros se les 

llamara P.n.i::tim~t~.dllt.1.nF .. ui..dQ.~_...Q....P..ru:lun~~U.<:1.t.•1.1:"1~· En est.a 

sección estudiaremos los parhmetros distinguidos sobro puntos 

regulares. 

Sea w una diferencial cuadrat.ica l'o un punto regular de 

ésta y z, un parámetro local definido en un;;i vecindad U de Po, anu­

lt>ndose en Po. 

Defiuamos ahora un nuevo parámetro alrededor de Po de la 

siguicnt.e formn: 

W(Z)d;::. 

Ya gue Po es un punto rogular de w,podcmos definir una rama 

univaJ.uada de la ra:lz euadrl.1da ele W(<::J ei1 una vecindad ele ztPo ). 

asi ff osl..'.l l•len definida y puesl.o gue la integral de una función 

ho lomorf a nuevnmen t.e e::-; l101.01uor f n, ::~ lo es. 

l~ro d~/dz= w(z) y ~sLa ~11.Jma es diferente de cero en una 

vecindad de ~(Po¡, aplicando el teorema de la función Inversa 
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tenemos que ~ es biYectiva en esa vecindad. 

Por lo tanto z es un par&metro local en 11na vecindad U de 

Po. 

Obsérvese que las dos posibles elecciones de las ramas de la 

ra.lz de w(z) determinan .los parllmetros naturales, definid9s en 

una vecindad de Po , Zl y z2 r<;specti vamente. 

Pero éstos en esa vecindad de ~o cumplen con ~2= ni. 

I'odemos ahora introducLt' como un parttmet.ro conforme en 

O. Ya que la diferencial d~= w(R)dz 

d.t.2 =w( z JdzZ 

entonces 

asi la diferencial cuadrhtica w en t&rminos de ~ste par~metro tie-

ne unR representación =1~ es cJeelr. en es1~e pnrh1neLro el correspon-

did:nt.~ elemento de lineo dA I~ fRmiliu w es la función identidad. 

El paramel".ro z es .lla1m.1do l'!~~.di.5-tin!!:lJ.J.'1Q__Q_:2.UJ::l'm!::t:t:E> 

nªJ~.1H:DJ, cerca de Po . 

Los resultados anteriores de esta secciOn 

mirlos e11 el 5igui.E;11t.e: 

podemos <:thoru resu-

1'coremu 5.6.1 Sean w uuu diferencial cuadrát.ica sobre una 

Superficie de Uiemann arbitraria y Po 

Sea z un parh1netro local a1111l~ndozc en 

vecindad do Po existe un 

76 

un punto regular de w. 
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Obsérvese que sl Po un punto regular de w y Bo una rama 

univaluada de z en una vecindad de Po, entonces 2o(PoJ=O. 

De hecho, existe una vecindad U de Po la cual es mapeada uno a uno 

y confor mcmente sobre un conjunto V abierto en delplano complejo, 

podemos suponer (mediante una restricción si es necesario¡ que V 

es un disco alrededor de z=u. 

El inverso zo-1 es un homeomorfismo confor111(~ de V en la Su-

per.fl.cio S. Existe un disco Yo alrededor de z=ü de radio ma~imo 

en el. cual la contlnuaci~~n analltica de zo-1 (la cua.L denotaremos 

nuev: .. .uuente p1..-Jr zo-1) sll!Uü sicru...lú un b.<>1ueomorlis1nt'...>. 

La imagen Uo=~10-l\Vo¡ es llamado el lrdisco ml:iximQ alrededor 

de Po. 

l!'ormalicemos lo anterior en lu siguier1te: 

De.finiclón !>.6.2 Sea w una diferencial cuadrática meromor:l'a 

sobre una Superficie de Riemann arbitraria Un ,.,-discQ mAxinJ.Q es 

una r0glón máxima en $ 1¿1 cual es mapeada home0mort icamente sobre 

un disco en el p.lano comple.iü poJ.· una rnnia del par.3met.ro nnt,uraJ. 

8 o por una continuacibn annliLicu de ella. 

5.7 M6Lrinu unocindn a unu dlfcrencluL cuadrbtica. 
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Una 

es poder 

de las 

definir 

cosas que nos interesan para nuestros propOsitos 

una métrica sobre la Superficie. bsto nos permi-

tirt.. hablar de longitud ele tiria curva y del ~rea de un subconjun-

to de la Superficie. 

A contir1uacibn vere1nos qU() c~cla dlfcrcnclal cuaclr~tica 

le podernos asociar un.-:. 111étri en, definlremos el elemento de longl-

tud y el de 6rea en esa m~trica. 

Sea c:Lü,lJ -> s una curva en S. Si e esta conteni.cla en un 

disco Uo en el cual est.á definida una rama io de z, .esta 

curva es mnpeada bajo ~o a tHH.l curva Cl cont.euida en Vo =zo ( Uo ) . 

La longitud euclideana de la curva c1 no depende de la eleccio0 <le 

la rama ya que si ~1 es la otr~ rama de 

z1 de e, entonces 

Z Y C2 es la imagen bajo 

c2 l t J = c1 l t. J + cte. 

asi cz tiene la misma longitud que c1 

Una curva arbitraria e en S la cual no pasa a través de pun-

tos criticas de w, puede ser subdividida en irrtervalos, cada uno 

de los cuales yace en un disco. Entonces, la lonuitud de la imagen 

de cndtt llllO ele los ill"tervc1lns est.b. hi<-,n c!f;1'.i.nld~1 :i.· Ja longitud 

total no depende de las subdivisiones (equivalentemente, podemos 

continuar una rama de 2 a lo largo de e 1_17] y nst 

imagen el de toda la curva, la longitud euclideana de 

siendo la rnisrnn¡. 

Uerinicibn 5.1.1 Gen w 

obtener una 

ésta sigue 

sobre unn Superficie de Rien1a11n arbl.Lraria S. Si e es unn curva 
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1 
1 

en S la cual no pasa a tr<.1ve 5 de los p~ntos criticos de w, 

entonces la w-longitud de e en t.to:rminos de un péq:-:1m~'t.ro nrbit.rario 

z es·tt:1 dada pc,l.·: 

:w(z):11z:dz:. 

l!-:1 correspondiente elenion t,o de área ee. :w(z)dxcly; 

también es invariante al cambio de parámetros. El &rea total ele la 

Superficie de Riemann S en es1.ri mót,rica c~1 J.a ¡,1 -n.-.>rm:~ de w: 

: w ( z > : dxdy . 

Observacion 5. ·¡. 2 Si en part.i<:.n.1lar t.omnmos el parámetro 

natural ~. la w-longitud de e llega a ser: 

:az:. 

Obsérvese que como lét integral siempre es positiva la 

definición de longitud de u11u .::urvn también t.1.enc, ,,,,enti.do si ésta 

pasa a través de puntos criticas de w, sin embargo ln longitud es 

infinita si la curva pasa por algún punto critico infinito de w, 

es decir, por algón polo de orden mayor o igual a dos. 

Veamos esto óltimo más formalmente. 

'l'eorcma !i.8.3 Sea w una direrencln.l cuadrnt.ic.:a meromorta so-

bre una Superficie de Ricmann ar~itraria <' "-'· Sea e una curva en S 

que cont.enga un purrt.o crit:l.cK> ir1fini-to d0 w. Entotices e tiene lon-

gitud lnfin.ltu. 

Demos.tr:.H.~j óu. 

Sen f'o ::.; un punto crlt.ico in.l'inlt.o d<:: w ·t,a.l que Po c. 
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Sea z un parámetro local definido en una vecindad Uo de Po 

tal que z(Po)=O. Asl en términoR de este parbmetro 

w(z)=z-nta-n+a-nilL",l· ... ), a-n=O y n.z.2. 

Ya que a-n=O, podemos definir, en una vecindad de z=O, una 

rama de la ralz cuadrada <leJ t~~mino que estb dehtro del par6nte-

siu, sea 

1 bo +bt z·~ ... J J / :: = (a- n +a- n '1 z+ ..• l. 

Por lo tanto 

: w(z) :=:~-n/2(bo+b1z+ ... J:y 

integrando a ambos lados de La igualdad obtenemos 

: z-1J / 2 ( bo +b1 z+ ... ) : : dz: 

Obsérvese que al integrar \en el lado izquierdo de la igual-

dad) término a término obtenemos que uno ele éstos es 

b( n t ~) /2 1/z dz 

y éste tiende a infinito cuando c se aproxima a Po. 

Por lo tanto la longitud de a es infinita. 

5.8 Curvas m~s cortas en una vecindad de un punto regular. 

Geodbsiaas y trayectorias. 

llas·l;a el momento hemos de:finido la longit.ud de una curva, so-

bre una Superficie de Riemcu1n, en la met.rlca asociada a una di fe·· 

renclal cua<lr6tica. 

Surge entonces la sigui<'mt.o prcgunt.n: dados dos puntos regula·· 

re~ arbl·t.ra.rl(Js P1 , P2 !..i ¿ e;:.j r:. LJ.1.·ó. tUHl curv.:t quo los uue, d~ tal 

forma que, en lo w-m6tricn. esta curva sea la longi~ud mbs cor~a Y. 
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Esta pregunta la responderemos parcialmente en el siguiente: 

'rcorema l).8.1 •rodo punto l:eeular Pv de w tiene una vecindad U 

tal que cunlesquiera dos pun ''ºs P1 y P2 en U pueden ser unidos por 

unn curva, únicamnete determinada, m&s corta en la w-mbtrica. 

Demostración. 

Sean Po 

dor de Po. 

un punto regular de w y U el w-disco mltximo alrede-

Sabemos que ln longitud de una curva es mtts iltcilmente me-

dida por medio del par6metro natural z, pues bstn es de l1ecl10 

una longitud .z:u.::lideana, y puer-.to que U es mapeado por z homeo­

morficamente sobre un disco del z-plano (del plano complejo), 

tenemos que dados dos puntos Pt .. P2 u, éstos pueden ser unidos 

por una curva de longitud m6s corta, siendo ésta Ja imagen bajo 

z-1 de la linea recta que une los puntos i (P1 J Y Z( l'Z J. 

Cuando Re habla de curvas de longitud más corta entre 

dos puntos, inmediatamente uno pjensa en las geodésicas. Defina­

mos qué es una geodésica sobre una Superficie de Riemann S. 

Deflnicl6n 5.8.2 Sea g:[a,bJ -> S, una curva localmente rec­

tificable tes decir, localmente tiene longjtud ~i11Ltn¡. Esta cur­

va e5 llamada nnn ~Q<Í!i;f:ica sJ es localmen-te lu mt·1s corta, e~ de­

cir, que tocio punto t est6 en '~-!. iuterior de un i rit.erralo l ti , ti+ J .1 

tal que el arco s1Lt1 ,t1•1 ]¡ en la conecclón mó.s cort..a. entre los 
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puntos Pi =gl ti ) y Pi+l=g(tl +1) con respecto n la métrica usada. 

Observación. Toda curva localmente rectificable e que no 

pase a través de 

hecho localmente 

polos de ord•:m 

rectificable en 

mayor o igual n dos de w es de 

la w-1nétrica y p11ede 5er parame-

trizada por la longitud de arco en esta métrica. Lo mismo es 

verdad para sood6sicas. 

Un parAmetro que mide la longitud de arco de c en la w-mbtri­

ca tes decir, si u1<uz la diferencia u2-u1 es igual a la longitud 

del subarco correspondiente al subintervalo 

~~ro natural de la curva c. 

[ul . u2]) es llamado 

De ahora en adelante utilizaremos esta pa1-·ametrizacion. 

Ha 11.egado el momento de definir uno de los conceptos más im­

portantes par~ nuestros propósitos, definiremos a continuacibn lo 

que entenderemos por una w-traycctoria sobre una Superficie de Rie­

mann S. 

Def inicíbn 5. 8. 3 .IJ.CL.J:U:.Q.<..>_r.12Qi,Q, con respecto u la diferencial 

cuadrAtica w, es una curva suave c a lo largo de la cual existe 

una constante k tal que 

nrg d~2=arg wl~ld~ª=k=ote., O~k52 

Obsarvese que bsto implicn, en particular. qun w(zJ=O, sobre 
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c. Es decir, un arco recto contiene 1~nicamente puntos regulares 

de w. 

Un ftrco .!'"ecto maximaJ. es un arco recto que no est ... á propitlmen­

te contenido en otr(). 

Sean et y c2 dos curv~s localmen~e rcctlficnbles, decimos que 

si en el par~metro natural el 

map c1 es una restricción deJ map cz. 

w(z)dz2 si k=O (k= ) . 

Ue.finicion 5. 8. 4 Sl se clic e w-·t;.;r;:¡;¡y~ctorj n h<L.ri .. fü&i:tl.'U o sim­

plemente una w-traye~i..g. sin especificar la dirección, siempre 

entenderemos por -"sto un arco horizontal maxirnal para W(ZJdz2, 

Un arco vertical maximal para w(zJdzl: es llamado una .!:!.::.traYecto­

.ria ye~. 

Un arco recto maxima.l con k=O es llamado una Q::jo_r-ª.Yectoi:j¿i. 

La existencia y unicidad local de arcos horizontales a través 

de todo punto regular, está · garantizada por la conformalidad del 

parámetro natural 

más adelant.e¡. 

2 (la existencia y unicidad global ser~ probada 

fl'ormalicemos lo anterior en el siguiente: 

Teorema 5.8.5 Sea w una diferencial. cuadrátl.ca meromorfa so-
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bre una Superficie de Riem<inn arbitraria S. Entonces a trave 3 do 

todo punto regular de w existe una w-trayectoria ünicamente deter-

minada. En particular, dos trayectorias nunca tienen un punto en 

comOn, a ~enos que ¿llas coincjdan, de hecho una w-trayectoria no 

puede autointersectarse e un Anaulo distinto de U, 

Por otro lado, una trnyccto~ia puede ser púrlódica. Podemos 

restringir el par~metro a un periodo primi~ivo, y entonces hablar 

de una trayectoria 

mas adelante. 

Veremos 

composiciones 

mas 

de 

cerrada, trataremos este tipo de trayectorias 

a del unte que las geodésicas son, en general, 

arcos rectos de diferentes inclinaciones, con 

vértices prAcisamente en los puntos criticas W'. 
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6. Conduc-t.a locnJ. de J.ns i•rnyect.orias en J.a met.rica asociada 

n unn diferencial. <>nu<lra t;icn. 

Uno de los conceptos quo definimos en al capitulo anterior es 

el de w-trayectoria horizontal (o simplemente trayectoria) de una 

diferencial cuadrá-Lica meromorfn w en una Superf.lcie de fiieniann 

arbitraria S. Hicimos la importante observación de que lus trayec­

torias contenían únicamente pnntos regulares. ya que pediamos que 

sobre éstas argwlzJdz2=ü y en particular ~sto impllca que w1zJ=U, 

es decir, ningQn punto da la trayectoria puede ser un cero o un 

polo de la diferencial cuadrática. 

Sin embargo, una trayectoria puede tender a un punto critico. 

Veamos a con'linuación ¡, que ::.i gni 1' ica eso 'I. 

Supongamos que !:'o es un punto regular de w y sea c la trayec­

toria que pasa por Po (vease la siguiente figura¡. 

Dividamos la trayectoria c en dos partes c• y e- orientadas 

de tal 'forma que Po sea el pun'Lo iní.cial de ambas. A c,. y e· se 

les llamara .los raYos ~_!.¿Jj}Q__..E'.l! __ ds.Llª-'t~.Y~tor:I a e. 

Ya que tenemos definida una cierta orientación en estos rayos, 

intuitivamente podemos hablar ele rayos que tienden a un punto lés-

te concepto seré formalizado con mhs detalle en el 

tulo¡. 

- Bf> -
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En este capitulo estudiaremos ln estructuru de las trayecto­

rias dentro de una vecindad de un punto regular y luego la estruc­

tura, en una vecindad de un punto critico, de l<ts trayectorias que 

tienden a éste. Este estudio se facilitarb teniendo algunas coorde-

nadas locales especificas alrededor del puu"\.,o en cuestión. Hemos 

vi:"'.to que el elegir una coordcnnrla cspeclti<0n '°'n un punto regular 

lParómetro natural) nos permitió visualizar con mós claridad el 

concepto de longitud de una curva, y obtuvimos que, en ese paró­

metro, calcular la longitud de una curva sobre una Superficie de 

Riemann, se reduce a calcu.lor una longitud cuc.lidcana. 

Asi, introduciremos un porbmetro conforme, definido en una 

vecindad del punto analizado, en térmiminos del cual la representa­

ción de la diferencial cuadrbtica es mbs simple. 

6.1 Para.metros distinguido:.> cerca de los puntos cr.i1;icos .. 

Supongamos primero que Po es un punto critico finito o infini­

to de orden impar de la diferencial cuadratica w, as.i en t~rminos 

de un paramet.ro z cerca de Po y anulandose en Po es decir, 

z(Po)=O tenemos que w tiene la Riguiente representación: 

w(z)=z"lRn+nn+!z·t· ... J, nn=O. 

Y;:i que el 

de cAro, en unn vecindad dol cero sni1 iciontemcnt-.c pequena., pode-

mos elegj_r una rama univaluada d~ Ja ra.lz cundrRcln, agi 
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(an+an+l z+ ... ) t /2 =bo +b1 z+b2 z2 + ... 

Asi obtenemos que wtzJ=zn/Z(bo+btz+b2z2+ ... J, integrando 

término ·a término obt.enemos: 

z=z(ll+l!)/2(co~c1z+c2z2+ ... ). 

Sea do ·t-dt 7.+d:: z2 + ... = (ca l·c1 z ·t-c2 ?.<: + .•. ) 2 / l "+;: J en una t•atna. u-

nivaluada y eri una vecindC".ld suficientemente pequetla de z=O. 

Entonces z -> ,, . donde 

Z=2'<11+2)/Z, donde Z'=z(do+chz+ ... J 

es un homeomorfismo en alguna vecindad de z=O. 

Ya que ~=z•cn+2>/2, entonces d~Z=L(n+2)/2]2Z'ndi'2 

Asi la representacibn de w en términos de éste parametro es: 

w(z' l=l (n·12)/2P z•11. 

Hasta estos momentos hemos encontrado un par6metro especial 

alrededor de los puntos criticos finitos o infinitos de orden im-

par, en el cual w tiene la representación: 

L(n+2)/<!J2z'n. 

Surge entonces una preguP.ta, ¿ este parámetro sera el l'.lnico 

en el cual w tiene esa representación Y, daremos a continuacibn de 

una respuestn a esta preguntn. 

S11pongamos que cxisLe lAt1 vur~JJ}~Lro 

gue w. en 

decir, 

este part.metro, t.enga la 
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L ln+2 J/2]Z"n/2 dz"= [ (n+2) ¡2Jz'n/2dt.'. 

Integrando ambos términos ele la igualdad obtenemos 

z"<11+<i>/Z=z'<n+2¡;2 +e, asi z"=Lz'<n+2¡;2 + C]2t<n+2> 

Ya que para nL.-1 tenetnoF. z"(ü)=C2/(n+2) =O. por "\,anto G=O. 

Pero para n~-3 y n impar ésto thmbi~n es cierto. Adem~s, 

z"=z'[l + cz•(-n+Z)/2]2/(n+a¡ 

De aqui que z"=kz' donde k=expt2 ij/(n+2)). j=0,1, ... ,n+1. 

Asi, podemos concluir que este parltmetro es único salvo una trans-

formaci.:•n de la forma: -> 2'expl2 ij/(n+2>), j=0,1, ...• n·~l. 

Resumiendo lo anterior tenemos demostrado el siguiente: 

'l'eorema. 6. 1. 1 Sea Po un punt.o critico finito o infinito de or­

den impar, entonces en una vecindad de Po podemos introducir un pa­

metro local z', con z' (Po )=O, en ··t:.erminos del cual la diferen­

cial cuadrática tiene la representación: 

w(2' )dZ':!::;[(u+2)/2]2z'ndz'Z. 

Este parámetro está únicamente determinado excepto por un fac­

tor k=cxp(2 ij/(n+2)), j=0,1. ... ,n+l. 

A este parámet .. ro se le lü1111arlt :P..lil:fullfl:tl::J:i_Qj ~:U.ru~l.lid.Q o ~1;t:ctull!;:.-

.t,_i::.Q ___ na.l,!Ji:<!.l ccrcn do Po. 
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Hemos encontrado, hasta el momento, parametros naturales parn 

los ceros (de cualquier orden) y los polos de orden impar de una 

diferencial cuadrtttica w. A continuacibn analizaremos el caso de 

polos de orden par. 

Supongamos primero que Po es un polo de orden dos. La diíeren-

cial w, en este caso, tiene la representación: 

w(zJ=z-2la-2+a-1z+ ... J. a-2=0. 

Asi, w(z)=z-1 (bo+b1 z+ ... ). Integrando ambos lados de la i-

gualdad obtenemos 

z:bo logz+bl <;·I b2 /2z2 + .. , 

Si hacemos •=bolos•' donde logi'=logz+tb1/bo)z+tb2/2bo)z2+ ... 

obtenemos q'.2e 

~·=zexp[(b1/bo)z+(b2/2bo)z2+ ... ] 

=z(l+d1z+ ... J. 

Asi con <;ste parttmetro w tiene la representacj ón: 

dz2 = [ ( bo /z' dz' ]2 = [a-2 /t.' 2 Jd;í' 2. 

Formalizando lo anterior tenemos el siguiente: 

'l'eoroma 6. 1 . 2 Si Po es un polo de orden dos de una dif eren-

cial cuadr6tica w. entonces en una vecindad de Po podemos intro-

ducir un parametro natural 

representa.e i1..~1n 

'""' "' . ;>;'(Po )=O, 

ctzz =La-;: ¡;:;•2 Jdz'2. 
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Por t~l timo analicemos eJ. caso en el cual Po es un polo de 

orden par 2.4. 

Sea n=2m, donde m~-2. Como antes, 

wtzJ=zm(bo+b1 z+ ... ), 

integrando obtenemos 

Z:zin+l (co+c1 z+ ... )+b: m: -1 logz. 

Asi si 2'=z(do+d1z+ ... ), Z=Z'111+l+b;m~-1logt'-t-C. 

De aqui que dzZ::((m+llz'rn1b:m:-1/7..')2dz'2, 

Por lo tanto obtenemos lo siguiente: 

Teorema 6.1.3 Sea w una diferencial cuadr&tioa meromorfa so-

bre una Superficie de Kiemann arbitrarla S y sea Po un polo de w 

de orden par 2.4. Entonces en una vecindad de Po podemos introducir 

un parámeti.·o con z' (Po) =O y en el cual una rama de .la raiz 

cuadrada de w tiene la representación: 

w(z)dz=[ (n+2/2 ¡z •n;z +b: m: -1 /Z' ]dz'. 

6. 2 Es·t:.ructura de trayectorias cerca de los puntos recula ros, 

cr1ticos y de :Las que tienden a puntos crl·~icos-

ú·tilizaremos ahora los paráuietros obtenidos para visualizar 

la estructura de las trayectorias en una vecindad de los puntos 

regulares, de lns trayectorias en una vecindad de los puntos criti-

cos y_de 1as que tienden a éstos. 

Ya que el cambio de varlau.le de un paramet.ro a otro eE. con-
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1 

forme, el comportE1miento en tcrminos de un por~metro Hrbitrario 

serA una imager1 conforme de ln que obtendrenlos \ttillzando los par6-

metros naturales. 

Supongamos primero que 

w, entonces z= WI c;)dz 

ro es un punto regulnr arbitrario de 

porbn1ctro naL11r1t.l cle~ir1ido eo 11na 

vecindad do Po si oliora el <:!Hlllbio Je variable 

obtenemos z=Z' Pero ya qut=~ .L:_tf:· 

de las horizontnles t..cn(~mos que, medianl.e el cambio de 

variable, las preimOgenes de bsths len el 

te trayectorins horizontales. 

Z' -plr-.no) son nuevamen-

Supongnmos ahora Po es un punto critico finito, es decir. 

un cero o un polo de primer o.rdún. Entonces por c:.l teoretna l:i.1.1 

la representación de la diferencial cuadrática w en términos del 

par.án1et.ro distiI>guido z• es [ ( ll ·I 2 j / 2 J Z 3' 11 dz' 2 as~. si resolvemos 

por Z integrando la raiz cttaJr~da de w obt.erieinoe. 

~·:=z'< n-f:~) /2. 

el igiondo al <.~ero como la con..5 l".an t.e d0 in tegrac-i.ón . 

El sector U.$J\rtl ;:. 's.2 

C.:1dn ~ sobre un sc111id.iRCt> del semipla-· 

-- \l l 

~~---------------............. .. 



no superior o el inferior. Los prei111áge11es ele horlzon-tales 

mos n continuación tres casos especiales. 

a) Sea l'o un polo de orden uno. Asi ~=~ 1 112, ya que en 

este cano n=-1. e~ta par6metrn mnpen todo vecindnd nlredeelor de Po 

a un semidizco del semiplano superior (o del inferior). El map 

z' -1 dado por 

asl,la estructura ele las en una vecindad de E~ estlt 

dada como sigue: la recta horizontal, dentro del. semidisco,· que 

rayo que 1.,iene pasa a trnv6s de cero es mapeada, bajo Z' -1 , a lll"l 

a Po como extremo, cualquier oloi·a horizont-.nl dentro del semidisco 

~'-1 a tlna pHrhbo.La cuyo eje de simetria contie-

ne al rayo con extremo Po descrito anteriormente. 

bl Ahora, sea Po es un cero de orden uno, e11tonces z=z•s12. 

Asl., laf.I trayect.orlas en 

las horizontales lm ~=cte. 

UIH'< vecindad de Po son .las imltgenee. de 

bá.io el map z-1 :z' . ., z'Z/3. El f<emi-

d~sco er1 el semiplano superior centrado e11 cero es r11apeado por ~-1 

a una vecindad centrada en ~o l~ste map puede ser visto como la 

pe:I mero elcvnndo n.l '''Htdraclo y luego 

pasa a 3' =O ·~s tH:-1p1~:-:--1dft bñ:io eJ pritnt-:·r i11op o.l rayo que 

tiBna al cero con10 extrem<l, n~1 te .rayo baJo e.l s<::gundo ma.p r~s 
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mapeado a tres rayos, tieniendo a J:-•o como extremo, que dividen la 

vecindad de Po en tres sectores con /.Jngulo::. iguales. Ca dé< 

horizontal lm t=cte. en eJ. scm]disco, es mapeada bajo el primer 

map a una parábola cuyo eje ele simetria contle11e ~11 r.~yo con 

extremo en cero descrito auherlormente y bajo el segundo ésta es 

mRpeada a tres curvas cada una d0 .la5 cuales se 

encuentra en uno ele los sectores divididos por los rayos que 

tienen a f'o como extremo. 

Obsérvese quo en estos do.e-. úl tlmoz ejemp.10~ ,~xi ste, al menos, 

un rayo de trayectoria que tiende a ~o. 

Definición 6.2.2. Las -t.ri.ye0-t..->ri">1> q11e emt<.n"1n 0 llegan al. pun­

to Po (excepto cuando Po es un punto regular) sc•n llamadas .t..!:gy~­

:t,Qrlas ctlt.icas. 

Veamos ahora el caso en el que Po es un polo de orden dos. 

Como vimos en el teorema 6.1.2 en terminos <Je.l parametro dis-· 

tinguido z' la di:fere:ncial ouadrbtica tiene !~ representacibn 

[a-2/~'2]d~'2. asl ~= ~-zlog~'. Por 

que pasan por l'o son lns l.111hgones de 

z-l :t; -> f".'=expt~~/ ~-2 ). 

lo tanto .las trayectorias 

las horiz(>tJ La.les bajo e.l map 

1'enen1os entonces las sigt1lentes tres posibi]illacles: 
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a• Si a-·z>O~ entonces 

nes de las horlzontales son 

los rayos que tienen Po como extremo y cuya inclinaciOn estb deter-

minada por la constante k. Es decir, la horizontal 1rn "-=k, es ma-

peada bajo ~-1 n un rayo que con extremo 

to cosk~isenk ten su forma polnrJ. 

Po y que pasa por el pun-

bl Si a-2<0, puesto que a-2=i -(a-2), entonces Z/i -a-2 

convierte a cada horizontal lm Z=:k a J.a vert.ical Ju,;~=-·k, pero el 

map exp mapea cada una de est.afl tJ.J.tlmu::. en un ci t·cu.lo cen-\,radc; en 

Po , cuyo radio es l.ñ de1:.erminr1do? nueva.mente. por l ;:, constante- k. 

a- 7. es no rea L, aunque es tamos 111apeando horizontales 

(con par·te imagi11aria constnnLcJ, al variar el valor de x en el 

~'-plano variamos tanto la 

~(/ a- 7.. Asl, las l-..:•rizoni..aJe" 

pa rt.c real como lh imaginariu de 

ln1i=k son mapeada~ Gajo 

~- 1 =cxp \ ;·;,¡ a··?. ) 

a espir<iles logarJ.tmicas, cadn unn de éstas. tendiendo a Po. 

Supongamos nhora. f'o \lll p.~d "., el~ orden i.tnp<:'r .t'.'.3 o de orden 

par ~4 sin t~rmino logurltmicn. Asi por los t.aor~mnH ti.1.1 y 8.1.3 



w tieno la reprosentacion siguiente en el parnmetro distinguido ~· 

W( 2' )d:'\'?. =[ (n+2 )/2)Z z'nd;:' 2. 

Integrando una rama de la raiz cuadrada de w obtenemos 

2=Z'<n+2)/2, 

salvo una constante aditiva, la cual elegimos como cero. 

Hae<Hnos un 

ces la~ traycctorins horizontales en el ~--pl.:..no corresponden n los 

circuJo~ a través de z=O 

del map z;' =z:"! /( : n: - 2 > ~ncontr:-tmos, las t.rayect.or:lr-ts '"..:n t.érminos del 

parámetro distinguido 

a) Para n=3, es 

~r " . 

decir. un polo de orden 3 tenemos Z' =z2. 

Asi, la horizontnl Im 2=0 es mape::.cln bajo al rayo con ex-

tremo en ~o, y cada circulo Luugant& a R en cero e~ mapeado a una 

especie de cardeoide, todas el las con l:'o como punto en común. 

b) Para un polo de orden 4. se tiene que B'=z. asi una vecin-

dad de z=O con los circulos tangentes al eje real en el punto z=O 

es mapeada en ella misma. Por lo tanto las trayectorias que tien-· 

den a Po , en una vecindad de este punto son precisamente los cir-

culos tangentes al punto Po junto con la horizontal Im z=O. 

cJ PRrn ttn po.Lo de or<lc11 5, t.~nemos que i'~~~/J, es~e mop tanl-

dos. primero elr.;varnos 
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al cuadrado y luego obtenemos rnlz cúbica. Asi 1'1 estructurn de 

las trayectorias que tienden a Po 

tangentes al eje real en z=O bajo 

son las im6genes rle los ciroulos 

la composlci.ón de estos mapeos. 

Las imágenes da estos circulns bhjo el primer map la describ:lmos 

en .a) , el .rayo que tiene .tt Po como c .. }X t.rcrno es 1nnp0a<lo bajo el se-

gundo map a tres rayos (gue, r1ueva1J1ente, tienen il Po como extreinoJ 

y ademas dividen l~t vecirid~_.~d en Lrce..:s sect.ores lguales. Ca.da car-

decide es mapeada a tres círculos. cada uno de 

cada Rector, tangentes en el punto Po. 

loz cuales yace en 

Observese que en estos tres últimos casos. todas las trayecto­

rias tienden a Po en alguna de las :n:-2 direcciones, las cuales a-

cotan gnctores congruentes con ~ngulos 2 1:n:-2. En estos casos a-

firmamo,,; que Po tiene una vecindad con la propiedad de que todo ra­

yo de trayectoria que entra a é<•ta tiende " Po. 

En el siguiente cap! tul o anaJ.i zurernos m.'ig rle·Lctl.lndamonte "'s-Le 

tipo de trayectorinA. 

G.3 Curva mtis cortas en 

rinl to. 

unn vecindad de un puut.o cr.lt.ico 

En la seccibn 5.8 vimos que cadn punto reguJnr tiene una ve­

clndnd en ln ounl cualcsquiero don puntos en ella pueden ser uni­

do,,; por unn Onicn curvo ccm lc~gitud minlmn, es decir, que si es­

tos dos p1<ntos son unido,,; por cualquier otra curva, ésta. tlene .len-
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gitud estrictamente mayor. 

A continuación veremos que esta propiedad también la tienen 

los puntos crlticos finitos, utilizando el parbmetro natural z'de­

finido en la sección anterior. 

Sea Po un cero de orden n de la diferencial cuadrática w. En­

tonces la representación de éstn en términos del pnrbmetro distin­

guido t!' es 

w(z' )dz'2=f"lri+2)/2]2z'ridz'2. 

Asi, 2= wCZ' )dZ'=2-"< n+2) /?. 

Analicemos primero el caso para n=l, este ejemplo nos ayuda­

rá a visualizar 0tt~lcz ~on l~~ cttrvas deseadas. 

Sabemos que en una vecindnd de un cero de orden uno, las tra­

yectorias que tienen un rayo tendiendo a Po div.iden un.:t vecindad 

de éste en tres sectores iguales cada uno de los cuales tiene un 

ángulo igual a 2 /3 en Po . 

Sea U el w-disco máximo en el cual 2 est~ definido, asi 

Z(Ul=V donde V=[z C: :z:=r}. Sea Uo=l-l(fz C: :z:=r/211. 

Afirmamos que la vecind.:id llo es una en la cual. está definido 

el par.'.1met-ro nntural, es un<.:i ve0indad en la que exlsten curvas ·mt.._, 
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Veamos entonces que en esta vecindad se cumple lo deseado. 

Sean P1 y Pz dos puntos arbitrarios de esa vecindad. 

Supongamos primero que PL y P2 son tales que 

: argP1 -argP2 : < 2 /3. Asi P1 y P?. pueden o no cst.ar en el mismo de 

los sc~torcz mencionados, supor1gan1os el caso 

supongnn1oz que P1 y P~ ne cnctJer1trnn er1 dos scc~(1rcs consecutivos. 

Pero ya que el parOmetro naLural ~'(veáse sección 6.1) mapea cada 

uno de los sectores en un semidisco del somiplano superior o lnfe-

rior, tenemos que la imagen de estos dos sector1:'!.S, bajo ese map, 

es un disco con centro en ce1~1~. Uean zt y z1 l~s imagenes, bajo 

es 

de P1 y P2 respecti v;:imente. 

La preirnagen de la recta en C que une z1 

la cu.rv;_l de~c.:id.n, ya qut:, como vimos en lu 

y zz bajo el map Z'' 

observación 5.7.2, 

calular la w-longitud de una curva sobre la Superficie en términos 

del parámetro natural es de hecho calcular una longitud euclideana. 

asi si P1 y Pz son unidos por otra curva cualquiera, la longitud 

de la curva imagen de ésta bajo el nmp :l' es mayor o igual que la 

longitud euclideana de la recLa que une los puntos z1 Y Z2. 

As1, la curva m6s cort~ entre los puntos P1 y P2 en el caso 

de que :argP1-argP2 :<2 /3 es el urco recto que los une. 

Supongamos ahora que Pi y f'2 son t,al es que : nrgP1 -argP2 : .>..2 /3, 

nuevamente corno en el caso anterior f'1 y P2 puo<lon o no estar en 

el mismo sector (con la condición im~1esta en los 8rgumentos de Pt 
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y P;;: el estar en el mismo sector significa que cada uno de estos 

puntos yace en los rayos que dividen a éste). Supongamos primero 

que ambos yacen en sectores consecutivos. Como antes, estos dos 

sectores son mapeados bojo ~, o un disco con cer1tro en cero. Sean 

z1 y z2 las imAgcnes de P1 y l~ 
. 

rcs.pc~ctivament.e. 

Nuevamente, la imagen <le la recta que une ~1 con z2 bajo al 

map es la curva dese;, da, ya que Ja imogon, bajo 'Z' , de 

cualquier otra curva que una los puntos P1 tiene longitud 

estrictamente mayor. 

Obsérvese que si la linea recta que uno zt <.~on z2 no pasa a. 

través del cero, la imagen de bsta bajo 2'-J es ttn arco recto que 

une Pt y P2, en cambio, si ~sta pasa por el cero, la imagen de 

6st~ bajo z'-1 f'"S .la urJi.t,n de los dos rayos P1 Po y Po P2 , si en do 

ésta Oltima ls curva hl&s corta entre Pi y Pz. 

Supongamos ahora que :argP1-argP2 :=2 /3, asl cada uno de 

estos puntos yace en los rayos que dividen a el sector antes men-

clonado. Nuevamente, este sector es mapeado por un semiclisco 

en el semip.lamo superior. Sean z1 y z2 las lmágencs de P1 y Pz res-

pectivamente. Por el mismo argumento de antes, la imagen de la rec-

ta que une los puntos z1 y z2 bajo el map ¿•-1 es ln curva deseada. 

El caso general, es declr, para un 11 arbiLt-;.i·l0, la vecindad 

de Po es~b Jlvi<lidn en 11-12 sect.ur~s cada uno do .los cualez ter1ien-

do ángulos 2 /(ni2). 
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Nuevamente dividimos el anAlisis en dos casos: 

a) P1 y P2 son puntos en la vecindad tales que 

largP1-argP2 :<2 /(n+2). 

b) P1 y P2 son tales que :argP1-argP2:22 /(n+2). 

Uaciendo en cada uno de estos casos un analisis similar al 

ejemplo anterlor tenemos demostrado el siguiente: 

'l'eorcma 6. 3. 1 Sea w unn dlfercncial cuadr~t~ica sobre una Su-

perficie de Ricmann arbitrarl~ S y Po un cero de w de orden n. En­

tonces existe una vecindad de ro tal que para cualesquiera dos pun-

tos Pt y P2 on pueden ser ur1idos por una ~nic~ C\'rva mhz corta 

en la vecindad. Esta curva o bien es un arco recto 

argdR2=argw(~' )dZ'Z=cte, 

o bien es una unión de dos radios encerrando Angulas ~2 /(n+2). 

Observación. En el segundo caso, es decir, cuando la curva 

más corta es lrt uni<'.>n de los dos radios, la cantid;;<l arg dz2 

de s"'r diferen'te a lo largo de ellos. 

pue-

Consideremos ahora el caso en que Po es un pcd o de w de pri­

mer orden. 

Asi en t~rmJnoz del parbmetro distinguido ~·, w tiene la 

represen taci\~'u 

por lo tzmto 
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Z=Z.'1/2, 

asi bajo este map, una vecindad llo de Po es mapcada un semidisco 

en el semiplano superior. 

Sean Pi y P2 en Uo. 

Si :arg P1-arg Pz := y Pt y P2 tienen parto real negativa y 

positiva respectivamente, la vecindad Uo en mapeada bajo B=l'l/1 

al semicirculo en el plano superior. Sean z1 ,za y -zz las imbgenes 

bajo este map de los puntos P1 y ['~ respectivamente. 

Ya que Pz tiene dos prcimQgencs bajo este map, existen dos 

curvas rn6s cortas entre Pi y F2, a saber las irn~gencs, bajo el map 

B- l , de las rectas que unen los puntos Zl con zz y -zz con z1 

las cuales llamaremos et y cz respectivamente. Por lo tanto en es·· 

te caso no tenemos unicid~d de curvas m~s cortas. "La falta de uni-

cidad de esta curva es la razón por la cu.:011 perforarnos el dizco en 

Po y únicam.;,n te considernmos curvas en la misma c.Lase de homotopia 

en el disco perforado. Esta clase est6 determinada por el n~mero 

de vueltas de la curva alrededor del punto Po. 
\ 

Asi pues :'l.i consideramos .las curvas en l~ c.ln!:.e ele homot.opia 

a laz que pert~ncc0n, ~t y C?. son las ónlcns curvas n1bs cor·Las 

uniendo los puntos P1 y Pz. 

En general si F1 y Pa son dos puntos en Un y c:l -> Uo es una 

curv:1 g11e 1.os une (es decir, c(Ol=P1 y c(l)=Pz J. 
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Supongamos primero que c no da ninguna vuelt.a alrededor de Po, 

es decir, 

!(argZ' (el )::iargP2-argP1 :=o. 
entonces en su clase de homotopi<:1 t.enemos una curva más pequef'ia 

que une esos dos puntos, a saber la imagen inversn bajo 2-1 de la 

recta que une los puntos Zl con zz. 

Supongamos ahora que el namero de vueltas de c alrededoi del 

cero es mayor que cero, es decir. 

I ( argZ' [c) J =: argP?.-arsP1 : >O 

(ve~se la siguiente figura). 

Ya que I(arg(Z'(cJJ>O, entonces existe Pe, 

tal que argP=2 

un primer punto, 

Sea ri =:Pi : 1 / 2 i=0,1,2 (es decir, la w-longitud de los ra-

dios con punto final Pi). Entonces la w-longitud del subarco c' de 

c que une los pun1...os P1 y P es ¿ro+r1 con igualdad unicamente si 

eite subarco es igual a la suma de los dos radios. 

e' por esta suma ob~enemos unn nueva curva C~ .Lu 

corta que c y pasa por Po. 

~ii reemplazamos 

cual es más 

El mismo argumento muestra que entre todas las curvas uniendo 

p¡ y 

curva mtls 

que pasan por Po, la suma de los dos radios es la única 

ci:>rt.n. Esto tnmbJ~n muest.ra qne l ~ única coneccióu rn!ts 

corta de los puntos P1 

es procjsament.e o.L i11tervalo rad.iu] [Pt ,Pz]. 

Asi resum:lcntdo estos úl t.i lll(>.S resul tactos t.ene:n<>s lo sigutente: 
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Teorema 6.3.2 Sea W· una diferencial cuadratica sobre una 

Superficie de Riemann arbitraria S y sea Po S un polo simple de w. 

Entonces Po tiene una vecindad Uo S en la cual se cumple la si 

guiente propiedad: sean Pt ,P2 Uo y sea e S una curva arbitraria 

t1niendo estos dos puntos. ::a Hnrg(<'!'(cJ)=O, enLonces existe una 

ónica curva más corta en la clnse de homotopia de e, a saber, el 

arco recto conectando los dos puntos. Si por el contrario 

I ( arc:oi • (e) J >O , 

todo arco, en la clase de homotopia de c es más largo que la suma 

de los dos radios, los cuales pueden ser considerados como los úni­

cos limites m6s cortos en la clase de homotopia de todas las cur­

vas que unen a ~; stos. 

Obscrvacióu 6.3.3 En lvs ul timos dos teor<:'•mas ele hecho 

demostra1nos que una geodésica es una composición de arcos rectos 

(que puedo ser uno solo) con diferentes inclinaciones y con 

vértices en los puntos criticas finitos de w. 

Además el ángulo formado por dos orcos rectos len una geodési­

ca) tiene que ser mayor o iiunl n 2 /(n+2) donde n es el orden 

de w en el vbrtice. 
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7. Estructura de las trayectorias de una <li:fercncial. cuadrllti-

ca desde un punto de viffta global. 

Hemos visto que las trayectorias de una di:ferencial 

cuadr6tica w son los arcos horizontal.es maxlmales que contienen 

únicamente puntos regulares, sin embargo bstas pueden tender a un 

punto critico de w. 
1 

En la sección nnalJ.zo.mon · la e!:; Lructura de las 

trayectorias cerca de los puutos regulares AS decir; en una 

vecindad de éstos y adembs la estructura de las trayectorias que 

tienden a puntos criticas de w, t&mbi6n este anklisis e.e hizo 

localmente. Vimos además que luz tr.:""'yect.orl::~s pucr1en ser vistas 

como las imngenes de las rectas horizontales deJ i'-plano bajo el 

map ~-1 donde éste es el par~metro natural. 

El propósito princip:::i.l de este capitulo es dar una 

representación de la trayectoria, que pasa a traves de un pun"l-o 

regular de w, desdé un punto de vista global, es decir, veremos 

que esa trayectoria puede ser vista como la imagen inversa, ba;jo 

un continuación analitica del par~metro natural z, de un 

intervalo. de R { }. 

Para ésto, sean w una diferencial cuadr&tica meromorfa sobre 

una Superficie de Riemann arbitraria S, Po un punto regular do w, 

e la w-trayector.la que pasa a través de Po y llo el w-disco máximo 

con cent.ro en Po . 

Sea Zo un vnrttmet.ro nat.ur;d düfinido en Uo '-"°>ll zo (Po >=O. 
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Sen v1 Vo=Zo(Uo), v1=0 un punto sobre el eje roal y U1 el w­

disco m6ximo centrado en P1=(!0J-l (v1 ), bste tambibn es un punto 

regular de w. Elijamos un par«>metro natural z1 <lefiuido en Lh, ya 

q1¡e P1 !Jo U1 , 

5 . 6 ) en Uo U1 

tenemos qua Zt = to \véase inicio de la seccibn 

Tomemos Z1=2.o eu esa intersccciún. 

Asi podAmos decir qua 51-1 es cont.i11uncion anali t.ica 

[ 2] , [ 1 '/ ] ele }~o - 1 • 

Elijamos ahora un punto v2 V1 = :!.1 ( IJ1 ) y procedamos de la 

misma forma. Continuando con este proceso obtenemos una cadena 

finita de discos C=Vo V1 Vk en C con centros en el eje real. 

Sea D C la region que consto de lft unión de todas las posibles 

cadenas obtenidas utilizando el proceso antes descrito. 

Definamos ahora.un map, el cual llamaremos nuevamt>nt.e :::-1 

de la región D a la Superficie 5 de la sisuient.e forma: si v D. 

entonces v est6 en alguna cadena C de las descritas anteriormente, 

definimos z-1 (v) como el valo~ en v de la aontinuacibn analitica 

de Bo-1 a lo largo de esa cadena. Este map est~ bien definido, es 

conforme y localmente uno a uno. 

Ya que todas las colecciones de discos con~ienen a Vo, y cada 

una tiene unión conexa, D es un conjunto conexo. 

Sea I=D U } . éste intervalo puede ser abierto, 

scmlablcrto o ccrr0d0, por sln1ple notación escrJbamos l=(~,b). 

Asi ~-1 ((a,b)) define lo troyootorla en ~ravbs de E~. 
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7.1 Trayectorias cerradas. 

Supongamos (el caso opuesto lo trataremos en la siguiente 

sección) que existen dos puntos xo,x1 (a,b) tules que 

2-1 (xo l=Po=~-1 (x1 ), Po S. 

ya que z-1 es localmente un homeomorfismo principio de 

este capitulo) existen puntos en (a,b) los cuales son mapeados por 

2-1 a un mismo punto y cuya distancia entre ellos es minima, sean 

donde u1>uo. éstos uo y u1 

Sean Vo, V1 C los discos euclideanos maximos Dbiertos con 

centros uo y u1 respectivamente, en los cuales z-1 es uno a uno. 

As! ellos ~ienen como imagen bajo z-1 a Uo, 

centrado en Po. 

Los dos para.metros naturales 

lfo : Uo - > Vo y z1 : Uo - > V1 

satisfacen B1= zo+(u1-uo). 

el w-disco mbximo 

Pero la relación l1=-2o+(u1-uo) no puede darse, ya que si 

ésta pasa existirian punt.os uo' y u1' en (uo,u1) :imágenes bajo z 
de un mismo punto Po' de S, contradiciendo la minimalidad de la 

elecci6n del intervalo (uo,u1 ). Asi 

l'!1 =zo+(u1 -uo J. 

Denotemos s=u1-uo, de lo anterior podemos concluir que 

2-1 ( z+s) =z- l (;;) para t.oclo z Vo . 

la .~uposJc1ón de que existen Pllti t..cis xo , .x.1 ( ét, b) 

teniendo la misma (a,bJ=H y 

concluir <;1\lt:-! !~-1 rcst .. .t•lnglclo n U es un map pt~riódi.i:~r, con perlc•do s. 
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El intervalo 

sobre todo el 

[uo, u1 

conjunto 

es mapeado bajo z-1 :tnyectivarnente 

imagen y ya que B-1 (uoJ=l-l (u1 ), y el 

hecho de que la trayectoria que pasa a través de un punto regular 

es simple tenemos que la imagen es una curva de Jordan. 

Estas trayectorias sert1n llamnd.:i.s tr9yt;:cto.J:.i.aB~. 

Nuestro siguiente propósito es mostrar que si w es una 

di:f erencial cuadrática meromorfa sobre una Superficie de Riemann 

arbitraria S, toda trayectoria cerrada e de w puede ser encajada 

en un dominio anular D de S (el cuaJ definiremos más adelante) .. 

Sea c una trayectoria cerrada de w, una diferencial 

cuadrática meromor:fa sobre S. Por el análisis anterior sabemos que 

e es la imagen (inyectiva) bajo z-1 de un intervalo [uo ,Ul de R. 

Mostraremos que existe un número r>O tal que 1-1 está 

inyecti.vamente definida sobre el rectángulo [no. u1 lx(-r. r·1. 

Supongamos que lo anterior no sucede, asi existen sucesiones 

( zn l y ( zn' ) 

Y Zn' -> U' 

con uo~ Re zn <ut, uo~ Re zn' <ut, tales que zn ->u 

cuando n -> u,u'·[uo,u1) Y z-l(znl=z-l{zn'). Ya 

q11e 2-1 es cont.inua obtenemos que 1-1 íu)=z-1 (u'). 

El punto u e~ diferente a u' , 

vecindad de u=u' tendria puntos zk 

ya Qtte ~n caso contrario 

zk' distintos con 

z- l ( Zk ) = z- l ( ZI< ' 

lo cual contradice la inyectividad local do 2-1 en u. 
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Gin pórdida de generalidad supongamos que u<u' ... La diferencia 

u 1 -u tie11c que ser mayor o igual que s=u1-uo, ya que en casó 

contrario, se contradice la minimalidad de s. Por lo tanto u:uo y 

u' =1.u. 

Pero con ésto tenemos que zn+s -> u1 y z - 1 ( zn + s ) = z- 1 ( zn ' ) 

p--=:ro ya. quü uo .5 Rr:;- zn <u1 y uo .s. Re zu 1 <ut tenemos que zn +s=zn 'lo 

cual contradice la inyectividad de z-1 en una vecindad de u1 

Por lo tanto existe r>O tal que 2.- 1 es uno a uno en el 

rectáni;:-ulo [uo .u1 )x(-r,r). Asi •).l map 2-1 es un homeomorfismo del 

espacio de identificación del rectbngulo [uo ,u1 ]x(-r.rl (con iy 

identificado con iy~s donde -r<:ir<rl sobre un dominio anular D S. 

Continuemos ahora ~-1 él lo largo de las verticales al 

intervalo [uo. u1 como lo hicimos antes a lo largo del eje real. 

Ahora, para cada punto x (uo .ut 1 existe un intervalo máximo 

(r-(x),r+(x)l, r-(x) <O< r+(x), tal que 2-1 es un homeomorfismo 

del rectángulo ÍllO. lll)X(r-(x).r+(x)), nuevament.;e con .los puntos 

iy e iy+s identificados (r-(x) <y~ r+(x)l. 

Sea r-=max r-(x) y r+=min r+(xl donde el máximo y el mlnimo 

est6n tomados sobre todos los x [uo ,w ]. 

Asl el map 1-1 es uno a uno en [uo,u1 Jx(r- ,r+), 

otro modo se contradice la maximalidad y minimalidad de 

respectivamente. 

ya 'que de 

r- y r+ 

Definición. El dominio D S imagen. bajo ¿-1 del rect6ngulo 
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Resumiendo 

siguiente: 

los últirnos resultados tenemos probado el 

Teorema 7.1.1 Sea w una diferencial cuadr&tica meromorfa 

definida sobre una Superficie de Riemann arbitraria S, entonces 

toda w-trayectoria cerrada c puede ser encaj~da en un dominio 

anular maximal D S. 

Si-::ari w una 

Riemann arbitraria 

diferencial 

S y e una 

cuadratica sobre una Superficie de 

w-trayectoria cerrada, por el 

an~lisis del inicio de este capitule,. e puede ser considerada como 

la imagen ba.Jo z- l de H, es decir. c:::2- I (- l. Con esta 

notación tenemos que los rayos de la w-trayectoria c, desde Po, e+ 

y c- pueden ser representados como: 

c-=z-1(- ,O]yc+=z-rro. l. 

Ejemplo 7 .1. 2 Sea w una diferencial cuadi·atica holomorfa 

sobre el toro S. La Superficie S puode ser considerada como un 

paraleloBramo cuyas esquinas son 0.1.b y l+b (con b un número 

complejo cuya parte imaginaria es positiva1 y con las siguientes 

identificaciones z -> z+l. z -> z+b sobre los lados. Como vimos en 

el ej~ntplo 5.4.1. wt~l 8s una f1J11cj~n holonlc1r~a rloblemente 

periódica sobre el plano complejo y por tanto w(z)=k=cte. Asi. las 

trayectorifts son las lineas rectas definidas por kdz2>0, es decir, 

argdz=-1/2 arg klfuud 1. 
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e una w-trayectoria que pasa a través del cero y 

supongamos que ésta corta el lado del paralelogramo rormado por 

los puntos 1 y l+b en el punto zo. 

Afirmamos que e es cerrada si Y Sólo si :zo-1: es un múltipJ.o 

racional de ib:. Para probarlo, supongamos que el cociente de esas 

longitudes es un irracional j, afirman1os que entonces ambos rayos 

de c, e+ y e-, son der1sos en todas partes et1 S. esto se sigue de 

1 y l+b, que, en el J.ado del paralelogramo, formado por los puntos 

el conjunto de puntos 

{nj mod l:n N} 

es den$O [10]. asi e no puede $er cerrada. 

si el cooiente de las longit11des lz=:zo-1: y 

lb=:b: es racional, es decir, si lb/l~~~/l, entonces rlb=tlz 

Recorramos la trayectoria e comenzando con cero, ésta 

intersecta por 

ios puntos 1 y 

primera vez al laJo del paralelogramo formado por 

l+b en el punto zo continuando 

intersectar a ese lado en un punto z1 , ya que rlb =tlz 

por lo tanto la trayectciri~ so cierr~ en este punto. 

e vuelve a 

zt :: ( 1, 1 + b) , 

Por lo tanto c os cerrada Ai y sólo si :~o-~I es un múltiplo 

racional de ibi como fue afirmado. 

110 -



Sea nuevamente w una diferencial cuadratica sobre una 

Superficie 

en S. 

de Riemann arbitraria S y c una w-trayectoria cerrada 

Observación. Por la construcción del de>mlnio anular (véase 

inicio de esta sección). si c es una w-trayectoria cerrada y D el 

doml11io anular asociado a ésta, toda trayectoria cerrada e' en D 

es la imagen, bajo el map 2;- 1 ' de una recta horizontal y por 

tanto es libremente homotópica a c en 

S'=S\{polos de w}. 

Resulta que el inverso de esto. es decir. si e' ez una w-

trayectoria cerrada libremente homotópica a e en S' 

c' D, también es cierto excepto en el caso siguiente: 

entonct-~S 

supongamos 

que S es un toro, 

s y si e es 

w es una 

cerrada, 

diferencial cuadrética holomorfa sobre 

entonces todas las w-trayectorias 

(horizontales) sobre S son cerradas y por lo tanto no hay un único 

anillo annlar D que cubre a S salvo por una trayectoria cerrada 

e'. es decir. no se cumple la nnicidad de e.nillos an•llares. 

Por otra parte probemos a continuación el siguiente: 

Teorema 7.1.3 Sea w una diferencial cuadró Cica meromorfa 

sobre 1Hlü Superf i'~ ic de Ricnionn arbitrari.n S. Sen D u11 domi11io 

anular asociado a una w-tr.uyectoria cerrada c. 

trayectoria ibremente homot6pica a e en la Superficie 

S'=S\{polos de w}, 
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entonces c' D. 

Demostración. 

Afirmamos que e no pede ser libremente homot6pica ;:, un punto 

P sobre S 1 

acota un 

De otro modo, aplicando el teorema 4.4.5 esta curva 

disco D S'. Sea f un map conforme de D sobre el disco 

unitario :z:<l, es decir introducimos en Del parámetro z Como e 

es una ct1rva de Jordan, la representación de w en el parbmetro z, 

w(z), es analitica en :z:~1. 

w( z )dz2 >0. Asi 

y sobre :z:=l tenemos que para dz, 

arg w(z)dz2=0 

a lo largo del circulo unitario. asi rllarg wlzll=-2d(arg dz). 

Pero ya que el incremento de arg dz a la largo de :z:=l es 

2 tenemos que 1/2 d arg w(z)=-2. lo cual implica que w tiene 

al menos un polo en D. lo cual contradice el hecho de que D S'. 

Por lo tanto c no es homotOpica a un punto p "'' .... 
Ya que e y 

4.4.6 las dos 

e' so11 w-trayectorias e' c=O, asi. por el teorema 

curvas acotan un anillo D sobre S'. Este anillo 

puede ser mapeado conformemente sobre el anillo O<ro<:z:<r1< [12]. 

Aplicando nuevamente el argum.,,nto anterior w no tiene ceros sobre 

D. por lo tanto el dominio anular D de c contiene a c'. 

7. 2 •rraycctorias no cerradas. 

llemos visto, al inicio de este capitulo, que una w­

trayectoria puede ser representada como la imagen bajo una 

continuación analitica de ~-1 (donde E ez el par6metro natural) 
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de un intervalo (a,b) R ) . En particular, yimos (en la 

cerra<:lét puede 

ese map de un 

íj- l ( uo ) :: íj- l ( Ul ) • 

sección anterior) que una w-trayectoria 

representarse como la imagen inyectiva, bajo 

intervalo semicerrado [uo ,u1) R donde adem~s 

Supongamos ahor<:1 

decir. para tor:Jo ut . u2 

que e es una w-trFtyectoria no cerrada, 

Ca.b). si 1J1=u2, entonces 

es 

z-1 (•.u ):.:z-1 ruz). 

Sea c+::m-1 ([0,b)) un rayo de la trayectoria c. 

Denotemos por L+ el conjunto de puntos" P S tales que existe 

una sucesión (un) -> b y Pn::z-1 (un l -> P. A L+ l•;, llamaremos tl 

Q.....Qrtil!..Pto _li111l.Í:.f~-~J.+. Yn ql1e 1.:-t 1-.rayectorin e tiene dos rayos. e+ 

Y e-, ésta tiene dos conj11ntos limite L+ y L- rcspec~ivamente. 

Obsérvese qu·~ los conjuntos limite L+ y L- dependen de la 

elección del por&metro natural, es decir, si se uso B 6 -~para 

la representación de e como la imagen bajo íl-1 de un intervalo de 

R { } . Observemos ademtis que L+ y [,- no dependen de la 

elección del punto inicial Po de e• y c-. 

Definición 7. 2.1 Si L-+ es vacio, decimos que c+ es 

que tiende " ln_;f_rpntei:,:i o que es !Jt~o__f.¡;:onj.C>ra. Si c+ 

rayos frontera. e es llamada un_~..QT_j:,_e._r.x~do. 

un rayo 

y c- son 

Ol>o.;ervación 7.2.2 Un;:i condJr-·IJ_,n nc,<:'e".rnria y suficiente para 

que e sea un corte cruzado es que para todo conjunto K S 

existe un nómerei uo t:-:.1 que si uo~u<b ent.einces 2-1 (u) K. 
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Sea e una w=traycctoria no 

limite del rayo c+ de c desde Po. 

cerrada en S y L+ el conjunto 

Supongamos que L+ es no vacio y que existe P L+ un punto 

regular de w. Sea c1 la w-trayectoria no cerrada que pasa a través 

de P (la existencia de ésta última la garantizo el Toorema 5.8.51. 

Sean Z1 -1 y 2-1 lo:s maps definidos de los intervalos 

{al ,bt ),(a,b) R { } a la Superficie S respectivamente, tales 

que 01 y e pueden ser representc:das como: 

el = z 1 - 1 ( ( a1 , b1 ) ) y e= z- I ( (a, b) ) . 

Sea Q=P un punto arbitrario sobre 01 y e:.ea s la w-longi tud 

del intervalo cerrado I 01 que une los puntos P Y Q. 

Sea R el rcct~ngulo máximo donde está contenido I (véase 

inicio de la sección 7.1) y en el cual 11-1 es uno a uno. 

Sea {Un} R. tln -> b 

podemos hacer ya que P L+). 

LaJ. gue z-1 (un )=Pn -> P (esto lo 

Pero ya que para una 'n suficientemente grande Pn R, al 

"considerar el map S1-1 para 01 (en una vecindad de R obtenemos 

parte del 2-1 para c. &si to1n~ren1os bstos conio el mismo map ~-1 

dt:)ntro del rect~ng1_1lo R. f'.:1r l•:) -t.~tnt.o p.:,r;-~ 1.u1r-t n su.ficit~n.t.t~mente 

grande el subintervalo de e, que pasa a través de Pn, puede ser 

continuado a lo largo de R. asl e contiene necesariamente, un 

n~mero infinito de subintervalos de w-longitud s, de aqui que 
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b= Ya que un+s -> y Z-1 (Un s)=Qn -> Q, cori una elección 

apropiada de los signos, se tiene que Q L+, pero ya que Q c1 fue 

arbitrario podemos concluir que c1 L+. 

Asi tenemo5 demostrado el sigi.t1.ente: 

Teorema 7. 2. 3 Sea w una diferencial cuadr~1t.ica sobre una 

Superficie de Riemann 

cerrada. Si P L+ es un 

ürbitraria S. Sea e una w-trayectoria no 

punto regular de w, entonces la w-

trayectoria c1 que pasa a través de P está contenlda en L+. 

Supongamos ahora que P L+ es un punto critico finito de w. 

Sea c1 una trayectoria que converge a P . 

Hemos visto (al inicio de la sección 6.2) que los rayos de 

las trayectorias que convergen a P dividen a una vecindad de P en 

un nómero finito de .sectores con ángulos iguales (estos ángulos 

est.An deti::rminados pcir el c:.>rden de H en F•). Asi en cada sector 

existe un rectángulo cerrado R que tiene a P como punto medio de 

uno de sus lados horizontales. 

P polo de orden uno. P un cero de orden uno. 

Sea 2s la longitud del lado horizontal de los rectángulos en 

los cuales P es punto medio. Si c1 es uno de los rayos que 
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convergen a P, entonces L+={P}. Si este caso no se da, al menos en 

uno de los sectores existen un nOmero de puntos Pn e intervalos 

horizontales a través de ellos los cuales son intervalos de c1 . 

Asl nuevamente b= y un s -> cuando n -> Por lo tanto 

l<:ls sucesiones Pn'=Z-l(un+s) y Pn"=z-t(un-s) tienden a P'.P" R 

De aqui podemos concluir que si P es un cero de w, L+ contiene al 

menos dos rayos (dentro de la vecindad de P) convergiendo a P, 

mientras que si P es un polo rlo primer orden L+ contiene el rayo 

convergiendo a él. 

Por último si P L+ es un pllnt.0 critico infinito, tenemos que 

(véase final de la secci6n 6.2) todo rayo e+ que entra a una 

vecindad suficientemente pequei'ía de P tiende a P. Asi en este 

caso nuevamente L•={P}. 

DeriniciOn 7.2.5 Un rayo de trayectoria e+ es llamado 

rP.r.urrente si Po el punto inicial de e•, pertenece a L+. Si ambos 

rayos de la trayectoria c son recurrentes, e ·es llamada una 

~spiral. 

Ob.servacibn. Si Po. el punto inicial d-:>l rayo recurrent.e e+, 

esta cc·nt.enido en f.,+. entonces e L+ . Ya que L+ es cerrado e L+ , 

pei·o ademtls L+ e por le• tanto c=L+. Inversamente. si c=L+ • 
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entonc•:>s Po L+ . 

Resumiendo los resultados anteriores obtenemos el siguiente: 

Teorema 7.2.6 Sea c+ un rayo de una w-trayectoria c sobre 

una Superficie de Ricmann arbltraria S, entonces tenemos que: 

a) Si L+=O, entonces el rayo c• es un rayo frontera. 

b) Si L+={P}, entonces P es un cero de w y c+ es un rayo 

crit.ico. 

el S~ L+ consiste de mbs de un p11nto, 

unión de trayectorias. S~ ~stas son 

contienen a sus puntos críticos ljmite. 

este conjunto es la 

criticas L+ adem6s 

Teorema 7.2.7 Sea c una w-trayectoria con un rayo recurrente 

e+, entonces c- no puede tender a un punto critico infinito. 

Demostración. 

Supongamos que c- tiende a un punto critico infinito, es 

decir, L-={P}, donde Pes un polo de orden 2.2. Sea U una vecindad 

de P de tal formn que el punto Po . punto iniclal de c- , est.é fuera 

de U y que todo rayo que entre a U converja a P (véase la sección 

6. 2). 

Ahora sea P1 c- U. Ya que e+ es un rayo recurrente Po L• 

(esto por definición) aplicando o.hora la observación que sigue a 
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la definición 7.2.5 tenemos que c L• de aqui que P1· L+. Ya que U 

es una vecindad de Pi y éste es un punto limite de c+, existe 

P2 c+ con Pz U, lo cual implica que c+ entra a U y por lo tanto 

tiende a P lo cual contradice el hecho de que L-={P}. 

Por lo tanto c- no pueda converger a un punto critico 

infinito. 

Otra propiedad importante de los rayos recurrentes nos la da 

el siguiente: 

Teorema 7.2.8 Sea cuna w-trayectoria en S. 

rayo recurrente con punto inicial Po, entonces c+ 

todo intervalo vertical 

determinada por c+ en Po. 

Demostración. 

I, que contiene a Po, 

Si c+ e es un 

pasa a trave 5 de 

en la dirección 

Sea I un intervalo vertical que contiene a Po . Como e• pasa a 

través de toda vecindad que contiene a Po , esta curva tiene una 

primera intersección con I en un punto h Supongamos que en est.a 

intersección la curva llega en direcci~n contraria a la deseada 

(véase la siguiente figura). 

S~n R el r~·~t~ngulo hori~antal c011 el s11bintcrvalci [Po,P1] de 

c+ como line~ central. 

lo e I1 los cuales contienen a Po y Pt respectivnmente. 

pasa despu6s ele P1 a través de lo en un punto Pz , 
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pasara a traves de este punto en dirección positiva ~erminariamos, 

si no, recorramos c•, a partir de Pz, en sentido contrario a la 

orientaci6n comenzando en Pz y recorriendo e• dentro de R hasta 

llegar a I1 en un punto PJ. Este punto es el deseado. 

Dcft1dclbn 7.2.9 Sea w una dif•orencial cuadrf2tica ,e.(>bre una 

Superficie de Riemann arbitraria S y cuno. w-trayectoria. Si L+, 

el conjunto limite del rayo c• de c, contiene más de un punto, e+ 

es llamada divergente. 

ObservaciOn 7.2.10 Sea e+ 1Jn rayo de trayectoria de una w-

trayectoria c. Puesto que c•=e-1 C[O,bll tenemos que la w-longitud 

de c+ está dada por: 

;au:=b. 

Si tiene longitud finita, es decir, b< 

critico o un rayo frontera. Si por el contrario b= 

, et- es un rayo 

es decir. e+ 

tiene longitud infinita, e• es divergente o es un rayo frontera o 

un rayo el cual converge a un punto critico infinito. 

7.3 Algunos resultados adicionales acerca de las trayectorias 

sobre Superficies de Riemann Compactas. 

que afirma que todo rayo de trayectoria divergente sobre una 

Superficie de Riemann compacta S es recurrente. 

Este resultado lo obtendremos como una consecuencia.inmediata 
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al siguiente 

Teorema 7.3.1 Sea w una diferencial cuadratica meromorfa 

sobre una Superficie de Riemann Compacta S. Entonces todo rayo de 

trayectoria divergente e+ tiene la siguiente propiedad: si Io s 

es un intervalo vertical cerrado con el punto inicial Po de c• 

como punto medio de éste, entonces para todo P c• existe un punto 

P1 c+ tal que 2(P1 )=u>2(Pl Y c+ corta a Io en P1 en la misma 

dirección que tiene e• en Po. 

Demostración. 

Dado P c+, sea lo el lado vertical de un rect6ngulo adyacente 

al intervalo cerrado I=[Po,P1] sobre c•. Supongamos ademas que 

ninguna trayectoria cerrada pasa a través de lo y que I tiene 

únicamente a Po en común con Io. 

Todo esto puede ser conseguido si 

necesario. 

acortamos Io si es 

Consideremos ahora todos Jos rayos de trayectoria t• los 

cuales tienen origen en Io con dirección posiLiva y tienen 

las siguientes propiedades: 

a) t+ es critica (es decir, tiende a un punto critico). 

adem~s 

b) t+ no cruza Io en dirección positiva excepto en su punto 

inicial. 

Ser-tn t,]+ y i:ayeis de trayectoria con las 

car,"lcteri st.i cas anteriores con iniciales P1 y Pz 

respectivamente sobre Io . 

Afirmamos que estos rayos de trayectoria tienden a puntos 
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criticos diferentes, ya que en 

subrrayo de tt•, asi t1+ cortaria 

contradiciendo lo supuesto. 

caso 

a lo 

contrario :t-z + seria un 

en P2 en direcciOn positiva 

Pero ya que solamente hay un número finito de puntos cr1ticos 

finitos (ya que Ses compacta), entonces podemos concluir que sólo 

hay un número finito de rayos de trayectoria t+ que cumplen con 

las dos condiciones anteriores. Asi podemos elegir un subintervalo 

I'o de Io adyacente a Po, y del cual ningún rayo t+ emana. 

Sean O=P c+ un punto arbitrario, J el subintervalo de c+ 

cuyos puntos finales son Po y Q y sea R el rectángulo con lados 

Io' y J. Elejimos R tan largo como sea posible y ademas con la 

propiedad de que z-1 sea uno a uno S<::•bre R. 

Asi la w-~rea de R est~ dada por :R:w=:Io~ ;w:J:w. Si ninguno 

de los rayos de las trayectorias que emanan de !0 1 volviera a 

cruzar Io' en direccibn positiva, R podria ser continuado 

inf:i.nitamente. Pero ya que ..,+ se encuentra fuera de las 

vecindades U; de los puntos criticas infinitos tenemos que 

lRlu~ lwCzlldxdy< ésto Oltimo ya que Ses compacta, as1 lo 

anterior no puede ocurrir. Por lo tanto existe al menas una 

trayectoria t+ en R que cr1~za Io t1u1~vamente en sentido positivo. 

Si c+ lo hace, digamos en un punto Pt=Po, entonces tenemos 

demostrado el teorema ya que Pt corta a Io despu6s de Po . 

En caso contrario, podemos considerar el rectángulo R'acotado 
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por un intervalo sobre e+, un intervalo sobre c-, un· subintervalo 

de Io' Y su imagen simétrica sobre e en Po. Procediendo ahora con 

R' como con R encontramos un punto de c+ sobre Io el cual llega 

en la forma deseada después de P1. lo cual prueba el teorema. 

Corolario 7.3.2 Si c+ es un rayo de trayectoria divergente de 

una diferencial cuadrAtica meromorf a w sobre una Superficie de 

Riemann Compacta, entonces existe una sucesión de n6meros reales 

un tales que los puntos Pn =Z-1 (un ) tiende a 1 punto inicial Po de 

c+. Por lo tanto todo tal rayo es recurrento. 

7.4 Diferenciales cuadraticas con norma finita. 

Definimos en la sección 5.7 el elemento de brea asociado a 

una diferencial cuadrática w como :w(z):dxdy. Y definimos el área 

total de la SnpArficie S como l;; L1-norma de w, es decir, 

~ : S : : w = ; : w 1 1 :: : w ( z ) 1 dxdy . 

En esta sección estudiaremos diferenciales cuadrát,icas, sobre 

Superficies de Riemann arbitrarias. cuya norma es finita. 

Mostraremos 

en esta sección, 

y de hecho éste es el resultado más importante 

que excepto por un conjunte. de w-mec\ida cero, es 

dt.=--:ci r ~ medid:-1 encl ideana cer(-, en ti~! rn1inos clr: los 

locales, todas las w-trayectorlas son cerradas o 

cruzados de longitud finita o son espirales. 
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Dc:finiciOn 7.4.1 Una trayectoria de un~ diferencial 

cuadrAtica holomorfa de norma finita, la cual no es cerrada ni un 

corte cruzado de longitud finita ni una espiral es llamada un-ª 

:t,r.§~s;:.:!::'2X.t-ª~fil>_Qj__Qlli!.l . 

Veamos 

di:f erencial 

que cualquier trayectoria excepcional c de una 

cuadrtttica holomorfa de norma finita tiene alguna de 

las siguientes caracteristicas: 

l. ces critica. 

2. c tiene un rayo no recurrente de longitud infinita. 

3. c tiene un rayo recurrente y el otro frontera. 

Si c es una curva cerrada excepcional y no critica. al menos 

uno de sus rayos tiene longitud infinita, ya que en otro caso 

seria un corte cruzado de longitud finita. Supongamos que c+ tiene 

longitud infinita. Si c+ no :fuera recurrente c estarla clasificada 

en 2. 

Supongamos que e+ es recurrente. Si c- tiene longitud finita. 

c es de la clase 3 ya que e- debe de ser un rayo frontera. 

Si por Clltimo c- tiene longitud infinita, como c es 

excepcional, c- no puede ser recurrente. de aqui que c está 

enlistada en 3. 

Ya que el conjunto de trayectorias criticas es finito, y por 

tanto tiene w-medida cero, ónicamente nos ocuparemos de las 

trayectorias de la segunda y tercera clase. 
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Consideremos primero las w-traycctorias de segunda clase. 

Sea w una diferencial cuadratica holomorfa de una Superficie 

de Riemann arbitraria S. Sea I un arco vertical cerrado orientado 

de w. Ya que el conjunto de puntos de S los cuales son cubiertos 

por trayectorias cerradas de w es abierto, el conjunto E=EII) de 

puntos P I lo5 cuales yacen sobre una trayectoria no cerrada es 

cerrado. 

Denotemos por c(P) la trayectoria que pasa a traves de p, su 

rayo positivo sera denotado por c•(P). 

Probaremos ahora el siguiente: 

Teorema 7.4.2 Si A E=ECI) es el conjunto de puntos P I tales 

que la trayectoria clPJ tiene al menos un rayo recurrente de w­

longitud infinita, entonces A tiene w-medida cero. 

Demostración. 

Denotemos por F..a + el conjunto consistiendo d"' todos los 

puntos P E{I) tales que c+(P) tiene un intervalo cerrado [P,P'] de 

w-longitud >a y .,,¡ cual tiene Onicamente a P como punto "'º comOn 

con I. 

Ya que si b>a. Et>+ Ea+ el <:'.'onjunto z+ de los puntos P E con 

:c+(P):= y c•(P) I={P} es la intersección E•= En+. 

Sea P E .. +, entonces el intervalo [P,P'] es la linea media de 
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un rectangulo R, de longitud a y en el cual z-1 es.·uno a uno, 

cuya intersección con I es un subint.ervalo cerrado lo de l. 

y 

Obs·~rvese que los rayos e+ (P) con P lo E tiene también un 

intervalo de w-longitud a con e+ (P) l=:{P}, asi Ea+ es un 

subconjunto relativamente abierto de E para todo·a>O. Por lo tanto 

E+ es la intersección denumerable de subconjuntos medibles de l, 

de aqui que E+ es medible. 

Consideremos al1ora I'=2(1) y E'=2CE+) sobre éste. 

El conjunto B', consistiendo de los semirrayos positivos con 

puntos iniciales en E'es medible. Mas aún este conjunto es mapeado 

por la continuación de 2-1 a lo largo de esos semirrayos, 

inyectivamente. 

Entonces ::w::~:I3'hi=:B': donde :B' es el area euclideana de 

longitud infinita y la B' . Ya que cada horizontal en B' tiene 

norma de w es finita, concluimos 

conjuntos de w-medida cero. 

que E' y pc.r tan to E+ son 

Sea ahora A+ el subconjunto de E(l) para el cual c+(P) tiene 

longitud infinita y no es recurrente. Construimos una subdivisión 

da l en subintervalos cerrados de longitud más y mbs pequeha 

tendiendo a cero, sean éstos 11 ,ln. 

Entonces todo P A• está contenido en algOn lj para algún j N. 

Por lo tanto A+ es la unión de un número numerable ele conjuntos ele 
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w-medida cero, y por lo tanto tiene w-medida cero. 

Si denotamos por A- el conjunto de los puntos P E con 

:c-(P)i= y c-(Pl no recurrente procediendo como antes se muestra 

que A- tiene también w-mt:dida cero. Ya que A=A+ A-, tenemos que 

A tiene w-medida cero. 

Consideremos ahora las trayectorias con un rayo recurrente y 

otro frontera. 

Teorema 7.4.3 Sea w una diferencial cuadratica de norma 

finita sobre una Superficie de Riemann arbitraria S y sea I S un 

arco vertical abierto orientado de w. Entonces el conjunto A de 

puntos P I tales que c(P) consiste de un ray0 frontera y otro 

recurrente es un conjunto de w-medida cero. 

Demostración. 

Denotemos por Eo+ el conjunto de puntos P E=EIIJ tales que 

e+ (Pl es recu.t·rente y c- (P) es un rayo frontera y además tiene 

Onicamente a P como punto en común con I. 

Sea Po E. Supongamos que c+(Po) tiene w-longitud >n. n N. 

es el Enton°ces el intervalo [Po , Pt ] de longitud n, de c+ ( po 

diametro central de un rectángulo R en el cual t-1 es uno a uno 

sc...ibre S. 

Sea Io el lado vertical de R que contiene a Po . 

P Io I el rayo c+(Pl pasa a través de R y asi :c+(Pl i>n. 
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tanto el conjunto de puntos PE tales que :c+(P) :>n es un conjunto 

relativamente abierto, de aqui que el conjunto de puntos p E tales 

que :c+(Pll= es la intersección numerable de conjuntos 

relativamente abiertos, por tanto es medible. 

Pero todo rayo c• (P) qua es recurrente tiene longitud 

infinita. Aplicando ahora el teorema 7.4.2 podemos concluir que 

el conjunto de puntos PE tales que c•(P) es no recurrente y de 

longitud infinita tienA w-medida cero. asi el conjunto de puntos 

PE con c•(P) recurrente es medible. 

Aplicando un argumento similar tenemos que el conjunto de 

puntos PE para los cuales le- (Pll~n es relativamente cerrado, asi 

el conjunto de puntos P E con :c-: finito es unión finita de 

subconjuntos cerrados de E, por tanto es medible. 

Pero si c-(P) es un rayo frontera, éste tiene longitud finita 

o longitud infinita pero sin ser recurrente. Pero el conjunto de 

puntos con la óltima propiedad tiene w-medida cero, asi podemos 

concluir que el conjunto de puntos PE tales que c-(p) es un rayo 

frontera es medible. 

Supongamos ahora que c-CPo) tiene al menos otro punto P\ en 

común con I. Entonces ya qr;e I es abierto, el intervalo [Po • P1 l 

sobre c-(Pol es el. diametro medio de un rectangulo horizontal 

cerrado R con ambos lados verticales sobre I. 

Obsérvese que para un punto P suficientemente cercano a Po , 

tiene también la propiedad anterior, es decir. c-(P) pasa a través 
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de I después de P. 

de puntos P E con 

Asi este conjunto 

c- (Pl I=f?} es 

cerrado de E y por lo tanto medible. 

es abierto y a$1 el conjunto 

un subconjunto relativamente 

Pero Eo+ es la intersección de los tres conjuntos medibles 

anteriores asi Eo+ es medible. 

Nuestro siguiente propósito es mostrar que Eo• tiene w-medida 

cero. 

Para ésto definamos la siguiente sucesión de mapeos Tn, n N, 

del conjunto Eo• sobre los conjuntos En+ E definidos como sigue: 

si Po Eo +, Tn(Po)=Pn donde Pn es la n-ésima intersección, después 

de Po, de c•(Po) con I. Ya que c•(Po) es recurrente siempre existe 

el punto Pn para todo Po Eo•. 

Definamos En•=Tn(Eo+). 

Supongamos que existen Po y Po' en Eo+ tales que 

Tn (Po )=Tn (Po'), 

asi, los rayos c+ (Po) y c+ (Po') deben cortar a I en Pn en la misma 

dirección porque en caso contrario c(Pnl 

cual no es posible. Por lo tanto, uno 

seria un corte cruzado lo 

de los rayos c• (Po ) y 

c•(Fo' \debe de ser subrrayo uno del otro. Poro ya que Pn es la n-

ésima intersección Po=Po '. Asi Tn es inyectiva y por lo tanto una 

biyecci~•n sobre En+ =Tn ( Eo + ) • 
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Ahora, si P En+ Em+ con n=m. entonces existirian puntos Po y 

Po' tales que P=Pn=Pm es la n-ésima intersección de c+(Po) y la m~ 

ésima intersección de c+(Po ')respectivamente con I. 

Nuevamente los dos rayos deben de cortar a I en la misma 

dirección y uno de éstos tiene que ser subrravo del otro. 

Supongamos que c+(Po) es un subrrayo de c•(Pc' ), si Po=Po', el 

rayo c- (Po) cortaria a I en P'o lo cual no puede ser ya que c-(Po) 

tiene unicamente a Po como punto en C(>mún con I. Por lo tanto 

Po =Po' Asi Po es la n-ésima intersección con I de c+ (Po) y 

también es la m-ésima intersección de c• (Po') pero bsto sblamente 

se da si n=m contradiciendo lo supuesto. 

Por lo tanto si n=m, entonces En+ Em+=O. 

Mostraremos ahora que En+ es medible. 

Sea [Po, Pn] el intervalo sobre el rayo c• (Po) con Pn En+ y 

n arbitrario. 

Consideremos todos los puntos Po Ea+ tales que el intervalo 

para todo Po considerado, existe un rectángulo abierto de w­

longi tud : [Po , Pn] iw el cual contiene el intervalo abierto (Po • Pn) 

como ur1 dih1nc~rc que it}~orsectn a I n-J veces y t-1 es L1no a uno 

sobre éste. 
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El con,iunto de intervalos verticales de esos rect<'lng>.tlos 

horizontales R cubren Eo+ salvo los dos puntos eliminados. Además 

para todo I'el subconjunto I' Ea+ es mapeado por Tn a I" En• 

(véase figura anterior) 

lado vertical de Rl. 

pree.ervando rn•-,clj da ( dconde I" es el otro 

Sea J una de las componentes de la cubierta abierta I'de 

Eo+. Existe un a lo mhs ni~mer~bl~ de intervalos lj ' los 

cuales cubren a J (ésto ya qne todo intervalo ce.rr~do ez 

cubierto por un número finlto y J pued<'; e.er cubierto por un número 

numerable de i 11tervalos cerrados). Podemos asl. dlviclir J Ea+ en 

un número numerable de subconjuntos aj,~nos dos a dos. Por lo tanto 

Tn es un map de J Eo+ a Tn (.l Eo+) que preserva medida. As! 

es una unión numerable de in1~ger1es lJajo Tri de co11juntos medibles. 

por 1o tanto éste es n1edible y :Eo+ :~=:En~ :w. Ct:1tno n fue elegido 

arbitrariamente : Eo + : w = : Et + : w = ... , y todos esos conjuntos son 

Pero ya que I tiene w-longitud finita estos conjuntos ajenos. 

t.ienen que "bener w-medida cero, similarmente se prueba lo mismo 

para Eo-. 

Por tanto (Ei-+ E1-) también tiene w-medida ~ero. 

Ahora si P I es un punto tal que la trayectoria c(P) tiene un 

rayo frontera y una recurrente, entonces el rayo frontera tiene 
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una óltima intersecci6n Po con I. el cual es un pun~o de Eo+ o de 

Eo-. Por lo tanto P está en algún conjunto Ei+ o Ei-. i=i,2, ... : 

Asi nuestro conjunto A= (E;+ E;-), y por lo tanto es un conjunto 

de w-medida cero. 

Aplicando los teoremas 7.4.2 y 7.4.3 y el hecho de que el 

con.iunto que cubren las trayectorias criticas tiene w-medida cero. 

tenemos demostrado el siguiente: 

Teorema 7.4.4 Las trayectorias excepcionales de una 

diferencial cuadrática holomorfa w de norma finita sobre una 

Superficie de Riemann arbitraria S cubre un conjunto de w-medida 

cero. es decir. de w-área cero o equivalentemente de medida 

euclideana cero en los parámetros locales. 
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6. l1étrj.ca asociada a una diferencia). cuadrática. 

~efinimos anteriormente (sección 5.81 que una w-geodésica 

entre dos puntos era unu curva que localmente era la mas corta con 

respecto a la métrica inducida por la diferencial cuadr6tica w. 

En la sección 6.3 se demostrO. localmente, la existencia Y 

unicidad de geod6sicas. acl•:,m&s que éstas son, de hecho, 

composiciones d0 arcos rectos de diferentes inclinaciones con 

vértices en los puntos criticas de la diferencial cuadrAtica w. 

Nuestro principal propósito en este capit~lo ª' demostrar la 

existencia y unicidad de geodésicas en una clase de homotopia de 

curvas que unen dos puntos arbitrnrios de una Superficie de 

Riemann Cc,mpacta de género mayor qut=:! uno. 

8."1 Unicidad de Geodésicas. 

Una de las herramientas mas importantes para nuestros 

prop6si t.os inmediatos ( dom0strar la unic.idad de st:.~t:idézicas) ez el 

lema de Teiclmldller. Para den1t)S~~arlo necesj.taremos el principio 

del argumento en su forma general. Este dice lo siguiente: 

Principio del Argumento (forma general) B.1.1 Sea D un 

dominio del plano relativamente compacto, acotado por un namero 

finito de curvas {cJ} suaves a tro~os y sea w una función 
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m8r0mor:fa sobre la cerradura Je D. Denotemos por Pi los ceros (o 

polos) de w en D con órdenes ni (o -ni) y por Qj los ceros (o 

polos) de w en D= CJ (la frontera de DI con Ordenes nJ (o -nJ ). 

Sea OJ el Angulo interior de D entre dos curvas a~yacentes con 

vért.ice en Qj <O ~ OJ ~ 2 ) . Entonces 

1/2 d(arg w(z)) := 1/2 d(arg w(z)) = ru + (ÜJnJ )/2 

Definicibn 8.1.2 Sea w=O una diferencial cuadrática 

meromorfa. Decimos que C es un w-poligQJ10 si C es una curva 

compuesta de arcos rectos abiertos con respecto a w (véase la 

definición 5.8.3) y de sus puntos finales, los cuales son puntos 

criticas de w. El w-poligono C es llam.~«.lo !Ll.DlP.l.k si éste forma un 

arco de cTordan y es llamado filmp_i~ce~::J.:.s:i_dQ si éste es una curva de 

Jordan. 

Teorema (lema de Teichmüller) 8.1.3 Sea Del interior de un 

w-poligono cerrado simple C con lados cJ y ángulos interiores ÜJ 

(O s O_¡ -~ 2 ) en sus vértices PJ . Supongamos que w es meromorfa 

sobre la cerradura de D. Denotemos por nJ el orden de w en PJ. 

Entonces 

[1-0J (nJ+2)"/2] = 2+ ru 

donde ni es el orden del cero o polo de w en Pi D. 

Demostracion. 

Ya que los lados del w-poligono C son arcos rectos abiertos 

(con respecto a w), sobre éstos tenemos que 

O=d(arg w(z)dz2J=d(arg wlz)) + 2dlars del. 
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Por tanto 

d( arg .w( z) l -2 d ( arg dz). 

Para evaluar la integral del lado derecho de.la igualdad, 

calcularemos el cambio total que sufre la cantidad arg dz a l~ 

largo de C. 

Sean P1 , ..•• Pn los puntos cri tic•:>s de w en C (los cuales sc>n 

los vértices de éste w-poJ.igono). Selt CJ el lado de C CllYOS puntos 

finales son PJ y PJ+l con j=l, ... ,n y Pn+t=P1 

Ya que los CJ son arcos w-rectos, arg dz no varia sobre 

éstos. Sin embargo arg clz cambia c1.i.:1ndo pasamos de un lado c; al 

siguiente a través de PJ. El cambio que su:fre arg dz, al pasar a 

traves de PJ , es por un sumando de -OJ . Esta cantidad no es 

considerada en la d(arg dz) ya que ésta está de:finida como la 

suma de las integrales sobre los cJ . 

Por lo tanto el cambio total del arg dz sobre C c.s 

2 -Üj ) . 

As!, 

1/2 d(arg dz)= -2/2 

= -2 + 

Aplicando ahora el principio del 

general 8.1.1 a la primera obtenemos 
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1/2 d(argw(zil = ( Üj n.;) /2 + ni . 

Igualando las dos integrales tenemos 

(Üjnj)/2 + 

De aqui obtenemos 

ni = -2 + (l+Üj/ ). 

2 + ni (1-0J/) - (OJnj)/2 

[1-0J (nJ+2)/2 ]. 

Por lo tanto 

[l-Oj(nJ+2)/2] 2 + ni . 

Observación 8.1-4 Si w es una diferencial cuadrática 

holomorfa en D, entonces para todo i ni L O. Asi 

[1-0J(nJ+2)/2 l 2 2. 

El lema de Teichmtlller tiene una versión para 

doblemente conexos y es la siguiente: 

dominios 

Teorema 8.1.5 Supongamos que D es un dominio doblemente 

conexo del z-plano acotado por dos w-poligonos C' y C" (donde C" 

acota la componente acotada del complemento de D), 

orientadas con respecto a D. entonces 

[1-0J (nj +2/2 ) ] = ni, 

donde ni es el orden del cero o polo Pi D de w. 

Demostración. 

positivamente 

Aplicando un argumento similar al de la demostración del 

t'2:orenw anterior vemos que el cambio de arg dz sobre e· es 
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2 - ( .. 

arg dz 

Oj') y sobre C:" •'OS -2 

sobre C es - -O.; ) . 

.. ( -Oj ")' asi el cambio total de 

ni + ( Üj llj /2 -1/ d(arg dz) 

-1/ [- -Oj 

::: 1 / -Üj 

{1-0j/ ). 

Por tanto 

[1-0J (nJ+2)/2 ] ::: ni. 

Probaremos a continuación la unicidad de arcos geodésicos en 

dominios simplemente conexos. 

Teorema 8.1.6 Sea w una diferencial cuadratica holomorfa en 

un dominio simplemente conexo D. Entonces cualesquiera dos puntos 

en D pueden ser unidos por a lo mhs un arco geodésico. 

D· mostración. 

Sean z1 y z2 dos puntos arbitrarios en D. Supongamos que 

existen dos arcos geodésicos c1 y c2 uniendo a ésLos. Ya que estos 

puntos son distintos podemos encontrar dos puntos z1' y zz' tales 

qne los subarcos c1 ' y e::.' de c1 y c2 respectivamente forman un w­

poligono simple cerrado. 

Sea ai, i=l, 2 el ángulo en zi' formado por las curvas c1' Y 

c2'. Los ángulos a1 y az satisfacen O< fil .02 < 2 Ya que en 

cada vértice del w-poligono se tiene un 6nsulo 2 2 /(nJ+2) (véase 

observación 6. 3. 3) se ti ene que OJ ( nj +2) /2 .~1. 

Asi 1-0J !nJ+2)/2 $.O. Pero por la observacibn 8.1.4 t.enemos 
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[l·-OJ(n.1+2)/2 )]2.2, 

lo cual es imposiLle en BDte caso ya que los únicos 6ngulos que 

pueden contribuir n esa suma con un término positivo, que adem~s 

es menor que uno, son a1 y a2. 

Por lo tanto no_pueden uxlstir dos arcos geod~sicos uniendo 

dos puntos de D. 

Unos resultados muy importantes que se desprenden del teorema 

anterior son los siguientes: 

Corolario B-1.7 Sea w una diferencial cuadrAtica holomorfa 

sobre un dominio simplemente conexo D. 

w-geodésicas cerradas en D. 

entonces no pueden existir 

Dcmostracl<•n. 

Supongamos que existe. 

en D. 

clü,l} -> D, una w-geodésica cerrada 

Sean Po=c(ü)=c(l) y Pi=c(l/2), asilos subarcos de c que unen 

Po, P1 y P1 , Po son también w-geodésicas distintas uniendo Po y Pi 

lo cual contradice el teorema anterior. 

Corolario 8.1.8 Sea w una diferencial cuéHlrál.ica holomorfa 

sobre una Superficie de Riemann arbitraria S. Entonces en toda 

clase de homotopia de curvas uniendo dos puntos arbit.rarios P1 y 

Pz de S existe a lo mAs una geodésica. 

Demostración. 

Sean P1 ,Pz S dos puntos arbitrarios. Sea c una curva que los 
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une y [c] su clase de homotoplo en s. 

Supongamos que exifit0n co :ir el [e] w-geodésicas uniendo esos 

puntos. 

Sea ao el levantamiento de co al revestimianto universal 

(S,p) de S, teniendo como puntos extremos P1 y Pz arriba de P1 

y P2 respectivamente. Sea a1 el levantamiento de el con punto 

inicial P1, a (S,p). Ya que co=m, aplicando el teorema de 

monodro111i a [ 2] obtenemos que 01 tiene al pun t.o P2 

extremo. Aplicando ahora el teorema 8.1.6 tenemoH 

co =p co =p 01 =c1 . 

como su 

que <'.!o =c1 

ot,ro 

Asi 

Por lo tanto existe una Onlca geodésica, 

P1 y P2, en la clase de homotopla de c. 

que une los puntos 

8 - 2 Propiedad de la mi nlma longi t•ud de arcos geodésicos sbbre 

Super:ficies de Hiemann. 

Una de las cosas que nos interesan probar es que una 

geodésica es la curva que globalmente tiene longitud minima. Esta 

propiedad la obtendremos como resultado inmediato al siguiente 

Teorema 8.2.1 Sea w una dl~erencial cuadr6tica holomorfa, no 

cero, en un dominio simplemente conexo D y sea c un arco geodésico 

uniendo dos puntos arbitrarios zo y zo' en D. Sea c' es cualquier 

otra curvo uniendo esos dos pun·tos. entonces ~c~w ~ ic• :w. La 

igualdad se cumple zi y solamente si las curvas coinciden. 

Demostración. 
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Eligiendo un nOmero finito de puntos sobre c' y reemplazando 

lo.s arcos entre los puntos de uno. misma vecindad por nrcos cortos 

podemos asumir, 

geocléslco. 

sln pérdida de generelidad que o' es un 

Supongamos primero que e es un arco horizonl:.al. 

poligono 

Sea Do un subdominio, acotado por un poligono geodésico Co, 

que contiene a e y c'. 

Seleccionemos todos los puntos sobre c que pertenescan a un 

arco vertical critico. Como solamente hay un numero :finito de 

ceros de w en Do y c~mo cualquier arco vertical tiene a lo más una 

intersección con c, entonces solamente puede haber un numero 

finito de est~s puntos. Sean zt , ... ,zn éstos. 

Sea z un punto en el su barco abierto { Zi - 1 , zi ) e. 

El arco vertical c~ que contiene a z es un corte cruzado, asi 

éste divide a Do en deis domlr!los simplemente conexos conteniendo 

cada uno de éstos a zo y a zo • respecti vamen-1:.e. 

corta a cz. 

Por lo tanto e' 

Pero el conjunto que cubren Jos arcos verticales a trF.1vés de 

los puntos z (zi-1 ,u) es un conjunto simplemente conexo, 

mapeado bajo 2- l sobre una banda paralela Bi con ancho ai 

que es 

Pero e' consiste de un número finito de arcos de c'cuya 

suma de w-longi tudes es al menos ai , 

Di es un arco paralelo a c. 

13fl .. 

con igualdad sl y sólo si e' 



1 

1 

1 

Pero co111u los BJ no se t~aslapan, conclul1nos que 

éli :cJw 

Si = : e :w, ento11ces e' debe atravesar una sola vez a 

cada lli y en una forma horizonLnl. 

Consideremos el subarco de e' entre los puntos zo y z1 ya que 

este subarco es horizontal a c Y éstos tienen a zo 

común, en este subarco, e' y e coinciden. Por e] 

·~omo punto en 

mismo argumento 

vemos que c' y c coinciden en el subarco de c' entre los puntos Zl 

y za. Continuando con este proceso obtenemos qua c=c'. 

Tomemos ahora ol caso original, 

geodésico arbitrario. 

es decir, e un arco 

Ya que éste est6 compuesto por arcos rectos Ci, construyamos, 

en cada uno de 6stos, las bandas Di,; desGri tas an l.c"riorment.e. 

Para poder aplicar a cada una de éstas el argumento anterior 

tenemos que demostrar que para toda i, todo arco ortogonal ti de 

Ci no intersecta nuevamente a c. P~ro e:st.o es c- ierto, ya que en 

caso contrario se contradice la unicidad de arcos geodésicos. 

Ademt.s tenemos que demost,rar que si i=J, ningún arco vertical 

ti de Ci puede intersectar a un arco vertical tJ de cj . 

Supongamos que ésto no es cierto, es decir, que existen dos 

arcos verticales ti y t.I de Cl y CJ respectivamente, 

se intersectan. 

Sean Zi =ti Ci Y Zj :::tj Cj y o.ea to =t.i 

con i=j, que 

Asi, el subarco de e entre m y ZJ junto con los subarcos de 

ti y tj entre los puntos z; , Lo y to , ZJ respecti vwnente forman un 

... 
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w-poligono, en el cual no se cumple el lema de Teichmüller ya que 

el único vértice del poligono que puede cont.ribuir, a la suma del 

lema, con un nOmero positivo es to, pero este número siempre es 

menor que uno, asi el lema de 'l'eiehmüller no se cumple. Por lo 

tanto ningún r,rco vertical ti de Ci puede intersectar a uno de c.; 

si i=j. 

Asi c' otraviesa toda banda Bi j • aplicando a cada una de 

éstas el orgumcnto anterior obtenemos el result~cto deseado. 

Esta misma propiedad la tlenen los arcos geodésicos que unen 

dos puntos arbitrarios do una Superficie de Riemann si comparamos 

los arcos únicamente en su cJnse de homotopia, Jo mismo es cierto 

si consideremos w una diferencial cuadrática meromorfa, c un arco 

que no pase a·través de ].os poJo8 de w y aclembs considerando la 

clase de homotopla sobre la Superficie perforada 

S'=S\lpolos de w}. 

Como un corolario inmediato al teorema anterior tenemos el 

siguiente 

Corolario B- 2. 2 Sea w una dj.i'erencial cu ad rat.ica sobre . una 

Superficie de Riemann arbitraria D y sea e un arco geodésico 

uniendo dos puntos arbitrarlo Po y P1 de S, el cual no pasa a 

través de los polos de w. E~tonces para cualquier arco c' uniendo 

Po y P1 el cual es homol..úpico a e en S" se tiene que :e' tw 2. :ch.r. 

con igualdad si y solamente zi. c'=c. 

Demostración. 
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Sea c' un arco hon1otópicc> a e en uniendo F'o y P1 • 

Sea el levantamiento de c, con pun-Los extremos Po y P1 , 

al revestimiento ur1iversal S de S y sea e• el levantamiento de 

c'' con punto inicial Po , s. Ya que c=c' en e• ' 
~· aplicando el 

teorema monodramia 12) obtenemos que CJI tiene a Pt como el 

otro de sus extremos. Aplicando el teorema 8.2.1 obtenemos que 

donde w es el levantamiento de w a. s, pero ya 

que la longitud de una curva col! respecto a la méLrica inducida 

por una diferencial cuadrlt t.:i en es iguuJ a J~· longltud del 

levantamiento de la curva con respecto a la mét.rica inducida por 

el levanta1nien·to de ésta, tenenios ~ue le' :w ~ :c:w. 

8.3 Propiedad do 1a longitud minima de geodésicaz cerradas 

sobre Superficies de Riemann. 

En esta sección mostraremos algo similar a la anterior pero 

ahora considerando geodésicas cerradas, es decir. demostraremos 

que una geodésica cerrada, sobre una Superficie de Riemann, es la 

curva más corta en su clase de homotopia libre. 

Este resultado lo ol>tendremos como un corolario inmediato al 

siguiente 

Teorema 8.3.1 Sea w=O uno diferencial cuadr6tica holomorfa 

sobre el anillo A:O~ro<:z:<rl~ 1 y sea e una w-geodés~ca cerrada 

en A. Sea e' cualquier curvn cerrada en A libremente homotópica a 

e, en-tonces :e' lw 2 lclw. 
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Demostrución. 

Yu que e es una w-geodéslca, e.l ·t-,eor.ema 8 .1. 6. 

tenemos que e es una curva 5i.mple1 

aplicando 

de aqui, una curva de Jordan 

separando las dos componentes del anillo A. 

Sean P y P' puntos arbitrarios en e e' rAspectivamente. 

Unamos estos dos puntos por medio de un arco f contenido en A. Sea 

d= 1 f: w < 

Levantundo la diferenciul cuadr~tica 

banda para.lelu, contenida e11 G, por medio <lel 

dos arcos e: y d, conect.ando c\.i11secutivos 

Pi' ,i=l,2., de P y P' respect.i.vamen·te. 

w y .las curvas a la 

111ap log z, obtenemos 

levara t:...-:imient.os 

Sea f el levantamiento de f, a la banda, conectando P1 y 

P1 '. 

Considerando n levantamientos consecutivos obtenemos arcos 

geodésicos ne ne,, con re:<pecto a la métrica inducida por el 

levantamiento de w a la banda mediante el logz. 

Aplicando ahora el teorema 8.2.1 obtenemos 

Por lo tanto 

asi, si hac~nos tAnder a na obtenemos 

Pero ya que las longitudes de un arco y de su .levantamiento, 
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con respecto a las mé·t,ricos correspondieutes. la m:!.sma, 

obtenemos 

Esto concluye ln demostrac~6n. 

8.4 Exis·tencia de Geodésicas. 

'feorcma 8. 4. 1 Sea D una región acotada por un w-poligono 

simple P, 

Entonces, 

donde w=O es una diferencial cuadrétlca holomorf a en D. 

cualesquiera dos puntos zl .zz D pueden ser unidos por 

una curva mAs corta e D. 

Demosti·aci6n. 

Sean Zl , :::z D dos puntos arbitrarios. Sen e D una curva 

simple que los une Y sea :c:w su w-lonsitud. 

Denotemos por L=in.f:c:w, donde el infilWJ es 

todas las curvas simples e D que 

sucesión de curvas simples on 

unen z1 con z.z. Asi 

tomado :ilobre 

existe una 

D, UT1iendo z1 con z2 tales que 

:en: -> L cuando n -> Paratnet.ricemos cada º" por medio de la 

longitud de arco. 

Sen N un nómero positivo tal que para t,oda n N y para 

cualesquiera dos puntos xo , x1 [O, : en : w] tales que : xo -x1 : <N, los 

puntos xo y x1 pueden ser unidos por un ~nico arco m~s corto en D. 

Dividamos, para cada n, [O, :cn:wJ en N part.es iguales, sean 

{Pn1 PtlN+l} los puntos que dividen esos subjntervalos. 

Pasando ahora a una subsucesi.6n de (8n), si es necesario (la 

cual llamaremos nuevamen·l;e en ) , t.enemos que en ( pn; ) -> Pi cuando 



1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

n -> i = 1 , 2, ... , N+ 1. 

Por lo tanto, por la construccion de los Pni, tenemos que Pi 

y Pi+ 1 pueden ser unidos por un unico arco más pequerío en D. Sea 

c la unión de tódos esos arcos. Por lo tanto e es una curva mbs 

corta entre z1 y zz. Esto termina la demost.ración. 

Observación 6.4.2 La curva e es un arco geodéBico con 

respecto a w excepto quizá en algunos punt,os de lH frontera de D 

si permitimos que w tenga polos simples sobre ésta (véase Teorema 

6. 3. 2). 

Mostraremos ahora la existencia de arcos geodésicos entre dos 

puntos cualesquiera, pnra ésto nec•::sitamos la s1guiente = 

Definici611 8.4.3 Sea w=O una diferencial cuadrática sobre un 

dominio simplemente conexo D y sean Zl ,zz D arbitrarios, la ~­

distancia entre z1 ~, zz , la "'"' 1 denotaremos por clw ( z1 , zz ) , es el 

in:fimo de las w-lons;it,udes J.;, todos los arcos que une z1 con zz en 

D. 

Teorema 8.4.4 Sea w=O una diferencial cuadrática sobre un 

dominio simplemente conexo D y sea z1 ,zz D arbiLrarlos. Si la w­

distancia de z1 a la frontera de D es mayor que dw(z1 ,zz), 

entonces existe un arco h~s corto iy de aqui una geodbsica) 

unienUo z1 cc1u z~ eu D. 

lJemos"Lracibn. 
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Ya que z1 ,z2 D (y éste es abierto), elijamos un subdominio Do 

D el cual es acotado por un w-poligono P= D y tal que 

dw(z¡ ,PJ>dw(Zl, z;¡). 

Aplicando ahora el Teorema 8.4.1 & Do obtenemos que existe 

una curva mf-;t5 cort-.a, contenida en Do y por tanto en D, ent.re los 

puntos z1 y ;,;;¡ . 

Observación 6.4.5 Este ú.Lt.:imo resultado e.s cierto para todo 

punto 7.1 ,z?. D si la frontct•a d0 D t">l:.á a w-di~.tuncü1 infinita, es 

decir, para todo z D la w-dlstancia de éste a lu frontera de D es 

infinita. 

DefiniciOn 6.4.6 Sea S unn ~uperficie de Rj~mHnn y sea S C 

su revestimiento universal. Sea G=Aut el grupo de 

automorfismos de S (véase definici6n 3.1.lJ. Decimos que una 

las siguientes condiciones: 

al ninguna pareja de puntos z1 y z2 de R son congruentes bajo 

G. es decir, no existe g G tal que z2=g(z1 ). 

b) toda vecindad de un punto frontera de H contiene puntos 

congruentes a puntos en la región, 

Sea S una Superficie d~ Riemann Compacta y 5ea w=O una 

diferencial cuadr6tica holomorfa sobre S. Sean P1 y P2 dos puntos 

arbitrarios de S y co una curva que los une. 
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Nuestro slgulente propósito es mostrar que 

homotopia de co exist.e una c11rva más corta c, 

puntos, con respecto a la w-méLrica. 

en la clase de 

que une estos dos 

Este resultado lo obtendremos como una consecuencia inmediata 

del siguiente: 

'l'eorema 8.4. 7 Sea w:::O una diferencial cuadrática holomorfa 

sobre uua Superficie de J~ie111.:.t.nn S Y sea S su rovest.imlento 

universal. Seal Q el lcvantamian~o de w a S. ~nLonces todo par 

de puntos ~J , Z2 S pueden sc.r uuJ dos por unu curva m~s pequeaa, 

con respecto a la ~-1J1btrica, en S. 

Demostración. 

Aplicando la observación 8.4.5 bastará probar que la frontera 

del revestimiento universal 

cualquiera de los puntos de S. 

S esto a distanoi::i infinita de 

Supongamos primero que S os un ·!;oro. Sabemos, por el Teorema 

de Uniformizaci6n, que el reveAtimiento universal S de S es 

conformemente equivalente 

de w a S, es constante en 

5.4.1), obtenemos que la 

frontera de e es infinita. 

S::C. 

la 

Pero ya que 

coordenada 

Q, eJ levantamiento 

{id] (véase ejemplo 

distancia de cualquier punto z G a la 

Supongamos ahora que S no es el toro. Ya que el revestimiento 

universal S de Ses conformemente equivalente al disco :z:<l, 

tomemos S como 63t.e. Demost;rarernos que en la 

O est6 a di!ltancia iuf inita de la frontera de 

c::z::::l}). 
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Sean ro, r1 (0,1) tales que ro<r1 y el disco !z!<ro cubra la 

region fundamental R del grupo G=Aut S. 

Sea d>O la W-distancia entre los circulos : z: =ro y : z :=r1 

Por la definición de H sabemos que cada punto ?.i sobre el 

circulo :z:=n existen gi U y zi' dentro del cirnulo !z!<ro tales 

que~ (U' l=z1 Asi {~ ([z C: iz!<ro})} forma una cubierta abierta 

del circulo :z:=rt. Pero ya que éste es compacto existe una 

subcubierta finita {S".t({z C"!z!<ro})}j=l, .. ,11 que cubre a !z!=r1. 

Cons.ideremos ahora las im~gencs d<>l casco bajo gj. 

j=l, ... , n. Sea rz (0,1) tal que el disco iz!<r~ contenga a todas 

esas imagenes. Pero Ya 

A-distancia entre los 

g1({z C:!z!=r1}) es d. 

que loo Si son isometrias tenemos que la 

conjuntos cerrados ~ ({z C: !z!=ro}) y 

Adcmbs puesto que R l!i (H.) :::O para todo 

gi G'\{id} [12], 

circulo :z:=r2 es 

podcmoc concluir ~1~ ]A A-rlie~ancia del O al 

por lo menos 2d. Este argumento se puede 

continuar tantas veces como uno lo 

distancia del O a la frontera del disco de 

como se tenia que probar. 

desee, por 

Poincaró 

tanto la ~­

es infinita 

Asi como una consecuencia inmediata a este Oltimo resultado 

obtenemos el siguiente: 

Teorema 8.4.8 Boa w=O una <lifcrencial cundrhtica holomorfa 
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sobre un<:> Super:f .ir.::i.8 de Rinmann Compacta S. f:'.ean P1 , P?. S dos 

puntos arbitrarios y e S una curva que lon un~. Entonces existe 

una curva mD.s corta co con respecto a la w-métrica, en la 

clase de homotopla de c. 

Demostración. 

Sean P1 .Pz S dos puntos arbitrarios y e una curva que los 

une. Sea a el levantamiento de e al revestimlento universal S de 

S, con puntos extremos z1 y za arriba de P1 y Pa respectivamente. 

Por el teorema 8.4.7 podemos cmicluir que existe un arco mD.s corto 

ao, el cual es homotbpico a a. uniendo los punto.e; z1 y zz. 

Pero ya que las curvas m~s cortas con respecto a la w-m6trica 

son procisemente las proyecciones de las curvas mñs cortas con 

respecto a la A-métrica, tenemos que co. la proyeccibn de co a 

S, es una curva mtts cortn, cou respecto D. la w-mb t.r.j ütt, uniendo P1 

Y Pz, donde además, ésta es ho1no l:.ópica a e. 

8. 5 •reorl a de Gr<.ltzsch y 'l'cichmlH1er. 

En esta sección expondremos en una forma muy general el 

Teorema de Gr8tzsch para el caso de Super:ficles de Riemann 

Compactas de géner0 mayor que uno, el cual llamamos Teorema de 

TeichmOller. Este resultado es una de las aplicaciones de las 

diferenciales cuadráticas estudiadas, brevemente, en los capitulas 

anteriores. 

Para una mbs fácil exposici6n del Teorema de Gr6tzsch daremos 

antes una definiclón, la CtHl.l nos permitirá dar un enunciado más 
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simple de este Teorema. 

Sea w=f(z) (abreviamos z=x+iy, w=u+iv) un homeomorfismo de 

clase Cl , que presenva orientación, de una regibn del plano 

complejo a otra. 

En un punto z el isomorfismo f induce un map lineal de las 

diferenciales dz=(dx,dy) \--> (du,dv)=dw donde 

du=uxdx+uydy 

dv=vx dx+vy dy 

que en notación compleja es: 

donde 

dw=fz dz+:f,. dz 

fz=1/2(1lK+Vy )+i/2(vx-Uy) 

fz=1/2(ux-vy )+i/2(vx+uy). 

Ya que estamos considorarido homeomorf'ismos que preservan 

orientación el Jacobiano J tiene que ser mayor que cero, 

nuestra notación tenemos que: 

de aqui obt.enemos que : fz : < : f:o : • 

Pero ya que dw=fzdz+f,;dz obtenemos 

( : fz. : - : fz. : } : dz: ~: dw l ~ ( : fz. : -t·: fz : ) : dz: . 

Por lo tanto 

Escribamos 

Dr ( z) = ( : fz : ~ : f., ) / ( : fz : - : fz ! ) . 
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Dr =sup Dr (?. l , donde el sup es tomado sobre te.do los z en la 

Obsérvese que un map f es conforme en z si y sólo si Dr (z)=l, 

ya que esto se da si y sólo si fz=O. 

Consideremos ahora la clase de todos los homeomorfismos 

f:R -> R', de clase Cl y preservando orientación, entre dos 

rectangulos R y R' del plano complejo. 

El problema de Gratzsch podemos plantearlo ahora como sigue: 

¿ Cual eB el homeomorfismo de esu clase con dilatación minima ?. 

GrOtzsch encontró y demostró que un homeomorfismo de esa 

clase con esa propiedad, 

map afin bien especifico. 

es decir, con dilatación minima, 

Veamos ésto m~s detalladamente. 

era un 

Supongamos sin pérdid<1 de generalidad que los vértices 

ordenados de R son {0,a a+ib,ib} y los de R' son {O,a' ,a'+ib' ,ib'} 

(ya que de o·tro modo por medio de una rotación y una traslación, 

ambas conformes, podemos llevar los rectángulos originales a unos 

como los supuestos). 

•reo rema ( GrUtzc:h) Sea f: H. - > R' un homeomorf i smo mapeando V a 

V', de clase Cl y presenvando 0rl0ntaci6n, entonces 

DE L_(a' /a)/(b' /b) 
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con igualdad si y solamente si f es el map afin dado por 

f(z)=(a'/a)x+i(b'/b)y, 

el cual preserva horizontales y verticales. 

Es decir, cualquier ho111oomorfismo con las caracterl sticas 

requeridas, distinto de éste 0ltimo, tiene dilatuoibn mayor. 

Este mismo problema fue planteado para Superficies de Rie~ann 

Compnctas de genero mayor que uno. La so lucj ón a ~st.e .la 

proporciona el Teorema de Teichmaller que enunciaremos después de 

algunas definiciones que necesitaremos (para todos los detalles de 

la demostración véase [11 y [61). 

Sean S y S' 

mayor que uno 

orientacibn. 

dos Super.Eic.l.<?s de Ricm<>r.n Compactas de genero 

y sea f: S - > S' un homeomorf i smo que presei·va 

Decimos que f es un mªP __ 1,l~L..'.l'..<il.:lQbnilLl.J&x:__J:__QX!ll_;,.U. si exj sten 

diferenciales cuadráticas meromorfas w y w', no cero. sobre S Y S' 

respectivamente, con a lo más polos simples satisfaciendo las 

siguientes condiciones: para cada P S 

a) el orden de w en Pes igual al orden de w' en f(PJ. 

b) si P es un punto regular de w, entonces en 

parámetros naturales (propiamente elegidos) = +i 

en P y f(PJ, asociados a w y a w' respectivamente, 

-- 1 b2 -

f 

términos de 

y = +i 

puede ser 



escrito en términos de ~stos como: 

: -> e Kl 12 ,K-1/2 

donde K>l es una constante que no depende de P. 

A esa K la llamaremos la di . .lat~iQn de f. 

Decimos que un map de Teichml'.lller formal :f;S -> S' es un lfillB 

de Teichm1"i l . .l.fil:: si w es holomorf a, : : w: : = 1 (véase sección 7. 4) y w 

es real sobre el borde de S (véase sección 5.5), si éste existe. 

Enunciemos ahora el 'l'eorema de Teichmüller. 

Teorema de 'l'eichmüller. Sean S y S' dos Superficies de 

Riemann Compactas de género mayor que uno. Sea f:S -> S' un 

homeomorfismo que preserva orientación, entonces existe un único 

homeomorfismo en la clase de homotopla de f con dilatación mhs 

pequeña. 

conforme. 

Este es, o bien, un map de 'riechmüller o bien un map 
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