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1. Introduccion.

Aproximadamente en el afio 1928. Grétzsch planted y resolvid

un problema con respecto a la clase de todos los homeomorfismos de

clase Cl, gque presenrvan orientaciodn, entre dos rectangulos del
rlanco complejo. Grétoasch sabia (por propledadea conformes de
aplicaciones conformes) que si R ¥y R’ eran dos rectangulos

diferentes, entonces no existla un map conforme de R & I', el cual
mapeara vértices en vértices. Sin embargo, al estar trabajando con
este tipo de mapeosvinventé al concepbo de dilataciétn y  entonces
se preguntd § culsl era el homeomorfiszmo f:R ->» R, en esta clase,
que tenia dilataciédn D minima ?.

El encontrd que el homeomorfismo en esta clase con  estsa
propiedad era un map afin bilen especifico.

Este mismo problema fue planteado por Teichmiller para
Superficies de Riemann Compactas de género mayor que ano, el eousl
fue resuelto por &1 en 1937 (véase seccidn 8.5).

Una de las herramientas fundamentales para la soluciédn del
problema de Grdtzsch sobre Superficies de Riemann Compactas de
género mayor que uno son las diferenclales cuadrébticas.

Con este trabajo pretendl dar un peguefio panorams acerca de
los aspectos geométricos de las diferencisles cuadréticas. el
conocerlo, ayudar4d a entender con mas facilidad la Teoria de

Teichmiller 7171 ¥ otraz teorias como la de Foliaciones Medibles
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sobre Superficies debida a William Thurston.

La relacidn de &sta Gltima con las diferenciales cuadréaticas
fue encontrada por Hubbard y Masur. Ellos encontraron gque sobre
una Superficie de Riemann Compacta fija (sin borde) existe una
correspondencia uno a uno entre las clases de equivalencia de las
foliaclones medibles y las diferenciales cuadraticas holomorfsms.
La correspondencia est&d en términos de la estructura de las
trayectorias horizontales {tema que tratamos brevemente en este
trabajo) y la medida vertical determinada por una diferencial
cuadrstica 1117,

En el capltule 2 se estudiarén algunos resultados importantes
acerca de los revestimientos de espacios topoldgicos tales como:
1evanﬁamientd de curvas y de funciones arbitrarias en un espacio

topolbgico & s revestimiente vy cond

[

ciones necesarias vy
suficientes para la existencia de este tipo de levantamientos en
términes del grupo fundamental de los revestimientos.

En el caplituleo 3 se ver&n, entre otras cosas, lsas condiciones
necesarias ¥ suficientes que tiene que cumplir un espacio
topolégico para que exists un  revestimiento de é&ste. Ademas
analizaremos cuando dos revestimientos de un espacio topoldgica
son isomorfos. Taodo ¢€&sto no 1lo proporcionaré el Teorema de
Clasificacidn., con el gue finalizaremos este capitulo.

En el capitulo 4 definiremos lo que es una Superficie de
Riemann. una Superficie de Riemann con borde, la imagen simstrica
de éstas y la doble de uns Superficie de Riemann con borde. Ademés

definiremos 1o Que =5 un map helomorfo entre Superficies de



Riemann v veremos algunas propiedades de éztos,

En el capltulo 5 se definlira el concepto fundamental de este
trabajo, el de diferencial cuadrética meromorfa sobre una

Superficie de Riemann. Definiremos un parametro gque YLlamsaremos

pardmaetro mnatural o distinguido, en té&rminos de una diferenclal
cuadriatica, alrededor de los puntos regulares de ésta. Adembs
definiremos una wmétrica asociada & una diferencial cuadrbtica
demostrando, en é&sta, la existenéia v unicidad local de curvas méas

cortas entre dos puntos cualesqguiera. Finalizamos este capituloe

con 1a definiciébn de trayvectorisa horizontal y vertical asociada &
unna diferencial cuadraticsa.

n el capltnule 6 definiremos parimetros distinguidos en una
vecindad de los puntos criticos de la diferencial cuadraticsa. los
cuales nos ayudarédn a visualizar con més Ffacilidad 1la conducta

local de 1las +trayectorias aque estan cerca de e=zo0s puntos.

Demastraremos también, la existencia vy unicidad de curvas mas
cortas, con respecta a la métrica inducida por una diferencial
cuadratica. entre dos puntos arbitrarios en una vecindad de los

puntos oriticos finitos de &ata.

Lia estructura de las +trayectorias de una diferencial
cuadrética desde un puanto de vizta global se  astudiard en sl
capituls 7. En este capltulo definiremos y estudiaremos alguanos

conceptos tales como: trayectorias cerradas, no cerradas, rayos de
una travectoria, trayvectorias criticas. espirales v travectorias
excepaionales, demostrando que éstas tltimss forman un conjanto de

medida  cero (con respecto al  Aren  d

finida en términos de la



diferencial cuadritica) sobre una Superficie de Riemann Compacta

si 1a diferencial cuadratica en cusstidn es holomorfa vy de norma
£ irﬂ:\.t:;l .

En el ultimo capitulo demostraremos la existencia y  unicidad
global de curvas m&és cortas (geodé&sicas)., con respecto a la
métrics mzocliada a la diferencial cusdratics, en cualguier clase
de homotopla de curvas gque unen dos puntos arbitrarios de una

Superficie de Riemann Compacta.
Finalizaremos este capitulc cxponiendo brevemente el problema

de Grdtssch y el Teorema de Tiechmiller. con €l cual finalizaremos

este trabajo.



2. Revestimientos.

Sea X un eSPaciO.tOPOlogico conexo y localmente conectable
por trayectorias, a grandes rasgos. un revestimiento de X <consis-
te de un espacic ‘topoldogico X y una aplicacién continua de X
a X la cual satisface ciertas condiciones. La teoris de los re-
vestimientos juega un papel muy importante no sédlo en la topologia
sino también en las diciplinas afines tales como la Geometria Di-
ferencial, la Teorlis de Grupos de Lie y la teoria de Superficies

de Riemann.
Veamos ahora formalmente qué ¢z un revestimliento,

Definicion 2.1 Sea X un espacio topoldgico consctable por

trayectorias ¥y localmente conectable por trayectorias. Un revesg-—
timiento de X es una pareja (X,P) donde X es un espacio to-

polégico v p  es uns funclén continua y suprayvectiva de X a X
que cumple con la siguiente condicidén: para cada x X existe una
vecindad U de x, a la que llamaremos vecindad elemental, tal que
para toda componente conexa U de p-1(U), piU:U -> U es un ho-
meomorfismo.

A p le llamamos la _provecciéon de reveatimiento, & X el
espacie base ¥y a p-1(x) la fibra sobre el punto x X.



2.2 ljemplos.
Los siguientes ejemplos quizé& no sean may sofisticados pero

ayudan a visualizar el consepto de revestimiento.

a) S1i X esg un espacio topolégiceo arbitrarioc e i:X -> X deno-
ta 1a identidad, entonces ¢l par (X,1i) es un revestimiento trivial
de X . An&logamente si f ez cualguier homeomorfismo de Y scbre

X, entonces (Y,f) es un revestimiento de X.

H) Definamos ahora p:RR -> 81 por pl(tl=e2 il para todo t R.

Asi (R, p) es un revestimiento de S!. De hecho si zo=e2 ito,
p-l(z0)={to+n, n Z}.

En este caso cualguier subintervalo abierto propioc de 81 gque

contenga a =zo puede servir como la vecindad elemental requerida.

Cabe notar ague este ejemplo aunque puede considerarse como

simple trae consigo una gran importancia.

c) Consideremos alora p:C>CN{0} dcfinida como p(z)=ez, A-
firmamos gque (C.p) es un revestimiento de C\{0}. En este caso la
vecindad elemental de un punto z C\{0} requerida es

U={w C:lw-z2i!<jzi}.

d1 Sea S?2 la 2-esfera, definimos sobre ¢sts la siguiente rela-
cidn de equivalencia: x.y 52 son equivalentes si vy sdlo si son an-
tipodales. E1 espacio cociente médulo esta relacidn de eguivalen-

cia es llamado e¢l_eswvacio praoysative P,




2.3 Levantamiento de una traycctoria al espacio de revestimiento.

Uno de los conceptos que nos sera puy Gtil mas adelante es el

de levantamiento Jde una +trayvectoria al espacio de revestimiento.

Definamos ahora unos conceptos necesarios.

Definicion. Una  travectoris_ en_ X @3 un map continuo del in-
tervalo I=[0,17 al espacio topolégico X. Decimos que la travecto-
ria £:I -> X es cerrada si £(0)=f(1).

Séan f,g2:1 -> X dos trayectorias en X decimos que f es homo-
topica n g (f¥g) 81 existe un map continuo F:IxI -> X tal que

F(t,0)=f(%) v F(t,1)=g(t) para todo t I.

Se dice que f es homotdpilca & & relatlva & log extremaos de 1

(f*g rel {0,11) =si se cumple 1o anterior pero adem&s

F(O,t)=f(0)=g(0) ¥y F(1,t)=f(1)=g(1l) para toda t T.

Sea (X,p) un revestimiento de X . Sabemos que si f£:1 -> X
es una trayvectoria en X, entonces p £:1 -> X es una trayectoria
én , asi mizsmo, si f,g:1 -> X son dozs travectorias en X tales

que =g, entonces p f*p g.

Una pregunta interesante que surge inmediatamente es squé

pasa con el reciproco de las afirmaciones anteriores 7. Planteemos

esto mis formalmente,



Si f es una trayectoria en X, fexistird glguna trayectoria

g:1 ->» ¥ en X, tal que p g=f ?. ¥ si ademas *f£,g:1 ~-> X son

trayectorias en X tales que p f¥%p g ¢podemos deducir aque f£¥g?.

Veamos a continuacidn que ambas preguntas tienen un si  como
respuesta, ademias las respusstas a estas preguntas expresan propie-

dades basicas muy importantes en la&a teorla de logs revestimientos.
Comencemos con e¢l siguiente

Lema 2.3.1 Sea (X,p) un revestimiento de X, %o X vy
xo=p(%o). Entonces para cada trayectoria £f:I -> X con origen xo,

existe una trayectoria con origen =g tal que p g=f.

A esta trayectoria 1le llamaremos levantamiento 1

espaclio _de revestimiento de X.

Demostracidn.

Supongamos primero que la travectoria f esta totalmente con-
tenida en alguna vecindad elementalt U. Sea U la componente cb—
nexa de p-1(U) que contiene a xo0, asi p:J -> U es un homeomor-
fismo. Por tanto g=p-1 f£:I -> X (donde p-1? denota €l homeomor-

fismo inverso de p) es la trayectoria deseada va que p g=f.

Supongamos ahora que f =5 una trayectoria arbitraria. Para ca-
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da x ¥, sea Ux la vecindad elemental en x, asi X= Ux, por lo tan-
to las vecindades elementales forman una cubierta abierta de X. Pe-
re: ya gqu= I es un conjunto compacto, existe un entero n suficiente-
mente grande tal que cada intervalo [i-1/n,i/n], 1$%gn es mapeado
por §f dentro de alguna vecindad elemental. Ya que tememos un nume-
ro finito de intervalos podemos aplicar en cada uno de éstos el

Primer paso, asi construimos la trayvectorisa deseada.

Hemos visto hasta estos momentos 1la existencia de 1la

trayectoria g. pero ahora surge otra pregunta natural (seréd esta
trayectoria Unica ?, 1la respuesta a esta preguntz nos la dara el
siguiente

Lema 2.3.2 Sea (X,p) un revestimiento de X, e Y un espa-
cio conexo. Dadas dos funciones continuas f,g:Y -> X tales que
p f=p g el conjunte B={y Y:f(y)=g(y)} es vaclo o ez todo Y.

Demostracién, 4

Ya gue Y es un espacio c¢onexo bastaréd probar gue B ez abilexrto
¥ cerrado.

Sean b B y x=p f(b)=p g(b). Sea U una vecindad elemental de x
y U 1la componente conexa de p-1(U) que contiene a b. Ya que
p:U ~-> U es un homeomorfismo, p es inyectiva en U y ya que
p f(U)=p g(U) para todo O U se tiene que f£(Q)=g(d) para todo
a U, de agquil gue B es ablierto,.

Ahora, sea b un punto de acumulacidén de B y x=p f(b)=p g(b),

va que p 1T ¥y £ g son continuas podemos encontrar una vecindad



V de b tal que p f£(V) U, p g(V) U donde U es una vecindad ele-
mental de x.

Pero ya qgue (V) y g(V) son conexos cada uno debe de estar
contenido en alguna componente conexa de p-1(U), pero b es un
punto de acumulacién d= B asi. gue existe v Vo otal gue f(vi=o(v)
por lo tanto estas componentes deben de ser la misma, llamemos a
esta componente U,

Ahora puesto que p:U0 -> U &3 un homeomorfismo y

p f(b)=p g(b)
podemos concluir gue f£(b)=z(b) de donde b B, por tanto B es cerra-

do.

Hasta el momento hemos contestado & la primera pregunta que‘

nos hablgmos formulado, la respuesta a la segunda nos la da el

sigulente

Lema 2.3.3 Sea (X,p) un revestimiento de X, y f,g:I =-> X
dos trayectoriaa en X con el mismo origen. Si p f=¥p g rel {0,1%},
entonces f~ g, en particular f ¥y & tienen el miswmo extremo:

Demostracién.

Ya que p f%p g rel {0,1} existe una homotopia F:IxI -> X
tal que

F(s,0)=p £(s), F(s,1l)=p g(s), F(O,t)=p £(0)=p(X0) ¥
F(l,t)=p £(1).
Sea Ux la cubierta abierta de X formada por las vecinda-

des- elementales, ya que [ es continua, {F-1{(Ux)} forma una



cubierta abierta de Ixl. Ya que IxI es coumpacto, aplicando el
teorema de Lebesgue [9], existen descomposiciones
0=s50<s1<...<sm=1 y O=to<ct1<...<tn=l
del intervalo I tales qde para toda 1,3
F(lsi-1,st IxTti-1,ti]) Ui, 3

donde Ui, j s una vecindad elemental.

Construiremos F:IxI -> X +tal que p F=F y F(0,0)=%Ro0 de la
forma siguiente. Comencemos c¢on ¢l rectangulo [0,s1 Ix[0,t11 tal
qQque F([0,s1 Ix[0,t1] Ui,1 vy consideremos la componente Ui, de

p-1(U0i1,1) que contiene a %o.

Sea (p1,1)"1:U1,1 -> U1, el homeomorfismo inverso de plUi,a
hagamos Fi1(s,t})= {(p:,1)"1 F(s,t) para (s5,t) {0,s11x[0,t1]}. Pasa-
mos ahora a Uz,1 F(fs1,s271x[0,t13) sea Uz,1 la componente
conexa de ©p-t(Uz,1) que contenga el punto F(si1,0) vy

(p2,1)-1:0z,1 -> Uz,1

el homeomorfismo inverso de piUz,1.

Definamos ahora

Fz2(s,t)=(p2,1)"1 F(s,t), (s,t) [s1,s23x{0,t2].

Las dos funciones 1 y Fz coinciden en el punto (s1,0) ¥
la unicidad del levantamiento de trayectorias, demostrado ante-

riormente, nos muestra que coinciden sobre {si}xf{0,t1]1. Asl pode-

mos definir F como:



Fi1(s,t) si (s,t) [O,s1]1x[0O,t1]
Fz(s,t) si (s,t) [s1,521x[0,%11
esta funcidn esth definida sobre [0,s2]1x[0,t1].

Siguiendo este procedimiento demostramos que I esté definida

sobre la franja [0,11x{0,t1] y de forma anfdloga sobre la franja

{0,1Ix[t1.t2], etec. Asl tenemos definida T sobre IxI.

Debido a la unicidad del levantamiento de trayectorias tene-
mos que F(s,0)=f(s), andlogamente TF(s,1)=g(s). For otro lado

P F(O,t)=R0 y T(1,%)=%1 para 0gtgl. Azl £2g rel {0,1}.

Como un corolario a los resultados anteriores acerca de levan-

tamientos de trayectorias al espacio de revestimientos tenemos el

siguiente

Lema.2.3.4 Si. (X.p) es un revestimiento de X, entonces para

todo x X los conjuntos p-l1(x) tienen el misma cardinal.

Demostracibn.

Sean x,y X arbitrarios. Sea f:1I -> X una trayectoria en X tal

que f(0)=x yv f(l)=y. Para cualquier punto & p-1(x) sea g:I -> X

el levantamiento de f a X con punto inicial ¥, es decir, p g=f

y g(OI=%. Sea ¥=g(lY. Asi podemos dar uns correspondenclsa layec-
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tiva entre los puntos de

P-1(x) y »1(y), a saber, a cada % le

asociamos ¥,
Considerando la trayectoria inversa, es decir, de y a x
podemos dar, mediante un argumento analo.o al anterior, una

correspondencia inyectiva de p-l(y) a p-1(x). Por lo tanto ambos

conjuntoeos tienen €l mismo cardinal.

Con los resultados hasta ahora
relacid4n entre el grupo fundamental

el del espaclo base.

obtenidos, podemos analizar la

del espacio de revestimiento y

2.4 Grupo Fundamental del Espacio de Revestimiento.

Sea p:X ~-> X la

proyeccidn

fo p-l(xo0) runtos fijos. Entonces

homomorfismo entre dos grupos fundamentales

Teorema 2.4.1 Si (X,p) es un revestimiento de X y si

ezntonces p#: (X,%o0) ~> (X,%0) es=s

Demostracidn.

Basta probar que el kernel

Sea f (X,%X0) (estoy considerando

la clase de equivalencia a la que

ps(f)=1, es decir, p fTcte en xo

hoemotopia F:IxI -> X entre p f vy

!
-
W

I

de un  revestimiento. 20 X ¥
p:(X,%0) ->» (X,%0) induce un
p#: (X,R%0) -> (X.x0).
p(Xo)=xo0,

uan monomorfismo.‘
de pr es el elemento identidad.
f como el representante de
pertenece), y supongamos que
rel {0,1}. Asi existe una
cte en xo rel {0,1}1; conforme



al lema 2.3.3 existe una homotoplia F:IxnI -» X tal que p F=F

F(s,0)=f(s).

¥

La restriccidn de T al conjunto E={0,1}xI Ix{1} es proyvecta-—

da por pa xo, asi F(E) p-1(x0), pero cada punto ¥o de p~1(x0)

tiene una vecindad que no contiene otro punto, distinto de

Ko

(de p-1(x0)) ¥ puesto que F es continua, F(Il) conexo, por tanto

F(E)=%o0. Asi f%cte en xo rel {0,1%.

La imagen de (X,%0) en (X.x0) depende en general de

la

elecclidn del punto base o Pl (e )., Sea fh}] la claze de tra-

yectorias gque unen Ko a %1 p-l(x0). Ests clase define un

momorfismo U: (X,R0) -> (X,%1) mediante U(gi=h-1 g h.

Obteniendo asl el siguiente diagrama commutative

p#

(X,%0) ——--mmmommm oo > (X,x0)

U v

(X, %0 ) === -——mmmmm e > (X.xo0)
=%

““donde U y V estén definidas como sigue:

U(g)=h~"1 gh y V(£)=ps(l)-1l f ps(h).

ho-

Pero coma Ko y £ partenecen & 1z misma fibira, la&a proyvec—



cidn de h eg2 un lazo en %,

y por taato [p hl (X,x0).

Como p# U(g)=V ps(g) se sigue gque los subgrupos p# (X,%x0) ¥

pe (X,%1) son conjugados.

Surge entonces la siguiente pregunta: ¢ es cualgquier subgrupo

conjugado de ps (X,%0) en (X,x0) es la imagen del grupo

fundamental de X «c¢on un punto base aproplado en p-1(x0) ?

La respuesta a esta pregunta es que si. En efecto, si [f1=1 es

un elemento identidad de (X,x0), consideremos el subgrupo

[£31-1 psx (X,%0) (£],

sea f un representante de [(fl1 y £f:I -> X el levantamiento de £

con punto inicial Xo. Sea %2=f61), entonces pr{fl={f]l ¥ el

diagrama conmutative anterior muestra gue

p# (X, X2)={f1-1 p= (X, Xo)T£1.

Los anteriores resultados pueden ser resumidos en el

siguliente

Teorema 2.4.2 Sea (X.p) un revestimiento de¢ X con xo X

y Ko p-1(%0) puntos Dbase. Entonces la familia de subgrupos

p# (X,8), & p~1(x0) esttd dada por

ps (X,x)=[f}-1 p= (X,R%0) [£7.
donde (fl=pslgl, ¥ g1 -> X es una trayectoria de Xo a %. Méas
aup todo subgrupo conjugado de pa (X,%0) en (X,x0) es8 de esta
forma.



2.5 Levantamiento de funciones arbitrarias al espacio de re-—

vestimiento.

En una seccldn anterior estudlamos ¢l levantamiento de unsa

troayectoria de X &l espacio de revestimiento X.

Veremos ahora el problema andlogo para funcicocnes de un espa-
cio arbitrario Y en X.
Para visualizar mas fTacilmente este problema introduzcamos la

siguiente notacidn.

Si X vy Y son espacios topolégices, x X v ¥ Y, entonces
fi(X,x) -> (Y.y) significa que f es una funcidn continua de X a
Y ¥ aque f(x)=y. Con esta notacitn podemos plantear de manera

precisa el problema anterior de la forma siguiente:

Sea (X.p) un revestimiento de X, % X, xo=p(S), vyo Y
y T:{Y.,y0) -> (X,x0). ¢ Bajo gué condiciones existe
£f:(Y,y0) -> (X,%o0)

tal que el diagrama

£
(Y, ¥y0) ——=me=mmm——- > (X, R0)
f bl
(X.%0)
- 16 —



es conmatativo 7.

Si f existe decimos gque f es un _levantamiento de f.

Una condicidn necesaria para gue lo anterior se realice se ob-.
tiene pasando a los a los grupos fundamentales vy a los homomorfis-
mos inducidos. Es decir, supongamos gue el diagrama anterior conmu-
ta, asil tenemos también el sigulente diagrama conmutativo.

(Y, y0) ~—=—=-=—m—m > (X, Ro0)

fau j=13

(X,%0)

Puesto que p es un monomorfismoe, la existencia de un homeo-
morfismo f: (Y,yo) -> (X,%0), aque haga conmutative €l diagrama,
implica aQue la imagen de f# esté contenida en la imagen de ps.
Vqremos. mediante el siguiente teorema, que esta condicidn también

es suficiente para la existencia del levantamiento.



Taorema 2.5.1 Sea (X,p) un levantamiento de X, ¥ un espacio
QONESXO Y localmente conectable por Lrayectorias, yo Y., %o X v
x0=p(¥o). DPada una funcidén F:1(Y,yo) -> (X,%0) exlste un levan-
tamiento f:(Y,y0) -> (X,Qo) de f si y ablo si

fg (Y,y0o) px (X,%0).

Demostracidn,

llemos probado ya la condicidbn necesaria, veamos shors aus
fa (Y,y0) pit (X,%0) ez una condicidn suficiente para gque exista
un tal levantamiento.

Ya gque Y es conexo y localmente conectable por trayectorias
es conectable por +trayectorias. Asl para todo vy Y, existe una
trayectoria g:I -> Y que une yo a y. LEntonces f g es una trayec-
toria en X con origen x0. Sea g:1 -> X una trayectoria cuyo
origen es KXo y tal que p p=f g. Definimosz £(y)=g(1l).

Para Justificar esta definicién tenemos que demostrar que
f(y) es independiente de la eleccidn de la trayectoria g.

Por el lema 2.3.3 vemos que la definicidn de f ez indepen-—
diente de la travectoria elegida en una misma <clase de equi-

valencia.

Hemos visto hasta el momento que la funcibn [ esté& bien defi-
nida, por tanto lo vnico aue nos falta ver es gue esta funcidbn es

continua.

Sea vy Y arbitrario, x=f(y) y V una vecindad de X en X. Po-

demnos elegir una vecindad elemental U de x=p(&) tal que la compo-



nentae conexa U de p-1(U) que contiene a ¥ esté contenida en V.
Ya que ' es continua, existe una vecindad conectable por tra-

vectorias W de y tal que £(W) U. Basta mostrar que (W) U.

Para esto sea y’ W, kilI->Y wuna trayectoria uniendo y’ a y en W,

g:I -> Y una trayectoria de yo a y. Levantando ambas trayectorias
vemas que existe g tal que p g=f gy g(0)=Ro y una Lrayectoria
k tal que p k=f k y k(0)=g(1).

Asi p (gik)=f{g*k) y por la definicidn de f *tenemos que
F(y' )=(g¥k)(1)i=k(1).

Ademés ya que p k=f k es5 una trayvectoria de £f£(W) U vy
k(Ci1=% U =e sigue que f(y’)=k(1l) U. De aqul que f(W) U Vv, por

tanto £ es continua. 4

Una consecuencia inmediata al teorema anterior nos la da el

siguiente:

Corolario 2.5.2 Sea Y un espacio topoldégico simplemente co-
nexo, eﬁtonces para toda funcidén continua fF:(Y,y0)->(X,%0) ¥y parsa
todo fo p-1(x0) existe una funcidtn Ff:(Y.yo) -» (X,%) tal que
p f=f.

Demostracibu,

Sea £f:(Y,y0) -> (X.x0) una funeibén continua y sesn Ko p-1 (%0},

Ya que Y es un espacio topolégico simplemente conexo se tiene
que (Y.y0) es el grupo trivial, asi fa (Y.y0) también es el gru-
po trivial, el cual claramente est4d contenido en p# (X.%e). Apli-

cando ahora el teorema anterior obtenemos que existe €l levanta-

~mienta f de T deseado.



3. Automorfismos de Revestimientos ¥y Grupo discontinuo de

Homeomorfismos
3.1 Homomorfiasmos y Automorfismos de Revestimientos

Nuestro siguiente propdsito es obtener informaciébu acerca
de todos los posibles revestimientos de un espacio X dado. Ademéas
encontraremos culles son las condiciones que tiene gue satisfacer
X para que tenga un revestimiento, asimismo wvamos a definir
cufindo dos revestimientos de X son  isomorfos y mediante é&sto
dar una clasificacién de los revestimientos, es decir, anaslizar

bajo gqué& condiciones podemos afirmar aue dos revestimientos de X

son isomorfos.
Sean (X1,m) ¥y (X,p2) dos revestimientos de X. Un homomor-

fismo de (Xi,p1) en (Xz,p2) es una funcidn continua £:Xa -> Xz

tal que hace conmutative el siguiente diagrama:

Pl P2



Se dice que un  homomorfismo f: X1 -> Yo es un isomorfismo =i
existe un homomorfismo f£-1:Xz -> X1 tal gque f£-1 f=id1 y £ f£-1z=idz,

donde idi: Xj§j -> Xi , J=0,1, es el map identidad de Xj en si mismo.

Definicion 3.1.1 Un l=somorfismo £:X ->» X del revestimiento

(X, p) en sl mismo es llamado un automorfisme. El conjunto de todos

los automorfismos de (X,p) serd dencotado por Aut(X,p).
Aut (X, p) forma un grupo bajo la composicidn, por lo sigulen-

Sea £ Aut(X,p), de a@qul aque p f=p, vya gqaue f es un iso-

morfismo de (X,p) en sl misme existe £-1:X -> X homomorfismo

tal aque f f£f-1=id=f-1 f. Asi p=(p f) f-1=zp f-1 de aaquil que £-1
es un homomorfismo +tal aque f f£-1=f-1 f asi £-1 Aut(X,p).
Ahora si f,g Aut(X,p), entonces f g Aut(X,p). En efecto, ya
que f g es homomorfismo
» (f g)=(p ) g=p g=p

ademaas (f g)-1l=g-1 f-1 es tal que

(f g) (£ g)y-+=(f g)-1 (f g)r=id.
Asi Aut(X,p) forma un grupo bajo la composicién,

Un. resultado interesante por si mismo y por €l hecho de

que nos serd muy Gtil para probar algunos resulitados posteriores

es el siguiente:



Teorema 3.1.2 Sea X un espacio conexo y localmente conecta-
ble por trayectorias. Sean (X1,p1) vy (X2,p2) revestimientos

de Xi y sea ff:X1 -> Xz un homomorfismo arbitrario. Entonces

f:Xa -> Xz es una proyeccioy de revestimiento para . Xz.
Demostracidon.
En primer lugar veamos que f:X1 -> X2 es supravectiva, para

eégto consideremos el siguiente diagrama conmutativo.

Sean Xz Xz y 1 Xa arbitrariocs. Ya que los espacios son
conectables por trayectorias podemos tomar una trayectoria g de
f(%X1) a Hz. Entonces pz g:I -> X es3 una trayectoria aque une

los puntos

pz f(f1)=pr (1) y p2(%2).

De los lemas 2.3.1 y 2.3.2 se sigue gque existe una trayec-
-woria h:l ->» X1 tal gue Pl h=p2 g y h(0)=%1. Pero la travectoris
£f h:I -> Xz satisface f h(0)=f(&1) y pz £ h=p1 h=pz2 g. Por 1lo
tanto f h se proyecta a g bajo p2, pero por la unicidad de

levantamientos f h=g. Asi f h(l)=g(1l)=%¥z. Por 1lo tanto f es

supraycctiva,



Veamos ahora que en realidad f:X1 -> X2 es en efecto una
proyeccidn de revestimiento,

Sea K2 Xz, ¥y U una wvecindad elemental de p(%2) tanto
para la proyeccién P1 como para la pz. Para probar lo desecado
hastard verificar que las componentes conexas de pz-1(U) son

abiertos elementales para f. Para ¢sto, sea Uz una componente
conexa de pz2-1(0) que contiene a 2. Ya gque f es suprayvectiva y
£-1 p2-1 (U)=p1-1(0) existe una componente Ui de p1-1(U) tal gue
f(Uhy Uz2. Pero wpara cualguier componente de p1-1 satisfaciendo
f£(U1) Uz tenemos que
pziUz fllicpp Uy -> U

es liomeomorfismo.

Pero va que p1iU1 y pziUz son homeomorfismos de Ui y Cz a
U zrespecltivamente, se sigue que fiUir=p2iU0z2-1 p1i01:01 -> Uz
es un homeomorfismo. Por lo tanto. f es una proyeccioy de revesti-

miento.

El siguiente resultado nos proporcionarid condiciones necesa-—
rias ¥ suficientes para la existencia de un homomorfismo entre dos
espacios de revestimiento X, para obiener &ste necesitamos el
concepto de functorial hasta el momento no mencionado, el cual

veremos a continuacién.

Intuitivamente podemos decir que un functorial es un map de

una categorla C1 a otra Cz que preserva identidades v compogsicio-

nes (191, donde por wuna categoris entenderemos una clase de obje-



tos con la siguiente propiedad: para todo paé de objetos X ¥ Y,
elementos de la clase, tenemos un conjunto de morfismos de X a Y
gque denotaremos hom(X,Y), y para cada terna de elementos de 1la
clase X, Y y Z tenemos una funcioy agociando & cualquier par de
morfismos f£:X -> Y y g:¥ -> Z 1llamada composicidén g £:%X -> Z.
Estos morfismos tienen que cumplir a su vez los siguientes axiomas:

a) 81 £f:X -> Y , g: ¥ -> Z y h: Z -> W, entonces

h (g f)=(h g) £: X -> W

b) Para todo objeto Y existe un morfismo Iv:Y -> Y tal que si

f: X -> Y, entonces Iy f=f y si h: Y -> Z, entonces h Ivy=h.

Las categorias que vamos a utilizar son las siguientes: Ci
consistira gde todos 1los espaclos topolégicos y como morfismos
tomaremos todas las funciones continuas entre estos espacios, Cz2
consistira de la clase de todos los grupos y como morfismos entre
dos grupos cualesguiera consideraremos los homomorfismos entré

éstos.

Teorema 3.1.3 Secan (X1 ,p1) v (X2.p2) dos revestimientos de
un espacio X. Entonces existe un homomorfismo f£:X1 => X2 si y
"s6lo si existen X1 Xa y Xz Xz tales que pi(f1) = pz(X2),
x0=p1(X1) y p1# (Xl,ﬁf) es conjugado en (X,x0) & un subgrupo
de pas (X2 ,%2). N

Demostracién.

Supongamos qQue existe un homomortfismo  f: X1 -> X2, Sean X1 Xi



¥y ¥2 X1. Ya gque pz2 fzpl  tenemos  gue xo0=pt (¥1)=pz(X2).

Ahora aplicando el teorema 2.5.1 ¥y el hecho de gque p -> p# es
functorial, podemos concluir que pz# f# (X1,%1) = p1s (X1,% ).
Ya que f es una proyeccién de revestimiento, por el -teorema 2.4.1,
podemos concluir que f# es un momomorfismo, asi f# es un isomor-
fismo sobre su imagen. De aquil gque pi1# (X1,%1) es isomorfo
a un subgrupo de pz2# (Xz2,%2), al cual es conjugado.

Reciprocamente, supongamos que existe g (X,x0) tal que

g p1# (X1 ,%1) g-1 pze  (Xz2,%2).
Entonces

P13 (X1 ,%1) g1 pas (X2 ,%2) g.

Por el teorema 2.4.2 existe =xa 2-1pz(%2) tal que

g-1 pzs# (Xz2,R%2) g=pz# (X2.X3)
Por 1lo tanto pis (X1 ,%1) pz2e (X2,%3). Aplicando ahora

el teorema 2.5.1, existe h:(X1,81) -> (Xz2,%3) que hace conmutativo

el siguiente diagrama

»1 p2

es decir, existe un homomorfismo entre (X1 ,p1) ¥y (Xz2,p2).
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El teorema que veremos a continuacidn es muy importante ya

qQue ¢ste es una herramienta pars la clasificacién de los revesti-

mientos, a saber nos dice cu&ndo dos revestimientos son isomorfos.

Teorema 3.1.4 Sean (X1,p1) v (X2,p2) revestimientos de X. En-
tonces existe un isomorfismo f:Xi1 -> X2 si y sblo si dados %1 X1
y ¥z Xz tales gqgue pl (#¥1)=p2(¥2)=%o, entonces pra (X1 ,%1) ¥
P2 ¥ (X2,%2) =on conjugados en (X,x0).

Demostracidn,

Supongamos que existe un isomorfismo f£:X1 -> X2, entonces £
es un homomorfismo y por lo tanto tenemos que pz f=p asi

Pl # (X1,R1)=pz2s s (X1 .,.X1 )=p2os (Xz,f(%1)).

Pero ya que X2 y f(%1) estén en la misma fibra, entonces

po# (X2 ,f(X1)) vy »pos (¥2,X2) son conjugados, por lo tanto
pi# (X1,R1)=h pzs# (Xz2.%2) h-1.

Supongamos ahora que los grupos pi# (X1 ,%1) ¥y pas (Xz ,%2)
son conjugados en (X,x0), esto es, existe h (X,x0) tal gque se
cumple la igualdad anterior.

Por el teorema 2.4.2 existe s pz-1(x0) +tal que

P2 (X2 ,%3)=h pas (X2 .¥2) h-1.

Aplicando ahora el teorema Z£.5.1, tomando (Y,yo)=(X1 , 51 ) y
como la proyeccidn p1:(X1,%1) -> (X,x0) existe

£f:(X1,%1) -> (X2,%3) tal que pz2 f=p1.

Asi f es un homomorfismo.

I3



Pero ya que pis# (X1,X1)=pze (X2,%3) nos permite aplicar
nuevamente el teorema 2.5.1 y asl concluir que existe un homomor-—
fismo g:(X2,8%) ~> (X1,%1). Intences g £:X1 -> X1 ea un ho-
momorfismo tal que p1 (g f)=(g £f) y vya que g f(f1)=%1 podemos
concluir a partir del lema 2.3.2 que g f=id. en X1 .  An&dlogamente

tenemos gque £ g=id. en Xz, asi f£:X1 -> X1 es un isomorfismo.

Definicion 3.1.5 Sca (X.2) un revestimiento de X, decimos
que (X,p) es un revestimiento unlversal de X si X ¢s un espacio
simplemente conexo, es decir, si el grupo fundamental de X en

cualguier punto es trivial.

Observacion. Los ejemplos 2.2 (b) y 2.2 (c) son ejemplos de

revestimlientos universales.

Lema 3.1.868 Sea (X1 ,p1) un revestimiento universal de X, si
(X2 ,p2) es cualgquier revestimiento, entonces existe un homnomorfis-—
mo f:X1 -> Xa.
Demostracioén.
Sean x0 X, %21 pi-l(x0) y £z pz-1(x0) arbitrarios ya que
(X1,%1) es trivial{ &ate es conjugsdoe en (X,x0) & wun subgrupo
de pz# (Xz,x2), a saber, al subgrupo identidad. Aplicando ahora el

teorema 3.1.3 tenemos que existe un homomorfismo f:X1 -> Xz.

3.2 Accion del grupo (X,x) sobre el conjunto p-1(x).
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Para continuar con el estudio del grupo de automorfismos de

un easpacio de revestimiento (X,p) de X, definiremos una accidn

del grupo (X,x) sobre el conjunto ©p-1(x) para cualquier x X.

La definicion de esta accién es muy natural, de hecho ya la

hemos visto anterliormente en la demostracién del lema 2.3.4 si

tomamos el caso particular de una trayectoria cerrada.

Veamos estbo nuevamente. sea (X.x0) definimos
f-:p~1(x0) => p-1(xo0)
de la forma sigulente, s1 KXo p-1(x0), sea f:I -> X el levanta—

miento de f con punto inicial en %o, definimos - (%o)=f(l). Por

la unicidad de levantamientos al espaclo de revestimlento f-

estad bien definida.

Obsérvese que f-{x0) &s nuevamente un elemento de p-1(x0).

Ya que (f g)-=f- g, la relacidén f -> £- define una accidn

del grupo (X,%x0) sobre el conjunte p-1(xc).

A continuacibn veremos en el sigulente teorema aue esta

accidn es transitiva.

Teorecma 3.2.1 El grupo : (X,x) actua transitivamente sobre el

conjunto p-l(x).

Demostracidn.

Sean Ko ,¥%¥1 X arbiltrarios, ya aue X es conectable por tra-
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yectorias existe una.clase de tLrayectorias f en X wuniendo Xo y
K1 . Sea T=zpuaf, asd f es la clasec de equivalencian de trayvectorias

cerradas y f£-(%0 )=%1, por lo tanto la accidn es transitiva.

tros resultados de gran importancia son los sigulentes:

Teorema 3.2.2 Sean (X,p) un reveétimiento de X v %0 ,
p3l p-1(x0) dos puntos arbitrarios de la fibra. Entonces exlste
w  Aut(X,p) tal que w(Xo)=%1 si y s8blo s3i para toda clase F
de +trayectorias uniendo Xo y %1,

p#(f) N(H) donde H=ps (X,%0)
y donde
N(H)={g (X.xe): g (X,x0) g-1= (X.x0)}
es el normalizador de H en (X,x0).

Demostracidn,

Supongamos gque existe w Aut(X,p) tal que w(Xo)=%1. Sea f
una clase de trayectorias uniendo Xo a Xi1. Ya que w es un auto-
’ﬁorfismo p w=p, luego pasando a los homomorfismos inducidos tene-
mos

H=ps (X,%0 )=p# ws (X,Xo )=Ps (X,Z%1)=f-1 H T
bdonde fzps(£), asl £ N(H).

Reclprocamente, sea f uwna clase de trayectorias uniendo Xo

y 1y f=ps(f). Supongamcé que f£ N(H), es decir,
£-1 ps (X,%0) f=ps# (X,5%0).
Aplicando ahora el teorema 3.1.4 concluimos que existe un

isomorfismo w:(X,%0) -> (X,%1) de agqui gue w Aut(X,p).



Tecorema 3.2.3 Sea H=ps (X,%0) (X,x0), N(H) el normaliza-
dor de H en (X,x0). Entonces Aut(X,p) = N(U)/H.

Demostracion,

Sea f:Aut(X,p) -> p-l(x0) la funcidn definida como sigue:

f(w)=w(R0). Esta funciodtn es inyectiva yva que si F(w)=f(w’'), enton-

ces W(Xo)z=w’(H0). Pero w y w’ son automorfismos, asi p w=p y

p Ww'=2p., Aplicando ahora el 1lema 2.3.2 se tiene que w=w',
Consideremos ahora la funciodn F: (X,%0) -> p-1(%0) definida

como F(£)=f-(Re), donde %0 e=2 un punto fijo en la tibra. Ya que

la accidén sobre p-1(x0) es transitiva podemos conclulr que ¥ es

suparayectiva, .

Supongamos ahora que F(f£)=F(g), asl f-(%o)=g (%) por lo tan-
to (g~ )1 £-(X0)=Xo. En vista de la unicidad del levantamiento te-
nemos que g-1 f H=ps (X,R0), de agqui gque TF: (X,x0)/H -> p‘l(xo)
define una funcidén biyectiva.

Sea IF-:=F-1 f:Aut(x.;; -> (X,x0)/H, de la forma en que estéa

definida F- vemos claramente que é&sta es inyectiva.

Una forma alternativa de describir a '~ la cual nos permitira

ver mas facllmente culdl =3 su Imagen y adembds utilizaremos mas tar-

de es la slguiente:

Sea w  Aut(X,p), w(Ro) p-i(x0), y F una clase de trayecto-

rias uniendo Ko y w(Xe), entonces TI=pe(f) es un elemento de



(X,x0). Con esta notacion observamos que TF-(w)=H .

. Aplicando ahora el teorema 3.2.2 observamos qQue f=p# (L) en reali-

dad es un elemento de N(H) asi la imagen del mapec F- es N(H)/H.

Por lo tanto F-:Aut(X,,P) -> N(H)/H es una funcidén biyectiva.

Ahora lo Unico que nos falta por checar es gue F- es un homo-

moxfismo.

Sean w,w’ Aut(X,p), h wuna trayectoria en X uniendo %o ¥y

w(X0) v J una trayectoria uniendo %o VY w(%0); entonces w' h es

una trayectoria en X que une w'(Ro0) a w’ w(He) y j¥(w’ h) es una

trayectoria que une X y w’ w(Xo). Utilizando ahora la descrip-

cion alternativa de F- dada anteriormente y Thaciende h=Lhl, 3j=[3]
tenemos que

F-(w’ w)=H(ps(J w’ #)=H(pesJ) H(psh)=F-(w’) F‘(w),.
@s un isomorfismo.

locual demuestra que F-:Aut (X,p) -> N(il)/H

La definicion siguiente, de revestimiento regular, nos propor-

.. clonaréd resultados que se usan ay frecuentemente.

Definicion. Se dice que un revestimiento (X,p) de X es xegulsax

81 pr. (X,R0) es un subgrupo normal de (X.xo0).

Inos corolarios inmediatos al teorema anterior son los si-

guientes.

Corolario 3.2.4 Gea (X,p) un revestimiento regular de X, en-

tonces Aut(X,p)Z (X,x0)/pe (X,%0) para cualquier o elemento de



p~1(x0).

Demostracion.

Ya aque (X,p) es regular, ps (X,%0) es un subgrupo normal

de (X,%0) para todo %o p-1l(x0), por lo tanto para todo %o p-1 (%0 )

N(ps (X,R0))= (X,x0),
aplicandoe ahora el teorema 3.2.3 obtenemos que

Aut(X,p)= (X,x0)/pe (X,%0).

Corolario 3.2.5 Sea (X,p) un revestimiento universal de X,

entonces Aul(X,p)= (X.x0).

Demostracion,
Ya aque (X,p) es un revestimiento universal, (X,%0) es el
grupo trivial para todo o p-!(xo0), de donde p# (X,%0) también es

trivial, asi (X,x0) /D% (X,% )2 (X,x0). Aplicando ahora el

corolario anterior obtenemos qQue Aut(X,p)% (X,xo0).
Ejemplos 3.2.8

a) Considerémos el revestimiento.(R,p) del circulo St, defi-~
nido por p(t)=(sen t,cos t), para todo t R, Ya que R es simplemen-
te conexo, (R,p) es un revestimiento universal de S5!. Determinemos
el grupo de automorfismos de este revestimiento. De la periodici-
dad de las funciones sen t & cos t, Tn:R -> R definida por
Th(t)=t+2 n e3 un automorfismo, para toda n. M4s at@n, 81 x es un
punto cualquiera de &1 ¥ 1 y tz son dos puntos arbitrarios de

p-1(x) entonces existe un enbtero n tal que Tou(i1)=tz. Esto



implica que todo automorfismo de revestimiento e¢s una Tn. Puesto

que el grupo {Tn:n Z} es C¥clioo infinito, el corclario 3.2.5 nos
.dice que (51) 'es cilclico infinito. Lsta es otra forma de

demostrar-que (Si1) = 7.

»

b) Sea p:52 -> P la proyeccion natural de 1a 2-esfera en su
espacio cociente, el plano proyectivo; entonces (52,p) es un reves-
timiento de P, ya gue 52 es simplemente conexo, este revestimiengo
es universal. En este caso el mapeo antipodal T:52 -> $2 definido
por T(x,y,z)=(-x,~-y,=-z2) genera el grupo Aut(S2,p). Aplicando ahora

el corolario 3.2.4 podemos concluir que el grupo fundamental de P

es isomorfo a Z2.

Sea (X,p) un revestimiento de X, ya que p es una funcién

abierta, X tiene la topologla cociente inducida por p. Asi podemos
aonsiderar a X como el resultado de aplicar un proceso de identi-

ficacitn a los puntos de X, esto es, para cada x X €l conjunto

~de puntos p-1(x) se identifica, bajo p, a un séle punto. Hemos

visto que el grupo de automorfismos Aut(X,p) permuta los puntos
del conjunto Pp-1(x). Pero en general no es5 cierto que el espacio
cociente X/Aut(X,p) sea homeomorfo a X, ya que pueden existir

‘puntos %,¥ p-l(x) para los cuales no exisve ningln automortismo

w Aut(X,p) tal que w(X)=¢, es5 decly, no siempre podemos decir
que el grupo de automorfismos Aut(X,p) actua transitivamente sobre

p-1(x).



Una condicidn necesaria y suficlente para due esto ocurra no

la proporciona el siguiente.

Teorema 3.2.7 Sea (X,p) un revestimiento de X. El grupo de
avtomorfismos Aut(X,p) actua transitivamente sobre p-1(x), x X,
si ¥y sdlo si (X,p) es un revestimiento regular de X.

Demostracioédn.,

Supongamos que Aut(X,p) actua transitivamente sobre la éibra
p~l(x0) ¥ sea T (X,x0). Un levantamiento de f (témese a8 f mismo
como el representante de su clase) es una trayvectoria que une los
puntos %o y X1, donde Zo,X1 p l(x0). Sea w un uutomorfismo tal que
w(fKo0)=%1, analizando la demostracidén del teorema 3.2.2 vemos que
ps  (X,Ro)=f-1 psr (X,%) f asi H=Ff-1 H Y para toda ¢ (X,x%0),

es decir, (X,p) es un revestimiento regular.

Reciprocamente, s1 (X,p) €8 un revestimiento regular
Hz=ps# (X,%0) es un  subgrupe normal de N(H)= (X.x0). Aplicando
el +teorema 3.2.2. obtenemos que Autbt(X,p) actua  transitivamente

sobre p-1(x0).

Una consecuencia inmedianta del resultado anterior es gue s8i
(X, p) es un revestimiento regular de X, entonces X es homeomorfo
al espacio cociente X/Aut(X.p), donde la relacidn de equivalen-
cia que lo define es la siguiente: decimos gque RXRo, 1 X son

equivalentes si y sd&lo si existe w Aubt(X.p) tal que w(%o )=fR1.

En base a lo anterior surge una pregunta bastante natural:
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Sea X un espacilo topoldgico y G un grupo de homeomorfismos de X.

Sea p:X -> X/G la proyeccidn natursl de X sobre el espacio co-

ciente. } Bajo qué condicieones (X,p) s un revestimlento regular

de X/G con G=Aut(X,p) ?.
Analicemos un’ poco la pregunta anterior.

Si (X, p) es un revestimiento regular de X, entonces

Aut(X,p) acta sobre X sin puntos filjos. Ademéas la dSrbita de

todo punto R X de la accidn del grupo Aut(X,p) es un subgrupo

cerrado y discreto de X. Es mas, se ticne la siguiente condicidn:

todo punto £ X tiene unam vecindad U tal que si w,w’ Aubt(X,p) ¥

w=w', entonces w(U) w”(U)=0. Basta considerar una vecindad
clemental U de x=p(%) y +tomar una componente U de p-1(U) que
contenga a X,

Esto nos lleva directamente a la sigulente:

i

Definicion., Sca G un grupo de homeomorfismos de un espacio Y,

. Se dice que G actﬁa‘pgggjgmgnxﬁ dizecontinnapente sobre Y si para
"todo y Y, existe una vecindad V de y tal que si g1.,82 G ¥

g1 =gz, entonces g1 (V) g2 (V)=0.

)

Obsérvese que esta condicidn implica gue G actha sin puntes

fijos, es decir, s1 g G es tal que g(y)=y, entonces é:id.

En base a las cobservaciones anteriores podemos responder. a la

pregunta,anteriormente planteada, con el siguiente:



Tecorema 3.2.8 Sea Y un espacio conoxo y localmente conecta-
ble por trayectorias, @ un grupo proplamente discontinuo de homeo-
morfismos de Y. Entonces la proyeccion canénica p:Y¥ -» Y/G es una
proyecclon de revestimiento ¥y (¥Y,p) es un revestimiegto regular de
Y. Ademas G=Aut(Y,p). ‘

Demostracioén.

Un resultado importante de topologia dice gue si p:X -> X/G
es la proyeccidn natuxal, p es ablerta si y s6lo si G(U)= g(U).
donde la unidén se toma sobre todos los elementos de &, para todo
ablierto U en X [9] (pag. 125). Para mostrar lo requerido, sea U
un abierto de X arbitrario. Ya que G es un grupo propiamente

discontinuo de homeomorfismos G(U) es wuna union de abiertos

¥ por lo tanto es abierto. Asi, p es una funciétn ablerta.

Sea ahora x Y/G y ¥y p~1(x). Por hipdtesis existe una vecindad
V de ¥, que podemos suponer ablerta y conectable por trayectorias
tal que si g1 .82 G y gi1=g2, entonces @1 (V) g2(V)=0.

' Sea W=p(V), W s una vecindad de x abilerta y conectable por
trayectorias ﬁ ademés p-1 (W)= g(V) donde la unidén se toma sobre
todos los elementos de G. Una restriccidén plg(Vy:g(V) -> W es con-
tinua abierta y biyectiva, por lo tanto un homecmorfismo. De aqul
concluimos que W es una vecindad elemental de x en Y/G y puesto
que x fue arbitrario, concluimos que P:Y -> Y/G es una proyeccibn

de revestimiento.

Pero G Aut(Y,p) ¥ como & actua transitivamente sobre la fi-

bra p-1(x), si w Aut(Y.p) es tal que w(yo)=y1, donde yo,y1 p-1(x),



existe g G tal que g(yo)=y1 por lo tanto G=Aut(Y,p?l.
Por altimo. vya aue G actiia transitivamenis sobre la fibra
P 1 (x) ¥ aplicando el teorema 3,2.7 obtenemos dque (Y,p) es un re-

vestimienlo regular.

Ejemplos 3.2.9

a) Sea Y=R y para cada enlero n, wnilR -> R definida como
wn (X)=x+tn. Bea G={wn:n Z}. Intonces G es8 un grupo propiamente
discontinuo de homeomorfismos de R; en efecto, si parma cada ¥ R

tomamos por vecindad elemental U el intervale sbierte (x-1/2,x+1/2),
los abiertos wn(U) son ajenos dos a dos. Entonces por el teorema

que acabamos de demostrar R es un revestimiento regular del espa-
cio cociente R/G. Pero R/GZS1. Con este resultado hemos demostrado

nuevamente que la cubierta universal de S1 es IR.

H) Bea Y=8n, la n-esfera en I+l y sea T:8n ~> G0 la Tfuncidn
antipodal definida por T(x)z-x, para todo x Sn., Ya gque T2 es la
identidad, T genera un grupo G de homeomorfismos de 81 que es un
grupo clclico de orden dos. Y puesto que G es propiamente discon-
tinue, aplicando nuevamnente el teorema 3.2.8 vemos que, Sw es el
espacio de revestimiento del n-espacio proyectivo real on /G,
Puesto gque S0 es simplemeﬁte conexo, el revestimiento es univer-
sal vy asi el grupro fundumental del n-espacio proyectivo real es

clclico de orden dos.

a7 -



3.3 Existencia de Revestimientos y el Teorcma de Clasiflicacion.

Hemos visto hasta el momento que un revestimiento (X,p) de X
estd Gnicamente determinado, salvo isomorfismos, por la clase de
conjugacidn del subgrupo p# (X.X) de (X,x). Estos nos da 1la
pauta para preguntarnos qué pasa sl tenemos un espacio topoldgico
X ¥y una clase de conjugacidn de (X, x), sexistir& un revestimiento
(X,p) de X tal que pr (X,%) pertenczca a la clase de conjugaciodn
dada ?. La respuesta a esta pregunta es sl en caso de que en X se

verifiquen algunas hipdétesis adiclonales.

Veamos ahora qué tipo de condicliones sdiclonales tlene que sa-

tisfacer X para que se cunpla lo deseado.

81 existe un revestimiente (X,p) de X, entonces las vedinda-
des elementales de un punto arbitrario x X tienen la siguiente pro-
piedad. Sea U una vecindad elemental de x X, & p-1(x), U una com-
ponente de p-1(0) que contiene al punto X, i:U -» X e 1':U0 -»> X

las incluciones, entonces tenemos el siguiente diagrama conmutati-

. Vo
i’
(U, %) ~——m— e > (X, X)
p“l p“
(U, X) ——mmmmmm e > (X, %)
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Ya gque (X,x)=id. y pt’ es un isomorfismo, ip=ps dis’' ps’-1

es el homomorfismo trivial. Pero esto significa que toda trayec-

toria cerrada en U se deforma en X a un punto.

El ana&alisis anterior nos 1lleva naturalmente s la siguliente:

Definicion 3.3.1 Sea X un espacio conexo y localmente conec-
table por trayectorias, y x X arbitrario. Un abierto U conectable
por trayectorias tal que x U, se dice una vecindad bagjca de x si
el homomorfismo inducide is: (U,x) -> (X,x) es trivial.

Si cada x X tiene una vecindad basica, entonces se dice gue X

es semilocalmente simplemente conexa.

1 an&lisis anterior muestra que una condicidn necesaria para
que el espacio topolégico X, conexe y localmente conectable por
trayectorias, admita un revestimiento universal es que X sed un
espacio semilocalmente simplemente conexo. Veremos a  continuacliodn

que esta condicidén también es suficiente.

Pero antes introduciremos la nocidén de grupoide fundamental

G(X) del espacio X gue utilizaremos a continuacidn.

G(X) es definido como €l espacio cociente de
C(I.X)y={f:1I > X : t es una trayectoria en X}
médulo la relacldn de egquivalencia ¥ = rel {0,1F ", Asgl, los ele-

mentos de G(X) son las <clases de homotopla (rel 0,1}1) de trayvec-—



torias g:I -> X uniendo dos puntos arbitrarios en X.

Teorema 3.3.2 Sea X un espacio conexo, localmente conectable
por trayectorias y semilocalmente simplemente cownexa, entonces X

admite un revestimiento universal.

Demostracidy,

Sea G(X) el grupoide fundamental de X y xo0 X un punto base,

definimos X={f G(X):el punto iniclal de f sea xo} ¥ p:X -> X

como p(Li=punto final de f.

Nuestro siguiente propésito e3 convertir a X en un espacio

topoldgico conectable por trayectorins y mostrar que piX -> X es

~una funcidn aeoptinua y abierta.

Para ¢sto, definimos para cada f Xy U una vecindad basica
de x=p(t), definimos el subeconjunto (£,U) X como sigue: ’

(£, U0)={f#%g : g G(U) ¥y g T(U,x)}, donde &(U.x) es el conjunto
de trayectorias gque unen x=p(f) a algan punto de U.

Mediante estos conjuntos definiremos una topologlia en X, mos-

trando que {(£f,U)}, con U una vecindad basica, constituyve un siste-

ma fundamental de vecindades para f.

i) Ya que f=f*xid en x se tiene que (£,U)=0.

ii) 81 £f* (£.,U), entonces (f’',U0)=(f,U0).

IEn efecto, ya que existe g’ tal que f'=f*xg’, si f" (£’,U), en-
tonces exliste g" tal gue f"=1’kg"=(Lfxg kg =Lk (g’ *g") que es un

elemento de (f,U) asi, (£',U0) (f,0). An&dlogamente como



f=f’*g' -1 (£’ ,0)
se sigue que (£,U) (f’,U) de donde podemos concluir que
(£.0)=(£7,U).
iii) bPadas (£,U) y (£,0’), sea U" una componente conecta-
ble por trayectorias de U U’ gue contenga a x=p(f), entonces U"

es una vecindad basgica, y (f,0") (f,u) (£,0°).

Estas propledades muestran que
{(£,0):0 es vecindad basica en x}
constituye un sistema fundamental de veclindades para f.
iste sistema fundamental le proporciona a X una topologia.

Denotemos por el mismo simboloe X el sspacio Lopolégico.

iv) p:X ~-> X es conbtinua y abierta.
Sea f X arbitrario y U una vecindad basica de p(f) X, enton-
ces p(f,U)=U. Por tanto p es continua en f y ya gque p(f,U) es una

vecindad de x=p(f), p es abicrta.

v) Veamos ahora que X es eoﬂectable por Lrayvectorias, demos-
trando que 1id en x0 (es declr, id:X -> X definida por id(X)=xo0),
xo X puede ser unida mediante una trayectoria en X a cual-
quier punto f X.

Sea £:I -> X un representante de la clase de f. Para cada
s [0,1] definimos fus (t)=f(st), t [0,17, f=s une  xo cen f(s) y
[fol=id en %0 y [fi1l=f.

Sea T’:1 -> X, definida como sigue: f’(s)=[fs]l=tfa.



Obviamente £’(0)=id en %o, £’ (1)=f y p f’(s)=f(s) se cumple.
Para terminar nos falta demostrar que f’' es continua en todo I. Pa-
ra verificar ésto, ses so I un punto arbitrario. Sea U una vecin-
dad basica de f(so0), por la continuidad de f existe >0 txl aque
si is-s0 )< , entonces f(s) U, de donde para ts—-s0 1< tenemos
que fs (fso ,U) y £’ (s)=fs es continua en so.

Asli f’:1 -> X es una trayectoria uniendo id. en xo y f por 1lo
tanto X es conectable por trayectorias.

Debidoe a lo anterior. para probar el teorema debemos demos-
trar que (X,p) es en realidad un revestimiento de X y ademas que
es universal. Para este fin demostraremos en primer lugar que

pi(f.U) es un homeomorfismo de (f,U) sobre U.

Hemos visto que p(£,U0)=U0 ,asl p!(f,U) es una funcidbn suprayec-
tiva. Supongamos ahora gue fixg, f*xg’ (f,U0) tal que p(t*xg)=p(fxg’),
entonces g g’-1 (U,x) donde x=p(f). Ya que is: (U,x) -> (X,x) es

trivial isg=isg’. Asl en G(X) f#g=f#*g’. Ahora. ya que p es conti-

nua, abierta y biyectiva p!(£f,U) es homeomorfismo de (f,U) sobre U.

Ahora mostraremos que las vecindades elementales gue necesi-

tamos son precisamente las vecindades basicsas.

En efecto, ya que p-1(U)= (fi ,U) donde {fi} es el subconjun-
to de elementos de G(X) wuniendo %0 y x, ya que pl(f,U) es un ho-
meomorfismo, para demostrar lo regquerido basta verificar qQue los

(fi .1]) son Aajenos.




Si g (£f:i,0) (£f5,U), entonces por i}
(g,U)=(£f1,0) y (g,U)=(£;,0)
de donde (£fi,U0)=(£3,U).

Por lo tanto p:X -> X es una proveccioén de revestimiento.

Para terminar con la demostracion probaremos gaue X es simple-

mente conexo.

Tomemos un punto base %o=id en %0 y seama f (X,%0). Sea f un
representante de la clase de trayectorias f=ps(f). Entonces la
trayectoria f£":1 -> X definida como antes por s ~> fs une %o &
f y cubre f(s). Ya gque f=ps#(f’), se sigue gue la clase de f" debe
coincidir con la de f’ y asi en el punto final de £, f"(1)=f1=f.
For 1o tante f es el elemento identidad en (X,x0). Ademas como
p# es un monomorfismo, se tiene gque f’=1 v va gque f fue arbitra-

rio por tanto (X.%o)={1}.

Hemos demostrado hasta el momento la.existencia de un reves-
timiento universal para X. El siguiente teorema nos dice que basta
'
conncer este resultado para poder contestar la pregunta planteada
anteriormente.

Veamos primero la siguiente:

Definicion Sea (X,p) un revestimiento de X. diremos que (X,p)

correspande a la __clase de conjugacidy de B (X.x0) si existe

R p-lixo) tal que ws (X.¥#E1 1=t



Teorema 3.3.3. Sea X un espacio topolbgico conexo y local-
mente conectable por trayectorias. Si X admite un revestimiento
universal, entonces para todo subgrapo H (X,x0) "existe un re-

vestimiento (X,p) que corresponde a la clase de conjugaciéyn de H

en (X,x0).

Demostracién,

Sea (Y,q) un revestimiento universal de X. Como Y es simple-
mente conexo, el isomorfismoe del teorema 3.2.3 F-=F-1 f nos da que
F- :Aut(Y,q} -> (X,%0) es un isomorfismo.

Sea G el subgrupo de Aut(Y,q) definido por G=(I'-)-1(H); enton-
ces F-{G:G = H.

I'ijando yo g-1(x0) podemos factorizar la funcioén F- como sSi-

Aut(Y,q) -=—-—--—--~ > q-1(x0) -=—-———~—— > (X, x0)

Este isomorfismo puede ser descrito de la manera siguiente:

F-(w)=f si y s0lo si wiyo)=f(1), es decir, es igual al extremo fi-

nal del levantamiento de f con punto inicial yo.

Ya gue Aut(Y,q) actnag =in puntos fijos G Aut(Y¥Y,q) €3 un gru-
po totalmente discontinuo de homeomorfismos Y. Sea X=Y/G. Apli-
cando ahora. el teorema 3.2.8 vemos que la proyeccién candnica
r:¥Y -> X es un revestimiento (universal) sobre X.

Sea piX -> X la funcién inducida por a. Entonces tenemos el



siguiente diagrama conmutativao:
r

B > X=Y/G

X
Afirmamos Que p es una proyeccidn de revestimiento. En efectb,
si U es una vecindad elemental de x X, entonces g-1(U)= Uk. Pero-
el subgrupe G permuta los Uk por homeomorfismos

p-1(U)=r{ Uxl=[ Ukli/G= U';, § pt(x).
Cacda U;’ZUk para algin ki y qiUic:Uk=U,

As  piUj’=(qQlUk) (r!Uk)-1:U;’ -> U es un homeomorfismo, por

tanto p:X -> X es una proyeccidn de revestimiento.

Para terminar, lo unico gue nos falta demostrar es que

p# (X,x0)=H para algin xo0 p-1 (x0).
Sea £  (X,%0) donde Ro=r(yo).

Por el analisis descrito de la funcién -, pe(f) H si y sélo
si existe w G tal que w(yo)=f-(yo)=f(1), donde f es el levanta-

miento de £ ocon punto inicial yo.



¥Ya gque Y es simplemente conexo, Aut(Y,p) = (X). Y puesto

que (X1 actla en r-1(¥c) y come f-(yo)=£f(1), Lenemos aque existe
w G tal que w(yo)=f(l), lo cual guecriamos demostrar: Por lo tanto

ps (X,% )=H.

Combinando ahora el f1eorema .1.4 y &zte vltime teorema pode-
mos enunciar el teorema de clasificacidn con el cual finalizamos

el capltulo.

Teorema 3.3.4 Sea X un espacio topolbgico conexo, localmente
conectable por +travectorias y semilocalmente simplemente conexo.
Entonces a toda clase de conjugacidn de un subgrupo H (X,x0) 1le
corresponde un revestimiento (X,p) de X, es decir existe X1 p-1(x0)
tal que p# (X,X1)=H. Ademis dos revestimientos de este tipo seré&n
isomorfos si y sdlo siiéstos corresponden @ la misma clase de  con-

Jugacidn del subgrupoc H (X,300.



4. Superficies de Riemann,

Definicion 4.1 Una Superficie de FERiemann es un espacio topo-
lédgico Hansdorff conexo S junte con una cubierta abilerta {Ui} de
S y una familia de homeomorfismos {zi}, donde cada zi esta defini-
do de Ui S al abierto Vi=zi{Uil C, donde eata familia cumple
ademés con la sigulente propiedad: para todo 1,3 tal gue Ui J; =0,
1a composicién de homeomorfismos

zj zi~l:zi (W Uj) -> zi (Ui Ui

es conforme.

LLa familia {(Ui.,2i )} es llamada upa estructura conforme sobre

la Superficie §. Un par arbitrario (U,z), donde U es un abierto de
S y z es un homeomorfismo de U sobre un conjunto abierto V del pla-

no complejo se dice que es compatible con la_ estructura conforme

{(0i ,2i )} si podemos adicionar (U,z) a {(Ui.zi)} y que =l resulta-

.

dao siga siendo una estructura conforme para S
Das estructuras conformes {(Ui . .z2i)} y {(Ui . %)} sobre la
mismo espacio topoldgico &€ se dice gue son_eauivalentes si todo

par (Ui, zi) es compatible <¢on l1la estructura {(Ui.Zi)}.

G Jdice que das Buperticices de Riemann



N Th R I = .

S=(S,{(Ui ,z2i )Yy ¥y S=(3,{(Ui ,25)1})

son_eauivalentes si como espacio topolépico son iguales y  ademés

tienen estructuras conformes equivalentes.

Para simplificar la notacibdn utilizaremos sblamente S para de-—
notar la Superficie de Riemann, ¥ a {(Ui ,2zi )} le llamaremos usual-

mente un_sishema de cartas coordenadas y a la composicibdn de homeo-

morfismos =z (2i)-1 definidos en Wi Uj=0 se les llamaras funciones

2

de tvansicidrn.

Liemplos 4.1.1

2) El ejemplo mias sencillo de una  Superficie de Riemann no
compacta es el plano compleio. La Unica carta coordenada (C,id)
define la estructura conforme sobre C.

b) 81 & es una Superficie de Riemann. entonces cualquier sub-
conjunto ablierto ¥y conexe D de S es también una Superficie de Rie-
mann. El sistema de cartas coordenadas de D es obtenido restrin-
giendo el sistema de cartas coordenadas de S a D. Asi todo
conjunto abierto conexo (es decir, un dominio) de C es también
una Superficie de Riemann.

c) La compactificacioén a wun punto C { 1. de C. normalmente
conacida como el plano_extendido o la esfera de Riemapn, es el
ejemplo méas sencillo de una Superficie de Riemann compacta.

Agqui {{U1.21),(02.22)Y} es un sistema de cartas coorderiadas
donde U1 =C, Uz2=C\{0} { 3}, za(a)zz ¥ z2(za)=1/=a.

Las funciones de t

o las siguiantes:
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rara 1,35 {0,1%t & i=zj i At izs (M 2y -> =i (¢ Uz2) esthd defi-
nida e
z2j (zi)-i(z)=1/=z
para todo =z zi (Ui Uz)l
Y para i {0,311 =2i (zi)-1:zi(Ui) -> zi (Ui) esta definida como
zi (zi)"1(z)==

para todo z zi (Ui ).

4.2 La imagen simé&trica de una Superficic de Riemann y la do-

ble de una Superficie de Riemann con borde.

Definicion 4.2.1 Una Superficie de Rismann con borde £ es un
espacio topoldgico Hausdorff conexo junto con una cubierta abier-
ta {Ui} se S ¥ una familia de homeomortismos {zi} donde, para
cada i. =z, definido en Ui, mapea éste sobre un subconjunto relati-
vamente abierto Vi del semiplano cerrado de C definido como el
subconjunto de puntos z=x+iy de C tales que y>0. Ademés esta fami-
lia de homeomorfismos cumple con la siguiente propiedad: para
todo i,j tales que Ui U;=0, =23 (=zi)-1 es conforme en los puntos

en los puntos interiores de Vi =zi (Ui ).

Si un punte P § es mapeado por un homeomorfismo zi a algan
punto x del eje real, todo homeomorfismo de la familia {zi } defini-
do en P Liene la misma propiedad. El conjunto B, de puntos de S,

2on esa propledad forman el bharde de la Superficie de Riemann S.



ID!I borde, Junta con las  restricciones a &1 de los

homeomorfismos zi forman una variedad de dimensidn uno no

nzcesariamente conexa.

Sea ©S=(S5,{Ui .zi}1) una Superficie de Riemann (con borde o sin
€1}, para cada i, definamos =zi~:=vr 3i, donde r(z)=z es la reflec-
cidén del plano complejo sobre el eje real. Notese que zi- eg tam-

bién un homeomorfismo.

Definicidn 4.2.2 La _imsgen simétrica _do S esté definida para

ser la Superficie S-=(S,{(Ui,zi-)}).

Obsé&rvese gue la Superficie S-  es nuevamente una Superficie

de Riemann ya que para todo 1,3 tal que Ui Ui=0 los homeomorfis-—

=5” (zi~)~1:izi- (Ui Us) => 25— (W Ui)

son conformes.

A continuacidn veremos que 1la en simé&trica S- de una

o

ma

1]

Superficie de Riemann con borde S puede ser pegada, a lo largo de

g

los puntos de &ste , a la Superficie de Riemann originsl obtenien-—

do una nucva Superficie.

P=finamos S#  como €l conjunto formado de la unidn ajena de
S y 8-, vistos como espacios topoldgicos, con cada  punto P del

borde de § idoentificado con s imagen siwmétrica - del borde de S5-.



Daremos a ©# una esltructura conforme de la forma siguiente:
la cubierta abierta aque vamos a considerar contiene todos los
conjuntos abiertos Ui S aque no contienen puntos del borde y de
sus imidgenes simétricas Ui - . Ademis agregamos los  ablertos que
construiremos como sigue: Si Uj contiene algin punto del borde

de 5. consideramos Uj;- (la imagen simétrica de Uj), el abierto en

S sera U U; - con los puntos del borde identificados (véase lsu

siguiente figura).

Asi formamos una cubierta abierta para S# de los abiertos ya
menc ionados.

Definamos ahora, para cada elemento de esa cubierta los homeo-
morfismos correspondientes.

Para cada Ui que no contenga puntos del borde de S tomemos
el homeomorfismo =i de la estructura de 8, anAlogamesnte para ca-
da Ui~ que no contenga puntos del borde de S~ tomemaos el homeomor-
fismo =2i-.

Para los abhiertos en Ss formados por la unidn Uj Uj- (con
los puntos del borde identificados) definimos el homeomorfismo zsj

tal aque

aui o =o) oy owy (Ui-=ai-



ya i sobre los punteos del horde aj vy

morfismo estd bien definido.

Lo Ynico gque nos

falta por demoztrar es

2j- coinciden, este homeo-

gque sl dos de esos a-

biertos se intersectan (véase la sigulente figura) el map

z#j (zw#s )~

es un homeomorfismo conforme.

Peroe easto es evidentemente cierto

restringido a los conjuntos z#i (Ui Uj)
vamente es conforme y adembs coinciden
continuacidn analitica =zs; (zZsi)-1 =¥

Por lo tanto O Junto con

de  Riemann. Lsta Superficie es llomada

de B.

4.3 Mapeos

Definicién 4.3.1 Un map continue f

de Riemann es llamado holomorfo (o analitico)

nada local (U,z) sobre

con 0 F-1{(0’V¥=0, el map =z’ f
holomorfo como map de C en C. El map
&Eate es tombhién anoe a uno y sobre,
e map holomorfs  £:5 ->» O es
— 52 P

S y toda coordenada local

z-1:z(U

llamado

va que este homeomorfismo

v zsi (Ui#* U3*+) respecti-
sobre el edje real asl por

conforme .

esta estructura es una Superficie

la doble de 8 a 1o largo

holomorfos sobre Superficies de Riemann.

S ->» §' entre Superficies

=i para toda coorde-
(U’ ,z2') sobre S’
f-1(U’) ~-> =°(0’) es
f es llamado . conforme si

ana  funaidn holomonts



= S Un map holomoxfo £:5 -» C [ 1 es llamado una funeidn meromoxr-—

fa en 5.

Un resultado bastante importante y cuya demostracioy es prac-

ticamente trivial es el siguiente:

Teorema 4.3.2 Sean S y S’ Superficies de Riemann con S compac-
ta. Sea f:8 -> &' un map holomorfa. Entonces f es constante o su
prayectiva (en el Ultimo caso S’ también e&s compacta).

Demostracidy,

Ya que un map holomorfo es un map abierto, si f no es constan-
te, entonces f(S) es abierto en S’. Sabemos ademds, que la imagen
continua de un conjunto compacto es compacta, por lo tanto £(S)
es un conjunto compacto de S'. FPero ya que en un espacio Hausdorff

todoe compacto es cerrado, £(5) es cerredo en $’. Por lo tanto f(S)

es abierto y cerrado en 8’. que es un espacio conexo, de aquil gue

H

(S8)=8". Por lo tanto f es suprayectiva.

Consideremos ahora un map holomorfo f£:S -> 8’ entre Super-
ficies de Riemann. Séa P S, elijamos una coordenada local 2Z en S
anulaéndose en P (es decir, E(F);O\ y otra Z’° an 3’ anul&ndose en
£(FP). En t4rminos de estas coordenadas lecales, podemos escribir

Z2'=f(Z)=n(antan+1 E+,...) con n>*0 y an=0.
Puesto qgue una funcidn holomorfa que no se anula (definida en
un disco) tiene una rama bien definida de la n-¢sima raiz, tenemos
que: existe h(Z) helomorfa tal que hi(0)=0 y (antan+1 E+. .. )=h(Z)n,

asd



g'=En hiZ)m=(35 hizyrn,
N&Stese que @ -» & h(E) ez otra coordenada local amaléndose

en P, y gue en términos de &st

fedd

el map f estis dado localmente por

oy

&

"

Bn,
Veamos ahora‘QUe el numero n esti bien definido.
Sea Z1 otra coordenada local en S anul&ndose en P. Ya que el
cambio de variable de un pardmetre - otro es conforme
Z=b1 1 thzZ12+, .. , br1=0.

Asi

E’=f(%)=(br1Z1+bzZ12+, .. )n[antan+1 (b1 B1tbaZ12+,..)+,..]
=Zin(cotc1&81+.,.),
como antes, existe hi (21 )p holomorfea anulfindose en 0 tal aue
hi (1 )1n=co+a1 21 +.. .,
asi
Z =21 h1 (B1)]n,

Nuevamente, 2 -> zh(g) define una coordenada local en P,

‘en términos de la cual f tiene la representacidn
g'=Ein,
Por lo tanto el nameroc n esth bien definido.

En tal caso escribase br (Py=u-1.
En base a este andlliasls surge la sigualsnte:

Definiciotn 4.3.3 Sea f:8 -> S’ un map holomorfo entre dos Su-

perficies de Riemann. Sean P 3. 2 ana acordenada local anuléndose



dos los Pr’ diferentes.

Ya que hay solamente un nmero finito de puntos en 8°' (véase
la relacidn de Riemann—purwitz [107) aue son im&genes de puntos de
ramificacidn de f., pasando nuevamente & una subsucesidén, si  es
necesario, para todo k y tode P f-1(Pk’) +tenemos que be (P)=0.
Pero para todo k

(bs (Px )+1)>n.

Asi f#f-1(Px’)=#{P1k .Bz2k,...,Pnkk}=nk2n. Ahora, para cada Kk,
elijamos n puntos FPi1k,Pz2k, .. Pnk del conjunto {Pi1k ,Pzk, ... ,Pnkk},

Puesto que S es compacta, para cada Jj, 1<£j<n, existe una sub-
sucesidén {Fjk} que converge a un punto limite Pj. Estos puntos no
necesariamente son distintos, si é¢stos 1o fueran, es decir, si
#{Pj }=n. ya tendriamos que (bt (P)+1)>n ya aqaue £(P;j)=P’ para
todo 3 vy be (P)>0.

Si no todos los P;j son diferentes. Sea f-1 (P’)={Pr1,Pr2,...,Prt}
donde rs=#{j:Pj=Prs}, lis§t. Obsérvese que ra=n.

Sea Prs f-1(P’) arbitrario. Es decir, Frs es el punto al
cual convergen exactamente 1s de las sucesiones {Pjkli. Ya que

¢éstas consisten de puntos diferentes ademés toda vecindad de Prs

aO

b4
tiene al un punto de cada una de é&stas f es al menos rs-a-1 en
esa vecindad, se tiene beg (Prs)+l2rs.
Ya que Prs fue arbitrario.
(be (P)+1)= (bsf(Prs)+1)> rs=n.
De aqul gue P’ Sn’ y por lo tanto Sn’ es cerrado.
Sean P’ S’ arbitrario ¥y m= (be(F)+1), asil P’ Sm’ y P’ Sm+1’,

pera ya gque S’es compacta y por tanto el Gpico subeconiunto cerrado



en Py 27 en 8 anuliudose en f(P). El nimero bf (P)=n-1 es llama-—

do el maimero_rama de £ en P, Decimos gue P es un punto de

cidbn _de £ si be (P)>0.

ramifica-

El siguiente resultado nos permitirsd concluir algunos hechos

muy ilmportantes acerca de los mapeos entre Superficies de Riemann

y de &stasg en particular.

Teorema 4.3.4 fSea £:8 -> S’ un map holomorfo no constante

entre Superficies de Riemann compactas. Entonces existe un en-
tero positivo m  tal que tode P’ 8§’ es asumido precisamnete m
veces sobre S8 por f (contando multiplicidades), es decir, para
todo P’ S,

(bf (P)+1)=m.

Demostracidn.
Para cada entero n>l, sea
Sn'={P’ 8': (be (P) +1)>n}.
Por el analisis anterior & la definicidn 4.3.3 tenemos que Sn’

es abierto. Ahora mostraremos gue Sn’ es cerrado probando gue si P!

es un punto de acumulacitn de Sn’. entonces P’ Sn’ también.
Sea pues P’ un punto de acumulacién de §. asi P'=1lim Pk’ cuan-

do k -> can Pk’ Sn'.

Supongamos sin pérdida de generalidad que hay un nﬁmero Anfi-
nito de puntos Pk’ diferentes, ya que en caso contrario P'=Fk’ Sn’
para alguna k y por tanto Sn’ seria cerrado.

Pazaondo ahora a una subsucesidn, 31 &2 necesario. tomemos to-



¥y ablerto en 3’ es todo §' o es el vacla, concluimeos que Sm’=8’ y

Sn '=0 para todo n Z\{m}. Por lo tanto para todo P’ S§°’, b (P)+1)=m,

lo gue concluye la demostraciop,

Corolario 4.3.5 S1 f es una funcidn meromorfa no constante

en 5, entonces f tiene el mismo ntmero de ceros que de polos,

Demostracién,

Ya que f es una funcidn meromorfa no congtante en 8 y C { }
es compacto, f es suprayvectiva, es decir, cubre todo C { } (Teo-~
rema 4.3.2). Asl por el teorema anterior €1 cero y el infinito

son asumidos por f exactamente el mismo nimero de veces (contanto

multiplicidades). Por lo tanto f +tiene e¢l mismo ntmero de ceros

que, de polos.
4.4 Revestimientos anulares sobre Superficies de Riemann.

En esta seccidn definiremos lo gue es el revestimiento anular

~de una Superficie de Riemann inducido por una curva cerrada homotd-

picamente no trivial en la Supertficie., También veremos algunos re-

sultados importantes acerca de una clase especial de curvas sobre

la Supertficie.

Asl pues definamos un concepto que obviamente necesitaremos.

Definicién 4.4.1 Por una_curva_en una Superficie de Riemarm S
entenderemos un map ¢: I -2 S continuo donde I es el intervalo [0,1]

del eie real.

- 57 -



e hecho tiene sentido hablar de curvas continua o diferencia-
bles ya gue estas nociones no dependen del parémetro local elegido
sobre 5. » .

D=finamos ahora el concepto de revestimiento anular de una Su-
perrficiae de Riemann.

Para é&sto, sean &  nvna Superficie de Riemann ¥y ¢ una curva
cerrada homotdpicamente no trivial, en §, con punto inicial Po (es
decir, ¢ no @s homotédpica o Po relativa a los extremos), Considere-
mos ahaora la  clase de homotopis de c¢. &€sta genera un  subgrupo
clelico infinito G=<fel> de (S,Po). Sabemos por el teorema 3.3.3
existen, un revestimiento (S,p) de S y un punto Po p-1 (Po) tales
Que: Pt (S,Po Y=G.

Como el grupo fundamental de S es ciclico infinito, esta su-

perficie es homeomorfa a un dominio del plano doblemente conexo.

A 8 1le llamaremos revestimiento anular de S _inducido wor c.

Hemos visto hasta el momento cOmo se&¢ define el revestimiento
anular S de 8 inducido por una curva cerrada. homotdpicamente
no trivial., <.

Veamos ahora que S depende UGnicamente de la clase de homoto-
pla de c. ez decir, que s8i ¢’ &3 una curva cerrada libremente homo-
toépica & o, entonces los revestimientos snulares de S induclidos

por cada una de estas curvas son isomorfos. .

Faors probar ésta, saa 2 una curva cérrada. con punto inicial



'o’ ¥ libremente homotdpics a .

Ya que ¢’ es libremente homotdpica a <. existe una deforma-
cidn continua h:IxI -> 5 tal gque

hit,0)=c(t), h(t,1)=c’ (1) ¥ h{(0,+)=h{(1,t) para todo t I.

Sea j:1I ->8 la curva de Po a Po’ definida como i(t)i=h(0,t) pa-
ra todo +t I, aplicande el 1lema 2.3.1 existe un levantamiento
3J: I ->8 de J al revestimiento anular S de S inducido por c con

punto inicial j(0G)=Po y punte final j{1)=FPo’.

For la construccion de S, existe una curva cerrada &

&
n

con punto inicial Po y que se proyecta a c.

Pero existe también un levantamiento 3’ de ¢’ ya que si
h:IxI -> 3 es un levantamiento de h a § (esto lo tenemos aplicando
el teorema 2.5.1), tenemos que

h(t.,0)=¢(t) y h(L,11=c' (%)

¥y puesto gque & es cerrada hi{G.13=h(1,0).

Lo que aqueremos probar es que h(0,1)zh(1,1), es decir, que
&’ también es mna curva cerrada.

Para &sto, consideremos ahora las funciones

h(0,t) . h(1,t):I ~> S
va que p h(0.,tl=p h(l.t) para todo t I (donde p es el map proye-
ccidn) y &stas coinciden cuando t=1, aplicando el lema 2.3.2 obte-
nemos que h(0,t)=h{1,t) para todo t I, en particular
h(0,1)=h(1.1)

y por lo tanto &’ es cerrada. -

Asi J induce un isomorfismo entre los grupes fundamentales

(8, 0y v (3,Fo) dadoe paoar



[ec] =-> j¥[clxj-1 donde fa] (S,F07)

Ya que (s corresponde a &, &7 generz a0 (S8,Po?). Por lo
tanto (S,Po ') se pr?yecta al subgrupo de (S,Po’) generado
por ¢’ lo cual significa que § es el revestimiento anular de S
inducido por <¢’, ¥y de aqul podemos concluir que S no depende de

la curva elegida en la clase de homotopilas libre.

Como una aplicacidén de los revestimientos anulares demostra-

remos el siguiente:

Lema 4.4.2 Sea ¢ una curva cerrada, homotbpicamente no tri-
vial, en una Superficie de Riemann S. Si ¢®en con n Z, entonces
n=1.

Demostracidn.

Sea S un revestimieno anular de S inducido por c. Ya que S
es uﬁ dominio doblemente conexo, é¢ste es conformemente equivalente
al anillo O<Lro<izli<r1 g del plano complejo [12]. Supongamos que S
es iguzal a este anillo. Sea & un 1evantamiento cerrado de ¢ con
punito inicial z6 arriba del punto inicial Po de <. Por definiciédn,

<[&1>» gener

B

A (S.z0). FPor lo tanto, &l nimero de vueltas de &
alrededor de z=0 debe de ser uno (con una orientacidn apropiada
de ). Asl, el levantamiento de can, el cnal es &1, debe de dar
exactamente n vueltas alrededor de 2=0. Ya que c¢®¢cn puede ser
levantada a S, tenemos que &=&n, Pero é&sto es posible unicamen-

te cuando el numero de vueltas., de ambas curvas, alrededor del ce-

ro 25 ¢l mismo. Asi n=1,



Veamos o continuacidyg que existe una relacidn estrecha entre

laos auvtomorfismos de S y los levantamientos cerrados de c.

Sean ¢ un  levantamiento cerrado de < a § y wiS ->5 an
automorfismo de S con w(zo)=z1, entonces wW(&) es también un
levantamiento cerrado de ¢ pero con punto inicial zi .

Raeciprocamente, sea & un  levantamiento cerrado de ¢ con
punto inicial zi=zo arriba de Po, si el numero de wvueltas de i,
alrededor de z=0 es5 n, entonces &i1%¢n, Proyectando sobre S
obtenemos que <c“cn, aplicando €l lems 4.4.1 obtenemos aque n=l,

Ahcora, unamos z0 a =z mediante una curva h sobre S.
Entonces h-1 & h¥& asi Mhi-1 (el Thl=[el (donde Ml es la
clase de homotopls de la proyecceidn carrads h de h) por lo tanto

hl He<led>»).,
donde N(<lel>») el normalizador de <[c]> en (S,z0).

Asil por el teorema 3.2.2, podemnos conclulir que existe W, un

automorfismoe de 3, tal gue wizo)=z1 .

Definicidn 4.4.3 Sea c¢:1 -> 8 una curva en 5. decimos que c

es_simple si para todo t1 y tz en I tal que c(tid)=c{tz2). t1=tz.

Definiecibtn 4.4.4 Una ourva cerrada simple seré llamada una

curva_dea_ Jordan.

Alhora pfoharemos dos importantes toesremas acercea de curvas de



Jordan sobre Supertficies de Eiemann, los cnales utilizaremos mag
tarde, para ¢sto necesitaremos un importante resultado conocido co-
mo el teorema de uniformizacidn que dice lo signiente:

Teorema de Uniformizacion, Sea § una Superficie de Riemann
simplemente conexa. Entonces S es conformemente equivalente a uno
de estos tres espacios:

a1 la esfera de Riemann CA\{ 1}

by el plano complejo C

c) el disco D={z C:lz!<1}

Teorema 4.4.5 Sea ¢ una curva de Jordan, en una Superficie de
Riemann arbitraria S, la cual es homotdpjcumente trivial en S. En-
tonces ¢ es la frontera de un disco D sobre S.

Demostracioén.

Supongamos Pprimero que S es conformemente eguivalente a la
esfera de Riemann ¥y sea ¢ una curva de Jordan arbitraria en S,
aplicando el Teorema de la curva de Jordan [181. ¢ acota vna re-
gidn la cual es (aplicando el teorema del mapeo de Riemunn) confor-
memente equivalente a un disco.

Supongamos ahora que S es diferente a la esfera de Riemann.
Sea & un levantamiento de ¢ al revestimiento universal (S°,p)
de S el &ual representaremos en el z-plano (el plano complejo).
Todo levantamiento de é&ste tipo es una curva de Jordan (4sta es
cerrada por el teorema de monodromia (2] ¥y ya gue los levanta-

mientos de curvas de Jordan son biyvectivos). Ya que estamas supo-



niendo gue S no es la esfera de Riemann, por el teorema de uni-
formizacion [31] de 37 es el plano o &1 disco unitario. asi ©
es la frontera de un disco D°. Ahora lo que descamos demostrar
es qQue la restriccidn de la proyveececiédn p a la cerradurs de D° es
un  homeomorfismo, con esto se demostrara gue el disco buscado es
D=9‘D').

Procedamos por contradiccién. Supongamos gue =1 Y Z2=21 Son
das puntos en la cerradura de D teniendo la misma proyeccidn, es
decir, p{z1 )=p(=a2)=Po . A

Observemos gque dos levantamientos &1, &2 de una curva de
Jordan <¢ no pueden intersectarse. Ya que si z & &z, entonces
la proyeccién Po de 2 es un punto sobre ¢. Aplicando ahora los
lemas 2.3.1 ¥y 2.3.2 tenemas que &) =@z,

Aplicando ahora el teorecma 3.2.7 podemos asumir que existe w,
avtomorfismo de §°, tal qQque w(zZi)=zz. Sea D1=w(D ). 81 S~ es con-
formemente equivalente al disco, Ww es una transformacidn lineal
parabdlica © hiperbdlica [127. Representamos & como €1 semiplano
superior, los puntos fijos correspondientes infinito ¢ cero e in-
finito respectivamente. Ya que al menos uno de los puntos z1 o z2
est4 dentro de D, podemos asumir. por un desplazamiento simultéa-
neao pequefio, que ambos puntos estédn en D', Entonces D y D71 tie-
nen el punto zz en comin, pero sus fronteras son curvas de Jordan

ajenas con la misma proyveccidn lo cual es una contradiceidén. Por

lo tanto p €es uno a uno eun D7,

=1

1 siguientie Adeorema probarid una propiedad similar a la ante-—



rior pero tomando ahora dos curvas de Jordan ajenas y libremente

homotdépicas.

Teorema 4.4.6 Sean c1 y c2 dos curvas de Jordap, ajenas y 1i-
bremente homotdpicas en una Superficie de Riemann arbitraria S,
las cuales no son homotédpicas a un punto de S. Entonces ellas aco-
tan un anillo D sobre S.

Demostraci by,

Puesto que toda curva de Jordan sobre la esfera de Riemann es
homotdpicamente trivial, no consideraremos a &sta.

Supongamos primero gque S es un tora. Sean ¢i1 ¥y cz dos curvas
de Jordan ajenas ¥y libremente homotopicazs. Ya gque S puede ser
visto como ¢l paralelogramo formado por los puntos 0,1,1+b ¥y b,
donde b C y Imb>0, con las siguientes identificaciones z -> z+1 ¥
z -> z+b, sin pérdida de generalidad podemos suponer que 1os
puntos base 21 y z2 de ci ¥y c2 respectivamente corresponden, cada
uno de ellos, a dos puntos en el paralelogramo uno en el lado
cuyos extremos son O,b ¥y el otro sobre el lade de extremos 1 y 1+b,

ya que en caso contrario los puntos estarian en los otros dos

nento serla exaclaments &1 mismo.

Ya gque c1 y c2 son ajenas y libremente homotdpicas &stas, en
el paralelogramo, acotan una banda la cual mediante las identifi-
caciones antes descritas es conformemente equivalente a un anilloe

en S acotado por c1 y c2.



Supmngamos ahora gque S no es un toro. Sea 8 el revestimiento
analar de 8 generado o asociado por c1 (y por tanto a c2). Ya
que toda cubierta de S la podemos representar como el cociente de
la cubierta universal (que en este caso es el disco unitario en C)
médualo un  subgrupoe del grupo fundamental de 8, en este caso,
médulo el grupo clelico infinito generado por la clase de homoto-
pla libre de c, 8 ser&4 representade como €l anillo. centrado en
z=z0Q en el disco unitario (disco de Poincarée).

Sean c©1 y T2 levantamientos de 1 y ez a S respectivamen-
te.

Estos levantamientos son curvas dé Jordan ajenas conteniendo el
punto =2=0 en su interior.

Asi ellas acotsn un anillo D en & ([12] pag.278)

Mostremas que la proyeccidn p de la cerradura de I es uno
a uno obteniendo asi el anillo D sobre &.

Supongamos qQue existen =z1 y =2 dos puntos diferentes en D
tales que p(z1)=p(zz2). Sin pérdida de generalidad supongamos gque
uno de los puntos, por ejemplo 21, e€s5td sobre la frontera de D,
mientras que el otro estd en D.

91 ambos puntos estaAn en D podemos hacerla siguiente: unanos



21 a €1 por una carva 1 en D, La proyeccidtn f de f1 puede ser
levantada a =2 para cbtener un arco I=2 cuyn punto final esta
en D o tfuera de éste. 51 est4 dentro de D &ste punto y el punto
de fi gque estd sobre &1 tienen la misma proyeccidn, asi utilizamos
estos dos puntos.

En c¢aso contrario, es decir, si ¢l punto final de tz
esta fuera de D acortamos t  de tal forma que fz esté dentro
de D excepto por su punto final que estard sobre 1. Asi este
punto ¥ el punto final del levantamiento de f recortada a =z1

cumplen con la condicitn requeridsa.

Asi podemos suponer que =1 &1y zz D.

Continuemos f de =z2. Ya que la cerradura de D es compacta
puede habef tnicamente un nimerco finito de puntes que tienen la
misma proyeccidén, asi la continuaclidn debe de ser cerrada degpués
de un numero finito de iteraciones. Pero é&zto contradice el hecho
de que los levantamientos cerrados son UGnlcos. Por lo tante p

es uno a uno en la cerradura de D,



5. Diferencialces Cuadraticas.
Nuestro proposito en este capiitule es definir lo que es una
diferencial cuadratica w sobre una Superficie de Riemann y anali-

zar clexrtos aspectos de ellas.

Comcncemos con la siguiente:

Definicion 5.1 Sean S=(S,{Ui .z }) una Superficie de Riemann.

Una diferencial cuadratiea merxomoxfa sobxe _§ o¢s una familia de

funciones meromorfas {wi t donde, para cada i, wi esta definida en
el dominio zi(Ui) del plano complejo y ademis cumple con la si-
guiente condicldn: para todo i.J tal que Ui Uj=0 se tiene
wi={(wj z=j ai-1)(ay =i-1)'2.
Es decir, las funciones wi(zi) y wj(zj) coinciden en el domi-
nio Ui Us excepto por un factor (zj zi-~1)’%,
Para simplificar la notacion escribimos la condiciédn anterior
como:
wi (=i )dzi 8=wj(zjldzs2.
¥ en general denotaremos por
w(z)da2

la diferencial cuadratica sobre la Superficie.
Decimos gque una diferencial cuadiratica {wil es holomorfa si
cada una de las wi lo es.

Hemos definido hasta el momento lo que es una diferencial
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cuadratica sobre una Superficie de Riemann dadn, surge entonces
la siguiente pregunta : dada una diferencial cuadratica {wil
sobre una SBupexficie de Riemann S=(s,{Ui.,zi}) ¢ gud pasa con la
diferencial cuadré&tica sl1 adiclonamos una  coordenasda  local
{0,221 compatible con la estruactura conforme dada 7.

La respuesta a esta pregunta es: se Liene gue adiclionar
una funcién definida en el dominle #(U) del plano complejo a la
diferencial cuadrdtica {wi }l. Pero la funcidu que vamos & adicionar
a la familia no puede ser una funciopn arbitraria va aue las
diferenciales cuadraticas Lienen dgue cumplir con una clerta con-
dicidn.

Asi si adicionamos esta funcidén a la familisw, el resultado
también tiene que cumplir la condicidn requerida.

Definamos # de la siguiente forma: paras cada zi tal
que U Ui =0 definimos

wa(wi zi 2-1)(zi 2 1)’2 en (U Ui).

Tenemos que ver gque W esthd bien definida. es decir. que
sl U (Us Uj)=0, entonces

B=(wi =3 8-1)(zi B-1)'2 y W=(wj =4 &Z-1)(=5 2Z-1)'2
coinciden en =z(U0 (Ui Ui,

Para #sto consideremos Ui y U;  tales que U (Ui U5)=0. Ya
que Wi ¥ wj son elementos de la diferencial

wi=(wj zj 2i“1)(zj =i-1)’2

We(wi @i S-l)(mi s-1l)':

=(wi 2§ zmi-l o zi 2-13(zj =i~ 1’2 (= B-1)’'2




=(wi z§ Z-1)(z; 8-1)’2,
Por 1o tanto la funcidn W esth bien definida y ademés si
adicionamos ésta a la familia {wil, &l resultado sigue siendo una

diferencial cuadratica sobre la Superficie.

5.2 Ejemplos de difercncialas cuadraticas.

a) Sea D es un dominio arbitrario del plano complejo, hemos
visto que (ejemplos 4.1.1) D puede ser considerado como una Super-
ficie de Riemann con la estructura ({D,id}). Una funcidyn analitica
arbitraria f, definida en D, puede ser considerada como una dife-
rencial cuadratica sobre D.

b) Sea 5 la esfera de Riemann, con la estructura

({U1,21},{Uz2,z21})
donde U1 =C , U2=C\{0} { }, z=i1=z y zz=1/z respectivamente (véase
ejemplo 4.4.1 (b)). Para dar una diferencial cuadrética sobre 1la
esfera, elejamos una funcidén analitica arbitraria wi(z) la cual
estd definida en z1(U1) .es decir, sobre el plano complejo. ¥y a
partir de ésta definamos wz. Ya que tanto ésta come wi tienen que
cumplir la condicidn antes menclonada definamos para cada z Uz

w2{(z)=wi1(1/2)(1/2)4 si z= .

Asl {wi ,wzl forma una diferencial cuadratica sobre la esfera

de Riemann.




5.3 Puntos regulares y puntos criticos de una ditferencial

cuadratica..

En csta secclon definiremos lo gue son los puntos regalares y

los puntos criticos de una diferencial cuadriatica.

Para esto sea w una diferencial cuadrética meromorfa sobre

una Superficie de Rliemann arbitraria S.
Decimos gque un punto P & es un_cero (o un _polo)

w s1 z(P) es un cero (o un polol de orden n de w(z), donde z es

algln parémetro local en F.

Definicion $.3.1 Sea w una diferencial cuadriética meromorfa

sobre una Superficie de Riemann arbitraria los polos y los ceros
de é&sta serén llamados puntos_carviticos, toedos 1os  otros puntos

sobre la Superficie ©$ seran llzmmados puntos  regulares. Deci-

mos que P es un punto gritice finite si &ste es

de orden uno.

un cero o un polo
Si T es un peolo de orden wmayor o igual a dos,éste es

llamado punte _crltice infinite.
5.4 Levantamiento de¢ una diferencial cuadratica.

En la seccidn 2.4 vimos ocdmo podiamos levantavr funciones arbi-
trarias al espacio de revestimliento, a continuacibdn veremos que

una diferencial cuadraticn sobre ana Supertficie de Riemsnn § puede

ser levantada al dominio de un map holomorfo 1:8 -> $ donde O

también ¢z una Superficie de Riemann.

N



Sea £:5 -> S un map holomorfo donde

T8=(S,{Ui L5 1)y S=(S,{Us,2z51)
Superficies de Riemann.

Sea w una diferencial cuadratica szobre &, es

Definimos una diferencial

de {wi] de la forma siguiente:

cuadratica W={Wi } =mobre S

deciyr w={wsl.

a partir

Sea PSS y P=f(P). Sean & :Ui -> Vi y zj:U; ~-> Vi parimetros
1ocales_alrededor de P y I’ respectivamente.
Sea tiiz==y £ Zi-1:Vi —-> Vj.
Definimos
Wi (23 ) (P)=lws i Ei(PYILE5:1 " Ei (P)la.,
Veamos gue esta funcién estd bilen definida, es  decir tenemos
que ver gue si f(P) Uj-, la funcidn @ (%i ) definida como
Wi (Zi)=lwi 53 Zi (D)Wl Fs-i’ Za(P)]e
coin;ide con la anterior.
Ya gque w={wj} es una diferencial cuadratica
wi=(wi* 2j* zi~13(=z3° =2i-1)’'2 en zi (Ui 0Oj*),
asi
@ (Bi ) (PYsfwi Tii B2 (PY1If5: " i (P)l2
=twir mic i) Tis B (Dhilaic =371 fii’ & (P)yl2
={wic zic § Zi-t g (P)tLairt (F Ei-ly’ i (P)]12 '
={wir Eyrd B (PYYILL53 i (P))2.




Por lo tanto ¢; esti bieun definida.

Veamos ahora gue la familia {#i } es una diferencial
cuadratica sobre S, es decir. demostremos que si Ui Ui =0,
entonces

Wi (Zi)=(ws T5i i )(Lf5:1 7 #3)2

Wic (B0 )=(ws T4 Bir ) (f5740 7 Bic a8
cumplen con la condicidén requerida.
Para simplificar la notacion eseribamos el map t epn términos
de los pavametros Fi,dj .y =i,z alrededor de P y 11(P) respectiva-
mente como =i =S ) y mi=£(8;).
Con esta notacidn tencmos
Wi (23 )d&i2=wvi (£(Hi))dazi?2
=wi (2i )d4;i 2
=wj(=zj)dzi2
=wj (£(=z3)dzj2
=W (%5 )d&;52
Por lo tantoe @#={#i} es una diferencial cuadritica sobre S.

Esta diferencial es llamada el levantamicenbto de w_a §.
Ejenplo 5.4.1

Fara encontrar las difercnciales cuadraticas holomorfas w
sobre el toroe 8B, conslderemon ¢l revestimiento universal de §,
este, como sabewos, e8 conformemente eguilvalente a0 C [171. EL map

proyeccidn p:0 -> 8 e deblemente peridbdico.




Sea @0 C y Po=p(zo), eleglmos parapetros locales %=id. de

z0o y =z de Po , as! en terminos de estos parametros tenemos que
z=p(£). Denotemos por w(z) la  correspondiente funeidn elemento
asociada por W a ese paramctro, asil el levantamiento (por medio
del map p) ¥ de w a C satisfacc
W(EV=w(p(HE))ldzasdsis.
[l

Sea a0 un poerlodo arbitrario de p, es decir, p(2+uo)=p(%).,
considerando ahora el parametro local Z+no ¢n zota tenemos:
W(%4ac)=w(p(srao ) [dz/A(E+a0 ) 12

=w(pta))yfds/4az]e

=@(3).
Por lo tanto W es una funcibn holomorfa y doblemente peribdi-
ca en el plano, por lo tanto w a8 acotada (véase (2] cap.7). Pero

por el teorema de Liocuville [2] W es5 constante.

Por lo tanto el espacio de diferenciales cuadraticas holomor-

fas sobre el Loro es isomorfo a C.

5.5 Extension de una diferenclal cuadritica al doble de 1la

Supcrficiec.

Veremos a c¢onlinuacidn gue bajo clertas condlciones es posi-
ble continuar una diferencianl cuadratica sobre una Superticils

de Riemann con borde a su doble.




Sean S=(S5,{0i ,21}) una Superficie de Riemann con borde B
(Véase secccidn 4.2) vy w una diferenpial cuadratica sobre S. Supon-
gamos gque W es real en cada punto P B, es decir, para todo parame-
tro zi definido en P, wi (zi (")) R. Nobtese que si P Ui U5 B y si

wi(zi(P)) R, entonces wj (25 (P)) R también,

Sean  Uj {Ui} arbitrario y U;- su  imagen simétrica sobre

S- (la imagen simétrica de $). 81 zj ¢s un parametro definido en

Uj, entonces zj-=zj- (para la definicldpn de &sto véase definicidn
4.2.2) es un pardmetro local en Uj-. Definimos

wi (237 )=lwi(zi)]~(zi (=4-)"1)’'%

Sea S# el doble de S, detfinamos una diferencial w# sobre BS#
de la forma siguiente: para todo Ui y por tanto Lodo Ui - que no
contenga puntos del borde de S y de 5- respectivamente vamos a
considerar a wi y wi- (definida arriba) como slementos de la faml-
lia ws.

51 Ui contiene puntos del borde de 8, consideroc el abierio
Ui Ui~-, con los puntos del borde identificados (véase definicidn
de S# en la seccidn 4.2), de S#. Ya gque wi {zi ) en puntos del borde
de S es real, si P es un puntou del borde de S, entouces

wi (zi (P))=wi-(zi-(P)).

Asl ambasg funcilones elemento coinciden sobre ¢l eje real, en
la parte donde estéan definidas, por lo tanto son las restricclones
de alguna funcidn analitica wei . Adlclionsmos Sstas o la famllia,

Asi tformomos la familia we y de la forma en que estdbdn defini-

dos sus elomentos, ésta cuample con la coudicidn de diferencial
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cuadrayjca.

La diferencial ws sera llamada la extensidn_de ls diferencial

cuadratica w de S a su doble S,

5.6 Parametros distinguidos cerca de los punt.os regulares.

En muchas ocasiones la eleccidn de un parametro adecuado al-
rededor de un punto de la SBuperficie puede simplificarnos algunas
calealos vy  proporeionarncos maa informacidn acerca de propiedades
de la diferencial cuadrética, a &ste tipo de parimetros se les
llamava paximetxos distinguidos o parametros paturales. En esta
seQCién estudiaremos los partmetros distinguldos sobre puntos

regulares.

Sea w una diferencial cuadratica , o un punto regular de
&ésta y 2 un parimetro local definido en una vecindad U de Po, anu-
landose en Po.

Definamos ahora un nuevo parametro # alrededor de Po de la
siguiente forma:

E=E(P)= w(z)dz.

Ya gque Po es un punto regular de w,poademos definir una rama
univaluada de la railz cuadrida de wiz) en una vecindad de z=(Po).
asl & esl& bien definlda y puesto que la integral de una funcién
holomorfa nuevamente es holomorfa, @ lo es.

Pero dasdz= w(z) y &sta Qltima es diferente de  cero en una

vecindad de =z(Po), aplicando ¢l teorema de la funcidn lnversa



tenemos gque = es  Dbivectiva en esa vecindad.

Por lo tanto 2 &3 un  parametryo local en una vecindad U de

Po .

Obsérvese que las dos posibles elecciones de las ramas de 1a

ralz de wi(z) determinan los parfimetros naturales, definidos en

una vecindad de Po, 21 y

32 raspectivamente.
Pero &stos en esa vecindad de l'o cumplen con #2=

oS TN

Podemos ahora introducir &  comoe un parimetro conforme en

0. Ya gque la diferencial winlda , entonces

dé2=w(z)dz2,

asl la diferencial cuadratica w en términos de &ste parametro tie-

ne una representaclidén =1, es declr, en este parimetro el correspon-

diente elemento de linea de 1a familia w es la funciédn identidad.

El parametro £ es llamado pavinebro distinguido o parsimetro
natural cerca de To.

Los resultados anteriorcs de esta seccidbn podemos ahora resu-

mirlos en el siguiente:

Teorema 5.6.1 Sean w  una diferencial cuadriatica sobre una

Superficie de Riemann arbitraria y Po un  punto regular de w.

Sea =2z un parametro local anuléndosze en  Po. Entonces en  alguna

vecindad de Po existe un pardametro local %, en términos del  cual

la representacioy de w es idénticomente jgual o uno. ElL parametro

esta dadoe por
= wim)da,
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Obsérvese aque si  Fo  un punto regular de w ¥ 2o una rama
univaluada de # en una vecindad de Po, entonces Zo (FPo )=0.
De hecho, existe una vecindad U de Po la cual es mapeada uno a uno
¥y confor memente sobre un conjunto V abierto en delplano complejo,
podemos suponer (mediante una restriccidn si es necesario) gue V
es un disco alrededor de =z=u.

El inverso Zo-1 es un homeomortfismo conforme de V en la Su-
perficie 5. Existe un disco Vo alrededor de z=0 de radio makimo
en el.cual la continuacidén analitica de Zo-1 (la cunl denotaremos

nuevamente por Zo-! ) siguc  alcendo un homsomort ising.

La imagen Uo=20-1(Vo) es llamado el w-discno miaximo alrededor
de Yo.

Formalicemos lo anterior en la siguiente:

Definicion $.6.2 Sea w una diferencial cuadriatica meromorra
sobre una Superficie de Riemann arbitraria S. Un w-odisco maxino es
una reglén maxima en H la cual es mapeada homeomort icamente sobre
un disco en el plano complejo por una rama del parametro natural

Z2 o por una continuaciédn analitica de ella.

5.7 M&lLrica asoclada a una diferencial cuadratica.




Una de las cosas gque nos interesan para nuestros propogitos
es poder definir una métrica sobre la Superficie. &sto nos permi-
tira hablar de longitud de una curva y del &rea de un subconjun-
to de la Superficie.

A  continuvacion veremos qgque a cuada difevencial cuadratica
le podemos asociar una métrica, definiremos el clemento de longi-
tud y él de area en esa métrica.

Sea c:|0,1] -> § una curva en 5. Y1 ¢ esta contenica en un
disco Uo en el cual esta definida una rama Zo de Z, .esta
curva es mapeada bajo o a una curva c¢1  contenida en Vo=Ho (Uo ).
La longitud euclideana de la curva <1 no depende de la eleccioy de
la rama ya que s8i 21 es la otrn rama de 2 y cz2  es la imagen bajo
Z1 de ¢, entonces

eztt)= e1(t) + cte.
asl cz ticne la misma longitud que c1.

Una «c¢urva arbitraria ¢ en S la cual no pasa a través de pun-
tos c¢riticos de w, puede ser subdividida en intervalos, cada uno
de los cuales yace en un disco. Entonces, la longitud de la imagen
de cada uno de los intervialos esth blen definida y la longitud
total no depende de las subdivisiones (equivalentemente, podemos
céntinuar una rama de 2 a lo largo de ¢ 117] ¥ asi cobtener una
imagen ¢t de toda la curva, la longitud euclideana de ézta sigue

siendo la miswma),

Detinicion H.7.1 Bea v una difercncial cusdriticsa meromorta

sobre una Superficie de Riemann arbitraria 8. 81 ¢ es una curva



en S la cual no pasa a travég de

los puntos criticos de w,

entonces la w-longitud de ¢ en términos de un parimetro arbitrario

z estsd dada por:

telu= iwiz)iryz21das .
i correspondiente elenento de Area es iz )dxdy; este

también es invariante al cambio de par&metros. L)l Area total de la

Superficie de Riemann S en esta métrica e la Ll -viorma de w:

w= twiz) tdxdy.

Observacion 5.7.2 Si en particular tomamos =l parémetro

natural ¥, la w-longitud de © llega a ser:

tetlu= va# .

Obséyvese que como la  integral siempre es positiva la

definicidén de longitud de una curva también tiene sentido si  ésta

pasa a traveés de puntos coriticos de w, sin embargo la longitud es

infinlta si la curva pasa por algin punto critice infinite de w,

es declr, por algun polo de orden mayor o igual a dos.

Veamos e¢sto Gltimo mas formaslmente.

Teorcma $.8.3 Sea w una diferencial cuadratica meromorfa so-

bie una Superficie de Riemann arbitraria 9. Sea ¢ una curva en 9

que contenga un punto critico infinito de w. Entonces o tiene lon-
gitud infinita.
Demostruaci o,

Sena o 3 un punto critico infinito de w tal que Po c.
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Sea =z un parametro local definido en una vecindad Uo de FPo

tal que z(Po)=0. Asl en términcs de este parémetro
w(z)=z-v(a-nta-n+1zt...), a-n=0 y n22.

Ya gque a-n=0, podemos definiy, en una vecindad de 2=0, una
rama de la ralz cuadrada del término que esté dentro del parénte-
sis, sca .

thbo+brz+. .. 3d/78=(a-n+a-n+12a+...).
Por lo tanto
! w(z) (=ia-ns2(botbiz+...)1},
integrando a ambos lados de ia igualdad obtenemos
v wiz)y tidai= tm=n/2(bo+brz+. .. )} teda)

OUbseérvese que al integrar (en el lado izqulerde de la igual-
dad) término a término obtenemos que uno de éstos es

b(n+2) /2 1/z d=z
¥ éste tiende a infinito cunando ¢ se aproxima a Fo.

Por lo tanto la longltud de ¢ es infinita.

5.8 Curvas mas cortas cn una vecindad de un punto regular.

Geodésicas y trayectorias.

Haslta el momento hemos definido la longitud de una curva, so-
bre una SBuperficie de Riemann, en la métrlica asociada & una dife-
rencial cuadritica.

Surge centonces la siguiente pregunta: dados dos puntos regula-
res arbitrarios 1,02 U ¢ existira una eurva que los une, de tal

forma que, en la w-métrica. esta curva sea la longitud mas cortia 7.



Esta pregunta la responderemos parcialmente en el siguiente:

Tecorema $.8.1 Todo punto regular Po de w tiene una vecindad U
tal que cualesquiera dos puntos 11 y P2 en U pueden ser unidos por
una curva, uUnicamnete determinada, mis corta en la w-métrica.

Demostracidn.

Sean Po un punto regular de w y U el w~disco maximo alrede-
dor de Po.

Sabemos que la  longitud de una curva es mas tacilmente me-
dida por medio del parametro natural 2, pues &sta s de hecho
una longitud cuclideana, ¥ puesto gue U es5 mapeado por 2Z homeo-
morficamente sobre wun disco del a-plano (del plano complejo},
tenemos que dados dos puntos 1 ,P2 U, &stos pueden sgser unidos
por una curva de longitud mas corta, siendo ésta la imagen bagjo

z-1 de la linea recta gque une los puntos 2(P1) v a(PkPz2).
Cuando se habla de curvas de longitud mas corta entre
dos puntos, inmediatamente uno piensa en las geodésicas. Defina-

mos qué es una geodésica sobre una Supert'icie de HRiemann S.

Definiciétn 5.8.2 Sea g:{a,b] -> 8, una curva localmente rec-

tificable (es decir, localmeunte ticne longitud finita),. sta cur-
va es llamada una geodésica s1 es localmente la mis corta, es de-

cir, que todo punto t esta en el interior de un intervalo [ti ,ti+1 ]

tal gue el arco gtlti,ti+1]) es la coneccidn mas corta entre los



puntos Pi=g(ti) ¥y Pi+1z=g(ti+i) con respecto a la métrica usada.

Observacién., Toda ecurva localmente rectificable ¢  gue no
pase a traveas de polos de orden mayor ¢ igual a dos de w  es de

hecho localmente rectificable c¢n la w-métrica y puede ser

3

parame-
trizada por la longitud de arco en esta métrica., Lo mismo egs

verdad para geodéaicas.

Un parametro gue micde la longitud de arco de ¢ en la w-m&tri-
ca {(es decir, si u1<uz la diferencia uz-ur es igual a la longitud
del subarco correspondiente al subintervalo [fuir ,uzl) es llamado

el parametro natural de la curva ec.

De ahora en adelante utilizaremos esta parametrizacion,

Ha llegado el momento de definir uno de los conceptos mas im-
portantes para nuestros propdsitos, definiremos a continuacidn lo

que entenderemos por una w-trayectoria sobre una Superficie de Rie-
mann S.
Definicibn 5.8.3 Up_arco_recto, con respecto u la diferencial

cuadratica w, &€& una curva suave ¢ a lo largo de la cual existe

una constante k tal que

arg daz=zarg winlds2 zk=ote., 0Ck<?2

Obsérvese que &sto implica, en particular, aue w(z)=0, sobre



c. Es declr, un arco recto conliene wpicamente puntos regulares
de w.

Un arco_recto maximal es un arco recto gue no esté propiamen-—
te contenido en otre.

Sean c1 y ¢z dos curvas localmente rectificables, decimos que
c1 esta contenida propiamente en ¢z sl en el par&metro natural el

map <ci es una restriccidn del map cz.

Decimos que ¢ _es un __axco._  horizontal (arco _vertical) para

w(z)dz2 si k=0 (k= ).

Definicion 5.8.4 81 se dice w-travectoria  horizontsal o sim-
plemente una w-otravectoria, sin especificar la direccién, siempre
entenderemos por <sgto un arcoe horizontal maximal para wisz)daz.
Un arco vertical maximal para w(z)dzz es llamado una w-travegto-

Un arco recto maximal con k=0 es llamado una O-travectoria.

La existencia y unicidad local de arcos horizontales a través
de todoe punto regular, estd ' garantizada por la conformalidad del
pardmetro natural £ (la existencia y unicidad global seri probada
mas adelante).

Formalicemos 1o anterior en el siguiente:

Tcorema 6.8.5 Sea w una diferencial cuadratica meromorta so-



bre una Superficie de Riemann arbitrﬁria 5. Entonces a traves de
todo punto regular de w existe una w-trayectoria unicamente deter-
minada. En particular, dos trayectorias nunca tienen un punto en
comin, a menos que ellas coilncidan, de hecho una w-trayectoria no

puede autointersectarse e un angulo distinto de O, .

Por otro lado, una trayecctoria puede ser periddica. Podemos

restringir el parametro & un periocdo primitive, y entonces hablar

de una trayectoria cerrada, trataremos este tipo de trayectorias

mas adelante.

Veremos mas adelante que las geodésicas son, en general,

composiciones de arcos rectos de diferentes inclinaciones, con

vértices precisamente en Jos puntos criticos de w.




6. Conducta locanl de laas tiravectorins en la métrica asociada

a una diferencial caudratica.

Uno de los conceptos que definimos en &l caplinlio anterior es

el de w-trayectoria horizontal (o simplemente trayectoria) de una

diferencial cuadratica meromorta w en una Superficie de RKiemann

arbitraria 8. Hicimos la importante observacidn de que lus trayec-

torias contenlan Unicamente puntos regulares, ya que pediasmos que
sobre éstas argw(z)dz?2=0 y en particular é&ésxto implica que wiz)=0,
es decir, ningan punto de¢ la trayectoria puede se¢r un cero o un
polo de la diferencial cuadrética.

Sin embargo, una trayectoria puede tender a un punto critico.

Veamos a conlinuaclidn ;4 qué signitica eso 7.

Supongamos gue Po es un punto regular de w y sea ¢ la trayec-

toria que pasa por Po (vease la siguiente tfigura).

Dividamos la trayvectoria ¢ en dos partes <t y ¢~ orientadas

de tal ‘Torma qQque FPo sea el punto inicial de ambas. A c* y ¢ se

les llamarad los ravos con extremo o de la traveotoris o.
Ya que tenemos definida una clerta orientacidén en estos rayos,
intuitivamente podemos hablar de rayos que tienden a un punto (ésa-

te concepto ser& tormalizado con mhas detalle en el siguiente capi-

tulo).
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En este capltulo estudiaremos la estructura de las trayecto-
rias dentro de una vecindad de un punto regular y luego la estruc-
tura, en una vecindad de un punto critico, de las trayectorias que
-tienden a ézte. Esaste estudio se facilitard teniendo algunas coorde-
nadas locales especificas s=alrededor del punto en cuestidn. Hemos
visto que el elegir una coordenada especlfica en un punto regular
(parametro natural) nos permitid visualizar con mas claridad el
concepto de longitud de una curva, ¥y obtuvimos que, en ese para-
metro, calcular la longitud de una curva sobre una Superficie de

Riemann, se reduce a calcular una longitud cuclideana.

Asl, introduciremos un pariémetro conforme, detfinido en una
vecindad del punto analizado, en térmimines del cual la representa-—

cidn de la diferencial cuadrhtica es mas simple.

6.1 Parametros distinguidos cerca de los puntos criticos.

Supongamos primero que o es un punto critico finito o intini-—-
to de orden impar de la diferencial cuadratica w, @asl en té&rminos
de un parametro =z cerca de FPo y anulindose en Po, es decir,
z(Po )=0 tenemos que w tiene la siguiente representaciodn:

w(z)=zh (antant+tzy...), an=0.

Ya que el factor que esta dentro del paréntesis es distinto

de cero, en una vecindad del cero sutficientemcente pequena, pode-—

mos elegir una rama univaluada de la ralz candrada, nail



(antan+i1z+... )l /2zbo+by z+baz2+. .. *
Asl obtenemos que w(z)=ah/2(bo+brztbzzz+,..), integrando
término -a té&rmino obtenemos:

zZzmintd)/Z(oodcrigtezadt+, . ).,

Sea do+dlz+dzz2+f..=(corcxz+czzz+...)Z/(n+2), en una rama u-
nivaluada y en una vecindad suficientemente pequetin de z=0,
Entonces =z -> =z, donde

Z=3’(n+2) /2, donde 2'=z(do+cdrz+...)
es un homeomorfismo en alguna vecindad de =z==0.
Ya que Z=z’(n+2) /2, entonces dé2=[(n+2)/2]2zx'ndz’2,
Asi la representacidtn de w en términos de éste partmetro es:

w(z’)={(nt2)/21%a’'n,

Hasta estos momentos hemos encontrado un parametro especial
alrededor de los puntos criticos finitos o infinitos de orden im-
par, en el cual w tiene la representacidn:

LintZ)ys2jez’n.,

Surge entonces una pregurta, ¢{ este parametro seri el tunico
en el cual w tiene esa representacion ¥, daremos a continuacién de

una respuesta a esta pregunta.

Supongamos que existe un pardmetro 2" tal aue Z2"(Fo)=0 y

que W, en este parimetro, tenga la misma  representaclidn, es

decir,



[(n+2)/2 1z ns2da"=(n+2)/2]1%°ns2ds".
Integrando ambos téyminos de la igualdad obtenemos
Z2"¢n+d) /2=2’(n+2)/2 + C, asl Z"=la’(n+2)/2 + Cla/{n+2)
Ya que para nz-1 tenemos 2"(0)=C2/(n+2) =0, por tanto C=0.
Pero para n<—-3 y n impar é&sto también =5 clerto. Ademas,

Z =z [1 4+ Ca’(-n+2)/272/(n+2) ,

De aqui gque 3"z=ki’ donde kz=exp(2 i1j/(n+2)). 3=0,1,...,n+1.
Asl, podemos concluir que este parimetro es Gnico salvo una trans-

formacioy de la forma: 7 -> #’expl2 13/(n+2)), 3=0,1,....ntl.

Resumiencdo lo anterior tenemos demostrado el siguiente:

Teorema.6.1.1 Sea FPo un punto critico finito o infinito de or-
den impar, entonces en una vecindad de Po podemos introducir un pa-
metro local %', con 2Z’(Po)=0, en ‘té&rminos del cual la diferen-—
cial cuadrética tiene la representacion:

w{g’)dz’s=[(n+2)/2)28’'nd&"’2,

Este parAmetro esth Unicamente determinado excepto por un fac-—

tor ksexp(2Z ij/(n+2)), j=0,1,...,n+l.

A este parametro se le illsmard parimetro distinguide o pacime-

tro natural cerca de Po.




Hemos encontrado, hasta el momento, parapetros naturales para
los ceros (de cualauier orden) y los polos de orden impar de una
ditferenclal cuadratica w. A continuacidn anslizaremos el caso de

polos de orden par.
Supongamos primero que Po es un polo de orden dos. La diferen-
cial w, en este caso, tiene la representaclon:
w(z)=z-2(a-z+a-1z+...), a-z=0.
Asi, w(z)=z-1 (bo+tbi1z+...). Integrando ambos lados de la i-
gualdad obtenemos
Z=bo logz+bl atba/Zz2+. .,
Si hacemos z=bologz’ donde logi’=logzt(bi/bo)zst+(bz/2bo)z2+...
obtenemos que
*z=zexpl(bi /bo )z+(bz2/2bo )z2+...]
=m{1l+drz+...).
Asl con este par&émetro w tiene la representacidn:

dz2=[(bo/&'da’ 12=la~-2/8"% Jdd’' 2.

Formalizando lo snterior tenemos el siguiente:

Teorema 6.1.2 Si  Po es un polo de orden dos de una diferen-
cial cuadrética w, entonces cn una vecindad de Fo podemos intro-
ducir un parametro natural ', &’ (Ps)=0, en ¢l cual w  tiene la

repraesentacidn




Por wultimo analicemos el caso en el cual Po es un polo de

orden par 2>4.

Sea n=2m, donde mg-2. Como antes,
cw{z)=zm(botbrizt...),
integrando obtenemos
gzzm+l (coterz+. .. )+tbimi -1 loga. .
Asi si &’=z(detdrz+...}, B=Z’wmtl+bim!-1logs’ +C.
De agqul que diz2={(m+1)&’mibym:-1 /' j24&"2.,

Por lo tanto obtenemos lo siguiente:

Teorema 6.1.3 Sea w una diferencial cuadréatica meromorfa so-
bre una Superficie de Riemann arbitraria S y sea FPo un polo de w
de orden par >4. HEntonces en una vecindad de Po podemos introducir
‘un pardmetro 3’ con Z'(Po)=0 y en el cual unzs rama de la ralsz
cuadrada de w tiene la representacion:

w(z)dz={(nt2/2)2°’n/24bim!-1/2"]ds ",

6.2 Estructura de trayectorias cerca de los puntos regulares,

criticos y de las que tienden a puntos criticos.

Utilizaremos ahora los parametros oblenidos para visaalizar
la estructura de las trayectorias en una vecindad de los puntos
regulares, de las trayectorias en una vecindad de los puntos critj-
cos y.de las gque tienden a ¢atos,

Ya gque el cambio de variable de un parametro & otro es con—



forme, el comportamiento en

5

terminos de un parametro arbitrario
serd una imagen conforme de la gue oblendremos utillsando los pari-

metros naturales.

Supongamos primero que I'o es un punto regular arbitrario de

v, entonces Z= wizyda s an

parimetro natural detrinido en una

vecindad de Po, si hacemos abora ¢l cambio de variable

R wis)dn

obtenemos z=3%’', Pero ya que las  trayvectorias son las preimbgencs

de las horizontales 1Im Zzcte. {enemos que, medisnte el cambio de

variable, las preimigenes de &stas (en el 3’-plano)  son nuevamen-—

te trayectorias horizontales

25 .

Supongamos ahora Do es un punto c¢ritico rfinito, e3 decir,

un c¢ero o un polo de primer aorden. Entonces por ol teorema 6.1.1

la representacidn de la diferencial cuadratica w en términos del

parametro distinguido &’ es [(ut2)/2123'vdz’e asi. 81 resolvemos

por # integrando la ralz cuadrads de w obtenemos

F(n4r) /2,
eligiendo al cero como la constante de integracidn.
El sector Ugarg =#z'<?2 e¢s subdividido en ni2 seclores iguales,

<

2 k/nvZcavg 5048 (kv ly/ntR2, k=0,1, ... 0tk

Cadan  seclor es mapeado por ¥ sobre uan sewmidisco del senipla-




ne superior o el inferior. Las pPreimagenes de las  horizontales

Im Zzote. . son  los arxcoes bhorizontales coun_regspecho _a W, Analice-
mos 2 continuacidn tres casos cspeciales.

a) Bea I'o0 un polo de orden uno. Asi zz=2'1/72, ya que en
este caso n=-1, este parimetro mapea toda vecindad alrededor de Po
a un semidisco del semiplano superior (o del inferior). El map
2’1 dado por

(Bi-1 047 - B2,
asl,la estructura de las trayeclorias en una vecindad de Po esta
dada como sigue: la recta horizontal, dentro del semidisco,’ que
pasa a través de cero es mapeads, bajo Z7-1, a un  rayo que Liene
a Po como extremo., cualqQuler otra horizontal dentro del semidisco
seréd mapeada bajo 2’-1 & una par&bola cuyveo eje de simetria contie-

ne al rayo con extremo Po descrito anteriormente.

by Ahora, sea Po es un cero de orden uno, entonces 2=2°'3/2,
Asl, las trayectorias en una veecindad de Po son lLas imbgenes de
las horlizontales lm Z=cte. bajo el map &-L:%’ > '2/3. Rl semi-
disco en el semiplano superior centrado en cero es mapeado por -1
a una vecindad centrada en lo. [iste map puede ser visto come la
composicion de  dos mapeos, primero eclevando al cuadrado y luego
aplicando 1a ralz ocublca. a5l la horizontal en ¢l semidisco que

pasa  a trave:a de  m’=0 as mopoeacds bado el primer mop al rayo que

tiene al cero come extrema, aste rayoe bajo el segundo map

@

s

'

o

<

o
i




mapeado a tres rayos, tieniendo a PPo como extremo, que dividen la
vecindad de Po en tres seclores con  Aangulos  dguales. Cada
horizontal Im Z=cte. en el semidisco, es mapeada bajo el primer

map a una parabola cuyo ede de simetria contiene &l rave con
extremo en cero descrito anteriormente y bajo el segundo ésta es
mapeada a tres curvas simétricas, cada wuna de las  cuales se
encuentra en uno de los sectores divididos por los rayos que

tienen a FPo como extremo.

Gbsérvese que en estos dos altimos ejemplos axiste, al menos,

un rayo de trayvectoria que tiende a Po.

Definicion 6.2.2. Las travectorias gue emansan o llegan al pun-—
to Po (excepto cuandoc Po es un punto regular) son llamadas travec-—

Veamos ahora el caso en el que Po es un polo de orden dos.

Como vimos en el teorema 6.1.2 en términos del parémetro dis-—
tinguido #° la diferencial cuadratica tiene lua representscidon

[a-2/2°2jdE" 2, asl = a-zlogi’., Por lo tanto las trayectorias

o

que pasan por Fo son las imdgenes de las horizontales bajo el map

=13 -> ZlTexptla/s a-z ).

Tenemos entonces las siguientes tres posibilidades:




o

z) 53 a-2>0, entonces a- 2 es an real positivo asl las imnage—
nes de las horigontales 1Im Z=cte,=k, bajo Z-l=mrp\ i3/ a8 2) son
los rayos que tienen Po como extremo y cuya inclinacidn estés deter—
minada por la constante k. Es decir, la horizontal Im Z=zk, es ma-—
peada bajo Z-1 a un rayo que con extremo Po y gque pasa por el pun-—

to cosktisenk (en su forma polar).

b)Y 81 a-2<0, puesto que a-2=i -(a-2), entonces /i -a-z

convierte a cada horizontal Ilm zZzk & la vertlcal Nleso-k,

perc el
map exp mapea cada una de estas ultimas en uan circulo centradd en

Po, cuyo radio esté determinnando, nuevamente, por la constante k.

c) BiI a-2 es no real, aunque estamos mapeando horizontales
{con parte imaginaria constante), al variar el valor de x en el
Z'-plano variamos tanto la parte real como la imaginaria de
&/ a-z. Asi, las horizsoniales Imid=k son mapeadas bajo
Z-lzexpl i3/ a-2)

a esplrales logarltimicas, cada una de &stas. tendiendo a Po.

Supongamos ahora, ‘o un poala  de orden iwmpar >3 o de orden

par 24 sin tépming logaritmico. Asi por los teoremas 8.1.1 y 6.1.3
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w tiene la representacliop gjguiente en el partmetro distinguido %°':

wiZ’)d&E’2={(n+2)/2122'ndz"’2 .
Integrando una rama de la ralz cuadrada de w obtenemos
Z=2'(n+2) /2

salve una constante aditiva, la cual elegimos como cero.

Hagamos un  cambio convenienle de partmetro.

*a a=1/%, enton-
ces las trayectorins hoarizontales en el Z-plano aorresponden a los
clroulos a través de z2=0 cou el eje resl como tangente. Por medio
del map Z’=z/(in}-2) encontramos las trayectorlas <n términos del
parametre distinguide %7,

a) Para n=3, es decir, un poloc de orden 3 tenemos 2°=z2,
Asl, la horizental Im =0 ez mapeadsa bajo 2'=z2 al rayo con ex—

tremo en Po, y cada clirculoe bLaugente a R en cero cs mapeado a  una

especie de cardeoide, todas ellas con o como punte en comun,

b) Para un polo de orden 4, se tiene que Z’zz, asl una vecin-
dad de z=0 con los clrculos tangentes al ede real en €l punto z=0
es mapeada en ella misma. Por lo tanto las trayectorias gque tien-

den a Po, en una vecindad de este punto son precisamente los cir-

culos tangentes al punto Po junto con la horlzontal Im z2=0.

c) Para un polo de orden 6, tenemos que zZ’=-32/73, este map tam-

bién lo podemos ver como la composicidn de dos. primero elevamos




al cuadradeo ¥ luego obtenemous ralz cubica. Asi 1ls  estructura de
las trayecctorias que tienden a Pe son las imagenes de los circeulos
tangentes al eje real en z=0 bajo la composicidn de estos mapeos.
Las imadgenes de estos cliroules bajo =l primer map la describimos
en &), el rayo que tiene a o como exbremo es mapeado bajo el se-
gundo map a tres rayos (qgque, nuevamente, tienen a Fo como extremno)
y ademas dividen 1a vecindad en tres sectores iguales. Cada car-
deoide es mapeada a tres clrcules, cada uno de los cuales yace en

cada sector, tangentes en ei punto [o.

Observese que en oestos Lres altimos casos. todas las trayecto-
rias tienden a Po en alguna de las {n|-2 direcciones, las cuales a-
cotan sectores congruentes con angulos 2 /inl-2. lkn estos casos a-
firmamos que Po tiene una vecindad con la propiedad de gue todo ra-
vyo de trayectoria que entra a ésta tiende a Fo.

En el siguiente capltule analiszaremos més detal ladamente este

tipo de trayectorias.

6.3 Curva mas cortas en una veecindad de un punto critico
finito.

En la seccidn §.8 vimos que cada punto regulasr tiene una ve-

cindad en la cual cualesguiera dos puntos en ella pueden ser uni-

dos por una finpjea curva con longitud winima, es decir, que si es-

tos dos puntos son unidos por cualquier otra curva, ¢sta tiene lon-



gitud estrictamente mayor.

A continuacién veremos qQue esta propiedad también la tienen
los puntos criticos finitos, utilizando el parametro natural Zlde-—

finido en la seccldn anterior.

Sea PFPo un cero de orden n de la diferencial cuadratica w. LEn-
tonces la representacidén de ¢estn en té&rminos del parfmetro distin-
guido ¥’ es

w(Z')dZ’2=[(n+2)/2]23’ndz’2,

Asl, 2= w(z’)dZ’ =g (n+2)/2

Analicemos primerc el caso para n=l, este ejemplo nos ayuda—

r4 @ visualizar ou&les son las curvas descadas.

Sabemos gque en una vecindad de un cera de orden uno, las tra-
vectorias que tienen un rayo tendiendo a Po dividen una vecindad
de éste en tres sectores iguales cada uno de los cuales tiene un

dngulo igual a 2 /3 en Po.

Sea U el w-disco maximo en el cual # esli definido, asi
2(U)=V donde V={z Cilz!=r}. Sea Uo=g~1({z C:iziz=r/21).

Afirmamos gque la vecindad Uo es una en la cual estA definido
el pardmetro natural, es unu vecindad en la que existen curvas ‘mas

cortas,
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Veamos entonces que en esta vecindad se cumple lo deseado.

Sean 1 y Pz dos puntos arbitrarios de esa vecindad.

Supongamos prlmero gue P y P2 son tales que
targP1~argPz2 ) < 2 /3. Asi 1 y I’z pueden o no estar en el mismo de
los sectores mencilonados, supongamos el caso wais general.es decinr,
supongamos que 1 y Pa se e¢ncuentran en dos sechtores consecubivos.
Pero ya gue el parametro natural 2'(vease sccecidn 6.1) mapea cada
uno de los sectores en un semidisco del semiplano superior o infe-
rior, tenemos gue la imagen de estos dos sectoraes, bajo ese map,
es un disco con centro en cero. Sean zt y =1 las imagenes, bajo
-1, de Pt y P2 respectivamente.
La prelmagen de la recta en C gque une 21 y =zz bajo el Map z’
es la curva descada, ya due, como vimos en la observaciédn 5.7.2,
calular la w-longitud de una curva sobre la Superficie en términos
del parametro natural es de hecho caleular una longitud eunclidesna,
asl 81 P1 y P= son unidos por otra curva cualquiera, la longitud
de la curva imagen de #£zata bado el map #° es mayor o igual que la
longitud euclideana de la recta gque une los puntos a1 y zz .

Asi, la curva m&s corta entre los puntos 1’1 y P2z en el caso

de que }argPl-arglz (<2 /3 es el arco recto que los une.

Supongamos ahora que P1 y PPz son tales que (argPr-argPzi>2 /3,
nuevamente como en el caso anterior 1 y P2 puaeden o no estar en

¢l mismo sector (con la condicién impuesta en los argumentos de Bt



y P2 el estar en el mismo sector significa que cada uno de estos

puntos vace en los ravos que dividen a é¢ste). Supongamos primero

que ambos yacen en sectores consecutivos. Como antes, estos dos

sectores son mapeados bajo %7 a un disco con ¢entro en cero. Sean

z1 y 22 las imdgenes de Iy 'z resp@ctivamente.

Nuevamente, la imagen de la recta que une =1 con zz2 dbhajo al
map 2°’-1 ea  la curva deseada, ya aue la imagen, bajo %', de
cualguier otra curva que una los puntos R y Pz tiene longitud

estrictamente mayor.

Obsérvese que si la linea recta gue une 31 con zz2  no

p&ass A

través del cero,. la imagen de é&sta bajo #2'-1 es un arcoe recto gue

une P1 y Pz, en cambio, si «asta pasa por el cero, la imagen de
&sta baje E'-1 es la unidn de los dos rayos PiPo y PoPz2, siendo

ésta ultima la curva mhs corta entre Pr y Po.

Supongamos ahora que VarglP —argPz | = /3, asl cada uno de
estos puntos yace en los rayos que dividen a el sector antes men-—
cionado. HNuevamente, este sector es mapeado por 27 un semidisco
en el semiplamo superior. Sean z1 y z2 las lmagenes de P1 y P2 res-—
pectivamente. Por el mismo argumento de antes, la imagen de la rec—

ta que une los puntos z1 y 32 bajo el map Z’'-1 es lu

curva deseada.
El caso general, es declr, para un n arbiteiario, la vecindad
de Po est4d Aividida en nt2 sectores cada uno de los

cuales tenlan-

do &ngnlos 2 /(n+2).



Nuevamente dividimos el analisis en dos casos:

a) P1 y Pz son puntos en la vecindad tales que -
targlP1 ~argP2 <2 /(n+2).

b) P1 y P2 son tales que largPL-argPz!2>2 /(nt2).

flaciendo en cada

uno de estos casos un anslisis similar al

ejJemplo anterior tenemos demostrade ¢l sigulente:

Teorcma 6.3.1

€2}

ca w uapa diferencial cuadratica sobre una Su-
perficie de Riemann arbitraria S y Po un cero de w de orden n. En-
tonces existe una vecindad de o tal que para cualesquiera dos pun-
tos P1 y P2z ¢n puceden ser unidos por una Gnica curva mbs corta
en la vecindad. Esta curva o bien es un arco recto

argdf2=argw(’ )dz’2=cte,

o bien es una unidén de dos radios encerrando angulos 22 /(n+2).

Observacidn. En el gegundo caso, es declr. cuando la curva
més corta es la unién de los dos radios, la cantidad arg dz2 pue-—

de ser diferente a lo largo de ellos.

Considceremoes ahora el caso en aue o ¢s un polo de w de pri-~

mex orden.

Asi en té&rminos del parimetro distinguido E', w  tiene la

representaciag

dz2zw g’ Ve’ ezl /45 az' 2,

por lo tanto
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a=%’1/2 )

asi bajo este map, una vecindad Uo de Po es mapecada un semidisco

en el semiplano superior.

Sean Pr y P2 en Uo.

Si larg Pt -arg Pz i= y Pt y P2 +ticnen parle real negativa y
positiva respectivamente, la vecindad Uo en mapeada bajo Z=%'l/:2
al semicirculo en el plano superior. Sean z1,z2 ¥y -z2 las imigenes

baje este map de los puntos 1 y P2 respectivamente.

Ya que Pz tiene dos preimagencs bajo este map, existen dos
curvas mas cortas entre Pr y 2z, o saber las imigences, bajo el map
Z-1, de las rectas gue unen los puantos =1 con @2 Yy —22 con 21
las cuales llamaremos ci y <2 respectivamente. Por lo tanto en es-
te caso no teunemos unicidad de curvas mas cortas. Lha falta de uni-
cidad de esta curva c¢s la razdn por la cual perforamos el disco cn
Po y Unicamente consideramos cuxrvas en la misma clase de homotopla
en el disco perforado. Esta clase estd determinada por el nimero
d? vueltas de la curva alrededor del punto Po.

Asi pues si consideramos las curvas en la clase de homotopia
a las que pertenccen, ot y ¢z son las dnicas curvas mas cortas
uniendo los puntos D1 y P2,

En general si P1 y P2 son dos puntos en Uo y ¢:l -> Uo es una

curva gue los une (es decir, c(0)=P1 y c(1)=P2).
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Supongamos primexro gue ¢ no da ninguna vuelta alrededor de Po,

es decir,

I(arg2’ (c))=|argPz2-argb1 |=0,
entonces en su clase de homotopls tenemos una curva mbas pequefia
que une es50s dos puntos, a saber la imagen inversa bajo &-1 de la

recta Que une los puntos =1 con zz.

Supongamos ahora que el numero de vuaeltas de ¢ alrededor del

cero es mayor gue cero, e€s decir,
I(args’ (c))=largP2-argP: |>0

(vease la siguiente figura).

Ya que lI(arg(Z2’(c))>0, entonces existe P c, un primer punto,

tal que argP=2

Sea ri=i|Piijl/2, i=20,1.2 (es decir, la w-longitud de los ra-
dios con punto final Pi). Entonces la w-longitud del subarco ¢’ de
c qgue une los puntos P1 y P es >ro+r1 con igualdad unicamente si

este subarco es igual a la suma de los dos radios. Si reemplazamos

c’ por esta suma oblenemos una nueva curva &, la cual es mas

corta que ¢ y pasa por Po.

El mismo argumenlo muestira que entre todas las curvas uniendo
P y P2 que pasan por Po, la suma de los dos radios es la unica
curva mag corta. Bsto tomblén muestra que la uanica coneccldn mas
corta de los puntes Pi1 y Pa cuvando ¢stos esthn en el mismo radio

es precisamante el intervalo radial [P ,Pz].

Asi resumientdo estos altiimos resultados tenemos lo sigulente:



Teorema €.3.2 Sea w. una diferencial cuadratica sobre una
Superficie de Riemann arbitraria S y sea Po S un polo simple de w.
Entonces Po tiene una vecindad Uo S en la cual se cumple la si
guiente propiedad: sean Pi,P2 Uo y sea ¢ S una curva arbitraria
uniendo estos dos puntos. Si I{arg(2’ (¢))=0, entonces existe una
tnica curva m&s corta en la clase de homotopia de ¢, a saber, el
arco recto conectando los dos puntos. 5i por el contrario

I(args’ (c))>0,
todo arco, en la clase de homotopis de ¢ es mas largo que la suma
de los dos radios, los cuales pueden ser considerados como los Gni-

cos limites mas cortos en la c¢lase de homotopia de todasz las cur-—

vas que unen a <stos.

Observaci6n 6.3.3 En los altimos dos +teoremas de hecho
demostramos gue una geodésica es una composicidn de arcos reciLos
(gque puede ser uno solo) con diferentes inclinaciones y con
vértices en los puntos criticos finitos de w.

Adem&s el 4Sngulo formado por dos arcos rectos (en una geodési-—
ca) tiene que ser mayor o igual a 2 /(nt2) donde n es el orden

de w en el vértice.
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7. Estructura de las trayectorias de una difexencial cuadrati-

ca desde un punto de vista global.

Hemos visto aque las Lrayectorias de una diferencial
cuadratica w son los arcos horizontales maximales que contienen

Gnicamente puantos regulares, sin embargo ¢stas puneden tender a un

punto critico de w.

{
En la secclddn 5.2 ahallzamos’ la  esbLructura de las

trayectorias cerca de los puntos regulares es decir; en  una

vecindad de éstos y adem&s la estructura de las travectorias que

tienden a puntos crilticeos de w, t{ambién este aunalisis se  hizo

localmente. Vimos ademas que lus trayectorias pucden ser vistas

como las imdgenes de las rectns horizontales del #’-plano bajo el
map z-1 donde &ste es €l pariémetro natural.

Bl propédsito Principal de este capitule es dar una
representacidn de la trayvectoria, que pasa a través de un  punto
regular de w, desde un punto de vista global, es decir, veremos

~

que esa trayectoria puede ser vista como la imagen inversa, bajo

un continuacién analitica del par&metro mnatural 2, de un
intervalo. de R { , 1.

Para ¢sto, scan w una diferencial cuadritlica meromorfa sobre
una Superficie de Riemann arﬁitraria S, Po un punto regular de w,

c la w-trayectoria que pasa a través de Po y Uo el w-disgco maximo

con centro en Po.

Sea Zo un pParimetro natnaral definide en Ue aon Eo(Po)=0,
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Sea vi Vo=zo (o), vi=0 un punto sabre el eje resl y Ut el w-

disco miximo centrado en Fi=(%0)-1(vi), &ste también es un punto

regular de w. Elijamos un parametro natural 21 daefinido en i, ya

que P11 Uo Ui, tenemos que 21 = Bo (véase inicio de la  ssceidn

5.6) en Uo V1. Tomemos Z1=%0 en esa interseccclion.

Asi podemos decir aque Ei-1l eg continvnacion analitica
[21,117) de =zZo-1 .

Elijamos ahora un punto vz Vi=¢1(U1) y procedamos de 1la

misma forma. Continuando con este proceso obtensemos una cadena

finita de discos €C=Vo V1 ... Vk en C con centros en el eje real.

Sea D € la regidon gue consta de la unidn de todas las posibles

cadenas obtenidas utilizando el proceso antes descrito.

Definamos ahora un map, el cual llamaremos nuevamente -1

de la regién D a lu Superficie § de la siguiente forma: =i v D,

entonces v estd en algunan cadena C de las descritas anteriormente,

definimos Z-1(v) como el valor en v de la continuacidn analitica

de Z0-1 a lo largo de esa cadena. Easte map esti& bien definido,

es
conforme y localmente uno a ﬁno.
Ya que todn§ las colecciones de discos contienen a Vo, y cada
una tiene unidn conexa, D e&s un conjunto conexo.
Sea I=D R [ , }, ¢ste intervale puede ser ablerto,

semiablierto o cerrado, por simple notacldu esceribamos 1=(a,b).

Asi 2-1((a,b)) defline la traycetorla ¢ a Lravés de [o.




7.1 Trayectorias cerradas.

Supongamos (el caso opueslo lo trataremos en la siguiente
seccilon) que existen dos puntos xo0,x1 (a,b) tales que
Z-1(x0)=Po=Z~-1(x1), Po S.
ya gque 2-1 es localmente un homeomortismo (véase principio de
este caplitulo) existen puntos en (&,b) los cuales son mapeados por
2-1 a un mismo punto y cuya distancia entre ellos es minima, sean

éstos uwo y w1 donde u >uo.,

Sean Vo, Vi C los discos euclideanos mayimos abliertos con
centros uo y ul respectivamente, en los cuales =-1 eg uno a uno.
Asi ellos tienen como imagen bajo -1 a Uo, el w-disco méaximo

centrado en Po.

Los dos parametros naturales

Zo:Uo ~>» Vo y 21:U0 -> V1

satisfacen 21= Ho4(u1 -uwo).

Pero 1la relacidén Bi1=-#o-+(ui1-uo) no puede darse, ya qu; si
€sta pasa existirian puntos u’ y ur’ en (uo,u1) im&genes bajo B
de un mismo punto Po'’' de S, contradiciendo la minimalidad de la
eleccidn del intervalo (uo,uf). Asi

Z1=Zo-+(u1-~uo ).
Denotemos s=u1i -uo, de lo anterior podemos concluir que
2-1(z2ts)=B8-1(z) para todo = Vo.

Asl  bLajo la suposicidon de gue existen puntos xo . x1 (a,b)

teniendo la misma imagen bajo 2-t debemos tomar (a,b)=R ¥

conceluir gue %-1 yrestringicdo o R es un map periddice con periodo s.
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El intervalo [uo,ui1) es mapeado bajo #-1 inyectivamente
sobre todo el conjunto imagen y ya que 2-1{uo)=2Z-"1(u1), y el
hecho de que la trayectoria que pasa a través de un punto regular

es simple tenemos que la imagen es una curva de Jordan.
Estas trayvectorias seréan llamadas travectorias cexrradas.

Nu=stro siguiente propésito es mostrar que si w es una
diferencial cuadratica meromorfa sobre una Superficie de Riemann
arbitraria S, toda trayectoria cerrada ¢ de w puede ser encajada

en un dominio anular D de S (el cual definiremos mas adelante)d..

Sea c¢ una ‘trayectoria cerrada de w, una diferencial

cuadratica meromorfa sobre S. Por el an&lisis anterior sabemos gue

<

g

s la imagen (inyectiva) bajo z-1 de un intervalo fuo ,uir ) de R.
Mostraremos que existe un n@mero r>g  tal que -1 esté

inyectivamente definida sobre el recténguloe [ue.m1)x(-r,r?.

Supongamos que lo anterior no sucede, asl existen sucesiones
(zn) ¥ (zn’3 con < Re zn <uir, uw< Re zn’ <u1, tales que 2n -> u
y =2n’ =-> u’, cuando n -> , u,u’-fuo,u1) y 2Z-1(zn)=E-1(zn’'). Ya

que £-1 es continua obtenemos que E-1 (uj=&-1(u’),.
il panto u es diferente a a’, ya que =n caso contrario toda
vecindad de u=u’ tendria puntos zZkx, =k’ distintos con
Z-1(zk)=2~1(zk’)

lo <cual contradice la invectividad local de #Z-1 en u.
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Sin pérdida de gensralidad supongamos gue u<u’.. La diferencia

u’-u tiene gque ser mayor o igual que s=ul-uo, ya que en caso
contrario, se contradice la minimalidad de s. Por lo tanto u=uo y
u’=uy .

Pero con &ésto  tenemos que znts -> w1 y Z-1l(zan+s)=Z-1(z2n’)
p=ro  ya que ucs Re zn <ur y ue < Re zn’<ul tenemos gue zn+s=zn'’lo
cual contradice la inyectividad de €-1 en una vecindad de u .

Por lo tanto existe r>0 tal que 2Z-1 s uno & uno en el
rectéoggulo [uwe.w Ix(-r,r). Asi el map -1 es5 un homeomorfismo del
espacio de identificacidn del recténgule [ue,u1 Ixi(-r.r) (con iy

identificado con iyts donde -r<y<r) sobre un dominio anular D S.

Continuemos ahora E-1 & 1o largo de las vertlcales al
intervalo f[uo,ut) como lo hicimos antes a lo largo del ede real.
Ahora, para cada punto x fuo .u1 ) existe un intervalo maximo
(r=(x),r*+({x)), r~(x) < 0 < r+{x), tal gque £-1 es un homeomorfismo
del rectangulo [ue. Wl Ix{r-(x) . xrtix))., nuevanente con los puntos
iy e iy+s identificados (r-(x) < ¥ < r+(x)).

Sea r~=max r- (X)) y r*=min r+(x) donde el maximo y el minimo
estan tomados sobre todos los x [uo,wm1 7.

Asi el map -1 es uno a uno en [uo,u1)x(r-,r+), ya que de
otro maodo se contradice la maximalidad y minimalidad de r- » r+

respaectivamente.

Definicion. El dominio I S imagen. bajo Z-1 del recténgulo

fuo .u1 1xir-,rt) se le llamara dominico spulsar maximo ssaciado a o.
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Resumiendo los ultimos resultados tenemos probado el

siguiente:

Teorema 7.1.1 Sea w una diferencial cuadrética meromorfa
definida sobre una Superficie de Risemann arbitraria S8, entonces
toda w-trayectoria cerrada c¢ puede ser encajada en un  dominio

anular maximal D S.

Sean w  una diferencial cuadratica sobre una Superficie de
Riemann arbitraria 8 y < .una w~trayectoria cerrada, por el
anAalisis del inicioc de este capitulo, ¢ puede ser considersda como
la 1imagen baljo Z-1 de R, es declyr, cz=Z-1(- , ). Con esta
notacidn tenemos que los rayvos de la w-trayectoria ¢, desde Po, ct
¥y ¢~ pueden ser representados como:

c-=2-1 (- ,0]1 y cot=2-110, ).

Ejemplo 7.1.2 Sea w una diferencial cuadratica holomorfa

sobre el toro S. La Superficie S puede ser considerada como un

paralelogramo cuyas esquinas son 0,1.b ¥ i+b {(con b un nAmerc

complejo cuya parte imaginaria es positiva) y con las siguientes

identificaciones =z -> z+1, 2z -> za+b sobre los lados. Como vimos en

el ejemplo 5.4.1., wiz) =s una rfuncidn holomorfa  doblemente
paeriddica sobre =1 plane compledo y por tanto wizjyzkzcte. Asi. las

trayectorias son las lineas rectas definidas por kdzz>0, es decir,

argdz=-1/2 arg kimod ).
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Sea < una w-trayectoria gue Ppasa a través del cero y
supongamos gue ¢€sta corta ¢l lade desl paralelogramo formado por

los puntos 1 3 1+b en el punto =zo.

Afirmamos que ¢ es cerrada si ¥ s0lo si !zo-1}% es un miltiplo

racional de |bj. Para probarlo, supongamos que el cociente de esas

longitudes es un irracional Jj, afirmamos que entonces ambos rayos
de ¢, et y <, son densos en todas partes en S,  €gte se sigue de

que, en el lado del paralelogramo, formado por los puntos 1 y 1+b,

el conjunto de puntaos
{nj mod 1:nn N}

es danso [107., asl e ne puede ser cerrada.

=

Recl procamente, si =]l cociente de las longitudes la=!z0-1) ¥
lb=1{b} es racional, es decir, si lv/l:=z=r/ L, entonces rlb=tlz.

Recorramos la trayectoria ¢ comenzande con cera, eésta

intersecta por primera vez al lado del paralelaogramo formado por

los puntos | ¥y 1+b en el punto =zZo, continuando ¢ vuelve a

intersectar a ese lado en un punto 21, ya que rlb=tlz, zt=(1,1+b},
por lo tanto la trayectoria se cliervra en este punto,
Por lo tanto ¢ aes cerrada =i y sdle =i juo~1! es un maltiplo

racional de |b) como fue atirmado.
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Sea nuevamente w  una diferencial cuadratgjcs sobre una

Superficie de Riemann arbitraria S y ¢ una w-trayectoria cerrada

en S.

Observacibn. Por la construcclén del dominio anular (véas

o

inicioc de esta seccidn), si ¢ es una w-trayectoria cerrada y D e

[

dominio anular asocliada a ¢sta, toda trayectoria cerrada <’ en
es la imagen., bajo el map 2-1, de una recta horizontal y por
tanto es libremente hamotdépica a ¢ en

S’'=S\{polos de w}.

Resulta que el inverso de €¢sto. es decir. si ¢’ es una w-
traycctoria cerrada libremente homotépica a < en S7. entonces
e’ D, también es cierto excephto en el caso siguiente: sUpOoNgamos
que § es un toro, W es una diferencial cuadrética holomorfa sobre
S ¥y si ¢ es cerrada, entonces todas las w-trayectorias
(horizontales) sobre S son cerradas y por lo tanto no hay un Gnico
anille anular D que cubre a S salvo por una trayectoria cerrada

¢’ ., es decir, no se cumple la unicidad de anillos anulares,

Por otra parte probemos a continuacidn e1 sigulente:

Teorema 7.1.3 Sea w una diferencial cuadratica meromorfa
sobre una  Superficice de Riemann arbitraria 5. Sena D oun dominio
anular asociado a una w-trayectoria cerrada c. $i ¢’ es otra w-

travectaria ibremente homotépica & ¢ en la Superficie

'=S5\{polos de w},
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entonces ¢’ D.

Demostracion,

Afirmamos que ¢ no pede ser libremente homotépica a un.punto
P sobre S°'. De otro modo, aplicando el teorema 4.4.5 esta curva
acota wun disco D S’. Sea f un map conforme de D sobre el disco
unitaric (z!1<1, es decir introducimos en D el parémetro z . Como c¢
es una curva de Jordan, la representacidén de w en el parémetro sz,
wi(z), es analltica en lzi<l, y sobre |z!l=1 tenemos aue para ds,
w(=z)dz2>0. Asi

arg w(z)dz2=0

a lo largo del <lrculo unitario. asi dlarg w(z))=-2d(arg dz).

Fero ya que el incremento de arg dao a lo largo de 1ai=1 es
2 . tenemos que 1/2 4 arg w(z)=-2, lo cual implica que w tiene
al menos un polo en D, 1o cual contradice el hecho de que D S’

Por lo tanto ¢ no es homotdpica a un punto P &°.

Ya que. ¢ y ¢’ son w-trayectorias <’ c=0, asl., por el teorema
4.4.68 1las dos curvas acotan un anille D sobre S’. Este anillo
puecde ser mapeado conformemente sobre el anillo O<ro<cizi<ri< [12].
Aplicando nuevamente el argumento anterior w no tiene ceros sobre

D. por lo tanto el dominio anular D de c¢ contiene a ¢’.
7.2 Trayectorias no cerradas.
Hemos visto, al inicio de este capitulo, aque una w-

travectoria puede ser representada comeo la imagen bajo una

continuacidny  analitica de -1 (donde £ es el paridmetro natural)



de uwn intervalo (a.b)Y R [ , 1. Tun particular, vimos (en 1la
seccidn anterior). que una w-trayvectoria cerrada puede
representarse como la imagen inyectiva, bajo ese map de un
intervalo semicerrado [uo,ui) R donde ademas %-1 (uo )=%-1(w ).

Supongamos ahora dque ¢ es una w-trayectoria no cerrada, es
decir. prara todo m o, uaz (a,b), si a1 =uaz, entonces

Z-1 (1 )=E~1(uaz).
Sea c¢t=2-1([0,b)) un rayvo de la trayectoria c.
Denctemos por Lt el conjunto de puntoq'P S tales que existe

una sucesion (un) -> by Fnz=Z-l(un) -> P. A L* le llamaremos el

canjunto limite de of ., Ya que la trayectoria ¢ tiene dos rayvos, ot

y ¢, ¢sta tiene dos conjuntos limite L+ y L~ respectivamente.

Obsérvese qgue los conjduntos 1limite L+ y L- dependen de 1la
eleccidn del par&metro natural, es decir, si se usd % & -Z para
la representacidn de ¢ comeo la imagen bajo -1 de un intervalo de

R { ’ }. Observemos ademas gue L+ oy - no dependen de la

eleccidn del punto inicial Po de ct y c-.

Definicibn 7.2.1 Si L+ es vacio, decimos que ot es un__ravo

aue_tiende _a la fronterna o que es un_ _rave frontera. Si ct y ¢ son

rayos frontera, ¢ es llamada un_corte axruzado.

Observacion 7.2.2 Una condleidbn necesaria y suficiente para
gque ¢ sea un corte cruzado es que para +todo conjunto K S

existe un nmero o tal aae gi w <ty entonces -1 (u) K.
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Sea ¢ una wstrayectoria no cerrada en S y L* el conjunto
limite del rayo ot de ¢ desde Po.

Supongamos que Lt es no vacio y gqgue existe P L+ un punto
regular de w. S=2a ¢1 la w-trayectoria no cerrada que pasa a través
de P (la existencia de ésta altima la garantiza ¢l Tecorema 5.8.5).

Sean 21-1  y  2-1 los maps definidos de los intervalos
{ai1 ,bt )}, (a,b) R { B } a la Superficie S respectivamente, tales
que c1 y ¢ pueden ser representadas como:

et =21-1((a1,b1)) ¥ c=E1((a,b)).

Sea @=P un punto arbitraric sobre ci1 y sea s la w-longitud
del intervalo cerrado I «c1 que une los puntos P y Q.

Sea R el rectéingulo méximo donde esté& contenido I (véase

inicio de la seccidén 7.1) ¥ en el cual 31-1 e&s unc a uno,

Sea {unl}l R, un -> b tal gue Z-1(un)=Pn -> P (esto 1lo
podemos hacer ya que P L+).
Pero ya que para una ~n suficientemente grande Pn R, al

considerar el map 2Z1-1 para 1 (en una vecindad de R obtenemos

parte del Z-1 para o, asi tomuremos &stos como el mismo map #-1
dentro del rectangulo R. Fror lo tanto para uana n suflcientemente
grande el subintervalo de <, que pasa a travées de Pno, puede ser
continuade a 1lo largo de R, asl! ¢ contiene necesariamente, un
nmero infinito de subintervalos de w-longitud s, de  agui  que
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b= . Ya gque unts => Y Z-1(un s)=0n -> @, con una eleccion

apropiada de los signos, se tiene que Q L+, pero ya que Q cr fue

arbitraric podemos concluir que <1 L+,
Asi tenemos demostrado el siguiente:

Teorema 7.2.3 Sea w una diferencial cuadratica sobre una

Superficie de Riemann arbitraria 5. Sea ¢ una w-trayectoria no

cerrada. S5i P L+ es wun punto regular de w, entonces la w-

trayectoria ci qQue pasa a través de P esth contenlida en Lt

Supongamos ahora que P L+ es un punto critico finito de w.

Sea <1 una trayectoria gque converge a P.

Hemos visto (al inicio de la seccidn 8.2) que los rayos de

las +trayectorias gue convergen a P dividen a una vecindad de P en

un nimero finito de zectores con a&ngulos iguales (estos &ngulos

estédn determinados por €1 orden de w oen P sy en cada sector

existe un rectangulo cerrado R que tiene a P como punto medio de

uno de sus lados horizontales.

P pole de orden uno,. P un cero de orden uno.

Sea 2s la longitud del lado horizontal de los rectanguloes en

los cuales P es punto medio. 51 <1 es uno de los rayos que
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convergen a P, entonces L+={P}. Si este caso no se da, al menos en
uno de los sectores existen un nupero de puntos Pn e intervalos

horizontales a través de ellos los cuales son intervales de c1.

Asi1 puevamente b= ¥ un s > cuando n ~> . Por lo tanto
las sucesiones Pn’=Z-1(un+s) y Pn"=%-1(un-3) tienden a P’,P" R
De aqul podemos concluir que si P es un cero de w, Lt contiene al
menos dos rayos kdentro de la vecindad de P) convergiendo a P,
mientras que si P es un polo de primer orden Lt contiene el rayo

convergiendo a &},

Por ultimo si P L* es un vpunto ceritico infinito, tenemos aue
{véase f£inal de la seccidn 6£.2) todo rayo c+ que entra a una
vecindad suficientemente pequefia de P tiende a P. Asi en este

caso nuevamente Lr={P}.

Definicion 7.2.5 Un rayoe de trayectoria ct es llamado
recurrente si Po, el punto inicial de c¢*, pertenece a L+. Si ambos

rayos de la travectoria < son recurrentes, c ws llamada una

Observacidn., 81 Po. el punto inicial del rayo recurrente ct,
esta gontenido en Lt, entonces ¢ L*. Ya gque L* es cerrado ¢ L+,

pero ademag [+ ¢ por lo tanto o=Lt. Inversamente. si a=Lt,



entonces Po Lt .
Resumiendo los resultados anteriores obtenemos el siguiente:

Tcorema 7.2.6 Sea c*t un rayo de una w-trayectoria ¢ sobre
una Superficic de Riemann arbitraria 8, entonces tenemos que:
a) Si L+=0, entonces el rayo ¢t es un ravo frontera.
b) Si L+={P}, entonces P e€s un ceroc de w y ot es un rayo
critico,
c) Si L+ consiste de mas de un punto, este conjunto es 1la
unidén de trayectorias. 81 éstas s=on eriticas L+ ademé&s

contienen a sus puntos criticeos limite.

Teorema 7.2.7 Sea ¢ una w—trayectoria con un rayo recurrente

ct, entonces ¢~ no puede tender a un punto critice infinito.

Demostracidn,
Supongamos gque ¢~ tiende a un punto critico infinito, es
decir, L-={P}, donde P es un polo de orden 22. Sea U una vecindad

de P de tal forma que el punto Po., punto iniclial de c~-, esté fuera
de U y que todo rayo que entre a U converja a P (véase la secciédn

6.2).

Ahora sea Pi1 c- U. Ya que ¢t es un rayo recurrente Fo L#

(esto por definicidén) aplicando zhora la observacidn que sigue a
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la definicién 7.2.5 tenemos que ¢ L* de agqul gue Pi- L*. Ya que U
es una vecindad de i y ¢ste es un punto limite de et, existe
P2 o+ con Pz U, lo cual implica que ¢t entra a U y por lo tanto
tiendz a P lo cual contradice el hecho de que L-={P}.

Por lo tanto ¢~ no puede converger a un punto critico
infinito.

Otra propiedad importante de los rayos recurrentes nos la da

el siguiente:

Teorema 7.2.8 Sea ¢ una w-trayectoria en S. Si ¢t ¢ es un
rayo recurrente con punto inicial Po, entonces c¢*¥ pasa a traveg (e
tode intervalo vertical I, que contiene a Po, en la direccidn
determinada por c* en Po.

Demostraciébn,

Sea I un intervalo vertical que contiene a Po. Como_ c* pasa a
través de +toda vecindad que contlene a Po, esta curva tiene una
primera interseccidn con I &en un puntoe F1 . Supongamos que en esta
interseccion la curva llega en direccidn contraria a la deseada

(vé&ase la siguiente figura).

Sea R el rectingnlo horizsontal con &1l sabintervaloe [Po,P1] de
ct como linea central. é4ste tiens como lados verticales sobre I a
Io & I1 los cuales contienen a Po y Pt reaspectivamente. El rayo ct

pasa desputs de 1 a través de Io en uan punto Pz, si el rayo
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pasara a través de este punto en direcciém positiva terminariamos,
si no, recorramos ct, a partir de Pz, en sentido contrario a la
orientacibdn comenzando en Pz y recorriendo ct dentro de R hasta

llegar a I1 en un punto Pi. Este punto es el deseado.

Defiricion 7.2.9 Sea w una diferencial cuadriatica  sobre  una
Superficie de Riemann arbitraria S y ¢ una w-trayectoria. Si L+,
el conjunto limite del ravo ot de ¢, contiene mas de un punto, o+

es llamada divergente.

Observacion 7.2.10 Sea ot un rayo de travectoria de una w-
trayectoria ¢. Puesto que c¢*=Z-1 ([0,b)} tenemos gue la w-longitud

de ct estd dada por:

lelw= {w(z)i1/72 {dzi= }(dul=b.
Si ot tiene Jlongitud finita, es decir, bk , ¢t e&s un rayo
critico o un raye frontera. Si por el contrarioc b= , es decir, ot

tiene longitud infinita, ¢t es divergente o 2s un raye frontera o

un rayo el cual converge a un punto critico infinito.

7.3 Algunos resultados adicionales acerca de las trayectorias

sobre Superficies de Riemann Compactas.

Uno de los resultados més importantes en esta secaidn es el
gque afirma que todo rayo de trayectoria ct divergente sobre una
Superficie de Riemann compacta S es recurrente.

Este resultado lo obtendremos como una consecuencia. inmediata
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al sigulente

Tecorema 7.3.1 Sea w una diferencial cuadratica meromorfa
sobre una Superficie de Riemann Compacta ST Entonces todo rayo de
trayectoria divergente ¢t tiene la siguiente propiedad: si To S
es un intervaleo vertical cerrado con el punto inicial Po de c*
come punto medio de éste, entonces para todo P o existe un punto
P1 c* tal que 2Z(P1)=ud>%(P) y ct corta a Io en P1 en la misma
direccién que tiene ct en Po.

Demostracién.

Dado F c*, sea Io el lado vertical de un rectiéngulo adyacente
al intervalo cerrado I={Po,P1] sobre c+. Supongamos ademas que
ninguna trayectoria cerrada pasa a través de Io y que I tiene
Unicamente a Po en comiin con Jo.

Todoe esto puede ser conseguide si  acortamos Io si es
necesario.

Consideremos ahora todas Jlos rayos de trayectoria t+ los
cuales tienen origen en Io con direccidn positiva y tienen ademas
las siguientes propiedades:

a) t+ es critica (es decir, tiende a un punto critico).

b) t+ no eruza Io en direccidn positiva excepto en su  punto

inicial.
¢
Sean ta+ v 12+ dns rayas de  trayectoria con  las
caracteristicas anteriores con puntos iniciales )51 y Pz

respectivamente sobre JTo.

Afirmamos que estos rayos de trayectoria tienden a puntos
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critjcos diferentes, ya aue en caso contrario  te+t serila un

subrrayo de ti+, asl ti1+ cortaria a Jo en P2 en direccidn positiva
contradiciendo lo supuesto.

Pero ya que solamente hay un numero finito de puntos criticos
finitos (ya que S es compacta), entonces podemos concluir gue sdlo
hay un nimero finito de rayos de trayectoria t+t que cumplen con
las dos condiciones anteriores. Asi paodemos elegir un subintervalo

I’c de Io adyacente a Po, ¥ del cual ningiin rayo ++ emana.

Sean O0=P c¢* un punto arbitrario, J el subintervalo de c+t
cuyos puntos finales son Po ¥y Q ¥ sea R el rectangule con lados
To’ y J. Elejimos R tan largo como sea posible y ademéas con la
propiedad de gue Z-1 sea uno a uno sobre R.

Asi 1la w-srca de R esté dada por (Riw=i{leo’ {wiJiw. Si ninguno
de 1los rayos de las trayectorias que emanan de Io' volviera a
cruzar o’ en direccibn positiva, R podria ser continuado
infinitamente. Pero ya que ct se encuentra fuera de las
vecindades Ui de los puntos criticos infinitos +tenemeos que

fIRiwxg tw(z){dxdy< R &sto Gltimo ya gque S es compacta, asi 1lo
anterior no puede ocurrir. Por 1lo tanto existe al menos una
trayectoria t+ en R gque cruza Jo’ nuevamente en sentido positivo.

Si e+ lo hace, digamos en un punto Pi1=Po, entonces tenemos
demostrado =1 teorema ya que P corta a Io después de Po.

En caso contrario, podemos considerar el rectangulo R’acotade
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por un intervalo sobre ¢+, un intervalo sobre ¢-, un ' subintervalo
de Io’ y su imagen simétrics sobre ¢ en Fo. Procediendo ahora con
R’ como con R encontramos un punto de cf sobre Io el cual llega

en la forma deseada después de P11, lo cual prueba el teorema.

Corolario 7.3.2 Si ¢t es un rayeo de trayvectoria divergente de
una diferencial cuadratica meromorfs w sobre unm  Superficie de
Riemann Compacta, entonces existe una sucesidpn de nGimeros reales

un tales que los puntos Pn=2-1(un) tiende al punto inicial FPo de

c+. Por lo tanto todo tal rayo es recurrent:s.
7.4 Diferenciales cuadraticas con norma finita.

Definimos en la seccion 5.7 el elemento de &rea asociado a
una diferencial cuadratica w como !wi{z)!dxdy. ¥ definimos el &rea
total de 1la Superficie S como la Li-norma de w, es decir,

LiISliw=liwig= tw (=) (dxdy.

En esta seccidn estudiaremos diferenciales cuadréticas, sobre
Superficlies de Riemann arbitrarias. cuya norma es finita.

' Mostraremos , vy de hecho é&ste ey el resultado mas importante
en esta seccidy, que excepts por un conjiunto de w-medida cero, es
decir. medida euclidesana cero en términosg e lasg pardmaetlros
locales, todas las w-trayectorias son cerradas o© son cortes

ceruzados de longitud finita o son espirales.
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Definiciog 7.4.1 Una trayectoria de una diferencial
cuadratica holomorfa de norma finits, la cual no es cerrads ni un
corte cruzado de longitud finita ni una espiral es llamada un

travectoria_excepcional.

Veamos que cualguier trayvectoria excepcional c de una
diferencial cuadratica holomorfs de norma finita tiene alguna de
las siguientes caracterlsticas:

1. ¢ es critica.

2. ¢ tiene un rayo no recurrente de longitud infinita.

3. ¢ tiene un rayo recurrente y el otro froatera.

$Si ¢ es una curva cerrada excepcional y no critics, sl menos
uno de sus rayos tiene longitud infinita, ya gque en otro caso
seria un corte cruzado de longitud finits. Supongamos que ct tiene
longitud infinita. Si ct* no fuera recurrente ¢ estaria clasificada
en 2.

Supongamos que ct es recurrente. Si ¢- tiene longitud finita,
c es de lz clase 3 ya gque ¢~ debe de ser un rayo frontera:

Si por Gltimo c- tiene longitud infinita, come ¢ es
excepcional, ¢ no puede ser recurrente, de aqul qgue ¢ esta

enlistada en 3.

Ya gque el conjunto de trayectorias criticas es finito, Yy Ppor

tanto tiene w-medida cero, nicamente nos ocuparemos de las

trayectorias de la segunda y tercera clase.



Consideremos primero las w-traycctorias de segunda clase.

Sea w una diferencial cuadratica holomorfa de una Superficie
de Riemann arbitraria S. Sea I un arco vertical cerrado orientado
de w. Ya que el conjunto de puntos de S los cuales son cubiertos
por trayectorias cerradas de w es abierto, el conjunto E=E(I) de
puntos P I los cuales yacen sobre una trayectoria no cerrada es
cerrado. -

Denotemos por c(P) la trayvectoria que pasa a través de P, su

rayo positivo sera denotado por ot (P).

Probaremos ahora el siguiente:

Teorema 7.4.2 81 A E=E(I) es el conjunto de puntos P I tales
que la trayectoria c(P) tiene al menos un rayo recurrente de w-
longitud infinita, entonces A tiene w-medida cero.

Demostracidn,

Denotemos por Rat+t el conjunto consistiendo de todos los
puntos P E(I) tales que c*(P) tiene un intervalo cerrado [P,P’] de

w-longitud >a y el cual tiene Gnicamente a P como punto en  comin

con I.

Ya gue si bra. Ebv+ Ea+ el conjunte &t de los puntos P E con
e+ (PYi= y c+*(P) I={P}! es la interseccidn L+= fn+.

Sea P Lat, entonces el intervalo [P,P’'] es la lineca media de
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un rectapgulo R, de longitud & ¥y en el cual 2-1 es.'uno a uno, ¥

cuya interseccidn con I es un subintervalo cerrado lIo de 1I.

Obstrvese que los rayos ot (P) con P Io E tiene también un

intervalo de w-longitud a con ct(P} I={P}, asl Ea+t ea un

subconjunto relativamente abierto de E para todo a>0. Por lo tanto
E+* es la interseccitn denumerablie de subconjuntos medibles de I,

de aqui que E* &3 medible.

Consideremos ahora 'zZ (1) y E’=FE(EY) sobre &ste.

El conjunto B', consistiendo de los semirrayos positives con
puntes iniciales en EB’es medible. Mas alin este conjuntoe es mapeado

por  la continuacidén de Z-1 a lo largo de esos semirrayos,
inyectivamente.

Entonces ! iw!i>IB’ lw=1B'! donde |B’! es el Area euclideana de
B’. Ya gue cada horizontal en B’ tiene longitud infinita y 1la
norma de w es finita, concluimos gue E’ y por tanto E+ son

conjuntos de w-medida cero.

Sea ahora At el subconjunte de E(1) para el cual ct(P) tiene
longitud infinita ¥ no es recurrente,. Construimos una subdivisién
de: T en subintervalos cerrados de longitud mias vy mas pequena

tendiendo a cero, sean &stos 11 ,1lz,...

Entonces todo P At estid contenido en algin I; para algan J N.

Por lo tanto A* es la unidén de un namero numerable de conjuntos de
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w-medida cero, ¥ por lo tanto tiene w-medida cero.

Si denotamos por A- el conjunto de los puntes P E con
e~ (PY)i= ¥ ¢ (P) no recurrente procediendo como antes se muestra
que A~ tiene también w-medida cero. Ya que A=A+ A~ , tenemos que

A tiene w-medida cero.

Consideremos ahora las trayectorias c¢on un rayo recurrente y

otrao frontera.

Teorema 7.4.3 Sea w una diferencial cuadratiecs de norma
finita sobre una Superficie de Riemann arbitraria S y sea I S un
arco vertical abierto orientado de w. Entonces el conjunto A de
puntos P I tales que c¢(P) consiste de un rayve frontera y otra
recurrente es un conjunto de w-medida cero. 7

Demostracidn.

Denotemos por Eo+ el conjunto de puntos P E=E(I) tales que

&

c+(P) es xrecurrente y ¢ (P) es un rayo frontera y ademas tien
Unicamente a P como punto en coméGn con I.

Sea Po E. Supongamos que c* (Po) tiene w-longitud >n, n N.
Entonces el intervalo [Po.P1] de longitud n, de ct(po) es el
diametro central de un recténgulo R en &1 cual E-1 ee ano & uno

sobre §.

Sea Io el lado vertical de R gque contiene a Po. FPara cada

P To I el rayvo c*(P) pasa a traveés de R y asi !ct(P)'>n. Por 1lo



tanto el conjunto de puntos P E tales que jc*(P)!i>n es un conjunto

relativamente abierto, de aqul que el conjunto de puntos P E tales

que lct(P)l= es la interseccidn numerable de conjuntos
relativamente abiertos, por tanto ¢s medible.

Pero todo rayo c¢?(P) gue es recuarrente tiene longitud
infinita. Aplicando ahora el teorema 7.4.2 podemos concluir que
el conjunto de puntos P E tales que <t (P) es no recurrente y de
longitud infinita tliene w-medida cero. asli el conjunto de puntos
P E con ¢c*(P) recurrente es medible.

Aplicando un argumento similar tenemos que el conjunto de
puntos P E para los cuales e~ (P)i<n es rélativamente cerrado, asit
el conjuntoe de puntos P E con te- | finito es unidén finita de
subconjuntos cerrados de E, por tanto es medible.

Pero si ¢ (P) es un rayo frontera, éste tiene longitud finita
o longitud infinita pero sin ser recurrente. Pero el conjunto de
puntos con la Gltima propiledad tiene w-medida cero, asl podemos
conzluir que el conjunto de puntos P E tales gue c- (P) es un rayo,

frontera es medible.

Supongamos ahora que c- (Po) tiene al menos otro punto B en
comin con I. Entonces ya gue I e&s abierto, el intervalo {[Po,P1]
sobre c- (Po) es el diametro medio de un rectiangulo horizontal

cerrado R con ambos lados verticales sobre I.

Obsérvese aue para un punto P suficientemente cercano a Po,

tiene también la propiedad anterior, es decir, c  (P) pasa a traveés
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de I después de P. Asi este conjunto es abierto y asi el conjunto
de puntos P E con ¢ (P) I={P} es un subconjunto relativamente

cerrado de £ y por lo tanto medible.

Pero Eo*+ es la interseccidén de los tres conjuntos medibles

anteriores asi Lot es medible.

Nuestro siguiente propdsito es mostrar éue Eo+ tiene w-medida
cero.

Para ésto definmmos la siguiente sucesidn de mapeas.Tn. n N,
del conjunto Lo* sobre los conjuntos En*t E definidos como sigue:
si Po Eo+, Tn(Po)=Pn donde Pn es la n-ésimx interseccidn, despucls
de Po, de c*(Po) con I. Ya que c*(Po) es recurrente siempre existe

el punto Pn para todo Po Eot.
Definamos En+*+=Tn (Eo+).

Supongamos qQue existen Po vy Po’ en Eot tales que
Tn{Po )=Tn(Po '),
asi, los rayos c*(Po) y c¢t(Po’) deben cortar a I en Pn en la misma
direccidn porque en caso contrario c(Pn) seria un corte cruzado lo
cual no es posible. Por lo tanto, uno de 1los rayos c¢c*(Po) vy
et (Po’ Y debe de ser subrrayo une del otro. Pero ya que Pn es la n-
ézima interseccibdn Po=Po’. Asi Tn es inyectiva y por lo tanto una

biyeccidn sobre Ent=Tn(Eo+).
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Ahora, si P En* Em+* con n=m, entonces existiriygn puntos Po v
Po’ tales que P=Pn=Pm es la n-ézima interseccién de c+(Po) y la m-=
ésima interseccibn de ¢t (Po’)respectivamente con I.

Nuevamente los dos rayos deben de cortar a I en la misma
direccidn y une de éstos +tiene gue ser subrrayo del otro.
Supongamos que ct(Po) es un subrrayo de c¢*(Pe’'), si Po=FPo’, el
rayo ¢~ (Po) cortarisg & I en P’oc lo cual no puede ser ya que c- (Po)
tiene Unicamente a Po coma puntoc en comian con 1. Por lo tanto
Po=Po’. Asl Po es la n-ésima interseccién con I de c*(Fo) ¥y
también es la m-&sima interseccién de ot (Po’) pero &sto sdlamente
se da si n=m contradiciendo lo supuesto.

Por lo tanto si n=m, entonces En* Em+=0.
Mostraremos ahora qQue Ent es5 medible.

Sea [Po,Pn] el intervalo sobre el rayo <¢*{(Po) con Pn Ent ¥y
n arbitrario.

Consideremos todos los puntos Po Eot tales que el intervalo

para tode Po <considerado, existe un rectidngulo abierto de w-
longitud ![Po,Pn]liw el cual contiene el intervalo abierto (Po ,Pn)
como un diapetro que inLersecta a I n-1 veces y -1 o3 uno a ano

sobre éste,



E]l conjunto de intervalos verticales de esos rectapgalos
horizontales R cubren Eot* =salvo los dos puntos eliminados. Ademas
para tode I’el subconjunto I’ Eo+ es mapeado por Tn a I" Ent

(veéase figura anterior) pregervando medida (donde I es el otro

lado vertical de R).

Sea J una de las componentes de la cubierta abierta I’de

+ i .
Eo+. Existe un n8pero & lo mas numerzble de intervalos I;° los

cuales cubren a J (&sto ya que tode intervalo cerrado de J

{

cubierto por un nimero finito y J puede ser cubierto por un nimero
numerable de intervalos cerrados). Podemos asl, dividir J Eo+ en
un nimero numerable de subconjuntos ajenos dos & dos. Por lo tanto
Tn es un map de J Eo+ a Tn{(Jd Eot) que preserva medida. Asi B+

ez una unidn numerable de imagenez Lajo Tn de conjuntos medibles,

por lo tante ¢ste es medible v (Eot lw={En* iw. Como n fue elegido
arbitrariamente (FEot+lw=|Ei1+lw=..., y todos esos conjuntos son
ajenos. Pero va que I tiene w-longitud finita estos conjuntos
tienen gque +tener w-medida cero, similarmente se prueba lo mismo
para Eo- .

Por tanto (Ei+ Ei-) también tiene w-medida cero.

Ahora si P I es un punto tal gque la trayectoria <(P) tiene un

rayo frontera y una recurrente, entonces &1 rayo frontera ticne
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una Qjltima intersecceidn Po con I. el cual es un punto de Eo+ o de
Eo-. Por lo tanto P estd en algin conjunto Ei+ o Ei-, i=i,2,...:
Asi nuestro conjunto A= (Bi+ Ei-), vy por lo tanto es un conjunto

de w-medida cero.

Aplicando los +teoremas 7.4.2 ¥y 7.4.3 y el hecho de gue el
conjunto que cubren las trayectorias criticas tiene w—-medida cero.

tenemos demostrado el siguiente:

Teorema T7.4.4 Las trayectorias excepcionales de una
diferencial cuadratica holomorfa w de norma finita sobre una
Superficie de Riemann arbitraria § cubre un conjunto de w-medida
cero, es decir, de w-area cero ¢ equivalentemente de medida

euclideana cero en los parémetros locales.
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8. Métrica asociada a una difercencial cuadratica.

Definimos anteriormente (seccidn 5.8) que una w-geodésica

entre dos puntos era una curva que localmente era la mas corta con

respecto a la métrica inducida por la diferencial cuadrética w.

En la seccidn 6.3 se demostrd, localmente, la existencia vy

unicidad de geocdésicas, ademds gue é&stas  son, de hecho,

composiciones de arcos rectos de diferentes inclinaciones con

vértices en los puntes criticos de la diferencial cuadrética w.

Nuestro principal propdésite en este capitulo e: demostrar 1la

existencia y wunicidad de geodésicas en una clase de homotopia de

curvas que unen dos puntos arbitrarios de una Superficie de

Riemann Compacta de género mayor gue uno.
8.1 Unicidad de Geodésicas.

Una de las herramientas mas importantes para nuestros

propdsitos inmedismtos (demoestrar la unicidad de geodésicasz) e

4]

el
lema de TeichmUller. Para demosirarle necesitaremos el principio

del argumento en su forma general. Este dice lo siguiente:

Principio del ' Argumento (forma general) 8.1.1 Sea D un
dominic del plano relativamente compacto, acotado por un nimero
finito de curvas {c; } suaves a trozos oy sea W una

funcidn
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meremorfa sobre la cerradura de D. Denctemos por Pi les ceros (o

poles) de w en D con ordenes ni (O -ni ) ¥y Ppor @Qj los cexos (o

S

polos) de w en D= <j (la frontera de D) con drdenes nj (o -nj ).

Sea 05 el angulo interior de D entre dos curvas adyacentes con

vértice en Q3 (0 £ G5 < 2 ). Entonces

1/2 dl(arg w(z)) := 1/2 d(arg w(z)) = ni + (0jng)/2 .
Definicibn 8.1.2 Sea w=0 una diferencial cuadr&tica
meromoxfa. Decimos gque C es un w-palicono si ¢ es una curva

compuesta de arcos rectos abiertos con respecto a vw (viéase 1la
definicién 5.8.3) y de sus puntos finales, los cuales son puntos
criticos de w. El w-poligono C e= liamade simple =i é&ste forma un
arco de Jordan y es llamado sinple cerrado si éste es una curva de

Jordan.

Teorema (lema de Teichmtller) 8.1.3 Sea D el interior de un

w-poligone cerrado simple C con lados ¢ ¥ fngulos interiores [

(0 < 0; < 2 ) en sus vértices Pi. Supongamos gue v es meromorfa
sobre la cerradura de D. Denotemos por nj el orden de w en Pj.
Entonces

[1-0;3(n;+2)Y/2] = 2+ ni
donde ni es el orden del cero o polo de w en Pi D.
Demostracidn.
Ya que los lados del w-poligono C son arcos rectos abiertos
(con respecto a W), sobre éstos tenemos gque

O=d(arg w(z)dz2)=d(arg wim)) + 2d{arg dz=).
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Por tanto

Para

calcularemos el cambio total que sufre la cantidad

largo de C.

Sean

los vértices

finales son

Ya que
éstos. Sin
siguiente a
traves de
considerada

suma de las

FPor lo

Asl,

evaluar la

d(arg w(z)) = -2 d{(arg dz).

'integral del lado derecho de. la igualdad,

arg dz a 1lo

...Pn los puntos criticos de w en C (los cuales son

de &ste w-poligono). Sen ci el lado de 0 cuyos puntos

Pj v Pj+1 con j=1,....n yv Pn+1=P1.

los ¢3 son arcos w-rectos, arg dz no varia sobre

embargo arg dz cambia cuande pasamos de un lado cj al

través de Pij. El cambio que sufre arg ds, al pasar a
P; ., es por un sumando de -0;. Esta cantidad no es
en la d(arg dz) ya que ésta est4 definida como 1la

integrales sobre los cj.

tante el cambio total del arg dz sobre C es

2 - « -05).
1/2 d(arg dz)=z -2/2 (2 - ( -03)1
. = -2 + (1-05/ ).

Aplicando ahora el principio del argumento en su forma

general 8.1.

1 a la primera obtenemos
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1/2 d(arg w(z)) = (Osinj)/2 -+ ni .
Ignalando las dos integrales tenemos
(Oin;)/2 + ni = -2 + (1+05/ ).
De aqui obtenemos )
2 + ni = (1-03/ ) - (03nj3)/2
= [1-05(ns+2)/2 J.
Por lo tanto

[1-0j(n3j+2)/2 1 = 2 + ni .

Observacion 8.1.4 Si 9w s una diferencial cuadratica

&€

holomorfa en D, entonces para todo i ni > 0. Asi

{1-05(n;+2)/2 1 > 2.

El lema de Teichmiller +tiene una versiébn para dominios

doblemente conexos ¥ es la siguiente:

Teorema 8.1.5 Supongamos gque D es un dominio doblemente
conexo del z-plano acotado por dos w-poligonos C’ y C" (donde C”
acota la componente acotada del complemento de D), positivamente
orientadas con respecto a D, entonces

[1-05 (nj+2/2 )] = ni,
donde ni es el orden del cero o polo Pi D de w.
Demostracidn. .
Aplicande un argumento similar al de la demostracidn del

teorema anterior vemos que el cambio de arg dz sobre C' es
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2 - (- 0;’) ¥y sobre C" =s -2 - ( -0;"), asl el cambio total de

arg ds scbre Ces - ( -05).

ni + (Oinj /72 = -1/ d(arg dz)
' = -1/ - ( -03)
=1/ ¢ -0;3)
= (1-03/ ).
Por tanto
£1-05(n3+2)/2 7 = ni .

Probaremos a continuacidn la unicidad de arcos geodésicos en

dominios simplemente conexos.

Teorema 8.1.6 Sea w una diferencial cuadratica holomorfa eﬁ
un dominio simplemente conexc D. Entonces cualesquiera dos puntos
en D pueden ser unidos por a lo mas un arco geodésico.

Demostracidn.,

Sean z1 y zz dos puntos arbitrarios en D. Supongamos que

- existen dos arcos geodésicoes c1 ¥y cz uniendo a éstos. Ya gue estos

puntos son distintos podemos encontrar dos puntos zi1' y az’ tales
que los subarcos c1’ y ¢z’ de ¢ y ez respectivamente forman un w-
roligono simple cerrado.

Sea ai, 1z1,2 el &ngulo en zi’ formado por las curvas a1’ y
cz ' . Los &ngulos a1 y az satisfacen 0 < a1 .mz < 2 . Ya ~qQue  en
cada vértice del w-poligono se tiene un &ngulo 2 2 /(ni+2) (véase

ocbservacitén 6.3.3) ze tiene que 0j (n;+2)/2 >1.

Asl 1-0;5(n;+2)/2 <Q. Pero por la obasarvacidn 8.1.4 tenemos
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lo cual es imposible en este caso ya que

[1-05(nj+2)/2 Y122,

los unicos &Gngulos qgue

pueden contribuir a esa suma con un términoe positivo, que  ademhs
es menor gue uno, son al y az.

Por lo tanto no pueden cxistir dos arcos geodésicos uniendo

dos punlos de D.

Unos resultados muy importantes que se desprenden del teorema

anterior son los sigulientes:

Corolario 8.1.7 Sea w una diferencial cuadratica holomorfa
sobre un dominio simplemente conexo D, entonces no pueden existii
w-geodésicas cerradas en D.

Demostraclay

Supongamos que existe, c{0,1} -> D, una w-geodésica cerrada
en D.

Sean Po=c(0)=c(1l) y P1=c(1/2), asil los subarcos de c que unen

Po , Py y P1,Po son también w-gcodésicas distintas uniendo Po y P1

lo cual contradice el teorema anterior.

Corolario 8.1.8 Sea w una diferencial cuadr&lica holomorfa
sobre una Superficie de Riemann arbitraria §. Entonces en toda

clase de homotopia de curvas uniendo dos puntos arbilrarios Pi Mg

Pz de S existe a lo mas una geodésica.

Demostracidn.

Sean P1 ,P2 S dos puntos arbitrarios. Sea ¢ una curva que los
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une y [c¢] su clase de homotopls en S.

Supongamos que existen co ¥ <1 fe] w-geodésicas uniendo esos

puntos.

Sea ¢&o el levantamiento de co al revestimiento universal

(S,p) de S, teniendo como puntos extremos Pi1 y Pz arriba de Pi
v P2 respectivamente. Sea & ¢l levantamiento de <1, con punto
inicial 1, a (8,p). Ya que <co%ci, aplicande el teorema de

monodromisa [2] obtenemos gque &1 tiene &l punto 'z como su otro
extremo. Aplicando ahora el teorema 8.1.6 tenemos gue &o=¥1. Asi
co=p do=p Tl =C1 .

Por 1lo tanto existe una anica geodésica, gue une los puntos

P1 y P2, en la clase de homotopla de c.

8.2 Propiedad de la mijima longitud de arcos geodésicos subre

Superficies de Riemann.

Una de las cosas que nos interesan probar es que una
geodésica s la curva que globalmente tiene longitud minima. Esta

propiedad la obtendremos como resultado inmediato al siguiente

Teorcma 8.2.1 Sea w una diferencial cuadratica holomorfa, no
cero, en un dominio simplemente conexo D y sea ¢ un arco geodésico
uniendo dos puntos arbitrarios zo ¥ zo’ en D. Sea ¢’ es cualquier
otra curva uniendo esos dos puntos, entonces teiw < te’ v, La
igualdad se cumple sl y solamente si las curvas coinciden.

Demostracidn.
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Eligiendo un néimero finito de puntos sobre ¢’ y reemplazando
los arcos entre los puntos de una misma vecindad por arcos cortos
podemos asumir, sin pérdida de generelidad gque ¢’ es un  poligono
geodésico.

Supongamos primero que ¢ s un arco horizontal.

Sea Do un subdominio, acobado por un polligono geodésico Co,

que contiene a ¢ ¥ c’.

Seleccionemos todos los puntos sobre ¢ que pertenescan a un
arco vertical critico. Como solamente hay un nlmero finito de
ceros de w en Do y como cualquier arco vertical tiene a lo mas una
interseccidén con c, entonces solamente puede haber un nQmero
finito de estos puntos. Sean z1,...,zn éstos.

Sea z un punto en el subarco ablerxrto (zi-1,zi) c.

El arco vertical cz que contiene a 7z es un corte cruzado, asi
egte divide a Do en dos dominios simplemente conexos conteniendo
cada uno de éstos a z0o y a 20’ respectivamente. Por lo +tanto ¢’
corta a cz.

Pero el conjunto gue cubren los arcos verticales a través de
los puntos z (zi-1,zi) es un conjunto simplemente conexo, que es
mapeado bajo %-1 sobre una banda paralela Bi con ancho ai.

Pero <’ Bi consiste de un nlimero finito de arcos de c¢’cuya
suma de w-longitudes es al menos ai, con igualdad si y sélo si e’

Bi es un arco paralelo a c.



Pero cowmoe los Bi no se traslapan, concluimos que
e’ e > ai = jelw
Si e’ tw = jelw, entonces ¢’ debe atravesar una sola vez a
cada Bi ¥y en una forma horizontal.
Consideremos el subarco de¢ <’ entre los puntos zZo y 21 ya que
este subarco es horizontal a ¢ ¥ €stos tienen a =zo como punto en
comin, en este subarco, ¢’ y @ coinciden. Por &1 mismo argumento

vemos que ¢’ ¥y ¢ coinciden en el subarco de ¢’ entre los puntos 21

y 22 . Continuando con este proceso obtenemos gque czc¢’.

Tomemos ahora ¢l caso original, es decir, sea ¢ un  arco
geodésico arbitrario.

Ya que éste estd compuesto por arcos rectos ¢i, construyamos,
en cada une de ¢stos, las bandas Bij descritas anteriormente.

Para poder aplicar a cada una de éstas el argumento anterior
tenemos que demostrar que para toda i, todo arco ortogonal ti de
ci no intersecta nuevamente a c. Pero esto es cierto, ya que cn
caso contrario se contradice la unicidad de arcos geodésicos. .

Ademas tenemos que demostrar gue s8i i=J, ningin arco vertical
ti de ci puede intersectar a un arco vertical tj de cj.

Supongamos que é&sto no e¢s cierto, es decir, gque existen dos
arcos verticales ti y tj de c¢i y cj respectivamente, con i=j, que
se intersectan.

Sean zi=ti <ci y zi=ti <ci ¥y sea to=ii t.

Ast, el subarco de ¢ entre 31 y 23 Junto con los subarcos de

ti ¥y tj entre los puntos zi . Lo ¥ to,zj respectivamente forman un
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w-poligono, eun e¢l cual no se cumple el lema de Teichmiller ya que
el unico vértice del poligono que puede contribulr, a la suma del
lema, con un nimero positivo ez to, peroe este nimero siempre es
menor dque uno, asl el lema de Telchmiller no se cumple. Por lo
tanto ningln arco vertical ti de ci puede intersectar a uno de cj
si i=3.

Asl ¢’ atraviessa toda banda Bij, aplicando a cada una de

&stas el arguwmento anterior obtenemos el resultado deseado.

Esta misma propiedad la tienen los arcos geodésicos que unen

dos puntos arbitrarios de una Superficie de Riemann si comparamos
los arcos Gnicamente en su clase de homotopia, Jlo mismo es clerto
'si consideremos w una diferencial cuadratics meromorfa, © un arco
que no pase através de los polog de w y adembus considerando la
clase de homotopla sobre la Superficie perforada
S’'=S\{polos de w}.
Como wun  corolario inmediato al teorema anterior tenemos el

sigulients

Corolario 8.2.2 Sea w una diferencial cuadriatica sobre . una
Superficle de Riemann arbitraria S y sea c un arco geodésico
uniéndo dos puntos arbitrario Po ¥y P1 de S, el cual no pasa a
través de los polos de w. Iintonces para cualquier arco ¢’ uniendo
Po y P el cual es homoldpico a ¢ en 8’ se tiene que lc¢’iw 2 jciw,

con igualdad si y solamente si ¢’ =c.

Demostracibn.
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Sea ¢’ un arco homobtdpico a ¢ en &° unlendo o y 1.
Sea & el levantamiento de ¢, con puntios exbtremos Po y P1,
al® revestimiento universal S de S y sea ¢’ el levantamiento de

c¢’, con punto inicial DPo, a G. Ya que c®c’ en O

S, apllicando el
teorema de wmonodramia [2] obtenemos que &’ tiene a Pi1 como el
otro de sus exbtremos. .Apllcando el teorema 8.2.1 obtenemos que
181 > 18w donde W es el levantamiento de w & 8, pero ya

gque la longitud de una curva coun respecto a la mébrica inducida
por una diferencial cuadrdtica es igual a Jla longitud del

levantamicnto de la curva con respecto a la métrica inducida por

el levantamiento de ésta, tenemos que je’iw 2 (ciw.

8.3 Propicdad de la longitud minima de geodéslcas cerradas

sobre Superficies de Riemann.

En esta seccién mostraremos algo simllar a la anterior pero
ahora considerando geodésicas cerradas, es decir, demostraremos
gque una geodésica cerrada, sobre una Superficlie de Riemann, es la
curva mas corta en su clase de homotopia llbre.-

Este resultadoc lo obtendremos como un corolario inmediato al

"siguiente

Teorcma 8.3.1 Sea w=0 una diferencial cuadratica hclomorfa
sobre el anillo A:Q<£ro<|z|<r1< , y sea c una w-geodégica cerrada
en A. Sea ¢' cualquier curva cerrada en A libremente homotdpica a

c, entonces ic’lw > lciw.
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Demostracion.

Ya que ¢ es una w-geodéslica, aplicando el lteorema 8.1.6,
tenemos gque ¢ es una curva simple, de aqui, una curva de Jordan
separando las dos componentes del anillo A.

Scan P y P’ puntos arbitrarios en ¢ y &° respectivamente.
Unamos estos dos puntos por medioc de un arco £ contenido en A. Sea

d=11{w<

Levantando la diferencial cuadratica w y las curvas a la

banda paralela, contenida en C, por medio del map log =z, obtenemos
dos arcos &y &° conectando consecutivos levantamientos i y
Pi’,i=1,2., de P y P’ respectivamente.

Sea f el levantamiento de f, a la banda, conectando P1 y
P17,

Considerando n levantamientos consecutivos obtenemos arcos
geodégicos n& y n¥’, con respecto a la métrica inducida por el

levantamiento de w a la banda mediante el logsa.

Aplicande ahora el teorema 8.2.1 obtenemos

Por lo tanto
ile < 1T e ¢ 2d/n
asi, =si hacemos tender a n a obtenemos
véa ¢ Ve,

Pero ya que las longitudes de un arce y de su levantamiento,

=



con respecto a las méiricas correspondientes, son la mizma,

obtenemos

tole € e’ liw.

Esto concluye la demostracidn.
8.4 IExistencia de Geodeésicas.

Teorcma 8.4.1 Sea D una regidn acotada por un w-poligono

simple P, donde w=0 es una diferencial cuadratica holomorfa en .

Entonces, cualesquiera dos puntos zi1,z2z D pueden ser unidos por

una curva mas corta ¢ D.

Demostracidn.

Sean 21,22 D dos puntos arbitrarios. Sea & D una curva

simple que los une y sea |Cly su w-longitud.

Denotemos por L=inflic|w, donde el infimo es tomado aobre

todas las curvas simples ¢ D gque unen z1 con zz2. Asl existe una

sucesién de curvas simples on D, uniendo 21 con zz tales que
ten} -> L cuvande n -> . Parametricemos cada o¢n por medio de lsa

longitud de arco.

Sea N un nUmero positive tal dque para toda n Ny para

cualesquiera dos puntos xo,x1 [0, lcnlw]l tales que 1 xo0 —x1 ) <N, los

puntos x0 y X1 pueden ser unidos por un Unico arco mas corto en D.

Dividamos, para c¢ada n, [O,lcniw] en N partes iguales, sean

{Pni,..., Prr+1} los puntos gue dividen esos subintexvalos.

Pasando ahora a una subsucesién de (en), si es necesarlio (la

cual llamaremos nuevamente on), tenemos gque cn(Pni) -> Pi cuando
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Por lo tanto, por la construccion de los Ppi, tenemos gue Pi
v Pi+i1 pueden ser unidos por un Unico arco mas pequeiio en D. Sea
¢ la unidén de todos esos arcos. Por lo tanto <« es una curva mhs

corta entre z1 y z2. Esto termina la demostracidn.

Observacioén 8.4.2 La curva ¢ es3 un arco geodésico con
respecto a W excepto quizmd en algunos puntos de Lu frontera de D
si permitimos qQue w tenga polos simples sobre é¢sta (vémse Teorema
6.3.2).

Mostraremos ahora la existencia de arcos geodesicos entre dos

puntos cualesquiera, para €sto necesitamos la siguiente

Definicion 8.4.3 Seca w=0 una diferencial cuadraética sobre un

dominio simplemente conexo D y sean 21, az D arbitrarios, la w-
distancia entre zr y 22, 1a cual denotaremos por dw(zi,z2), es el

Infimo de las w-longitudes de todes los marcos que une 31 ¢con 22 en

D.

Teorema 8.4.4 Sea w=0 una diferencial cuadratica sobre un
dominio sluplemente conexo D y sea 21 ,z:z D arbitrarios. Si la w-
distancia de z1 a la frontera de D es mayor que dul(zi,z2),
entonces exliste un arco més corto {(y de agui una geodésica)
uniendo al con e en D.

emostracidbn.



Ya que z1,22 D (y é¢ste es abierto), elijamos un subdominio Do
D el cual es acotado por un w-poligono P= D y tal gue
dw(z1,P)>dw(z1,z2).
Aplicando ahora el Teorcma 8.4.1 =z Do obtenemos que existe
una curva maés corta, contenida en Do y por tanto en D, entre los

puntos z1 y uzz2.

Obscrvacion 8.4.5 Este ultimo resultado e¢s clerto para todo

punto =1 ,32 D si la frontera de D estd a w—distancia infinita, es
decir, para todo z D la w-distancia de é&ste a la frontera de D es
infinita.

Definicion 8.4.6 Sea S una Superficie de Riemann y sea S C
su revestimiento universal. Sea G=Aut &, el grupo de
automorfismos de & (véase definieidbn 3.1.1). Decimos gue una
regidtn R D es una xggjbn_ignﬂﬁmgn}gl para_el_goupo 3 51 se cumplen
las siguientes condiciones:

a) ninguna pareja de puntos z1 y zz de R son congruentes bajo
G. es decir, no existe g G tal gue zz=g(z1).

b) toda vecindad de un punto frontera de R contiene puntos

congruentes a puntos en la regidén,
Sea S una Superficie de Riemann Compacta y sea w=0 una

diferencial cuadratica holomorfa sobre S. Sean F1 y Pz dos puntos

arbitrarios de S8 y co una curva que los une.
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Nuestro siguiente proposita es mostrar gque en 1Ia clase de
homotopla de co existe una curva mas corta c, que une estos dos
puntos, con respecto a la w-mélhLrieca.

Este resultado lo obtendremos como una consecuencia inmediata

del siguiente:

Teorema 8.4.7 Sea w=0 una diferencial cuadr&tica holomorfa
sobre una Superficie de Riemann B ¥y sea S su revestimiento
universal. Seal W el levantamicnto de w & S. lntonces todo par
de puntos @l , 22 S pueden scr unidos por una curva mas peguefia,
con respecto a la W-métrica, en 9.

Demostracidn.

Aplicando la observaciédn 8.4.5 bastarsd probar que la frontera
del revestimiento universal S esta 4 distancia infinita de
cualguiera de los puntos de S.

Supongamos primero que S e¢s un toro, Sabemos, por el Teorema
de Uniformizacidn, que el revestimiento universal 8 de S es
conformemente equivalente 8=C. Pero ya que W, el)] levantamiento
de wa S, es constante en la coordenada {id} (véase ejemplo
5.4.1), obtenemos que la distancia de cualquier punto =z G a la
frontera de C es infinita.

Supongamos ahora que S no e¢s el toro. Ya que el revestimiento
universal S de S es conformcmente equivalente al disco 1ai1<1,
tomemos S como éste. Demostraremos que en la W-nétrica el punto

0 estd a distancia infinita de la frontera de 8§ (es decir, de {z

C:lzi=1}).
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Sean ro,r1 (0,1) tales gque ro<ri ¥y el disco {z!<ro cubra la

region fundomental R del grupoe G=Aut S.

Sea d>0 la w-distancia entre los circulos lzizre ¥y lizi=r.
Por la definicién de R sabemos que cads punto 7i sobre el
cilrculo :z::rf existen gi G ¥y =i’ dentro del circulo (zl<ro tales
que gi{ai’)=zi. Asl {gi ({5 C:lai<ro})} Tforma una cublicrta uabierta
del circulo izi=r1. Pero ya que é&ste es compacto existe una
subcubierta finita {gi({z C:izi<ro})}i=t,...,n que cubre a |zi=ri1.
Consideremos shora las imagencs del disco Izi=r1 bajo &5 .
J=1,...,n. Sea 1rz (0,1) tal gque el disco !z|!<r2 contenga a todas
esas imagenes. Pero va aque los gi son isometrias tenemos que la

W-distancia entre los conjuntos cerrados gi({z C:lzal=ro}l) y

gi({z C:lal=r1l1) es d. Ademiz puesto que R gi (R)=0 para todo

&i G\{idj} r1i27, podemos concluir aque la W-distancia del 0 al
cilrculo lzl=rz es por 1o menos 2d. Este argumento se puede
continuar tantas veces come uno lo desee, por tanto la W-

distancia del 0 a la frontera del disco de Poincaré es infinita

como se tenia gue probar.

Asl como una comnsecuencia inmediata a este altimo resultado

obtenemos el siguiente:

Teorema 8.4.8 Sea w=0 una diferencial cuadratica holomorfa
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sobre una Superficie de Riemann Compacta S. Sean 1 ,P2 S dos
puntos arbitrarios y ¢ S una curva que los une. Entonces existe
una curva mag corta co S, con respecto a la w-métrica, en 1la
clase de homotopla de c.

Demostracidn.

Sean P1,Pz S dos puntos arbitrarios y ¢ una curva que los
une. Sea & el levantamiento de ¢ al revestimlento universal S de
S, con puntos extremos z1 y =32 arriba de P11 y P2 respectivamente.
Por el teorema 8.4.7 podemos conclulr que existe un arco mas corto
o, e¢l cual es homotépico a é. uniendo los puntos zZ1 y zz.

Pero ya que las curvas m&s cortas con respecto a la w-métrica
son precisemente las proyecciones de las curvas mas cortas con
respecto a la W-mé&trica, tenemos que co, la proyeccidn de Co &
S, es una curva mas corta, cou respecto a la w-m&brica, uniendo 1

y P2, donde ademas, ésta es homotdpica & c.
8.5 Teoria de Grétzsch vy Teichmiller.

En esta seccidén expondremos en una forma muy general el
Teorema de Grétzsch para el caso de Superficies de Riemann
Compactas de género mayor aue uno, el cual llamamos Teorema de
Teichmiller. iste resultado e¢s una de las aplicaciones de las
diferenciales cuadraticas estudiadas, brevemente, en los capitulos
anteriores.

Para una mas f&cll exposicién del Teorema de Grdtzsch daremos

antes una definiclén, la cual nos permitir& dar un enunciado méas




éimple de este Teorema.

Sea w=f(z) (abreviamos z=xtiy, w=u+tiv) un homeomorfismo de
clase C1, que presenva oricntacion, de una regidn del plano
complejo a otra.

IEn un punto 2z el isomorfismo f induce un map lineal de las
diferenciales dz=(dx,dy) '--> (du,dv)=dw donde

duz=ux dx-tuydy
dv=vx dx+vydy
que en notacidn compleja es:
dw=fzdz+fzdz
donde
fz=1/2(ux tvy }+1/2(vx -uy)
fz=1/2(ux~-vy )+i/2(vx+tuy).

Ya que estamos considorando hoemeomoxrfismos que preservan
orientacion el Jacobiunoc J tiene qQque ser mayor que cero, asi en
nuestra notacién tenemos que: ‘

J=i{fz 12-{fz212>0
de agqul obtenemos que {fz ! < ifz|.
Pero ya que dw=fzdztfzdz obtenemos
Cifz i-1fz 1) idaicidwig(ifa {+i22]) ida].
Por lo tanto
({fz i+t i) /Cifz -1z )21,
Escribamos

D (z)=(itz i4if=1)/Cifz -1fz]).

A De(z) se le llamara la dilatacién de £ en el punto 2z vy a



Dr =sup Drf (=), donde el sup s tomado sobre todo los =z én la

region, se le llamarid la dilataclidn de f.

Obse¢rvese que un map f es conforme en z si y sé&lo si Dr (z)=1,

va que esto se da si y sélo si fz=0.

Consideremos ahora 1la clase de todos 1los homeomorfismos

f:R -> R*, de clase Ci y preservando orientacidn, entre dos

rectangulos R ¥y R’ del planc complejo.

El problema de Grdtzsch podemos plantearlo ahora como sigue:

& Cuadl es el homeomorfismo de esa clase con dilataciédn minima 7.

Grotzsch encontrd vy demostird aue un  homeomorfismo de esa

clase con esa propiedad, es decir, con dilataclon minima, era un
map afin blen especifico. Veamos &sto mas detalladamente.
Supongamos sin pérdida de generalidad «aue los vértices

ordenados de R son {0,a atib,ib} y los de R’ son {0U,a’,a’+ib’,ib’}

(ya aque de otro modo por medio de una rotacibdn y una traslacidn,

ambas conformes, podemos llevar los rectangulos originales & unos

como los supuestos).

Tcorema (Grdtzch) Sea f:Ik -> R’ un homeomorfismo mapeando V a
V!, de clase Cl y presenvando ovientaclén, entonces

De>(a’/a)/(b'/b)
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con igualdad si y solamente si f es el map afin dacdo por
f(z)=(a’'/a)x+i(b’ /D)y,

el cual preserva horizontales y verticales.

s decir, cualguier homeomorfismo con las caracterlsticas

requeridas, distinto de éste Gltime, tiene dilatacién mayor.

Este mismo problema fue planteado para Superficies de Riemann
Compactas de género mayor que uno. La solucidbn a é&ste la
proporciona el Teorema de Teichmiller que enunciaremos después de
algunas definiciones que necesitaremos (para todos los detalles de

la demostracion véase [1] ¥y [61).

Sean S ¥y S’ dos Superficles de Riemann Compactas de geénpero

mayor d9que uno Yy sea f:5 -> S’ un homeomorfismo que preserva

orientacidn.

Decimos que t es un map. _ de  _Teichmiller formal si existen
diferenciales cuadraticas meromortfas w y w’, no cero, sobre S ¥y S’
respectivamente, con a -10 mas polos simples sallsfaciendo las
siguientes condiciones: para cada P 8

a) el orden de w en P es igual al orden de w’ en L£(P).

b) si P es un punto regular de w, entoncas en términos de
pPar&metros naturales (propiamente elegidos) = +3i y = i
en P y £(P), asociados a w y a w’ respectivamente, £ puede ser
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escrito en términos de &stos como:
( , ) V-> (Ki/z JK-1/2 )

donde K>1 es una constante que no depende de P.
A esa K la llamaremos la dilatacioy de f.

Decimos que un map de Teichmiller formal £:8 -> 8’ es un pap
de_ Teichmiller si w es holomorfa, tiwii=1 (véase seccldn 7.4) ¥y w
es real sobre el borde de S (véase seccidn 5.5), si é&ste existe.

Enunciemos ahora el Teorema de Telchmiller.

Teorema de Teichmiller. Sean S5 y S’ dos Superficies de
Riemann Compactas de género mayor gque uno. Sea f:8 -> S7 un
homeomorfismo que preserva orientaciédn, entonces existe un Gnico

homeomorfismo en la clase de homotopla de f con dilatacidn mas

pequeftia. Este es, o bien, un map de Tiechmiller o bien un nap

conforme.
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