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INTRODUCCTION.

En estas p&ginas se busca dar una breve visifén de métodos
estadisticos de investigacifén en economfa, presentando sus fundamen
tos y analizando sus distintas etapas. Con ello se persigue justifi
car la necesidad gue tiene el Actuario de conocerlos.,

Los métodos analizados agui se dirigen a la construccién,
desarrollo y anfilisis de modelos matemdtico~estadisticos para estu-
diar el comportamiento de fenSmenos econfimicos. En esta labor se ~-
combinan dos fuentes de informacién:

a) La teoria, gque conceptualiza y formula hip&tesis acer-
ca de los fenb6menos econfmicos, y

b) Los datos, gque representan mediciones de los hechos --
econbmicos.

La combinacifn de estas dos fuentes de forma adecuada cul
mina en un modelo tebrico-empirico acerca de los fenSmenos econfmi-
cos en estudio.

‘El desarrollo del modelo provee una base para la contras-
tacidn empirica de hipbtesis tebricas, y para el anilisis de la es-
tructura econdmica, asfi como una herramienta fitil para fines pricti
cos como la prediccifn en materias de planificacifn econSmica ( un
ejemplo de ello puede verse en el Capitulo 5).

Los m8todos desarrollados agui llevan un orden l8gico y,:
como se ver8 en su oportunidad, se retroalimentan para obtener dis-~
tintos instrumentos.

En el Capitulo 1, se estudian métodos deterministicos, en
los cuales, como es bien sabido, solamente tomamos en cuenta los da
tos tal y como se nos presentan en un momento dado.

En el Capfitulo 2, se estudian m&todos gue involucran t&r-
 minos aleatorios ( de ahf gue sean conocidos como modelos estocisti
cos ).y la forma de analizarlos. -



El Capitulo

3 estd estrechamente relacionado con el 2 y,

su diferencia bisica es que ahora no nos referiremos a un momento

fijo en el tiempo, sino gue ser&n una serie de momentos temporales

sucesivos.

El Capitulo
vez los mds conocidos
las diferentes formas

Finalmente,

4 se aboca a problemas bien especfificos y tal
de la teorfa econfSmica presentando algunas de
en gue han sido investigados.

como ya se menciond, el Capfitulo 5 muestra -

una forma de planeacifn sobre una actividad reconocidamente impor-

tante como lo es el "

proceso de produccién", haciéndose un -ensayo

de evaluacitn de proyectos para una empresa privada.

En el apéndice se han anexado algunas explicaciones pura

mente tebricas ya sea a manera de repaso de algunos conceptos o pa
ra que se tenga una forma dist}nta de visualizarlos.



CAPITULO -!.
AJUSTE PARA MODELOS DETERMINISTICOS.




i.0 MODELOS DETERMINISTICOS.

Un modelo es una representacifn abstracta de la realidad
que pone de manifiesto lo m&s relevante de una cuesti6én particular
dejando aparte todos los problemas restantes.

En la mayorfa de las ciencias sociales, un modelo no es
mis que una idea del concepto que se tenga de la realidad; pero -
esto varfia en 1os modelos econémicos debido a que pueden definirse
por medio de variables y funciones perfectamente determinadas, y
sobre las cuales puede tenerse informacidn que servird para hacer

inferencias que a su vez mejoren, cambien o proyecten diferentes

situaciones. Es por ello gue los modelos econfmicos tienen su base
en la economfa pero sus m&todos son completamente estadisticos,

El estudio estadistico de las relaciones entre diversas
variakles presenta los siguientes aspectos fundamentales a inves-—
tigar: existencia de asociacifn entre las variables, direccién de
"la asociacibn, gradeo de asociacién y, naturaleza y forma de la --
‘asociacifn ( gque es la base del desarrollo de este trabajo).

Los elementos fundamentales del andlisis de regresifn -
son las variables y la ecuacién de regresién.

Las variables pueden ser 2 o mas, siendo una de ellas -
dependiente del resto, gue son independientes entre sL; peor 1o que
la variable dependiente es aquella cuyc cambio se considera en fun
cifn o dependencia del cambio o variacifn de la (s) variable (s) -
independientes (s).

En este capitulo consideraremos que los valores que toman
las variables son determinados { es decir, valores fijos que no pre

sentan aleatoriedad alguna) por lo que los modelos reciben el nombre

de deterministicos.

-



De las formas m8s usuales para encontrar la ecuacién de
regresifn, se presentan a continuacién:
i} Ajuste Grifico.
ii) Regresibn Lineal Simple.
iii) Regresifn Ortogonal.

iv) Regresidn MGltiple.




1.1 AJUSTE GRAFICO.

Cuando tenemos un conjunto de datos, y los representamos
gr&ficamente, la simple observacifn visual de la nube de puntos -
formada puede bastar para indicar gené&ricamente la existencia y el
signo de la relacibén entre las variables.

Por supuesto, esta relacifn puede no ser obvia, pero la
comparacién con las grédficas del tipo de funciones mas comGinmente
utilizadas conducirfi a conclusiones inmediatas sobre su comporta-
miento, existencia o no de alguna relacién entre ellas, direccidn
de la relaci6n {( dada por el signo de los. parémetros) y la forma
gen&rica en la que estén asociadas.

Las funciones m&s consideradas para un ajuste de esta -
naturaleza son:

lineal ]’ = "&’*P#

polinomial j = 4L+ X —f/eﬁ-xal (J:ymda)
hip&rbola rectangular J = /6/7( d -77( "4
Pt gyt FO

. exponencial ¥ =
J

= G'é‘

logarftmica j 516(0] %

cuyas gr&ficas se muestran en las siguientes piginas.
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1.2 REGRESION LINEAL SIMPLE

Este tipo de anflisis es el que sirve para analizar la natu
raleza y forma de asociacisfn entre dos variables siempre y cuando -
dicha relacisn pueda ser expresada matem&ticamente por la ecuacibn
de uyna lfnea recta.

En el caso donde se nos presente un conjunto de datos en
el cual, al graficar sus logaritmos se obtenga algo como:

© R A
la figura nos indica la existencia de algfin tipo de dependencia en

tre los valores de x y de y.

Si nos concretiramos a saber lo que ocurrirfa tomando un
simple ajuste de curvas, podriamos encontrar la relacifn entre las
dos varxiables sin ninguna dificultad, solo que entonces nos enfren
tarfamos al problema de deducir lo mSs exactamente posible la depen
dencié inminente entre ellas; y a la vez, poder generalizaf, de al-
guna manera, todo lo referente a su comportamiento.

Para empezar, nunca debe perderse de vista que dicha re-
lacibn sea expresada en la forma m8s sencilla y comprensible que se
pueda.

En una situacifn como la planteada, podemos darnos cuen-—
ta de gue es suficiente si buscamos una relacifn lineal, gque se -
represéntar& como una recta que pase a txav&s del conjunto de pun
tos dado.

Por supuesto, lo gue se espera es gue la distancia entre
los puntos y la recta sea lo mis reducida posible; de ahf gue se -

vbusque una recta tal que la suma de los cuadrados de las distancias
entre ella y los puntos sea minima.



Caso 1 ) Distancia a lo largo de una paralela al eje Y.

Una de las ecuaciones m8s conocidas para describirla es:
rax+ b . Solo gque no puede considerarse aislada de las con-
diciones gue le impusimos desde un principio.
Como tenemos dos magnitudes ( x e y), con T observacio=~
nes, los puntos sera&n: .

G, 300, (x2,92), « -+ s (<. yr)

i. e. .~

(*z, 3';;) t=4% -, T

necesitaremos entonces gque: b>z,+”__' OLr-axr -b) 2: Y

(d,-ax-b6)2+ (927: %"
sea minima, en general: _ __6 2
U= fi Ue % )

~

Geométricamente, sobre el espacio de las variables, ayb
se interpretan respectivamente como la ordenada al origen y la pen
diente de la recta que hacen minima la suma de los cuadrados de las
distancias verticales de los puntos del orfgen a los mismos; esta -
linea se llama “recta de regresisn de y sobre x". Sobre el espacio
de observaciones, @ y b sme interpretan como las componentes en x
v e respectivamente de lg preyeccidn ortogonal de y sobre —mme
el subespacio deanengendrado por x y €; x ¥ € no son colineales
pero, en general, no son ortogonales, .1o cual implica gue be y &x
no sean, en general, las proyecciones ortogonales de y sobre x y
e respectivamente. )

i
|
ax |

La

-+
q
™

- 11 -



__:1
z(y-a" b

Para obtener la solucifn al sistema 2
memos en cuenta que f(x)=y =

ax + b es una funcibn derlvable, por
lo gque bastari con encontrar los puntos para los cufles el valor
de la derivada sea 0. '

Con objeto de derivar m8s ficilmente consideremos que pa
ra cada x , Y3 '

2
(j--ax--b) = Y= Rax ;- ﬁbyb -}-Q“z 73 ﬁa%-b*b

‘a—I 2;{"‘7 + ﬂa;c‘ 4‘2%‘& o= ﬂ:yc "a/"; - 7(16
o

a

_qil-—4ay £ RatrRb&=0 'Jf"“gﬁa'f b
o4

tomando ahora todas las restricciones ser&:

£ 4, - caZnt b e D
. (&)
- -— 6 =0 P I (
Zn-aZn- Z
(2) tambi&n puede verse 39m°-

746 = J’e - aE,P“e

,yA: 2:

T 7
z— o £ %

~

-

- por lo que, al despejar b se obtiene:

b= j-aR

-12 -



Esto indica gue la recta de ajuste debe pasar por el punto medio-
(?,j) « E1 punto de las medias serd entonces fijo en nuestro sis
tema y los puntos (4.,Y;) serdn m8viles. Un vector fijo que los una
( diferente para cada uno) seri de la forma 1li + mj, entonces, pa .

ra cada (&,Y,) : L.
(Xe-’_‘)t"" L‘/e'3)j - {-(larmj)
(Xe=R)=tl, (§u=3)=tm

(xt‘;‘-) = ()'t-'j’_)
Fd m

(3 7= 2 (%%

pero m/1 define la pendiente>de la recta 1o mismo que a en la ecua
cifn y= ax + b ; por lo tanto, a= m/1l y podemos expresar nuestra

ecuacifn como:
U~ =& (%, -R)

1uego entonces, de (1): T
th a Z(zé) (q- ax)gxé =0

de ahi gque:

g;, (3,73) (=2
Gm e 7N
Z (x-2)*

€3,
Tenemos ahora una manera de determinar la recta de ajuste
partiendo .de los valores de los datos. Como habr& puntos dispersos

alrededor de la recta, si se substituyen los valores de a y b se

tiene: 2
u= ZU j) (:Z (-7 (%= J
> (xé-‘;?)'z

=

- 13 =



aungque regularmente esta dispersifn se indica como;

- 2
Y : £0,.n% [3 o) 6]

=} -

& (y*-ff)‘ ﬁ:,t,: J— = (-7

ey =

> (4 -*
+=1

{ donde -1%2RZ2 £ 1)

y se tiene entonces la manera de saber la existencia © no de varia
cifn conjunta entre las dos variables, sSeylin sea o no distinto de
.cero; la direccién de la ecuacifn, por su signo positivo o negati-
vo y el grado de la covariacifn segin sea el mayor o menor valor
gue alcance entre cero y m&s y menos uno.
En forma general, el parimetro b representa el punto en

el gue la recta de regresidn corta al eje de las Y¥'s e indica el
» valor gque corresponde entonces a y cuando el valor de x es cero -
segn la ecuacifn. El1 pardmetro a es la pendiente de la recta de
regresidn y sefiala la tasa de cambio en y por unidad de cambio en
X.

Caso 2) Distancia a lo largo de una paralela al eje X.
Podemos representar la ecuacidn por x= ay + b.
Con los puntos:

(;(h_\/*) t=la, ..., T

vy sujeta a: -
. ;.
T (- ay)-4)" sea minima.
t=1
entonces:

(% '034"6):'7“(42“3"7‘&-‘/19‘2' bryta*y+lay, b+ 6>
2 A Y -a * Ly b0 9%[.:. }fé—aj_tvb:a
'éi;' ¢ B =AY ~Je o1

14 -



al considerar todas las restricciones: )

' 7 T 2 .. (3
Z A .1/{_ - Q Z fé - é g j-é = . - - .
] t= !

(7)

ra T ’
T -
g 2y, - 2 b =°
Eﬁé at=/ ¢ t=4
7 T

de (4){ -/—éz.f xé—ag}')’e
=7

4-x-ay

igual que la anterior, esta recta también pasa por el punto de las
medias O?';y) .

Podemos .escribir la e€uacifn como:

(x,~%) = a (377

por lo gue:

Ny

vy, de (3}

az

\l\

t{_: U«-‘]‘) *
la pendiente es ahora diferente a la anterior, adem&s de:
. T 2 r—r 2
U . Zunn [Z o)
g (44~ 7)

La relacién entre las pendientes de las dos regresiones

simples es igual al cuadrado del coeficiente de correlacién lineal
RZ, ‘

- 15 <~



1.3 REGRESION ORTOGONAL.

Este tipo de regresiSn consiste en tomar en cuenta la -
distancia que existe entre la recta de ajuste y los puntos de la
grifica.

Otra vez, lo gue se busca es una expresifn presentada

lo mis sencillamente posible que refleje esta situacifn de una ma

nera general.
Consideremos ahora la ecuacidn de una xrecta en 2 dimen-
siones de la forma:
. ax + by = ¢
y tendremos una gr&afica del estilo de:

bj , qmby:a

o
”

el &ngulo que forma el vector ortogonal a la recta ax + by = ¢
con el eje X nos 48 los valores:

a = cos B b = sen 9
) ) ) ¢ = distancia de la recta al origen.
.y, como cos2 © + sen? © = 1, adem8s de restringir a distancias —-

minimas, tendremos que a2 + b2 = 1,

Tomando en cuenta lo gue esti sucediendo ser&-

16 -



la componente principal ( como conjunto de dos magnitudes) estar&
dada por: : 't
- - cada T .
v£=f'(x! X)ff,‘(‘h 1) pare

en donde se cumple que f,a*:r;z=| ( 1la gue tiene la mayor media cua
dr&tica del conjunto de observaciones).

Para determinar la componente principal del sistema, ne
cesitamos encontrar una recta L gque pase por el punto de las me--
dias (X, Y) ; ¥ hace méxima la suma v de los cuadrados de las pro--
yecciones Vi sobre L de los vectores de componentes (%-%) y {Y.- Y) .

(i e y= z'»/é: ZJ" (%e-R)+f G-I

Sea Al; 1a distancia de (%4,Y,) 2 la recta L, al sumar 14"*
/Ug"' y sustitufr los valores se tendri:

(Re-2)"+ 4y - )%

gue es independiente de la posicifn de L. Esto indica gue la recta
L que haae mixima V es la misma que hace minima la suma de U de
los cuadrados de las distancias A4: por lo que esta es la regre--—
sifn ortogonal y los coeficientes de la recta buscada deben ser
fi=b 4 fas-a.
Todo esto quiere decir que:

‘Comof(" q) = ax + by - ¢ , tenemos una funcifn derivable y, de -
‘acuerdo con la teor!a de los multiplicadores de Lagrange:

Us E (afir by-0)* Alanb™1)

)]
3!2) 2 Z(aﬁyﬁ-by‘-e)/t -2la
50 AN )]
: 9_(_)_ 2 Z(aﬁrby,-e) 2Ab=0. « - - -
a8 o
2W)_ 2 Z(a,(p*byé-e) = o - - .

ote) ' ~ )
De 3) ¢ ;&:0;6é 1-2: 44, = ey a;-}by a
=/ ’ )

.o
P SR

- 17 -



por lo que podemos escribir la ecuaciSn de la recta como:

a(x=-R) +b(4-§) =0 . . . . . (¥

Si consideramos ahora las ecuaciones (1) y (2), al substitulr el
valor de ¢ se tiene:

q [Z @D 2]+6 Z Z Ge-Z) e -]

Q

o

]

q%_:/(,zf-z) (e~ 413[5—‘,%7) *- 4]

si se d1v1den por el nﬁmero total de puntos, T:
) L] z(-z)(—)
G [Eeerr a6 B @? o

7 7' T

q fz:r,(f‘é‘z)(%‘g) + b [;E(.Zi']) _,_;3__) = 0
'a

se obtienen los momentos centrales de 2° orden de A e y; » denota

dos por:
T % Y 2
Z -2 Z (9, 7)
+3 2=,
My = P)aa =
17 T— 2 7-
T - -
E x,-2 X =4)
s, = —
entoncas:

a (47u";§) +bm,, =0

Q mpg, 46(”7:‘_-.}):0

es un gsistema de ecuaciones sin soluci&n distinta de céro, a menos
que su determinante se anule, Debido a las condiciones que impusi-
mos al principio, tenemos que resolverle junto con aa-l-b"'_- /. .

- 18 -



3+

Si tomamos el determinante:

7')” - é— ml&

]
Q

My - &
U7 -7

‘Sse tendrdn dos ralces de la ecuacifn, 4, y 2_:,, donde

7 7 2
A+ A, = ~t§ (Ze=RD)"+ f,z::l(f-é‘:/) = U+V

¥y el valor 2, @e la menor rafz mide la dispersifn de los puntos ob

servados alrededor de la regresibn ortogonal‘!

V er pagina 117.

19 -



1.4 REGRESION MULTIPLE.

El anflisis de regresidn mlltiple consiste en la exten-—
si6n del andlisis de regresidn lineal simple a cualquier nfimero de
variables de las cuales una es dependiente y las otras son indepen
dientes. .

En este tipo de estudio se trata de buscar la ecuacifn
que pueda servir mejor para expresar matemdticamente la relacifn
de xj ( variable dependiente) con x5, X3, Xar
dependientes) .

... { variables in-

Cuando nos referimos a sdlo dos magnitudes, por razones =—
de simplicidad mantuvimos una relacifn funcional lineal, si toma-
mos en cuenta los mismos principios y los adaptamos al nuevo con-

junto de observaciones, podremos representar la tendencia general

como @ - Q;z.'(2+ Q3 X+ - + 0,nx,,+b:

en un espacio de n dimensiones, donde los puntos se ven descritos
por (%X, . -, Xn) y que, junto con el vector (@a, - -, @:n) qos

describen a su vez un plano P de n—-1 dimensiones y distancia b -
al origen.

Ellvalor de los coeficientes @,/ y 6/ serd determinado de
modo gue el cuadrado de la distancia media entre los puntos y P
sea minima. Si tomamos distancias paralelas'al eje X;:

T 2
U= Z[;Clt"(imxu"-’v'u "-’5‘-““——(,2_.,,&».‘—6,]
T ¢3s )

Al igual gue en los casos anteriores, la funcifn es derivable, por
lo gue existen:

2 2y 2y ..., 8Y 29U
90,, S’ Doy Q0,n IOb,

- 20 ~



¥y, de 2
Lzlé ~ o R " QiyRae— 70~ Gin v%ﬂé - b, ]

en forma dlrecta

v |1 [:z,t “Qp Kag = GraRog= - = CuaFat ]=0

o b ra

entonces:

= QaTa t Qs Ry 4Gy Ry -0 * QraXn+ b

' que demuestra gue P pasa por el punto medio X = (;Z,,Zz., Koy ooos i’)).
" considerando ahora como punto fijo a F4 ,(CJ/JJO,_L <, Cin)

como vector fijo y,’(: (x, Xa, -, Xn) como punto mfévil, podemos
escrlbv r:

(%,-Z) =02 (Ra-Za) 40y (Ko~ A+ - - ik Qo (Zn - )

y U se puede expresar como:

£
o - _ s
U__: A Z [&IE‘Z)‘QIz (?‘a{.'/r&) - .. =Cyn ()fn‘e- /Y”)'J
7 =4 '

- de ahi que:

~
a8y, 2 (e B x,)_a Z G —a, 2, (mxa)lza,)o,\

=

Y, por analogia

T ’
28U, FA iR On F @B - q, Z (iR iy,
20,3 e T ‘ 7 : _—_;——_— B

a_ Z(m ;fn)(mz) Q,JZ' (i Fn) ot A)_ - O n Z:,(x,, SR
o0, T 7 7 | -7

‘ z0

- 21 -



Para manejar mis ficilmernte estos resultados, sea:

7
- - i=h2, ...N
Y 2 X =% (2 - X b=l 2,
J T z‘:l(té ‘)(‘/é ‘/) J=l.2, e
momento central de 2° orden, entonces:

My~ Myz Clya — Qs My g == gnAin=0
7’7:’ - 7’722. O:/Z‘m:_‘aala - .7 mm a,,):.o
1
1
Aa, = Moalp- MpaCiz=- ++ = an Qin=0

y podemos resolverla usando una matriz de n X n:

Me 1 Z (2 (2R

1=,
T - n
i.e w, —=2ha - Mz = - m,
Ma - My 2 - M - = Man
mJI —m‘,,_, -m_,a - .= m_,,,
e =0
Mn. - Mana -Mna '

Sean:

O‘= Qi2,8.5, - ,Cin) veeTor de eomfon(/)(&" ai J'.- :,'a,' .
) 4 e e 2,3,

x' = (#a, X3, . -',Xn) vecford.; eom/:mm ¢s M, , ¢ ,'3,

h’)': Vemf‘dl(’,ﬂmﬁom_& /ﬂ;[ [_—_213)_,,)” ,

M'-= matriz. (n-Nx (-0

: i
n’)”_— %ranspued‘a de m

I3
en'/onces iy m

M =
m! mM!



de donde la ecuaci6n del plano P resulta:
oo 1) t %!
(%,-Z ) =a" (x'-%")
y el conjunto de ecuaciones normales:
. [
m'! - Ma' =0
el sistema que forman, tiene solucibn especifica si el determinan

te que se asocia a los @', ¢:2,3 ..., » es distinto de cexo, esto
. ] - . -t
es, si M es no singular. Por lo cual, si {4 )" 'denota la matriz

inversa ée M! o a,: (M')"m'

el valor gque hace minimo a U se obtiene utilizande este resulitado
de manera gue:
1y 1 1y 1 .1
U= mu-~2a’m+a’Ma
de donde:

U: m“-ml)'(M,)"ml

¥ la.dispersifn de los puntos alrededor del plano estard dada por:

R |-  RLol)w

m My

“donde R? se conoce como " coeficiente de correlacién mfitipie” de
Xj con respecto a X3, X3, .-«s Xp-
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1.3 COMPARACION ENTRE ESTOS MODELOS.

Las regresiones simple y mGltiple son las m&s utilizadas
en la prfctica. La mejor ventaja qgue se le puede atribuir a estos
métodos es la sencillez para realizar los cdlculos y lo preciso de
sus conceptos.

Las regresiones ortogonales presentan un poco de dificul
tad para muchas persconas por todos los medios de que se vale para
poder realizarse, aungue, como sus valores se encuentran entre los
de los dos casos de la regresién lineal simple, pueden considerar-
se de alguna manera mas exactos.

Ambos métodos representan una forma muy directa de obte-
ner resultados r8pidos sobre la idea que se tenga del comportamien
to de las variables pero, al hacer inferencias en los datos tal vy
como se nos presentan, estamos dejando de ver muchos posibles erxo
‘res cometidos desde el momento en que se decidié tomarlos, hasta
su captacifn y grifica de comportamiento,

Se hace necesario entonces, conocer qué alcance general
podemos atribufir tanto a los datos como a las regresiones éalculg-
das a partir de ellos, sin tomar o considerar las posibles fuen--
tes de error. Para esto se desarrollard el Capitulo 2, en donde
se estudian modelos considerando los posibles errores.



1.6 EJEMPLOS.
REGRESION LINEAL SIMPLE Y MULTIPLE.

Las operaciones denominadas oferta y demanda se encuen—
tran estrechamente vinculadas al concepto de precio, lo gue justi
fica que se les defina en los siguientes t&rminos: " la demanda -
de cualquier cosa, dade el precio, es la cantidad que se compra a
ese precio por unidad de tiempo"f Como podemos observar, se inclu
yen en esta definicifn los conceptos de precio y de unidad de tiem
PO, Ya gue la demanda carece de significado si no.se estipula un
precio y, por ser necesario, relacionarla a un determinado periodo
de tiempo.

7 En cuanto a la oferta, podemos considerarla como " la
cantidad que se pone a la venta a un precio determinado por uni-
dad de tiempo™, y es la operacién l6gica gue complementa la idea
de la demanda.

' La oferta v la demanda presentan cuatro modalidades, ya
gue a menudo los costos de diferentes artfculos estidn relacionados
porque algunas’ cosas se producen simult&neamente ( oferta conjunta),
otros sirven para propbsitos similares ( oferta compuesta), otros
sflo son Gtiles juntos ( demanda conjunta) y la mayorfa de ellos

_____ utilizarse para varios fines diferentes ( demanda compuesta).

El ejemplo elegido ser& presentado de una manera sencilla.
" 5i tomamos la teorfa m&s simplificada de la demanda ( por periodo
de tiempo)de un bien, podemos considerarla solamente relacionada
con su’ precic. Con base en esto, el comportamiento del consumidor
es tal que una cantidad menor ( mayor) del bien es demandada cuan-
do su precio aumenta { disminuye).

Concretaremos el andlisis a un mercado competitivo, es
decir, trataremos solamente en un mercado donde el nfimero de com-—

* DOMINGUEZ VARGAS, Sergio."Teoria Econfmica", Ed. Porrfia, S. A.



pradores y vendedores es tan grande gque ningln comprador o vende-
dor puede controlar por sf solo o influfr en forma significativa

sobre el precio en el mercado del bien que se estd tratando.

Si:
Qd= cantidad demandada del bien
P= precio del bien

Qq =§(P

Como el precio de cada bien estarf determinado externa-
mente e» este modelo, podemos considerar a P como una variable
exSgena, y debido a que Qd estd determinada dentro de &1, seri
una variable endfgena ( como tal, Qd es dependiente y sus va-—
lores se hallan dentro del modelo).

Asft, Qd vy P presentan una variacifn directa. En forma
general, puede decirse entonces que la gr&fica gue representa eate
fenfmeno se parece a:

N

entonces:

“a Qu-a-bP

/aara- PZ o

Lo ° e~ P

de tal modo gue

‘ a) cuando P - 0, Qd =

b) cuando P = al/b, Qd =0

¢) una unidad de aumento { disminucidn) en P tiene como resultado
una disminucién { aumento)} de b unidades en Qd .

Al mismo tiempo que eso ocurre,; los comerciantes guieren
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ofrecer mis mercancfa con precios altos para aumentar sus ingresos.
Si nuevamente consideramos una relacifn simple, la oferta gque se
presente- al pGblico de articulos de precio mds altc tenderd a ser

mayor en beneficio de sus utilidades. Nuevamente tendremos una re
lacién lineal.

Siz

q%,: cantidad ofrecida de un bien
/
entonces:
Qs

Q:' -c +dP

0 efd P

-C
esto implica que:
a) ()s Z 0 solamente cuando Pz cra

{ es decir, la oferta no se presentard a menos que P sea mayor
o cuando menos igual & c/d).

b) una unidad de aumento { disminuci&n) en P, tiene como resultado.
una disminucibn ( aumento) de d unidades en (Pg .

) Parece en cierta forma natural esperar que exista una re
lacién més evidente entre estos fenbmenos.

Supongamos entonces, que el bien en discusifn es compxa
do y vendido en un mercado aislado, con cambios en este mercado que
tienen efectos despreciables en otras partes de la economia y vice-
versa. Bsto significa gue el nuestro, serd un anélisis parcial.

Como primer pasoc, recordemos gue las funciones de deman
da y oferta representan el comportamiento de consumidores y produc



tores. Vistos de ese modo, las funciones representan los prop&sitos
o planes de compradores y vendedores de adquirir o vender ciertas
cantidades del bien en respuesta a ciertos precios. En el caso en
que esos propSsitos coinciden, es decir, la cantidad demandada es
exactamente igual a la cantidad ofrecida, nos encontraremos frente
a un estado de balance o equilibrio, Esto implica que es necesario
especificar una condicibén de equilibrio, que sers entonces de la

Qd - Rs

gue nos dice que el excesco de demanda { Qd"@s ) debe ser cero. A
esto se le conoce como mercado " clasificado”, y el equilibrio al-
canzado ser& un equilibrio parcial, al cual, como ha sido definido
en un estado de balance ( sin tendencia o cambio), puede d&rsele

forma:

el nombre de equilibrio est&dtico.
Tendremos ahora un modelo:

Qd'-'Qs
CQd a- b’p Gﬂlb >0

@s < ~e +d P (e,d > 0)

donde las incsghitas @ , C_Q-s’ v P serdn los "valores de equilibrio”
de -las variables Gd »9s Y P respectivamente ( ahora las tres
variables Q4 . Qa y P son endSgenas, ya que sus valores de
equilibrio ser&n determinados dentro del modelo de mercado de -~

- equilibrio parcial). Como de = Q_s , entonces de =®5 = .
Grificamente, esto es:

Qd ’ Qba

!

1l
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- - N — p
y: Q25Q56+4P a+e = dﬁ-ﬁbp‘:‘? (a+c7 '(b-/-d)
e J 5 = arl
° b+l
ahora, como @. = .—o =@ : . ;
—:a - ;:. - { ).. (b‘a"d)_b atd = ad-bﬂ
Gra-t ¢ bsz = 4 bvd b+cl

P v Q dependerdn entonces de los pardmetros a, b, ¢ y 4, esto
quiere decir que son valores determinados, pero afin asf, es necesa
rio gue sean positivos para que tengan interpretacifn econfmica. Lo

Gnico gue necesitamos es pedir que ad » bc.

Este mismo modelo se puede ver como regresifn mfiltiple.
Si consideramos a, b, c y d positivos:

| Qq~1Q@s + OF =0
I Qa+0Qs+ bP =24
O*Q(,'-*"Qs_dpg"c
la matriz serd vector vector
| -1 o© Qd %
¢ o b As| = |4

/I —d P ¢
M x €

debemos encontrar el valor de ‘M’ para comprobar que existe una
solueibn - inica para Mx =@ .



| -1 (@]
| o b
o I -d
:-b—d.—_-—(d+b)7!0

(M1 =

IR

Como | Ml #0 =2 3 M

-1

Para encontrar M necesitaremos la matrfz de cofactores C

o b | b [l o
\l—d 106 -d o1 -b d |
Fo || -t -d -d -/

'0":‘ "-‘,'_3’ o—d‘lof ey -b 1

-} O (e ] [ll—l
\ob “1i b io
entonces e ! = adij M
-5 —d - b |
C’,= d -d -b
A
v M —‘estaré dada por:
- b -d -b

Mﬂ: ___J—-.dd?M: "'______.L—- d -d -b
| M) (d+b) S B

gue debe sa#/‘:sfbur MIm=T.
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la solucidn seri: "b -d — b o)

- a4 -d -bjla
Me'(dw)/ -1 1 ]]-c

-

~-{ad-be)
] ‘(Gdfbc) ®

- e

(d+6) | - (a+a)

1-O1-9!

ce:r 7 *) = ad-be
Q oL ‘ d+b

P. (a+® /( b+d)

“que es igual a la encontrada de la manera anterior.
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CAPITULO 2
METODOS ESTADISTICOS PARA MODELOS ESTOCASTICOS. -




2.0 MODELOS ESTOCASTICOS.

El tratamiento de los procesos estoclsticos constituye
una parte importante de la teoria de prebabilidades, es decir; los
modelos que se desarrollarsn en este capitulo involucran té&rminos
aleatorios no considerados anteriormente.

El t8&rminc aleatorio se conoce como " error " en la
ecuacibn. Hay dos tipos de errores:

a} Error de medida.- Existen varias razones por las cuales‘y puede
medirse incorrectamente. Por ejemplo, al tomar los datos si se tra
ta de una encuesta, las personas entrevistadas pueden mentir sobre
su situacién real.

b) Error estocdstico.-~ Ocurre por la irreproducibilidad inherente
de fenbmenos sociales. AlGn cuando no se tenga un error de medida,
siempre hay diferencias no predecibles gue son llamadas aleato==—=—-

rias o estocisticas.

Tomando esto en cuenta, se desarrollarin los modelos:

a) Regresidn Lineal Simple.
b) ﬁegresiﬁn Lineal M@Gltiple.

c) Modelos Lineales con errores en las
variables.



2.1 MODELO DE REGRESION LINEAL SIMPLE.

El significade principal v tal vez,

mis "natural” gde --
linealidad es gue la esperanza condicional de

es una funcifn -~
lineal de las Xt , lo cual indica, geom&tricamente, que la curva

de regresi6n es una.linea recta.
El segundo sentido de linealidad es gque la espectativa

condicional de Y ,E(ﬁb@), es una funcifn lineal de los paré&metros,
pudiendo ser o no lineal en la variable X

Nosotros consideraremos el segundc sentido ya que el mo-
delo serd considerado asi1 en forma mds amplia.

Para poder representar un fenfSmeno por medio de un mode-
lo matem8tico se necesitan ciertas consideraciones, que en este -
caso serdn: el modeloc debe ser el mis sencillo gue pueda encontrar
se, va que se refiere a una variable endfgena que depende de una

sola variable exSgena y una perturbacifin aleatoria no observable,
Es decir, una magnitud

otra magnitud X
narlas como:

se considera determinada por medio de -

. La dependencia gue supusimos permite relacio-
Y aX+ b+ j.

donde QA y b son desconocidos y 9 es el t&rmino aleatorio no

‘observable,

Bay gue recordar gue la magnitud observable X y 1la no

observable son consideradas como las causas gue determinan el

valor gue toma la magnitud Y ; va gque el t&rmino representa
el efecto de todos los factores gue no podemos o no sabemos‘identi
ficér. El problema estadistico consiste en la estimacifSn de los
parametros A v b

Uno de los m&todos m&s eficaces y populares del an&li-

sis de regresifn es el de minimos cuadrados ordinarios, gque se de
he a Carl Friederich Gauss.

En este apartado, tomaremos el enfoque gaussiano para =-

dos wvariables:
Yo = aXer b 6



donde Gauss hace los siguientes supuestos:
* . _ /
1. E(5i/xe) =0 e

es decir, el valor esperado condicional de Jh al X{ dado, es cero.
Geométricamente, esto puede verse:

4

%, Xn X3

Aquf, las Qariables xt; f& se consideran como observadas sin error,
ya que aungue los datos econfmicos esté&n indiscutiblemente viciados®
por errores de medida m&s o menos grandes, se estima frecuentemente
que estos errores son despreciables en comparacisn con los elemen-
tos no observables que influyen en la determinacifén de las variables
~ endbgenas. ’

Por otra parte, si no se tuviera el supuesto de que la
esperanza matemdtica de las es nula para cualesquiera valores -
tomados por X , los par8metros QA y b incluidos en el modelo no
serfan identificables. Esto es, esta condicidn significa gue el té&r
mino aditivo.§ del modelo toma valores tanto positivos como nega
tivos para todo valor de la variable exSgena, lo cual no se satis-
face si el efecto de los factores no observables o no identifica--
bles se correlaciona con el efecto de la magnitud explicatiba
Matemdticamente podemos expresarlo COmMO:

£ (Je /o pa, X ) = axeth

donde los par@metros yb serfan entonces caracterf{sticas de la

*

Se considera que los errores son independientes.



ley de probabilidad condicional de las )’ . Si conocemos los valp
res de los par&metros X ¥y b y de los K{_ pedremos obtener la -~
‘esperanza de )( directamente por medio de AX¢ b

cov (& 5= E(5e- €L ~E5Y
(}’ "lj(_j.) for el su/:ue‘.s"lo L
, © CHS

.
donde ¢ yJ son dos observaciones diferentes y donde cov .
significa covarianza.

. s 2 L
Esto quiere decir que las perturbaciones j“y_gJ no estén
correlacionadas. Té&cnicamente, este supuesto se conoce como de "

]

no
' correlacifn serial" o de " no autocorrelacifn". Lo gque dice que:
dada Xé , las desviaciones de dos, ,cualesquiera valores de ,V de su

media no presentan: ) + §¢
6

"En 1la primera figura, la correlacifn positiva es cuando tenemos €
positivo seguido de 5- positivo, o } negativo. seguido de § ne—
gativo. En la segunda figura, la correlacifn negativa es cuando te
nemosj positivo seguido de 5 negativo y viceversa.

Si las perturbaciones siguen patrones de tipo sistemfti

co, como los anteriores, se dice que existe autocorrelacibn o co-



rrelacidn serial, y lo gque requiere este supuesto es precisamente
gque .no la exista. La siguiente figura no muestra un patrfn siste-

matico para los j . indic;ndo por lo tanto, cero correlacifn:
+ ]

7]

cide,
X4 XS

3" var (5¢/x2) = E [§,~ E(}Mz
S E(p per of St
N

donde var = varianza.

' Expresa gue la varianza de &bpara cada X{- (i. e., la
varianza condicional de jé— ) es un nfimero positivo constante e -
igual a o* . Técnicamente lo que se representa agqui es el supues
to de " homoscedasticidad", igual ( homos) dispersién ( cedastici
dad) o igual varianza. Podemos representarlo geom&tricamente por:

- g(gi)

a

Densidad pm/.bé///&J/
ol §,
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El caso opuesto se conoce. como heteroscedasticidad, des-
viacién desigual o varianza desigual. Simb6licamente puede escri-

birse: 2
. Var‘ (jc__ /Ké):o-;

Como puede verse, en esta ecuacitn aparece un subindice, que quie
re decir que la varianza de la poblacifin ya no es constante. Pode
mos representar esto como:

F¢

mp,b:[/\? -

f

densided
+ea de

4 cov (j‘t’;Kf) = 5[9&" EGQ] [Xe - E(x)]
=0

es decir, la perturbacifn l§ y la variable explicatoria./( no es-—
t&n correlacionadas.Fn cualquier caso de correlacidn entre X y 9
es Aiffcil aislar la influencia individuval dc X vy de~; sobre ) .

Aparte de la muestra en estudio, no se dispone de ningu-
na informaci6n con respecto a los coeficientes num&ricos Ay é),
los cuales pueden tomar a priori valores positivos,negativos o nu-
los cualesquiera. ‘
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AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS.

Tal y como se ha considerado el modelo, las mejores es—-—
timaciones para 2 y b zon las facilitadas por los coeficientes -
de la regresifn simple de Y en relacifn con X .

Para llevarla a cabo es importante considerar que se to-
mard como un buen ajuste aquel que " minimice el error total". Los
criterios tentativos l6gicos a seguir serfan:

o Considerar una linea de ajuste gue minimice la suma de los erro-
T -~

T (Ye- Ye)

=/

donde y&: valor real

-
Y4 = valor ajustado. . )
Desafortunadamente, esto no funciona. Al usar este criterio las dos

ress

lfneas de las figuras siguientes se ajustan igualmente aunque la -
primera sea intuitivamente mejor gque la segunda, y la suma de los

err;;es sea cero. Y
+
- l _ -+ +
) x (z) X

E1l problema es el signo. Este criterio debe rechazarse porque no =
proporciona distincifén alguna entre ajustes buenos y malos.



oo Hay dos formas de evitar los problemas de signo. El primero es
minimizar la suma de los valores absolutos de los errores:

> Ye- ¥

] Ye- Vel

<%y é

Pero, como a los grandes errores positivos no se les permite in-

terponerse con los grandes errores negativos, este criterio daria
malos ajustes como: \i

7 ,

) X (2) X

La figura 2 satisface el criterio mejor que la 1, aunque, de hecho,
se puede ver que la 2° grifica podrfa indicar que el unir los dos -.
puntos extremos se ajusta mejor que cualgquier otra recta.

Esta tal vez no sea la mejor solucifn al problema porque
no presta ninguna atencifn al punto medio cualquiera que sea su va
lox, por lo que pudiera ser preferible elegir la 1° gr&fica ya que
considera todos los puntos.
°?? Como una segunda opcidn para evitar el problema del signo, se
minimiza la suma de& los cuadrados de los errores:

T -~ 2
(=)
=1
y ahora si tendremos el criterio conocido por " mfnimos cuadrados"
o " minimos cuadrados ordinarios".
Entre sus ventajas estéan:
a) Al evitar los problemas de signo elevando al cuadrado los erro-
res, los minimos cuadrados son sencillos de manejar algebr&ica-
mente.



b) Hay dos justificaciones tefricas para los minimos cuadrados:
El teorema de Gauss-Markov, y el criterio de méxima verosimili
tud para un modelo de regresién normal. )

El teorema de Gauss-Markov dice que " dentro de la cla_
se de estimﬁdores lineales insesgados de b , el estimado’{ minimo
cuadritico b tiene varianza mfnima. De la misma manera, (les el -
estimador de varianza mfnima de @ ", ~

La regresifn de )[ con respecto a X se defina como )’=
a;(-i-g , donde Q& vy b deben ser tales qgue:

U ZCV& aXg - 6) Sea minima

El desarrollo entonces debe ser el mismo que en el capftuleo ante-—
rior, asf que podemos decir que:

I Rod
a. & We-9) (Xe-X)

<=,
b=Y-ax T
T _ > \/{_
- - _ 2 Xe = 2z
donde | X = £ Y= —=

Ya que se tiene un ajuste, tal vez lo m&s natural ahora
serIa preguntarse gu& tan bueno es; para eso, si usamos desviacio-
nes de la media, es dec:Lr)Q % ~%) v s (Yl 7)

u:= z (4, -84 D=

DU o3 F (p-dne-B) =0
26 -
Z (Ye-@rs=b) = o

LS
n
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\\
My
i
\l
&
i
0

LY
T 7 7.2
Zyé-azﬁf = '

o z
pero ent ncesr 2

g‘: Ej‘ - 7

N

7‘{- - 7
Z 5, 4

Al hacer lo mismo para & 3

20, 2 @ (4) (fy-as-B) =0

5 %) (g, -a4,-8) =0
- 7

otra vez, como ?=

7 i PN
- A

T g
S Ag -g &0 L. O g Xm T
T=4 é‘z" +ay “ ‘ '52"

Estos estimadores se conocen como " estimadores minimo cuadrados”
por derivarse de este principio. Sus caracteristicas son: '

1.~ Estin expresados Gnicamente en t&rminos de cantidades observa--

das.
2.~ Son estimadores puntuales, es decir, dada la muestra, cada esti
mador proporcionard un solo valor ( punto) del pardmetro rele—-

vante

Una vez gue se han obtenido los estimadores de los miﬁi—
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mos cuadrados, la linea de regresidn ajustada tendrd las siguentes
propiedades: '

1.~ Pasa a través de la media muestral { esto quedS bien determina
do durante el desarrollo). “
2.- El valor medio del Y estimado (Y¢) es igual al valor medio del
\/ observadc debido a que:
~
Ye axe+rb
(g -a %)

a He

j:-#é‘(ﬂirit)

i

sumando a ambos lados sobre los valores muestrales y dividien-
do por 7 , se tiene:

- —
=
T —
donde utilizamos que ;Z (;(g-"x>=0, porgues
-y

si definimos

% = (Ye-)-(-)

._Z- J Id -
Zre = Z (¥i-%)
=/ £=1
T -
—— ZX&— / )(
¢y
'y, como % = h'x‘ /7-
r
entonces 7-)?- = Z )(,(_
de ahf que
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3.~ El valor medio de los residuos es cero.

T —_ -
-2 Z (/o=@ %.- &) =0

como »j‘br_ 7& - a’fi(;é

entonces T

De la ecuacibn:

4.—- Los residuos jfﬁ- no estén correlac;cpados con el valor predi-
cho de }Q- » lo cual se puederven.flcar

Ziige & 25

T
= a *Z e (;lt &%)
=t
a
=a ZT¢t7e- -2tz A
&= =y
T
s arFT AN Z AN
= =
T =0
cjogde d‘f g%&:{é
: tzjﬂek

‘S5um Los residuos j no estén correlacionados con Xe¢ , esto es

Z pete=o -

Debido a que los estimadores son funcidn de los datos,
pero dado que los datos pueden f&cilmente cambiar de una muestra
a otra y que los estimadores por lo tanto cambiarfan inmediata——-—
ménte, lo que necesitaremos serd& alguna medida de la confiabilidad
" de los estimadores &L Y 3 . En estdf{stica, la precisifn de un es

timador se mide por su error-standar, por lo que necesitaremos el

c8lculo de sus esperanzas y varianzas.,
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T
- LY K
7 X Y4_. Z ;gé =
5i escribimos: & = Z - tes
=/ K
entonces T =W y,—-
= + W, \/ + 7
ae w Ye=w it s
4=/
donde Xy
. Wy = /&
lo gue implica, que & es una combinacién lineal de las variables -
aleatorias £ -

Como la esperanza es un operador lineal, entonces

E(&) - w, ECYNY+w, EY2) 4+ +wzr £CYT)

- T w, € () ‘
4=

y, al haber asumido que las variables Y(' son independientes

Var (<) = w,? VarY, + -+ + wy" Var ¥Yn
= L w? Var (V)

Y E(Vé) cae sobre una 1linea recta ( la verdadera lfnea de regre-

oM s (@) - L owp (aXert)
7 7
e a Zwex, + b 2 Wy
sy =y

'si volvemos a tomar Wy = %71'5‘ /K I
| £(a) - a Z (z0n) +E& Z %
~

&=y 74 t=7
P/
o T “ a .
y, dado que E’Lé: O' E (a) - O -+ _',(__ oy

_ 9 st S REM-R)5e]|
M ‘_E{;(xt—x)ff_ x (X¢'—>f)§:‘ e Rer
F (% -0 nERg-R) [T(X T TR

3
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, : 2
y como habfamos definido K = E ﬂe
esto es T . ' N
E(a)= _a _ Z#> ., E@) =2
’

-
es decir, A es un estimador insesgado para &

Para calcular su varianza:s
al sustitufr gt- var Y-é'

Var (&)= wTvar Y+ o+ WO varY¢

- T l-a_l
Var (&) = t§ Wy
T 3
Var (3) = 2 % o™
. T3 KL
-
- ot 2. ﬂ'&"

2

v, volviendo al valor de K = Z 'ié

: - Var (&)= L
tendremos gque a f LS

-
. Con resgpecto a 6 H
‘sea G* -

entonces
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3 :1?"\/& _ % ZT Ve
'7’-‘7-‘"
R Ree) Ve

L E -*@a(“**")

al multipljcar;'\ cruzagg » _)?C‘éb'i' aXe — ;“;*a)(;)
E(&) = 1t__l('/' T
= b +a X - aX

£(5) <5
y ‘'su varianza: g i tZ:: (T,-" - ?(’4) \/é-
7 —
Var (6) = Var z (T“I_K&) \/El

7

Var (B) » I (£ = %ee) " Var It
ar = '

iy

€= T
-
o2 Z(_/ -2&)
¢z, \ T
2 i 2 - 2 XC xes
= U oy (Tz‘ T
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T ' T J
Zer=0 2 = =3

como y = z
LA = =y ¢é
—_2 r o+ X ¢
..a"‘.i'i"x = 0 Ex*r'rx
_7 r ;? X r > X%L
=¢ - =
TP TxXF - TRE b
/ é=s PT -
esto implica queA) y tz_- Xéz -7 R T X2
= a. -
Var (b = E‘rz;
Z X}
’ Fa 2z Py 4
L \/ar(b): 0'___'5__’__,___:
T Z A

Todas las cantidades pueden estimarse a partir de los
datos con excepcifn de 0 %, que es estimada mediante:
ks

LA
a‘.z = .aza,'-j’
7~ 2
donge st Sgi- &t 5 r
¢ A ¢ =

solamente gueda por ver en gqué medida se ajusta la lfnea
de regresifén muestral a los datos; porque, si todas las observacio
nes coinciden con la lfnea de regresifn, obtendrfamos un " ajust.é
perfecto”, lo cual raras veces ocurre. Generalmente tiende a haber
algunos },4. positivos y otros negativos, con la esperanza de gque =
los residuos localizados alrededor de la linea de regresisn sean
lo m&s pequefios. posible. El coeficiente de determinacifn F2( en
el caso de dos variables) o ?3- ( regresibn miltiple) es una medi-
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da resumen gue nos dice gué tan exactamente la lfnea de régresiﬁn
muestral se ajusta a los datos.

-t
Para calcular *_2. recordemos gque Yt.- = )/4 +5' 4

o, en forma de desviacifn 7{: - ;/1 + }f
elevando al cuadrado 7 T L
T Tor 7 i 2 ¥
> 2, _ + 2 e Je
¢ e T E [ Fe €= #

T . T . =0
sl ERe 2l pepe B

A -
¥, como 7‘f =6 X

-
z S xS
2:7:'-’ a g;@ + {“5‘4_.

-L:l

Las sumas de los cuadrados de esta expresidén puede escribirse:
T kL ] =N
= 4% 2 e ¥
Lzs ¢,
variacifn* total de Y con respecto a su media muestral, conocido
como suma total de cuadrados { STC). 7 )
’ r “a. - - e LS
Z (V- ar g e
& a2,
€= )
variacién de los valores de con respecto a su media, ya que,
= Y , ¥ que se conoce tambié&n como suma de cuadrados debi

* Los t&rminos variacifn y vafianza son diferentes. Variacidn es 1la
suma de las desviaciones de una variable con respecto a su media,
elevadas al cuadrade. Varianza es igual a la variacifn dividida por
el nfimero de grados de libertad. El t&rminoc " nfimero de grados de
libertad" es igual al nGmero total de observaciones en la muestra
menos el nlmero de restricciones ( lineales) impuesto en ellas. _ 49 -



da a la regresiSn, suma explicada de cuadrados ( SEC).

T

2
Z'j’é- es la desviacifn residual o no explicada de los valores
t= de Y con respecto a la linea de regresién, o simplemen

te la suma residual de cuadrados (SRC).

Por consiguiente, STC = SEC + SRC nos muestra que la va_
riacién de los valores observados de }/ alrededor de su media pue
den ser partidos en dos, uno atribufble a la lfnea de regresibn y
otro a las fuexzas aleatorias en razdn de que no todas las obsexr-—
vaciones reales de ), caen sobre la lfinea de regresifn. Podemos
ver esto en la figura:

it S’t' Debido a 1Y rZSl‘d-Uﬂ-L
i anstB
V-7 ot (ﬁ,-‘?)x'ﬂoblda ol rgn’.s/o"-
X
[2) X

Dividiendo ambos lados por STC:

SN, Z (s
TEGent EOT
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que definimos como T A

z (Yf" 9)1 S£C
Z(\/t_s,)z, s7C

La cantidad definida como " * se conoce por " coeficiente de deter-

minacién" ( muestral). F* mide la proporcidén o porcentaje de la
variacién total en Y explicada por el modelo de regresifin. Sus
propiedades importantes son: '

1.~ Es una cantidad no negativa.
2.- Sus lfmites son 0 $F*< 1

. %
Una cantidad muy relacionada con # pero conceptualmente

diferente es el " coeficiente de correlaci6n” gue es una medida del

grado de asociacidn entre dos variables. Puede calcularse como:
pt.i \Y f'l

o a partir de su definicidn
= et

VEXNZ 1) .
T Z K, Ve~ (;?’;-X,\(éﬁ)

r = V4 LEY) -
JITZ%-(ZRT IV (£ Y™

seglin algunos valores de F, su gr&fica seri

14 14 Y

ro=

"L *a
s
o o
ra A.(
Y
)< *’} >< az ﬁ:&
F= 4+ . . bm ol 7 . f='oh
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b ¥
» . *

Y *
x * i X
A * PR o “ ¥
* e a2 *ul ¥

X x < 1* P
rz0 L:.q k=5

Algunas de las propiedades de I son:

1.-

2o
3.-

Puede ser positivo o negative, el signo dependeri del numera-
dor, que mide la covariacifn de las dos variables.

Estard entre los limites de -1 y 1, esto es, =1 £ r< 1,

Es de naturaleza sim&tricaj; el coeficiente de corre
lacién entre X e rey) es igual al coeficiente de -corre-
lacifn de y X (ryx) .

Es Lndependlente del orfgen y la escalaj;
){:va Yl y V{ sbY«td | aonde aj> o0, ¥> 0, @ y d constantes,
el I entre Y' es igual al + entre X e Y .

si X e )/ son estadfsticamente independientes ( esto es, si
y sdlo si fO‘: Y) = f""> f‘-") : la funci6n de densidad de pro
babilidad cohjunta pude expresarse como producto de las funcio-
nes de densidad de probabilidad marginales),
correlacifn entre ellas es cero; pero si

es decir,

es decir, si definimos

el coeficiente de

=0 esto no gquiere

decir gée las dos variables sean independientes. Bn otras pala-—
bras, correlacifn cero no implica necesariamente independencia.
Es una medida de asociacifn lineal o dependencia lineal Gnica-

mente y no tiene sentido utilizarlo para describir relaciones
no lineales. '

7.~ Aungue mide la asociacifn lineal entre dos variables, no nece-—

sariamente implica una relacidn causa-efecto.
-
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ESTIMACION DE INTERVALOS.

En estadistica la confiabilidad de un estimador puntual
se mide por su error estindar o por su varianza. En lugar de con-
fiar en la estimacifn puntual finicamente, veremos cuil es la pro-
babilidad de que el estimador puntual se encuentre dentro de cier
to rango o intervalo alrededor del verdadero par&metro.

Para ser mis especificos, supongamos que gueremos saber
qué tan cerca estd A de @ . Con tal £in, trataremos de encon
trar dos nfmeros positivos, ok ¥ /3 » gque estdn dentro de 0 y
1, de manera que la probabilidad de gue el interxrvalo { 5.‘ - /5 ’

&~ £ ) contenga el valor verdadero de & sea I-® . Simb&--

. licamente: ?r(a’ﬂ 5055_,/6'):,_,9(...1

Tal intervalo se conoce como " intervalo de confianza®; I - se

" conoce como " coeficiente de confianza®™ y «£ (0 & << 1) se cono

ce como"nivel de significancia®. Los limites del intervalo de con
fianza se conocen como " limites de confianza" o " valores criticos?

En la pr&ctica, o ¥y 1= ge expresan en forma de porcentaje co

mo 100 « y 100 ( | - £ ) por ciento.
Es impoftante darnos cuenta de que:

1.- La ecuacitn I no expresa que la probabilidad de gque X es
té entre los lfmites dados sea [~ . Dado gue (X , aungue
descenceido, 32 supene un nlmero £ijo, tiene gue estar dentro
o fuera del intervalo. Lo que Z afirma es gue la probabili-
dad de construfr un intervalo gque contenga a Q& es I -t |

2.- E1 intervalo ) es aleatorio, es decir, varfa de una muestra
a otra porgue se basa en a que es aleatorio,

3.~ Como el intervalo de confianza es aleatorio, las afirmaciones
probabilfsticas relacionadas con €1 se entender&n en un senti
do de largo plazo, es decir, en muestras repetidas. M&s espe-
cificamente, I quiere decir que si en muestras repetidas -
se construyen intexrvalos como el anterior con base en una pro
babilidad 1- A , a largo plazo, en promedio, tales interva-
los ‘contendrsn en |- de los casos el verdadero valor del pa
r&metro.



4,~ El intervalo T

-~
es aleatorio mientras (X sea desconocido, pg
ro cuando tenemos una muestra especifica y hemos obtenido un
valor num&rico especifico de

A r el intervalo Z deja de -~
ser aleatorio; estd f£ijo.

En este caso ya no podemos hacer la
afirmacién probabilfstica I , es decir, no podemos afirmar -

que la probabilidad de gue un intervalo fijo incluya el verda

dero valor @ sea | = % . En una situacién como esta, (A se

encuentra ya sea dentro del intervalo fijo o fuerxra de é;, en~
tonces la probabilidad es 1 & 0.

CONSTRUCCION DE INTERVALOS DE CONFIANZA.

La regresidn lineal normal supone que cada

5; & estd dig
tribufdo noxrmalmente con:

Media . £} =0
Var : E(g2) = o

Cov (5,4, ) E(5cf) =0 A
ue puede ex résarse COmo
que p P }‘L’\' N(O,G_'L)

De acuerdo con este supuesto, los estimadores mfnimos -
cuadrados ordinarios tienen las propiedades:

1.~ Son insesgados.

2.- Tienen varianza mfnima. ( Junto con (1), esto quiere decir --

gue son insesgados con varianza minima, estimadores "eficien-
’ . ;
tes) .
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3.- Consistentes. Esto es, a medida que el tamafioc de la muestra——--

aumenta indefinidamente, los estimadores convergen al wvalor po—
blacional verdadero.

4.~ Estin normalmente distribuidos con:
E() = b
-~ >
Jar (B) =9,
E (&) =

0]

it
)

(R): O —
\ar f%

adf - 2
5.— (T‘ZJ ”/4rf~,7{ con T-2 grados de libertad.
6.- (‘“ 67 estin distribufdos independientemente de

e
-
Te— (a.,t)) tienen varianza minima para todas las clases de es--
estimadores insesgados.

Be esta manera, por ejemplo, la variable:

| —
 d-a (G- J2#
T deav. et (2) T a

Z

es una variable normal estandarizada. Parece, entonces, gue pode--

mos utilizar la distribucidén normal para hacer afirmaciones proba-
- > 3 3 :

bilfsticas acerca de a siempre que la varianza poblacional ver-
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2
dadera se conozca. Sin embargo,  se conoce muy rara vez, y en
. . . Y -
la préctica se determina con el estimador insesgado Tt , al sus-~
tituir:

4 (@-@a) JZ=E
F

refiri&ndose ahora al error esténdar estimado.
Si tenemos:

z, - d-a_ . @GOJEX

Goveest (8) Fad

A
3‘_2,‘: (7-21 rr‘/a’*
Z’f'u /V(O, ! ) parxa poder conocer U

2
Zyr % con T-2 grados de libertad

entonces:

* gi &, es una variable normal estandarizada [ & ~AN®, /) 1y Z 5

es otra variable gque sigue la distribucién %;con K grades de 11
bertad y es independiente de Z, sla variable definida por:

t = Z, - ZIJ;
J=z2 = V2

sigue la distribuciédn "t de Student” con K grados de libertad.

Por lo tanto, en lugar de usar una distribucidn normal
podemos usar la distribucifn t para establecer el intervalo de
confianza para ¢~ de la siguiente manera:

Prl-ty, 2 tsty,)=1-<
donﬁe el valor de t en medio de esta doble desigualdad es el valor
de t dado por: g
A 2~
N Y Z
—

F




vy donde 'é'o‘/g. es el valor de t obtenido de la distribucién t para
el nivel de significancia -$/J_ ¥y T-2 grados de libertad.

Sustituyendo: @ -~ «) {_ ]
—— =z =K
Pr [ -ty £ desy, e;*La\ =

reorierta;dz-é“/xdqu sH(E) £ a2+ '[:6/7. ofesv. est ) ] = /-

Yy esto nos proporciona un intervalo de confianza al 100( [~ )
por ciento para ¢X . Este mismo orden de ideas nos sirve para b.

2
INTERVALO DE CONFIANZA PARA o

Bajo el supuesto de normalidad:

/( - (7-2) I

sigue la distribucién /( con T-2 grados de libertad, por ello po-
demos utilizar la distribucibn ;ﬁ"’ para establecer el intervalo

de confianza de (% : 2 2 3
?r‘ (/I--t/z. é% 5%#&): -

2 .
- = EN = =&
Pr [(7-2);5/; s ot (ma) /{ 1=z J

da el intervalo de confianza para 7~ “ae 100 (1= K) s,

reemplazando

PRUEBA DE HIPOTESIS.

El problema de la prueba de hip&Stesis estadfistica puede
expresarse en los siguientes t&rminos: ¢ es un hecho u observa—-
¢ifn, compatible con alguna hipétes;s, © no 1o es? La palabra " com
patible” en este contexto quiere decir " suficientemente" cerca -
del valor hipoté&tico, de suerte gue nos lleve a aceptar la hipSte
sis gue gqueremos analizar. De esta manera, si una teorfa o una ex
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periencia a priori nos lleva a creer que el verdadero coeficiente

es uno, se preguntard si el (L observado es consistente con la hi-

pStesis en juicio., Si es asf, la hipbStesis puede ser aceptada, si
no, se rechaza. :

En el lenguaje de la estadfstica, la hipStesis propuesta,
o hip&tesis sometida a an&lisis se conoce como hip&tesis nula y se
designa con el simbolo o - La hip&6tesis nula suele probarse con
tra la hipbtesis alterna gque se designa con ffl . La teoria de

pruebas de hipStesis se ocupa de disehar reglas o procedimientos

gue permitan decidir cuindo aceptar o rechazar una hip6tesis nula
¥ '

79& puede rechazarse si queda excluida del intervalo de confian
za correspondiente a @



2.2 MODELO DE REGRESION LINEAL MULTIPLE.

La regresién lineal mGltiple es la extensifn de la regre
sién lineal simple para tomar en cuenta a més de una variable inde
pendiente X . Es obviamente la té&cnica apropiada cuando queremos
investigar los efectos de diferentes variables gue actfian sobre Y
al mismo tiempo. AfGln cuando Gnicamente estemos interesados en los
efectos de una sola variable sobre otra, es bueno inclufr las otras
variables que influyen sobre yen un anflisis de regresién mGltiple
por dos razones: )

1.~ Para reducir el error estocdstico, y con ello, reducir la va-
rianza residual. Esto hace gue los intervalos de confianza sean m&s
precisos.

2.~ Parez eliminar el sesgo que puede darse si simplemente ignoramos
una variable que afecta a Y sustancialmente.

L.a manexa m&s sencilla de expresar la relacidn que busca
mos serf:

E(y¢) s a+ 66X+ Xy

donde los regrosoxes Jxlé b4 Xze estSn medidos nuevamente como des
viaciones de sus medias. . .

La diférencia entre el valor observado y esperado de )45
es el té&rmino estocistico o de error é £ De ahf que cualgquier
valor observado Y£_puede expresarse como su valor esperado m3s el
t&rmino de disturbancia:

Y, =a +b X)L+ Cxyy * ¢y

en donde E?f' es considerado en la misma forma que en el apartado
anterior.



De acuerdo a lo desarrollado en el capitulo anterior,
tendremos que mn.nlm:.zar

Z (y\g__"q— bx,é—C’xu_)

2=
donde - T a2 b)( (?X \z
Zpte 2 (fem 9 ;(yk-a ¢ T%y)
y las ecuac1ones normales serdn 7
o X
ZY Ta+5§)<re+€§2+ .,
T T . .,
X, X
Z’.—-x't-\/és “ z:x’é+ 6 téx'* Te Z=:' £
- = - T 2,
=y r 7 - ZX
T ~ + L 2X X, +e 7%
:éj-x"eyé = @ %le- 6 &= B+ =

“=Q-.T"’J3(f{"‘t> Z %4 {Z_,"z:)
t~ 'i)( 71) (

7. (Za( 4-.”41) (Z zg)( x,zg
(27“' ZAY)- (Zm@*
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”~

El estimador -/7 mide. el cambioc en Y por variaciones
unitarias en X, mientras se mantiene constante Xa . De la misma
manera, E mide el cambio en )( por varlac:Lones unitarias enXj
mientras se mantiene constante 7(, . 8 b4 (’ son coeficientes
de regresibn parcial. &~ E Y (? son estimadores insesgados
por ser estimadores de minimos cuadrados ordinarieos ( como quedd
demostrado en el apartado anteriorx)

Ahora: T 2
Var (E} S g ,Z‘.‘,
Zal ) (Erl) - (T )
Var @ e?_“ x>
a =
ar 3:1-. %, (2:":)__ ({Zf 2’,&7(,*) E3

Sus caracterfisticas son:
1.- Pasan por las medias ¥ , X, , X,.

2.- El valor medio de Y{- estimado ( 7'4-) es igual al valor medioc
de los valores observados ‘/é s 10 cual puede verse:

- - ° -
7" sa -ib?(_léfc)(l,{,



- A a - n A
Y, = (V=35 ~GRp ) + bXi, 12X,
- - -~ - “ -
7"5 = Y+ b(xté 'XI) +c (Xz‘_“‘x;3
Gomo desviationes de ous medsas

- - -1
?e"-'- Y "'.bxlé_ +c¢z‘£

sumando sobre todos los valores y dividiendo por 7

T

.
porque Zz, = Z,Cﬂé =
oy ey
T
3.~ Z }4_
‘=
. E

4.~ Los residuos 5# no estin correlacionados con \/"' . es decir,

t"?‘- Yé .

5.~ Los residuos;é no estén correlacionados con ’('{- ni con Xa.g
esto es X, = S X, =0 .
- h,j" t “'}t 2k

' 6.~ Son estimadoraes insesgados.

2
’R estari dado por: 'Z'_I
- x' A
Ra‘ ._b gi* ¢ e Lofe Ty
2
£
2 a€ . -

?5_., al igual que F 7 esti comprendido entre 0 y l. Si es 1 sig

nifica que la liInea de regresién ajustada explica el 100% de la -

variacisn de . Por otro lado, si es cero, el modelo no expli

ca nada de las variaciones en 7 . Regularmente 7? estar8 entre
los dos extremos se dice gue el ajuste es "mejor" mientras m&s
cerca de 1 esté ?3' :
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De la misma manera que en el caso de dcs variables, exig
te el " coeficiente de correlaci&én" que sers mdltiple, , pero
giempre ser8 positivo. 7? es una medida de asociacién entre )/
y todas las variables explicatorias conjuntamente. En la préctica,

se considera més significativo 7?l’y a R se 1e aa poca impor-
tancia.
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2.3 MODELOS LINEALES CON ERRORES EN LAS VARIABLES.

En los apartados anteriores, hemos admitido gue las va-
riables eran observadas sin error, pero; aungue esta hipbte--
sis quede justificada frecuentemente en la realidad, es importan-
te ver gué& ocurre cuando no sucede asi, yva que las variables de

un
modelo no siempre son observables directamente y frecuentemente se
sustituyen por otras muy relacicnadas con ellas {( aungue no sea en

forma rigurosa).

En estas circunstancias, es conveniente modificar 'las hi
p6tesis hAsicas del modelo que habfamos considerado.

Tomemos el modelo de regresidn y supongamos que existe

una relacidn lineal entre las variables exSgenas it y las endbge
nas 7& , entonces:

ji‘:' AXQ- f'jt

Pero las variables jﬂ% ',7it no son observadas exactamente, sino
. . R r 4 -
que solamente se -tienen las evaluaciones aproximadas Kty . 5@{ .

donde: :7;’__ /.z_ ¥ —i ;t_: = zf+ <4 g\:‘f

en el cual ji_y ;; son los vectores de los errores en las varia
bles ( gque se suponen aleatorios al igual que en los casos ante—-—
riores).

o+
Entonces, al substitufr ;(& por ¥, , j@'por j&', se

\%#2 Ax:*GL-i +,4§'£)

. obtienes:



es decir, los errores ahora serdan:

f&*AQ)

si hubiera independencia en estos errores podrfamos trabajar con
minimos cuadrados*. A este respecto, se admite generalmente gque
los errores tienen una esperanza matem&tica nula y que son indepen
dientes de los valores tomados por ;éé e j@ ; lo cual implica que
también sean independientes de los errores en las ecuaciones, .}! .
En estas condiciones, 3+, - §;_ + A yg son independientes de 1¢
pero no de 2;' . A un valor elevado de X corresponde frecuente
mente un valor elevado de ft_ - j:_ + A ?{ . Esto indica que es
indispensable la independencia de los errores con respecto a ;(J
para poder utilizar las teorfias expuestas anteriormente sobre los
modelos de regresidn.

Si las variables exSgenas se miden sin error, tendremos
que g::_ =0 y }{.-5{_ entonces X” = X, y los errores sersn
independientes, por lo que las propiedades estudiadas anterior--
mente permanecen vdlidas aunque existan errores de medida en las
variables endSgenas, a condicién de gue no existan tales errores
en las variables ex6genas, y gue los de las variables end&genas
-obedezcan a las mismas hipStesis que los errores en las ecuaciones.

Como desafortunadamente las variables exfgenas a veces
se ven afectadas por errores importantes de medida, necesitaremos
algunos cambios para poder medirlas:

Supondremos gue fTe Yy g:£ tienen esperanzas matemdticas nulas
independientemente de los valores tomados por X, e j@ . Sin embar
go, en la prictica, puede suceder gue las observaciones se vean
afectadas por errores sistem&ticos.

* Malinvaud, BEdmond. " Instrumentos Estadisticos Para el Andlisis
Econom&trico". Ed. Ariel., psg, 366. )



Para poder allanar esta dificultad,

A sax, rb+ &,

E (f+ /23 35*{-) Uy Je+ Ho
E(G, /as ;g) = wWixe o

tomemos el modelo:

en donde:

It

de esa manera, los errores sistemdticos son funciones lineales de

las variables a las gue afectan.

f\
] Podremos entonces definir las nuevas wariables 42? ,j@
¥ los nuevos errores jf .éf\ donde:
[ 4 <

, -~
y£’=/:+f+ /’(4’{’7(4‘*§£

E(}":/ﬁjﬁ_) -0 £ (é/": i$e) =0

sexr§ suficiente entonces la transformacién:

72 = (1 U )Yy U

'\
Ze = (14 w) Ay +Wo

Esto es, las nuevas variables serdn la suma de las variables ver-—
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daderas y de los errores sistemiticos en observaciones correspon-

dientes, y siguen un modelo de regresidn simple

- _- -~ rs)
Y= @% + b +%,
donde .
-~ I'ful
a = Q
I+,

b= blitd)+ v w,

o (itdn)

[+ Wy
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2.4 TRANSFORMACION DE VARIABLES.

En los apartados anteriores hemos tomado como base gque
el modelo que describen los datos es lineal en los parémetros. De
bido a gque algunas veces no ocurre asi, para poder llevar a cabo
los desarrollos precedentes, el anflisis tiene que realizarse en-
tonces sobre variables transformadas. La necesidad de transformar
los datos surge porque la variable original, ¢ el modelo en t&rmi
nos de la variable original, viola uno o mis de los supuestos con
siderados, Las hipStesis gque m8s frecuentemente se violan son las
referentes a la linealidad en el modelsy la constancia de la va--—
rianza en los errores.

Para satisfacer las suposiciones del modelo de regresifn
gque hemos venido considerando, en vez de trabajar con las variables
originales, algunas veces es necesaria una transformacifn en ellas.
Esta necesidad puede darse por diferentes motivos:

1) La teorfa puede ser muy especifica al considerar una relacibn no
lineal entre las variables. Una transformacifn puede hacer gque la
relacin cambie a lineal., Por ejemplo, la "funcifn de produccisn"
de Cobb-~Douglas puede escribirse comog
Y = A%< X,P

donde /Q',A; y/b son constantes posgitivas y

r = producto

XI = trabajo

)(L capital
visto de esta manera, no podemos utilizar nuestros modelos de re—
gresifn lineal directamente; pero, si tomamos iogaritmoa:

[o? }/; lo?lq} d/oz)(, +ﬁlda)\’z‘

que ahora nos. describe una funcifn lineal y podremos usar los mé-—
todos que ya habfiamos considerado.

2) La variable dependiente y analizada puede tener una distribu~-
ci6én de probabilidad cuya varianza estd relacionada con la media,
es decir, si la media estd relacionada con el valor de la variable
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independiente X ; la varianza de >/,cambiar5 con X , por lo cual
la.varianza no seri constante y, regularmente la distribucifn de
)/ serd no normal-bajo estas condiciones. La no normalidad invali
da las pruebas de significancia. La varianza no constante de los
errores producird estimadores gue son insesgados pero que no serdn
los mejores en el sentido de precisifn. Con todo esto, regularmen-
te se transforman los datos para asegurar normalidad y constancia
de la varianza en los errores.

En la préctica, se eligen las transformaciones para ase
gurar la constancia de la varianza ( " transformaciones que esta-
bilizan la wvarianza”"). Afortunadamente, es una coincidencia gue =
las transformaciones que estabilizan la varianza tambi&n son bue-
nas transformaciones normalizadoras.

Ejemplos de estas transformaciones son:

Funcién Transformacisn ’ Forma lineal

Y <XP Yitny  Xstn X Y L o */¢x'

Gr&ficas:




Funcibn Transformacidn Forma Lineal

7;.:9‘6/”( g = n : v/ g +pX

Graficas:

i 7

Funcién Transformacidn Forma Lineal

Y'nu(r/ﬁ in X x"'/‘”"x ‘ Y:ﬂ(*fp}('

Gré&ficas:

FRd=




Funcidn Transformaci&n Forma Lineal
'

X £INA /=1 )= -8x'
yao(x—/@ Y */')< ¥ . 4 0 /6

Griaficas:
7

t
A |
. p2eo -
L |
| -t .
| l
1
! 1
1 [}
0
1 ! el
e l
|
] I
1
o B/x ' A 87,
Funcidn‘é ) Transformacidn Forma Lineal
< X A I}
V€ y's nfX) T =R X
, '+envp;< \ “l"ll .
Gréfica: { _1 »} LA R
o x
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2.5 COMPARACION ENTRE ESTOS MODELOS.

Como fue mencionado en su oportunidad, la regresién -
mltiple es considerada sencillamente como una extensidSn de la
regresifn lineal simple pero tiene ventajas importantes, que son:
reducir los errores estoclsticos y eliminar el sesgo que resulte
de no considerar variables que pudieran afectar el comportamien~
to de la variable en estudio.

Debemos estar conscientes de que al utilizar un modelo
de regresifn de la forma

:;:ClXﬂFb

estamos suponiendo constantes todas las otras variables que podrfan

verse involucradas de alguna manera.

El ntmero de regresores { variables independientes) toma
dos en cuenta para la ecuacifn del modelo de regresibn correspon-—
diente dependerd directamente del fenfmeno en estudio.
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CAPITULO. 3
METODOS ESTADISTICOS PARA MODELOS = AUTORREGRESIVOS.




3,0 EL PAPEL DE LOS REZAGOS EN LA ECONOMIA.

En el anflisis econSmico, la dependencia de la variable vy
con' respecto a otras variables x no es instantfSnea generalmente. Es
frecuente ver que y responde a x despuds de cierto tiempo; a ese -
pericdo se le da el nombre de rezago © retraso.

Cuando en el anilisis de regresibn ( en series de t::‘.empo)ﬁ'F
el modelo incluye neo solo los valores comunes de las variables ex-—
plicatorias, sino tambi&n sus valores rezagados, se dice qué tene
mos un modelo de rezagos distribuidos; pero, si el modelo incluye
uno o mis valores rezagados de la variable dependiente ( entre las
variables explicatorias) se dice gue tenemos un modelo autorregre-—
sivo.

Existen tres razones principales por las cuales ocurxren estos re-—
zZagos:

1.~ Psicolfgicas.- Debido a la fuerza de costumbre, ante una baja
en el precio o un aumento en el ingreso, la gente no cambia inre-
diatamente sus hibitos de consumo; ademis del h&bito y de gue el
proceso de cambio puede implicar algunas p&rdidas { dependiendo

de gue el cambio se considere como permanente o transitorio).

2.- Tecnolégiéas.— Si suponemos gque el precio del capital con re-—
lacitn al del trabajo decrece, volvi&ndose econSmicamente posible
la sustitucidn de trabajo por capital; las empresas no se apresu-
rarfin a sustitufr trabajo por capital, especialmente si creen gque
despué&s de la cafida temporal, el precio del capital supera sus ni
veles anteriores.

3.~ Institucionales.- Las obligaciones contractuales pueden impedir
a las empresas cambiar de un tipo de trabajo a otro © de una mate-
ria prima a otra.

Por estas razoenes, los rezagos ocupan un lugar central en
la economia, que se reflejan en la metodologia econ6mica de corto y

largo plazo.

* . .
Una serie temporal estd formada por un conjunto de valores obte-
nidos de observaciones referentes al mismo fenSmeno, realizados
en una sucesisn de momentos de tiempo, normalmente a intervalos
iguales.



3.1 ESTIMACION DIRECTA POR REGRESIONES LINEALES.

Las leyes de comportamiento que intervienen en los mode

los econfmicos describen c6mo una o m&s variables endbgenas se de

terminan a partir de los valores tomados por ciertas variables ex6

genas. Es poco frecuente gue la dependencia entre variables exSge-—
nas y end6genas sea instantfnea; serfia entonces inexacto suponer
que la adaptacifn de los comportamientos se efectfia totalmente en
un instante, despu&s de cierto plazo fijo. Si las variables ex6ge-—
nas permanecieran constantes durante un largo periodo, y luego, su
frieran una fuerte modificacifn ( momento ts en la grdfica), para
no variar después, no se observard una variacién dré&stica de cada
variable endSgena en el momento ¢t,+ 8, sino m&s bien un paso pro
gresivo de un valor deequilibrio a otro; esto puede representarse

como =

A

et

i
.
M
Do

)

v

4] EN 4

Los modelos realistas para las relaciones econfmicas re-
quieren frecuentemente de la consideracifn de variables con retar-
,doé en las variables explicatorias.

Si suponemos un modelo de la forma:

jé s 0(1'/@3({_9+je
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se asume gue el efecto de Xé.e aparece solamente en el periodo t

y se completa dentro de ese periodo. Perc es m&s frecuente considg
rar gque el efecto de una variable estd distribufdo sobre diferentes
perfbdos. Entonces podemos representar egste modelo como:

M, = Aoy By Ky P AL K A0 &y

siendo notorio de esta manera gue gueda comprendido en la categoxia
general de los modelos de regresitn gue fueron desarrollados en el
capitulo anterior.
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3.2 METODO DE MINXIMOS CUADRADOS.:

Supongamos gque existe una sola variable endSgena % Yy una
sola variable exo’gena ;té , tomando el valor x° antes de t, y el
valor x' a partir de t,. Supongamos, adem&8s, gque la relacifn entre

)-Q e 74 sea lineal y exacta, de tal forma que el valor de egui--
librio de Jl— sea of X°+ M antes de t, y ®Xx'*/8 cuando se ha £i.
nalizado el ajuste al nuevo valor.de Xt . En el intervalo, podemos
admitir entonces gue el valor de 74_ depende linealmente de x° y de
x' con coeficientes de funcifn solamente de la diferencia de t-t,.
Podemos escribir, entonces:

. sad x'sa (1mdeIx+ b g=0
/{oi-e <

¥y, haciendo
= - zZ >0
C,=do ee =% ~ 4,

resultas

7{ +z = a (G, 10NV Z A (G =G *Cp) XO+P
o .

si admitimos que d¢ es igual a 1 a partir de h, por lo cual & =0
para > A .

. En. general, si la variable exdgena /-'e sigue una evolu-
cién cualguiera, el valor de la variable end6gena Yé puede consi_
derarse como una funcién lineal de los valores tomados anteriormen

te por' 7’( ,» O Sea: A
+
7[_ = of Z 4 [ xé-? P
i <=0
con
p- 2 A
Ceg
de donde +
yé_,g(ax,.;a(, Xy ke a(_A xé—A_ ﬂ
sin condicién alguna sobre los coeficientes "(r.
Al considerar los errores aleatorios:

G = ARy 5, Ryg g+ oot Kp Zy g O *j+
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Regularmente se tiene a priori algfn conocimiento sobre
los coeficientes ofo, 41 , « « « 4, #h . La influencia del valor
tomado por una variable exbgena durante el periodo t, debe ser es
pecialmente importante para los valores de la variable endSgena
en el curso de los periodos gue siguen inmediatamente a t;. En -
muchos casos,&(o podri ser mayor que todos, o se podri admitir -
que g € A _  para todo € entre 1 y h.

Como casi siempre los datos no permiten una determina--
¢cidn muy precisa de los coeficientes del modelo, y dado gue nues—
tros conocimientos a priori sobre la sucesifn de los coeficientes
son muy reducidos, la eleccifn de las hip&tesis sobre A, debe ins
pirarse en consideraciones de simplicidad.

Las hip&Stesis m&s comGnmente tomadas son:
- La " distribucién exponencial"
Ce =(1-0)C

que representa un decrecimiento geométrico y elimina el problema

4

de la eleccifn de retardo mdximo h. Tiene el inconveniente de no
poder aplicarse al conjunto de la sucesifn mas que si las dg decre
cen degsde los primeros tE&rminos.

Cuando no hay mis que una variable exSgena, esta distri
bucisfn conduce a un modelo en el gue la forma autorregresiva es -
particularmente simple:

jQ = cl4é§;)cgz¢t'L +)ii415¥

que al hacer

e= 60-¢) P f - Fen

puede- expresarse COmo:

y£=ej+_l+d’z’4 +e
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- La"distribucibn de pascal".

Aquf se define a @E de la forma:

(’C:C/-G)r*lcr

Ft+e

T

donde se hace intervenir solamente a los par&metros ¢ y r, Y nos
conduce nuevamente a la distribucibdn exponencial cuando r=0 y da,
para los dem3s valores de r, una gran variedad de evoluciones pgo
sibleéﬁ

3 - S

a9-¢r10 o5 ﬁo'c‘yﬁ
r=! r=10,a-]
ol o3 o
o.t ot +=3,¢a4
ot A . " ‘A A 1.
O + 2 3 4 F L T O ¢ a1 2 ¥ =5 @ e

Esto nos conduce a que, en vez de considerar la forma ai
recta del modelo con rezagos escalonados, se puede pensar en esti-
mar ‘los coeficientes desconocidos sobre la forma autorregresiva,

Podemes entonces escribir la forma autorregresiva como:
: Yo+ CYpor +d 7 + e+,
"si las a(: obedecen a una distribucisSn exponencial Jz =dc‘; Y
Jp e2Cfi 4~ ClYatd Ze ver ff
si 1§s¢£e obedecen a una distribucién de Pascal de par&metxo: r=1,
Para la distribucifn exponencial, la estimacifn por ajus
cuadrStica puede llevarse a cabo aplicando las formas de

.regresidn desarrolladas en el capfitulo anterior. Para la distribu-
cién de Pascal,

te minimo

es necesario tener un desarrollo distinto.

*MALINVAUD, Edmond. "Instrumentos Estadisticos de la Econometrfia”
pdg. 540.



Tendremos entonces gue minimizar:

Z (fo- 2 efyer*? e cday-e)

y al derivarla resultari:

: - )= . ... D
%,(Yé-:"c/iz)(b’e‘7"\74-/""%_,‘ o % -¢) =0 ¢

Z‘ 7 y R, - ¢
¢ C L~ QGJQ-I c}a-z"cl & e)==O PO . . 2
=t

T e e (3)
z @4'2674—1 e, 'd"’"_e) o
(-5

o
ZT
g, = 4
y si 7_' = -7" £ 7‘- ! 7-1 T t= 7*'1
3 w2 3[x., % j+edf>f— -
C [X :;J* L_ccz:za'z' 3*2[1 ‘])_d [7- ZJ“'E‘i"J =0

03 [Hy 2] - 2¢ [x-y2] —dL2T+x2] =

a*%, - 2%y -dz ~¢+ZE =90

una vez determinados ¢ y d, la tercera ecuacifn darf el valor de e.

La segunda da el valor de d, cuando se ha logrado determinar c; y ¢
‘se obtiene eliminando d de las dos primeras ecuaciones y resolvien-
do la ecuacif6n de tercer grado resultante.

Solamente importan las rafces inferiores a 1, va gue "Se

sabe que existe una rafz gue tiende en probabilidad hacia el valor
real ¢, que tiene un médulo inferior a 1

Pero no es seguro, a prio
ri, gque en una muestra cualquiera,

la ecuacién de tercer grado ten
ga una solucidén comprendida entre cero y uno. Si no es asf, el s;g‘
tema no sirve"*

*MAT,INVAUD, Edmond. Op. Cit. Pig 540.
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3.3 AJUSTE DE MINIMOS CUADRADOS EN MUESTRAS PEQUERAS.

En Econometrfa se utilizan frecuentemente series estadis
ticas cortas, por eso es interesante conocer mis exactamente las
distribuciones de las estimaciones obtenidas por el m&todo de mi-
nimos cuadrados para las muestras pequefas. Desafortunadamente,
estas distribuciones son muy complicadas y no ha sido posible es
tablecerlas mds gue para casos muy particulares.

Consideremos el mis sencillo de los modelos:

/
Fe= O X 4 * fy bl <1
utilizando minimos cuadrados:

T £ o
U Z (’14- = b’(éq[) % debe ser minima.
=2

au Fx )ZT_(¢—W+-)=°
- < (d) (-t:z - 42 ¢ !

ob
T T T
4 =
= Z xé-l (z:_ Xé - gz_b *") °©

cin E=2
> T
S % - 2 bzl =0
= j%; L-1 ¢ d=2 -7

) 7T
o * :Z: X; ZQ,,
t=2

T 2
%,
4= 2
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Su esperanza matem&tica de 1/T, viene dada pox:
A 2)
[ = — .
E(8) ~ b (/-3

Cuando T rrece indefinidamente,

o~

-
el error sistem&tico 3i se hace
infinitamente pequefio en relacién con la desviacifn de b

; que
es:

1= &*
—
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» . - , 7 CAPITULO 4
METODOS * ESTADISTICOS PARA MODELOS DE ECUACIONES SIMULTANEAS.




4.0 PROBLEMAS DE IDENTIFICACION DE OFERTA Y DEMANDA.

Desde la 1° guerra mundial se intentaron determinar empX
ricamente las leyes de la demanda relacionando la cantidad pedida
con el precio del producto. Para ello, se utilizaron las series es
tadisticas que arxojaban las cantidades consumidas y los precios
en un mismo pafs y durante “diferentes perfodos. Algunos de los
resultados obtenidos parecfan sorprendentes.

En 1927 se demostrd que los ajustes realizados no hacfan
aparecer necesariamente las leyes de la demanda. Si volvemos al ejem
plo del capftulo 1, el precio y la cantidad consumida de un produc
to se determinan simultdneamente despu&€s de una confrontacidn entre
la demanda de los consumidores y la oferta de los productores.

Indudablemente, este esquema tedrico corresponde sflo -
aproximadamente a los hechos. Adem8s del precio, pueden actuar otros
factores sobre las ofertas y las demandas, pero si el efecto de -
estos factores es d&bil de alguna manera, el conjunto de datos ob
servados para una sucesifn de periodos deber& situarse cerca del
punto de equilibrio, formando una nube gue no puede darnos infor-
macidn acerca de la forma de la curva de la demanda.

Tomando un modelo aleatorio lineal con ecuaciones simul=-

gé = 'b, fﬁ_ +;/n +’71{
~7é = b% FE "fz + q&é

donde f’= precio, ?‘ = cantidades.
-
b, y bA y 1£r ’ 4 son coeficientes constantes desconocidos y ﬁn{,
24 son los términos aleatorios de medias nulas ( que traducen el
efecto de factores no identificables ).

téneas:



sfi: . b/ ?‘ bz
- . v = éﬂ J/ - b_, fﬂ-
de —th,- ; C//v ba- ry

ﬁé_-_bafm-b,zlf Sap —Rer =T

62—bl él' b,

tendremos un sistema de la forma:

Fe = Qoo+ %0
Pl a0 + §a14

Estas dos ecuaciones nos indican claramente gue la canti
dad y el precio deben tomar valores distribufdos al azar alrededor
de Chp ¥ Gun , que a su vez definen las cooxrdenadas del punto de -
- interseccifn de la oferta media y la demanda media.

Una muestra de observaciones sobre f@ y;?J (t=1,2,...7)
permite una determinacifn mds o menos precisa de O,oy Cap, y de
.la ley de distribucién del par &;;& “;3¢).

‘Pero esto no basta para determinar los coeficientes b .
_)t'l/bl Yf"- ;¥ la ley de distribuci®n de (7,{. r Naz ), va gue las re-
laciones Q/o v 0,10 no pueden resolverse de manera finica con respecto

ab;n\f/-611'f.1-

De esa manera, las relaciones estrucrurales oferta y de-
manda no son identificables.
Puede tambi&n ccurrir gue la oferta y la demanda depen-
dan ambos de factores distintos gue el precio. Sobre una gr&fica
de dos dimensiones, la nube de puntos no tiene ya ninguna forma -

determinada; pero este hecho, no impide una identificacifn de las

relaciones de oferta y demanda. Algunos de los factores que actfian
sobre. la oferta pueden dejar la demanda invariable,

mientras gque
ciertos factores localizados gque actfian

sobre la demanda pueden -



dejar la oferta invariable; con esto, se pueden identificar las dos
leyes.

Los obsticulos mds frecuentes para la comprensifn del pro
blema son:

Para construfir una tabla de demanda hacemos variar el pre
¢io del bien y observamos lo que ocurrirfa con la cantidad comprada
en un periodc cualquiera de tiempo, dentro del cual no varfa ningn
otro dato que pudiera enturbiar nuestro experimentor: Esto es, al -
hacer variar el precio no podemos variar al mismo tiempo los ingre-
sos de las familias, ni el precio de un p;oducto‘sustitutivo, ni
cualguier otra cosa gue pudiera desplazar la curva de demanda.

La segunda dificultad es m8s sutil y, aungue no es tan
probable que seé presente, es mis diffcil de resolver que la ante-
rior pues" Si la cantidad vendida por una persona es exactamente la
cantidad comprada por otra;a CéSmo es gue la igualdad entre la ofer
ta y la demanda determina el precio de equilibrio?"

La cantidad comprada ha de ser siempre igual a la canpi—
dad vendida, cualquiera que sea el precio. Independientemente de -
que el mercado est® © no en equilibrio, el estadistico que se dedi
gque a reunir los datos de las cantidades compradas y vendidas en-
contrarsi siempre la misma cifra por ambos lados, pues no son sino
aspectos distintos de un mismo fenOmeno.

Lo que en realidad interesa es que " el precio al cual
la cantidad de consumidores est&n dispuestos a seguir: comprando®
sea igual exactamente a " la cantidad que los>productores estén
dispuestos a seguir vendiendo". A este precio no habr& tendencia
‘'a subir ni a bajar. '
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dedor
ro de
vexrsa
a los

debe venderse a un precio tal
a absorierla en su totalidad.
manda estable {

4.1 ESTIMACION DE LAS LEYES DE DEMANDA.

Si consideramos un caso sencillo gue permite la identifi
cacién de la demanda, aguel cuya nube de puntos se distribuye alre
de una curva de demanda estable; por ejemplo, para gran nme

productos agrfcolas se observa efectivamente una relacidn in

entre precio y cantidad

consumidores,

consumida. Dicha relacifn es debida

va que la cosecha, que varfa de un afioc a otro,

El mercado comporta entonces una de-

que los consumidores est&n dispuestos

curva D) y una oferta que se desplazar8 hacia arri

ba o hacia abajo segfin la abundancia de la cosecha ( curvas O3, 0o,

03) . La nube de puntos observados en una sucesifén de afios se repar

te alrededor de la curva de demanda e informa perfectamente acexrca

de su posicibn. Las propiedades de los diferentes estimadores po-

sibles dependen evidentemente del modelo gue se juzgue adecuado.

D
/o!
-~
- /‘l
-~
- -~ - 04
- -—
- —
- e
- /\
-
-
-

(o]

P

- Considerando qde las variaciones de la oferxta reflejan

las de las condiciones meteorxolSgicas { ya que la cosecha se v&
;fECtada directamente por ellas), podemos admitir un fndice B4

que mida el estado de estas condiciones en el afio t. Esto gueda

representado por:

?é s b;f’t +¢, 6, ’:7(’/ +7lé

Fe =

ba py

ofe o
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donde:

ﬁ = precio en el afio t

?e—= cantidad en el afio t

i, Ty = tE&rminos aleatorios.
en el cual las dos relaciones representan respectivamente la ofer
ta y la demanda. Para determinar el parx (/Dt ,?é ) en un precio
para’ el que 66 tiene un valor dado, trazaremos la funcién de ofer
ta media ( la esperanza)
2, bipareOe+f
¥y la funcibn de demanda medias
F¢ = bape +Fa

en un diagrama con p en abseisas vy g en ordenadas:

g

o ?

En ausencia de factores no identificados, la cantidad _7£y el precio
P{. tomarfan los valores definidos por el punto de interseccidn de
Oy D {(-como en el ejemplo del capfitulo 1), pero, debido a %g— y//h.,
- los valores observados corresponden al punto de interseccidn M de
las dos curvas deducidas respectivamente de O y D mediante desplaza
mientos verticales de longitudes 7“5 y /7“. . Si 94. tomara el mismo
valor paré todas lés .observaciones, los puntds observados gquedarian
repart-idos alrededor de la interseccién de O y D, correspondiendo -
una perturbacién z" positiva a valores elevados de p y de g; y una
perturbacibn positiva 7, a un valor elevado de ¢, pero pequefio de
Pe
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4.2 ESTIMACIONES DE FUNCIONES DE PRODUCCION.

) ‘B§sicamente, la funcibn de produccitn es, por una parte,

una relaci6n té&cnica entre cantidades de varios factores de pro--

duceifn o insumos, y por la otra, la cantidad de producto o pro--—
" duceibn que generan. Estos términos sugieren que la produccifn es
un proceso ffsico mediante el cual los insumos se transforman en
productos; sin embargo, la funcién de produccidn no se limita a -
las variaciones posibles dentro de un proceso t&€cnico de produccidn
sin9 que cubre toda la gama de m&todos de produccidn concebibles,
La teorfa econfmica se interesa por factores de produccifn muy =
abstractos como qrabajo y capital.

La funcidn de produccifn resume las restricciones t&cni
cas que delimitan el comportamiento econfmico en la wvariacifn de
las proporciones‘relativas de los distintos insumos. El principal
interés de las teorias econémicas se céntra en la substitucién de
un factor de produccién por otro.

La funcifn de produccién de una empresa representa las
limitaciones t&cnicas que se imponen a esta empresa. Determina las
cantidades de producto gue pueden obtenerse a partir de cualquier
combinacisn de factores puestos en juedo.

Si consideramos la funcién de produccibn:

Xa:f(\/[,V&, ey l/-r) . - . e 6'3

en donde X es el volGmen de produccibn y \4‘,_j=1,2,...T, Genota

cantidades o volfimenes de varios factores productivos, en esta e-

tapa no es necesario precisar la forma de la funcién de produccién
ni introducir todavfa un t&rmino de perturbacién. Ignoramos tam-
bié&n todos los problemas de definicién y medicidn dando por hecho
gque tenemos suficientes observaciones de X y de VJ. asi como los
precios correspondientes gque denctaremos por P,}Z'.

Lo primero gue es necesario establecer es gue serfa un
error leer ({ ) como si V}'

fuera una variable independiente ex6
gena determinante de

. La produccifn no es espont@nea y ciex
tamente no consiste en juntar algunos insumos dados arbitrariamen



te y en esperar pacientemente el resultado. Por el contrario, la
determinacifn conjunta de Q&', y por lo tanto de )( , estd gober
nada por consideraciones econSmicas que debemos incorporar al mode
lo. El enfoque comfin consiste en suponer que el productor determi-
na V_/ de modo tal que maximice los _beneficios W donde:
M/ 7zx — 2: FD L/
f’l

teniendo P v Z;' como variables predeterminadas.

Si existe un miximo definido de , el productor es-—-
tablecerd el valor de los insumos %} a un nivel que satisfaga:

W . T
E;V ;=0 J =l 2,000

y estos valores estdn determinados por la solucifn de este sistema
de 7 ecuaciones 51mu1taneas, que se convierten en:

®p __Ji_ SR T

Yy en esta forma Se conoeen con el nombre de " c¢ondiciones de pro-
ductlvldad marginal®.

Estas condiciones de product1v1dad marginal se utiljzan
para determinar las cantidades del insumo como funcién de precios
dados. En este caso, las cecuaciones no pueden tomarse un
lo que dificulta su utilizacidn.

o

POr una,

Si nos referimos al caso en donde exista solamente un -
producto C} , v dos factores, cuyas cantidades ser&n N vy I€
- ( en la mayor parte de las veces, N representa el factor trabajo
.y K el capital) la funcidn de produccidn se escribe entonces:
= f (A KD
que fuera hasta hace poco, la base exclusiva del estudio de funcig
nes de produccién, Yy que forman entonces una funcifn de produccibn

pobb-Dopglas: Q = A N‘ KP

gue, como vimos en el capftulo 2, puede ser sometida a una trans-
formacién para convertirla en una relacién lineal.

?En el sentido econdmico.

90 -



Por supuesto, estos no son los finicos criterios para —~--
analizar funciones de produccifn. Tambi&n en la Organizacién de las
Naciones Unidas ( O. N. U.) se ha desarrollado una investigacién -
para ello aplic&ndolo a industrias y basfindose en funciones de pro-
duccibn gue se expresen en forma polinSmica cuya estructura matem&-
tica es de un polinomio de grado menor o igual a tres. Para P in-
sumos la forma de escribirlos es:

. it 2
E(s) = fo +J% /‘?/;,Xf/' +J,=Z[_/‘/3JJ'X"J'
2 g: P Ry X

l:’z

LR, e, T

donde las ﬁ son los parfmetros desconocidos.

- Anélog&mente, se puede hacer el mismo tipo de estudios
considerando que las rectas son, en especial, polinomios de ler --
grado; de ahf que pueda verse ficilmente como expansi6n por series
de Taylor. Se define despu&s una manera para calcular esparenza y
varianza de las variables para regresidén simple y mGliiplec. Este
es el caéo especifico gque se presenta en el capitulo 5.



4.3 MODELOS RECURSIVOS.

Sea:

23/*+C71++7_é=o

la forma estructural de un modelo de ecuaciones mGltiples. ElL mo-

delo recibe el nombre de recursivo si existe un orden de' las va—-
fiables endfgenas’ tal gue la matfiz B sea triangular y Sis:

by =0 'S

4= > ¢

JI Ll
E(’h’e.?ﬂ):o S

la i-ésima ecuacién estructural puede considerarse entonces como
representando la determinacifn causal de la i-&sima variable ends
gena X7 a partir del error §/ y de las dem8s variables que inter-—
" vienen en dicha ecuaci6n. No hay ninguna relacidn de dependencia
de Z ' nacia X R 4 SR 2”_/ . Una regresibn mGltiple de
xf respecto a las demés variables que intervienen en la i-&sima
ecuacifn estructural proporciona un estimador convergenté’de esta
ecuacibn. ’
Esta definicifn y esta propiedad se generalizan a-los -
~modelos en los que intervienen variables end6genas retardadas. Con
sideremos un modelo propuesto para describir el merxrcado de ciertos
artfculos de origen agrfcola { la carne de cerdo en particular).

La oferta es funcifén del precio del aifio anterior, mientras
que la demanda lo es del afio considerado. La decisifn de produccifn
debe tomarse con mucha anticipacifn sobre la base de los precios -

observados en la campafia precedente. Este modelo puede escribirse:

?é—'d//b{-/*f’/ e
Pe = ZL 7 + 42 * T

En el sentido de funcién. - 92 -




podemos representar las dependencias mediante el esguema:
b—>/0,———>?é~—-—> ‘_L—""'J?é-rl
¢ = A7
Ve
7?:,4 ’ 7% 7(‘1 e, L
prero el modelo no constituye una cadena causal pura a menos gue los
errores satisfagan las condiciones restrictivas:

E(2e W, £-2) =0 ¥ zzo0
E(%*V’”{-a)_—o ¥ zso
es decir, para gue no exista relacifn entre % -y ?e , es necesa-
rio gue ?z-e no esté relacionada con 77/{- , ni con Yz, 41 )7/ 4-t, etc.

Los errores //3p relativos a diferentes afios no deben presentar nin-

guna correlacifn y tampoco deben estar relacionados con los valores
anteriores de 7,z - |

El sistema puede considerarse como un modelo autorregre=-
sivo sobre el vector de componentes ( /% , ¢ ).

' Ia ausencia de relacifn entre los errores debe estipular—

se para que la regresifn minimo cuadritica proporcione un estimador

".convergente de un modelo autorregresivo. ( De no ser asfi, los erro-

res tambi&n estarfan relacionados con las variables predeterminadas,
con respecto a las cuales se ha calculadeo la regresién).
En general, si consideramos el modelo:

87.& .,caz_{_ + DI L PTIL ERR -rb/] z{--,’;""’?-é =z o0

en donde las diferentes ecuaciones constituyen las relaciones estruc

turales, el modelo se llama recursivo si los errores no estén rela

cionados entre sf, v si existe un orden en las variables end&genas

( i=1,2,...,n) tal gque la matriz B sea triangular,
6 #h >
7{ - V“\/ Ve ro
E (Mg 9 ¢-2) =0 “) 7
e ) =0 ¥y he

es decir, si:



En un modelo recursivo una regresidn mltiple de )Q
con relacién a las demds variables que intervienen en la i—-&sima
ecuacién estructural proporciona un estimador convergente para -
esta ecuacifn. Los modelos recursivos presentan la ventaja de po-
der estimarlos mediante procedimientos sencillos, debido a gue
cada ecuacifn es independiente de las demds; es decir, se tendr&n
varias regresiones. Debido a esto, el tratar por separado cada

ecuacifn gueda comprendido dentro de los capitulos anteriores.
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. CAPITULO. 5
APLICACIONES  DE - LOS METODOS ESTADISTICOS,



EVALUACION DE PROYECTOS.

Una de las partes mis importantes del anilisis econfmico
es la de evaluacién de proyectos para empresas pGblicas y/o pri--
vadas. Hay dos tipos de evaluacifn aungue en realidad se trate __
de una forma con dos puntos de vista diferentes.
en cuenta el punto de vista de la empresa,

- financiera, vy,

Cuando se toma

se tendri una evaluacién
cuando Se toma en cuenta el punto de vista de la co
munidad, tendremos una evaluacifn econfmica.

Si se toma en cuenta una evaluaci6n financiera, al mismo
tiempo seri econdmica ya gue entonces se vers involucrado alguno
de los tres sectores en los que se ha dividido la economia mexica
na.

La evaluacifn de proyectos se refiere a la forma en la
que pueden acomodarse en el mercado los distintos bienes existentes
considerando que: o Bines de Consomo Foral

Brenes a) Tnmedvatos
/ Ny / 6) Dumaderos

Sisterna Grenes 2> Brenes intermedios

Jl
Prodeetiv? \> Serviaes 7 N> Grenes cle Ceprtal

En el sistema productivo un bien tiene su valor de uso de la trang
'formacifn de materia prima o materia bruta. Los bienes se conside-
‘ran comprendldos en alguna de las siguientes categorias:

Inmediatos.- Como los alimentos y el vestido,

ya gue se consumen
por todos los miembros de la sociedad en todo momento.

Duraderos.- Son log bienes mis sofisticados, como los automSviles,

refrigeradores, etc

Intermedios.~Son los que componen a un bien final ( gue puede ser
inmediato o duradexo), como la madera, turbinas de un
avién, motores, etc.

i De Capital.- Son los gue Marx llama capltal constante, como el ca_

o . pital de las grandes industrias, barcos, etc.
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La mayor produccifn de bienes casi siempre estd dirigida
a los de consumo final, en particular, los inmediatos. Los bienes
mds rentables son los de capital porque en ellos se involucxra per
fectamente un proceso de produccidn. En los bienes de capital no

se requiere de mucha gente, hay incluso algunos gue no son produci

dos en ciertos pafses por la mano de obra , las nuevas inversiones
requeridas, etc., lo que influye es: )

i} La experiencia
ii)}) E1l mercado existente,

iii) i Ia recuperacifn de la inversifn.

Al estar relacionada la actividad econfmica en forma ai
recta con el sistema productivo,

se proporcionan bienes y servicios
para los cuales, dado

que existan o no, se tienen los m&todos de
planeacidén y de operacifn. A partir de ellos se implanta un mejor

disefio y/o mejores medidas correctivas. En este ejemplo, nos refe
riremos al método de planeacién.

En la evaluacidn de proyectos trataremos de medir la ren
tabilidad de un sistema productivo no existente. Esto es,

vamos a
considerar si un proyecto es o no rentable.

En proyectos de la iniciativa pfiblica se requieren los
miximos beneficios para la sociedad ya que dicho proyecto afecta
'a toda la comunidad. En proyectos de la iniciativa privada se re-—
quieren las m&ximas utilidades para la empresa.

Como a futuro los precios no
por lo general la tasa para el ¢8lculo

del mercadec en donde piensan colocarse

van a mantenerse constantes,
ser8 la del inter®s bancario

los bienes., Los inversionis
tas hacen un horizonte de planeacifn en donde:

1 B, Ba 8+
C, 01. cy

" 1 1 [ |

o 1 ES 7
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Z

= Inversién
39 = Beneficios o Ingresos
Cs = Ccostos

Y la rentabilidad se mide trayendo a valor presente, de modo que:

e
- Be~Ce
?— -L+ 2_-:, (1+)t

donde f serd fijada por el interés bancario.

Por ello, el criterio gue usaremos Ser&:

¢ Be-Ce)
=—-ZI + —
v PN = Tt
v, si VPN > © el sistema productivo es rentable

VPN & O el sistema productivo no es rentable
porgue la rentabilidad se mide con respecto a la inversién j el
tiempo.

La recuperacibn de activos, los intereses y la inversién
no necesariamente son al principio del horizonte de planeacibn.
' Debido a gue en M&xico se considera como mercado fuerte
.los bienes de consumo final, este estudio se referird a la produg
cién de un bien duradero.

El andlisis debe empezar por conocer el entorno del sig
vtéma, formado pér: competidores, proveedores, clientes, usuarios,
etc., y de ahf debersn buscarse_diferentesVcombinaciones hasta lo
grar los objetivos. Una vez que se haya elegido el mejor de los
proyectos, este deberd implantarse y controlarse en su desarrollo
para evitar desviaciones inconvenientes.
Los datos necesarios para la evaluacién serén:
gtilidad Bruta = Ingresos - Costos
Utilidad de Operacibn = Utilidad Bruta - Intereses
Utilidad Neta = Utilidad de Operacifn - ( Reparto de Utilidades
+ Impuestos sobre la renta)

Hasta aquf para efectos fiscales { Estado de p&rdidas y ganancias)
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Depreciacién
Intereses
— Inversifén de Activos y Capital ( gue se usa porgue si no, esta
riamos considerando dos veces
la depreciacién).

El periodeo de recuperacisn estari dado por:

—PR = Monto de la Inversidn
Beneficio Bruto Medio Anual*

que es la media aritm&tica de la diferencia entre ingresos y gas
tos del proyecto durante su vida®

El an&lisis nos dird cuidl es la capacidad gue tiene 1la
empresa para hacer frente al proyecto.

Supondremos que los beneficios y los costos se comportan

como variables aleatorias, de modo que lo que gqueremos encontrax

es el valor esperado del valor presente neto, £ EV P

Para
ello supondremos que V”hl se comporta como una normal y bus--—
caremos gue la varianza ( promedio de variacidn de los valores de

su media) tienda a cero.
Como las proveccicnes serfin con base en datos hist8ricos,
lc que se estarf haciendo no es m%s que anilisis de regresidn, re
- ro utilizando mé&todos distintos a los desarrollados en los dos pri
meros capitulos de este trabajo. '

Usando el llamado " Enfogque de ler orden”, cuando se tra
te de regresif6n lineal simple tendremos:

Azv.Q, x= U*% U= de#&f/r:l'/;/'éci:‘co
‘sﬁ;nw&r’; Jineal. j,, estoea’s?s
= Q+b Y

e e bE(X) .
£(q) = H(EE)=arb 2,
: = d(Q+bx) 0‘5 bax
- Var (4) a2 e
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Cuando se trate de dos variables:
y (X, / X )
utilizando desarrollo en series de Taylor:

] - A (x,", x;'°) g’%/xo(x,-{,") ,.5_;_3 !x1°<x;-x;°)>

al tomar valores esperados:

ya-'-' [E (X:) E(Xz’j

- & (K;'Eé")) :
A[ £ ) £04) +’4 (x,)(x' Fe) +';1';7215«,> ] ’

entonces

£(v) = A ( £x), EC2))

var (¥)= Var gj_tl - Ea'>)+;£, (K2~ E(xm)
&x |6 axz EC)

Va.r(xn’) = Var (x)+ Varly)+ 2 CoV oY)
Var (Rx#6.9) = K2 var(xn "n/ar(v)+aK.K;,COUCX)’)
a } 2 =

) 2.
Y 2 .Q.ﬁ ) L
ey B9 (ax, t(xD ox, * (5% }g(xa s

~ '—a—i’ 2A (@ov (%) %))
Ox: | € &) Rz | E (x2) ‘
Yy, como \/g i QO\/ (x,)x,_)
X T ~ .
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2 -8
. [39h ‘)
Vhy '[fJ - (?5!1 E1ﬁ;> Vx.'* (25;: }E(ﬂﬂ €¥;

Oy
6;(' 01;2-‘)
E (?‘z) (fx, KL

+ 2 (.@.A/ }(QA
&%) | 06 CLz

finalmente, para regresifn lineal mltiple:
Y= C7 (X',XZ.) ceey, Xr)
ye= (/0-;:,,/{4,‘5 Ceey /«x,.) -

=
Y’ C7(/‘*X/)/"‘"7-/" //"x?)+ Z/ ’5%"

£ ()= c;,yw,/m,...,/w,)'
Var (7)= ({Z’%%//«x )9'%2

* _2 ZE ZZ (;9,9_/ \/ﬂl }/‘ﬂ‘)ﬁ‘ e T

4=, J'_' t+1 X //‘U‘*/\a)f/

(K{- '/a" *)

+

Comc consideramos que el comportamiento del VPN es normal, lo gue
-nos interesa a £In de cuentas, es cudindo la probabilidad ser&d ma=-

_ yor gue cero.
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(VPN -

esto es \7t vPN v N (/UwN ; G:pN)
}
|
!
1
!
- :

€ (VPN)
P(vPN)<O
pn<o] =P [VPN-/LW < O-/b"’”
P [V rVPN O—\IPAI

segflin el teorema del limite central. Y, por Chebyshev:
5,'ﬂ- EE‘J = l

- a-[.j (['J

rLvPN]

A ] SR >

ELvPN]

~ a medida que {6 aumenta, la probabilidad de los valores reales
se encontrar8d cercana a los que estamos estudiando, y mientras gue

g1 -2 O, entonces /@ —> oo
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Veremos ahora el tratamiento que se le dard a una alter
nativa de una planta productora de cemento. Los datos fueron pro-

porcionados por la Divisién de Estudios de Posgrado .

tad de Ingenierfa,

U.N.A.M,

de la Facul-

El andlisis serd sobre la instalacisn de una planta con

capacidad de producir 200 000 toneladas de cemento al afio. Los
costos iniciales y de operacifn son:

Costo por ton.

Concepto producida de Costo Anual.
cemento.

Gastos Gen. ( Cjq) 1.50 300 000
Mat. Primas ( C3) 1.40 280 000
Yeso { C3) 0.36 72 000
Antracita { Ca) 0.84 168 000
Carbdén { Cg) 1.92 384 000
'Electricidad ({ Cg) 1.20 240 000
Mano de Obra ( Cq) 0.80 160 030
Manten. ( Cg) 0.60 120 000
Rep. May. ( Cg) 0.75 150 000
Empaque  Cip! 1.40 280 000
Transporte ( Cqy,} 4.00 800 000

TOTAL 14.77 2 954 000

Los precios estdn dados en dSlares porque el dSlar es un-
buen indicador de precios y la planta estari disefada para produ-
cir cemento de exportacidn.
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El equipo podri ser depreciado en funcibn de su vida Gtil,
los edificios en 20 afios, las obras civiles en 10 y la investiga-
cifn y ayuda té&cnica en 5 afios. Los impuestos ( después de las de
preciaciones) constituyen el 20% sobre las ganancias netas.

La construccifn de la planta durari dos afios, al término
de los cuales se iniciar8 la produccifn de 200 000 toneladas cuya
venta se tiene asegurada {( por convenio) a un precio de 23 d6lares
por tonelada de cemento.

Para el andlisis, todos los costos de operacifn consti-
tuyen variables aleatorias, las cuales son probabilfsticamente in-
dependientes; asimismo, los costos de investigacidn y el capital

inicial presentan un car&cter estocistico ( independiente del res-—
.to) el cual se mide en un coeficiente de variacifn del 10%. Los
costos de los equipds adgquiridos se tratan tambi&n como variables
aleatorias considerando gue su variabilidad aumenta con el tiempo
{ = 10% a los 5 afios, 20% a los 10 afios y 30% a los 15 anos), ¥y
gque su comportamiento probabilfstico estd perfectamente correla-
cionado entre ellos mismos pero es independiente de los demids.
Los coeficientes de variacidn de los costos anuales de operacibn
son:

Cl G.10
C2 ‘ 0.10
c3 " 0.05
Cq 0.05
Cs 0.10
Cg 0.01
c, 0.05
Cg ' 0.05
cy 0.05
Cio 0.01
cq ‘ 0.20
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Los costos iniciales estaridn dados por:

CONCEPTO $
Capital Inicial { Cp) 300 000
Terreno {T) 250 000
Edificios { E) . 500 GOO
Obras Civiles  ( O ) 1 200 goo
Investigacidn (Cy5) 150 000
Ayuda Té&c¢nica { A) 500 000

Egquipo Renovable:

Cada 5 afios (Cy3) 500 000
Cada 10 afos {C14) 2 000 00O
Cada 15 aiilos {C15) 1 300 o000

TOTAL 6 700 000

La matrf{z de correlacifn es:

CO ¢1 Co 53 C4 Cs Cg C7 Cg Cg C1g C11 €95 C13 Ci14 815
o

co-1 0 06" 0”00 0 0 0o 0 0 0
c0 1 0 0 0 0 0 0 0 6 0 0 O O 0 O
c 0 0 1 0 0 0 0 0 6 0 O 0. 0 0 0 O
c30 0 0 1 0 0 0 © 0 0 0 O 0 o 0 0
€40 0 0 0 1 0 0 0 0 00 0 O 0 0 0O
€50 ¢ 0 0 0 1 .0 6 0 0 0 O G O o O
cCg0. 0 0 0 0 0 1 0 0 0 O 0 O O O 'O
c0 0 0 0 0 0 0 1 & 00 0 © 0° 0 O
Cg 0 00 0 0 00 0 1 00 0 O 0 O O
Cg @ 0 0 6 0 0 0 0 0 1 O o G 0 o0 O
Cjo© O 0 0 0 0 0 0 0 6 1 0 O 0 O O

. €430 0O 6 0 0 0 0 0 0 0 O 1 O O O O
Ci12 0 000 0 0 0 0 6 6 0 0 0 1 ©0 ©0 O
€430 0 0 06 060 0 0 6 0 G- 0 0 2 1 °1
Cl4® 0 0 0 0 0 0 6 0 @ 0 6 © 1 "1 1
€50 0 0 0 0 06 0 0 0 0 0 0 ©o 1 1 1



y lo gue hay gque calcular ahora es EEVPM] . Los costos iniciales

serin pagados la mitad al comenzar { afio cero) y la otra mitad en

el afio uno.
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como v PN = Z BeoC , —7T

=0 (il )f
Tz millones de dddeares,
ahora 8B = constante = 4 & M = merie

Yy necesitamos saber VAR EV PN.J

'Qup/\l _9,‘{,”,’_‘)./ >
3

aat =1 J'£ !

donde la tasa de interés fijada serd del 10%.
Dado gque

5 26 1 !
el GRs L5 (3% 0, (q)
VPN = - Tnicial s * 22 l=1 (
[A
Z%; qgvﬂﬁffgé‘>

t=2 (l""').é

donde

solc para t - 6, 11, 16 y 21
sclo para t = 11, 21

<
C1+3
c]‘:
Ci5  solo para t = 16

\,PM = -4 ((’011—7'1‘51‘01-@/1 fﬁ'*("/g 7 Cpp ('/_,,

€ ((’o+7'+5+0+ 0 +A +Gs+ Gy s ) (/"")
= a

Bene uoc menss

26 14
| sfos YR (/a_[ar-
-+ Z (8 —L.Z,ét>((’+'-)> co }’reaa,
0/3 LOF +C%
( (/'h )t ) 80.-57!05.
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- __’_——) = ~_ (/ + L
i+ N
=Y E) a (it ) (1+)
gue serd la misma para €2
En los casos de £=! hasta 4

avPN _ O ﬂ(ég)

. L
2le —

lo gque necesitaremos ahora ser&n los valores parciales
SVPN _
’__'——— -

=) o -C(:,.fe‘_.} -I-@u) +
2 C, oct 1+
et Cu
+ B - ((’, +Cat- - '*c”) Lo @__@_ﬁ_i‘z_’i_-,___———)
Crec)? Crvi) *®

y. esto es una anualidad

= - (057 - QT/’)
para lag3 a =15 ] . I} ) :
I Y IPSEY

________SVPN = --/- (1 (I+ > ((14-()" (lﬂ)'l (’ﬂ')/.b ‘(,H) )
€3 < ‘ »
] ___f_)

PN . -4 (/*(T‘LO" ((m)" ¥ (ho®

) a(’;#

VP _ 4

86 = (/ +(/f¢)> ((HL) )

y con ello podrd calucularse la tabla de vaiores totales.
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2 PN\ 2
£L) () % 3 VPN /3¢ A (345

512
%o .3 /0 .03 -, 95 060 9 . 9/0/
e, .3 o .03 =&, a3 . ,o000 7 6J. 06
1 ,a3 0 022 ~f.as Loo001dY 5,06
Co L0732 05 . 9036 ~-8.a5 L0000 /296 8. 0%
< Ll6® ,08 .o003¢ - & as . 0000 7056 68,06
Cs L 38¥ o L0384 ~5.25 L oo 1Y 775¢ ¥ SN2
(A Lasdo ol L002¢ =&, ar 00000576 ¢g.o¢
e, ./60 03 0080 -3.a% . 0000 ¥ 8,06
g 120 05 L0060 —F.2s 000036 Le.0¢6
Cs 250 ,08 , ooIs —&.as . 00005625 t&,0¢
@0 , 280 ol . coad —-3.25 , 06000287 68,006
e, 100 .20 . 160 = 8.as8 . 0as6 6P.06
G, , /50 J0 L0150 ~, 757 « 000225 . TlO/
s L5 10 oS - 487 L oo0as 3.50
Cout i.r.oo 20 .o 799 ) .6 2.07
C, s /.300 130 .39 —1.72 WLy /.37
5

2
3 ’ vPN — -3
U (3-‘32;5 = 2 =

M
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Como 5 I PN %
T V 2
et (uPN) = t:Z, (acb /5m> 7z,

I 15
ovPN auPN/ ),. 0. 0o
+ 2 fg J:Zéw (act /{t«b(ag- EY_-‘ ‘ﬁ't(f/ .‘/ ¢
- 252+ z[(-/.n)[—/'f“/)(oaﬂ(,#)

s (287D C117) (0.05) (- 39)
b b g9) (177D ("’)('39)]_ =3.23 R~

v PN NN (t’(uPAD, g2 (vPA))
De acuerdo con el teorema del 1fmite central:

P (vPN >0) = |- P (yPN <0) |
P yPN=3797 _ o~3,97):/_P(25-2.24>

179 .79

Yy, desde el principio supusimos gue

= |-

P (VPN >0) =,9%6

‘De: acuerdo con Chebyshev:

= E(vPN) 3,97 =7 /g-.a.zz,
# ovPN 177?

7>‘£.VPAJ<<0:I < %}i = .t
=> Plvpnzo]=1- = .89

A
FZ

Con las dos pruebas, el proyecto es rentable,
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Todas las diferentes alternativas deberdn ser tratadas
con el mismo m&todo para que haya una buena base de comparacién
entre ellas.

El criterio se basa en funciones de produccibén econo--
métricas y es muy aceptado en el mercado. En la forma en gue fue
usado para el ejemplo podemos tener una idea precisa de cSmo usar
la regresién lineal mfltiple para planeacifn, y de lo estrechamen
te ligada a conceptos financieros para poder tener un punto de vis
ta mis completo con respecto al mercado gue nos espera.
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INVERSO DE MATRICES.

Consideremos el siguiente problema. Si nos dan una trans
formacién Ay un vector k/ tal que r‘) x ___,1

¢ Podemos encontrar X ? Si asumimos que Axs= "/ tiene una y sélo
una solucifn, es natural, desde el punto de vista algebrfico desig

nar la solucifn:

-7
xXs L =A\/
£

El sfimbolo ﬁ-' representa el inverso de A con respec}:o de la mul
tiplicacifn. Definimos la inversa, entonces, como la tranaformacién
gue hace que 7 sea X . -

Para asegurar la existencia de H s requerimos una y
solo una solucién al problema de encontrar X tal que AX'—"- ‘/
donde e 7 estin dadas. Las condiciones gue establecemos son:

1.-AX=0 tiene una v solo una solucibn.

2.-'47(‘—‘1)“0 tiene solucidn { i. e. al menos una).

Satisfaciendo estas dos condiciones, /4)‘ = y tiene solu
cién finica. Si Axa o tiene sclo una solucibn, sea X = O . Enton. '
. ces supongamos que /)xz \/ tiene mis de una solucién, X, y- X__:;.

Asi que:
; /))(, Y
AxXy' '1
- A(x,=X2) =0

)<,=)<2,




Decimos gue las condiciones (1) y (2) definen una inversa; i.e.,

si se satisfacen, /q-’ existe. Si ﬁ' ‘existe se dice que A es

no singular. Observemos gue la existencia del inverso significa
gue hay una correspondencia uno a uno entre S b 5, ( los espacios
donde estdn A y A7),

Algunas Propiedades Importantes.

. -1
Si tomamos AX = 'f s Y, asumiendo la existencia de ﬁ v
lo aplicamos a ambos lados, tenemos

Alax= Aly=s 2 . ..
o A-IH:I ) . (a)

Si empezamos con X = A~ "

AAY = Ax =y
AR T . . . (8)

'El1 saber que se cumple (d) 6(6) no demuestra. la existencia del in- -
verso, pero el hecho de que ambas se cumplan sf establece su exis
* . tencia.

Demostracién: Sean A ’ B v G operadores tales gue

A&=CA=TL

- -1 =
entonces, si H J existe y A= 8= Q ., para demostrar la exis-—
tencia de A -1 , debemos mostrar que se satisfacen las condiciones
(1) ¥y (2).
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Ax=0

con C operando en ambos lados

@,4)(: 6[0) =0

Como, por hip&tesis eA = ., Zx=0 v )
de ahfi que la X que satisface fq X=0 es A =0, por lo que
se cumple la condicién (1).

Ahora, para demostrar gue 14)(-- 7 tiene una solucidn,

escribimos
17 = 7

en la forma

AB Y =Y

gue es cierto por la hipStesis de gue A 8= T . Pero entonces
X= 8 Y es justamente la X que satisface /QX:- tf : le que
significa gque se alcanzf la c®ndicidn (2).
Como se satisfacen (1) y (2), A -!existe.

‘Para demostrar la otra parte del resultado, gue /‘7‘!= &e=q,
usamos el hecho de que A-! existe,fA la identidad

A=A
cha='s T A=A

aplicamos
da ahi gque [
. CIT=C = A

queda ahora por demostrar gue A"= & , empezamos con ¥ .= z o

aplicando H =
A-lAB =R

zm=B=A""
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VECTORES CARACTERISTICOS Y RAICES.

El problema del valor caracterfistico se define como
encontrar los valores de un escalar 2 vy un vector asociado

x-}:o » gque satisfacen: Ax - /Q-X

donde A .es una matriz de NX "1 , 1 €5 la rafz caracterfstica
de A y X el vector caracteristico.

Si tomamos el caso presentado en el capftulo 1, en
el apartado de " Regresién Ortogonal', un caso ZXKZ :

(G11-A) +Qaxz =0
az,/ X, + (a:_;,"' 1)x24- o
gue podemos regresar a la forma matricial:

(A -1I)x =0

vy la ecuacidn solamente tiene una solucién no trivial, x-f O ,si
(A -2 I) es singular, esto es, si

| A-2T1l =0
Esto nos conduce a un polinomio con /1 como desconocida, gue puede

ser resuelto y con ello, obtenerse los valores de el vector carac
teristico:

(a,l‘l>(§712.‘/7') - C/,g;_a,“ =0

esto es:

A% = (q. +a;73,2 +(Gri Daa — Q,244,) =0

con rafces:

e 4 (o awaye ST 7@ A G - Guslar)

An = i[(@u wOz2)—] (@i 7 Qaz)* - 9 (Qua 2~ DaCar)

En el casoc especiai de matriz sim&trica, Q,z‘,=¢l:u, las rafces son:

/Z = -RL.; (C?,/+Oza.) + J(O//"a;z) s ’/O,f‘

en donde ﬂ,' Y 23_ serfin .necesariamente reales.
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INTERXRPRETACION GEOMETRICA DEL

METODO DE AJUSTE POR MINiIMOS CUADRADOS.

En .l1a eskadfstica cldsica, usamos el criterioc de los mini

mos cuadrados para definir el mejor ajuste, en esta parte veremos-

cSmo se relaciona este ajuste con ideas geomBtricas. Una vez gue -
'sea clara esa relacién, resultari obvio ver que el ajuste por mini
mos cuadrados ofrece un ajuste conveniente y unificado a varias si
tuaciones que son maneﬁadas frecuentemente por f£Srmulas individua-
les. Los principios de inferencia justifican el ajuste por minimos
cuadrados, pero para muchos prop8sitos pedag8gicos, su simplicidad
es més que suficiente para gue se piense en ellos. Serd convenien-
te ver los datos en forma de una matriz con 77 filas ( una por cada
observacitn o unidad experimental) y una columna por cada caracte-
ri{stica o variable de la manera:
2, X, oo

/ 22, Xz o ...

T . N N

[ Zn  HAn VN -
-e interpretar las 7] -« a33as que forman las columnas de la matrfz,

como vectores. El vector constante \/ =( 1, 1,+..4, 1) lleva una

parte muy importante en lo gque sigue. Interpretaremos 1as)7—tuplas
geométricamente.

De acuerdo con el principio de los mfnimos cuadrados, si

queremos resumir los datos (24,Za,..,2n ) en un sélo nfimero O

el mejor Q@ es aquel gue minimiza
) 2
Z (2('—'0-)
L=
y usando producto ‘interior e€stc puede escribirse:
|z —=aJ/*
Z

r

Geom&tricamente:

z-aJ

o ad JUly 1
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podemos considerar como posibles modelos a todos los mltiplos aJ
de J vy elegir el mis cercano a Z . "Minimos Cuadrados" significa
"distancia mis corta" usando producto interior en el Espacio Eucli
diano.

El punto més cercano es la proyeccidn 8&-) de X sobre \/.
Aplicando esto para obtener el valox de [ W

/3(2)= ¢t/ para alguna &
£z-F(,J> =0

de ahf que . -
<z,J > =a <J,J>

7
esto es
b4 n R Z e, Zzb.
> 2= an o a = N i
=
por eso el mejor nGmeroc gque resume los datos es la media Z | La

Geometrfa Euclidiana nos sugiere la solucidén y la Geometrfa Analfti
ca nos permite calcularla. La solucibn gque se muestra:

2,

2= 1,7;‘—5:' . .-,Zn‘i)

Bla) s (55,2 w0 Z)
) J
" indica - c6mo hemos descompuesto 2, en sus dos componentes ortogona
les: 2V , el componente sobre v , y €= z-2J4 » el residuo o error.

Si todos los 2:7 fueran idénticos, 2 caerfa exactamente sobre

y tgndrIamos Iel‘=ro . De ahf gque podamos pensar en ZJ como la

parte de 2> qgque puede ser explicada satisfactoriamente por una cons
tante. Para [glzzo‘esta explicacifn no es buena porque los datos va
rfan. Interpretamos ¢ como las variaciones en Z. . Entonces Z=
componente constante mis variaciones = Z/ 4+ (2-2d) .

De acuerdo con Pit&goras:

121 %=]2d] T+ /2-FJ] %
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que se reduce en este caso a: a

2t = X 2s Z (zc-%)
la descomp051c16n usual de la suma de cuadrados.

Para medir gué tan buen resultado-:es se usan varias for-
mas. lt/z‘ es frecuentemente llamada la suma de los errores al cua
drado (SSE)}. Una variacién de [€/¥se llama media «Cuadritica del
error {MSE). Esperamos que /g/z'dependa de n, mientras hés observa
ciones, mis variacifn, cuando menos en sentido absoluto. Para tomar
lo en cuenta, podemos devidir SSE por la dimensifn del sub-espacio
relevante obteniendo un promedio de la suma de erxrores al cuadrado
"por dimensifén". Como € esti restringida a caer en el sub-espacio
de dimensi6n (n-1) orxrtogonal a Y ’ lehdlmOS por (n-1) obteniendo:

Mse = lel? fcn-1 = (n-1)" Z.(Zt'-z. y 2

gue es la varianza usual. Ya sea SSE o MSE es una medida, entonces,
de la extensi®n del mejor nimero gue resume los datos, 2 « Inci-
dentalmente, la dimensiSn del subespacio dentro del cual un vector
estd restringido o pertenece se llama " grados de libertad" asocia
dos con ese vector.

En el caso en que se tengan (%, 71;--'/; Yy (21, 28,y Xn)
v se guiera saber quf tan fuerte es la relacifn entre ellas, usando
la misma interpretacién geom&trica de ? y 2 como antes, esto -
significa preguntarnos gu& tan cerca estin # y & el uno del -
otro. .

> J
Por  lo visto anteriormente, podrfamos medir esto con /3_
-Zl o con alguna funcién del &ngulo entre y y <X . En la pric
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tica,Se interpreta como ¢ Qué tan fuertes son las variaciones en 7’
relacionadas con las variaciones en X, ? De la misma manera que en
el caso anterior, tomamos y <L como sus componentes ortogenales
a v ; q- 7-\/—‘7'\'/0(7) yvl-z‘/-'l”\?h). La medida usual de la relacibén de
las variaciones en y 2 ee cos (8), regularmente llamado " co-
rrelacién” de # y 2 . Cuando cos2(8) = 1 (§=0°S 180°) las varia
ciones en y son exactamente proporcionales a las variaciones enZ2,
1“7" Yy M son colineales. Cuando cos (§) = 0 (&=90°) las va-
riaciones en ? no estén relacionadas con las variaciones en X2
. 7-5 J y2-2J son ortogonales. _
El producto interior de ‘7’j‘l y z-ZJ , cuando se divide
por los grados de libertad apropiados (n-1l), es la covarianza de
y 2 . De una manera mis general, si primero proyectamos 7 y Z
sobre el plano L. determinado por s+ W, X, s+, entonces el coseno
del &ngulo entre Y- fly) y £+ zlz) se llama " correlacién parcial” de
y de Z. , quitando los efectos de w, %, ... La mayor parte de
los andlisis de correlacifén tienen interpretacifn geom&trica natu-—
~ral, la atencifn est& restringida regularmente al subespacio orto-
A"gonal a J , €l subespacio de variacibn en las variables.

’
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CONCLUSIONES.

Los modelos de regresidn en general, y los utilizados en ——==
esta tesis en particular, son una herramienta valiosa en la estadise
tica, ya que permiten describir la asociacién entre las variables de
pendientes e independientes al sumarizar la tendencia de los datos y
encontrar la forma de asociacién entre las variables. No obstante es
to, no se pretende el establecimiento de relaciones causales, en el
sentido de que los valores de las variables independientes produzcan
camiios en los valores de las variables dependientes, sino qué indi-
can finicamente la forma de asociacifn entre las variables.

Pox otro lado, puede suceder que existan variables intexrvi
nientes pero no controlables que modifiquen los valores de las varia
bles, y basados en otros conccimientos ajenos a la estadfstica se eg
tablezca una relacifn causa-efecto. Es aquf, donde los modelos de re
gresidn se convierten en poderosos auxiliares gue nos permitir&n sim
plificar y/o estudiar esta relacién.

Un ejemplo de la utilizacifn de los modelos de regresidn -
lo encontramos en las relaciones entre factores que pueden pasar a =~
ser hipStesis cientfficas al suponerse la relacifn causa-efecto, pro
visionalmente, .

Entre los mBtcdos mis conocidos para la estimaci6n de pari
metros ( y con ello obtener las ecuacioneé), se encuentra el de mini
mos cuadrados, gue nos permite detexminar los parfmetros de tal mane
ra que al hacer el ajuste, el erxor sea el menor posible ( ver inter
pretacibén geométrica pég. 117 ). Ademds, este método ofrece propieda
des estadfsticas muy atractivas ( los estimadores obtenidos por este
método cumplen con las propieda des deseables en ellos: sin tenden—-
cia, wvarianza mfnima, error cuadrftice medio mfnimo vy consistencia),
raz&én por la cual se ha convertido en unc de los m&todos mis efica——
ces no s6lo para el anflisis de regresién, sino para otras muchas —-
aplicaciones de diferentes disciplinas entre las que podemos mencio=~
nar la Optica y la biomedicina.

Asimismo, en el caso de las aplicaciones econSmicas, casi
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siempre se tienen tamafios de muestra pequefios, y al calcularse, por
ejemplo, por otros m&todos, se sesga, cosa gue no sucede con el mé--
todo de mfnimos cuadrados.

La manera en la que este trabajo se presenta propone un --—
orden 16gico para esludiar m&todos estadisticos ( muy en especial mf~
nimos cuadrados) uniéndolos en todo lo posible esperando que se vea
la relacifn directa entre ellos. En el capftulo 1, donde se tratan -
los "modelos no estocdsticos™, las estimaciones hechas solamente con
estas herramientas.pueden se¥ "buenas" en algunos casos, pero; tal vez
no lo suficiente en la mayorfa de ellos. Es debido a eso que se intro
duce el capftulo 2, gue indica un estudic sobre modelos estocdsticos
en donde se nos ayuda a obtener mayores bases para calcular mejores
estimadores que los anteriores.

Una vez que se han obtenido estos estimadores, lo m&s natu
ral parece ser preguntarse ¢ Qu& sucederd cuando el fenfmeno en estu
dio guiera ser visto en diferentes momentos y no en uno solo? Es por
ello que se incluyen los modelos autorregresivos en el capitulo 3 con
el propSsito de presentar algunas maneras de calcularlos y teniendo
- como ejemplo de ello el " Ajuste por mEfnimos cuadrados en muestras -
pequefias" ( p&g 81) ya que despuBs de ver la seccifn " M&todo de mi-
nimos cuadrados" para modelos autorregresivos ( pag 77), es notoria
la dificultad para calcularlos y, como se mencionS en su oportunidad,
s6810 se ha logrado obtener unos cuantos resultados.

Despu&s de que estos tres capftulos estudian las partes més
importantes de algunos modelos de regresifn, lo ideal de acuerdo con
los propSsitos de esta tesis es la manera en gue algunos conceptos bi
sicos son interpretados en economfa haciendo uso de ellos, dandoc mo=-
tivos para esclarecer dudas sobre el porgu& de su tratamiento en una
forma especifica, como se ve en el capitulo 4.

' Una de las razones mis poderosas para efectuar este tipo de
investigaciones es el buen uso que puede hacerse de ellas para llevar
a cabo planeaciones en distintos tipos de empresas, que fue lo que mo
tiv6 el desarrollo del capftulo 5.
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" Las investigaciones en Economfa son las inicas que se tre—
tan en forma diferente de las que corresponden a las otras ciencias

T sociales, ya que; como pudimos notar, son susceptibles de creacién -

d de modelos matemdticos para la conceptualizacién de difeientes fens—~
menos, pero no se les puede ver en forma demasiado abstracta porque
nos estarfamos alejando de comportamientos del ser humano y esta es
una materia humanfistica.

Existen todavia muchas conductas gue son diffciles de iden
tificar como funciones debido a que en teorfa pueden seguir un tipo
de comportamiento pero las conclusiones a las que unc llega con ello
pudieran ser totalmente errfneas si cambiamos un aspecto gue no con=-
sideramos relevante y que en realidad sf lo es, pero puede no ser --
susceptible de medicifn. Sin embargo, se ha avanzado mucho en este -—
cahpo durante el presente siglo.

El Actuario, cuyo dmbito de accifén se basa en la aplicacién

- de teorfas matemfAticas a diferentes aspectos de la vida cotidiana, de
be entonces conocer la forma de utilizar los distintos métodos aqui

- presentados y que son considerados b&sicos, en bien de su desarrollo

LJ profesional futuro, y que, a fin de cuentas, no son mis gque una de -

las muchas aplicaciones de la Estadistica.
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