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I N T R o D u c c I o N. 

En estas páginas se busca dar una breve visi6n de m~todos 
estad!sticos de investigaci6n en econom!a, presentando sus fundame~ 
tos y analizando sus distintas etapas. Con ello se persigue justif! 
car la necesidad que tiene el Actuario de conocerlos. 

Los m~todos analizados aqu! se dirigen a la construcci6n, 
desarrollo y análisis de modelos matemático-estad!sticos para estu­
diar el comportamiento de fen6menos econ6micos. En esta labor se -­

combinan dos fuentes de informaci6n: 

a) La teor!a, que conceptualiza y formula hip6tesis acer­
ca de los fen6menos econ6micos, y 

b) Los datos, que representan mediciones de los hechos -­
econ6micos. 

La combinaci6n de estas dos fuentes de forma adecuada cu~ 
mina en un modelo te6rico-emp!rico acerca de los fen6menos econ6mi­
cos en estudio. 

"El desarrollo del modelo provee una base para la contras­
taci6n emp.!rica de hip6tesis te6ricas, y para el análisis de la es­
tructura econ6mica, as! como una herramienta dtil para fines práct! 

cos como la predicci6n en materias de planificaci6n econ6mica ( un 
ejemplo de ello puede verse en el Capitulo 5). 

Los m~todos desarrollados aqu! llevan un orden 16gico y, 

como se verá en su oportunidad, se retroalimentan para obtener dis­
tintos instrumentos. 

En el Capitulo 1, se estudian m~todos determin!sticos, en 

los cuales, como es bien sabido, solamente tomamos en cuenta los d~ 
tos tal y como se nos presentan en un momento dado. 

En el Capitulo 2, se estudian m~todos que involucran t~r­
minos aleatorios ( de ah! que sean conocidos como modelos estocást! 
cos ) y la forma de analizarlos. 



· .. 

El Capitulo 3 está estrechamente relacionado con el 2 y, 

su diferencia básica es que ahora no nos referiremos a un momento 
fijo en el tiempo, sino que serán una·serie de momentos temporales 

sucesivos. 
El Capitulo 4 se aboca a problemas bien espec!f icos y tal 

vez. los más conocidos de la teoria econ6mica presentando algunas de 

las diferentes formas en que han sido investigados. 
Finalmente, como ya se rnencion6, el Capitulo 5 muestra -

una forma de planeaci6n sobre una actividad reconocidamente impor­

tante como lo es el" proceso de producci6n", haciéndose un·ensayo 
de evaluaci6n de proyectos para una empre~a privada. 

En el apéndice se han anexado algunas explicaciones pur~ 
mente te6ricas ya sea a manera de repaso de algunos conceptos o p~ 

ra que se tenga una forma dist,inta de visualizarlos. 
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CAPITULO ! • 

AJUSTE PARA MODELOS DETERMINISTICOS. 



1.0 MODELOS DETERMINISTICOS. 

Un modelo es una representación abstracta de la realidad 
que pone de manifiesto lo más relevante de una cuestión particular 
dejando aparte todos los problemas restantes. 

En la mayoria .de las ciencias sociales, un modelo no es 
más que una idea del concepto que se tenga de la realidad; pero -
esto varia en los modelos económicos debido a que pueden definirse 
por medio de variables y funciones perfectamente determinadas, y 
sobre las cuales puede tenerse información que servirá para·hacer 

inferencias que a su vez mejoren, cambien. o proyecten diferentes 
situaciones. Es por ello que los modelos económicos tienen su base 
en la economia pero sus m~todos son completamente estadisticos. 

El estudio estadistico de las relaciones entre diversas 
variables presenta los siguientes aspectos fundamentales a inves­
tigar: existencia de asociación entre las variables, dirección de 
la asociación, grado de asociación y, naturaleza y forma de la -­
asociación (que es la base del desarrollo de este trabajo). 

Los elementos fundamentales del análisis de regresión -
son las variables y la ecuación de regresión. 

Las variables pueden ser 2 o más, siendo una de ellas -
dependiente del resto, que son independientes ~ntre s!; por lo que 
la variable dependiente es aquella cuyo cambio se considera en fu~. 

ción o dependencia del cambio o variaci6n de la (s) variable (s) -
independientes (s) • 

En este capitulo consideraremos que los valores que toman 
las variables son determinados ( es decir, valores fijos que no pr~ 

sentan aleatoriedad alguna) por lo que los modelos reciben el nombre 
de deterministicos. 
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De las formas más usuales para encontrar la ecuaci6n de 
regresi6n, se presentan a continuaci6n: 

i) Ajuste Gráfico. 

ii) Regresi6n Lineal Simple. 

iii) Regresi6n Ortogonal. 

iv) Regresi6n Mültiple. 
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1.1 AJUSTE GRAFICO. 

Cuando tenemos un conjunto de datos, y los representarnos 
gráficamente, la simple observaci6n visual de la nube de puntos 
formada puede bastar para indicar genéricamente la existencia y el 

signo de la relaci6n entre las variables. 
Por supuesto, esta relaci6n puede no ser obvia, pero la 

comparaci6n con las gráficas del tipo de funciones más comónmente 
utilizadas conducirá a conclusiones inmediatas sobre su comporta­
miento, existencia o no de alguna relaci6n entre ellas, direcci6n 

de la relaci6n ( dada por el signo de los parámetros) y la forma 
genérica en la que estén asociadas. 

Las funciones más consideradas para un ajuste de esta -
naturaleza son; 

lineal 1 = ""-~ft 

polinomial J-:: ~ +- f!J, ~ -t~fl,-¡(. ~ (l'.J~> 

j
"'" ¡s,l..,t 0 , J~., ~= att 

hipérbola rectangular l 

" : ~ ~ O I l9.j J : ~ lo:¡ ~ 
J 

e>:ponencial 

logarítmica J 1lo.J "/-
cuyas gráficas se muestran en las siguientes páginas. 
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1.2 REGRESION LINEAL SIMPLE 

Este tipo de análisis es el que sirve para analizar la nat~ 

raleza y forma de asociaci6n entre dos variables siempre y cuando -
dicha relaci6n pueda ser expresada matemáticamente por la ecuaci6n 

de una línea recta. 
En el caso donde se nos presente un conjunto de datos en 

el cual, al graficar sus logaritmos se obtenga algo como: 

la figura nos indica la existencia de algGn tipo de dependencia en 

tre los valores de x y de y. 
Si nos concretáramos a saber lo que ocurriría tomando un 

simple ajuste de curvas, podríamos encontrar la relaci6n entre las 
dos variables sin ninguna dificultad, solo que entonces nos enfren 
tar!amos al problema de deducir lo más exactamente posible la depen 
dencia inminente entre ellas; y a la vez, poder generalizar, de al­
guna manera, todo lo referente a su comportamiento. 

Para empezar, nunca debe perderse de vista que dicha re­
laci6n. sea expresada en la forma más sencilla y comprensible que se 

pueda. 
En una situaci6n como la planteada, podemos darnos cuen­

ta de que es suficiente si buscamos una relaci6n lineal, que se -
repres~ntará como una recta que pase a través del conjunto de pun 

tos dado. 
Por supuesto, lo que se espera es que la distancia entre 

los puntos y la recta sea lo inás reducida posible; de ahí que se -

busque una recta tal que la suma de los cuadrados de las distancias 

entre ella y los puntos sea mínima. 

- 10 -



Caso 1 Distancia a lo largo de una paralela al eje Y. 

Una de las ecuaciones rn~s conocidas para describirla es: 
:J:: CVC + b . Solo que no puede considerarse aislada de las con­

diciones que le impusimos desde un principio. 
Corno tenemos dos magnitudes ( x e y), con T observacio­

nes, los puntos ser~n: 

i. e. 
t = 1, -s, . -.,, r 

necesitaremos entonces que: b):i.f·· _., (Jr-axr -b) :i.~ 1) 
( >J,- axrhJ:z. +(J~ -a-s-

sea rntnima, en general: r I " ¿) ;¡, 
U = /;, Vi: - Q><c 

Geométricamente, sobre el espacio de las variables, a y b" 
se interpretan respectivamente como la ordenada al ortgen y la pe!!. 
diente de la recta que hacen m!nima la suma de los cuadrados de las 
distancias verticales de los puntos del ortgen a los mismos; esta -
ltnea se ilama •recta de regresi6n de y sobre x". Sobre el espacio 
de observaciones, ~ y b se interpretan corno las componentes en x 
y e respectivamente de la preyección ortogonal de y sobre --.~-=-~ 

el subespacio de ~"engendrado por x y e; x y e no son colineales 
pero, en general, no son ortogonales, .lo cual implica que be y ax 
no sean, en general, las proyecciones ortogonales de y sobre x y 

e respectivamente. j 
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;! ( y - o. >( ¡-h)~ 
Para obtener la solución al sistema ~•I t · , to-

memos en cuenta que f(x)= y= ax +bes una función derivable, por 
lo que bastará con encontrar los puntos para los cuáles el valor 
de la derivada sea O. 

Con objeto de derivar más fácilmente consideremos que PE 

ra cada x , y: :i. 

<:J·-ax•-b)""- "·~.:;,ax· <1·- flb<1. +-aa.~/"-1- ~a.-X¡h+h 
• ~ - J¿ {. Jt Ji • 

tomando ahora todas las restricciones será: 

~ ¡(":J - a.. r ~t -h 'i".. ~, -· º . 
t:.1 ~ t.:1 t:1 

'É_1-aÍx1:-- i.6 "º ····· 
-t=1 ~ t=1 i= I 

(2) tambi~n puede verse como: 
7 r 

y: 

7 /; = ¿_ y a ¿ ~t 
é.:1 1:: -t:.1 

7 

- Z.x 
,/( .: -b• é 

T 

por lo que, al despejar b se obtiene: 

b -- j - a J< 

(/) 

(2.) 

~"h 
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Esto indica que 1a recta de ajuste debe pasar por e1 punto medio-
(x~ J) . E1 punto de 1as medias será entonces fijo en nuestro si~ 

tema y 1os puntosú<t.~~) serán m6vi1es. Un vector fijo que 1os una 
(diferente para cada uno) será de 1a forma 1i + mj, entonces, p~ 

ra cada (~ ,:Jt) : 

O<t-- x),·+ l:Ji,-3)J,. -1:: ( UrmJ1 
(,>e~- x)= t t ~ CJ-1:- ':/ ).: tm 

(X¡,-i) ('f~-J) 
.t m 

pero m/1 define 1a pendiente de 1a recta lo mismo que a en 1a ecu~ 
ci6n y= ax + b 
ecuaci6n como: 

por 1o tanto, a= m/1 y podemos expresar nuestra 

1ueg~ entonces,
7 

de (1): T 

L::x"j-Q. ¿::(~)'"- «i-a.x) Z::1'.¡ =o 
-1:=1 t -l:.:.1 ~ -c~1 

de ahí que: 7 

2:" (y-1:-J) (~-.X) 
a ~ ~~~~~'~.,.-----~~---r < x. -><)"' 

t;.:;, 
Tenemos ahora una manera de determinar la recta de ajuste 

partiendo de 1os va1ores de 1os datos. Como habrá puntos dispersos 
a1rededor de 1a recta, si se substituyen 1os va1ores de a y b se 

tiene: e T n7 2. 

l) = i!_ (jf -j) a._ k (jt:- -]) (x~ -><j 
f;¡ 

f (X1:,;. ¡¡) ~ 
t=· 
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.. 

aunque regu1armente esta dispersi6n se indica como: ) _)].:a,. 
~ (:J -j)¡i.- [i! f.:11:-'f (J<¿.-~ 

o ~"' * "C"• .,. :l. 
r (x-i - x) 

donde -1~ R2 .!f 1 ) 

y se tiene entonces la ma,nera de saber 1a existencia o no de vari~ 
ci6n conjunta entre las dos variab1es, seg(in sea o no distinto de 
cero; la direcci6n de la ecuaci6n, por su signo positivo o negati­
vo y el grado de la covariaci6n según sea el mayor o menor valor 
que a1cance entre cero y más y menos uno. 

En forma general, el parámetro b representa e1 punto en 
e1 que 1a recta de regresi6n corta al eje de las Y's e indica el 
valor que correspcnde entonces a y cuando el valor de x es cero -
según la ecuaci6n. El parámetro a es la pendiente de la recta de 
regresi6n y señala la tasa de cambio en y por unidad de cambio en 

x. 

Podemos 
Con 1os 

Caso 2) Distancia a lo largo de una paralela a1 eje X. 
representar 1a ecuaci6n por x= ay +.b. 
puntos: 

y sujeta a: T 

L. 
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al considerar todas las restricciones: 
í -; ¡, J. 
"E~ j¡, - q, ~ Í¿ - /, L Í-1: -=o 
t=1 t =1 ~·1 

(3) 

r 
L./; 

(.f) 

t=1 

de (4): 

por lo que: 
.6 " X. - a§ 

igual que la anterior, esta recta tambi~n pasa por el punto de las 
medias (x,j) . 

y, de (3) 

Podemos .escribir la ecuación 

(.xt - x ) = a Cy~- j ) 
T 

~ <-4-x)<Jt-f) 

como: 

la pendiente es ahora diferente a la anterior, adem~s de: 

.,. "- r' . ] :i. z: ~~ -x) - f ?;, ~~ -~)e.y.,- j) u :::: t=• ·-
~ (J~ - j) 
t:r• 

La relación entre las pendientes de las dos regresiones 
simples es igual al cuadrado del coeficiente de correlación lineal 
R2. 
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1.3 REGRESION ORTOGONAL. 

Este tipo de regresi6n consiste en tornar en cuenta la -

distancia que existe entre la recta de ajuste y los puntos de la 

gráfica. 
Otra vez, lo que se busca es una expresi6n presentada 

lo rn~s sencillamente posible que refleje esta situaci6n de una rn~ 

nera general. 
Consideremos ahora la ecuaci6n de una recta en 2 dimen­

siones de la forma: 
ax + by = c 

y tendremos una gráfica del estilo de: 

ji 
el ~ngulo que forma el vector ortogonal a la recta ax + by c 

con el eje X nos dá los valores: 

a = ces e b = sen e 
c = distancia de la recta al or!gen • 

. y, corno cos2 e + sen2 e = 1, además de restringir a distancias 
m!nirnas, tendremos que a2 + b2 = l. 

Tornando en cuenta lo que est~ sucediendo será: 
j 

/ 

"-ª'º"" { i{¡ 9) / ,l 

~~) 
o X 
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1a componente principal ( como conjunto de dos magnitudes) estará 

fa ro.. <!a.el.a. t · 

en donde se cumple que .J,'•+J,_ ~= 1 ( la que tiene la mayor media cu!!_ 

drática de1 conjunto de observaciones). 
Para determinar la componente principal de1 sistema, n~ 

cesitamos encontrar una recta L que pase por el punto de las me-­
dias (x, y) , y hace máxima la suma v de los cuadrados de las pro-­
yecciones Yt soi.;.re L de ¡os vectores de componentes ~ -x) y l 'f1::- y) 
( i. e. y= ~ -JI: -:: f. j, (JI." -K )t. j1. ('/,,-'J}> • . 

Sea ..,,U:.,( la distancia de (Ñ 1 '/.¡,) a la recta L, al ·sumar 14 "--+ 
,¡CA,~ y sustitu!r los valores se tendrá: 

.t -) .... 
(;t~- il) + (111: - j 

que es independiente de 1a posici6n de L. Esto indica que 1a recta 
L que hace máxima V es la misma que hace m!nima 1a suma de U de 

1os cuadrados de las distancias1"f:: por lo que esta es la regre-­
si6n ortogonal y los coeficientes de la recta buscada deben ser 

:f, ~ b 1 f;1 ;: - Q • 

Todo esto quiere decir que: 
·como}C><,'j) =ax+ by - c, tenemos una funci6n derivable y, de -
acuerdo con la teor!a de los multiplicadores de Lagrange: 

U= f::. (a7t~rby1:-<!)~- ii (a•.¡.bª-1) 
t=. 

~),. ~ f (aJC1r+b!J~-c.);(.t- -.tAa = o . .... 
O(a) t~• 

~(u) = 2 i. (a~ -rby, -e) - ~ ~ b = o · · · 
d ( b) 't:.J 

'T 
L. (a;t~ + 61,-e) = o éj (U) - ;l. 

~<C) - t:, .¡. 7 

L._ ª~1: + :z::. byi- ::" 7 <!. Z>e l.J) t•/ -t-=1 

. . . (1) 

.... (..i) 

(.a) 
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por lo que podemos escribir la ecuaci6n de la recta como: 

a (X.., - x) -+- b { lft. - 9 ) =- 0_ · ( ~) 

Si consideramos ahora las ecuaciones (1) y (2), al substituir el 
valor de c se tiene: r 

r¿ (¡(-t-i> .. _ ~] +- l:i ~ (tt-x) ly, -j) 
q L ~., "' 

o 

a. i &'v. -i.) (y"' -9) -f b [ #, {f-t -j) .. _ ;¡] = o 

si se dividen por el nfunero total de puntos, T: 

[
:É 14-¡¡¡a. "'] b -El~-%) ltr-f) . O 

,... t'•• - ~ + C.1 ·-::r "" ---r- T T 

Q #., (~r%)(1r9> + b ['i {y~- j) - a] = o 
r r r 

se obtienen los momentos centrales de 2° orden de ~ e '}4 , denot~ 
dos por: 

-r ~ 
-~ ly¡,- g) 
- T 

entonces: 
a ( 11?11 - } ) + b rn 1~ -== o 

q rn,~ -1 /, ( "'~~ - ~) = o 

es un sistema de ecuaciones sin soluci6n distinta de cero, a menos 
que su determinante se anule. Debido a las condiciones que impusi­
mos al principio, tenemos que resolverlo junto con o"-~b~.:: 1 . • 
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Si tomamos el determinante: 

m,, - a ..,. 

se tendrán dos ratees de la ..,. 
.:1, + ;l.. . = z: {;4 - x ) ., .¡. 

""· -1;: I 

;: o 

ecuaci6n, .:t, y ..l.:t, donde 

+if.,t.t-1~y)"' U+V 
y el. valor ;i, de la menor raiz mide la dispersi6n de los puntos ºE 
servados alred~dor de la regresión ortogonal~ 

Ver página 117. 
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1.4 REGRESIO~ MULTIPLE. 

El análisis pe regresi6n mGltiple consiste en la exten­

si6n del análisis de regresi6n lineal simple a cualquier ntünero de 
variables de las cuales una es dependiente y las otras son indepe!!. 
dientes. 

En este tipo de estudio se trata de buscar la ecuaci6n 
que pueda servir mejor para expresar matemáticamente la relaci6n 
de xi (variable dependiente) con x 2 , x3, x 4 , ••• 
dependientes) • 

variables in-

Cuando nos referimos a solo dos magnitudes, por razones 
de simpl.icidad mantuvimos una relaci.6n funcional lineal, si toma-
mos en cuenta los mismos principios y los adaptamos al nuevo con­
junto de observaciones, podremos representar la tendencia general 

como: 

en un espacio de n dimensiones, donde los puntos se ven descritos 
por(~.~ •... ,xn) y que, junto con el vector(a ... , ... , 01n) nos 

describen a su vez un plano P de n-1 dimensiones y distancia b1 · 
al or:tgen. 

El valor de los coeficientes O,¡ y 6, será determinado de 

modo.que el cuadrado de la distancia ~edia entre los puntos y P 

sea m:tnima. Si tomamos distancias paralelas·al eje X1: 

7 r: . _, _,... "'-·-···- '"' -bl:z. U = ..!.. L. L-;(.'t - Ci,~"'"at ... ,~ .... .., q, ri """'* '~ 
f t~I 

Al igual que en los casos anteriores, la funci6n es derivable, por 

lo que existen: 

&U -- ) 
C)o.,.¡ 

• • • J 
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y, de :<. 

[
,,/ - ,, ,./ - Q ;:(. . - ... - 01/) '?!ri~ - 6, J ,.._,!:. .....,,~i'l-;¡f. 1;, ~!:-

entonces:_ _ _ - -
~.: 011.. :X:.. -t o,JJ;X.:3 + 0,;7-7 -1 ... + 010 :Xn + b 

que demuestra que P pasa por el punto medio;¡:;.., (j(.,,~;i.,;t?,,, ... ,,x'l). 
Considerando ahora como punto fijo a ~ , (Q,.,O,~,· . . , o,,,) 

como vector fijo y Ji.= {;<,
1

:;i:,.1 ••• , ;Xn) como punto m6vil, podemos 

escrib(r: 

{ 'X,-:;;?1);: 01;, (;(.,_ -??,,_ )-+Q,;:, (?(~-~ )-1- .. . .+ º'"' ( ~,., - ;'e,) 
y U se puede expresar como: ~ 

u~ ; ~~ (!;< .. -ji; )-Q,, [~,,-,<,.) - . . . - q," 1~ •• -;<,, ~ 

de ah:L que: 

é)u = 
Ja,,_ 

y, por analog:La: 

I 
L: f.7. u: - i-,.) ":_ -e.::, __ _ 

r 
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Para manejar 

"),,-,., I 
"ly.: r 

más fácilmente estos resultados, sea: 

L.(;(.· -:;.)(~· _ ~-) .¿ = 1.,, 2,, ... , n 
f::1 ·~ l ~~ ;¡ J.:!,~,, ... ,/) 

momento central de 2° orden, entonces: 

rt'J.l1 - rtl.¡a Q¡~ - Q/.~ ')71<13 - ''' - ;>YJ/.'lc¡M ::o 

'1?::,1-ñ/2.z O,,z-m:..-3 013- ... - >'YJ.:viO,/J:::.o 

y podemos resolverla usando una matriz de n x n: 

M-=- ...!... t_ (?l-1,-x)f;( .. -~)' 
-r -t=1 

"'·' - )?'},.,_ 
IY'la. I - m;. :¿ 

i. (!. -... 

ffJ r¡ I 
/7J n,, 

Sean: 

o'= (a,:i,,o,.3, , a,,, 1 

?(.'.:: ( "\ -;t,.. 1 J( ~ I ..• J X,, ) 

i/u:ior de ecm¡ont/11.é.i ªf J J :: J, .a,, · • · .J n 

vt<?.Íbr ch comf oMnf e::. JC4' J ¿:: :z, 3.J • • • .J 
11 

IY) I.: Vt(Íi,f' dJ. (!..DmfJt>nUI /;:.s /f} I t' 

M 1 .,, ma-lrlz. (fl - 1) >< (n-1) 

rfl''-= trafl:spue~-1-o.... de.. /t'I' 

7fl ,, 

/v1 = 
('() I 

¡() I > 
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de donde la ecuaci6n del plano P resulta: 

( :iC 1 - ~' ) = 0 '> ( X t - -; , ) 

y el conjunto de ecuaciones normales: 

m 1 M•o• =O 
el sistema que forman, tiene soluci6n especifica si el determina~ 
te que se asocia a los Q,,: 

1 
l~;,.!J~ · · .,,, <l es distinto de cero, esto 

es, si M 1 es no singular. Por lo cual, si (M 'l- 1denota la matriz 

inversa de M 1 : 
a'= (1-1'>-'m 

el valor que hace minimo a l.} se obtiene utilizando este resultado 
de manera que: 

u -=. m,, - ~o''m 1 .+ º.,,..,,,ª 
de donde: 

m''-(M' )-' u .:: m11 - m' 

y la.dispersi6n de los puntos alrededor del plano estar~ dada por: 

JL. 
f'() 1, R~- mi> u1 1r'm 1 

/Y) 11 

donde R2 se conoce corno " coeficiente de correlaci6n rnllltipl.e" de 

x1 con respecto a x2 1 x3, ••• , Xn· 
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1.5 COMPARACION ENTRE ESTOS MODELOS. 

Las regresiones simple y mGltiple son las más utilizadas 

en la práctica. La mejor ventaja que se le puede atribuir a estos 

métodos es la sencillez para realizar los cálculos y lo preciso de 

sus conceptos. 

Las regresiones ortogonales presentan un poco de dificul 

tad para muchas personas por todos los medios de que se vale para 

poder realizarse, aunque, como sus valores se encuentran entre los 

de los dos casos de la regresi6n lineal simple, pueden considerar­

se de alguna manera más exactos. 

Ambos métodos representan una forma muy directa de obte­

ner resultados rápidos sobre la idea que se tenga del comportamie~ 

to de las variables pero, al hacer inferencias en los datos tal y 

como se nos presentan, estamos dejando de ver muchos posibles err~ 

res cometidos desde el momento en que se decidi6 tomarlos, hasta 

su captaci6n y gráfica de comportamiento. 

se hace necesario entonces, conocer qué alcance general 

podemos atribuír tanto a los datos como a las regresiones calcul~ 

das a partir de ellos, sin tomar o considerar las posibles fuen-­

tes de error. Para esto se desarrollará el Capitulo 2, en donde 

se estudian modelos considerando los posibles errores. 
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1.6 EJEMPLOS. 

REGRESION LINEAL SIMPLE Y MULTIPLE. 

Las operaciones denominad2s oferta y demanda se encuen­
tran estrechamente vinculadas al concepto de precio, lo que just~ 
fica que se les defina en los siguientes t~rrninos: " la demanda 

de cualquier cosa, dado el precio, es la cantidad que se compra a 
ese precio por unidad de tiempo"-it Como podemos observar, se incl~ 
yen en esta definici6n los conceptos de precio y de unidad de tiem 

po, ya que la demanda carece de significado si no se estipula un 

precio y, por ser necesario, relacionarla a un determinado período 
de tiempo. 

En cuanto a la oferta, podemos considerarla como " la 

cantidad que se pone a la venta a un precio determinado por uni­
dad de tiempo~ y es la operaci6n 16gica que complementa la idea 
de la demanda. 

La oferta y la demanda presentan cuatro modalidades, ya 
que a menudo los costos de diferentes art!culos están relacionados 

porque algunas· cosas se producen simultáneamente (oferta conjunta), 
otros sirven para prop6sitos similares (oferta compuesta), otros 

s6lo son atiles juntos ( demanda conjunta) y la mayor!a de ellos 
pueden util.izarse para va~ios fines diferentes {demanda compuesta). 

El ejemplo elegido será presentado de una manera sencilla. 
Si tomamos la teor!a más simplificada de la demanda ( por período 
de tiempo)de un .bien, podemos considerarla solamente relacionada 
con su precio. Con base en esto, el comportamiento del consumidor 
es tal que una cantidad menor ( mayor) del bien es demandada cuan­
do su precio aumenta (disminuye). 

Concretaremos el análisis a un mercado competitivo, es 
decir, trataremos solamente en un mercado donde el namero de com-

* DOMINGUEZ VARGAS, Sergio."Teor!a Econ6mica", Ed. Porraa, s. A. 
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pradores y vendedores es tan grande que ningún comprador o vende­
dor puede controlar por sí solo o influír en forma significativa 

sobre el precio en el mercado del bien que se está tratando. 

Si: 

entonces: 

Q¿ = cantidad demandada del bien 
P precio del bien 

Como el precio de cada bien estará determinado externa­
mente eb este modelo, podemos considerar a f> como una variable 
ex6gena, y debido a que Qcl está determinada dentro de 1'1, ser:!. 
una variable endógena ( como tal,· <\>d es dependiente y sus va­

lores se hallan dentro del modelo). 
Así, Qd y P presentan una variaci6n directa. En forma 

general, puede decirse entonces que la gráfica que representa eate 

fen6meno se parece a: 

a Qd" a- h P 

ó a/b p 
de tal modo que 

a) cuando P O, Qd = a 
b) cuando P = a/b, ~d =O 
c) una unidad de aumento ( disminuci6n) en P tiene corno resultado 

una disminuci6n ( aumento) de b unidades en (\ld 

Al mismo tiempo que eso ocurre, los comerciantes quieren 
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ofrecer m~s mercanc!a con precios altos para aumentar sus ingresos. 

Si nuevamente consideramos una relaci6n simple, 1a oferta que se 

presente al p~blico de artículos de precio más alto tenderá a ser 

mayor en beneficio de sus utilidades. Nuevamente tendremos una r~ 
1aci6n lineal. 

Si: 

(\f,= cantidad ofrecida de un bien 
entonces: 

q:i. -e -rd P 

p 

esto implica que: 
a) Q,,. ;¡::. O solamente cuando 'P 9 c/d 

es decir, la oferta no se presentará a menos que P sea mayor 

o cuando menos igual a c/d}. 
bJ una unidad de aumento ( disminuci6n) en P, tiene como resultado 

una disminuci6n ( aumento) de d unidades en (\)~ 

Parece en cierta forma natural esperar que exista una r~ 
laci6n más evidente entre estos fen6menos. 

Supongamos entonces, que el bien en discusi6n es compr~ 
do y vendido en un mercado aislado, con cambios en este mercado que 
tienen efectos despreciables en otras partes de la economía y vice­
versa. Esto significa que el nuestro, será un análisis parcial. 

Como primer paso, recordemos que las funciones de dema~ 
da y oferta representan el comportamiento de consumidores y produ~ 
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tores. Vistos de ese modo, las funciones representan los prop6sitos 
o planes de compradores y vendedores de adquirir o vender ciertas 
cantidades del bien en respuesta a ciertos precios. En el caso en 
que esos prop6sitos coinciden, es decir, la cantidad demandada es 
exactamente igual a la cantidad ofrecida, nos encontraremos frente 
a un estado de balance o equilibrio. Esto implica que es necesario 
especificar una condici6n de equilibrio, que será entonces de la 
forma: 

que nos dice que el exceso de demanda ( Qo. -Q~ ) debe ser cero. A 
esto se le conoce como mercado "clasificado", y el equilibrio al­
canzado será un equilibrio parcial, al cual, como ha sido definido 
en un estado de balance (sin tendencia o c~bio), puede dársele 
el nombre de equilibrio estático. 
Tendremos ahora un modelo: 

Q5 
a- bP 

donde las inc6gnitas Qd , Qs y j5 serán los "valores de equilibrio" 

de las variables <S{d , 9s y P respectivamente ( ahora las tres 
variables ()\el , ~~ y P son endógenas, ya que sus val.ores de 1:.: 

equilibrio serán determinados dentro del modelo de mercado de 

equilibrio parcial) • Como Qc1 = C?..s , entonces <P;¡ = ~ ~ = q 
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y: <?<l:: Qs 

a - b P =- -<! + d.. P ~ d 
r;+b p ~7 (a+e) • (b-1-d)°P 

a+<! "' ,., 

j5 !2.±.L 
b+d 

ahora, como Q (9., = 4Jd 
{( "' a - b P = o - b (a~) = a ( b+d) - h ( C/T C?) _ ad - ba 

b+cl b+d -O+d 

p y Q dependerán entonces de los parfunetros a, b, c y d, esto 

quiere decir que son valores determinados, pero aún as~, es neces~ 

rio que sean positivos para que tengan interpretaci6n econ6mica. Lo 
finico que necesitamos es pedir que ad > be. 

Este mismo modelo se puede ver como regresi6n mfiltiple. 
Si consideramos a, b, e y d positivos: 

la matri'.z será 

- I o 
I o ó 

o / -d 
lv1 

I Qa - I <:y~ + O P =- O 

1qc1+oqs+b'P a. 

o <\>.J + 1 Q !;. - d p ·= - e 

vector vector 

1~; l ~~1 
/(. e 

debemos encontrar el valor de IMI para comprobar 

soluci6n finica para M"' =e 
que existe una 
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/MI=\~-~-~ ; f 1~-bd¡-(- 1 )/~~d/ 
= - b - d =- - (d + b) =!- o 

- ' Como I M 1 f: o =7 3 M 

M - I 
Para encontrar necesitaremos la matríz de cofactores C 

l ~ -~ 1-1 ~ -~ 1 ( ~ ~ ·¡ 

<! = -1 ~· -~ ! J ~~ 1-f ~ ~'I 

\-~ f 1-1 ', ~ J f 
11 ·~' / 

entonces ~ / = adj /VI 

- b el 
-d -d _, 

- -b -b f 

-b -ct-b 1 

<!.
1 = d. -d -b 

I - I I 

M -1 
y estará dada por: 

- b 

M -1 da · M _ t c1 
=~= --

1 MI (d+b) I 

-c.t -b\ 
-d -b 

- 1 1 

!/- ue ci.Lbt :;ct-l-/'s foa r rr 1fl1 = I. 
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_, - 1 ol -el -b Q. 
la solución será: (- b -el _ b] lºJ 

M e -= (ch b) / - f I -<! 

[

- (ad. - b Q )j [QclJ 
1 - (ad - be) " Q:s 

::: -(d+b) - (a+ e.) p 

c.:.e : 

P= (a+<')/(b+d) 

que es igual a la encontrada de la manera anterior. 
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CAPITULO 2 
METODOS ESTADISTICOS PARA MODELOS ESTOCASTICOS. 



2.0 MODELOS ESTOCASTICOS. 

El tratamiento de los procesos estocásticos constituye 

una parte importante de la teoría de probabilidades, es decir; los 

modelos que se desarrollarán en este capitulo involucran t~rminos 

a1eatorios no considerados anteriormente. 

El t~rmino aleatorio se conoce como " error " en la 

ecuaci6n. Hay dos tipos de errores: 

a) Error de medida.- Existen varias razones por las cuales~ puede 
medirse incorrectamente. Por ejemplo, al tomar los datos si se tr~ 
ta de una encuesta, las personas entrevistadas pueden mentir sobre 

su situaci6n real. 

b) Error estocástico.- Ocurre por la irreproducibilidad inherente 

de fen6menos sociales. Afin cuando no se tenga un error de medida, 
siempre hay diferencias no predecibles que son llamadas aleato---­

rias o estocásticas. 

Tomando esto en cuenta, se desarrollarán los modelos: 

a) Regresi6n Lineal Simple. 

b) Regresi6n Lineal Mfiltiple. 

c) Modelos Lineales con errores en las 

variables. 
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2.1 MODELO DE REGRESION LINEAL SIMPLE. 

El signi!'icado principal y tal vez, más "natural" de -­
linealidad es que la esperanza condicional de Y es una funci6n -
lineal de las ;J.~ , lo cual indica, geométricamente, que la curva 
de regresi6n es una linea recta. 

El segundo sentido de linealidad es que la espectativa 
condicional de '/ , é{i/Xt), es una funci6n lineal de l.os par&rnetros, 
pudiendo ser o no lineal en la variable X 

Nosotros consideraremos el segundo sentido ya que el. mo­
delo será considerado asi en forma más ampl.ia. 

Para poder representar un fen6meno por medio de un mode­
J.o rnater~ático se necesitan ciertas consideraciones, que en este -
caso serán: el. modelo debe ser el. más sencillo que pueda encentra~ 
se, ya que se refiere a una variable end6gena que depende de una 
sol.a variable ex6gena y una perturbaci6n al.eatoria no observabl.e. 
Es decir, una magnitud Y se considera determinada por medio de -
otra rnagni:Oud X 
narlas como: 

La dependencia que supusimos permite relacio-

donde O. y b 
observable. 

'/= ax.+b+ .J 
son desconocidos y y es el término aleatorio no 

Hay que recordar que la magnitud observable )( y la no 
observable ~ son consideradas corno las causas que determinan el 
valor que toma la magnitud Y 1 ya que el t~rmino j> representa 
el efecto de todos los factores que no podemos o no sabemos identi 
ficar. El problema estadístico consiste en la estimaci6n de los 
par~etros O. y b 

Uno de los m~todos más eficaces y populares del análi­
sis de regresi6n es el de minimos cuadrados ordinarios, que se d~ 
be a Carl Friederich Gauss. 

En este apartado, tomaremos el enfoque gaussiano para -
dos variables: 
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donde Gauss hace los siguientes supuestos: 

• 1.-

es decir, el valor esperado condicional de J.i: al xl dado, es cero. 
Geom~tricamente, esto puede verse: 

'I 

t, )(,_ ¡¡ 

Aqui, las variables ~t; 1~ se consideran como observadas sin error, 

ya que aunque los datos econ6micos est~n indiscutiblemente viciados 
por errores de medida más o menos grandes, se estima frecuentemente 
que estos errores son despreciables en comparación con los elemen­
tos no observables que influyen en la determinación de las variables 
end6genas. 

Por ot.ra parte, si no :;e tuviera el supuesto de que la 
esperanza matemática de las y es nula para cualesquiera valores 
tomados· por 7' , los parámetros a y b incluidos en el modelo no 
serian identificables. Esto es, esta condici6n significa que el t~r 
mino aditivo § del modelo toma valores tanto positivos como neg_e 
tivos para todo valor de la vRriable ex6gena, lo cual no se satis­
face si el efecto de los factores no observables o no identifica-­
bles se correlaciona con el efecto de la magnitud explicativa 
Matemáticamente podemos expresarlo como: 

E (/1: /;<,,J<a./···,x::.) ::: ax-1:+b 

donde los parámetros a. y b serl'.an entonces caracteristicas de la 

"#:Se considera que los errores son independientes. 
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ley de probabilidad condicional de las 
res de los parfunetros Cl y b y de los 

f . Si conocemos los 
X-1:: , podremos obtener 

directamente por medio de ax-c- -t b ·esperanza de Y 

2.- eov (!ti: /!tJ):: E (jl· - E (j/U f;b· - ElJJ1] 
€ (J ¿ J JJ) fºr .el svrue..s./.o 1 

=0 l"fJ 

val2 
la -

donde 
• • 1/ 

l y J son dos observaciones diferentes y donde ca -
significa covarianza. 

Esto quiere decir que las perturbaciones Jt y J:.J• no est:!i.n 
correlacionadas. T~cnicamente, este supuesto se conoce como de " no 
correlaci6n serial" o de " no autocorrelaci6n". LO que dice que: 
dada Xe , las desviaciones de dos ;cualesquiera valores de Y de su . 
media no presentan: ~ §~ 

r§¿ 

En la primera figura, la correlación positiva es cuando tenemos.J~ 
positivo seguido de !t positivo, o § negativo seguido de § ne­
gativo. En la segunda figura, la correlaci6n negativa es cuando t~ 
nemas _Jo positivo seguido de J negativo y viceversa. 

Si las parturbaciones siguen patrones de tipo sistem:!i.ti 
ca, como los anteriores, se dice que existe autocorrelaci6n o ca-
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rrelaci6n serial, y lo que requiere este supuesto es precisamente 

que no la exista. La siguiente figura no muestra un patr6n siste­

mático para los !¡ , indicando por lo tanto, cero correlaci6n: 
+j• 

3.-
vo.r (51;/x¡) = E Út - E (_}i\] ~ 

=. ~ (_f> ?ºr .JZ,I .su/ve.sk J.. 

= cr2.. 

donde var = varianza. 

Expresa que la varianza de j l: para cada X t ( i. e., la 

varianza condicional de jt- ) es un nllmero positivo constante e -

igual a (J'J. • Técnicamente lo que se representa aquí es el supue~ 
to de " homoscedasticidad", igual ( hornos) dispersi6n ( cedastic.,!. 
dad) o igual varianza. Podemos representarlo geométricamente por: 

~ ¡) 
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El caso opuesto se conoce como heteroscedasticidad, des­
viaci6n desigual o varianza desigual. Simb61icamente puede escri-

birse: 
v'ar (f t: 

Como puede verse, en esta ecuaci6n aparece un sub!ndice, que qui~ 
re decir que la varianza de la pob1aci6n ya no es constante. Pod~ 
mas representar esto como: 

4.- <!oV(jt,X.t) = ~[J.r é~J) [Xt;-E(X1:)] 

=º 
es decir, la perturbaci6n 5- y l.a variable explicatoria ;<. no es­
tán correlacionadas .F,n cualquier caso de correlaci6n entre X y t;.. 

,'< y a~ } sobr·~ {11 es dif!cil aislar la influencia individual de . ~ ~ 

Aparte de la muestra en estudio, no se dispone de ningu­
na informaci6n con respecto a los coeficientes numéricos CI.. y 6 , 
los cuales pueden tomar a priori valores positivos,negativos o nu­
los cualesquiera. 
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AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS. 

Tal y como se ha considerado el modelo, las mejores es-­
timaciones para a.. y b <::en las facilitadas por los coeficientes -

de la regresi6n simple de Y en relaci6n con K • 
Para llevarla a cabo es importante considerar que se to­

mar1i como un buen ajuste aquel que "minimice el error total". Los 
criterios tentativos 16gicos a seguir ser!an: 

o Considerar una linea de ajuste que minimice la suma de los erro-

res: -r ...... 
¿ ( '/ /: - Yt) 

"'é=I 

donde 'Ít:= valor real 
94, = valor ajustado. 

Desafortunadamente, esto no funciona. Al usar este criterio las dos 

lineas de las figuras siguientes se ajustan igualmente aunque la -

primera sea intuitivamente mejor que la segunda, y la suma de los 

errores sea cero. 

(/) (2.) 

El problema es el signo. Este criterio debe rechazarse porque no -

proporciona distinci6n alguna entre ajustes buenos y malos. 
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00 Hay dos formas de evitar los problemas de signo. El primero es 
minimizar la suma de los valores absolutos de los errores: 

±JY'=-ftl 
-1:~1 

Pero, como a los grandes errores positivos no se les permite in-
terponerse con los grandes errores negativos, este criterio dar:ta 
malos ajustes como: 

y 

-------
(/) ( 2.) 

La figura 2 satisface el criterio mejor que la 1, aunque, de hecho, 
se puede ver que la 2° gráfica podr!a indicar que el unir los dos -. 
puntos extremos se ajusta mejor que cualquier otra recta. 

Esta tal vez no sea la mejor soluci6n al problema porque 
no presta ninguna atenci6n al punto medio cualquiera que sea su. v~ 
lor, por lo que pudiera ser preferible elegir la 1° gráfica ya que 
considera todos los puntos. 

00 ° Como una segunda opci6n para evitar el problema del signo, se 
minimiza la suma de los cuadr~doc de los errores: 

f U1:: - .¡;_) z.. 
-t":.1 

y ahora s:t tendremos el criterio conocido por " m!nimos cuadrados" 
o " mínimos cuadrados ordinariosº. 
Entre sus ventajas están: 
a) Al evitar los problemas de signo elevando al cuadrado los erro­

res, los m:tnimos cuadrados son sencillos de manejar algebráica­
mente. 
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b) Hay dos justificaciones te6ricas para los mínimos cuadrados: 
El teorema de Gauss-Markov, y el criterio de máxima verosimil~ 

tud para un modelo de regresi6n normal. 
El teorema de Gauss-Markov dice que " dentro de la cla_ 

se de estim~dores lineales insesgados de b , el estimado;;, mínimo 
cuadr~tico b tiene -varianza mtnima. De la misma manerar aes el -

estimador de varianza mínima de O. 
La regresi6n de '/ con respecto a )( 

¡i,(;-B , donde a. y b deben ser tales que: 

U ::: i.. (yl: - aX1: -b )a. .:;ea 
-t=' 

se defina como 9= 

El desarrollo entonces debe ser el mismo que en el capítulo ante­
rior, as! que podemos decir que: 

T ª= 1d7 C"/1:-9)(><1;-.X) 

i:. <~ - x)2. 
"(:, 

b 1 "" x ..,. 
':: a 
T 2 '/ ~ 

x ¿_ 
X-é 'I = -t=1 

donde .: t:1 T 
T 

Ya que se tiene un ajuste, tal vez lo más natural ahora 
ser!a preguntarse qu~ tan bueno es; para eso, si usarnos desviacio­
nes de la media, es decir;ly,:(J<t,-:i!'),~~"('/4·'/), 

T ( - i"\/l, U = .z: J1: - a;'.¿. - hJ 
-r t•1 

~ _ -.i z.. (;¡é - a-t+. -"í:) =o 
d b - -t:, 

= Z. (!ir a.,."' -°h) = º 
./;: I 
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7 h :: o 

Estos estimadores se conocen como " estimadores m!nimo cuadrados" 
por derivarse de este principio. Sus características son: 

1.- Están expresados Gnicamente en términos de cantidades observa-­
das. 

2.- Son estimadores puntuales, es decir, dada la muestra, cada esti 
mador proporcionará un solo valor ( punto) del parámetro rele-­
vante 

Una vez que se han obtenido los estimadores de los m!ni-
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mos cuadrados, la línea de regresi6n ¡t.ju·stadá tendrá las siguentes 
propiedades: 

1.- Pasa a trav~s de la media muestra! ( esto qued6 bien determin~ 

do durante el desarrollo). 
2. - El valor medio del Y estimado ( ~ ) es igual al valor medio del 

1 observado debido a que: i: = ~>(¡.+b 
== á: ~h + lf. - ª ~) 
= ,¡. + ª {Ñ- ~.) 

sumando a ambos lados sobre los valores muestrales y dividien­
do por T 1 se tiene: 

:Ít = y 
donde utilizamos que Z (1.t: - -'ii)=ó, ,., porque: 
si definimos 

;t = .(')(¿.-)() 

r ._T 
éx"' - x) z.. ~b- :: L.. 

t=-1 ./:=1 

T 
7~ = ¿: X1:: 

i:•1 
y, como ")( =: zx. /-r .... 
entonces Tx -f. ~ 

t-=-1 

de ahí que T 7x L. xt 1x- =O 
-t=1 
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3.- El valor medio de los residuos es cero. De la ecuaci6n: 

- .z i. (/t - éJ" X¡,- b). =O 
-t=1 

como 
}-e=-

... ,¡; 
'/ /; - a. ;<-t.-

entonces 
donck f = o 

4.- Los residuos J-é no están correlacionados con el valor predi­
cho de ii , lo cual se puedeTverificar 

T"' ":'\ ~ ~~ é[it: J-i- .:.. {). f.¡/("' Jf 

= ~ L. ''h tyt - tt-1~) 

donde 

s.- Los residuos .,. 
2:.y.¿.4=0 . 
¿:1 

~=1 r 
í ""'""y "".,~ : ;;- ~ -tt "/'" - a JC- ,-..,. 

-t•• f"-1 

= ;:1. :::l ~2,,- ~.., z;t1:""' 
't=• -t=. 

::O 

están correlacionados con Xe- , esto es 

Debido a que los estimadores son funci6n de los datos, 
pero dado que los datos pueden fácilmente cambiar de una muestra 
a otra y que los estimadores por lo tanto cambiarían irunediata--­
mente, lo que necesitaremos será alguna medida de la confiabilidad 
de los estimadores éJ: y b . En estdistica, la precisi6n de un ª.!'!. 
timador se mide por su error··standar, por lo que necesitaremos el 
cálculo de sus esperanzas y varianzas. 
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Si escribirnos: ét =- ~~{ ~ J Y-1: 

w,, Y-1: .:: w, f' -r W.z. y z. + ... ....¡ i<.Jr Y.,.. . 

donde 

lo que implica, que a es una cornbinaci6n lineal de las variables -
aleatorias '/i-

Como la esperanza es un operador lineal, entonces 

f"(a)=w, Etf1)+Wz. E(YL).¡ .. +L<.J7 E(YT) 

= -l.. ~t- f ('/-1) 
-t= ' 

y, al haber asumido que las variables Y¡' son independientes 

Va.r (et'"). w,2- l/ar"l1 + · · · -+ 
-=- ±w"-& llar(Y1:-) 

w/ t/ar "/ri 

-t:•1 

y, E (Y1:) ~ae sobre una linea recta ( la verdadera línea de regre-

si6n) E{&)= -¡¡., Wt {a.Jtt+b) 

7 ..;¡ 
= a Z::. Wt:?!1: + i:J ¿__ Wt-

t=1 t~, 

si volvemos a tornar 

T 
y,·dado que Z"l-1:"' O, , .. , 

T ,_, 

E {a)· o + ..R. L: 1-1: 
K. t=-• 



y como habtamos definido 

esto es 

....... 
es decir, O.. es un estimador insesgado para a.. . 

Para ca1cu1ar su varianza: 

al. sustitutr O'L= llar '1-1: 
.~ /~) c).)'"var '11..,.. · ·· + v.Jr var'/t 
var ca = 1 T 

Va r (a") = Z: f/J-t .. rT'" 
1;=1 

7' 

Var (a> = z:.. 
~·, 

y, volviendo al valor de 

tendremos que Var (u)= 

Con respecto a 

entonces b = y -~X 

' 
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A r T 

L> ::::. '2. ~ l: x L. 12.b Y-1:-
-t ~, - t•1 

í 

-- i:_ ( ..L - x r!~) '11: b = -t=· r 

E({;) 
7 -:¡, t!-i-) E ('/1,) 

y == L ( I -
t=1 . r 

al multiplicar cruzado 
E.(b)= f_(Jz.-X<!fb+aX¡, _X.t!+O.X1,) 

+=• í í 

= h +o.X- ax 

= cr-z. 
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corno 

t 

. . Vor (b) =-

Todas 1as 
datos con excepci6n 

donde 

cantidades pueden estimarse a partir 
de fT .._, que es estimada mediante: 

T .t. 
.¿~y. 

::: 

de los 

Solamente queda por ver en qu~ medida se ajusta la l!nea 
de regresi6n muestra! a los datos; porque, si todas las observaci~ 
nes coinciden con la l!nea de regresi6n, obtendr!arnos un " ajuste 
perfecto", lo cual raras veces ocurre. Generalmente tiende a haber 
algunos }-1: positivos y otros negativos, con la esperanza de que 
los residuos localizados alrededor de la l!nea de regresi6n sean 
lo más pequeños posible. El coeficiente de deterrninaci6n t-~ ( .en 
el caso de dos variables) o i¡'Z ( regresi6n rnültiple) es una rnedi-
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da resumen que nos dice qué tan exactamente la línea de regresi6n 
muestra! se ajusta a los datos. 

Para calcular ¡- ;¡. recordemos que 

o, en forma de desviaci6n 

elevando al cuadrado 
r 

¿:: -¡./" = 
t:=• 

y, como = ó.' )<¡, 

T 

L."!-/' :: 
-f.:, 

Las sumas de los cuadrados de esta expresi6n puede escribirse: 

i u~- 9) :i.. ,., 
variaci6n* total de con respecto a su media muestra!, conocido 

como suma total de cuadrados ( STC). 
r T ~ 

:L (i'-i):r..= a.~L.t,, 
. "Ó"-' /: + ... 

de los valores de Y con respecto a su media, ya que, 

, y que se conoce también como suma de cuadrados debi 

variaci6n 
9 = ;¡ 

* Los términos variaci6n y varianza son diferentes. Variaci6n es la 
suma de las desviaciones de una variable con respecto a su media, 
elevadas al cuadrado. Varianza es igual a la variaci6n dividida por 
el n{'imero de grados de liber.tad. El término " ntímero de grados de 
libertad" es igual al n{'imero total de observaciones en la muestra 
menos el número de restricciones ( lineales) impuesto en ellas. _ 49 _ 



da a la regresi6n, suma explicada de cuadrados ( SEC). 

te la suma 

es la desviaci6n residual o no explicada de los valores 

de '/ con respecto a la l.tnea de regresi6n, o simplemeE_ 
residual de cuadrados (SRC). 

Por consiguiente, STC = SEC + SRC nos muestra que la va 

riaci6n de l.os valores observados de 'j alrededor de su media pu~ 
den ser partidos en dos, uno atributble a la ltnea de regresi6n y 
otro a las fuerzas aleatorias en raz6n de. que no todas las obser­
vaciones reales de Y caen sobre la ltnea de regresi6n. Podemos 

ver esto en la figura: 
'/ 

o )(¡. 

Dividiendo ambos lados por STC: 

1 ~ + ~ 
STC STC 

+ 
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que definimos corno 

s€f!. 

~TC 

La cantidad definida corno /'".a- se conoce por " coeficiente de deter­

rninaci6n" ( rnuestral). ;- a- mide la proporci6n o porcentaje de l.a 
variaci6n total. en i explicada por el modelo de regresi6n. Sus 

propiedades importantes son: 

1.- Es una cantidad no negativa. 
2.- Sus l.ímites son O .S ,.. .. ~ 1 

Una cantidad muy relacionada con /-~pero conceptualmente 

diferente es el. " coeficiente de correl.aci6n" que es una medida del. 

grado de asociaci6n entre dos variabl.es. Puede cal.cularse como: 

>-= .± ..¡-¡::;: 
o a partir de su def inici~n 

'!i" ;(t- ')'.,f 

;- .:: 

según algunos val.ores de r, su gráfica será 

i '/ 
"'.r 

*'.-

1-.: - 1 r-o 

X 
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'/ '/ 
... .1: 

"' .. ~'JI> 
'>C 

"' 
>t 7' .,_,. 

"' ... 11 #.~ ''"' 
J( X 

r=O 1-=. "i ¡...::. • 5 

Algunas de las propiedades de r son: 

1.- Puede ser positivo o negativo, el signo depender~ del numera­
dor, que mide la covariaci6n de las dos variables. 

2.- Estar~ entre 1os 1!mites de -1 y 1, esto es, -1 .!f: r~ l. 
3.- Es de natura1eza sim~trica; es decir, el. coeficiente de corr~ 

1aci6n entre X e '/ (r'J(. 'I) es igual. al coeficiente de 'Corre-
1aci6n de Y y X (ry;t) . 

4.- Es independiente del or!gen y 1a escala; es decir, si definimos 
)C'.'r~)(l(t<!.y Y/·b'/ .. Td. , donde a>o, b> O, <?ydconstantes, 
el r entre J( • e Y # es igual. al t entre X e '/ 

5. - Si X e '/ son estadísticamente independientes ( esto es, si 
y sólo si J<!1 Y) = f ( ')(') J ('!) 1 la funci6n de densidad de pr.e_ 
babilidad conjunta pude expresarse como producto de las funcio­
nes de densidad de probabi1idad marginales), el. coeficiente de 
correlación entre el.las es ceroi pero si l- =O esto no quiere 
decir qñe 1as dos variables sean independientes. En otras pala­
bras, corre1aci6n cero no imp1ica necesariamente independencia. 

6.- Es una medida de asociaci~n lineal o dependencia 1ineal Gnica­
mente y no tiene sentido utilizar1o para describir relaciones 
no lineales. 

7.- Aunque mide la asociaci6n lineal. entre dos variables, no nece­
sariamente imp1ica una re1aci6n causa-efecto. 
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ESTIMACION DE INTERVALOS. 

En estadística la confiabilidad de un estimador puntual 

se mide por su error estándar o por su varianza. En lugar de con­
fiar en la estimaci6n puntual Gnicarnente, veremos cuál es la pro­

babilidad de que el estimador puntual se encuentre dentro de cieE 
to rango o intervalo alrededor del verdadero parámetro. 

Para ser más específicos, supongamos que querernos saber 

qué tan cerca está a_ de a.. Con tal fín, trataremos de enc2n 

de O y 

- fJ 
trar dos nGmeros positivos, o{. y /!J , que están dentro 

1, de manera que la probabilidad de que el intervalo ( Ó. 
a. ~ p contenga el valor verdadero de a sea ,_ "' Sirnb6--

licamente: ?r ( a - ¡5 ~ o ~ i1 -+ fb) = I - o<. ... :z 

Tal intervalo se conoce como 11 intervalo de confianza"; - .< se 

conoce como " coeficiente de confianza" y ,,(. ( O .(. ,( <. 1) se con2 
ce corno"nivel de significancia". LOs límites del intervalo de co.!! 

fianza se conocen como " 1!.mites de confianza" o " va1ores críticos~ 
En la práctica, .l. y 

mo 100 ..(. y 100 ( 

,_ .,(. 
se expresan en forma de porcentaje c2 

I - .<: ) por ciento. 
Es importante darnos cuenta de que: 

1. - La ecuaci6n I. no expresa que la probabilidad de que a.. e_!! 

tti entre los límites dados sea / - oC • Dado que O.. , aunque 

dczconocido, se 3~pone un ntímaro fija, tiene qua 
o fuera del intervalo. Lo que 'I. afirma es que 

dad de constru:!'.r un intervalo que contenga a Cl 

estar dentro 
la probabili­
es I - PL 

2.- El intervalo :::Les aleatorio, es decir, varía de una muestra ,.... 
a otra porque se basa en Cl que es aleatorio. 

3.- Como el intervalo de confianza es aleatorio, las afirmaciones 

probabilísticas relacionadas con él se entenderán en un sentl:_ 

do de largo plazo, es decir, en muestras repetidas. Más espe­

cíficamente, .I quiere decir que si en muestras repetidas -

se construyen intervalos corno el anterior con base en una pr2 

babilidad 1 - ""- , a largo plazo, en promedio, tales interva­
los contendrán en I - o( de los casos el verdadero valor del P!!. 
rárnetro. 
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¡. 

4.- El intervalo I es aleatorio mientras a. sea desconocido, p~ 
ro cuando tenemos una muestra espec!fica y hemos obtenido un 
valor num~rico específico de é;t , el intervalo 'X deja de -
ser aleatorio¡ está fijo. En este caso ya no podemos hacer la 
afirmaci6n probabilística .::I , es decir, no podemos afirmar -
que la probabilidad de que un intervalo fijo incluya el verd~ 

dero valor et sea / - o<. • En una situaci6n como esta, O. se 
encuentra ya sea dentro del intervalo fijo o fuera de ~l, en­

to.nces la probabilidad es 1 6 O. 

CONSTRUCCION DE INTERVALOS DE CONFIANZA. 

La regresi6n lineal normal supone que cada ,Y.t está di~ 
tribuído normalmente con: 

E (}t) =-o 
f cy.:) = tr~ 

(?.o V (j.,; 
1 
t · ) ', f (_5'¿ §J' J :::.O 

que puede expresarse como~+ '"\I ¡V (o 1 cr'Z.) 

De acuerdo con este supuesto, los estimadores mínimos -

cuadrados ordinarios tienen las propiedades: 

1.- Son insesgados. 

2.- Tienen varianza mínima. (Junto con (1), esto quiere decir -­
que son insesgados con varianza minima, estimadores "eficien­
tes'). 
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3.- Consistentes. Esto es, a medida que el tamaño de la muestra---­
aumenta indefinidamente, los estimadores convergen al valor po­
blacional verdadero. 

4.- Están normalmente distribuidos con: 

E. ( h) :: b 

vo.r ( b) ~ (1~ :; 

Vo.r (O.): a~ = 

s.- (T-:t.) 8/a-::..../:on T-2 grados de libertad. 

6.- están distribuidos independientemente de 

7.-

(Q., b) 

(a.B) tienen varianza mínima para todas 1.as clases de es-·-
estimadores insesgados. 

l!le esta manera, por ejemplo, la variable: 

z 
} ~"'-.. (Ó:. -a.) -t•1 

es una variable normal estandarizada. Parece, entonces, que pode-~ 

mos utilizar la distribuci6n normal para hacer afirmaciones proba-
bil.isticas acerca de siempre que la varianza poblacional ver-
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dadera se conozca. Sin embargo, (J"._ se conoce muy rara vez, y en 
la práctica se determina con el estimador inse7gado q:::~ , al sus­
tituir: 

refiri~ndose ahora al error estándar estimado. 
Si tenernos: 

Z, I = a-&\ 
"""·<Jl. 01') = 

'f Z:i,: (T-:l) u¡/if:i..-
Z,....,. /.J (o, I) para poder conocer Cí 

Z~ 'V f ;a. con T-2 grados de libertad 

entonces: 
" Si .Z 1 es una variable normal estandarizada [ z.,,.. N{o 1 1) J y .Za, 
es otra variable que sigue la distribuci6n ¡;Gzcon ~grados del~ 
bertad y es independiente de Z 1 ,la variable definida por: 

t= z, z,JK 
.¡;;:;, I Ji; ~ 

sigue la distribuci6n "t de Student" con K grados de libertad. 
Por lo tanto, en lugar de usar una distribuci6n normal 

podemos usar la distribuci6n t para establecer el intervalo de 
confianza para O. de la siguiente manera: 

p,. (- """'/;u .! -1: ~ t: ~.,,,, ) = J - <(. 

donde el valor de t en medio de esta doble desigualdad es el valor 
de t dado por: 

- 56 -



y donde ~~/:o. es el valor de t obtenido de la distribuci6n 
el nivel de sig~ificancia ,,L/~ y T-2 grados de libertad. 
Sustituyendo: 

[ - t,.¡,_ "' /-..<. 

reordenando: ..::_a~. ó:+iu1cl.e.sv.e.:.+. (~)] = 
?r [ 5: - /::,,.1,. J.e.Jv. L>+la) 'T -

y esto. nos proporciona un_ intervalo de confianza al 100( 

t para 

1- ~ 

1 - o<. 
por ciento para <'.A_ Este mismo orden de ideas nos sirve para b. 

INTERVALO DE CONFIANZA PARA 

Bajo el supuesto de normalidad: ¡ez .: ( r- ;¿, ) 

sigue la distribuci6n ;i~on T-2 grados de libertad, por ello po­
dernos utilizar la distribuci6n ¡{-.t.. para establecer el intervalo 
de confianza de <F.,_ : 

¡_,¿ 

reemplazando }"" : 

?r [cr-:z.) ;_¿ .. 
r"'/-. 

(7 ... ~ (7-~)~· ~J = 
/"" I • .y., 

,_ .,._, 

da el intervalo de confianza para tr ... de 1 O O ( I - .( ) %. 

PRUEBA DE HIPOTESIS. 

El problema de la prueba de hip6tesis estadística puede 
expresarse en los siguientes t~rminos: ¿ es un hecha u observa-­
ci6n. compatible con alguna hip6tesis, o no lo es? La palabra " co~ 
patible" en este contexto quiere decir " suficientementeº cerca -

del valor hipotético, de suerte que nos lleve a aceptar la hip6t~ 
sis que queremos analizar. De esta manera, si una teoría o una e~ 

- 57 -



periencia a priori nos lleva ~creer que el verdadero coeficiente 
es uno, se preguntará si el O. observado es consistente con la hi­
pótesis en juicio. Si es as!, la hip6tesis puede ser aceptada, si 

no, se rechaza. 
En el lenguaje de la estadística, la hipótesis propuesta, 

o hip6tesis sometida a análisis se conoce como hipótesis nula y se 
designa con el s!mbolo f/0 • La hip6tesis nula suele probarse con 
tra la hip6tesis alterna que se designa con t/1 . La teor!a de -

pruebas de hip6tesis se ocupa de diseñar reglas o procedimientos 
que permitan decidir cuándo aceptar o rechazar una hip6tesis nula 
y: 

1/o puede rechazarse si queda excluida del intervalo de confiaa 
za correspondiente a a. 
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2.2 MODELO DE REGRESION LINEAL MULTIPLE. 

La regresión lineal múltiple es la extensi6n de la regr~ 

si6n lineal simple para tomar en cuenta a más de una variable ind~ 
pendiente :X. • Es obviamente la t~cnica apropiada cuando queremos 
investigar los efectos de diferentes variables que actúan sobre '/ 
al mismo tiempo. AGn cuando únicamente estemos interesados en los 

efectos de una sola variable sobre otra, es bueno incluír las otras 

variables que influyen sobrefen un análisis de regresi6n múltiple 

por dos razones: 

1.- Para reducir el error estocástico, y con ello, reducir la va­

rianza residual. Esto hace que los intervalos de confianza sean más 

precisos. 

2.- Para eliminar el sesgo que puede darse si simplemente ignoramos 

una variable que afecta a Y sustancialmente. 

La manera más sencilla de expresar la relaci6n que busc~ 

mos ser!i: 

E (f-t) .:: a + b X '-1: + e. x ... -1: 

d'onde 1os regrc:::orcz J<,t:- y X.zi: est~n medidos nuevamente como de!. 

viaciones de sus medias. 
La diferencia entre el valor observado y esperado de '/t; 

es el t~rmino estoc!istico o de error § ~ . De ahí que cualquier 
valor observado '} t- puede expresarse como su valor esperado más el 

t~rmino de disturbancia: 

en donde "j>~ es considerado en la misma forma que en el apartado 

anterior. 
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De acuerdo a lo desarrollado en el capitulo anterior, 

tendremos que minimizar: ~ 

±(y~-0.- b><.,1;-CX?.1:) 
-l= 1 

donde ...,- .,- -r ...... - \ ;:¿, 

Lf.~= ¿(t -9,)"-= L..(Y1:_a-bx.,f-<?Xz-1:) 
t:, ./:: t:=1 t: t 7. =, 

y las 

y si las consideramos en forma de desviaciones de sus medias 

..... 
Cl .. 

'""\ 
C!. = 

..... 
¡, = 
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,...b " El estimador mide el cambio en r por variaciones 
unitarias en )( 1 mientras se mantiene constante X :i. • De la misma 

manera, e mide el cambio en '/ por variaciones unitarias en)(~ 
.::>< / • b y f son coeficientes mientras se mantiene constante 

de regresi6n parcial.. O. , b y e son estimadores insesgados 

por ser estimadores de mínimos cuadrados ordinarios ( como qued6 

demostrado en el. apartado anterior) 

Ahora: 

\}ar (b) 

Vare 

estirno..dor para cr'.l. será 

Sus características son: 

l.- Pasan por las medias Y , i<, , X;i.. 

2 .- El •1alor medio de >'1: estimado ( '11: l es igual al valor medio 

de los valores observados '/f , lo cual puede verse: 
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fe= ('i-'bx, -e~~) +- 'bx,"' "f"é4.1: 
...... 
...¡i; -=- y t b(x,~ .;<,)+e (><~t-x2.) 

(!.()mo 

sumando sobre todos los valores y dividiendo por T 

to. y 
:t/(.~1:=ó 

t•• 
porque 

T 

3.- L. .!t~ = o 
-t :.1 .,... 

4.- L~s r:siduos $-e no están correlacionados con '/~ , es decir, 

2:~-t 'IJ:-=o. t ... 

5.- Los 
esto es 

residuos }~ no están correlacionados con Xif 
ÉF. x,~ .. f!i~'l-4= o. 
ta.J~ ¿.,J• 

6.- Son estimadores insesgados, 

K~ estará dado por: 

ni con x~i. 

'í?:a. = i t,,~-x·~ +a 
r ,.. 
~· 1· 

:í(~ al igual que ,....~ está comprendido entre O y l. Si es l sis_ 
nifica que la l!nea de regresi6n ajustada explica el 100% de la -
variaci6n de '/ • Por otro lado, si es cero, el modelo no expl~ 
ca nada de las variaciones en '/ • Regularmente 7( "'estará entre 
los dos extremos y se dice que el ajuste es "mejor" mientras más 
cerca de 1 est~ Í( :l. • 
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De la misma manera que en el caso de des variables, exi~ 

te el " coeficiente de correlación" que será mO.ltiple, K , pero 
siempre será positivo. "R, es una medida de asociaci6n entre y' 
y todas las variables explicatorias conjuntamente. En la práctica, 

se considera más significativo í?'-' y a R se le dá poca impor­
tancia. 
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2.3 MODELOS LINEALES CON ERRORES EN LAS VARIABLES. 

En los apartados anteriores, hemos admitido que las va­
riables 4 eran observadas sin error, pero 1 aunque esta hip6te-­
sis quede justificada frecuentemente en la realidad, es importan­
te ver qué ocurre cuando no sucede as!, ya que las variables de un 
modelo no siempre son observables directamente y frecuentemente se 
sustituyen por otras muy relacionadas con ellas ( aunque no sea en 
forma rigurosa) • 

En estas circunstancias, es conveniente modificar·1as h~ 
p6tesis ~~sicas del modelo que habíamos considerado. 

T·~memos el modelo de regresi6n y supongamos que existe 
una relación lineal entre las variables ex6genas it y las end6g~ 
nas Je , entonces: 

Pero las variables :Z.t .Jit no son observadas exactamente, sino 
que ,solamente se ,tienen las evaluaciones aproximadas J41 , Yt't-r 
donde: 

en el cual ~e y ~~ son los vectores de los errores en las vari~ 
bles ( que se suponen aleatorios al igual que en los casos ante-­
rieres). 

Entonces, al substituir ~ por '7t_,,.,. , j¿.' por J'.¡,", se 
obtiene: 
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es decir, los errores ahora ser&n: 

si hubiera independencia en estos errores podríamos trabajar con 

m!nimos cuadrados*. A este respecto, se admite generalmente que 

los errores tienen una esperanza matem~tica nula y que son indepen 

dientes de los valores tomados por ;:1.-J, e :J.¡, ; lo cual implica qu-;:;­

tambii;n sean independientes de los errores en las ecuaciones, }-t . 
En estas condiciones, S-i- - f _. + A Y• son independientes de ,4 
pero no de ;(~~ • A un valor ;levado de í(.,T corresponde frecuente 

mente un valor elevado de j ~ - ft:- +A i;-1. . Esto indica que es­
indispensable la independencia de los errores con respecto a ;<l 
para poder utilizar las teor!as expuestas anteriormente sobre los 

modelos de regresi6n. 

Si las variables ex6genas se miden sin error, tendremos 

que <;.¡, O y J.¡- J' t:- entonces .><.¡" = /C-1; y los errores serán 
independientes, por lo que las propiedades estudiadas anterior-­

mente permanecen válidas aunque existan errores de medida en las 

variables end6genas, a condici6n de que no existan tales errores 

en las variables ex6genas, y que los de las variables end6genas 

obedezcan a las mismas hip6tesis que los errores en las ecuaciones. 

Como desafortunadamente las variables ex6genas a veces 

se ven afectadas por errores importantes de medida, necesitaremos 

algunos cambios pára poder medirlas: 

Supondremos que j".¡, y C:.·~ tienen esperanzas matemáticas nul.as 

independientemente de los valores tomados por ?C.¡- e :/-1: • Sin embaE 
go, en la práctica, puede suceder que las observaciones se vean 

afectadas por errores sistemáticos. 

* Malinvaud, Edmond. " Instrumentos Estad!sticos Para el Anál.isis 

Econom!'!trico". Ed. Ariel., pág. 366. 
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Para poder allanar esta dificultad, tomemos el modelo: 

en donde: 

de esa manera, los errores sistematices son funciones lineales de 
las variables a las que afectan. . ... 

Podremos entonces definir las nuevas variables ~, 

........ ·~~ d y los nuevos errores /t- ':f... don e: 

con 

E{]: /j~; jJ = D 

sera suficiente entonces la transformaci6n: 

...... "/1: = (I+ U,)j~ + Ua 

Esto es, las nuevas variables seran la suma de las variables ver-
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daderas y de los errores sistematices en observaciones correspon­

dientes, y siguen un modelo de regresi6n simple 

donde 

'\ 

b=- b(1r<A,)-T~o-Wo 
Q ( I f iJ 1J 

1 + uJ, 
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2.4 TRANSFORMACION DE VARIABLES. 

En los apartados anteriores hemos tomado como base que 
el modelo que describen los datos es lineal en los parámetros. D~ 
bido a que algunas veces no ocurre as!, para poder ll~var a cabo 
los desarrollos precedentes, el análisis tiene que realizarse en­
tonces sobre variables transformadas. La necesidad de transformar 
los datos surge porque la variable original, o el modelo en t~rm~ 
nos de la variable original, viola uno o más de los supuestos CO,!! 

siderados. Las hip6tesis que más frecuentemente se violan son las 
referentes a la linealidad en el modelo y 1a constancia de la va-­
rianza en los errores. 

Para satisfacer las suposiciones del modelo de regresi6n 
que hemos venido considerando, en vez de trabajar con las variables 
originales, algunas veces es necesari~ una transformaci6n en ellas. 
Esta necesidad puede darse por diferentes motivos: 
l)L~~eor!a puede ser muy específica al considerar una relaci6n no 
lineal entre las variables. una transformaci6n puede hacer que ~a 
relaci6n cambie a lineal. Por ejemplo, la "funci6n de producci6n" 
de Cobb-Douglas puede escribirse como: 

i. fh<, ... ;(.1.,6 

donde A- ,;.._ y f son constantes positivas y 
Y = producto 
X, trabajo 

X1... = capital 
visto de esta manera, no podemos utilizar nuestros modelos de re­
gresi6n lineal directamente¡ pero, si tomamos logaritmos: 

/oc¡ /::: lo¡ fl fo< lo¡ X, r¡'d L"if X a.. 

que ahora nos.describe una funci6n lineal y podremos usar los m~­
todos que ya habíamos considerado. 
2) La variable dependiente y analizada puede tener una distribu-­
ci6n de probabilidad cuya varianza está relacionada con la media, 
es decir, si la media está relacionada con el. val.or de l.a var.iable 
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independiente X , la varianza de '/ cambiará con /< , por lo cual 
la.varianza no será constante y, regularmente la distribuci6n de 
'/ será no normal·bajo estas condiciones. La no normalidad inval! 

da las pruebas de signíficancia. La varianza no constante de los 

errores producirá estimadores que son insesgados pero que no serán 
los mejores en el sentido de precisi6n. Con todo esto, regularmen­
te se transforman los datos para asegurar normalidad y constancia 
de 1a varianza en los errores. 

En la práctica, se eligen las transformaciones para as~ 
gurar la constancia de 1a varianza ( 11 transformaciones que esta­

bi1izan la varianza") . Afortunadamente, es una coincidencia que -

las transformaciones que estabilizan la varianza tambi~n son bue­
nas transformaciones normalizadoras. 
Eje~plos de estas transformaciones son: 

Funci6n Transforrnaci6n Forma lineal 

i; ¿,,., f ~ ')(.~.t..,,)( '/'· ...t....."'l .... _P><' 

Gráficas: 

;<. o 
.>o 



Funci6n Transformaci6n Forma Lineal 

'/ '= ,e.,,_ ..¡ 

Grlificas: 

() ·1~ ;K o '/p 

Funci6n Transformaci.6n 

x' = >- x 
Forma Lineal 

..¡ ... <><. +¡6 XI 

Grlifi.cas: 

o 



Funci6n 

>< 
i " <><>< -13 

Gráficas: 

Transformaci6n 
1. ¡ I 1 y-1,x=;¡ 

~--'-
' 

-1- - - ·- - - - - -
1 
1 

Funci6n 
y-. e"--rf3X 

: - 1 t e .... 13" 
Gráfica: i 

Transforrnaci6n 

o 

Forma Lineal 

-1'=<><-13><' 

-- - - - - --·-

Forma Lineal 

.;¡'.::ot.+-¡3 x' 
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. ~. 

2.5 COMPARACION ENTRE ESTOS MODELOS. 

Como fue mencionado en su oportunidad, la regresi6n -
maltiple es considerada sencillamente corno una extensi6n de la 
regresi6n lineal simple pero tiene ventajas importantes, que son: 
reducir los errores estocásticos y eliminar el sesgo que resulte 
de no considerar variables que pudieran afectar el comportamien­
to de la variable en estudio. 

Debemos estar conscientes de que al utilizar un modelo 
de regresi6n de la forma 

j=Qx+b 
estarnos suponiendo constantes ~ las otras variables que podr!an 
verse involucradas de alguna manera. 

El_narnero de regresores (variables independientes) tom~ 
dos en cuenta para la ecuaci6n del modelo de regresi6n correspon­
diente dependerá directamente del fen6meno en estudio • 
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CAPITULO 3 

METODOS ESTADISTICOS PARA MODELOS AUTORREGRESIVOS. 



3.0 EL PAPEL DE LOS REZAGOS EN LA ECONOMIA. 

En el análisis econ6rnico, la dependencia de la variable y 

con· respecto a otras variables x no es instantánea generalmente. Es 
frecuente ver que y responde a x después de cierto tiempo¡ a ese 
per{odo se le da el nombre de rezago o retraso. 

Cuando en el análisis de regresi6n ( en series de tiempo)'* 
el modelo incluye no solo los valores comunes de las variables ex­
plicatorias, sino también sus valores rezagados, se dice que ten~ 
rnos un modelo de rezagos distribuidos; pero, si el modelo incluye 
uno o más valores rezagados de la variable dependiente ( entre las 
variables explicatorias) se dice que tenemos un modelo autorregre­
sivo. 

Existen tres razones principales por las cuales ocurren estos re­
zagos: 
1.- Psicol6gicas.- Debido a la fuerza de costumbre, ante una baja 
en el precio o un aumento en el ingreso, la gente no cambia inme­
diatamente sus hábitos de consumo; además del hábito y de que el 
proceso de cambio puede implicar algunas pérdidas ( dependiendo 
de que el cambio se considere corno permanente o transitorio). 
2.- Tecnol6gicas.- Si suponernos que el precio del capital con re-­
laci6n al del trabajo decrece, volviéndose econ6rnicarnente posible 
la sustituci6n de trabajo por capital¡ las empresas no se apresu­
rarán a sustituir trabajo por capital, especialmente si creen que 
después de la ca1da temporal, el precio del capital supera sus ni_ 
veles anteriores. 
3.- Institucionales.- Las obligaciones contractuales pueden impedir 
a las empresas cambiar de un tipo de trabajo a otro o de una mate­
ria prima a otra. 

Por estas razones, los rezagos ocupan un lugar central en 
la econornia, que se reflejan en la metodologia econ6mica de corto y 

largo plazo. 

* Una serie temporal está formada por un conjunto de valores obte­
nidos de observaciones referentes al mismo fen6meno, realizados 
en una sucesi6n de momentos de tiempo, normalmente a intervalos 
iguales. 



3.1 ESTIMACION DIRECTA POR REGRESIONES LINEALES. 

Las leyes de comportamiento que intervienen en los mod~ 

.los econ6micos describen c6mo una o más variables end6genas se d~ 

terminan a partir de los valores tomados por ciertas variables ex~ 
genas. Es poco frecuente que la dependencia entre variables ex6ge­

nas y end6genas sea instantánea; sería entonces inexacto suponer 

que la adaptaci6n de los comportamientos se efectGa totalmente en 
un instante, después de cierto plazo fijo. Si las variables ex6ge­

nas permanecieran constantes durante un largo período, y luego, S,!;! 

frieran una fuerte modificaci6n (momento to en la gráfica), para 
no variar después, no se observará una variaci6n drástica de cada 
variable end6gena en el momento t 0 + e, sino más bien un paso prQ 

gresivo de un valor deeouilibrio a otro; esto puede representarse 
corno: 

t-----.r1 
• 1 

.. 
1 

Los modelos realistas para las relaciones econ6rnicas re­

quieren frecuentemente de la consideraci6n de variables con retar­
dos en las variables explicatorias. 

Si suponernos un modelo de la forma: 
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se asume que el efecto de j~·& aparece solamente en el periodo t 
y se completa dentro de ese perrodo. Pero es m&s frecuente consid!._ 
rar que el efecto de una variable est& distribuido sobre diferentes 
per~odos. Entonces podemos representar ~~te modelo como: 

siendo notorio de esta manera que queda comprendido en la c~tegorta 
general de los modelos de regresi6n que fueron desarrollados en el 
capitulo anterior. 
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3. 2 METODO DE MINIMOS CUADRADOS.· 

Supongamos que existe una sola variable endógena ~ y una 
sola variable exC:gena ,;i(t , tomando el valor xº antes de t 0 y el 
valor x' a partir de t 0 • Supongamos, además, que la relación entre 

;!.¡, e 11 sea lineal y exacta, de tal forma que el valor de equi-­
librio de j¡,. sea o( ;<º+-f.> antes de t 0 y o<x 1 +r?J cuando se ha f.!_. 

nalizado el ajuste al nuevo valor.de /{é • En el intervalo, podemos 
admitir entonces que el valor de </~ depende linealmente de xº y de 
x' con coeficientes de función solamente de la diferencia de t-t 0 • 

Podemos escribir, entonces: 

,¡ =dd x'+"' (1-dc.);<º"-
/io ... c e 

y, haciendo e >o 

resulta: 

si admitimos que de es igual a 1 a partir de h, por lo cual t?c =O 

para <: > ~ • 
En general, si la variable exGgena ;!t; sigut::= una evolu­

ción cualquiera, el valor de la variable endógena Yt puede consi_ 
derarse como una función lineal de los valores tomados anteriorme~ 

te por Jtt , o sea: 

con Ji. 
'/ , = .( 

.,.. l::.o 

Z:.C "'I 
~&o e 

de donde _, ..,, +-13 ll -r;f "X -1.,,(,")lt .¡.. ...... «, ,,.._L_, 
./~- O I ./·/ ?\. 1" "-

e( 
~ 

sin condición alguna sobre los coeficientes 
Al considerar los errores aleator.ios: 

fi =o<.;<,,~,(, :;ii:~-1.,. ... °' o{A ;;;e~-'1. .¡. /!J f Jt-
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Regularmente se tiene a priori algGn conocimiento sobre 
los coeficientes o(0 , ,,( 1 , c<l¡, • La influencia del valor 
tornado por una variable ex6gena durante el período t 0 debe ser e~ 
pecialrnente importante para los valores de la variable end6gena 
en el curso de los períodos que siguen inmediatamente ató. En -
muchos casos, o<.o podrá ser mayor que todos, o se podrá admitir -
que .,l.C < ,,(C-1 para todo C entre 1 y h. 

Corno casi siempre los datos no permiten una deterrnina-­
ci6n muy precisa de los coeficientes del modelo, y dado que nues­
tros conocimientos a priori sobre la sucesi6n de los coeficientes 
son muy reducidos, la elecci6n de las hip6tesis sobre á~ debe in~ 
pirarse en consideraciones de simplicidad. 
Las hip6tesis más cornGnrnente tornadas son: 

La " distribuci6n exponencial" C 
(!e = ( / - e) <! 

que representa un decrecimiento georn~trico y elimina el problema 
de la elección de retardo máximo h. Tiene el inconveniente de no 
poder aplicarse al conjunto de la sucesión más que si las ..fe de.cr!!_ 
cen desde los primeros t~rrninos. 

cuando no hay más que una variable exógena, esta distr~ 
bución conduce a un modelo en el que la forma autorregresiva es -
particularmente simple: 

j-1: :: d 

que al hacer 
e = h ( 1- (!) 

puede·expresarse corno: 

(! }.¡,. I + d -;( ./ 
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- La"distribuci6n de Pascal". 

Aqut se define a eC de la forma: 

( ) r+I,, r (1 i:: 
(!t:: 1-C '-¡.+¿ 

donde se hace intervenir solamente a los par1imetros c y r, y nos 
conduce nuevamente a la distribuci6n exponencial cuando r=O y da, 
para los dem1is valores de r, una gran variedad de evoluciones P2 
sibles~ 

Esto nos conduce a que, en vez de considerar la forma d,i 
recta del modelo con rezagos escalonados, se puede pensar en esti­
mar ·1os coeficientes desconocidos sobre la forma autorregresiva. 

Podcmc~ entonces escribir la forma autorregresiva como: 

!f /; .. (!. !/t. 1 + d ft1;- + e. + ~ 
si las ,,(e obedecen a una distribuci6n exponencial -'r: =el ec: y 

J1: =acJH-c.'-J1,-,_+d~1;-1-e-1-Jt 
si l~s o(l: obedecen a una distribuci6n de Pascal de par~e:tro• r=l. 

Para la distribuci6n exponencial, la estimaci6n por aju~ 
te mtnimo cuadr1iticá puede llevarse a cabo aplicando las formas de 
regresi6n desarrolladas en el capitulo anterior. Para la distribu­
ci6n de Pascal, es necesario tener un desarrollo distinto. 

*MALINVAUD, Edmond. "Instrumentos. Estadtsticos de la Econornetrta" 
p1ig. 540. 
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Tendremos entonces que minimizar: 
T ) :Z. f., (¡~ - :i. e! '11:-1 .¡. <! ~'/J.-2 -d. ~I: - l. 

y al derivarla resultar~: 

i!:_ (J1:-i _ e~-~) (!/l: _ '.:l (J_j-1- t + e},_ 2. -el ~" - e) =-o 
t:.1 

i!_p:," (!f.J,- R.eJ¡,._,+c~t-~-d~i:-e).::..o 
-é""' 

..J.. /,, - :Z e. "' +e :z..; - d -:it'" - e) -= o 
~ ~, ,,_, JI:-~ . 
~~1 7 T 

Y si ¡;¡ 1 = _L L 11:-1 1- '1. ~ f ¡;., ft-t. 
¡ - r i:"I 

-c"'[;.(~.,),i. .3 [-x_, ;;t_~J + l?d [:;t..~z)J !". J ... /¿cz-1.J ,,, o 
_ C.{f:."ll 'J..,,'J .+ ~ !x~ 1J -d 1-~-,z. 

<! '- (;<.,. z.J - ~e b<-1 Z.J - d [z. •J +f;<:z.J = 0 

e "i_~ - ,_ <! ~ - , - d :i: - cz + ~ = o 

.... (I> 

(~) 

. (3) 

una vez determinados c y d, la tercera ecuaci6n dará el valor de e. 
La segunda da el valor de d, cuando se ha logrado determinar e¡ y e 
se obtiene eliminando d de las dos primeras ecuaciones y resoivien­
do la ecuaci6n de tercer grado resultante. 

Solamente importan las raíces inferiores a 1, ya que "Se 
sabe que existe una raíz que tiende en probabilidad hacia el valor 
real c, que tiene un m6dulo inferior a l. Pero no es seguro, a pri.2, 
ri, que en una muestra cualquiera, la ecuaci6n de tercer grado te~ 
ga una soluci6n comprendida entre cero y uno. Si no es as!, el si~ 
tema no sirve"• 

*MALINVAUD, Edrnond. Op. Cit. P~g 540. 

- so -



3.3 AJUSTE DE MINIMOS CUADRADOS EN MUESTRAS PEQUE~AS. 

En Econometría se utilizan frecuentemente series estad!~ 

ticas cortas, por eso es interesante conocer m~s exactamente las 

distribuciones de las estimaciones obtenidas por el método de mí­

nimos cuadrados para las muestras pequeñas. Desafortunadamente, 

estas distribuciones son muy complicadas y no ha sido posible e~ 
tablecerlas mas que para casos muy particulares. 

Consideremos el m~s sencillo de los modelos: 

lb 1 -< I 

utilizando mínimos cuadrados: 

U= se.r mlnima.. 

- o 
= 

-r 
...... ~ ¡(."' 't-1:-1 

b -t=:z.. =------
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Su esperanza matemática 'de l/T, viene dada por: 

E(°h)~b(J-f) 
_.;¿b 

Cuando T crece indefinidamente, el error sistemático 7.:. se hace 
infinitamente pequeño en re1aci6n con la desviaci6n de b , que 
es: 
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CAPITULO 4 

METODOS ESTADISTICOS PARA MODELOS DE ECUACIONES SIMULTANEAS. 



.4.0 PROBLEMAS DE IDENTIFICACION DE OFERTA Y DEMANDA. 

Desde la lº guerra mundial se intentaron determinar empf 
ricamente las leyes de la demanda relacionando la cantidad pedida 
con el precio del producto. Para ello, se utilizaron las series e~ 
tadísticas que arrojaban las cantidades consumidas y los precios 
en un mismo país y durante aiferentes períodos. Algunos de los 
resultados obtenidos parecían sorprendentes. 

En 1927 se dernostr6 que los ajustes realizados no hacían 
aparecer necesariamente las leyes de la demanda. Si volvemos al ej~ 
plo del capítulo 1, el precio y la cantid.ad consumida de un produ!:< 
to se determinan simultáneamente después de una confrontaci6n entre 
la demanda de los consumidores y la oferta de los productores. 

Indudablemente, este esquema te6rico corresponde s6lo -
aproximadamente a los hechos. Además del precio, pueden actuar otros 
factores sobre las ofertas y las demandas, pero si el efecto de -
estos factores es débil de alguna manera, el conjunto de datos ºE 
servados para una sucesi6n de perí'odos deberá situarse cerca de.l 
punto de equilibrio, formando una nube que no puede darnos infor­
rnaci6n acerca de la forma de la curva de la demanda. 

Tornando un modelo aleatorio lineal con ecuaciones sirnul-
táneas: 

donde ft = precio, q¡., = cantidades. 
b 1 , h;.. , -f, , .f,_ son coeficientes constantes desconocidos y r/11, 

1Ai son los términos aleatorios de medias nulas ( que traducen el 
efecto de factores no identificables). 
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si: b, 1 b~ 

b~1'" - b, z .. t 
6 :J.- b I 

tendremos un sistema de la forma: 

} !}¡, " ª'º +-!tu: 
( f't:=O. ~o + j~ ./: 

b:1,.- h, 

Estas dos ecuaciones nos indican claramente que la cant~ 
dad y el precio deben tomar valores distribuidos al azar alrededor 
de q10 y 01,0 , que a su vez definen las coordenadas del punto de -
intersecci6n de la oferta media y la demanda media. 

(t=l,2, ••• T) 

O,to, y de 

Una muestra de observaciones sobre ft y ti 
permite una determinaci6n m§s o menos precisa de Cito y 

la ley de distribuci6n del par <_f.1 1; , J;¡t l . 
Pero esto no basta para determinar los coeficientes b, , 

} 11 b,,_ '/ ¡,_ , y la ley de distribuci6n de ( 7/i/- , Y/;1.-t- ) , ya que las re­
laciones C/¡o y QJ.o no pueden resolverse de manera llnica con respecto 

a 61 , } 1 , (¡,._ y f ~ . 
De esa manera, las relaciones estrucrurales oferta y de­

manda no son identificables. 
Puede también ocurrir que la oferta y la demanda depen­

dan ambos de factores distintos que el precio. sobre una gráfica 
de dos dimensiones, la nube de puntos no tiene ya ninguna forma -
determinada; pero este hecho, no impide una identificaci6n de las 

relaciones de oferta y demanda. Algunos de los factores que acttlan 
sobre. la oferta pueden dejar la demanda invariable, mientras que 
ciertos factores localizados que actllan sobre la demanda pueden -
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dejar la oferta invariable; con esto, se pueden identificar las dos 
leyes. 

Los obstáculos más frecuentes para la comprensión del pr.!:!_ 
blerna son: 

Para construir una tabla de demanda hacernos variar el pre 

cio del bien y observarnos lo que ocurriría. con la cantidad comprada 
en un periodo cualquiera de tiempo, dentro del cual no varía ningGn 
otro dato que pudiera enturbiar nuestro experimento~ Esto es, al -
hacer variar el precio no podemos variar al mismo tiempo los ingre­
sos de las familias, ni el precio de un p~oducto sustitutivo, ni 
cualquier otra cosa que pudiera desplazar la curva de demanda. 

La segunda dificultad es más sutil y, aunque no es tan 
probable que se presente, es más difícil de resolver que la ante­
rior pues" Si la cantidad vendida por una persona es exactamente la 
cantidad comprada por otra;¿ C6mo es que la igualdad entre la ofeE 
ta y la demanda determina el precio de equilibrio?" 

La cantidad comprada ha de ser siempre igual a la can.ti­
dad vendida, cualquiera que sea el precio. Independientemente de -
que el mercado est~ o no en equilibrio, el estadístico que se ded~ 
que a reunir los datos de las cantidades compradas y vendidas en­
contrará siempre la misma cifra por ambos lados, pues no son sino 
aspectos distintos de un mismo fenómeno. 

Lo que en realidad interesa es que " el precio al cual 
la cantidad de consumidores están dispuestos a seguir comprando" 
sea igual exactamente a " la cantidad que los productores est~n 
dispuestos a seguir vendiendo". A este precio no habrá tendencia 

a subir ni a bajar. 
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4.1 ESTIMACION DE LAS LEYES DE DEMANDA. 

Si considerarnos un caso sencillo que permite la identif.:!:_ 

caci6n de la demanda, aquel cuya nube de puntos se distribuye a1r~ 
dedor de una curva de demanda estable; por ejemplo, para gran núm~ 

ro de productos agrícolas se observa efectivamente una relaci6n i~ 
versa entre precio y cantidad consumida. Dicha relaci6n es debida 
a 1os consumidores, ya que la cosecha, que varía de un año a otro, 
debe venderse a un precio tal que los consumidores están dispuestos 
a absort:>erla en su totalidad. E1 mercado comporta entonces una de­
manda estab1e ( curva D) y una oferta que se desplazará hacia arr.:!:_ 
ba o hacia abajo segGn la abundancia de la cosecha ( curvas 01, o 2 , 

03). La nube de puntos observados en una sucesi6n de años se repa~ 
te alrededor de la curva de demanda e informa perfectamente acerca 

de su posici6n. Las propiedades de los diferentes estimadores po-
sibles dependen evidentemente de1 mode1o que se juzgue adecuado. 

'I 

o, 
_o .. 

o '--------------p 
Considerando que las variaciones de la oferta reflejan 

1as de las condiciones meteorol6gicas ( ya que la cosecha se v~ 
afectada directamente por ellas) , podemos admitir un índice e~ 
que mida el estado de estas condiciones en el año t. Esto queda 

representado por: 

t¿ • h,f't +-a, B¿. +-_}, +11-t 

~.¡,==-bJ.f1: -rj;J..+1;1..1: 
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donde: 
fi = precio en el año t 
91:-= cantidad en el año t 

?11:1 fl;.t = t~rminos aleatorios. 
en el cual las dos relaciones representan respectivamente la ofer 
ta y la demanda. Para determinar el. par ( Pt- , !}-~ ) en_ un precio -
para el que é)I: tiene un val.or dado, trazaremos la funci6n de ofeE_ 

ta media ( l.a esperanza) (3 J 
f/I: = b1 flt: "f t!., ~ T / 

y la funci6n de demanda media: } 

'!/-/. ,, b,,. f 1: + :2.. • 
en un diagrama con p en absdsas y q en ordenadas: 

o 
En ausencia de factores no identificados, l.a cantidad !/1:Y el precio 
p~ tomarían los valores definidos por· el punto de intersecci6n de 

O y O ( como en el ejemplo del capítulo 1) , pero, debido a ~t- y 4b, 
los val.ores observados corresponden al punto de intersecci6n M de 
l.as dos curvas deducidas respectivamente de O y O mediante desplaza 
mientes ve.rtical.es de l.ongitudes ~b y ~A b • Si Bt: tomara el. mism~ 
val.or para todas las observaciones, l.os puntos observados quedarían 
repartidos alrededor de la intersecci6n de O y D, correspondiendo -
una perturbaci6n ~~ positiva a valores elevados de p y de q¡ y una 
perturbaci6n posil~va ~ a un val.or el.evado de q, pero pequeño de 
p. 
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4.2 ESTIMACIONES DE FUNCIONES DE PRODUCCION. 

B§sicamente, la función· de producción es, por una parte, 

una relación técnica entre cantidades de varios factores de pro-­

ducción o insumos, y por la otra, la cantidad de producto o pro-­

ducción que generan. Estos términos sugieren que la producción es 

un proceso físico mediante el cual los insumos se transforman en 

productos; sin embargo·, la función de producción no se limita a -

las variaciones posibles dentro de un proceso ti;cnico de produc.ción 

sin? que cubre toda la gama de métodos de producción concebibles. 

La teoría económica se interesa por factores de producción muy ~ 

abstractos como trabajo y capital. 

La función de producción resume las restricciones técni 

cas que delimitan el comportamiento económico en la variación de 

las proporciones relativas de los distintos insumos. El principal 

interés.de las teorías económicas se centra en la substitución de 

un factor de producción por otro. 

La función de producción de una empresa representa las 

iimitaciones t~cnicas que se imponen a esta empresa. Determina las 

ca·ntidades de producto que pueden obtenerse a partir de cualquier 

combinación de factores puestos en juego. 

Si consideramos la función de producción: 
(1) :>< = f ( l/1 1 V ... , . . v.r ) 

en donde. X es el v?lúmen de producción y l}_/, J =1,2, ••• T, denota 
cantidades o volfunenes de varios factores productivos, en esta e­

tapa no es necesario precisar la forma de la función de producción 

ni introducir todavía un término de perturbación. Ignoramos tam­

bién todos los problemas de definición y medición dando por hecho 

que tenemos suficientes observaciones de ,X y de v~· así como los 

precios correspondientes que denotaremos por P, lj'. 
Lo primero 

error leer ( l ) como 

gena determinante de 

que es 

si 'Ú" 
>< . 

necesario establecer es que sería un 

fuera una variable independiente ex~ 

La producción no es espontánea y cie~ 
tamente no consiste en juntar algunos insumos dados arbitrariame~ 
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te y en esperar pacientemente el resultado. Por el contrario, la 
determinaci6n conjunta de i¿,· , y por lo tanto de )( , est~ gobeE 
nada por consideraciones econ6micas que debemos incorporar al mod~ 
lo. El enfoque común consiste en suponer que el productor determi­
na 1/ Jª de modo tal que maximi':'e lo~ .. beneficio·.s W donde: 

\ I = -p .X - +: 'f}· V,' 
w .f~' " 

teniendo p y como variables predeterminadas. 
Si existe un máximo definido de lAJ , el productor es-­

tablecerá el valor de los insumos VJ' a un nivel que satisfaga: 

J::',:i.1. ··1 r 
y estos valores están determinados por la soluci6n de este sistema 
de Í ecuaciones simultáneas, que se convierten en: 

'11.p ~ -p. 
o '{¡ . ..J 

.. /=',~) .. ,í 

y en esta forma se conocen con el nombre de " condiciones de pro­
ductividad marginal". 

Estas condiciones de productividad marginal se utilizan 
para determinar las cantidades del insumo como funci6n de precios 
dados. En este caso, las ecuaci.ones no pueden t.01uarse una por un:i, 

1o que dificulta su utilizaci6n. 
Si nos referimos al caso en donde exista solamente un -

producto Q , y dos factores, cuyas cantidades serán N y I<, 
( en la mayor parte de las veces, rJ representa el factor trabajo 

.Y '/(. el capital) la funci6n de producci6n se escribe entonces: 

<f :.J (¡.}, 1<.'J 
que fuera hasta hace poco, la base exclusiva del estudio de funci2 
nes de producci6n, y que forman entonces una funci6n de produoci6n 

Cobb-Douglas: q =A N"-Kp 

que, como vimos en el capítulo 2, puede ser sometida a una trans­
formaci6n para convertirla en una relaci6n lineal • 

~En el sentido econ6mico. 
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Por supuesto, estos no son los Gnicos criterios para --­

analizar funciones de producci6n. También en la Organizaci6n de las 
Naciones Unidas (o. N. U.) se ha desarrollado una investigaci6n -
para ello aplicándolo a industrias y basándose en funciones de pro­

ducci6n que se expresen en forma polin6mica cuya estructura matemá­
tica es de un polinomio de grado menor o igual a tres. Para P in­
sumos la forma de escribirlos es: 

donde las . (3 

_[' ? ~ 

+ fa fJ. X. i ¡' ;- f.:; f.¡/ X~. 
p r J J-

+ Z:: "L fi.J· t X'J· · X, l J <,( /• 

n.. 

son los parámetros desconocidos • 

. - Análogamente, se puede hacer el mismo tipo de e.studios 
considerando que las rectas son, en especial, polinomios de ler -­
grado; de ah~ que pueda verse fácilmente como expansi6n por series 

de Taylor. Se define después una manera para calcular esparenza y 
varianza de las variables para regresi6n simple y m~ltiplc. Este 
es el caso específico que se presenta en el capítulo 5. 
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4.3 MODELOS RECURSIVOS. 

Sea: 

8 ;;t-1; + (!J.+ + '(-b = o 

la forma estructural de un modelo de ecuaciones mfiltiples. El mo­
delo recibe el nombre de recursivo si ex±ste un erden de· las va-­
~iab1es. end6~e~as ual qü~ la matri~ B sea .triangular y si• 

b(_¡. =o . . 
J ~ ¿ 

E (nú , ?t;¡ )-=o JI'" 
la i-ésirna ecuaci6n estructural puede considerarse entonces como 
representando la determinaci6n causal de la i-ésima variable end~ 
gena ¡{¿" a partir del error j /. y de las demás variables que inter­
vienen en dicha ecuaci6n. No hay ninguna relación de dependencia 
de ';t t 0 

hacia X.t , -¡( ~ , • , ;:t,•-¡ • Una regresi6n rnfiltiple de 
tt respecto a las demás variables que intervienen en la i-ésirna 

ecuación estructural proporciona un estimador convergente4 de esta 
ecuación. 

Esta definici6n y esta propiedad se generalizan a los -
modelos en los que intervienen variables ·end6genas retardadas. Co,!l 
sideremos un modelo propuesto para describir el mercado de ciertos 
art!culos de origen agr!cola (la carne de cerdo en particular). 

La oferta es función del precio del año anterior, mientras 
que la demanda lo es del año considerado. La decisión de producción 
debe tornarse con mucha anticipación sobre la base de los precios -
observados en la campaña precedente. Este modelo puede escribirse: 

>T 

(f 1:-= d, ,P.¡_,.,. }1 
ft:: i; ~~ -1- J ~ 

En el sentido de funci6n. - 92 -
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podemos representar las dependencias mediante el esquema: 

-> .Pt-1 --? ~'- -> ¡:.¡,. --J 'f.¡,_, I 
...-"' ?' /7 /.., 

l(z,-t-1 7f,.~ 7/i,4. 'J'/ 1, .¿+-1 
pero el modelo no constituye una cadena causal pura a menos que los 
errores satisfagan las condiciones restrictivas: 

E" ( 1(¡.r "1/1 I i -z.) ::-0 4' l:: ~ 0 

es decir, para que no exista relación entre r,i 1- y 7-t- , es necesa­
rio que 7/A-é no esté relacionada con '711- , ni con l/;;, ,¡.r , >l11 "-1 , etc. 
Los errores 7/.i ~ relativos a diferentes años no deben presentar nin­
guna correlaci6n y tampoco deben estar relacionados con los valores 
anteriores de 7)1.¡, •. 

El sistema puede considerarse como un modelo autorregre­

sivo sobre el vector de componentes ( ,P~ , ~¿ ). 

\la ausencia de relación entre los errores debe estipular­
se para que la regresi6n mínimo cuadrática proporcione un estimador 
convergente de un modelo autorregresivo. ( De no ser as!, los erro­
res también estarían relacionados con las variables predeterminadas, 
con respecto a las cuales se ha calculado la regresión) • 

En general, si consideramos el modelo: 

13 ;t1; -1<!.zi--+ T> 1 ~4-J + + D1¡ 'Z-t:--A+f-1: =a 

en donde las diferentes ecuaciones constituyen las relaciones estrE.E_ 
turales, el modelo se llama recursivo si los errores no están rel~ 
cionados entre st, 
( i=l,2, ••• ,n) tal 

y si existe uri orden en las variables endógenas 

que la matr!z B sea triangular, es decir, si: 

ó !/=o 
E (11, '° '?;·) -t -z) = o 

E ( 7;,·t 1/t ) = 0 

-!fJ• >/ 
v" t',J. 7 

15' I t 
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En un modelo recursivo una regresi6n mt:i.ltiple de 1-t 
con relaci6n a las demás variables qué intervienen en la i-~sima 
ecuaci6n estructural proporciona un estimador convergente para-· 
esta ecuaci6n. Los modelos recursivos presentan la ventaja de po­
der estimarlos mediante procedimientos sencillos, debido a que 

cada ecuaci6n es independiente de las demás; es decir, se tendrán 

varias regresiones. Debido a esto, el tratar por separado cada 
ecuaci6n queda comprendido dentro de los cap!tulos anterio.res. 
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CAPITULO 5 
APLICACIONES DE LOS METODOS ESTADISTICOS. 



..... 

EVALUACION DE PROYECTOS. 

Una de las partes más importantes del análisis econ6mico 
es la de evaluaci6n de proyectos para empresas pGblicas y/o pri-­

vadas. Hay dos tipos de evaluaci6n aunque en realidad se trate -­
de una forma con dos puntos de vista diferentes. Cuando se toma 
en cuenta el punto de vista de la empresa, se tendrá una evaluaci6n 

financiera, y, cuando se toma en cuenta el punto de vista de la c~ 
munidad, tendremos una evaluaci6n econ6mica. 

Si se toma en cuenta una eva1uaci6n financiera, al mismo 
tiempo será econ6mica ya que entonces se verá involucrado alguno 

de los tres sectores en los que se ha dividido la economía mexic~ 
na. 

La eva1uaci6n de proyectos se refiere a la forma en la 
que pueden acomodarse en el mercado los distintos bienes existentes 
considerando que: 'Süll<'~ t4. (!en.amo 1?~.at · 

/ 
?ilene:; ' /:') a.) :rnmo/<'4ka 

..... b) 'l:JutrA<l«'OS 
~,~.J.ema.. Ble.nt:. -> /3le.~ ;~ -ler/nd.t'~ ~ 

7#-o.:We./i'.-o "-..,.> 5erv1ºei~ .s / "'-.> 8/ent.s ck C!Qplftl l 

En el sistema productivo un bien tiene su valor de uso de la tran~ 
formaci6n de materia prima o materia bruta. Los bienes se conside­
ran comprendidos en alguna de las siguientes categorías: 
Inmediatos.- Como los alimentos y el vestido, ya que se consumen 

por todos los miembros de la sociedad en todo momento. 
Duraderos.- Son los bienes más sofisticados, como los autom6viles, 

refrigeradores, etc 
Intermedios.-Son los que componen a un bien final ( que puede ser 

inmediato o duradero), como la madera, turbinas de un 

avi6n, motores, etc. 
De Capital.- Son los que Marx llama capital constante, como el ca_ 

pital de las grandes industrias, barcos, etc. 
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La mayor producci6n de bienes casi siempre está dirigida 

a los de consumo final, en particular, los inmediatos. Los bienes 
más rentables son los de capital porque en ellos se involucra peE 
fectamente un proceso de producci6n. En los bienes de capital no 
se requiere de mucha gente, hay incluso algunos que no son produci 
dos en ciertos paises por la mano de obra , las nuevas inversiones 
requeridas, etc., lo que influye es: 

i) La experiencia 

ii) El mercado existente. 

iii) ; :ra recuperaci6n de la inversi6n. 

Al estar relacionad.11 la actividad econ6mica en forma di 
recta con el sistema productivo, se proporcionan bienes y servicios 

para los cuales, dado que existan o no, se tienen los m~todos de 
planeaci6n y de operaci6n. A partir de ellos se implanta un mejor 

diseño y/o mejores medidas correctivas. En este ejemplo, nos ref~ 
riremos al m~todo de planeaci6n. 

En la evaluaci6n de proyectos trataremos de medir la ren 

tabilidad de un sistema productivo no existente. Esto es, vamos a 
considerar si un proyecto es o no rentable. 

En proyectos de la iniciativa pública se requieren los 
máximos beneficios para la sociedad ya que dicho proyecto afecta 
a toda la comunidad. En proyectos de la iniciativa privada se re­
quieren las máximas utilidades para la empresa. 

Como a futuro los precios no van a mantenerse constantes, 

por lo general la tasa para el cálculo será la del inter~s bancario 
del mercado en donde piensan colocarse los bienes. Los inversioni~ 
tas hacen un horizonte de planeaci6n en donde: 

-1 

o 

81 
e, 
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I. = Invers i6n 
l3t = Beneficios o Ingresos 
<!-t = Costos 

y la rentabilidad se mide trayendo a valor presente, de modo que: 

? ..: - I. + i:.. !J..,-<!* 
., -e.=. (l+t').,, 

donde l será fijada por el interés bancario. 

Por ello, el criterio que usaremos será: 
..¿::. ( 8-t -('-t) 

v p¡.¡: - 1 + L. · (1+i)-t 
i•· 

y, si V P N / O el sistema productivo es rentable 
vPN ..:: O el sistema productivo no es rentable 

porque la rentabilidad se mide con respecto a la inversi6n y el 
tiempo. 

La recuperación de activos, los intereses y la iriversi6n 
no necesariamente son al principio del horizonte de planeación •. 

Debido a que en México se considera como mercado fuerte 
los bienes de consumo final, este estudio se referirá a la produ~ 
ci6n de ·un bien duradero. 

El análisis debe empezar por conocer el entorno del si~ 
tema, formado por: competidores, proveedores, clientes, usuarios, 
etc., y de ah! deberán buscarse diferentes combinaciones hasta l~ 
grar los objetivos. una vez que se haya elegido el mejor de los 
proyectos, este deberá implantarse y controlarse en su desarrollo 
para evitar desviaciones inconvenientes. 
Los datos necesarios para la evaluación serán: 

Utilidad Bruta = Ingresos - Costos 
Utilidad de Operación = Utilidad Bruta - Intereses 
Utilidad Neta = Utilidad de Operaci6n ( Reparto de Utilidades 

+ Impuestos sobre la renta) 

Hasta aqu! para efectos fiscales ( Estado de pérdidas y ganancias) 
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Depreciaci6n 
Intereses 

- Inversi6n de Activos y Capital { que se usa porque si no, est~ 
riamos considerando dos veces 
la depreciaci6n). 

El período de recuperaci6n estará dado por: 

Monto de la Inversión 
Beneficio Bruto Medio Anual* 

que es la media aritm~tica de la diferencia entre ingresos y ga~ 
tos del proyecto durante su vida~ 

El análisis nos dirá cuál es la capacidad que tiene la 
empresa para hacer frente al proyecto. 

Supondremos que los beneficios y los costos se comportan 
como variables aleatorias, de modo que lo que queremos encontrar 
es el valor esperado del valor presente neto, E (V P Al 'J • Para 
ello supondremos que vPN se comporta como una normal y bus-­
caremos que la varianza ( promedio de variaci6n de los valores de 
su media) tienda a cero. 

Como las proyecciones serán con base en datos hist6ricos, 
lo que se estará haciendo no es más que análisis de regresi6n, p~ 
ro utilizando m~todos distintos a los desarro!.lados en los dos pr! 
meros capítulos de este trabajo. 

Usando el llamado " Enfoque de ler orden", cuando se tr~ 
regresión lineal simple tendremos: , / .¡.. 

a _ u .¡ ~- u= defe,1m1111..:. 'ca 
~=;,: .', 1. 1 ;:<. - ::r ;,. ,. .e.s-loed:s f,'&> 
'l "7-neu>n .ne.a,. . J 

7-a+bv- · 
él'f) = ;,( €(x))" at-bl"(;<) :i, b'Z. 'l 

Var ('f):: Íd(q+b><)I lo; ... o)( l d.x €.(A 

te de 
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~uando se traté de dos variables: 

f 0 = (x¡'' / X~º) 
utilizando desarrollo en series de Taylor: 

i. = h {x.° 1 xiº) 4/ <x,-x,º) ;..f4+ 1 (x;r.-x,.º'>) 
([ dx.1 x," cJxi. x.,,º. 

al tomar valores esperados: 

'/'' :: [E (;<,) I E (X:i. )] 

7 = li. [E (,<i) 
1 

E(x
2

) + 514} (x~ -H><,)) +-4 / O<z. - ¡;-e<~ )l 
dx i t (!<,) d;r. z H<..) J 

entonces 
E('I)"' >1 { E(;<,),E(;<z)) 

Va r {Y):: Va r c~1 (¡r., -E(Jl.i)) +;;>I, 1 {_Az,- E{;<~)) ) 
eJ<, ~V..') é})l.z Eú<.i) 

Va..r (Jt,vl ) = Va r {x) + Va r l''I )-f P.. ea V (;<, Y) 

v'a r (K
1

1é +i<-z. i) = 1<.1 :?J v'ar(x)r l<z..J.. í/o.rt1) + ~ 1<, I<~ Col/ é<, Y) 

4 ~ (~A }-.t.·))(~} \ (eov (;<. 1x-z.)) 
QXI /:: V"I f;);'z. f{¿<2)) 

y, como 
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Var UJ 

finalmente, para regresi6n lineal rnGltiple: 

Como considerarnos que el comportamiento del 11 PN es normal, lo que 

nos interesa a f!n de cuentas, es cuándo la probabilidad será ma­

yor que cero. 
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esto es 
J ( vPN"\ 

é(VPN) 
P(vPNJ"-0 

[VPN-~v'PN / 
P[vPN<:a].:P ...... 

f"vpN 

segGn el teorema del límite central. Y, por Chebyshev: 

,s,· /3 • E (·J : .r-.-~J 
{ • O""[· J "i L 

O"'(.VPN";:J 

V"(•) - - - - • • • 

E[VPN] 

a medida que {' aumenta, la probabilidad de 1os valores rea1es 
se encontrar§ cercana a los que estamos estudiando, y mientras que 

rf"f.:J -:> O , entonces ¡6 -7 .,., • 
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Veremos ahora el tratamiento que se le dará a una alteE 
nativa de una planta productora de cemento. Los datos fueron pro­

porcionados por la Divisi6n de Estudios de Posgrado de la Facul­
tad de Ingeniería, U.N.A.M. 

El análisis será sobre la instalaci6n de una planta con 

capacidad de producir 200 000 toneladas de cemento al año. Los 
costos iniciales y de operaci6n son: 

Costo por ton. 
Concepto producida de Costo Anual. 

cemento. 

Gastos Gen. C1J 1.50 300 000 

Mat. Primas C2J 1.40 280 000 

Yeso C3) 0.36 72 000 

Antracita C4) 0.84 168 000 

Carb6n C5) 1.92 384 000 

Electricidad C6) 1.20 240 000 

Mano de Obra C7) o.so 160 OJO 

Manten. Cg) 0.60 120 000 

Rep. May. C9) 0.75 150 000 

Empaque C1ol 1.40 280 000 

Transporte c 11 J 4.00 800 000 

TOTAL 14.77 2 954 000 

Los precios están dados en d6lares porque el d6lar es un 

buen indicador de precios y la planta estará diseñada para produ­

cir cemento de exportaci6n. 
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El equipo podrá ser depreciado en funci6n de su vida ütil, 

los edificios en 20 años, las obras civiles en 10 y la investiga­
ci6n y ayuda t~cnica en S años. Los impuestos ( despu~s de las d~ 

preciaciones) constituyen el 20% sobre las ganancias netas. 
La construcci6n de la planta durará dos años, al término 

de los cuales se iniciará la producci6n de 200 000 toneladas cuya 
venta se tiene asegurada ( por convenio) a un precio de 23 d6lares 

por tonelada de cemento. 
Para el análisis, todos los costos de operaci6n c~nsti­

tuyen variables aleatorias, las cuales son probabil!sticamente in­
dependientes; asimismo, los costos de investigaci6n y el capital 
inicial presentan un carácter estocástico ( independiente del res­
to) el cual se mide en un coeficiente de variaci6n del 10%. Los 
costos de los equipos adquiridos se tratan también como variables 
aleatorias considerando que su variabilidad aumenta con el tiempo 

= 10% a los S años, 20% a los 10 años y 30% a los lS años), y 
que su comportamiento probabilístico está perfectamente correla­
cionado entre ellos mismos pero es independiente de los demás. 
Los coeficientes de variaci6n de los costos anuales de operaci6n 

son: 

el 0.10 

C2 0.10 

C3 o.os 

C4 o.os 

Cs 0.10 

c6 0.01 

C7 o.os 

Cg o.os 

Cg o.os 

C10 0.01 

Cll 0.20 
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Los costos iniciales estarán dados por: 

CONCEPTO 

Capital Inicial c 0 ¡ 

Terreno T 

Edificios E 

Obras Civiles O 

Investigaci6n (C12> 

Ayuda T~cnica ( A ) 

Equipo Renovable: 

Cada 5 años 

Cada 10 años 

Cada 15 años 

TOTAL 

La matríz de correlaci6n es: 

$ 

300 ººº 
250 000 

500 ººº 
1 200 000 

150 000 

500 ººº 

500 ººº 
2 000 000 

1 300 ººº 
6 700 ººº 

ca iº ~1 ~2 ~3 g4 ;5 g6 ;1 ga ;g gio ;i1 gi2 g13 gi4 ~15 

c1 o 1 o o o o o o o o o o o o o o 
C2 O O 1 O O O O O O O O O . O O O O 

C3 O O O O O O O O O O O O O O O 

C4 O O O O 1 O O O O O O O O O O O 

C5 O O O O O 1 O O O O O O O O O O 

CG O O O O O O 1 O O O O O O O O O 

C7 O 
c 8 O 

Cg O 

C10 O 

C11 O 

C12 O 

o o o o o 
o o o o o 
o o o o o 
o o o o o 
o o o o o 
o o o o o 

o 1 

o o 
o o 
o o 
o o 
o o 

o 

o 
o 
o 
o 

o o 
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y lo que hay que calcular ahora es [:f..VPN] . Los costos iniciales 
serán pagados la mitad al comenzar ( año cero) y la otra mitad en 
el año uno. 

Para los costos fijos: ~ ,;_ i8 "I ,... +A ,.., 
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Como -1 
-r:=-1 (1-r-t) t: 

ahora .13 =constante= 4,~ ,q 

Y necesitamos saber l/AR C. l/' P. N,] 

=(c;vPNI \~a;,_+~ f_ f_' r·~; )(~!) 
dfl-t; 1:) Cr t:1 j=f;+I o<!.¿ .J: d~j ./; 

donde la tasa de interés fi·J·ada será del 10%. 

Dado que C!o~fo~ .21,-
11 

)( I \ 
vPN: - .Inici"alo + t~ { B - l:, tl.t. U+t.") •) -

donde 

_ L <?1~ "f" <!¡; rfl.15 J :z..'- ( ~ -1: -4. 

-l=L (¡-rt°)~ 

-t 
C13 solo para t 
cl4 sclo para -t 
c1-ts solo para t: 

+ 

6, 11, 16 y 21 

11, 21 

16 

( ¡-rc.º)-1 

Bt"ej.;uó.:. rr>'.n,g.:> 
eo::Jo.::. al val.or 

J'Y~JCJ,tt• 
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lo que necesitaremos ahora serán los valores parciales 

_, (1+_L_'\ 
":t, ( I +<' )) 

av P"1 _ _ , ..; --e' > = 
~ - ~ ,. J+( 

que será la misma para e,~ 
En los casos de ( = 1 hasta 1.. ¡. / I 

c;>VPN _ d "f ( 8- t_ae) 
O>l!t. o et 

- ;) (!!; -(_e,+~z..+···_,.e,,) + 
- ~ ( I + ¿) :JJ 

+ 13-(<!,+<!:_+·"+<!.11) .¡... ••. -+ 
( /.J.t") ~ 

8- (a, -1- l!A + · · · -+e,.) ) 

( ¡+t") .:I" 

y esto es una anualidad __ - (oz¡;¡ - Q¡¡) 

para f. ,.¡3 a [=IS" 

e; V PN = _ .1 (,. ! -r ~ ) 
J'J ;¿ (l+t) 

é) '-'ª 
N ( 

..L ) (--1--,, + __L_).l.•J ";) VP • - J. J + c,1,.·¡ - ( 1+(} (ffl ..:::.---- - .,_ ae,,; 

_ /_I_ -1- _L_( • ). , 1 -f (¡~~.) 1 r,, + ( /~') ~, ) 
l {1+t)'- /+t 

y con ello podrá calucularse la tabla de valores totales. 
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como cr~(UPN) ~ tt: ( ~v:: I €(·)) ~~t 
,.; 1.S-

+ 2 i~ J~rf (~v:~ /t:t·~(~v;.N/E[·JJ 1-Jet~·~·üei 
= ,2. 5 'J..+ ~ D- i.n) L- /. '/'I) (. º S') ( • .!/ > 

+ (-1.!7) (-1.17) (o.os)(· 39) 

+ (-¡. 1 '/) (-1. 17) (. 'I) (. 3 '})] -= ...3. ~ .3 ÑJ 

Y' desde el principio supusimos que y PN "11 N { é (vPN)~ a-.. (V'Pfl.I)) 

De acuerdo con el teorema del límite central: 

p (vPN >o) = 1- p (11PN <:o) 
= /- p (vfN-.3.'11 ~ o-3,'l?)='-P(z~-2.::l:J) 

/,79 /,7<¡ 

"'f {vPN ::>o) =. 'Jd'{:; 

De acuerdo con Chcbyshev: 

"'P [ V PN < o J ~ J. = • / / 
f l 

=? P[vPN~o]~I- fz-= .8'7 

Con -las dos pruebas, el proyecto e,; rentable. 
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Todas las diferentes alternativas deberán ser tratadas 

con el mismo método para que haya una.buena base de comparaci6n 
entre ellas. 

El criterio se basa en funciones de producci6n econo-­

métricas y es muy aceptado en el mercado. En la forma en que fue 

usado para el ejemplo podemos tener una idea precisa de c6mo usar 

la regresi6n lineal mGltiple para planeaci6n, y de lo estrechamen 

te ligada a conceptos financieros para poder tener un punto de v_!s 

ta más completo con respecto al mercado que nos espera. 
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APENDJ:CE 



INVERSO DE MATRICES. 

Consideremos el siguiente problema. Si nos dan una tran~ 

forrnaci6n Ay un vector y tal que .¡:¡ X ,,,_ y 
¿ Podernos encontrar X ? Si asumirnos que A;(.= '-/ tiene una y sólo 

una soluci6n, es natural, desde el punto de vista algebráico desi~ 

nar la soluci6n: 

El. símbolo 11-' representa el inverso de fl con respecto de l.a mu.!_ 

tiplicaci6n. Definirnos la inversa, entonces, como la transforrnaci6n 

que hace que '/ sea X . 
Para asegurar la existencia de fl-1 

, requerimos una y 
solo una soluci6n al problema de encontrar ;<. tal que A X'::: 'J 
donde ,4 e "'/ están dadas. Las condiciones que establecernos son: 

1. - A .i< "'O tiene una y solo una soluci6n. 

2. -Ax"'" ~ / O tiene soluci6n ( i. e. al menos una) • 

Satisfaciendo estas dos condiciones, Ál< =. y ti.ene solE_ 

ci6n (inica. Si 4.x • o tiene sólo una soluci6n, sea X-= O • Ento~ 
ces supongamos que Ax,. y tiene más de una soluci6n, X 1 y X~. 
As! que: 

fl;<, = 1 
A-,<,,.: 1 

A (x,-X2.) =O 
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Decimos que las condiciones (1) y (2) definen una inversa; i.e., 
si se satisfacen, A-I existe. Si fl - l. existe se dice que A es 

no singular. Observemos que la existencia del inverso significa 
que hay una correspondencia uno a uno entre5 y .S, (los espacios 
donde están f1 y A - t ) • 

Algunas Propiedades Importantes. 

Si tornamos Al<:::: '1 ' y, asumiendo la existencia de fJ ·,' 
lo aplicamos a ambos lados, tenemos 

o 

¡CJ-1 fl X = f)-1 'f = J(. 

11-'A=l. 
Si empezamos con X = 

o 

(a.) 

(b) 

El. saber que se cumple (o) Ó (6) no demuestra. la existencia del in­
verso, pero el hecho de que ambas se cumplan sí establece su exi~ 

tencia. 

Demostraci6n: Sean A , l3 y <!. operadores tales que 

/l!J= e11--=-.I 

entonces, si A-I existe y A- 1= S.:: <2 , para demostrar la exis­

tencia de A -I , debemos mostrar que se satisfacen las· condiciones 

(1) y (2). 

- :.15 -



flx=O 
con operando en ambos lados 

(1/fx.:: <!Lo) =O 

Como, por hipótesis e R .: :z:. , IX = o 
de ah:t c¡ue la X que satisface fJ -< = O es .X:= O , por lo que 
se cumple la condición (1). 

Ahora, para demostrar que Ax-= '1 tiene una soluci6n, 
escribimos 

en la forma 

que es cierto por la hip6tesis de que f1 8 = I . Pero entonces 

X "' tJ '1 es justamente la .)( que satisface ¡q X= '1 ; lo que 
significa que se alcanz6 la c:Qndici6n (2). 
Como se satisfacen (1) y (2), f1 - I existe. 

Para demostrar la otra parte del resultado, 
usamos el hecho de que fl -1 existe •. A 1a identidad 

A-1 = A- 1 

aplicarnos 
Clf fJ-1,, x. A--'= A-' 

da ah:t que 

que ¡:¡- '= 8=- e, 

CI=C =A- 1 

/]-/ D. 1l ,,. -
queda ahora por demostrar que ¡-¡ = ~· , empezamos con rr ,.., ~ .L 

aplicando A 
_, 

o 

1 P.J= /3 A-' 
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VECTORES CARACTERISTICOS Y RAICES. 

El problema del valor característico se define como 
encontrar los valores de un escalar ;l y un vector asociado 

)( p o , que satisfacen: Ax= .:tx 
donde A· es una matríz de ri .X n , :). E;S la raíz característica 

de A y X el vector característico. 
Si tomamos el caso presentado en el capítulo l, en 

el apartado de " Regresi6n Ortogonal", un caso 2.X.2 : 

(Ci11-.A.) -1- Q,a, X.<. =o 

az, x, + (a,_.,,- J.)x:z, - ó 

que podemos regresar a la forma matricial: 

(A -:iI)x =o 
y la ecuaci6n solamente tiene una soluci6n no trivial, ;íf O ,si 

(A - J. r) es singular, esto es, si 

I A-A.rl =-O 
Esto nos conduce a un polinomio con /l como desconocida, que puede 
ser resuelto y con ello, obtenerse los valores de el vector cara~ 
ter:tstico: 

(a, 1 -2)(aa-;L)-Q,i_C?,._, ~o 

esto es: ;:¡_:i._ (q,1+-0.u.})+(011q:z.;i..-Q,~O.a.1l -=-~ 

con raíces: r, / .2. ni. Q Ct ) )., :. i ¡_(o,,+a;z.:<.)+" (a11 'f'Clv-) --,lo,,O;.-,. - 1;; .._, 

).;;¡,,.:. i[(q,, ...022)-J(Q¡¡ t' o ... ~)i._ "/(Q,,q ... ,.-Qo .. 0.9-1) 

En el caso especia:i. de matríz sim~trica, q,,:_"' Q;¡,¡, las raíces son: 

en donde /t, y il:z_ serán· .necesariamente reales. 
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l]);?EitPRi;TACION GEOMETRICA LJEL 

t•'.ETODO DE A~'US'i'E EOR ·RINll'!OS CUADRADOS. 

En .la eatadística clásica, usarnos el criterio de los rr.íni_ 
mas cuadrados para definir el mejor ajuste, en esta parte verernos­

c6rno se relaciona este ajuste con ideas geométricas. Una vez que -
sea clara esa relaci6n, resultará obvio ver que el ajuste por míni 
mas cuadrados ofrece un ajuste conveniente y unificado a varias si 
tuaciones que son manejadas frecuentemente por f6rrnulas individua­

le~. Los principios de inferencia justifican el ajuste por mínimos 
cuadrados, pero 'para muchos prop6si tos pedag6gicos, su simplicidad 
es más que suficiente para que se piense en ellos. Será convenien­

te ver los . datos en forma de una matr!z con n filas ( una por cada 
observaci6n o unidad experimental) y una columna por cada caracte­
rística o variable de la manera: 

/ z., :><, 11 
/ ::Z;i. Xz. fz. 

I :in 
-e interpretar las ?? - a;:Sas que forman 
como vectores. El vector constante .J 
parte muy importante en lo que sigue. 
geom~tricamente. 

las columnas de la rnatr!z, 
= ( 1, 1, ••• , 1) lleva una 

Interpretaremos las >¡-tuplas 

De acuerdo con el principio de los mínimos cuadrados, si 

queremos resumir lo::: datos ( .l,1, -::i:;i, ••• , .Zn ) en un sólo nlírnero O!. 
el mejor ~ es aquel que minimiza z {~,· -a. J :t.. 

t_".:1 

y usando producto "inte"rior ésto puede escribirse: 
¡4-aJ/~ 

Geomfü!c~e~/\-oJ 

o 
J.::(/, J, ... , /) 
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podemos considerar como posibles modelos a todos los múltiplos o.J 
de J y elegir el más cercano a :Z, • "M!nimos Cuadrados" significa 

"distancia más corta" usando producto interior en el Espacio Eucl! 

di.ano. 

El punto más cercano es la proyecci6n .e (z) de Z sobre .J. 
Aplicando esto para obtener el valor de et. 

~ (~) ::: a J para alguna a 
< :z - IJ { z), J > -e o 

de ah! que 

y esto es 

<:z.,J>==~ 

tj 

¿ z,·::: ª" 
t:=1 

o 
I 

= /) 

T) 

.2.z"· ¿ :,1 

por eso el mejor número que resume los datos es la media Z . La 

Geometr!a Euclidiana nos sugiere la soluci6n y la Geometr!a Anal!ti 

ca nos permite calcularla. La soluci6n que se muestra: 

iJ(z) .. Cr,z1Z,, ... ,z) 
.J 

indica c6mo hemos descompuesto .z. en sus dos componentes ortogona 

les: .ZJ , el componente sobre .J , y e• z-'Z.J , el residuo o erro;. 

Si todos los Z ~ fueran idénticos, .Z. caer!a exactamente sobre ../ 

y tendr!amos I e I :e= o • De ah! que podamos pensar en ii../ como la 

parte de ;z que puede ser explicada satisfactoriamente por una CO!!._! 

tan te. Para /el 2 .? o esta explicaci6n no es buena porque los datos v.e. 

r!an •. Interpretamos e como las variaciones en Z., • Entonces .Z: 
co~ponente constante más variaciones = i:../ + (~ - Z../) 

De acuerdo con Pitágoras: 

I :z. I :l. = I z JI z + I z - :Z:.J I ;;¡, 
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que se reduce en este caso 
"'En.?·:¡¡ ; r¡ ~ :¡ 
l =1 t 

a: 'l 
.¡.- ¿: (:<,· -i) ;¡, 

l=1 
la descomposici6n usual de la suma de cuadrados. 

Para medir qué tan buen resultado· ,es se usan varias for­
mas. /ti 2.. es frecuentemente llamada la suma de los errores al cu~ 
drado (SSE). Una variaci6n de /e/~se llama media ,cuadrática del 
error (MSE). Esperamos que Jt/::i., dependa den, mientras ~ás observ~ 
cienes, más variaci6n, cuando menos en sentido absoluto. Para torna.E_ 
lo en cuenta, podernos devidir SSE por la dirnensi6n del sub-espacio 
relevante obteniendo un promedio de la suma de errores al cu~drado 
"por dirnensi6n". Como e. está restringida a caer en el sub-espacio 

de dimensi6n (n-1) ortogonal a ~ , divÁdimos por (n-1) obteniendo: 

Msé::. /e/ 2 /cn-1)"' (n-1)"
1 'L:(z.t·-~):1., 

(:1 

que es la varianza usual. Ya sea SSE o MSE es una.medida, entonces, 
de la extensi6n del mejor nfunero que resume los datos, z . Inci­
dentalmente, la dimensi6n del subespacio dentro del cual un vector 
est:i: restringido o pertenece se llama " grados de libertad" asoci~ 

dos con ese vector. 

En el caso en que se tengan {ffe, '/Jt.1 • .. ,/Ir¡) y {.z1 1 Z.p.,; .. ·,; ~,,) 
y se quiera saber qu~ tan fuerte es la relaci6n entre e1las, usando 
la misma interpretaci6n geométrica de '?­
significa preguntarnos qué tan cerca están 

otro. 

y ;¿ corno antes, esto -

'lJ y ;l.; el uno del -

J 
Por lo visto anteriormente, podrj'.amos medir esto con / !}­

- 2./ :z.o con alguna funci6n del ángulo entre y y ...Z. • En la prác 
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tica,s'ª in.terpreta como ¿ Qul§ tan fuertes son las variaciones en ~ 

relacionadas con las variaciones en L ? De la misma manera que en 

el caso ant_erior, tornarnos {_ y Z, corno sus componentes ortogenales 

a .J ; y-c¡J:y·!J(y) yi.-~J .... ;z.-/jú.). La medida usual de la relaci6n de 

las variaciones en '1¡ y .Z. ee cos (Eil) , regularmente llamado " co­

rrelaci6n" de 1 y 2 • Cuando cos 2 (8) = 1 ( 8 =OºÓ 180°) las vari_e 

ciones en ~ son exactamente proporcionales a las variaciones en 2.., 
41-9J y 2-i:J son colineales. Cuando cos (el}') = O ( &=90°) las va­

riaciones en 'JI no están relacionadas con las variaciones en .Z 
. 
1 

_ j J y Z- i :J son ortogonales. _ 

El producto interior de ¡.-JJ y "--~J , cuando se divide 

por los grados de libertad apropiados (n-1), es la covarianza de (f 
y :Z.. De una manera más general, si primero proyectamos 1 y Z 
sobre el .plano L determinado tºr ..J , w, x, ••• , entonces el coseno 

del ángulo entre 1- lf.t1) y z- .c.{;t) se llama " correlaci6n parcial" de 

1 y de 1..., , quitando los efectos de w, x, • • • La mayor parte de 

los an~lisis de correlaci6n tienen interpretaci6n georn~trica natu­

ral, la atenci6n est~ restringida regularmente al subespacio orto­

gonal a .J , el subespacio de variaci6n en las variables. 
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CONCLUSIONES. 

Los modelos de regresi6n en general, y los utilizados en---­
esta tesis en particular, son una herramienta valiosa en la estadís~ 
tica, ya que permiten describir la asociaci6n entre las variables d~ 
pendientes e independientes al sumarizar la tendencia de los datos y 
encontrar la forma de asociaci6n entre las variables. No obstante e~ 
to, no se pretende el establecimiento de relaciones causales, en el 
sentido de que los valores de las variables independientes produzca~ 
carnliios en los valores de las variables dependientes, sino qu~ indi­
can ~nicamente la forma de asociaci6n entre· las variables. 

Por otro lado, puede suceder que existan variables interv! 
nientes pero no controlables que modifiquen los valores de las vari~ 
bles, y basados en otros conocimientos ajenos a la estadística se e~ 
tablezca una relaci6n causa-efecto. Es aquí, donde los modelos de r~ 
gresi6n se convierten en poderosos auxiliares que nos permitirán sim 
plificar y/o estudiar esta relaci6n. 

Un ejemplo de la utilizaci6n de los modelos de regresi6n -
lo encontramos en las relaciones entre factores que pueden pasar a -
ser hip6tesis científicas al suponerse la relaci6n causa-efecto, pro 
vi~ionalmente. 

Entre los m6tcdos más conocidos para la estimaci6n de par! 
metros (y con ello obtener las ecuaciones), se encuentra el de mínl 
mos cuadrados, que nos permite determinar los parámetros de tal man~ 
ra que al hacer el ajuste, el error sea el menor posible ( ver inteE 
pretaci6n geométrica pág. 117 ). Además, este método ofrece propied~ 
des estadísticas muy atractivas ( los estimadores obtenidos por este 
método cumplen con las propieda ~es deseables en ellos: sin tenden-­
cia, varianza mínima, error cuadrático medio mínimo y consistencia), 
raz6n por la cual se ha convertido en una de los métodos más ef ica~ 
ces no s6lo para el análisis de regresi6n, sino para otras muchas -­
aplicaciones. de diferentes disciplinas entre las que podemos mencio­
nar la 6ptica y la biomedicina. 

Asimismo, en el caso de las aplicaciones econ6micas, ·casi 



siempre se tienen tamaños de muestra pequeños, y al calcularse, por 
ejemplo, por otros m~todos, se sesga, cosa que no sucede con el m~-­
todo de mínimos cuadrados. 

La manera en la que este trabajo se presenta propone un -­

orden 16gico para est..O.iar m~todos estadisticos ( muy en especial mi­
nimos cuadrados) uni~ndolos en todo lo posible esperando que se vea 
la relaci6n directa entre ellos. En el capitulo 1, donde se tratan -

los ".módelos no estocásticos", las estimaciones hechas solamente con 

estas herramientas .pueden ser 11 buenas" en algunos casos, pero; tal vez 

no lo suficiente en la rnayoria de ellos. Es debido a eso que se intr2 
duce el capitulo 2, que indica un estudio sobre modelos estocásticos 
en donde se nos ayuda a obtener mayores bases para calcular mejores 
estimadores que los anteriores. 

Una vez que se han obtenido estos estimadores, lo más nat~ 

ral parece ser preguntarse ¿ Qué sucederá cuando el fen6meno en est~ 
dio quiera ser visto en diferentes momentos y no en uno solo? Es por 
ello que se incluyen los modelos autorregresivos en el capítulo 3 con 
el prop6sito de presentar algunas maneras de calcularlos y teniendo 
como ejemplo de ello el " Ajuste por mínimos cuadrados en muestras -
pequeñas• ( pág Bl) ya que despu~s de ver la secci6n " M~todo de mí­
nimos cuadrados" para modelos autorregresivos ( pág 77), es notoria 

la dificultad para calcularlos y, corno se mencion6 en su oportunidad, 
s6lo se ha logrado obtener unos cuantos resultados. 

Después de que estos tres capitu1os estudian las partes más 
importantes de algunos modelos de regresi6n, lo ideal de acuerdo con 
los prop6sitos de esta tesis es la manera en que algunos conceptos b~ 
sicos son interpretados en economía haciendo uso de ellos, dando mo­
tivos para esclarecer dudas sobre el porqué de su tratamiento en una 

forma específica, como se ve en el capítulo 4. 
Una de las razones más poderosas para efectuar este tipo de 

investigaciones es el buen uso que puede hacerse de ellas para llevar 
a cabo planeaciones en distintos tipos de empresas, que fue lo que m2 
tiv6 el desarrollo del capítulo s. 

- 12 3 -
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Las investigaciones en Economía son las Gnicas que se tra­
tan en forma diferente de las que corresponden a las otras ciencias 
sociales, ya que.; como pudimos notar, son susceptibles d~ · creaci6n -
de modelos matemáticos para la conceptualizaci6n de diferentes fen6-
menos, pero no se les puede ver en forma demasiado abstracta porque 
nos estaríamos alejando de comportamientos del ser humano y esta es 
una materia humanística. 

Existen todavía muchas conductas que son difíciles de ide~ 

tif icar como funciones debido a que en teoría pueden seguir un tipo 
de comportamiento pero las conclusiones a las que uno llega con ello 

pudieran ser totalmente erróneas si cambiamos un aspecto que no con­
sideramos relevante y que en realidad sí lo es, pero puede no ser -­
susceptible de medici6n. Sin embargo, se ha avanzado mucho en este -

campo durante el presente siglo. 
El Actuario, cuyo ámbito de acci6n se basa en la aplicaci6n 

de teorías matemáticas a diferentes aspectos de la vida cotidiana, de 
be entonces conocer la forma de utilizar los distintos m~todos aquí 
presentados y que son considerados básicos, en bien de su desarrollo 
profesional futuro, y que, a fin de cuentas, no son más que una de -
las muchas aplicaciones de la Estadística. 

- 124 -
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