
Universidad Nacional 
Autónomo de México 

FACULTAD DE CIENCIAS 

ESTUDIO NUMERICO DE LA VISCOSIDAD CORTANTE, 

UTILIZANDO LA TEORIA REVISADA DE ENSKOG 

CON DIAMETROS MODELADOS 

T E S 1 S 
Jluej:iara obten~r ertit~lo di(, 

F 1 S 1 C O 

presenta 

SUSANA CECILIA CASTAÑEDA LOPEZ 

México, D. f. 1987 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



·'. <f · .. 

, 
INDICE. 

, 
I. Introduocion •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 1 

f 

11. Correlaciones empirlcas para calcular 

el coeficiente de viscosidad corlant.e ••••• w••········· .. ················· .. 5 , 
2.1 Aspectos fenomenologlccs del concepto 

de vlscosld8d ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 5 
2.2 Correlaciones de la visc0sidad de un 

sistema gaseoso monocomponente, en 
' im llmlte dilLd.do . ......................................................... 7 

2.3 Co?Telaclones de la viscosidad para ' . 
una mezcla de gases en el Umlté 

diluido .••.•.•.•.•..•........•.•.....•..••......•.••.•......••...•..•••..•.. 12 
2.4 Correlaciones para la vlsccsldad 

' . 

cortante de l.»'l sistema• gaseoso 
. ' , 

monocomponenle en m ~imen denso~ •••••••••••••••••••••••••••••• 15 , . . 

2.5 Correlaciones para el calculo de la 
viscosidad cortante de lnl mezcla 

. , 
gase1:f en el regimen denso ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 18 

, , . .. 
III. La Teoria Clnetica de los fluidos, en el , ' 

limit.e dllllido •...•.•••••.••.••.••••.•••• · .•••••••••..• ,.;, •••.••.•••••••••••.•••• 2 D 
. ' , ' . 

3.1 Derlvaclon claslca de la ecuacion de 

Boltzmam. ..............•.......•.•....••.•..........•.•..•.....•.....•..•• 2 D 
t 

3.2 Ecuaciones de conservaclon ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 25 

3.3 El teorema H de Boltzmann ••••••••••••••••••••••••••••••••• ~ ••••••••• ·28 , 
3.4 Met.odo de Chapman-Enskog •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 30 



-,. 

, 
IV. La Teoria Revisada de Enskog •.••..•••••••••••••••..•••••••••••••••••••••• 37 , , 

4~1 Teoria Cinetlca de Enskog para 
gases del"'50S ••••••••• ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 3 7 , 

4.2 Generalizaciones del metodo de Enskog 

a mezclas fluidas ••••••••••••••.••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 40 , , 
4.3 Optimizacion del dlametro molecular ••••••••••••••••••••••••••••••• 43 

, , 
·v. Discusion y 1"'9Sultados del estudio numerlco 

realizado sobre la viscosidad cortant.e de ma 

mezcla birmrla, derma... •••.•.••.•••••••••••••••.. ....•••••••••.•••••••.• ~ •••• 4 7_ , , 
5.1 Dlscuslon y resultados del metodo ••••••••••••••••••••••••••••••••••• 4 7 

VI. Co~ll.Biol"ES ... .••..................•.••••... .-•.•.....••.••••••.•••••••••••••. 57 

, 
Blbll~ia ..........•...•..........•.•••....••.............•••.••••..••.•••••• 59 

, 
NOTA: Las referencias bibliograficas, citadas a lo largo del texto, son 

señaladas por medio de: 
, 

(R.#, p.# ) o ( R.#, cap.# ). 
e· .... /,.. . . . .. . . . f 

.El diglto poSterlcír a la letra .R, lndlca .. 1:11 numero asignado a la . , . . . . . .,... . . 

referencia en la Blblicig["afl' de esta traba)º· El dlgUo po5tarlór .. a.· las ·. 
letras p o cap indica la pagina o el capitulo, raspecti"8mentá, da la 
referencia consultada. 



, 
CAPITULO UNO 

' /ntroducclon. 

' ' ' La teoria cinetlca de los fluidos pennlte realizar un anallsls a 
' nivel mlcroscoplco, de las variables que determinan el comportamiento 

' . 
fenomenolo,g;ico del sistema a tratar, teniendo entre sus mayores l~ 
la obtenclon de los coeficientes de transporte de un fluido en el llmlte 

' diluido, con muy buena aproxlmaclon. a los valores reales (R.4,cap.10). 
. . . , . 

Sin embargo, para la ·industria petroquimica eS . de gran lmportancla , . .. . . . .. ·. . 
la evaluaaion exacta de diclm Coeflcientas de transporta. en . uia grán . 

variedad de compuestos densos, . a diferentes concant.raclcnas eO SuS 

componentes y en distintas te~peraturas. Este raquarimianto m puede 

ser solventado en su .totalidad por medio de astlmaalonas 
. . . , 

experimentales y en particular, para resolver esta prcblamatlca an ·el 

caso _de la ~iSCC:Sidad cort.ante de un ,flui~, se han prop1¡195lo 
c0rreb1clones empidcas basadas en ~ t.eorla clnetlca y arí la t.ecrla da 

... estados correspordientes, que p&;miten áwluar · asta .• coefli:iente ·.a Ln .· 

det.ennlnado orden de aproxlmaclon. ( R~ 13, cap. 9 ) • 
El objetlw del ~ lrabájo es presentar los resultados , 

obtenidos en un est.wlo runerico realizado sobre la viscosidad cortante 
. . , 

de olerlas mezclas binarias da fluidos en el r-eglmen denso, ut.lllzando 
... . : ... ......... ", : . . . . . . . ' 

la axpresior\ astlm~ para dlchD coafiaiente.deJ~ por la t.eor.la. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . , ...... , .... •··....... . ....• 

revisada de Eilsk~ de éSferas dura~d-R.22 } con diamatras modeladoS ·. . , . . ' .· . . . . .:.; . . .. , :·· . . . . .. 

ell la. teor ia da liquidas ( R.14, c_ap.; 3~ 6 ) ; EStos "calculas isa comparan 

posteriormente can estlmacfones empiricas, qua como ya fúe 
'"I. . . 

mencionado, oon, la fuente de informacion mas viable para reállzar 

dicha comparaclon. 

l 
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En el marco del desarrollo historlco de la teoria cinstica de gases 
' pueden traerse a colacion los trabajos de D.Bernoulli y Clausius como 

bases fundamentales,. mientras que los de MaXW'all (1831-1879) y 

Boltzm~ ( 1 ~44-190Gt marcan el inicio de las ideas ~ue estructuran,ª 

la teoria cinetica moderna. En esta imagen, la funcion de distribuclon 
' de una particula juega el papel mas importante al ser la portadora de la , ' . . ' 

informaclon estadistfoa nece,saria para la evaluacion de las propiedades . . ' . .. . . , . . . . · .. 
macroscoplcas del sistema ( R.8, p. 7 S ) . La ecuacion de Boltzmafll'ls 

propuesta por el autor hacia 1872 en un clima de tcital rechazo por 
' ' ' . parte de la sociedad cientifica de la epoca, plantea la razon. de cambio ' ' . , . 

para la funclon de di.stribucion de un sistema compuesto por particulas ' . . . 
pa.riuales en el regimen diluido. BoltzmaM postula que no existe 

. ' ' . ' con-elacion entre las pari.lculas, pc:ir lo que considera unicamente 
" .· . . . . ' ' 

colisiones binarias, . introdu::iendo así la hipotesis del caos . molec:ular •. 
. .. ' - . . . . '. . . 

(R.9, cap. 3 ). La ecuacion de Boltzmann se ano.liza en el capitulo 3. de 
. . . . . I . . . I ... , " . 

este trabajo y cama ahi se niénclona, es rnU)' dificil de resolver de . " , . 
manera exacta pero puede obtenerse una solucion aproximada utilizando 

' , 
el metodo de Chapman - Enskog ( R.4, cap.5 ). Este metodo considera a 

. . , I ' ' 
la funclon de distribuclon como una llgGra parturbacion de aquella . . . . , 

.. córrespondlente !itestado de equilibrio loc:al, que es una funcion conocida 
. >· . . . . . . ·. ''"'"''"··:•·•...... . ... "'" .. , ~. . . : . . .·• .. ' 

· · en base al teorema H de Boltzinam · ( R.5, p~ 7 5 ) ; la ~h~lon" ast 
. .. . .... ' .. " " . ' . .: . .. ... 

obt.eruda pára la funcion da distdbticion pennlt.e evaluar lo5 coeflclent.es .. 
. .. . " .. . . .. . " . ' . . ."· 
de tral'lSP'?~e del sistema en el. regimen diluido can una mU'J buena 
aprox\maci~n a los valo~es exparimentalés ( R~4, cap. JO ) ... 

' El tratamiento de un sistema gaseoso en el regimen denso fue dado 
I 

por primera vez con exito por Enskcg { R.4, cap.Jl ), al modelar a lac; 
.' , ' 

moleculas del gas como esferas duras y con una correlacion de posiclon 

2 
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entre ellas, dada por la funcion de correlacion de pares, a la que 
' evah.ia en el punto de contacto de las esferas de mismo radio ( sistema , ,. 

monocomponente ). Sin embargo la generalizaclon de este metodo al caso 

de una mezcla de gases, realizada primara por ThorTIS en el caso da un 
' sistema binario { R.2, cap.16 ) y despues por Tham y Gubbins en el 

' caso mas general { i componentes ) { R;23 ) , condujo a 1.1'18 serie de 

problemas fundamentales, cuya solucion posterior dio lugar a la , ' 
'formulaclon da lo que se conoce cómo la Teoria Revisada da Enskog, . 
RET, { cap.4 ). 

, 
Los objetivos perseguidos por los capitules restantes del presente 

trabajo pueden sintetizarse de la slguient.e·manera: 

.. , . .. ,... .. .. . , . 
, Capitulo dos: Descri!flon de. una serle de c:on:elactos:ias amplrlcas 
utiles para la estlmaclon de la viscosidad cortante de ún sistema . .· . . . , 
gaseoso en diferentes niveles .de densidad. Estas correlacionas saran de · 

. . . ' . . 
utilidad para establecer un criterio de coinparacion y validez al estudio 

f 
rwmerico realizado con RET para esa propiedad de transporte. 

. '" '. . · ..... : ............... , .. . . ... . . ·. , 
CapJtulo ll"BS: Analisis da la e~io'.'1 de Bolt.zmam y descripclon . 

dél· metddo de Chapmart"'.Enskog. . 

' ,. 
Capitulo cuatro: Esboce general de la leoria revisada de Enskog ,. ' 

{RET), para esferas duras con dlametros modelados en la t.ecrla de 
' liquides. 



I f I 

Capitulo Cinco : Discusion y resultados del estudio numaricc 

realizado en la viscosidad cortante de un sistema bi rio. 

Capitulo Seis : Conclusiones. 

I 

Bibliografía. 
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' CAPITULO DOS 

, 
Correlaciones em¡;iricas para calcular el coeficiente de viscosidad 

cortante. 

La escasez de datos experimentales precisos sobre la viscosidad 

cortante de. una gran variedad de sistemas gaseosos ( monocomponentes 
I 

o mezclas}, ha llevado a proponer dertas correlaciones empirlcas qua 
permiten el conocimiento de esta v-..riable y de sus relacione_s. con ~a 

temperatura y la densidad a un determinado orden de aproxlmaoion 

( R •. ~ 3, ca¡.9 ) ; dichas correlacion~s se basan en fonTiuleclones de la 

teoria cinetlca. de gases y la taoria de estados correspondientes. El , . 

objetivo de este capitulo es mostrar algunas de esas correlaciones, las , 
cuales seran de utilldad en el desarrollo general del presente trabajo. 

I 

2 .1 Aspectos fenomenolClg~COS. del concepto de viscosidad. 

. . I I 

La expresion del tensor de presion (. R.15, p.2B ) para un fluido 

Newtonlano viene dada por:_ 

++ .... .... .... ... ++ ..... 
P = p6 - 21( [ S - ; 6 ( V r. u) J - K 6 ( V r' u) , (2.1.1) 

, l 

. do~e p :ryip~a a .. la pr:esion hldrostatlca del fluido, il. su vact.or 

velocidad de flu~ü~. K y r¡ __ sm respectivama~e los cóeficientes dG 

viscosidad volumetrica y viscosidad cortante ' . 6 es el tensor, unitario y 
· ~as la razo'n de cambi;::, ¡faJ ·tensor de-esfuerzos. 

La viscosidad cortante, objato de estudio del presente trabaje, es 

consecuencia del intsrcambio ::la mom;mtum entre las capas da un fh.Jjü 

laminar cuand.:· se apiica al fl:.Ji::fc un esfUEsrz;:; cortante (R.11, p.342). 



f 

Por eJ'emplo, si el flujo laminar se desplaza en la direcci;Jn y, 
. ' 

como se ilustra en la figura 2.1, enlünces la fric-=ion existente entre 
' las diversas capas del fluidü en movimiento originara un gradiente de 

' velc,cidad en la direccion x, u (x). Este perfil de valocidades en y da 
y ' 

lugar a un flujo da cantidad de movimiento P de la direccion y en la 
' xy 

direccion x, contrario a uy(x), es decir: 

:p xy = - r¡ uy(x), (2.1.2) 

' donde r¡ es el coeficiente de viscosidad cortante del fluido; en cuestion. 

Figura 2.1 

. Flujo de Homentu.; pxy originado por la fricci6n entre capa~ del· flujo lami

nar y contrario al ·gradiente de velocidad uy(x). 

, 
A partir de la relacion (2.1.2) se obse.rva que las unidades 

de la viscosidad vienen dadas por el cociente de un flujo de momentum 
' entre. un gradiente elª vel!JCidad, siendo la mas usual el Poise definidc:. 

por: ' 

1 Poise = dina x seg, 

cm2 
gramo. 

cm x seg 

, 
Ah.::·ra bien, antes de ccmenzar con la descripcicn de las 

f , 

ccrrelacicnes empíricas para la -.:iscosidad cortante de un fluido, sera 

6 



necesario establecer, en que condiciones dicho fluido se encuentra en un , 
nivel de baja densidad, limite diluido, o en un nival de alta densidad, 

f I 

regimen denso. Para ello, consldarese que si n es la densidad , , , 
numerica del sistema, es decir, n es el numero de partlculas en la 

unidad de volumen, entonces: 

(2.1.3) 
' , 

es el diametro promedio, asociado a una partl.~ula dentro del volumen 

total del sistema. SI. ahora, u repi:-esenta al diamatro efectivo da di.cha . 
. , - ., . 

~rlicula, entonces se considerara que el sistema se encuant.ra en al · , . 

limite diluido, cuando { R.1, p. J 8): 

u/r: <« 1. (2.1.4) 

Por tanto, cuando el coci~e u/r: no sea despreciable con respecto 

a la Lllidad, entonces se est.ara trabajando con un fluido dense. ' 

2.2 Correlacione~ da la.viscosidad da un sistema ga5eoso 
.· . . ' . . . 
monocomponante en un limite diluido. 

, , , 
Como sera visto en la se.:=cian 3.4 da esta trabajo, al matado de , 

Chapman-Enskog conduce a la siguiente relaé::ion para la vlscosldad 
... . . . .. .. ... .... .. . ..... .... .. . .. '· 
cortante de.unfluldo mof10CQrnp::~nte. !"!1 al llm~~il .. ?ll_uld[) (R:'l,'?~P~ ?>.: 

26.69 ( MT )i 
r¿ = -

'72 il 
(2.2.1) 

donde M es el peso molecular del sis~ema, T su temperatura, u &s el , o , 
diarr.etr;:. de esfera du¡-a en ,4, V n es ur.a da las lnte:rrales d<:: :::.11.sl.on 

• !:> , 

{ R.4, ¡;..205 ). cuyo valar es la unidad .::uando la interaccion molecular 

7 



es nula. Pera estimar el valor· del factor U, Neufeld ( R.13, p.396 ) , , , . 

considero que la interaccic.n molecular podia ser aproximada por el 

potencial 12-6 de Lennard-Jones, ilustrado en la figura 2.2 : 

, 
obteniendo la siguiente relacion para Q: 

A 
.Q=~ + 

donde: 

e 
* ei..-p( DT ) 

+ E 
* exp( FT ) 

* kT T = - , A= 1.16145, B = 0.14874, C = 0.52487 
€ 

D = O. 77320, . E = 2.16178, F = 2.43787. 

(2.2.2) 

(2.2.3) 

Neufeld reporta un error porcentual para (2.2.j) del orden de , 
.0.064 en la region: 

, * * encontrando adamss que lag .Q as ll116al con log T en 0.3( T (:2.0. , . , , 
Esta ultima observacion lo lle'vo a considerar. la posibilidad de calcular 

los vaIOres de a y ~É a partir ·de Jos dcit0s exp&rimanta18S el& 18 · 
viscosidad cortante de un determinado sistema, paro .este , ' 
metodo no es general ya que existen ·distintas combinaciones de aquellos , 
parametros, que conducen ;:,l mismo vak.r de r¡ ( R.13, p.397 ). , 

Por otro lado, para obtener un .:alcuL; aproximado de la viscosidad , , 
cortante en un gas polar, Brokaw ( R.13, p.401 ) utilizo la correccion 

da Stockmayer ( R.4, p.384) al potencial da Lennard~Jones, obt;;niend<:.: 

B 



z 
n _ n 0.2 o 
~ Stockmayer - Lennard-Jones ..¡.-;::*, (2.2.'1) 

, 
donde la variable ó es funcion c;1 momento dipolar µp y del voh.v~en Vb 
v la temperatura Tb molal liquidas ( en el punto de ebulliclon ), a 
, ' , 
traves de la relacion: 

con: 

3 
Ó _ 1.94 X 10 z 

- V T f'p 
b b 

. V 
17 = i 1.585 b ~ 

1+1.3 ó 

e z -re= 1.1Bi 1 + 1.3d ~ Tb. 

' Los autores. reportan une validez· general de la relaolan (2.2.4) en 

tanto se cumpla 6 <?:.· 0.1. 

Figura z.z 
·Paráriiióüos· del·.potenc:lal . 

. l z0:6 de· Lennard-,.Jones. 

e~ 
'O e -•o U•
U 111 ,._ 
.. :::s 
.. Q. u ., 

-=~ 

Distancia entre moléculas. 

, ' 
Otro metodo utilizado en la elaboraclon de correlaciones , , 

empiricas de la viscosidad cortante se besa en la teoria de estados 



correspondientes ( R.11,cap.11 ) , la cual establece que las propiedades 

da un fluido en cierto estado, correspondan pc•r un factor de escala a las 

propiedades de cualquier otro sistema similar. Esta idea por ejemplo, 

fue utilizada por Trautz ( R.13, p.403 ) al considarar qua si en la 
' ' relacion (2. 2 .1), la interacclon lntermolecular es nula, ( .Q= 1) y 
' ademas: 

V a: RT 
15""°' e 

' . 
( donde el subindice e en cada variable indica su valor eri el punto 

' ' critico ), entonces puede obtenerse una expresion de la viscosidad ' , 
redLCida 'lr como funcion unica de la temperatura redl%llda, definiendo a 
estas dos variables por: 

T . T 
=-:-¡--- • r . e (2.2.5) 

Golubev (R.13, p.403) utiliza esta idea, proponiericlo la siguiente 
f.' 

relaclon para la viscosidad cortante: 

Tr < 1 

Tr >l. ' 
(2.~.6) 

* ' con r¡
0 

la viscosidad del sistema en la temperatura crltlcia. a un nlwl 
diluido : 

JO 



, 
En el mismo enfoque de la teoria de estados correspondientes 

Thodos ( R. 13, p.403) propone para sistemas no polares la siguiente 
' expresion para la viscosidad cortante: 

O.llo!B 
11~ = 4.61T - 2.04 exp (-0.449T ) +1.94 exp (-4.0SBT l +0.1, r r ~ 

(2.2.6) 
. mientras que para el caso polar: 

' , 
Enlace tipo Hldrogeno: 

Otro Upo de enlace: (2.2. 7) 
4'5 -ZIJ 

Tr ( 2.5 q~ = (1.9Tr - 0.29) Z
0 

, 

', ' ,' ' ' /, ' ' 

donde Z es el factor de compresibilidad en el punto critico y t viene e . . . , 
dado por: T uii. 

~= 
c 

l f . 
M"' p e 

{2.2.8) 

Thodos señala una validez general de Sll!I relaciones mientras el 
' ',' ' '"''' ,',, '' ""' ' ' ' ,, ,, ' ' ' 

sistema a tratar no sea el Hldrogeno o el Helio •. ' , 
Para resumir los resultados de esta saccion, 

f , , 

, metodos optimas para el calculo · de la viscosidad 

fluido a nivel diluido se recomienda ( R.13, p.409 ): 

erunarcando los 

cortante de un 

Sistemas no polares: Con los valores de a y .: provenientes , 
de la misma fuente de ir.formacion, calcular la viscosidad con las 

' , 
formulas (2.2. O y (2.2.3}; en el caso en que los parametros o y.: no 

11 



' ap3rt:z::!an en tabta alguna, dt:Le utilizarse la fonnula (2.2.6), , -
obteniendose entonces un error porcentual del 1 al 3% para el valor de 'l 

calculado. 

Sistemas polares: Utilizar las relaciones (2.2.1) y (2.2.4) con 

las cuales se obtiene un error porcentt1Ctl de 0.5 a 1.5~ para el valor de 

rt aproximado. 

2.3 Correlaciones de la vi.s....~idad Cortante para una ·mezcla de gases 

en el lÍmite diluido. 

' Cuando la teorla de Chapman-Enskog se generaliza al caso de una ' . . 

mezcla fluida en un limite diluido, se obtiene· la siguiente , . 

expresion para el . coeficiente de viscosidad corta11te 'lm de ese 

sistema (.R. 4, p.226 ) : 

'lm = 
n ·. 
~ 'x. 'l¡ 

1=1 l 
(2.3.1) 

,;;:-.:,_:..,,_.," ·. - , .. '· . - ; 

.\dOnde x¡ ·es·· la fracci.on··molar del componente i-e$imo,. '1i ... su. vist:osidad .. 

en ~ niveldiluido Y,~iJ ~ un factor sobre et cual se enfocan los 
trabajos de prescrlpclori empirica, ¡orno el de Wilke (R. J 3, p. 4 J 1i, que 

al utilizar el ~odelo de interaccion. de Sutherland, propone para dtc.ho 

factor la relacion: 

!Si •• = lJ 

i 114 
[ 1+ ( 'l ~) { M; /Mi) 

[ 8( 1 + ~\/Mj >J! 
12 



(2.3.2) 

donde M. es el peso molecular del componente i y q, su viscosidad 
1 , 1 

particular. Esta aproximacion da un error porcentual menor del 1 'I para 
' la viscosidad cortante de mezclas no polares , pero si el calculo se , 

realiza para una mezcla en la que el Hidrogeno sea uno de los 

componentes, Mi >> Mj o q1 >> l1j• sntonces el resultado obtenido con 

(2.3.2) carece de validez. , 
Otra aproximac:ion para (lij es la de Brckaw ( R.6, p.416 ): 

cllij = ( T?¡ / r¡ j)i Sij Aij, (2.3.3) 

con: 

Sij = 1 si todos los componentes de la mazcla son no polares y en 
caso contrario: · 

_ _ . 1 + ( T~ T; ) ! + ( ó1 óJ / 4 } 

Sij-Sji- (1+T*+{ó 2/4.})t(l+T +(ó 2/4))¡ • 
i i j j . 

, 
Las variables de estas ultimas relaciones estan referidas a aqusllas 

' ' ' da la secc~on anteric.r y tambien, como ahl se establece, la validez da ' , 
los resultados es optima cuando ó > 0.1, garantlzandose en ese caso, \61 
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error porcentual menor del 2%. , ' 
basicas de la teoria de estados Al retamar las ideas 

correspondientes junto con las 

Praustnltz y Gl.Dln { R.13, p.74 ): 

reglas de mezclado propuestas por 

T =¿xiT 1 , cm 1 e Z =¿;X iz i, cm 1 e 

pcm = 2 cm Tcm R I Vcm· 

Dean y Stiel { R.13, p.419 ) . derivaren las siguientes expresiones para 

la viscosidad cortante de una mezcla de gases: 

119 

_ { 3.4 Trm Trm S: 1.5 
q~-. 519 

m m 16.68( 0.1338 Tr - 0.0932) 

(2.3.4) 

T rm > 1.5 , . 

siendo: 

11'& i i 
tm = {Tcm) I pcm{ ~xi Mi) ' Trm = T/Tcm • 

. i 

T cm , Zcm , P cm y V cm san, respectivamente, }ª temperatura, el factor 
de compresibilidad, la presion y el volumen criticos, promedios, de una 

. - ·- . .. . ' 
mezcla del componentes, cada uno en.concentrac:ipnx1.: 

La relación {2~3.4) no. incluye los. valores 'de la viscosidad 

individual de cada uno de Los componentes de la mezcla, lo cual · , . -
introduce un EtTür porcentual de consideracian ( R.13, p.419 ) en las 

' estimaciones realizadas, en comparacion con el rsslo da las, 

r·rescripciones mencionadas. 

·se puede ccncluir entonces que la'S mejcres estimaciones a Ja 
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viscosidad cortante de t..."la mezcla fluida en un nivel diluido se 

obtienen al utilizar ( R.13, p.419 ): 

' Para gases polares: La ecuacion (2.3.1) ron la (2.3.2) (Wilke). 
' Para gases no polares: La ecuacion (2.3.1) con la (2.3.3)(Brokaw). 

2.4 Correlaciones para la viscosidad co~nte de l.D1 sistema gaseoso 

monocomponente, en un regirnen denso. 
, 

El analisis sobre las propiedades macroscopicas de un gas del'190 a 
. ' , . , 

partir de la teoria cinetica fue aproximado por primera vez ccn ·exito en , 
la formulacion de Enskog referente a esta tema (R.6,p.634 ), donde se 

. considera que el comportamiento de los componentes del sistema es 
' similar· al caso diluido con la excepcion de un aumento en la frecuencia ' . , 

del numero de colisiones, que Enskog postula proporcional a la funclor. 
I f ' . ·' 

radial de distrib,ucion ~ ,- Esta ultima hipotesls conduce a la estimacion 

de una expresion empirica del COciente de la viscosidad del fluido 
f D 

denso, q, entre el valor de su viscosidad en el limite dlluldo I} en . ' . . 

funcion da ~. ~r lo que en generat las con·alaciones para l'} vienen 
' dadas en funcion de esa cociente o de la diferencia de dtchas 

;viscosidades {viscosidad residual) . En esa sentido, Jossi, SLlel y 

."fhodos e R.J3, p.426 ) J>rüponen}as siguientES· relacionas para la 

viscosidad residual: 

Gases no polares: · 

o z 
[ ( r¡ - r¡ )~ + 1] = 1.023 + 0.23364pr+ 0.5~5.33pr + 

3 4 
-:}.~:J75Bpr + 0.093324¡;.r ; O. 1 ~ Pr ~ 3.U t.2.4.1) 
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Gases polares: 

o 1.111 

¡ 11 - 11 H = 1.656pr 
o l. 739 

( 11- 11 }t = 0.0607(9.04Spr + 0.63) 
o 

log i 4 - log [ ( !} - '1 ) t ] t = 

Pr s; 0.1 

0.1 s; Pr S: 0.9 

= 0.6439 - 0.1005pr - u ; 0.9 '!>: Pr s; 2.6, 

siendo: 

{ 
o . 0.9 s; .p < 2.2 

li = (4.75)(10-
4
){pr

3 
-10.65)

2
; 2.2 ( p~ < 2.6, 

(2.4.2) 

y f) la densidad reducida del sistema. . La figl.D"a 2.3 muestra ..na 
~ o ' 

graflca de la variabla (711) )~ calculada con la relaclon (2.4.1) para 
' determinados compuestos no polares, asi como algunos valore5 , . 

. e~iinentales de dicha variable. La grafica 2.4 corresponde a un 

. ·I . . . . . 

sirriil de la 2.3 con comp~to¡; polares y las expresiones de (2;4~2). A 

partir de . la baja dlsperslon en ambas figuras0 • entre los dato5 -~ 
. . , . . . . 
experimentales y la esllmaclon reallzáda en base a. las re ladones 

. ' ' mencionadas, se garantiza una muy bl.E!na corralackirl del matado, que 

reporta en general un. error porcentual d_el 1 O al 1 S'í. 
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Figura 2.3 ...., 

Relación entre (n-nº) ~ y pr para 

sustancias no-polares (Tomado Ref. 13, P· ~27) 

P, 

ICO 
t~ : 

''i . 

o l.'t•": ... 
O[H•O ... 

e F•cii>o,.. 

t h~~10"• 
0 11• 0~lC"f 
\7 11-P.,nt11111 

~Figura ·2.~ 

Relación- entrec.(n~nºl r; Y, __ p,.·_p~ra -

sust~nélespolareí (To...,dn,R.,f: 13, ~· 429). 
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' 2.5 Con-elaciones para el calculo de la viscosidad cortante 
' de una mezcla de gases en el regimen denso. 

, f 

El metodo mas adecuado { R. J 3, p.4 3 J ) para calcular la 
' viscosidad cortante de l.II1a mezcla de gases no polares en el reglmen 

denso es el de Dean y Stiel, que al utilizar las reglas de mezclado de 
' ' Praustnitz y Gunn {seccion 2.3), proponen la siguiente relacion: 

D l.151 
(r1m-qm)(m= {1.08)[ exp (1.439prm) - exp (1.111prm. )J, (2.5.1) 

' o donde q describe a la viscosidad de la mezcla en el regiman· denso; llm 
m ' 

es la viscosidad correspondiente al limite diluido y Pr es la 
m densidad reducida en la mezcla. 

' o 
La figura 2.5 muestra una graf~ca de (Qm-qm)~m contra Prm en la 

~ se observa muy poca disparsion de los datos experimentales con 

re5pecto a dicha curva .En general, las eStbnacioiies 6bteni~ po.r 

medio de (2.5.1) arrojan un error porcentual menor del 10% • sln ' ' . . 

embargo dichos resultados son· validos sdo para mezclas cuyos 

componentes no son polares, ya que en el caso de sistemas polares o con 

pesws moleculares muy altos en sus componentes ne existe una buena 
' . 

aproximacion para esi:.e coefiCient.e de transporte. . . 
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. ~1.~ción entre (nm~ n~) f; YPrrrfara diversas mezclas •. La curva sólida es -
la prescripción empfrl ca de Dean-'Stlel '(Toniaélo Re.f. 13 ;··p. ··i,.33)'_'·•· 



' CAPITULO TRES 

, ' ' 
La teorl.a cineti.ca de los flutdos en el llmtte diluido. 

' , 
La ecuac:ion de Baltzmann es una relacion integro-diferencial, no , ' 

lineal para la funcion de distribucion, que en general ro puede ser 
, ' resuelta .analiticamente para un potencial lntermolecular especifico. El 

. ' . . ' 
met.odo de Chapman-Enskog permite realizar una aproximacion a la 

I . I 

solu::lon de esa ecuaclon bajo ciertas condiciones, y es el objetivo del ' , , . ' 
presente capitulo esbozar, junto ctin la derivacion clasica a le ecuaclon 

' de Boltzmann, los aspectos sobresalientes de dicho matado de ' . 
aproximacion { R.3, p.92) 

' , ' 
3.1 Derlvaclon clas\ca de la ecuaclon de Boltzmann. 

Si el sistema a estudiar es un gas simple · ó ura, mezcla de gases 
con i componentes, entonces la infonna.cion · est.adistica sobre dlcho . , ' . . . ' ·.. , ... · 
sistema quedara contenida en la funcion de·.distribucion de \.1'18 parl:.icufa 

de especie i (R. 8, p.75 ), f 1 , siendo: 

(3~1.1) 

. . . I 

:la densidad de partlcu}as P,romedio} tomado este ultimo. .efl .\Jl'I ensamble 
de sistemas macroscopicamente identicos { R. 7 ,p.526), que al t.lam~ t 

. . . 3 .. , 
tienen sus centrcis y sus velocidades en los intervalos d r . y . d c1 .... .... ;:t ~ .... . . 
al~edor dal punto ,t r, c1 i· Sea t- 1 = F1 ( r, t ) la fuerz<l externa .qu¡o ·· 
actua sob!""c la partícula i-esima. Al transcurrir un tiempo dt desda el , , 
tiempo original. toda molecula qu6 no colisione con ot.ra cambiara su 
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' posiclon y velocidad al punto: ... ... ..... ..... 
( r + ci dt , c1 + ( Fi / m 1 ) dt ). (3.1.2) 

' ' ' Por lo qua al tiempo t + d t exlstlra un numero de moleculas de tipo i: 

"4- ... ..... + 3 3 
f 1 ( r + c1 d t , ci + { Fi / m1 ) d t , t + d t) d r' d c1•, (3.1.3) 

·. que tienen sus centros y velocidades en los intervalos <Pr' •, d3cf' 

afrededor del punto (3.1.2) respectivamente. Al combinar e5tas ultimas 

relaciones y utilizar el hecho: 

se encuentra que ( R.4, p.24 ) : 

... ...... ... . ... . . ... ... 
f 1 { r + c1 d t , c1+ ( F1 / m 1 ) d t , t + f1 t) = f 1 { r , c1 , t ) • {3~1.4) 

, ' . . ·. . .. · . 
En realidad, la funcion de dlstrlbueion se .altera por la exlstenela de 

. , , 
colisiones intermolecularas por lo que en esta ultima relacion debe ' .. 
introducit"Se el factor correspondiente a dicha alteraclon. Considerando ... ... ' ' que f 1 ( r, c1, t ) es una funcion que varia lentamente en sus 

. ' ' argumentos, hlpotasls que as valida para distancias l y \.lampos t del 
·~rci~~ de (R.3~ p. 97 ) :· . 

X « l < vi • • « t < •m , 
. . ' 

donde X es él camino libre medio para las. particulas del gas, V es el 

volumen ocupado por el sistema y r y •m son los tiempos .asocladc:.s a 

esas dlsl:.ancl:is, entonces puede dividirse (3.14} entre dt y tomarse el 
' limite cuando este incremento de tiempo tiende a cero, con lo que se 
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obtiene: 

¡a +tv+ l / at i . r 

(3.1.5) 
, 

Para evaluar el termino a la derecha de (3.1. 5), Boltzmann , , 
considero la existencia 1»1ica de colisiones binarias en el sistema, con , 
lo que restringia el manejo de la teoria al caso diluido ( R.8, p.74 ). , 
En la fi~ura 3.1 se muestra al esquema de l.B"la colision binaria entre 

las particulas de masas m 1 y m 2 , considerando qua la primara da ellas 

se encuentra en reposo en el origen de coordenadas y qua la segunda 

describe la trayectoria mostrada en dicha figura, viajando antes da la , , 
collsion con la velocidad relativa. de las dos particulas en ase momento: .... ... .... . 

g =es- Cz 
mientras que la .cotTeSpondlente, antes del evento es: 

1'= ti· - ti· 

i' 

Figura 3,1 

Esquema de una colisión binaria entre las partfculas m1 y m2 , considerando_ 
a m1 en reposo en O. 

' La cantidad b en esta figura denota al parametro da impacto, que 
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se dsf!.ne como la distancia perpendicular entre el centro ele Fuerzas, 

la parti~ula 1 y la velocidad l. A partir de las ecuaciones de 
' ' , 

conservac:ion para la energia y el momentlD'll durante la colision se puede 

demostrar que ( R.16, cap. 3 ) : 

1ti=1~1. 
1• ' ' 

es decir, el estado de· la particula 2 despues de la colision depende 
·t . , . . . 

unicamente de los angules x: y E n¡ostrados en l~ anterior figura. Sl 
ahora se piensa en un fhijo de partlculas 2 ( particulas proyectil ) c0n . , . . . ·:. . . - . . . 
velocidad g, un parametro de impacte en al intervalo b, b + d b y un 
' -
angulo azimutal entre E y .: + d .: , entonces las colisionas qua ocurran , , 
en un intervalo de tiempo d t 5eran factibles para aquellas part.lculas , . 

localizadas en el cilindro de colision ( R.9, p.61 ), de generatriz g dt , - ' -''· , 
y area en su base b db di:; el numero de astas moleculas· qua tienen su 

velocidad en el interval~ cPc2 alrededor de ~ viene d~dopor (R.8, p. 

-~· 86 ): 

.......... · - . 3 
f 2 ( r , c2 ,t ) g b db d1: d Cz dt • (3: 1.6) 

' Sin embargo el cilindro de colision mencionado sa asocia a cada , , ' 
·lnl c1e· 1as moleculas blanco ( del tipo 1), CU)IO numero est.a dacio por 

" ... . _, .. . . . . , . . . 
(3.1.1) cuando t = 1 y como toda collsion ocurrlda,entndos do& tipos 

- : . , . . ..... , ··- . .. . ... . - . -. . .. . .. - . . .:_... . . 

da part.iculas hara que las de tipo 1 cambien su velocidad, saliendo del . 
-. .· ..... . , -: . _. . . . ' . , . . - .. . 

eleménto c 1 cf3c1• El calculo de esta perdida de moleculas requiere de la 
. . , . . . . -.. 
hipctesis del caos molecular ( R.9, p.65 ) en la cual se supone q1.e el 

rul-nero esperado de colisiones en lD1 elemento de volumen entre 
' particulas pertenecientes a difen:intes inter1alos de velocidad puede , 

evaluarse estadísticamente como el suceso de eventos independientes 
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( R.8, p.Bó ), es decir : 

(3.1. 7) 

' ' por lo que el ru..rnero de moleculas 1 perdidas es: 

-+ -+ -+ -+ _n J ff f 1 ( r , c1 ,t ) f 2 ( r , c2 , t ) g b db de o-c2 • (3.1.8) 

, ' 
Por otro lado, las moleculas que por collslon obtienen una velocidad -+ ·.· f. • , 

en el intervalo cPc1 alrededor de c., se consideraran oomo J>!!rliculas ' , 
ganadas a diclD intervalo y su numero viene dado por un anallsis del , 
proceso inverso al considerado en la colision, C1.l}'O resultado es ( R.8, 
p.88 ): 

ffJ f1 { ~ c';•.t) fz et, ti·, t) g b db d.: cPcz. (3.1.9) 

, 
Al combinar las .dás .. ultimas rela,ciones (3.1 $·9) en la .ecuacion 

(3.1.5) se obtiene finalmante la ecuación de Boltzmann: 

{ 
-+ -+-+ 

ci · V + { F./m i ) ·V ~ f 1 ( r, c 1, t ) r l et ) 

(3.L10) 

que de manera abre'.liada puede expresarse como: 

= l:J{f.,f.), 
J l J 

(3.1.11) 
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donde D rapresenl:a al operador de fluj~ ( lado iz~uierdo de (3.1.10)) y 

J se conoce como el operador de colision. Tambian se han abreviado las 

siguientes expresiones : 

..... ..... 
f1 = f1 ( r, C1 , t ) 

f • f ¡-+ ...... t' 1 = 1 r , C1 , ) 

.......... 
f 2 = f 2 ( r , c2 , t ) 

f 2' = f 2 ( ~, ~·, t ) 

{En el caso i = J deben tomarse~= t'y cj = c 1 ( R 9, cap.3 )). 
' . 

Como 
1
puede .. observarse de (3.1 .10), la ecuacion de Boltzm&nn ~s 

una relacion inl:egrodiferencial, no-lineal para f y en general !IU soli.i:ion ' . , 
es dificil de obtener, sin embargo puede concluirse alguna infonnacion 

. , 
macroscopica del sistema al realizar ciertas manipulaciones sobra ella, , . , 
lo cual sera analizado en las subsecuentes secciones de este capitulo. · 

' 3.2 Ecuaciones de Conservaclon. 

., ' . . 

A partir da la relaclon de &ltzmam (3~ 1.10); puada obteJ)Brse la 

·manera en que una propiedad ti>· del sistema conformado por · i 

componentes, cambia en el espa.::io y el tiempo { R.4, p.62-B ). 
' Sea 4> l la propiedad !f> particular ~el component.e l-esimo de una 

mazo.la fluida, multiplicando la acuacion de Boltzmann pcr rl"-· .· e 
....... ······· .. ···... . ... . . . .. . ~ 

integrando al ras\i~taao scibre t.qdoS las valores de la· velocidad e 1 se . 

obt.iene une; acuacion para el cambio de dicha. propiedad que considera el 

flujo y las colisiones ocurrentas entre las moleculas del sistema , as 

decir: 

f f1>. D f. d3 c1 = ~ f lf>. J ( f1 , fJ ) d3cl .• 
l 1 l,J 1 

{3.2.1) 



I 

Al caicular por partes la integral dt::l tsnnin•:i a la derecha da esta 
f 

reiacion se obt.iene el siguiente re::.ultadc : 

- f ... -- -+ a <P + e ·"V qi a1 ( n. ¡p.}+ 'i/ · ni c. 11>¡ - n. / "'t l l r l Bt l i r 2 l L u 
+ ~ ·'\/ c

1
<1>t } 

(3.2.2) 
f I 

donde se ha utilizado ia deflnicion del valor promedio de una funclon \J;: 

, 
Por otro lado, debido a las propiedades de simetrl.a del operador de 
' colislon ( R.S, cap.4 ) • el lado· izquierdo. da (3.2.1) se transforma an 

{ R.4, p.63 ) : 

·'· . Si se cumple que <P conserva su valor antes y despúas de la , , 
colision entre las moleculas de tipo i ,J, es decir: 

{3.2.<!!) 

' . .-. 

entonces ~ propiedad representa a cualquiera de los cfrico l.nvadant.~ 
de coUsio~ dacfos por { R~B, p.91 ): 

La masa : m 

El momentum : , 
la energla: 

26 

{3.2.5} 



' I ' y la expresion para su ecuaci;:m de :::ambio sera ( R.4, ¡:;.63 ): 

a I at ni lj)t + 'i/ r · nt ( ~ <Pt ) + ni { ~ · 'i/ e¡ <Pt } = O • (3.2.6) 

Utilizando en (3.2.6) las expresiones locales de la densidad , , , 
numerica de particulas i, n., la velocidad hidrodinamica del flujo i~ u1 1 l /' 
y la energ}a interna et, ( primeros cinco momentos de la funcion de 

distribix:ion ) : 

.... 
"t ( r, t) = 
........ 
u1 ( r, t) = 

(3.2. 7) 

. , . 
se obtienen las ecuaciones de balance de la hidrodlnamicá . para ·esas 

cantidades : 

( '/p)(d/dtp> ... = -'i/. it 
... -+ 

Pe d;dtU. > =-'V·P+-:i.pF .. • . l. _f. .. ' 
l 

p(d e)= 
/dt 

-+ ......... -+ ... 
- V•q - P : V u + ~ p1 F 1 ·V1 , i 

(3.2.8) 

donde se ha tomado la suma s.:ibre tcdcs los componentes de la mezcla . ,.. 
para obtener la propie~ad q; total del sistema siendo p la densl~, vi 
la velocidad de difusion de la especie i, P el tensor de presion : 
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..... ..... ... 
P = m f Ci C¡ f¡ d3ci , 

.... q el vector de flujo de calor: 

siendo: 

.... 
q = ( m t 2 ) f C1

2 f 1 C1 d
3C1 , 

d / = 8t + 'il· · 
dt 

3.3 El teorema H de Boltzmam. 

(3.2.9-a) 

(3.2.9-b) 

, 
La experiencia hace pensar que un sistema aislado evolix:ionara da 

un estado inicial arbitrarlo a uno da · equlllbrio y el tacrama H , 
formaliza esta idea ( R.4, p.68 ), dando una forma explicita para dicha 

, , , f f 

ewlix:lon asi como la expresion que la funcion de distribucion posee en 

ese éstado de equilibrio. . . ., , , 
Considerase la siguiente funcional de la solix:ion da la ecuaclon de 

Boltzmann: 

H [ f. ] = ¿ f f. log f¡ d3c1 d
3r , 

! i ! 
(3.3.1) 

Y· en donde se llene 1.11a completa convergencia de la integral dada por la 
_,,,'.'.. . . , --- . , , . - - . . - . 

conservacion de la enargia cinetica ( R.5, p.7D ): 

~ f f¡ c1
2 d3c1 ( ao. 

l 

En el estado de equilibrio r1 es estacionaria es decir ( a/ at fl. ) = O . 

por lo que ( a/ at H ) = O , pero en general: 
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d/ H = ¿ f ( log f 1 + 1 ) J ( f. , f . ) d3c 1 • dt i,J l J 
(3.3.2) 

I I 

Al utilizar las propiedades de simetria del operador de cclision, 
r I 

esta ultima expresion se transforma en ( R. 4, p. 7 2 ) : 

De (3.3~3) se observa que ( R.9, p.69 }: 

d¡ H ~O. 
dt 

{3.3.3) 

{3.3.4) 

La igualdad de (3.3.4) se cumple en el equilibrio y da como 

· resl.Jl.~do' ( R.B, p.93 ): · 

{3.3.5) 

. '· por lo q¡.s log fi ;15• en &,eneral, una combi~ion lineal de lo5 

invariantes de colision ( seccion 3.2 ). Se puede demostrar ( R.4, p.73) · , . .. , 
qtE la expresion en el equilibrio para f., viene dada por la funcion de 

. , l 

dislribucion de ~1a..vwell: 

· . ~c3~3.6> .. 

. , ,· , . . .· .. 
. Sl en esta ulti~a relaclon n1 ,c1 ~ T sen independientes del tiempo, 

entonces la funcion de distribucion resultante representa a la , . 

maxwelliana abs1Jluta, diferenciandose del caso en que dichas cantidades , ' 
depende:i del tiempo dc·nde la funclon de distribucion en el equilibrio se 
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conoce como maxwelliana local • 

Es importante hacer notar que el teorema H de Boltzmann , 
{ ec. (3.3.4) ) , marca un camino monotono e irreversible al equillbrio 

' r del sistema. Este resultado se obtiene con la introduccion de la hipotesls 
r ' ' extra-mecanica del caos molecular en la obtencion clasica de la 

' 
ecuacion de Boltzmann. 

, 
3.4 Matado de Chapman-Enskog. 

, - , 
El objetivo de este matado es proporcionar una soluclon , 

aproximada a la ecuacion de Boltzmann que permita proceder de su 
' , . , 

enfoque microscopico, a una descripcion del comportamiento , ..... - ' , 
fenomenologlco del sistema. Cabe senalar aqul que el titulo de la 

~ , , , , 
presente .seccion debe su nombre al hecOO de que Chapman Hago a los 
mismo$ resultados tju8 Enskog de manera inifependienté~ .. ~---·este 

-. _,_. ;,, ,, .,_, , , , , , - , , '" ., ,-, ·- , 

trabajo Sel describe· el metodo utilizado pcir Enskog, en el cual se 

coi¡sidéra qúe la , funciC:n de di~tribucicin f¡ { t, ~, ,t ) para, el componente, -

i-esimo de un slsterria 'que se encuentra en un estado no muy lejano al 

de equilibrio, puede ser expresada como una perturbacio'n <ti. ( 1, 't. , . t ) , , , o l l 

a la funcion de distrlbucion de Maxwell, f1 , _( R.3, p.98 ), es decir: 

-+-+ º-+-+, .-- ..... 
f(C r, ~1 :·; tJ = f 1 ( r 9,'.C::¡ t t) {1 + 11>1 C-r .. _c1 ·9t tl ~ (3.4~H 

Puede P,enSarse ent~nces, en realizar un desarrollo en seri~ para ip1 
como funcion de un parametro pequeña, µ, que representa al numero _de 

Knudsen ( R.S, p.82 ): 

(J) z 12) 

4>¡ = µ ipi + µ tP¡ + ..... . (3.4.2) 
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A partir de los resultados obtenidos por Hilbert en el tratamiento 
f I 

de la solucian de la ecuacian de Boltzmann ( R.8, p.106 ), Enskog 
f • I 

, visualiza tD1a dependencia implicita en el tiempo para f. a traves de los 
' . 1 

primeros cinco momentos de esta ftD1cion, enunciados en (3.2. 7) y cuyos 

gradientes poseen tD1 desarrolla en serie dada por las expresiones 
. I 

(3.4.2) y (3.2.9). Asi, sustituyendo (3.4.1) y (3.4.2) en la ecuacian de 

Boltzmann (3; 3.10) e igualando los caefiecientes de µ a ambos ladas de 
. ' 

la igualdad resultante, se obtiene la siguiente relacian para el primer 
' orden de aproximacion a r1 ( R.3, p.100) : 

D 

( D fi) = -J "i "J I ij ( lf>1 ) ' 

' 

(3.4.3) 

donde 111 es el operador ll~izado de colision ( R.4, p.166 ): 

ID> ID> ID> ID> 
'-·:::!'. n,njé.f.J (.p.) = ';E.J (.f. , fJ ·.pi) +'L. J ( f{ fl>f , fJ· ) , .. (3.4A) .. J • . 1 1 J .. l J • .. 

-~ . 
y ( D fi ) es el operador diferencial de flujo a orden· cero, · qiJe 
· · f I ID> · . 
contiene unicamente a la ñmcion f f , , la cual representa a la 

. maxwelllana local ( R.4, p.169 ) • Despues de una serie de cambias y 
I I 

. redefinicion en sus terminos, el aperador de flujo toma la forma ( R.4, 
.. p.17 J..): 

-+ . 2 -+ 
. ID> ID> ( e . ..... '(mi c. 5 ) e ..... l T 

( D fi ) = fi l ~i j ll¡ + . 2kT z - 2 i v og . + 

....... 2.... ... 
+ m (C. c1 1 C. ó) : V v)} 
. ""fCT" 1 - 3 1 (3.4.Si 

... 
donde C¡ es la velocidad peculiar de la especie f ( R.4, p.12 ) y it¡ se 
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' conoce como la fuerza de difusion de esa espeo::ie { R.12, p.145 .): 

Debido a que Ilj es un operador lineal. e invariante a rotaciones , . ' ' 
(isotropicoj y ·il>i es una funcion escalar, se debe tener para esta ultima 
una relacion de la forma ( R.3, p.102 ) : 

1 +J ... 1... 1..... .... 
fl¡. = - - ~ D · d - -A. · 'il log T - - B : 'il v (3.4. 7) 

1 ni J ni ni 

.... .... .... 
donde A1 y Dij son funciones vectoriales de la velocidad y B1 es un 

tensor sin traza de esa misma variable, es decir: 

.... j J .... ..... + 
o1 = oi e c1 > ci , A¡= A¡ e c1 > ci , 

..... .... .... 1 .... 
B¡ = ª• { ci ) { C¡ ci - 3C¡ ó ). (3.4.'8) 

, 
Al .. s1.,1s,Utuir las expresiones {3.4. 7) y (3.4.8) en la relacion 

{3.4.3), 5e obtiene ~-serié c1e·~Iaciones integral~ que determinan a 
. . 1 .... " ."· • , ....... . 

las expre:Sfones {3.4.8) en funcion ele las integrales de parenteSis ·· 

(bracket) ( R.4, p.172 ) : 

••• (b). 
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.......... 
[ B, b] ••• (c), 

(3.4.9) 

donde !k l, ¡ti y ~ son funciones arbitrarias. La soluciC:n de las 

ecuaciones (3.4.8) fue dada por Bumett { R.4, p.131 ) al tomar 

combinac:iones lineales de los polinomios de Sonine, que se definen para , 
un orden r, indice m y argumento x2 por { R.3, p.103) : 

S ( r) { x2) = i l ( r + m + J } { - xZ )l_ 
m l=O 11 ( r - 1 ) 1 r { l + m + 1) 

(3.4.10) . 

, , 
y que ademas son funciones propias del operador linearizado da colision , 
cuando se trabaja can un sistema de moleculas da Maxwell ( R.3, 

.p.104). 
En particular, al introducir las relaciones (3.4. 7), (3.4.8) y , . ' . 

{3.4.9) en la expresion para el tensor de presion (3.2.9-a), el resultado ' , , 
obtenido e5 funcion unica da la integral de parentesis (3.4. 9-c), , . 
encont.randose la siguiente igualdad ( R.4, cap.6 ): 

o .... .... .... ........ 
o 

P = pó - u 5 kT [ B, B] S , {3.4.10) 

.... , ·. .· · .. , .. . . . 

donde· S es la. razon de cambio del tensor de esfuerzos sin traza,. cuya 
componente sij se define por: 

1 5 aci 1 .... 
S 1J =y (ax. + B"X.) - -y-V·v óij. {3.4.11} 

! J 

' Comparando (3.4.10) y (2.1.1) se obtiene la siguiente expresion 

para el coefkiente de la viscosidad cortante ( R.4, p.177 ): 
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(3.4.12) 

' 3.5 Evaluacic·n del coeficiente de viscosidad. 
' , 

La solucion a la ecuacion integral (3.4.9.~) propuesta por Burnett 
, J 

requiere que la combina:::ion linea!. de ¡:iolinomi'JS de Sonine ( R.4, 
p.185): 

r- j (r) ( l ) 2 _. _. 
1 
~ 

= ¿: b. l s 5 ( .ri ) ( .r . .ri - 3.li ó) ' 
l=O i, '2 i 

(3.5.1) 

' (r) 
posea una solucionen sus coeficientes b¡ 1 dada por: 

' 
r- l lq (r) _ 2 "i 

:i :i HiJ bJ - ~ ó1 0 l = O, •...• ,.r-1, .. (3.S.2) 
. J q=O ,q . n ' 

.. . ' ' 
donde r indica el valor de la apr·:iximaaion de Sonine en el cual se 

. . l ' 
reáliza un corte a la sarie ( R.22 ); H. 9 es una expresion , lJ 
proporcional a integrales de parentesis (bracket) de ardan l y q ( R.4, p. 

186 ) y l. es una variable adimensional definida pc•r: 
_. m . .t _. 

·x =J 2kj-> 2 e~· {3.5.3>' 

Al utilizar las relaciones (3.5.1) y {3.5.2) en (3.4. 9-c) se 

· obtiene la siguiente igualdad { R.4, p.188 ): 

++ ++ n. (r) 
[ B, b ] = 5 2: ( rf-> bi,O , \3.S.4i 
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I 

por lo que la r-esima aproximacion de Sonine al coeficiente de 
' viscosidad co:-tante vendra dada por : 

(3.5.5) 

I I I 

Esta expresion requiere para su evaluacion del calculo de las 

integrales de pa~ntesis contenidas •en el te'rinino H ¡7 y esto pued~ 
efectuar9e introdteiendo las integrales Q { R.4, p.205 ) definidás por: 

{l,r) kT i co {2r+3) (l) 
Q l,J = ( brmiJ ) ! exp { -gz) g O¡J dg' (3.5.6) 

siendo: 

' {I) (l) ' ' ' •' '• l .. ' ' ' ' . ºiJ. = oiJ e g > = 2ir re 1 ,. ces x11 cb,g>b db, 

.. _e ;u ,_ .. 1 ... g - g. 

' · .. · . Como puede o~servarse, las integrales Q poseen toda la infürma,i::ion 
;sobra la interaccion molecular ( R.J 1, p.364 ),-por lo que tambien se 

- - ' ' ' ' ' " .1 ' - '" ' '' '-· " ' ' 
conc>cen .-como integrales de colision. En general es mas· frecuente , ' ' .. ' ·'. ... ' 

· - · · utillzar las integrales de colision reducidas .Q , definidas como el 

cociente ele las integrales Q entre las correspondientes al modelo de tm 
I I I 

gas de esferas rlgidas ( R. 11, p. 362 ) y la razon para esta elecclon , 
radka en el hecho de que es~as u!limas lntegraies Fcseen una 

' dependencia mas suave en sus argumentos al variar La temperatura y su 

valor se aproxima muchc- a la uni :íad. 

= 



Ahora bien, cuando se desea evaluar la viscosidad de un gas simple, 

(i=J), utilizando las relaciones anteriores, se encuentra para la pi-imera 
' - f 

aproximacicn de Sonine (r=1) a esa variable, la relacion ( R.4, p.213): 

{ }
cu_ 1 _ 5 (1Tmkn~ 

í? - ---,,ir - 2 (2 ,"'2TT 
H 167r a .Q 

(3.5.7) 

f , 

MI.entras qua la expresl.on correspondiente al primer orden de 
. ' 

aproxl.macion de Sonlna para la viscosidad cortante de una mezcla de 
f . , 

gasas, esta dada por la solucl.on del sigui.ante cociente de 

determinantes ( R.4, p.226 ): 

00 00 
H11 •••••••• H1k x 1 

······--~··········~· 
00 00 

Hki·····~ •• Hkk xk 

x1 •••••••• ~.xk O 

(3.5.B) 

····.~-~-~.··-•.-. ....... . 

. .... . , , 
donde xr es la fraccl.on molar de la espacie i-esima en la mezcla. 
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, 
CAPITULO CUATRO 

, 
La teoria revisada de Enskog. 

' ~ El objetivo del presente capitulo es se:nalar los desarrollos , 
posteriores a la formulacion de Boltzmann, enfocados al estudia de un 

' sistema gaseoso en el regimen denso. Estos desarrollos se tornan 
' , 

interesantes desde sus primeros pasos, ya que las hlpctesis planteadas 

por Enskog pri;:iparcionan propiedades de transporte para un· sistema 

monocomponente que concuerdan bastante bien con los datos , 
experimentales conocidos ( R.6, p.643 ) Las subsecL.Entes hipotesis, ' , 
necesarias para continuar can una generalizacion del metodo en mezclas 

' gaseosas, conllevan a lo qLE se conoce· como la teoria revisada de 
' , '· Enskog { R •. 24 ) • En, este ca¡itulo se. presenta ademas la formulacion 

existente en la leerla de liquidas en el equilibrio que optimiza el ., .. , ' . ' ' ' ' . . ' , 
diañtetro da tina molecula ( _R.14, cap.3 ), caractertzado en la teorla 

revisada de Enskog, como el correspondiente al de una esfera durá. 
, , 

4. ~ Teoria cinetlca de Enskog para gases densos. , 
En el capitulo anterior se describieron los logros alcanzados por la , . , ' ' 

· taorla .cinetlca en sistemas que satisfacen las condiciones impuestas pc;r 
"'. .-. .-· .... , '·.· ' '." ' ' ' ... , . , ,. . " . " . .. ' .. , ........ " ... ' .. .. 

las hipotesis requeridas en la formulacion de la_ ecuacion de Boltzmann 

{ R.B; ccip.4 ): 

1.- j 

2.-) 

3.- ) 

4.-) 

, 
Colisiones binarias entre partlculas. , ' , 
Las moleculas no poseen una extension finita en ei espacio. 

Caos molecular. , , ' , 
Varlacicn lenta de la funcion de di:;~ribucion en la reglon: 

.>. << ; «vi ( seccio'n 3.1 ). 



, /' 

Estas flipotesis son validc.s en tantu gu;;; el sistem:. encuentre en 2] 
' /' 

limite dHuido ( seccion 2.1 ), pero al pensar en un fluido danso, dich.ss 
' hipotesis ya no pueden describir el el estado real del sistema, pc·r lo 

que ( R.6, p.636 ): 
¡I ' 

l. - ) No deben despreciarse las. colisiones entre mas de dos particulas. 
~ /' 

ii.- ) El tamano finito de las moleculas que ~ollsionan, origina que sus 

centros no se encuentren en el mismo punto. , 
iii.-) La hipotesis ·del caos molecular se ve afectada por las 

correlaciones existentes entre las velocidades y las posiciones de las , 
moleculas a interactuar. 

, /' 

Al tomar en cuenta estos hechos, Enskog realizo· una extension de su , . 
teoria sobre sistemas diluidos para podar analizar un gas denso 

. , 
monocomponente ( cap.3 ), conservando la hipotesis 1.~) e lntrodi.Jciendo 

· las consideraciones ii y lll como consecuencias de los . aspectos . , .· . . . . . , 
· ·ga6metrlco5 de importancia en Ja compresion de un gas de esferas , . . 

rigidas con radio cr ( R.1), cap.13 ); en este sentido, si una de las 
,.• . . I'· ... 

moleculas se encuentra en la púSlcion r, la otra debe hallarse en ... ~ . ~ . 

{ r - c7Jc ), como se ilustra en la figt.rra 4.1, donde JC representé:, un , , 
\113Ctor unitario sobre ia linea que una los centros de dichas particulas. 

- ' ·' . , . 
Por lo anterior, la -hipotesis del :caos molecular cambi~a de la 

,forma:·· ........ ... ... 
f ( r.¡ e , _ t ) f { r , e 1 , t ) , (4 •• 1.1) 

, 
a la evaluar::lon en !os puntos { R.6, p.638 ): 

f { 1, <!, t ) f ( "t - a 7t, ~ , t ). (4.1.2) 
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' t 
Los efectos de correlacion en las posicior.es de ~as mole:::ulas que 

I r I ! 

colisionaran, quedan impUcltos en la fum::icn de ccrralaci.on de pares 

para esferas duras { R.14, cap.3 ): 
........... r; ( r , r - ate , t ), (4.1.3) 

y que Enskog evalua en el punto de contacto da i.as esferas. De esta 

manara {4.1.2} se transforma en : 

... .... .. -+ .... -+ ...... 
~ ( r , r - CTIC , t ) f { r , e , t ) f { r - alC , e 1 , t ) • (4.1.4) 

- -

Utilizando un pr0cedlrniento similar al seguido en el caso diluido, 
I / 

Enskog obtiene la ~cuaclon generaJizada de Boltzmann para la razo~ de 

cambio de la fl.DlCion de distdbucion f { R.6, p.636 }: 

{a / + e · V r + { -;/ ) V e } f { t, e! t ) = . . at m 

. --· ... ... ~ ... ,. ... = ff f [ ~- ( r + i a f) f ( r , e ) f ( r + aJC , e /l + 

- f; { t- Í CT/t°} f { t, t} f { 7- CTt 1 ~} gb db dE: d3c1• {4.1.5) 

Figura 4 .1 

Geometría de la colisión de dos esferas duras. 
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' ! 

Los efectos de correlacion en las posicior.as 
, ,. l' 

de ~a'S rnoleculas que 
' correlacicn de pares colisionaran, quedan implicitos en la furn::ion da 

para esferas duras { R.14, cap.3 ): 
.... .... .+ 

~ {r, r-atc, t), {4.1.3) 

y que Enskog evalua en el punto de contado de las esferas. De esta 

manara (4. 1.2) se transforma en: 
.... .... ... .... .... .... ....... 

~ ( r , r - O'lc , t } f { r , e , t ) f ( r - are , e 1 ,t ). (4.1.4) 

Utlllzando un procedimiento similar al seguida en el caso diluido, 
' ' Enskog obtiene la ecuaclon generalizada de Boltzmann para la razon de 

' ' cambio de la funcion de distrlbucion f ( R.6, p.636 ): 

{a1 + e · 'i/ + { ;/· ) 'i/ } f { t,· e!' t ) = 
..... at . r ni·· e 

= ff f [ ' ( ~ + i u lt) f ( t, ~ ) f ( t + a~. "ti') + 
... .+ ... ... ... .. ... . 

- ~ { r - i ak ) f ( r, e } f { r - ate , e 1) g b db dE d3c 1• {4.1.5) 

Figura4.1 

Geometría de la colisión de dos esferas duras~ 
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Por otro lado, Enskog considera que las colisiones int.ermoleculares , 
son impulsivas, existiendo entonces una transferencia instantanea de , , 
cantidades como la energia cinetica o el momentum lineal desde el 

centro de una de las esferas interactuantes al centro de la otra y es , 
precisamente esta transferencia colisionai la que da lugar a un termino 

extra en los flujos de cualquier propiedad ¡p del sistema, encontrando 

qLE el vector de flujo total para dicha propiedad viene dado por ( R.6, p. 

-638} : 

(4.1.6) 

dooo' flt representa a~ vector de flujo originado por un tra~Me de 

moleculas y $. es el VBCtor de flujo riolisional. 
C ' ' / _ A partir de este punto, el metodo de· aproximacion a la solucion de 

I . .. . . . 

ia ecuacion de Enskog es similar al seguido por el autor en el caso 
.-·:·. -· . ',. "-,. . /·: . ,' . . . " 

diluido { cap. 3 ) , encontrandose expresiones para los coeficientes ' de 

transporte :del sistema que presentan i.i error porcentua.l muy bajo 

comparado con los datos experimentales o con los datos obtenidos en 
. ' 

estudios de dinamica molecular (R.6, p.650), provenientes de no incluir , 
ccrrelaclon de velocidades en ~-

, 'j 

La primera generalizacion da la teoría de Enskog fue dada por . , 
Thorne ( R.2, cap.16 ) para una mezCla binaria de gases y ,mas tarda , 

Tham y Gubbins ( R.23 ), realiz:sron la extensiDn al caso 

multicomponentE:. Ei problema encontrado en est:ss generalizaciones 
I I ' 

apare:::io can la interrogante de cual punte· ;:lebia elegirse pan; evaiL:ar 
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, ' ' 
la funcion de correlacion de pares, ya que ahora se tenia un sistema de 

esferas duras de distintos tamañas y masas. Para dar una salida a esta , , .., 
interrogante, Barajas, Garcia-Colin y Pina ( R. 18 ) , examinar·:::m las , 
consecuencias cie evaluar a dicha funcion en tres puntos distintos sobre 

' , 
la linea que une los centros de las moleculas: 

EL centro ds masas. 

El punto de contacto. 

El pur?to medio, 

encontrando· que ninguno de estos tres debla preferirse, ya que cualqÚier 
! . , 

eleccion. acarreaba lncongn.encias con la termodinamica irreversible , ' 
al tener una dependencia de las fuerzas de difusion con dicha eleccion. . . , 
Se plantea entonces, un fuerte cuestionamiento a la validez de lo que . . , . ' , . . 

·hasta ese momento se conocia como las teorias estandar de Enskog 

(SEn. , . . 
Para solventar esta ultima dificultad,. van Beijeren y Ernst ( R.24 ) , . , 

propusieron una· reformulacion de la tearia de Enskog, ·conocida como , . ' . ' 
la teoria revisada, (RET), al tomar la funcion de distribucion de paras 

' rfJ para moleculas de especies f,j, como una funcional no local de los 

campos de la densidad de cada una de esas esfecies, obteniendo de 95ta 

manera expresiones para la fuerza de difusion q'...IB" estaban de acuerdo 
. . . . . .. . . '. . . . .. .. 

· con los requerimientos de la tennodinamica irreversible. 
. . , 

Aunque van Beijeren y Ernst dieron una so!ucion al problema, r.::; 
. ' 

proporcionar.:.n expresiones explicitas para tos coeficientes de , 
trampcrle det , 
Lopez de Haro, 

sistema y estas fueren deducidas p.JSteriormer.te por 
' Cohen y Kincaid ( R.22 ). El metodo seguido por estos 
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' ' autores, en la determinacion de los caeficie:itas da transporta, se baso 
' en un planteamiento de salucion similar al seguido en el caso diluido de 

Chapman-Enskog ( cap.3 ), al utilizar las relaciones de escalamiento 
' ' -encontradas por Barajas, Garcla-Calin, y Pina ( R.18 ) , en las , 

ecuaciones cineticas de van Beijeren y Ernst. En particular, la 
' expresion obtenida para el coeficiente de viscosidad cortante en una 

mezcla fluida viene dada por ( R.22 ) : . 

+ 4 ¿ { 
'1s i,J 

(4.2.1) 

' donde 1TII· representa a la masa de ~a molecwa de ~pecie l ; 'iJc es el 
valor en . el equilibrio de la funcion de correlaeian de pares para · las 

.· . . .. · .... 
esferas ij en contacto, evaluada en la densidad local y en el punto r ; n ' . 
como antes, representa a la densidad rrumerica local y n1 cor:responde al 

valor de esa variable para el componente i de la mezcla; b0 'l' es el , 
coeficiente correspondiente a b¡,o del metodo de Chapman-Enskog, 

y: 
(4~2.2) 

, 
Como puede observarse, la relacion. (4.2.1) permite el 

. . . . . , 
conocimiento de la viscosidad cortante de una mezcla fluida, en funcion , ' 
de sus parametros cara:::tEr-isticos • 

- ' Cal:e senalar qua en esta linea de trabajo han continuado los 
' estudios realizados por R. Castillo, E. Martina y M. Lopez de Haro 

' ' , 
( R.19 y 20 ) , con la introduccion de leerlas variacionales en el ar.allsis 
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' y la estim=icion de las propiedades de transporte de fluidos defl.sos. 

' ' 4.3 Optimizacion del diametro molecular. 

' La necesidad de obtener una descripcion real del sistema analizado 
' ' con la teoría revisada de Enskog ( R.17, p.49 ) , llevo a considerar las 

' ' formulaciones existentes en la teoria de liquidos en equilibrio ( R.14, 
' ' cap.3,6 ) para asignar l!n valor optlmo al diametro de las esferas duras 

utilizadas en ese marco. Dichas formulaciones concluyen en una 
' ' ' ' ' ~· 

dependencia del 
1
d1ami:,tro molecular sobre el es_tado termodlnami~ del 

sistema, y su linea basica de trabaja es encontrar una aproximacion al 

potencial intermolecular que modele a ese sistema, u(r), ~n la forma: 

u{r) = Uó(r) + ui(d {4.3.1) 

' Se desarrolla entonces, una teoria de perturbaciones para u (r), 

donde u0(r) representa ai pctencial da referencia y u1 (r) es el potencial 
' ' . '. . ' . 

pert1Jrbativo. Para· encontrar que valcír asignar al diametro molecular 

en .el sistema de . refere~cla, púede utilizarse·· ctlalquiera ·de lo$. 

siguientes criterios: 

1.) Criterio de Barker y Herdenson ( R.!O, p.306 ): 

. ,E,:;.tos _autores. propclY'...n .un potencial U(d con dos par;m~tros 
perturbativos, a y y tales que, cuando a = . y = .1, se obUené la 

·:·· . , . -

expresion pare. u0 (r), mientras que si a =y = O, u(r) toma la forma de! 
. ' ' ' 

· potencial de esfaras duras. La energia libre del fluido que posee una 
.. , 

· interacclon m:;lecuiar u(r), se desarrolla entonces en una seria d:::!:;i.e e.n 
·' , , 

te.rmlr.os di:?. a y y, enccntrandose al primar .::irden en .:::s~cs gua e,! 
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I I 
diarnetro de las pa:-tkulas vien2 dadc. ¡:c;r ( R.H, p.78) 

G' u (rl 
d = - ~ [ exp - (-k T ) - 1 ] dr , 

I I 

y es funcion solo de la temperatura. 

2;) Criterio da Weeks, Chandler y Andersen ( R.10, p.316 ): 

Da acuerdo a { 4. 3 .1), estos autores propusieron: 

{ 

U(r) +E 

Uo{r) = 
o {

-E 

U1(r) = 
· u {r) 

I 

(4.3.2) 

(4.3.3) 

donde r es el valor para el que u(r) es minlirio e igual a e. Lá' 
. , m .. .. "" 
energia libre de este sistema viene dada por ( R.14,. p. 79 ): 

00 

A = A0 + 2N7Tp L u1 (r) ~0 (r) r 2
• dr, (4.3.4) 

. ·-· . . . . , 
donde,A0 es la ~la llbre del sistema de raferancía~y ' 0 (r) es su 

fl.DiCion de distribuclon de P,Clres· La desventaja de eSte matado radica en 

el hecha de· que estas dos ultimas propiedc.des del sistema de referencia 

ge:ner"almante no sun bien conocidas. Para s¡;l·.1entar este problama, los 
I 

autores del matado pn::·pusieron que A0 "I {o correspondieran a las de: 
. I I 

un sl.stama de esferas duras, encentrando para su diamatrc. la r;:,~acbn: 
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, 
siendo d funcion de la temperatura y la densidad. 

3.) Criterio da Rasaiah - Stell (Mansoori-Canfield) (R. H, p.17 J}: 
, 

Estos autores propusieron un metod:; variaci;:;nal para evaluar ia · ' . , . . . . . , , 
ei:iergia libre y la ecuacion de est.&do de un fluido; su hl¡otesis se ba~ 

en. el hecho de considerar que la primera aproximacion a la energía 
. , 

libre de lDl fluido por medio de un matado perturbativo, es una bota 

superior para dicha propiedad. Considerando que el fluido de referencia 
. , . .. . . , 

es un sistema de esferas duras, el limite superior a la energía libre·. 

v_iene dado por: 

· A~ + 2rrNp fV(r) ~0(r) r 2 dr, 

'. . . 

Por tanto, el diametro d, que 

representativo para el fluido y es 

densidad. 

' ' minimice esta dantidad sera et ' . . 
funci:m de. la temperatura y la 

La figura {4.2) ilustra los potenciale5 ele refárencla,:i-:_per:lµrbativos 
par'á .bs crÍta~los ,de. Bark~~-H~nd~rson, ( B/H ) y Weeks::.C~ndler- . 

. Andersen { WCA ) • , 
Debido a la forma en qua Se eligen uiJ y u" en el metodc; de B/H, 

es necesario re.alizar un desa:-rcila dt: Taylor a segtmdo orden en J y y , 
para garar:tizar una buenc. ap-::·xirr:a;::ion, como ocurre en el caso de, , , 
una estirr:acion para la ecuacion de estadc. de un sistc.rna de: ' , 
Le:-.:.:ird·Jon.'les { R.14, p.170 ), via la util iza;:k.n de- este: mt:todo. 
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' En el caso del criterio de WCA, la aproxirr.ac:ion a primer orden e:s 

suficiente para garantizar buanos resultados, los cuales en general, son , 
muy parecidos a los obtenidos con el metodo de 8/H (segundo arden ), 

en bajas áensidades. , ' 
En comparacion con las dos metados perturbativos descritos, el 

criterio de Ras&iah-Stell o de Manswri-Canfield ( RS/MC ) ofrece UJla 

' t ' dificultad tecnica extra, al requerir un calcula da minimizacion de la 
t t t 

expresion (4.3. 7) para obtener el diametro optimo ( R.14, p.171 j. Esto 
t , 

no afecta la utilidad real del matado, que es notable en la reglan de 

altas densidades { R.14, p.172 ). 

V 

Figura 4.2 

Potenciales de referencia y perturbativos según los esquemas de. Bark:er y -

Henderson.y de Weeks, Chandler y Andersen. 
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CAPÍTULO CINCO 

' .f 
Discuslon y resultados del estudio numertco realizado sobre la 

viscosidad cortante de una mezcla binaria densa. 

- ' ' Como ya fue senalado en el capitulo anterior, la teoria revisada de 
' Enskog proporciona \.U1a expresion para el coeficiente de viscosidad 

. , ' 
cortante en terminos de los pararnetros moleculares de la mezcla y , 
este hecho deja abierta la posibilidad de raalizar un estudio numerico , 
sobre esa propiedad. El objetivo ,del presente capitulo, es el describir 

la metodalogia seguida en un analisis de ese tipo para calcular dicho 

coeficiente de transporte en una mezcla binaria de gases, exponiendo los 
' ' . resultados qua de la aplicacion del metodo fueron obtenidos. 

' , 
.. 5.1 Discusion y resultados del metodo. 

, ' 
La motivacion !.ni::::ial para la realizacion dal presenta trabajo ' , . . , 

consistla en anall.zar si la teoria revisada de Enskog con diametros , , . , ' 
modelados en la teorla de liq1:Jidos ( seccion 4.3 ), podia ser utilizada 
-- .. -- -·- - - , , 
COIT19 una fuente de informacion para la créaciion de un banco de datos de 

. .---- . - - .. - -.· . ., . t;_ 
la-visc~sidad cortante da una mezcla en elregimen ~·~e objet~vo 

requeria del manejo de lID criterio de comparacion que- permitiera , 
evaluar si los resultados obtenidos con la relacion (4.2.1) ( y ' . . 

di.ametros modelados ) , se apr>Jx imaban a la realidad. A partir de los , 
argumentos expuestos en la sec~ion 2 . .5 de este trabaio, dicho criterio , , y f 

seri~ el mas adecuado si utiliza en tal comparacion, la corre:lacion 

empirica de Dean-Stiel, que entre otras cos;;s ( R. 13, p.431 ): 
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' ' a.-) Es utit en t:n regirr:en de altas densida.:l;;:s para mezclas da gases no 

polares. 
' b.-) Presenta un error porcentual maximo del 10% cuando el peso 

molecular de los componentes en la mezcla es bajo. 

c.-) Las propiedades de la mezcla pueden determinarse a partir de 
' las reglas de mezclado áe Praustnltz-Gunn { Seccion 2.3 ). 

D 
d.-) Correlaciona los valores de (r¡m-r¡m)~m par:i distintos compuestos 

como lD1 escalamiento de Upo estadas correspondientes a 

diferentes valores de la densidad reducida de la mezcla, Pr • 

' ' ' ' m Por tanto, la metodologia basica del analisis numerico mencionado, ' , 
consistio en realizar una comparacion entre los resultados obtenido.s 

para la viscosidad cortante de la mezcla binaria utillzando RET , . ' 

(diametros modelados }, con las estimaciones obtenidas por medio de la ' . . .. · 

relacion de Dean-Stiel (ec. (2.5.1)) para dicha variiible. ·· ' , . . . 

La modelacion de los diametros por medio de los criterios 
, ·', ' 

existsntes en la teoria de liquidas ( seccion 4.3 ) y necesaria en el 
, R ' 

calculo de la viscosidad cortante con RET, r¡ · , se realizo para cada 
' m , 

componente de la mezcla. Los valores asi obtenidos para cada diametro ' . , 
molecular fueron utilizados en la relacion (4.2.2) y· esta a:su vez en 

(4'._2.1). , ' 

Por otro lado, la relacion de Dean-Stiel puede escribirse como: 

1)! = 1)~ + 1 / ~m [ 1.08 exp ( 1.439 Prm) - e:xp ( 1.111.Prm)], 

(5.1.1) 

donde 1) ó indica la viscosidad cortante de la mszda en el r:gimen m , , 
den::;o estimada pcr dicho me;todo de ·cc:.tTelacicn. La viscosidad de la 
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f 

mezcla en el limite diluido, r¡ 0 , fue calculada por medio de la 
' !71 ' 

expre:sion (2.3.1), en la que se introduje. la aproximacion de Wilke 

( R.13, p.411 ) para estimar el factor cp. . en una mezcla no polar 
f ij 

(ecuacion (2.3.2)). Los valores de la viscosidad partlcul~r de cada 

componente de la mezcla se obtuvieron con la relacion (2.2.1), 
' utilizando la aproximacion dada por Neufeld (ac. (2.2.3)), para el 

I 

calculo del factor Q ( R.13, p.396 ). 
. . f 

Con esta metodologia se analizo un grupo de veintiseis mezclas 
-. . I . 

binarias, en su mayaría hidrocarburos, en el intervalo de densidad 

reducida de mezcla, Prm = 0.4 - 2.2, para cada caso de las nueve 

combinaciones resultantes de temperatura y concentraciones en la 

mezcla, tomadas de los siguientes valores: 

{ 

200 K 

T= ~~6 ~ 
0.25 

o.so 
0.75 

I I 

Los criterios para la optlmizacion del diametro molecular, 

utilizados en el ca'1culo de r¡ lt', correspondieron a los señalados en la 
.... '. .. ... .. .. .. . .. ... Jn ... '· . .. ·' .... ,. . -

.. c.,s~cc~.cm 4 •. 3;de .este trabajo,. ar:iallzandose ademaS .eLcaso en.el .cuaLno .. 
. . . •. .· .... ·1 . . .· I . 

se consiCferaba ninguna correécfon de ese tipo y que sera "deootado por . 

LJ. 

Los resultados de este prccedimientc para el casa T = 250 °i<, 
x1 = O. 75 y el criterio de RS/MC, se muestran en la tabla 5.1. En 

. I 

dicha tabla, ó indica la desviacian po:-:::entual de los resultados 

obtenidos para r¡~ con res¡:;ecto a los calculados con (5. 1. 1), para 
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.• ·' ' 

Tabla 5.1 

Desviación entre la viscosidad cortante calculada con Ja Teoría Revisada de 

Enskog, utilizando el criterio de RS/MC para la Modelación del Ofámetro de 

Esfera Dura (T 250ºK, X1 = O. 75) y con el Esquema de Correlaci6n Empíric; 
de Dean-5 t ie l * 

Pr - o.a pr • 1 .• 2 o .... 1.6 e - 2.0 r 

Binary Mixture n• 

o2 /Ar 2.950 E-2 183.452 12,4 10.9 12.3 12.6 

~ 2/Ar J.670 E-2 166. 728 11.5 11.2 13.9 16.3 

"'2102 3.775 E-2 160,723 12,2 11.9 14.8 16.9 

t>"z/COz 3.329 E-2 146,516 13.3 13.1 17 .o 20.9 

N2/CH4 4.129 E-2 141,237 10.8 ... 11.2 11.9 

NzlCHz•CHz 3.841 E-2 132.278 13.9 11.8 13.8 15,6 

N2/ctl3-cu3 3.841 E-2 128.728 13. 7 12.J 14.9 18.l 

NzlCH3-CNz-013 3,772 E-2 118.998 16,5 17.J 23.9 31.3 

'CH4 /Ar J,944 E-2 125.590 7,3 0.3 1.8 o.o 
CH4 /o2 

4,120 E-2 117 .887 9.9 5.1 4.2 2.3 

CH4/0lz 3.657 E-2 108.783 10,0 5.7 5.8 .6.3 
'· e CH4 /CH.:CH 4,205 E-2 92.949 U,9 9.3 8.3 8.3 

CH4/CR2•0l2 4.307 E-2 92.680 14.7 8.8 7.9 ... 
CH4/CH3-CH3 4.297 E-2 90.406 14.l 9.4 9.2 9.4 

CH4 /ca3-cu2-cn3 4.137 E-2. 85. 782 14.9 12.2 15.6 20,7 

ct4/Cl3-CR2-C'HrCH3 4,017 E-2 81.902 17,2 1.6 - 8.1 -u.e 
CH4 /n-pentane 3,938 E-2 78.336 17.4 13.l 16,6 22.8 

Clr:CH/N2 3,376 E-2 99.741 16,4 12.9 15.5 u.e 
CHE~/ot3-cu3 3.376 E-2 84.452 17,2 12.7 16.0 21.2 

CH2•CH2 /CH3-CH3 3.582 E-2 83.834 17.0 11.6 12.9 16.3 

CH3-Dl3/~2 3,452 E-2 96.249 14.5 u.a 15.7 19.3 

·,: CH3~CH3/C02 3.ÚJJ E-2 91.138 13,6 JL5 16.5 22.7 

. CH)'.-ctt3/cH3--CH2-~H3 3.502 E-2 76.257" 15.4. - ]J.6. 19.9 28.8 

CH3-CH3 /n-pentane J.418 E-2 71.215 16.2 u.o 19.0 28,8 

ter/Ar 2.422 E-2 205.585 u.e 9.1 10.0 10.5 

Ar/Xe 2,177 E-2 201,764 11.0 7 .2 7,8 8.8 

" ó Desviación Porcentua 1 • 
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algunos valores de la densidad reducida de rr:asa, Prm , siendo: 

ó = ( ,,R - r. ó } I r. ó X J 00 % 
·m ''m ''m (5.1.2) 

Cabe señalar, que el hecho de haber escogido el criterio de RS para 
I 

la elaboracion de la tabla 5.1 se debe a gue justo ry;n este ::r"iterio se 

encontraron las mejores aproximaciones entra r¡ R v r¡ ó e.'l lD1 , _ ·- , m • .m 
regimen de altas _densidades. Esto ultimo queda comprobado -de manera 

cuantitativa en la tabla 5.2, donde Ó indica el valor absoluto del 
' promedio tomado sobre todos los valores de la desviacion porcentual ó, 

en cada una de la.s densidades reducidss de mezcla señaladas. En dicha 
' tabla se observa tambien, q•Ja los criterios de BH y WCA, proporcionan , ' 

LJa mejor aproxif11_acion en la reg~on _de bajas densidades ( Prm S: 0.8 }, _ 

lo cual era de esperarse ( R.14 ~ p~ 17 O ) . Otro hecho importante ocurre 
- - . 

ar analizar que cuando no se 1..tiliza un criterio de optimización al , 
diametro molecular, la.s desviaciones de r¡ con respecto a la , m 
prediccion de Dean-Stiel sen muy grandes ( Ó = 46.9 par::i p = 2.0 }. , rm 
Sin embargo, aLDl en la tabla 5.1, pueden z~-:mtrarse valores de ó que 

contrastan par su gran magnitud en el caso de ciertc.s mezclas ( por 
- •:"·· -·· ,, - ·- ---- - . ,, ._, - - - -- . - - - f 
ejemplo ó = 31.3 para N2 / CH3-CH2~CH3 ) y la explicai::ion de 'este 

comportamiento puede obtenerse al analizar los siguientes hechos: 
I 

La teoria revisada da Enskog utiliza cünfeptualmente esferas duras 

cuyo tamaño de¡:;.i;mde del estadc tE:i·modinamko del fluido, pero en , 
.general, las molecula'?- de un fluido real 110 p1·esentan la esferidd~::! 

• 
requerida por esta tecriE., qt::. tampc= cc::ns!de::-a las grados internas de , 
libertad de le.o;; rr::;leou!as. 
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Tabla 5.2 

Sumario de comparación para la Desviación Promedio entre los resultados ob

tenidos con RET, utilizando todos los criterios de optimización del Diáme-

tro de Esfera Dura y el esquema de Correlación de Oean-Stie.~1','~~~~~~~~-, 
o.e 1.2 1.6 2.0 pr pr - Pr - pr -

a a 

HC/RS 13.7 2.6 10.3 3.8 12.8 5.1 15.B 8.0 

B/H 12.7 3.5 18.9 5.2 30.3 9.5 42.4 14.S 

WCA 12.8 J.6 20.0 5.4 32.9 10.0 46.9 15.5 

* 6 = Valor Absoluto del Promedio de la Desviación Porcentua1,cr = Oesvidción Estándar. 

21 

24 

22 

20 

18 

16 

14 

6 

4 

2 

Grados de 

Libertad. 

o 2 
Gráfica 5.1 

4 6 8 'º 12 

CH•CHICHs-Clis• 
tzi.2%): 

CHECHIN 1 • 
(t8.l"'•I 

14 

Grados de libertad promedio (3N-3 para moléculas no lineales y 3N-4 para m~ 

léculas lineales) y promedio del factor de asimetría de Pitzer para las me~ 

clas de la Tabla 5.1. .Entre paréntesis aparece el valor absoluto de la de~ 

viación porcentual con respecto ül esquema de Oean-Stiel, para prm = 2.0 . 
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, , 
La validez da estos dos ultimas razam;mientcs se logro cuantificar , , 

y comprobar al realizar una grafica del factor de asimetrla de Pitzer , 
( R.13, p.19 ) , promedio, en la mezcla, wm• contra el numero de 

grados de libertad ( R.10, cap.B ), promedio, para la misma, , , 
obteniendose los valores mostrados en la grafica 5.1 para las mezclas 

analizadas en el presente estudio, siendo: 

, 
Numero de grados de 

Libertad de cada = 
componente en la mezcla. 

{ 
3N- 3 

3N- 4 

, 
moleculas 
no lineales. 

'· moleculas 
lineales • . 

(S.1.3) 

, . ' , . ' 
donde N es el rn.unero de atamos en la molecula. La .. grafica S.1 

muestra que precisamente, las mezclas cuyos componentes poseen un , , , 
grado de mayor asimetría y un numero mas grande de grados c!e 

libertad, son aquellas que arrojan un mayor- error. porcentual al valer , ....... , -~ -
. de referencia, ( en la grafica se senaJa el error correspondiente a ·p · · ::: .. . ... · ..... · ··. · ... ·. .. · rm 

2.D · ) y esto se aprecia· notorlarn~n!:.e en la familia de mezclas 

coriformadas en uno de sus componentes por el CH 4 o en la 
. . , 

correspondiente al N2• De aqui que el banco de datos para el coeficiente 

de viscosidad cortante en una mezcla binaria fluida, obtenido con RET, , , 
dara tr.a c:Jantificacion mt:nor del error porcentual al valor real de esta , , 
variable, en tanto se trabaje con compuestos esfericos en sus mo!e::ulas 

y con pocos g:·edc-s de J ibertad internos. 
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Ahora bien, es importante hacer no~ar que los resultados obtenidos 

con el procedimiento de comparacion utilizada en este trabajo , 
compc.rten un aspecto im¡::ortante del esquama de correlacion de 06an-. , 
Stiel que es el escalamiento predicho por dicho esquema, (ver grafica 

2.5), para la viscosidad residual de la mezcla: 

{5.1.4) 

- - - - - . , 
con respecto a la densidad reducida, como se muestra -en la grafica s._2 
para algunas mezclas de la tabla S. t. Este hecho es notorio ya que, , 
hablendose analizado la viscosidad cortante de un conjunto de mezclas , ,-
t.an heterogeneas en sus propiedades, a partir de una teorla de esferas , , 
duras~ con diametros modelados, se obtiene la pradiccion de Dean--Stiel 

f - f 

sln involucrfr ningun principio de· 1a teorla de estados correspondien;es. 

En el mismo dontexto dé escalamiento, se observa en la graflca 
-- , ---

5.3 de manera cualitativa, qua el mejor -criterio de .. optimizacion del , - , -

diametro molecular es ei dado -por RS/MC en comparaciori con el , 
criterio de BH para las mezclas cuyo comportamiento es típico en cada 

uno de estos criterios , es decir: 

en los tres valores utilizados para la temperatura y qua corresp6nifen a: 

crlterfo de B/H, ( BH ) . 

crit=rzo de R/S ( RS//t .. .fQ. 
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, 
CA?lTULO SEIS 

Concl usi ora;> s. 

' Del estudio numerico realizada sobre , la viscosidad cortante, 
' utilizando la t.:oria _revisada de Enskog con diarnetros modelados, 

pueden concluirse los siguientes hechos: 

' ' , 1.) El criterio optimo para la modelacion del dlametro molecular. en 

altas densidades redueidas (0.8-.2.0), al utilizar RET, es el dado por 

Rasalah-Stell como se muestra cuantitativamente en la tabla 5.1 y , 
cualitativamente en la grafica 5.3 • 

. , ' 
2.) La areaclon de un esquema de correlácion para construir un° banco 

- - ' 
de datos del coeficiente. de viscosidad cortante, utilizando la teoria 

. ' . -

revisada da Enskog con dlametros modelados, puede proceder teniendo 

en cuenta los siguientes puntos: 

' ' a.) Utilizar el criterio de.Rasaiah Stell para la modalaci::m del diametro 

molecular. 

' , 
b~) Ls teoria revisada de Enskog trabaja en su formulacion con un fluido . . . , 
de esferas duras por -lo que el analisis de la viscosidad cortante para - , 
una mezcla binaria· con RET arrojara un mayor error porcentual 

con respecto al valor real. de esta variable en tanto se trabaje con , ' 
compuestos cuyas moleculas sean altamente asimetricas y/o con vado<:. 

' grados da libertad. Ambos hecños quedan cu;;,ntificados en la g:--afi.:::a 

5.1 y la tabla 5.1, donde se señala qua para mezclas altarnt::?:te. 
, ! 

esfark:as y de pocos grades de: libert;d, se ;:,btl.ene ia menar dispe::-si.cn 
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porcentual entre las estimaciones realizadas en el presente estudio. 

Cabe seilalar qua el estudio da la viscas1dad cortante fue la primera 
I . 

fase del analisis da las expresiones obtenidas para bs coeficientes de , 
transporte por RET, p-:ir la que la linea de trabajo es continuar con un 

I 

estudio numerico amplio de los coeficientes restantes ( R.19 y 20 ) • 

. - .. -.,·, __ 
.... , .. ,--~ ... 
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