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I.liTBODUCOIOlf • 

Este trabajo eotá orientado a esclarecer alb'U.D.OB es-

pectos sobre el te''•ª de1 rigor matemático que consideramos 

importante en e1 proceso de enscBanza.-aprendisaje enfoca

do desde e1 punto de vista del papel que juega el "~arma.--
lismo" en la enaeñansa y desarrollo de las mate~áticas. -

IT.ra ello describimos brevemente, en parra~os posteriores, 

tres momentos hist6ricoe que hun sido cr!ticoe en el proc~ 

so y desarrollo de 1ae ma.tc::l~ticas. 

Le re.din de hacerlo de ese modo estriba en 1o.s si---

guientee consi dere.cionco: pricera, tener una idea genera1 

de que los resultndos de la ~hte~~tica no se dan de mtmera 

eopontá."lea y mucho 11cnoa se presentan en f'orma acabada, aa, 

tes bien, cndu nvnnco ti~n~ c0mo nntecedente, e~ sus rcsu!, 

tados, un oin n6.!::ero do tro¡,ie::os y en:fuerzoa realizndos a 

vaces por gcncrucionc~ c~ter~~s de mnte~&ticos. 

La se¿;unda, tiene cor.•o :fin:üido.d mostrar que 1o que 
cv1:oce:mos co:r:o nfor=.E:.liLt.10" f.::!l elle de 1r~.a c_..scuel.c.o que DU!:, 

ge a raíz do la tercera cr!nis de lnn ~ntcm~ticns y que -

en la r1ctué'.lidad jue:ca un ¡nipcl muy ir.J¡:io:::-tantc no aolo en-

1.a forn.i•ciGn y dc::iarrollo de lan cntcrutticao sino edc:.-:~e,

podríamos decir, on otros cr>..:npoe i:::-.porti:u1tec dol penoumic_!l 

to, ra::6n por lE. cuel. exinte i:..n i:~r<:.n núr;icro de edcptos n -

este Cl'-':lpo. 

La p::~ir:-.{.;.;2. cr!!;is ce rt<11ontHr!u a la. rr.ntc!.:.~tica. ¿;ri~ 

¿:a en el Eiclo VI, A.C., con Th<üc::: de }1:ileto {640 o 629), 
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Pit~gores y sus decc!pu.los. As!, en el siGlo V a.e apare-
cen dos hechoo que originaron esta primera cr!sis. El Pr! 
mero, trata de los inconruensur~bles, por ejemplo que en un 

cuadrado su diagonal no puede ser medida por cualquier 
parte al!cuota del lado del cuadrndo (de donde refiere Pl~ 
t6n en su dit;lo¿;o "Toctetos" que Teodoro prob6 la irracio
nalidad de .('¿', fl, {5; ••• , [17'). El segundo es referente a 

las paradojas de Zen6n de .Klen (495-435 a.c.), como ejem-
plo de estas pnradojLG se puede citar la de Aquiles y la -
tortuge. 

La secunda cr!sis en los funda~cntos de las matcmdti
cns ec orisinbdD a ra!~ del uso de los infinitcsi~alcs, la 
cual fuli rc::u.21 to. por A. Cnucby en lan d~c;:,<ü•::i de los u:r'1os 
20-.30 del ciclo >:.IX al custituirloa por el :r.Gt.odo de l:!m!, 

tes introduciendo un concepto m4s preciso de limite, en el 
que establece que; 

"• •• Los Vf!lorcc ::.uce~~ivoo ntribu.ídoo a LUH~ vurieblc -
que oc aproxima inde.finidn:nentc a U-"l valor fijo tnn
to cc::io :ce qt~icrc., f::::.tc 6.ltioo e::: lln::-.~do el l!:;iitc

de tLeoa los otros" (3). 

Ya untcc i:-.t1chos mntc::.lticoo cc:-,sidcrulmn un in:fini tc

nimal como t;.n :-:C.::iero f'ijo muy pequeño, Cauchy lo dcf'inc -

clarc.mcnte cc:r.o un!<. vurin.ble deorC::-:diente: 

"Uno dice que u."la c~..!rtidhd variable llti¿:;¡·~ a :cer in:fi

nitt.<!:l80te pequeñr1 cu:~Hdo cu vulor nt::~f:rico decrece -

indef'inic11:.::le.nte de tal mHrH:ra que cc·nve:rja lH•cin el 
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1!mite cero•. 

Por ese tiempo Weierstrass no enterado de loe traba-

jos de Bolzano, encontr6 1a teor!a de :funCionee sobre los 

procesos de l!mite en conexi6n con una teor!a aritm~tica -

de irrccionnlos junto con Dcdekind, Ll6ray y Cantor. Con e!. 

to parcc!a que el conju.nto de lns mnte¡;¡&ticus quedaba est~ 

blocido sobre bases s61idns. Esta ~tapa se reconoce en el 

proceso de deanrrollo de las matcm~ticas como la rigOrize.

ci6n del en~isis. (1). 

A ra!z de las contradiccionos (6parudojas) que surgí~ 

ron en la teor!e een(:::-nl de conjur1tos de Cnntor (1880) se 

ori¡:;:i..n6 la tercera cr!nis de lt!s :::-.n.tcr~é.tic•·.o la cual vino

ª cuJ..minur en loa primeros lu::itros del prc:::cmte siglo ma
nireot~ndooc en tres corrientes que pugnabun ;or una ~un

du=ientaci6n s6lida de lns mate~~ticas poro con una ce.nceP

ci6n ouy propia ccercn de cllua. Tales corrienteo son: La 
li¡:;:i..cit:ta reprenentnda por \'tni thchead y Runsell, la in-

tuicionista conducida por 3rower, Weyl y Hcyting y 1a :for

tnali~tu reprc~cn'°tf'.dn y co::ie~dndn por l!ilbcrt. 

Sic:rido de i::1ter6n en e:.:te tr;~l,ujo, trctur en forna 

suzcinta los uspcctos y rn=con principales nobre el fonna

lisoo, su EiCti tud de '1rcporcicn.:<r clc::ncl!toa pnra una fur1d~ 

mentaci6n de le r..-~t.c:"!".tica, cctablc:ccr uxio:;;ns Y enu..""lcin-

dos precisos; dc~ootrRcioncs cxpl!citus no oLstnnte la el~ 

ridad que al&-unoo rcoultac1os pudieran tt~ner desde un punto 

de victa intuitivo y cuyo finnlidud ern cutublecer bHscs -

pura lo;:;r<<r le. cori:-ii~'tencin de lus me.terr.6.ticfls (una expoo!_ 
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ci6n mAa deta11ada se presenta en el Cap. I). 

Con el. movimiento desarrollado por 1a escuela ~onna

lista conducida por el gran matemático David Hilbert, du

rante alg1in tiempo pareci6 que con el tratamiento 7 desa

rrollo a.xiom~tico de 1ns cntemdticas, habría de darse ~in 
a las disputas sobre 1os !'undru:ientos. Pero deo!l.f"ortunnda

mente, tal tretn..~icnto no culmin6 a consecuencia del sor

prendente resultndo obtenido por otro gran matemdtico 

Kuñ CIBdel en au ya !'e:noso trnbajo "Sobre luo proposicio

nes f'o:nnalmcote indecidiblea de los principia mntemdtica-
7 sistemas conexos• (1931), cuyo resultado clave estable-

ce que no toda propocici6n ver:lfadcra on lh :"ritmGtica el! 
sice. es d<:~,o~;tz·~,ble dentro de un uitd.o:::nu i"o1~:;L,l. (nccc. 

I.5) 
En torno al tema del rig1)r, nuoatra etcnci6n oe cen

tra en el papel que este juega, como ya se dijo, en el -
proceso de cnocñanze.-nprendiaajo. Mucho ae hu escrito --

aceren do los elementos de Euclides como un mo.delo de ri

gor matemático que incluso se ~u.ntuvo durante CliBi doe -
milenios y n"in perdura en nuefltroa d!aa en loa programnn

de enneñnn:;:.H el.e:::entnJ. y media. 

Sin eml:n•r¿;o, 1n idea del ricor ha ido evo1ucionundo 

a la par del clcf;t'-rrol1o de lns mutC;niáticna toor~do un se

llo caracter!stico en !'unci.6n de ln ~poca y en 100 momen
tos irnportnntea de esta cie~cia, no obotunte es una cues

ti6n que al :::e:lsion.aroe en 1oa libros de texto queda en -
~or:na de~aoiado implícita y tun poco clara que ruda bien -
tiende a provocur una actitud de desaliento hhcia el est!! 

dio de lae ¡;,i,tc::.~ticao t:n parte no poco i::1porte.ntc de co-
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tudiantes y esto en el mejor de los casoe. 

Otra actitud ea la de crear una idea de que eso que -

se llema rigor es asunto que compete o se da solo en los -

proresionnles de las matemáticas, pero queda en el aire la 

cue::::ti6n. 

Esta idea empcz6 a preocupar n los matemáticos de di~ 

tintas ~pocas a1 especular sobre el quinto postulado de E!! 
des de la geometr!n euclidenna y como resultado de tal.es -

cEpeculc.cion&s se oric;innron las geomotr!e.a no-euclideanas 

de Lobnchevski, Riemann y Bolyni. Todo en raz6n de que no 

parec!n oc,r ::.uy c·vidcnte el enunciado de tal postulu.do, -

siendo qui::d ln nc!:lill::! p=..ru que en "''<•lFL1.te ne plrulteara

la necesidad de s~r m~s ri¡~rozco ~n ln po~tulaci6n de pr~ 

pooiciones, ns! como, en 1u deducc16n de rcsultedoe obli-

gendose de esta n:unera a buocur un mayor e:rs.do de claridad 

y prccici6n ya no solo en la eeomctr!n sino en todas lns -

ramas de la matc:=.ltica, cono i~ucu1i6 prccioumente en la ª.!. 
gu..ridn crisis en la que a pé,rtir de cntn prcocuplici6n esta.

blecide j'a cor:io una nccC'sidt!d c1'¡'i tnl oc oriein6 un movi-

:::iento en el que al bui:car una mejor :fur.11c:~cnte.ci6n de 1oa 

conceptos mHtec~ticos ce llcc6 n cul~iner e~ la ya mcnoio

nada ricori zaci6n del n .. '1f.lisi s • 

Pinal.xr.c-nte al aparecer la te:rcern cr!:iis, oc revela -

con el surgimiento de las pH:::-udojr.s la neccsidRd de un ma

yor &Tedo de rigor la cual trasciendo a todas 1110 rnmas de 

las rio.tec~ticaD hesta nuestros d!as (v~ase secci6n I.3). 
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I.-P O ll 11 A L X S M e. 

I.1.-BOSQUEJO Hisroru:co. 

Podr!a decirse quo el m~todo n::d.omdtico tiene e~ ori.

gen en loe antiguos grieeos en cuyos trabajos encontramos

e1 modo de como un.a proposici6n puede expresarse como con.
clusi6n de una prueba 16gica. 

Por ejei:iplo, en la geometría cldaica, como la presen

ta :&!elides (3ó5?-275? a.c.) en sus elemcntoo y que duran-

te muchos siclos perdur6 como un modelo insuperable de -

teoría deductiva, podemos encontrar u."'la icpecl'lble sintema

tizaci6n en cuP-'1to a la sclecci6n de teoremus y problemae

considerados como :fWldamentales al incluir solo aquellos -

capaces de :funcionar como elementos, no obstante que todo

lo que a:fir;;ic. es c=ip!ricamente verdadero no ae recurre a 

la c:r.:perie:ncin como juotii'icaci6n, de munern que el ge6me

tra, solo procede por v!a dc=iootra.tiva. basando· suo pruebae 

sobre lo d~do ~~tcrio~ente ntcni~ndose dnic~~entc a lao -

leyes do la 16,:;icn. De o;:stu. mc...rie:ra, loa teorf.>nas catan vi!! 

culados medient.e. rclucione;s rwcuJ&.ri&.B a lús proposiciones 

de las cualeo 1:;on deducidas, :fcrmando un todo en el cual

tode.s lne proposiciones se rel.ncionan entre s! directa. o 

indirecta.mente. En el aistema as! :for:nado no ca posible mf!_ 

dificarlo !J[':::-cir..1::iente oin que se E<fecte. De 1o l'.Ilterior -

se deriva le. iz,,portancia pc.-dac6.:;ica de los elc:r;entos de Eg_ 

elides. 

Esto da u'~ª idea do 1c profundidad cient!ficu a que ce 
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remontaron los griegos y en particu1ar la obra de !iUclidea 

a.l.ce.nzando un grado de rigor por encima de los-matemático• 

de siglos posteriores y superado a rineles del siglo pasa

do y principios del presente, período en que se da la te:r

cera cr!sis en el desnrrollo del pensamiento matemático -
con el 61.U'gimiento de la teor!a de conjuntos y que los ma
temdticos m4s brillnntes se avocaron por completo al pro~ 
blema de dar una fWlda.mentnci6n de las matemdticae con un
inusi tado afdn de rigor 16gico. Así, bnjo este nuevo afán

de rigor 16gico, la deducci6n geom6trica cl~sica oe most~ 
ba defectuosa en algunos puntos y el esfuerzo de una rect!_ 

ficaci6n de ellos oriein6 como resultado unn nueva repre-
aentac16n axiom~tica de lo teor!n. 

En, 1.882 L:orit:.:..Pach (1843-1931), mnestro de Hilbert, 

pl.ante6 cl.e~ente por primera vez el problema de una co-

rrecci6n de la axiomati=uci6n de la geomctrfa de Euclides, 
pues ~sta presenta muchns imperf'cccionee, pl'~ra ello esto-
blcci6 l.ns nieuientcn reclns a triwt':s de las cuales unn e~ 

poeici6n resulta ree.J.mente rigurosa. (16) 1'• 24-25. 

1.-Que sean enuncindoo expl!citaoente los tE:rminos 
primeros con ayuda delos cuPles se propone definir 

todos los otros. 

2.-Que sean cnunci;.ide.s explfcita.'llcnte las propooicio

nes primEoro.a con ayuda de las cuales se propone u

no demostrar las otras. 

3.-Que las relr.!ciones enunciadas entre los t6ri;1inos 



-6-

primeros oean pures relaciones 16gicas, y pe:nnane~ 

ce.n independientes del sentido concreto que se pu~ 
de dur a loa t6rminoe. 

4.-Que solo Estas relaciones intervengan en las demo!, 
tracionea independientemente del sontido de loe -

t6l"lllinos (lo que prohibe en particular, tomar pre.!, 
tado algo a la consideraci6n de las !'isuras). 

Pero ea David Hilbert (1862-1943) quien inaugura un -

nuevo g6nero de inveatigucionca, cuu.ndo en 1599 con la p~ 

b1icaci6n de su mon~~enta1 obra ".Fundamentos de la Geome-

trla" aparece cooo el m&xirno rcprcnentnnte de la corriente 
nxio::i~tica. En e::ita obra. da un tratru:iiento riguroso al. tr,!!_ 

dicional mGtodo de lliclides trans!'or:.!!e.ndolo en un m6todo -
más aplicable a problemas de todo tipo. 

Plnnteá."ldoae sietc:r:áticemente la conaif:iteucia de su. -
sistc~n de axiomas y la independencia mutua de sus elemen

tos. Para !'Wldnmcntur la consiatencis, eluborn una inter-
preté!ci6n ari tm6ticu del ::intc::ia, de tal manera que toda -
contradicci6n que se origina.re en lua conaecuencius de sua 

axiomas hnbr!n de repercutir en ellas. De e8te modo Hi1-
bert consideraba que la consistencia de lu aritm~tica go.--

rantiz.ar!a la de aun siste:nu de ux.iomus. (16) P. 35. Es-

tableciendo as! la independencia de un postul~do a1 cons-

t:ruir un sititc.:na co::Jputible que no l.o comiiderara; aunque

no erd ese el propocito, se demostr6 la independencia del.
Quinto pootuludo de i:.'uclideor al ::iurgir lus ¡;t-ometr!us no 
euclideane.s; de icuul íor:na Hilbcrt demue!ltra }a indepen-
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deneia de loa axiomas de continllidad a1 construir una geo
metr!a no-arqu.imediana. 

Puede decirse que a1 abordar el problema de la funda
mcntaci6n 16gica de lae teor!aa matemáticas, particu1armen 
te el de la eritm~tica 7 el de la no contradicci6n de ea~ 
tas teor!as estuvieron orientadas a1 mismo tiempo a contr~ 

rrestar la tendencia de loa matemáticos intuiciotliatas 
quienes tre.tnron de evitar loe problemas 16gicos planten-
dos por las paradojas de la teor:!n de conjuntos de Ca.ntol"'
pretendiendo sacrificar no solamente esta teor!a sino una 
buena parte de la matemática clásica. (9). 

W..lbert contribuy6 enorciemente a esclnrecer el agudo
problemá de fu.nde.mentaci6n de las matemáticas y el de la 
netu...~e=a del ra=on~iento 16gico en pnrticu.lar, mostrar 
que un pens~~icnto mds cJnro se da bajo la po~ibilidad de 
expresarlo totn1mcnte medi&nte símbolos en ndmero finito 7 
no obsta_~ta osa restricci6n el matemático puede razonar -
correctamente sobre el infinito. 
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Ea el siglo XIX se realiza una erlraordinaria e intCJ! 

sa labor de investiga.ci6n matemdtica. Se les di6 aol~ci6iP

a bastantes problemas f'unde.menta1es que habían resistido a 

loe esf'ucrzos de los p~~oadoros por largo tiempo. Fueron.

creadas nuevas re.man de estudio en la mate:ndtica y se cona 

truyeron nuevas bases en las diversas ramas de la discipl!_ 

na matem~tica. Como ejemplo se puede dar el siguiente. Loa 

tres proble.:nao c111n1coa griegos de conotrucci6n geom~trica. 

que consisten en: 6.nica::iente con regla y eomp~z, trisectar 

el. ~"lgulo, I>.iplicnci6n del cubo y Cundrcr el c!r·culo. Los
es:fuc>rzos f'ueron inútiles por mf.o de dos mil ai1oa para dar 

soluci6n a estos proble~eo y ouccdi6 que hnata el siglo -

XIX :fu~ cuando se de:nostr6 la impooibilidud 16gica de rea

lizar tales construcciones. Adc~~o de esos trabajos se ob

tuvo un recultado muy valiooo. Dado que la noluci6n de los 

problemau anteriores depende b~nica~cnte de la obtenci6n -

de las ra!ces de ciertas ecuaciones, el iner~o que apare-

ci6 por loa probleoas pluntcados en la antigUcdnd estimu16 

el t:-:cb.:!jo pnr:J. qc:.e oc rE'i:.J.i~r:.rn.n e>,tudiúS muy pro:fundos -

acex·ca de le. naturuleza de loa n6.:-.icroa y oobre la eotruct~ 

ra del continuo :nu.=:~rico. Se dc!"ini6 con rigurosa preci--

si6n a lon :n6i:ieros no¡:;Htivoe, co?::plcjoo e irracionales; ae 

conatruy6 una bé:sc 16g.ica p~ra el ci>.;te:..-ia de los ndwcroa -

reales y oc cntnbleci6 un.a nut:va rll!:la de las runtcraáticas:

La teor!a de los n6inercs tr-.=oi"initos (6). 

Por otro lado el procreso mf,s importante por su repe!: 

cuci6n en le. evoluci·6n de lu matemltica, fu~ el que Gauss, 
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Bolyai• Lovachevsky y Riemann dcmostrurun.la imposibilidad 

de deducir de los otros ayiocas el axioma de las paral.elas. 

originando con este resultado la creaci6n de las geometri

ae no-euclideanae. Finalmente estas revisiones de la geom~ 

tr!a euclideana provocaron un reexamen y per:feccionamiento 
no s6lo de e~a geomotr!a sino de muchos otros sistemas ma
temáticos. 

En esta direcci6n decimos que estas revisiones princ~ 
pian con los escritos de geometr!a moderna de M. Pach ~n -
loe que expone un sistE~a comploto de axiomas su:ficicntee

para hacer una presentaci6n rigurosa de la eeome~r!a pro-
yecti va (11). P.. Dcdckind en suo trabujos de 1888 siguien

do esta mic~a direcci6n, di6 un siat~~u conplcto de uxio-
mas como bnee pura :fundaccntar la uritwlitica. Por el mismo 

tiempo 1889 y 1891 Pce...~o e~ eun dicc=-tucionc~, expone 16-

gicr..ruente los ;:irincipios de la cco1~etr!a utili::c.ndo un nu~ 

vo m6todo, los principioo de lH hritmlitice. natural. Su ex
posici6n axiomltica de la aritmftica ae basa en nueve poa

tuladoe que de:finen impl!citn:nente la igualdad y tres con

ceptos primitivoa. Cero(o uno), n6mero y auccsor. El dl.ti
mo postulado en símbolos de Pea.no. ea el principio de in-
ducci6n complete el cue.J. se to~u como axioma. Un diec!pulo 

de Pee.no ca r.:urio Pieri (1860-1904) qllien en 1897 public6-
un nuevo trntado de c;eometr!u euclidennn en el que introd!:!, 

jo el movimiento como lm concepto intuitivo. 

Cn:r:bie.ndo un poco de:ciI~o!3 que la :finalidad que se PO!: 

sicue e.1 colocar bajo fonr.a uxiom6.ticu una teor!a deducti

va, es despojarla de las sit71i:ficnciones concretas e intui 
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tiva sobre 1oe que en primer 1ugar haya sido construido de 
~::mera que aparezca clnrru:iente e1 esquema 16gico abstrac
to como es el caso de le axiomática de Hi1bert a quien no 
1e i.nqQieta tll.l ausencia de correspondencia 7 por conei--
guie.i::te de utilidad (16) p. 43. Hilbert considera que 1a -
matem~tica pura debe articularoe del siguiente modo& si t2 
mamos un conjunto de conceptos no definidos, es posib1e, ~ 
grupándoloe, construir un poatu1ndo y mediante este proce
dimiento un conjunto de poatuJ.ados; dcspu~s 1as definicio
nes nos permitirÚn obtener, en funci6n de los postul.adoe,
nuevos conceptos y dado este nivel, las reglas de operaci2 

nea, gcnerardn los teoremaa como connecuencin. Ante esto -
se imponen exigencias (4) P. 117 internes en la e1ccci6n
de 1os postul.edoa, no obstante 1a aparente arbitrariedad 
en ciertas consideraciones la e1ecci6n de los postulados 
en que se be!le u..TJa nriom:'.tica no ea av.Rr, es necesario que 

sati sfega los !'untos que ze dan: 

-COli!:ilS'l'E.!iCIA. Fundada ~obre e1 principio de no con-
tradicci6n, c~to es, que a1 h~ccr uso de un conjunto 
de axior::us no se puede concluir una proposici6n P y 

su necaci6n -,P: llna de:finiciln equivalente a la ant.!!. 

rior es: un sist~~u fonnal os cvnnistente si existc
un enunciado dentro del sistc~a que no se pueda pro
bar. Pura. esta't-lecer la consietenciu absoluta de u.n

sist~na se puede proceder de dos for~as distintas: 

l) La primera de ellas consiste en ericontrar un enun
ci¡:;.do que no ccu teorema. dentro del sistema for:nnl. 

2) En este cuso, lu consistencia de un sistema o teo
ría en cuesti6n, se estrc.blecc r::cdii::.nte un descenso 
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a 1o concreto, es decir 1a construcci6n de un modelo físi
co que satisfaga e1 conjunto de axiomas, y como todo lo ~ 
rea1 es necesario (a fortiori) posib1e, así 1a existencia
de tal. mode1o &arnntiza 1a consistencia de 1a a:xiomdtica -
correspondiente. 

A1 referirnos a 1a consistencia relativa de un siste
ma decimos que ~ste se obtiene nl suponer 1a consistencia
de un sistema anterior que se toma como base para que de -
~ata fonna la consistencia del segundo ee herede de 1a oo~ 
siatencia estipulada del primero. 

Por ejemplo, la. consiotcocin absoluta de 1a e•:ometr!a 
pluna de Ric::::ann la cuc:.l. oc establ.ece a trav~s de 1a cons
trucci6n de un l!lodelo i!sico en e1 que se sutisfngan l.oe !! 
:xiomae. Esto ea, si interpretamos: 

expresi6n 
significativa. 

Geometría 
RiemanniWlB 

"Pleno" •••..•• •••••••••• ea:fera p1e.na 

"punto"'• •..•.••.•...•••• punto en 1a esfera 

"l!nca recta" ••••••••••• arco de c!rcu1o 
m~:ximo en 1a e,!! 

fera. 

~sí e1 postulado riema.nniano de las paralelas tiene--
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ei siguiente enWlciado. "por·un punto de 1a superficie de
una esfera no puede tra~arse ningón arco de c!rcu1o máximo 
para1e1o a un arco dado de círculo mdY~mo~ (6) P. 32-34. 
Cng. 1). 

Fig. 1. 

Ya que si pro1ong=oa los círculos ir.~ximos Ai_ y A2 ~.!. 

toe se cortan en un punto. 

-COh<PLE.'TE:t.. Eo un.a fon.in c¡:¡te¡;6ricn, ce dice que un -
sistema·r::.xiom~tico es coopleto si al construirse co
rrectamente en los t~nninos de1 sistema dos proposi

ciones que sean contrarias, al menos una de las doe
pucde ::;cr demostrado.. Si el siatcmn es consistente -
se demuestra sol~e<nte una de las dos proposiciones. 

-LA IHDE.PE!\DENCIA• De un si:.itemu a:r.iornt'.tico se tiene

cuando un axioma no se puede deducir a partir de los 

otros, o si se modifica aleuno de los axiomas, e1 
sistema no pierde su consistencia. Por ejemplo, en 

los intentos de dei:iostrar por rcducc:i6n al absurdo -
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e1 postulado de 1as para.1e1as, origin6 1a construcci6n de-

1as primeras geometr!es no-euc1ideanas, probando asf por -
1a construcci6n de estas, la independencia del postu.1ado.
(16) P. 40 y 41. 

La indepe:1dc:::1cia de 1os :roatu1Ei.dos de una axiomática 

no se considcra .. ·1 como 16gice.::1cnte indispensables para s11 

validez, solo.::icnte por cuestiones de economía es pre~er:i

ble reducir su n6mero e.l m!nimo en el caso que existan en 
a'bw.tlancia. 

EJ ~!PLOS DE AXIOM.ATIC.A.S. 

I.-Supon~os que K y L son clases puru:nente nbstractas, 
con reláci6n a cotas se dan los siguientes postulados: 

1.-Dos miembros cualesquiera de K ee encuentren con

tenidos en un c6lo miembro de L. 

2.-Ningdn miembro de K se encuentra contenido en -
más de dos miembros de L. 

3.-Los mil:nbros de K no !je encuentran contenidoa to

dos en un dnico mic:nbro de L. 

4.-Dos mic~br~s cualesquiera de L contienen solamen

te a un miembro de K. 

5.-Nin&\m L"'lic:nbro de L contiene a más de dos miembros 

de K. 
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El utilizar este pequeilo o6mero de postu1adoa y las -
regles ordinarias de inferencia, se pueden derivar ciertos 
teoremne. Por eje~plo, que K contiene solwnente tres miem

bros. Pero ¿Será este conjunto de postu1ados consistente?. 
Bsta pregunta ee puede contcatar al utilizar el modelo que 
se da. 

Supone-amos que ln clase K está formada por loe puntos 
que forman los vGrticco de un triángulo, y L ln clase for
mada por los lados del tridngul.o. Luego el modelo ce el 

trid:::igulo: K 

Ea Al se puede verificar que se cumplen los cinco postu1~ 
dos, concluyendo con esto que el conjunto de axiomas que -

se di6 s! es consistente. (6) P. 31, 32· 

II.-Como segundo ejc~plo consideramos la nxiorn~tica que -
Hilbert di6 a la geomctr!a euclideana (en loa fundamen 

toe de la geometr!a de 1899). (15) • 

.El total de ar~omns son veinte y Hilbert loe scpar6-

cn cinco &rJpos: 

-.El grupo uno contiene ocho axiomas de incidencia o de 

enlace: 



-17-

1.-Cu.alesqu.icra que see.n loa puntos A,B, exiete

una recta que pasa por cada uno de 1oe puntos 

A,B. 

2.-Cualesquiera que sean los puntos diferentes -

A, B, existe a lo sume una recta que pasa por

cada uno de los puntos A,B. 

3.-.En cada recta huy a1 menos dos puntos. Exis-

ten a1 menos treo puntos que no pertenecen a 

un.a miema rG~ta. 

4 .-Cu.nleriquiera que sean tres puntos A, B, C que -

no pertenecen a una 1¡¡iuma l!neu recta, exis

te un p1<=.no «que pasa por cada uno de loe 

tres punteo 1-, B, c. En cada plano hny Rl menos 

un pu.."lto. 

5.-See.n cu.alcs:fueran tres puntos A,B,C que no pg 
tenecen a Wl.a misma recta, exiote a 1o sumo -

un ple.no que P~'sa por ceda uno de los tres -

puntos A, B, c. 

6.-Si doo puntos oiícrentes A,B tle 1a recta a pg 
tencccn a1 plP .. no et.. , cuda pu.nto de la recta a 

pertenecen al pluno oe.. 

7 .-Si dos plano:J «y ~ ti e nen un punto com6.n A, -

tienen al menos otro punto com~n B. 

8.-Existen al r:itonos cuatro pu..'1too que no pcrten.!!, 

cen al min~o ple.no. 
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-El. grupo des estd fo:n:iado por cuatro axiomas de OJ:'.

den 

9.-Si el punto B se encuentra entre el punto A 7 

el e, c.ntonccs A,B,c son puntos diferentes -

de una mis~a recta, y B se encuentra, asimis

mo, entre C y A. 

10.-CualcDquiera que sean los puntos A y e, exis

te al menos un punto B sobre l.E1 recta. AC tal.

que C está entre A y B. 

l.1.-Entre tres puntos cunlcoquiorn de una recta,

ª lo sumo uno de elloo puode encontrarse en-

tre l.os otros dos. 

12.-(AT.iooa de Pusch) Sean A,B,C treo puntos que-

no pertenecen a unn misma recta, y a, u.na. re~ 
ta en el pl.nno ABC, que no contiene ninguno -

del.os puntos A,B,c. Entonces, oi la recta a 

pesa por al¿¡ún punto do DCQ!!onto AB, tn.'llbi~n

pasart1 o bien por e.lc!S.n punto del scé:.>-nento 

AC, o bien por alguno del sco:1ento BC. 

-Cinco eon los a::r.io::nris de cont,"TUencia y que forman el 

tercer grupo, c.c:finen el concepto de conc;ruencia o -

de igualcadeo geom~tricao. 

13.-Si A,B son dos puntos zobro la recta n, y A'

os un punto de la misma recta, o bien de otra 
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re:cta a•, si=.pre so puedo encontr::J.r, a un la

do pre~ijndo do~· cobre l~ recta a', un punto 

B', y s6lo uno, ·'."l que el sc¡;:ncnto AB os con

gruente ul ;,• b'. 

14 .-Si loo scv:i.cntoc 1'.' E' y A'' E'' non concruentes 

::i.l mioma ccDJJento AB, entonces A'B'cs congruca 

al se171ento A''L''; es decir, si 

J...'E 1 e.AB y A''L''~."t.3 cntcncc:J J...'b 1 .::.=¡'¡,,••:o••. 

l.5.-~en.n Ji.13 y EC C.o!3 l-c-c::.,·r~toc. t~ob::c lt.t rr:cta n, -

ein !"ttntos inte:r.:.o;"'eC c:::::.t;:1c!J y .. c,• .. n, r:tle::.ls,

h' b' y B 1 C' dcc t:cc·:c~toc !~~brc ln n:i~mu i·cct~ 

o bit:-n sobre ot.ru. r~• 1 que t::..;;.;.~>oco poccr.:n pun--

;._H::EJ-...'h' y EC:=ii 1 C' e-ntc•.nceu i".c_:::.::A'C'. 

Dcíinici6n.-Un par de cr-•·-.ircc'b:s h,k que tienen el minmo

oric'..;-n O y no :.-.i.:~-t,_.:..:<·ct·n rt t~na I:t"i..:..:1:-1n. recto. se 

11.c;.:na i';nculo. Y ~e cl¡;r:otu pcrL(h,k) yL.(k,h). 

en c·:.:;te rni~:no p1H!·~o, o bl(·n en otro, o<', y nu

:io:ie:c..."'ºª fijr•do un lr do Llet<:~::.inbdo del pl<:no

o<' con rc~;¡,ecto n la r1:c:t¡! u•. 

Sen h' rc:ct et u' , con-

ori¿::cn (:n el ¡JU_n"!;o O'. j~·1tonccs en t'l plnno e<.' 

e::;:i:::tc u:1n ~ .. r; .. :1:i r(~cta. k', y DDlo un~t, tnl que 

L_(h,k) t:D ct:.¿:-:·:wr;to c.~n /...(h' ,)¡')y, nd<:c:·~H, 

todos los ¡t.:.1ito~ intcriv:: .. <.::.; d\..•L.(h',k') ::;e 
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encuentran en el lado pre:fijado con respecto a 

a•. ?~ra denotar la congruencia do ~ncuJ.os se 

utili~c. lR notaci6n 

¿ (h,k)=¿(h' ,k') 

17 .-Sci::.n los tres pu.."1to.G A, B, C no pertenecientes a 

ut~a~in:: .. .o. r~ . .::tn y A',B',C' otroo trc·s, te...??:poco 

pertcnecicn~eo u una miosa recta. Si 

AB:;;1 ... •B 1 
' AC~A·c· yLB/.,__c:=LB'A'C' ·::r:·tonccs 

.E.-;te c::.::iomu ne ilur;trn en la :fiéura :;i[.u.icnte: 

At>B Á<lB' 
-El cuarto [;.""TUpo enté. io:mndo t>oln::::ente por un nxioma. 

el de p2.::-~~lolin.:;o qu.c Eqtlivale n.1. Qnin·~o ¡;0utulndo 

de E:iclidc!l. 

18 .-Sea a unn re: et u :-~:..rbi t~"t!rie, y A, un punto e~ 

terior a ella; i:·ntcnces en el pl:•::o <lctcrmi

nrcü.o ror J,. y lu r:··ctc. n, oe p.: e,: e ~.:-.,::nr a 

lo :31..uno una rr·cta q uc pana J.•or A y no intcr

~~cta a la rcctn n. 
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-Y f'inal..mente el quinto ¿;=upo cst~ :for:nudo por dos c.

xiomus de continuidad. 

19.-(A:r.:ioma de ,·,_rqu{::;cdc:J). Sc:m AB y CD seg¡:¡en

tos arbi tra:::·io~. I:ltonccs r.obre la recta AB 

cxictc un n6:1cro 1i:1it.o de puntos .. r.'"1,A 2 , •••• 

An' ni tu~dos 2.c 1:._co!\:!'a q uc '"i c:stá entre A y 

• .e"'l' A2 e:sti'l. c::.t:-c A1 ·~r A
3

, etc., t:nlcs que -

loa OC:&;."lcntos --'-'l..i• P"l A 2 , ••• , "n-l ~ ::o:i con-

¿;;ruentes a.1 r.;ec;:.-.-:d.o CD y :a e:~·ttt ;,;:·,tro A y -

.A.
11 

( :fit;. 1). 

20.-(Axiome. de Cn:1to=-)SuponL .·:ion que e:n una rec

ta arbi trari~' :::. i.>c· da una :iuct-si6n inf"i:li te

da oecmcntoe A1 P-'l., A2 B 2 , ••• , de los cuales -

C(!.cle uno (:3tfi t::l r.~1. int.t:rior r!c]. rr~ce~~en-tc; 

ouponcr~os, udc:·'.'.:!'J, ct;.alqui.0r.::l. que :-Jea. ur1 -

sc:ci.:o::.·:1to pre1'ij: <.'o, (::::ihtc i1n .rn11i ce n p~r::::.-

el cuul A
11

Bn c::J :::vnor que t.:L·tc Lct;ac:d;o. E:! 
toncea cxi:;tc uobro ln rect.a a uu ;n.:.~;.to Y.., -

q·ue cotá en el ir.terior de todou lo::i GCL,<.Jcn

tos Jl-il\• A2 B2 , etc. (fic;. 2). 

X B3 B2 Bl 
--------+ ----1---l-

Pi¡;. 2. 
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I. 3.-EL ;;OP~LLISl~O co::o CORRIEl\TE DE P.El/SA1UEHTO llATE

l!J.'I:ICO. 

El :fo:::-.;Hllicoo ti(;ne Sl4D b«!JCB en los :fi.:.nC.<Uncntoo de -

Hilbert, que he.n proporeions.do el lliOdelo de una di<"'ciplinn 

metc::0 iiti.ca edi:ficade. oci:;ill1 el ru~todo uxiomC.tico 1 If'.".todo -

que P-dcr:::áa de ser e.p::-opindo pr:rf'ecte.:ucnte aJ. papel :formal.

de 12.s ca-tc:::i~ticr,:::, c.:w.J.;:c.ba a ln intt.tici6n do los :fundn:nerr 

tos ~8te~lticos. (11) P. 60. 

J.dc:::C!:l co:_:a üiji:::os en ln int!"'oducción, c-1 !""v:;_··;-·1alisr.Jo 

surge f'-1 up:~.rccL!r la tc.:-ccz-u cr!sin en loo ::ft1ndi'.r:-:.f.;:;1:oa de 

quo n;::.cicr·:)n on 1r: "!:~orJu de cc·:njui4torJ Ut C• .. ~l-:..or, cD por -

esto que en.o do les tr.::t~joo en lo::! qu~ pri1:1·e:.r:-:::.c;.:t.e. ce cm, 

pcilnron lon 1-0~:r·l~-~t:..:..!; !°!.:Ó" c.;-:iv.-: . .::.tl::.ül' lu -L1.::·Ie.. (~!°!' co:ijo!! 

tos .. ~ l::?. r;;._;•:ii..:.1:'.::·t.)_:'.heión Ce l~.1.. "tr::or~r!. rJe c' .. -:.~j\ ..• ' .. -~:. r.:<2:.:iO -

t:n cue.lquiú:t"" e.xiortii~tica f"u:n:.::i..l los c1~:1L:~~r ·~ r~~·.:_.,_~ .. .:iv1:-o --

( f;!rnbolos, té:!4~i.no:J o _¡Jif.::..:.;.·.e) :10 ti...:;:1en ?'!..tn.:;:1.!! c-r.·~d;r:11i<1o -

eoez1cil?l u:i:pl!ci to y ::::.t c::>:i.t0ni<lo r.;;Jcnc:i.al e1J el J '-'l¡:>líci t~ 

r~i~.:;-.tc d:Jc.!o :::or J. oc í,·.:.·)_, __ '. .. ~:.::, ¡}..:·:·!;u t~.:.·~;_,_ L~·:i<-1::::~~-~-i.c.._.,_, :....,odc-.o~

c:1c0nt.::-~::.::·noo en la si~ ... _..:1!ci6n de dos co::!r:..!.flcrc:-; C!tlC no f'ij_!! 

ron de t>.::.t.c :~.~.:.!¡o lr.~ :.r·L¿:'.!..r.·.!J t'<?l jt1r.:co, ,_ .. !_;o lc!.i :L:.·,:1id.o que 

111.1t~C.!:...n jucnr jv:-.:to!J v.:!~ p44rtto:1n: p1,.;:"o ::-;i di:.:;;do f.l :Lnicio

e::·d~ubl~cen J .!J rt:t;:lns del j~tfco, ¡.·ot.1r!:n jt:.¿::..·.r .r:~1·ti.1!~.~o su

c.t !:>i·v-c$ ::Ji!1 t;c:·~er que ~- C:tl!.~:-.r:~·e uno con el otro ele tr¿:::1po.s. 

~l ll:l :.;:.t.:-tc:.~ ~:.z:iu.:".f-t:,;..co f-:.:r::.21 los .::le:nc-ntoo p1-:~: itivos,

c:·.:ci..:ct.-:t ~:-1 :~cJ.ut.[::!:.~·< ~e t:·:! c:·ntertido ct-:cc:::'lcial e·xr1~ {c:ito Y 

:::e cc·:1vierten en ['ic<:<..!3 de un juc¡:,;o t>in E~ntido r~,cterinl -

en cí ::.i~.r:::o, nH.:I'. .cc< 1:.<.i;ejo íorr~;al cstt'í dct-inido ir:1plícitu-
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:e.ente por l::u: re5l::rn del ji..:. eco con:::: ti tuide.n por los i:.x.io--. 

:r..ns y 1n.n rc¿:lc.c de in::fcrencin. En por c~to q uc e1 formo.--

1i::::~o c~::cit"c n. ln t:'.r:tc::.~tic:?. cc.wo t.:...~ jucco vn.r.:i.ado de s!;a 

bolofl, de cnr~cte:r for:na1 y h~icicnclo a un lado su conteni

do l.:''":':f':Írico. !--~:it:--~.r; ºf"o!~RB v:: r.:~~·1;s" obedecen a un conjtmto 

de re¿::l:::..s de c::i;:-i..1ct'..lra y Je c,: .. ~:·.1eci6n, que e:n t'Íltitno c.n~-

I.u(·c_:c, en t:r. r.:i~t(;::-.a fc!~-·:l !.;e tc.::1rlrln t.:-.:t'"':"d_rJo3, :f"úr

:::ul:1!l, dl:':::cr.~t::.·;-c.i.<-">Z1C·~:t, t.::o::-·~:: ~-· r:ul~ !:\.! ciLtie:·~en ~:!..l t,;f~c 

o :.~~;-l::Li'.tr.-d ¡·!o ti• .. :nc !:(.!~t:.do. l>.:..o c:jc: .. ;':o r:c ~;t:-:..-:-:0 r;~;,,.!::·.Cio

:-~~~:z.~ el jt~:.co C:cl :~.j1;Ure:., :1o:J r-:_..Jc~;.;0:'.3 ;:r~:¿dnt.·.r ~:i ci<.::··Lc..-

:Jitut~CÍÚ!1. C~:ñ:::,. e::; ~lC~~::nblc (dL·.:'.';O!"'ll=l!.blc), ;lt:-ro cc:-:o ce 
cl.n.::-o no -cic::ic :-·.f:ni.irlo h;:..:c1l::~r de v.:rCt:.d o i-ul:..·cÜt.l.tl. t:u :.:! 

Es por eDto que un nir;"!.·::.cn ~·"'Í (;Or.occbido !lcpende 1'i.ni

ca y c::r:clu::;ivu'.lcl"!te de su vn.1 :.de:: lócic-a de tal suerte que 

(2) P. 7C-79, }~ qno SC! t:-;:~'ta en el p!"'·.:>crt.!<:U. de Hilbc·rt 

~.:<:cci6n I.t,. 

Por otro lr.do en i~po~tnnto ter1er en CUl:rita que l~s -. 
:~at<;:n{tticaB trt.:.tan de: itler:.i.id:~de!3 ezi:.~tcntcs y c;.uo 10.8. ·t;cg_ 
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rcoas con :fur1dil::lc..nt::i.lcs. De donde ai un ~istema fonnul pr.Q. 

porCi0na una :fu.~~dr-.:,-,c.-.t~ci6n de l::!. i:::c.ti:!::i~ticn. entonces f:UB 

elc;;-.ent.os y uxioz::us ucbc.n tcnc·r un co.r(ctcr c:r.istcnciP.l, 

ccto, en oposici6n a ot=oc uistu~as de car,cter catcrial o 

ee:'l~tico pues en cllo!3 J n 0.>:io::i!!s son r_;encrn.dos por 11ro-

;ictl~dLo d0 objetos prcccnccbidos ya como ex~stentca, es -
decir ::e c0ncibcn leo o·c:~ ";,e,:; ::..."'1tcs de fonr.ulnr los 1'.::io--

los objt;;;tcn ;:e:.cilJe:-t Dt:. L)i.:~.~ ... cr~cin e:-:::c·t.~:it:.ute de 

l.t-:.ci[·:l ::t con!:·titucil~!l {~r:l ~~i::-1..cr::n (en c~l }JL!.p<:l.). 

1i:::~o de: iiilb~rt. co:-!;:i 1T •:· t!n i-:irt(;r::~ :->zi c::.f:tico 

ln fo:-:::t:.

El ¡·,.;: ,;).-

¡-:ri.::~'i(.:rn.-Sc el~.: ¡:.;'J ccnjt~Lto cumpl cto e.le sj r:;noa que Gc

h~n <l~ utili~~~ e~ el c~lculo. 

S'..!~l.nde.-Se cstnl•lc·ccn los rcelns do i'"or:n&ci6n. En C:! 
tus se L'r·.n i,.,3 c:o1:ii·i11'1ciones de los signos·

que pu;;c:.cn c:¡,r co::sidcr~·doo coco "f6rmu1as"

(:;/.n rw. 1 · ·.i.c, cc•·,o :·10;,o::icioneu), lno rc

trlc.s -pu.:.·Ct:n ccn!"idnr;.:r.80: como la";.;rc: .. :n~tica"

del. :Jiu-'.:.c-·::c. 

Tcrccru.-~c U.e~ l: :; ";·celos de trL:.r:~::o:fcri:.:rLci6ri 0 , que -

hr:.ccn l!!"::~. < ~.-~_.cri rci 6r'! de· tr!llndn de las fÓr::t~ 

lt;n e.e J.:.::.: """-lc:o ;·osi:,}c:·n,'nte se deriven o

t::»<B í'Ór;·1·lc-:: de. ;_-:,\rc:c'.urll dotcrrnin:•<1n. E::i

tus son <le L1.:c!10, l:;s recl•~s. de deducci6n y 

:finnl::icu te 
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Cunrta.-Se eli¿:;cn cic::-tas íG=ulrrn coco P..::iorn1'.s o taa 

bi.5n ll=udn:J "f"6rr.1ulas prit::iitivas". (6) P.65 

66. Estas dr::n el f'w.d2;,ento pura todo el sis

ter:ia. 

!.:0 t;;;::iplt.:r:.:rf .. l!i ";H!la.bra u teorcn~!l del !iis'tcma." para in 
dicar a r.:L'::>.lqui er .:C6rrnula que se obt.cnga n partir de los !! 
x.iomas nl t!:-.~1.ic~1r !Hi.C('si ve_..:::c•nte 1an rcglns de tre.nsfor:na-

ci6n. Por cle::.o~tr:--1.ción lc~~::nl r>c dc.:t:i¡_;:i!!rá t>.nc !"1.!cesi6n f!, 
ni ta de r6:-:::clt:s c::.C.:! un . .n. tlc 1n!-.: curl1 c·s es en r .. ::iof!'.a o tL'"1.-

ret~ult.~:c!c r;uc :!r:tl::--i0:r;.!c1·ltO r:c !~t!j"U dcI·i".,~.:1do ::h::d .. ianto lae 

rccl~!: do tr.:.:...:".i~.<i' .. o:·;::•..:.ciln. Un !-_;i!:~ lt:í13. con (,.-:;~.:·~s Ch~-:.ctcr!s

ticr.ln ;~e ·:ncuentr0. cr;~i ~iI:·c:Jo t,:n J.oo 11 ;;r·j nci ,:.<i a ! .. :'.~thc!:if:.ti

cz.l" ~; 1~ :·o ;:..q uf li ... ~~ :. ;:. 't.v ·::l ·L i Cl!!l 1~~- uy r-;1 ¿:,f...-~~;(:-t-:. e::.. r '.::1 to dc1 

sistt::::2. :fc.1::-.etl (:::~_.tc·~ial). ~-.:.::a. ju:; t-i~Ci ;Itci6:;.:. r.,¿•t0rial que 

prt!tc:¡·.de <.:t.ri;c t.::i les J'1··: :--~cipia ir.~-·u1U~';:-.::i t:l ! ·~.;1~. r:o del i;;, 
finito :::~on1 ( c:1t1·?.:.:!ido t. r;to co:~;o el c-c1Ljt'~·~to do:: lc,;'.3 n~I:}O-

ros re r! l c·s cc,r~:pl t~to, e~ tl e c:.i r U':"i u«:l en el et; ::1. no ~e puc-

d en hecl:r ~~!,_;r1_c.,·:·'.do!.; f'i:--d ton} lo que }:ace qne 1P :ft.:nd.ni:1ci1tg_, 

ci6n. de !.•:~r; !~J. .. :.L-:::~;~-tic~s u:-.~! oirccidn ~e:a dl~.f..i..ciL·ntc. (2). 

l:.'n c·:cto co:-ir·,i,,~r:n loo !«'::,::ou ¡irint:ipules C.el i'oruiuli~ 

r;:¡o cc:~.o cc.:~:.-:Le:•tc ele ;-.i .. ·:--.:.::..:~ .. it:-lto :~~~ ... tt~:r.~tico. I·n el zicuica 
te :~!;::.:;e~ f\::30 ...-):rH,1!~t.:::()a lo que :Jt; 11~:,.:.:e. c-1 pro1~¡ .. ,_~::.t!. c:e Hil-

be,rt de ln. e' <.:'""1'' 1c;r;::«li~'tt~ c:i el ct:el ::;:: re '"''"C con to

da c1r:.r.i(L:~tl lo qGe co;1~:citi tc::·6 unP~ de lHs r:-.c.trtt.:. ~.1t=..o P.:.i.biciQ. 

tnlco objPtivos vi110 a u0r dc1~octrndo poutcri011:¡cntc por 

K. Güdcl lo cu:-il trr,t¡:~:;or.; en la nc-cci6n CTuuui¿:,.iicnte c0n 
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lo que ae tcr::Jina la exposic::.6n en el terreno del. forma--

l.isoo co~o corriente de pcnn~~iento matc~~tico. 

I.4.-.EL Fl~OGRJ&A DE HILBERT. 

Como iiil.bert no nbr..:1<lo:~;-o ln =ir~tc!'.::16.tica transfinita de 

Cé!!:ltor, una. de luu t<crcc.s c;:ic tHl propuno f'u{: lu de adaptar 

la :;:~te::.~ticn. ·tr~!::i"i!"Iita ~- 1.:1C! ;~r~tc::1ltica qt..:c oe .supone -

b¿-~r lr.:. cox:icru6ncia c!e uz; :.::j !:tr.::t.:. Clf..lC: cc:;ir:-:."c•ntlo rn~tc·r.J~tica-· 
í .. j.nitn Y r..:~.: ... t{.'.::~lt.íce. t! .. ~-:~~::fi:'..;j.-:;_,..-,_ (.!!e ;::-quí r::u rrot:!.i:.: .. c!). Hil

bc.:1 ... t ;;t:..!".:l C '.::10:..:.tr;:.r le.. CO~~·Í!3t(·:·;.cia de c.=1 !".!Íf!t(':::n :~10 quc

f\;.ero. n12-ct·Dl!!·i..o !.~uron•:.:r lt:i c;;:-;~::J.i;:;tv:-:cia cJo ot:::o l~u:.:i..~rior -

( p::"ueba rel~:.t.i·v:;-_), t:i.~~·:.t:6 ele e~:H.\t::-..:.ir prt.:.üb~ .. u "i.!.l:solutc..!l"• 

U p¡·i:c.cr p:.co pa:;;n lo¿¡rar la con.;t.n.icción <le una --

pr~·.::Vl'?. L:.;~·:Jol\.:-tn, fu6 obtr:.:ner u:-!n. E:_QI.:-:':">J: . .!::~!!.-~ .. fs~-:;.~!~~)-j_~~~:h§n -
de u.n ~::5.!3t•::.,t:' .. dc·r;ucti" .... o. ::~·to tr:1e corJo con~{!CtlC:::.cin. l:...1. --

C•::.io ~~it.::H·:Jn Vt;c:Íco. Ct.;_.;;do u;\ :..1i...:.~tc:.1a !".~o ha :fc·:::::J.li::.o.Uo, -

cn.l t3n a 1 ~ vi[; t.:\. l.r:..~ rLlt::.c i .. ~11: i.:: :; lóci. c:.~rJ q l!. o {~XÍ!:.: ten t:ntre 

lr .. n p1·0po~.~~ .. c:ic·nc!J ~~:.-~e:4{i...ic:~_::'.,, (6) C::~r. lII y (2) P. 83. 

Es co:-·!.v•~ni t..:ntc ::ner.' cion.;..:.::: C1. ue 1 ne de cli-.. rt .. cionc2 Bi[.rni

ti c::: "t.i v:...!'l con :respecto a nn ~"i :~1;c::¡n rr;1tt.::~:·ot:.tico aín n.in¿:ó.:i

!l:i.,·;:,:i.1.icc·do (o .fo=iuli:.:;ado) r•o ¡rnrtcnec1on totulmcntc el -

~~i!·itr_·::·.a. I)ertencccn a lo qi.:.ü :'.iilbcrt denc-: 1~in6 11 r~~ctt:..::iate1:1~-
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tica"1 , a.l lcncui.:.je que. ee fomula con rc::;pecto de las ma

tc::;8.ticaa. Así la :::iet=atc:::r.·~ica es cc·nsidcradn como una -

ciencia que estudia decde fuera lon sistc::1ns :fonnrtlcs, que 

son por concicuicnte la materia y objt.:to de r.quclln. {6) P. 

45. 
A CC'!:ti:~uaci6n se cl::.n l:.nos ej e::~p1o!J u;r:diW'lte los cua-

lec t 1 e ilt.~st::--e le. di!crcncie. c:1tre r:.ett:!:¡G.ticas (es dacir,

tt:-i :Jiz:;tc;;:a Ce ni~OS c.:-.rcHteG de GÍ¿-:;~1.:fiCUdo) y mote..z:ia.tcm! 

tica (deocl1,rr:cicnt'B DÍ[;ni:ficié.tivan con re::ipecto a las ma.

tcr..~tic:.•!3). ( 6) ca;:i. lII. 

i.ruye ~:otP"!nc~nte de siC-1:0S r~~i-t.:::Cticc~ c;,e:-:;¡:cr.:.tnlcn •. Ahore.-

1a. e:~i~-::·c:.~i6n 

'"i-;·5·"'9" ea una f"6r:nula arit::il:tica 

!Ja r::fi~..:t:.1ci6n no e;.i:prc.sa u..."1 het::i~ :irit::\t;t.Lco; p0rtc!l,! 

ce n l:i :~.;;;.::..,;:.::::..-i.'t~::d:ticP., po,1uc c::..·.rZLc·¡· ~::~i:.::.n co::io f•ür::·.u.la a 

una dott:i-~:::~ :1~-:.dn. li~.1 ero. c1c :-:icrJon n:. .. it:~.~·ticos. De icL:.e.l ma

nera. l!!. '"~'-Jrl"'(;bi.ón 

l.-Hil:Ccrt di6 el ir:ipulico u c:ctc r.u( vo orden de i1wci.:;ticn-
ci0n, qüe ·:n 1917 cooe:::;:·¡,~·0:1 a .J;_:~i·.r:colle.rnc en Gotincn 
L-.;;o ~-u. clirccciln. (16) P. 49. 
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:pertenece a 1as mn.tc::,t.-ticn.o, p~ro lo. ~firmaci6n 

pertenece e. la met!l.!!le.te=.'.':-ric::i. De la misma forma pertenece 

n la.s rr:etE:..:-:r::.t(:zn~tices le. !:iLi..:iC:<nte ufi::.---.:~~ci6n: 

Ln i"Ó1;::ulc. 00~0° !'.,LH.·C.c ~r:rivnr!::c de la f"lt1-:;t:1a ux=x"

:::untitujrcr.üo r·c .. r le.; ci:f!·a 11 G 11 ln. vari:...:.b1 e "x". E:!Jta af"ir .. 1!:_ 

ci6n c!.·pecl1ica de qué ::-..c:.c~·L ne puedo obt<:;rc•:.r una f"6n:.:ulo. 

arit~~tica a r·~~rt.ir de c~r~~ r~::~ula y ud~~.ln dcscrlLe c6mo 
lae. dos í\5::--rr.ulo.o se ré~lr:.c:i or;;_.n L"i.:-1u con lu otro.. Fina.1oente 

1~ propoEici6n 

fH.-:rtc-:R•CCC e :l,;:1. metc~:.n'it::~.::::.lcn, aiirrr.El que lu. fó:ra.u1e en 

cuecti6!"1 ::-10 c!l po:..>iblc clc::-iverlu a purtir de lon axiomno 

de 1a nri~:1~ltica. 

::~ente Eill.:c·rt t:r .. :.:.t.6 de ll·~ .... ·<-:." u cr·.bo ~u .""~X.~?_rJ~--~.Q... .. JX:.._~d_t~:.:;.QE.. 

j:.r;~~-ón cu.:,.:o objéto b'1!~i(~O 7·:·~i·n. {.!)ta · .. -:t~.:.1_ L1e:.~:¡ot.:trn.r 1a con

::i::tc:icin dc1 fiint<.:::1.n 1o:;·;· nl y pr .. rn. c.-11 o ln idea de Hil---

1:icrt e:.:--c. c::-;plcar r~:.:.~o:·~r:.~;i •.·!·.te:.; e".-i..dt-r:tcs y 1'ºr tr::.nto iini

tt'.-~rios2 ¡>u.ra que de cr.;i:u :::e::.. :1 ~::e clc:: . .::1;. ~ :·¡:~·r~ te6ric~_:.::a::-!t.c-

2.-!(ota, b:Cti:. por ::H:"el 1:~· .. -;.~n. li:ilbcrt no di6 una explica 
ci6n p~~cisn ¿e o~c ~i·vc~¿lt.icnto2 ~utc~~ticos deben = 
co~~i<lf·r~~~e finft~rios. 
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que loa m~todos de le.a m&tc::;lticas son r:iftodos válidos do.

do que conducen e teoremas vcrdndcros. (2) p. 51. 

fu su pri:-::cr::i. concepci6n -t;:-,::;:tabn de dc:;os-trar la con

sil:'tcncia de un 8ÍGtc'.:'a en do::-12.c se utili::.ur?-""l procedimica 

ton q uc no rccu:r~ .. i erun ni e. un :-.:~.'.>::0ro inf'ini to de i6:nntüas 

ni a c.n nC:ri ero i:Lfini to de o~ cr~cio~e!l ccn f"6t.u1 :.:..~. /'!,. C.:! 

.. ~e "tipo C.c p~occ~d:iníc;ntos se lt .. :S :!lr-!!tr.1 :finitisto.s y u.r.i.a -

p:-...:c..ts do co;¡:::istc::1cin !)t_o.jo c~-Lc!J lint-~¡;it::~tcc ce le ll~a 

: l l .:E.E.~L~ t P • • 

.Eilbc:rt c0n ou t0or!a Ce ln t1c-:-;oE.t~ución t~·;_r~n'bn de -

probar con l<:l!:?. l:.t:tc:dos i"initi;;;t s la i::!póf~iUilidt·ad de de

ri \.·E:..r f6~-:~tl~!:. ccn"Lr::..t,.ict0:::~i~1=-: :-i ttn cGlct.:lo r:::r',,.r.:::.:.':tico -·-

<.1.[:..do. E!J: tioa que: zi ne d(~:.uc5i:~·;,_!. la consint(::1cin ele un siB_ 

tc~e :f'or.-ne.1 y '')!l di cho !3'Í.:;-;t¡. ... -~H i~r.r:-;n1 :-:e c1,-.""1tlf'\f~trnn f'r,r,~n!. 

.t::(·Ute :f6~nu1Hn ~o~r.ales que C(Jr¡·f·!..~.:"'ondan t!. una r~·l!:JU de lú.s 

r.::::i~te:;.::f:ticE!l :::cr:-t'n -.,~--~1~a~~dcros y t:n con:Jcct2enciu ln dt·;::o:;tr-ª. 

Ci 6n Cf:l siste;;~:i, :for-_-:nl CO::l!::t:i. t1.0:,·o.. lu clr~sc de :fU.::ld::u:i(;!ltt":.

ciln de lr,u ::in.t<0:.:11lticnc. (2) P. 82. 

Hilbi::rt se :fon~6 unEt :i el~: a 1~_uy o;:.iti.:!!i::ita. con respecto

ª ~t.! te:orl.:!. Oe la t!c:-:oL..iv:--;.~c;i0n 1~,.. i--qc.c t(:n{n ::.b:~olut;n. con-

:."'5.~~:·,::n c!.c que "t.é.!1 .• _-o l'.c·:~~c~t:.c-~cio:~ce de co!·.:.~i::;tt ~·.c:in. ucrín.n

r-o.:ibleo ¡;::...re ln :::l..:..t~=~~ticu fc:,;1:..:.li:~':·da y con (.!}"to ;1r..::tcn
df::i dc:•o::t.r~:r ln. i7.l!.:iolu·;..s. v~rc:.:.ci(~~:;.cl ele l:-:.r:; ;:.n.·L;t-':r:C:.ticna, o 

: . .-.. ~, ur.::a t.t:·0::-fa :'!e :_a .:u:~6.L:.:··;:·:·~-:.;;_ci0:i :Je J.a ~,;~•.t:t:::{ .. tica. i:Zl 

lr;. e..ctualid~:cl t;~ c\:j tl1..·ntc riue (::.:rr :tl'1cn optir:-jista no -te.:1!a-

1ün[;Ún f'unéL~.-. ... :,to. (2) P. 82. 
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Se crítica de que la teoría de ln de:;-.o::;traci6n de 

Hilbert, h:::i. contribuido n qui-:O::,r ir:i;Jortnncin n la propio-

dad de consistencia de un :::i::: c:~a :fo:::::icl. Ya desde su pri!! 

cipio se ne&6 que la de~ostr~::-i6n de ccn::istenciu de un 

te sui"iciente paro ca:r~nti::-nr la valide~ absoluta de éstas. 

Sobre todo y de::E'-:fcrturn><lc!-.c:-:t-:> dei;pufs de loo resultadcs

de Kurt Gi5del (17) p. 207, c·!i <lc>~1de se de:::uentra la insuf!_ 

cie:n::io. de LL'"'"l fo::-::ir!liLno nxic::'.-~tico cc;.:-:ir_:;d~:t..do por Hilbc·rt

p~ra ::::er,rir de ur.a lundu::.L::.t1. ci6n de tc.<la. lu 1~~¡~-tt:::iltice.

.Puca unt! Ce la:J ii:-!i"licv.cio~c::J Je t..,!:tc t: :J:r'f:r.::n c!J que nin-

~n oir:>tc::Jc de c.:i:io;:it:.c c.-o f'dL·cuudo pr:.ra e:nc.:lled:·~~r ln :nHte

=.ltica toe.u sino icur.:l::-1en!.c ct:.:-:.lquier .:-.:;.!:-.u sit.-nif'ica.tiva -

de le.a =:n.te:::-.~ticr:..:J porque cu:··.'..t1nie.:r ci.!ltcT.:;!. de [<.:r::i.o:n~s ns! 

es inco::r:;pleto, cuto. nuéyn. t!.(2.t>ct!bCi0n del ;n~todo .:lxíomt'itico 

no eo una co:·J.tru.dicci6n en ~í ~.·i!'.~::~r~., ;:ic~ro CE:.'..lt76 c1cDCGncie,;: 

to ~ntre loe r.:.;u.t'2:~lticoa. Tuco c.:llo ini::l~di.hlt:::ic1·~tu le rcc

t6 ic¡:;ort:!nciu n lu propied:od ::3.o cc.n!.ll!d .. v1cia Lle un !oti!;)te-

r.r.u :fo!""".:::ia1. 

I. 5, -IllCOt~p;,;:;:'I'l'UD. T¡:DF.E~!A DE GüDEL. 

Co:x:o Uil ejc3pJ.o en donde !"O cu.mplen loo sueños de Hi!, 

;:..,'.rt, ~Jo p:~\..Ue d.:.r e:1 t:i.lct:lo r2·oponicionnl. P12ro en c!Jtc
c-jr:::Jrlo !::C! e;.::c'..iflC":t :.::cJ r~~-:;_-t::tc t~na :1artc do lu 16¿:5.cn. for-

::1~1. Pc:r ,JL·~.'. .. ~-0 1::!. r,rcc:..L-.t L. ~-:.:ic.•;e c·n pié: ¿::Jo J-1(:'t1:··ti c!c:;JOO--

a toCP- l:-! ;:.rit:~:lticn. 1.:rl el :...·:·ii·til'!.:::i U.el ;.i:.coc;.·é-...-.:r?.. de Hil--·-

bert.? G~~el ¿j_6 rccriuc:Jta a G~tn f1rccur~tn ~n 2u 8rt!culo

dc 1931 ti 'tllludo "!;obre propcc.icionco f"or"·''1.r:1L·uto indeci<l.:!:_ 
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bles de Principia !i:ate:::~tica y Eistc:::us relucionudos" 

( coni:-~ido c.:..mo el teorc:;;a de Godol). 

E::l l::;te crt:lci.:lo Gocc1. r..c-::t::-6 que no es posib1.e dcr:io.:!, 

trnr en ~or:::ia. e: sol.uta que la ::.:-it:nl:tica c::;td e;-:enta de -

contr:..~dicc:i ·:-1cs. Sus resulte.don ols irnpor"tti.Irtcs f"ueron doo. 

::zi. prir~er lcc¿;nr, ;~,ostr6 que C'3 Ü'lpo!óiblo c:..;-ti:,blccc,r la CO!! 

i>istc1cia 16.:;ic:i. ele cu•"lquicr niate:::a deductivo complejo -

(en p<•rticular lu uri t::;.'.;ticn.) excepto :JU?Oniendo principios 

de r::.:·:on:--"7'ic::ito cuj·u cc-n~~i:..:tcncia interna propia es tnn --

cucoti0n~blc cc~o '~ucllu del ~icmo cistc~n.. (17) P. 

255. 
248, 

Ln oec~nda c0ncluni6n e~ ~~~ sorp1·cndP~te y ?·evoluci~ 

nnris., en é!.i"t.u co :::t¡e:!3't;: ... a qt:.c loa .P:! ... inci¡1ir1,. o cur.lquior 2. 

tro sistc::¡n <.lentro del ct:i<l. r:.e r'ucdu dcf'.~.,rroJ lr_cr J.a r.ritm! 

ti cu, e:s czenci~l.ncnte incc::~r>l.ete.. ( cc::i.o un cj c-.:::::::Jlo so po

dr!c. cit~·:.r ln. conj·2tu~t:. ele G0:-.iJ 1.!1.1:.:.c~, quc.~ •.iic~: to(lo n6.1:iero 

pc:..r p:.:i:.::.~_ t:i.vo r-:e ;.1U•..:de e:-:rtre•::;tr c 1.:t~:o el producto de c1oo n6.

~~roa pri~ion, ci. ::e tuv~era 13 veracidad do &~ta y si no -

f"ucr;~ p-::siblc dec:·.cctr<crse). 

Los rf,:Ju.l t¡:..cJ.<;C de G()del no i.-:xclu:,'t::n lt! f> .. .;: . .:. :-:J.i J .i ,!~!.d de 

c.:.:r::.:t.:!·üir :::.~t p:c~1t:-1}H :-th~-:-;o1uta y :fi:iiti!:.:t1~ de c¡;,·:n ... ~.:::t(:nci:!-

p~:rn. lH <-~.r·i"'.,: -~:t~c::.. ;)~--<.!o c;,nc ·t.(~1·::r3 t.1(•.:1o:Jt.:r·¡:o.ciu~·~··.~1 y¡-! !Je 

han CO!l!.:•trLlir~o, :n-J..nci¡,..:=.l!:ié:1tc por Gt:!1.t:-:ent f!UC! .. tué nn i!l 
tc¿:r:::nte de l.3 t::~c;t~(lti J.e J¡j 1b;;rt. I'e:ro Gt.:!1i.::.'> . .-:~t 1·!1 ::;us d~ 

::J.n:;t:::·<lcio!1cs h~·.<>~ L:.:.:o Ge r-:.¿:J.~:...~1 t.1.e i:n .. fül'i:::ici.a, {·\}:-'ª conoí;¿, 

tcnciu c!:l t::!n de<\o~_,r-:. c{·i,::o J.~:. c0!!.!~ist~nciu f'on;:1'..-l de ln C!--

ritn;l:tic.c. :1ir.:::.~, •:S: por <;!.:to ftllC t:Jtuo dc:~;ostr·•:'..clcncs no 

!:1on !::_(~:·.:i"fic:-::.tiv·c!J o c:::.rcc-::n <le :::t.•:1tido. Cc~n.Lze:nt e::0len 

u!·ia ~-e:¿).u do in.fe::--cncia que JH.":11:-ti to ü 1.:1~i .... ~;..-.r t~!}~! .Có1~:-lu.la o. 

p::.:.r!.ir f:C;: 1.1:H.t cl~::::c inf·i.nita de !Jre:r:1i::.:<.~fl. Y el (·;:.:ilco de 
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cztas nociones cetaI:":ate::t'Itic:·.s: contradicen la iden oriei--

::ial de Hilbert. (l 7) P. 76. 

En C'1Se c. cstofl rc!Hll tnuos ce dcoprcnde de manera e".!. 

dc::ite lns li:li tacionpc del r,{todo r<xio::;6.tico. Co:1trc.rir..:~c~ 

te o. lo qua t·.ntcG ::;e !""'C-rH.~r:l;~!., no ne puede c!'.;pecif'ic&..r un -

conjunto r.-_:ct:r~:ivo de ;-.xio;..:.'·; Csto cic.r1i1-ica quo pr:Lrn 

cualquier ¡1:·opcwici6n ~'C ¡.::( 'ºº d.;.c:i dir üc f'cr~~u e:fcctiva -

r:i es ¡~.xiorr:n o no, a pt~rt.ir d l: los et: 1 C3 ::_, t•a !1·:.>bi ble der!, 

vur .for~:~~!lz:·:-.:;~-!.. e to dL:.S le!? r.! f:i :~~ ... e ioz- · :.; o: ... ri 1:::·~ ti ChS v erCv.d~ 

rfas • 

.E1. dc:;.cub::-")::íit...:r~to de qt:::: i< i;_:t(;!l ·..:1.-r<1;_t1cs r:.rit.m6tict.!.c 

que ~J.O put-dt·n :::(;r dt·;~10:..,tr~;!,,: •. ~1 J~·(.i~·;~.L:.L'H.:n·te no ~ic,nifica que 

exi!.:ta.n ver<lcdcs que 1~u.ncc ,,e ·:.cy~cn u coLocer ni que una -

L~'tt.:.!.cil:i ::-~!o ti ca c~-:l..é 1 t.:•:¡..J~·l.'."~-=-·~r a lu 11rut:Lü convincente. 

:-ii,:;nif'icn qt:.e J..a i'L:e::··::3. d.C;J_ i::·tclecto hur:~:i.no no hn !~itlo, -

ni .;wtodc ser, tot;::.lr.1entc ío!::i<'-li;'.<cdn, y o.uc ::iub:.:iute la. P.Q. 

:~i biliCL:.d de tlcc~ubrir nuevos pri:·~c:i_pioz de d(·:::o::;traci6n. 

(17) P. 258. 
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II.1.-Papel del for.::cli~=o en el quehúcor matem~tico. 

~pczare:rioa por e::roner en este punto para quJ ha. si

do 6ti1 la for::ir:üiznci6n En la que n partir do loo dl.timoa 

cien e....'ios se han venido ocupnndo J.os ;n:o.-t;om~ticos, as! como 

collllidornr principslrncnte el papel que juc&'ll le formali~a

ci6n en relación a li:ni pr.!l.cticao del peni:mrniento matemfiti

co. 

Desde un punto de V.!.ntu. dir:!E.-:ios que U...'1.0 de l.os gran

des logros del for:!Onli!::::o en lua 1~:'-L'::;':ticuo puede comp~

rarse en lo que la c.::-: .. :· . .'.·:.icc. cu p:.ra c-1 lcnr::;uz.jo uiwal, 

:frccuentc:ncnte co.:J.:JiC.c::: .. ·.do :-:sí por f:!.lc ... ~r~os r:-.uttr¡i(.t .. ic<\s. 

i:"t::.t"O h& !_iüo un mcüi.o "·.:·~J. ,:.;¡cr:ü~ct'" r:•Óf:l ricurcLt:::-pente en 
cuc::;ti vz:.t:a t~l co cc.,:.-.o ~ .. :l i..~·-t:_:.,~. t..:~ i..u O t: lu!J p~oce0 . .i.rni cntos 

de1 r<.-:..~:;o~~;:~:.:i.<}?~to ::.ct<:::, 1~-tico :_;i:i dc·!':;cc-nocor que tn.1 utili

dad CC:lt::idcr.::.da. de c~ta r:¡:::rH,:r~, (·!J i1n poco sccundnt·ia si -

l.a co:upu.rc.i:-.oa con lc::i prop6~;itors cGe:icialos del penoamicn

to ¡:-,r!·Lí~;~:f~i...icv, ~.,1c~u::o y1:~~dc f.;i.:r que 1n PCtructuril c!e f'or

tnr!.lizr:c·lón eGt6 r.~tu;.-::·.7,o c1-.c t.::-.tt~·.C.c~ p',:.:1·i :•::ntc rr.ate~.~:t.ico!l

cle la ¡_,,::.tu:il-:.·.ica :.wc!r;·;~"- ( 5) P. 166. 

S.in e;~1bP..r¿:o f"snl .. ~~i!.Ce el fruto CfH.:!t<:inl de dicciplina -

que ln 101·"-'·'J.i:.::t.cién LL <:é':»:for:c,;:co p'...rn el p;;r,::-c.:niento del 

ret!.ts::~{:.."Lico. t:olL::~c.:n'tc r::.le \::.;i..c :fruto no rcprc-::;t.;nt.e en s! y 

dircct;.:.::.t•!i"t.e r•:Hl !-:·:yc1:,~ r--ric:.-ei::"l Cc·~10!::1 t!·:-·.t.ivn, :-'..t.tn;:ue tF·.l 
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:?ara. lu -re1lexi6n del rr.htc::::':tico, las ve:ntaj¡_,_s del m! 

todo uxioir.ático saltan a lu vista. Podc.;:¡cs decir que es en 

pri::icr luL-ur, un prccic:::o ir.::tru.:;iento de at::itract:i6n y r,n~ 

lisis. El p<:so de una tcori.u concreta a la miooa. teoría. u

:i-io=:..:.ti::.::C.n, Fo::tc=i :._ rc~:=~tc .fo:-.;::.:!li::.:~C:.:!., renueva. proloncaa 
do el trabajo de &bLJtrucci6n q~c conduce, por cjeoplo, del 

nt<.J:lcro concreto, i::ont6n de peras o de pll=.te..nos, al n6.rnero

arit~ético, dcepu~s de la arito6tica al álgebra, al susti

tuir e. los tl',rminos individurllea por y(criablce de leo que 

~::i.ic=_ier .. te lus relaciones ect6.n detcr;::i:n.ú<lt<s. (16) P. 59 Y 
60. 

l:t:~c.::~ 03 t.::..-~:..:" ... '!i·or .... --:'-~r ~~.:iri. :::c·!::Jt~:·.tc en .... ~ri~:.l:>lc. E!J l::.i..c 

pre:cit..'.t.:.:~cz-1tc el ~~.-_t:;.jo del nxio::i;~"t:ico ci.:.r:.:1do t:t.:~tituye a 

- V - ... , y, cte., qtle et~~---

los po,_,~,ulndos. P.n:í ce

~ modelo de tcor{2u c0n-

cretr.:~s. De c·:::.ta ~Hr.<:ru ce obt.iC;·nu con la nxioc{.ticc.., i::...nr:. -

i~port.:.::lte cc.::1:.0:;::!~ de pc~::~i c=to. ~e f![,TUp!.!..!l Ytt.riE~s t eo

rÍ.t:s e:n unri :..iole, :;e ;•ic;·,:;a lo 1;1f.ltiplo en lo uno. (16) 

P. 60. 

Si::l c;.:::l:c:~reo cun::.do con la r~~·udn U.e lo. ü.xic:t16tica, zc
cle::cubrcn lun ::.r.<:lo¿;í~:n ior;i;~:lca, r •• 0diu1,te proccdi1:1ié·:•-·

tos l:iJ:ioc~ticot.1, c,z1tre lo!l d.i:fcrentcz c!v:ninio!:i de ur::ill :=:iD-

:.:.n c:5.t:-ncia y olit~:::ler t::rt·n"'"~cf-.·coo c-ntrt~ ciL.:.1ci\:.:.!':i que ~~,: ... ::-c-

c~t~~ c:-:trt-i~.::.o, cc_1 r.:.Ll.u.Cé (:.. LU f't:c-.,: .. L~i<..l.:.<.1 !~:_ .. :;,:·lJ. c1 dt::r:cü.~·:-"i-

z::icnto provoc:cdo por el :e-icor del 1:it'.':toclo de exposicil:-"" 

(16) :?. 61, 62. 
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l\edie he. impUl,"Illldo seriamente el pnpe1 que ccnserva.--

1a int~:ici6n en el. descubrimiento. C: .. w.}r1uicra que sea 1a. -

fecundidad de un mGtodo, su oficio ce Lobre la conso1ida-

ci6o y, se requiere, e1 prolon¿;;:;..":lic::rto, pero sobre un te-
rreno previl'.:!lente fijado. El. pone en orden 1o adquirido y, 
a1 hacer esto, 11cna lne l~gun~o y u:plota 1os trozos, pe

ro no in~uciir11 nE-.da. c:.:cncinl::;é:nte r.uc-...-o. Loe dc!.:cu.brimien

tos revolucionarios sen ln ob;:-n del C'-"nio quo trn.ns1-or.na -

1os c:~todos. Encontrur, probar: lo uno no 1o ce mf:nos in-

dispenso.ble que lo otro n le. ci.:ncin, que requiere el csp!, 

ritu de e.ycntu.....-a tv..nto co::.~o e1 ,;r;¡:·!::-1.'!:v. ce ri¡:;:o::-. Desde e_!! 

te punto de ;.•iste. a6.n, inti..:.ici6n y for~nüismo se completan 

sceún la di versidcd de los e::;p!ri tu::J y lns occilr,ciones. da 

1a historia. 

A estno vente.jo.a que ofrecen ya l,.,; vrL"ra¡; a~:iow<it.!_ 

cas, en cu11.lqu.ior grado, vienen co:no ci:: lle cnpcr~.rsc. a coia 

bi11nr::ie en l.;s u:dom~ticl!.s :fon:;nli:;rcdao, lus de todo c{!.l.c_!! 

lo sir..b61.ico: :Jct;uridad, objetividc.d, cuto úl.til!lo !.lC enti

ende ccgo la c~pncidad de inturprctar lo::: hechos mutemlti
cos r.:c<HFnte el lc·nl...'ll"'j e formal. que sin referirse dirccta

ocnte al o'bj1.;to pu&de t1·<o,cccrnl;:rJ.o. lcdt'm6.:i no t·B ele nu me

nor inter/;o el cc.r~cter cic¡;o y ct:i::-i-r:a:c<".:1ico de cua pro

cczcz: le c!e. 01:crtunit1r:d a. en.o. !~;{.;:~t~i:;:--t p~rc. ~.u ejecuci6n,

y cor.scrvr'r e.e! el c:Jp:!'.ritu púra lr.~' opcrucioneo ele nivc1 

supc.rior. Por J.n !!i:.".boli~aci6n y 1:.::. f\.•:1.1c.li::e.ciGn do las -

te:or!r!z :l poA. ... ~-".:_;!:io de Jos :i ~:f'.·~:c :·:.Ci.~: .:..'D de f::!Jta r::r:.-.-,.ora re-

xiliurcs cieu"lÍi"ico::: Clty<os npti'vi:l:•.s '-"l'"1·an muy <..mpliame~ 

te, la e j ecuci6n de lfa!l opor«cicnc::: o ¡iroblcma:J puru:nento-
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numiricos. Y entre los problc.::ias no num~ricos para 1os que 

las mlquinas sen aptas para darles ooluci6n, se pueden dar 

como ejemplo los problemas de decisi6n aceren de las axio

m~ticas íor~alizadas. Tales usos son aún nuevos y sus des~ 

rrollos imprevi~ibles, pero so concibe que, ya sin 1a ayu

da de la mu'qui~n y para el espíritu reducido a sus solos -

recursos, la !::..::.boli::.aci6::i y la f'or:nuli:::aci6n lleven la -

abstracción, a un secundo nivel. (16) P. 61, 62. 

Por ej~;:¡?lo,ln rD.!::ln de la topología noderna ser!a ta
rea casi i!aposiblc C.e 11evnr a cabo hncic .• do n l!.n ledo 1as 

cnracterizncio:-1cs fo~alcs de lu.s entidndcs de que. se ocu

pa. ·Pero en cierto ta;:¡bilín que las mntc;:¡~tiCF•B rr.odernBs e~ 

tanda lejos de ti.¿;otnr flUS tc.c.ias presentes no lrn.br!an podi

do ni ::;iq~i ~r:• d,,rl.es for-~1::1, al. hicber carecido del modo -

de pensnr d<:do por ln fonnnli:;.aci6n. (16) P. 64. De. cst~ -

modo ).a propia orie:ntaci6n de los desnrrollos mr.teml:.ticos

dc U..'1.!l tcor!¡;¡. "e;:; el nentido :-~oüc:-no del tlr::.ino" se dcot!!-_ 

ca 1a i::ip.,rücr;cia de l.a for:nuli zi:.ci6n en la prlctica del. -

pen::;amii:nto i.:••tu;;~tico. 

le.s rcgle.s a._, C:,_,1uci6n, non uos mc.mnntoo del pcnsn~icnto -

c;.uc dif'iercn .-.. ;r.;-1cin1.:.!1cn-:e••, pi.:.rn or;to; :JL~bt::_;~(>S que C' .. 1 í'o!: 

mal.izar una ·t,·cr.fc. dc:~o:;tr;o.tiva ee procede en bu!::e a lE<s -

proposiciones f..e la. t1::oríe., e:':preGll.ndo en prirner lu¡;ar en 

t6r=inos f'o~7· ::? un nL!:~;t:..~::-o de r::xiomf.i:J -:i,,. en t:'.Cf;t:.ndo, Y::!.-

riti.s re¡;lf~::J . _ ; nte lt:O <T~lcG puedan dcrÍVC.rDO tt°\DÍS Ul-

teriorcs ¡::l:.-: 'o de los ~~ic~~s primitivos. De este nodo 

tales reé:lcs :.::e conntituyt:u en principio, cerno cur:::~cter!a-
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tices de s1rnpli:ficaci6n interior del sistema de proposici~ 

nes válidas que atañen a lo que coni'or.na el objeto de la -

teoría. r.si al enu..~ci~r cxio~us en lencueje fonnal y esta

blecer les rcclas que e purtir de los axiomas, penniten d~ 

ducir nuevas t~sis, vienen a ser loo dos momentos eeencia.J.. 

ciente di:fere:1tcs del pcnoamiento. (5) P l.73 y l.74. 

Un rcnul tr,do de ln foru:uli::.P..ci6n pa:r:-a el mcte::i6.tico

no consiste en la ::ieceniz<-ci6n 16¡;íco-mutem6t.ico del e.sunto, 

sino en le. cor.r<trucci6n de un medio adcc•.iudo ;ct.r3. un pene~ 

miento que C('~.:·icc:-<'-ndo de e.l¿_;~n ¡;,odo lns cb2!:ti.vidr.i.dcs de 

su f'uncicinr:...--:ii(1ritr_l p:retend~ r.f:c.olvtr el eecrC>to de rensami

ento que ou ohjcto le i:ponc. 

Por ot::-o 1cc:o lo que la :or.:rlli::.cci6n ¡;c· .. pcrciona el

pennr..=icnto r.:i~tc:.:~tico no ::;olo c!3 un si:npl.e (,::cl1;recimicn

to er-a~=-.tic:e~l o ~1 de ti!-i~ t1~·.:-:~::f0:-:~2ción ;11"'~ r:-:·1~dinl ::-~ra -

e1 er~1.e.1::1()cini•.:nto de la. vcrtl:-~d, nnten biQn, T·cprc.·~--:c-nta u

na nueva ,'.;ti.,;:! ;"~1 lu HbGtr--tcci6n t:iatc1r.lticu que la i'orraal.!_ 

:aci6n ~c:~itc ~c~li::.cr. (5) P. 179. 

Ao! podc=oa concluir diciendo que la fon~alizaci6n ha 

sido e1 c!cdio Ce: ubo:-dt:.r !:i~'.tt::.f .. tict~..:nente 1o que podcrr:.os 

11.e...~c.r los p: ... 0':.J.-c:-.t!c ¿;:lol_.::~le:~ del ¡:~rjor-~~~itnto teórico. 

Para iui c.!.:;.~ con e~tc i'n.~: .. to Ut!.!~·~os n. cor1ti::!..l4: .. ci6n un 

procedi:nic:rto cc~.vinccntc del tcorcr.~u de .E'Jler sobre los 

pol.iedroa fii:r:pl1:s. &:te teorema dice: Suponc'"-!:iOO que V de-
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note. el n6..!nero de v~rtices, A el ndmero de aristas y C el

número de caras del poliedro simple; entonces, invariable

¡¡¡ente (10) 

V-A+C=2 

Por poliedro entende=os un s6lido cuya superficie 

consta de un número de cRrus policonales, y un poliedro -

simple ea un poliedro sin cavidades, do tal fo;n:iti que su 

superficie puede ser dc~or."ndn continuar:iente en la superfi 

cie de u..'l.n cs~era. La ;:·ru(:t;u del teorema es la sicuier.te: 

Imngincr:ios un poliedro ei:r,pl.e que e:it6 hueco y cuya 

supcr:ficie cs-:.6 hccl'a de ¿;o::::.t1 (íig. 1), do tal fonna que 

si recortamos una de lus cürus del polígono hueco, se pue

de dcformur J.H cuper:ficic rc~ot.1..:.nte he.eta llegar a e:r.tcnce,;: 

la line. l"obre un pl.:.~'º (ri;::;. 2), Desde luni:;o, en. este pro

ceso las €.rcns de 11:.s c:;.r:,i:; y los ~¡:;u.los que fonnnn lua ~ 

riste.s del poliedro h::obrc~ cL"~bindo. Pero ln red de vórti

ces y nrictaa en el ;:>ltmo -::on"t<mdr¡',, el mismo ndmero do vl;;: 
tices y nristas que el poli~¿~º orieinal, mientras que el-

[) tJ 
Fig. l. ?ig. 2. 

ntbicro de pol!¡;:onoo oer~ .:no :ncnos qvc (•n el poliedro or.:!:_ 

gin.al, ya que se ha cli::oi::r,cJo una c<:.ra, Ahora se mostrnr~

que para la red ple.na, V-/.+C=l, de tu.l f'o:twa que, si se -

contera la c;:i.ra eli!ni!H!ila, el rcsulti..do aeria V-A+C=2 para 

el Pc•liet!ro original.. 
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"Triangulamos" la red plana de la si¡;uien'l'._e me..."'lera: en 

algdn polígono de la red que no sea. yo. un triángulo, tra.z~ 

moa una diagonal. El objeto de esta opcraci6n es incremen

tar en l tanto A como e, conservÚndose as{ el valor de 

V-A+C. Se continJa trazando dinc;ono.les que unan pares de -

puntos h::.!.sta que ln :ficure. coni;te cor:ipletnr:;cnte de tridn~ 

los ( fig. 3). Ea la red tri1'-"1t;uluda, V-A+C tiene el vulor

que ten!a antes de la divisi6n en tri~culos, puesto que -

el tra=ado de diaconales no lo hn ca~bindo. Ahora se elim! 

nan las aristas que lo:::::icn porte única.~ente de un triá.nc;u

lo, eeto ea, se elir.i.1n= lus o;riEtns /,C, AG, GH y CH (Fig. 

4). La eliQinaci6n de los cristas ya =u~sionndas buce dis-

A~ ----TJ;: .. ·- __ C ~-=-=---=:-:. ~ . f 
-.,. ' , "" . ' -- ·, 

- - ----=- t.. ", 
~ -· ---·- H 

Pig. 3. 

)
A -¡;:----·-C _-=._":"..:.:_ 

.,. - ' 
, ' -- ' -- .,.- .... -------· ' --- t. ' -- .. \'\ 

~ 

Fig. 4. 

'.'!tidnd A y e, r~i ('ntrna que V no se ve 

afectado, de tal f'c·-~··ª que V-Ai-G contint5a tcnic!'ldo el mi.s

no velor. Al elir::icnr el tri{.::,sn.lo DG.S !3C dit•::ii.nuyo V en l, 

/'l.. en 2 y C en l. de: L:.c•tlo q,u.e V-l~+C con·ti:-a!3 ·teniendo c1 mi!! 

:no \.·e.lar. t~cdir.;n·te urlu St'Cllenciu. cc1 :l-."''-niL:ntc·~nt:ntc elec;iclc.

de estas opr:rnciont>n, ::ic p·.iede clir:1inn.r tri{cr¡¿,"lllos con c-

:--iritas en el lfc:i'tc (q1.:e c:~~ .. :.~·:'..t:.r-2.. con en.da cl:irr.inRci6n) -

hesta que fint:i.l!·:c=-:"tc quede un !..r.1lo t:::·ir..nt,:Ll1o, con LlUS tres 

u.ris-t.C!s, tres v~rticl:i.; y tt::m c<:.n::.. Pr,r::! cstn red simple, -

V-1'.+C=3-3+l=l. Pero se hu visto quo borrundo constc.ntc--

r::ente triL"11;,-Ulos no se c.ltc,rt:ba el valor do V-A+C. Por tu~ 
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to, en le red plana original., V-A+C debe ser tembi6n igual 
a 1, y de la mioma :forna debe ser igual a 1 para el. pol.ie

dro con una cara suprimida. Finalmente concluicos que 

V-A+C=2 para el poliedro completo. 

Al r...~~lizer un poco lo anterior pode::ios observar que

es un procedimiento b!istnnte conYincente, es posible que -

a una G·ran cantidad de i=ate=~ticoa los convenza, pero ¿Se:rt1 

en realidnd confiable un desarrollo de este tipo?. Nuestra 

respueste ea que con un rroccdimiento de este tipo, hemos

probr.do nada. No existen po:.;tulndos, ni tt..'"1.e 16t::ice uubyn-

ccntc bien dcfinidu; tumpoco pr.rd.:e r.ir.;..:-":i 1::.odo ;iooibl.e do 

f"ornit!..li~ar te.te r~::on . .:~ie.--ito. Lo que se hi:.o con c~te pro

cedi~ic~nto e~ occtrur ec ~uncrc in~ultiv~ qLte e1 tco~emn -

es ve: .. C:.~tlcro. Co::..o dice Lr~kr:tos ca tr~.-ta <le t1n cxpt!rimcn.to 

re.z.Q_ 

neo no :::~~d(:'!:o= dt .. cir que e1 ;.irOc{•t1iu:.:;. . __ :·ito é..!..nte:rior ~ca u

na p!~~~-C~J-u., lt.!i.~co c.:n el dcc:::.r.!·olJo LL:,f __ ::ior no f>Ode::Jos con

fiar po~uo, ~1e ~Ul;dt:n i:J.tlica:-- c.lcua&!.1 posibi1idudcs que -

no EC hi.:.bier~ conf>itleri:.do h::.E;te. el prc-,;c:ntc. Por ejemplo• 

si ec nos hu~iern olvjdndo eopecificBr cue el poliedro sea 

nir;:;ple. I'cJr{::::..-:-.os no !:L:.b<-r :«·;::1~r;:,do 1·n ! r- pocibilidad de 

que ~1 !='Olit:~ro "!.u.vi e:rc. w1a Cl!YiCHd { l~·n C:!.:!.J"'O Cé!SO c·l tcor~ 

mu cü.:--ia o~jG"to Ce !.:.Llt.:Lau cc:d.~~:.c1iccic·;-.:.:5; uno de éctoo -

cc.ntr(7!Cj(;::::;1cn en c1 n¡;:::rco de CU\:.r:..::--0") (10). 

A cc1:·1t:i:·1-...:..t.ci6n se c.:c.. c·tro ejc:.-rlo c'!e un e:>:p~::"imc:~to 

i=c:1tcl u:l c10nd.e up,,re:ce tL--:![! ::>~-'-:"c:i !,:~. L1. problema die o: 

cncor•·•r:."r lor, dc;s pur.to::; P y Q t;Ul· c:0 •':. ucntren tan dis-

t<:ntcs corno nea. poeible en J.n i:apt.:rficie o límite de cuo.1-
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quier triángulo (10). Podemos darnos cuenta inmediatamente 

que la respuesta es; r y Q sen loe cT.tremos del ·lado m~s -

largo. Esta respuesta puede verificarse con un experimento 

mental. del tipo anterior: sin utili~ar axiomas, ni reglas, 

pero con un gran esfuerzo de convicci6n. Este procedimien

to es el siguiente¡ 

Si uno de loa puntos, por eje!:lplo P, se encuent::a en
el interior del tri6.:"•tulo, entonces es obvio que IQ ::o ti.!_ 

ne su loneitud m~r.i~~. Dudo que en la prolongaci6n de la 

linea J:Q existe un pc:..."'lto P' que est6. c1t'!o lejos de Q que P, 

y tal punto ee cneuC>1·,tra todfav:Ía dentro del trilr•gulo. Si 

=bos puntos P y Q se encucntr<~n en el 1.ími te del triár1gu

lo, pero uno de ello:::, por eje.-:;r-lo P, no es un vf:rticc, en 
tonces es obvio que ,¡;<Jrlc::::os c::contrur un punto contie;uo P' 

en el límite que se encuentre ~~s lejos de Q que la dist~ 

cia FQ. Por tanto, }a diste.neis :FQ es ml.xima 6.nicumente ei. 

~boa puntos P Y Q LJon y6rticos; en otro cuso, ci~rtrunente, 

diche. din"tt<ncia no o:.z le. diutt=cia m~v.ima. As! puos, J:Q es 

un lndo dc1 trifulgulo y ha de ecr obyiurnente el. ludo más -

le.rgo (fic;. 5). 

Pig. 5. 

1\os parece obvio qüc pucC.c rNU.i::r.r~e el mismo exper!_ 

me.""lto mental al reí"r:rirnoe a pol!conos pe.ra "probar" el 

teorema sic;uicntc: pe.re que dos pu.::1tos de l.a su;:icr:ficie de 



un pol!eono see.n máxima~ente dietnntes, dichos puntos ban

de ser los de los v~rtices que sean máx.imamente distantes.-

I\os parece que lo anterior debería ser totalmente coa 

vincente. Sin ei::bargo, existe una posibilidad no tomada -

en cuenta q~e heche por tierra el reouJ.t~do. Si aplicamos

e1 mismo proceso de experimcntaci6n mental a la figura 6:-

J3 
e 

,/"------·-·----

A 
Pie:. 6. 

5upong<i.!:loa que P y Q ne e!:lcucntrl!.n en cui.üquier luear, de!! 

tro o en el lúnite de la figura, incluyendo la posibilidad 

de que se encuentren en cualquiera de los cue.tro YÓrtices, 

A, B, e, D. ( A no ser que Rl sea precina::ie:nte e1 lé!do AB, 

puede cncontr~r · e un punto contiguo .l'' <l t:ntro de ln i'igu--

ra, tal que la distancia P'Q sea ~~yor que ln distancia 

IQ.) De f'or::-.a que en loa cr..::ios enteriores, para cada par 

de puntos P,Q podemos encontrar un par conticuo que sean 

en cada cuso =4s distantes, excepto cunndo el par en cueo

ti6n ea .A, B. :an¿;Ú.."l otro po.r que no nea A, B puede darnos 

la distnnc:!.e. r~.~Xil!le.. Al proeegllir ahora <:utrictu.i,1cnte el. -

aren .. 'llcnto i~nterior se concluye que AB e5 lo diotnncia. mfix!, 

i:ie.. 

Ln. f'c.lcuci6n del an_,'"Ur.ieato uritt.:ri{.·r procede oq;6.n les 

mis:::ias lírwas que en el cuso del. teorc::1H de :t.'Uler pnrn to
doa los policd~os. 
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Intuitivamente se dice que una funci6n Y=f(x) es con

tinua en un intervalo cerra.do (e.,b] , si su gráfica se pu~ 

de dibujar sin levantar el lápiz en todo el intervalo. -

Un ejcop1o de esta fu..~ci6n puede ser: 
y 

Hb) 

~(a) 

o q b---;X 

Con esta. oicmu idea de continuidnd intuitiva, De pue

de dar el resu.l tEdo: 

1.- Toda fu.zici ón c~·ntinua f soure un intervalo cerrado 

(a, b) es t~cot.tcdu. 

I,a i1ur::tr;,ci6n i\el rczultudo unterlor se puede ver. en 

la fi.:;ura que Ee do., da:ide i' es le. curve. continua que ini

cia en el punto (a, i (n)) y que tc1~ina en el pu.."'"lto (b,f(b)) 
•. y 

f::, -~~r_-_- --r·------~·1 _ _ .. : : . 
- . . 

Ha)---~ : : 
: • 1 : 

·---·----.i. --·-- _¡---+ 
o r b X 

en la gr~fica de f ::;e observa que en r nlcc.nza su máximo 

quo es t:, de donde sc c!()cuce que pr.rc. cue.lquier valor de 
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Pensemos que hab!emoe mostrado más de lo que en reali 

dad se mostr6. En el segundo ejemplo, s61o se rnostr6 que 

la máxima hu de ser ta..1 y ta..1 si es que existe 1a máxima -

en absoluto. Para el ceso del teorema de Euler, e6lo se -

mostr6 la veracidad de1 teorema pura el caso en que la 1a.

m:!..nn de &orna pcd!a dcsplc¿;eree de hecho sobre el plano sin 

ninguna cnvicfo.d. 

A1 enali7,ar los procedimientos anteriores nos damos -

cuenta que, es neceourio hccer uso de otra herrru:iienta que 

nos ayude e co~:fiar mls en lus pruebas que se den y éota -

herra:nienta es la ~or::.alizaci6n porque si :fcr~aliza.moe una 

prueba de nuect::-o teorema dentro do un sistema for"ú"ln1, sa

bemos que rn1!1cn nt!."t-ré un contruejc:nplo del teorema que pu~ 

da ser for:~ic.li"::.do dentro del. s:!..stecia, nio::pre que eote -

scc. consi::;te::.'.!tc. 

Ahora 0"::1~·c·rve..:noo que si la :formalización se ajusta a 

ciertos requisitos ini"onnnlcs, tales como que. los eontrn

ejemp1os euricientemente intuitivos estcn formalizados en 

el1a, etc.• n:.::::ic:it::t.."'1 z:!t:ch!~imo el ve-1.or de l!tS pruebas. 

Heeumie::·tco podc·aoe decir que laa pruebas en donde sc

utiliza la for;:·,nli::;aci6n son ubuolutnrncnte :finbles y cste

es una de 1as z-<'::ones por J..ns cuales el muteu:C.tico utiliza 

la :for;neli:::e.r:i6n en su trr;bujo cotidicmo. 

-Continuidad( intuitiva) y suo tc::ias centrales. 
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X elemento del intervnlo (a, b]~ se tiene que :f(x)LN, cuaa 

do ii=lr1+C (para C>O). 

Otro resultado que se d~duce haciendo UBO de la con-

tinuidad intuitiva es: 

2.-'.I'oda f'1rnci6n continua :f sobre un intervalo cerrado 

(e, b] tiene un m~::d.mo y un ra!nirno en eoe intervalo. 

Una dcscripci6n geo7.6trica es J..n si~uiente: 
'i 

]) 

í(b) 

e - -¡- · : • 1 
---t--~J--------------1----4 

q e d b )C 

donde pode::::os ver que en e J..a fl!.Ilci6n :f aJ.can:>a su m!nimo

que es C, es decir :f(c)=C y en d nJ..cnn=n 9U v1lor m4ximo -

D, esto en :f(d)=D. 

Cu::10 tercez· .ej<e::.pJ..o se ca el tcorc: .. n del. vnlor in-ter-

medio. 

3.-Si U:1a. :func:.ón í e:;: cc.ntinu~- E.:'n un i~ l.cr\tc.lo cerr~ 

do \:._u, b] y c.i :f(:".)yf(b), (•ntonce::: f or.1u todos los 

va.lores e!ltre .f(ii.) y f( b) en el i~:te.::·ve' o cerrndo-

(a, bJ. (8). 

Este tcore:r.a nfirmn que oi w es cualquier nú:ncro en--
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tre :f{a) y :f(b), entonces cxicte un nd.mcro e entre a y b 

ta1 que :f(c)=w. Si consideraoos 1a gráfica de 1a funci6n 
cootinua f como una cun•a que nin romperse une e.1 punto 

(a, :f(a)) con e1 punto (b,:f(b)) como se i1ustra en 1a fig. 
l.. y 

H.b) ----;~ 

_/i 
- ' : 

a e b 

Pig. 1. 

entonces pera cualquier r.ú:ncro w L•nt::-e f(a) y f(b) se ve -

que la recta horizontal Y=\'I' corta a la c;rá:fica por lo !".lcnos 
en un pu...'1.tO P. La abncir:e e de P es un n6.mero te.1 que 

:f( c)=Tr. 

De munera análocn un cuarto rcsu1te.do que se deducc

ha.cicndo uso de la intuici6n es que: 

4 .-Toda f'unci6n continua es de:riv<'-ble; es decir en t.e. 

do punto de cu c;:::·~:fic& hay rectas tan5¡;n:tes. 

Como podc:.::os c1e-rnoo ct>Uito. ec:te rcsul te.do es err6neo

Y este mismo error lo ccmcticron c;ro.!1dco r.H:~tcr:i~ticoa como 

Caucby, pero es lo que se obtiene el utili~cr la intuici6~ 

es por esto que no dcüc:c;os con:fi nr en ~l-~,;o1u-to en rosul ta

doo que aparentemente s<?an ~uy cl.(,ros p;.:ro que el ene.l.izH!: 

los n;~s a fondo se concl.uye..n rcsul".:i:.doa i"nl.sos. 
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Una de las razones por las cuales se deducen intuiti

vamente resultados como el dado anteriormente, ee porque -

nuestra cente está acostumbrada a pensar en curvas conti-

nuas como curvas suaves que no tienen picos, que es lo que 

en el ejc=iplo 4 provoc6 el error. 

Por estos rezones consideramos aceptable didáctica.me~ 

te el método adapt~do por algunos libros de texto, los cu~ 

les presentan en principio un esquema intuitivo de la idea 

general para pa~ar luego n los detalles expuestos en orden 
:;-ormal. 

La munipulncién :for-"lnl de l.ns reglas de la 16e;ica y -

f'6r:nul.ns del fil;:;el-ra puc,dcn llegar mucho m~s lejos que la 

intuici6n, ce.si. to:"!os pode::ios cons-t1~tar de in:r.edinto que 3 
rectns, tomedF!s hrbi trfari.n.rncnte, dividen al pl=o en 7 pa~ 
tes ( cor-.si.dc:;-;:-..::::.do ::ü -trit':.."1¡;u.lo le. 9Ólr. ¡:>Elrte fi.ni. ta f"ormn

cla por 3 ::-cc!c..:::;). ?t:ro cn~i n1'1die puede vor, incluso con-

centrándose, que 5 ?ll1nos to:nHdos arbitrnri!!lnente,. dividen 

al. espacio en 26 <'''rtez. Sin cint.li.rgo se puede de:nostrar 

con todo rieor que el n6.mcro es en ef"ecto 26. 

LLcvando e CL":Jo el plnn, v~,ri:fic=.os cada paso .. Para-

el.lo nos poc1e.c1os C>s.~r D. !J ('c. en la intuici6n o en ·._z re-

glas f'o:rme.l es. A Vl":CéD C·S la :intuici6n la que llev; co. de-
deln.nte:ra, otr~s, p). razomud c,nto :formal.. Es un ej1 :;icio

interezfante y út.il c~:plce.r l.oc dos medios. Tratar de: demo!_ 

trar for::.e.l.!:'.t::1"'..:.c :. que !.:e hn. vj_!;to intuiti"~ .. < .. !:lc:nte Y de 

ver intu1 ti Y<--~."" te lo que e e Le< ue~:oot.rado for::wJ..mente es 

un exelente ej<·rc:!..eio intclectu<,l. Descrecie.damente ea ra

ro que se di!Jpc·.r~:~«t. e:n clu!.cu t!E=l tiempo su'ficic::nte p&rc

poder pra.ctic~:rlo (1.9). 
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Finalmente terminamos esta secci6n diciendo que sin
una forma.l.izaci6n de los conceptos de límite y de conti-
nuidad, Weiertrass jámas hubiera construido una funci6n -
continua derivable en ningdn punto. 

/ 
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III .-FORMALIS!i:Q Y RIGOR EN llATEX.ATICAS. 

III.1,.-EL RIGOR FZ! Ll.!5 .h:J.TE:,'.ATICAS. 

Desde. un punto de vista del desr-rrollo hist6rico de

lns matemáticas, en le• ~poca de los crie¡:;os (s. V n. c.) -

e1 descubrirse la inco::1mensurnbilidad de algunas magni tu

des geométrice..s, por ejemplo, que la diagonal de un cua-

drndo no es con.~cnsurable por una parte al.!cota del ludo

de1 cuadrado. Ade:::ls el decaimiento que oe daba en la es

cue1·a pi teeórica en p~!rticular, podecos decir que se pre

senta ln primera cricis de las metcm~ticas. 

Pootcrio~cntc e ¡::rincipios del sie;lo .T.IX:, cu,.mdo 

WeiertrcGs indepcndicnte=ente de Eol:~!!..."'lo, encontr6 la te.2, 

r!n de l!rni tes en :·clhci0n n uI1s teoría nritm~tica de i-

rracionalcs, concebid::! rcor él :::i:;::::o y por Dedckind, 1.1éray 

y C=tor, tic:npo que ee considera cou;o de ln sc·gunda cr!

oio ~~ 1os ~t..:.nC::.=c~tc~ Ce lec =~tc={tic~s la cual llcc6 a 
superarse a truv~s de A. C<>uchy, hl roeorlr.z<.:.r los in.fin!, 

teei::u:1lcs por el oltodo de l!ni tes u.J.llL por los U:ioa de -

1860-70. Se pcns6 1;n~onces que las mutem6.ticas hc.bríc.n 

quedado un:! estublccidea sobre bases totalmente sólidas. 

Apro;:i:::iudru:;er:~c en 1800 co1ni(n:;un a nurgir serins -

preocu¡:;ncioncs a cvn"i;,cuencia de la falta <le c~s cluridad 

en algunos conccpto!J :fe1:dU!l:c,ntal es como el de :funci6n, l!. 

mites, derivada, ir1tG~rel, etc. 

Así, en 1626 en ~·-u cnrta que Abel dirigi6 al pro:fc

sor Chriutoffer l!!.tc~,-:., .. _n se quejrc.br~ de ••• "La tre:nendn 

obscuridad que uno encu<.cntra incuu,tionuble:nE!nte en el a

nli.lieis" (l4). 
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Independientemente de 1.a polémica suci tade eotre· 

Newton yLeibnite por el descurbimiento del cál.cu1o de flu-:. 

xiones, ell.os mismos estaba..~ insatisfechos con su cxpl.ica

ci6n de l.os conceptos f'undP-':lc::itales del. cál.cul.o, por ejem

plo l.a promesa que alguna vez leibnitz hizo a liygena de -

volver a eopcze.r hecicnüo todo co~o es debido, uu.nque nun

ca lo hizo. (7) P. 295. !:>in c=i1,;:"rgo ambos empezaron a rec!, 

bir criticas como la fo:n::ulada por el :f!sico-geométra ho~ 

lundez Hiev t\'cntijt (1.654-1.718) contra la :falta de clari

dad en los trnbnjoc de Newton y ln existencia dudosa de 

las diferenciales de orden :Jupe:rior de Leibinitz. Critica-

1.a inexectitud de denprccinr lo.o cc.ntidt!t:. in:finítesima.l.esT 

en lleF.ton, Barrovt y Leibnitz y juz¿;a oscuros y peligrosol3-

sus m6todos del cf,lculo.(11). 

El i'rancés Michel. Hol.le (1652-J.719) quien en su crít.!_ 

ca sostenía que los nucVOl3 mftodos co:1ducíc.n a paral.oi:;is

~os, y q~c el c~lculo estaba lleno de el.los. 

El. fil.6so:fo G. Eer}:l.ey (1685-1753) observaba una con

cepci6n vuc;a de las :fJ.u::d.or..'.!9 co::io proporcional.es a los 

crc:;ci.~iE<.Tto:; ev.::.nosce!;teo, la exictencia mi.s:na de éstas -~ 

cantidP..dcs ini"initc>.!!lente }H .. ...,.uc::;;w. /.ti!, en 1734 en i:;u obra 

e1 lüwlynt, nonteníe que al. i;t.:::rti-::uir x+O en lU(.rrt.r de x en~ 

xn y bucer que en el p;,;so f'ir,,-,1 e' .•rcp;"-reciera O, para obt~ 

ner la fl;µzi6n de xn, en un c<.'.:ub5 .. , en la hip6tesis " ••• Pº!: 

que cuando so dice que los i:-:c::-c:t<C!~t.t.>!J no vulen nuda o que 

no huy incrc,r:ic:-;tos, la ::>t. .·osic:ión rlntcrior de que 1.os el.o

mentos V"'-lÍ<...n :ilgo, o qut: Jw.l;.:u. i~1crc,:ac:1too, quf.:da destruJ,_ 

da y oin e:HbZ•rgo, se retiene un!.1 conuecuenoia de aquel.la -

eupo~ición, es decir, una cxprc~i6n obtenida en virtud de 

l.a rnis:;:¡u" (7). Si ta.les crític::.::i no :fueran tnn :fructíf"erus. 
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a1 menos ~i obligaron a los autoreo a ser m~s atentos a 
las bases 16gicas. 

c. h:aclaurin (1ó98-l 746) con su tratado de fluxiones

publicado en 1742 rnarc6 el mayor grado do precisi6n 16gi.ca 

alcanzado en Inglaterra en el siglo XVIII. A su muerte 

(1746) y la de Johnn Bernoulli en (1748) terminaron los 
que fu~ro::i 1.os 6.1 ti:'.los d.isc!:;mlos directos de Nevrton y Le!, 

bnitz (11). La sieu=.cnte ~poca estuvo dominada por L. Eu.-
ler quien fuera discípulo de J. Eernoulli y por el matecá
tico f'renc~s D' JJ.unbc:rt. 

L. Euler (1707-1783) en quif:n primer=.ente r(mlizó º.!! 
fuerzos por entablecer el conepto de función, este co:::.>cep

to de función co~ic:n~a con lus prifficrco relaciones entre -

dos vRriablcs y se:sh nos ¡¡arra E.T. Bel1 se rf-montnría -

hast!!. el col!li<:nzo miH::o de la.s m&.tem~ticas entre lou Babi

lonios y los E<;ipcios. ;i inicio de eu Introductio ~'u.ler -

defi:ie la función de UIJ!l C~'-1-,tidod variable como una "ex
presión analítica" f"o:rrr.nda de cuc...lc;i.::.ier muncrn con esta 

con ei;ta CE:.ntidi:.d "'"ri«l•le, pl"rticndo do este conci;pto y 

atrav~e de un estudio si ·tc:~ltico de todas las funcio~cs 

elementales reF.l.iz6 contribuciones a la teor:!a de cu::-vas 

planne. Por e j ei:o;Jlo, al estudiar las céni ce.s de U...'1.D. mu·, era 

minuciosa. la realiza hé.cit·ndo ur.o de las coordcm:<tlr1s rGc-

tangulares y obl!cuas y qui~d por primera vez en él se en
cuentra una exposición <-.:·c2.l!ticn. do loe Cli!<Jbioo de coorde
nadas. Dcsput';o pr(-~·u:ta en estudio ee:Jt:r«l de las propie~ 

de:.des de l<.cs c0--vea (:c:..,o son; uu fon:•a, oincul&rid.r.dca y -

curvatura (12). 
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Con re:ferencia a ~as buees 16gices del. ci11cu1o, sus

ideas eran muy elementales, funde.mentalmente descansan en 

una concepci6n ion:ic.l. y operativa pura la obtenci6n de re

eul tados, quizá es la rc~6n por la que pretendi6 suprimir 

las sospechas que pe~abw:l sobre el cálculo al considerar -

que nociones ccco "in:finit=cnte grande" o "infinitamente

peque.~o" carecíiui del ~isterio que se les atribuía. 

En las obrus principúles de Euler culmina la intu1--

c16n y. el :forcu1 ismo, por e j cmplo en la Introductio ya mea 

sionada y en lHs Instituciones( ) obra en 1u cue.1 relega 

la gco::ietrín y presenta m.inicior;os y dctall«dos desurro--

11os de las pnrtes ior:r.alcs del cllculo di:fcrencial e int_!! 

gral. 

Sit;uiendo con E.T. Bc:.1 es Lq;ran¿:c-(1765-1843) el. 

primero que re7onoci6 que e1 cr.lculo t-e encontr'-'ba en una.

situi:.ci6n nnu~ t:«~tis:factoria. ~ tJ'-lS obras Thl:orie des 

fonctions wialytiqucs(l 797-1ó13) y Crllcu1 deo i'oilctions 

(l:/99-1506) intent6 libi,,r:<rse del. conopto de :funci6n de E;! 

l.er i>in :Lograrlo, q ue<!t<11tlo e-n un mi:>:..'º terreno de :fonnu1i

zaci6n. A di:ferenciu de Eulcr, n;ch<-::6 los in:finitesimcl.cs 

y límites por CC="'Cid"r<;rlos ouy '"'~chl'roGoa para los princ!_ 

piu.ntcs. 

A.L. Ct!t.:ciiy (1759-lE,57) en sus trnbt,jos sobre f!I1~11-

sis dczur:roll6 i:l ci".lculo di:fcrcnci:;l e ird .. Cé,Ta1 brrnados -

en el concc·pto de lír.:ite en sno l1.:cc.io!1cs :e.obre el Cál.culo 

In:finit"L>i::.Ld(ló23), E:n el p:n:fucio de cea obra :.Je!\ala co

mo princi;:;:ü objetivo concil.ir..r ;:;l ri&or con 1.u cimplici--
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dad que resu.l.ta de 1a consideraci6o de 1os infinitesima1es. 

Su concepto de l!mite "cuando los vclorcs sucesivamente a
tribu!doa a una misi;:ia varíe.ble se ap:-oximan indcfinidemen

te a un va1or fijo, de manera que llegan a diferir tan po

co como se quiera de él, este 6.lti~o se llama límite de t~ 

dos los dem~s" (12). Como puede observarse, tal. concepto -

es arit:néticó m~s que geom/;trico, ndc:=ds, la dc:finici6n, -

siendo m~s precisa e intuitiva, es verbal. mde que nwn~rica. 

Iio obstant;e he.y a.mbi¿;Uedad en su definición de continuidad 

por el uso de fruses como "nuficiente::oente pequeña", "11e

gu ser","sigue siendo" las culu<::B !:'.ls tarde bo.brdn de ser

prccisade.s con un criterio existencie..1 al introducir los 

tl:n::-.inoe E, ó por Weiertras (l8ól) (12). 

Sin emb~rgo a Cauchy no le fué posible distineuir co~ 

claridad le. relaci6n entre :función coutinu&. y funci6n dife 

renciuble pues ~1 crey6 toda su vi.eh que tode. :!'.u.!'.lcién con

tinua ero diferencibble, cuestión que ~ino a clurificar 

BolzP-'lO al esthblccer de:finicione:s ir.la riguroslio de fltn--

ci6n continua y el de derivnda de una :runci6n Bl. precisar

!!l~::i cl1:::-i:c: ·:nte lea rc-lu.cioneo que lllwn le• dif'ercnciabil.i-

dad y la u•:ltinuidad de ur...a ft~!1ci6n. Por la mis!!ln lípoca 

N.B. Abel. (1802-1529) preocupsda FOr ln falta de claridad

como oencionamos nl principio de este cnp!tulo e inspirado 

en el ri.:;or de Cauc.:hy, llee6 a corro¡¿ir un error del mismo 

Cauchy sobre lR continuid1.<d ele la ~:t·:.:a de unn Eerie conve!: 

gente de f'unciones continuas i:.c,ci c- 'itlo uso de la i doa de 

cc.n·.rcr.:::;cnciu uniforme. 

J.L. D'Ale.mbert (1717-1783). En algunas de sus memo--
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riae en la que recoge sus invcsticaciones sobre la propa~ 

ci6n del calor, presentada en 1807 a la academia de cien-

cias, Lagra.nge, Laplace y Lecendre le criticaron eu ensayo 

no sin cierta aspereza por la ial.ta de una mayor, preci-~ 

si6n, señ<ü1:<ndo que portes vi.tales de su nnálisie carec[an 

de bases más s61idas. 

Volviendo a presentar su memoria u;:ia vez revisado y -

con algunao correcciones se hizo acreedor aJ. premio, pcro

ese mis~o jurado por segunda vez volvieron a criticarle su 

:falta de rit.;or. La contri buci6n princip<:ü ce que cualquier 

iu.nciln :f{x) se ptwde expr~ne.r medilmtc una flerie de Fou-

rier, corno lo ent:n:vi.6 un poco <.:.ntcs D~niel Ecrnoulli 

(l700-l 7Ó2). Aur.qt.:.e en el tr<.~tfl.do de Fcurier no ne ericen-

traba u.."'la üeuucciln co¡:¡pl eta del enunciado. 

CB.rl. Yieiertre.:.-s (lél5-lé:S7) qt.:.c !:ce~,-, e:r.:presa E.T. -

.Bel.1. en su HiL'toria do la!3 ~'.e. t.<:!:!!.. ticas {P. 296-97), al mo

rir (1897) h!,b:!a reslll!lido 1.os progresos de los cien años -

a."lteriores atr'-'V~s de un trate.do minuciooo en el. cual in-

l.t:nt6 :fu;-¡c,:.-;,.::::i.tc.::- el. t.!n!'i.lisia al tr<-tnr '11: C.•~rle el. im:yor

erado de ricor :posible rc-1.ece.ndo la in't1dci6n. En 1861, -

preci:::6 l:li'.:JJ la dcfini ci6n de lÍ:ni te ?..l. i:1-C::-oducir los e!m

bol.os t ~ d', contribuyendo Huí r~ cscli-.rt:ccr e': presiones am

big-..i.as coi:Jo "lleca a ser", "~:i¡;ue siendo", "tan peque!l.o cg_ 

:no cuc.lquier cc.ntidt.d dndu" co::no succ-día t:n 1.e.s definicio

nes de C::::tlcl:y y Bol:::::.:10. De la 1::i:Jr'1D. m:,.,-,.n-e. di6 wás preci

oión u l:~ <icfi:-:.icién de cc•r-.-tir.uidr.d u P'"rtir de 1.n c-impl.!_ 

ficaciln de un teor'"''ª ya do::.ostrado por !Jirichlct, la 

cun.l ern c~uivalcnte a lu de Bol.::nno r C¡~c:chy. Posterior--
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mente entr~ 1861 y 1874 a1 construir una fuoci6n continua

y sin derivada en ning6.n punto, di6 origen a un rep1antea.

miento en 1os funde.mentos dc1 análisis, propiciándose con 

el1o la construcci6o del sistema de 1os nó.n1eros realee(l2)· 

Con este ejemplo ee puso punto finn1 a la excesiva ccnfiag 

z&. que ten!é. en la intui.ci6n. 

En resW:lco, los ~ate~~ticos del s. XIX se conformaban 

con una coffiprensi6n intuitiva de los n6meroa reales operag 

do sobre una ~.se c:~s co:ocrcta que l6gica, 1o cual no deja 

de ser una prueba de que e1 progre~o de lus mutcffi~ticus es 

algo m~s que eu deee:.rrollo l6Gico. Al. introducir:;e e1 ri-

gor en e1 nná.lisis resnltuLJa la falta de clkridad y la im

precisi6n de los n6.1ncros reP.leo. On estudio ;:if;.13 minucioso

de 1os l:!oites puBo de :1;cnifieuto la necesidBd de lleD".r a 

una mejor cocprer:.si6n de los n~"JH.oroo reales desde un panto 

de vista 16eico. 

Al principio de c:::te siclo (1900) H. PoincurE (1854--

1912) entusia2roado expr1:;s¡~ba que "si nos toroumos el traba

jo de !H:r riE:,-uro~;oa, lo ú.n.ico que uos pu"'cl" en¿;<illar son s.!_ 

1ogis~os o los 11:::...~!:lnicntos a la intuici6o del n6.mero puro. 

Hoy ó.ía (1900) poccmos decir que no ha ulce.n::udo e1 rigor

e.bsoluto" (7) P. 308. Cue:..:ti6n que di>.:tl!i.K!. enormemente de 

1a iclea que tene.mos hoy E:n dí~~. Pu.':s yu •.·n esa ~poca el 

problE:me. del ricor sobre 1os iu...'"1cr"!"cntoo de la mntemática

e:npe:::e.ba e. ser trabuj~do a p<.!rti r ele tr·c,:; ccnccpcioncs dif~ 

rentes acerca de los funcl&mentos de lP: c~t~~áticas y quc-

1le¡:;aron a constituirse en lo que hoy conocc:nos como 1a c.!!_ 

cuela Loeicista, la For.:1c.liata y la Intuicionieta. 
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III.2.-EL RIG-OR L:ATE!iü..TICO 

El bosquejo hist6rico dado en la secci6n anterior ti~ 

ne como finalidad mostrar en for:na aproximada y breve que

el desarrollo de lus mate:::~ticao no ha sido un resu1tudo -

cspontt.neo en el que lc.s definiciones y conceptos aparez-.:.. 

ce.n de ~ruiera clura y ucubada, untes bien son resu1tados -

de la entrega y dedicnci6n esforzada de generaciones de m~ 

temliticos que con ou :!cpetu y capncid"d de reali.zaci6n han 

ido aclarando y preci8u..~do l~o diíicultndes que han surgi

do en el dc:sarrollo de esta ciencia cl procurar ser cada -

vez mfis ricurosos. 

La cucsti6n del ri¿or en ~ntc~(ticns es difícil por -

lo indt:f"inible, abordo.rlu si¡;::nifi"cn clc,:de cierto punto de 

vi,;ta, tr"'t'ir con w-. r'-'~t:;o que E·O e::.. "n el propio dc:::::::.::-ro

llo de esta ciencia, el cual ?:Jrlr-~:os cr,rncterizer por un -

afán de clr.rided, precioi6n y r.:inucio:;idad de los objetos 

y resultados mu.teollticos que oc c:.;tlcblecen, y que eo inhe

rcr1"te a la s.cti vi dad del cm teruá ti co; tal vez o ea esa una -
r!.!z6n por la o_ue no encontrrunos que loe u:e.ter:i6.ticos propi~ 

mente le b<-.yan abordudo como una. cue:cti6n cxpl!cita oalvo

contudHs e:<ccpcioncs y entonces é'stu Ecu trntnda. en un &:i
bi to histó::.-ico y de la filosof'íu de }¡,:; mntc:alticus. Sin 

embargo ya desde fines del. siclo P"~-•,rlo y principioa del 

presente al.E;tll.lOB r:JE"cte:r.:"-ticcs cc•l'lO E::-01-:er, Weyl, Heyting, 

l:!ilbcrt, Russel.l, etc., en cuo in-!.¡-::~,os por estublecer 1ma 

:fund~e.'.:!tu.ción 8.bsoluta de las r.~.~tc -._:'.7ic[~!l UU..TlqUe sin 1o-
grar eu.s objetivos, n.os han propo:::d.cn.ado a través de sus 
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~rebajos modelos de rigor mls refinados a partir de los CUJ!. 

lee puede afirmarse, constituyen en nuestra gpoca elemen-
tos esencial.es para el avL'.Ilce en el desarrollo de lne mat~ 
m~ticas con lo que significa que podrunos siquiera imaginar 
culles pueden ser los patrones de rigor que rijan 150 afloe 
después. Recu€rdese que la geometr!a euclidean.a. se consid~ 
r6 por más de dos cil m~os como un mocclo de rigor 16gico. 

Uno de loe pocos matemlticos en este siglo, que ee ha 

re~erido de manera explícita sobre el ri&or es R. Thom 

(13) P. 120. Al señulnr al respecto tres actitudes posi~
bles a seguira 

a) COJICf.PQJO!I ?'{:_f_)i'.ALJ:O:T_!:.. -Una prcposici6o (P) es ver
dadera en un siate!':a :formul.i::.f•do (S) si puede ser
deducida cpa.:::-tir de los axio::n<!!l de (S) codiante un 

ndmero :finito de operaciones v~lidus en (S). 

b) CONCEPCION R!-:ALISTA o ?LA'li.JHlCA.-Los entes maten:~ 

ticos en tE~nto que ideas plnt6nicas, exiuten inde
pcndicntc:::cntc do nue;stra me;nte. Una proposicic5n -
(P) es VúI"Jhdera c~1.~ndo expresa una reluci6n exis
tente entre lf.!S idens, eo d(,cir unn idea jer~rqui

camcnte nupcri.or que cstruc·tura un conjunto de i-

dees ouborii~sdes a ella. 

e) CúJWE:PCIO!I .i-~ TI]>l:';_TA O ~OCIOLOGICA.-Una dcmostr::l-

ciGn (D) eu con~ider~du co~o ricurooa oí los mojo
rea eopcc!al.irtae en la meterin no tienen nada que 

objetar. 
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Segd.n R. Thom en la obra citada expresa que es neces.!!, 

río que se adopte una actitud definida ante e1 concepto 

de1 roe-or, dado que no existe "ninBW18 dofinici6n rigurosa 

del rigor" pues considera que "es rigurosa toda demostra.-

ci6n capaz de sucitnr en cualquier lector su.i"icientemente

preparado un estado de fu::.imc que le lleve a mostrarse de -

acuerdo. De ser es!, es porque tenemos une idea sut"icient~ 

mente clara de los s6rnbolos utilizados corno para que su -
combinatoria implique la concluci6n deso<>da". Agregando en 

seguida que desdo un punto de vista e1 rigor (o su contra

rio) la imprecisión ea una p:·opiedud l.ocal. de.l razonamien

to matemático. 

Del a.~isia histlrico ~'-!JtC:rior y ol apurt¡,¡.do referea 

te al rit;or mut=.{;.tico obce:rv<..::ooo qlle el rigor constitu.yo

un razgo en el quehacer -como proceso histórico- que real.!_ 

zan los :::ate::i~ticos en su u.cti Yide.d cor:io tal, el cual. crun

bia y en el que se ava.nz3 ue¿;t'ill las ~pocas y lus condici.e. 

nes hist6ricao en que ae reHliza la. LJ.ctividud mutom~tica.

He.blar de un nivel do rit,;or r:.r:s elcnrado, ce h1otbl.ar de re-

eul tP.doo C{Ue eon p::-cc!.ucto de i.:=~ pr:':cticn pc1r.::o.ncntc de 

trabz.jo, en cierto c;;,ntid.o u.r.H ;:1etu y LUl medio. Una meta 

como cu1minución de trubo.joc :·c:t,li~:adoe, W1 medio en cuen

to esos trabajos se constitL<.;¡·r,11 como punto de partida, y -

en este proceso el af~n do 0st~blcccr buceo 16eicee e61i-

des. 
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III.3.-EL RIGOR Ii:ATEX.ATICO EN EL 1"0mu..LIShi0 0 

El rigor en el. for.nnlismo c.l.canza un pl.eno grado de -

expresi6n en l.os trabajos de nilbert, al. intentar dar una 

:fundamcntaci6n rit;uro:::a de la::: cutc!!:lticns br"cii=ndo uso -

de les pruebus <..bsol.utas de ccnsistencia. El que esto no 

sea posibl.e a p~rtir de los resul.tadoo de GUdel no hace m~ 

nos ricuroso el dt:-sarrollo de la me.tem6.tica formal. ni par~ 

ce que en su ~ctividad profesional sufran demasiado l.os m~ 

teml.ticos a c:.:usa de C!2ta :Jitur~ción. Po::-que, en l.n pr.1.cti

cn, de hecho el. pcnsumit:on-Lo del. mute:rr.t',tico no es y ni será 

un pensamiento for:nali=ado. 

Sin embarco duda la naturnl&zn deductiva de los sist~ 

mas :fo:n:;ales pode~os concluir con la aíir."aci{n que hace -

Robert Blnc!:~ C=1 su obre. ya citude, que el rii;or mnte:náti- ·. 

co en el. for;!",;:,li~'mo se alc;•nzn bajo lns condiciones :funde.

mentales que ne dn_~: 

1.-Quc :::e.un cnu!'!cindcs c:-:plícitP:::c:~ite los ttn:1inos -

~rimtros, con eyuda de loo cu~lec se propone uno -

definir todos los otros. 

2.-Que Ecun enunciuc<ots expl! ci twncni..c lus proposicio

nes primeras, con ayuda de J..us cuales se pi-op9ne ~ 

no de::::lo!;trcr todcs lus <·trus. 

3.-Que l~t-J relctCit,nco t»r:ur..ci~:.duc c:ntrc lon t~rrninos -

priceroo Decn pt1rn.s relé-iciones ló¿;icas, y pcn1i~'"'le~ 

can indepe~:dientea del HE!ntido concreto que se pu~ 

da dnr u loE t6~~inos. 
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4.-Que s6lo estae rel~cionee intervengan en las demo~ 
traciones, independicntcoente del sentido de los -

t~n:iinos (lo que p~ohibe, en p~rticular, tomar 
prestado algo a la con.sideraci6n de las riguraa). 
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CONCLUSIONES• 

1.-Un modo de orcanizar un cuerpo conocido de mate

rie.l. de un tema 1,atemltico es por medio de la a.

xiometizaci6n. Los axiomas se inventan no para -

crear la te0ríe nino pura reproducirla. 

2.-Se puede decir que uno de los pr0 blemas del for

malismo es que no tiene nincunu Ber:iej<:.nza con 

las mate=~ticas co~o en realidad se viven. 

3.-Podemos decir que el mu"ter..t.tico for.na.lif.•ia en su 

trata.jo cotidiuno no :oc que:dn 6nicu..•n1.mte con los 

sír:1bolos sin ~;i¡;:nificndo, sino que los s!::ibolos

con usados corco u:.n:ilinres pura pensar y para r~ 

pre:Hmtar ic(·nn, porque :::u trabajo es un trabajo 

con ideas. 

4 .-Acerca del ri¡;or decimoo que es algo indefinible 

pero que va u ln par con el trabajo y desarrollo 

de las mnte~áticas. 
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