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INTRODUCCION 

E\ p'(esen.te +ro.bojo estci. ba.so..do princi
Ro..\ men.+e. en. ei a:( t\cu lo de A'rt~Qn. J. e ln'<aJü m /\. 
''S ome. \--\omolo2ica.\ eh.u '(O..( te íi =tu:hons OT R.e~u hr 

·R°\ngs 11
, CLunque. pQIO.. su m~o-r elu.bo'(a.c.iÓn. fué n.e.-

ce.so..'\iO con.su\TQ'( otros a:l'-'tícu\os, los cuo...\es se 
men.ci on.QYL e.n la.. bi b \ i o~íQ f( a.... 

E\ trQt)(ljo está.. "i n.te.grCLdo e.n.. -hes pQrtes: 

t) Los cQpÍ tu los 1 ~ TI que son. md.s bien in: 
troduc to'fios. En. e\ p·(1 rtH!'fO, .se p'<üebQn. VQYios re
su l to..d os conoc"idos, pr'1nc.ip0Jmen.1e di\lersa.s caJa.c.
te'(\1.a.ciones de módulos p\a.n.os ~ a.n\\\o'5 coheYen.: 
tes~ e.n el se.~ondo , se expone. un.o.. bre'le. in.lroduc.:
ción. de a.n.i\los te~ulQYes, ~ eje.mp\os de éstos. 

tt) Los ca.p\ tu los III.- fil , que ~orma.n. p'(op·mmen.
te el desQ\ío l lo de la. Tesls . 

En.. ca.do.. u'll.a de. e.s1os ca.p\1olos se com\en=l.o.... 
defirüen.do IJIL con.c.ep+o (módulo c.opla.n.o,, módulo ca.si 
p\o.no ) <'.ln.\ llos Q 1 - 2QILHa.1 i =i.o..dos _,e te.) ~ se dm-t Q\~onos 
ejemplos ~ ca.ra.der\Htclones de dich.o con.cepto. Po~te~ 
rio'(men.te se es tQblece 1 Q '(ela..cion. qoe 3vo.xdQn. con. 
los o.n.'d los r~3u\o.:res. 

Lrc) A\ tin.Q\, se ·mduie. un.o.. serie de con.-\-rQe.
jem_plos o.. \mp\icn.ciones ·1n'JersQS de. a.l~un.Qs pYopo
~icion.es probo..dQs o.. lo la.ria de\ tro.bQjO. 
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Durante el desa.rro\ lo de la. tes"is , se usQn. vo..
'(ÍOS :,esulta.d?s, aJ~un_os conocidos · ~ otros no. LQ. 
ma~ono... de estos se prue.bQn. en. los pr"1meyos ca..
p\tu los ~ de. 01-ros solo c.:;e dQ la_ Yeferen.ci~ ~a. que. 
.SlJ prueba.. se. SQ\e de.I o~je+i \JO cQn.-\-ro..~ de 1 f'(a..bQJo,, 
.el cva..I ~e_ su3ie(e por SI so\o en. el td·u \o. 
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PREllMINARES 

En ~s1o.. sección , pYobQ'femos va.'<ios re su\ ta..dos 
{\\Je. nos ser.f1'<cfrt pos te(1ormente.. 

R.eco'fde.mos que. un mó du \o M1t es pla.no si ~ 
so\o s\ pQ\O.. e a.do.. monomcrdI s mo -f: K -» N de R.
módu \os l iquierdos , el mo'<1ismo lnduc'ldo 

es in.~echvo. 
11'\©t: M©11.K M©RN 

1\opos\c\ón. 1. t :- SeQ {Mi l..~-r una. ta.rrl\ \ io... de módu
los dexech.os. Entonces .ffiM\ es p\a.no 
s\ ~ so\o ~¡ Mt es p\Qno -.J11E I . 

De.mosTY-a.ciÓn:- Sea.. f:. K ____. N un mon.omoYtismo de. 
R..- módulos \:t:quierdos. Tenemo5 erd-onces un. diu.~rama.. 

( ~ Mi.) ©~ K. Cftl M ~ 1 ©R. N 
2\ ZI 

.® (M¡_ ®~K) .© (M~ ©RN) 
L~I. lt:{. 

conmutQ-\-\vo. De Qqu{ se ~\~ue c\aro.men.-\e 0¡oe lt\)tf¡©~ 
es mon.omo{tls mo {==S l"i © t \o es , \f te. I . 
(o'fo\oxio 1.'l .- Ca.da. módulo pro~ec~ivo es p\o:no. 
]e.m.astro..c\ón.:- Es c.\axo que_ flR es pla.no , ~a. que. 
\f NE. R.-Mod , R.©Jl.N ~ N . As\, ~¡ PR. es P.'º'?¡QC +·1 vo en.-
1-once.s P es suma.n.do dire.cfo de. un. hhre , e.\ cun.\ 
es p\o..no, por S€.'f sumo.. directo.. de cop·1a.s de R.. for 
lo +a.n.to , f R. es p\Qn.o. 

net\nición ~Sea. MR. un. rnó~v\o. E\ módu\o CO.íQ(h.'f 
de. M es M>t = \-\om.~{t"\, ©./7l) , en. don.ae. 
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se define. pQra. ca.do.. r<: ~ ~ t E M"', r-f E M~ ta.I que. 
( r · f) ( m) ~ ~ ( m. '<") . 

G 

En e\ lemo.. 3.311 [10] se p'<uQbo.. que la. sucesiórt 
O M 1~M-L..M11-0 
t R. \ 11. l R. , 

e~ exa.c a. s·l ~ so o si a. sucesion 
O (Mll)óf.~.M~~tM')f--O 

es exa.c ta.. ! 

\Jea.mas o{ra_ forma. de ve-, ~¡ 1.m. mó du \o MR.. 
es p\a.no o no . 
Te.o'<e.ma. l.3 =- Un módulo MR. es R\a.no < ::> M~ es ·m-

._ ~ec\-i vo como R.- m6du lo i!~ulerdo. 
Demostra.c"\Ón:- u ~ 11 Sup. que MR. es pla.no ~ sea. 

o R.N 1 RN 
sucesión exa.cto... Entonces la. suces·1ón 

o M ®RN' M ©RN 
e.s ex.a.e-ta.. Se ~i~ve ~ue (M®RNY!t_,,(M©1'N1

)
4

-0;Q 

es ex.a.eta. \.:\ po'í lo fa.nto ) e\ ~;1~uiente dia.~'fa.ma. 
es conmuta:ffvo. 

Hom7l l M©llN, a/¡)--HomzzlM©1tN 1
, a/11.)----f'o 

ll 11 
\-\ovn" ( N, M*) HomR (N', M•)---o 
'Po'f to..nto 1 el ú\t·1mo ren~lón. e~ exa.cto ,l.e., 

l\M"' es ln'c\ect'ivo. 
\\<==" Sup. que 11.M~ es in~echvo ~ o--N'--N es 
~uceslón e~a.cto... de. R.- módu~os iiquierdos. 

As\ , el dio..~'ío..mo.. Qnl"e'fiO'í es conrnu+a.hvo con 



el re.n~lón. lnterior e X.Qcto . Vor fo.nto, el ren~lón su
pex\or to..mbién lo es , \1 poi lo ta.nfo , \o.. suces·!Órt 

o M ©I\ N 1 M ©R N 
es exo..c.to.., te., MI\ es plo.n.o. 
Teo'remo.. 1.1-\ .- Seo.. M" un módulo. Son equ1va.\en+es: 

t) MR. es plo..no. 
n} Mí\ e.s p\o..no re.\o..tivo o. R.R. . 

li."L) \¡/ "'1 ~ R. 
1 

e\ 'lZ.- ep·1 rno'< ti s mo 
o<.~ M©Rl ---1) Ml -~. ot(m©t)~ m.l 

e.s monomo'<t \smo . 
De.mostrnción:- t) -=.°/ tt) Obv'io . 
u)<.=-'> tu) Tenemos un dia.~ra.mo.. conmuta.t\'<O 

M ©~I 1
",¡¡¡ M ©R. R 

o(. l l 11 

MI ¡, M 
As\ ) tenemos ~ue. 1"' © i. e.s monomol t\smo si 

3 solo s·\ o( lo es. 
n) ='J t) Probemos que. P.Mi- es ·, n\\ect·1vo . Seo.. RI ~ R. 
en:tonces o-.,M©Rl~M©"'R. es exo.c.ta... 

:. l M ©R R )" ( M ©R T.)~ o 
ecs exuc ta.. , de donde. , 

HomR (R., M~) HomR.( 1. 1 M~)-O 
es exo.cta.. 

Obse'fVQC\Ón :- En el in.dso (tu) de\ +eoHmo.. a.nter\or 
podemos supol'le'f solo ~ue f',,I QS f.ia.,pues~&i11.I!.R. 
es cuo..\quie'í ideQI ~ e( (Z, m, ®"t l -=o e vdonces 't.- mr'r;. -=-O 
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" As\, ~i J~ R.'f;t ... tR.rn entonces r.m,©'í";.-=O co-

mo un, e\e.mento de. M ©"J. De a.~u<". es c.\axo ~ue. 
tQmbte.n lo es corno un elem.e.n1o Cle. M©RI-

EI si~uien.te. teo\emo.. 'fesuelve. la. cuestión. de. 
cuá.ndo un. coc:\enre. de un m6du\o p\ano es pla.no. 
( En 3eneY"Q\ , e<sto no si emp'<e sucede ¡ poY · e ~em
p\o , sl R.= "?l. e.s. bien SQbido ,Que. un, ~rnpo a.be.Ha.no 
e.s pla.no <=> es \ \b'fe de torsion . As\ , e.\ ~nlpo ll es 
p\a.no . pe'<o e.l coc\e.nre. 72/i71. ~ ll1. no \o es ) . 
Teo(emo... i.S =- Seo.. M" un módulo p\Qno ~ sup. que la.. 

suce.s\ón. 
O K-t M-~-M'-0 

es exQctQ. En.ton.ce.s M'R es pla.no ~'> 
\/ri.I f= R. , K1-= K n M l . 

D emostro..C'ión. =- T ene.mas e\ s"iiu\erde diQ~. col'lmu-\oJwo, 
K©"""I t®h. M©R.1,hil:c: M1 ©p,.1 o 

~i c{1~ c1•l 
KI. 
n 

O K f\ M 1 M l M' 1 ~ ~I~~ 

donde. j es lo. \nclus\ón. , ~ 1 el ~ d..' 'son. los mo'C tl~
mos ca.nónico~ ~ a.de.mcí.s J los \en~\one.s son exa.c -
+o~ . (o\. es \ soma'ft\smo pues par h·1p6re~·\s, MR es 
p\a.no). ?ero en1once~ es cla:ro q1Je. r:J..' es mono -
mll'<t\srno <=> p ~s ep\rno'(tlsmo <='> Kl-=- l~ n MI. 

En oha.s pa.\Qb'(O-.S, M~ e.s pla.no <.==> KI ~K nf"\I. 
ObsC?.tva..c\ón .- Como €Y\ e\ teoxemo._ a.n.te'(\ox , tenemos 
qu~ s\ KI::: K n M l , Vr..I ~ R -f. CA. enf onces tv\'R. es plQno. 
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LemQ L6 :- Supon3a.mos gue.. 
O K~FR-M~O 

e.s uno.. sucesión. -exQctQ, donde. F es lib'<e con 
bQse. i_x,),.,1 . En-\-onces M" es pla.no <::::'>V'\TeK 
1re K-Iu- donde. I""= Rr,+ ... ..\- RY,,. si u-= Í x,3'Cj. 

De.mosha.ción..- '1 
· )" Se.a. u-~ K en.+onces J'-• 

\f~ K n F-t,,. = KI\l'" 
pu~s po( hipótes\s, MR es plano. 
uÉ=ll SeQ ?..I ~R. ideQ\ ~ SeQ \rE K () Fl . Entonces te
nemos que \f E KI\J'" ~ Qdemá.s I"lr e 1 

: . \f ~ K lv e K l 
:. Kl-= I< n f·l , VRI ~R.. 

Po'f el -teoremQ Qnter"10'(, MR ·es p\Qno. 
Teo'<emo... 1.1 :- Con-s·1de.remos la. sucesión exQcto.. del le

YnQ a.nterio'< . Son equ\'{o..lerrres: 
t\ MI\ es plQno. 
u) \f \JE I<, 3 8: F _.., I<. J. 6 hr) = u-. 
m) 'Vv,, ... ,'\fn E \\ J J 8: f _., K .·L 0{u-¡)="\í¡_ Yt-=-1, ••• ,n. 

Uemostra.c\cfo.:- ¡):::).u) Sea. \fe!). ~ sup. ~u~ \f~ ~ XjtYt. 

Entonces VE K·Iu-, Le. 1 v={;¡K·1-e<s con. K~€K ~ ~~Elu·. 
Pe'fo ci{l = s.;,Y, 1 .•• t sst'f-1. , de.· don<le. 

v:: ~ K~-r, don.de K,'= i Kj-Sj¡ E K. 

As(' definimos e: F-'> K .-l. B(Xj¡)= K¡_1 ~ e(x,J::O 
si o<.:¡:.j¡ J \Jt::l,i, ... ,n. 

Es c\.Q'(O que. e es el mo'\tismo requerido. 
. n) ::..') l) Sen_ R.I !: R. ~ U-E I'\ ÍI FJ . Entonces 3 e-.F-'>K 
. to..\ que. e(\T): u-. As\ 1 si \f-: t=x:i,r, en+once.s 

\r-:: 9("1Y)"" t 8(X¡J·'fi. E-· K I 
:. M~ es plO.no. · 
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u) ='J ni.) Po-r inducción sobYe n.. 
S·1 n.= t , es IQ hipótes·1s de (n). Así. sup. "á.\"1do 

pa..YQ n-l, n),2_) ~ Se.Q'íl.. u-., ... ,lfn E. K. . 
Po'( (n.1 3 en: F-")I{ .4. 8nl\rn.)=\fn.. Deflnimos \f¡

1

EK 
como lft' -= \fi. - 6n. l \f¡_) , \;/ i. = l, 1, ... , n.- l . 

Por hipóres\s de inducc·1ón. , 3 8 1
: F _., \-<. tQ\ que. 

8 1 l'lr,1 l='\.f¡,1 \:Ji:.1,1, ... Y\-1. 
Así, def"m\mos 'e: F _., K como si~ue. ·. 

8(x): e'(x.) t 6n(x) - 8'(9nlx)). 

Entonce~ ten~mos que.·. 
8( \f,) = 6 1

( lft) - EYl en. l u"¡)) + 6n. lU-,) = 8'\ \í<') + 6n (\f<) = 
= \fi.1 -\- 9V\(\J'i) ~ \f~ , '\íi =-l, ... , n-L 

~ 8(\Jn)= e'(\fn.)-t enlU"n\ -9'( 8nl'\fY\)J:.81('ún)+u-Yl-e1(\T"): 
= \rn. 

li.i.\ ='J i:l) Es oby\o . 
Proposición..i.íó .- Un módu \o MR. es p\a.no si ~ so\o si 

· sa.t\stu.ce.: 
Si L m· Q· =o con. m· E M a .. E R. enton-

i•· l l ! ' l 
ce.s 1 JJ..,, ••• 1 -AvnE M ~ Ct:-iER. 'ef1-:i, ... ,m, 
V~=i., ... ,n ta.les que:_ . 

t_c,sa..i-=.O , Vi-=1, ... ,m. u 
,l .. 1 o 
t, .tt;.Ct~=mj· , 'efi:.l, ... ,n. 
'--• ~ 

'"' . De.mos-Tro..c \ón =- '\ =·:/' Sup. (,\Ue ~ m.;-CL~"' b ~ sen. 1 = 
R.Q1-t~·· + RQn.. Con.side.'"ev;nos e\ R.- modulo l"iq. libre 
F-=- ~ R x~ \\ la. sucesion. exo.cta.. 

o K i F ~ I-0 
don.de f ( xJ= Qj , \f j-d, ... ,n. Po'( e\ +eo'fema.. l.-l{ ,+e.-
nemes que. o=L.m3 ©Cl.j=2:mj©~Cx~), Le., Lmj©'lC.::iEKerUl\©0=-
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::Iml.11\© i). Por tm1+0, existen. J..L,, .• ~».mE.M,t<., .... Kmfk 
tQ\e.s que. 

t. m· ©X,¡:: 't .ll.., © \<; 
l~I J h1 

PeYo ca.dQ kL E. F , de donde. Ki = t c,j XJ Y r . 
\/\ \/\ J~• J 

:. r_ C,¡a.;:: ¡: c,¡t(x.i)-= f(l<.)=0 \;/ i.:.J, ... ,m. 
~I ~ ~ l~I I 

Ademá.~ , +enema.§ CJ.ºe ·. ,.. " 
~ffi;i®Xj -:o~ J.l¡©\<.(-:. I_(.LI.¡© ~C¡~X.i):: s .. , ( • I t:.. J•I 

:: :t ( ¡ .U; C;5 © "Xj ) 
)':.1 t. .. , 

"' Pero Qm.bos miembYos petteneceQ a.. M ©,iF ~ 
lf~{t'\©R Rxj) . Así, tenemos que. V j ":. i, ... , n. , 

Yn.1· © "X.j = t J..liC¡~ © Xj 
l•l 

.. O-=(j; A-..c .. j - m1) © Xs 
Aho'(Q b\en. como MR es pi a.no ~ R xj ~,R. en-ton

ces M©RxJ~ M©R.. ~ M ~ de hecho e\ isomorfismo~ 
es ta.\ que o1. < m) = ..,m© Xj . ..... 

:. D :: el ( L A¡(¡) - ffi)) • de dono e , o::¡: .U¡ C¡l - m,; 
l:, t.=c 

· m, =- t ..u.,c,_;, \/ ·1=1,i, •.. , n. 
• {-:., d 

\'~" Se.o... 11.I ~ R. ~ <5up. ~ve a.~ E I , m;¡ <=- M son. to..\es <;\Ue. 
O= I m~.a..~ . 

Po'f n\pótes\s, 3 .u·~€ M ~ e,~ E R tQ\es ~ue. 
~ e,~ a.~ -=- o ~ t: ..u,.c,~ = m.,¡ . 

: • '[. m;. ©a.~ ::. '[. ( t .U;. e;~) © a.~ = ¡: ( .ll¡ © ¡ c,.i a..l) = I A•© o= 
l l e l l t 

=. o 
Por e\ ieoH.mo.. l.Z\, MR es pla.n.o. 
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Detin.'ic'1ón.- Un Qni\lo R es coheren.te de'(echo ('n.~.)si 
ca.da. ideo..\ derecho (ii~.) t~. es .fin.Ha.mente. 
p'(esenta..do. i..e., pQra. ca.do. suc. e.-xa.c.ta.. 

o \-<: t= I o 
con. f libre ~ f.~. / e.n.ton.c€s \\ €.S f.~. 

E~emplos:-- t) Si R. es n.e-Ter·1a.n.o l i:qu\erdo en.tone-es R 
es coherente n~. Esto es c\o:ro, pues ca..dQ submó
dulo de un mó du\o f.~- es t.~. 

tl) s·1 R. es sem'1hered·1ta.rio r~q. eRtonces R es 
coherente l~~. Pa.\a. ver es to, sea. ~I ~ R. f.<A. lá 

o l<. F 1 o 
suces\Ón. exa.cta. rCOll f libre ~ f. i. 

~a.. que I es pro~echvo , {a. suces·1ón. se esdn.de. 
:. F ':. Ke> 1' con I 1 ~ I.. 
: . K ~ r: '1 1 

" e:. e . , I~ es f. ~ . 
:. I es t\n. p'fesen.ta.do . 

Teorema.. 1.q :- Sea. R_ un Clnillo. S~n e.qui va.lentes: 
t) Ca.da. P.roducto dh·ecto dé. m.ódu\os de.re.

ch.os pla.nos es p \Qno . 
n.) ( 1\. A)R. es p\a.no , ?QfQ ca.da. con~unto A . 

. i.ti.) R. es conerente izquierdo. 
})emostro..ción ;- t) =.) n) Esto es obvio" pues Rtt es pla.no. 
tt) -='J ii.i.) Sea. 11..I !, R. ide.oJ t.ca. ~ sopon~Qmos ~oe te.
nemas un.Q suces'1ón exo.c to.. 

o K F----±-"I---0 
con f \ibn. con ba.s~ 'Xi,···, "K\'\. 

Sea.. a.~-::.:f(x.j),~-:.1, .•. ,Tl. ~ KEK ,entonces 
K= '("\<,'X,+ ••• + 'f"' ... X" . 

~ de.f1n.·1mos \r, 1 ... ,'lf" E R.K :1. rrl ~ (r~.; 1v.4k . ~'5(.. tenemos ~ue. 
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O= t (K) = t 'f1<: a._¡ , de don.de, t_ U-j Q;-= ('~ .. '<1<:lll) , 1< =- o 
i-· • i ... , ¡ .. , • "· 

. . , Pe'(o po_Y h·1póres is, ir es pi a.no ~ PºJ \Q propo
s1c.lon Qnteno'(, teYlemos que. 3 .u.J-··, Arn E R. , c.5 f R.. .L 

¡: C:.j llj: O U i Jl; C¡~ = 1r.i . 
i-· d l-1 

As (, detlYü mos ~{,, ... ,km. como si~ue: 
K.::. % C¡:i X_¡ <;. F y l = l,'t, .. .,r"fl. 

Entonces f(K¡\ = % C¡j a.~-::. o J i. e., k¡: ~ I<. , V l. Vea.mas 
que \<.::(1<,, ... _,\( ... ).~ii 1<.§.l< en.toncys ... 

l<.: t '<"1<~ Xj -::. t \11<. (¡..U¡ C¡l J.I(; -: r. 1fir.().\¡)· '?""" C¡j 1'j -=-
J-• l .. , l-1 ~ \,1 f;:; 

=- t 1f"tA;) · \(¡ . 

li.i.) ::::)1) Sup. '~ue R es coherente i-zq. ~ sup. ~ue. tMe(Lq· 
e..s una. tQmilio.. de (l. módulos derecnos p\a.nos. Pa.ra. ca...
dQ d.E J , conside'l'emos una. sucesión exa.cro.... 

o kc! f~ Me1. ·o 
con. ~ l lb'(e . Así J tenemos un.a. SU(eslón. exQcta... 

o TI Ko1 TI fe1 TIM" -o 
ot":S "-"J" ·«·J 

~ si RI f R. es 1dea.I t.~. erdonces (TI l«.}I-= TI \<.t·I.. 
~I probQmos que }]

3
f.i es p\Qno te ñ.5dre.mos ·~ue. 

{1T\<e1.)·l= 1Tt<cLI-=- Tin<"'nfc1I)-=-(Til<o1)n TilF.iI) = 
~ •l ~J ~ ~ 

= ( TI l<o1 ) n (TI Fo1) · I 
"-•S .~ -, .i. .. ;s 

~ po'f el teoremn. i.5' ~ tend1emos que 11 Me1 es plano. 
Podemos ~oponer ~ue. 3 on con.li..rn.to X ta.l que 

fo1. ~ R.lz) 'l. Yt1. (: J 1 de. don.de. n F.i ~ ( R('Zl)3" • A~( vea.mos 
~ue. {~)) e~ p\Qvto \J X, vi ..... :s ' 

'5up. ~ue "li~ E. ( Rl'Zl)t ~ a.~ E R.. ;1, i UJ a..i::. o 
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Sea.. Fe\ R.-módu\o libre con bo..se 11., ••. ,-Xn ~con
sídexemos e\ ep·1mo~tismo t: F _.., ! R.a.i .-:1. f(xjh a.~ VJ. 

Como R. es coherevt+e en+ott(es \<e'{f ·es f.i., di-
~o . .mos ~ue KeY r :;: < K1 ,. •• ,Km'¡. " 

Pe.fo como l<t E. f en.tonces ki.= ~c.~ Xi, \;h."1, ••. ,m_ 

~ por lo +a.n.to , ..... -
t.Ct:ia.1::. t.; c,~f(Xj )::. f(\<.¡)::. O . 

A ho'(a.. bien, si e(<=- Y ~ j3E X en ton.ces 
1
't t.riC.i) .a.~"' o 

de donde, t tr_;(ot)(~) a.~ =o , <.e., .tUJc.i)t~)x5 e:: Ke'C t. 
~l l-1 . 

:. t IJ:i(.t)C~) -X:~ =. ~\o111 \<\t ••• + XWl.u 1<...., 
1- 1 r 

~ a.dem<Ís , pode.mo5. tomo.. Y Xt .. ~ =º po..\Q ca.~·1 toda. ~,do..-
?JQ \Q ot,'<:\Q ~ue. pa.ra. co.~i toda.. p, u-jC"-)~)=O. 

Det'1 rúmos errtonces .Al.1, ••• , J..twt ~ ( R.m) como s·1~ue: 
...U.;,(o1.) ( f>) ~ l(¡,.I! • 

A~\ .. ~á..c.i\mente se checa.n. la.s sigulen+es l~uo..\da.des: 
tvi(.i.)(~)X.i::. t Xt.u.\<.: =- t }ttC.i.)(f>)l<I'. = .L/..ttf.t)(~)(tc1.(X))= 
.):O• c.:, • l": 1 (.':. 1 .l-• 

= _t ( f J.L¡C.i)(~)c.- ).x· 
)"I L:1 ~ J 

:. UjC.iH~'-::. t. }l;,{.i.)(~)c.•.:i J Vj=-t, .•. ,n. ,'efáf.XJ V ~~X. 
"" 

••• \f~-:. ~ J.l<C<~ , V~-=l,i, ... ,n. 

Por \a. p'(oposlc'IÓn 1.8 , tenemos ~ue ( RmYI. es p\a.no. 
Otra.. p'foposíción. , que usa.remos po$ter·1onnerde. es: 

'Prcpo~(\ción i.~O :- Sop. que. R. es cohererde. teq. (derec.ho). 
Si ttI,Jp._~R. (I¡~,Jp._fRJson t.~. en.
tonces In J e~ t.~. 

De.mos+\Q(1Ón. =- Sup. ~ue 1-:. R 'Xd .•. -1-Rxn ~ J::. R.~ 1 1 ... -t R.~ ..... 
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Sen.. f: R_ntm _., I t J -tQ\ que : 
f{ ( 'í,, ... , '( n , Y,' , ... , '( .! ) ) :: '<,X, i ... + 1 n 'l n - '(; ~. - ••• - r ~ ~..... . 

Como R. es coherente it:qu'ierdo , ~e 'il°i~ue ~ue l<e"'f 
es t.~. Aho'fo.. ddirúmos d.: l<nf _., In J como : 

o1 ( (r, , ... , "'º, r,' , ... , 'r...:)) = 'C', )(,t .•. + 'fVI -x"' . 
\/emos (\ºe. o< está. b'1en det"mid<'.L , pues 
x::(í11 ••• ,'<n,'r1

1
1 ••• ,'r...'.)E lürt =) Y1X,-t ••• -t'('"')(V1-'í;~.-.•• -'{"..'._d..._~o 

__:') '( 1 )(,t ••• -\ '( "'"-n = 'r: ~' t ... -\- r,.:, ia Wo 

=> r:1. (x) E In J 
Adem~s , ol es epimort\srno . pues 
'aE I()J =) '(\::.'{''¡X,+ .•• +\Vl"'X"t\=-Y,1 ~,t ... +1r:,~W\ 

=) \ 1 X 1 t ... i-'íV\"Xi,- 'r1'ia, - .•• -Y~'ia....-::.0 
') (-c-, 1 ••• ,'r"','r\1 

1 
... , 'C..!.) E ke~ °f-. 

A'Sí, si i= c-r, 1 ••• ,1.,,,'C: , ... ,'(...'.) ~n..1onces r1.(iC'\= 'ó· 
:. In J es f.~. 

LQ prneba. po:(a. R.- coheren+e derecho ~s an.á.lo~o... 
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Det'rn"1c.\Ón:- Un módu\o M" tiene. d"imens\ón pla.no... 
fd (M) ~ n. si hQ'á unQ sucesión. E'Xncto.._ 

o -"'I F n _.., fn_, _..., . . . _.., Fº _.., M -') o 

donde cu.do_ f ¡_ es p'fo\\ecf i vo ~ E, es 
p\o..no. Declrnos ~~e. t d t M) ~ n. si td ~M)~n 
~ no ha.lá suces·1on. exQcta.. de lon~ltud 
mús corto.... de lo... ro'\'ma.. a.n-\-e'(1or. finQ\
mente, td(M)-=- co si ~n. .1. fd(M) !: n. 

Detinidón..- La_ dimensión 3\obQ\ débi\ de. un. Qnillo R. 
se define. como: 
w~~(R):: sup 1_ -f d (M) / MR es módulo 1 

Observa.c\Ón .... Estricta.mente. h.Qb\Qn.do , la. dimen'iiiÓn. 
. o..nte't'iO\ e~ IQ dimencsión. 21\oba.\ dé.bi\ 

de'rech.Q. De ma.ne'(o. a.ncl\o~a.. , se det\
ne IQ ilqu\e'(do.. , pero se pYue bo.. ( ve.-c 
teorema.. q_ 1c; [10] )que. QmbQs coinciden.. 

Proposición LiL ~ Se.Q R. un ani\ \o . E n.tonces: 
w~.Q (R.) ~ 1 ~~ ca.do.. submódu\o de ort 

. ( mo du\o pla.no es p\Qno. r , 

DemostrQc1on.- \\ :) 11 At\rmo que \;} KF.) ~U -modu\ós se 
tiene ª'ue. Tox-: ( K1U) = o. . 

Como td(\<)~l en.tonces 3 un.Q suc. e't.Qc.-ta.. 
o ~ p \\.-0 

donde P es P'º~echvo \! F phno. 
Esta. lnduce. un.a.. ~uc.e'o:)\Ón exa.cta. lQr~a.. ~ 
_, To'f~ ( f, U) --» Tox-~ ( f, U)-» Tof~ (\\

1
-U)-) Tor~(F,U)-) 

-) Tox-:( F, U) _., . . . -) K ©R-V -') o . 



1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

it 

F ~ P son Pe'(o ToY~ ( P, U)= o-:: Tor~( F, U) ~a. ~ue 
p\o..nos . Por lo +unto, To'l'~(K,U)~o. 

A horn.. sup. que. N ~ M con MR plQno . Pa.ío.. \fer 

que N es plano, basta.ni. probQr que \d 1,Y- módu\o ~ 
Tor~(~.U)= o 

(ve'<" teo'fema. 8.3 [wJ). Consideremos la. suc. exa.cta.: 
o N M M/N-0 

Otra. vez, tenemos una. sucesión. exacta. lar~a. ·. 
···_.,To'(~ {MJN, U)_., To\'~(N,U) _._,To'(~ (M,-u) -) ... 

Pero Tor;( 1'\JN U)::: o por lo probQdo a.n reriormen.
te ~ To'<~(M,U);Ó, pues M es pla.no. 

:·. Tor;CN)U)= o . 
\1~ 1' Se.Q Mf\ un módulo . SQbemos ~ue existe una.. 
sucesi6n exQcta.. 

o K F M o 
con F libre (~por lo to.nro p\Qno). As\,\{ to.m
bién es pla.no , de donde. , t'dlM~ ~ 1 , V' MR . 

.-. w~.Q(R) 6 1 

Propocsic.ión l.12 .- Pura. un an'i \lo R son equivQlentes: 
z) R_ es senühereditaxio íi~ulerdo. 

u) w3í (R.) !: 1 ~ R es coherente ii~uierdo. 
tn) (Qda.. R- módulo derec~o sin tors'1ón 

es pi a.no. ( Un. m.ó du \o MR. es s·\n tor
slón s\ M e-.., R..&. pa:ro. a.l~ún con~unto X ) . 

1)emosha.ción:- i) -...:) u.) Seo.. RM un modulo . Sa.bemos 
que eiiste. unQ sucesión exactQ 

o K F-M O 
con f libre . AdemQs, sa.bemos ~ue \\-== lim \\." con. 

Kot ~· \{ f'.g. Como ~ es semihe'<ed\tQ'f'io i!~u·1erdo ert-
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+onces cadQ Ka(· es pro~ec1"ivo ( pot ~er submódulo f.~. 
de un hbre ) ~ por lo tan.to , plano. 

· : . K es r. I a no , L e. } f d ( M) ~ 1 , \1 ~ M . 
:. wc~r~(I\) ~ 1 . 

AdemQs ~Q snbíarnos que cQda anil \o semi hered·1-
tQ'(io 1:zq. es coherente i"i~u\erdo. _ 
u) ='i i.i.i.) Sop. que MR. es sin to'(sión. , Le., M c..., R.11. pQ
ro.. a.\gún. con~unto X . Pero ( !\. x \, es plo.no ( pox la... 
prop. l.q) ~ por ta.n.to , M \o es, pues w~i(I\)~ 1 . 
w) =>u) Que ( R.K)" es pla.n.o , 'V X. . es obYio ~ de a.
(\U( que R. es cohe'(ente 1:i9. 

A hora.. seQ MR.. un. modu\o , lj seo... 
o K \=--M-o 

suce5\ón e-x.Qcta.. con. \=" l i D'<e. 
:. K es ~in torsión. , de. don.de , \<. es p\o..no 

:.fd(M)~l, \/MR_. · 
.-. w3.2.(R.)6 l . 

tt) ='> t) 5 eQ R. T.~ R t<a., e.amo R. es coheíente i1q. 
en.-Tonces 1 es f¡n·l+Qmen.-\-e p'<e.sentQdo . 

Como I ~ R. ~ wa.Q (!l) ~ i en.tone es I es plo..
n.o ¡ a.s(, ten.e.mas ~ue 1 es p\Qn.O ~ · f\n. p'resen.ta.do. 

:. I es p'Co~echvo 
:. R. es sem·,hexed1ta.'(\o H~u'\e.\'do. 

Otro \esu\to...do º'i~e. usQmos es \Q s·i<J,uiente. 

~ropos·\c"1ón 1.i3 .:- SeQ R. on. mú\\o conmuta..~\vo to...\ 
~ue. '\Í 1 ~R. iOeQI princ°1pa.\ , I QS plano. 

En.1onces R. es sem.\?'c"1mo , Le., R. no 
tie.ne idea.\es n.i\po-T€n.tes dl~·hrdos de. 
cero. 



Demostra-ción.- Como R. es sem1pnmo 5¡ TtO tiene 
elementos rülpo+en+es no cero, prooemos esto último. 

SupoYl.~Qmos ~oe 3 x E R. .-l. -x_"L =o '<\ podemos 
tomQ'f Yl- m\nimD . 5·1 11.'> 1 en1onces ·{'·'*o . 

Cons\dera.ndo la. suces·tórt ·€XQcto... 
o a.n.i. (y_''"') R. R xn-\ o 

~ que por h"tP,ótesis R. x"·1 es plano , tenernos por h. P"ºP· 
, que. Y/ I b R. , a.n..a.C~"-1 ) ·I -=- aJt..e.li.t·') n Rl-:: O.Yl;.C~"') n I. 

En pQ'<ticu !a.'f, si I-=- R x en.ton.ces 
a.n...R.. e )(.·--·1 n R 'X = a.n.;. <:)(.Vl·l) • .R.- -x. \<. 

~ como -x ~ a.nA l-t·1
) n R. )C , se s"t~ue que x = :f n ~i con. 

"i. E a.Vl,.t <-t;) , \\ i. E R x ,'"<V\~ 1, 1.,- • • , \<.. Si ... IAt = ri.' x e. n. ton<es 
x.""·1 

-=. "X. (~"-'l.) -::. ): r, 'ft1 X· x.""·i. = %= ( ft '!......_.,) 'ft1 = O \} 
t.'L1 c... o 

:. n-= 1 , t.. e ª J y = o . 
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ANILLOS RE~ULARES. 
2..i 

. I 

INTRODUCCION. 

Definición..- Un Qni\\o f\. es relju\o:r s\ pa.tQ e~ 
dQ U ( R_ j XE fZ. .-l. Q-:. O..'X.Q. 

V e.Qmos o.\gunos e~em?\os de a.ni\ \os 'l'e'ju \a.{t'ii~ 
!)Si R es Boo\eo..no en+on(es R ers 'fe~u\Q'(. 

Es to e.s c\oxo , pues V a.E. R. , a.= a.i. =- Q. !- Q • 

2.) Si R. es semis\mp\e entonces R. es re~ula:r. 
Sea.. QE R· . como R. es se.mis\mple enton

ces 3 IR ~ R. .L a.R. © I -= R. 
· i = O..'l -t x con '(E R , )(E.1.. 
:. Q=O..'(a.txo... e.e., a.-Q"f"Q=l{O.. 

Pe'(o a.- a.'CQ E a.R' ~ xa. E. 1 , de donde 
a.- ara. G a. R. f\ I = ~o) 

. a. :. Q'(Q . 

3) Sea.. MR un módulo sernisimple . Entone.es 
e\ Ql1illo End" (M) es 'fe<;!u\a.'(". 

Sea. el.E End~(M). Como M es se.misimple 
en-\-onces 3 K, N ~ M to.\es que.: 

M::: \ú~'< e{ © K""' Imo{EDN 
Af\'fmo 9ue «1 1<: \( -"7 Imc< es isomottismo. 

En efecto, sup. ~ue xc:::K ~ .xcxh.o. 
:. -xEKnKe'\'cJ.=io~. 

A de.más, si ~E I m r:1... entonces ~.,. o{ (a.) con. o.EM. 
Pe'fo Q=i-tX con 1El<e'fcl xE\{. 

J I I 

1 
:. ~ :. o{ (a.) = "- l ~ 1- X) :::: ol.. { X) 

A'S\, 3 ~: Imo<--'> K . ..i. ~·c1.\i~ = 1,~ 'á cl\\<·~::.11 ... el. 

,, 

lj 
l1 :¡ 



l 
1 
1 
1 
1 
• 

E n1onces I e.-Y.te.ndemos ~ o.. e: M-<> M I o..~{: 
e("~):: ~<r:) 

?..'l. 

s l -x = 'i + ~ con :i E I m d.. • ~ E. N . 
Í\~(, t¿,\ xt:M en1onces 'l..= Qtb con o..<: l\e.Y"', bE\\. 

:. c{8ot(-x.):: ele ol(b)-:o1.~ci<b1= ol(b)-=- o{(-x) 
e.s de.c\'r, c1. .. e. e(-=- o1. , ~ue e\o... \o <.\ºQ.. que.r{o...mos. 

A continuo..c.\Ón., da.mas a.\~una.s co:rQcte1\i.a.c"1ones 
de arl\\\os resu\o;<es I ~ue. IJ50.'(Qffi05 poste.'(\O't\1\€.Yl.T~. 

Te.o'\e.mo... '2.J_ .- Se.Q R un. a.ni\\o. Son ~~v\valenfes: 
l) R e.s re.~u \a:r. 
u) Ca.da. idea.\ derecho ( ii~.) p'(inc.\pa..\ e.s

tcL ~ e.nera.do Pº" un \de.m?ote.n -Te.. 
lit) CoJlo. ide.a.\ derecho (¡~~.) f.i. estcL 

~e.n~ro..do poY- un idempo-\-ente. 
i.\T) Ca.da. R.-módu\o i1.~. (dn.) es P.\a:o.o. 

De.moc&ira.c\ÓR.- t.)=7U) Sea. IR.~ R. idea.~ p'\lnc\pQl, 
a\~a.mos que. I= a.R. Como R. es re.~v\o..~ en-toYlce.s 

3 X~ R . .J. Q-:: a.~a.. 
Es do.xo ~ue.. n.R. =a. 'l..R. ~ <a.x)'2.= a.)(a. -x = o..x. 

tt)=) ui) Su?. que I::: ~Jl+ ... -\- XnR.; Pº'(" indu~c:1ón.,s~ 
rct ~u1ic\<>.vr\-e. probo..r ~ue. s\ e. ~ f son \d~mtpote.nte.s 
evdon.c.es e R ;- f ll es princ"ipa.\. 

Es fclc.i\ checo:r que. e.R t fR.:: eR + {f- ef )R. 
Adevnó.s, po"\ h.i~ó-tes\s 3 <áE R ide.mpo1ente. ta.\ que. 
Vi- et) R.::: '!R. . 

Ahrmo que. 3x.ER. J. U-e·t).x.lf-ef)= t-ef.Te
ne.mos que. 3rER. .~. f-et= ~'f-=- 9.1..r= ~-({-et)~ a. 
su V e. 7:. I 3 X E R ;}. ~ = { t- ~ t). "X . 

:. =t-~f = (f-ef).x.(r-d·) . 



Así) h.:: (f- e.f').x es \de.mpote.n.+e ta.\ ~ue. 
h.R-= (f-eO-R.. 
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'á a.de.mQs, eh.= eli-en·x ::Ce.f-~1.{).x=-o. 
~ h.o'fo.. dl rmo ~ue. eR + ~R.-= ( e. t h.- he.). R. . Que. 

e.+h-h.e. ~ e.R. + !tR. €.S otwio pues e.th.-h.e.= eth.-l1-e.). 
f\demcts, ee (eth-h.e.)-1\. pues e-=- te+h.-h.e).e. <a 

ltE (eth.-he.).R ~Q ~UQ. (e+h.-1-\e).h.= e.h.th.'L-h.e_h.::h.. 
:. eR-t tR.= eR.+ (f- et)·R.=e.R.+h.R. =(e ~h.-he)-R. 

~ po\ lo +unto, '3 el.El\. ide.mpoie.nte A. e.R.+tR.=-c<..R.. 
tu) ='J i.\r) Seo... 11-.M un. mó~ulo . Pa.\o.. probo..r ~ue M es 
p\QY\.O, bQ~ta.'fÓ-. ver "\ve. pa:ra.. ca.da.. I" !: R_ f.~. , el 
mo'<1ismo ca.nónico 

o( : 1 ©R M _., M 
es monomod\ s mo . 

Pe'fo s\ IR es f.~. e.n.-\onces 1-= e.R. P.°''o.. o..\
iún e - \ dem.poten te , de. don.de. 3 JI'~ fl .4. IeJ =R. 

:. M ~ R ©RM= (l(f)J)©r-M ~ (1 ©~M) ©( J@flM) 
~ ( I ©R.M) e_., M co\n.c\de. con ol • 
l.\T) =.") t) Se.Q QE. R entonces e.I R.- módulo i'l:qu\erdo 
íl/ R..o.. e.s plQn.o, \\ cons\dQ.-ra.ndo lo.. sucQ5iÓn. exncto.. 

o-R.o..-1\ R/R..o..-o 
se. sl~ue ~ue. \J IR ~ ll , l· R.(}. -:= IR. n Ro..= 1 n Ro.... 

En. pa.dicu\a.r . ~¡ I ~ Q R. tend-remos que 
· a.R.o.. = o..R. n J\..Q ~ como o..E. QR. n Ro... e.n+onces 

3 X.E R_ .-l. Q= Q.~O... • 

Coto \Q'<\o 'l.'l ~ Todo Qni 1 \o '(e~u \a.'< e.s se.mihere.
ditaxio d~'<ec.ho e íi.qu\e.r do. 

Demos-\ra.c.ión..- Se.u.. IR~ R. t.~. e.ni-onces I= e.R. 
(OYl e.- idempo1e.n.1e. \\ poi( lo to.n.to , 1 es suma.n.do 



directo de R. , de donde , I es p'(o~echvo. 
1 Te.ore.mQ 'l.3 ;- s~a. R. un o..n\llo. Son. e.qu\VQle.n.fe.s: 

t) R. es 'fe.~u\a.'(. 
u) (QdQ R.- módu\o cíc\ico dev.(i1q.) e.s 

p\o..no. 
tn) \f IR f R '<\ \J fl.. J:: R. , I J = I n J. 

De.mos-\ra.c\ón..- t) ='>U.)Es obvio, por \Q píop. o..n.+erlor. 
u.) ='I tll) Seo...n I" f R ~ l'J ~R. . Con~\deremos la.... 
suceG\ón. exa.ct0-. : 

o 1 R. R./i-o 
( OffiO Rj I. e.s e\ e\ i CO en:tonces €.5 pi a.no ~ 

por \a_ prop. i.S SQ ~i9ue que ~ 
I n R.-J = 1· 3 . i.. e., I n J = l · J 

nt) -=-'J ¡_) Se.Q a_~ R. e.n1once.s a.R. n R.o..:: a_R_. R.a.=nRo... 
:. o..= a. )(o.. pQ'fo.. o..l~on.o.. -y._<= R. 

En e.\ co..~o en que. R. es conmuto..-\-\ yo , Te.ne.mas 
e.\ s\?!uien.+e te.o'femo. \ mpo'fTo..n.te . 
Te.o'f~mo.. 'l.~ .-Se.a. R. un o..ni\\o con.mu+a:hvo. Son. 

e.q.u\vo..\e.ntes: 
i)f\. e~ re.~u\o:r. 

tt) \J I ~ R. I 1 = I'Z. . 
m) Co..do.. a.ni\\o cocieráe de. R. es s~m\

P'(\ \'YÚ 1 \ vo . 
hr) Ca..do.. mü\\o coc'le.n:\-e de R. es semi-

pnmo. 
\r) R_ e~ \J- o.xü \\o l Le. ca.do.. R- módulo 

~tmp\e. es in.~echyo ). 
i)emost'(o.c\Ón.:- t) ='!re) S';.o.. I !:: R. , pcr(' e.\ teo'<~mo.. 
a.n:\-eíiO'í 

1 
teYlemos que. 1-=- I I'\ 1 = I. 



U)....:/tlt)Sea.. It:R. ~ CL.EJ(R{r).Te.n.emos que. 
a..~ a..R. = (o... R. y· ::. a.R. a. R. =- a.R.o.. 

:. C1. -= fi(i. . 

'l5 

Pe'fo o.x E J ( R{1) ~ 05. es id e.mpoh~n+e. , de don-
de fi-=o. 

:. a -= a.')(.()._ = o , Le., J ( RfI) = o . 
tu)::) itr) t.s+o es ob\fiO pues N(R/r) e J"(R/r}-=- o. 
i.\l) _;_) i.) Sea.. O...E R \\ pode.mas supone\ <l.:f o 1 ~ 
se.o.. I-=- a.1.R. ; e.n-\-onc.es R/I e.s se.m\p'f.l'ffiO. 

Pero (<1-\l)'L. = c0t I =o, de. don.de a..-tI=-o, 
e.e.} a.~ I. 

:. Q = <Í:·'f.. = Q ~o.. . 
tt) :¡ \r) Seo.. I. ~R. ·ideo.\ má:'í.imo ~ sup. (,\Ue f: J-7R/I 
es R.- homDmo-ct1smo . Queremos e-x.tender t a. R. (es to 
probQ'<á. ~ue R/ I. es \n.~ec\'ivo. Po'\ \o ta.nto, podemos su-
po'O.e'( que f t- C> , ~a. que si t = o .. es obvio. 

Ahora.. bien., como R. es re~u\o..r, en.ton(es In3= 
-=-1-1 , de don.de . In r e Ker t ~o.. ~ue. 

~~ 1í\~::: lJ -:::) X.-= %-t\<~I<- :') :fb.)::t.~(Ji<)l\<-::. '5 

:. Jet: l l pues si Je 1 enl J =- J f\ le Kerf \J). 
· ~ como 1 es má. x.1 mo en. ronces I. t J = R. º 

:_ 1 ::. 1. + á I 1. ~ I ~ ~ € J 
Así) si XE o en.l'once.s 

t(-x)= 1(1-xl+ H~-x.):: :f(~)- -x 
.·. :f': R._., Rfi J. r'h·\-=- :f(h).r ~-x:\-iende a. t. 
:. R_ es \J - o.n.i \ 1 o . 

v)='> u) SuP.. ~ue ·R. es \/-Qn.1\\0 derech.o. Prnbe.mos prime.
YO que. \J M" módu\o ., J (M):: o . 

Seo.. º* XE M . \Je.u.mas ~oe x $ J(M), Le., prnbe.-
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mos que. 3 N ~ M submódulo mcí-x.imo .4. x~ N . 
Con.si de remos h to.mi lio... L = { N f M 1 x tt. N) . Como 

x:¡: o en -Tone es o E Y. , c.. e.) L =1= cp , ~ s·1 
,., N 1 e N"l e . . . qm.. N ¡ E. 1. , \f z E lN 

eYL-Ton.ce.s tt) Ní. E L. ~ N¡ ~ ~ Nl .) \::f i . 

Por el \emu. de lorn.. 3 N E i elemento mcíxirno. 
Afinn.o_que. M/N_es _módulo uniforme ( Le.)\:JotV,.::M/N 
~ V o * \<1. f MI N ) K. () l<"t :f: 6 ) 

Sup. que 5 ~ \<-/N !: M/N , Le") N '* K e M . Por la.. 
e\ecc"1ón. de N x E. K , de don.de 

5 t v.K ~N e.\~ , \Í 6 * 'f.-/N ~ M/ N . 

:De Qqu\, se si~oe. chra.mente IQ Qtl'(ma.ción =
Ah.o'Ca. afirmo QUe <~R+N)/N es simple. tsto es 

ch'fo , ~a. que si 5 t N'JN ~ (xR.+N)}N, P.º'( lo a.n.reriox, 
tend'fevnos ~ue. (xR.+N)/N e N'/N J Le.,N'/N:: h:R.tN)}N. 

As\, ('1-K+N)/N es in~ectivo (pues R. ecs \/-a.vül\o) 
1 

de donde, (xR.+N)/N e~ sumando d'tYecto de. M/N ~ 
como €ste. ú\hmo es UYütorme. entonces 

(Y-l\.tN)/ N = Mj N 
:. M /N es s·1mple. , t.e., N ~M es m.Ó:i.'1mo. 

Ademá.s , x $. N ºiºe es lo que. qu~ríamoezi . 
En. pQY\-lculQ\, s·1 I~~ R.. e n1on.ces J(R.II) = o. de. 

donde. 1 1 -= :tQ L . 
L-nu,."'(.1wi.o 

Es deci\', hemos proba.do que si R. es \J- o-.rü \lo de.
recho evr\-onces ca.do... ide.a.I derecho es la. intersec
ción. de todos los ideQ\es má:{1mos que. lo con.1\enen.. 

A~o\'o.. bien., sl I 6 R en.tonc~s r- ~ l . SuP.. que. 
I cf: I"l.. = n L , de doflde , 3 I-z.c. L , L- má.i1rno .~. I <1= L. 

J:~c:L 

L-'111.4.l.1"'ª 



Como L es má.ximo) enfonce.s I + L =R. 
:. J = t + i e o n. t E: I , 1 E L 
: • i. -::. l't. + ,Q_ t E. I'L t L -::. L 
:. 1 = L + J. ~ L \} 

t. º I 11. 

. 2.1 

:. I e l , ¿_ e . > = . 
tt)=-'>i)Por e\ teoremn..Z.3, bQstQnÍ. ver que. \:/I,J.f:R_,.. 
I () J = I· J . Pe ro I J e In J pues R_ es conmu+Qtlvo, 
~ Qde.má'.s _, In J = (In J)(I o J) e I. J . 

:. I n J-= I · J \;f I, J ~ R.. . 
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, y 
MODU LOS COPLf\NOS 

SeQ MR un módu\o H A E 111.mrn (R.'\. ~o demos 
de hn\v- un "ll.- horno mor fismo f A: Mm_,, M~ corno si3ue~ 

tA (X) :: X· A 
A 5 ( ' si '(-:: ( '(\ > ••• , 'f" n) E R , tenemos d e fin i d os 

dos 12-homomo'ffismos: 
f'" : M _,, M 'fl • ..¡ • f '(' ( m) = m." = ( tn-<, , .•.• m '< n) 
f'f-t:M"-,,M .-1. fy._{X)=X·Yt=!.x,'f\ ,:. 

donde '(-t denota. \Q ma.tri 1. +ra.nspuesto.. de r . 
O bserva.(·\Ón: 
Con la. no-\-Qc\Ón a.nter\o'í) \a. prop. l.8 ,se \ee. 

como si~ue: 
"Un módu\o MR es p\u:no ~ '> po.ra. ca.do.. nEIN 

\j ca.do.. r-t. R.Y\ , e\ nú e \ea 
Ker ( f 'f .. ) ~ Mn 

e.s1cL <je.nera.do como un conjunto po'( e.\ rnn
~unto: 

)lMm,fA) 1 J\E.lTlmimHf) .1. /\·-<t=o,mEIN ~ 
11 

Si dua.\i :ta.mas estQ p"foposic\Ón, ob+enemos 
\Q defin·\c\ón. de módu\o cop\a.no ·. 

Dehn\t\Ón:- Un módu\o M" es cop\a.no si rio.x-o. ca.
da. mE:lN ~co..<lo... '<ER.m, e.\ conúc.\eo: 

(O\\ H ( ft) ::: Mm / 1 m ( f-r) 

e.sta.. co~e.YH~.'<o..do como un con~1.m1o po'f: 
\ U'v\YI, tA) I AEfYl.mvn(R) :J. '(.[\::o' nE.N \ 
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Obse'f"VQciones: 
.1) A na.\ i lQndo \Q de hnk\Ón a.nter\or . tenQmos 

~ue. un módulo MP- e.s cop\Q'(iO s\ pQrCl ca.da. mflN 
~ CQdo,. '\t: R . 

x~Mm-M·'( :")3 Ac::nl_m"n(R) .-1. X-A=Fo ~ r·A=o 
'l.) S·\ en. (l} denofQYYlOS ·A-= (a.,~) \;'.\ .X-:{x., ... ,'Xm), 

el hecho de ~ue X· f\ :1=..,o , qu\e.'(e. de(\'< ~ue. 
31~ t!, .. _,YlJ . .\. t;. XtG.t,¡ :I= O 

~ como ~A-= o , t~r.~~'~: ~e : 

Así, 'C>\ deno1QYYlos Q c"""(Q,s, .•• ,aY'\j) entonces 
+enemas que. un módulo MR es cop\a.no si ~ so\o s·1 
poxo.. ca.do.. mE fN ~ cu da. Y- E R.m 

X e; Mm- M·'< -) 3 CE l{n .-L X· C.-1: =FO ~ '(.et-= O 

Definic\Ón.- Como e\ nomb"<e. \o su~iHe, diremos ~ue. un 
módulo MR e.s M0 - ·m~Qctivo si Mr.. es 
I- ·rn~ Q.ch vo paxo. cacfo. I" f. R. f.~-

'P '<o~os\c'lÓn. 3.1 :- l"\" e.s coplQno <='> M R es cH0 - \n~~c.h \IO. 

D e.mGstro.c.\Ón .- u ) " Sup. _que M" es cop\Qno \j seo.. 
1 = o., R. + ... * o.Y\ R ~ R. 

f\de.más, supon~n.~os ~ue -te.ne.mes 1: I-'> ~ . 
Se.a.. '<"-=-(a.,, ..• , a.Y\)~ R: ~ X:: (t(Q,), ... ,Ho..n1) f M . 

/\firmo CJ.Ue. 
X = YYI· '( pa..'(Q Q\~IJY\Q YYlf M 

Supon<Jio..mos ~u'2. X ef. M·'( . Como MR es co
p\Qno en-ton ces 3 (~ {{' ta.\ ~ue 

. '(.(-\:=o l.1 x.c.\: =t= o 



:. 3 mE M .-·L X=- m. r = ( ma.,, .. ., mo.j\). e~ de.e\'( J 

f(o.,\=m-a.,, \Jt::!,1 1 ••• ,n. 
f\s\,s\ <le1\n·\m()s \'~R-.,M ccmo f(c1.):.m.J.., 

es c\o:ro ~ue t 1 e~·hend<¿ <k f. 
· M~ e'5 k<º- in~e.c-\\'lo. 

\\(=" Svp. ~ue MR e.s k{0 - ·rn~echvo. pe-<o no QS coplo..
no. Se. s\iue. ~ue. 

3 '(E Rn 'e\ mt:Mn .--l. mt M·Y ~ 
\/e~ Rn ( '<. c-t = o ) m. c.-1: -= o ) 

Seo.. I= a.,~ + ... tQnR ~ .\·. I-., M ta.\ ~ue 
Ha.,'<,-\- .•. -\- a.~r") = m,'C,-t ... + mn"~ 

donde '\=-(Q,, ... ,Q~) ~ m~(m,,. ... rn\'\). 
T ene.mas que t eshL b\e.n dehntdo.. pu<?.s 

Q,'<'d .•. +a. .... '<n.-:::.O :-,. '('.c.-1:=0 donde. C.= l'<",, ••• ,"y\.) 

:. ffi·C""'=O, l.e., ml'C"\t ... +m ... '<n=O. 

Aho'\O... h1 ~n., como MR es ~0 - \n~e.c:h\lo, en:\ovtces 
3 {': R.-,, M :1. f' \ t = t 

~s\_, si m' = t'(l) e.n:\-on.(es Ha.~)::. m'.o.~, Vi:=\, .• ., n 
:. m::. lm, 

1 
••• ,m~l=(~(a.,\ .. ., Ha. ... ))= n\.'< E M· Y ~ 

:. MR. es cop\nY\.o . 

Como un c.o'fo\Q'{\o ·mmed\o..i-o , -\-e.ne.mas (\\.le. CQ

do.. R.-módu\o \n\:\e.c:\\'lo es cop\Qno. E\ ·m'leYso no 
es c\e:do como mues-\-ro... e.\ e.1e.m?\o l . 

. LQ , P"e~tm-to.. e~ : 
lQ UQ. CQ'(a.c.fe:nst\co..s de.be. +en<1.t e\ oxú\\o R.. 

?a.ta.. que. ca.do... R.- mó du \o cop\m-\o sea. ln~e.ctivo ~ 



32. 

Obv\Qme.nfe, si RR e.s neteriQno entone.es ~e cum
ple. 1 Q o. firmQ~"ión, pues +a~o ideo.\ IR; R. €S f.<Ji. 

En Yeo.l1dQd, el '<eCJptoco -tQmbien es cie'<to.PQ
ro.. \Je.'f esto, necesifQmos un \e.ma.. 
Lema_ 3. 'l .- Se Q· 1 M,.¡ }otn unQ fQm·1\iQ de R.- módulos 

de'<echos. E \1.tonces-:. 
i) TI M o1 es con\ano <='> CQdo.. Mol lo e.s . 

... " i r 
u) ffi Mc1. e.s cop\Qno <:=> ca.dQ Mo1 lo es. 

o(e, I 

Demos-\-rQc\ón..- t) .\' ==')" Seo.. SR~ R. ideo..\ f.eti., .f: J-'>Mo1 
u con5\detemos lo.. ·mc\us\ón canónlco.. i.r.: Mol-) TI M-. 
<l ol~I. 

Como ] M "- es coplo..no , entonces 
3 a·. R -'> TIMol :L <\•i =-lo1of. 

C.) ~~I d l 
:. ( ~ .. • ~ ) .. é. :o p .. º (J.º f -= f, l-e., Mc1 e.s cop o..no . 

\\='1 A ho'fo.. ~~~on~o..mos ~ue Mo1 es coplcrno . V'ª- I 'j 
seo__ f': J -> .. TIM.r. . Conside\'a.ndo las pro~ecc1on~s co..
nónico.s , -1-end'<emos ~ue. po..ra. c.o..do. o{E I., 3 ~.i: R -"> Mo1 ta.I 
que ~~. i. = Pw. 0 f . 

Tf M" v.. Mc1 
~tt..f 111.., ! ', 3!~ 1 . 

' 1 3~,¡ 
' 1 

' 1 

J 'ª i 1\ 

· Así, poY- lo.. propieda.d un\'{e.\SQ\ de\ pYodudo di-
'fecto tenemos que 

31. 3 ~ R -'>TI M"' .·L po1° ~ = ~el , \/ d.E I. 
:.po1º~·i-= ~~º{"~

1

f.1ºL V«<:1., de· donde, ~·t= t. 
:. IP''\-<. es coplo..no . 
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u) \\ => 11 La. prnebo... es QnÚ. \030. o.. ( i). 
\I ?= 11 Ho.sta.. Q~u(, no hemos usa.do el ca.rúe ter de fi
niiud de\ ideo.\ derecho J. 

En x-ea.lida.d, en esta.. po.de. es en \o.. Único.. don
de. se us<L dicho co.nkter . 

. /\si', sup. que. :f: J-::. ffiM" con J:u,R-t ... -t a.nR. 
E n-Tonce.s .i. .. r 

t(o._¡)~ füMo1 , VJ=1,2, ... ,n 

:. 3 le I .f¡ n·1fo .-1. I mt c., EB Mr 
JI~ L 

?ox (ti +e.ne.mas aue E8 M r- es copla.no . , ,. .. t. 

: . 3 a : R -» EB Mil .--1. Q ( ~) = f(x) y 't.€ J 
cl !'EL a , 

Así, clo.'fQYY\en+e. eY-isf e. h.: R -'> ® M c1 ª'ue. e')(hen-
de a. f Le.) ® M .t es cop\Qno . oli:t 

1 "-"?: 

-Proposición 3.3 :- Un a.ni\ lo R. es ne-\erio.fü) de'<'echo 
f;)\ ~ so\o si ca.do.. R-módu \o de.rec.h.o 

. coplQno es in~e.c.l-ivo. 
De.mos-T'(a.c.\Ón. .-- \\ -) 11 Esto.. es ob\'i o.. . 

11
(::

11 'Pa.'fo.. Ve"f ~ue. R es ne-\"e'{10..no , bo..s-\-a'CÓ.. vey que 
sumQ di'fec.+o.. de ·inl!ect\\los ·es in~ect\vo. 

Supon~a.mos QUe l Mo1. \ola es uno.. fo.ml\io.. de in
'áe.chvos . Así, ca.da.. M "- es cop\o.J\o ~ Pº' e\ \ emo... 
?-n+~r\_or, otEffM.i es cop\Qn.o, ~ po'f \Q hipóte'b\s, QS. 

m~echvo. . 

A con:hnvQc\ón. 1 duma~ u\~oY\QS ca:ro.cte'fi~ndo
ne.s de o.ni! los re~u\Q\e.s , uti\it.Qndo \Q noc'1Ón de. 
mó du \os cop\Qnos. 



Le.mo.. 3.~ .- SeQ R un Q'fli l lo . Son e.~uivQlenh~s: 
i.) R es re<3u\ox. 
tt) Co..dQ R.- módulo derecho ( i t:~.) e.s copla.no. 

De.mosh'o..c\ón.- t.)='> tt) Sup. que. R es '(€~u\o..'(, M un R.
módu\a den~cho, IR ~R. i ~ea.\ f.~- ~ f: 1-"> M es un 
R- homommf\srno. 

Como I es f.~- ~ R es re~tJ \Q'( 1 se. s\<áue. ~\Je. 
3 J~ ~R. ideQ\ .-L I<B.J= R 

Cons\ dQ.\emos e\ si~u\e.nte. d·10.~ro..mo,_: 

r/~~º / _:'!~ ~ 
I . ~ . J 

l J 

Po{ \Q p'mpie.do..¿ uni ve'fsa.\ de. \a. 'Suma. d\'(ec.to... .. 
3\~·.R-,,1"\ .1.ca.i=t 'c1 ~·~~o 
:. MK. e. c:i cop\Qno. 

et):=) e) SeQ IR~ R t.~.; hQ~ ~ue. prnbQ'f que. I es 
sumo.nao dt-re.c:\o de. R. . 

VoX" \-ü pótes\s 
1 

I es cop\o.no de donde. 
3 ~ : R -'> I .·L ~o ( = l ! . 

Teo'(ema. 3.S" .- SeQ R un Qn\l\o. Son e~u\va.\~vde~: 
¡_) R. es '(e~ula.r. 

u) R es sem·\ hered\to:rio derecho ( \!(\.) 'e\ 
R.R ( p. R.) es cop\ a.no. 

ni) (Qda. R_-módu\o c.\c\\co de'(echo 1 C-r~-~.) 
es coplo..no. 

Dernos-t'(a.c\Ón:- t)=)li) R. eis semihe.'(edita.'(\O por e\ 
(O'fo\oxio '2..2. , 'ci es c~plu.no po'( el lemQ Qnterio'r. 
·u.)-=.) lli.) SeQ t-\r.. lln modulo c\c\i co . i. e., 



M =::'. R./i po.'fQ Qi3ún IR f: R. 
\Jea.me~ que R/1 es c.op\Qno. As\, sea. JR.~ R f.~-

'a f~J-'>R/1 R-hornornOYt\smo. 
~ t ,.J o 
l ~ ,. ,. / /3~ ,. 1 ~ 
~ rr R/1--0 

Como JR. es f.~. ~ R.R es sem\he\e.d\-\-o.'(\O en
tonCQS J es p'fo~e.chvo J de donde. 

3 ~ : ::r -) R .. ~ _ TI ., ~ = f 
~ como RR es copla.no , se s\~ue. que. 

3 c:J.. : !\. _., R · .:-1 • ci. • l ::. ~ . 
:.(TI0 c1.)· i= l\ai= t, Le., R/1 es copla.no. 

li.l) ="> t) S e.Cl.. 1 P.~ R. i de.o..\ p·<inc."1poJ. Po.'(a_ ver CJ.Ue R. 
es '(e_~u\o.Y, ba.s-toxó.. ve.'C ~ue I es somo.ndo d\'<eC.-
to de R.. · 

Pe'fo I es R- módulo dc\\c.o ~ po\ \Q hipóte
s\s. es coplQno , de don.de. 

3. ~: f\ _., l. .-1. 3 <> l -::; i:x . 

. En. _\Q p'foposi.ción J.i.2., vimos .que. un QYü\lo ,!\es 
se.m\he.'fe.Ü\to.'f\o l 1.<\V\exdo s1 ~ 50\0 S\ cQdQ R-modu
\o derecho s\ n to'<s\ón es p\o..na . 

E\ s\'áu\ente te.ore.mo.., c.o.'<o.ct~'<i'fo... a. lo~ a.ni
l \os R. tCl.\e.s que. ca.do... R.- módulo de.'fe.cho s\n to'<
s\ón es cop\o.J\.o. Pa.'(a. e\\o, ne.ce.s\-\Qmos un \tma.. 
Lema.3.6.- Un O.J\\\\o R e5 '(eiu\Q'< <='> VIl\.f:.R.~ 

I es cop\Qn.o. 
J)emos-\-ro..c.\Ón.;- u_~,, Es obvio... , Pº" IQ p'íop. 3.~. 
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\'<~=" ?nrQ ver que R. es re~ulnr) ba.sta.n{ ver ~UQ po..
'fa. ca.da_ JR ~ R. , R I I. es pi a.no. 

Sen.. I"" ~ f\. ~ con5i deremos IQ sucesión exa.ctQ: 

o I R R/i-0 

Por e\ lema... 1."T , poxo... ve'C que R./1 es plQno, 
bQsto..rck. ve"< ~ue pu"<Q cQda... -X€: 1 3 ~: R -'> I ta_\ 
que. ~(K)=- -x. Pex-o si xEI en.+onces xRc.I ~como 

L. 
t'1 ',,:: 

0 X R_ t ''[\_ 

l es copla.no , se. ti\~ue. que. 3 ~: R.-) 1 _.i. a· [ ~ <. ', don
de. l e. t 1 son 1 Q s ·1 n do ~1 o ne s . 

:. ~ (X) = 'a L (x) = 1. 1 
( )() -=: 1( • 

Teore.mo... 3.1 :- Un a.ni\lo ~ es re.~u\ox < '> e.a.da. R.
módu\o de'<echo (i:c~.)s·m tor~ión. es co-
plQno. 

1)e.mostra.c\ón. .- \'-')u O'ov·10, po'f \Q prop. 3.Z{ 
l\~= u S eQ IR ~R. i dea.I . E nton.c.e.s I es !\-módulo 
de'\ec~o s\n tors\ón. ~ po~ lo +Qnto , es copla.no . 

Po'( el lemQ. mrterio'f, tenemos R. reiu\0..1. 

E 1 s\~u\ente +eon:mQ ca.ro.e teri :tCl. Q los un\
! los '<egu \axes den+'<o de. los Q'íÚ \\os Qu-\-o\n~ect\
vos. Anfe.s, proba.mas un \emo. . 
LemQ 3.~ .- Supon~Qmos (\Ue R. es a.n·1\\o a.uto·m
. ~e.c.t1vo de.'<echo \! que pQHl c.QdQ idea.\ 

IR ~ R. , R. /I es copla. no . Entonces cQdo.. 
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R.- módulo c\dico de.fecho es lQ ~umo.. di
'fectQ de un R.-módv\o pro~e.chvo ~un 
R.-mó du \o cop\a.no . 

ne.mas t'(a.c\ÓYL .- SeQ JR {,R.. H Q\~ que. p'(obQ'( (\IJe 
3 ?- p'fo~e.ct\ vo lá Q_- cop\o. no _-1. R l 1 = P EB Q . 

~Q que r~ c..") R ~ . R. es QUto\n~e.c.+·1vo '-se '6Í%Ue 
· «;;\\Je E{l) es sumQndo d\'fec:to <le R. . 

:. 3 e.~ R. i dem?o-'re.n1e .-L E (1)::. e R. 
Se o.. M -= < 1- e.) R ~ I ; a. f \y m o que 

1\ ¡1 = M/r E9 efl/I. 
Es c\Q'fO q1Je ~11. = t-\l1 + e.R/ r, lJiU. '4ue R.=-C\-e)l\© e.R.. 

\Je.a.mes que. \Q soma. e.s U\'C~c+u..: 
S l )(E M/1 n eR h:. entonce5 X::: m-\ 1-= H-\- l con 

'ffiE M ~ '\E R. ; o..de.ma's , como m = u-e.'\--r' + i' entone.es 
:x -=- e\ - e.).'(' -t I 

:. < \-e."'l--r' - e'C E.. I e e R.. de. donde. 
(\-e). 't1 E e R. (\ (\-e.) 1\. = \O ~ . 

. :. X = I -= 5 . 
f\ho'fo.. bien., como M/1 ~ (\~e.)R. entonces M/I. 

e.$ pro~ect\vo, pu~~ (\-e.)\\. \o es , po'< 5e'C ~UmQndo 
d\'fe.c.+o de R. . f\s{, sola nos fa.lto... ptoDQ'f <;\ue ~R/1 
es co~\Q"-O • ~e.'<o . 

e.R./i ~ (({/1)) C'/I) ~ l'/M. = R /(\-e.)R(f)l 

~ SQbe. VY\OS que. 
1 e e R.. u ( \ - e) R_ e ( \-e~ R. 

~ <l ~ 

?o\ lo fo:Q1o (\-e.) R.. ® I e (\-e)Í'\ ®e R:::. R., ~ 
Qs( J Pº" nüe~-\-ro... 

1

hip6te~is , te~emos ~u€. 
R / Cl-e) R (t) !. es cop\a.no . 

A ho'Co. & í , 1-e.nernos e.\ s \%u\ en.. te. 
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Teo\e.ma.. 3.9 .- S eQ R. un Qni l lo Qutoin~ectívo. Enton
ces R es \e~u la.'< si ~ so\o ~¡ \J :IR<€ R, 
Rl:r es copio.no. 

1) emostrQc.\ÓR.- '1 
-)" Obvio po'< la.. ?'(ºP. 3. ~ . 

\
1

~
11 Po'< e.\ \ema.. 3.S, bo.sroxá. ve'f que 

V IR. s F\. i deQ\, R /L es cop\Qno . 
Sea.. I" ~R. , po'C e\ lema. o.n.-\-€'f·1o'f. 

R/I-= P Et> Q con f-pro~ectivo ~ Q- copluY\o . 
Como P es suma.n.do dwec.1o de un R.- módulo 

c\c\ico en_l"oY\CeS p es cíc.lic.o, i.e., p~ R/J. con Jll~ R.. 
?e'CO como V es prolj~c.+ivo , se si~ue que ? es 

somQndo di'<~c1o de R.. (pues ~\ e.p·\mo'ftiismo CQl\Ó-
n·1c.o R -:') R J ;:r SQ ese\ na e.) . 

:. PR. es ln.~e.c.~ivo (pues R.R. \a es ) 
:. ~li es cop\nno ( po'C ~eY ~umQ cti'fedo. de e.o -

p\o.no'5 1. 
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1 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
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AN\LLOS RE(iULARES 
y 

AN\LLOS Ql- GS.NERAl\ IAUOS 

'10 

Como sQbe.mos, un arú \\o R se 1 \Qma. QI 
de.'<"e.cho si cQdo.. R-módulo d~recho ca.~i in~ec-r·\vo 
es \n~ec.ti vo. 'Pod€mos ~e.neY-a..\i~a.'C este. concep
-to e omo s·1 ~u e : 

Definic.\ón .- Un Qrü\\o R. se 1 \a._vncl Q I- ~e\'\€'(Cd\~o..
do de'<echo si CQdo... R- módulo de.'<e<ño 
e o.si \n'!edl vo e..s c.op\ano . 

De \Q def\nlt\án, es ob,l10 que todo a.ni\\o QI 
es QI- ~QY\e'(a.l\~a..do. E\ ÍY\'/e'\sa no es c."\~do. 

?a.\o... Ve'( esto, ·sea. R un a.ni\ \o re.'lu \u 'f) c.on-
mu1Q-t\ vo ~ Quto i \'\\;\ec:tivo . Es obvio <4ue R e.s Q1-
~e.ne'fa.li~o..do ( pue.s cQd o.. R-módulo es copla.no) . 

\J ea.rnos ~ue R. no necestl.'<'.\O..me.n-fe Q.S QI : 
Sea. I f. R_ \ dea.\ . f\t\'<mo que I e.s .ca.s\ \n

~ec-t\vo . ?a 'Ca. el\o, ba.stn'<GL ve.'( que I es un su bmó
ou\o \V\VQ'(\Qf\-\-e. de su CQt>SU\Q IV\~ect\vQ E(}:.). 

Como R es uu+o·1n~echvo e.ntoY\c.es t:.(1)-=- e.R. 
~oxo.. Q\iaún et R._ i dempo-TeV\+e. . 

As\, s.eQ ~E HomR (eR, eR1 ~seo.. X-=- e.'( E: l. 
Tenemos 9¡Ve. ·• 

itx)== CA(e.'<"J= g,Ce.'1.r-)= ~Ce).e'C E 1 , pue.s R. es 
ca '<\"ffi \.rt o.. 1 .. w a 

: . I e s e o.. ·~»1 \ n ~ QC l1 v o . 
?e'Co no 1-odo idea.\ Cle R. es in\\ec.t"1vo, de donde 

R no es Q.1 . lJ n eiemp\o de. un O..Y\
0

\ \\o fa.\ , es el 
eA~m~lo 'l. 



O bse'\YO..d Ón : 
S\ R es Y\e.te'f·1a.V\.o, e.s c\oxo <4lle 
_ R es G.1 < ".> R. eSi Q1 - q,~X\(?. '\Q\\~o..do 
\:Y\ e.\ e~Q.m~\a Q\Yt~'<io-r, obs~'(Vo..mos º'ue 5\ un cuú\lo 

R es '(e~u\a.'( en-tanc.12.s es QI-~ene'<Q\\~o..do de.rec.ho 
(e \~<\u\e. too) . f\ coX\-\\nuo..c..\ón, ve'(emos que ~ n e.\ e.a.so 
conrnul-<t\-\vo u.m'Dos conc.e~-Tos co\ nc\d~n. 

Antes,' ~'(ODQ'ffios UX\OS \e.mQs . 
Le'<nO.. -l\.i .- R Ql-~ene'(o..\\~a.do ) 3(R.)=- o 
'Demos-\'fn.c\Ó\'\..- Sufl. °'ue 3 o -4: -x. ~ :S(R) . \: nicY<\(e.5 
'(('X) $ R ~ \)O'\ lo tu.Y\.to 

3 1.R. ~ R \deo..\ m.ó. ~·1mo :1. 'f (x) e I 
Como l es. m<i.~\mo, R../I º-S R.- módulo s\mp\e l! 

~o'( \o -\'QX\TO, CQSi \nláe cti va . Se s\ ~ue en-f on.ce.s que 
R/i es co?\o..no . · 

S e Q f : x R. _,.., R I I .4 • f ( ')( r ) = " + I . 
R/I . 

~ 

t 1 ', :: 
o ~R t 'R. 

1 es-\ó.. 'o\e.n de.~\ n\ da.. pu€.c:i : 
X'\= x-c' ) '(-'<' ~ \('X) e I -) 'C + I-: \ 1 +I. 
Coma R/I. es c.op\o.no, 3 <á: ~-.,R/r . ..i. ~"\.t.it= L~~\, 

demr\e.mos ~(i}:: 'C+ I con 'fE R. tn-to\'\ces 
{ (-x )-= <! (-x.) -= ~ \i). 'X -= '\ X + T 

~ po'f a-\"'fo \a.do ~ 
\Cx~-:::. H~-l) =- ! + I 

f\s( \)IJQ~ • se s\~ue q.u.e: 
'O. -t ..l :::. 1*1 de. donde. 1- 'C°X. E l 

J 



~l 

'Pero XE J(R.) de donde f-X~ J(R) (pues J(R) es 
ideQl b·1hfend). 

:. ~'X. E J( 1r) e I 
:. l~I Le. I=-R'V :.J(R)=O. 

1 ,/ o 

Lema. 11.Z .- Supon.~o..:mo$ <4Ue R es ccrom1.rto..1ivo e Is R. 
un ·,deo.\. En-tonces R/r es Q.l- <aºne'(Q\i~o..do 
s·1 R. \o es. 

~emostrn .. üó~:- Svp. ~ue Mes R-/r.- módulo ca.si in~e(
-\wo. De Qqu\ se si~ue c\Q'fQ.men-Te que M es R-modulo 
CQ'il\ \n~Qct\vo lJ. po'\" \o fQnto, Mes R-módulo copla.no. 

P\onevnos .que. M es it/r-módvlo c.op\o.no: 
Sup. ~ue t: :rft _., M es R II - homomor,{i $ntO con 

J[I ~ R/r L~., di~a.mos l_4Ue -:XII= <I1 , ..... ~n). 
Sea. 

1 
A.-= 11 1\ +: .. + Jn R ,,_~ {': ~ -=-") M ta.I ~ue 

~ ( ~ 'í1 -+ · • • .\- in'( Y\)=. ~ ( .\.i ~1 t.· · + JY\ 'fn ) · 

\Jemes ~u€ 1 está. ~~en det,~1dQ_ pve.s si 
~1'(, + ... -t XY\'(n =:.o en1ance.~ -~'<'1 ·\.. •• 4- ~Y\'(~=- o, de donde. 

~· ( _L: ~.·n) = t'( I 3.r~ ) = o 
'-=• \.';1 

~ dema.s I r es R: homovnt)'dlsYY}O .L.. pue.s Sl n: R. enton
ces ~'(Ltli.'<"•)·'C):: ..\"'(T.. StY"i'<"l= ~(_L: ~. 'r·:c) = 

t.:1 \.':.1 l:, 

:: ~ < tI ~. ).-;: ::: \'( t~ .. 'f~J·'C' · 
~ ~-, 

Como M es R.- rnódu\o c.opla.Y\O entonce.s 
3 cal: R-1 M ..... ~·\A= ~,. 

As<, SQQ <a: R/i -'>M fQ\ ~ue ~(V)= <j1 ('(). 

~emos '4ue ·<Ji es-tcL b\en d~i\~üda.,pues s\ iEl 
en-T{)'(\(eS ~en = <Al ( t) :: ~I (.1).(t) ":= ~I (.1) • t = Q. 

A dQmQS, ~ - QS RI r - hamamo'(~\s mo , pues ~\ ,,,·E R 
en-\-on ces 



<!(-c.'ii)= ~t'C.\1 )-:: ~·('(·'<')= ~1 l't)-1 1 -= ~t-c)-" 
hna.\men.+e, ve.a.mas ~ue ~Ln:r= t. Sea. í<:E .r/r.., di-

~Qmos 9,1.J~ x-=- T1f.t ... +I~Y"v- ·, eX\-\"oYKes 
~l 'Y.)= <]¡( X1~\ L .• .1;b-~) = ~\ U,-r,-\ ... -t ~~ '(\'\ 1 = ~l (~,'(,t ... + 1~'(11)= 

= H~~"· -l ••• +~'C',.! = ~ (1'> 
.·.Mes tt/1-módu\o co~\ano. 
:. R/I. es oJú\lo QI-~enero.\\110.do. 

Teo'C"emo.. 11.3 :- Seo. R un ax\\\ \o coxwuu-\-Q-\-\vo . En-\-oYKeS 
R es n~iu \ax < ) R QS QI - ~ eneYo..\ir~,<ldo . 

i)emo~-t'(a.c.\Ó'<t :- 11 
';ll Esto.. hn~\'t to..úón ~o.. \o. h.a.b(o..mG~ 

t<wnóo~o.do a.'(\-\-e'(·1otme.nte. 
'~'~ Como R es cGnmu-\-o.:hvo, pn:ro. ve'f ~ue R QS "'\e~u
\a. ~, 'Da.sta.'Cá. ve'( <:\ue V T f R , R 1 I es sem·l \Yc'1m·rh "º, 
QS dec..i\, J"(R/r)= o ( ve'f pro?. 2..-l\) 

~o'< e\ \ emo... QY\-\-e'C\o\, Rlt. QS QI- ~enQ'Co..\·1'},Qdo, ~ ~o'< 
e.\ \emo... .l\.i, J(Rl1)= o. 

E\ e~em~\a 3 ~ mue~-\-"Co.. <l_U'2 e\ -teo'C~m.0-. QtYretto'( no es, 
c\e'(-\-o e't\ e\ tQStl no cmrm~ta.1\'lo. 

· 1)e hec.no, teX\emos un e1em~\o de U'<l a.iú \\o Ql ( ~ 
-?º' \a -\;a.xr\o Q1- ~Q.ne'<o.l\iRdo) 9.ºe '<\O QS '(Q.iu\n.'C. 



CA~ITULO 

y_ 



A N 1 LLOS RE C:.Ulf\RES 
, \-( 

M ODULOS CASI Plf\NOS 

En e<:Je cQp\tu\o, D denota.'(O:. un 2i'fupo a.
be\\Qno d'\vis\b\e ~ s\ M es un R-módu\o d~xecho 
€'1\Tonce.s M~ de.nota.'(ó._ a..\ HomiztM, D) con la. es
-Tn>c1u'CQ de R-mód.u\o ir.~uie.rda a.cos1umbrQdO... Ade.-
mcí.s, si D = ~/ -zz. entoinces M~,e -= M"' . 
Deflnidán.- Un módulo MR es ca.~\ p\<l.no s·1 es p\a.no 

'fe\Q-\:\vo a. M~, VD. Es d~d'í) MR e.s co..· 
s·l p\Qnc) s·1 ~ ~o\o s1 paxa. C.Qdo.. D ~ e.a.do... 
R.- suomódu\o itg_u\e.'t'dO I< 6 M~o I e\ \1\0'(t\s-
ma V\a:\urn.\ ~ 

K©Rtv\ -~ M.ll ©~M 
es mon.omot {\srno . 

Obse.,vo..c.\a'f\~s: 
l.) De la.. d.efinlclón, e.s e.laxo que . todo módulo 

~\a.no es ca.s\ p\o..no . 
i:l) E\ 1 n verc.:io no es c\e-ch) , como se mues-\Ya. 

en e\ e.~{m~\o -4 . 
Ante.s. cie do..'< o.\qona.s co.'<a.cte'\i~o..c\ones de 

o..'<\Ü \os '(e~u\a..'('es, uti\ \1.a.ndo el e once pto de. mó do -
\os ca.s\ p lo.n..os, damos o.\~u n.os Yesu\-to.dos sob\~ es-
+()s ú\t·Hnos. ' 

P,opc::is\c.\Ó'f\ 5.1.. .- SeQ R. l.H\ a.n\j\o ~ Me- un módu\o . 
.Denote.mas Pº" R= R/a.n(M}. Son e.'4u·\
vo.. \entes : 

t) MR. es ca.s'1 p\Qno . 



l.l) \J D ~ M "'n es e o.si \ n ~e ch v o . 
m) ( M•)- es CQsi ·1n~e.dívo , V~- c.onionto. 
hr) Mes R-rnódo\o plo..no. 
u-) 1"\ es phno Ye \a.. -\"i\ro Q ( M~)A pQ'<a. ca.

do.. conjunto A . 
J)e.mos1'fa.c.\Ón.- l.) '.'>u) Sea.. D fi~o ~ su~onc.\a..mos que. 

o K f M"n 
es suce.s\ón. exa.c.+a.. de R.- módulos i1:qu·1e.'('dos. 

Como M R es ca.~·\ p\a.no entonces lo... suc.ec:iión. 

o K®RM M: ©RM 
es exa.cta.. 'PeYo como Des d\'i\s"tb\e ( \\ Pº' ICl fan
+o in\\Qc.-\-ivo) se. si~ue que.: 

Hornl2 ( M: ©RM) D) \-\orn7l ( 1< ©R.M ,n) · o 
es su ce.si Ón e 1<.a.c. ta.. 

A hax-o.. b\ e"'n > subemos que : "' . 
t)Hornv.(M 0 ©~M,D') ~ HomR(Mn,HomzzCM,'D)) 

a) Homl?(\<©Rfv\ ,D) ~ HomR.( l<) Homu(M,D)J 
~ a.dem<Ís, \os l somo'C{·tsmos son ncdv ra.les. 

Par la ta.n1o, \a.. s1Jce.~\ón 
HomR ( M:, M"0) \-\omR ( KJ M'l/o J O 

es e-Y.a.e.to.. 1 Le., M: es en.si irn!ec.-tivo. 

it) ) iH) S eQ X un con~~.nrto cun.\~\.J\€.'(Q.. Tenemos que: 
( M"')K = Homil ( M, ©/72 ¡:K ~ \-\omll ( M , ( ~tzz )x.) = M:,zz)~ 
As\, si M~ es co.~\ in~echvo Y D , en pQr-\-icu lo.'< 

s \ í) :: ( r&.I "/l. ) X -

:. (M11 )K. es ca.';)i in~echvo. 



(.H 

é.tt) -/ l.\T) Supon~Qmos <4ue. (M~)x. e.s_ co..~i ·ln~e.divo, VX.. 
Veo.mos ~lJ€ lo s·1~ue ~~e.Y\do com~ R- mó du\o ·ri~uie.'<do. 

CoY\side'(emos e.\ s1~u\en+e. OIQ~(ümo..: 
(M•)~ 

l ''- 3~ 
~ ' . ' 
K '- (}\4)1 

donde f es R.- 'nomomaY~\smo . En1on.ces f es R-ho
mom1J·c~\smo,, p0es 

{ ('(.X J = t ( ~ • X ) = ~ · .\' (X) =- '( · t (X ) 

:. 3 ~ ·. (M")g-~ U"'\•)Á :1. ~\\<. = f 
?e'fo f a.c.\\mexrte se ~h€.co.. ~lle <a E End~ ( (t"\-i)') ~ 

po\ lo tQ\'\lO, ( M') K es R.- mó d1J lo co..s\ \YHJ,ec.t\vo . 
A'no'fo. bº1en, como M~ es {\el sob'Ce R. en.·hm

ces e'ücste ün. C.O'<\~un-\a X tQ\ ~ue 
o--R. <>{ l M" )z;. 

es e xn.c 1o.. ,, pa.'<a. o.\~u~~-k ayrnpio..do... . 
1)e Q(\u\ , sg_ ~·1iue c.\ct'(a.mQn-te ~ue. ( M")~ es 

in~~cT\\lo como R - módulo. _ 
:. M- es \n~e.c:h\fo com~ R- m6dulo. 
:. f'v\ es p\ano so'o'<e. R ( px-o?. 1.3 J. 

hr).....;')u-) Sa.bemos que M ~ (M*)f\ son R- rnódu\os h
qu\e'( dos de fo'<mQ. na.+u'í a.\ ~ de a.qu\ que. si 

O K -f (M~)" 
es suc.e~·1ón eXQi-to... de. R- rnó du\os i =t(\UÍ~tdos , tn..m -
n\e:'i\. \o QS de R- módulos Íl.~U\e'C"do~ . 

A'5\, coma M e.s p\a.~o san'<e R. , entonce.::, e.\ s\-
iui.en.+e. dia.~'C"a.ma. es conm1.r\-o,:\i.vo: 



O 1 ®R- .1... A ---1< ©RM (M•) ©R M 
U H 

. k ©R M {©11.hl (M')A ©R M 
Po, lo, -t<\.nTo, { ©¡¡, iH e.s rno'<\O'ffiO'( ~ismo, ~ue es 

\o que. q1Je'C1 o.mo s. 
u-)='/ t) Sea. D -f·1~0. ~a. que ©../71. es un. c.o~e.ne'(a.-
dox- in~Qc-t·\vo pa.'<o.. "12- Moa , e~¡ s+e un con ion.to A 
~ un monomQ'C\i'i.mo A 

O D (<&/ ü.) 
Ademcí.s, d\cho monomo-<{lsmo se. QSc°1nde, ~o... 

~ue. 1J es ·m~Qcf1vo. 'Po\ lo tQnto, ha~ un moX"tomoX"
~·112.mo que +o.m b\,fo. se es.c."1nde. 

o MI( (M~)A 
o 

As\ s\ M es phno '<e\Qt\vo Q ( MirY' evdonl€S 
es p\a.no' '<e\o..-hvo o.\ suma..ndo díYecto M: , Le., 
MR es cas\ p\o.no. 
Co'<o\axlc:i S.'2. :- Sea.. M lJn R-m6do\o {ie.\. t.n.-tcnces 

M11.. e~ p\a.no <i '> M" es ca.s\ p\a.no. 
'Demast"(a.c_\Ón:- \t :-/'Esto. es Ob'<ia... 
\~'' Si MR es co. ~"t p\a.no e.n.+onc~s M es p\Qno 

so'b'fe. R.~ R I o.nlH) :::: R . 

LQ s\~u\en+e p'<'oposic"1ón , nos du.. uno... co..
'(a_cfer\la.c"1ón. de a..n\\\os re~u\a'(es , uso.ndo \a. noc.\ón. 
de. R- módu \o cusi p\uno. 
'P'(oposk\ón 5.3 .- Un Qn\\lo R. es te~ula'< <:-'> cQdo. 

R-módv \o de'(echo ( i ~q.) es ca'5\ 
p\QvtO. 



Demos{'fQc\Ón.- 11 
-)

11 E stQ es obvia.. pues 
R '(e<áo \Q'( -:-, MR es p\Qno, \J MR _) MR es ca.s\ pla.no_.\/MR 

11
(='

1 Seo.. MR un mód.u lo. '?robemos <4ue MR e.s plo..no. 
Po'< la. hiP,ótes\s, MIDR es cns\ p\o.no ~ pex-o M®R. 

es fiel ~ po'( e\ corola,'(\o Qnterior , se. si<Jue. que M®R. 
es p\Qno . ?or 1 o ta.nto , M R es p\o.no . 

:. R e.s re~u\a:r. 

La. s\iu\ente P""opos\c\ón nos da.. uno... co..rn.cte'C\ -
±o.dón de Q\'\\\ \os 'feiu\Q'fes, e.n e\ CQSO conm1J-\-Q-\-\vo. 

?a.'fa. e\ \o, neces\ to.vnos un \emo.... 
Lemo.. S.~.- SeQ R un ün\\\o ~ R. un a.xü\lo coóen.te 

de R. S¡ CQ<lo... R- submódu\o de un R- mó
du \o_ ca.sl pla.no es CQS\ p\~no ~n-fonc.es ca.
da. R- submódulo de un R- modu\o co..s\ 
p\Qno e.s co.s\ plQno . 

. Demost'Ca.c.\Ón :- Se o.. MR. un módulo ca.~\ p\o.no \\ 
N ~ M R- submódu\o 

Sa.bemos Q\J~ M es f\- vnódu\o de mo.ne'<a.. 
na. toX"a. \ , d ef \ n\ e.n do 

m.'{" -== YYl·~ 'fE R , mE M . 
_ \Je.a.mes (,\Ue. MR es ca.~\ p\o.no. Su pon~a.mos ~ue. 
R -= R I I • e. n +o Y\ e e. s : · 

Q'<\R(M)-=- ~ ~ (;. R 1 m.~ =o ,, VmE !"'\ ~ 
a.'<\~(M)= 1 \f R. 1 m.'r= o,, VmE M ~-=- \ '<f R 1 m.r-=-o,,'v'mEMT 

Obse'Cvo.mos_pfime\o, q_ue Ic a~(M) pues si 
z E I eváol'c.es l.= o ~ como M es R-módu\o en-
tonces m. l = m. o -= o V mE f'-'\ . 

Aho'CQ , pto'Demos "'4 ue. QflR. CM 1 = a.nR(I\) I I . Esto es 
c\Q'rO , pues 



so 
m-~= o {:=>\(\.'(=o <='>'CE. o..ni<.tM) 

U sa.ndo º'ue. l"\R. es co.~\ p\Clno ~ \Q P"º?. S. i. 
se. s\~ue. ~oe. M e.s plano so'o'(e. 

R/ unR.(M) ~ (R/r) / (°'""Rl")/r} ~ R / O..V\RlH) 

( o..aemó.s e\ isomo'c~·1svno es de o..ni\\os 1. 
' 

:. M es p\QY\O sobre 1' I CH\~ lM) 
:. l"\ es R.- módulo ca.~\ plo..no . 

As\, se s\~ue ~ue. N ~ M es R..- su'omú du \o ca.~\ 
-p\o..no, Le., N es p\uno sob'\e R/o.nR\N1 

N es R_\o.no sób'<e "R / o.n"R(rf) 
:. N es R- módulo CQS\ pi a.no . 

Teo'<emCl 5.5 .- Sea.. R un a.x\\\\o conmuto..-\-\vo. Son 
e~u\vo.\en-\-es: 
~) R es X"e~u\o.'< 
ti) Ce.do.... submó du\o de. un R.- módv\o 

e o.si p\Qno es co.s\ p\o.no. 
De.mostto.c.\ón:- t) -==j ci)Obv\o po'f \Q p-rop.5.3. 
U) ="> () Como R es c.onm\..lta..-\-\ vo , 'Da.s +o:<d.. ve.'< q_ue. 
ca.do.. a.ni\\o coc.\ente de R es sewúp'(\vno. 

?'ro'Demos p'íi me'<"o que R_ m·ismo es semtp'f\mo. 
t>ox- \Q ?'fºP. Li3 , no.s-\-o.'\Ú. ve'< que. ca.do.. ide.a.l p'fin
c\pa.\ es pla.no . F\s\) s~o.. I ~R. idea.\ prlnc.~po..\. 

So..'bemos ~ue 'IEElR ~ R$R es R- sunmódu\o.'á 
R,(B R.. es p!Qno { \á, ~of \o to.nto CQS\ plQno) 

Po'( ( n) se $\<J¡ue que 1 mR. es co..c;\ p\o.no ; p~'Co so..
be.mos que I Et> R. es h1:\ , de donde l©R: es p\a.'<\o . 

:. I es p\o..no. 
Lo que h~rnos prnbo..do es ~ve. si un o.x\\\lo R. 



Si 

-\-\ene. la.. propiedQd (ni eY\tonces es S(:r<\\p'(imo ( a.n\\\o 
conmuto..1\vo 1 . 

P~'fo si R. tiene. la. p'fop\e.do..d (<1) en-tone.es CQdo... 
Qn\\\o cociente ta.mb\én \Q tiene. ( po'< e.\ lemo.. a.l\te.- ,, 
'(\O'< 1 . · ~º' lo to.nto J ca.da.. Qni\\o coc.\ente. de. R es 
seml?Yi mo . 
Teo'<e'<YlQ S.fi:- Seo.. R. un a.n.i\lo ne-\-€'( 0

1Qno. Entonces 
ca.do.. sobmó du\o de un R- mód~\o deyecho 
co5t p\Qno ~ f.~. e.s ca.si pla.no <=>ca.do.. 
a.n·1\\o coc.\e.nte de R. e.s heYedita:do. 

Dem.os-t'<Qt\Ón:- '1 
':)

11 Vea.mas '?"irnero CJ.Ue. R. es he'fe.-
dita:f\o. f\s{, seo._ I~ ~R. ideQ\, entonces I@R ~RtDR.. 
es submódulo ~ REDK es CQsi p\a..no ~ f.~. 

_ :. I G1 R. es co.s i pla.no . 
Corno I ®R es r\e\ , se si~ue. que I. © R es p\o.no 

~ ~or tQ·<áo Ir.. t-o.mbi~n . 
Como R. es ne+e'(\a.no eyi:tonces I ... es f.~ li pla.no, 

~ Pº'< [o t a..n+o p'(o~ ec ti vo 
:. R. e.s hered\taxio de.Y-ec~o . 

A ho'fQ 1 se.Q R. V'f\ a.n\\\o coc\ente. de R. . 'Pa.'fa. 
'!_er que R es he'(e d\tQ'\LO , bQs+oxá: probQr que cQda.. 
R.- sunmódu\o. de UY\ R-módu\o derecho CQS\ p\QY\O 
'á L~. es CQ5.\ r,\o.no. 

/\s{) seQ MR. UY\ módu\o CQSl p\o..no ~ r.~.) ~ 
seQ N ~ M un R- su'Drnódu\o. Tene.rnos -que. M es 
R.-móüu\o co:~\ p\QY\O ~f.~. 

:. N es ~- mó~u \o CQS\ p\a..no 
:. ,N es R.- modu\o co.s.\ pla.no (pues \\a.. 

\/\mos q\.le R. / o.v1:p_. lN'i ~ R I o..n R lw) ) • 



se.. 

\\~ '' Se.a. MR un módu\o co..st p\Qno ~ f.~- ; o..demá.s, 
suponimnos ~ve N ~M es· R- subrnódu\o. 

Sj ha.cernos R.= R _ _Ja.'flr<.(t'l) eY\toY\c.es Mes p\o.no 
so'o'fe. R. \\ f.i. Como R. e.s neter\a.no ( pu~s R. \o 
es) entone.es t\ii. es p'(o~ec\i.vo. 

lj como R. es he'<edr\-o.Y-ío \! Ni\ f Mi\ enton
ces N~ es p'(o\\ec\\ vo ; o.s\, N R es p\Qno. 

:. NR es CCl~i p\m'\O. 



C API1"ULO 

TI 



AN 1 LLOS R.ECiULARES 
y 

AN\LLOS QIF 

l)et\nición.-Un Qnillo dR_ se \\Qma. IF de'fech.o 
(lt<\.) ~¡ ca_ Q R-m6du\o derecho ( i iq.) 
in.'áectivo es pla.no. 

Genera.\i"l:QYldo, -tenemos lo.. si~uiente. 
Definición.- Un. a.n.i\\o R_ se. !la.mQ QlF de.Yech.o 

(itq.1 si ca.do... R-módu\o de'<ec.ho (ii<4.J 
ca.~i in.~e.ct·ivo es CQ'S.I p\a..no. 

O b~e'(\f Qclones ·. 
<.)Es c\a.yo <::\ue. ca.da_ anil\o íe~u\Q'< es IF (pues 

cQdu. R-m6du\o es plano ) g Ql F (pues cQda. R-mó
du \o es ca.si p\Qno). 

ltl Ca_da.. anil\o QIF devecho (\?:q.) es lf de'(e.
cho ( tespectivo..mente. i?:q.). 

PoxQ ve'( esto , supon~Qmos que MR. es in~edivo/ 
de donde M EB E (R.) es ·m~ectivo. 

Como R. es Ql F se si~ue que M ® E (R.) es ca.'5i 
.p\QQO~ ~Q ~u~ Qdemá.s es 'f¡e.\, entonces es plo..no. 

:. M" es plo.no . 
. Teorema.. 6.1 =- Sea. R. un un·d lo pedec+o derec~o. En.

tonces fl es QI F <:...:> R. es oniseri Ql, Le., 
ca.dQ a.n.\ \\o cociente. de R. es QF. 

Demos tra.ción.:- l' '/ Supon~a.mos que R. es Q_l F . Po'< 
lo.. obsenQción (n J, R es Ir. 

A f11ma qoe R. es Q f. Pa.ni el \o , DQS ta.reí. (on. 



veY- que cQ4a... módul? in~ectl vo es pro~ectivo. 
Pe ro S\ MF- es in~ect\vo entonces es p\o..no 

~ como R es petfecto , MR es p-ro~ech\Jo. 
f\s( he.mes p'(obQdo ~ue. : 

R. e.s Q.1\= \\ ?e.'< fe do ~ R. es Q F . 
?o.'fo.. vex que. R. es un\ se.Y\o,.\ , hQ'! que p'<ob0-.'< 

q1Je. CQGQ _QYÜ \\o cociente de R. es Qf. 
Se.u.. R.. un QYÜ \\o coc\e.n.re. <le Y\. Te.1H.vnos que: 

t) R. pe.·decto =) ~ peYfec.To ( Y~Y l J, pQ~. 
u) R QIF '7 R. Q.lF . 

Po:ro.. ve.Y (u.) , sop. que. M"R es ca.~'l 'in\jec.t\vo; 
e.n.-\on.c.es es c\axo que Mi>.. es CQ'5i inláe.ct\vo ~ po'( 
\o ta.n-\-o , CQ'::i\ p\o..no. 

J\s\, M es R./o.nR.ttn- módu\o p\Qno, de donde. 
l"\ QS 'R I o...nF.Ofl - módu\o p\a.no. 

:. l"\lt es c.a..s\ p\o..no. 
Po'( lo -\-Qnto, R. es Ql.f ~ pe'<f~cto , ~ poY lo 

demos-\ra. do o.n.-h~.\'\o\m~ '\\ 1e., R. es QJ . 
'
1
?= \\ Sup. que M R. es ca.'5i. ~m~e.divo \\ seo.. R:= R./a..nfl.u·n. 

_ A~i'<mo que. MR. e.s co.s\ \nláe.c.1Lvo . S up. ~u e N f M 
es R- submódulo ~ {: N -~ f"\ e.s R.- homomo"<hsrno. 

Evr\onces f es R.- nomamo'<hsmo ~ pot ta.nto 
3 { l : M R. -) M R .; • f l \,.., :: t 

?e'(O es c\o:<o ~\Je f' E cndp_ ( M), ~ 0..5\ tenemos 
lo ~ue. Qt\'fmétbo...mos . f\de.~s , es c\Q'(O que MK e.s 
tie\ ~ P.e'Co po'f h1pótes\s , R. es QF ~ en P.QYticulQ'( 
es a:rtirüa.no . Se sl~ue po-r e\ teon.mo.. lt H, A l8 J, 
(\lJe. M"R es in~ectivo. 

Uso..ndo n.ueva.me.nte. e.\ he.ch.o de ~ue R. es QF, te-



nemo~ que MR es pro~echvo , ~ pof \o to.n.+o pla.no. 
:. MR. es co.si p\Qno , te., R. es QI F . 
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LQ si~uiente proP.o'Eiición nos do... una. co..rn.c.hri
t:o.c\ón de o.n\\\os re.~ulo.xes , lJSQn.do e\ concepto de. 
a.ni\\os Ql r, ~ el de dime.ns\Ón. débil. 
'PY-oposlción b.?.. :- Sea. R un n..nil\o. Son equ·\va.\e.ntes·. 

1) R es re~u\Q-r. 
n) R. es Q 1 F lá w ~H R) ~ i . 

D e.mostro.<:\Ón .- r) =) l t) Es obv\ o , pues sl R. es re -
~u\o..'C en-Tone.es ca.da. !\-módulo es p\Qno. 

:. R. es Q1F ~ w~!(R)-:. O. 
n) :-,c.) ?"Cabemos ~ue co..oa. R-módu\o es p\o.no. 

Seo.. MR un módulo , como R. es Qlr entonces 
R.es IF, de donde., ElM) es p\a.no. 

Pe'fo Pº' lo... ?YºP.· .LH 
1

, teYlern~s ~ue. ~·1 w~llR)~l 
entonces ca.do.. submódulo oe un. modu\o p\a.vto es p\o.
no . Po'f 1 o to..nto , 'MR. c.., E (M 1 es pi a.no. 
Dehn·1clÓtt.- Un a.ni\\o R. se lla.mo.. f( derecho (i~q.) 

~¡ R. es coherente d~recho (iX:q.) ~ R.i\ (11..R.) 
es copla.no. · 

R. se l 1 a.mo... F C ~¡ e5 FC den~c.ho e 
·11Q,u\er_do.___ . 

\J eo..mos Q\~onos 1esu\to.dos sobn a..rt\\ \05 f (. 

'?ro~osición b.~ :- Si -R. es coherente derecho e R.I ~R. 
es idQ.Q\ f.i. e.n-ton.ces a.nRtl) es f.ca. 
f\n.Qlo~Qmente \ -si R. ec;; coherente i~'t· 
e 11\. ~ R. es f.~. entonces Qn,_~I) €.S t.~. 



Demosh-Qción..- Sup. que R. QS conerente. dencho l(\ seo... 
1 -= R. X1 t ... + R Xn , X~ E f\. . 

. La.. pYü ebQ SQ reí. por i nd ucci ón sobY'e n ._ 
t) '5 i n-= 1, e on cs·1 deremos la.. suces·ión. exa.c fo..·. 

O a.nx- ( R.x1 )--R. f x1R O 
donde ·tt'f) = X,'( . [\~{, corno R. es coh.erenfe. derec~o 
en.1ovtCQS. xJ\ (l.S r\ni-\-a.men+e .. pnsen-ta.do I de donde., 
a.n'((Rx1) es f.i. 
u.) Supon.~a.mos ~ue va.le la.. p'ropos\c\ón poxa. n- 1, n\1. 
~ seo.. KI ~ [\. como nrdes. Por h.ipótesls de \nducclon, 
a.n'((\"\-x1-t··} Rxn-1l es t.i. ~ ,Pº'f el ca.st> (t), QYl1 (Rx . ...). 
es f.~. ~S\ 1 po'( ln.. p'Copos\c\on. J.iO, tenemos que. 

an"l1):: a.n"(R)(,t ... ~ RxV\ .. ,) Í\ QYL-r{ R.x,) es f.%· 
S\ !\ es coherente i1qu\erdo, es a.nó..lo~o. 

Proposición 6.'-\ .- Sup. que. RR. es cop,\Qno. EY\.+on.~é: 
t) a:o-c l 11 n I'I. 1 = a.n-r ll1) + QYl" (I,_) s \ 11 e 1'2.. 

son i dea.le.s nqu"i erdos f.~- · 
n) a.ny a.n;. n):: I si J¡i. ~ R. es princ.i pa. l. 

D e.most'(a..c\ón .-· t) 5 a..ne.mos que. lo.. con+e.n.c.'ibn. · 
o..n~lI1) -t Qn'(LI'L) e o..ny (I, n 11.) 

e~ vá.hdo... siernp't'e.. Aho'fo.... s~o... b~ Qny (I1 n TJ. nef"\
n\mos e\ mo'ff\srnD 

e: I,-r T'l.. _...,R.. . ..J. 0(-x.l-tx'L):: X¡-\ "X.'l...(Hb) 

e está.. b'1e.n defl'(t\do.., pues si -X,+~?..:: x: ~ x~· 
en:tonces X,-")(:= x~ - x'I.. E 11 f\1'2. 1 ~ como b~ °'""Ud'\1'1.) 
e'!Lfonce.s ( x'l..1 

- x'I.) b =o , o b\e. n. x~ b-=- Xz.b 
.. xi+ x'l..U+b) = X1-t -x.'2..--t x,_b-:: x,1 .\x~+ x~b-= 

-:. X 1
1 + x.; ( ~ .\ b ) . 
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Ah oro... bien> como 1\ R., es cophno entonces 
3 o(: R. _.., R. .--:i. o{ \J,.¡:r,_ ::: e . 

Sea.. a.=- cl(l) . Afirmo ~ue 1- o... E. a.n" (JJ) ~ 
1tb-o... ~ a.n.'((Ii.). s·, x,~l entonces 

x 1 -::.8(x,) =·c{(X,) ::: x,.o1.(l) = x,.o.. 
: • X, l 1 - Q) = O 

Si X-¿_E 1-i. entonces x'l..U4- b)::: e (x.J-= ol(lC,_)::: 
= x'-. d U)= x._. Q , de donde xL { i-t b- a_) = o. 

Pe\o €. ntonces tenemos que. 
. b-:: (! \- b-a.) - (1- Q) E Q\1" (Ji)+ Q'Cly(J.J 

li) Seo. a.E R. . S Qbemos que la. contenc'1ÓTl 
Q R e a n" a. Yl.R ( a. R..) 

es vó.\ido... siempre.. Ahora. se.o. b E o..nyO..Y\~ (a.R. ); detí-
n·1rnos e\ mo'<fismo 

t: R.Q-» R.. .1. t (ra.) = r·b. 
f está. b\en det\nlda.., pues si ro.-= Y1a. en+on.

c es ( 'r - 'f 1 
) • a..=. O , L e. , y - '<' E a n;. ( a. FU ~ e o m o su pu

s ·l m os qu€. bf- a.n"a.nJ. (a.R.) en-\once.s 
(r-r')·b-=O, Le.> rb=-r 1b 

AhorQ b\e.n. l como pJ\ e~ copla.no entonces 
3 ~ : R. -:> R_ ~ . % 1 Ra. ~ T . 

:. b::'fli.a.):: ~(a.)'.:. Q. ~(l) <; a..R. 
An.á.lo~a.ment~ se. p'<ue.ba.. que. 5¡ R~ es copla.

no en1once.s 
t) o..n.9. Cii r\ 1J = a.n.9.lI,) + Q'fi;.\I.J si I,, 1<- ~R. son. 

idea..\es d~'fe.chos f.~. 
n) QYl;_an"(I)-=-1 f)\ R.I~R. es ideQ\ p'finci?o...\. 

Corola.'<io 6.S' .- Si R.. es FC e.n1onces R. sa_i¡~-fQce fa. 
p'<op\e.do..d del doble. a.nu\a.dor pura. ide~ 



les ·11q. ~ derechos f.~., esto es, si 
.;{-:. ~Rr~ ll 1 I es r.~. ~ ~ 
()\:: 1i. Jp.~ R. 1 J es f.~. r 

enf onces 
i.)Q'<l;.lI} E. z ~ Qfl't'QYlJt(I~-:.I I \j lE {R__ 

sq 

o) QY\" (I) E a:\. ~ a.~ o.ny (I)-= l , \J I E ;f.. . 
Demostro..clón..- c.) Sen. I E 01... Como R. es coherente 
\1.qu\e.rdo, se.-sl3ue de. IQ P'º?· fi.3, que a.n;.ll) E.~. 

Supon~n.mos que 1-=- x,Rt ... 1xY\T\ ~ píobemos 
IQ ~e~undQ a.tirma.c\Ón. po'f in.ducc"!ón. <&ObYe n: 

a.) Si n.-::1 e.ntonces I es princ·1pQl ~ como R.R 
es coP.IQno , la. o.tirmQ(tón ~e si~ue. de IQ prop. 6.~. 

b) Sup. vá..\ido ~Q'fQ n-1 , n~'2... Como R e.s 
cohe.re.nte. ·11q. entone.es a.n..ll(x,R.t ... .\Xn_,R.) es r.~.~ 
como l\R. es cophno erdonces 

a.n'í (a nJ. (X, R t ... -t Xn .• R.) + QVl..e. ( Xv. R.)) -= a.n"r QVl;. ( X, R. t ... + Xn., R) t 
t o.n.,. a.n;. l 'Xn R) . 

~or hipótesis de ., nducc.\ón., te nema~ que. 
a.n'" QY'\;. (X, R t ... t Xn-• R.) -= x, R. t ... + XY\-• R. 

~ por la. P'ºP· b. l{. 1 a.nl" o.n~ rn.):: XnR .. 

:. QY\yQ'(\R. ( 1):: a.nr o. Y\;. ( x, R. t ... 4 XY\ R.) -= a.ny (o.Y!;. (x, R-t ... + Xn .• R) n G.n .. b .... R. )::: 
-::. x. l\ -1 ••• + xi'\ R.. -::. I . 

u) LQ prueba. es a.ncí.\o~a. a. ( t). 

Proposición 6.b:- Si R. €5 un a.n.illo FC sin ele.men
tas ni\ potentes d"is -\"Hrtos de cero en.
tonc e. s R. es re3olo.:r. 

D ernos+ra.c\Ón.- SeQ Qf ~ . Arirmo que. 
l\.Q n a.n;. (o. R) -::: o 

S up. ~u e. Y-Q E QY\.t (u. R)-= Qn;. (a.), Le.) r a.1.-= o . 



(,0 

:. (a.ruS·= (a.'fa.Ha.x-a.)= o.ra.'LY-a..:: o 
:. o..ro.. =o , po'f nue~+rn. hipótesis. 
:. (ya.)'L-='fO.'CQ::O, de donde., 'fa.:::O. 

Como R. es F C en.tone es a.nj. (a. R.) es t~. ~ 
por la.s proposic'1ones Q\YTe(1ores , Tene.Yftos que. . 

R.::. a.V\tlo)-: a.n/ R.<1. n Qnjl. (a.!\))= o.n .. ( f\.Q) ~ Qn"Q~(o..R)= 
=- Q nv <R. Q) +- a. R . 

:. ] X G O.Yly(l\o.) , n~ \\. .4. 1:: X.\- O.·í 

:. Q:)(Q-\-0.\0..... 

Pe.'(O (xa.I,_=- )(ú.XQ:::O, pues 'l<QX-=O. Por lofo.n.-
to , -xa.-=- O , de donde. 1 o..-=- n. '<O.. . 

Cox-olo.xio. 6.1 .- s ¡ R. e.s un Qrti \\o re con muto.. ti vo ~ 
, J{R}:. O entonces R. es re~u\a_x. 

Demostra.cion:- Como R.. es corHY\uto..11'io entonces 
N (R.) = \. x E R. 1 x es ni\ po +en-te \ 

lj sa.be.mos que·. N(R}cJ(R.)-=O 
Por \a.. p'<op. a.n~erior se. ~l~ue ~ue. R. e~ \'e~u\ax. 
En lo.. p'<oeba. de.I si~u\ente. te.cremo.., usa.'(emos 

una. propos·1c\Ón cu~Q pYue.bo... se encuentro... en llf 1 
(Teotemo. 'L): 
P'<o~o~{c\ón fi.B :- -Po.xo.. cua.\quie.r a.n"i \\o R.. , R. es I F 

sl ~ solo si R. es cohereY\te. l1q. ~ 
de.retho ~ !\R., RR son co?\a.no~. 

N ues1ro teorema. es: 
Teo'<ema. 6.q .- Sup. que. R. es un a.ni\lo conmuta..

t·1vo ~ es Q.1 ~ . En:tDnces 
R es re~u \a.'< <='> J (R.)::: o . 

1) e mosfra.ciÓYl .- 11 ?\\ Ob'<°lo po"< e\ teoYü'í\Ck. 2. '1. 



Gi 

''~\\ Supon~Q;nos. uhoru. que J(R_) =O. 
Por h1potesis , tenemos que R. es Qlf ~ por 

\o ta.n.to es a.n'tl\o If. 
Por lo.. p'<opos\ción 6.6 , R. es FC 
:. R. €S Qn\\\o FC conmuta.t\vo con.· J(R)=OJ 

~ o..s\, ~or el co'(o\a.'<io 6.":f, R. es 'r'e~u\Q'(. 



Gl. . 

E~emplo i .- Este. es un ejemplo de un R.-módu\o 
coplQno que no es ·rn~ectivo. 

Sea. R. el a.nil\o "7L7..!N • Es c.la.-ro que R. es 
a.ni\lo Boole.o..no l<1 por \o ta.n-to re~u\a.'<. 

A~\, su.be.mas · en-Tonces ~ue. ca.do.. R.- módulo es 
cop\o..V\o . En pQ\"Ttculo.Y > el módulo M-= 'll.'2..(rN) • 

\Jeo..mos '1ue. M no puede ser in~ecf\vo . ?o..xa.. 
e.llo, ba.staxcí. yer ~ue M es esencia.! en R.. 

Pero ~\ I ~ R es ideQI dis·hn-to de e: ero en.
tone es 3 x=(Xn.)mi», xE-I-1o~. 

Sup. que xn., = 1 ~ seo.. ~=l~Y\)"~"" f: R. -ta.\ que·. 
<an. -{ !. ~I n.:: n. . 

- O o-ftc. C<\f>O 

:.. ~- x e;: I ( Pº'< ~e'( I i deo..\J 
· Pe.ro ~· x =(o, ... , !.n •• o, ... ) E. M 

· I. ri M i: \o) , l.e., M f R. 

Ejemplo 'l.- EtCte. es un ejemplo de. un a.ni\\o QI
~e.Yle.ra.li~a.do que no es QI. 

Por \a. te.orfo.. '<e QI i t:a.dn. a.nTe.Yiormente , nec e
s\ tá.ba.mos ·un QV\l\\o n:~u\QY, coY1muta.1ivo > a.uto\n
~ect¡vo ~ e\ cuo.l conf€nia. un idea..! ~ue. YlO seo.. 
ln~edivo . Nue.vo...mente , se.o.. R.= 'll.i.LN e I = 7l.i.~). 

~o.. ~o.bemos que R.. es re~u~o..Y 1 coYHn~ta.tiv_o 
(lj po't" \o +a.n\-o \J-a.n\\\o) ~ ~ue. I no es m~ect1-
'<º . f\'Ci\, ~o\o no~ ro..\to.... pYoDa.'< que 1\. es Quto
in'<\ec T\ vo. 

· . Como R. es V- a.n\ l\o entonces ca.do... R..-mó
du\o slmp\e es ln~ec1\\/0 . 



En po.:dicula.\, ca.da. rn.ctoY 
{ Ó \ X ••• X 'll'I... X l O l Y... •• 

e~ Í"\.- mÓ OU \o in~ed iYO • (orno p'<oducto dl'<ec\-o de. 
in'áe.c.~\vos es in~ect'ivo e.n-\:onces R. es ln~ec.hvo. 

E~emp\D 3.- EstQ e.s el elemplo de Co1:lens de.\ a.n·1-
\ \o de los polinomios d·1 rHencia.les , el CUQ\ 
no~ servirá. p<l'<O. demosho..'< ~ue ex.isten 
a.·,fdlos QI-~en€.ra.\ii.o..dos que. no son. 
'<e~u\a..ye.s. 

· Det\nición. .-·Se.o. R. un o..n\\ \o . Uno.. de1iVQci6n de R. 
e.s una.. func"1ón. 1): R_-~R. fa.\ ~ue: 

t) 1) (Qt b): Dto..) + Dl b) 
n) D(Qb) ~ Qi)lb)t D(o..)·'o,\:Ja.,bER. 

PoY e.iemp\o, si rER.. es fria en ton.ces 1\: 1\-.,R_ 
fo_\ que. D'< (o...) = O.'< - 'fo... , es un.a.. de'(wo..ción de R... 

f\h.oro... bien., s\ 1) es un.o... der'l\./Clción. de. R en.
tontes e\ QY1i \lo de. po\i no mios R_ [x l es +a.mbién. 
un o.n.\\ \o bQ~o la. sumo_ usua.\ de po\Jnom·1os ~ -e\ 
~reducto det1nido po'C : 

X· <i. = a.x + D(o..c) si o..E R. . 
De.ttnición :- t\ Qni\\o de riolinom°los diferencia.les so

b'(e R. en la.. 8eri'i'a.clón_ D , de.nota.do por 
R.lx,Dl e.s e\ ani\\o definido Qniba.. 

A\ 1ioQ\ ~ue en e\ a.ni\\o u5ua.\ R.Lx.J / de~l-
nimos e.\ ira.do de. t ~ R._[x, Dl como ~ 

~ ( f )-=: n. s l t -= ~ +- Ql X -t ••• t a. 'I\. 't.. I a.11. t- D . 

Obse'fva.cion.e.s =-

t) Es fá.c.i\ pYobo,.\ ~ue. \f n)o SQ ti€ne. q~e.: 



)(n..o(. = Dn(ol) t ... + 1'.··· ~~-K-\l) 'SY'--\cl) "XK t ... -t rf... -X..n. 

u) Si R.-= K es url. ca.mpo en. ton.ces : 
Q) a(r·~)=~lt)-tól~) \1-t,~E. KCx,'Dl 
b) Pa.'(Q. ca.da.. f, ~E [([x,bJ 3 ~. 't' E \'\[x,Dl 

Ta.\e.s que.. t::. %~ + '( COY\. Y:O Ó Ó(y)¿ '(¡(~') 
la. p'fue. ba. es \o.. m·\'3 ma.. ~ue. la. de.I ca.so de. 

a.vüllos de.. polinomios ucsua.\. /\demá.s, TQmnie."n se tie. 
ne ~ue ·. 

b1
) Po.ro.. co.dQ f, ~E K [x, D] 3 q 

1 
\E K [x,D] 

tQles ~oe.. {::: q.~ ~ '( con 't"-=-O · ó ~lY l< ól~). 
Como consecue.ncia. de Lttl tenemos: 
ltt) K[x,"D] es on dom.\nio de. ·1de.o..le.s p'{mciP.a..

le.s í ~quie\do ~ de'íech.o . En. pa.rticu la."_, es ne:lerio..
no 11~. \1 de:recho. 
Detin\c'1ón. .- Un_Q ecuQ(IÓR diferenc'w..\ lirteQ\ homo%e.

n.eo.. en.. 1) sobre. K es Lm.Q ecuQciÓn. de lo... 
tonna.: n 

L et¡_ 1{ Cx) ::. o a.t E. K o~ t ~ n. 1.1 n )0 
t~b , a 

?'t'opos1c'!ón. l i :- Sup. que. cQdo.. ec. dí f. l irteQ\ h.omo
~ene.o... en. 'D sobre K t·1en.e. un.Q so\udón · 
na lr\'Jio..\ en. K ~ sup. ~ue 

-f = Clo t G1 'X. -t ••. -t a. ...... 'í."" 1 a...._ t- O 

En:\-on.ces 3 Qt. K \\ ~E: K[x,Dl tQ\ ~ue.-. 
. oJ::(x+l)-~ ~· ó(~)=m.-i. 

Demostra.ción. .- Sea.. ~ = bo t b, x -1: ••• + bli'o._, -x.m.-i. Tra.1Qmos 
de en.con.tYo:r d ic flQ'S bi. E I~ ~ QE K ta.\e s que : 

Q·t + (~T.i).~ =o 
O Di€n., h.acien~ _la.s op~rQdon.es , l'I\_, 

O= a.0-o + QQ,x 1 •.• -+ QQ'ft\ 'f... t -X. bo t xb,x-\ ... + 't..btl\_,"i.: t ~=.o 
1 



'= (QQo .\- l:)(bo J +bol t (O..Q 1 + bo 4 \)(b,) + b,) "X -\- ••• + 
+ (a_a.m-1 + bm-1- t-D('om-1l+Dm_ 1)'Xm-\+ (a.a.Yl'L+brn.-il~m 

Así , ten.emes que 1e50\ve.'f el sisteTTla.. ~ 
Qcto t D( bel) t bº = o 

QCl¡ + b0 + D( b, ) + b i =- O 

QUin-1 + bm-1. + I) ( bll\-1) i- bm.-1 =-O 

QQl'l\. t- bl\'\-1 ::O 
Despe~a.ndo bm·1 en. IQ 61 +·1ma_ 1~uo. \da.d ~ sus

ti1u~e.ndo lo.. en. IQ penúltimQ , etc.) obfenemos una.. 
ecuo..ción. di fe renQ._oJ ~qu\ va.\en. +e 

L. e;:!/ (o-.) = o C<. E\<. o!:: l f m. 
l:a I 

Por h.ipófesls , é'5to... t1ene. soluc'ión no +~ivia.I en. K, 
~ de. a~u ( se si~ue e! ye su\ ta.do. 
Co'folQ'fÍO l {_ .- Si ca.da. e.e. di r. 1 inecd h.orno~enen_ en. D 

sob'fe I<. tien.e. solución no triviCL\ ert 1\. 
en.1onces los únicos elementos ineduc\
bles eQ \\ [x,)) 1 '5on los de ~ra.do .L Po\ 
lo tQn1o, c<l.dQ K [x, DJ -módu\o de'fec~o 
simple. es de lo. tO'<ffiQ. \<[x.,J>1 / (x-ot) K[x,DJ. 

Dern.ostrn.ción =- Es oby\o, po'C lo demoshRdo a.n.te'rior
men.te.. 
Der\ nición. :- Seo. K un CQmpo · ~ }) un.Q deYi YQción en 1{. 

Dec"1mos que. K es un cQmpo dite'fenciQI onI
'/e'(sQ\ f)i Yn.'/,O ~ \f p(X) E:. \\[X1J" .. )1n'rJ- K .. 
la_ ecuQc\ón p(-x, tl('K)r··, Dn(-x.)) =-o tiene ona.. 
f)o\uc'lon en K ~ CQGa.. ec. diT. hnecd hamo~ 
~e.nea.. en. D sc:ibre K t\ene. so\. n.D 1fr1ioJ e.n K. 



6b 

De Qquí en. a.de.la.váe , supondremos que. I< e'() uYL 
ca.mpo diterenciQ\ unive'fsa.\ ( ta.\es ca..mpos exicsfen, 
por e~emplo, por un ~e'5u\ta_do de Kolch'..in , '5i \\_ es 
un ca.mpo de ca.ra.cl-ensrico.. cero -~ 1): l{-·d<. e~ un.o... 
de.riva..cíon e.n.-\-onces existe. un campo U ~ue con.t1e11e 
a.. l< ~ D': U _,,u deriva..ción. que. exhe.n.de. o.. 1) t-a..\ 
~ue U es un. ca.mpo diferencia..\ urüve.rsQ\ ). 

Propo'5ición. 1."5.- Sea. R.= I< [x,U] ~ \je{= R-} lx-o1.) R., ~El< .. 
Entonces vtL es R.-módulo di'{l5ib\e. 

De.mas tra.c1ón. .- Ha~ que. ver ?iue \J f E R - {o~ 
V«c\J"'-·t. 

S1 tE: l\-1o} es obvio. Sup. ~ue. t= )(-p, f)EK ~ 
sea.. ~E R-\o~. Ha.~ que proba.Y que. 3h.,8t:I\ .-i. 

~= h..(x-f>J t (x-o1.)-8 
i) S¡ ~(~)-=-O en.ton.ces ~E K ~ con.~·lderemos el 

po\in.omio 
p(x,D(x))= -~ + (15-ol.)·-X .¡. 1)(-x.). 

Como K es un ca.mpo diferencia.! un·tverso.\ eráon.-
ces 3 bEK .4. p( b,t)(b)) =-o > l.e., 

· ~= (~-ol)b -rl)(b)~-bx+bx+D(b)+~b-oLb= 
-= -b.x.-\- x.b + b~- ctb= -b(~-~) + (x-.i).b . 

ti.) Si d(~)'>o e.n.+onces ?i q,'íER. ..i. 

-~""e x-c<.)-q + • con 'íf: /{. · 
Po'f el ca.~o (l.) -\-ene.mas que: 

1-:: -b(x-~/ + (x-cl).'t) p,a.ra. Ql3una.. bEK. 
:. ~=- -b(x-~) r <x-ol)·(~i b) . 
. ·. · V,( e \./11.. t, ~u~ es lo que ~uerí Qffi0'5. 

El · ca.<&o cua..ndo e\ ( f) 'J i es consecuencia.. inmediQ-



(.;=f . 

+o.. de que f-=. o..C~-ol,)··· Cx-c1.") ~ del C.Qso ól·O=l. 
Co'<o \Q\i o 1. "l .- fl = \{ ( )(, D 1 e.s \J- Ql\.i \lo d execko. 
Demo5t\a.ción_:- Es obvio 1 ~Cl que cCldo.. R-módlJlo ~;1m
p\e es di\/\cs1 ble. ~ como f\ es de id.ea.les p·<in.cipclles 
evdon_ce.~ ca.do.. R.- módu \o simp\e. e.s i n.~e.ch\lo. 

A~\,, Piª' l~ WºP· de B~'\'d [ 3 l s~ s\gue. '=\ue. R. 
e.s un. o.xt.i\ \o Ql. ( d·1ch.o.. prop. n.os ~a.\mt1110... qoe. ca.da.. 
V- Qtl\ \\o deíe ch.o , dom\n.io de i oeQles p'<inci pa.\es dere..
ch.o ~ qu~ SQfi'5ta.3a.. ACC sobre 1 de.oJes p'(\n.c\pa.\es 
'izquleYHos es a.vül\o Ql) 

Fm.Qlme'trte, R. n_o es re~ll\Q\ pue.~ si 1= "l E R. 
~ j ca E R_ .-} . f :: t ~ t erdonceS ~:: ca t , de don.de. , 

() =Ó(i)-= d(~) + ó(\') ~ 

Eáemp\o L./:- ~ste. es on_ eje.mplo de un. módulo que e.s 
ce..~\ p\a.n.o puo n.o es p\a.n.o. 

Sea. fl.=-¡¿ ~ consideremos e\ 7l-módu\o Z:7p con.. 
. p-pr\mo. En.1on.ces R/a.n~JZZr1 = 7l./f72. ~ L2y. 

f\~( , como Z?p es phno como Z?f- modulo enton.-
ces po'< \Q P'ºP. 5. i , Z?p es "11.- módulo CQ coi plo..n.o . 

~e'fo "llt: . no _es· "1!. ..;rn_ódu\o pla.no ~a. (\Ue no es 
hb'<e de to'Cs\6n.. 
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