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R E S U M E N 

En este trabajo se presentan dos programas de c6mputo que pe! 
miten, ~no de ellos, encontrar las velocidades críticas y deforma­
ciones modales por el método de la matriz de transferencia y el 
otro obtiene el sistema 6ptimo de masas qu~ balancea un roto usan­
do el método de coeficientes de influencia. 

El trabajo incluye una serie íle dntecedentes teóricos sobre·­
vibraciones que introducen al análisis del problema rotor-chumac~ 
ra. Una vez establecido dicho problema, se qresentan algunos de -
los diferentes métodos de anAlisis para encontrar velocidades crí­
ticas, deformaciones modales y balanceo de rotores. 

El siguiente cap,tulo presenta las bases teóricas para el mo­
delado de rotores, las cuales, permiten la introducción del rotor 
real al programa de cómputo que calcula sus velocidades críticas. 

Por Gltimo, se indican las conclusiones a las que .se lleg6. 



1 N T R o D u e e I o N 

Todo sistema físico con cierLa masa y elasticidad, es suscep­
tible Q~ vibrar. Una vibración puede provocar condiciones de ine~ 

tab1lidad que sean origen de una falla o inclusive, condiciones de 
operación riesgosas que lleven al paro indefinido del sistema. Si 
é$te fuera el caso en el equipo tur.bina-generador de una planta 
tcrmoelictrica, el impacto económico, no sólo se verla refltjado -
en la planta, sino tambi~n sobre la región a la que suministre 
energía. Es por tanto necesario conocer los aspectos de la opera­
ción, que involucren mayor riesgo, para poder asl establecer medi­
das pre•entivas. Uno de estos Jspectos criticas, son los niveles 
dt vibración del sistema turbina-generador. 

El desarrollo de este trabajo consta de ocho capitulas, en 
los que se describen los fundamentos para determinar los nive1es -
rle vibración de un sistema turbina-generador. 

El primer capitulo contiene los antecedentes t~áricos impor-­
tantes para la co'llprensián del resto de1 trabajo y en general, de 
las vibraciones en rotore~. 

U capitulo II, analiza los parámetros que definen el proble­
ma rotor-chumacera, tales como: el módulo del vector cte posición -
del centro geométrico del rotor y la fuerza transmitida. 

Siendo uno de los objetivos la determinación de velocidades -
cr':ticas, el capitulo llI presenta dos mitodos para el cálculo de 
las mismas. Estos métodos son el de Holzer y el de Prohl. Holzer 

'analiza los sistemas sometidos a torsi6n y Prohl analiza los sist! 
mas sujetos a flexión. Las velocidades críticas y deflexiones mo-
dales se calculan por medio de la formulaci6n sistem~tica de Prohl. 

El capitulo IV referente al balanceo de rotores, describe ;nl 
~ialmente el análisis modal. Se presenta además el método de coe­
fici,entes de 1nfluenc1a mediante el cual, se puede balancear al r~ 
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tor a una determinada velocidad~ 

En el capítulo V, se presenta el modelado de rotares como he­
rramienta para el cálculo de velocida~es críticas y deflexiones m~ 
dales. Este modelado permite considerar en forma general las va-­
riaciones de diámetro en el rotor. 

Los capítulos VI y VII, contienen la descripción de los pro-­
gramas para el cilculo de velocidades criticas VCR-MATRA. Y para 
el balanceo de rotores SACOIN respectivamente. 

Como último capitulo, se presentan las conclusiones a las que 
se lleg6 aplicando los programas VCR-MATRA y BACOIN. 

Finalmente, se tiene un apindice con dos programas en lengua­
je BASIC para microcomputadora. 
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!, ANTE CE O ENTES T E O R 1 C O S 

los conceptos sobre la teoría de vibraciones son la base fun­
damental del análisis de vibración en rotores, y de istos se d2s--· 
prende precisamente la formulación del problema en estudio. 

En este capitulo, se presenta una breve discusión sobre la 
teoría cte vibraciones para casos particulares afines a nuestro ob­
jetivo. 

Para fine~ de anilisis y modelado de sistemas flslcos, clasi­
ficaremos a istos en discretos y continuos. La caracterlstica 
principal de lor, sistemas discretos está en la concentración de rj_ 
gidez y masa en determinJdos puntos a lo inrgo del mismo; en cam-­
hio, un sistema continuo tiene la particularidad de una distribu-­
c16n uniforme de masa y rigidez. 

1.1. Sistemas discretos 

Analizando un sistemJ en forma discreta, la concentración de 
parámetros nos permite aplicar métodos numiricos en el planteamie~ 

to de su solución, con lo que facilitamos en gran medida el estu-­
dio de un problema de parlmetros concentrados. 

1.1.1. Vibración libre en sistemas con ur. grado de libertad 

La vibración libre flsicamente tiene una importancia partlcu-. 
lar, ya que el sistema perman~ce en movimiento oscilatorio ~in la 
existencia de alguna fuerza externa que lo excite. La Figura 1.1. 
muestra un sistema masa-resorte y la Figura 1.2. un slstem~ masa-­
amortiguador-resorte, 
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m m 

Figura 1.1 Figura 1.2 

cuyas representaciones matemáticas son respectiva mente [l] • 

ii + _k_ 
m 

)( .. o ( 1.1) 

¡¡ + 
_ c_ x + _k _ X • o m m (l. 2) 

donde: 

e P.S la constante de amortiguamiento 

k es la cons tan'te de rigidez 

·x es la ·aceleración 

x es la velocidad 

X es el desplazamiento. 

La soluc16n general de las ecuaciooes diferenciales (1.ll. y -

(L2) es de la forma [..l], [2] • 

·i, 

' 
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X ( t) ..... (1.3) 

con e+ ~k' 
Tm V w - m (l. 4) 

La ecuación (1.3), representa una curva del tipo armon1co ma­
nifestando así el comportamiento del sistema en el tiempo, c 1 y _c 2 

son constantes que están determinadas por las condiciones inicia-­
les. 

1.1.2. Vibración forzada en sistemas con un grado de lioertad 

Este tipo de vibración, se presenta cuando el s·istema es excj_ 
tado por una fuente externa, tal como lo muestra la Figura 1.3. 

m 

Feos CA1t 

Figura 1.3 

1 • 



Se analiza este caso, ya que para el presente traoJjo, ia 

fuerza centrifuga debido a la deflexión del rotor, e;iuivaldria a -

u11a fuerza ex terna. 

La ecuación general de movimiento de estos sistemas es: 

mx + ex Kx = F CDS wt ..... (l. 5) 

siendo F la fuerza y"' la frecuencia. de excitación. La solución -

para este tipo de ecuacicnes es de la forma [3] 

x(t) = X11(t) + Xp(t) ..... (l. 6) 

donde 

..... (l. 7) 

y 

Xp • X cos (wt - 0) ...... (l. 8) 

Como nos interesa solamente el estado estable del sistema, sólo 

mencionaremos la solución particular, ya que el efecto de las con­

diciones iniciales es transitorio [2] 

donde 

0 

{r: w 21 L! - (-)] wn 

F ..... (l. 9) 

..... (1.10) 

(Í.11) 

i; el factor de amortiguamiento y 0 el defasamiento entre la· 

de excitación y el. desplazamiento. 

,· 
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l.l.3. Sistemas con núltiple grado de libertad sin excitación ex-­

terna 

En la Figura 1.4, se muestra el caso ~eneral de un sistema 

con n grades ele 1 ibertad para un movimi.ento rectilíneo, mientras -
que la Figura 1.5, representa un sistema co11 dos grados de liber-­

tad, que son establecidos por las coordenadas x y O, donde E es ·~l 

centro de masa. 

L Xi X, Xi Xn 
¡-..... 1--- ¡.....;.... ~ 

' -· . 

~~:.::i]Tr 
Figura 1.4 

F~ 
!x \· 

. 

- . -t-: ~ - - - -c::=:;-:==---=-:J:...;-=-~-~--+.J;...,=--=~--;__J_ ··-r. 

í 1 
a b. 

Figura 1. 5 
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P11ra la Figura 1.4, las ecuaciones de movimiento son [l] 

cuyas 

m1x1 · • -k1x1 - kz(X1 - x,) 

m1x2 -k2(xrx1) - kdx2-x3) 

mnxn • -kn( xn- xn- ¡) 

soluciones propuestas son: 

X¡ X 1 ·sen wt 

)( 2 = X 2 sen wt 

Xs = X s sen wt 

xn = Xn sen wt 

..... (1.12) 

1 ..... (1.13) 

J 
A fin de comprender mejor el comportamiento de este tipo de probl! 
mas, se hará roferencia a un sistema con tres grados de libertad. 
por •simplicidad de desarrollo. Encontrando las segundas derivadas 
de la ecuación ( 1 .. 13) con n ~ 3 y sustituyéndolas en la ecuación 
(1.12), se obtien~ el siguiente arreglo matricial: 

[

-m1w 1+k1 +ki 

-k1 

o 
..... {l.14) 

'·_·,.O 

'.· .,. 
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Esta ecuación es homogénea y en razón de que las amplitudes no pu~ 

den ser cero, entonces Ja suma de las matrices de inercia y rigi-­
dez debe ser una matriz singular para satisfacer la igualdad, es -
decir, ~u determinante tiene que ser igual con ;:ero. El desarro--
110 de este determinante será la ecuación característica del sist~ 

ma. Resolviendo ésta, se encuentran las raí~es que satisfacen di­
cha ecuación. Las ralees obtenidas son las frecuencias natura~es 

del sistema. 

Para el caso genera 1, se definen los elementos de la ecuación 
(l. 14) corno: 

'!> 

ffi¡ 

(H] D o 

~ 

K 11 

K21 

[K] • !C 11 

Kn1 

{X} • 

o 

o 

Ku 

K22 

K12 

Kn2 

X1 

Xa 
vector 

Xn 

o 
o 

rnnJ 

K1n 

K2n 

Knn J ;, 

matriz de inercia 

matriz de rigidez 

desplaza mi en to 

-
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1.2. Definición del problema de valores característicos 

Las limitaciones del análisis de los sistemas con múltiple -
grado de libertad lleva a usar métodos matriciales, ya que el man! 
jo de ecuaciones es fácil y al mismo tiempo la teoría sobre matri­
ces está ampliamente desarrollada. 

Como se acaba de ver, el determinante de la ecuación matrf--­
cial (1.14) nos conduce a la ecuación característica del sistema. 
La forma matricial de la ecuación general de movimiento es: 

( - w 2 [Mj + [K] }{X} : {O} ..... ( 1.15) 

se estudiará esta última ecuación a partir de la matriz diná­
mica, la cual se define como la suma de las m,atrices de rigidez y 

de inercia. [2] 

Matriz dinámica = [-w 2 MJ + [KJ ..... ( f.16) 

Premultiplicando la ecuación (1.15) por [Mr 1
• se tiene: 

.... {1.17) 

como [M] · 1 [M] 

y [MJ" 1 [KJ = A 

!-Iw 2 +A} {X} • O ' .... (l.lá) 

haciendo w2
" ¡. 

{~ - ll} {X} • {0} . . . . . ( i.:19) . 
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Siendo la ecuación característica del sistema el determinante igu! 
1 ado a cero 

IA->-Ii=O ..... (l. 20) 

los valores caratterlsticos son las ralees de la ecuación (l.20). 
Estas raíces representan los valores de las frecuen,ias que satis­
facen dicha ecuación, o sea las frecuencias naturales del sistema. 

No se analizan los sistemas de múltiple grado de libertad con 
excit~ción, ya que lo único que interesa es evitar, en lo máximo -
posi~le, que el sistema trabaje.a alguna frecuencia natural para -
no caer dentro del fenómeno de resonancia. 

l.J... Ortogonalidad de los modos de vibración 

Su:;tituyenrto los valores característicos en la ecuación de mE, 

vimie.1to se obtiene un vector, el cual describe el comportamiento 
del sistema a una frecuencia natural determinada. Este vector es 
precisamente el llamado modo principal de vibración. 

Los modos principales son vectores ortogonales entre si, o 
sea ~on vectores linealmente independientes y esto puede demostrar 
se por e; principio de orto~onalidad que establece; 

donde: 

E~ base ~ las matrices de rigidez e Inercia, se tiene. 

m; X l Xj • {~ si i / j} 
si j = j ..... (1.21) 

Xf y Xj son los modos de vibracion o vectores propios del si1 
~ema y mi es la matriz de inercia o de ~asa. 
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1.4. Métodos de obtención de frecuenc:iA,s naturales 

La obtención de las frecuencias naturales de sistemas con va­
rios grados de libertad es generalmente laboriusa, por lo cual, la 
utilización de métodos numéricos facilita la obtención de las mis­
mas. 

Ahora, la aplicación de programas de cómputo a los an&lis~ -
realizados con métodos numéricos facilita la solución de problemas 
de valores característicos. A continuación se presenta el método 
de Raylelgh, para determinar las frecuencias naturales. 

1.4.l. Método de Rayleigh 

La utilidad de la presentación de este metodo en el prcblema 
de valores caracteristico;, radica principalmente en Ja buena apr~ 

ximaci6tt que se logra al obtener las frecue~cias respecto a Ja fu~ 
damental. Precisamente dicha frecuencia ser& en muchos casos la -
que más interese, por Jo cual no siempre se requiere calcular to-­
das las frecuencias. 

En general, en sistemas que contienen elementos flexibles ta­
les como resortes, vigas, J~ frecuencia de Rayleigh será muy próx! 
ma a la fundamental. 

Definiendo a M como el momento flexionante y a o como la pen­
diente de la curva elástica, se obtiene en forma diferencial la 
ecuación de la energia de deformación que es· 

l H d~ -r 
y mediante la teorfa de vigas 

{1.22~ 

....• (1.23) 
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dondg R es el radio de curvatura. 

Oc acuerdo a las consideraciones hechas, la energía de defor­
mación es 

1 M2 1 El d 2.v 2 

Umáx 2 -zlrrdx=-z f(ifXZ") dx (1.24) 

La integración debe realizarse. a lo largo de la viga. La 
ecuación para la energía cinética está dada por 

..... (l.25) 

en donde "y" es la curva de deflexi6n. 

En un extremo, la energía total acumulada será la energía ci­
nética o la energ1a potencial. Entonces igualando ambas expresio-
nes se obtiene la frecuencia Jproximada a la fundamental. [~ 

w2 • 
d 2y 

!El (d'X"<) dx 
Jy 2 dm 

1.5, Sistemas continuos 

..... (1.26) 

An¡logamente al caso de los sistemas discretos se menciona ·la 
carac:terlstica principal de los sistemas continuos, es ~ecir, la -
uniformidad en la distribución de masa y rigidez. 

En esta sección se consideran algunas formas de vibración de 
cuer'pos elásticos, cuyas soluciones estarán referidu a movimien-­
tos armónicos en correspondencia a cada raíz de la ecuación de fr! 
cuencia planteada. 
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1.5.1. Vibración torsional libre d~ una barra de serclón uniforme 

La. expresión matem~tica para el comportamient~ jJnámico del -

sistema viene dada por [2] 

c2 ..... (l. 27) 

Para esta expresión :JT , donde G es el módulo de rigidez 

torsiona1 y p su densidad. La solución de la ecuación ( 1.27) es -

de 1 a forma [l] 

e(x, t) = (e 1Sen wt + c 2 ces wt) (e is en ~ x + c,cos ~ x) ..... (l. 28) 

1.5.2. Vibración transversal libre de una cuerda 

Para este caso, la ecu~ción de movimiento es [4] 

..... (l. 29) 

siendo e = rr o velocidad de propagación de la. onda a lo largo 

de la cuerda. Donde T es la fuerza de tracció" y p su densidad. 

La solución general para este sistema viene dada por [4] 

Y(x,t) • (c 1 -sen wt +c 2 cos wt) (el sen~ x +e, cos ~ x) ..... (l.30) 
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11. DE F 1 N 1 C 1 O N D E L P R O B L E M A 

R o T o R - e H u M A e E R A 

Un sistema rotor-chumacera, en su forma mis sencilla, consta 
de una flecha soportada en un par de apoyos Figura 2.1. Estos ap~ 
yos a su vez, pueden ser rígidos o flexibles. 

Figura 2.1 

La funci6n de este tipo de sistemas es permitir libremente el 
giro de una pieza simétrica axialmente, con minimas pérdidas por -
fricción en sus soportes. 

La vibración en un sistema rotor-chumacera, es debida a la 
··fuerza centrífuga producida por el desbalanceo existente en el ro­

tor. 

Considerando un disco simétricamente .colocado entre dos sopor 
tes, como lo muestra la Figura 2.2, su centro de ma;a. Cm se encuen 
tra a una distancia (excentricidad) i del centro geo~étrico E del 
disco. 

;. 
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Im 

Figura 2.2 

Su análisis dinámico se hará suponiendo una fuerza restaurad~ 
ra del eje y un amortiguamiento viscoso actuando en E . Para el -
caso m&s general, se supone girando al vector r a una velocidad i 
y al vector a a una velocidad w. La ecuación de movimiento del -
sistema es de la forma [5] 

m ~ (a + r) -C r - Kr .•••••. (2 •. 1) •. 

donde a y r se definen como 

','> 
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¡¡ ,, a e iwt ( 2. 2) 

-r iilt = r e ( 2. 3) 

Obteniendo las respectivas derivadas de las ecuaciones (2.2) 
y (2.3) y sustituyendo a éstas en la ecuación (2.1), se tiene: 

Para el caso en que la velocidad e del vector r , sea igual a 
la velocidad de rotación w del vector a , la ecuación de movimien­
to del sistema rotar-chumacera es de· la forma ·[s] 

-mrw 2 + iCrw + Kr = maw' (2.5) 

De la ecuación (2.5) se calcula el módulo del vector de posi­
ción r , del centro geométrico E, respecto al eje teórico de giro, 
el cual es 

1 r: 1 = 
m a w2 ..... (2.6) 

Si se considera al sistema crltlcamente amortiguado, se tiene 
que 

Ce 2 .r-Rñ1 ..... ( 2. 7) 

íl • _!L 
tun (2.8) 

y ' . e 
Cc ( 2.9) 

donde: 

Ce es el coeficiente de amortiguamiento critico, 
w es la velocidad de excitación del sistema, 
wn es la velocidad critica del sistema, 

.,., 
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K es la constante de rigidez del rotor, 
r.1 es la masa del disco, 
e es el coeficiente de amortiguamiento, y 
¡;; es el factor de amortiguamient~ ~n el sistema. 

Dividiendo entre wn a la ecuación {2.6) y sustituyendo las 
ecuaciones (2.7), (2.a} y (2.9) en la ecuación (2.6) se tiene que 

( 2. 10} 

y el ángulo de defasamiento entre la fuerza excitadora y el vector 
¡¡:¡ 

ta -1 2 i; ¡¡ 
n ¡:-¡rz ..... (2.11) 

Para obtener la magnitud de la fuerza transmitida, se toman -
los módulos de la ecuación ( 2. 5) y utilizando las ecuaciones (2. 7), 

(2.8) y (2.9) se tiene 

r J 
lliz 

F t r = r ._ l + ( 2 i; n )2 ..... (2.12) 

En la Figura 2. 3 puede observarse la construcción de la fuer­
za transmitida. 

Figura·. 2 .. 3 

-.. ,,, 
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Al sustituir el m6dulo de r en la ecuación (2.12) y trabajan­
do algebraicamente el numerador y denominador con las ecuaciones -
(2.8) y (2.9) se obtiene la fuerza máxima transmitida, cuya ecua-­
ción es 

Ftr máx = ..... (2.13)-

Q 1 _ 11 2 l 2 + ( 2 i:; r. 12 J 1/2 

De la ecuación (2.13) se obtiene la amplitud máxima de la 
fuerza transmitida que está dada por 

..... (2.14) 

y el ángulo de fase entre la fuerza transmitida y la fuerza excit! 
dora es 

y= ~. tan·1 (CKw) ..... (2.15) 

Para complementar este análisis, se menciona el fenómeno de -
cabeceo. Este fenómeno.se define como la trayectoria que describe 
el centro de masa de la sección, debido a la rotación del vector r 
alrededor del eje teórico de rotación, más la rotación del vector 
a con respecto ar.centro ge'lmetrico de la sección, como lo muestra 
la Figura 2. 4. 

i·. 

,¡,· 
'~·... - . 
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Figura 2.4 

El c~beceo se ~resenta en un rotor debido a la excentricidad entre 
el centro de masa y el centro geométrico de la se;ción. Las tra-­
yectorias que describe el centro de masa tienen difHentes config~ 
raciones, las cuales son generadas al pasar el rotor por sus velo­
cidades criticas [~ 

.. :,-" 
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111. V E L O C 1 D A D E S e R 1 T 1 e A s 

El análisis dinámico realizado en el capítulo anterior, nos -
permite obser~ar que en el sistema rotor-chumacera se genera una -
fuerza de excitación, la cual, es máxima a las velocidades críti-­
cas. En este capítulo se presentan algunos métodos para la obten­
ción de estas velocidades críticas. 

El método del Holzer, analiza a los sistemas torsionales, to­
mando en cuenta el momento torsional y la deflexión angulór como -
vectores de estado; mientras que Myklestad y Prohl analizan a los 
sistemas para el caso de flexión, tomando en cuenta como vectores 
de estado a la deflexión, dcflexión angular, momento flexionante y 
fuerza cortante. Para el cálculo de velocidades criticas del sis­
tema rotor-chumacera, en este trabajo se utiliza el método de Prohl 
en forma sistemática, ya que la deflexión de la flecha es el pará­
metro a partir del cual se hace el nnllisis dinirnico. 

3. l. Método de Ho 1 zer 

Holzer propuso un método para calcular frecuencias naturales 
y formas modales para sistemas torsionales, bajo la suposición de 
una frecu'enc1a dada y una amplitud unitaria en el extr;imo del sis­
tema. De esta manera, se realizan los cálculos del momento torsiQ. 
nante y el desplazamiento angular en todos los puntos de Interés, 
has ta 11 ega r a 1 otro ex tremo. 

La sistematización del método de Holzer, pera casos simples, 
puede ser de manera tabular e iterativa, pero en casos en que el -
sistema sea grande, se puede utilizar la forma matricial, con lo· 
cual los cálculos son aás rápidos. 

Las ecuaciones de movimiento son las siguientes: 
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ae (x, t) 
= ~(J¡!l ax 

( 3. l) 

y 

o M( X, t) ,. I(x)a 2 o(x,t) ..... (3.2) 
ax atz 

que represen•an la relación entre el desplazamiento angular, el m2_ 
m~ntQ y la segunda ley de Newton para sistemas-rotatorios. 

De las ecuaciones (3.1) y (3.2) se obtiene 

en donde: 

e(x) es la 

M(x) es ·e 1 

Ahora, 

dejxx) M( x) 
GnXí 

amplitud angular y 

momento. 

de la ecuación ( 3. 2) 

dM(x) ax 

se llega a 

..... (3.3) 

..... (3. 4) 

ecuación que se obtiene para el caso de vibración armónica, cuyas 
soluciones propu(lstas son de la forma [l] 

0(x,t) = 6(x) cos ( wt • ~) ( 3. 5) 

M(x,t) = M(x) cos ( wt • ~) ( 3. 6) 

En la Figura 3.1 se supone la posición del disco como la est!, 
ción· . i :• ·en donde 

. L • aR * 0i ..... (3,7) e¡ i 

.-. 



M~ 
1 

En equilibrio 

tl; 
1 

+·-· 

Figura 3.1 

M~ M~ + w2 16; 
1 1 

L R 
M;+l • M; 
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- -·-·-· 

( 3 .8) 

..... (3.9) 

luego, Jas ecuaciones (3.7) y (3,8) podemos ordenarlas en un arre­

glo matricial, de la forma 

. , • . . ( 3. JO) 

Como s_e"está en él.lado dere_cho del disco, la .matriz'· 
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[ '. .. , ºl 
1 1 

J 

nos traslada directamente de un lado ~ otro del disco. A est• 
arreglo se le llama matriz de transferencia de punto. Análogamen­
te a la ecuación (3.9) y de acuerdo a la Figura 3.2, se tiene 

L R ~ t-1~ 
6i+l e; + -csr ..... ( 3 .11) 

QJi 

·-·- ·+·-··-·-· 
;\ 

ªi t-tb--.---------------..-! 
j 

Figura 3. 2 

Las ecuaciones (3.9) y (3.11) se pueden ordenar matricialmen­
te de ·1a siguiente manera: 

{l [: ,:, J CJ ..... lUZI 

.[01 . d-rli] .al arreglo se le lhma matriz de campo para un tra-
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mo de la viga. Ahora, en base a las matrtces de punto y campo de­
finidas anteriormente, se determina la siguiente ecuación matri--­
c i al 

. • . • . ( 3 .13) 

finalmente se tiene que 

CL, ['.,,, 
i l 

c1: G.ff 
(-w 2 li)+ll 

• . • • • ( 3. 11\) 

t 

L G.ff J 

Así se llega a la matriz de transferencia que relaciona los vecto-

res de estado con el estado i + l . 

Condiciones de frontera. 

a) Viga 1 ibremente apoyada 

Para este caso, las condiciones de frontera son: 

o 

b) Viga.empotrada - libre 

R 
"n+l V Q 

. -,:~ . 
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c) Viga libre - empotrada 

R 6n+ 1 o 

d) Viga empotrada - empotrada 

R 
6 n+ l o 

3.2. Método de Prohl-Myklestad 

El $egundo método que se pre~enta, para calcular velocidades 
criticas es el método de Prohl-Myklestad el cual combina la gener! 
lidad con la simplicidad, es decir, es útil para calcular velocid! 
des críticas mayores que la fundamental. 

El método considera que el ~otor puede variar de sección; 
siempre y cuando la simetría circular se mantenga. Pueden inclui~ 

se cualquier nGmero de discos o masas unidas al rotor y puede SUP! 
nerse a éste apoyaao sobre soportes rígidos o flexibles. Y es por 
todo esto que es el método mSs apropiado para este trabajo. 

Consideraciones generales. 

La ecuación de la elástica es, 

~El • 11 wz y ••... (J~lS) 
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en donde: 

y es la deflexión del rotor 

es el módulo de Youn~ del material 

es el momento de inercia dn la sección transversal 

µ es la masa por unidad de longitud. 

Esta expresión representa una 
r~quiere de cuatro condiciones 
cuales son: Y

0 
= O, M

0 
• O, 

nes se cumplen cuando el rotor 

ecuación de cuarta orden, por lo que 
de frontera para su solución, las " 
Y n • O y M

0 
= O. Estas condicio­

gira a una velocidad critica. 

La ecuación (3.15) se puede reescribir. de la forma siguiente 

..... (3.16) 

ya que 

El ~ = I~ ..... (3.17) 

Con cualqu.ier velocidad w propuesta, se pueden construir los 
diagramas de deflexión y momento, los cuales satisfacen tres co~d! 
clones, pero sólo 111 velocidad critica logrará satisfacer las cua­
tro condiciones d~ frontera antes mencionadas, de ahl que, encon-­
trando la función que haga que la discrepancia con la cuarta cond! 
c.ión· sea cero, entonces. la velocidad o velocidades encontradas se 
r~n las velocidades criticas. 

Para aplicar un método numérico a esta teoría, el rotor se 
idealiza como un sistema de di~cos unidos a una flecha sin masa •• 
La masa de los discos se elige de modo que sea una representación 
de .la masa distribuida del rotor real. 
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La deflexión del sistema será igual a la deflexión del rotor 
real. Se supone que los discos no tienen momento de inercia, por 
lo que, se 1es considera como masas puntuales. 

Sabiendo ~ue [6] 

dM = Q 
dX 

donde Q es la fuerza cortante. 

..... (3:18) 

La 1ariación del esfuerzo cortante es igual a la fuerza de 
inercia de las masas, entonces 

..... (3.19)• 

El cambio de la fuerza cortante produce un cambio en la pendiente 
del ~iagrama de momentos y debido a la continuidad del rotor, el -
diagrama de deflexión es una curva suave sin cortes ni discontinu! 
dades. 

Si se supone que en la Figura 3.3 se conocen, para P.1 estado 
cero, Jos siguientes parámetros: 

Q
0 

~ fuerza cortante (debido a la reacción del soporte) 

M ~momento flexionante· .o 
.Y~ pendiente de la curva de deflexión 

yo a deflexión. 
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Secc. Sr.r.c. 1 Secc. l 

Q, 

Qo 

Figura 3.3 

~de acuerdo con la ecuación (3.19) existirá un cambio en la fuer­
z~ cortante en c'ro debido a la Fuerza de inercia, que-es de la 

.forma [7} 

Q 1 " Q o + M o 111
2 y o • .. . • ( 3. 20) 

donde Q1 es la fuerza cortante que actúa en la secci6n l del rotor, 
el· momento fle>Cionante para dicha sección está dado por 

.M1 "Mo + Q1 (AX)1 ..... (3.21) 
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siendo ti.X; la longitud de la sección considerada. 

Ahora, si 

M = M M1 - Mo 
o + (CIX Jo X 

..... (3. 22) 

y sustituyendo las condiciones de frontera en la ecuación (3.22) e 
integrando, se obtiene 

Y' l [ M0 X + M 1 - M o X 
2 J + y, 0o CIX 0 2 o 

..... ( 3. 23) 

Integrando nuevamente, se tiene 

y. l [M 0 x 2 +~ X3 ]+v• + TI; /. liXo b 'X 
•.•.. ( 3. 24) 

Al utilizar las r·elaciones B1 • (g)i y CIX •X; para la sec-­

ción n, se tienen las siguientes expresiones 

•.... ( 3. 25) 

[ Mn-1 Mn] Yn = Bn --y- + b"" 
(3.26) 

como las ecuaciones {3.25) y (3.26) son funciones lineales. se pu~. 

de escribir la siguiente expresi5n 

Yn"' An Qo +BnMo +Cn Y'o +DnYo (3 .27) .. 

donde An' Bn• en y Dn son coeficientes numiricos que pueden obte--
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nerse en forma tabular por medio de las ecuaciones anteriores. En 
nuestro sistema la~ condiciones de frontera en el extremo son cono 
cidas, de esta forma, dos términos de la· ecuación (3.27) pueden 
eliminarse. 

3.3. Formulación sistemática del método de Prohl 

El uso sistemático del método de Prohl, se aplica al cálculo 
de las velocidades criticas en rotores. Este método consiste en -
encontrar los vectores de esta1!o consecutivos, mediante el uso de 
una matriz de transferencia, así, la utilidad de este método se b! 
sa en un proceso iterativo, el cual, llegará a su fin al cumplir -
con las condiciones de frontera. 

Los valores que satisfacen las condiciones de frontera, serán 
las velocidades critic~s encontradas en el proceso iterativo apli­
cado al rotor en estudio. 

Convenciones para la aplicación del método en apoyos rígidos: 

El rotor se divide en tramos, un tramo es la parte del rotor 
soportada entre dos apoyos rígidos. 

- Cada tramo se divide en n elementos sin masa, de acuerdo a la 
geometría del rotor. 

- La masa concentrada de cada ~lemento se colocará a la .derecha 
del mismo, incluyendo masas externas. 

- Se consid~ra la fuerza cortante y se desprecia~ las deforma-· 
clones por cortante y efectos giroscópicos. 

En la Figura 3.4, se muestran los ejes coordenados y la nome~ 
clatura de las convenciones mencionadas anteriormente. 

' . .<! 
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Tramo 1 Tramo N 

Elemento 1 

. L __ 1.. 
·t--~ .. x 

2 

Figura 3.4 

A partir de las ecuaciones (.3.20), (3.21), (3.23) y (3.24) P! 
ra el cdlculo de un estado i+l cualquiera, se tiene 

(3.28) 

2 % 

Y' =(li.X¡ miw 2)Yi+Y'i+~Mi+AX1Qt 
1+1 m u m ( 3. 29) 

( 3. 30) 

( 3. 31) 

i\hora, si se agrupan las ecuaciones (3.;?8}. (3.29), (3.30) y 

(3.31) en forma matricial, se obtiene la·matriz de transferencia • 
del estado i a 1 i+l , cuya forma. es 



donde 

con 

llX; 

bi 

Ci 

ai 
_ AXi 
- -rr 

'i =[vi' Y';, Mi' QiJ 

siendo si el estado i y 

La ecuación (3.32) 

b;m;w 2 

o 

a; 

bi 

2 

bi • ffi 

y ~i+l = ti+l' 

'i+l el estado 

puede escribirse 

miw 2 

o 

o 

AX~ 
Cj • 0ET 
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..... (3.32) 

y• it·l· Mi+l' O;+~ 

i+l, er• cua 1 quier sección. 

de 1 a forma 

..... (3.33) 

Al sustituir la equivalencia del estado s1 en el estado ~;!"i tene- · 
mos que 

.~ ... {.3.34) 

Si se conoce un estado anterior K al estado i+l la ecuación 
(J.34Y ser& de la forma 
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l;i+l 1~1 Aj 
j=i-k+l 

( 3. 35) 

y tomando r = i - k + 1 

..... (3.36) 

donde 

..... (3.37) 

La ecuación (3.36) indic~ las características en la secc1on -
i+l (a la derecha del elemento i+l ) dadas por un estado ante--­
rior cualquiera y el producto de las matrices dp transferencia en­
tre las seciones r-1 e i+l . En el caso particular en que las -
secciones r-1 e i+l estén apoyadas en soportes rígidos, como -
se muestra en la Figura 3.5. 

S+l 
s+l 

n 

. 1 

-!-· _ i.+.!_. - . -+:' 

S+l 

Figura 3.5 
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los estados r-1 e H·l quedarán relacionados mediante la expre .. 
si6n 

donde 
to de 
di dos 

..... (3.38) 

ns es el valor de ~ sobre el soporte y xs+J es el produc­
las matrices de transferencia [AJ , de los elementos compre!'. 
entre 1 os dos soportes. 

Cualquier estado n5 será de la forma [8] . 

ns ,, ~ s , Y , s , Ms , Q s] 

donde yS ,, O 

·s = O, l , 2, • • • • • N 

3.3.1. Cálculo de las velocidades críticas 

Para realizar el cálculo de e•tas velocidades, utilizando la 
formulación sistemática de Prohl, es necesario dividir al rotor, -
recordando que un tramo es la parte del rotor compre~dida entre 
dos apoyos rfgidos, como Jo muestra la Figura 3.6. 

s S+l 

Figura 3.6 
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A partir de la ecuac1on (3.38) en la que x~j 1 son los elemen­
s+l tos de la matriz X y sustituyendo los vectores de estado, la 

ecuación quedará de la forma 

.•... ( 3. 39) 

El desarrollo de la ecuación (3.39), conduce a un sistema· de 
cuatro ecuaciones con sefs Incógnitas de la forma [8] . 

o = y'sx~il + Ms x:i1 + Qs xfil 

y' = y'SX~il + Ms xit1 + 05 x~t 1 

..... (3.40) 
,.,s+l ,. y'SX~il + Ms xs+l 

1l + Qs xfil 

Qs+l "y'SX~tl + Ms xs+l 
3' + Qs x~:1 

Para analizar el sistema de ecuaciones obtenido, se utiliza, 
primero, la condición de que la deflexión en los apoyos es cero y 
posteriormente, se normaliza la variable Y' 5 , quedando asf, redu­
cido el número de incógnitas a cuatro. 

Ahora, si se despeja el cortante de la primera ecuaci6n 1 

(3;40) 

..•.. ( 3. 41) 

Y sustituyendo la ecuación (J.41) en la ecuación (3.40) se o!!_:· 
tiene un sistema de tres ecuaci~nes que son de la forma 

. ' ~. ' 
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Y,s+l. y•S xs+l xs+l xs+l +Ms xs+l xs+l xs+l 
( Z2 -_21_ "2 ) ( J2 - •2 JI ) 

Xs+r- . .s+I 
•1 X~¡ 

•..•. ( 3. 42) 

El sistema de ecuaciones (3.42), es la base para determinar -

los estados intermedios del rotor. Esto se hace, sustituyendo una 

velocidad de rotación w propuesta en el sistema de ecuaciones -­

(3.42). Para que la velocidad w corresponda
1
a una velocidad cri­

tica del rotor, es necesario que cumpla con las condiciones nº y 
nn , las cuales son 

o o, y• o' º· oº } ll 

....... !J.43) 
nN " º· y, N • O, QN 

con y,o = 1 ....... ( 3. 44) . 

3.3.2. Análisis modal para soportes rtgidos 

Una vez obtenidQ el valor de la velocidad crítica lile , se h.!. 
ce uso de la siguiente ecuación 

..... (3,45) 

y como 



39 

(3.46) 

Donde [X] es el producto de todas las matrices [A] 

El desarrollo de la ecuación (3. 46), lleva a 

O = X21 + Qº X •t ..... (3.47) 

por lo que 

- X 21 

T.! •..•. ( 3. 48) 

y así, el estado cero es de la forma 

(3.49) 

Una vez calculado el estado cero, el est11do l se obtiene de 

..•.. ( 3. 50) 

El siguiente estado será: 

E:z " E.:1 [AJ z ..... (3.51) 

·En forma anfloga se calculan los demás estados hasta el extr.! 

mo del rotor, donde 

..... (3:sz) 

3,3,3. Soportes flexibles 

Para este análisis s~ suponen las s1gu1e,ntes consideraci.ones: 



40 

a) Las condiciones de frontera están dadas por: 

Yj ;. o Q; o 

b) Los elementos del vector que indican el comportamiento d~ 

un estado, cuando éste $e ·encuentre sobre un apoyo flexible, se Y! 
rá afectado por Ja respuesta en el apoyo RA que es de la forma 

. . . • . { 3. 53) 

e) El rotor se divide en elemento.s, los cuales se toman entre 

extremos. 

En la Figura 3.7, se puede observar la consideración mencion! 
da en el inciso b), donde 

ll¡·KY=Qo (3.54) 

Q1 es 1a fuerza cortante del lado izquierdo del apoyo. 

Q0 es la fuerza cortante del lado derecho. 

é f,~ 
1 1 

tI ~O 
o o 

Figura 3.7 

1 
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Ampliando el análisis anterior, 1 a condición de frontera es -

~ = o ~o' Y'o• O, o] por encontrarse fuera del rotor [9] Como 

lo mu es tra la Figura 

De lo anterior 

y 

3. 8. 

Figura 3.8 

yl a vº .,. o } o o 

Y' l y• o .,. o 
o o 

QD 
o = ·KY 0 

; y•º -o..... 

..... (J. 55) 

..... (J.56) 

Empleando las ecuaciones (3.54) y (J,55), el vector de estido 
que se encuentra •obre un apoyo es 

...•• (3.57) 

matric1almente t1~ne·1a forma 



i;:; i;:; [v] 

donde 

V 

o 
o 
l 
o 

-~J 
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(3.58) 

Con lo que, para llegar a la frontera extrema del rotor, se -
tiene que: 

o n 
i;:n ¡;:º 11 (Aj V j) 

j" 1 
.•..• ( 3. 59) 

con 

o 
to " to [v]o ••.•• ( 3. 60) . 

Al aplicar la ecuación (l.59) al ejemplo de la. Figurá 3.9 

li:1 
1 Ai ·-·-·-·--·--·-·-·-· 

Figura '3.S 
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se obtiene 

(3.61) 

..... ( 3. 62) 

Si se sustituye la ecuación (3.61) en la ecuación (3.62), 

l\hora, si 

y 

· se llega a 

B s 

~2 • to X 

rr 
j•l 

811·KoB• 1 B 12·KoB•2 

821 Bu 

811 Bn 

8;1 B-z 

..... ( 3, 63) 

..... (3.64) 

..... (3.65) 

..... ( 3. 66) 

..... (3. 67) . 

B1J-KoB•1 B1•-KoB•• 

821 82; 

Bn 81" 
..... (3.68) . 

8;¡ e.-. 



Al aplicar condiciones de frontera y utilizando las ecuacio-­

nes (3.59) y (3.65) se obtiene 

o X 2 l ·1 

X" · ¡ 
) 

..... ( 3. 69) 

o 

Y en forma matricial se tiene que 

... ~ . ( 3. 70) 

Para que la ecuación (3. 70) tenga solucioñ no tri vial, el de-

terminante de la matriz [X] debe ser igual con cero. Por lo tanto 

( 3. 71) 

La ecuaci5n anterior es la base para el cálculo de las veloc! 

dades criticas, debido a que en ella se incluyen las condiciones -

de frontera del rotor y solamente la velocidad crítica puede satis 

cer a la ecuación (3. 71). 

3.3.4. Análisis modal para soportes flexibles 

El análisis modal para soportes flexibles, consiste en deter­

minar un estj~a ~i cualquiera, en función de los valores qu• to­

'men las variables que definen dicho estado. Estos valores son, a 

la vez, fun~ión de la velociaad crítica con la que se real ice el -

.análisis. 

Partie~do de la ecuación (3.67) para n estados, tenemos que 

..... (3 .• 72) 

!.--
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Y el arreglo matricial queda de 1 a forma 

r 

~ ~o• ~ tn• Y' n• O, = y•º, o, X 11 X12 Xu X 1 • 

X 21 x,, X21 X 2" 

( 3. 73) 
X 11 x, 2 X 31 X i • 

X •1 X,2 x.1 x .. 

Al desarrollar la ecuación ( 3. 73) se llega a 

o = -Yn + Yo X 11 + Y' X 21 o 

o -Y'n + yo X12 + Y'o X22 
..... (3.14) 

o " Yo Xu + Y'o X21 

o Yo X1• + y 1 X2• o 

Si se agrupan las deflexiones y pPndientes en un vector de e! 
tado, la ecuación (3.74) en forma matricial es 

..... (J. 75) 

(3.16) 

Si efectuamos el producto y al puar Y' 0 al segundo miembro, 
con Y' 0 .. 1 se tiene que 
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La ecuación (3.77) es soluble si el determinante de la misma 
es diferente de cero. Por lo tanto, aplicando la regla de Cramer· 
para obtener la deflexión inicial Y0 , se obtiene la sig•Jiente e2!. 
presión 

!.u 
X 11 

..... (J.78) 

De esta forma el estado cero es 

f; 0 = [- ~ ~; , l , o , O J (J. 79) 

Y para determinar el estado 1 normalizado, se hace uso de la 
siguiente ecuación 

..... (3.80) 

En general, con la formulación secuencial 

..... (3~81) 

se determinan los,estados subsecuentes. 

Com,o complemento a este capftulo, se incl,uye en el apéndice -
este trabajo, el programa de cómputo VCR·MATRA, en lenguaja ~A-, 

irc, el cual, calcula las velocidades criticas ,Y deflexiones moda­
les de un rotor, aplicando el método sistemático de Prohl. 



:-:. ..... 

47 

IV, BALANCE.O D E R O T O R E S F L E X 1 B L E S 

El objetivo de balancear un elemento giratorio es el de redu­
cir las amplitudes de vibración al máximo. Para el caso particu-­
lar de un rotor flexible, que es aquel que gira a una velocidad 
cercana o mayor a ia crítica, el balanceo permitirá disminuir li!s 
deflexiones que sufra el rotor debido a los efectos de la veloci-­
dad crítica. 

4 • l. A n á l i si s moda 1 

La teoría de este análisis se basa en el concepto de que los 
modos son movimientos linealmente independiente's y que cada modo, 
representa el comportamiento del sistema rotor-chumacera vibrando 
a una frecuencia natural. 

Si se supone Ja ecuación de movimiento del sistema de· la for~. 

ma [10] , 

[ M] {X } + [k J {X } o ( 4. l) 

nremultiplicando por [Mr' la ecuación (4.1) se tiene 

I x + Ax o .. ... (4.2) 

matriz dinámica del sistema. 

Suponiendo un movimiento arm6n1co de la fdrma 

x(t)~xcos111t (4.3) 

i<( t) (4.4) 
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la ecuación (4.2) se puede reescribir de la forma 

[} - >-O lxl = o . . . . . ( 4. 5) 

La ecuación caracteristica del sistema se obtiene, igualando 
el determinante a cero, de tal forma que 

JA-Ali =O . • . . . ( 4. 6) 

De la expresión anterior se obtienen las raíces Ai, las cuales se­
rdn las frecuencias naturales del sistema. Calculadas estas fre-­
cuencias, se procede a determinar los.modos de vibración del mismo. 
Haciendo uso de la matriz adjunta de []\- Aij, y sustituyendo en é.2, 
ta a >-i, se ·obtiene el modo X;, siendo éste·la primera columna de 
la matriz.adjunta. 

Por lo tanto, la matriz modal [P] se puede escribir de la for 
ma 

..... (4. 7) 

Para el caso de un sistema excitado y con amortiguamiento, 
trataremos de expresar las ecuaciones de mo>imiento mediante coor­
denadas principales, (sistema no acoplado) [2] . 

Para esto, s~ consideran las propiedades ortogonales de los -
modos de vibración. Estas propiedades indican que, 

O • {).j - >.j) X' i m Xj ..... (4.8) 

X' i m Xj ,. O .•.•• ( 4. 9) 

lo que se cumple [2] 
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X' i K Xj o ( 4. 10) 

Finalmente para • j 

X' i m Xi mi ..... (4.11) 

y 

X' i K Xi = Ki ..... (4.12) 

donde, mi es la masa generalizada, K; es la rigidez generalizada y 

X'i es la matriz transpuesta de Xi 

Ahora si se divide cada columna de la matriz modal [P], entre 
la masa generalizada mi, se obtiene [P] llamada matriz modal redu­
cida. 

Para desacoplar la ecuación original, se premultiplica el ve~ 

tor de coordenadas principales r-or la matriz modal reducida y debf 
do a las condiciones 

-P' m P ..... (4.13) 

y 

-p 1 K p • >,¡ ( 4. 14) 

la ecuaci6n din~mica del sistema en coordenadas principales es· de. 
la forma [10] , 

P' m ¡;y + P' e ii y + P' K ii y • P' F ..... (4.15) 

Si aho~~ se supone un sistema como excitación senoidal, defi­
n.ido p·or la siguiente ecuación [10] . 

[i]{Xl = ~ (4.16) 
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premultiplicando esta ecuación por czr 1
, se obtiene 

1 

{xl = Czr Ull ( 4. 17) 

donde [z] es la matriz de rigidez dinámica y está dada por 

.. 
[z] = {-w' [M] + [K] l ..... ( 4.18} 

" 
. iil es la amplitud de la fuerza de excitación (fuerza centrifu 

ga) 
{X} es el vector de desplazamientos. 

Si a [z]" 1 se le llama receptancia del sistema y es definida 
como 

(4. 19} 

la ecuación (4.17) se puede reescribir de la forma [10] 

{X} = [a] {jil} ...•• ( 4. 20) 

Lo que ~a el desplazamiento, en función de la fuerza centr•fu 
gay la rigidez dinámica del sistema. 

4.2. Balanceo de rotores aplicando el método de coeficientes de i~ 

fl u ene la 

El análisis que se presenta a continuación, tiene el fin de -
minimizar las vibraciones de un rotor en diferentes planos. El. b~ 

lanceo .de· un rotor se hace mediante la aplicación .del conocimiento 
de la.matriz de coeficientes de influencia, la cual caractel'.iza al 
rotor estableciendo una relación lineal entre una vibración y la. 
masa de prueba que la produce. 
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Posteriormente, mediante la suposición de que el vector de vi 
braciones resultante del sistema es igual a cero en su módulo, se 
encontrará el sistema de masa que cumpla con dicha restricción. E~ 

to significa baluncear detidamente el rotor. 

4.2.1. Descripción del método de coeficientes de influencia 

En este mitodo, las vibracione~ inducidas Vn debidas a una m! 
sa de prueba m* en el plano j, será la diferencia entre las vibra­
ciones iniciales Vs y las vibrac{ones resultantes iA al agregar la 
masa de prueba al sistema. 

Entonces, 

V n • VA - VB ..... ( 4. 21) 

La medición de las vibraciones mencionadas anteriormente se -
real iza cuando el rotor gire a una velocidad cercana a la veloci-­
dad critica. 

Si se supone que Vn es proporcional al desbalanceo, podremos 
escribir [ll] , 

Oes.ba lanceo 
Masa m* =Coeficiente de influencia ( 4. 22) 

Estos coeficientes de influi¡ncia permiten 1 levar a cabo .la ca 
racterización del rotor. 

4.2~2. M~todo de coeficientes de influencia para varios planos·de 
balanceo 

L~ Figura 4.1 muestra u~ rot~r gira~do ; una ~el·ocida~ ~ ~n 
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el que esti colocada una masa de prueba m* en el plano j, la cual 
provoca una vibración inducida V~ en el plano i . 

1 

l 

1 1 

--·--++ 

2 

v· n 

1 

1 

m* es la masa de prueba 

w es la velocidad de rotación 

m* 

planos de balanceo 

m* 

~· T Gll 
\:;J¡J ,-e 

Figura 4.1 Planos de caracteri'zac1ón ael rotor 

LOS elementos de la matriz [TJ se determinan columna por CO·· 

lumna, partiendo de la siguiente ecuaci~n 

; ... ' (4 .• 23) 

donde: 
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[T] es la matriz de coeficientes de influencia que permite la 11 
nealidad entre Vn y mj . 

CVn} es el vector columna de vibraciones netas a las que esti su­
jeto el sistema. 

CmJ> es el vector columna de masas de ·prueba. 

Para obtener los elementos de la matriz [TJ , se coloca una -
masa de prueba m* a un radio r, en el plano J y se miden las vibr! 
ciones p~oducidas por dicha masa en diferentes puntos del sistema, 
como se mostró en la Figura 4.1. Por lo tanto 

( 4. 24) 

Una vez determinada la matriz [r] , se procede a calcular el 
vector de masas (S} que minimiza las vibraciones iniciales Va me-· 
dlante la siguiente ecuación [11] , 

( 4. 25) 

Se entiende por minimizar las vibraciones del sistema, el di~ 

minuirlas en varios planos a diferentes velocidades de rotación y 
atribuyéndoles una cierta importancia, mediante el uso de coefl--· 
cientes de ponderación Ai 

La matriz a minimizar se define como 

..... (4.26) 

· en donde 

~· 
o 

:J [E] • >-: .••.• (4;27) 

o 
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Aplicando el método de optimación ponderada, el cual es 

n 
¡; 

i' l 
Pi Vs i ¡2 o ..... ( 4. 28) 

y si !Vs l • T [Il+s] (4.29) 

!Vsl • va + r s ( 4, 30) 

se tiene, 

IVpl 2 =11 (Va+ rso* [}:(Va+ TS)] ..... (4. 31) 

El aste('isco (*) indica que es una matdl tranf!puesta conjug! 
da. 

De la ecuación (4.30) se supone que {Vs} ª O , por lo que 

~s] = - fJ] {S} .••.. ( 4. 32) 

El desarrollo de la ecuación (4 . .Jl) conduce a 

!Vpl 2 
• [}Va+ E TS]* [}Va+ E TS] ; •••• ( 4. 33) 

con ¡vp¡2 
- O , entonces 

O= V:* E* E'íl + S*T*E*E V t V* E*E TH S* í*E*E TS B B B B ..... (4.34) 

Sustituyendo la ?.cuación ( 4. 32) en la ecuación (4.34) única-­
mente an el primer término para evitar llegar a O i O , se 'tiene 

..... (4.35) 

y Sfmp lifi cando 

O =~*E* v6<+ .Yt*E.* ETS ..... (4.36) 



con lo que, 

s (T*E*ET) 01 (T*E*E V) . B 
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..... (4.37) 

La ecuación (4.37) define el si~tema óptimo ·de masas que debe· 
rá ser colocado en el rotor. 

En el apindice de este trabajo se anexa el programa BACOIN, . 
que utilizando el mfitodo de coeficientes de influencia, determina 
el sistema óptimo de masas que balancea a un rotor hasta en 20 pl! 
nos. 
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v. M O D E L A D O D E ROTORES 

En este capítulo, ~e dan las bases cara real izar el modelado 
de un rotor en función de sus r.aracteríst1cas físicas y geométri-­
cas para poder obtener sus velocidades criticas y formas modales. 

5.1. Descripción del modelo 

El modelo del rotor es una representaci6n de iste que contie­
ne las dimensiones geornitricas y de masa que representan las dis-­
tribuciones de rigidez e inercia a lo largo del rotor. 

La Figura 5.1 muestra el modelo de un rotor soportado por n -
apoyos. 

Figura 5,1 
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Al efectuar el modelado de un rotor se debe tomar en cuenta -
que existen, elementos que sólo contribuyen como masas concentra·­
das, como es el caso de los álabes de una turbina. Por otro lado 
existen componente~. cuya configura¿tón, parte contribuye a la ri­
gidez y en parte como masa concentrada. Un ejemplo de éstos son -
los discos forjados o ensamblados a pr~sión: 

En el capítulo 111 se mencionó que los tramos (segmentos de -
rotor entre dos apoyos contiguos), se dividen en elementos cuyas -
caracteristicas geom~tricas y ffsicas son constantes, las cuales -
son: 

• Diámetro exterior [m] 

· Diámetro interior [m] 

• Longitud· [mJ 

Masa (la propia más la externa) [.kgJ 

• Temperatura [."e] 

Este último parámetro se considera constante a lo largo de t~ 

·do el rotor. 

El nümero d~ elementos en que se divide un rotor, depende de 
la experiencia e inventiva del analista. La Figura 5.2 ~uestra el 
·modelo de los elementos de un rotor. 

Figura. s.z Modelado de los elementos de un rotor 



58 

5.2. Recomendaciones para el modelado 

Para la obtención de un modelo de rotor, es recomendable obte 
ner los datos siguientes: 

a. Todos los datoE geom~tricos incluyendo cambios de diáme-­
tro y su posición axial. 

b. Pesos de los ál~has, otras masas externas y su posición -
ax i a 1. 

c. Las rigideces de los apoyos. 

d. Cálculo de diámetros equivalentes donde existan variacio­
nes de más del 10%. 

e. Calcular las masas externas de las partes que no contrib~ 

yen a la rigidez. 

5,3, Mcidelado de masas 

Para el modelado de masas en un sistema rotor-chumacera, se - ·· 
aplican los siguientes puntos: 

l. Para el primer elemento tomaremos la mitad de su propia -
masa (más la externa si existe) y la mitad de la masa pr~ 
pia y ext?rna del ~iguiente elemento. 

ti. ·Par~ .el. mod~lado de los sigu~entes elementos intermedios, 
s~ toma~á la mitad de la masa del elemento anterior más·~ 
la mitad de la masa de~ elemento considerado, 

iii. Pára el último elemento, se tendrá la mitad de la masa. 
del elemento anterior y la mitad de su propia masa, com'."~ 

pensando asf la mitad de la masa del primer elemento que 
'no se.habla considerado. 
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La Figura 5.3 mue;tra el modelado de las masas.· 

figura 5.3 Modelado de· las masas 

5.4. C~lculo de los diámetros que contribuyen a la rigidez del. ro­
tor 

La rigidez del rotor se ve afectada en el caso real debido 
los cambios de sección del mismo, asi pues, en el modelado' se ~en­

. d~i especial cuidado cuando: 

Elementos consecutivos tengan una variación.del lOi en sus 
diámetros. 

-.Contribución de un elemento externo (disco). 

Para tales casos, el modelado del elemento se hará .tomando·un·-'·' 
diámetro ~4uivalente Oz,· el cual será menor al diámetro. real. 
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5.4.1. Diámetro equivalente para discos forjados 

A maner~ de guia, se presentan curvas empíricas [11] sobre la 
determlnaci6n de diámetros para discos tanto forjados como ensam--
blados. Estos últimos se tratarán en la siguiente sección. 

Para calcular los diámetros equivalentes en discos forjados, 
se hace uso del diagrama de la Figura 5.4. La manera de utilí zar el 
diagrama es conociendo el espesor B del disco, el diámetro d de la 
flecha y el diámetro O, se puede determinar la relación de los mo­
mentos de inercia Jz/J a la cual llamaremos- Q, de esta forma si: 

se tiene que 

do.nde: 
d es 
D es 

Dz es 

2. t 

2. 4 

2. l' 
. 

l. 6 

l. 2 I 
/ 

o• 
Q ; z 

d' 
..... (5.1) 

D ; d Q 'I• z 
••... (s. 2) 

el diámetro de la flecha 

el diámetro ex terno del disco y 

el diámetro externo equiva)ente calculado. 

--
'· ./ 

.,,,..-

/ 1 -
/ 

/ 
., r 

~ 

/ 

~ 

º·" 0.4 0.6 u.ti [L. 
o 

Figura 5.4. Diagrama que rela~iona Jz/J y B /d 
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5.4.2. Diámetro equivalente para discos ensamblados a pres16n 

Este tipo de discos se tiene ·cuando el disco se calienta, lo 
que provoca una dilatación del mismo,.aumentando asf su diámetro y 
esto facilitará su montaje en la flecha. Al enfriarse, quedará 
comprimida el área del rotor en la cual fue ensamblado el disco, -
contribuyendo de esta manera a la rigidez de la flecha. 

En la Figura 5.5 se muestra el diagrama que se utiliza para -
el cálculo del diámetro equivalente. Dados A, B. O y d, se podrá 
determinar la relación Jz/J que se sustituirá en la ecuación (5.2) 

donde 

A es la interferencia entre el disco y la flecha [m] 

B es el espesor ~el disco [m] 

o es el diámetro externo del disco [m] 

d es el diámetro de la flecha [m] 

La interferencia A se define como 

A = diámetro de la flecha - diámetro interno del disco: 



r-.-.--.-.--,r-i--.c--J-...-,,i "'-~-~~-~~~~ ........ ~ R o, 0010 
0,0009 
0.0008 
ó,0007 
0.0005 
0.0004 
0.0003 

.o 

Figura S.S Diagrama para obtener las relaciones Jz/J, A/d 1 B/d 

·s.s. CSlculo de masas externas 
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Para los dos· casos anteriores, al introducir como dato. el di! 
metro equivalente Dz , se deber& incluir como masa ~xterna lama­
sa correspondiente a 

ME " Vp ..... (5.3) 

con 

,(5.4) 



donde 

ME 

V 

p 

o 

Oz 

B 
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es la masa externa 

es· el volumen 

es la densidad del material 

es el diámetro externo del disco 

es el diámetro equivalente del disco 

es el espesor del disco. 

lo!i,. r,~pft~los \11 '(VI 1 que se presentan a eondnuacl6n, contienen algú·' 
nos 'ejemplos de aplicación de los programas \/CR~llATRA y BACOIN, Se air 
todza· la utll l:tación de estos programas, siempre y cuando se les ~' ';. 
criidlto a· los autores. · 
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La elaboración del programa VCR-MATRA estl basada en la form! 
lación sistemática del método .de Prohl. El algoritmo utilizado es 
la iteración de matrices de transferencia que permite encontrar 
las velocidades críticas y deflexiones modales. 

VCR-MATRA se realizó en lenguaj~ BASIC en una mtcrocomputado­
ra personal Commodore 64 plus/4, El carácter simple del programa 
permit~ su adaptación a otro tipo de computadoras con lenguaje BA­
SIC, cambiando únicamente ciertas instrucciones particulares de i~ 

presión. 

El programa consiste de las siguientes partes: 

l) Suministro de datos 

. 2) Modelado del rotor 

3) Operaciones matriciales 

4) Interpolación 

5) Cálculo de las deflexiones modales. 

El suministro de datos se efect~a por elementos una ~ez asig­
nados el número de apoyos y de el f!mentos. 

Los datos que se suministran son: longitud, ·módulo de elasti­
cidad, dlámétro de rotor, diámetro del disco (si l~ hay), densidad 
y ma~a externa (si existe). 

El modelado asigna las masas para cada matriz de transferen~~ 
cia. Al mismo tiempo, en caso de haber discos, esta parte del pr~ 
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grama requiere de la decisión entre discos forjados y discos a pr! 
siún, para poder efectuar una nueva distribución de masas y rigi·­
dez en el rotor. 

Las operaciones matriciales se elaboran a partir de una deci­
sión entre apoyos rígidos o flexibles. En el caso de apoyos flexi 
bles, es necesario introducir los valores de rigidez de los apoyos. 
Dada una velocidad w inicial, el proceso se inicia formando las rui 
trices de transferencia y premultiplicando cada matriz formada por 
el producto de las matrices anteriores. 

Una vez efectuadas todJs las multiplicaciones hasta llegar al 
último elemento, el valor de velocidad, ya sea para apcyos flexi-­
bles o rigidos, se ve incrementado en caso de no cumplir las cond! 
ciones de frontera establecidas en el capítulo 111. Si ocurre un 
cambio de signo entre el valor anterior y el nu?-VO del momento o -
del determinante, dependiendo del tipo de apoyos, el programa rea­
liza una serie de interpolaciones lineales para encontrar el valor 
de la velocidad que cumpla con las condiciones de frontera. 

Fin;ilmente VCR-MATRA realiza, como opción, el cálculo de la -
deflexión modal, sustituyendo la velocidad crttica en las matrices 
de transferencia. El proceso implica obtener estado por estado en 
función del estado anterior y de esta manera, se imprimen 1 os val~ 

res de las deflexiones modales en las secciones de los elementos. 

El listado de este programa se presenta en el apéndice A.i de 
este trabajo. 

6.1. Ejemplos de aplicación del programa VCR-MATRA 

A continuación, se presenta un rotor de 1 m de longitud y ái! 
metro constante de 0.2 m. El material del que está hecho el rotor 
es acero y se encuentra soportado en un par de apoyos en sus extr! 
mos. 
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El objeto de los ejemplos que a continuación se pr~sentan, es 
para poder comparar las velocidades criticas q~e puedan obtenerse 
en funci6n de la rigidez de los apoyos, según el siguiente plan de 
análisis. 

Ejemplo 

I· 
1 

--+ 

Rigidez de los apoyos 

lE+l 2 N/m 

.1E+9 N/m 

IE+S N/m 

1.0 m 

--t- - - 1 
-r 

~1 

-·-I· 



Ejemplo 

PROGRAMA VCR-MATRA 

ELEM. LONG. OIAM.ROT, O!AM.O!SCO ~SA EXT. 
CMl CMl CMl CKGl 

l .2!50 .200 ,000 .0 
e .2!50 .200 .000 .0 
3 .2!50 .200 .000 .0 
4 .250 .200 .000 ·"' 

LA RIGIDEZ DEL APOYO l EN LA SECClON 0 ES1 IE+l2 CN/Ml 
t..A RIGIDEZ DEL APOYO 2 EN t..A SECCION q ESI· IE+l2 CN/Ml 

MOO,ELAST. 
10t9CN/M2l 

206.61 
206.01 
206.01 
206.91 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI 2!526.!51532 RAO/SEG 2'1126.446 RPM 

LA DEFLEX!ON OE LA SECC!ON 0 ES1 !.5l710143E-04 
LA OEFLEXION OE LA SECCION 1 ESI .225743394 
LA DEFl.EXlON DE LA SECCION 2 ESI .319183906 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 3 ESI .22!5743562 
l.A OEFLEXJON DE LA SECC!ON 4 ES• l.51650947E-04 

LA VELOCIDAD CRITICA ESt 10030.8297 RAO/SEG 

LA OEFLEX!ON DE LA SECCJON 0 ESI 5.21535532E-04 
'.LA DEFLEX!ON OE LA SECCION l ES• .167101128 

LA DEFLEXION OE LA SECCION 2 ESt-5,62B0237E-07 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 3 ESl·,IS7100705 
LA DEFLEX 1 ON OE. LA SECC ION 4 ES 1 ·5. 1 Bí.'!94336E-04 

LA VELOCIDAD CR!TlCA ESI 21301.245 RAO/SEO 

LA OEFLEXJON DE LA SECC10N 0 ESI 9.J19499SSE-04 
LA· DEFLEX!ON DE LA SECCION 1 ES• ,108239945 
LA OEFLEX!ON OE LA SECCION 2 ESl-,!53197U27 
Lfl OEF.t..EXION OE LA SECCJON 3. ESI , 109<?4'3502 

- - LA vEFL.E:H!ON DE LA SECCJON 4 ESI a.96495041E·E!4 

9!5707. 3676 RPM 

2034 1 1 , 906 RPM 
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DENSIDAD 
CKG/M3J 

79!50 
78!56 
7850 
78!50 
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DEFLEXIONES MODALES 

0,4 

ª~.~ ?RIMl!R M.000 

W• 21126.111 ft/S 

-02 

·0.4 

0.2.l º.¿: 
-0.21 ! 

~ SEGUNDO MODO 

~~----~.... . .... IOOll0.12. RIS· ... 



Ej emp 1 o 2 

PROGRAMA VCR'-MATRA 

ELEM. LOl'G. DIAM.ROT. OIAM.DISCO MASA EXT. MOD.ELAST. 
CMJ CMJ CMJ CKGJ l0t9CN/M2J 

1 .250 .200 .000 
2 .250 .200 .000 
3 .250 .200 .000 
4 .250 .200 .000 

LA RIGIDEZ DEL APOYO EN LA SECCJON 0 ES: 
LA RIGIDEZ DEL APOYO 2 EN LA SECCION 4 ES• 

LA VELOCIDAD CRITICA ES• 1955.03431 RAD/SEG 

LA DEFLEXION DE LA SECCIDN 0 ES• .212552353 
LA DEFLEX!ON DE LA SECCION 1 Es: .436403749 
LA DEFLEX!ON DE l.A SECCION 2 ES: .519915401 
LA DEFLEX!ON DE LA SECCION 3 ESr .408674393 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 4 ES: .159197074 

LA VELOCIOAD CRITICA ES: 4062.11553 RAD/SEG 

IE+08 
IE+09 

DEFLEXION DE LA SECCION 0 ES:-.373212368 
DEFLEXION DE LA SECCION 1 ESl-,124253669 
DEFLEXION DE LA SECCION 2 ESI .0:'.:81119374 
DEFLEXION DE LA SECC!Otl 3 ESI .20197504 
DEFLEHION DE LA SECC!Otl 4 Es: .172411699 

VELOCIDAD CRITICA ES1 8653.91162 RAD/SEG 

_ LA DEFLEX 1 ON DE LA SECC 1 Ot~ 0 ES: - • 0922732157 
:'.'.~] . . l,;fl. OEFLE:XlON DE LA SECCION 1 ES• , 104005532 
:i{J;'!~LA OEFL.EXION OE LA SECCIDN 2 ES: .0552492231 
¿';;~;- 1..il OEFLEX ION OE LA SECC ION 3 ES:·. 1333578 
~:~. 1..A. DEFLEX ION DE LA SECC ION 4 ES 1·.214207938 
~);--:-. ,_ 

.0 206.0,1 

.0 206.01 

.0 206.01 

.0 206.01 

IN/Ml 
CWMJ 

18669.2024 RPM 

38790.346 RPM 

026313.7687 RPM 
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DENSIDAD 
CKG/M3J 

7850 
7850 
7850 
7850 



0.6 

0.4 

0.2 

b 

-0.2 

0.21 

-o~z 

70 
OEFLEXIONES MODALES 

PRIMER MODO 

W • 19!l5 R/S 

-· ·.~ SEGUNDO MODO 

W: 4062.1 R/S 

TER«;ER MODO 

··~-:·----·· ... •_:W~B653.9 R/S 



Ejemplo 3 

PROGRAMA VCR-MATRt='I 

ELEM. LONG. DIAM.ROT. DIAM.OISCO !"ASA E)(T, MOD.ELAST. 
CMl CMl CMJ CKGJ 10t9[N/M2] 

1 .250 .200 .000 .0 208.01 
2 .251.'l .200 .000 .0 208.01 
3 .25el .200 .000 .0 206.01 
4 .250 .200 .000 .0 206.01 

LA RIGIDEZ DEI. APOYO EN LA SECCION el ES: 100000 [N/MJ 
LA RIGIDEZ DEL APOYO 2 EN LA SECCION 4 ES: 100000 CN/Ml 

LA VELOCIDAD CRITICA ES: 27.304645 RílD/SEG 260.740153 RPM 

LA DEFLEl< ION DE LA SECC lotl D ES: -1. 92677724 
LA OEFLEXIOM OE LA SECCIOtl t ESl-l.87676049 
LA DEFLEH !Otl DE LA SECC IOM 2 ES:· 1 .42665559 
LA OEFLEXION DE LA SECCION 3 ES:-1.1764346 
LA DEFLEX ION DE LA SECC 1 Ot-1 4 ES: - • 926 132877 

LA VELOCIDAD CRITICA ES: 53. 1258017 PRO/SEG 

LA DEFLE;notl DE LA SECCION 0 ESl-,324597385 
LA DEFLE:!lON OE LA SECCION 1 ES:-.0746012513 
LA OEFLEX J'lN DE LA SECC 1 ON 2 ES 1 • 175369!594 
LA OEFLEX l JN OE LA SECC ION 3 ES; • 425286418 
LA OEFLEX Dtl DE LA SECC ION 4 ES 1 • 675149953 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI 6349.38529 RAO/SEG 

LA OEFLEX ION m: LA SECC ION 0 ES 1 - • 104163473 
LA OEFLEXION OE LA SECCJON 1 ES: • 104167!5!5 
LA OEFLEHION OE LA SECCION 2 ES: , 104156995 
LA OEFLEXION OE LA SECCION 3 ESl·.104179513 
l.A OEFLEXIOU OE LA SECCION 4 ES: ·,3541!SR999 

51'7. 3 12891 RPM 

60632.2588 RPM 

71 

DENSIDAD 
Cl<.G/M3J 

7850 
7850 
7850 
7850 



DEFLEXIONES MODALES 
72 

PRIMER MOOO. 
W • 27.30 R/Íi 



o.a 
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73 

Sl!GUMOO 111000 

w• &!.la RIS 

TERCER MODO . 

~ ...... ~ .. ,, 
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GRAF!CAS FRECUENCIA-RIGIDEZ DE UN ROTOR APOYADO EN DOS SOPOR'."ES DE 1 m DE LürlGITUO 

F 

ler. MODO 
lE9 1El2 K i]/m] 

F 

2o. MODO 
lES 1E9 1E12 K l!VmJ 

1E9 1El2 

Gr&ficir 6.1 



!.·.'.. 

75 
GRAFICAS AMPLITUD-RIGIDEZ DE UN ROTOR APOYADO Erl DOS SOPORTES DE 1 m DE LONG. 

ler. MODO 

>zo. MODO 

AMPLITUD 
MAXIMA 

AMPLITUD 
1-1.AXIMA 

AMPLITUD 
MAXIMA 

K 

K 

1E5 1E9 1El2 . , 
. ""'-

-----· .·. K. 

Gráfica 6. 2 

, . '~·. . -
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A continuación, se presenta un rotor de 1 m ae longitud y di! 
metro constante de 0.2 m. El material del que esti hecho el rotor 
es acero y se encuentra soportado en un par de apoyos en sus extr~ 
mos. 

Con la siguiente serie de ejemplos, se desea encontrar si 
existe variación en el valor de la velocidad critica de un mismo -
rotor en función del namero de elementos en que se divida al mismo. 
La variación de elementos se llevara a cabo como se indica: 

Ejemplo 

4 

5 

6 

Número de elementos 

1.0 m 

4 

7 

10 

.. ¡ 

----··-1· 



Ejemplo 4 

PROGRAMA VCR-MATRA 

ELEM. LO~. DIAM.ROT. OIAM.OISCO "'°'SA EXT, 
CMJ CMJ CMJ CKGJ 

1 .250 .200 .l!l00 .0 
2 .250 .200 .000 .0 
3 .251!J .200 .01!J0 .0 
4 .250 .200 .000 .0 

LA RIGIDEZ DEL APOYO l EN LA SECCJON 0 ESI IE+l2 CNIMJ 
LA RIGIDEZ DEL APOYO 2 EN LA SECCION 4 ES• IE+l2 CN/MJ 

1«10. ELAST. 
10t9CN/M2J 

206.81 
206.81 
206.BJ 
206.01 

LA VELOCIDAD CRITICA ES1 2526.51552 RA~/SEG 24126.446 RPM 

LA DEFLEXION DE LA SECC!ON 0 ESI J,51710145E-04 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 1 ESI .225743594 
LA OEFLEXION DE LA SECCION 2 ESI .319195988. 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 3 ESI .225743562 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 4 ESI l.5J650947E-04 

LA VELOCIDAD CRITICA ES1 10030.0297 RAO/SEG 

LA DEFLEXION DE LA SECCION 0 ESI 5.2153:!932E-84 
LA OEFLEXION DE LA SECCIDN 1 ESI .167181129 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 2 Es1-5.6290237E-07 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 3 ESl-.1671~8785 
LA OEFLEXION DE LA SECCION 4 ESl-5.18294336E-e4 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI 21301.24:! RAD/SEG 

LA OEFLEXION DE LA SECCION e ESI 9.11949999E-04 
LA OEFLEXION DE LA SECCJON 1 ESI .189239845 
LA-OEFLEXION DEL.A SECCION 2 ESr-.1:!3187927 

'LA DEFLEXION DE LA SECCION 3 ESI .109243582 
LA DEFLEXJON OE LA SECCION 4 ES1 8.88495841E-84 

9:5797.3676 RPM 

20341 1 , 986 RPM 

77 

DENSIDAD 
CKGIM3J 

7850 
7850 
7850 
7959 
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DEFLEXIONES MODALES 

. 0.4 

0,2 

PfllMER MODO 
o 

W= 2!!26.SI R/S 

-0.2 

0.2 

::=--:...~. . 1 ---........___ _______ :..;;;--~, . W • 10030 R/S 

SEGUNDO MOOO. 

~-~~¡·· . .. · .. 
'.'_?.:~· >~~-~-. "'.'._-•---.-~-:-·....;: ___ .-. .. ..,.·'=_ .• _·_;....· _ ...;..~-------. :;;r-------~~:;....;...--~--_.._:::=-,... __ ·-_.--..... J TERCER 

~Q.2 _· .. ' . '' .· 



Ejemplo 5 

PROGRAMA VCR-MATRA 

ELEM. LOl'-0. OJAM.ROT. DIAM.OISCO !'VISA EXT. 
CMl CMl CMl CKGJ 

1 .142 .200 .00!1 .El 
2 .142 .200 .000 .0 
3 .142 .200 .000 .0 
4 .142 .200 .000 .0 
5 .M2 .200 .000 .El 
6 .142 .200 .000 .0 
7 .142 .200 .00e .El 

LA RIGIDEZ DEL APOYO 1 EN LA SECClON El ESr IE+l2 !NIMJ 
LA RIGIDEZ DEL APOYO 2 EN !.A SECClON 7 ES• IE+l2 CWMJ 

"'30.ELAST, 
Hlt9CN/M2l 

206.01 
206.01 
206.01 
206.01 
2e6.e1 
206.Ell 
206.01 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI 2327.40945 RAO/SEG 24134.9824 RPM 

LA DEFLEXION DE LA SECCION El ESr l.37086783E-04 
LA DEFLEXION OE LA SECCION 1 ESI .13829131 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 2 ESr .249El65328 
LA .OEFLEXION DE LA SECCION 3 ESr .31053971 
LA DEFLEXtON DE LA SECCION 4 ESI .31!1539705 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 5 ES1 .249065311 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 6 ESt • 138291283 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 1 ESt 1.57El5El553E-04 

LA VELOClDAD CRITICA ES• 10096.3344 RAD/SEG 

LA DEFLEXION DE LA SECCION e ESI s.eee99471E-!14 
LA OEFLEXION OE LA SECCION l ESI • 12549!5649 
LA OEFLEXION DE LA SECClON 2 ESt , 156198705 
~A DEFLEXIQN.DE LA SECCION 3 ESr .0694883!564 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 4 ESr-.06948115~4 
LA DEFLEXION DE LA SECCJON 5 ESI-. 136196725 
LA, DEFLEXION DE LA SECCION 6 ES•·· 123494542 
l.A DEFLE>!ION OE LA SECCION 7 ES•-5.97929059E-fl4 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI 22630.0329 RAD/SEG 

LA.DEFl.EXION·OE LA SECCION 0 ESI l.2815661BE:-83 
LAOEFLEXION DE LA SECCION 1 ESI .106914 
LA DEF!.;.EXION DE.LA SECCION 2 ESr .0472993695 
LA DEFLEHION CE LA SECCION 3 ESl•.08!5!5!51?68 

. LA·DEFLEXION DE LA SECCJON 4 ESt·.08!5!5468394 
LA DEFLEXION DE LA·SECCION 5 ESI .04738717159 
ÜI OEFLEXION DE LA SECCJON 6 ESI • 106988!52 
't.'A OEFLEHION DE LA SECCION 7 ES• 1.2sae0621E-1!13 

96413.0824 RPM 

2161etl.89!5 RPM 

79 

DENSIDAD 
CKG/M3l 

7850 
785!1 
7850 
7850 
7850 
7850 
7851'1 
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DEFLEXIONES MODALES 

·~· ' 

o.4 

0.2 

PRIMER MObO 
o 

-0.2 

. ';'¡·~ 
. -o 2 

~ SEGUNOO MODO 

"<::------~-· · . · W•1009S.3 R/s· 

·.~ 
TERCER MODO 

w • u6ao R/S 



Ejemplo 6 

PROGRAMA VCR-MATRA 

ELEM. LOt-0. DIAM.R01". DIAM,DISCO M'\SA EXT. 
CMl CMl CMJ CKGJ 

1 .100 .200 .000 .0 
2 .100 .200 .000 .0 
3 • 1"0 .200 .000 .e 
4 .100 .200 .000 .0 
s · "'" .20ei .00ei .0 
6 .100 .200 .000 .0 
7 .10ei .20ei .000 .0 
B .100 .200 .000 .0 
9 .10ei .200 ·""" .0 

10 .100 .200 .000 .0 

LA RIGIDEZ DEL APOYO 1 EN LA SECCION 0 ESI 1~+12 tN/Ml 
LA RIGIDEZ DEL APOYO 2 EN LA SECCION 10 ES• IE+12 tNl'MJ 

r-DD.ELAST. 
10t9[N/M2) 

206.01 
206.01 
2ea.01 
206.01 
2es.01 
206.EU 
206.01 
206.01 
200.01 
206.01 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI 2:527.20027 RAD/SEG 24132,9849 RPM 

LA DEFLEXION DE LA SECCION 0 ESI l.S8417S9E·04 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 1 ES• .099:5268402 
LA DEFLEXION DE t.A SECCION 2 ESI .1872BS718 
LA OEFLEXION DE LA SECCION 3 ESI .2:57699703 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 4 ESt ,302902746 
LA OEFLEXION DE LA SECCIDN 5 ESt .319482393 
LA DEFLEXION DE LA SECC~ON 6 ESt .302902741 
LA DEFLEXION DE LA SECCIDN 7 ESI .267699894 
LA DEFLEXlON DE LA SECCION 8 ESI .197265701 
LA OEFLEXION DE LA SECCION 9 ESt ,099:5269283 
LA DEFl.EXJON DE LA SECCION 10 ESI 1. S8393538E·04 

LA VELOCIDAD CRITICA ESt 10098,7717 RAD/SEG 

LA OEFLEXION DE LA.SECCION 0 ESt 9.20664006E·04 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 1 ESI .0842434139 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 2 ESt .tS2044284 
LA DEFLEXION DE LA SECCIDN 3 ES• • 151906979 
LA OEFLEHION DE LA SECCION 4 E91 .0939497819 

.. LA. OEFLEXIDN DE LA SECCION 5 ESt-3,435ása:seE-87 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 6 ESt-,893949318!1 

· LA OEFLDÜON DE t.A SECClON 7ESl•,1519117891 
LA. DEFt.EXION DE t..A SECClON 9 ESl-, 152843818 

.LA OEFLEXlQN DE LA SECCION 9 ESl•,0942423694 
.LA DEFLEXJON DE L.A SECCION 10 ESt-6.19899973E-04 

LA VELOCIDAD CRITICl'I ESt aeaee. 7563 Rl'ID/SEB 

' LA OEFLEMION DE LA SECCION 8 ESt l .3l59158!5E~93 
LA DEFl.EICION DE t.A SECCION 1 ESI .• 08~3&4378 

.·LA. OEFLEICION DE LA SECCJON 2 ESI .1ee21seee 
LA DEi:'Lll:KtÍ:IN .oE;i.fll SECCION 3 ES• .e338167e93 
LA ÓEl"l.ElUON DE t.A SECCION 4 Es1-.eaaaea2ee1 . 

" - :., ... - ,.. ' 

96436. 1859 RPH 

e 16:Sf1:1.288 .· RPM 

Bl 

DENSIDAD 
CKG/M3l 

79S0 
79!50 
78S0 
79S0 
78S0 
7!r.!0 
78S0 
78Stl 
7!r.!0 
79S0 



LA DEFLEXION DE LA SECCION ~ ES•-.107~~48 
LA DEFLEXION DE LA SECCIDN 6 ES•-.063~9797 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 7 ESt .0338237876 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 8 ES• .102217876 
LA OEFLEXION OE LA SECCION 9 ESt .087~280681 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 10 ESI t.34166881E·03 

82 
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OEFLEXIONES MODALES 

1 1 
1 ¡· 
1 1 
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GRAFICAS FRECUENCIA- No. DE ELEMENTOS DE UN ROTOR DE 1 m DE LONGITUD Y 0.2 m DE 
DIAMETRO APOYADO EN DOS SOPORTES CON RIGIDEZ DE 1El2 N/m. 

FRECUENCIA 

4 T 

84 

,------------• No.DE ElEllEHTOB 
T 10 

Gr!fiea · 6.3 
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GRAFICAS AMPLITUD- No. DE ELEMENTOS DE UN ROTOR DE l m DE LONGITUD Y 0.2 m DE 
DIAMETRO APOYADO EN DOS SOPORTES CON RIGIDEZ DE 1El2 N/m. 

AMPLITUD MAX. 

0.31 

PRIMER MODO O.JO ..._----------------No.DE EU:Ml!HTOI 
4 

AMPUTUO rux. 

0.16 

0.1!1 

SEOllNOO MOl>O 0.14 No. O! l!LEl'lll!NTOS 
4 7 10 

AMPLITUD lifAl(, 

0.1& 

OJ!I 

.. TERCER MODO OJO No.DI .11.&Nl!!fr.Ol 
4 7 10 

Gráfica 6.4 

•e'•. 
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Si la división de elementos del rotor mostrado en la siguien­
te figura, se hiciera en forma simétrica o asimétrica puede llevar 
a velocidades cr,ticas diferentes que es lo que se pretende analt-· .. 
zar con los siguientes dos ejemplos: 

Ejemplo 

I· 

7 

8 

Forma de modelar 

4 elementos simétricos 

elemento mayor y 2 elementos menores. 

LO m ·I 

!.-.--·-_----=--· +~· - _· -· ~-l·· 



Ejemplo 7 87 

PROGRAMA VCR-MATRA 

ELEM. LOJIG. DIAM.ROT. DIAM.DISCO l'W'ISA EXT. 
CMJ CMl CMJ CKGl 

1 .2:50 .201!1 .001!1 ,l!I 
2 .2:51!1 .201!1 .000 .e 
3 .2:s0 .201!1 ,001!1 ·" 4 .2:ie .260 .000 ·" 

LA RIGIDEZ DEL APOYO 1 EN LA SECCIDN 0 ESI IE+l2 CN/Ml 
LA RIGIDEZ DEL APOYO 2 EN LA SECCION 4 ES• IE+l2 CNIMJ 

fl(ID.ELAST. 
10t9CN/1El 

21!16. l!I l 
206.01 
2216.01 
206.01 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI 2526.51552 RAD/SEG 24 U!6. 446 RPM 

LA DEFLEXJON DE LA SECCION 0 ESI l.5171014:5E-34 
LA DEFLEXION DE LA SECCIDN 1 ESI .225743:594 
LA DEFLEXJON DE LA SECCION 2 ESI .319195906 
LA OEFLEXIDN DE LA SECCION 3 ESI .22:5743:562 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 4 ESI J.51650947E-04 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI 10030.8297 RAD/SEG 

LA DEFLEXION DE LA SECCION 0 ES• 5.21535932E-04 
LA DEFLEXION DE LA SECCJON 1 ES• .167101128 
LA OEFLEXION DE LA SECCION 2 ESl-5.6290237E-07 
LA.DEFLEXION DE LA SECCION 3 ES•-.167108785 
LA DEFLEXJON DE LA SECCION 4 ESl-:5.J~294336E-04 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI 21301.24~ RAO/SEG 

LA OEFLEXION DE LA SECCION 0 ES• S.11949998E-04 
LA OEFLEXION DE LA SECCION 1 ESI .108t:?3984S 
LA OEFLEXJON DE LA SECCION 2 ESl-.153107927 

·LA OEFLEXION O~ LA SECCJON 3 ESI .109243:582 
LA OEFLEXION DE LA SECCION 4 ESI B.BS49:5041E-84 

9:5787, 3676 RPM 

20S4 11 , 906 RPM 

DENSIDAD 
CKG/M3l 

79:51!1 
79:50 
79:50 
79:50 
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OEFLEXIONES MOOALES 
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Ejemplo 8 

PROGRAMA VCR-MATRA 

ELEM. LOl'G. DIAM.ROT. OIAM,OISCO !'ASA EXT, 
rMl CMl CMJ CKGJ 

t .300 .200 .ee0 .e 
2 .2:10 .200 .1100 ·" 3 .230 .200 .ee0 .0 

LA RIGIDEZ DEL APOYO 1 EN LA SECCION e ES• IE+te CNIMJ 
LA RIGIDEZ DEL APOYO 2 EN LA SECCION 3 ESI 1E+l2 CN.IMl 

MOD.ELAST. 
t0f9CNIK:?l 

209.01 
286.81 
206.et 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI 2994.32663 RAD/SEG 27640.6933 RPM 

LA OEFLEXION DE LA SECC!ON 0 ES1 l,2J404636E-04 
LA DEFLEXION DE LA SECCION l ES1 .343922831 

· · LA DEFLEXION DE LA SECCION 2 ESI .231341981 
LA DEFLr.ttlON DE LA SECCION 3 ESI t.96~77371E-04 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI 14303.3?.82 RAOl'SEG 

LA DEFLEXIDN DE LA SECCION 0 ESI 2,8743773SE-04 
LA OEFLEXION DE LA SECCIDN 1 ES1 ,¡37339309 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 2 ES1-,187Bel548e 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 3 ESl-8,36272~6E•"4 

-- ... 

138SHl.6BI RPM 

89 . 

DENSIDAD 
CKGIM3J 

7830 
79:50 
7930 
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OEFLEXIO NE S MODAi.ES 

::¡¿--= 
-0.2 

~ '""" "" 
. W • 2894.ll R/S 

:¡ .. ¿: 
•0.2 

~ SEGUNOO MODO 

~----7- W•t450!1.3.R/S 
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El siguiente rotor se encuentra apoyado sobre tres soportes -
flexibles. La longitud del tramo uno es de O. 4 m y la del segundo 
tramo es de 0.2 m, con un diimetro constante de 0.2 m. Y el mate­
rial de fabricación es acero. 

Si el modelado de los tramos se hace, primero con todos los -
elementos simétricos y lu¿go con elementos asimétricos, las velocl 
dades criticas serin diferentes como lo muestran los resultados ob 
tenidos. 

0.4 m O. 2 m 

T 
+· -- - -- - - - - · - · 1 O. 2 m 

1--~~~~~~~-+---~~~~~~~ _j_ 



Ejemplo 9 

PROGRAMA VCR-MATRA 

ELEM, LONG. DIAM.ROT. DIAM.DISCO Ml'ISA EXT. 
CMJ CMJ CMJ CKGJ 

1 . 100 .200 .00e .0 
2 .100 .2ilo ,000 .0 
3 . 100 • 200 .000 .0 
4 .100 .200 .000 .0 
5 .100 .200 .000 .ei 
6 .100 .200 .000 ,0 

LA RIGIDEZ DEL APOYO 1 EN LA SECCION 0 ESt IE+J2 CN/Ml 
LA R !G IDEZ OEL APOYO e EN LA SECC ION 4 ES 1 lE + 12 CN/Ml 

. LA RIGIDEZ DEL APOYO 3 EN LA SECCION 6 ESI IE+l2 CN/Ml 

1')'.JD.ELAST. 
1Dt9tN/M2l 

206,01 
206.01 
206.01 
206.01 
206.01 
206.01 

LA VE(OCIDAO CRITICA ESt 20004.5953 RAD/SEG 19102:3.814 RPM 

LA DEFLEXION DE LA SECCION 0 ESt t. 14422382E-03 
LA DEFLEX!ON DE LA SECC!ON l ESI ,0894741353 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 2 ES! ,Jl6879446 
LA DEFLEXION DE LA SECCIOM 3 ESI .0707012319 
LA DF.Fl,EXIOt~ DE LA SECCJON 4 ESI 2.0917B327E-03 
LA DEFLE><ION DE LA SECCION 5 ESt-,0184991088 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 6 ESt -6.52282196E-04 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI 62214,0197 RAD/SEG 

LA DEFLEXION OE LA SECCION 0 ESr 3.G5572873E-03 
LA DEFLEXION DE LA SECCJON 1 ES1 .0695933493 
LA DEFLEXlON DE LA SECCION 2 ES:-4.15225823E-04 
LA OEFLEXION OE LA SECCION 3 ESl•,069012143 
LA DEFLEXIDN OE LA SECCION 4 ES• 9.8832635E-05 
L.A DEFL.EXION.DE LA SECCION 5 ES• ,0704583623 
LA DEFLEXl.ON DE LA SECCION G ESr 3.34560541E-03 

L.A VELOCIDAD.CRITICA ESt 134134.934 RAO/SEG 

', ' - L.Á DEFLEXION DE LA SECCION 1!1 ESI .010S49é!4i!é! 
LA OEFLEX!ON DE LA SECCION 1 ESt .0482080741 
LA DEFLEXION DE LA. SECCION 2 ESl-:0?06399349 
LA OEFLEXION ot: LA oSECC ION 3 ES1 . ,0:567916:543 
L..A OEfLEXION DE ,Lll SECCION4 ESI .1!1213322233 
LA OEFLEX ION Dli:' l.A .SECC ION lS ES t 6 •. 995:56966E-1!13 
LA OEFL.EXION DE LA SECCION 6 ESI 3.916026116E•04 

594100.126 RPM 

1280894,26 RPM 

92 

DENSIDAD 
CKGIM3l 

78!50 
7850 
78!50 
7850 
7850 
7850 



OEFLEXIONES MODALES 
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Ejemplo 10 

PROGRAMA VCR-MATRA 

ELEM. LOl'-G. DIAM.ROT. O!AM.OISCO ~SA EXT. 
CMl CMl CMJ CKGl 

l .200 .200 .000 . " 2 .200 .200 .0011 .e 
3 .106 .20e .001!1 .0 
4 .100 .200 .000 ·" 

LA RIGIDEZ DEL APOYO 1 EN LA SECCION e ESr IE+l2 [N/M] 
LA RIGIDEZ OEL APOYO 2 EN LA SECCION 2 ESr JE+l2 lN/Ml 
LA RIGIDEZ DEL APOYO 3 EN LA SECCION 4 ESr JE+l2 CN/Ml 

t<()D,ELAST. 
1Bt9[N/M2] 

206.01 
206,l!ll 
206,01 
206.01 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI 22533.774 RAD/'SE9 215181.691 RPM 

LA OEFLEXION DE LA SECCION 6 ESs 9.2!5544Bl3E-64 
LA DEFLEXION DE LA SECCION l ESJ .126!564982 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 2 ES• J.9493J249E-83 
LA DEFLEXION OE LA SECCION 3 ESr-.0195959539 
LA DEFLEXION DE LA SECCION 4 ESr-6.8!5385386E-84 

LA VELOCIDAD CRITICA ES: 71952.7534 RAD/SEG 

LA DEFLEXION DE LA SECCION 0 ESr 2.422SS932E..fll3 
LA OEFLEXION OE LA SECCIDN 1 ES• .0536862142 
LA DEFLEXIeN DE LA SECCION 2 ESr .8555610647 
LA OEFLEXION DE LA SECCION 3 ESr .!52!5188!523 
LA OEFLEXION DE LA SECCION 4 ESr .0268824596 

LA VELOCIDAD CRITICA ESI t42624.7S6 RAD/SEG 

LA OEFLEXIDN DE LA SECCION 8 ESr-.155781958 
LA OEFLEXION DE LA SECCIDN 1 ES• 1.59571116E-fl3 
LA OEFLEXJON DE LA &ECCION 2 ESI 2.J89372JE-"3 
LA OEFLEXION OE LA SECCION 3 ESr 9.61581681E-84 
LA OEFLEXJON OE LA SECCJON 4 ESt 7.428J9152E•D5 

686143.253 RPM 

1361966.39 RPM 
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DENSIDAD 
CKG/11131 

78!50 
78!50 
78!50 
78!50 
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DEFLEXIONES MODALES 

PRIMER MODO 

W• ?.2!133.7 R/S 

.·• .. ·:1~-~ 
.... :~.0.2, 

SEGUNDO MO 00 

W • 718!12. 7 R/S 

'• . .' 

TERCER MODO.· 

W• 142624.7 , R/$ 



ler. MODO 

2do. IA O DO 

~ ..... ººº 

96 

TABl.AS FRECUENCIA• AMPl.ITUO 

MOüELAOO DEL ROTOR 

MODELADO DEL ROTOR 

SIME TRICA ASIMETRICA. 

LONGITUD DEL ROTOR: 1 m. 
APOYAOO EN OOS SOPORTES 

l.ONGITUO DEI. ROTOR • .O.ti m. 
APOYADO EN TRES SOPORTES. 



VII, PROGRAMA 

P O R e o E F e 
1 N F L U E N C 1 A 

P A R A 

E N T E S 

BACOIN 

B A L A N C E A R 

D E 
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El presente programa obtiene la magnitud y fase del sistema -
de masas que balancea a un rotor. 

Este programa es un algoritmo en lenguaje BASIC para una com­
putadora personal Commodore 64 Plus/4, el cual utiliza el método -
de coeficientes de influencia para obtener las masas que balancean 
a un rotor. 

Debtdo a que la mayoría de los parámetros de interés, como 
son las vibraciones, tie11en amplitud y fase. El proceso de cálcu­
lo se realiza manejando matrices complejas, descomponiendo a éstas 
como la suma de una parte real y otra imaginaria. 

El programa permite balancear hasta en 20 pl~nos, teniendo e~ 
mo restricción que el número de planos de balanceo sea igual al ni 
mero de planos de medición. 

El programa se divide en tres partes que son: 

l) Suministro de datos 

2) Cálculos 

3) Obtenci6n y presentación de resultados. 

El suministro de datos consiste en proporcionar lnicial~ente 
el número de planos de balanceo y la matriz de ponderación. 

Posteriormente, el. programa solicita los datos de las vibra-­
clones iniciales, radio y direcci6n de colocación de las masas de 
prueba. Se recomienda que el radio sea el mismo para todas las 

> ,·_. 
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masas de prueba. Finalmente se introducen los datos de las vibra­
ciones que se originan en el sistema al agregar las masas de prue­
ba. El programa almacena los datos en forma matricial durante el 
proceso de suministro de datos. 

Los cálculos consisten en efectuar las multiplicaciones e in­
versiones matriciales indicadas por el método de coeficientes de -
influencia, respetando el álgebra de matrices complejas. 

Una vez efectuados todos los cálculos, el programa proporcio­
na el vector óptimo de masas y lo imprime dando como resultados la 
magnitud y dirección de colocación de las masas que balancean al.­
rotor a una velocidad w dada. 

El listado de este programa se presenta'en el apéndice A.2 de 
este trabajo. 
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7.1. Ejemplos de aplicación del programa BACOIN 

Ejemplo 1.- Para el rotor mostrado en la siguiente Figura, se 
supuso la vibración inicial en un plano P1 con valor de Sµ con un 
defasamiento de 40º con respecto a un e~e de referencia A. Por me 
dio del mitodo de coeficientes de influencia se busca el sistema -
óptimo de masas que balancea al rotor. 

La posición de Ja masa de prueba se presenta en la Figura 7.1, 

------ -- A 

Figura 7.1 



PROGRAMA BACOIN 

WMERO OE PLAt-OS DE BALAl-.CE01 A U~ VELOCIDAD• 3~0 RPM 

ELE!>ENTOS OE LA ~TRIZ OE POMJERACJONI 

ELE!>ENTO 1 , 1 • 1 

LAS VlBRACfOt-ES'INICIALESI 

PLANO 
1 

At>f>LITUO 
:5.0 

OEFASAMIENTO 
40.e 

COLOCACION OE LAS WISAS DE PRUEBA! 

MASA 
1 

RADIO 
a.e 

DIRECCION 
30.0 

VIBRACIONES lt-<JUC!DASI 

PLANO 
1 

AlfLITUO 
s.0 

OEFASAMIENTO 
Me.e 

S 1 STEl't'I OPTl "'1 DE BAL.At-t:EO 

!'VISA DE PRUEBA EN 
1 

l'LAl'D 
1 

WISA DE C0"9ENSAC!ON 
.80673 

Al'DULO DE FASE 
+ 83.48 

100 
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Ejemplo 2.- Para el rotor mostrado en la Figura 7.2, se midie 
ron las vibraciones iniciales en los planos P1 y P2 y se supusie~­
ron los siguientes valores: En el plano uno 0.1µ y defasamiento -
de 5°, en el plano dos se midió un valor de 0.2µ con un defasamie~ 

to de 10~ Los defasamientos se midieron con respecto a un eje de 
referencia A. Utilizando el método de coeficientes de influencia 
se calcula el sistema óptimo de masas que balancea al rotor. 

En la Figura 7.2, se muestra la posición de las masas de pru! 
ba en los planos de medición. 

* -~ 



PROGRAMA BACOIN 

N.ll'ERO DE PLAl'()S OE BALAN:EO r · 2 

ELEl'ENTOS DE LA MATRIZ OE PO~ERACIONI 

ELEl'ENTO 1 , 1 • l 
ELEMENTO 2 , 2 a l 

LAS VIBRACIONES INICIALESI 

PLAN> 
l 
2 

Al'f'LITUO 
• l 
.2 

OEFASAMIENTO 
e.e 

te.e 

COLOCACION DE LAS M'ISAS OE PRUEBA• 

""SA 
1 
2 

RADIO 
1.8 
1.e 

OJRECCJDN 
JEl.8 
ee.e 

VJBRACla.ES JNlllCJOASr 

Pt.Ar-.o 
1 
2 
1 
I! 

AH>LITUO 
• l 
.1 
• t 
.2 

OEFASAMJENTO 
7,9 

193.8 
81.8 

111.e 

SISTE~ OPTI/111 DE BALAllCEO 

A U"*I 'vELOClDAD• :see RPM 

MASi'I DE PRUUA ·EN 
i 
1 
2 
2 

Pl.At-13 
l 
2 

li'\SA OE COl'PENSACION 
.74221 

l.89178 

Af.QIJl.O DE FASE 
•284.!58 
t 81 ~13· 
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Ejemplo 3.- En el rotor mostrado en la Figura 7.3, se supusi~ 
ron los siguientes valores de vibra,ciones iniciales: En el plano -
P1 con un valor de 5µ y defasamiento ,de 30º, en el plano P2 con un 
valor de 7µ y defasamiento de 40º, en el plano Pa con un valor de 
8µ y defasamiento de 120º, en el plano P. con un valor de 3µ y de­
fasamiento de 220º. Los defasamientos se midieron con respecto a 
un eje de referencia A. Usando el método de coeficientes de in,-­
fluencia se obtiene el sistema óptimo de masas que balancea al ro­
tor. 

En la Figura 7.3 se muestra la posición de las masas de prue­
ba en los planos de medición. 

mf 

Figura 7,3 
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PROGRAMA EIACOIN 

lllil'ERO DEI PLAr-OS DE BALAN:EO t 4 A UNA VELOCIDAD• 1000 RPM 

ELEl'ENTOS CE LA MATR 12 DE POl'-OERAC IONt 

. ELEl'ENTD 1 , 1 • 1 
ELEl'ENTD e ' e • 1 
ELEl'ENTO 3 , 3 3 1 
ELEl'ENTO 4 , 4 3 l 

LAS VIBRACID~S INICIALES! 

PLANO 
1 
2 
3 
4 

Al'PLITUD 
5.6 
7.6 
e.o 
3.e 

DEFASAMIENTO 
z~.o 

40.6 
120.0 
eeo.o 

CDLDCACIDN CE LAS M'ISAS DE PRUEBAt 

MASA 
l 
2 
3 
4 

RADIO 
e.e 
1.0 
l.B 
1.e 

DIRECCION 
340.0 

·" 10.a 
.e 

VIBRACIOl'Eg JHJUCIDASt 

PLANO Atif>LJTUD DEFASAMIENTO MASA DE PRUEBA EN 
l 
e 
3 
4 
l 
2 
3 
4 
1 
2 
3 
4 
l 
e 
3 
4 

Pt..At-0 
' .1 
. e 
' 3 

a.e 5,8 
9.8 35,0 
s.e .140.0 
3.S ISO.O 
4.8 3SS,6 
a.e 15,6 
4.S 118.8 
4.11 66.8 
is.a 11?3,0 
4.!S 132.6 
6.2 36,8 

18.4 1e2.e 
e.s 18.8 
S.4 a.s 
7.8 ese.e 
s.s 4Bi8 

SJSTE""" OPTIMO DE BALAK:EO 

f!WISA DE .COtiPENSACJON 
1.88772 
J .2481S 
;3sS38 

AllDULO OEFASE 
+ 47,117 
• 22.68 
+ as.73 

l 
1 
1 
1 
e 
e 
e 
e 
3 
3 
3 
3 
4 
4 
4 
4 

104 
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VI 1 I, e o N e L u s 1 o N E s 

Los programas de cóm?uto VCR-MATRA y BACOIN, presentados en -
este trabajo, permiten su aplicación en computadoras de reducida -
capacidad, en especial en lugares donde se carezca de equipo sofí~ 
ticado de cómputo. 

VCR-MATRA acepta infinidad de configuraciones físicas y geomé 
tricas de rotores; sin embargo, su implementación en una computad~ 

ra Commodore 64 Plus/4 conduce a un tiempo de cómputo elevado, por 
ejem~lo, para un rotor modelado en 10 elementos, la evaluación del 
sistema a una velocidad le toma al pr.ograma aproximadamente un mi­
nuto de cálculos. La experiencia del analista reducirá el tiempo 
de cómputo asignando los incrementos adecuados al rotor en estudio. 

La introducción de datos en BACOIN puede hacerse en cualquier 
sistema de unidades, con la condición de que éste sea congruente. 
Como referencia, para determinar el tiempo de cómputo requerido 
por BACOIN, para 20 planos de balanceo el programa tarda en correr 
50 minutos. 

Oe acuerdo a los resulta dos obtenidos con el programa VCR-MA· 
TRA se concluye: 

l.- A mayor rjgidez en los apoyos, mayor será la velocidad 
critica, ya que ésta disminuye la libertad de vibración del rotor, 
como se observa en las gráficas 6.1. 

2.- Las amplitudes de vibración disminuyen entre mayor rlgi-­
dez tengan los apoyos según las gr&ficas 6.2. 

3.- Modelar un mismo rotor en diferente número de elementos, 
implica velocidades crtti.cas diferentes, que tienden a coincidir • 
entre mayor sea el número de elementos en que se divida el rotor -

·en.su'. modelado y esto puede comprobarse en las grSficas 6.3. 
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4.- El número de velocidades criticas que pueden obtenerse es 
igual al número de elementos en que se divida el rotor menos uno. 

5.- Las frecuencias naturales dependen en gran medida de la -
forma en que se asignen los elementos a un tramo del rotor. 

Con respecto al programa BACOlN, se concluye: 

1.- El programa obtiene el vector óptimo de masas que anula -
las vibraciones en los planos de medición. 

2.- El programa permite balance~r únicamente a una velocidad 
w determinada. 

3.- Las masas de prueba deben ser iguales para todos los pla-
nos. 

Finalmente, de todo lo anterior, se sugiere como trabajo fut~ 
ro, el dise~o y, fabricación de equipo de ldboratorio, tanto para -
fines didácticos como para aolicación en campo, que permita compr~ 

bar los resultados de los programas descritos en este trabajo. 



.,. 
L~STAOO OE VCR-MATRA 

REAOY, 

1 OPEN 3,4 
2 PRINTllS, CHR$<147l 
3 OPEN 2 , 4 , 2 · 
4 OPEN 1,4,t 
21l OIM L<51ll,E(50l,F<51lJ,OR<5Cl),00(50),9(!50) 
2'5 OIM R0(50l,Mfl<S0l,t1(20l,01<20),0Z<50>,C<:50> 
30 OIM ME(S()l,VC50l,M031l>,Xi50),J(5">,A<!50l 
35 OIM K<2D),'rP\50),Y<.50l,MOC50),Q(5El) 
40PRINTH3,CHRf<14l,' PROGRAMt1 VCR-M'lTRA' 
45 PR ltlTH3,' ' 
46 PRINTll3,' ' 
:,10 REM 1 • EtlTR'lDA DEL llUMERO OE APOYOS 
60 PR Jt.IPCUANTOS APOYOS TIEtE !:L ROTOR' 1 
80 lt.PUT M 
100 PRINT' ' 
12!1 FOR l•I TO M-1 
140 PRltlT'CU1iNl'OS ELEM::tlTOS TIEM'. EL mAM0'1 ll 
160 ltPUT N< l l 
ISO N=NOHN 
ee0 PRINT' • 
220 l'l:'.XT 1 
240 REM ! 1, ENTRADA DE DATOS 
260 PRINT' ' 
280 FOR l•I TO N 
31.lO PR HIT 'l..O~Xl 1 TUO DEI. ELEMENTO'; 11 
320 U:PUT L< t > 

.. 340 PRINT' • 
360 PRINT'MOOULO OE ELASTICIDAD DEL El..El'ENTO'lll 

.· 380 !~:PUT !:< l l 
.·. 385 · F< 1>•E<1 l/l(ll)l)\lf.100(.lE:I 
400 F'RINT' • 

"'"'· .. 42() PRIUT'OIMETRO OEL ROTOR EN EL. El.El'ENTO' 111 
}t, : 4141.l Ul'UT OR <l > 
'·'',;· .: . 460 PRINT' • 

·430 PRINT'DIA"1::TRO DEL DISCO EN EL ELEl'ENTO"lll 
300 tt·.PUT DO C !> 
520. PRltlT' • 

':"':540 PRTNT'OEtSIDAO DEL MATERIAL EN EL ELEl'CNTO'l 11 
;; .~60 ltf'UT RO< 1 >. 
:;. 580 PR INT • • 
r:~: · i~;~·=~7) EXTERtlA EN EL ELE~HTO 'JI/ 

\j¡~~0 PRINT~ • 
\66!L PR INT.'ESTAN CORRECTOS LOS DATOS?' I "S/N"; 

f.í;a8'.
0 

ltl'UT W$ · ·•·· 
;i)•J!!0 .IF ÍoJ$•"N" THEN 300 
''720:.PR!NT" • 

•· i'~e. t.a::>1:r.' 1 
:.?Sa il~• •[LEM •. • 
·1s!5:a•~·o1AM~ROT •• 
?ee:e·.~. ·or~¡sioAo • 
18, OS• Ó,l',t'\SA E'XT. ;. 
;mr E*" ~t«Jo; E'L.AST •• 
·1s :F•~·•o rAM:o rsco• 
s0 cslí•Lo~~ •. 

108 



79!5 HS='tMl' 
790 IS•'tKCll' 
78!5 J$•'10t9[ritM:l' 
800 KS•'[KCl/M31' 
~05 PRINTH3,A$ TABC6lG$ TAB<Sl8$ TAO<SlF$ TAB<Sl0$ TAB<SlE$ TAS\6)C$ 

109 

610 PR!tITllJ,' 'Tf18(9)H.t TAB<l2lHS TAB<l5Jll$ Tf\8Cl4ll:> TAS<9>J$ TAB<7JK$ 
815 PRltIT113,' ' 
820 FOR I•I TO tl 
92~ PR ltITll2, º99 

9939' 
9.999 9.993 3.393 

827 PR!tITlll, l,l( ll ,OR< 1l,DO<1) ,WI< 1) ,F< 1) ,RO< 1) 
S~:O tlEXT 1 
83:l PRINTM3,' ' 
e.;o PR lr1TM3' •• 
80:.0 REM 111 • tl'.IOELt~OO DEL ROTOR 
?80 PEM I 11 • 1 CALCULO DE O 1 AME TRO$ EQU ! VAl'EtITES 

339.9 

300 FRltlT'SOt1 D!ZCOS FORJ."ir'.10S O EN'SiiMBLAOOS ri F'RESIOtl? FO/FR'I 
920 !f'l'UT M.1: 
:340 PR!MT' ' 
:;<;O IF MS•'PR' THEN 1280 
'.)Gil REM 111. 1. 1 o IÑM. EOLI 1 VALEtHE o 1 seos FORJADOS 
1 OíleJ FOR I • 1 TO N 
1020 IF 00 el »0 TilEN 122€! 
1040 S•LCl>/DRC!) 
!050 PRIMT'LA RELAC!ON 8/0 EN EL ELE~EtlTO'I 11 'ES1 'IS 
1080 PR1NT' ' 
! lll0 PRINT'CON El VALOR Evo LEER JUJ Etl EL l1EMOOR1~~ 6,6' 
llZO PRINT" ' 
1140 PR !MT"CUf\L ES El. '/ALOR JZ/ J' 1 
! ISO INPUT Q 

1180 PRINTº ' 
1200 DZ<t>aOR<l>•Gt.2!5 
l 220 ~EXT ! 
1240 GOTO 1620 
1260 REM 111. t. 2 O JAM, EQU IVflLENTE PARfl O ISCOS ENSAMBLADOS A PRES !Otl 
1280 FOR !al TO N 
13()1?1 IF DO< ll•0 THEN 1600 
l32el PRHIT'EL Oli\M. INTERIOR DEL. DISCO EM EL ELEl'Etrro•111•e:s1•1 
1340 INPUT· 01 <I) 
13S0 PRINTº ' 
1380 A"UR < l> ·O I< I> 
1400 S•L<D!OR<J> 
1420. QaOO< I l/ORC 1) 

.1440 PRINT"CON LOS SIGUIENTES VAL.ORES LEER JZ/J Etl EL. tEMoORfllt'I 9,7• 
-' 1460 PR!NT' ' 

1490 PRINT'B/O•'IS, 'AIO•'IA, '00/0&'ID 
. 1:500. PR INT' ' 

... 1:520 PRINT'CUAL ES·F.L .VALOR JZ/J'; 
l.'540 'ltf'UT Cl 

. ;J!560. PRINr' • 
. · 1:180 OZ( 1 >•DR C l l&Qt.2'5 

1600 i-l::XT 1 
1620 REM 111.2 CALCULO DE ~SflS EQUIVALENTES 
1640 FOR 1~1 TO N 
1660 lF. DZ<l>•0 THEN 1120 
.1680·V(1) c4H00( 1) t2·0Z ( l lt2 >•L< 1 )/4 
l'féé !YE< 1 )•V< J >•RO< 1 > 
1720 i'E:Xl'. 1 
l749'1<EM ·111.3 ESTADO FIN'IL. DEL ROTOR EN EL l'DDELAOO 

. 1760. FOR l•I TO N 

999.99 



17Bll M< I> • oOR CI H2/4 •L < 1 HRO < 1 > 
1200 r.EXT 1 
1620 FOR l•I TO N 
1840 IF l=tl THEt~ 1361' 
1350 t1( 1 )•(M( r )H·t'ICI >+~E< r) )/2+<M< 1¡1) •Wt( r + 1 )+ME( IH) )/2 
1880 X< J): <W !)+Wl< 1) +ME <I) )/2 
1 SOO IF DZ < 1) 00 THEN 2l'lel0 
!920 JCl)=HOR<I >t4"8·1 
1340 GOTO 2Cl40 
121$0 M( ll= <MU »ME<l) +MfH 1))/2•X(1-1) 
1380 IF DZ < 1 »0 THEN 1920 
2000 J<l>•1•0Z<l>t4/64 
2040 NEXT 1 
2·~E'O T$zr 't-kJ • 
20CO P.EM l V, CAL.CULO DE Ll\S CONSTANTES A, B Y C 
ZI00 FOR 1•1 TO ti 
2121l A<J>•LCI>/<E<IHJCll) 

. Z 140 B(I l=L< llt2/<2*E < 1 HJ <J » 
2160 CCll•L<lltJ/(6•E<IHJ<I>> 
2160 NEXT t 
22'-'0 REM V. OE:C 1 S !Ot~ F'f1RA APOYOS R IG IOJS O FL.EX !BLES 
2221) PR INT"SON APOYOS R IG IDOS O FL.EXIBLES? R/F" 1 
2240 lll'UT W$ 
22€·0 OIM R<4,4) 
2290 OIM $(4,4) 
23M PR!Ni" ' 
2220 IF MS•'R' THEN 2505 
2341) FOR I• 1 TO M 
2360 PR?NT'LA RIGIDEZ EN EL APOYO'lll'ESt'I 
22SO lt.PUT K( 1) 
240l:'l PRINT' ' 

. 2420 NEXT 1 
N30 PR INT'ESTAN CORRECTOS LOS APOYOS? S/N' 1 
2431 ltE'UT WS 
2~82 ?F WS•"N' THEN es40 
2·NO FOR I•l TO M 

110 

2460.PRINTtl3,'LA RIGIDEZ DEL APOYO'/ IJ 'EN LA SECCIOtl":N<I-1 >J 'ESI 'IK(f>1"CN/Ml" 
2480 NEXT I 
25C0 PRINTM3,' • 
2501 .GOTO 2528 
2505 PRINTM3,'LOS APOYOS SON RIGIOOS' 

. 2SD6 PR INTll3. • • 
2507 FOR !•I TO M 
2506 PRINTll3,'EL. APOY0'111'CSTA Et' LA SECCIOWHHI·l> 
2!!!99 ~EXT 1 
esí1fPR!NTll3;• • 
252!1 REM VI. FORWIClON OE LA PRIMERA MiHRIZ OE TRAt<SFEREt-CIA 

'·.esífr FR!NT"CUAI.; ES Et. INCREl'ENTO PARA HACER LAS ITERACIONES?'I 
;' 2522 '. ll'f'UT U . . 
; ,2523 PRit:rr• ' 

25•11,_ PR..ft.IPL.A VEL.OCJOAO Ol'EGA PROPUESTA INICIAL ESl'J 
2560 . lt.PUT O 

.. '25811 PRINT' ' 
eBfJB.·A l• liC ( lltM< 1) •Ot2 

.' 2621) Al?•B< 1 HMO HO'f2 
-·2640. ¡<13•L( 1HMC1 HOt2 
2669 MeM<I HOt2 

·:aese e1.1,;c 1 > 
:1:imi0 c1.•a< 1 > 
· 2i2e'c2•A<i > 



;,, 
·:·; 

2740 Ol•C<I> 
2'760 02=B< 1> 
2780 03 •l. ( 1) 
2790 FOR le! TO 10 
2792 PRlNT" • 
2793 MEXT 1 
2794 PRlllT"VCR-MATRA ESTll CALCULAl'llOº 
2795 PR UfPF1WOR DE ESPERAR• • 
2797 PRINT" • 
2600 R<t, l>•Al 
2S20 Rct,2>•A2 
2S40 R<l ,3l•i13 
2860 R< 1,4) •A4 
2880 R<2,l>•Bl 
2900 R \2 ,2 )o 1 
23~0 R<2,3l•0 
2940 R<2,4)•0 
2360 R<3, l >=Cl 
238Cl R<3,2l•C2 
3000 R(3,3)=t 
3020 R<3,4l•0 
3040 R<4, ll•OI 
3060 R<4,2l•OZ 
3080 R<4,3)•03 
:3iee R<4,4>•1 
3120 IF WS•"R" THEM 3320 
3140 A~•Al·K<l>tOl 
3161l A2•tU?·K< 1 >:a02 . 
3180 A3=A3·K<1>t03 
3200 A4=A4·K <l > 
3220 AB•fl4 
3240 RO, O•l" l 
3Z61l. R0 ,2l••'l2 

. 3280 R<l ,3>'••'3 
3300 R<t,4l•A4 

·3310.FOR 131 TO 20 
·. 3312 PRlNT" • 

;,',".''' · · ··3314 l'EXT 1 
:it'. .. 3325 REM Vil. FORMt"ICIOtl OE LAS OEMAS WITRICES OE TRANSFEREICIA 

~~;, ;;~: 7;1 t-ICl'll" 1 THEN 4340 
, , 33:51 A•tHMl 
,:. -3360 'FOR l •2 TO I~ 

3360 E:t=HCC lHM< I>tOf2 
··.· 3:1100. Ei!•B< 1 > tM< l >•Ót2 · 
• i3420 E3'•L <l hM< PtOti:? 
''··3~4o:e:4•M< 1) •ote 
;' •34Ell'.FtííL<I> 
.':-'34aé GfiÍBO) . 
:':3lfoó'1 G2~A( 1)' 

3~21)H•cm 
$!'148' H2 lie < n 
3!!69H3•L<l> 

. ~!'lalí/S<l/t)sEl 
\ ;'3~~e )fr l <? > sEI! 
''''821FSO ~3),.[3 

;~·,'.3&4e:;f:!Cf 4) s[4 
<'.~~,$<a~ÚáFl. 
i~ee .s (2 ;e> .. ¡-
. ;»tlJ;S<2,~)•f 

111 



3720 5(2,4)•1l 
3740 5<3, l)•GI 
3760 S ( 3 ,2 > •G2 
3760 5(3,3)"1 
38tl0 S<3,4>•0 
3820 5(4,t>=Hl 
3840 SC4 ,2)•H2 
:;aso 5<4,3>=H3 
3G2(l 5<4,41"1 
3200 IF TS•'N'.J' THE:tl 4000 
2:•2(l IF W$• 'R' THEN 6000 
?'..'4 O 1 F 1 =A THEN 6380 
32€0 GOTO 6000 
3~2(l REM VI 11. f'ULTIPLICACION OE LAS MATRICES OE TRANSFEREJ'.CIA 
4C00 FOR J=I TO 4 
4~20 FOR 0•1 TO 4 
404C FOR L• 1 TO 4 
4~SO T=T+RCJ,L)•S<L,QJ 
40SD tU:T L 
41Nl T<J,Q>•T 
1!20 T•O 
41~'1 tlEXT Q 
41'!•1 NEXT J 
41~0 FOR J•I TO 4 
~200 FOR O•I TO 4 
4220 T•T<J ,O> 
42•10 RCJ,íl>•T 
4<E0 rn=::n a 
428C NEXT J 
•12SC T:ae 
.1;00 IF l•A THEN 4340 
4320 GOTO 4640 
4340 M•Mf! 
434 l C•0 
4342 FOR B•I TO M-1 
4243 C•tHM-BHC 

. 4$44 tlE'XT B 
4250 A•N<M>+C 
·1SSC' IF Wt•'R' THEtl 4~60 

· . 4380·A'l•R<1.4>-K <MHR(l, I> 
4400 B4•R<2,4>-K<M>•R<2,l> 
441:?0 C4•R(3,4>·K<M>tR<3, 1 > 

.4440 04•R<4•4>-K<M)tR(4,J> 
4460 R0 ,4)•A4· 
<14S0 R<2,4>iiS4 
4500" R(3,4>•C4 

. . '.'4520 R <4.;4) •04 
;.::·;. ':··:_;~: .. ,4~1e ... ~ora.·· 4S4e 
'''-' .:. )"<15se;·YP(I )•I 
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[i""'{• '-'·4SS0/MO < ·1 > •l!I . . 
",. . 4601!1 'rP<M>•YP<M· I >HR <2 ;2>-R <e, l) •R<4 .2 )/JH4, 1)) •l'«J<M-1 >t<R<3 ;iv •fi(4 ,2>•R<3'1 )/R 
.::': ,; .. ,., :.<4' 1)) . . .. ·. . . . . 

!),•; ,, .. '4620 MOCM> •YP<M-1 >•<R (2,3 >-R(4 ,3 HR(é!' 1 )/R (4' l)) •MO<M~·t H<R(3,3) -R<4 ,3) tR<3, l )Í/· . 
~\;~.:··,:1;" .··~l{(~il) '.· .. 

OIB4e .~XT J *''' .. .,.. ;;¡"''. ri:r P••"SP THEN ssee 
'"·".''-''·.· :4688 lFIJ$•"F'. TJ-IEÑ 4760 . 
f'./'>.~fJ9it RE,.U)f.,. COt-Í>l~Ulf'ES OE FRONTERA EN. APO'r'pS RIGIOOS. 
'1~';')/?4190 PRJNT.•E~'.l'l'.lt<ENTO ESt 'IMO<M> "L.A VEL.OCIDllO OMEGA ES• •io 

l1tt:jto~ \aN . ' 
-1., .' 



4740 REM X. COl'[)ICIONES OE FRONTERA Etl APOYOS FLEX113LES 
4760 MO<M)=R<l,3>•R<2,4>-R<2,3)*R<l,4) 
4780 PRINT'EL DETERMlllAtITE ES'tMO<M>,'LA VELOCIDAD Of<EGA ESl'IO 
4800 REM X 1 • 1 NTERFOl..AC 1 ON L ltlEAL 
4810 IF i'D<M>OO THEN 4821!! 
4812 02•0 
4814 GOTO :5400 
4820 IF 01•0 THEN 4861!! 
4840 GOTO 4940 
4060 01"0 
4esei Ml=i'D<M) 
4300 O=O+U 
4920 GOTO 2601!! 
4940 IF M300 THEN 5140 
4960 IF l'IJ(M))el THEN 5020 
4980 IF MI )0 THEN :5040 
51!!00 GOTO 4860 
5020 IF MI )0 THEN 4860 
5040 02~<-Ml/(f"O(M)·Ml))S(0-01)+01 
5060 03=0 
!5080 M3•MJ(M) 
!51El0 0~02 
5120 GOTO 2600 
5140 IF MJ<M> >0 THEN 5301!! 
!5160 IF MI )0 THEN !5320 
5180 IF AS='YA' THEN 5380 
5200 01 .. 0 
5220 Ml:MO<Ml 
5240 AS•'YA' 
5260 Q:O+U/10 
5280 GOTO 26011 
5300 IF Ml>0 THEN 5180 
'S32" 02•(-Ml/(M'.l(M)·MI ))s<0-01 HOI 
5340 X•MO<M> 
5360 GOTO 5400 
!5380 02=<·M:><Ml/(M3-MO(M) >) H03-0HO 
!5400 RP=02s60/(2*~> 
5401 PRINT'LA VELOCIDAD CRITICA ES1'102 
540!Í PRINT~3;' ' 

. !5410 PRINTll3,'LA VELOCIDAD CRITICA ES1 '1021 'RAO/SEG',RP:''RPM' 
541!5.PRINTM3,' ' 

. !5420 0•02 
e440f:is·•s1• 

: . !5460 GOTO 2600 
.. 54SILREM XI f. CALCULO DE LA OEFLEXION l'()OflL 

.·· .. !Ímie PRtNT•QUIERES LA OEFLEXION MOOAL'?'I 'SI/NO' 
: >Ss21!1 Ps•.'S 1 ~ 
·:···•.·ss31!1:M•I. 
;:>ssar A•N.<M) 

'.'<:ss4e 1~uT n 
,-- SSl;lB ;As••t-&J• 
~;;,. !5,ee -PR tNTº • 
· .;, 56ee JF rs• •s !' THEN s120 

:•·.,. • :is20 • M3 •e 
:.pl$e4e OÍ•B · 
i .:;s~se PR it-rr• • :: .. ,;:~:··i~~~gUAL. ES LA SIGUIENTE VEL.OCIOAO Of'EGA PROPUESTÁ'H 

:•·ss7e' PR INT' ' 

. #Jea~ 'p,s~ '"'° • 
'"' 
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:!700 GO TO 2600 
5720 lF W$••R• 'THEN 5880 
5740 Y•-T<2,3)/T(l,3) 
5760 Y(I )•YfAl+L<I) 
5780 YP<l>•Y•A2+1 
5800 "'3 < I> =YtA3 
5620 Q < I> •Y*AB 
5840 Y<0>"Y . 
5360 GO TO 3360 
5880 Q•-T<2,l>/T(4,I> 
5900 Y<l>•L<l>+C<l>iO 
5920 YP<l>•l+B(l)iQ 
5940 MO< 1>•L(1 HQ 
5960 Q<I >=Q 
5980 GO TO 3360 
6000 Y<l>•Y<l-l>•S<l,l)+YPCl-l>•S<2,l)+tt:l<l-l>•S<3,1)+Q(J-l>•S<4,I> 
601?0 YP<I) •Y< i-1HS<1,2>+YP<1-1 > :tS<2,2>+MOS l-1 HS(3,2) +O<t-1 HS<4 ,2> 
6040 MO<l>•Y<l-l>•S<l,J>+l'O<l-l>•S<3,3)+Q(l-!l;S<4,3)~'l'P'<l-l>tS<2,3> 
6060 Q(l>=Y<l-l)$S(l,4>+Q<l-li•S<4,4)+Yf'<l-l)aS<2,4>+1'1l<l-l>•S<3,4> 
61!)80 l'EXT 1 
6100.FOR 1•0 TON 
6120 PRINT" • 
6140 PRINT"l.A DEFl.ElOON DE 1.11 SECCION"l!J •ESt"JYO> 
6168 l\EXT 1 
6180 PRINT" • 
6228 FOR 1•0 TO N 
6240 P~INT113,"l.A DEFl.EXION DE l.A SECC!ON"Jll"ESt"JY<I>J"[Ml" 
6260 l'EXT 1 
6262 PRINTll3," • 
6288 PRINT"DESEA El'CONTRAR OTRA FRECUEtCIA?"J"S/'N" 
6380 ll'f'UT Z $ 

6320·1F ZS•"N" THEN 6680 
·... 8341!1 n1•"NO" 
,, . ,636.8 GO TO 36Z0 
~' · 6381!1 M.aM+ l 
;:, 6391!1 AAl=S<l,4>-K<M>aS<l,I> 

.~-... » .. '.:, ~401!1 88 l •S <e, 4 ) -K < M > •li< 2 , l > 
.· · .,428 CC1!'6<3,4>-K<MHS<3,ll 

~;:~ :.::::·~~:::~:Á::-K<M>•S<4, l) 

!it, ' s4e0 S<2,4>•BB1 

~:';··:;}~= .;~:;: ~~~~ 
.··asse:c•e: 
~··: ª'"' FOR B•i TO M-l 
<)ésee:'.Cllf!l<~B>+C 
. ·.·. "2• tekT 8 ' 

t1i4' ,,•!ll<M>+C 
: "t&Cll 00ro set1e ·' isc;ee oo · . · 

REAov~ 
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~ISTAOO DE SACOIN 

REAOY. 

1 OPEN 3,4 
5 OPEN 2,4,2 
6 PRINTH3, CHRS<l47l 
10 PRINT"PROGRAM'l BACOINª 
11 PRltlTll3,CHRS<l4l, 'PROGRl'il"f'l BACOIN" 
12 PRlllTll3,• ' 
14 PRINTª ' 
15 PR INTM3, •. • 
16 PRltlT'A QUE VEL.OCIDAO SE BAL.ANCEA? EN RPM' 
18 PP.ltlT' • 
20 OPEN 1,4,1 
25 OIM TR<20,20>,TC<20,20l,RC20,20l,C(20,20l 
40.0IM 0<20,20>,P<20,20>,Q(20,20l,S<20,20l 
55 OIM G<20,20>,L.C20,20l,AC20,20>,BC20,20> 
70 DIM W<20,20),ZC20,20>,0C20,20>,F<20,20> 
es OIM E<20,20>,H<20,20),KC20,20>,YC20,20J 
100 OIM ~sc2e>,OB<20),GR<20),0C(20J,RAC20) 
115 OIM'OI <20> ,AV<20> ,OVC2eJ> ,HR(20J ,HC<a0> 
130 OIM VRC20>.VC<20l,ROC2e!l ,PRC20> ,PC<21ll 
145 OIM 8R(20>,BC(20>,AOC20l 
2F.:5 PRINTª • 
20fl PP. l~rr· • 
29~ REM lNTRODUCCION DE DATOS 
3Hl PRltlT'DlMENSION DE 1...A l"ATRIZ?'I 
325 H.PUT N 
?2G PRINTll3,'f\l..IMERO DE PI.ANOS DE BAl...ANCEQ1•;N,'A UNA VEl...OCIDAD•'IRPl'RPM• 

·327 PRINTll3,• • 
. 329 PR INTll3, • • 

340 PRINT' • 
355 PRINT'~·TRIZ OE POl'IJE:RACIONr" 
3.57 PRINTll3, ªELEl>ENTOS DE l...A l"'ITRIZ OE PONOERACIONI' 
359 PR INTll.3,' • 
370 PRINT" • 
38!.!S·FOR·I• 1 TON. 
400.PRINT"EI... ELEl<ENTO •111•,•111•e:s1• 
.415 Itf'UT )::<l,I> 
430 ·t€1<T I 
431° FOR I•I TO N 

·~433· PRfNfll3, ªEl...ÉloENT0• 1JI•,'1 IJ •••JE< 1, I> 
. 43:; ·t-txr 1 . 
. 445: pR!NT• • 
4:1S:}RlNTll3/" • 

:M7; plU~H, • • 
;;.; C:~61t.PIW:IT~l...l'IS VIBRACIOl'ES IN!CIALE91" 
;F,.'.., .... ,;4ef.PIUNTll3,~!.ASVIBRACl0fl.ES INICIA!.ESI" 

.. ' '.:~!'S. PftlN1'" • . . .. . . • 
;•··¡ ·. -~"i.P"ltrf"!-f' ~LlTUll .PE !.AS .VIBRACIOl'ES. SC!Nt ',. 
¡,.~~;:·:'." :'!-.-St"t~JNT•···.•· ~ .. ·· . . · 
f;~-.:>·_,-. ' :.~;ilff:OR-~.-.'1•1-:TO.·-N -
~:.'. : >~~~.-PRi~:~&:L PLANI OE l'EDICION •111•Es1• 
';'.''·· , .. · : .• -ne.-1,..-uT .. 1118<1> 
/!:>. ':;e6S~~~T 1 .. 

ih' -· .. <.'{:;:t~=:~~3;' .. ' . . . . . 
:~j¡j<:, -;.•,pR~NT~LO~ QEFASAMl.ENTOS DE .!.AS VIBRACJO~S SONI" 

~?·;'./~;.:'" 

"b)w>····· 
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610 PRINT" • 
615 PRINT" • 
623 FOR l•l TO N 
640 PRINT"EN El. PLANO DE ME:OICIDN "Jl1"ESI" 
655 IMPUT DB < I> 
657 DBA•DB<I>t1/180 
661 GRCJ>•AB<l)lCOS<DBA> 
663 GCCJ)•ABCl>iSIN<DBA> 
670 NEXT 1 
671 PRINTH3, 'Pl.Ai'D A~F'l.JTUO OEFASAMJENTO" 
672 FOR l•I TON 
673 PRINTH2,' 99 993.9 999.9" 
67'1 PRIMTtt ! , l .AB< 1>,08(1 > 
676 NEXT 1 
685 PRINT' • 
686 PRINTlt3,' ' 
687 PR INTH3,' ' 
690 PR ltfT' ' 
70() PRltfT'COLOCACIDN DE LAS MASAS DE CDMPENSACION' 
70 l PR INTll 3 , 'COLOCAC l ON DE LfiS MASflS DE PRUEBA 1 ' 
702 PR INTll3,' ' 
715 PRINT' ' 
730 FOR l=J TO N 
745 PRINT'El. RADIO DE LA MASA DE PRUEBA?'! 1 
760 ltll'UT RA< l) 
775 PRltJT'DIRECCJON DE COLOCACION?' 
790 INPUT DI< 1 > 
805 NEXT 1 
807 PR llHll3 .'~'•1SA RAD 10 O!RECCION' 
808 FOR 1•1 TON 
809 PR HIT'l2,' 99 99. 9 
810 PRJNT;l l, l .RA< 1 >,DI< I) 
812 1-EXT 1 
820 PRll'IT' ' 
821 PRINTtt3,' ' 
822 PR INTll3.' ' 

999.9' 

835 PR INT'OATOS DE LAS V IBRAC IOtlES IMOUC IDAS 1' 

936 PRJNTll3, 'VIBRACIONES U.OUCIOASI • 
asa PRttfi'• • 
851 PRINT1t3,' ' 
865 FOR J=l TO N 
aso FOR 1"1 TO M 

116 

895 PRINT"l.A AMP. DE VID. Etl EL PLANJ';J1'0EOJOO Al.A M'lSA .DE PRUEBA EN 'JJ 
·· 9Í0 l~PUT (WC I> 
. 911; F< 1 ;JJ•AV(J > 
925. PRINT'EL DEFASAMlr:NTO EN 'Jll 'DEBIDO A L.A MASA EN7'1J 
·930 lt.PUT OV< l>, 

. 931 Z <t ,J> =DV< !> 
932 OVA•DV(I)t~/180 
934 HR ( i ) =AV ( 1 ) •COS (OVA ) 
93G HC<ll=AV<l>*SINCOVAl 
9'12 REM FORt<lflCIOt~ DE LA MATRIZ OE COEF !CIENTES DE !NFLUEICIA 
944 HR<t>=HR<l>·GR<I> 
s4e ilc~ 1>•He<1 >-Ge< n 
9!5B AV<l>•<HRO >t2+HC< 1 >t2>t.!5 
9!53 U~HCO>)HR<J> • 

, •. 9!5:S:,oyq»•l'ITN(U) 
'• '/• 9!56 OV<I>.,OVCIHl$0/1 
"'. ·. 9!57"1f' HC<f)>e THEH 962. 

' . s:se.:11:-H~< o >!l THEN 978 
::::}:)~ / ;,_·-

.,·:~ .·-:-:< 
1 .. - ·-.i . 

. . :ú.:,.-.. ,_ -._-C.,'.··· 



959 DV<I>=DV<l>+ISO 
960 GOTO 970 
962 lF HR < l) >0 TiiEN 970 
964 DVCI>=DV<l>+l80 
970 TR=AV(l)/RACJ) 
995 TC=DV<l>-DI<J> 
1000 TC=TCt2t1/360 
1015 TE=TRtCOS<TC> 
!030 TR< l ,J)=TE 
1045 TC=TRtSIN<TC> 
1060 TC<I,J>=TC 
1075 NE:XT 1 
1090 NE:<r J 
1091 PR INTH3, 'PLAt·IO 1~MPL ITUD OEFASAMlENTO MASA DE PF;UEBA Etl'· 
1092 FOR J=I TO N 
1093 FOR l•l TO N 
1094 PRHITll2,' 39 99.3 999,9 3:)' 
1095 PR !NT!l I, !,F<I ,J l,Z (! ,J l ,J 
1096 ~XT l 
1097 NEXT J 
1105 PR INT' ' 
1110 FOR l=I TO 20 
111 l PRINT' ' 
1112 f\EXT 1 
1113 PRltlT'BACOIN ESTA HACIENOO CALCUL.OS' 
1114 PRHIT' ' 
1115 PR ltff'FAVOR DE ESPERAR' 
1116 PRINT' ' 
1120 REM iRANSP•JSICIOM DE LAS ~ffTRlCES DE COEFICIENTES DE ltFLUENCIA 
1135 FOR l=I TON 
1150 FOR J = 1 TO N 
1165 R(!,.'i="íRO,I> 
1180 C(!,J>=-TC(J,I> 
1195 f'.EXT J · 
1210 ~E:XT 1 
1225 PRlNT' ' 
1240 REM MUL TIPL ICAC ION DE MflTR !Z DE P01'DERAC ION POR SU TRANSPUESTA 
1255 FOR !=I TO N 
1260 HU,J>=I 
1270 E•E(l,I>~E<I,I> 
1285 E(l,I>=E 
1300 NEXT l 
1331'1 REM MIJL TIPL. JCAC ION DE LAS MAT. TRANS, DE COEF, DE ll'F, PORI 

. 1345 REM Lr'I ~Y\TR rz OE PO~lJERAC ION y su TRA~.SPUESTA 
1360 FOR I• 1 TO N 
1375_ FOR J= 1 TO N 
1390 FOR K• 1 TO N 
1405 o=o~R(J,K)tE<K,J) 

· 142.0 P•P•C<I ,KHE<K,Jl 
!: , 1435 l'.EXT K 
::- 1450 OH ,J)=O 

1465 PO ;J)=P 
1488 0,;0. 

· 1495.'P•0 
·' 15!0 ~XT J 
: 1525 1-EXT 1 . . . 

l:S41'l .. REM H.fl. TIPt. JCAC ION DEL RESUl. TAOO A~ITER IORl'ENTE OSTENlDO POR 1 

Í:S:S' 'REM LA M'ITlHZ DE COEF, DE lt-F, . 
1ote FOR r•1 To N 
J:!lé:t FOR J• 1. TO N 

< ."'"; -/ ... ::./.-.. ,.::.·~.\~ 
",;-_,_'e • 

~~.:;;·;_.:;;._ --_ '"· _f . : ' . 
. , •• , ., - t, ~ :.~~' ·.' ·~-_, · . .",; .: 

~rt.-f·~~(~;/_:·,,-~.,· '· : ..... . .,, ,., ~~-:~~-_:.:: -::: -· -.- ~ ... 
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1600 FOR K• I TO N 
1615 O•Q+Q( l ,KHTR<K,Jl 
1630 S•S+Q(l,KltTC(K,Jl 
1645 G•G+P<I ,Kl•TR<K,Jl 
1680 L..•LtP(l,KHTC<K,J) 
1675 NEXT K 
1690 Q <I 'J) •Q 
17El5 S<l,Jl•S 
1 720 G <I , J l •G 
1735 L.<l ,Jl•-L 
17:50 Q•0 
1765 S•0 
1';'90 Cl•0 
1795 L•O 
1810 ~EXT J 
1825 NEXT 1 
1940 REM FORMACION DE LA ~l'\TRIZ A ltNERTIR<REAL Y COMPl..EJAl 
1955 FOR l•I TO N 

·1670 FOR J•I TO N 
ISS5 A•Cl <I, J l'l.<l, J > 
1300 A<LJ>•A 
1915 B•Cl(l,J>+S(J,J) 
1930 6<1,Jl'B · 
1945 NEXT J 
1960 l\EXT 1 
1975 REM INVERSION DE LA M'ITRIZ OBTENIDA <COl<PLEJAl 
1390 Pl=Pl+l 
2005 IF P l • I GOTO 2035 
2El20 IF P1•2 GOTO 2125 
2035 FOR l•I TO N 
20~0 FOR J•I TO N 
2065 Q( 1 ,Jl•A( l ,J) 
2090 l\EXT J 
1!095 tEXT 1 
2110 GOTO 2200 
~1a5. FOR 1•1 TON 
2140 FOR J• 1 TO N 

. 2155 QCl,Jl•FCl,J) 
2170 l'EXT J 
e1es l'EXT 1 

. aías FOR 1•1 TO N 
. 1':19? FOR J•l TO N 
218B IF l•J TJ-lEN 2195 

. 2189 H(l ,Jl,.0 
•· 2190 i'f:XT J 

J}· :~:-· ", ... _-2-ISl:'r'EHT: I 
. . :?1$3 H<l,J>•I 

9 " .. · 2196 ~XT J 
~é~?::~~:·.:. ... al97._".l'EXT l 
!fY,.. e~eél FOR J•l TO N 

.~;~;:;:)i"iU:··:~:~:-~~J ;~ )~ ·ruEN 2290 

:~1:•, ' : ·2aacr PR rNT"•M'lm1z s tl'Gut.M• 

~::Mh .;··n::,~~~~:!:~º N 

:#~·Q(J~K)iorQ( l ,K) 
. e33°:5;:oo .K > •R · 

•. _·;es:se Jl•íicJ,K> 
t-::· .·.";:-.,· 
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2365 H(J,K>•H<l,K> 
2380 H<I,K>•R 
2395 NEXT K 
2410 l.•l/Q(J,J) 
2425 FOR K•I TO N 
2440 Q(J,K>=L•Q<J,Kl 
2455 H<J,Kl=L•HCJ,K) 
2471!) tEXT K 
2485 FOR A•I TO N 
2500 IF A=J THEN 2590 
2515 l.•-Q(A,J) 
2530 FOR K•I TO N 
2545 Q(A,Kl•QCA,K)tl.*G<J,Ki 
25E0 H<A,Kl=H<A,Kltl.tH<J,Kl 
2575 NEXT K 
2590 f\EXT A 
2605 ME>:T J 
2620 1 F P l •2 THEN 2725 
2635 FOR l=I TO N 
2650 FOR J•I TO N 
2665 W< l ,Jl•H< l ,J> 
2680 1-EXT J 
2695 l.JEXT 1 
27 Ul GOTO 28 15 
2725 FOR l•I TO N 
2740 FOR J=l TO N 
2755 XCl,Jl•H<l,Jl 
2770 IEXT J 
2785 NEXT 1 
281'.'0 GOTO 3130 

·. 281:5 FOR l•I TO N 
2830 FOR J•I TO N 
2645 FOR K•I TO N 
2860 Z•Z+WCI,Klt8<K,Jl 
2875 l'EXT K 
2e,j0 Z<l,J):Z 
2905 Z•0 
2920 r.EXT J 
2935 NEXT 1 
29'50 0~0 
2965 FOR l•l TO N 

. 2980 FOR. J• l TO N 
ri\?'~ ·c'299:S FOR• K• I TO N 
4i:. ~010 O•ClHHI ,KltZCK,J> 
"'; · 3025 ·.t.EXT K 
~~F .3e4e on .J> =o 
]{ ::se:s5. 0•0 
i,}.L>.\?0?0.·F<l ,J>•f\<t ,J>+O<I ,J> 
!i,\::'¡··:•,308.5. ~XT J 
,,p•·:/'3100tE.XT 1 
':'• . 3ll5 GO'Í'O 1991! 
~y 3)30. v•e .· 
.;g::•. c.'.3 ~32 .FOR 1 • I TO N 
i:ló§'·· '3i45 f'OR J•t TO N 

~·73160. FOR.·K•l TON· 
',): 'saé:s .r•Y-Z < l ,K) •><<K ,J) 
·~. '.' : 3221f t.i::XT K . . 
·~)235 Y<i,J>ioy 
· :se:r•e 

2~11 tt;lfl' J 
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3280 l'EXT 1 
3295 REM FOR~CION DEL SEGUl'()O TERMINJ DEL SISTEl'VI OPTIM'.J 
33i0 FOR Iot TO N 
3325 DB<I>•OBCI>•2s1/360 
3340 BRCll•AB<I>•COSCOB<lll 
3355 BCCll 0 AB<I>•SINCOBClll 
33713 NEXT l 
3365 FOR Jet TO N 
3400.FDR J~t TON 
3415 PR•PR+O<l,J>•BR<J> 
3430 PC•PC+P<I,J>sBRCJ> 
3445 QR•QR+PCl,J>•BC<J> 
3460 ac~oc+oc1,J>tBccJ> 
3475 t-EXT J 
2490 PR<I>•PR-QR 
3505 PCCJl•PC+QC 
3~20 PR•0 
3535 PC•0 
3550 GR.•0 
3565 QC•0 
3580 f'EXT l 
3595 REM OBTENCIDN DEL VECTOR OPTll'C 
3610 FOR l•l TO N 
3625 FOR K•I TO N 
3640 VR•VR+X C 1 ;10 •PR <K) 
3655 VC•VC+YCl,K>tPR<K> 
3670 t.K:•t..IC+X<l ,KHPC<K> 
Z605 t.R=W'!+Y<I,K>•PCCK> 
3700 l'EXT K 
3715 VR<I>•VR-~ 
3730 VC<I>cvc~i.c 
3732 VR•0 
3733 VC•0 
37.\:'4 >R•0 
3735 ltC•0 
3745 t-EXT 1 
3759 REM PRESENTACION DE RESULTADOS 
3760 PRINT13,• • 
3761 PRINTll3, • ' 
3762PRINT#3,• ",'SISTEl'A OPTll'Q DE BAl.AN:EO' 

. 3763 PR INTll3, • • 
3765. PRil'.fr83,'PLANJ ~SA DE CDl'FENSACION OIRECCIDN' 
376é PRINT' • 
S767, PRINT' • 

e¡:c··>· . : 3769 PRlNT"~SAS OPTIH'IS OE BALAt-CE01' 
''"' . . 3:7(19 PRINT•·. • · 
tf)~> ·· .. ·. :3775:FOR l•I TON ;t·· :··a79tf'RO< I)•(VR< 1 H2+VC( l>t2>t< 1/2> 
¡¡;;'? .. ; ·3H5 AO•VC<I >IVR< ll 
1'1' . " 1828 AOªATN(AO) . 

[ ... '.r_ .. ".·.·_ .. 1º.·.".~:.;_;.·_.· · ~=~: ~ (~~·~TI~r~~ ~::: 
·- ·· "3939 ft0<l>•ft00>+191!J 
~};~!_:~:'-;~ ..... :.,:~~3"~(·~-~;!-8.~_t . ' 
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i~'.'c: : .. • ··: '3848· IF VRO. )(I!) .1lfEN 3B:Se 

~~;;u::.-:~;~;:,};~m·•ª". . _ ..... , .· . : ·.,. 
~:f[Z,~·: ·. ': ?tS•(PRUtr•t.A 11'\sA DE COl'f'ENSAC row' 11 "ES•. IRO< l); •• su. OEFASAMIEITTO ESI "fl'IO<Ü. 

::: •• PfUNTjtl?,• ·ss 999,99999 ssss.ss·· · 

,':,· 



3082 PRINTitl,l,ROCl>,AO<I> 
388!1 PRINTª • 
3918. tEMT 1 
3928 EK1 

READY. 
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