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INTRODUCCION

‘Los Sistemas Elé&ctricos de Potencia estan sujetos a di-
ferentes clases de fenémenos transitorios, que van desde las
relativamente lentas oscilaciones electromecdnicas asociadas
con la inestabilidad de las mdquinas sfncronas, hasta las r§
pidas variaciones de voltaje y de corriente ocasionadas por
repentinos cambios en los valores de estado estable de estas

variables.

Los cambios repentinos eh el voltaje y la corriente pue
den ser el resultado de alguna falla, de anomalfas en el fun
cionamiento del sistemé 0 del cierre y apettura de interrdp-
tores. Las fallas pueden ocurrir por muchas razones, por e--
jemplo, pueden ser ocasiqnadas por descargés atmosféricas o
por el contacto de las lfneas de transmisifén con objetos ex-
tranos, como ramas de 4drboles. Las anomalfas en el funciona-
miento del sistema pueden originarse en un gran ndmero de -
formas y tener una variedad de consecuencias, por ejemplo,
:algunas veces las operaciones de maniobra y la ocurrencia -
ﬁe‘fallas pueden provocar condiciones de resonancia ya sea a

la frecuencia fundamental o alguna de las arménicas.

Cuando se opera un interruptor se producen sobretensio-
nes transitorias que, dependiendo de la complejidad de la -~
red, pueden alcanzér magnitudes peligrosas para el sistema;

Las caracterfsticas de estas sobretensiones, su amplitud, -
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frecuencia y puntos de ocurrencia afectan el disefio del ais
lamiento de las lfineas de transmisién, la seleccién de los
equipos y la operacifn del sistema, por lo que se hace nece
sario un conocimiento profundo de este tipo de disturbios

en la etapa de diseno de los sistemas de transmisién.

A causa de su importancia en el disefio de interrupto--
res, los voltajes transitorios originados por la desenergi-
zacién de circuitos fueron considerados originalmente como
de mayor importancia Que los causados por energi;aciones. -
Estos dltimos no afectan el funcibnamiento de los inter;up-
“tores y en el pasado no excedian los niveles de aislamiento’
de lés sistemas debido a los bajos voltajes de’operacién ﬁ-
tilizados. Sin embargo, a traves de los afios, los niveles
de voltaje a que se transmite la energfa eléctrica a gran--
des distancias se han venido incrementando continuamente, -
de'tal manera que de acuerdo con el "Plan de expansién del
sector eléctrico al .afio 2000", se deben de construir en Mé-
‘xico en el perfodo de 1983 al afio 2000 aproximadamente 9000

‘kms. de lfineas de 400 kV y probablemente 500 kms. de lineas
'ide 750 kv; Debido a este incremento en los niveles de volta
je, los grandgs midrgenes de seguridad usados en tensiones
menores, en donde el soporte para sobretensiones de manié-i
- bra ha sido tipicamente de alrededor de cinco veces el vdl‘

tajevnominal, sea demasiado costoso en niveles de extra y -

ultra alta tensién,




En este contexto, los sdbrevoltajés originados por la
energizacién de lfneas de transmisién son particularmente -~
significativos, pues si se dan las condiciones necesarias es
posible tener niveles de sobretensién de hasta tres veces el
voltaje nominal, y como el nivel de aislamiento debe de ser
lo suficientemente alto para no comprometer la confiabilidad
del sistema, a la vez de que existen fuertes razonesvec056m1
cas para mantener dicho nivel lo mds bajo posible,'es neceég
rio tener la habilidad para predecir las sobretensiones a -
que se veran sometidos los sistemas con el fin de tomar medi
das para reducirlos y para disminuir lo mds posible el nivel

de aislamiento.

Para el estudio de transitorios electromagnéticos se -~
pueden utilizar con una eficacia razonable los Analizadores
de.Tfansitorios en Redes (TNA), pero ;nevitablémgnte estos
dispositivos son muy caros y de prop6sitos particulares, a
diferencia de las computadofaé digitales que nos permiten la
utilizacién de programas para prop6sitos generales. Para de-
'sarrollar programas para cubrir un rango de problemas tan am

‘Plio como sea posible, es necesario realizar en principio,un

andlisis tefBrico detallado.

La mayorfa de los trabajosAen este campo, se han basado
en técnicas en el dominio del tiempo, tales como el método
de "celosfas" y el método de las "caracterfsticas" o de "Bexr

geron". A partir de este dltimo, H. W. Dommel desarrolld un

programa conocido en la industria eléctrica como "Programa
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de transitorios electromagnéticos" (EMTP), el cual es muy

eficiente computacionalmente, adem&s de tener un grado de -
precisién bastante bueno. Sin embargo, los métodos en el do
minio del tiempo presentan dificultades para incluir la de-
pendencia con respecto a la frecuencia de los pardmetros bd
sicos de las lineas de transmisién, ocasionada por el efec-
to Kelvin en los conductores y por la penetracién del campo

electromagnéticb en el terreno.

Las dificultades sefialadas arriba se pueden superar -
con el empleo del método de las "Transformadas integrales".
La utilidad de este mé&todo es reconocida para aquellos pro--
- blemas en que las integrales pueden resolverse analitic#meg
te. En los'problemas en donde no es posible un enfoque ana-
lftico, la teﬁdencia seguida ha sido ia de- abandonar dicho
método. No obétante, actualmente gracias al desarrollo del
algoritmo de la "Transformada R&pida de Fourier", no existe
razén aparente para que las integrales no puedan ser evalua

‘'das numéricamente.

El ijetivo de este trabajo es presentar,un método de
andlisis de transitorios electromagnéticos en el dominio de
ia frecuencia -concebido originalmente por L.M. Wedephol-,
para sistemas de transmisién de energia eléctrica tomando
en cuenta la multiplicidad de conductores, con el fin de de
sarrollar programas de computadora que sirvan de apoyo a -

los ya existentes basados en técnicas en el dominio del -




tiempo, pués el método de las transformadas integrales es
mas exacto para el caso de fenfmenos lineales ya que tiene

‘'bases. analfticas m8s s6lidas.

El método combina el empleo de la "Transformada modi-
ficada de Fourier" con la teorfa én estado estable de los
"modos naturales de propagacién”. La ventaja de este méto-
do es que la dependencia con respecto a la frecuencia de
los pardmetros de los sisfemas de transmisién se toma en -
cuenta con suma facilidad sin importar la complejidad de

las expresiones que definan sus valores-en estado estable.

La evaluacién de fenémenbs transitorios en lineas‘mul
ticonductoras es complicada, ya que se trata de fenSmenos
en cuatro dimensiones : el tiempo y tres dimensiones espa-
ciales. Aéumiendo'que la propagacidn de la energfa se efeg‘
tua por medio de ondas planas, es posible separar las dos
variables espaciales ortogonales a la direécién de propaga
éiGn y expresarlas en términos de impedancias y.admitan——f
cias equivglentes; tal como ée hace en el capftulo 1 al de
aucir las ecuaciones de propagacién, mientras que en el ca
pitulo 2 se muestra la forma‘de calcular las impedancias Yy :
admitancias. Esto nos deja la variable espacial en la di;-‘
' recci6n de propagacién y el tiempo, este dltimo se elimina

-aplicando la_transformadalde Fourier.



Una vez aplicada la transformada de Fourier, el prohle
ma final consiste en resolver las ecuaciones de propagaci6n
en estado estable. Como‘consecuencia de la multiplicidad -
de cdnductores de las lfneas de transmisi6n, la solucién de
las ecuaciones diferenciales resultantes se debe de obtener
por medio del andlisis modal, e; cual se trata en el capitu

lo 3.

Para encontrar la solucién al problema en estado es-.
table para un sistema de transmisifn éompuesto por diver--
sos elementos, en el capitulo 4, se describe el modelado -
de las lineas de transmisifén por medio de ecuaciones matrir
ciales de redes de doé puertos, ési como la forma de “in--
cluir el efécto de diséontinuidades tales como transposi--

ciones y elementos de pardmetros concentrados.

El andlisis en estado estable se realiza en el dominio
. fasorial, y los pardmetros de los giétemas, tanto eléctri--
'. cos como modales, se obtienen a una determinada frecuencia,
.. que pﬁede‘éer la de operacidn o alguna‘otra de interes. EsQ
"te tipo de an&lisis es importante en problemas de resonan--
.cia; induccién entre lineas paralelas, acoplamientos para -

-onda'portadora, etc.

En un fen6meno transitorio, un sistema.de,transmisidn_

ge ve sujeto a un'ampliolrahgo de vgriacidnes‘de frecuehcia _




Yy para calcular la respuesta transitoria del sistema, es -
necesario evaluar la respuesta en estado estable en todo el
esbectrq de frecuencia y después efectuar la conversién al

dominio del tiempo; En'el capftulo 5, se expone la forma de
realizar dicha conversifn, asf como las técnicas empleadas

para la eliminaci6n de los errores originados por la evalua
cién numérica de las integrales., Se describe el empleo de -
la transformada modificada de Fourier para eliminar los e--
rrores por discretizacién y la inclusibén en los integrandos.
de las funciones "ﬁentana"'para disminuir los errores por

truncamiento.

En el capftulo 6;'se conjugan los desarrollos de todos
los capituloé anteriores en el andlisis de transitorios e--
lectromagné&ticos, haciendo es?ecial énfasis en los‘broble--
mas de energiiaqién de 1fneas de transmisién,

Finalmente se presentan las conclusiones obtenidas del -
uéresente trabajo y se dan algunas recomendaciones péra estu
‘dios futugos tanto del comﬁortamiento estatico como del com
hpdrtamiento dinémico de los sistemas de transmisifén con mdl

tiple ntimero de conductores;
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CAPITULDO 1

ECUACIONES D E PROPAGACION

1. SISTEMA MONOFASICO O EQUIVALENTE DE FASE Y NEUTRO.

Al aplicar a una linea de transmisifn de energia eléc
trica una excitacién que varia con el tiempo, se produce
un campo electromagnético que también es variable en el -~

tiempo y que se propagé en el espacio en forma de ondas, -

las cuales transfieren la energia de un punto a otro. En

similitud con la propagacidn de las ondas electromagnéti--
cas, ocurre una éropagacién de corrientes y de voltajes en
la lfnea de transmisibn. Este fenfmeno se puede represen--
tar por medio de dos ecuaciones diferenciales parciales, -
las cuales pueden ser obtenidas a partir de las ecuaciones
de Maxwell si se supone que: (1) los conductores son para-
lelos entre si y al plano de tierra; (2) la energia se pro
paga por medio de ondas planés; (3) se desprecia el efecto

de proximidad.

.

Una forma mids sencilla de obtener las ecuaciones que

1definen el fenlmeno de propagacién en las lineas de trans-

misién consiste en emplear la teorla de circuitos, conside
rando a las lfneas como sistemas de pardmetros distribui--
dos uniformemente a lo largo_de ellas. Considerémos los -

dos modelos de fase y neutro mostrados en la fig.1l.1l, que



representan una seccifin elemental de linea,

En la fig. 1.1
r = resistencia en serie por unidad de longitud.
1l = inductancia en serie por unidad de longitud.

conductancia en paralelo por unidad de longitud.

g:

¢ = capacitancia en paralelo por unidad de longitud.
v = fl(x,t)

i= fz(x,t)

Ax = longitud de la secci6n de linea

) ’ : ;it, lEfA}
, - ..:.’-._.:..\/Vv\_fm_l...:_ -t | ;_
! rbx lax i )
I ] |
co ! ' ) 1
vV +AV ! v T gax g: v
' X i
L - : |-
T . : o
- = '
1 Ax L ) ' Ax
(a) ' - (b)

fig.l.1l Seccifén elemental de una linea de

transmisién.

De la fig.l.1l(a)
«AV = TiAX + ledii—
: 3t




dividiendo por x y tomando el lfmite cuando x — 0

Yoo pio4 122 (1.1)
90X 3t .

de la fig.1l.1(b)

3V
ot

-ALl = gvAx + cAx

dividiendo por x y tomando el lfmite cuando x — 0

- 81 gv + oY

dx at (1.2)

Aplicando la transformada de Fourier a las ecuaciones
(1.1) y (1.2) eliminamos el tiempo y las derivadas parcia-
les se convierten en derivadas totales

AV = (r + jul)I - (1.1.a)

dx
-9 = (g + juo)V | (1.2.a)
dx o :
donde 
VvV = Fl(x:m)
= Fz(xlw)

w = frecuencia angular en rad/seg

10



Definamos a la impedancia serie o longitudinal por uni

dad de longitud como
z{w) = r + jul (1.3)

y la admitancia en paralelo o transversal por unidad de lon

gitud como
Y(w) = g + juc (1.4

‘empleando estas dos definiciones las ecuaciones (l.l.a) y

(1.2.a) qﬁedaran como

I AR | (1.5)
dx

- v v ‘ o (1.6)
dx

Derivando (1.5) y (1.6) con respecto a "x" y combinan

do las ecuaciones resultantes obtenemos

2

Y = z(w)ylw) v (1.7)
dx _

a’x o

—5 = z(w)ylw) T (1.8)
dx o ,

La solucién de las ecuaciones (1.7) y (1.8) puede ser

dada en forma exponencial 6 en forma hiperbélica. En-forma

exponencial

11



V = Vyexp(-yx) + Vyexp(yx) (1.9)

I = I,exp(-yx) + I,exp(yx) (1.10)

donde

v = V2(w)y(w) = constante de propagacién (1.11)

Cada solucibn representa la suma de dos ondas, una via
jando en el sentido positivo de "x" y la otra en el sentido
negativo.

Derivando (1.9) y sustituyendo en (1.5)

1= V1 expl-yx) _ Vz exp(yx)
vz (wy(w vz {w)y(w

(1.12)

La impedancia caracteristica z, de una lfinea de trans-
misién se define como la razén del voltaje a la corriente
en cualquier punto de la linea en las condiciones en que no
exista onda reflejada. Para la onda que viaja en sentido po

sitivo de "x"

Wegy = |2 o o (1.13)
I y(w) B k

mientras que para la onda que viaja en sentido negativo

Ro=czy=- 2w (1.14)

12




y se define la admitancia caracteristica como

Yo = 1/2, (1.15)

La constante de propagacién es una cantidad compleja,

por lo que podemos escribir que
Y = o +jB

donde

o

constante de amortiguamiento 6 de atenuacién

B

constante de fase

La constante de amortiguamientb esta dada en nepers
por unidad de longitud (u.l.) y propcfciona la atenuacién
que‘sufren las ondas al viajar por la lfnea de transmisibn.
Como generalmente la atenuacidn se expresa en decibeles,

tenemos que
at = 20 log,  (exp(?)) db/u.l.

La constante de fase esta dada en radianes por unidad
de longitud. A partir de B se determina la velocidad de -~
propagacién de acuerdo con

v =u/8B o - (1.16)
~ donde

v = velocidad de prcpaqadi6nien u.l./seq

13




w = frecuencia angular en rad/seq

Para una lfnea sin pérdidas, r = 0 y g = 0, entonces

vy = Vjwl-juc = juo /Ic

como no hay pérdidas en la linea, la atenuacibén es cero, en

tonces

a =0 , 8=uw/lec , v=1/vVic

Por medio de la teoria electromagnética se puede pro--
bar que para una onda que se propaga en un medio sin pérda-
das, como el aire, la velocidad de propagacién es la veloci
dad de la luz

v =1/ Viges =3 x 10°

metros/seqg

Como el voltaje alterno que se aplica a una linea de
transmisién crea un campo electromagnético que al igual que
el voltaje y la corriente se propaga a lo largo de la linea
por analogia, tenemos qde para una linea de transmisi6én -

sin pérdidas la velocidad de propagacibfn serd

v=1/VIc = 3 x 108 metros/seg

En una linea con pé&rdidas, que es el caso real, la ve-

14



locidad de propagacibn ser8 menor que la velocidad que se

tiene en una lfnea sin pérdidas.

La solucibdn en forma hiperbélica de las ecuaciones -

(1.7) v (1.8) es

<
]

A, cosh(yx) + By senh(yx) ) (1.17)

g
]

A, cosh(yx) + B, senhlyx) (1.18)

Las constantes A;, A,, B; y B, se encuentran aplican-
do las condiciones de frontera, si
V=V , I =1 en x =0
v=yv

n = ¥
en x =X

f entoncés empleando estas relaciones en (1.17) y (1.18) vy

con las ecuaciones (1.5) y (1.6) tenemos que

_Vs ' Vo cosh(yxl) - zglp senh(yxl) - (1.19)

g
"

s Ip cosh(yx,) - YoVr senh(vxl) (1.20)
Generalmente se toma como referencia el extremo recep
tor como se muestra en la fig.1.2 , haciendo x'=-x1, las

ecuaciohes (1.19) y (1.20) quedan como

g = Vg cosh(yx') + z,I, senh(yx') o (1.21)

v

]
it

I cosh(y‘x‘)vf YoVr s_enh(yx') i (;.22)

15



Las ecuaciones (1.21) y (1.22) dan el voltaje y la co-

rriente a una distancia "x'" del extremo receptor.

‘ 1s ir
+ ]+
. |
I
& -
| o P
x' S
!
Fig. 1.2

2. SISTEMA CON MULTIPLE NUMERO DE CONDUCTORES.

En realidad las lfneas de transmisién de energfa eléc
trica estan compuestas de varior conductores,estq es, se
trata de lfneas con "m@ltiple nGmero de conductores" o "li
neas multiconductoras", por lo que es conveniente expresar
las ecuaciones de propagacibn en forma matricial. De esta

forma las ecuaciones (1.5) y (1.6) quedan como

S\ AP (1.23)
dx v
-y C (1.24)

donde

V, 1 son los vectores de voltaje y de corriente
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respectivamente de la lfnea de transmisi6n.
z es la matriz de impedancia serie por unidad

de longitud.

Y es la matriz de admitancia en paralelo por

unidad de longitud.

Siguiendo el mismo procedimiento que para el caso mono

fdsico pero respetando las reglas de algebra matricial

a“¢ N

—_— =2 YV (1.25)
dx2

2-
d .
— =Y 2 1 : o : (1.26)
dx2

El orden de multiplicacién de las matrices Z.y Y .

las dos ecuaciones anteriores debe de ser precisamente el

mostrado, pués en general

Z‘Y # Y 2

Definamos ahora a la matriz

A = ZY e ©(1.27)

como las matrices &8 y Y son simé_tr‘icas (para las impedan---
cias mutuas Zij = Zji y para las admitancias Yij = in).

entonces '

Ll
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Yz = Yt Z = (XY )t = A

N (1.28)

t

De acuerdo con (1.27) y (1.28) las ecuaciones de propa

gaciébn matriciales seréan

o
4
1l

>
<

(1.29)

ol
~
)

Q,
=
n
>
L L

(1.30)

N

‘Tratar de encontrar la soluci6n general para las ecua- .
ciones (1.29) y (1.30) no es nada préctico, pués por ejem=--
plo, para una linea de "n" conductores tendrfamos para cada
ecuacibdn matricial, "n" ecuaciones diferenciales de segundo
orden con las "n" inc6gnitas involucradés en todas y cada -
una de las ecuaciones escalares. Las dos ecuaciones matri--
ciales se pueden resolver para casos particulares encontran
do la solucién a las inc6gnitas una a una, pero este proce-
dimiento no nos permite analizar las propiedades generales

de la soluci6n y por lo tanto del fen&meno.

Una alternativa mucho mds prictica para la solucidn
de las ecuaciones de propagacién (1.29) y (1.30) consiste
en hacer uso de la teoria del andlisis modal, el cual se
basa en la obtencifn de los eigenvalores y eigenvectores =
de.la matriz A . Este método de andlisis se expone en el

Capitulo 3.
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CAPITULO 2

PARAMETROS ELECTRICOS D E

LINEAS D E TRANSMISION

Antes de entrar al estudio del fenfmeno de propagacié*
en lineas de transmisitn multicdnductoras, se expondrd la -
forma de calcular los pardmetros eléctricos de este tipo de’
lineas, ya que de ellos dependen las caracteristicas genera

les de la propagacién.

Los par8metros eléctricos de una linea de transmisidn
se definen completamente con las matrices de impedancia se-

rie y de admitancia en paralelo por unidad de longitud.

1. CALCULO DE LA MATRIZ DE IMPEDANCIA SERIE.
La matriz de impédancia serie o logitudinél se calcula
a partir de las caracteristicas geométricas y eléctricas de
las lineas de transmisifn. En su forma general la matriz de
impedancia serie se compone de la suma de tres matrices, y
esta dada por [1] :
(2.1)

donde

zg : matriz de impedancia geométrica.

19




matriz de impedancia debida al retorno por

T
tierra.

zc : matriz de impedancia interna de los conduc-
tores.

1.1. Impedancia geométrica.

La matriz de impedancia geométrica depende basicamente
de la configuracibén geométrica de la linea. Para el cilculo
de esta matriz debemos de encontrar la inductancia debida -
s6lo al flujo magné&tico externo a los conductores, ya que -
el efecto del flujo interno se toma en cuenta en ei cdlculo

de la impedancia interna.

Inductancia entre dos puntos externos a un conductor.

Consideremos un conductor cilindrico recto de longitud in-
finita con una densidad uniforme de corriente, asi, las 11
neas de flujo magnético ser&n concéntricas al eje del con-
ductor y su direccifn estari dada por la regla de la mano
derecha. La intensidad de campo magnético es proporcional
a la corriente que circula por el conductor y tangencial a

las lineas de flujo magnético.

La ley de Ampere establece que la integral de linea
de la componentevtangencial de la intensiéad de campo mag-
nético alrededor de una trayectoria cerrada es igual a la

corriente encerrada por la trayectoria.



$ H-dl = I
donde
H = componente tangencial de la intensidad de
campo magné&tico.
dl = diferencial de linea de la trayectoria de
integracién.

I = corriente encerrada por la trayectoria.

Considerando que la integracifn se realiza sobre una
trayectoria circular y que la intensidad de campo magnéti--
co es constante en todos los puntos que se encuentran a una

misma distancia alrededor del centro del conductor

$ H-dl = H(2mx) = ~

de donde

I

27X

H = Amp-vuelta/m (2.2)

siendo "x" la distancia al centro del conductor en metros.

Como la densidad de flujo magnético esta dada por

B

uH wb,/m? (2.3)
donde
no=ug = permeabilidad absoluta del material

en henrys/m

permeabilidad relativa del material.

=
il
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uo = permeabilidad del espacio vacio
= 4n X 10”7 henrys/m
entonces
B = i1 wb/m2 (2.4)
2nx

El flujo magnético por metro que rodea al conductor se
determina considerando un &rea elemental de ancho "dx" y u~-
na longitud de 1 m. situada a una distancia "x" como se

muestra en la fig.2.1

Fig. 2.1

El flujo que atravieza el &rea elemental es

ds = B-1.dx = KL ax wb
' 21X
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integrando para obtener el flujo externo al conductor en--

tre dos puntos X, Y X, cualesquiera

X X
o = [ 2RI gy = MI 3n(Z3 wh (2.5)

xl 21X 2m X4

El flujo magnético se puede expresar como

L I (2.6)

=)
it
2

donde

I = Inductancia externa al conductor en henrys.
N = nGm. de veces que el flujo magné&tico enlaza
al conductor.

I = corriente que produce al campo magnético.

para nuestro caso, el flujo magnético enlaza al conductor

s6lo una vez, entonces

N =1

con las ecuaciones (2.5) y (2.6), tenemos que

X, |
L = -~ 1n(—) henrys (2.7)
2% Xl

Inductancia de un sistema n-f&sico. Considerese ahora

el circuito n-f8sico cuya seccibn transversal se muestra en

1la fig. 2.2, en el que se cumple que

Il+12+...+In=0

y donde r; es el radio del i-ésimo conductor
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fig.2.2 Seccibn transversal

de un circuito n~fdsico.

El flujo total que enlaza al conductor 1 seri la suma
del flujo debido a &l mismo y los flujos debidos a los de--
mds conductores. De acuerdo con la ecuacién (2.5) y conside

rando el flujo hasta un punto "p"

dl d2 dn
0y, = —-LiIl 1n—E + 1, In—=E + ... + & I 1n—22
P 27 r 27 d 27 d

1 12 In
como
I,=~-I; ~I,=...-1I .
entonces
L1 1 “p + + =0 I 1 d(n-l)p
o = n—_‘ e e 0 - n
ip Zr "1 1 27 “n-1 al(n_l)
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agrupando los términos logarftmicos

. | d1n 91p d
o, = — [Il In(— —) + ... + 1__, In(

1n d(n-l)p)1
lp
2m Ty dnp 41 (n-1)  np

Para calcular el flujo total que envuelve al conductor

1, supongamos que el punto "p" se aleja hasta el infinito,

ast
d d a
_lB —_1, _EE —_—1l, ..., _LEZELE 1
an dnp dnp

-

de acuerdo con esto y factorizando los té&rmir-

nemos que el flujo total que er ccmucLOL L es
o, Tt 2 g n Ty
1 12 1n

y similarmente para el resto de los conductores

o, = A( I, Int— + 1, Int + ...+ I -1 )
2 L, 17y 2 Ty n g ‘
1n 2 2n
o. = (1, Int + 1 Ini-+ ...+ 1 Int) (2.8)
nooo, g 2 79 n oy
' in 2n n

 De la ecuacibn (2.6) y del sistema (2.8), la inductan

cia de un sistema n-f&sico ser§
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Plnlk e o o @ ln—i— W
Ty dn
L = -l
o (2.9)
n-: . ... 1t
dln n

El efecto del retorno por tierra y la impedancia geo—

métrica. Cuando un sistema polif&sico esta desbalanceado o
cuando ocurren fenémenos transitorios, el terreno sobre el
que se encuentra la lfinea se convierte en una tfayectoria
de retorno para las corrientes producidas por estas condi-
ciones de operacién. Consideremos un conductor colocado a
una.altura‘"h“ del suelo por el cual circula una corr’

"I" y que el suelo tiene una resistividad igual a cero, -
esto es, el suelo se comporta como un conductor perfedto.
De acuerdo con las condiciones de frontera para campos e--
lectromagnéticos alternos, el campo magnético bajo la su--
perficie del suelo debe de ser cero. La configuracién de
campo magnético que cumple con las condiciones anteriores

se muestra en-la fig.2.3 .

TTTITIVIIFTIITIIII I TFIITFTITTT TV
: Fig. 2.3
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La configuracibn mostrada en la fig.2.3 que se tiene
arriba de la superficie de la tierra, se puede obtener si
removemos el plano de tierra y colocamos un conductor fic-

ticio que lleve una corriente "-I" a una distancia "h" aba

jo del plano de tierra, fig.2.4,.

- Em EE e e e e S e e am e o e o e m e e ok im ome e wfa o o m e

Fig.2.4 Sustitucién del plano de tie-

rra por un conductor ficticio

Este procedimiento, conocido como "método de las im4-
‘genés“, nos permite salvar la dificultad que represehta el

conocer la distribucién real de la corriente de retorno, -

que es muy irregular.

. Para calcular la inductancia de un circuiﬁo\n-fASico

.27



con retorno por tierra consideremos el sistema de conducto

res reales e imfigenes mostrado en la fig.2.5 .

En la £fig.2.5

Dij = distancia del conductor "i" a la imagen del

conductor "j".

dij = distancia del conductor "i" al conductor

nym cuand‘o "i"#"j "

=r, = radio del conductor "i" si "i"="j" .
D
;;;;J

[N
:,.

‘Fig. 2.5 sistema de conductores reales y

sus imdgenes.
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R v i B
Con las expresiones (2.8) y de la fig.2.5, el flujo =~

total que enlaza al conductor 1 es

o, = A( I, In—1 + ... + I_ ln>
1 27 1 d d
11 in
"'I ln-'-J-_—nnu-I ln_}_‘
N p n o p
11 in
agrupando los términos logaritmicos
D D
¢, = 2 1 In—=1 4+ ee. + I 1n3R
1o YT g
11 In
de la misma forma se puede encontrar el flujo - - para

todos los conductores reales. La serie completa de ecuacio-

nes se puede expresar en forma matricial como

- - D D
¢, 1n-££ e e e 1n-—-1-2
411
‘ D D
o | nER ., 1p-Dn (2.10)
) il i 9n 9hn ]
esto es
- A
¢ = LI (2.11)

Llamemos a la matriz de términos logarftmicos de la e-

cuacidn (2.10) "matriz de coeficientes de potencial”, de -

29




tal manera que el elemento "i-j" de esta matriz (designada

como P) esta definido por

P.., = 1n 1J (2.12.a)

En términos de la matriz de coeficientes de potencial

la inductancia esta dada por

L= — P (2.12.Db)

Finalmente la matriz de impedancia geométrica se defi

fine como

2 = j Lp (2.13)

1.2. Impedancia debida al retorno por tierra.

En la realidad la tierra tiene una deferminada resisti
vidad, que ocasiona que las corrientes de retorno sigan tra
yectorias por abajo de la superficie del terreno. En los a-
nos 20, Carson y Pollaciek desarrollaron fbérmulas para to--
mar en cuenta la contribucib6n del rétorno por tierra a la
impedancia de lineas telefbnicas, las cuales proporcionén -~
resﬁltados bastante aéeptables para el caso de lfineas de -
transmisibn de energfa eléctrica. Estas f6rmulas, que son u-
na aproximacién a integrales que no admiten una solucién ana
lftica, se calcuian por medio de series infinitas, pero este
cdlculo es complicado y laborioso sobre todo para el caso en
léue se;t:abajé_con altas frecuencias.
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El método que se expone aqulf, es una idea original de
C. Dubanton y se basa en considerar una capa de corrientes
de retorno paralela al plano de tierra y situada a una pro-
fundidad llamada "profundidad compleja de penetracidn”, que

se define como

p = —2 _ (2.14)
vViuwo
donde
p = profundidad compleja de penetracién.

wo= wou . = permeabilidad absoluta.

i

conductividad del terreno en mhos/m

]

frecuencia angular,

- Gracias al concepto de la profundidad compleja de pene
tracidn es posible emplear el m&todo de las im&genes para -
es c8lculo de la impedancia debida al retorno por tierra. -
Consideremos la configuracifn que se tiene cuando se supone
que la resistividad del terreno es cero, que se muestra en
la fig.2.6, para este caso los elementos de la matriz de

inductancias estan dados por

. D ;
L. =X p, =X jpid  (2.15)
13 27 i] 2n :
ij
De la fig.2.6
» _ | 2 2
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/
dij = \/(y1 - Yj) + X - (2.17)
vy * Yj = Cos 0 - (2.18)
Dij
X = gen 0 ' (2.19)
Dij

sustituyendo (2.16) y (2.17) en (2.15)

2 2 | |
L., = & 1n | (¥gtyy) " +x7 (2.20)

2 2

(Yi-Yj) + X




Introduciendo el concepto de la profundidad compleja de

penetracifén, de acuerdo con la fig.2.7, tenemos que

n
*

Yi

_L_ibj_ !

Fig.‘2.7 Sistema de conductores reales e imdge-

nes y la profundidad compleja de pene-

tracién.
. D', . ‘ o
L', =X p = X 1n 21 (2.21)
1] 27 1] 27 d..
ij
donde
L';; = elemento "ij-&simo" de la matriz de induc-
 tancias para el sistema de la fig.2.7
D'ij = distancia del conductor "i" a la imigen del

del conductor "j".
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dij distancia del conductor "i" al "j".
P'.

elemento "ij-ésimo" de la matriz de coefi-

ij
cientes de potencial del sistema de la --
fig.2.7 .
de la fiqg.2.7
D! = \/{ +y +2p)2 + x2 (2.22)
ij Yit¥y ‘

sustituyendo (2.17) y (2.22) en (2.21)

2 2 |
L, = & 1p | yytyyt2p)T o+ ox o (2.23)
2 .

2
(Yi'Yj) + x

multiplicando por

N 2 2
(Yi+yj) + X

(yi+yj)2 + x°

-

y empleando las reglas de los logaritmos

(Yi+yj)2+xz (Yi+Yj+2p)2+x2

2 21 2

2 2
(yi—yj) +x (yi+yj) + x

-

de la ec.(2.20) tenemos entonces que

2 2
L',, = L,. + £ 1n (Yi+yj+29) +ox (2.24)

37 By Ty

(yi+¥4y2 4 x2
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El segundo sumando de la ecuacién (2.24) es la induc=--

tancia debida al retorno por tierra, que llamaremos LTij

Eliminando el radical y desarrollando el argumento del

logaritmo
(v.+y.) 2+4p (v . +y. ) +4p2+x?
Tii 54 2 2.2
. (yi+yj) +x
de (2.16), (2.18) vy (2.19)
2 2 2
2 ( + )2 o
cos“0 = Y 7Yy (2.27)
2 2
( yi + y] ) + X
2 x? o (2.28)
sen g = . )
2 2 '
(yi + yj )Y+ %
por otra parte
4p (y. + vy.) P ,
— G a2
2.2 p,, ©°s 9o 5 L 14eed)
(yi+yj) +X ij : _

con (2.26), (2.27), (2.28) y (2.29) 2n (2.25)

. ‘ 2 ) ' I
L =2 I1n( 1 + 4(-PB)cosg + 4(-) ) (2.30)

719
LA D4 Dyy
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L es una inductancia generalizada compleja que al -

Tij
multiplicarla por j nos da la contribuci6n del retorno por

tierra a la impedancia total de la 1lfinea, esto es

2. = Y 1n( 1 + 4(-E2) coso + 4(-2)?% )  (2.31)
Ti] n D D
ij ij
donde
ZTij = elemento "ij-&simo" de la matriz de impe--

dancia debida al retorno por tierra Zn

-La forma general de la solucifn que da Carson es

‘= W AR 4 4 BN
Z, AR.. + j . Axij

AR, . ¥ Axij son los llamados "términos de correc-

cién de Carson".

De la ecuacifn (2.30) podemos escribir

= X o s '
Lpgg = - (1 = 37) (2.32)
donde
(1 - jr) = Lin(1 + 4(-B)coso + 4(B)2 ) (2:33)
| 4 Dij "Pij

multiplicando (2.32) por j

Zpiy = o+ & - - (2.34)

n m




Comparando la ec.(2.34) con la soludién que da Carson,
se puede observar que existe gran similitud en las estructu
ra de las dos expresiones, en realidad esta similitud va m&s
alld, ya que C. Gary [23] comprobd que las dos soluciones -

proporcionan resultados muy cercanos entre si.

1.3. Impedancia interna de los conductores.

La impedancia interna de los conductores se debe al fe
némeno conocido como "efecto Kelvin" 6 "efecto piel", que -
consiste en que la corriente alterna tiende a circular cer-

ca de la superficie de los conductores.

' La causa b&sica del efecto Kelvin es muy simple, para
explicarla, pensemos en un conductor T——-
puesto por una infinidad de filainentos normales a la sec
cibn transversal del conductor. Si asumimos que la corrien-~
te total»es la misma en cualquier seccibén transversal, en--
tonces esta corriente debe de fluir paralela a los filamen-
tos y toda seccibdn transversal ser8 una superficie equipo--
tencial y por lo tanto todos los filamentos tendrén ‘la mis-
ma cafda de potencial a lo iargo de ellos. Con corriente di
recta estas condiciones se satisfacen si se considera una
densidad uniforme de corriente, pero cuando la corriente --
es alterha, se produce un campo magnético alterno que indu-
- ce un determinado voltaje en cada filamento. Como lavlineas
de flujo magnético son concéntricas alrededor del eje del

conductor, habrd lfineas que enlacen a los filamentos més
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cercanos al eje y que norenlacen a los que se encuentren -
mds cerca de la superficie del condudtor, por lo que la -
reactancia de estos filtimos ser& menor,., Para cumplir con la
condicibén de igual caida de voltaje a lo largo de todos los
filamentos, la densidad de corriente debe de ser mayor en -

los filamentos con menor reactancia.

El c8lculo de la impedancia interna de los conductores
reales es muy complicado debido a la configuracién irrequ--
lar de su superficie causada por el trenzado de los hilos,
por lo cual, deduci;emos primero ia ecuacibén diferencial de
diétribucién de densidad de corriente para un conductor ci-
lindriéo recto y posteriormente daremos aproximaciones -

ra bajas y altas frecuencias para conductores reales.

Ecuacibn diferencial de distribucién de densi--

dad de corriente. Consideremos un corte transversal y un =

cofte longitudinal de un conductor cilindrico recto, como -
se muestra en la fig.2.8 . Si i(r) es la densidad de -
corriente a un radio "r" del eje del conductor (en amp/mz),

la corriente total dentro‘de una capa cualquiera ser§
r .
I, =[ 21i(r)r dr Amp (2.35)
q .

y la caida de voltaje "e" en una longitud "s* de tubo es

e = psi(r) v 82 volts | -   (2.36)

dt
siendo “p" la resistividad del conductor .
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S
I IO I
| g1
dr ‘!I!i - e e e
> : )
—
corte ' _ : ébrte

transversal ' ' longitudinal

Fig.2.8 Cortes de un conductor

cilindrico recto.

La densidad de flujo magnético a una distancia "r" -

del eje del conductor es

uIr

B = wb/m2

27y

(2.37)

y el flujo total en una superficie formada de un radio "r" o

‘al radio exterior "a" y con una iongitud "g" es

a pul r ul '
¢ = sf L ar=-sf dr wb
r 2nY a 2mr
entonces
d¢ uIr
—-—:—s——-
dr 2mr

(2.38)



sustituyendo (2,35) en (2.38) y derivando con respecto a -

llt"

Tr

d do _d do Pl T 440 4 (2.39)
dt dr dr dt 2rr q dt |

derivando (2.36) con respecto a "r", sustituyendo en (2.39)

y como toda seccibn transversal es una superficie equipoten

cial
. pl r .
d_9=o=ps.d__iﬂl_s__£f r 4 1() 4. (2.40)
dr dr r q - dt
de aquf
) Y . ’ .
p 4 i) L dilr) 4, (2.41)
dr p g dt ‘

derivando con respecto a "r" y definiendo a

_m2 - Hw (2.42)
P
obtenemos
2 . 2
a” i(r) ,14di(r) _m 4 i(r) | ) '
0 ’ .
drz o dr dt | (2.43)
si la corriente es senoidal
a1 1 ai 2 L
+ = — - 9m"i =0 o (2.44)
dr2 r dr

La ecuaci6n.(2.44) es conocida como "ecuacién diferen-
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cial de distribucién de>densidad de corriente" para un con-
ductor cilindrico recto y tiene la forma de una ecuacifn d4i

ferencial de Bessel de segqundo orden.

La solucibn general de la ecuacibn (2.44) es

i= (A+ jB) Jy(mr v=3) + (C + jD) Kq (mr /=3) (2.45)

donde
Jo(mr /=3) es una funcién de Bessel de primera clase y
orden cero.
Ko(mr v/=3) es una funcibn de Bessel de segunda clase y
| k orden cero.
A, B; C y D son constantes que deben de ser determing

das.

Por definicidn

J,(mr /77) = ber(mr) + j bei(mr) . (2.46)
Ky (mr /73) = ker(mr) + j kei(mr) L (2.47)
donde

ber (mr), bei(mr), ker (mr) y kei(mr) son funciones

modificadas de Bessel..

Aproximacion para bajas frecuencias para con--

ductores trenzados . Los conductores reales utilizados en

1fneas de transmisibn estan formados por capas de alambres
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que siguen una trayectoria helicoidal alrededor de un eje.

Generalmente las cararacteristicas eléctricas de estos con-
ductores se pueden aproximar a las que tienen los conducto-
res macizos con la misma drea transversal. En los conducto-
res ACSR el nicleo de acero produce un efecto de magnetiza-
cibn, pero si el conductor tiene dos o mds capas de alumi--
nio, los flujos magnéticos se cancelan ya que capas conti--
guas estan espiradas en sentidos contrarios. De este modo,

el comportamiento eléctrico de un conductor ACSR se puede

aproximar al comportamiento de un conductor tubular con ra-
dio externo igual al radio total del conductor ACSR y con -
radio interno igual al radio del nGcleo de acero. Si el ma-
terial magnético tiene gran influencia, los cdculos no pro-
porcionan resultados satisfactorios y es necesario realizar
mediciones. Como los conductores s6lidos son un caso espe--
cial de los conductores tubulares, es suficiente con la‘: --

férmula para estos dltimos [2]:

Zecond _ mr 4 _ 2) (ber (mr) + jbei(mr)) + O(ker (mr)+jkei (mr))
Rdc 2 r (ber' (mr)+jbei' (mr))+Q(ker' (mr)+jkei’ (mr))
----- (2.48)
donde |
' 0 _ ber'(mg) + j bei'(mg)
‘ ker'(mqg) + j kei'(mq) . (2.49)
Rdc = resistencia a la corriente directa en Q/m
q = radio interno
r = radio externo .
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Si

u = aq/r (2.50)
entonces
(mr)2 =k (2.51)
1l - u2
2
(mq) 2 = k9 (2.52)
1l - u2
dondé‘
. 7 ‘
Rdc

siendo "f" la frecuencia de operacién en hertz y v, la per

meabilidad relativa de la parte conductora.

las funciones modificadas de Bessel ber(..)+jbei(..},
ber'(..)+jbei'(..), ker(..)+jkei(..) y ker'(..)+jkei'(..)
se pueden calcular segfin @] por medio de aproximaciones po

linomiales.

Aproximaciones para altas frecuencias para con-

ductores trenzados. En altas frecuencias es indistinto que

los conductores tengan un nticleo de material distinto a la
parte conductora o no, pués la corriente circula por una ca

' ?a muy delgada cerca de la superficie del conductor, enton-
ces, el comportamiento de los conductores dépende de las -

condiciones en que se encuentre su superficie.
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Una aproximacién muy utilizada es la propuesta. por Gap
lloway, Shorrock y Wedephol [1] . Esta aproximacién se basa
en la suposicion de que a muy altas frecuencias la intensi-
dad de campo magnético es tangencial a la'superficie de las
espiras de la capa externa y proporcional a la densidad de

corriente superficial :

k p | (2.54)
rr(2+n) P

ic =

donde
Zc = impedancia interna del conductor
p = resistividad del material conductor

radio de los hilos externos

"
i

n = nim. de hilos en la capa externa

k = factor quefpara 6, 12, 18, 24 hilos en la
Gltima éapa es igual a 2.25 |
p = ¢ profundidad de>penetraciénrc9mpleja

Jnw
u = permeabilidad absoluta del material conductor
 Esta aproximacién es mis exacta cuando la profundidad
compleja de penetracidn es pequena comparada con el radio‘dé

los hilos. Para los conductores comﬁhménte uéados se Obtiene

‘una buena aproxlmac16n para frecuencxas arriba de 2~ 5 kHz.

Otra aproximacién que es muy utlllzada para frecuencias_ :

mayores de 50 kHz, es la que propone C. Gary [3 :
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Rc t Wy (2.55)
2mnr 20

donde
t = coeficiente de trenzado ( entre 3 y 3.5)
n = nGmero de conductores en haz
o= MoM,. = permeabilidad abscluta de los conduc-
tores.
o = conductividad de los conductores.

Re resistencia del haz

i

como en altas frecuencias

Rc o (2.56)

Xe =

la impedancia ser4

Ze = (1 + j) Re . ST (2.57)
como

1 Vi
V2 1+ 3

‘entonces ‘ : ‘

e = —t /Jw" (2.58)

2mnr ‘o .

empleando la profundidad compleja de penetracifén tenemos

finalmente que

t | (2.59)
‘2nnrp . o

Zc
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2. CALCULO DE LA MATRIZ DE ADMITANCIA EN PARALE#O.
La admitancia en paralelo para el caso monof&sico esta
dada por
viw) = g + jwc (2.60)
donde
g es la conductancia transversal .

¢ es la capacitancia del conductor a tierra.

En las lfineas de transmisién, generalmente la conduc-
tancia es despreciable, por lo que la admitancia serd en-—-

tonces

viw) = juc o (2.61)

Campo_eléctrico producido por un conductor.

Al aplicar una diferencia de potencial entre los con-
ductores de una linea de transmisibn, &stos se cargan como
si fueran las placas de un capacitor. La carga gque adquie-

ren los conductores esta dada por

g=cvV (2.62)
‘donde
V : voltaje aplicado.
g : carga eléctrica .
c capaéitancia .

'8i el voltaje aplicado es alterno, la carga variard

‘en forma alterna'también. como la variacibn de ﬁg'carga en




el tiempo representa una corriente, en una lfnea de trans-
misifn a la que se le aplica un voltaje alterno se produci
r4 una corriente que circula afin cuando la linea esté en -
circuito abierto. Esta corriente recibe el nombre de "co--

rriente de carga" .,

Por definicidn el flujo eléctrico se origina en car--
. gas positivas y termina en cargas negativas. Uﬁ coulomb -
de carga eléctrica produce un coulomb de flujo eléctrico,
lo que significa que el flujd eléctrico que se origins

un cbnduétor es numericamente igual al nGmero de coulombs

de cérga que posee.

Si en un conductor cilindrico la carga esta uniforme-
mente repartida, la lineas de flujo eléctrico serdn radia-
les y todos los puntos equidistantes al eje del conductor

formaran una superficie equipotencial, fia.2.9 .

)

\
'
(]
]

—p

/superfice

.
»

quipotencial




La ley de Gauss establece que "el flujo total que sa-
le de una superficie cerrada es igual a la carga neta con-

tenida dentro de la superficie ".

$ D-ds = Qenc (2.63)

~de acuerdo con (2.63) y basindonos en la fig. 2.10, en la
gue se muestra una superficie gaussiana apropiada para este
caso, la carga contenida en una longitud "a" de conductor

es

Q =/ D.ds + ) B-ds + [ D.ds (2.64)

ds V | '/';i:.," _fi
vl bbb -_t‘_.:";":l
3 ...
1 ' : . I‘. /'\ 2. ‘
| : |

a |

Fig. 2.10

como 6 y éé son ortogonales en las superficies 1 'y 2 las -
integrales se anulan, en 3,6 Yy éé son.paralelas:y del mismo
sentido si Q es‘positiva Y paralelas con sentidos contrae—-

rios si Q es negativa, adem&s como el radio del_conductqr -

es constante, 5 también lo es. Asf pues




o
il

D[ ds = D (2wxa) (2.65)

para a=1lnm

D = Q coulomb/m2 (2.66)
271X

donde
Q es la carga que tiene el conductor en 1 metro
de longitud.
x es el radio de la superficie equipotencial.

D es la densidad de flujo eléctrico.

La intensidad de campo eléctrico a una distancia "x"

. del conductor es

E=_9 volt/m (2.67)

271Xe

donde
e = constante dieléctrica de la regién alrededor

del conductor en farad-'m

pDiferencia de potencial entre dos puntos externos a

un conductor.

El potencial de un punto "pl" con respecto a un punto
”pz" se define como el trabajo realizado al mover una car-

ga positiva unitaria "g" de P, @ Py esto es

‘ P
Via = L [ 1 E «dx volts. (2.68)
q P,
e}
. b, _ .
Vi, = i E-dx  volts - (2.69}
Py |




Como la diferencia de potencial entre los puntos Py Y
P, es independiente de la trayectoria de integracibn, esta
diferencia de potencial se puede calcular encontrando la
tensién que existe entre las superficies equipotenciales -
gue pasan por estos puntos. Segfin la fig. 2.11, la diferen

cia de potencial entre Py Y P, es

Vi = / 2 _9Q  ax ' (2.70)
da 21Xe
1

realizando la integracidn

v, = —2 1n2. volts (2.71)
12 :
2T€E d

SN

R D RN RN
T

////”_gk’z——-conductor

A
- - - —
- - - - o -

Fig. 2.11

Capacitancia de un circuito n-fésico..

Consideremos un circuito de "n" fases con un conductor

por fase de radios r,, r,, ... ,r,  como se muestra en la -
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fig. 2.12

Fig. 2.12

Si Ql' Qz, ces o Qn son las cargas eléctricas de los -

"'n" conductores, se cumple que

Q + 0y + cvv 0 =0 (2.72)

La diferencia de potencial entre un punto de la super--
~ ficie del conductor 1 y el punto "p", serd la suma de las di
ferencias de potencial debidas a las cargas de los "n" con--

ductores entre estos dos puntos. De la ec.(2.71)

Q  d Q np_
vy = 122 4., 42 1n (2.73)
P 2ne rl 2n1e dln
como ‘
Q ==-0; =Q = +e0 = Q (2.74)

y si se aleja el punto "p*” hasta el infinito (hasta un poten

cial cero), entonces
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2, 4 Q a
v, = Ligpn 4 4 Z0cl) ) In (2.75)
2ne r1 2n¢ dl(n-l)

separando los numeradores y los denominadores y con la ec.

(2.74)
v, =1 (g Int + ... +0 1n1) (2.76)
1 o 17 n g
1 in

y en forma similar para el resto de los conductores

V. = 1 ( Q; ln—l— + ..o+ 0 1n~l— )
2 d : d,.
27€ 12 1n
1 1 : 1
v = — ( 0, In— + ... ln— )
n 21E 1 dl ad r (2.77)
n n
en forma matricial
. . 1T -
V . oL 1) — . . o ln—J:— Q
1 - a 1
1 in
=1 (2.78)
* 21e -
v 2 ... i1 Q
L d r n
| in n | [ ]

en forma simplificada y de acuerdo con la ec.(2.62)

v = ¢cto | (2.79)
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El efecto del retorno por tierra y la matriz de admi-

tancia en paralelo.

Si la tierra se considera como un conductor perfecto,
de acuerdo con las condiciones de frontera, el campo eléc-
trico bajo la superficie de la tierra es cero. Esta condi-
cibn se cumple si bajo de la superficie del terreno se con
centra el mismo nGmero de cargas, pero de signo contrario,

que las gque posee el conductor, como se muestra en la fig.

Y,

2.13

Fig. 2.13 Efecto de la tierra sobre el

campo elé&ctrico.

La configuracidén de la fig. 2.13 se puede obtener si
sustituimbs el plano de tierra por un coﬁductor ficticib;
que contenga una carga de signo contrario y de'igual mag-
nitud que la del conductor reai, situado a una distancia

" "h" bajo del plano de tierra (fig. 2.14)
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[

TSN

Fig. 2.14 sustitucién del plano de
tierra por un conductor

ficticio.

Empleando el método de las imfigenes para un circuito -

n-f8sico tendremos la configuracib6n mostrada en la fig.2.15

donde
Dij = distancia del conductor "i" a la imagen del
conductor "j".
dij = distancia del conductor "i" al "j" .

= radio del conductor "i" cuando i=j-.

Ty

de la ec.(2.77) y agrupando términos tenemos que

D ’ D
v, = - (q -t 4 ...+ 1niR
1 ape " T g n g
€ 11 in
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1 Dln

2Te d

Dnn
AV -
n

(@ 122 4+ .., + o 1n-22 (2.80)

in dnn

Fig. 2.15
en forma matricial
D D ¢ n
O 2 et [
d d
. 11 - 1n \
N : -_ . (2.81)
. 2n¢e ) '
D D
V 1n"i£}' . Y . l-rl""Ll'r_1 Q
n din d n
" - nn L J

la matriz de términos logaritmicos de la ec.(2.81) es la

- matriz de coeficientes de potencial, asi que
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y como

entonces

C

finalmente la matriz

Y

1 p) (2.82)
2ne
-1 »
Q
= 2me PT1 (2.83)

de admitancia en paralelo seréi

= jw2rep ! (2.84)

Hay que notar que no se ha empleado el concepto de la

profundidad compleja de penetracidn, esto es posible porque

la admitancia no varia en forma apreciable a menos que el

terreno tenga un comportamiento muy cercano al de un die--~

léctrico.

En la ec.{(2.83)
en forma nodal, esto
principal es la suma
tor "i", tierra y el

to,cij=cji' que esta

la matriz de capacitancia se encuentra
es, que el elemento Cii de la diagonal
de las capacitancias entre el conduc--
resto de los conductores, y el elemen-

fuera de la diagonal principal es el

negativo de la capacitancia entre el conductor "i" y el "j"

El modelo que representa a la matriz de capacitancia,

para el caso de un circuito trif&sico con un conductor por

fase se muestra en la fig.2.16
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Fig. 2.16 Modelo nodal de

capacitancias .

3. REDUCCION DE LAS MATRICES DE IMPEDANCIA Y ADMI-

TANCIA .,

En las lfneas de transmisién en alto voltaje se utili-
zan varios conductores por fase y uno o dos cables de guér
da. Los conductores de guarda, que estan aterrizados en ca-
da torre, tienen la finalidad de proteger al circuito con--
tra descargas atmosféricas, y los haces de conductores, son
utilizados para aumentar el radio‘eqﬁivalente del circuito

para reducir el "efecto corona'.

'El uso de conductores en haz y de conductores de guarda

origina que las matrices de impedancia y admitancia sean de
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- un orden muy grande y diffciles de manejar, adem&s de que

d?péntiéhgp;m&i’ihformacién'de la que usualmente es necesaria,

debido a esto es conveniente reducir las matrices de manera
que nos representen un sistema con un solo conductor por =

fase por c¢ircuito y sin conductores de guarda.

3.1. Reduccibn de haces de conductores con configuracién

simétrica.

Generalmente en una linea de transmisifn de energfa
eléctrica con varios conductores por fase se puede suponer
sin mucho error que. (fig. 2.17) |
a). Los“n' c@hdﬁctores-del haz estan dispuéstos si-

métricamente sobre un circulo de radio "Rﬁ.

b). La corrieﬁte se distribuyé uniformemente en to--

dos los subconductores. Esto implica que todos

los subconductores tienen el mismo radio.

'1' ,.---.;, 4 ' _ 2
Q— ) ‘Q- 0= —ﬁ_
' N 0 ,’ \ .
I ONCSR N
i N, ' d
\ /
\ ’
2 O\___ O
Fig. 2.17 | S  ?, o ._¥'

 De ‘esta manera el haz de conductores se puede reempla- '




zar por un conductor equivalente de radio

req = (N r RN—l)l/N (2.85)
donde
r = radio de los conductores
N = nGm. de conductores en haz,
R = radio del haz

Si se conoce s6lo el ndmero de conductores y la dis-

tancia entre conductores contiguos

R = d

- 2 sen(w/2N)
- donde

d = distancia entre conductores contiguos.

Debemos sefialar que esta reduccibn se efectfla antes de

genefa: las matrices de impedancia y admitancia.

3.2. Reduccibn de‘héces de conductores con configuraciéh

no simétrica.

Cuando la configuracién del haz no es simétrica en una
forma muy notoria y/o los subconductores tienen radios dife
rentes se produce una distribucién no uniforme de corriente
¢« POr lo que se téndra un error muy grande si se efectﬂa la
reducci6bn a un conductor equivalente, En este caso se recu-
rre a la reduccifn que se expone én seguida,  la cual se -

efectfla despues de haber generado las matrices de pardme---
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tros eléctricos. Este procedimiento de reduccibn puede ser
empleado también para reducir circuitos paralelos a un solo

circuito equivalente.

Las ecuaciones de voltaje de una linea de transmisibn

con mGltiple nimero de conductores son

A | (2.86)
dx
v = PO (2.87)
2n1e

Si consideramos que todos los subconductores en un haz
se encuentran a un ‘mismo potencial y que la corriente total
se distribuye en todos ellos, para una cierta fase "i" se

cumple que

dvilb_ o avin
dxv_ o dx
.Iill o oI =1,
Qil ==V ~"',: -1 (2.88)

Desarrollando la ecuacién (2.86) suponiendo que se -
- tienénitreS'COnductores en la linea para faCilitar la ex--

plicacién
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-9 = T or "
V1 211 %12 %313 Iy
a Va | =| %21 %22 %23 I
dx
V3] [ %31 %32 %33 | | T3 | (2.89)

8i los conductores 2 y 3 forman un haz, entonces la -

reduccibn se efectfla restando el segundo renglén el tercer

renglén
Vi 211 Zy2 213 1,
d_ v, | = Z 2 P I
- 2 21 22 23 2
0 2317831 Z2337Z33 Z337Z33 | |I3-1,
L, - L - . -
para restablecer la simetrfa de la matriz :
~ -1 - - - . -
| V1 2y 212 2137212 Iy
d v, | =| 2 2 ) I
= 2 21 22 %237Z32 I
| 0 | [Z317Z21 Z327%22 233 | | I37Iy |
—— (2.90)
donde
233 = 233 = %23 - I3 * Iy (2.91)

.para la ecuaci6bn (2.87) se sigue el mismo prdcedimiento;
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La ec.(2.90) tiene la misma forma que la Que se obtiene
con los conductores de guarda ~como se verd mds adelante-
por lo que la reduccibn se realiza con el procedimiento que

se muestra en la siguiente seccién.

3.3. Reduccibn de los conductores de §uarda.

Para reducir el orden de las matrices de impedancia y
- admitancia de sistemas con conductores_de guarda, debemos
incluir el efecto de estos conductores en la impedancia y -
admitancia de los conductores de fase. Como los conductores
de guarda se conectan a tierra en cada torre
ner gque se encuentran a un’potenciaW' .oca suposicibn
- es v8lida para distancias entr- -es mucho menores que la
longitud de onda, 10 gu. ycucralmente se cumple para las -
frecuencias de. interes (hasta 300 kHz), si no . es asi, el -
voltaje que se puede presentar en alglGn punto de los éondﬁg

tores de guarda puede ser bastante significativo.

Volviendo a las ecuaciones de voltaje de una lfnea mul

:ticonductora, desarrollemos por medio de una particién la

ec.(2.86)

r ~ -~ . ‘ — - -

[-dav ] z — :

4 - =LY oo z Lo

dx _ +9 : I
= _ o (2.92)

av | . ‘ |
- -3 z z I

i dx | i g¢ g9 JL g ]

- donde

'»~z4¢ matriz de impedancias_mutuas Yy propiés entréflos
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conductores de fase,

zgg matriz de impedancias mutuas y propias éntre los
conductores de guarda.
zg¢, z¢g matrices de impedancia mutua entre los con-
ductores de fase y los de guarda.
desarrollando

=z I +2 i o (2.93)

=z I +2z_ 1 - . (2.94)

I =-12 Z., I . (2.095)

‘sustituyendo (2.95) en (2.93)

avy _ . | '
- E;i = Zrogn I, SR (2.96)

donde

-1 B

00 ~ Z4g Zgg  Zgy

de 1la ec.(2.97) definimos a la matriz de aportacion‘dexlos

‘COnductores de guarda a la matriz de impedancia como

= - : B . 8
Zye P e , ‘,(2 9 )



Siguiendo el mismo procedimiento en la ec.(2.87) tene

mos que
v. = X+ B 0 ' (2.99)
) 2re redu ()
donde
P = p -p _p “Llop. (2.100)
redu b $g ~gg d¢ )
de la ec.(2.99)
0. = 2ne (P )7L 9 f (2.101)
¢ redu ¢ : :

para condiciones de estado estable, el vector de cargas

como fasor se relaciona con el vector de corrientes de fu-
ga dl/dx por

o=-+ 4 (2.102)
T Je dx
entonces tenemos que
dly | -1 3 L
- 5;1 = Ju2ne (Ppog) ™ V, . (2.103)

Las ecuaciones (2.96) y (2.103) son las ecuacionés de

propagacién reducidas para una linea con conductores de

guarda.

Al procedimiento de reduccién descrito en esta'seqcién

se le conoce con el nombre de "reduccidn de Kron".
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Una forma m&s sencilla de reducir la matriz de admitan

cia consiste en partir de la ecuacibn

_Q:.:Y{}
dx
desarrollando
~at, ] i 17 . 7
1 v .
= | LY ¥ig Vs
da B “‘
- -2 Y Y \Y
, : ¢
L. dx.J L. g gg.J . g.J
como Qg'= 0 , entonces
a1 .
_——i= Y¢ AV
dax

De las dos férmas presentadas paralreducir la matriz
Y, ninguna presenta ventaja apreciablé‘gn tiempq de compu
to, pues si bien en la segunda forma solo es necesario in
vertir la matriz P,sin tener que efectuar antes la reduc
cién de Kron, esta matriz,es de mayor orden que la matriz

P

P .4y ¢ 1a cual se debe de invertir si se emplea la prime

ra forma, ademis, cabe mencionar que los dos procedimien-

tos proporcionan los mismos resultados.




4. RESUMEN DEL PROCEDIMIENTO UTILIZADO PARA EL CALCULO DE -

PARAMETROS ELECTRICOS DE LINEAS DE TRANSMISION.

1) . Obtener los datos necesarios : Configuracién geo-
‘métrica de la linea, tipo y material de 1os conductores, =
datos geomé&tricos de los conductores, resistividad del te-~
rreno, frecuehcia.

2) . Efectuar la reduccién de los haces de.conductores
a un conductor equivalente. Se utiliza el radio medio geo-
métrico. | | 7

3f. Formar la matriz de coeficientes de potenéial P a
partir de la geometria de la linea.

4) . Célcular ia impedancia geométrica zg.

5) . Calcular la impedancia debida al retorno por tie-
rra ZT‘ |

6) . Calcular ia impedancia interna de los conductdrés
con alguna de las aproximaciones dependiendo dé la frecuéé
cia de operacifdn.

7 . Formar la matriz de impedancia serie compieta

Z = zg + ZT + Zc

'debemos»notar que la matriz Zc es diagonal pdr lo que so-
vlo afecta la diagonal principal de z.

8). Se efectda la reduccibn de Kron en Z para obtener-

‘ zredu"

J?).Se calcqla la matriz Yredu
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Ejemplo de aplicacién s

| Con el fin de mostrar una aplicacién préctica de las ru
tinas para computadora digital desarrolladas, se calcularon
los par8metros eléctricos de una lfnea de 400 kV similar a -
las utilizadas por la Comisién Federal de Electricidad. La

configuracién de la lfnea se muestra en la fig.2.18

i

Fig. 2.18

Se consideraron los siguientes datos
conductores dg'fése': .

 ACSR de 1,113 MCM
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conduétores de guarda :
conductores de acero galvanizado
resistividad del terreno = 100 ohm-m

frecuencia = 250 kHz

Los resultados que se obtuvieron son los siguientes :

MATRIZ DE COEFICIENTES DE POTENCIAL
- 6,49245  1,69427 1.,04935 1.92003 1,22418

1,69427 6.49245 1.69427 1,73959 1.73959
1,04935 1.69427 6.49245 1,22418 1,92003

1,92003 1,73959 1.22418 9.60244 1.45671
1.22418 1,7395% 1.92003 1.65671 9.640244

MATRIZ DE IMPEDANCIA GEOMETRICA OHM/METRD .

04J4,07933  04J1,06454 04J0,45933 0+.1,20439 0+J0.76918
04J1,06454 04J4,07933. 0+J1,06454 0+41.09302 0+J1,09302
01J0,65933 OFJ1,08454 04J4,07933 0+J0,74918 0+J1.20639
04J1,20639  04J1,09302 04J0,76918 04J5,03339 04J1,0404
04J0,76918 0%J1,09302 0+J1.20639 04J1.04094 04J6.03339

INPEPANCIA DE TIERRA OHMS/H

+0734399+J,0827813  ,0715361+J,0800972 ,0663659+,0729751 ,0642995+J,0713630 ,0608730+,0667643 |
+07153614J,0800972 ,0734399+,0827813 ,07153614J,0800972 ,06381294.,0707035 ,06381294J,0707035 .
106634594J,0729791 ,07153614J,0800972 ,0734399+J,0827813 40608730+.,0667643 ,06429954J,0713630

+06429954.,0713830 ,06381294J,0707035 ,0608730+J,0467643 ,05738334J,0629752 +05567174.,0607396
© o +08087304J,0667643 ,06381294.,0707035 ,08429954J,0713630 ,0556717+.,0607396 ,0573833+J,0629752

INPEDANCIA SKIN DE FASES OHHS/M (3,9647678E-0313.9647478E-03)
INPEDANCIA SKIN DE HGs. OHNS/N (2,7296219E-02:2,729621E-02)

‘   ”63;3 .




INPEDANCIA TOTAL OHNS/HETRO

047740E-014.J0,4166E408 0,7154E-014J0,1145E401 0,4637E€-011J0,7323E400 0,6430E-01+.J0,1278E401 0,6087E-014.0,BISIEL00

. 0, 7154E~014J0, 1145E401 0,7740E-014J0,4166E401 0,7154E-014J0,1145E401 0,6381E-014J0,1164E401 0,63B1E-014J0.,1164E401
0+ 6637E-014.J0,7323E400 0, 7154E-014J0, {14SE+01 0,7740E-014J0,4164E401 0,6087E-01430,8359E400 0,6430E-014J0,1278E401

0,6430E-01+J0,1278E401 0,6381E-01430,1164E401 0,4087E-014.J0,8359E400 0,B448E-014J0,6124E401 0,5567E-014J0,1102E401
0,6087€-014J0,8359E400 0,6381E-014J0,1164E401 0,6430E-014J0,1278E401 . 0,5567E-01430,1102E401 0.8468E-014J0,4124E101

IKPEDANCIA REBUCIDA OHMS/H

0,465937E-014.10, 3B3796E401 0,393115E~014.10,804482E+00 0,359334E-014J0, 443063E+00

0,393115€-014.J0,804482E400 0,435460E~014J0,379148E401 0,393115E-014J0,8044B2E+00
0,359334E-01 400, 443063E400 0,393115E-011.J6,8046B2E400 0,465937E-014J0,363796E401 .

NATRIZ DE CAPACITAMCIA FDS/M

0:9661E-11 -,1826E-11 -i8614E-12 -,1426E-11 -,5224E-12
-.1826E-ll\¥0.1007E-10 - 1826E-11 -,1046E-11 -,1046E-11
-o8814E-12 "-,1B26E-11 0.,9661E-11 -,5224E-12 -,1426E-11 ;
~ol428E-11 - 1046E-11 -,5224€-12 0,6436E-11 -,4T47E-12 !
“oD224E-12 - 1046E-11 -, 1426E-11 -,4347E-12 0,5436E-11 |

HATRIZ DE ADMITANCIA MHO/M

;- 0+J0,3035E-04 0+J-.573BE-05 0+J-,2078E-05 0+J-,4481E-05 0+J-.1641E-65 £
O0+J-,5738E-05  04.0,3164E-04 O+J-,5738E-05 04J-,3284E-05 04J-,3286E-05
0%)-,2078E-05  O+J-,5738E-05 04J0.3035E-04 04J-,1641E-05 04J-.44B1E-05

OtJ- A4B1E-05 O4J-,32B4E-05 OFJ-.1641E-05 0+J0,2022E-04 O+J-,1994E-05
01J- 1641E-05  04.J-,32B6E-05 0+J-,A481E-05 04.J-,1994E-05 0+.10,2022E-04

r HATRIZ DE ADMITANCIA REDUCIDA  MHO/M

~ O4J0,3035E-04  OJ-,573BE-05 0+.-,2076E-05 .
- OhJ-,5738E-05  0+J0,3164E-08 04J-,573BE-05
04J-,2078E-05 04J-,573BE-05 04J0,3035E-04 |

i
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CAPITULO 3

ANALISIS MODAL

1.'SOLUCION‘A LAS ECUACIONES DE PROPAGACION MATRICIALESf‘
Al emplear el andlisis modal para encontrar la solu--
cibén de las ecuaciones de propagacifn matriciales, se lo--
gra una separacién de variables, de tal manera que un sis-
tema de "n" ecuéciones con "n" incb6gnitas, con todas las
inc6gnitas involucradas en todas y cada una de las ecuacig
nes, se convierte en una sefie de "n" ecuaciones con uné -

sola inc6gnita en cada ecuacién.

Considerese las ecuaciones de propagacifn para una =

lfnea de transmisién multiconductora

2

d——‘}’-= AV (3.1)
dax o
2 - ,
d_ 2= a.t (3.2)
dx ' .
ddnde'
A = 2Y y A =YL (3.3

Si M es la matriz que diagonaliza.a A , se tiene que
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eqruirs,

A = Maut (3.4)
donde

A = matriz diagonal de eigenvalores de A

it

M matriz de eigenvectores de A
de la ec.(3.4)

A= MtaAaMm | ~(3.5)

- manlv 3.8

A la matriz M tambien se le conoce con el nombre de
"matriz de modos de propagacién de voltaje" y sus columnas

reciben el nombre de "modos de propagacibn de voltaje".

-Premultiplicando ambos miembros de la ec.(3.6) por

w1y como m es independiente de la variable espacial "x"
= ANV (3.7)

- Definamos al vector de voltajesf“modales" o de "conte-

nidos modales" como>

Um =M™t ¥ e ~(3.8)




de la ec.(3.8)

<0
il
x
<
3

(3.9)

Haciendo una particifn por columnas y desarrollando

la ec.(3.9)

V o= Vmyg My o+ Vm, M,y 4+ ... 4 v, Mn (3.10)
donde

Mi = columna "i" de la matriz M

Vm; = elemento "i" del vector Gm
De la ec.(3.10) podemos concluir que el vector de vol
tajes V es una combinacién lineal de los modos de pronagr

cién cuyos coeficientes son los voltajes modales.

Sustituyendo (3.8) en (3.7) se tiene que

d"Vm _  Um (3.11)

como ya sefialamos antes, la matriz A es diagonal, por lo
que hemos reducido el problema a encontrar la solucién de

"n" ecuaciones diferenciales de la forma general

2
d Vmi

L = gy e (3.12)

ax
dohde
,xii' es el "ii-ésimo" elemento de 2
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La solucién general de la ec.(3.12) es

Vm; = exp(-yix)Vmai + exp(yix)Vmbi (3.13)

donde

Vmai Yy Vmbi son constantes modales a determinar

Y{ = Mxi. = constante de propagacién del modo "i"

Como la constante de propagacién modal es una cantidad

compleja podemos escribir

Yi T %4 + Bl
- _donde -
ay = constante de atenuacién del modo "i"
Bi = constante de fase del modo "i"

Expresemos las "n" ecuaciones de la forma (3.13) matri

cialmente

m; = exp(-yx)Vma + exp(yx)Vmb (3.14)

Sk

donde

yx es la matriz diagonal cuyo elemento "i" es

Yix .

Empleando la ec.(3.8) y despues premultiplicandp pof

M obtenemos

V = exp(-rx)Va + exp(rx)vb (3.15)
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donde

exp(-rx) = M exp( yx) mt - (3.16)

exp(rx) = M exp(yx) M-l (3.17)

I es una matriz cuadrada cuyos eigenvalores son los
elementos de la matriz diagonal y y sus eigenvectores son

las columnas de M . NStese que

r - =My M =M1 M~  =A (3.18)

La ec.(3.15) nos da la solucién de la ecuacién de pro
pagacién matricial de voltaje en el dominio de la frecuen-
cia (o en el dominio fasorial para estudios en estado esta

ble con excitacifbn senoidal).

~La solucién para ‘la propagacién de corriente se puede

obtener facilmente de

de donde

sustituyendo la ec.(3.15) y efectuando las derivadas de a--

cuerdo con la teorfa de funciones de matrices
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I = sty (exp(-rx)%a -‘exp(rx)ﬁb) *(3.19)

Para una linea semi-infinita para la cual no existen
reflexiones desde el final de la linea, Qb = 0 . Rajo es-
tds condjciones las ecuaciones (3.15) y (3.19) quedan co-

mo

vV = exp(-rx)Qa
-~ _1 -
I = Z r exp(-=rx)va
de estas dos écuacidnes
PS _ _1 -~ ) ‘ . ‘
VvV =T 2T , (3.20)

de la ecuacién (3.20) se define a la matriz de "impedancia

caracteristica" zo como

2. = 1 - 2 | | (3.21)

entonces

vV = 23, (3.22)

[

En la ec.(3.22) se observa que existe una relacibn, -
constante e independiente de la distancia, entre el volta-
je y la corriente en cualquier punto de la 1lfinea, dada por

z, -
Consideremos ahora la ecuacién matricial‘de propagaée
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cién de corrientes

a® Im _ a2 Inm (3.23)
dx2 ‘
donde
Im = N"1'I = vector de corrientes modales
Y
A = matriz de eigenvalores de A,
N = matriz de eigenvectores de A,

De la teorfa de eigenvalores y eigenvectores se puede
demostrar Que A vy At tienen los mismos eigenvalores y

que sus matrices de eigenvectores o matrices modales se -

relacionan de acuerdo con

M = Nt & N = M -1 (3.24)

, .
Resolviendo la ec.(3.23) y siguiendo el mismo procedi
miento que para la propagacién de voltajes se puede encon-

trar la siguiente relacibn entre el vector de corrientes y

el vector de voltajes para una lfnea semi-infinita

I = Yyr v (3.25)

KT,



De la ec.(3.25) se define a la matriz de admitancia

caracteristica, ¥, como

Y, = ¥r (3.26)

con (3.25) y (3.36)

I =¥,V - (3.27)

YO = 20 © - (3.28)

2. IMPEDANCIA Y ADMITANCIA MODAL .

De la misma manera como se han definido voltajes vy -
corrientes modales, se pueae definir matrices de impedan--
cia y admitancia modales . Regresando a las ecuaciones del

telegrafista en forma matricial

-\ S (3.29)
dx
-4l - vy v (3.30)
dx
transformando (3.29) y (3.30) al dominio modal
-4 - gm Im | (3.31)

- 18



R (3.32)

donde Zm y Ym son las matrices de impedancia y admitan

cia modales respectivamente, definidas por

Zm = M Z N (3.33)
Ym = N~ YM | (3.34)

Derivando (3.31) y (3.32) y combinando los resultados

d_vm _ A Vm ' . (3.35)
‘dxz

2 ‘ \
d Im - \in ' (3.36)
dx2 '

donde,de acuerdo con las definiciones (3.33) y (3.34)
A = ZmYm = ¥Ym Zm (3.37)
Empleando la ec.(3.37) tenemos que

Zm A = Zm¥mZm = A Zn

como A es diagonal

Zmis Mgy = Agy Zmyg
entonces
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En la ec.(3.38), para i#j, en general N # *jj ,
entonces Zmij debe de ser cero, Esto significa que Zm es -
diagonal y en forma similar se puede probar que ¥Ym tambien

es diagonal.

De las ecuaciones (3.22) vy (3.25), transformando al -
dominio modal
In = ¥my Vm (3.39)
vm = 2Zm, Im , (3.40)

donde Zmo y Ymo son las matrices de impedancia y admitan

cia caracteristicas modales respectivamente, dadas por

¥my; = N Y, M , (3.41)

Zm = M Z, N : ‘ (3.42)

0 0

3. INTERPRETACIOﬁ DE LOS MODOS DE PROPAGACION .
La expresifn que nos proporciona los voltajes en cual-

quier punto de una linea es
v = exp(-fx)%a + exp(rx)%b
paré una linea semi-infinita, con %b‘= 0
v = exp(-rx)%a
- doﬁde va esrel vecto; de voltajes aplicado en  x = 0. Su=-_

pongamos ahora que excitamos‘la 1fnea con un modo de propa=-

‘so _



gacién puro, esto es

Va = Mk (3.43)

donde &k es la "k-€sima" columna de M . Asi el voltaje

en cualquier punto de la lfinea es
Vo= exp(-Tx) M (3.44)
de la ec.(3.16)

~ .

V = M exp(-vx) M1 M (3.45)

Antes de proseguir realicemos el producto

por medio de una particibén por renglones de M_l Yy una por

columnas de M

es el renglén "k" de Mt

ck es la columna "k" de M

‘realizando la multiplicacibn de vectores rehglén por vectores

"columna
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r ~ ~ A ~ 7
rlcl L ] L] L] rlcn
-1
M M= =
"~ ~ Y A~
r [ ] -
3 n°1 rncnd
como
-1
M =

De acuerdo con lo anterior la

bir como

i

H-exp(éyx)k

o

=

2 o o P=e o o

e o o P2 e 0

ec,.(3.45) se puedé escri

finalmente, recordando que yx es diagonal
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~

V = exp(-y. %) &k (3.46)

De la ec.(3.46) podemos dar las siguientes conclusio-
nes :

a) . Si excitamos a una linea de transmisibén con un mo
do puro, la propagacidén de este modo queda determinada com

pletamente por el factor

. exp ( —ka)

b) . Cada modo se propaga conservando la magnitud y -
fase relativas entre sus elementos, pués todos ellos se
multiplican por el mismo factor exp(-ykx), esto es, cada

modo se propaga a lo largo de la lfnea sin distorsionarse.

c). Se justifica el nombre de "constante de propaga--
ciébn modal del modo k " dado a
Yp T o * I8
La velocidad de propagacién del modo "k" ser&‘ 

— [}
Vk—g—
' k
~d). El voltaje en cualquier punto de la lfnea es'la.

suma de los modos de propagacién,afectados debidamente por

sus constantes de propagacién.
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4. ANALISIS MODAL Y COMPONENTES SIMETRICAS .

En un trabajo publicado en 1918, Fortescue presentf una
de las mis poderosas herramientas para el estudio de circui-
tos polifisicos desequilibrados. Fortescue demostrd que un -
sistema de "n" fasores desbalanceados puede descomponerse en
"n-1" sistemas n-f4sicos balanceados de diferente secuencia
de fases y un sistema de fasores ae secuencia cero, el cual
se define como un sistema en que todos los fasores tienen la
misma magnitud y &ngulo. El‘método se puede aplicar a cual--
quier sistema polifdsico, pero nos limitaremos al caso trifd
sico. Un sistema trifdsico desbalanceado se puede descompo--
ner en tres componentes simétricas, que son

1. Un sistema de secuencia positiva, formado por tres
vectores de igual m6dulo, con una diferencia de fases de ==
1209 v con una secuencia de fases igual al sistema original

2. Un sistema de secuencia negativa, formado por tres -
vectores de igual médulo, con una diferencia de fases de 1200
y una secuencia de fases opuesta a la del sistema original.

3. Un sistema de secuencia cero formado por tres vecto-

res idénticos.

El sistema original en funcibén de sus componentes simé-

tricas es
vVa =’Va0 + Va1 + Vaz
Wy eyt G
o ;ch= Ve, + l_V."l + Ve,
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donde
va, Vb, Ve es
Val, Vbl, Vc1
Va2 ’ Vb2 ’ ch

Vao, Vbo, Vc0

un sistema trif&sico desbalanceado.

es el sistema de secuencia positiva.

es el sistema de secuencia negativa.

es el sistema de secuencia cero con'

va, = Vb, = Vc

0 0 0o -

El sistema (3.47) en funcién del operador a =

que ocasiona una rotacién

las manecillas del reloj, es

Va =

Vb =

ve =

en forma matricial

+ Va, + Va2

1

2
va, + a Val + a Va2

2
va, + a va; + a Vva,

~ -
’Vabc =T Va012

donde
e |
vabe = [va , Vb , Vc],
Vagyp = [ vag .+ Vap va,] .
1 1 1
T = 1 a2 a
2
1 a a
L i
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de 1200 en sentido contrario a

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52).



ademds

1 1 1
el - L 1 a a’ (3.53)
3
1 a2 a
L N

El método de andlisis de circuitos trifésicos con el
método de 1las coﬁponentes simétricas, consiste en determi-
. nar estas componentes para las tensiones y corrientes, y

después efectuar las sumas vectoriales.

~ En esta seccién demostraremos que las componentes si-
métricas pueden obtenerse a partir del andlisis modal, en
particular se verd, que la matriz T es la matriz de.mo-—
dos de propagacién de voltaje para una linea perfectamente

simétrica.

Consideremos una lfnea perfectamente simétrica o per-
fectamente'baianceada,‘ﬁal 1£nea podrfa ser una perfecta--

, ménte transpuesta o una linea‘éuyas fases formen un tridn-
gulo equilitero y en donde se puede despreciar el efecto -
de la tierra. Para esté caso las matrices de impedancia SE

rie y de admitancia en paralelo tienen la forma
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VA Z B

P m Zm Yp
Z = Zm Zp Zm ; Y = Ym

Zm Zm Zp Ym

Ym Ym
Yp Ym
Ym Yp

J

donde los subindices "p" y "m" significan "propia" y -

- "mutua" respectivamente.

El producto Z Y es igual a

~ -
B C ¢C
ZY=|C B C| =Aa
C C B
con
B=zpyé'+2zmym
S S T A e

Para encontrar los eigenvalores y

A debemos resolwver la ecuacién
A‘ﬁ = 2 X

entonces

~

(A - U ) x=

- (3.54)

(3.55)

(3.56)

los eigenvectores de

(3.57)

0

para que la ecuacibn anterior tenga una soluci6n diferente
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de cero se debe cumplir que
det( A - \U') =0 (3.58)

desarrollando llegamos a la ecuacidn caracteristica

2 3

3 +3@%2 -c?)y +3c%B -83 - 202 =0

a3 -2

resolviendo esta ecuacibdn, los eigenvalores de A son

\; =B + 2C

" sustituyendo estos valores en la ec.(3.58) se obtienen los
 sistemas de ecuaciones a partir de las cuales se obtienen

los eigenvalores de A .

Para kl =B + 2C

o _ ar 7
"det(A - AU)x = | C -2¢ C X, | = 0
C C -2C X
C (-2xl + X, + x3) =0
S C (%) +X5=2x3) =0
de donde . | X
X = Xy =Xy ':» :' H]‘: ,‘(3.59)

88



c C ¢ Xy
det( pA-2yg) =} C C C X, =0
cC C ¢ X
L 4 L 3.J

C ( X + Xy + Xg ) =0

C ( Xy + Xs + X4 ) =0

!
(=

C ( X4 + Xq + X4 )
entonces

xl + X, + Xq = 0 - (3.60)

Dev(3.59);y (3.60) se tiene que los eigenvalores de A
son : un vector Que tenga todos sus elementos iguales y un
par de vectoresbcuyos elementos sumen cero. Existe wuna in
finidad de Vectores que cumplen con (3.59) vy (3.60), unos -

de ellos son las componentes simétricas

%>
I

[1,1,1],
= [ 1, az, a ]t

(1L, a, a2] N

233

N>
il

Otra posible solucifn son las'componentes de Clarke,
queitienen especial importancia en estudios de propagacibn

en lineas horizontales . Estas componentes son
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xR
n

(1, 1‘, 1],

<
I

[1,0,-1],

>

z = [1 ,-2,1]t

Si tomamos la solucién dada por las componentes simé&--

tricas, la matriz modal de voltaje serid

N = 1 a® a | =1 . (3.61)

N ,=-ut‘1 = |1 a a? | - i (3.62)
1 a2 -a |

de acuerdo con el anilisis modal

V. = M Vm
donde
Q‘ es el vector de fasores de voltaje.

Vm es el vector de los fasores de los contenidos moda-

S les. .
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Desarrollando la ecuacidén anterior

B - - T r -
Va 1 1 1 le
2
Vb = 1 a a sz
2
vec 1 a a V'm3

de donde

va = le + V’m2 + Vm3

2 - - ‘ : - .
+ a“vm, + avm, 5 (3.63)

1l

_Vb Vm

2

Vm, + aV’m2 + a Vm3

Ve

| Comparando las ecuaciones (3.48) y (3.63), es fadil
ver que los contenidos modales Vmi, Vm, y Vm3, son los -
voltajes de secuencia cero, positiva y negativa respectiva
‘mente de la fase "a", qué es labque se toma como referen--

cia. Entonces

-~ [

Vmo= Va012 ' (3.64)

La igualdad que se cumple entre el vector de voltajes
de las componentes simétricas y el vector de contenidos mo

dales, no se cumple exactamente para las corrientes, pues
I = 7T Ia012

»

T'l Im ‘ ey

(Y
i
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De aqui se puede pensar, que existe una gran diferencia
entre las corrientes modales y las corrientes de las compo--
nentes simétricas, pero esto no es asi, pues se puede encon-
trar facilmente una relacibn entre estas corrientes. Igualan

do las dos ecuaciliones de corrientes anteriores

-1 2

T " Im=7T Ia012

premultiplicando por T y como T2 = 3 U, se tiene que

Im = 3 ia

¥

012 (3.65)

S;VINVARIANZA DE LA POTENCIA.

La invarianza de la potencia es un aspecto importante
del andlisis modal y para determinar si la transformacién mo
dal es invariante para la potencia, evaluemos en el dominio

fasorial el flujo de potencia en una lfnea de transmisidn

s=My=9 1 (3.66)
donde
S es el vector de potencia aparente.
v es el vector de fasores de voltaje.
I es el vector de fasores de corriehte.
iH vector transpuesto conjugado de i,
a %k

vector conjugado de I.




Transformando al dominio_modal de acuerdo con
o3 - _1 -~
V = MVnm Ve I = M Im

tenemos que

s = ( Ht-l Im )H M Vm
de donde
~ L ] ~
§ = Im® M) M Vm (3.67)

De acuerdo con (3.67) la propiedad de invarianza de -
la potencia se mantiene si
1) . Las matrices modales son reales. Si esto ocurre -

las matrices conjugadas no tienen sentido, asi que

l »~

S =1Im" MT M Vm
§=1Im Vm = Vm_.Im (3.68)

‘La ec#(3.68) nos indica que la potencia transmitida es la

suhé de las potencias de los modos. Un ejemplo‘de esta -

clase de matrides modales son las componentes de Clarke.
2), Si las matrices modales son complejas la invarian

za de la potencia se mantiene si

*)_1

(M M=U0 . (3.69)

pero como

M iM=u
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entonces

* -1
M) A M (3.70)

por lo que en general la transformacién al dominio modal -
no es invariante con respecto a la potencia, esto signifi-
ca que si estamos trabajando en el dominio modal, para cai_
cular la potencia aparente es necesario transformar al do-
minio fasorial,

Hagamos. dos suposiciones en cuanto a las propiedades

de la matriz modalVM:
-1 * :
M =cM _ C (3.71)

M2 = (1/0) U0 (3.72) .

donde "c" es un escalar cualesquiera.

Entonces, si sé cunplen (3.71) y (3.72)

que es la condicidn necesaria para la invarianza de la po-
tencia. Un ejemplo de esta clase de matrices modales son -

las componentes simé&tricas en donde

— ' . *
1_ 1 4
3

-3
]
w‘_
c




6. PROCESOS DE DIAGONALIZACION.

6.1. Teoria de matrices idempotentes.

La teoria de matrices idempotenteé nos proporciona
un método sencillo para la obtencién de los eigenvalores
y eigenvectores y nos permite desarrollar un algoritmo -

de rédpida convergencia.

Se puede definir cualquier eigenvector columna de

A asociado a un eigenvalor de acuerdo con

Ac, =1, c, (3.73)
~donde |

A; es el "i-ésimo" eigenvalor de A

C; es el eigenvector columna asociado con ”Ai

Tambien se pueden definir eigenvectores renglén de -

A de acuerdo con

;‘- = A ; i ‘ ) o 3.74
B I I \ ,( ’
donde
Aj es el "j-ésimo" eigenValor de A
‘Ej es el eigenvector renglén asociado,a.xj

I , :
La serie completa de eigenvalores y eigehvectpres v

se pueden representar de la siguiente forma

Ac =ca . @uas




donde -

C es la matriz cuyas columnas son los eigenvecto--
res columna de A

A es la matriz diagonal de eigenvalores de A

también

RA=AR  (3.76)
donde ‘

R es la matriz cuyos renglones son los eigenvecto-

res rengl6n de A

Definamos las siguientes particiones

| ¢c=1[C ,Cy oo s Cl : | (3.77)
donde | » '
.éi es el "i-6simo" eigenvector columna de A
Ry
L Ry R R
R = . 3.8
L %]
ddnde‘- |

ﬁi es €1 "i-ésimo" eigenvector renélbn;deVA -;




" De las ecuaciones (3.75) y (3.76)

clac= 1
RAR?T = )
por comparacifn
e-x" . (3.79)
enténces'
RC = CRrR =1 3.0
, §0demos’escribir tambien‘
| ' : ; : S
RAC = a (3.8
de donde
A = CAR - (3‘.’8-2)

Desarrollando la segunda laualdad de (3 80) de a--

cuerdo con las particiones (3.77) y (3. 78)

" ~

[Cl "'Cn] [-Rl.:: +.,.'.'+

oY)
)

u (3.83)

o]
g1
fl

1

v,‘befinémbSﬂahora la matriz .'
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I, =C. R

i i N4 (3.84)

~

como Ci es de orden nxl y Ri de 1lxn, entonces Ii es

una matriz cuadrada de nxn.

Empleando (3.84) en (3.83)

n .
CR =I 1I. = U , (3.85)
Por otra parte

r b a

1 [&1 A | =u

~

donde los productos ﬁjci dan como resultado un escalar.
Se puede ver facilmente que los productos éj&i solo pue

den tomar los valores de 1 o 0, esto es

J 1 para i =3
RC; = - (3.86)
0 para i # i

A las matrices I, se les conoce como "matrices
idempotentes”, y tienen las siguientes,prbpiedadéS»

1. Son SINGULABES. Toda columna de Ii ‘es propor-
cional al vector columna &i .y todo rengiﬁn es p;6pore

cional al vector rengl6n ﬁi .

- oW
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2. Como ya se definié en la ec.(3.85) la suma de to
das las matrices idempotentes de una matriz es igual a -
la matriz unidad.

3. Una matriz idempotente elevada a cualquier poten

cia es igual si misma
n _

por ejemplo

De esta propiedad es de donde toman estasimatrices el -
nombre de "idempotentes",
4. El1 producto de dos matrices idempotentes dife--

rentes es igual a la matriz nula
I. I, =0 ~ (3.88)

| Iin = chjciRi = Ci-O-Rj,= 0
Las propiedades de las matrices idempotentes, se-u
tilizan para determinar los eigenvalores y los eigenvec
 'tores de una matriz por medio del algoritmo cpnocido co
-mo "de potenciacién". Este algoritmo‘se basa en elevar

a la matriz A a la potencia 2
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6.2. Método de potenciacién,

La matriz A esta dada en funcién de sus eigenvalores

y eigenvectores columna y ienglén por

realizando los productos con una particién de € por co--

lumnas y de R por renglones
A = 2CRy + ... + 2 CR . | (3.89)

o sea

A =3:1. I o (3.90)

Trabajando con la ec.(3.90) se desarrolla el m&todo

de potenciacién

elevando al cuadrado

AT = L O tee e T e T (0T Lo (X))
2 n n
A= I (1.1 z
0 (hala BTy
el producto A, I r.I. = 0 para i1 # j, entonces, en los pro-

iT1%373

: ;ductos dentro del corchete solo existe uno diferente de ce

- ro, que'es'AiIiii;i (haciendo i =j ), asi que

k f;‘dé‘dohde




n n
(52)2 = z (Aiz I, A 2 I.)
eﬁtonces
2,2 _ 2,2

por medio de elevaciones sucesivas al cuadrado se llega a

'n n - n . AN
25 _ 2 _ 2 2
A = IXj Ii =21 Il + .. + An ;n
factdrizahdo
. on
2 on An
. )‘l

Si Aq>ly...>X, . los coeficiente

Ao/Aq ¢ «eee 4 Ay/Aq  sON menqresra 1 :

y si 2", . -los coeficientes anteriores elevados a la
- potencia 2" tienden a cero.

Asi pues, para una determinada potencia podemos decir que

mUitiplicandé7ﬁna Qez has por A
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n n n
2 _ad +1 _ 2

n
La razén de cualquier elemento de Az +1 a el elemento

n
correspondiente de A2 es A, . Hay que sefialar que préacti

n
camente cualquier columna de la matriz A2 es proporcional

a &1 y cualquier rengldn a ﬁl’ esta proporéionalidad esta

dada por el factor de escala

k = Rlcl

M basta con dividir Rl o Cl por k para encontrar el par de

elgenvectores correspondlentes a kl .

Ahora

y se pueden efectuar las elevaciones al cuadrado sucesivas

de A' con el fin de encontrar Xoe R2 y 62 . Siguiendo este

procedimiento se pueden encontrar los "n" Ai's, Ci's Yy Ri's.

De las ecuaciones (3.4), (3.24), (3.75) y (3.76)

M = cC | | (3.91)

N = M7t =R (3.92)

A continuacifn se enlistan los pasos del prbcedimiento
1‘computacional para la diagonallzacién de matrices por medio

-del método de potencxac16n. Sea A la matriz por diagonall
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Copiar A en una matriz auxiliar B.

Normalizar B con su mayor elemento

' =
B B/Bijmax

Elevar B' al cuadrado
p = (B")?

Probar la convergencia
a. Se localiza el mayor elemento de D (dl).
b. Se localiza el segundo mayor elemento dé D (d42)
‘que haya en la misma coclumna o el mismo renglén
de dl . |

Cc. Se realiza la diferencia

(d1/bl) - (d2/b2) .
siendo bl y b2 los elementos de B' que tienen
la misma posicién que dl y d2 tienen en D. Para
1ograr la convergencia el resultado dé la dife-
rencia debe de ser menor que 1076 |

si falla la convergencia hacer ,
B =D

y repetir los pasos 2,3 y 4 .

'Si hay convergencia realizar el producto

B=AD

‘y encontrar A, como la razén del mayor elemento de

B él correspondiente elemento de ' D.
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~ ~
7. Extraer C1 Y R1

Cc, = columna de B gue contiene al mayor eiemento.

R1 = renglén de B que contiene al mayor elemento.

8. Encontrar el factor de escala
9. Dividir 61 o] ﬁl por k .

10. Formar la matriz idempotente

Il = Cl Rl
11. Formar la nueva matriz
. D a
A = A Alxl

Este procesc se repite hasta encontrar todos los eigen

~valores y eigenvectores.

6.3. Alternativas de diagonalizacidn.‘

En un principio, lo priﬁero que se puede pensar es dia
gonalizar directamente el producto % Y , pero esté no es -
'récomendable, pues si utilizamos el mé&todo de potenciacién,
:ios'primeros eigenvctores que ée obtienen son los pertene--
. cientes a los eigenvalores de mayor mddulo-y por Gltimo los

7correspondientes a los eigenvalores de menor m6dulo.

Como

- '7‘1‘04 ,



‘primero obtenemos los modos que sufren una mayor atenuaéién
y que son los que tienen = menor influencia en la propaga
cién, asf, al llegar al dltimo eigenvalor, que es el de me-
nor médulo y de mayor importancia, se llega arrastrando un
error muy grande como consecuencia de los redondeos y los
truncamientos. Por otra parte, si los eigenvalores son muy
cercanos entre si el métcdo de potenciacibn tiene una con--~

vergencia muy lenta.

Diagonalizacibn de la matriz inversa.

Una segunda alternativa es diagonalizar la matriz al

Invirtiendo la ec.(3.82)

Al = ¢eatr T (3.94)
desarrollando |
3 : =1 1 &~ 1~ A o : .
A~ =3;=CR +...+ —CR (3.95)
-1 n
si'
}\l >. [ ] .> Xn
entonces
T (3.96)
A1 | An

Tomando  en cuenta esto, al aplicar ‘el método de poten

-1 | el primer eigenvalor que ohten-

ciécidn a la matriz A
'drémos séra,vl/xn y el dltimo fl/xl , esto es, primero ob.

tendremos los eigenvalores correspondientésya los modos de
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menor atenuacién y despues los correspondientes a los de

mayor atenuacién,

Al diagonalizar A_l obtenemos los modos y las constan
tes modales en el orden que nos conviene y se reduce la in.
fluencia de los errores numéricos, sin embargo, adn tene--
mos el problema de la lenta convergencia en el caso en que

existan eigenvalores con m8dulos muy cercanos entre si.

Convergencia acelerada del método de potencia--

cién en la diagonalizacién de la matriz A. Consideremos -

una linea de transmisibn sin cables de gﬁarda, la matriz

de impedancia serie es

Z =32, + 23, % 5 (3.97)
donde
z = 2% p (3.98)
g 2% :

. @
la matriz de admitancia en paralelo es

1

Y = jw2re P (3.99)
De (3.97), (3{98) y (3.99) se tiene que
A=2Y = (2Z_+2, )Y - olucU  (3.100)

diagonalizandq la matriz A
R | o2
A= MT(E  + Z)YM - wiue U
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de donde
A = A' - w pe © (3.101)

Como los elementos de Z.Y Z;, son muy pecuefios compa
rados con los de zg todos los eigenvalores son muy cerca--

nos al valor fwzpe. Si se diagonaliza la matriz
' =
A (zc + ZT) Y
se obtendréd la matriz de eigenvalores
A = - (—mzue U)

Los eigenvalores Ai son la diferencia entre los verdaderos
eigenvalores y su valor limite _w2 ue.‘De esta manera, la
diferencia relativa de modulos entre los eigenvalores es

- lo bastante significativa para permitir una r&pida conver-

gencia.

La velocidad de convergencia se puede‘aumentaf aGn -
m&s si dividimos a A por -mzue, ya que para las frecuen--

~cias de interes este valor es muy pequefio:

2 2

—plye =IO ooIB 1016
2 9
C

" donde "c" es la velocidad de la luz en m/seg .
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De acuerdo con esto

(Zz_ +2.) Y
A - o] T + U
2 2
-w  Ue -w ue
Y la matriz A' seri ahora
A'=(zc+z,1,)sr _ A g
2
-Ww He - HE

y al diagonalizar esta matriz obtendremos

avt=2 -y

2
-w e

Con este procedimiento, ademds de aumentar la diferen
cia relativa entre los’médulos de los eligenvalores restan-
do la matriz U , al dividir por - -wzﬂe estamos multipli-

016)/w2

cando por -(c2/w2) = (9 x 1 , con lo cue consegui=-
mos trabajar con cantidades més grandés que nos permiten

emplear presicién sencilla. Despues.de obtener los eigenva
lores‘xi' se calculan los verdaderos eigenvalores de acuer

~do con

L= Oyt o+ 1) (—0Zpe ) (3.102)

>
i

Normalizacién de las matrices de pardmetros e-

léctricos de las lineas de transmisién. En esta seccibén se

.describe un'procedimientO»paravla diagonaliZacién de la ma
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triz A en donde se realiza la divisién por -wzue desde el
cdculo mismo de las matrices Z y Y, ademds se incorpora el
caso en que existan conductores de guarda y se efectfie su

reduccién.

Dividamos a la matriz de impedancia serie por jup /2w

2/ (Guu/2¢) = (Zg + 2, + ZT)/iju/zw)

definamos ahora las siguientes matrices

Z, = 2/(Gen/20) . (3.103)
Zén=_zc/(jwu/2n) }(3;104Y
By Bq/ (ou/20) . . (3.105)

ddnde el subindice "n" significa "normalizadaﬁ, adem&s
2o/ (Gou/21) =P o . (3.106)
de acuerdo con las definiciones anteriores
Z = (jun/2s) (P +32_ + zTnv),k »”"q(3.;q7)
Lf La matriz de admitancia en paralelo es

Y =g2ne Pt (3.108)
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Efectuando en 2 la reduccibn de Kron

Zieay = (Juu/2n) (P 42 +Zp, +Zuen) (3.109)

donde

- _ -1
Zucn = zn¢g ang an¢ | (3.110)

Similarmente la matriz de admitancia reducida es

-1

) S (3.111)

Y = j2ﬂw€(P¢-P

redu HG

donde - , |
: _ -1 o . o

- Sumando dentro del paréntesis de (3.109) el término -

PHG - PHG y efectuando el producto

14

Aredu = Zredu Yredu

tenemos que

: _ 2 a1
Aredu = =u pe Zcochor + U ) - (3.113)
donde ' '
zcdr = zTn¢ + zcn¢ + zHGn + pHG (3.114)
" = impedancia de correccién.
. _ _ -1 ' ' o

Ycor = ( P? PHG ) | o (3.115)

‘ = admitancia de correccién.

" De (3,113) _
A o S
_ - redu
A} "zcorycor— = U o "‘(3f116)
: ‘ L ew pel R
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Al diagonalizar A' se obtiene

A
>— = U (3.117)

-w JE

A' =

y los eigenvalores correctos se obtienen con

A= -wzue (2" +0) (3.118)

7. RESUMEN DEL PROCEDIMIENTO COMPUTACIONAL PARA EL CALCULO
DE PARAMETROS MODALES DE LINEAS DE»TRANSMISION.
Se emplea el procedimiehto de normalizacifn para el
cdlculo de los pardmetros eléctricos con el fin de dismi--
 huir los errores numéricos y aumentar la velocidad de con-

vergencia.

La matriz que se diagonaliza se obtiene extrayendo la

matriz unidad s

A = ' ' -
A zredu Yredu U

L) ' ' , v ) -‘--
.siendo zredu Yy Yredu las matrices normalizadas reduci

Los'paSOS para el cdlculo de pardmetros modales son -

;ios éiguientes :

1..Se'calcu1an P, ch, ™

2. Se'calcu1an

 Zreau” Pt Zomt* Ppne* Zyen

111




-1

éedu (gp - PHG)

' i -1
redu (P )¢

3. Se forma la matriz por diagonalizar

A' = z;:edu Y:':edu -v

4. Se aplica el método de potenciacién para obtener

C,/R va' .

5. Se obtienen los eigenvalores correctos con

— 2 ]
Ai = =u pe Ai + 1) 1/u.l.

6. Se calculan las constantes de propagacién, veloci-

dades y atenuaciones de los modos.

i = oy *i8; < \1/2 1/u.l.

o
[

20 log(exp(a.)) db/u.l.
10 1

v,
h

w/ B3 u.l./seq
7. Sé_calcula la matriz de prbpagacién

r = C diag(y;) R

8. Se calculan la impedancia y la admitancia caracte--
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risticas

N
i
-y
N
i

C diag( 1/Yi ) R Z

a
1l
g
-
1§

Y C diag( l/yi ) R

Para obtener ZO en ohms y YO en mhos , las matri-

ces Z y Y deben de estar desnormalizadas.
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CAPITULO 4

MODELADO DE SISTEMAS

D E TRANSMISION

Un sistema de transmisién de energfa eléctrica esta'foz
mado por elementos de pardmetros distribuidos y por elemen--
tos de pardmetros concentrados, ademds de que presenta cier
tas irregularidades que afectan la transmisién de la ener--
gia. En estos sistemas generalmente se desea conocer la rela
cidén que existe entre los voltajes y corrientes en un punto

emisor con los voltajes y corrientes de un punto receptor. -
Para encontrar tal relacibn, es conveniente representar a --
las lfineas de transmisi6n por medio de redes de dos puertos,
para posteriormente incorporar los elementos de pardmetros -

concentrados y las irreqularidades que existan.

1. LINEAS DE TRANSMISION HOMOGENEAS .

ﬁna lfinea de transmisifn homogénea es aquélla en'la‘ -
- cudl no existen elementos de parémetrosVCOncentrados o irre
gularidades que afecten la propagacién de cdrrientes y de

voltajes.
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Para encontrar el modelo de dos puertos de una lfnea
homogenea, consideremos las soluciones de las ecuaciones

de propagacifén dadas en el capitulo 3

v =.exp(—rx)§a + exp(rx)%b (4.1)

I= Yo(exp(-rx)§§ - eXp(rx)Qb) (4.2)

B Estés dos ecuaciones estan dadas en términos de "2n"
constantes de intégracién ("n" voltajes en el punto "a" y
 "n" en ei punto "b"), estas constantes se refieren a las
vcondiciones de operacifn que presenta la lfnea en sus ex-

tremos.

Adoptemos la convencidn de que las corrientes gue en
tran a un nodo son positivas y consideremos cue la linea

tiene una longitud "1", como se muestra en la fic.4.1

1 y
A ll'Lf - . A A
L, , , patl
BN ' ' : v

0 | | B!

Fig. 4.1
en la fig.4.1

| Qo,io'son los vectores de voltaje y de corrien
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te en x=0 ,

en x=1 .,

Introduciendo estas condiciones en (4.1) y (4.2)

V0.= va + Vb

I, = !o(Va + Vb)
Ql = exp(-rl)Qa'+ exp(Pl)Gb
lil =,—Y0(exp(-r1)§a»+ exp(rl)eb), o

de (4.4)

" primero con (4.7) y despues con (4.8) en {(4.3)

L

<4
]
|

= (V0 + zOIO)/Z

(V0 - ZOIO)/z

<
o
[

susﬁitﬁyendo (4.9) y (4.10) en (4.5)

].{;1 = (exp(-r1)V, + exp(rl_)\“zo)/z

-(exp(rl)zoi0 eexp(-rl)zoio)/z
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1 son los vectores de voltaje y corriente

(4.3)
(4.4)
(4.5)

(4.6)

(4.7)‘

(4.8)

(4.9)

(4.10)



de donde

vy = cosh(rl)V0 - senh(nl)zoIo (4.11)

sustituyendo (4.9) y (4.10) en (4.6) y simplificando

I. = Y. senh(ri)vV. - Y

1 cosh(rl)zoI0 _ (4.12)

0 0 0

Las ecuaciones (4.11]) y (4.12) son las soluciones en
_fofma hiperb6lica de las ecuaciones de propagacién de una

1fnea de transmisi6én con mdltiple nGmero de conductores.

De la ec.(4.11)

senh(rl)z,I, = cosh(rl)VO -V

de'donde 

I, =Y

0 -coth(ri)v, - ¥, csch{rl)vl o (4,13)

0

con (4.13) en (4.12)

,il = —Yo(cnsh(rl)coth(rl) - senh(l‘l))ff0
%!o(cosh(rl)csch(ri))ﬁl

 .simp11ficéhdo“las funciones- hiperb8licas

I, = -¥4 csch(rl)V, + Y, coth(rl)v, S (4514)
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agrupando las ecuaciones (4.13) y (4.14)

[ R4

s
=

=

9 r -

de la ec.(4.15) se puede liegar a

<>

-

Yocot(rl) -Yocsch(rl) V0
(4.15)
L—Yocsch(rl) Yocoth(rl{.t V1 )
, .-
coth(rl)z0 csch(rl)zo IO
(4.16)
csch(l'l)z0 coth(rl)zo_ i Il‘

Las ecuaciones (4.15) v (4.16) se pueden escribir en -

forma simplificada como

0

I, A
I, -B
v
C i
v, c
v D
L1 "
donde
A =Y, coth(rl)

178
-B Vo |
(4.18)
Adbbvl-
F A )
D‘W IO |
(4.19)
c ] I,
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Y, csch(rl)

w
it

0
C = coth(rl)zo
D= csch(I‘l)zO

Las ecuaciones (4.18) y (4.19) son la representacién -
simplificada en forma de red de dos puertos de una linea de
transmisién homogénea. Los modelos que nos representan estas

ecuaciones se muestran en la fig.4.2

Q. ] o, b
] ¥ ¥ +
~ (A -B o ~ c D A
¥, 7 ¥, '
- B A - B C -
(a) ' (b)

Fig. 4.2 Modelos de dos puertos
de una lines de transmisién ho-

mogenea.

Se debe tener cuidado al-calcular las funciones hipérbg

‘licas matriciales, pues éstas, estan dadas en términos de -

funciones exponenciales, por ejemplo

coth(rl ) = (exp(rl)—exp(-rl))_l(exp(rl)+exp(-rl))

de esta manera, al calcular el triple producto

exp(rl) = M exp(yl) M 7T
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se puede producir saturacién numérica, ademds exp(yl) es --
una matriz en la que tiene mayor importancia el eigenvalor

de mayor m6dulo, que pertenece al modo con mayor atenuacidn
y por lo tanto de menor importancia en el fenbmeno de propa
gacién. Expresando cqth(rl) con sus triples productos y re-

cordando que
‘(Exp(yl))-l = exp(-y1l)
tenemos que |
coth(rl) = n(u‘-exp(-zyl) )1 (U+exp(-2y1) M7t

y similarmente

¢sch(rl) = M2exp (—y1) (U-exp(-2y1)) "> M~t

Estas dos filtimas expresiones tienen la ventaja de que
se evita la saturacibdn numérica y ademds se da mayor impor-

tancia al eigenvalor de menor m&dulo.

2. SISTEMA DE TRANSMISION HOMOGENEO.

Un sistema de transmisién homogéneo esta compuesto por
una fuente de tensién, representada'por una fuente ideal y
uha,impedancia en serie, una lfnea de transmisién‘homogé-f
nea 'y una impédancia terminal o de carga. Este tipo de sis

tema se muestra en la fig.4.3
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Zc

Fig. 4.3 Sistema de transmi

en la fig. 4.3

sién homogeneo

ideal.

vector de corrientes en el extremo emisor.

el extremo emisor.

vector de corrientes en el extremo receptor.

el extremo receptor.

VE = vqltaje de la fuente

Zf = impedancia de la fuente.
Ie =

Ve = vector de voltajes en
Ir =

Vr = vector de voltajes en
Z2c = impedancia de carga.

El modelo de red de dos puertos de

es
- } ) o
Ie A -B
Ir -B A
paia la carga
’ a _ -1 _
Ir = -Zc Vr = =Y¥r
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“la lfnea de transmisién

Ve
(4.20)
vr ‘
o
Vr (4.21)



del sistema (4.20)

~

Ir = -B Ve + A Vr
sustituyendo la ec. (4.21)

~-Yxr Qr = - BQe + A Qr

de donde

~

Vr = (A + Yr)_1 B Ve | :  - (4.22)
‘Nuevamente de (4.20)

~

Ie

AVe -B Vr

con (4.22)

~

‘Ie= (A -B(@+ r) lB)ve - (4.23)

De la ec.(4.23) se define a la impedancia de entrada a la

linea vista desde el extremo emisor como
Yin=A-B@A+¥r)™B (4.24)

de esta manera

Ie = Yin Ve Lo (4.25)
De acuerdo con (4.25) el sistema original se ha reduci

do a un sistema equivalente como el mostrado en la Fig.4.4.
De la fig.4.4 | |

te = (v£! + vinH"! v
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yet |
7 ~ Ve vin~!
Fig. 4.4.
-con (4725) Y simplificando
Ve = (¥£+ yin) “lye ¥z |  (4.26)

Las ecuaciones (4.21),(4.22), (4.25) y (4.26) nos dan
la respuesta en estado estable eh los extremos de una 1l{--
nea de transmisién homogénea en funcién de las condiciones

de operacibén en sus extremos.

3. SISTEMAS DE TRANSMISION NO HOMOGENEOS.

El sistema homogéneo tratado en la seccibn anterior ra
ra vez se encuentra en la realidad, sin embargo, las expre-
.Siones desarrolladas nos permitirdn modelar sistemas no ho-

mogéneos.

Los sistemas no homogéneos estan constituidos por li-
neas o secciones:de lfnea homogéneas unidas a traves de ~--
discontinuidades. En éste trabhjo tomamos el término "dis-

continuidad" para referirnos en forma general ya sea a los
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‘elementos de pardmetros concentrados o a las irregularida-
des de las lfneas de transmisién. Las discontinuidades que
mids comunmente se presentan en las lineas de transmisibn -
son las transposiciones, Los bancos de capacitores en serie
vy los reactores en paralelo generalmente se encuentran en -
las subestaciones, por lo que se tienen que considerar como
equipo terminal, no obstaﬁte, pof generalidad se trataran -
los casos en que exista una impedancia eﬁ serie o una admi-
tancia en péralelo intercaladas entre secciones de IInea ho

mogeneas.

Para ilustrar el procedimiento a sequir én_el modelado
de iIneas de transmisién no homogeneas, consideremos un sis
tema como el mostrado en la fig.4.5, con dos discontinuida-
des, que pueden ser de cuaiquier.tipo, Yy equipo terminal en

el extremo receptor.

,. N » &y j: i
}f\ ""—'—’zf + |B3 “B3 |, a, + A, -By , dy + Ay "Byl
Qf . ‘I.’e - ~ - ' A A Y
V. 7 v i Gr 1
\/ - |™B3 232 B2 2yl 1181 Mq-

Fig. 4.5 Sistema de transmisién no Homogened

" En la fig. 4.5

'a,Ylfnéi admitancia del equipo terminal
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Ye¢ = admitancia de carga.

dj = "j-&sima" discontinutdad.

Ai, Bi : constantes de la red de dos puertos de
la seccibn de linea homogenea "i"

14, ﬁj corrientes y voltajes a la salida de la
"j-8sima" discontinuidad.

ij', Gj' corrientes y voltajes a la entfada de la
"J-€sima" discontinuidad.

Gf,-ie, Ge, Gr, Tr Yy 2f tienen el mismo significa

do que para el sistema homogeneo de la fig.4.3

Como primer paso calculemos la admitancia equivalente

de la carga y el equipo terminal en el extremo receptor

Yr = Y1 + Yc (4.27)

aplicando a la primera seccibn de linea las expresiones en-

contradas para el caso de un sistema homogéneo

. Se

ir = -¥r¥r | | (4.28)

o _ -1 - |
o -1 | ’

I, = Yinl vy (4.31)

ha reducido la parte del sistema compuesto por la -

primera seccién de lfnea homégenea y la admitancia en el

extremo receptor, a una sola admitancia equivalente !inl,

cono se

muestra en la fig.4.6
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Fig. 4.6

Hagamos dos suposiciones, la primera, que es posible
encontrar una relacién entre los voltajes a la salida y los

voltajes a la entrada de la primefa discontinuidad, esto es
vy =Hy v, (4.32)

y,la sequnda, que se puede calcular una admitancia de entra
da, que llamaremos Yinl‘ en el punto de inicio de esta pri—‘
mera discontinuidad. De acuerdo con esto, tendremos un sis-
tema éomo el mostrado‘en la fig.4.7, en el cual es posible

aplicar nuevamente las expresiones para un sistema homogé--

' neo.,

-
(0]

|

<> +

r
-




I,' = - vin ' ¥, . (4.33)

Iy' = 1
Vit = (Ay¥ing ) 7B, Y, (4.34)
Yin, = A, - h2(52+11n1')‘1 B, (4.35)
I, = vin, V, = (4.36)

Al calcular Yinz el sistema se reducg al mostrado en

la fig.4.8

‘fe
J + L—TJ T A3"83
;5 ~ Z
! {‘IU v Ve
i - -3333
_ Fig..4.8

Calculando la admitancia de entrada Yinz' al inicio de
la segunda discontinuidad y encontrando la relacibn

tendremos el sistema de la fig.4.9. De aquerdb con esta fi-

gura

I, =-vin,' V0 (43D
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t2:
i G2 Yin, '
13 - 2
Fig. 4.9
Uyt = (g Yinz')“? B, Ve . (4.38)
_ . -1
~Ying = A5 =~ B3(Ag + Yin,') © By (4.39)
ie = Yin3 Ge v (4.40)
Ve = (¥f + ¥iny) ™! £ V£ | (4.41)

Agrupando en una sola expresifn las ecuaciones para -

los voltajes %r,‘el, Gl', 02 Yy %2'
“Yr = (A, +¥r)"1B,H, (A,+Yin, ") "IB.H, (A.+¥in, ') 1B, Ve (4.42)
1 ¥y (ApHtany 28 (Az+Yin, 3 y

- De la ecuaci6bn (4.42) se puede ver que es posible de-
sarrollar un ptocedimiento recursivo para el calculo de la
respuesta en eétado estable de un sistema con cualquier nd
mero de discontinuidades. Se ha mostrado también la necesi

dad de encontrar la forma de calcular la admitancia de en-
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trada a cualquier conjunto discontinuidad-linea—carga, asf
como la relacién entre los voltajes en los extremos de una

discontinuidad.

En general para "n" discontinuidades, la relacifn en--
tre los voltajes en el extremo receptor y los voltajes en -

el extremo emisor de una linea no homogenea es

n
r'y _ - . _1 ~
Vr= @, + ¥ 7B, TH A, 4¥in ) TIB e (4.43)
i=1
Yini' = f(Yini,di) , 1=1,...,n (4.44)

En las siguientes secciones veremos la forma de encon
trar las admitancias de entrada Yini' y las matrices de --
transferencia Hi’ que son la base de las dos suposiciones
establecidas al inicio del desarrollo del modelado del sis

tema no homogéneo,

La matriz de transferencia para la linea completa es

| n

= -1 . ,

= (A+¥r) ~ B, [i{H,(A; ,+Yin. ')
Ci=1

-1

H)inea B;y1l  (4.45)

3.1. Transposiciones.
‘Las transposiciones son las diScontinuidades que mis

comunmente se encuentran en las lfneas de transmisibén y -
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A-‘.‘

.consisten simplemente en un cambio de posiciGn de los con-

| *ﬂl.ductores. Las transposiC1ones se pueden llevar a cabo de -

dos diferentes formas : cambiando en un determinado ciclo
de transposicibén la fase 1 a la posicibén de la fase 3 ( --
transposicién de 1 a 3) o cambiando la fase 3 a la posi---

cién de la fase 1 (transposiciéh de 3 al).

En la fig. 4.10 se muestra un esquema de transposicién
de 3 a 1, en dicha figura V', I' son los vectores de volta
je y de corriente antes de la transposicién y 0, I son los

vectores de estas mismas cantidades pero despues de la -

“transposicién.
VA v
Va Ve
Vb Va
Vc ‘ Vb
Pt | Cm—
i i
Fig. 4.10

.
~

'LOS‘veCtores ¥', f' se pueden obtener a partir de V, I por

medio de 1a matriz de rotacibn R31 :

A

V' =Ry, V | . . (4;46)

>
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con

0 1 0]
Ry, = 0 0 1 (4.48)'
1l 0 0

La matriz de rotacifn cumple con las siguientes propie

dades

R 2 _ R -1

1 (4.49)

R31t = 331 (4.50)

En la fig.4.11 se muestra el esquema de transposicio
nes de 1 a 3, en donde las variables tienen el mismo signi

ficado que para la fig.4.10

va v’ M Vb
Vb Ve
ve ' Va
emn— —
i 4
Fig. 4.11
"En la fig. 4.11
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I'=-R,. I , (4.52)

13
mnde
r‘ <
0 0 1
R13 = 1 0 0 (4.53)
0 1 0

2 . -1 (4.54)

. | |

Para modelar las transposiciones consideremos una par-

—= de un sistema de transmisifn no homogé&neo, como se mues-

—=en la fig. 4.12 .

i2 1y 11 Iy
+ + T + +
v2 2 i1 1 1 Vr Yr
Fig. 4.12
3¢ la fig.4.12
Py . - ~ :
V' =RV, . (4-56)
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De las expresiones para un sistema homogéneo

de (4.56)

K

~(Ay + Yr)

l L)
B, Vy

1

- Bl(Al + ¥r) B1

sustituyendo (4.60) en (4.57)

con (4.61)

De la ec.(4.62) se

linea en el punto de la transposicién como

~de donde

I

-*>

1

_Yinl' =

>
-

' = -« R Yin

' - _ : o

<>

-

-1
R Yinl R

1 &
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(4.57)

(4.58)

- (4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

define la impedancia de entrada de la -

(4.63)

(4;64)



' qpnv(4.58)Ay (4.51)

Ur = (g + ¥r)~ ! B, R°U 0,0 (4.65)

entonces

H=R (4.66)

A

En este punto, hemos reducido el sistema original al

sistema equivalente que se muestra en la fig.4,13

I2 I1°
i + | + -
f V2 2 Vi’ in '
_ 1
Fig. .4.13

Las ecuaciones (4.59), (4.63), (4;64) ¥ (4.65) nos per
_.miten incluir cualquier ndmero de transposiciones en el mo-
delado de un sistema no homogéneo, por ejemplo, siguiendo -
el érdcedimiento ya mostrado, para dos transposiciones ten-
driamos que
14"

A _ -1 -1 . ' =1 -
Vr = (Al¥!r) BlR (A2+Y1n1 ) B,R 2

En la préctica, los productos R Yin R~ vy H‘R-l, sien

do M una matriz cualesquiera, no se efectdan, pués debido
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a las caracteristicas de R solo es necesario intercambiar -
las posiciones de los elementos de las matrices de acuerdo -

al esquema de transposiciones.

El procedimiento de intercambio de posiciones se conoce
como "direccionamiento indirecto". Mostraremos este procedi-
miento solo para el caso de una transposicibn de 3 a 1, yva -
que para una transposicidn de 1 a 3 el procedimiento‘es simi
lar. La matriz de admitancia de entrada a la linea en el pun
to de la transposicién esta dada segdn (4.63) por

y' =ryR}!

realizando el triple producto

]
]

!l

Comparando ¥ y Y'
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<
=
w

I

ad

‘ 22 ¢+ Y12 23 21
Yo' = ¥35 0 Ypo! = ¥34 o, Yo' =Ygy
Yi ' =Y, ' Yyt =Yg, Yyt =¥y

Los renglones y las columnas de Y' se relacionan con los

 'reng1ones y columnas de Y de.acuerdo con los subindices :-
-2 -3 -1

Si definimos el vector k con estos valores

k(1) =2 , k(2) =3 , k(3) =1

la rotacibn se puede efectuar de la siguiente manera

bo I =1,N

| DO j = 1,N
T Yp(I,J) = Y(K(I),K(J))
‘ | | END DO

' -f}Para el caso de una transposicién de 1 a 3 el vector

k() =3 , k(2 =1 , k(3) =2
y el proéeso para realizar la rotacidn'es el mismo que p§- f

ra la rp£aci6n‘de 3 al.
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el procedimiento es

Do I =1,N
DO J = 1,N ’
‘Mp(I,J) = M(I,K(J))

END DO

3.2. Impedancias en serie.

Para modelar inpedancias en serie intercaladﬁs éhtre -
secciones de linea, se sigue un procedimiento similar al del
modelado de transposiciones, Consideremos una parte de un -
sistema de transmisién gque contenga dos secciones de linea,

una impedancia en serZe y una admitancia de carga (fig.4;14)

i2 f1r 1 - Ir
+ +| + :
2 ' Vr Yr
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Yin

-~ ) -1 ~
Vr = (A1+Yr) Bl Vi

1
1

I

v

= A, - nl(Alﬂtr)"lBl
1 = Yin1 01

)=

1= 91 + Y-lil

con (4.69) en (4.71) y simplificando

de donde

<>

v
1

1

k=1

. _1 A
(Y + Yinl) Y Vl'

-1 ~
Y (Y + Yinl) V1

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

De (4.72) definimos a la matriz de transferencia como

(Y + yinl)‘l Y

(4.73)

El sistema original se ha reducido al mostrado en la --

fig. 4.15




Basdndonos en la fig. 4.15 se puede calcular la admi-
tancia de entrada de la parte del sistema formada por la im

pedancia en serie, la seccif6n de lfnea y la carga

' -1 -1 ;-1
Yinl = (Y + Yinl )
de donde
in.' = +y) L (4.74)
Ylnl = Yinl (Yin1+Y) Y : ’ . ‘
Y
a L L L] : ’ (4 75)
Il. E - Yinl V1 | _ | .

Agrupando las expresiones encontradas para los volta--
jes

~ _ . _1 -~ ' .

3.3. Admitancias en pafalelo.
Para modelar las admitancias en pafalelo,_consideremos

el sistema de la fig.4.16

t2 Ut d te
n— Ap— m— Y
'—IJ . + +
2 2 |V U2 Vr Yr
Fig. 4.16
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- De la fig. 4.16

1

a - PN
Vr = (Al+!r) Bl V1

: - - -1
!1n1 = Al BI(A.l + Yr) B1

=V1

(4.77)

(4.78)

(4.79)

De acuerdo con (4.79) la matriz de transferencia es la

matriz unidad

(4.80)

Ahora el sistema original tiene la forma mostrada en la

fig. 4.17

lS

+

N

' De la fig. 4.17

I1°! I1,
+ +

[} 3 .
V1 V1 Y1n1

Fig. 4.17

v : :
¥in;, =Y + ¥in;
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con (4.79) en (4.77)

' (4.82)

;3.4. Cambios de configuracién.

Los cambios de configuracifn que se pueden présentar en
una linea de transmisién son pbr ejemplo, un camhioc de una -
lfnea horizontal a una configuracién en "delta" o incluso a
una vertical, o cambios en la resistividad del terreno. En
‘general podemos considerar como cambios de configuracién
cuaiquier cambio de las caracteristicas fisicas de las 1i--
neas de transmisién que afecte los valores de los paréme--

tros eléctricos y modales.

El modelado de los cambios de configuracién por medio
de redes de dos pueftos es muy simple, ya que solo consiste
en una conexién en cascada de las diferentes secciones de
- linea. La verdadera complicacifén qgue se presenta, es que es
necesario recalcular los par&metros eléctricos y modales de

la lfnea.
Considerando el sistema de la fig.4.18 . De esta figura

Ur = @, +¥n)"" B, ¥ . (4.83)

v, =V, o B (4.84)
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| —--. iam —_— >
‘+ A+ : l+
-ove 2 (AR Vi 1 Ur Ir
i - - - -
Fig. 4.18
A ] )
I, =1, v - (4.85)
U -1
Yin, =A, - B, (A,+¥r) ~ B, - (4.86)
' ) N
Yinl = Yin, ) - (4.87)

de (4.83) y (4.84)

" -1 . .
Vr = (al + Yr)‘ Bl V1 . (4.88)
ademé&s
a . 1 _1 ~ - :
N LI | 4
Y1n2 = A2 - B2 (A2 + Ylnl ) 82 (4.90)

Para encontrar %r en funcién de 62 debemos de sustituir
(4.89) en (4.88) pero como se trata de un cambio de configu
racién, antes es necesario calcular los par&metros eléciri-
cos y modales de acuerdo con las caracteristicas de la se-=-

gunda secci6én de lfnea.
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4. PROCEDIMIENTO COMPUTACIONAL.

En las figuras 4.19 y 4.20 se muestra la secuencia de
ejecucibn para el cédlculo de propagacibén en estado estable
en un sistema de transmisibén de energfa eléctrica. El con-
tenido de los bloques es el siguiente:

Bl. Lectura de datos.

B2. Modelado de la lfnea de transmisién.Se calculan -
los pardmetros eléctricos y modales, la admitancia
de entrada y la funcién de transferencia}

B3. Modelado de la fuente de alimentacibn. Se calcula
la impedancia equivalente de Thévenin de la fuente
de alimentacién.

B4, Cé&lculo de voltajes. Se calculan los vectores de -
voltaje en el extremo emisor y en el extremo recep

tor de la linea.

B2.1. Cdlculo de parimetros eléctricos. Se realiza el
cdlculo de las matrices de impedancia y admitan-
cia normalizadas. |

R2.2. Cdlculo de parémetros modales. Una vez calcula-
das las matrices de paf&metros eléctricos norma
lizédas, se forma la matriz a diagonalizar y se
evaldan las constantes_y modos de propégacién Yy
las matrices de impedancia y admitancia caractg

risticas.
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'B2.3. Procedimiento recursivo de modelado. Se evalda

la admitancia de entrada y la funcifn de transg

ferencia de la lfnea

B2.3l1.

B2.3.2.

B2.3.3.

B2l3.4.

Admitancia ﬁerminal. Se calcula la admitancia
equivalente de la carga y del eguipo terminal.
Primera seccifén de lfinea. Se calculan las ad-
mitancias de red de dos puertos de la primera
seccibn de lfinea y la admitancia de entrada -

al inicio de esta seccién de lfnea.

It

Ay YO coth(rll)

B

Y csch(rll)

1 0

Yin, = A, - B, (A, + m:)'lB1 '

Parte no homogénea de la linea. Este procedi-
miento se realiza "n" veces para "n" discdnti
nuidades. Se calculan Yini' y Hi de acuer
do al tipo de la discontinuidad "i", y se cal
culan Hj y Yinj para la "j-€sima" seccibn
de lfnea, siendo j=i+l .

Elementos en el extremo emisor Se introducé
ei efecto de los elementos de parémetros con—'

céntrados conectados en el extremo emiso: de

1a}1Inea.
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B2.3.3.1, Modelado de discontinuidades. Se efectfia el
]
cdlculo de Yin, y de H; de acuerdo con.-
el tipo de la discontinuidad "i".

B2.3.3.2. Modelado de secciones de lfneca. Se calculan

A

Yo coth(rlj)

J
‘Bj =Y, csch(rlj)
H. = H.(A, + Yin, )T B,
J ] 1 J
. o=l
Ylnj = Aj - Bj(Aj + Ylni ) Bj

con j = i+l
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CAPITULO 5

RESPUESTA EN PFPRECUENCIA

1. RESPUESTA EN FRECUENCIA DE SISTEMAS LINEALES CON PARAME-
TROS DEPENDIENTES DE LA FRECUENCIA.

En un sistema lineal de parémetros concentrados la re-

lacién entre la funcién de excitacién y la funcién de res--

puesta se describe por medio de ecuaciones diferenciales de

coeficientes constantes de la forma

n - on=1
a‘f(t) 4a f(t)
n + bn-l

ateh

b £ .L4b E(E) = glE) (5.1)

aen-1

Expresando la ec.(5.1) en forma operacional

T(D){f(t)} = g(t) (5.2)
donde
g(;) es la funcibén de excitacibn.
£(t) es lé funcién respuesta.

T(D) es un operador definido por -

a° gn-1
n n-1 .4 0
at™ dt |
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Si los parémetros del sistema (los coeficientes‘"bi",
i=0, ..., n), son dependientes de la frecuencia, la ecua--

cibén (5.2) se puede escribir como
TD,w){£(E)} = g(t) (5.4)

‘La solucidn de la ec.(5.4) se encuentra aplicando la

transformada integral de Fourier.

El par de transformadas de Fourier se define como

400 :
F(ju) = | £(t) exp(-jut) dt (5.5)
Yy
' , _ 1' 4o ‘ '
f(t) = — | F(ju)exp(jut) duw (5.6)
27 —00 '
donde
f(t) es una funcibén del tiempo.

F(jw) es la "transformada" o "éépectro" de £(t).

A (5.5) se le conoce como "transformada directa" Yy a

. (5.6) como "transformada inversa".

Este método de solucibn consiste en descomponer la -
funciéh‘de excitaci6n en términos de sus componentesAsenoi
Vdales,«calcular.la respuesté del siétema a‘cada una deves-
’tas componentes y reunirlasApara obtener la respuesta to--

tal o "respuesta en frecuencia del sistema", para finalmen



te encontrar la respuesta en el dominio del tiempo median-

te la aplicacién de la transformada inversa.

Transformando la ec.(5.4) al dominio de la frecuencia

T(jw,w) Flju) = G(ju) (5.7)
donde

F(jw) y G{jw) se calculan de acuerdo con (5.5).

De (5.7) la respuesta del sistema en el dominio de.la

frecuencia 6 respuesta en frecuencia es
. . -1 . ‘
F(Jw)x= (T(jw,w)) G(jw) (5.8)

La respuesta en el dominio del tiempo se obtiene aplicandc

a (5.8) la transformacién inversa dada por (5.6)

1 +eo 1
£(t) = = [ (T(w,u) "G(juw)exp(jut)ds  (5.9)

i3 o0

En el caso de sistemas sencillos es posible dar una solu
cién analftica para (5.9) . Sin embargo, en el caso de --
los'sistemas de transmisién,rdado que se presentan elemen-
tos de paramétros distribuidos cuyas caracteristicas depeg
den en forma no lineal de la frecuencia, es muy”dificial
determinar analiticamehte la respuesta en frecuencia del -
sistema y por consiguiente la respuesta en-el dominio del
tiempo. Por otra parte, como se describe en los capitulos

anteriores, mediante el an&lisis modal y la teorfa de re--
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desrde dos puertos, es posible determinar la respuesta de
las lineas de transmisién en estado estable para cualquier
frecuencia, 1lo que nos permite evaluar el espectro de la
respuesta a cualquier excitacidén en forma discreta. Por es-

tas razones la ec.(5.9) se debe evaluar numéricamente.

2. EFECTOS DE LA EVALUACIQN NUMERICA DE LA TRANSFORMADA DE
FOURIER,

La evaluacibén numérica de la transformada inversa de
Fourier conduce a la aparicién de dos tipos de errores:
errores por truncamiento o fenémeno de Gibbs y errores por
discretizacién o encimamiento. Estos dos tipos de errores
y la forma de reducirlos se tratard por separadc en las -

siguientes secciones.

2.1, Errores por truncamiento.

Al evaluar numéricamente la ec;(5.9), las integrales
se convierten en sumatorias, y si se desea obtener un va-
lor numérico,»no se puede tomar la suma de una serie infi
nita de muestras. El efectuar las sumatorias para una se-
rie finita de muestras, equivale a truncar las integrales
evaluéndolas en un determinado intervalo. Consideremos la-

transformacién inversa de Fourier

. . Foo ‘ v '
CE(e) = 2 F(3u)exp(jut)du (5.10)

m =00

“evaluando la integral en un intervalo finito de frecuen--
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cias, digamos (=@, +Q)

. 1 +Q
£'(t)= = [ F(ju)exp(jut)dw (5.11)
27 -Q

'La integral (5.11) se puede representar como

£1(t)= ﬁLJ+mF(jw) H(w) exp(jut)ds (5.12)
T == . v
donde
{
1, -2 < w< Q ‘ |
H(w) = < . | o (5.13)
| o , Q < w< @
\ |

De la definicién de la transformada de Fourier y de (5.12)

F'(jw) = F(ju) H(w) ' - (5.14)

y en el dominio del tiempo

4+
£'(t) = £(£)*h(t) = [ £(r)h(t-t)dr (5.15)

-= 00

esto es, £'(t) es la convolucién de f(t) y h(t) .Por otra par
te
B -]

1 | Hw) exp(jut) du
2n -

h(t)

1 +0 .
= = [ exp (jut) dw
T =
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realizando la integral
h(t)= L S€018E)  _ £ ginc(at) (5.16)

Para visualizar el efecto del truncamiento del rango
de integracién, supongamos que f(t) es una funcibn esca--
186n unitario. Al efectuar la convolucién entre f(t) y -
h(t), que se muestran en las figs. 5.1(a) y 5.1(b), se ob

tiene la funcifén mostrada en la fig. 5.1l (c).

1 £(t) |

(a) (=)

£ (Y)

PtV AN l ' ~ .

Fig. 5.1

En la fig.vS.l(c) se observa que la funciénbresultan_

te presenta oscilaciones r&pidas o "rizo" en las cercanias
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de las discontinuidades, estas son las llamadas "oscilacio-

nes de Gibbs" o "fenfmeno de Gibbs".

Las oscilaciones de Gibbs pueden ser reducidas o "sua-
vizadas" por medio del uso de funciones de peso conocidas -
como "ventanas". La técnica consiste en efectuar en cada -
instante un promedio de la funcién f'(t) multiplicada por -
una funcién de peso v(t) en el perfodo de las oscilaciones:

1 t+T/2
£ (t) = =] £r(t)v(t)dat (5.17)
o T t-T/2
Con esto se consigue que la funcién fo(t) sea una mejor a--

proximacibén a f(t) que la que representa f'(t).

En el estudio de transitorios esta muy extendido el
empleo de la ventana de Lanczos conocida con el nombre de
"factor o", sin embargo en estudios més recientes Wedephol

ha introducido el uso de la ventana de Hamming.

Ventana de Lanczos. Lanczos encontré que el periodo

de las oscilaciones de Gibbs se'relaciona con la frecuen--

cia de truncamiento "a" de acuerdo con

T = 2%/

[

Asf, Lanczos propuso (ue se realizara un promedio de la -~

funcién en el perfodo (t-T/2,t+T/2). En este caso la fun--
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cibn de peso es un rectingulo, es decir, ningdn valor de 1la
funcién a promediar se pondera mds que otros. Empleando la

ventana de Lanczos la ec.(5.17) queda como

a t+1/Q
£ (t) = = [ £'(t) dat (5.18)
27 t-n/Q
0 t+r/Q AL ;
£(t) = — [ {— [ £(juw) exp(jot) dw} dat
1 t=n/Q 27 -

intercambiando el orden de integracidn

q I+Q ft+n/n ,
f (t) = — f(jow){ exp(jot)dt } dw
o 4r? ' oq t-n/Q
entonces
| L e \ R |
£ (t) = = f(ju)o(u) exp(jut)dw (5.19)
21 =0 ‘ , '
" siendo
o(w) = sen(nu/Q) .(g.ZO)
Tw/Q

La funcibn of{w) es el llamado factor o standard de -
Lanczos. En la fig.5.2(a) se muestra la funcién o(w) y en
la fig. 5.2(b) se muestra esta misma funcibn pero en el dg'

minio del tiempo.
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‘c(t)

|4
Lo

(b)

" Fig. 5.2. Ventana de Lanczos

Comparando las ecuaciones (5.11) y (5.19) se observa
que el uso de las funciones ventana consiste simplemente en
introducir la funcibn o(w) en el integrando para atenuar =--
las componentes de alta frecuencia de la senal (ver la fig.
5.2(a) ). Esta interpretacién es bastante importante, pues
nos da lé pauta para utilizar otros tipos de funciones ven-
tana, que simplemente deben de cumplir con el réquisito de |
que los 1l6bulos laferales de su espectro sean pequeifios com-

paraddé con el 1l6bulo principal.

- Para. dar una explicaqién en el dominio del tiempo del
efecto de la utilizacidn de las ventanas, sigamos el,mismo
procedimiento empleado para determinar el efecto del trun-

camiento. La ec,(5.19) se puede cxpresar como
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V_.‘.'
1 v |
f (t) = -—'~f F(ju)H(w)o (w)exp(jut) dw
o 2

m =

entonces
fc(t) = f(t)*h(t)*s (t) (5.21)
con (5.15) tenemos que
fo(t) = £'(t)*s(t)

Con fines de ilustraci6n f'(t) Y o(t) aparecen nuevamente

el las figuras 5.3(a) y 5.3(b) Y en la fig.5.3(c) aparece

fo (t).
L £(¢) : 1 o (t)
;Q\//\v -
(a) | (B
. fo (t)

(c)

Fig. 5.3
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En la fig.5.3(c) se observa que las oscilaciones dis-
minuyen, pero esto se logra a cosﬁa de que el tiempo de e-
levacién aumente. Este aumento en el tiempo de elevacién -
se debe a que el intervalo (t-2/n,t+2/7) en donde se reali
za el promedio resulta demasiado grande en las cercanias -
del origen. Si se considera el promedio sobre un intervalo
arbitrario (t-a,t+a) y se desarrolla la ec.(5.18) se obtie
ne el faétor "s-modificado"

o (v) = Senlwa) (5.2

wa

_El tiempo de elevacifn se puede disminuir utilizando -
el factor o-modificado desde el inicio de la respuesta =~
hasta el tiempo en que ocurre el primer mé&ximo y de ahi -

en adelante emplear el factor o¢-standar.

En la fig. 5.4 se muestra el efecto del truncamiento
y del empleo de los factores o-standar y o-modificado en

la obtencifén de una funcibn escalén.

En el estudio de transitorios electromagnéticos en -
lineas de transmisibén el parémetro mds importante es la -
amplitud-de los sobrevoltajes, mientras que el tiempo de
elevacién no tiené mayor relevancia. El1 tiempo de eléva--
cibén es un factor importante s6lo cuando se desea determi

nar con cierto detalle !a respuesta dindmica inicial de

los sistemas.
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é.- Aproximacién sih factor de co-
rreccifbn. .

b.f Aproximacibén con el factor
¢-standar . |

c.- Aproximacibén con el factér

c-modificado.

Fig. 5.4
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Ventana de Hamming. Para reducir las oscilacio-

nes de Gibbs, Hamming propusc una ventana de la forma gene-

ral

o(w) = o + (1=-a) cos(nw/9) (5.23)

Aplicando la transformada inversa de Fourier de (5.23) para
encontrar la ventana de Hamming en el dominio del tiempo ob

tenemos

G(t) = ad(t) + 2% §(t+n/0) + 1% s(t-n/) . (5.24)
En la fig. 5.5(a) se muestra la ventana de Hamming eniél do

minio del tiempo y en la fig. 5.5(b) en el dominio de 1a --

frecuencia.

sle) o a(w)

N

f :
(a) (b)
Fig. 5.5 Ventana de Hamming__.

. Para explicar el efecto del empleo de la ventanajde' -

160



Hamming, consideremos la obtencién de la funcibn en el do--
minio del tiempo del espectro mostrado en la fig. 5.6, que
es una ventana similar a la utilizada para truncar el rango

de frecuencias en la ec.(5.12).

I (w)

Fig. 5.6

oo +0 ,-
hit) =+ [ Hwexp(jot)d = 1 [ exp(jut) dw (5.25)
2 S S ‘

‘ T
i1 - ; -Q

de donde

h(t) = £ Sen(ae) (5.26)
' T ot ‘

introduciendo la ventana de Hamming en (5.25)

; 4o .
S h'(t) = ;1— [ H(w)o(w) exp(jut)dw
S g, ot SR eRIe
' de donde
  _hF(t) = h(t)* o(t) . 1iw RE '(5;27).“
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Antes de prosequir recordemos que

“+00
[ £(t) t(t-t) dr = £(t) (5.28)

-0

De acuerdo con (5.28) y sustituyendo (5.24) y (5.26)

en (5.28) tenemos que

- % asen(at) l-0 sen(Q(t+r/0))

h' (t) +.
m nt 2 Q(t+n/Q)
4+ 1-o sen(Q{t-1/0)) o K5.29)1
2 Q(t-n1/9) R

Para cada valor de t , f'(t) es la suma de tres muestras -
espaciadas entre sf por un intervalo de tiempo /0. Esto -

se muestra esquemdticamente en la fig. 5.7

| . .
' .
ct

Fig. 5.7

- Para 1a”posic16n mostrada en la fig. 5.7

h'(t)= & (- 1= o _ _d-a z (5530)
| U 2(3n/2) (52/2)  2(7x/2) ‘
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de aqui es de esperarse que el pico positivo sea reducido
por los picos negativos. En esto se basa la éplicacién de -
la ventana de Hamming, pues como ya mencionamos la funcidbn
pulso rectangular de la fig. 5.6 es la misma gue se emplea
para truncar el rangd de integracién en la ec.(5.12) y es -
la que provoca las oscilaciones de Gibbs. De este modg, es
~claro que se debe de eliminar o al menos diminuir el efec-
to de la funcibn h(t), esto se logra aplicando la ventaha

~ de Hamming de tal manera que
“h'(t) = h(t)* o(t) =0

igualando a cero la ec.(5.30)

1o , o, 10 _
6 5 14

de donde

con este valor particular de a el rizo del fenfSmeno de  --
Gibbs es minimizado. Sustitdyendd:el1valor encontrado de

en laiec.(5.23)‘

c(w) = 0.54 +;0;46cos(nm/9)‘i | (5.31)
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2.2. Errores pbr discretizacibn.

En la practica, la respuesta en frecuencia de los sis-
temas de transmisifn no se conoce analiticamente, por lo -
que es necesario evaluar la transformada inversa de Fourier
numéricamente muestreando el espectro a intervalos requla--

res de frecuencia, de este modo

£(t) = = F(ju)exp(jut)do
21

- 00

se debe de evaluar como

£'(t) = L PF(jmiw)exp(miwt)de - (5.32)

21 =

Si designambs a Fs(jw) como la versidén muestreada de

F(jw) , se puede escribir

F_(jo) = F(ju) I 6(w-mdw) (5.33).°
m==-c | -

empleando la propiedad de convolucién en el tiempo

£ (©)=FLr_(u)) = F Hr(3u) 1#% 26 (wembe) )

m
= f(e) * X Fos(t-mT) , T = 2n/Mw
M= = ) : ,
Aw ‘ N o
=1 f(e-mT) - L (5.34)
T me=et S - T A
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La transformada de (5.33) tambien se puede escribir como

o0

ﬁF-l{Fs(jm)}=’¥rl{Z F(jmaAw) &(w= mAw)}

TS - 00

FHE_(Gu) }= £ F(Gnaw) F N6 (0-maw) )

m=wmow

= ¢ F(jmAw) L exp (jmAwt)

M= 27

como (5.34) y (5.35) son iguales

-] o0

2 I F(jmAw) exp(jmiwt) = I f(t—mT)j;
T Aw

I - 0O T2 e OO

de acuerdo con (5.32)

£'(t) = T £(t-mT)

m=—co

(5.35)

(5.36)

La funci6n f'(t) definida por la ec.(5.32) es solo una a---

proximacién de f(t). En la fig. 5.8, se muestra la relacibn

que existe entre f(t) y £'(t). Puede notarse que para que

- £'(t) sea una buena aproximaci6én de f£(t) en el intervalo -

\ ,0 <t ¢« T , es necesario que f(t) sea despreciable para

t<T . Como T=2n/iw,podemos escoger Aw lo suficientemente

pequefio para asegurar la condicién anterior. Esto se puede
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hacer cuando se estudian fenbmenos de corta duracifn. Sin
embargo para otro tipo de fenfmenos como es el caso de la
energizaci6n de lineas de transmisifén, en donde es necesa-
rio conocer la respuesta de la lfnea en un intervalo de
tiempo relativamente grande, al hacer ,, muy pequena se
tendria un tiempo de cbmputo muy alto y por consecuencia u

costo muy alto.

n

F(m)
————’,///‘\\\\\\\\\__ B .
L . 1
Fs(w) o £'(t)
: /‘FJ Syl /\vl\/\,\
-y : l I”T" i R SRS
eyt Tre- . e S
i w ,|
Aw -T 2
T = 421
dw
Fig. 5.8
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3. TRANSFORMADA MbDIFICADA DE FOURIER.

Supongamos cque f(t) es cero para t <0, pero de larga
duracién para t»> 0 . Pra loagrar una huena aproximacién en
la evaluacién numérica de f£(t), en lugar de disminuir Ay
con el fin de aumentar el perfodo T, se puede hacer decaer
artificialmente a f(t) multiplicandola por una exponencial

decreciente "exp(-at)’, con as 0. La transformada de Fou---

rier de f(t)exp(-at) es

{f(t)exp(-at)}= [ f(t)exp(-at)exp(-jut)dt -
0 o B
= [ f(t)exp(~(a+jw)t) dt
0

=]

Fla + ju)= [ f(t)exp(-(a+jw)t)dt (5.37)
0

st

La ec.(5.37)>nos indica que el hacer decaer artificial-
mente a f(t) con la funcibn exp(-at) equivale en el dominio

de Fourier a sustituir "ju" por "a+juw".

Una vez que se tiene F(a+jw), £(t) se puede obtener me-
diante la transformada inversa de Fourier convencional
4+ E 7
L f F(at+juw)exp(jwt)ds = exp(=-at) f(t)
27 . '

-0

esto es

+oo , o
F(e) = S¥R(3Y) ¢ plasjy)exp(jut)de 0 (5.38)
o 21 ; . . SR

. =00
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Las ecuaciones (5.37) y (5.38) representan el par de --
transformadas modificadas de Fourier. Este par de Transforma
das se pueden aplicar en la misma manera en que se aplica el

par de transformadas convencionales de Fourier,

Otra forma de interpretar el empleo de la Transformada
modificada de Fourier consiste en considerar la posicibn de
los polds de F(jw). Como las lfneas de transmisibn son sis-
temas reales y estables todos los poleos de F(jw) estan si--
tuados sobre o a la izguierda del eje imaginario ju, en el
plano s % p + jé , como se indica en la fig.5.9 .

jw

<

Fig. 5.9 Diagrama de polos tf--

pido de una lfinea de transmisién

Al evaluar la transformada invérsa de Fourier conven-
cional de F(jw) la trayeqtbria de integracién es el eje i-

magihério jm;desde' -« hasta +- . la presencia de polos -




sobre o cerca del eje imaginario ocasiona que el integrando
F(jw) tenga variaciones muy rdpidas y pronunciadas, como se
muestra en la fig. 5.10, de tal manera gue para tomarlas en
cuenta es necesario que el paso de integracién sea muy -

pequeno.

 AMPLITUD

0.05 2.04 4.03 8.02 8.04  40.00
FRECUENCIA (Khz) ‘

Fig. 5L10‘VRespuesta en frecuencia tf- -

7}pica de una lfnea de transmisién.

"' 'La‘£ransformada mbdificada}de la ed.(5.38) Se3puede fZ

escribir como




. w=ja : . v
£(£) = L [ F(ju')exp(jo't)dn’ (5.39)
-—g ...Ja

con Jjw'=a+jw y donde la trayectoria de integracibn es la
lfnea w'=-ja (en el plano s'=w+jp). Esto equivale en el

'plano s=p+jw a desplazar la trayectoria de integracifén -
una distancia "a" a la derecha del eje "ju", tal como se -

muestra en la fig. 5.11

jwﬁ
)
° a
[ ]
}‘
L ]
2
Fig. 5.11

Este desplazamiento da como resultado que F(ju')=F(a+jw)
sea una versibn "suavizada" de F(jw), como se ve en la -

f£ig.5.12.

La caracteristlca "suave" de F(a+3m) nos permite te-- |
ner una mayor aproximac16n en la evaluacién numérica de la
transformada inversa de Fourier sin tener que dxsmlnulr -

Aw . Cabe sefialar que es posible desplazar la trayectorla




de integracién hacia la derecha del eje "juw" porque no exis-

ten polos en este lado del plano complejo "s"

1

80.77

L

_ AMPLITUD ®E-04
E si'“

42.11
1

32.79

—T T 1 T I | EE—  pa—
- 1.,00 20.80 - - 40,20 56.80 78.40 . 98.00
'FRECUENCIA (Khz)  ME-01

Fig. 5.12

La introduccién de la funcién exp(-at) en la transfor-
mada de Fourier, ademas de permltlrnos reduc1r los errores
.ocasionados por la dlscretizacidn opera como. un factor de -

’;converqencia. Como exp(-at) tiende a cero cuando ‘t' tiende -
a infinito, cuando multlpllca a f(t) para producir una fun-

cidn» f'(t):f(;)exp(fat), da como resultado que para un ';’

; jiji@&‘




gran ntmero de funciones "f(t)" que no son absolutamente in-

tegrables, "f'(t)" si lo sea, esto es, la condicifn

+o0
I |f(t)| dt < =

00

puede no cumplirse, pero si se cumplira que

40
[ ]£'(t)|dt < =

-0

‘4.vEVALUACION NUMERICA DE LA TRANSFORMADA MODIFICXDA‘DE FOU
RIER. | | P
4.1: Transformadé inversa.

Las cdnsideraciones hechas en laé secciohes anteriores.
nos‘han conducido a la necesidéd de utilizar la tgansforma-
da modificada de Fourier. Consideremos la ec.(5.38)

4o

f(t)= exp(at) f F(a+jw)exp(jut)dw. (5.40)
B 27 ' v

-0

~ Expresemos F(a+jw) en términos de sus partes real e i-

- maginaria -
~ Fla+je) = P(a,u) + jo(a.w)
~ en donde P'y Q son funciones con coeficientes reaies.,En--.’

tonces

mrﬁrijz__'




+w :
f(t)ﬁgEELEE)'I{P(aﬂn)+jQ(a,w)}{CCGmt + jsenut }dw . (5.41)
2 ¢ ‘

- @

como estamos considerando un sistema real en el que las se-

flales de entrada y de salida son reales y susceptibles ser

medidas, f(t) es real e igual a cero para t< 0 . Entonces
-

£(t) = 2&5&25)[ {P(a,n)cosut = 0(a,u) senwt} du
T

como P(a,,) es par y Q(a,n) es impar

£(t) = exg(at) I

{P(ahm)coswf_— 0(a,w) senyt} dw

pero como £(t) = 0, para t< 0, entonces
P(a,w)cosut = -Q(a,u) senut

de este modo

=]

f(t)= .e.)_{..E.SE_E)_ ZI{P(a,m)CO‘Swt-} duw ’ :(5.42)
T 0 ‘ o
6‘.
£(b)o €Xp(at) Real([Fla+ju)exp(jut) du} (5.43)
: RO | 0 _ | REIE
\ya que |
(P(a,w)dOSMﬁ - Q(a;m)éenwt)dm

- Réal([

Fla+ju)exp(jot)du}= |
0 S

0 o e o
= 2 fg(a,m)COSmt‘ de -
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tomando un rango finito de integracién e incorporandd la --

funcién ventana o (w)

Q .
£ ()= Sxp(at) Real{[G(a+ju) exp (jut)dw) (5.42)
m
donde
G(a+juw) = Fla + jw)o(w) | - (5.45)

La forma de evaluar numéricamente la ec. (5.44)

N-1 . o
f(n t) = SXRLADAE) poayy 5 G(at+imaw) exp(jmaunat) au} (5.46)

m=0

donde-

Aw = paso de integracién del espegtro.

= paso de discretizacién de la funcibn en el déﬁi—-
nio del tiempo. | |

N = nﬁméro de muestras.

'nr.m =0, 11721'---' N=-1

| Ademds

at =T/N Yy Aw = /N
- con
. T = tiempo de observacién
- o = frecuencia de_truncamiehto.
Yy B
. T= 2m
Aw




La evaluacidn de la ecuacién (5.46) puede presentar di
ficultades pafa w=0, pues generalmente F(jw) tiene singula
ridades en este punto. Para evitar este problema, el rango
de integracibn se divide en intervalos de ancho 2aw y la
ec. (5.46) se evalfia para frecuencias impares (wgp,3wg,e..).

-Modificando la ec. (5.46)

. : » N—l ‘ |
£(nat) = SXE(AMAE) pon1t 1 Glatg(2m+l) Aw)exp (§(2m+1) Awnat) 24n)
| m m=0 : '
------- (5.47)
en (5.47) el paso de integracidn,és Aw' = 2, ast
Aw' = CLIS
T N
 entonces
rw = I = f o e SR
T 2N : o (5.48a)

N

Simpiificando la ecuacibn (5.47) de acuerdo con (5.48a).

_y (5.48b)
S N-1- o L |
£ = Real{C, 1 G(a+j(2m+l)sw)exp(j2rmn/N)} (5.49)
' i m=0 : A N ’
Lo = fat) o (5.50)
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- exp(anat) exp(jmn/N) 24w (5.51)

n

Gla+j(2m+1l)Aw) = F(a+j(2m+1l)Aw)o((2m+l)Aw) (5.52)

4.2. Transformada directa.
Consideremos ahora la transformada modificada de Fou

rier directa definida por

©o

Flatju) = [£(t) exp(-(a+jo)t) @& - (5.53)
' 0 : ]
Fla+jw) = [£(t)exp(-at)exp(~jut) 4t C (5.54)

La forma de evaluar numéricamente la ec.(5.54) es

| N=-1 |
: F(é+j ('2m+l)-“A‘m)= - £f(n.t)exp(-anit)exp (-7 (2m+1)Awnat) ot
' n=0

n'm: O, 1' s o o} N_l

‘inéorporando los valores de (5.48a) y (5.48b) y’simplifi-- :

cando
o N-1 . - o , L
. qu = I f(nAt)'Dn exP('jZﬂmn/Nl,_~i_ ’:(5;55)
- n=0 | e '
donde | | |
AFV %5F(a.+ j(2m+1)Aw)‘. o ‘-’: " ;‘1 (5.55)

m




D, = exp (=anat) exp(fjnn/N) At '(5.57)

Las ecuaciones (5.49) y (5.55) nos proporcionan las --
expresiones a partir de las cuales se realiza la evaluacién

numérica del par de transformadas modificadas de Fourier.

4.3. Transformada ré&pida de Fourier.

- La expresibn para el cdlculo numérico de la transforma
- da de Fourier modificada es
N-1

Fn, = I f(nat) D exp (~j2rmn/N) - . (5.58)
n=0 N SR

m=0’ 1, o o N-l

y para la transformada inversa

N-1
Real{C_ I G(a+j(2m+l)Aw)exp(j2mmn/N)} (5.59)
m=0 { o ' ’

-Hh
]

n = 0' 1, e e oy N-l

Se puede ver que la mayor pérte del tfabajo computacio
nal requerido para la evaluacién de cualquiera de las dos -
ecuaciones es consumldo por el c&culo de los términos 1mp11'
cados en las sumatorias : para una serie de N muestras se -
‘requieren N2+N multiplidaciones Yy Nz-N sumas-algebraicas-
» esto significa que si N eé muy grande, dualquier intento
. de utilizar el mégodo de:lé tfanéfdfmada de ?qurigr.SerIa -
incosteable. | | » )




Afortunadamente, debido a la periodicidad de las funciones
exponenciales, es posible realizar el cdlculo efectuaﬁdo -
solo (NlogZN)/Z multiplicaciones y Nlog,N sumas alge-
braicas, siempre y cuando N se escoja como potencia entera
de 2, esto es

N = M ; M.es un entero

este es el llamado algoritmo de la "transformada rdpida de

Fourier" (TRF).

El principio del algoritmo de la’TRFf lo expondremos

a partir del cdlculo de la ec.(5.59). Consideremos el ca-

soenque N =8 = 23 y definamos a
, N-1 v
fon= LG, W ,n=0,1, ...y N-1 (5.60)
m=0 -
donde 7
W = exp(j2n/N) | (5.61)

desarrollando la ec. (5.60)

fo0= 9o * 91+ 93+ 93+ 94 + 95+ dg + Iy
+g, Wg W2 +g,W3+g W +g Wi +gWo+g W7

£_,= g +9,WHg W +g,Wo+g, WB+g Wl O+g Wl 2Z4g Wl ®
f.3= 9 +g W3+g Wo+g,Wi+g W 2+g W! 5fg6w18+g7w21_"
= o Y 8 12 1644 w20 224 28

»go +g1W +go W +g3w +g4w +gcW +gGW +g7Wv |
£05= 99 +91W5fg2W1°+g3w15+g4W2°+gSW25+géw3°+g7w35-'
fLg= Gg +g,WOH+g, W 2+g W  Btg W2k 4g, W3 04g W3 Stg W2

£.9= gg +g W +g, W *+g Wil+g W2l4g w?5+g W42+g W42
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ST e R
L N T R Y

se tiene la siguiente identidad

para nuestro

entonces

ch

fcl

fcz =
fe3

_ fc4

 fc5 =

ch

foa7 =

-1 , para 1. impar
w2 L

1 , para L par

caso

w(N/2)L _ 4L

9g *9y + 9y *93 * 94 + g5 * 9 *+ 9y
g *91W +g,W2+g,WP-g,W ~g W -g W2-g W’
o *91WE- gy =G3Wit gy + g5 - g - g,
9g ~F WP =g, W2+g W =g, +g Wi+g W2~ g W3
go - gl + 92 - g3 + g4 + g5 + 96 - g7
gg =g,V +g2w2-g3w3-g4+g5w ~g W2 +g,W?

9o ~F1W2=go+gaWi+g,~g W2 Hga+g W2

gg =910~ g, Wi+g,W5- g4 +gWi+geW2-g WS -

- reagrupando términos tenemos‘que‘

£co = (lgg*ay)+(Gytge)) + (g, +a5) +(g3+97))

£, = ((go-g4)+(gz-g6)w ) + ((91-95)W+(g3-g7)w3)

u

c2

‘c3
cd

((g0+q4) (gz+g6)) + ((gl+g5) (g3+g7))W?
(gg=a4) =(g3-9)W?) = ((g3-gg)W-(g3-g )W IW2
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£ ((gg=g4)+(9,-gg) W2) - ((g,-g5) WHgy-g,) W)

c5
fog = ((ag+gy)-(gy-g¢)) - ((g1+gs)-(g3+g7))W2
£.7 = ((go-q4)-(gz-96)wz) - ((.gl-gs)W-(g3-g7)W3)w2

La secuencia de c&lculo se muestra en la fig. 5.13

; f_ Fo' —\ o - | o  7.5;0
; 1 . “,’ L .' ‘z:c;
h 4)‘ ‘..II'IIIII.I ¢ ¢
0BG g

fat X RX ' | f
" s
] + :
Fs O Ot _
0 . 1 ch

(]

P! ()
6 < l + fCG
'
F7 b (<) () ) £
w3 w2 1 c?
Fig. 5.13

‘En la fig.5.13_é1;s;mbblo (;: ) significa que se efect@a una su-
ma y uné resta, y el sfmbolo (@) indica que se realiza una mul-

v> ti§liéaci6n'entre»elzrésultédo que llega al simbolo y el factor .

'ihdibédo»abajo de &1.




De la fig.5.13 se ve que para el caso en que N=8, se
hecesitan (1/2)810928=12 multiplicaciones y 810g28=24 -
sumas algebraicas, en lugar de las 72 multiplicaciones y 56
sumas que se realizan en el cdlculo ‘directo. A medida que -
aumenta el ndmero de muestras,la diferencia entre el nfimero
de operaciones y por lo tanto en el tiempo de clmputo entre
- los dos procedimientos se hace mds grande, ya que en el --
| ‘ 2

cdlculo directo el ndmero de operaciones totales es 2N y

mediante la TRF es de (3/2)Nlog2N .

'8i denotamos las operaciones de suma pbr "S" y las de
reéta-multiplicacién por "RM", tenemos gue para nuestro e--
ejemplo hay tres ciclos de cdlculo:
Ciclo 1, Se tienen dbs grupbs, en el primer prupo se
tiene solo la operacién S y el el segundo la operacion RM.
- Ciclo 2. Se tienen cuatro grupos, con las operaciones
realizadas en la secuencia S,RM,S,RM.
Ciclo 3. Hay ocho grupos en qhe las operaciones se e--

fectdan en la secuencia S,RM,S,RM,S,RM,S,RM

Se requieren solo 8 registros para élmacenar sucesiva
‘mente la serie original de datos, lqs resultados intermedios
y\eljfesulta&o final. El resultado final se obtiehe en el -
j 1lémado:"orden dé bits invértidos", el cual‘se‘muestra_en‘la
tébla 5.1 .,Enrgsta tabia el subfndice "i" de ¢4 se‘teemplg

za por su equivalente binario y se ve que los equivalentes
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binarios de los resultados corresponden a las imdgenes espe-

jo de las muestras originales.

TABLA 5.1

REGISTRO CONTENIDO ANTES CONTENIDO DESPUES
DEIL CALCULO DEL CALCULO

000 90900 fcoo0o0
001 99001 fe100
010 9010 fco1o0
011 9011 " fc110
100 9100 £ 001
Lol 9101 101
110 9110 fo011
111 9111 fe111

En general :

1. Pafa N=2M muestras se tienen M ciclos de cdlculo.

2. En el "i-ésimo" ciclo los N resultadds del ciclo =~

. En el ciclo "i" se ncesitan N2~

i

anterior se dividen en 2~ ciclos de c4lculo con -

las operaciones S y RM efectuadas alternativamente.

1 aistintos valores

del multiplicador para la operacién RM. Estos épn

i-1) 1 i-1
Logihe

1, w(Z

Pecey W

2371y (n21-1)
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4. Para N muestras se requieren solamente N/4 dis--

tintos valores de Wk : pues

=
1

exp((j2rmn/N) k) (5.63)

Wk+N/4 = exp((j2rmn/N) (k+N/4))

j exp((j2rmn/N)k)  (5.64)

con

0< ke N -_l

4

'Para el caso de la transformada directa el algoritmo es

el mismo, solo que

Wd = exp(-j21\‘/N).l—..(exp(jz.n-/N).).* (5.65)

- 5. APLICACION DE LA TRANSFO#MADA MODIFICADAkDE FOURIER.

En las secciones anteriores se ha expuesto la éonvenieg
cia de usar la transformada modificadé de Fouriér, por 1o --
que es'hecesario-exponer la forma de aplicar esta transforma

cifén. Consideremos nuevamente la ec:(5.4)
T(D,w) {£(t)} = g(t) R  (5.66)
mﬁltiplicando ambos miembros por exp(—ét) :t7
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T(D,w){ f(t)}exp(-at) = g(t)exp(-at) ’ (5.67)
Aplicando la siguiente regla del operador diferencial
exp(gt)Q(D) £(t) = Q(D-g){exp(t)£(t)}
la ec. (5.67) se puede escribir como
T(D+a,u) { £(t) exp(-at)} = g(t)exé(-at)

aplicando la transformada de Fourier

_f T(D+a,m){f(t)exp(-at)}exp(-jmt)dt=jg(t)exp(—at)exp(—jmt)dt

0 0
de acuerdo con la ec.(5.37) y como la aplicacién de la trans
formada de Fourier tiene el efecto de reemplazar el operadoru

" D n por " j 1]
“Tlatju,w) Flatju) = Gla+ju) | (5.68)

5.1. Aplicacién a las ecuaciones de propagacién. Consi-
deremos ahora las ecuaciones bdisicas de una linea de transmi

'816n multiconductora

- Iv(x,t) = L 31(x,t) + R i(x,t) e (5.69)
3t at - S R
- Alt) o It 4 g Ykt 0 (5.70)

ot ot
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Aplicando la transformada modificada de Fourier

av 2

dx
- (5.72)
ax
dpnde-
V= F,(x,a+ju) o (5.73)
I =F,(x,atju) S - (5.74)
Z =R+ (a+juw)L | o (5.75)
Y

=G + (a+jw)C S o . ‘_ (5.76)

-Derivando (5.71) y (5.72) y combinando los resultados

(o}
<?

€Y = AV (5.77)

dx? '

\".2“ ~N

ar . a, 1 (5.78)
5 .

donde

Las ecuaciones 5.77) y (5.78) se resuelven po:vmedio
del analisis modal siguiendo el mismo procedimiento expues

- to en el capftulo 3.
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5.2. Diagonalizacion de la matriz bdsica del sistema.
Para el caso de la utilizacién de la transformada modificada
de Fourier, las matrices de impedancia y admitancia estan da
das , en términos de las matrices de impedancia y admitancia

normalizadas, por

zZ = (a+ jm)iL-zmn (5.79)
2 o
Y = (a+ ju)2re ¥m -~ (5.80)

= sy M :

Z = (a+ :Jm)ZTr (p + ch + zTn) - (5.81)
) -1 - ‘

Y = (a+ ju)2neP , o - (5.82)

Siguiendo el mismo proéedimiento del capitulo 3, tenemos
que despues de eliminar los conductores de guarda las matri--

ces Z y Y estan dadas por

_ RNY , . )
zZ = (a + Jw);; (p¢ + zcn¢ + zTn¢ + zHGn) (5.83)
Y = (a + ju)2ne (P - pHG)'1 - (5.84)

'
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realizando el producto Z Y

-1

_ .2
A = (at+jw) “E{(zcn¢+ Zongt Bpgt Pug) (By- Pyg) ~ + U }
de donde
A= (a+ jw)zue(h' +0) (5.85)
Y W | © (5.86)
A' = 4 U = Zmn Ym_ - U
> n
(a+ju) “pe '
Diagonalizando tenemos que
2= —2 g  (5.87)

(a+jo) Zue

Si diagonalizamos la matriz A' obtendremos los eigenvalo-

res Ai' y los eigenvalores correctos estardn dados por

; =05+ D @+ e e (5.88)

e
]

5.3. Modificacién de las matrices normalizadas de pa-
‘,rametxos eléctricos. Despues de eliminar los conductores -
de guarda la matriz de admitancia se puede escribir en for .

ma general como

Z = R + j@L L - (5.89)
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y la impedancia que se obtiene al aplicar la transformada.

modificada de Fourier es

Zm = R + (a + ju)L (5.90)

Dividiendo Zm por (a + jw)u/2n para normalizar

Zm = R + L - (5.91)
(a + ju)-E- u/2n
2T

pero

= Reai{Z}

= (1/w) Imag{2}
por otra parte

z = j g

sustituyendo estos valores en (5.91)

Real{jzn}
. Zm, = — o+ Imag{jzn}

n
(3 + a/w)

8i consideramos que

zn = 2r + j Zi
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entonces

j 3 = -Bi+ jar

de donde
Real{ jZ_} = -Imag{zn}
Imag{jzn} = Real{Zz}
por lo tanto
Imag{za}
Im, = Real{zn} - —_— (5.92)
(3 + a/w)

La matriz de admitancia esta dada por

Y = jw2ne Yn

introduciendo el factor de convergencia de la transformada

modificada de Fourier
¥Ym = (a + juw)2ne Y

dividiendo por (a+juw)27c para normalizar
. Las ecuaciones (5.92) y (5.93)‘nos proporcionan la

forma de introducir el factor de convérgencia.de la trahg

formada de Fourier modificada en las matriceS'devimpedan-‘

189




cia y admitancia normalizadas.

5.4. Elecci6n de constantes para el estudio de fenbme--
nos transitorios. La respuesta transitoria de un sistema f1-
sico estable a disturbios impuestos repentinamente, esta ge-
neralmente caracterizada, en los primeros instantes, por una
mds o menos violenta reaccién al cambio de condiciones. Esta
etapa inicial es seguida por una actividad sistemdtica en -~
donde los cambios se transmiten a todo el sistema. La res---
puesta se va haciendo cada vez menos violenta hasta ir alcan
zando las condiciones de estado estable. De esta forma, es a
parente gue se requiere un paso entre muestras muy pequeno -
para los instantes iniciales de la respuesta, y a medida que

aumenta el tiempo, se puede aumentar 'dicho naso.

La teoria desarrollada en este capitulo esta basada en
un muestreo a intervalos constantes. En general no es efi--
éiente trata§ de obtener una respuesta exacta en un interva
lo de tiempdnmuy grande en una sol? simulacibén; la razbn es
que si se eligen 2 y N lo suficientemente grandes para to--
mar en cuenta con exactitud los répidos cambios que caracte
rizan a la respuesta inicial, entonces, para los instantes
 én que se tiene una respuesta menos violenta, la distancia
.entre muestras serd excesivamente pecuefia, lo que implica -

un trabajo inecesario de c6mputo§
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. Un procedimiento mds recomendable, consiste en fijar N
a un déterminédo valor, que generalmente es de 128 o 256, y
obtener la reépuesta del sistema en un tiempo de ohservacibn
‘lo suficientemente grande para observar las caracteristicas
generales del fransitorio o "respuesta global". Posteriormen
te si se considera necesario, se realiza una segunda simula-
cibn para obtener las caracteristicas de la respuesta ini---

cial.

Una vez elegidos el nfimero de muestras N y el tiempo de

observacién T, quedan fijos automaticamente At,bw, Q :
At = T/N , Aw = /T , § = 2NAw

Si se asume que no existen polos en el lado derecho de
plano "p+ju", "a" puede elegirse arbitrariamente pequeno. -
Sin embargo esto puede conducir a errores, pues si "a" es -
muy pequefio, la trayectoria de integracién seguird estando
muy cerca del eje imaginario y por lo tanto cerca de los po
los, y la respuesta en frecuencia del sistema serd aGn abrup

ta.

El efecto de incrementar "a" es, alejar la trayectoria
‘de integraci6n del eje imaginario provocando un suavizamien
to del integrando. Este argumento sugiere que serfa ventajo

- 80 escoger un valor grande de "a", pero esto puede ocasio--
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nar que los errores por truncamiemto s&an aumentados en la
evaluacién de la transformada inversa, pues en esta aparece

el factor "exp(at)”

De acuerdo con lo expuesto arriba), el factor de conver
gencia "a" debe de ser escogido ni "muy grande" ni "muy pe-
queiio". AdGn permanece el problema de la eleccifn apropiada
de "a" entre estos vagos lifmites, pu&s en la actualidad no
"existen reglas de aplicacidén general. En este trabajo desou

es de una serie de pruebas se eligié un valor de

a=1.3 Aw

obteniendose resultados satisfactorios.
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CAPITULO 6

ANALISIS DE FENOMENOS

TRANSITORIOS

En éste capitulo se reune la teoria y los modelos desa
rrollados en los capitulos anteriores para conformar el mé-
todo de andlisis de fen6menos transitorios en el dominio de
la frecuencia. Este método combina el uso de la transforma-
da modificada de Fourier con la teorfa de estado estable de
los modos naturales de propagacién. La ventaja de esta for-
mulacién es cue la dependencia con respecto a la frecuencia
de los parémetros de los sistemas de transmisién es facil -
de tomar en cuenta, sin importar la complejidad de las ex=--

presiones que los definan.

Antes de abordar la forma de realizar el andlisis de -
fenfmenos transitorios, en particular los ocasionados por -
la'energizacién de lineas de transmisifn, es conveniente
dar‘uné descripcibn geﬁeral de la tcorfa desarrollada hasta

el momento.
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1. DESCRIPCION GENERAL DE LAS BASES TEORICAS DEL METODO.

Transformada modificada de Fourier.

En su forma usual la transformada de Fourier da lugar a
espectros con variaciones bastante pronunciadas, gue obligan
a emplear pasos de integracif6n demasiados pecuefios, ademées -
de gue las integrales no convergen para algunas funciones -
muy importantes como el escalfn y la rampa. Por estas razo--
nes se introduce el uso de la transformada modificada de Fou
rier, si f(t)=0 para t<0, esta transformada esta dada por

]

Fla + jw) = [ f(t)exp(=(a+ju)t) dt (6.1)
0 - .

y la transformada inversa es

on

F(t) = 2 [ Flatjw exp((a+iw)t) duw , 50 (6.2)
o 2 g
~ donde. "a" es una constante que se emplea para estabilizar el

integrando.

Si la integral de la ec.(6.2) se evalia numéricamente»
es necesario truncar el rango de integracién de (-w,+=) a
'(-n}}n). ESto origina inevitahlemente la aparicibn del fené
.ymeno de Gigbs, el cual se reduce con la inclusiérn en el in-

tegrando de una funcibn "ventana" o(w).
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En general la evaluacién numérica de la transformada

inversa se lleva a cabo a partir de la.siguiente ecuacién
Q
£(t) = Real{exp(at)f oc(a,w) F(a+jw)exp(jut) duw}
“ 0

(6.3)
Andlisis Modal.

La aplicacién de la transformada modificada de Fourier

a las ecuaciones basicas de una lfnea de transmisién nos
~ ‘conduce a:

(6.4)
donde‘A, 2, Y

mero de fases,

son matrices cuadradas de orden igual al nG-
con

2 = (a + ju) L + R

Y = (a + jw) C

(6.5)

Pop.medio del anflisis modal la ecuaci6n de propaga--
cibn de voltajes da la siquiente solucién

v =‘exp(Frx) Va + exp(rx)eb_
'donae

(6.6)
» -1
T r=My M
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La solucibn para la propagacibn de corrientes se puede

obtener facilmente de -

-1 g&
dx

T = -y (6.7)
Considerando que el flujo positivo de corriente es hacia -
dentro de la linea en los dos extremos, se evalfan las cons
tantes de integracién Va Yy Vb y se obtienen las ecuaciones

de red de dos puertos de las lineas de transmisién homogé--

neas
Ir A -B %r
ie ~-B A ﬁe
donde
A = YO coth(rl)
B = YO‘csch(rl)
-1 -1

Yo=M (y) "M ¥

1 =, longitud de la linea.

La ec. (6.8) proporciona la sqlucidn completa en estado
éétable de la linea o seccibn de lfnea considerada en fun-~--
cién de sus constantes b&sicas. En el capitulo 4 se expuso -
la forma de interconectar varias sécciones de linea y de in-

cluir el efecto de las discontinuidades que puedan existir
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con el fin de calcular la admitancia de entrada y la fun--

cién de transferencia de la linea de transmisién en estudio.

En el andlisis en estado estable la respuesta del sis-
tema se obtiene calculando las constantes del sistema a una
determinada frecuencia, siendo las componentes de los vecto

res de voltaje los fasores de los voltajes reales.

Bajo condiciones transitorias las lineas de transmi---:
sibn estan sujetas a un.ampliq‘rangd de variaciones deé fre--
cuencia, y para evaluar la respuesta tra«--frn
ma, se debé‘de calcular la respuesta en frecuencia origina-
da por la aplicacibn, en este caso, de las transformadas dé
los voltajes reales y posteriormente realizar la conversién

al dominio del tiempo.

.2 ENERGIZACION DE LINEAS DE TRANSMISION.
, ,
2.1. Cierre monépolar

Consideremos una lfnea de transmisidén allmentada desde
una subestac16n,‘cue puede ser parte de una red, como se -
" muestra en la fig.6.1. Este sistema se puede reducir al
equlvalente de Thévenin de la fig.6.2. “El voltaje que exis
te en el extremo emisor de la lfnea antes del cierre del
-interruptor es igual a cero, mlentras que el voltaje B es.

‘el voltaje del bus de allmenta016n antes de conectar la 11-
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nea,

| Red del
lado. de la

fuente , -LE 3 7
2
2, Z3
'Fig, 6.1
|
‘ 7=y £ 1
Zin= Yin~ '
Fig. 6.2

Al ‘cerrar el interruptor en t=0 el voltaje en el ex-

: tremo emisor de la linea esta dado por

e =

(Yf +-tin)-1,¥£ ﬁ ; ““
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y el voltaje en el extremo receptor de la lfnea es

Vr = HL Ve (6.10)

en donde HL es la funcién de transferencia de la linea.
Debemos recordar que segfin el procedimiento descrito en el

capitulo 4, Yin vy H, se obtienen simultaneamente.

En la ec.(6.9) las componentes del vector E correspon-
dientes a las fases que permanecen abiertas son igual a ce-
ro en todo el rango de frecuencias, mientras que la compo--'
nente de la fase que clerra es al transformada del voltaje

que se aplica a esta fase.

Para simular correctamente el cierre monopolar es nece
sariQ introducir un factor de cierre, de la fig.6.3 se ve -
facilmente que la corriente que circula a traves del inte--
rruptor en los polos de las fasesvflotantes és cero, esto -

- es, la impedancia de estos polos es infinita. La representa

Red del —_— .
' |lada de.lal .
‘fuente 7 -

Fig. 6.3

199




cifn matemdtica de esta condicién se logra haciendo cero -
los elementos de la diagonal principal de la matriz de admi
tancia de entrada a la red del lado de la fuente Yf, que co

rrespondan a los polos abiertos.

2,2.Cierre Simultaneo.

En el caso en que los tres polos de una lfnea de transmi
sién cierren simulténeamente, se sigque el mismo procedimien-
to ‘que para el cierre monopolar, con la diferenc1a de que -
en este caso no es necesario introducir el factor de cierre
en Yf y los elementos del vector £ son las transformadas de

los voltajes aplicados. Estos voltajes estan dados por -
' e, (t) = V cos(wot + 01 + ¢)

ez(t) =V cos(wgt + 82 + ¢)

e5(t) = V cos(uot + 83 + 9) (6.11)
donde‘el}ez,eé, son los desplazamientos angulares de los vol

P 0 o 0

~tajes de alimentacifn,normalmente son 0,240 y 120 para un
| sistema balanceado. ¢ es el afigulo de cierre, es cero en t=0
con elzériher bolo cerrando en el instante en que se aplica

el voltaje de bico y los dos restantes a un medio del volta-

 je de pico. V es el voltaje de pico.
La transformada modificéda de;Fourier de e, (t) es
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E; (0) = — .
we +{a+jw)

\'A

{ (a+jw)cos(01+¢)-wpsen(01+4)} (6.12)

las transformadas de ez(t) Yy e3(t) se definen similarmente.

2.3. Procedimiento computacional.

En las figuras 6.4 y 6.5 se muestran los diagramas del

procedimlento de cdlculo del programa de computadora digital

para 1a simulacibén de la energizacién de lineas de transmi-

sién. La descripcifbn de los blocues se da a continuacibn_

B1.

B2,

- B3.

B4.

Lectura de datos.

Sébgalcﬁlan las constantes para la aplicacién de la
transformada modificada de Fourier.

ReSphesta del sistemg. Se evalda la respuesta del
sistema en el dominio de la frecuencia. En la fig.
6;5. se muestra el diagrama de proceso.para éste‘ -
calculo. | |

Inversién al dominio del tiempb.

vB3.1. impedancia’de la fuente. Se calcula la impedan--

cia equ1valente de Thévenin de la red del lado

tfde 1la fuente. -

‘583.2}”Modelado de la linea principal En esta parte'Se

 ;ca1cu1a la. admitancia de entrada de la lfnea.

 51‘83.3._031culo del voltaje de excitacidn. Se calcula-a~

cada frecuencia el valor de las}transformadas_de
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Dé'loé elémentos del vector de voltajes de excita-
cidn, ya sea.para cierre monopolar o cierre simul=-
taneo.

B3.4.C4lculo de los voltajes en el extremo emisor.

B3.5.C8lculo de los voltajes en el extremo receptor.

Energizacién de 1lfneas - .

de transmisidn

-
| 8 g P
3 o ¢ 8 “ 3
. o RY) [o] 5 P V] =1
M L) [ 0 + \Q §l
3 o g & -8 2 a9 3
§ i 8 g @ R
= S 8 g S 8
g5 8




Voltaje en el

extremo receptor

del

Respuesta

tema

sis

Voltaje en el

extremo emisor cierre
simultaneo
Voltaje de
~excitacidn”
cierre
Modelado de monopolar
la 1inea

Inmfiedancia de

la fuente

6.5

T 3.




3. SIMULACION DEL CIERRE DE INTERRUPTORES EMPLEANDO EL TEO

REMA DE SUPERPOSICION.

3.1. Desarrollo teérico.
Consideremos el caso de la f£fig.6.6 .en gque se muestra -

la unién de dos redes por medio de un interruptor

“Red del | . Red del
lado de. 'la Py A lado de la
} - V.l V2
fuente linea
|
f
Fig. 6.6

- Los voltajes que existen antes del cierre del interfug
tor sqn 1o$ voltajes en:estado estable del sistema. Las re-
des de la fig.6.6 se pueden sustituir por sus circuitos e=--
quiﬁalentes‘de Thévenin y el interfuptor se puede represen-
tar por ﬁn génerador de vcltaje,cdn f.e.m. igual a 15 dife-
rencia dé poténcial que existe entre sus tefminales, como -

se muestra en la fig.6.7 .

‘En la £ig.6.7

2f = Yf -
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Zf O 21
!
Fig. 6.7
‘21 = vin~!
v=9 -9, (6.13)

- Para simular el ciérre del interruptor, es necesario -
iﬁyéctar én el punto ael circuito en donde estd, un voltaje
de'igﬁal magnitud pero de sentido contrario que la diferen--
’cia de potencial que éxistia entre los dos contactos del in-
. terruptor antes del_cierre. Por el principio de superposi---
Cién’el voltaje a traves del interruptor es cero,asf, el in-

terruptor esta efectivamente cerrado. Para encontrar la res-
. pesta total del sistema, se determina la respuesta transito-
ria'debida al voltaje inyectado y el resultado ée superponek

a-la respuesta en estado estable antes del cierre.

De acuerdo con la fig.6.8, la reépuesta del sistema‘en

el dominio de'la frecuencia debida al voltaje:inyectado es,
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V1f| |2f

Z1

Fig. 6.8

en el extremo emisor de la lfnea

.en

en

en

El

-~ _ . _,1

términos de admitancias

-~

ffll = (¥f + Yin) -1y

el lado de la fuente

términos de admitancias

g

A

E

\".’Lf = - (Yf + Yin) Yyin B

voltaje'inyectado esta dado por

E =

v

1 - V2

con la direccifn mostrada en la fig.6.8
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El voltaje total en el extremo emisor de la linea es

(6.19)

Una vez calculado Ve, se puede calcular el voltasje en

el extremo receptor de la linea de acuerdo con (6.9).

El procedihiento de superposicifn descrito en esta sec
cibén es muy importante, pues nos permite analizar los pro--
blemas de recierres con carga atrapada y de apertura de in-
terruptores (en este casb se inyecta una corriente), ade--
mids de que es ei primer paso para el analisis del problema

del cierre secuencial.

3.2. Procedimiento computacional.
El procedimiento de célculo general es b&sicamente el
mismo que el de la fig.6.4, la diferencia radica en la for=~
- ma de realizar el calcuio de la respuesta del sistema. El
procedimiento para la evaluacifén de la respuesta del sis--

tema se muestra en la fig.6.9
. El contenido de los blogues es el siguiente:

Bl. C&lculo de la impedancia equivalente de Thévenin - -

. de la red cdel lado de la fuente ( zZf ) .
fﬁz.‘calculo de11a admitancia de entrada a la lfnea (Yin).
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B3. Evaluacién de las operaciones matriciales

(Yf + vin)~% v
. o =1 .
- (¥Yf + Yin) Yin
'B4. C&lculo del voltaje inyectado E = 91 - 92 .

B5. C&lculo de los voltajes originados en el extremo

emisor ( ﬁlf Y 911 ) por el voltaje inyectado.

B6. Evaluacibn de la respuesta total tanto en el extremo

emisor como en el extremo receptor;
34.1._c51culo del voltaje del lado de la fuente.GI ;
' B4.2. Calculo del voltaje del lado'de‘la lfnea ¥, )
34.1.1. Vpltaje para clerre monopolar.

B4.1.2. Voltaje para cierre simultaneo .

;ffng.




Respuesta del

Sistema
w B = fﬁ T
= = & R '
(98}
o]

o9 >

‘-\ [

. N

[S

1T ve
' 1°vd

Fig. 6.9



4. ENERGIZACION SECUENCIAL DE LINEAS DE TRANSMISION.

Es importante, en estudios del comportamiento de los
sistemas de transmiéidn bajo condiciones de energiz&cién o
desenergizacién, reconocer que los polos de los intérruptg
res no cierran ni abren al mismo tiempo, sino que lo hacen
'en forma secuencial y el efecto gue pueda tener esta accibn
‘en la respuésta transitorialde los sistemas debe de ser to-
 hada en cuenta. El problema de la acci6n secuencial de los
polos de los interruptores involucra cambios de la configu
-facién del sistéﬁa a traves del tiempo, por lo que el pro-
blemé‘deja de ser linéal. El procedimiento que se presenta
‘en esta seccibn puede extenderse a otra clase de problemas
néflineales,’como el empleo de resistencias de preinser-Q-
éién o de otros dispositivos no lineales que puedan aproxi

‘marse en forma piezolineal.

'4.1. Descripci6n del método.
L La teoria del método para el andlisis de problemas no
lineales serd expuesta haciendo referencia a la energiza--

cidén secuehcial de una linea de transmisién trifdsica.

El problema del cierre del primer polo se puede tratar’

”““‘como se describié en las secciones anteriores. Después de

" un corto periodo de tiempo el segundo polo cierra y mds -

"“ tarde el tercero. Durante el intervalo de tiempo entre el
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primér y segundo cierre, se lleva a cabo una cierta trans-
ferencia de‘edergxa entre la fase energizada y las que per
‘manecen flotantes. Asi, los conductores de &stas filtimas -
adquiren un voltaje que depende de las condiciones del sis
tema. Cuando el segundo polo cierra, induce un determinado
voltaje al conductor previamente energizado, mientras que

el tercer conductox,‘aﬁn flotante, adquiere un nuevo volta
je transitorio. Por dltimo, al cerrar el tercer polo, se

inducén ptros voltajes en los conductores energizados ante

SO ’
riormente,.

 Consideremos la red de la fig.6.10, donde ey (t), e, (t)
'Y eg(t) son los voltajes de circuito abierto de los buses
~de alimentacidn. vl(t); vy (t), v3(t) son los voltajes e-- -

xistentes en el extremo emisor de la lfnea.

o — --
\ ~ T

-E éi(ﬂ Z1
; Z2 VZ(Q
‘ ez(t) 1 :
o (O -
L Z. _LV3(t)y
i 'e3(t\, 3 L



El procedimiento a sequir es el siguiente :

1. El brimer‘polo cierra en t=t1 . Empleando el prin-

cipio de superposiéiﬁn se calcula la respuesta del sistema

en el extremo emisor de la linea (fig.6.11), en todo el -

tiempo de observacién

Z£ \Efy ] "Z1

Fig. 6.11

- El voltaje inyectado es

Ein(w) = 0

0

[ F {ey (£)-vy () ult-t;)} ]

-

(6.20)

‘Se calcula Viy el voltaje total en el extremo emisor es

Ve = V1 + V

con

[ #{vy ()} ]

<
.

F(v,(t))

L Fvy(t)} |

212

(6.21)

(6.22)



2. El segunpo polo cierra en t=t, . En la fig. 6.10

con

Ein(w) = | F{ (e, (t)-ve, (t))ult-t,)} | (6.23)

0

se calcula nuevamente V1 en todo el tiempo de observacién y

se superpone al voltaje en el extremo emisor calculado en -

‘el paso 1

+ Ve | (6.24)

3. El tercer polo cierra en t=t3 . Con la fig.6.10 vy

con

 ’Ein(w)'¥ 0 ' (6.25)

F{ (ey(t) =ves (t))u(t-ty)}

: | |

se calqula 01 en todo el tiempo de observacifn y.se superpo

ne al voltaje en el extremo emisor calculado en el paso 2,

a1 e a

Ve = 91 + Ve (6.26)

_ ‘ a 1
En este paso, una vez calculado Ve a una determinada fre-

cuencia, se calcula el voltaje en el extremo receptor




Vr = H, Ve (6.27)

Como se puede ver en el procedimiento anterior, cada -
vez que cierra un polo, esto es, cgda vez que cambia la con-
figuracién del sistema, es necesario efectuar el cdlculo en
todo el tiempo de observacién y por lo tanto en todo el ran
go de frecuencias. Al final del primer paéo de cilculo se
obtienen las transformadas de los voltajes enh el extremo e-
misor como si solo cerfara el primer polo y asi se conserva -
‘ra el sistema en todo el tiempo de observacién. Después del
~ segundo paso el resultado son las transformadas de los vol-
" tajes con el efecto del segundo cierre incluido. En el ter-
cer paso, se van obteniendo las fransformadas tanto de 1los
voltajes en el extremo emisor como de los voltajes en el ex
. tremo receptor, ocasionados por el cierre secuencial de los

- tres polos.

Es muy importante observar dque las transformadas de -
”los'voltajés inyectados'se componen de una parte analftica
"y otra que debe de ser encontrada numéricamente (excepto -
‘para.el cierre del primer polo, pues en este caso, el vol-
téje inyectado se conoce por completo analiticamente). Por

_ éjemplo,]el voltaje inyectado en el segundo cierre es
Einy (w) = F{(e,(t)-ve,(t))ult-t,)]}

Einy(w)= Fley(tlult-ty)}- Five,(t)ult-t,))
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la transformada 'F{ez(t)u(t-tz)} se conoce analfticamente
mientras que la transformada'F{vez(t)u(t-tzn» se debe de en

contrar numé&ricamente.

4.2, Procedimiento de c&lculo.

En la fig.6.12 se muestra el diagrama de flujo del pro
grama de computadora digital para la simulacién de la ener-
gizacién secuencial dé lfneas de transmisién. En el diagra-
ma nc -  indica el nGmero de cierre que se esfa simulando y

N es el nmero de muestras utilizadas en el estudio.

5. APLICACIONES.

En las secciones anteriores se presenté el método de -
 'analisis'eh el dominio de lé ffecueﬁcia de transitorios e--
v lectrbmagnéticos en lfneas de transmisién. En esta seccién,
~utilizando el sistema de rutinas para computadora digital
'desarrollado, se simulan varios casos de fenSmenos transi-
torios originados por la energizacién de una lfinea de trans

misién,

| La lfnea es energizada a 400 kv y tiene una longitud
de 203 km.entré Manzanillo y Atequiza. Esta linea es opera
‘da por la Comisi6n Federal de Electricidad y sus caracte-~

risticas fisicas son las siguientes (fig.6.13)
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_40 m

Fig.6.13

CASO 1. Cierre monopolar con bus infinito.
En la fig.6.l4'se muestran los voltajes en el extrem¢
emisor y en la fig.6.15 los voltajes en el extremo recep-+

tor, en los instantes iniciales del transitorio. Se energi

éa la fase 1 al voltaje de pico.

En la fig 6.14 se puede observar que la onda cosenoi-

‘* ;da1 toma algunos microsegundos en alcanzar su valor ini--

' c1a1; estejtiempO'de levantamiento es orlginado_por la eva

a7




20.00
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2 fase 1
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X . sfase 2 ‘
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ag T r T T T """'_T__“?=§§1
o]oo 5.98 11.94 .80 23,81 .77
o 4
°
o8
>0
"1—1
8
Q.
1
.
Fig.6.14

luacién numérica de la transformadajde Fourier. Se puede -~
observar el voltaje positivo adquirido por los conductores
flotantes y el efecto posterior del arrivo de la onda refle

jada desde el extremo receptor.

'“En la fig.6.15 se puede ver facilmente el tiempo de -~
viajé de las ondas desde el extremo emisor ai receptor, asi
como el efecto de duplicacibén de la amplitud de los volté--_
jes‘ocasionadd por la reflexién de las ondas. Los valores -
de los voltajes en el.extremo receptor no son exactamente -
el doﬁié que loé del extremo emisor por la atenuacibn causa

da por las pérdidas en los conductores y tierra.
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Fig. 6.15

En las figuras 6.16 y 6.17 se muestra la respuesta tran

sitoria en un perfodo de tiempo de aproximadamente 10 mseq.
.

20.00
| I |

10.00
L

»E—-01

1

0.00

o

voltaje. p.u.
L

-10.00

1

Fig. 6.16
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 Fig. 6.17

En la fig. 6.17 seﬂobserva que el transitorio tiene una
freéuencia'nétural de oscilacifn superpuesta a la frecuencia
de‘opefacién del sistema. La frecuencia natural de oscila---
cién de la lfinea es complicada por el hecho de que existen
tres tiempés.de'viaje para los tres modos de propacacién, o
al‘menos dds;tiempos, si se desprécia la diferencia entre -
los dos modbs‘aéreos.‘

B
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CASO 2. Cierre simultaneo con bus infinito.

Los resultados . de la simulacién de este caso se mues--
tran en la £ig.6.18 para el extremo emisor y en las fiquras
6.19,6.20 v 6.21 para el extremo receptor. La fase 1 cierra
al voltaje de pico y las fases 2 y 3 a un medioc del voltaje
de pico. En este caso el voltaje del extremo emisor es el =
mismo dé la fuente de alimentacién. Como las fases 2 y 3 -
cierran a voltajes menores que ;a fase 1, los voltajes tran
éitorios en el extremo receptor para estas fases antes de -
la reflexién de las ondas son menores también. Como en el
caso del cierre monopolar se ve claramente la existencia de
ﬁna‘frecuenciavfundamental de oscilacién superpuesta éﬁla -

frecuencia de operacién del sistema

fase 1 faée 3

:'50.00
1

*¥E-01

1 -

p.u.
0.00
o

- voltaje
L

. -10.00
L

Fig. 6.18
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CASO 3. Cierre monopolar con fuente inductiva.

El sistema empleado para la simulacién se muestra en la

fig.6.22

) L linea

<P
rh

'Fig.6.22

Se consider6 una potencia de corto circuito de 20'000
MVA vy un voltaje de operacién de 400 kV. En las figuras6.23
.y6-24 se muestran los voltajes transitorios en el extremo
emisor y en el extremo receptor respectivamente. En estas
figuras se muestra la importancia que tiene la fuente de a
limentacién en la forma de onda y magnitud de los voltajes
transitorios. En particular para este caso, son notorios -

los "picos" que presentan las ondas, esto es caracteristi-

co de las fuentes inductivas.
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CASO 4. Cierre simultaneo con fuente inductiva.
En la fig;6.25 se muestra la respuesta én el extremo
emisor y en las figuras 6.26,6.27 y 6.28 la respuesta en el

extremo receptor.

En la fig.6.26

a. Arrivo al extremo receptor de la onda que sigue'ig
mediatamehte al cierre del interruptor del extremo emisor.

b. Efecto de la fuente de alimentacién.

c. Arrivo al extremo receptor de la onda reflejada

desde el extremo emisor.

- Las caracteristicas a,b y ¢ se repiten para reflexio-
nes suscesivas y como ya se menciond anteriormente se en--

cuentran superpuestas a la onda cosenoidal de alimentacién.
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CASO 5, Cierre secuencial con bus infinito.

La fase 1 cierra al voltaje de pico en t=0, seguida
por la fase 2 en t=3 mseg. y despues por la fase 3 en t=5
mseg. En la fig6.29 se muestran los voltajes en el extre
mo emisor y en las figuras 6.30, 6.31 y 6.32 los voltajes
de las fases 1, 2 y 3 respectivamente del extremo receptor
En la fig. 6.29 inmediatamente despues del cierre de la se-
‘gunda fase, el voltaje que aparece en el conductor es el -
-voltaje de la fuente de alimentacifén y ocurre lo mismo con

el cierre de la tercera fase.

En el extremo emisér de la lfinea, como el segundo polo
cierra a un voltaje negativo, la aplicacién rer
~este voltaje tiene influencia en el voltaje inducido de la
tercera fase. La energizacién de la segunda y tercera fase
no tiene efecto en las fases que ya esten energizadas'por

tratarse de un bus infinito.

El‘efecto del cierré del segundo polo ser8& un voltaje
inducido en la primera y en la tercera fase. Esto es toma-
do en cuenta correctamente por el método, como se ve en
' las respuestas en el extremo receptor de las figuras 6.30,

6.31 y 6.32. El efecto de la energizacifn secuencial de -~
las fases es el de provocar voitajes suplementarios induci

- dos que se ven como discontinuidades en las ondas.
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En el extremo receptor de la linea, hay una casi dupli
cacibn del voltaje en la primera fase y despues de los apro
piados tiempos de cierre este efecto también aparece en las
otras fases. Los voltajes de la segunda y tercera fases, de
penden en cierto grado de los voltajes inducidos existentes

en los conductores flotantes antes del cierre de los polos.

fase 1 fase 3

10.00 .

*E-01

p.uU.
0.00

voltaje

-10.00

-]

-20.00

Fig. 6.29
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fase 3
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CASQ 6. Clerre secuenciai con fuente inductiva.

Los voltajes en el extremo emisor se muestran en la
fig.6.33 y los voltajes en el extremo receptor en las figu .
ras 6.34 6.35 Y 6.36 - Siguiendo las interpretaciones da
das en los casos anteriores, se pueden describir facilmen-
te las caracteristicas de este caso, por lo adue no se daré

una discusién m&s detallada,

voltaje.
—-10.00
R

L

1

-20.00
1

.

Fig. 6,33
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CORCLUS IOHNES Y RECONMENDACIO -

NES PARA ESTUDIOS PUTUROS

En este trabajo se ha preéentado un método para él a=-
n&lisis en el dominio de la frecuencié de fenémenos transi-
-~ torios en sistemas de transmisién de energfa eléctrica. Se
ha generalizado la teorfa de propagacién en sistemas de un
solo conductor a el caso de sistemas multiconductores solu
ciohando,en forma rigurosa , las ecuaciones matriciales de
pfdpagacién por medio de la teorfa de los modos natura.._.
de propagacién y empleando la transformada de Fourier para
obtener la respuesta transitoria de los sistemas en el do-

~minio del tiempo a partir de la respuesta en frecuencia.

Se han expuesto lo; diferentes aspectos tefricos nece
éarios para la aplicacién,del método; tales como el cilcu-
lovde par&metrosveléctricos y modales de lineas de transmi
'si6n; modelado de lfineas, elementos de pardmetros concen--
ﬁrados y de transposiciones; empleo de la transformada mo-
dificada‘de Fourier y de las funciones "ventana" para dis-
minuir los errores originados por la evaluacién numérica

de la transformada integral de Fourier convencional.




Este método tiene la ventaja inherente, de que las --
rutinas para computadora digital desarrolladas pueden ser u
tilizadas tanto para estudios en estado estable como para

estudios de fenémenos transitorios.

Se ha presentado la forma de analizar problemas linea-
les, como la energizacifén monopolar y la energizacidn simﬁl
tanea, ési como el procedimiento para extender esta teorfa

al manejo de problemas no lineales, en especial al caso -

de la energizacifn simultanea de lineas de transmisién.

El método presenta iimitacibnes en tiempo de c6mputo
cuando se analizan problemas no lineales, pues para cada
cambio en la configuracién del sistema es necesario reali-
zar el célculo nuevamente en todo ei espectro de frecuen--

cias.

La teorfa presentada asi como las rutinas para compu-
dadora digital desarrolladas, sientan las bases para estu-
dios futuros de varios problemas en el &rea del comportami
ento dindmico de los sistemas de transmisibn dé energfa -
eléctrica, estos son : | |

1. An8lisis y evaluacibén de transitorios electromag-
néticos en cables subterraneos.

2. Andlisis y evaluacion de transitorios origihados

por la ocurrencia de fallas.
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3. Cdlculo de la tensibn transitoria de restableci--
miento durante la apertura de interruptores.

4, Andlisis vy evaluaci®Sn de fen6menos transitorios.
en sistemas de corriente directa.

5. Determinacién de la distribuci6n de ocurrencia
de sobretensiones por energizacibn de una linea en vacto,
‘que es de qran importancia en estudios de coordinacién de
vaislamiénto. Con el mé&todo agu! desarrollado no es necesa
rio calcular, ﬁara'cada cierre aleatorio del interruptor,
todo el transitorio, por lo caue presenta ventajas sobre

las técnicas en el dominio del tiempo.
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A. MATRICES
A.l. DEFINICIONES.

Empecemos definiendo el concepto de "matriz":
Una matriz de orden mxn es un arreglo de "m" renglones

Y "n" columnas que se denota por

a1 * - 3n
A= . : | (A.1)

aml . . amn_J

.

El elemnto aij de la matriz A puede ser un ndmero real
© un ndmero complejo o una funcibn de ciertas variables. Toc<
elementos "aij" para i=j , forman la diagonal principal de

la matriz.

A continuacifn listamos diversos tipos de matrices:
"l. Matriz cuadrada. Una matriz cuadrada es una matriz
Qué tiene el mismo nfimero de columnas y de renglones.
| 2. Matriz transpuesta. La matriz cque se obtiene por el
intercambio de todos los renglones vy columnas de una matriz
A, es llamada matriz transpuesta y se representa por AT . -
En eéte trabajo tambien utilizamqs la notacién A., Y se uti-

- liza cualquiera de las dos notaciones indistintamente para

‘dar mayor claridad a las expresiones matriciales.
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3. Matriz columna. Toda matriz de una sola columha reci

 ffbe'el nombre de "matriz columna" o "vector columna" y se re-

presenta por A, 4 etc.

4. Matriz renglén. Una matriz de un solo renglbn recibe
el nombre de "matriz rengl6én" o "vector renglén" y se repre-
ta por (a), (a), etc., adem&s

(a) = &, | (a.2)

5. Matriz diagonal. Si los elementos "aij" de una matriz
cu&drada sbn todos nulos para 1i#j la matriz se conoce con
el nombre de "matriz diagonal”.

6. Matriz unidad. La'matriz unidad de orden "n" es una
matriz de hxn en la cual todos los elementos de la diagonal
principal son igual a 1 y el resto son iqual a cero.

7. Matriz cero o nula. La matriz cero o nula es una ma-
triz en que todos sus elementos son igual a cero.

8. Matriz simétrica. Una matriz cuadrada cuyos elementos
"aij" son simé&tricos con respecto a su diagonal principal,tal
.que aij = aji se conoce como "matriz simétrica“, y se puede

probar que
Ap = A (A.3)
9. Matriz inversa. Sea A una matriz de orden "n" y U la

 matriz unidad tambien de orden "n", si existe una matriz X
tal que

XA = AX =10 “ (A.4)
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se dice que X es la "“matriz inversa" de A, Y se puede re-

presentar como AL .

10. Matrices songulares y no singulares. Si A es una ma
triz cuadrada y existe la matriz A_l, entonces A ¢S una ma--

triz no singular y en caso contrario ser8 una matriz singu--

lar.

11. Matriz transpuesta conjugada. La matriz transpuesta

conjugada de una matriz € compleja, se obtiene al conjugar

todos los elementos de C. v se representa por cH

12. Matriz hermitiana. Una matriz cuadrada compleja se

llama hermitiana si

CH =C ’ ' | . (A.5)

' 13. Matrices unitarias y ortogonales. Una matriz € com-

pleja de orden "n" se llama "unitaria" si

c =cC ' (A.6)
Una matriz unitaria con elementos todos reales se llama "or-
togoanl", y se cumple que
R, =R (A.7)
14. Semejanza. Se dice que una matriz A es scmejante a
otra matriz B si existe una matriz C no singular tal que

A = CB ‘c"l | (A.8)
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""'A.2. TEOREMAS UTILES SOBRE MATRICES.

1. Potencias positivas de una matriz cua@rada

a" =ana ..

2. potencias negativas de una matriz cuadrada

-n

A

3.. Reglas para las matrices transpuestas

BAaT =Aa

ABCT =CcC

(Aa+B

(A

T

A

)T

T _

4. lLey distributiva

A(B+C) =AB + AC

(B +C) A

, hasta "n" factores

T

(a

T

5. Inversa de un producto

@ABc)t

C
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BA + CA

(A.9)

(A.10)

(A.11)
(A.12)
(A.13)

(a.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)



6. Inversa transpuesta

-1, _ -1
(A )t = (At) (A.18)

7. Reglas para las matrices transpuestas conjugadas

@hHf = a  (A.19)
@+t = a% st | (a.20)
aB o) =cl s AP | - (A.21)
aH-l - @a-hH (A.22)

8. Funciones de matrices diagonales

Para encontrar cualquier funcién de una matriz diagonal,
basta con encontrar la funci6én de cada uno de sus elementos.
f(all) “ .. 0

£ (A) = : '

--=(A.23)
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B. VECTORES Y ESPACIOS VECTORIALES

Un vector de orden "n" es una "n-upla" ordenada de ele-
mentos que pueden ser ntmeros reales o complejos, o funcio--
nes de alguna variable. En este trabajo llamaremos vectores
a las matrices de orden nxl gue rigurosamente son vectores

_columna y a los vectores reglfén, que son matrices de 1lxn los
_ cbnsideraremos como vectores transpuestos. En general repre-

sentaremos a los. vectores por X,x, etc.

Independencia lineal.

Se dice que un nidmero "m" de vectores son linealmente -

‘independientes si para-la iguaidad

C1V1

los escalares Cqs +s+sr Cp SON todos iqual a cero. En caso
contrario se dice que los vectores son linealmente dependien

tes.

Espacio vectorial.

Un espacio vectorial es un éonjunto de vectores junto
g§n ;eéias para la éuma vectdrial7y para la multiplicacidn
pdt[escalares; la suma y la mﬁltipliéacién deben de produ-

- clr vectores que pertencscan al mismo conjunto y se deben
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de satisfacer las condiciones siguientes
l.;(+§l=§/+;{
2. %+ (y+2) = (x+y) + 2

3. Existé un vector "cero" tnico denotado por "0", tal
que
. X+ 0= x , para cualquier X
4. Para todo vector X existe un vector - inico, tal
que
X + (=x) = 0

~

. 1l x=x

5

6. C1C% = ¢4 (czx)
7. ¢ (i + §) = cx + c§
8

. (cl + c2) X = cyx + czx

donde x,y y 2 son cualesquiera vectores del conjunto y C11Cy

Yy ¢ son escalares.

Combinaci6tn lineal.
~ » L] (]
Sean Vie ceerVy vectores de un espacio vectorial y Cqv

CoreeerCp escalares, el vector

n

I egVy = CVpte..to vy o (B.2)
i=1 '

j Se‘llama "combinacifn lineal®" de Gl"""an con coeficien-

tes"cl,...,cn
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Base de un espacio vectorial.

Un-conjunto de vectores ;l""’;n general o expanden
un espacio vectorial si cualguier vector que pertenesca a -
dicho espacio, puede ser representado como una combinacibn
lineal de ellos. Si ademds el conjunto de vectores Gl”"an
son linealmente independientes, se dice entonces gque forman
‘una base del espacio vectorial. Al ndmero de vectores que -

tienen las bases de un espacio vectorial se le llama "dimen

sién" del espadio vectorial

Producto interno y ortogonalidad de vectores.
El producto interno entre dos vectores complejos se de

“fine como

) ~ A% A Ak A
xH Y = X ¥yq teeot Xy (B.3)

X es el vector transpuesto conjugado de x. .

Csi §H § = 6 se dice que ; v § son ortogonales entre sfi.
La longitudkde un vector ﬁ, denotada por ” §H se define
ICOmo

I ;‘(” =-(;‘ )‘;)1/2 (B.4)‘

$i un conjunto de vectores RpreoorXy cumple con

247




2
| I si j=i
x. 0 x. = < (B.5)

(e} ]

si j#i

el conjunto es ortogonal. Si||x||'2 = 1 para los "n" vectores
se trata de un conjunto ortonormal y si el conjunto es una

base del espacio vectorial se dice que es una base ortogo-

nal sil[xiH2 # 1 , o una base ortonormal sil| xiﬂz 1.

Transformacién lineal.
Sean W y V dos espacios vectoriales, sin que sea nece-
sario que sean diferentes. La funcifén T : W+ V , se llama

transformacién lineal si

T(clwl + czwz) = clT(wl) + czT(w2) | (B.6)

donde

para vectores cualesquiera Wy Y &2 en W; vy Y Gz-en V y esca

lares cualesquiera Cy ¥ Gy .
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C. EIGENVALORES Y EIGENVECTORES

Sea A una matriz de nxn y X un vector de orden "n". Si
A multiplica a &, la operacidén puede considerarse como una
transformacién del vector X en un nuevo vector A&. La
transformacién producida por la matriz A cumple con 1la

siguiente propiedad

A(bx + cy) = b(AX) + cAy)  (c.1)

- para cualesquiera vectores x y y, vy escalares by ¢ . De a--
‘cuerdo con (C.l) podemos decir que'una matriz conduce a una

transformaci6én lineal.

En general los vectores X Y Ax tienen diferentes médu--
los y direccibn, pero existen ciertos vectores que al apli--
carles la transformacién definida por A, s6lo cambia su médu |

1o pero no su direccibn, esto es, se cumple cue

Ax=1rx (c.2)

donde ) es un escalar.

Cuando se cumple (C.2) se dice que x es un vector carac
. tetistico“, ”vector;p:opio" o "eigenveéfor" de A, y que co--

’rfespphdé al "Va16r cafécterIsticq";V"valdrvprOpio" o "eigen

o Valor”ﬁ .
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Determinemos el escalar A , de (c.2)

Ai - Ax =0
factorizando &'
(\U - A) x =0 | (C.3)

Para que (C.3) tenga una solucibn diferente de cero se

debe cumplir que
det(AU -A) = p(x) = 0 | (C.4)

A la matriz (A0 -~ A), se le conoce como "matriz carac-
terfstica” de A. El1 determinante det()\U - A), es llamado -
"funcién caracteristiéa" o "polinomio caracteristico" de A.
La ecuacién p(r) = 0 es la "ecuacibn caracterfstica" de A.
El polinomio p(:x) es un polinomio en A de grade "n", y la

ecuacibén caracterfstica tiene la forma

px) = A"+ clxnfl teeatC 42t C =0 (C.5)

De la ec.(C.5), es aparente que alguna de las raices de
la ecuacibn es el escalar » . En realidad, las "n" raices
son eigenvalores de A, y para todas y cada uné de eliéé-se
puede enéontraf una solucibén para la ec.(C.3). Podemos en-

tonces escribir

(Aiu e A) ;‘ = 0 ,i=1, 2,‘ e sey n | (C.G)
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A X, =\, X, (C.7)

donde
Xx; es el eigenvector de A asociado al eigenvalor Ay oo

MATRIZ MODAL DE A.

~
Sea M la matriz formada por los "n" eigenvectores m, de

A, de la siguiente manera
M= (ml, Mor ooy mn) (C.8)

esto es, las columnas de M son los eigenvectores de A. A la

matriz M se le conoce como "matriz modal"

Supongamos que A es de 2k2, entonces A tendri dos eigen
valores (1 y ) y dos eigenvectores (ﬁ y &'). Para iy‘ m se

cumple'qué

Am=1m (C.9)
expandiendo
A11 B2 my my
| A (C.10)
A1 A2 my my
jdesarrollandé .

Ay + Agomy = Amy o
(C.11)

Ag1My + AgpMpy =AMy
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Similarmente para A' y m' tenemos que

Apgmg' + Agomyt = At my!
(C.12)

A,.m, ' + A22m2' = A mz'

211

Los sistemas (C.1l) y (C.12) se pueden expresar conjun-

tamente en forma matricial como
- - -

[ ] 1

ApgMy + RAgply  Aygmy "+ Agomy

'

AZlml + A22m2 AZlml' + A22m2' Amz A'm

L o L

De las reglas de la multiplicacién de matrices se puede
comprobar que la relacibn maﬁricial (6.13) se obtiene al de-

sarrollar el siguiente sistema

; 7T 1T 1T
Ajp Bypl | mg my! my omy! A 0
A A | m m.' m m., " 0 AJ
|21 22) | ™2 2 M2 2] L




es la matriz modal de A .

La ec,(C.14) se puede generalizar facilmente para una ma
triz A de orden nxn. La serie completa de ecuaciones de la -

forma (C.7) se puede escribir como

AM = M2 (C.15)

'dOnde;x es la matriz diagonal de orden "n" de eigenvalores

de‘glylu la matriz modal .
RELACION ENTRE LAS MATRICES MODALES DEA Y At .
Para At r Su ecuacibn caracterfstica es

det( U - A_) = det (AU - al=o

- pues.

(O )T =20
. Ze'nfonces

det (AU - A)T = det(A\U = A) = p(r) = 0 (C.16)

yé!que‘el determinante de una matriz no se altera al transpo

" ner la matriz.

De (C.16) se concluye que las matrices A y A, tienen los

mismos eigenvectores.
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Supongamos ‘que el vector columna n, es el eigenvector

de A, asociado al eigenvalor Ai, por lo que se satisface la

t
ecuacién

A, n. = A\ n. fi=1,..,n (C.17)

" La matriz modal de At es

" ~

N = (n1 r Ny 4 «e0 , D ) (C.18)

'Y la serie completa de ecuaciones de la forma (C.17) se pue-

de escribir como

A, N=N A (C.19)
'adem&s
AM-=M) (C.20)
multiplicando (C.20) por M_l y (C.19) por N'l
=1 ’ ‘
M AM =, | (C.21)
Nla N-= o (C.22
t = A ' C. )
tfanspbninendo (C.22)
N AN-1=1‘ (C.23)
t B Ne ' ’

‘(c.'2'4)



OBSERVACIONES kESPECTO A LA DIAGONALIZACION DE. MATRICES

Antes de pasar a la siguiente seccibn agregaremos algu-
nas observaciones importantes con respecto a los eigenvalo--
res y eigenvectores de una matriz:

1. Ssi la matriz A no tiene valores propios‘repetidos(
entonces los "n" vectores propios son linealmente independi-
enteé automaticamente.

2. La matriz modal M de A no es finica. Un vector -
proéio puede multiplicarse por una constante y seguir siendo
un vector propio. Por lo tanto se pueden multiplicar las co-
lumnas de M por cualquier‘constante diferente de cero y si
producir una nueva matriz modal.

-3. Una matriz cuadrada A de orden "n" es diagonalizéble
si y solo si tiene "n" eigenvectores linealmente independien
tes.

4. Algunas matrices con valores propios repetidos pue--
den‘diagonalizarse; otras son "defectuosas" y no es posible
diagonélizarlas. El Gnico criterio es ver si para una matriz
de ordeh‘"n" exiéten_"n" eigenvedtores linealmente indepén--

~dientes.
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D. FUNCIONES DE MATRICES

La.teoria de funciones de matrices nos permite extender
las reglas del algebra y cdlculo para escalares a el caso de
las matrices diagonalizables. Expondremos esta teorfa a par-
tir de dos ejemplos. Consideremos una matriz diagonalizable
A, gue esta asociada con su matriz de eigenvectores M y con

su matriz de eigenvalores 1, de tal manera que

A= M AM ‘ (D.1)
A= M nt L (2.2
elevanap al cuadrado (D.2)
A-mamtuant
a2 =ma?ut
multiplicando por A  ?‘
APa=Mruluant
Al - ux3.n'1
elevandq A a la n-ésima potencia
AP = M Pl ‘}‘f:' ,”f>f», (D.3)




La funcién exponencial de una matriz se define como

o0

Ak
exp(A ) = § =~ (D.4)
k!
k=0
desarrollando
o 2 3
exp( A) =0 + A + A + A_ + e
1! 2! 3!
de acuerdo con (D.3)
2.-~1 3.-1
exp(A)=Hll_1+MxM_1+qu +“‘“l S
' 2! 3!
_ 2,., -1
de donde
W, _ -
' exp( A ) = M exp(a) n,l (D 5‘)

De los ejemplos anteriores podemos generalizar y defi-

nir una funcibn cualquiera de una matriz diagonalizable como

£ (A) =Mf£(2r) M1 (D.6)

Como es una matriz diagonal, para evaluar cualquier

funcién de A solo se evalda la funci6n en cada elemento de

A y se realiza el triple producto mostrado en (D.6) .-
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A continuacién daremos algunas propiedades importantes
de las funciones de matrices. Consideremos la misma matriz
A :

1. El1 producto de dos diferentes funciones de una misma

matriz es conmutativo

£,CA) £,(A) = £,(A) £,(A) (D.7)

2. La suma algebraica de un escalar a la diagonal de la
matriz A es equivalente a sumar el mismo escalar a la diago-

nal de A

1 (D.8)

Afsu=M(A+su M
3. El producto de la matriz A por un escalar es equiva-
lente a multipiicar A por el mismo escalar
o -1
SA = Ms\ M (D.9
4. Si A y B son dos matrices que se diagonalizan por
medio de la misma transformacién, el producto de estas dos
matrices es ecuivalente a multiplicar sus matrices de eigen
valores
si . A=Ma mu? 1

Y‘Bf—'ﬂlzu-
_entonces

AB=Man, ¥t (D.10)
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