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PREFACIO 

,~· . " 



Las dos importantes memorias de Georg Cantor sobre los 
, 

numeras 

transfinitos, aparecidas en el Mathematische Annalen (1895 y 1897) bajo 

el título "Beitrage zur BegrÜndung der transfiniten Mengenlehre", se ocupan 

de investigaciones de números cardinales y ordinales transfinitos y son 

un intento por presentar en un preciso y concreto desarrollo lógico los 

resultados más sobresalientes de una larga serie de memorias escritas por 

Cantor a partir de 1870. 

He considerado necesario traducir la segunda memoria por su belleza 

e interés intrínsecos, y porque sólo la primera memoria ya ha sido publicada 

en español [Garciadiego 1977, 14-61]. 

1 
Cabe señalar, que el artículo de 1897 es fundamental para el estudio 

de la teoría de los números transfinitos y de la teoría de los conjuntos 

bien ordenados, por lo que podrá ser útil para estudiantes y personas 

interesadas en esta materia, de completa trascendencia en el desarrollo 

de las matemáticas de los últimos tiempos. 

En este trabajo se han incluido un prefacio, tres capítulos y un 

apéndice conteniendo lo siguiente: el presente prefacio, explica la 

estructura de la tesis; el primer capítulo introductorio discute el 

desarrollo de los conjuntos bien ordenados; el segundo capítulo es la 

traducción del artículo de Cantor (1897) antes mencionado; el tercer capítu-

lo contiene una discusión de la primera demostración del "teorema del buen 

orden", a saber, la célebre prueba de Ernest Zermelo de 1904; el apéndice 
1 

contiene algunas notas y comentarios, principalmente, sobre el articulo 

traducido y en referencia a los conocimientos necesarios a priori para 

poder entenderlo sin consultar, necesariamente, otras fuentes; por último, 
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Durante el siglo pasado, de acuerdo a Philip Jourdain [Jourdain 1955, 

2-32], las dos grandes ramas de la teoría de funciones -las de varible real 

y las de variable compleja- se desarrollaron y gradualmente se separaron. 

Por un lado, las fundamentaciones rigurosas de los resultados de Fourier 

sobre series trigonométricas, dadas por Dirichlet, introdujeron como materias 

de investigaci6n la concepci6n general de funci6n (univalente) de una 

variable real y el desarrollo de funciones (trigonométricas en particular). 

Por otro lado, Cauchy reconocía gradualmente la importancia de lo que más 

tarde sería concebido como la función más especial, a saber, la función 

de una variable compleja; e independientemente en gran medida de Cauchy, 

Weierstrass construía su teoría de funciones analíticas de variables 

complejas. 

Los trabajos de Cauchy y Dirichlet, influenciaron combinadamente a 

Riemann -quien las desarroll6 enormemente- y a Hankel, mismo que fue 

reconocido más tarde como el fundador de la teoría independiente de funciones 

de variable real. 

Poco tiempo después, a partir de 1870, encontramos a Cantor estudiando 

las memorias de Hankel y aplicando a teoremas sobre la unicidad de 

desarrollos trigon6metricos sus primeras concepciones originales sobre 

números irracionales y conjuntos-punto o conjuntos-número. La teoría de 

conjuntos-punto rápidamente se constituy6 en una teoría independiente de 

gran importancia, y finalmente, ~n 1882, los "números transfinitos" de Cantor 
1 

fueron expresados completamente independietes de los conjuntos por los cuales 

primero aparecieron en matemáticas. 

Así fue como apareció el Grundlagen einer allgemeinen 

mannichfaltigkeitslehre [Cantor 1883, 92-150] de Cantor, documento de máxima 
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importancia que constituyó una reimpresión del quinto artículo 

de una serie publicada sobre conjuntos infinitos de puntos, 

titulada Punktmannigfaltigkeitslehre, y que contiene no sólo 

los resultados sobresalientes de sus artículos anteriores sobre 

conjuntos de puntos sino una nueva teoría que se ha considerado 

como un nuevo principio para las matemáticas. 

Para aquellos que se oponían a considerar el infinito 

absoluto en matemáticas, el matemático Max Simon [Dauben 1979, 

95] señaló que las partes del Grundlagen que son exclusivamente 

filosóficas fueron un intento para calmar la riña con filósofos 

que habían negado los números infinitos desde los tiempos de 

Aristóteles, aunque sin lugar a duduas, replicaría J. Dauben 

(Dauben 1979, 96 y en general con respecto al Grundlagen, 

95-119], el mejor logro del Grundlagen fue la presentación 

de los números transfinitos como una extensión sistemática 

y aut6noma de los números naturales. 

Respecto al infinito, Cantor admitió que sus nuevas ideas 

pudieron ser vistas como no ortodoxas, pero él explicó su 

simplicidad, afirmando que con el 'tiempo, éstas tendrían que 

ser consideradas como la ' mas simple y apropiada extensión 

natural del concepto de número. 

Los matemáticos estaban acostumbrados a utilizar el 
1 

infinito en el sentido de una variable o como un límite, pero 

aunque podría parecer paradójico, en ambos casos las magnitudes 

se mantienen finitas. Creo que por esta razón aparentemente 

paradójica, Cantor principió el Grundlagen distinguiendo dos 
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tipos de infinitos: el "ideal" [también llamado "potencial"] 

y el "actual". 

Cantor llamó "infinito ideal" al infinito matemático que 

ha encontrado una aplicable justificación en las ciencias, 

que ha sido usado para su desarrollo y que ha aparecido 

principalmente como una variable que crece 
, 

mas allá de todo 

límite finito deseado o que decrece más que cualquier dimensión 

finita deseada (es decir, que crece o decrece más que cantidades 

que por grandes o pequeñas que sean, son finitas), pero que 

siempre ha permanecido también como cantidad finita. 

El infinito ideal puede ilustrarse mediante un ejemplo 

de A. Fraenkel [Fraenkel 1976, 9-10] muy sencillo: la expresión 

lim (l/n) • O no es más que una abreviatura de la afirmación 
n-..ro 

"puede hacerse que el cociente l/n se aproxime a O con cualquier 

precisión deseada si el entero positivo n se toma suficien-

temente grande". (El qué tan grande deba tomarse n, entonces, 

depende de la precisión deseada en la aproximación a O por 

1/n). En esta afirmación no se plantea lo "infinitamente 

grande" o lo "infinitamente pequeño", y el símbolo 00 sirve 

tan sólo como una notación concisa. 

De acuerdo con Cantor [Cantor 1883, 102] el infinito ideal 

fue a menudo, caracterizado por "filósofos recientes" (no espe

cifica quiénes) como un "mal" infinito, pero en su opinión 

eso fue injusto debido a que este infinito ideal era un 

buen instrumento para las matemáticas y las ciencias naturales. 
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Sobre este asunto, yo pienso en lo particular, que pudo haber 

al menos un motivo razonable para llamar al infinito ideal 

"mal" infinito ya que se trata de un infinito que es poten-

cial. Sin embargo, 
, 

mas bien creo que se trataria de una 

confusión en el lenguaje, pues el infinito tradicional anterior 

a Cantor se uso más como una notación (ver ejemplo anterior) 

que como lo que literalmente significa. De aq ui que Cantor 

los distinguió definiéndolos. 

A dif erecia del anterior, Cantor llamó "infinito actual 11 

a un infinito como magnitud absoluta, bien definido, como por 

ejemplo, la recta real. 

En la primera forma, como infinito ideal, éste 
. , 

aparecio 

como finito y variable; en la otra forma, la actual, fue visto 

como un infinito completamente determinado, como por ejemplo 

un conjunto infinito de puntos bien definido. 

Cantor llamó al proceso de desarrollar números ordinales 

finitos mediante la sucesiva adición de unidades "primer princi-

pio de generación 11
• Fue obvio que el conjunto de todos los 

números enteros finitos, 1,2,3, ... ,v, ••• que definió cómo la 

primera clase-numérica (I), no tuviera mayor elemento. Era 

incorrecto hablar de un mayor elemento de (I), sin embargo, 

Cantor creyó que no era impropio pensar 
, 

en un nuevo numero 

tJ que expresara el 
1 

orden natural del conjunto "entero" (I). 

También seria posible pensar a ú) como el limite al que los 

números v se aproximan, si por ello se entiende que ¿U es el 

primer entero que sucede a todos los números v, esto es, siendo 
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CJ considerado como mayor que cada uno de los ' numeros finitos 

v y por tanto, como un número no finito. [Cantor 1883, 132]. 

Siendo así, este nuevo número CU, el primer número transfini to, 

fue el primer número siguiente a la secuencia entera (completa) 

de (I). 

La introducción de este nuevo ' numero transfinito fue de 

gran importancia para el desarrollo del concepto de potencia 

(Machtigkeitsbegriff) que Cantor ya habia introducido en arti-

culos anteriores [Cantor 1883, 95]. De acuerdo a esa teoría, 

una potencia definida es asociada a cada conjunto' bien definido 

y la misma potencia es asignada a dos conjuntos, si una corres-

pondencia recíproca uno-a-uno puede realizarse entre los elemen-

tos de los conjuntos. 

Siendo ' asi, las potencias de conjuntos finitos colnci-

dieron con el número de elementos de tales conjuntos. En el 

caso de conjuntos transfinitos, la menor potencia fue asignada 

a aquellos conjuntos que estaban en correspondencia recíproca 

uno-a-uno con la primera clase 
, . 

numer1ca. Otro concepto muy 

importante, que fue necesario introducir para continuar la 

construcción de los números transfinitos de Cantor y que es 

implícita al nuevo número transfinito VJ, aparece entonces por 

primera vez y es el de conjunto bien ordenado [Cantor 1883, 

96]. 

Cantor [Cantor 1883, 97] definió un conjunto bien ordenado 

de la siguiente manera: 



Por un conjunto bien ordenado se entiende cada conjun
to bien definido en el cual los elementos están arre
glados uno a otro por una sucesión prescrita definida, 
de acuerdo a la cual existe un primer elemento en 
el conjunto, y además, cada elemento de la sucesión 
es seguido, en caso de que éste no sea el Último, 
por otro que está determinado en la sucesión. 

10 

Así, los conuntos bien ordenados fueron una parte implícita 

a la forma tranafinita pues los números naturales sirvieron 

como prototipo de ellos. 
, 

Un mayor avance de los numeros transfinitos debido a los 

conjuntos bien ordenados fue la creación de otro concepto, 

el de "nún¡ero ordinal", que representó el orden dado de los 

elementos de un conjunto bien ordenado. Así, los ordinales 

expresaron el orden en que los elementos de un conjunto bien 

ordenado dado ocurren. 

Los 
, 

numeros transfinitos provienen de la existencia de 

conjuntos bien ordenados (no seria posible obtener 
, 

numeros 

transfinitos sin haber obtenido conjuntos bien ordenados), 

cuyo orden es expresado por ordinales de varias clases numéricas 

transfinitas, de ahí la gran importancia de estos conjuntos. 

Arist6teles (Cantor 1883, 104-5], contrariamente a .Cantor, 

asumió que sólo existen números finitos de donde concluyó que 

Únicamente la enumeraci6n de conjuntos finitos era posible¡ 

Cantor sostuvo y prob6, como aparece adelante más claramente, 

que la enumeración de conJuntos infinitos puede ser hecha justa-

mente como la de los conjuntos finitos, asumiendo que hay una 

ley definida dada a los conjuntos que permite que sean conjuntos 

bien ordenados. 
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Despu6a de haber hecho menci6n a las potencias, al concepto 

de conjunto bien ordenado y al de ordinal, podemos continuar 

con la construcción de los números infinitos de Cantor: 

Habiendó ya obtenido(,¡) , el primer 
, 

numero transfinito, 

es posible aplicar el primer principio de generación a úJ y 

producir adicionales 
, 

numeros ordinales transfinitos [Cantor 

1883. 132-4 J 

c;V+ 1, CU+ 2, ••• , tJ+ v, ••• 

Otra vez, como no hay mayor elemento es posible imaginar 

otro número representando la totalidad, en orden, de los números 

(j)+ v. Denotando esta totalidad por {,,t)+ W ( 2(,D) [la primera 

notación de Cantor para tJ +W fue 2(;), aunque después la cambió 

porú)2, como se verá más adelante], es posible continuar 

2tJ+ l, 2w+ 2, 2ú>+ v, ••• 

Con objeto de caracterizar este modo de generación, Cantor 

sostuvo que CU podría ser considerado como un límite de los 

números naturales N (incrementándose uno por uno) aproximándose 

pero nunca alcanzándolo. La idea de ttJcomo un limite satisfizo 

su función como un número ordinal, el más pequeño entero mayor 

que cualquier natural n € N. 
. , Este fue entonces el segundo principio de generacion, 

que Cantor [Cantor 1883, 132) definió más precisEmente: 

Si existe cualquier' sucesión definida de números 
enteros reales [actualmente llamados enteros positi
vos] definidos, para los cuales no hay número mayor, 
entonces un nuevo número se crea por medio de este 
segundo principio de generación, el cual se conside
ra como el límite (Grenze) de esos números, esto 
es, se define como el siguiente número mayor a 



todos ellos. 

Por repetici6n sucesiva de los dos principios es siempre 

posible producir nuevos números y siempre en una sucesión 

completamente determinada. En su f ormulaci6n 
, 

mas general, 

tales números pueden ser escritos como sigue 

u u-1 
VQ tAJ + V¡ú.J +. • .+ VU, 

pero forzados por el segundo principio de generaci6n obtendri-

amos uno nuevo y mayor que todos ellos 
ú) 

úJ • 

Pero procediendo así no tuvieron final los números de 

ésta que Cantor llamó segunda clase numérica (II). Cantor 

pudo agregar, entonces, un tercer principio el cual llamó 

"principio de limitación 11 consistente en la limitación o el 

requerimiento de que un nuevo 
. , 
numero podría crearse, con la 

ayuda de uno de los principios de generación, solamente cuando 

la totalidad de todos los números precediendo tuviera la poten-

cia de una clase numérica definida y completa. Este tercer 

principio sirvió para producir rupturas naturales en la secuen-

cia de los números transf ini tos. Esto hizo posible un lugar 

definido "saltando" la segunda clase numérica (II), distin-

guiendo ésta de la tercera y así sucesivamente mayores clases 

numéricas. 
1 

Así, defini6 la segunda clase numérica (II), como la 

colección de todos los números o((incrémentandose en una suce-

sión definida) que pudieron estar formados por medio de los 

dos principios de generación: 

12 



13 

/,1 /,, u u-1 ()) o( 
W t U/ + 1 t • • • t V Q (JJ + V l (JJ + • • • +. V U t • • • t {)) t • • • t t • • • t 

·los cuales fueron sujetos a la condición que todo número prece-

diendo (desde el primero en adelante) constituye un conjunto 

de potencia equivalente a la primera clase numérica (I). 

Siendo 
, 

asi, la generación de los números de la primera 

clase ( I) y, similarmente, la generación de los de la segunda 

y de clases , . 
numer1cas mayores fue realizada en tal sentido 

que la secuencia entera de números transfinitos es automática-

mente bien ordenada. 

El nuevo simbolo tJ fue introducido en la teoría de con

juntos (exclusivame~te) en lugar del familiar tl:J , enfatizando 

el hecho de que los números ordinales transfinitos se completa-

ron (infinitos actuales). El potencial tradicionalmente expre

sado por el símbolo a:> era completamente inapropiado a la 

nueva propuesta. El cambio de notación de CtJ a {J), reflejó 

una transformación significativa, específicamente el avance 

en el estado de los transfinitos de símbolos a números. 

Una vez que este principio de notación fue introducido 

fue posible considerar la secuencia de clases 
, . 

numeric·as y 

de sus comparativas dimensiones en detalle. Muy importante 

fue el hecho de que la segunda clase numérica era v·erdadera-

mente distinta de la primera. En la sección 12 del Grundlagen 
1 

Cantor demostró que la nueva clase numérica (II) es de mayor 

potencia que la primera clase numérica (I). 

Pero, lfue necesariamente la potencia de la segunda clase 

numérica (II) la siguiente mayor a la potencia de la primera 
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( I)' o era posible 
, 

que existieran conjuntos de potencia 

intermedia entre las potencias de (I) y (II)? En la sección 

13 del Grundlagen se muestra que la potencia de la segunda 

clase numérica sigue inmediatamente después de la más pequeña 

potencia transfinita representada por la numerable clase numé-

rica infinita (I). 

Ya ahora, podemos ver que si a un conjunto de la misma 

potencia de (I) lo "bien ordenamos" entonces tiene sentido 

hablar del número transfinito e{ y de tu , ya que si no lo 

hiciéramos O( y t-tJ I serian indeterminables, pues precisamente 

el orden de sus elementos es quien los determina. Por eso, 

un elemento esencial, en todo el sentido de la palabra, en 

la construcción cantoriana de los números ordinales transfini-

tos y su correspondiente aritmética fue el concepto de conjunto 

bien ordenado. 

"El concepto de conjunto bien ordenado se torna fundamen-

tal para la teoría de conjuntos ••• -dijo Cantor (Cantor 1883, 

99]- ••• si es posible reducir cada conjunto bien definido 

a la forma de uno bien ordenado, se tratará en otro artículo 

posterior". A pesar de su intención, Cantor nunca pudo demos-

trar que todo conjunto bien definido puede ser equivalente 

a uno bien ordenado, pero eomo lo demostró Zermelo [Heijenoort 

1971, 141-143 6 nuestro 
1 I 

capitulo III] en 1904 (asunto que 

discutiremos en un capitulo por separado de esta tesis) usando 

el axioma de elección, esto es siempre posible. 
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Otra consecuencia muy importante de esta teoría de conjun-

tos bien ordenados es la que Cantor llamó "diferencia esencial 

entre conjuntos finitos e infinitos" [Cantor 1883, 97) y que 

se reduce al hecho de que cada conjunto finito dado tiene 

el mismo número ordinal para cualquier sucesión de sus elemen-

tos, mientras que para los conjuntos finitos, su ordinal en 

general será diferente, dependiendo de la sucesión que tengan 

sus elementos. 

En el Grundlagen Cantor también afirmó que dado un conjun-

to infinito bien ordenado con potencia de la primera clase 

numérica (I) hay siempre un númel'o de la segunda clase (II) 

y sólo de (II) que representa su orden en forma Única y análo-

gamente para conjuntos de mayor potencia y mayores clases 

numéricas (seremos más explícitos en las próximas páginas). 

Sin embargo, de un conjunto numerable (o(v)' diferentes conjun

tos bien ordenados pueden darse, como por ejemplo: 

( o(" l' o( 2' • • • ' O( V' e::( v+l' 0 
• •) 

CA'z~ e<. 3••••• o( v••••• rX 1) 

(o(l, O( 3•···· p(_ 2' o<'4t•••). 

Entonces, dos conjuntos bien ordenados, se definen similares, 

o del mismo orden~ si pueden corresponderse en una función 

uno-a-uno tal que el orden es preservado entre los elementos 

en cada caso. Así, si <l.. 1 <o<. en un conjunto, los correspon-n m 

dientes elementos del otro conjunto tX'n y "(''m también tienen 

que estar ordenad os, tal que (.7( 1 < ~· . De aquí se muestra n m 

que tal estipulación es siempre determinada Únicamente. Dados 
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tales conjuntos, Cantor mostró que la sucesión natural de 

enteros, incluyendo los números transfinitos, podría por tanto 

ser usada para identificar conjuntos bien ordenados similares. 

Dado cualquier número de la primera o segunda clase numérica 

es obvio que considerado junto a todos los elementos que le 

preceden en su orden natural, el orden de todos los conjuntos 

bien ordenados similares a q , es dado por el número ~ en 

forma 
, . un1ca, Por ejemplo, cada uno de los tres conjuntos 

bien ordenados: 

( CJ( 1 ' e>( 2' • 0 0 
' e>( V' cX v+l ' ' ' • ) 

(G?(' 2' e>( 4' cX. 6' "'' ()( 2v' (>( 2v+2'' • ,) 

(1,2,3, ••• ,v, ••• ) 

tiene el mismo orden. Por definición éste esú). Análogamente, 

los conjuntos bien ordenados: 

(C>(2' <X'3••••• o<'v••••• o(l) 

<o<1' o<3''''' o<2, c>(4'"') 

tienen, respectivamente, los órdenes CU+ l y ó.J +úJ (2 ú)), 

En el siguiente capítulo veremos como en 1897 Cantor cambió 

en su notación el multiplicador por el multiplicando para 

así expresar t<)+ W como W2 en lugar de 2 {l.) • .. 
Como ya mencionábamos ant~riormente, sobre la diferencia 

esencial entre los conjuntos finitos e infinitos, cada conjun-
1 

to finito dado tiene el 
. , 

mismo numero ordinal para cualquier 

sucesión (orden) de sus elementos; en cambio, los conjuntos 

infinitos fu e ron mucho más interesan tes, pues los diferentes 

órdenes que se pudieron encontrar en conjuntos de la misma 
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potencia fueron producidos por diferentes buenos ordenamien-

tos. Los órdenes o ·tipos de orden de un conjunto infinito 

fueron, por tanto, un concepto totalmente dependiente del 

orden en el cual los elementos fueron tomados. Diferentes 

ordenamientos producen, en general, diferentes órdenes, aunque 

el número de elementos (su potencia) en cada caso pudiera 

ser el mismo. Existe una correlación entre el número de 

elementos de un conjunto y el orden que sus elementos pueden 

producir dependiendo de su arreglo. Cantor consideró conjun-

tos de la primera potencia dados en cualquier sucesión infini-

ta definida. Así mientras ellos son bien ordenados, entonces 

sus Órdenes son siempre números de la segunda clase numérica 

(II) y sólo de la segunda clase numérica. Inversamente, 

dado cualquier número o( de (II), cualquier conjunto de la 

primera potencia puede ser ordenado en tal sentido que su 

orden coincida con cX Cantor [Cantor 1883, 98] comentó 

más precisamente sobre est& conexión entre potencia y orden: 

Todo conjunto de potencia de la primera clase es 
contable (abzahlbar) por números de la segunda clase 
numérica y sólo por tales números, y es siempre 
posible dar al conjunto una sucesión de sus elementos 
que sea contable por cualquier número arbitrario 
de la segunda clase numérica, que es dado por el 
orden de los elementos del conjunto con respecto 
a esa sucesión. 

Análogamente la le~ vale para conjuntos de mayor 
potencia. Todo conj~nto bien-definido con la poten
cia de la segunda clase numérica es contable por 
números de la tercera clase numérica y solo por 
tales números ••• , y así sucesivamente. 

Para conjuntos finitos el concepto de potencia 

(Machtigkeit) y el de orden coincide, pues sin importar como 
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se ordena la sucesibn de los elementos de un conjunto de 

n elementos, su potencia es n y su ordinal o tipo de orden 

es Único e igualmente expresado por el número n. 

Para conjuntos infinitos, sin embargo, la diferencia 

entre potencia y orden es significativa. Aunque cada 
, 

numero 

<X de la segunda clase 
, . 

numerica distingue un Único orden 

de elementos, la potencia de cualquier conjunto con un orden 

O( es siempre la misma: numerable; pero aunque esta potencia 

de o( es siempre la misma, su orden, es un número determinado 

en forma Única por la segunda clase 
, . 

numerica. Es ta conexión 

entre potencias, órdenes y clases numéricas dio mayor consis-

tencia a la nueva teoría de conjuntos de Cantor, y esta con-

sistencia fue, como hemos podido apreciar, básicamente debida 

a las propiedades de los conjuntos bien ordenad~s. 

Respecto a su teoría del buen orden y los números trans-

finitos, Cantor [Vease en Dauben 1979, 103] decía, que una 

vez que el significado de la interpretación de orden fue 

apreciado, el estado de los números transfinitos era tan 

seguro como el de los números finitos: 

la existencia del infinito nunca más, volv~rá a ser 
negada en tanto que los finitos sean sostenidos. 
Si uno permite a alguno caer, tiene que deshacerse 
también del otro. 

Los conjuntos bien ordenados fueron también indispensables 

para ~ealizai las operacione~ aritméticas de los números trans-

finitos. 

La adición de los números transfinitos tX. y (b fue definida 

en términos de dos conjuntos infinitos bien ordenados M y 
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M
1

, donde o( y¡; representaron el orden de cada conjunto respec-

tivamente. Entonces la suma ()( + (b fue definida en términos 

del conjunto bien ordenado M + M
1 

producido por la secuencia 

de elementos de M seguidos por. la secuencia de los elementos 

de M1• 

La multiplicación fue similarmente definida. Cantor 

definió la multiplicación de números transfinitos: Dado un 

conjunto bien ordenado de orden fJ , reemplazando cada uno de 

sus elementos por el orden o< , el producto (}(,_. /3 queda definido 

con~ como multiplicador yr;( como multiplicando. 

Los números primos fueron identificables entre los trans-

finitos, pero ellos fueron de dos variedades. Dado.un ' numero 

transfinito o/_ .. ~ • O( puede decirse que es primo cuando la 

Única posible factorización requiriera que ¡9 = 1, ' o que 

Pero el multiplicando no es necesariamente ' . un1co. 

Hay un cierto rango de posibles valores que puede asumir. 

La substracción fue considerada en dos formas. Dados 

dos ' numeras enteros KY(J,<X<~, la . ' ecuac1on o(+ cS 
solución para ~ donde, si p( y (3 son 

números de (II), ~es un número de (I) ó (II) y es definido 

tiene una 
, . 
un1ca 

como igual a ~ - o\ . Pero si por otro lado se considera la 

ecuación ~ +o( .. ~, es . amenudo insoluble para ~ • 

[Cantor 1883, 140] consideró el ejemplo ~ + W = {J) + l. 

es insoluble. Sin embargo, cuando la ecuación 

Cantor 

Este 

es soluble, no significa que su solución sea Única. Es posible 
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que ~ asuma infinidad de valores y todavía ser solución de 

la ecuación dada, como por ejemplo el caso~ + {)J = W. Entre 

todas esas soluciones, sin embargo, hay siempre una más peque

ña. Asumiendo, entonces, que la ecuación S + rJ.. a (1 es solu

ble, la solución es denotada por (b(J(, la cual, en general, -
es siempre diferente de ~ - ~ • 

Un análisis similar siguió para el caso de la división, 

en donde las mismas distinciones se hicieron. ~a ~ • O( tiene 

una solución, siempre Única: ~ "' ~ • Por otro lado, conside

rando la posibilidad alternativa, f!J = ~. ~ siempre que 

una solución es posible, puede haber también infinidad de so-

luciones, pero siempre una más pequeña, que Cantor denotó por: 

f.> -· el... 
Con estas operaciones inversas, Cantor continuó el estu-

dio de la segunda clase numérica. Distinguió dos variedades 

o clases (art) de números en (II): la primera clase para 

la cual hubo siempre un inmediato predecesor en la secuencia 

numérica, y la segunda clase para la cual no hubo tal inmedia-

to predecesor [ actualmente conocidos como números ordinales 

sucesor y límite, respectivamente]. Los números de la primera 

clase son los producidos por el primer principio de generación 

y los de la segunda clase .aquellos producidos por el· segundo 

• 
principio de generación.· i De la segunda 

hl V W como ejemplos ú), 2 tlt/, tv + W, (A) y de 
()) 

+ W+ 2, tN + 3. 

clase, Cantor mostró 

la primera ()) + 1,(AJ2 

Cantor (Cantor 1883, 140), no prosiguió el estudio de 
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los números primos transfinitos con mucho detalle, pero prome-

tió regresar a su estudio en otro tiempo. Siempre es posible, 

aseguró, establecer la factorización prima Única de cualquier 

transfinito <?( de la segunda clase ' . numerica. Pero no probó 

esta afirmación hasta su publicación en 1897 [Cantor 1897, 

183-195], tal y como veremos en el siguiente capítulo. 

Utilizando los tipos de orden, Cantor logró resolver 

parte de los problemas que fueron, sin duda, de mayor interés 

tanto para filósofos como para matemáticos, acerca del conti-

nuo lineal. Específicamente resolvió el problema consistente 

en caracterizarlo como un conjunto ordenado en forma lineal. 

Esto significa, que por medio de conceptos generales de la 

teoría de los conjuntos ordenados, Cantor logró ca rae terizar 

el tipo de orden del continuo lineal por sus propiedades 

de orden (no métricas). 

De acuerdo con Cantor [Cantor 1883, 125-6], el concepto 

del "continuo" no solo jugó un importante papel en el desarro-

llo de las ciencias sino que produjo gran cantidad de opinio-

nes distintas que nunca fueron lo suficientemente aclaradas. 

Eso se debió a que la idea básica del continuo fue interpreta-

da en formas diferentes, a que una definición exacta del 

continuo no había sido dada, y lo más determinante, a que 

' la idea del continuo no .fue probablemente lo suficientemente 

pensada, incluyendo a los griegos, quienes fueron los primeros 

en ocuparse de este asunto, pero en términos tan ambiguos, 

que no eliminaron la posibilidad de opiniones diferentes 
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entre sus sucesores. Cantor cit6, como ejemplos entre los 

griegos, a Dem6crito y Arist6teles, quienes pensaban que 

el continuo consistía de partes que se podían dividir indefi-

nidamente, y a Epícuro, su oponente, que creía en la teoría 

atomista de donde se debía llegar a partes indivisibles. 

Entre los escolásticos medievales cit6 a Tomas Aquino, quien 

creía que el continuo ni estaba compuesto por un número infi-

ni to de partes ni por un número finito de ellas, sino por 

ninguna parte, y lo criticaba por no ser claro. Rechazó 

este punto de vista escolástico medieval, que no dejaba de 

ser aún contemporáneo, y por el cual el continuo fue pensado 

como un concepto irreducible, o como algunos expresaron, 

un concepto intuicional a priori, escasamente determinado 

por conceptos. 

Todo intento aritmético por aclarar el continuo era 

entonces reconocido como una aventura y rechazado en casi 

todos los casos. Esto dió la impresión de que el continuo 

no era un problema relativo a las matemáticas sino más bien 

a un dogma de Índole religioso. 

Cantor rehusó aceptar cualquier argumento que apelara 

a la continuidad del espacio o del tiempo para efectos del 

análisis matemático del continuo y fue explícito en señalar 

[Cantor 1883, 127]: 

El tiempo es en mi opinión una idea que requiere 
una clara explicación del concepto de continuidad 
sobre el cual depende y sin cuya ayuda no puede 
ser determinado ni objetivamente como una substancia 
ni subjetivamente en la forma de una intuición 
a piori. 
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En ese mismo sentido fue también su convicci6n de no 

apelar al espacio para el estudio del continuo, pues la es-

tructura atribuida al espacio podría solamente sostenerse 

con una cuidadosa y precisa investigaci6n de índole exclusiva-

mente matemática, 

Cantor ofreci6 una nueva discusi6n detallada del continuo 

desarrollando la teoría de conjuntos. 

Manejando los números reales, Cantor deseaba desarrollar 

un análisis puramente aritmético del continuo. Dado un espa-

cio n-dimensional G , él defini6 un punto aritmético en el n 

espacio como cualquier sistema de n-puntos definidos de núme-

ros reales de rango entre - 00 y + 00 • En su notaci6n, 

(x 1/x 2/ ••• /xn) fue tal punto aritmético de Gn' La distancia 

fue definida por la f6rmula familiar: 

~ (x'1 - x1)2 + (x'2 - x2)2 + ••• + 
2 · I 

(X
1 

- X ) n n 

El problema fue: lCuándo un conjunto dado P de puntos 

aritméticos en G se considera continuo? 
n 

Aunque Cantor ya en el Grundlagen [Cantor 1883, 129-130) 

caracteriz6 al continuo lineal X [X = (x) de todos los números 

reales x, tales que O~ x ~ 1 en su orden natural de preceden-

cía], he preferido describir la forma similar, pero más conci-

sa, más clara y completamente ordenada, como lo caracteriz6 

' 
al final de la Primera Parte de su Bei trage [Cantor 1895, 

134]. 

Para tal efecto Cantor anunci6 y demostr6 el siguiente 

teorema: 



Si un conjunto ordenado M es "perfecto" y en él 
está contenido un conjunto S, con la potencia de 
la primera clase numérica, el cual ( S) lleva tal 
relación con M que, entre dos cualesquiera de sus 
elementos m0 y m1 de M hay elementos de S, entonces, 
el tipo de orden de M es el del continuo linear 
x. 
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Es así como Cantor en el Beitrage caracterizó el tipo 

de orden del continuo lineal X, donde el concepto de "conjunto 

perfecto" se entenderá después de haber hecho algunas conside-

raciones, básicamente conceptuales, sobre el tipo de orden 

inverso a Ú), y con respecto a "sus series fundamentales con te-

nidas en un conjunto ordenado transfinito" [Cantor 1895, 

128-133). 

Al tipo de orden "inverso" [Cantor 1895, 114) de().), 

Cantor lo identificó como el tipo de orden del conjunto 

(,,.,v, ••• ,3,2,1) y lo denotó por ~lJ. 

Ufra vez comprendido este tipo de orden, a aquellas partes 

de un conjunto transfinito simplemente ordenado M que tuvieron 

el tipo tU , las llamó "series fundamentales ascendentes" 

y a aquellas que tuvieron el tipo !/l'ú) , "series fundamentales 

descendentes", o simplemente, a ambas, "series fundamentales" 

contenidas en M. 

Ahora, si en M existe un elemento mo que tiene una posi-

ción respecto a una serie fundamental ascendente (a ) tal 
V , 

que: (1) para cada v, ªv -<mo, y (2) para cada elemento m 

de M que precede a m0 existe un cierto número v
0 

tal que 

ªv >- m, para V 2 v0 ; entonces él llamó a m0 "elemento límite 

(Grenzelement) de (av) en M" y también "elemento principal 
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(Hauptelement) de M" [actualmente se les denomina "supremo 

de (a ) en M" y "punto límite de M", respectivamente]. De 
V 

esa misma forma también llamaría a m0 , si la serie fundamental 

fuese descendente y las siguientes dos condiciones (análogas 

pero inversas) se cumplieran: ( 1) para cada v, ªv >- m0 , y 

(2) para cada elemnto m de M que sigue a m
0 

existe un cierto 

I tal numero VÜ que a 
V -< m, para V s VÜ [actualmente se les 

llama "inf imo de (a ) en M" y "punto límite de M", respectiva-
V 

mente. Nota: Cantor 1895, 131 dice err6neamente bv >- m' 

para V ~ VÜ en lugar de by-< m para V ~ v0 ) 

Siendo I as J., una serie fundamental nunca puede tener 

más que un solo elemento límite en M, aunque M tiene, en 

general, muchos elementos principales. 

Cantor [Cantor 1895, 132] continuó definiendo: un con-

junto M es "denso en I s J. mismo" ( insichd ich te Menge) si M 

consiste de elementos principales y es tal que cada uno de 

sus elementos es un elemento principal [obsérvese que esta 

definición es en cierto modo redundante, se puede entender 

también como: M es no vacío y todo elemento de M es un elemen-

to principal]. Y si para cada serie fundamental en M hay 

un elemento límite en M, entonces Cantor llamó a M "conjunto 

cerrado (abgeschlossene)" · (obsérvese que al estar pensando 

Cantor en el continuo lirieal X :; [O, 1] E: \R. , hay conjuntos 

que no son cerrados como por ejemplo fR.J. 
Por Último, si un conjunto es "denso en si mismo" y 
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"cerrado" simultáneamente, Cantor 1 o definió como 11 conjunto 

perfecto". 

Habiendo Cantor caracterizado al continuo lineal X por 

sus propiedades de orden1 esperaba una prueba rigurosa donde 

la potencia del continuo sería la de los números de la segunda 

clase (II) [a esta hipótesis se le conoce como "hipótesis 

del continuo"]. Los beneficios • serian numerosos, entre otros 

-decía-, seguiría que todos los conjuntos infinitos de puntos 

tendrían o la potencia de (I) o la potencia de (II). 

Desafortunadamente, Cantor nunca pudo hacer 
, 

mas que 

conjeturas de que su hipótesis del continuo fuese válida. 

Actualmente lo que sabemos acerca de la hipótesis del 

continuo es que: 

1° En un sistema axiomático de la toría de conjuntos lo sufi-

cientemente rico para construir toda la matemática usual, 

ver por ejemplo Kunen 1980, tanto la hipótesis del conti

nuo, Cohen 1963, como la negación ,de la hipótesis del 

continuo, Godel 1938, no son demostrables. 

2° En el modelo estand~r de la teoría de conjuntos [Kunen, 

1980], es decir, el universo de los conjuntos puros V, 

los 

no se sabe si es verdadera o falsa la hipótesis del conti-

nuo, aunque las tendencias actuales de los matemáticos 

' tienden a creer que es falsa. 

A pesar de este impedimento para Cantor, su teoría de 

, 
numero a transfinitos representó una revolución en la 

historia de las matemáticas, una revolución en el sentido 
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de denegar prejuicios históricos sobre el infinito en cual

quier forma actual: completa, inclusive sobre el continuo 

lineal. Consecuentemente, los números transfinitos de Cantor 

fueron prueba no menos revolucionaria para los filÓsof os 

y matemáticos que trabajaron con el problema del infinito. 

La Primera y la Segunda partes del Beitrage zur 

BegrÜndung der transfiniten Mengenlehre de Cantor [Cantor 

1895 y Cantor 1897, respectivamente), como mencionamos en 

nuestro prefacio, fueron básicamente un intento por presentar 

en un preciso y concreto desarrollo lógico los resultados 

más importantes de la serie de memorias que empezó a escribir 

a partir de 1870. Estos artículos fueron, como su tí tul o 

lo indica, sus "Contribuciones a la Fundamentación de la 

Teoría de Conjuntos Transfinitos". 

De la Primera Parte sólo enfatizamos en los resultados 

que Cantor obtuvo en refer~ncia al continuo lineal (a manera 

de completar los que ya dimos), pues los resultados de este 

primer documento son todos anteriores a la teoría del buen 

orden. 

En la sección 4 de este primer artículo [Cantor 1895, 

94-97] titulada "La Exponenciación de Potencias" (sección 

que también nos servirá para el estudio de la demostración 

de Zermelo al teorema d
1
el buen orden), por una "cubierta" 

del .. conjunto N con elementos de otro conjunto M, se entiende 

una ley por la cual a cada elemento n de N corresponde un 

elemento definido m de M. El elemento de M que corresponde 
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a N, es entonces una función de n que Cantor denotó por f(n) 

y llamó "función de n cubierta 11
• Las cubiertas correspon-

dientes de N las denotó por f(N). 

Dos cubiertas f 1 (N) y f 2(N) son llamadas iguales, ' S1 

y solo sí, para todo elemento n de N la ecuación f 1(n)=f 2(n) 

es satisfecha; si por el contrario, la ecuación no es satisfe-

cha para algún elemento n, entonces f
1

(N) y f 2(N) son caracte

rizadas como cubiertas distintas. 

La totalidad de coberturas diferentes de N con M forman 

un conjunto definido con los elementos f (N) al que Cantor 

llamó "conjunto-cubierto" (Belegungsmenge) de N con M" y 

lo denotó por (M/N). Así, (N/M) = (f(N)). 

Por lo tanto, la potenica (o número cardinal que denotó 

con dos barras) de (N/M) dependió solamente de los números 

cardinales M = a y N • b. Eso sirvió para su definición 

b b ="'" 
de a : a = (N/M). 

Posteriormente, fue así como después de haber dado algu-

nas de las propiedades de las potencias de los números cardi-

nales, Cantor, a manera de ejemplo, muestra que la potencia 

del continuo lineal X puede estar representada, entre otras, 

' 2.Ño d d r.{ d 1 d 1 por la formula , on e \~O enota a potencia e a primera 

clase numérica. 

Ya que nuestro sigufente capítulo está dedicado Íntegra-

mente al Segundo Artículo [Cantor 1897] del Beitrage, en 

esta introducción sólo haremos sobresalir, el hecho de que 

Cantor, en este segundo documento, presentó el mayor volumen 
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de su importante teoría de los números ordinales y cardinales 

transfinitos, La potencia de la segunda clase numérica, 

resultó ser el segundo número mayor cardinal transfinito 

y una buena parte de sus 
, 

numeras transfinitos fue 

explorada, Cantor también introdujo, en este segundo articu-

lo, el proceso de inducción transfinita que hizo posible 

el desarrollo de transfinitamente muchas multiplicaciones 

y exponenciaciones transfinitas. Pero a pesar de todo ello, 

hubo lagunas en la presentación de la teoría de Cantor: la 

hipótesis del continuo (2~0 = Nt) permaneció irresoluble; tam-

bién las respuestas a es un 
, 

alef, como es el caso 

si cada potencia transfinita 

par tic u 1 ar d e 2 No ; s i 1 o s numeros 

cardinales 

si dado un 

transfinitos fueron todos comparables, es 

número cardinal transfinito como 2 No ea 

decir, 

mayor 

o igual a ~l (caso particular que, posterior pero rigurosa

mente, probó G.H. Hardy [Hardy 1903)); y si cada conjunto 

podría ser bien ordenado, cuestión esta última que, reitera-

mos, finalmente prubó Ernest Zermelo en 1904, prueba que 

trataremos en un capítulo por separado, 

Sin embargo, Cantor en este segundo articulo explicó 

los fundamentos de su teoría de los conjuntos bien ordenados 

y su aplicación en la deter~inación del número cardinal trans

fini to ~~ 1 • Como una con~ribución final, él ofreció un impre

sionante análisis de la elaborada teoría de números que com-

plementó su formulación de los números transfinitos, y conse-

cuentemente, de su obra creadora: la teoría de conjuntos, 



CAPITULO II 

CONTRIBUCIONES A LA FUNDAMENTACION DE LA TEORIA 
DE LOS CONJUNTOS TRANSFINITOS, POR GEORG CANTOR* 

.. 

.. 
: :·, 

* Mathematische Annalen, Vol. XLIX, 1897, p. 207-246, 
traducido por Mat. Gerardo Tirado Segura, 1984, 
de Jourdain (1955)1 p. 137-201 • 

• 
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§ 12 

Conjuntos Bien-Ordenados 

Entre los conjuntos simplemente ordenados los "conjuntos bien

ordenados" merecen un lugar especial; sus tipos de orden, los 

cuales llamamos "números ordinales", forman la materia natural 

para una definici6n exacta de los números cardinales transfini

tos superiores o potencia, - una definici6n la cual es en todo~ 

aspectos congruente a aquella que dimos para el más pequeño nú 

mero cardinal transfinito Alef~cero por el sistema de todos 

los números finitos v (Cantor, 1895, § 6~. 

Nosotros llamamos a un conjunto simplemente ordenado P 

(cantor, 1895, § 7)2 "bien ordenado" si sus elementos f ascienden 

en una sucesi6n definida de un elemento menor f, de tal manera 

que: 

I. Hay en F un elemento f, el cual es el menor en rango. 

II.Si F' es cualquier parte de F y si F tiene uno o varios 

elementos de mayor rango que todos los elementos de F', enton

ces hay un elemento f' de F que continúa inmediatamente después 

de la totalidad F' , tal que no hay elementos con rango entre f' 

y F' que est~n en F. 3 

En particular para todo elemento único f de F, si no es 

el mayor, seguirá en rango-como siguiente mayor otro elemento 

definido f'; esto resultd de la condici6n II si para F' ponemos 

el único elemento f. 

Subsecuentemente, si, por ejemplo, una serie infinita de 

elementos consecutivos4 
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e '< e" < . . . -( e ( v) < e ( v+ 1 ) ... 

est~ contenida en F de tal forma, siempre, que hay también en 

F elementos de mayor rango que todos los elementos e(v), enton 

ces, por la segunda condici6n, poniendo para F' la totalidad 

debe existir un elemento f' tal que no sola-

mente 

para todos los valores de v, sino que también no habrá· elemento 

g en 

para 

donde 

F el cual satisfaga las dos condiciones 

g< f' 

g)'- e(v) 

todos los valores de v. 

Entonces, por ejemplo, los tres conjuntos 

( ª1 ' ª 2 ' • • • 1ª v ' • • • ) ' 

( ª1 'ª2' · · · 'ªv' • · · ' bl ,b2' • • · ,bu'• · ·) ' 

(a¡'ª2' ... ' ªv'"º' bl,b2'"'' bu,···· 1: º1'-º2'º3) 

son bien ordenados. Los dos primeros no tienen mayor elemento, 

el tercero·tiene un mayor elemento e~; en el segundo y en el 
..) 

tercero b1 sigue inmediatamente a todos los elementos ªv' en el 

tercero c 1 sigue inmedia~amente a todos los elementos ªv y bu. 

En lo siguiente, nosotros extenderemos el uso de los signos 

~ y}- , explicados en (cantor, 1895, § 7)5, y ahí usados para expresar 

la relaci6n ordinal de dos elementos, a grupos de elementos, de 
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modo que las f 6rmulas 

son las expresiones para el hecho de que en un orden dado to-

dos los elementos del conjunto M tienen un rango menor o ma-

yor,respectivamente, que todos los elementos de el conjunto N. 

A. Toda parte F1 , de un conjunto bien-ordenado F tiene un 

menor elemento. 

Prueba.- Si el menor elemento f 1 de F pertenece a F1 , en

tonces éste es también el menor elemento de F1 . En el otro ca-
6 

so, sea F' la totalidad de todos los elementos de F que tienen 

un rango menor que todos los elementos F1 , entonces, por esta 

raz6n, no hay elementos de F situados entre F' y F1 . Entonces si f' 

es el siquiente(II) después de F', entonces éste pertenece necesa-

. t 7F ~ t 1 riamen e a 1 y aqui orna e rango menor. 

B. Si un conjunto simplemente ordenado F es tal que F y 

cada una de sus partes tienen un menor elemento, entonces F es 

un conjunto bien-ordenado. 

Prueba.- Como F tiene un menor elemento, la condici6n I es 

satisfecha. Sea F' una parte de F tal que hay en F uno o m~s 

elementos los cuales siguen a F'; sea F1 la totalidad de todos 

esos elementos y f' el m~nor elemento de F1, entonces obviamente f' 

es el elemento de F que sigue inmediatamente a F'. Consecuente-

mente, la condici6n II es también satisfecha, y de aquí que F 

es un conjunto bien-ordenado. 
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c. Cualquier parte F' de un conjunto bien-ordenado F es 

también un conjunto bien-ordenado. 

Prueba. - Por el teorema A, el conjunto F' y cualquier 

parte F" de F' (pues éste es también una parte de F) tienen un 

menor elemento; entonces por el teorema B, el conjunto F' está 

bien-ordenado. 

D. Cualquier conjunto G que sea similar a un conjunto bien 

ordenado F es también un conjunto bien-ordenado. 

Prueba.- Si M es un conjunto que tiene un menor elemento, 

entonces, se sigue inmediatamente del concepto de similaridad 

(Cantor, 1895, § 7)8, que todo conjuntoN similar a ·aquel tiene un me-

nor elemento. Ahora nosotros tenernos que G N F, y corno F 

al ser un conjunto bien-ordenado tiene elem:mto rrenor, lo rnisrro o-

curre a G. Entonces también cada parte G' de G tiene un menor 

elemento; para una imagen de Gen F, al conjunto G' correspon-

de una parte F' de F como imagen, de modo que 

G' fV F'. 

Pero, por teorema A, F' tiene un menor elemento, y por lo tanto 

también lo tiene G'. Entonces, ambos G y toda parte de G tienen 

menores elementos. Por teorema B, consecuentemente, G es un 

conjunto bien-ordenado. 

E. Si en un conjunto bien-ordenado G, en lugar de sus 
\ 

elementos g, conjuntos bien-ordenados son substituidos, de 

tal manera que, si Fg y Fg' son los conjuntos bien-ordenados 

los cuales ocupan los lugares de los elementos g y g 1 y g< g' 

entonces también Fg "(Fg', entonces el conjunto H, formado por 

la oombinaci6n de esta manera de los elementos de todos los 
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conjuntos Fg, es bien--ordenado. 

Prueba.- Ambos,H y toda parte Hl de H tienen menores ele

mentos, y por el teorema B éste caracteriza a H como conjunto 

bien-ordenado.Pues, si g1 es el elerrento·roenor de G, el menor elemento de 

Fg 1 es al mismo tiempo el menor elemento de H. Si además,nosotros 

tenemos una parte H1 de H, sus elementos pertenecen a conjuntos 

definidos Fg los cuales fonnan, cuando se tanan juntos, una 9arte del con 

junto bien-ordenado {F g}, .-:01 cual consiste de los elerrentos Fg y es 

similar al conjunto G. Si digamos, F es el elemento menor de go 
esta parte, entonces el elemento menor de la parte de H1 contenido 

en Fg
0 

es al mismo tiempo el menor elemento de H1 • 
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§ 13 

Los Segmentos de Conjuntos Bien-Ordenados. 

Si f es cualquier elemento del conjunto bien-ordenado F el cual 

es diferente del elemento inicial f 1 , entonces llamaremos al 

conjunto A de todos los elementos F que preceden a f, un "seg

mento de F", o,más especÍficamente,"el segmento de F que es de-

finido por el elemento f". Por otro lado, el conjunto R de to-

dos los otros elementos de F, incluyendo f, es un "resto de F11, 

y, más especÍficamente,"el resto que es determinado por el ele-

mento f 11. 

Los conjuntos A y R son, por teorema e de § 12, bien-orde

nados, y podemos escribir por§ 8 ( .Cantor,.1S95f y§ 12: 

( 1) F = (A, R) , 

(2) R= (f, R'), 

(3) A-<R. 

R' es la parte de R que sigue al elemento inicial f y 

se reduce a O si R no tiene además de f, otro elemento. 

Por ejemplo, en el conjunto bien-ordenado 

F = (a 1 , a 2 , ••• / ªv , • • • b 1 , b 2 , • • • b ,u , • • • c 1 , c 2 , c 3 ) , 

el segmento 

.(al' ª2) 

y el resto correspondiente' 

(a3' ª4' • • • ªv 

están determinados por el elemento a 3 ; el segmento 

y el resto correspondiente 
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(bl' b2' •••r b)l, ••• Cl' C2' C3) 

est~n determinados por el elemento b1; y el segmento 

(al' ª2' ..• , ªv' 

y el restolO correspondiente 

por el elemento c 2• 

Si A y A' son dos segmentos de F, f y f' sus elementos· 

determinantes, y 

( 4) f'-< f, 

entonces A' es un segmento de A. Nosot:i;-os llamamos A' al "menor", 

y A al "mayor" segmento de F: 

(5) A'< A. 

Correspondientemente · nosotros podemos decir de cada A de F 

que ésta es "menor" que F misma: 

A< F. 

A. Si dos conjtintos similares bien-ordenados F y G son ima-

gen uno de ·otro, entonces, a cada segmento A 1e F corresponde 

un segmento similar B de G, y a cada segmento B de G corresponde un 

segmento similar A de F, y los elementos f y g de F y G por los 

cuales los segmentos corres~ondientes A y B son determinados tam-

bién se corresponden uno a otro en la imagen. 

Prueba.- Si nosotros tenemos dos conjuntos similares simple

' mente ordenados M y N que son .imagen uno de otro, m y n son dos elemen-

tos corresoonñientes, y M' es el conjunto de todos los elementos 

de il1 los cuales preceden a m, y N' es e 1. conjunto de todos los elemen-

tos N los cuales preceden a n,entonces en la imagen M' y N' se corres-
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penden el uno al otro. Para cada elemento m' de M que precede 

a m debe corresponder, por § 7 (cantor, 1895)8, un elemento n' de N que precede 

a n, e inversamente. Si nosotros aplicamos este teorema general 

a los conjuntos bien-ordenados F y G nosotros obtenemos lo que 

queremos probar. 

B. Un conjunto bien-ordenado F no es similar a alguno de 

sus segmentos A. 

Prueba.- Supongamos que F (\.) A, entonces nosotros .tendre

mos una imagen de F en A determinada. Por el teorema A un seg 

mento A' de A corresponde al segmento A1 de F, tal que A' (\) A. 

Entonces nosotros también tendríamos A'(\) F.y A'< A. Para A' 

podría resultar, de la misma manera, un segmento más pequeño A" 

de F tal que A"(\) F y A"< A'; y así sucesivamente. Entonces 

podríamos obtener series infinitas 

A> A') A" A (v) > A (v+l) 

de segmentos de F, los cuales continuamente serían más pequeños 

y todos similares a el conjunto F. Denotaremos por f, f' f", ... , 

f(v), ••• los elementos de F que determinan esos segmentos; enton

ces tendríamos 

f;:>-f'>"'f"?'··· f (v) >- f (v+l) 

Entonces tendríamos una parte infinita 

(f f ' f" · f (v) ) , ' ' ... , , ... , 
de F en la cual ningún elemento toma el menor rango. Pero por el 

teorema A de § 12 tales partes de F no son posibles. Entonces la 

suposici6n de una imagen de F en uno de sus segmentos nos lleva a 

una contradicción, y consecuentemente el conjunto F no es similar 
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a ninguno de sus segmentos. 

Aunque por el teorema B un conjunto bien-ordeando F 

no es similar a alguno de sus segmentos, sin embargo, si F es infi-

nito, siempre hay otras partes de F a las cuales F es si-

milar. Entonces por ejemplo, el conjunto 

F = (al, ª2 1 ••• , ªv' .•• ) 

es similar a cada uno de sus restantes 

( ªk + 1 f ªk + 2 • • " 1 ªk + V / " • " ) 1 

consecuentemente ,es importante que ahora pongamos el siguien-

te teorema: 

c. Un conjunto bien-ordenado F no es similar a parte alguna 

qe sus segmentos A. 

Prueba.- Supongamos que F' es una parte de un segmento A de 

F y F' (\)F. supongamos una imagen de F en F'; entonces, por el 

teorema A, para un segmento A de un conjunto bien-ordenado F co-

rresponde como imagen el segmento F" de F'; sea este segmento de-

terminado por el elemento f' de F'. El elemento f' es también un 

elemento de A, y determina un segmento A' de A del cual F" es una 

parte. La suposici6n de una parte F' de un segmento A de F tal 

que F' f\.J F nos conduce consecuentemente a una parte F" de un seg

mento A' de A tal que F" N A. De la misma manera concluimos que 

una parte F' '' de un segmento. A' ' de A' es tal que F' ' ' (\..) A' . 

Procediendo I asi, 
1 

obtenemos como en la prueba del teorema B, 

una serie infinita de segmentos de F la cual continuamente llega 

a ser m~s pegueña: 

A ) A' > A" ••• A (v) > A (v+l) ••• , 
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y así una serie infinita de elementos determinando esos segmen-

tos: 

f'> f' >- f" •••• f (V)>- f(V+l) • "., 

en los cuales no hay elemento menor, y esto es imposible por el 

teorema A de § 12. Por lo tanto no hay parte F' de un segmento 

A de F ta 1 que F ' (\) F • 

D. Dos segmentos diferentes A y A' de un conjunto bien-ordenado 

F no son similares uno al otro. 

Prueba.- Si A'< A, entonces A' es un segmento de el conjun-

to bien-ordenado A, y así, por teorema B, no puede ser similar a 

A. 

E. Dos conjuntos similares bien-ordenados F y G pueden ser 

imagen uno de otro sólo de una manera. 

Prueba.- Supongamos que hay dos diferentes imágenes de F en 

G, y que f es un elemento de F el cual imaginamos en las dos di-
. ,, 

ferentes imagenes g y g' de G correspondientemente. Sea A el seg-

mento de F que está determinado por f, y By B' los segmentos de 

G qn~~ están determinados por g y g'. Por teorema A, ambos AN B 

y ANB' - , y consecuentemente Bf\JB', contradiciendo al te-

crema D. 

F. Si F y G son dos conjuntos bien ordenados, un segmento A 

de F puede tener cuando mucho un segmento B en G al cual es simi-

lar. 

Prueba.- Si el segmento A de F pudiera tener dos segmentos 

B y B' en G, cualquiera similar a él1 B y B' ser!ah 
1 

· similares 

uno de otro, lo cual es imposible por el teorema D. 
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G. Si A y B son segmentos similares de dos conjuntos bien-

ordenados F y G, para cada segmento m~s pequeño A' < A de F hay 

un segmento similar B' < B de G y para cada segemento m~s peque-

ño B' < B de G hay un segmento similar A' < A de F. 

La prueba se sigue del teorema A aplicado a los conjuntos 

similares A y B. 

H. Si A y A' son dos segmentos de un conjunto bien-ordenado 

F, By B' son dos segmentos, similares a ésos1 de un conjunto bien

ordenado G, y A'< A, entonces B' <B. 

La prueba se sigue de los teoremas F y G. 

I. Si un segmento B de un conjunto bien-ordenado G no es si-

milar a algOn segmento de un conjunto bien-ordenado F, entonces 

ambos, todo segmento B' > B de D y G por sÍ mismo, no son simila-

res a algún segmento de F ni a F mismo. 

La prueba se sigue del teorema G. 

K. Si para cualquier segmento A de un conjunto bien-ordena-

do F hay un segmento similar B de otro conjunto bien-ordenado G 

y tambi~n inversamente, para todo segmento B de G hay un segmen

to similar A de F, entonces Ff\IG. 

Prueba.- Podemos imaginar F y G uno en otro de acuerdo a la 

siguiente ley: Sea el menor elemento f 1 de F correspondiendo al 

menor elemento g de G . 1 • S;i. f >-' f 1 es algún otro elemento de F, 

éste determina un segmenuo A de F. A ~ste segmento pertenece por 

suposici6n un segmento similar definido B de G, y sea el elemen-

to g de G el cual determina el segmento B la imagen de F. Y si g 

es cualquier elemento de G que sigue a g1 , éste determina un seg-
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mento B de G, al cual por suposici6n un segmento similar A de F 

pertenece. Sea el elemento f el cual determina este segmento A 

la imagen de g. De aquí se sigue f~cilmente que la corresponden-

cia biunívoca de F v G definida de esta manera es una imagen en 

el sentido de § 7 (Cantor,189Sf. Si para f y f' hay dos cua-

lesquiera elementos de F, g y g' son los correspondientes elemen-

tos de G, A y A' los segmentos determinados por f y f', By B' 

los determinados por g y g' , y si tenemos 

f'-< f, 

entonces 

A' <: A. 

Por el teorema H, entonces tenemos · 

B' < B, 

y consecuentemente 

L. Si para todo segmento A de un conjunto bien-ordenado F 

hay un segmento similar B de otro conjunto bien-ordenado G, pe-

ro si por otro lado, hay al menos un segmento de G para el cual 

no hay un segmento similar de F, entonces existe un segmento de 

finido B1 de G tal que B1 f"VF. 

Prueba.- Considerar la totalidad de los segementos de G pa-

ra los cuales no hay un segmento similar en F. Entre ellos tie-

1 ne que haber forzosamente un segmento menor el cual llamamos B1. 

Esto se sigue del hecho que, por el teorema A de § 12, el conjun 

to de todos los elementos determinando esos segmentos tuvieron 

un menor elemento; el segmento B¡ de G determinado por aquel 
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elemento es el menor de esta totalidad. Por el teorema I, ca-

da segmento de G que es mayor que B1 es tal que ningún segme~ 

to similar a ~l est~ presente en F. Así, los segmentos B de G 

que corresponden a segmentos similares de F deben todos de ser 

menores que B1 , y a cada segmento B < B1 pertenece un segmento 

similar A de F, porque B1 es el menor segmento de G entre aque

llos a los cuales no hay segmentos similares en F correspondie~ 

do. Así, para todo segmento A de F hay un segmento similar B 

de B1 y para todo segmento B de B1 hay un segmento similar A de 

F. As!, por el teorema K, obtenemos 

F r\J Bl 

M. Si el conjunto bien-ordenado G tiene al menos un segme~ 

to para el cual no hay segmento similar en el conjunto bien-or-

denado F, entonces cada segmento A de F debe tener un segmento 

B similar en G. 

Prueba.- Sea B1 el menor de todos aquellos segmentos de G 

para los cuales no hay segmentos similares en F.* Si hubo seg-

mentos en F para los cuales no hubo correspondientes segmentos 
,, 

en G, entre estos, uno, al cual llamaremos A1 , sería el menor. 

Para cada segmento de A1 entonces existiría un segmento similar 

de B1 , y tambi~n para cada segmento de B1 un segmento similar 

de A1 • Entonces, por el te·orema de K, tendríamos 

Bl N Al 

Pero esto contradice el dato que para B1 no hay segmento 

similar de F. Consecuentemente, no puede haber en F un segmen-

* Ver la prueba anterior de L 

.. 
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to al cual, un segmento similar en G no corresponda. 

N. Si F y G son cualesquiera dos conjuntos bien-ordenados, 

entonces uno u otro: 

(a) F y G son similares entre s{, o 

(b) hay un segmento definido B1 de G al cual F es similar, o 

(c) hay un segmento definido A1 ue F al cual G es similar; 

y cada uno de estos tres casos excluye a los otros dos. 

Prueba.- La relaci6n de F a G puede ser cualquiera de las tres: 

(a) A cada segmento A d.e F pertenece un segmento similar B de 

G, e inversamente, a cada segmento B de G pertenece uno similar A 

de F; 

(b) A cada segmento A de F pertenece un segmento similar B 

de G, pero hay al menos un segmento de G para el cual no hay seg~· 

mento similar correspondiente en F; 

(c) A cada segmento B de G pertenece un segmento similar A 

de F, pero hay al menos un segmento de F para el cual no hay 

segmento similar correspondiente en G. 

El caso de que haya, tanto un segmento de F para el cual no hay 

segmento similar correspondiendo en G, caro un segmento de G para el cual 

no hay segmento similar correspondiente en F, no es posible~ es-

to es excluido por el teorema M. 

Por el teorema K, en el primer caso tenemos 

F N· G. 

En el segundo caso hay, por el teorema L, un segmento defi-

nido a1 de B tal que 

y en el tercer caso hay un segmento definido A1 de F tal que 
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A1 N G. 

No ~odernos tener F (\.) G y F í\J B1 simultáneamente, porque 

entonces tendríamos G (\) B1 , contrario al teorema B; y, por 

la misma raz6n, no podernos tener ambos F ~ G y G (\.) A1 . 

También es imposible que para ambos F(\)B1 y G~A1 , pues por 

teorema A, de Ff\JB1 
seguiría la existencia de un segmen-

to B~ de B1 tal que A1 rvB~. Así, nosotros tendríamos que 

Gf'\JB~, contrario al teorema B. 

o. Si una parte F' de un conjunto bien-ordenado F no es 

similar a algún segmento de F, es similar a F mismo 

Prueba.- Por teorema e de § 12, F' es un conjunto bien-orde

nado .. Si F' no fuera similar a un segmento de F ni a F mismo, 

entonces habría, por el teorema N, un segmento Fi de F' el cual 

es similar a F. Pero Fi es una parte de aquel segmento A d,e F 

el cual es determinado por el mismo elemento que el segmento F l 
de F'. Entonces ,el conjunto F tendría.que ser similar a una parte 

'de uno de sus segmentos, y es to contradice el teorema e. 
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§ 14 

Los Números Ordinales de Conjuntos Bien-Ordenados 

Por § 7 (Cantor, 189sr: todo conjunto simplemente ordenado M 

tiene un tipo de orden definido fü; este tipo es el concepto ge-

neral que resulta de M si nos abstraernos solamente de la natu-

raleza de sus eleroontos mientras que retenernos su orden de prece-

dencia, de tal forma, que fuera de ellos proceden unidades. las 

cuales están en una relaci6n definida de precedencia eni~~e una 

y otra. Todos los conjuntos que son similares uno a otro, y 

solo tales, tienb~ un mismo tipo ordinal. Nosotros llamamos al 

tipo ordinal de un conjunto bien-ordenado F "número ordinal". 

Si o( y~ son dos números ordinales cualesquiera, uno puede 

estar con respecto al otro en una de tres posibles relaciones. 

Si F y G son dos conjuntos bien-ordenado~ tale~ que 

F =o<, G' =~, 

entonces, por el teorema N de § 13, tres casos mutuamente exclu-

sivos son posibles: 

(a) F N G· - ' 
(b) Hay un segmento definido B1 de G tal que 

F (V B
1

; 

(c) Hay un segmento definido A1 de F tal que 

!G N Al. 

Como vemos fácilmente, uno de esos casos aún subsiste si F 

y G son reanplazados por conjuntos similares respectivamente a 

ellos. Consecuentemente, nosotros tenemos que hacer mutuamente 

exclusivas las tres relaciones de los tipos~ y~ una de otra. 
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En el primer caso o(. = (3 ; en el segundo decimos que o< <. (;3 ; en 

el tercero decimos que o(> (3 . Así, nosotros tenemos el teo-

rema: 

A. Si o< y(!> son dos níimeros ordinales cualesquiera, tene-

mo que 

De la definici6n de menor y mayor se si0ue fácilmente: 

B. Si tenemos tres níimeros ordinales tl.. 1 {!>, {f y si o<<~ Y (3< e:>' 

entonces o<. < (J'. 

Así, los números ordinalesrforman, cuando se arre-

glan en orden de . magnitud, un · conjunto simplemente or-

denado; aparecerá más tarde que forman un conjunto bien-ordenado. 

Las operaciones de adici6n y multiplicaci6n de los tipos de 

orden de conjuntos simplemente ordenados, definidos en § 8 (Can

tor, 1895)~ son, por supuesto, aplicables a los níimeros ordina

les. Si o(= F y ~ = G, donde F y G son dos conjuntos bien-Qrdena

dos, entonces 

(1) o(+ (h = (F,G). 

La unión de los conjuntos (F,G) es también,obviamente, un 

conjunto bien-ordenado. As!, tenemos el teorema: 

c. La suma de dos números ordinales es también un níimero 

ordinal. 

En la suma o( + p , o( es llamado el "primer sumando" y (3 el 

''segundo sumando". 

Como F es un segmento de (F,G), siempre tenemos que 

(2) ~ <o<. + (3 • 
I Por otro lado, G no es un segmento pero si un resto de (F,G), 
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y puede a5~, como vemos en § 13, ser similar al conjunto (F,G)

Si éste no es el caso, G es, por el teorema o de § 13, similar a 

un segmento de (F,G). Así 

(3) p ~ o( + f3 
Consecuentemente tenemos: 

D. La suma de dos números ordinales es siempre mayor que el 

primer sumando, pero mayor que o igual que el segundo sumando. Si 

tenemos et'. + ~ = o<.+ O'> siempre tenemos p = ~ • 
En generalol-1/3 / ~fp(, no son iguales. Por otro lado, tenemos 

que, si~ es un tercer n.úmero ordinal, 

(4) (~+,B)+~:: <X../- ( (3-1-((f) 

Es decir: 

E. En la adici6n de números ordinales la ley asociativa 

siempre se cumple. 

Si substituimos para cada elemento g del conjunto G de tipo 

~ un conjunto Fg de tipo e< , obtenaros , por teorema E de § 12, un 

conjunto bien-ordenado H cuyo tipo es completamente determinado 

por los tipos O( y ~ y lo llamaremos el producto o<.• (3 : 

(S) "F = '1Í.. , 
g 

(6) o(.• (3 = H. 

F. El producto de dos números ordinales es tambi~n un número 

ordinal. 

En el producto ci<. • (!J , o<. es llamado el "multiplicando" y 

~ el "multiplicador". 

En general o<.• /3 y (3 • ol no son iguales. Pero tenemos 

(§ 8, Cantor,189S)9 que 
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Es decir: 

G. En la multiplicaci6n de ndmeros ordinales la ley asocia-

tiva se cumple. 

La ley distributiva es v~lida, en general (§ 8, Cantor 1 1B95~, 
solamente en la siguiente forma: 

( 8) ~· (p+lf1) ==o(_. (.3 +o(. ((1. 

Con referencia a la magnitud de producto, el siguiente 

teorema, como vemos f~cilmente, se. cumple: 

H. Si el multiplicador es mayor que 1, el producto de dos 

ndmeros ordinales es siempre mayor que el multiplicando, sin ero-

bargo mayor que o igual al multiplicador. Si tenemos ol · (3:: ol • ?f' , 
entonces siempre se sigue que ~= ~ 

Por otro ladó, evidentemente, tenemos 

(9) o( . 1 = l. o( = o( 

Tenemos ahora que considerar la operaci6n de substracci6n. Si 

o( y ~ son dos ndmeros ordinales, y o( es menor que (3 , siempre 

existe un ntírnero ordinal definido el cual llamaremos (3- o{ , el 

cual satisface la ecuaci6n 

(10) cx::+(13-ol)== fj. 
Si para G = ~ , G tiene un segmento B tal que B = o(. , llama

' moa al resto correspondiente S, y tenemos 

G = (B,· S), 

t'::. o<'..+ s; 
luego entonces 
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(11) . (3 - d. = s. 

Lo determinante de aparece claramente del hecho 

que el segmento B de G est~ completamente definido (teorema D de 

§ 13), y consecuentemente también s está dado Únicamente. 

Emplazamos las siguientes 'f6rrnulas, las cuales se siguen de ( 4) , 

(8) y (10): 

(12) 01 + (3 ) - 01 + o<. = /3 - o( , 

(13) 01 ( (J o( ) = '¡fl (3 - ó-to<. 

Es importante reflejar que una iilfinidad de números ordinales 

puede ser sumada,. tal que su suma es un número ordinal definido, el 

cuál depende de la secuencia de los sumandos. Si 

es alguna serie infinita simplemente ·de números ordinales y·te .. 

nemos 

(14) ~ v = Gv' 

entonces, por .el teorema E de § 12, 

es tambi~n un conjunto bien-ordenado cuyo número ordinal repre-

senta la suma de los números ~v· Tenemos,entonces, 

(16) (31 + P2 + •.• + f'v + .. • = G = (3 ' 
y, corno vernos fácilmente de la definición de un producto, siem9re 

tenemos 

Si ponernos 
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entonces 

Nosotros tenemos 

(20) 

' 
y, por (10), podemos expresar los n11meros ~ v por los n'Cimeros <Áv 

de la manera siguiente: 

( 2 l) ~ 1 = o( 1 ; ~ V + 1 : o< V+ l - o{.V • 

Las series 

oé1, o<.21 ••• , o<.v' ... 

entonces representan cualquier serie infinita de números ordina-

les que satisfacen la condición (20); llamaremos a éstas "series 

fundamentales" de números ordinales (§ 10, Cantor, 1895f~ Entre 

éstas y (3 subsiste una relaci6n la cual puede ser expresada de 

la siguiente manera: 

(a) El número ~ es mayor que r/.v para cada v, porque el 

conjunto (G1 , G2 , •.• , Gv), cuyo número ordinal es o( v' es un 

segmento del conjunto G el cual tiene el número ordinal f> ; 
(b) Si ~· es cua~quier númE7ro ordinal menor que ~ , entonces, 

de una cierta v adelantada, siem9re tenemos 

o<.v ) (J' • 
Como (3 1 < ~ , hay un segmento B' de el conjunto G el cual 

es de tipo ~'· El eleménto de G que determina este segmento debe 

pertenecer a una da las partes Gv; nosotros llamaremos a esta 

parte Gv • 
o 

Pero entonces B' es también un segmento de (G1 ,G2 , ••• , 

y consecuentemente ~ '< «v 
0

• As! 
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o<v) (6' 
para v ¿. v

0
• 

Así (.3 es el número ordinal siguiente en orden de magnitud 

después de todos los números <X.v; consecuentemente llamaremos a 

éste el·"límite" de los números o<v para incrementando v, deno-

tarlo por L,i..m o( v' 
V 

de tal forma que, por (16) y (21): 

( 22) L,Lm o( 
V V = o(l + co<2-c<1> + + (cXv + 1-<Xv>+ 

Nosotros podemos expresar lo anterior en el siguiente teo-

rema: 

I. A cada serie fundamental ~o<v} de números ordinales per

tenece un número ordinal Li.m o( v el cual sig~e, en orden de mag
v 

nitud.después de todos los números o(v; esto es representado por 

la f6rmula (22). 

Si por O' entendemos cualquier número ordinal constante, pro

bamos fácilmente, usando las f6rmulas (12), (13) y (17) 1 los teo-

remas contenidos.en las f6rmulas: 

( 23) Lim ( (f + o<..v> = ?f' + Lim o( V; 
V V 

( 2 4) Li.m O'·~v= ~ .. Lim 
V V 

Tenemos ya mencionado en § 7 

o( v' 

(Cantor, 1895f
3que todo conjun-

1 

to simplemente ordenado de un número cardinal finito dado v tiene 

uno y el mismo tipo ordinal. Esto puede ser probado aquí como 

sigue. Cada conjunto simplemente ordenado de número cardinal fini-
1 

to es un conjunto bien-ord~nado; para éste, y cada una de sus par-

tes, : debe haber un or.iner elemento, - y esto, por el teorema B de 

§ 12, lo caracteriza como un conjunto bien-ordenado, Los tipos 
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de conjuntos finitos simplemente ordenados son así,no otros 

.que / números ordinales finitos. Pero dos diferentes números 

ordinales o<y (3 no pueden pertenecer al mismo número cardinal fi

nito v. Si decimos, •.o(< (3 y G = (3 , entonces, como nosotros 

sabemos, existe un segmento B de G tal que B =o< . Así, el con-

junto G y sus partes B tendrían el mismo número cardinal finito 

v. Pero esto, por el teorema c de S 6 (Cantor, 18951~4 es imposi-

ble. Por tanto los números ordinales finitos coinciden en sus 

propiedades con los números cardinales finitos. 

El caso es algo diferente con los números ordinales transfi

ni tos; a uno y al mismo número cardinal transfini to (( pertenece una 

infinidad de números ordinales que forman un sistema unitario y 

conectada. Llamaremos a este sistema "clase-num~rica Z ( q )", 
y es una parte de la clase de tipos [q] de§ 7 (Cantor, 1895)~ 3 

El siguiente objeto de nuestras consideraciones será la clase-nu

mérica z (jl/o), la cual nosotros llamaremos "la segunda clase-nu-

mérica". En esta conexi6n nosotros entendemos por 11 la 'primera 

clase-numérica" la totalidad ~ v} de n1lmeros ordinales finitos~ · 

. .. 
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§ 15 

Los Números de la Segunda Clase-Numérica Z ( )\Jo) , 

La segunda clase-numérica z (No) es la totalidad {ot ~de tipos 

ordinales o( de conjuntos bien-ordenados de número cardinal )'Jo 

(§ 6, Cantor, 1895)~ · 

nado 

A. La segunda clase-numérica tiene un número menor w = Lim v.· 
V 

Prueba.- Por w entendemos el tipo de el conjunto bien-orde-

( 1) F 
0 

: ( f l , f 2 , , •• , f V , , • • ) , 

donde v corre através de todos los ndmeros ordinales finitos y 

Por lo tanto (§ 7, Cantor, 1895)12 

(3) w = F , o 

Y (ª 1 i:> 6, Cantor, 1895) 

(4) w =}\{o. 

Así w es un número de la segunda clase-numérica, y de he-

cho el menor. Si (f' es cualquier número ordinal menor que w, debe 

(§ 14) ser del tipo de un segmento de F0• Pero F0 tiene solo seg

mentos 

A = ( f l , f 2 , ••• , fv) , 

con nú~ero ordinal finitÓ v. Así {J' = v. Por lo tanto no hay nú-

meros ordinales transfinitos que sean menores que w, y así w es el 

menor de ellos. Por la definici6n de Lim o(..:v dada en § 14, obvia
v 

mente tenemos que w = Lim v. 
V 
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B. sio<. es cualquier nllinero de la segunda clase-numérica, 

el número o<+ 1 le sigue corno el ndmero siguiente mayor de la 

misma clase-numérica. 

Prueba.- Sea F un conjunto bien-ordenado del tipo o< y de 

ndrnero cardinal %o: 

(5) 'F =o<, 

(6) O( c)\jo· 

Tenernos, donde por g se entendió. un núevo elemento, 

(7) o(+ 1 = (F, g). 

Corno F es un segmento de (F,g), tenernos 

(8) o(+ l)o<. 

También tenernos 

o<. + 1 = O<. + 1 = J\!0 + 1 = N 0 ( § 6 , Cantor , 1B9 5 ) •15 

Por lo tanto el número o<.+ 1 pertenece a la segunda clase-nurné-

rica. Entre O( y cX. + 1 no hay números ordinales; 

(f' que es menor que o( + 1 corresponde, como tipo, 

a cada número 

un segmento 

de (F, g), y tal segmento s6lo puede ser Fo un segmento de F. 

Por lo tanto,({' es igual o menor que o(. 

C. Si o!. 1 , o< 2 , ••• , o< v, • • . es cualquier serie fundamental de 

números de la primera o segunda clase-numérica, entonces el núme

ro Lirno<v (§ 14) le. sigue. corno el siguiente en orden de rnag
v 

nitud perteneciente a la s~egunda clase-numérica. 

Prueba.- Por§ 14 resulta de las series fundamentales~o(v} 

el nt1mero Lim o( v si nosotros ponemos otra serie ~ 1 , ~ 2 , ••• , ~ v, ••• , 
V 

donde 

~~=o{¡' ~2 =~2 -iXl' ••• ,~v + 1 =<i.v+1-o<v1··· 
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Si, entonces, G1 , G2 , •.• , Gv' ••• son conjuntos bien-ordenados ta

les que 

entonces también 

G = ( G l ! G 2 , ••• 1 Gv, • •• ) 

es un conjunto bien-ordenado 

Lim ,.J V\,v 
V 

s610 falta probar que 

G =No. 

y 

= G'. 

Como los números /}1 1 {J 2' • ··' /3 v' ••• pertenecen a la primera o 

segunda clase-numérica, tenemos 

G <. M • T\( = N . = /Vo )Vo. o 

Pero, en cualquier caso, G es un conjunto transfinito, y por eso 

el caso G <. í\fo es excluido. 

Nosotros llamaremos a dos series fundamentales {o<: v) y { o<.'v} 

de números de la primera o segunda clase-numérica (S 10, Cantor, 
12 

1895) "coherentes", en signos: 

(9) 1o<v}\\{t\~} ' 
si para cada v hay números finitos A0 y pi0 tales que 

y 
(10) 

(11) 
' 

D. Los ntimeros Lími~es Limo<. y Lim o<'v pertenecientes 
V V V 

respectivamente a dos series fundamentales \o<v} y \ot'v} son iguales 

cuando, y sblo cuando, {o<.v} \\{c<'v] • 

Prueba. -Para abreviar nosotros ponemos Lim o<.v = (3 , Lim o<:.,_: lf'. 
V V 
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Primero supondremos que {o( V 1 n {d.._' V} ; entonces nosotros afirma

rnos que p = ~. Si ¡3 no fuera igual a ~ , uno de esos dos ntírneros 

tendría que ser el menor. Supongamos que ¡:3 < ~. De una cierta 

v adelantada tendríamos o<.' v > (3 (§ 14) , y consecuentemente, por 

(11), de una cierta )J. adelantada tendríamos cX¡A>(3· Pero esto 

es imposible porque (3 = Lim o<'. v· 
V 

0(,µ</3· 
As.í para toda f'' s tenemos 

Si, inversamente, suponemos que f3 = (J1, entonces, como o( v ( (f1, 

debemos concluir que, de una cierta A adelantada, o<..'A >o< v' y, 

como ol.'v<f3r debemos concluir que, de una cierta JA.. adelantada, 

o<..,M > Cl('v Es decir,{o<v} (j~<X~}. 
E. Si o<. es cualquier número de la segunda clase-numérica y 

v 0 CUalquier ntímero ordinal finito, tenemos v 0 + ~ = CX, y conse

cuentemente también o<.-v
0 

=o(. 

Prueba.- Primero nos convenceremos de que el teorema es co-

rrecto cuando CX= w. Nosotros tenemos 

w = (fl' f2, 

vo= (gl' g2, 

•.• , fv, ••• ) , 

••• ' gv ) , 
o 

y consecuentemente 

Pero si et.. > w, tenemos 

o( = w + (o( - w) , 
1 

gv ' fl' f2, o 
• • • ' fv, •.. ) = w. 

v 0 + o( = (v 0 + w ) + ( o<. - w) = w + (O<. - w) = o<. • 

F. Si v0 es cualquier número ordinal finito, tenemos v 0 . w = w. 

Prueba.- De acuerdo a la forma de obtener un conjunto del el 

tipo v0 • w tenemos que substituir para el elemento singular fv de 
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el conjunto (f1 , f 2 , ••. , fv' ..• )conjuntos (gv,l' gv, 2 / ••• , 

gv ) de el tipo v 0 . 
' VQ 

As! . obtenemos el conjunto 

(gl,1' gl,2' . .".""' g1,v
0

' g2,1' ••• ,g2,v
0

' •.• , gv,1' gv,2' .•. , gv,v
0

' ••• ), 

el cual es obviamente similar a el conjunto {fv 1. Consecuentemente 

vo. w = w. 

El mismo resultado es obtenido más cortamente como sigue. Por (24) 

de § 14 tenemos, desde que w = !Jim v, 
V 

v0w = Lim 
V 

VO v. 

Por otro lado, 

{vov] 1\ i V} ' 
y consecuentemente 

Lim 
V 

Vo V = Lim V = w ; 
V 

as! que 

vow = w. 

G. siempre tenemos 

(o<.+ v
0

) W = o(.w, 

donde o( es un número de la segunda clase-numérica y V0 un n1:ímero de 

la primera clase-numérica. 

Prueba.- Tenemos 

Lim V = w. 
V 

Por (24) de § 14 tenemos~ consecuentemente, 

(O{ + V O) W = Lim ( o<. + V O) V. 
V 

Pero 



1 2 .,.______... ...____... 
(IX,+ VQ) V= (()(.+ v0 ) + (O(+ v

0
) + ••• + 

1 2 -= o<. +O(+ 

= o<...v + v0 • 

Ahora tenemos, como es fácil ver, 

y consecuentemente 

Lim 
V 

( <X. + V o) V = Lim (o<. V + V o) = Lim o<. V = ~ w. 
V V 
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H. Si D<.es cualquier n6mero de la segunda clase-numérica, en

tonces la totalidad\°'']' de n6meros o<..' de la primera y segunda 

clase-numérica los cuales son menores que ~ forman, en su orden de 

magnitud, un conjunto bien-ordenado de tipo°'· 

Prueba. - Sea F un conjunto bien-ordenado tal que F =o<. , y sea 

f 1 el menor elemento de F. Si o<. 1 es cualquier n6mero ordinal me

nor que o<. , entonces, por § 14, hay un segmento definido A' de F 

tal que 

A' =O(', 

e inversamente cada segmento A' determina por su tipo A'= o<.• un 

n6mero o<'< o<. de la primE\ra o segunda c1ase-numérica. Como 

F':No, A' puede solamente ser o un n6mero cardinal finito o f\Jo. 

El segmento A' está determinado por un elemento f' ~ f 1 de F, e 

inversamente cada elemento f' >- f 1 de F determina un segmento A' 

de F. Si f' y f" son dos elementos de F que siguen a f 1 en rango, 
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A' y A" son los segmentos de F determinados por ellos, o< ' y o<.." 

son sus tipos de orden, y, si f'-< f", entonces, por § 13, A'< A" 

y consecuentemente o<. 1 <o<. 11 • Si, entonces, nosotros ponemos F = 

(f 1 , F'), obtenernos, cuando hacemos el elemento f' de F' corres

ponder a el elemento o<' de\~' f , una imaginaci6n de estos dos con-

juntos. Así tenemos 

{~} = F'. 

Pero F' = cX - 1, y, por el teorema E, ~ - 1 = O(. • Consecuentemente 

~o( 1 1 = ~. 
Corno ó<: = No, tambi~n tenemos {~1= No; así tenemos los teoremas: 

I. El coniuntoÍ.o<.'} de n-c:ímerosO(' de la primera y segunda cla

ses-numéricas que son menores que un número OC. de la segunda clase-numéri

ca tiene un número cardinal)\Í
0

• 

K. Cada número o<. de la segunda clase-numérica es, o tal que (a) 

se obtiene del siguiente número m~s pequeñocX_1 por la adición de 1: 

cX =Cl-1 + 1, 

o (b) hay una serie fundamental{ o{v} de números de la primera o se

gunda clase-ntimérica tal que 

o{ = LimD(v. 
V 

Prueba.- Sea O(= F. Si F tiene un elemento gel cual es el ma-

yor en rango, nosotros tenemos F = (A, g) , donde A es el: segmento de F 

el cual es determinado pQ.r g. Nosotros tenemos entonces el primer 

caso, es decir 

o<.. = A + 1 = c(_1 + 1 , 

Exist~ por tanto, un anterior ndmero menor el cual es llamadool_1 • 
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Pero si F no tiene elemento mayor, considerar la totalidadlo(~ 

de números de la primera y segunda clases-numéricas los cuales son 

menores que e(. Por el teorema H, el conjunto{c<'}, arreglado 

en orden de magnitud, es similar al conjunto F; entre los números e(', 

consecuentemente, ninguno es mayor. Por teorema I, el conjunto {o<..~ 

puede ser puesto en la forma~c{'v1 de una serie sim9lemente infinita. 

Si a partir de O(' l' la siguiente continuaci6n de los elementos e\' 2 , ~' 3 , ••• 

en este orden, el cual es diferente del orden de magnitud, en ge-

neral, serán menores quec:X.•
1

; pero en todo caso, en el curso adelan

tado del proceso, terminará ocurriendo que hay mayores que o(• 1 ; 0<'..• 1 

no puede ser mayor que todos los otros t~rminos, porque entre los 

números \e(' vS no hay mayor. Sea o(• p
2 

ese 

nor índice de aquellos mayores que o<. 1

1 . 

núméro de o(,' el cual tiene el roov 

Similarmente, sea O(' ese 
P3 

número de las series 1 o<.' v) el cual tiene el menor índice de aquellos 

que son mayores que O(' • Procediendo de esta manera, obtenemos una 
P2 

serie infinita de números incrementándose, de hecho una serie fundam3ntal, 

••• ,O('p, ••• 
V 

Tenemos 

l<P2<P3 ( •.. (pv(Pv+l' •.• ' 

1 1 1 

o(. l.(~ <o(' p (··· <°''P <o<.'p ..• , 
P2- 3 V V+l 

c(•.u(o<.• 1 siempre si U(p' ; ,-. Pv r· v 

y caro obviamente v ~ Pv' nosotros siempre tenemos 

o< 1 <.o(' . 
V: Pv 

De aqu.1'. nosotros vemos que cada número rX'v' y consecuentemente cada 
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ntímero o( 1 < o<. , es excedido por nameros ex 1 para valores suficien
Pv 

temen te grandes de v. Pero o( es el ntímero que, respecto a mag-

nitud, sigue inmediatamente a todos los ntímeros o(', y consecuente-

mente es también el siguiente ntírnero mayor con respecto a todoCX' . 
Pv 

Si , por tanto, ponemos O(.' l = O\ l , O( p : <X v+ l , tenernos 
v+l 

o( = Lim O( V • 
V 

De los teoremas B, e, ... , K es evidente que los números de la 

segunda clase-num~rica resultan de ntímeros menores en dos formas. 

Algunos ntírneros, los cuales nosotros llamamos. "números de la primera 

clase (Art) ", son obtenidos del ndmero menor. siguiente· o<._
1 

por adi-

ci6n de 1 de acuerdo a la f 6rrnula 

o(= ""-1 + l; 

Los otros n'C1rneros, los cuales llamaremos "n'Cimeros de la segunda clase", 

son tales que para cualquiera de ellos no hay un siguiente ntímero me

nor o< _1 , sino que provienen de la serie fundamental { c<v) corno núme

ros límites de acuerdo a la f6rmula 

~ = Lim o<.v· 
V 

Aquí o( es el número que continGa en orden de magnitud a todos los nú-

meros o(v. 

Nosotros llamaremos estas dos formas en las cuales números ma-

yores proceden de menores "el primero y segundo principios de genera-

ci6n de níimeros de la segunda clase-num~rica". 
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§ 16 

La Potencia de la Segunda Clase-Num~rica es Igual al Segundo Número 

Mayor Cardinal Transfinito 

Aleph-Uno 

Antes de entrar a más consideraciones detalladas en los siguientes 

párrafos sabre los núrcEros de la segunda clase~nurnérica y de las 

los rigen, responderemos ·1a pregunta . acerca del 

leyes que 

número 

cardinal que posee · el conjunto z (\\j
0

) = { ol j de todos estos.· núme-

ros. 

A. La totalidad i o<.} de todos los números O( de la segunda clase

numérica forman, cuando se arreglan en orden de magnitud, un conjunto 

bien-ordenado. 

Prueba.- Si denotamos por A~ la totalidad de números de la se

gunda clase-numérica los cuales son menores que un número dado o<., a

rreglados en orden de magnitud, entonces A<X es un conjunto bien-orde

nado de tipo~-w . Esto resulta del teorema H de§ 1~. El conjunto 

de números O<.' de la primera y segunda clase-numérica que fu~ denota-

do por {o<.'} , est~ compuesto por · { v} y A« , de modo que 

As! 

y como 

{o<'} = o(, {V}= W, 

nosotros tenemos 

Aot = e( - w • 
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Sea J cualquier parte de le( J tal que hay números en fe<. J los cua

les son mayores que todos los números de J. Sea ~ uno de esos núme-

ros. Entonces J es también una. parte de AO<'o+ / , y ciertamente una PªE 

te tal que al menos el número<k'0 de A~o+I es mayor que todos los núme 

ros de J. Como A~otl es un conjunto bien-ordenado, por S 12 un núme

ro ol..1 de AcX .¡. 1 , y por lo tanto también 
o 

números de J. 

de {~}, debe seguir a todos los 

Así la condici6n II de § 12 es llenada en el caso de 

¡ ol] ; la condici6n I de § 12 es también llenada porque [o<J tiene el 

número menor w. 

Ahora, si nosotros aplicamos a el conjunto bien-ordenado {ot.} 
los teoremas A y C de § 12, nosotros obtenemos los siguientes teore-

mas: 

B. Toda totalidad de números diferentes de la primera y segun-

da clase-numérica tiene un número menor. 

c. Toda totalidad de números diferentes de la primera y segun

da clase-numérica arreglada en su orden de magnitud forma un conjunto 

bien-ordenado. 

Nosotros mostraremos ahora que la potencia de la segunda clase~ 

numérica es diferente de aquella de la primera, la cual es fÚo. 

D. La potencia de la totalidad {~sde todos los números o( de la 

segunda clase numérica no es igual a Jl{o. 

Prueba.- Si {~]fuera igual a JI/o, nosotros podríamos poner la 
1 

totalidad~~Jdentro de la forma de una serie simplemente infinita 

<>11' ~1 2' ••• , tfv' ··· 
tal que l '?tv} representaría la totalidad de números de la segunda cla-

se-numérica en un orden el cual es diferente del orden de magnitud, 
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y {)Av J contendría, como ~o<. J, ningún' número mayor. 

Empezando de t 1 , sea ~ 
0 

el término de la serie que tiene el 
'· 2 

menor índice de aquellos mayores que0'1 , a1 el término que tiene 
P3 

el menor índice de aquellos mayores queJ , y así sucesivamente. 
P2 

Obtenemos una serie infinita de números incrementándose, 

t/1' 'f'p' ... , 'tf'o' ... , 
2 -v 

tal que 

<S'v~~Pv • 

Por teorema e de § 15, habría un número definido J' de la. segunda cla-

se-númerica,llamado, 

J' = Lim 2$"
0 

, 
V -v 

el cual es mayor que todos los números ~p . Consecuentemente tendría
v 

mos 

para cada v. Pero f O' vS contiene todos los n'Cirneros de la segunda cla-

se-numérica, y consecuentemente también el númeroJ'; así tendríamos, 

para un definido v0 , 

¡ ,= 'ó\ , 
o 

cuya ecuaci6n es inconsistente con la relaci6n J'>tfv
0

• La suposici6n 

Í <X.1 = J\J 
0 

consecuen térnen te lleva a una con tradicc i6n. 

E. Cualquier totalidad J ~ J de diferentes números p de la 
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segunda clase númerica tiene, sí ésta es infinita, o el número car

dinal fú o ó el número cardinal {ex] de la segunda clase-númerica. 

Prueba. - El conjunto { ~ j , cuando está'. arreglado en su orden de 

magnitud, como es una parte de el conjunto bien-ordenado i~}, es, 

por teorema o de § 13, similar o a un segmento A~ , el cual es la to-
o 

talidad de todos los números de la misma clase-numérica los cuales son 

menores que o<0 , arreglados en su orden de magnitud, o a la totalidad 

~o(.} por I ' si misma. Como fu~ mostrado en la prueba del teorema A, 

nosotros tenemos 

-Aoco = o<o - w. 

Así tenemos Tif = °'º - w 6 ·fiJ = fo<.} , y consecuentemente l ¡S J 
---

es o igual a o<.o - w 6 l o<.J • Pero o<o - w 

nito ó es igual a Wo (teorema I de§ 15). 

es o un número cardinal f i-

El primer caso es aquí ex-

cluido porque ~~}es supuesto un conjunto infinito. Así el número car 

dinal {~S es o igual a No ó {o<.}. 

F. La potencia de la segunda clase-numércia {o( 3 es el segundo 

número mayor cardinal transfinito Alef-uno. 

Prueba.- No hay número cardinal (lque sea mayor que No y menor 

que { o<.J . Si no fuera así, habría, por § 2 (Cantor, 1895 f ~ una par

te infinita f ~ J de 

tamente probado, la 

f e{ J ta 1 que f ~ } .; a.. . 
parte irs tiene o el número 

Pero por el teorema E jus

cardinal }Úo o el núme 

ro cardinal í c(J . Así el _número cardinal {o<. J es necesariamente el 

número cardinal que sigueiinmediatamente a No en maginitud; nosotros 

llamamos a· este nuevo Qúmero cardinal J\j1 . 

En la segunda clase-numérica z ( nJ0) poseemos ,consecuentemente, 

la representativa natural para el segundo número mayor cardinal trans-

finito Alef-uno. 
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µ µ-1 Los Números de la Forma w v0+w v1+ .•. +vµ. 

Es conveniente familiarizarnos, en primer lugar, con aquellos números 

de Z(~o) que son funciones algebráicas de grado finito de w. Cada 

número tal puede.ser puesto--y puesto en solo una rnanera--dentro de 

la f orrna 

( 1 ) 1' = w'fl V o + wµ- l V 1 + • • • + V u , 

donde )J., v0 son finitos y diferentes de cero, pero v1 , v2 , ••• , vp. 

pueden ser cero. Esto descansa en el hecho que 
1 

(2) w~ v' + wP v = Jlv, 

si p.'< f4 y V/" O, v' >O. Por (8) de § 14, tenemos 

wf!'v' + W)l V = w µ' (v' + w1'->4
1
v), 

y, por el teorema E de § 15, 

v' + wµ-p'v = µ-p' w v. 

As!, en un conjunto de la forma 
u' 

, •• + wr v' ... , 
todos aquellos términos los cuales son seguidos hacia la derecha por 

términos de más al to grado· en w pueden ser ami tidos, Este método puede 

ser continuado hasta que la forma dada en (1) sea alcanzada. Nosotros 

también acentuaremos que 

( 3 ) wµ V + wµ V 1 =Wµ (V + V 1 ) • 

Comparar, ahora, el nillnero'~ con el número yde la misma clase: 

(4) y= wÁ Po + WA -1 P1 + ... + PA • ' 

Si }l y A son diferentes y, decirnos, p. <. ')\ , nosotros tenernos ::ior 

( 2) </J +-+ = ~ , y por lo tanto ~ <.f. 
Sif'i=A , v0 y Po son diferentes, y, decimos,v0 <Po' nosotros 
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tenernos por (2) 

rP + (w>. (Po - vo) + w). - l P1 + ••• + p}l) = ~ ' 

y por lo tanto 

Si, finalmente, 

P. =A' vo =Por vl = P11··· vcr-1 = Pa--1, O-<)'< 

pero Vcr es diferente de pa" y, decirnos, v~ < p~ , tenernos por (2) 

</> + (w A - <:r (p<r - Ver ) + w)\ - Cí'-1 PO""+l + • ' • 4-. Ifo) = -y; , 
y por lo tanto otra vez 

Así, vemos que solamente en el caso de completa identidad de 

las expresiones cp y y, pueden los m1meros representados por ellas ser 

iguales. 

La adici6n de f y " lleva al · siguiente resultado: 

(a) Si F <A , entonces, corno hemos señalado ~nteriormente, 

rp+y=f; 
(b) Si p = A , entonces tenemos 

rp +f= w>. (v0 + p
0

) + w.>.-l p
1 

+ ••• + P>. 

(c) Si p >A , tenernos 

~ + f = .Jl v0 + wµ-l v1 + .•• + w J\+l v)l.;. }.-l + w>. (v,u·· ).i-Po). 

>.-1 + w P1 + ••. + p A • 

A fin de llevar a cabo la rnul tiplicaci6n de /> y i/; , vernos 

que, si p es un n~rnero finito diferente de cero, tenernos la f6rrnula: 

( 5 ) ~ p = Wµ V O p + wJl- l V l + • • • + V Jl • 
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Esto resulta fácilmente llevando a cabo la suma consistente de p 

términos </J + </J + ... +</J.· Por la repetida aplicaci6n del teorema 

G de§ 15 y recordando el'teorerna F de§ 15, obtenernos, 
U+l 

( 6 ) </J w = wr-- ' 

y consecuentemente también 

(7) </J wA = wµ+.A .. 

Por la ley distributiva, rnencionadaen(S) de § 14, tenernos 

</J .,P = </J wApo + r¡J w..\-1 P1 + ••• + </J w P_A-1 + </J PA • 

Así las f6rmulas (4), (5) y (7) dan el siguiente resultado: 

(a) Si P,A == O, tenemos 

n. .. J,_ µ+A + µ+A-1 
~r- w Po w P1 

~+l + ••• + p,,\-1 = 

(b) Si p~ no es 'igual a cero, tenernos 

r/Ji/J= ~+A Po + wµ+A-l p
1 

+ ••• + wµ+l p¡\-l + wµ v
0 

P,A + wµ-l v
1 

+ ... + V 

Nosotros llegarnos a una resoluci6n :~ · ·notable de los números 

r/J de la siguiente manera. Sea 

(8) r/J = wµ k
0 

+ wµ 1 k 1 + ••• + wP.r kr, 

do rrle 

y k0 , k1 , ... ,kr son númer0.s finitos los cuales son diferentes de ce

ro. Entonces tenernos 

. 
Por la re¡Jetida aplicaci6n de esta f 6rmula obtenemos 

r/J = Jlr k (wµr-1 -µr k 
1 

+ 1) ( wµr .. 2. -.Ur-1 k 2 +l) ••• r r- r-

Jl • 
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Pero, ahora, 

w).. k + 1 = (w). + 1) k, 

si k es un ntírnero finito que es diferente de cero; de modo que: 

(9) 0 = wµr kr (wPr-¡-pr + 1) kr-1 (wµr-2-µr-l + 1) kr-2 

•.. (wµ-pl + l)k
0

. 

Los factores wA + 1 que ocurren aqui son todos irresolubles, y un 

ndmero 0 puede ser representado en este producto-forma en solo una 

manera. Si Pr = O, entonces 0 es de la primera clase, en todos los 

otros casos es de la segunda clase. 

La aparente desviación de las fórmulas de este ~árrafo de 

aquéllas que fueron dadas en Math. Ann., XXI, p. 585 (o Grundlagen, 

p. 41), es meramente una consecuencia del escrito diferente del 

producto de dos ntírneros: ahora ponemu ·' el multiplicando en la izquief_ 

da y el multiplicador en la derecha1 en forma contraria a ·cómo los 

pusimos. 
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§ 18 
O( 

La Potencia O' en el Dominio de la Segunda Clase-Numérica 

Sea ~ una variable cuyo dominio consiste de los n6meros de la pri

mera y segunda clase-numérica incluyendo el cero. Sean 't y ¡dos 

constantes perteneciendo al mismo dominio, y sean 

Podernos entonces aseverar el siguiente teorema: 

A. Hay una funci6n f (~ ) enteramente determinada univalente 

de la variable ~ tal que: 

(a) f (O) = J . 
(b) Si g' y $" son cualquiera dos valores de ~ , y si 

€'<5", 
entonces 

f ( ~ ' ) < f ( ~ ,, ) • 

(c) Para cada valor de ~ tenemos 

f(~+l) = f(~ )(j\. 

(d) si{~v} es cualquier serie fundamental, entonces { f (; v> J 
también lo es, y si tenernos 

~ = Lirn ~ v' 
V 

entonces 

f ( ~ ) e Lirn f ( ~ V) • 
, V 

1 
Prueba.- Por (a) y (e), tenernos 

f(1) = J"ó, f(2) = SO'O', f(3) =f<:r~"~" , .•• , 
y , como J > O y '(S > l , tenernos 

f ( l ) < f ( 2 ) ( f ( 3 ) ( ... ( f (V) ( f (V+ 1 ) < ... 
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As.í la funci6n f ( ~ ) es enteramente determinada por el dominio 

~< w. Dejemos ahora suponer que el teorema es válido oara to

dos los valores de~ que son menores que o<, donde o< es cualquier 

número de la segunda clase-numérica, entonces es también válido 

para 5 ~ C:X.. Si o<. es de la primera clase, tenemos de (e) : 

f (0<) = f (o<._l) ~ > f (o<._l); 

de modo que las condiciones (b), (c) y (d) son satisfechas para 

~~o( • Pero si O( es de la segunda clase y {O( v} es una serie 

fundamental tal que Lim O(v =<X, entonces sigue de (b) que también 
V 

SffC{ )} es una serie fundamental, y de (d) que f(o<.) = Lim f(OCv). 
l V ·· y 

Si tomamos otra serie fundamental {O(' v} tal que Lim o<. 1 v =o<, enton
v 

ces, por (b) , las dos series fundamentales { f f'<v)] y { f (O(,' v)} son 

coherentes, y así también f(r() = Lim f(t'('v). El valor de f(O() es, 
V . 

consecuentemente, también determinado únicamente en este caso. 

Si 0(.1 es cualquier nt1mero menor que O( , fácilmente evidencia-

mos que f (O{')< f (o<.). Las condiciones (b), (c) y (d) son también 

satisfechas para ~ < ()(.. De aquí sigue la validez del- teorema 

para todos los valores de ~ . Si hub~era valores excepcionales de 

~para los cuales no se cumpliera, entonces, por el teorema B de 

§ 16, uno de ellos, que llamaremos «,tendría que ser el menor. 

Entonces el teorema sería válido para S <o<. , pero no para ~~o< , 
1 

y ~sto sería una contradicci6n con la que hemos probado. Así hay 

para el dominio entero de~ una y solamente una funci6n f( ~) la 

cual satisface las condiciones (a) a (d). 

Si atribuimos a la constante del valor 1 y entonces denotamos 



73 

la funci6n f ( §) por 

podernos formular el siguiente teorema: 

B. Si 'lf es cualquier constante mayor que 1 que pertenece a 

la primera o segunda clase numérica, 

te definida O'~ de S tal que: 

hay una función enteramen-

o 
(a) Ó' = l; 

(b) S.1'. § 1 < ~11 en tone es ~~·< ~~"; 
(e) 

(d) 

Para cada valor de ~ tenemos ()'~ +l = '5'~ ~ 

Si1§v} es una serie fundamental, entonces llr§v}tarnbién 

lo es, y tenemos, si ~ = Lim ~ v, la ecuación 
V 

{f' ~ = Lim ~~V • 

V 

Podernos también enunciar el teorema: 

c. Si f (~) es la funci6n de~ que es caracterizada en teorema A, 

tenemos 

f (~) = d~~-
Prueba. - Si nosotros ponernos atenci6n a (24) de § 14, fácilmente 

evidenciarnos que la función cJ'/J~satisface, no solamente las condicio

nes (a), (b) y (e) de el teorema A, sino tarnbié~ la condici6n (d) de 

este teorema. Tornando en cuenta la unicidad de la función f (~), ésta 

debe por tanto ser idéntica con ['O'~. 
l 

D. Si e<. y ~ son dos números cualquiera de la primera o segunda 

~urnérica, 1incluyendo el cero, tenernos 

tS°"'+~= "lf'()(. ~~ 

:>nsideramos la funci6n r/J <t>:.tO(.+~ . Poniendo aten-
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la funci6n f ( § ) por 

podemos formular el siguiente teorema: 

B. Si (f es cualquier constante mayor que 1 que pertenece a 

la primera o segunda clase numérica, hay una funci6n enteramen

te definida O'§ de § tal que; 

(a) lfº = l; 

(b) sr §'<~"entonces tf< ~~"; 
(c) Para cada valor de ~ tenemos 0'15 +l =O'~ ó't 

(d) Si~ ~v J es una serie fundamental, entonces { '({" ~v} también 

lo es, y tenemos, si § = Lim c% v, la ecuaci6n 
V 

($'~ = Lim ~~V • 

V 

Podemos también enunciar el teorema: 

c. Si f (§) es la funci6n de~ que es caracterizada en teorema A, 

tenemos 

f (~) =t(J'~· 
Prueba. - Si nosotros ponemos atenci6n a (24) de § 14, fácilmente 

evidenciamos que la funci6n c~'¡J§satisface, no solamente las condicio

nes (a), (b) y (c) de el teorema A, sino tambié~ la condici6n (d) de 

este teorema. Tomando en cuenta la unicidad de la funci6n f(~), ésta 

debe por tanto ser ifüintica con r O'f:.,. 
1 

D. Si e<. y f.> son dos números cualquiera de la primera o segunda 

clase-numérica, 1incluyendo el cero, tenemos 

eso<.+~= ~C(. lí"~ 

Prueba.- Consideramos la funci6n 0 (t):~oe.+~ • Poniendo aten-
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ci6n al hecho que, por f6rmula (23) de§ 14, 

Lim (o<.+~) = Q(+ Li h"- sv , 
V V 

reconocernos que 0 (~) satisface las siguientes cuatro condiciones: 
. O( 

(a) 0 (O) = '(J"; 

(b) Si$'<~", entonces 0(~') < 0 (~"); 

(e) Para cada valor de~ tenemos 0 (~+l) = 0(~)~; 

(d) Si~~v l es una serie fundamental tal que Lirn ~v = ~, tenernos 
V 

0(~) = Lirn 0 (~v>· 
V 

Por teorema C tenemos, cuando ponernos 

0 (s> = 'lfO( (}'~. 
Si en ~eta ponemos ~ = p, tenemos 

'li' o<. + (& = O' O( ~ ¡?.. 

o( 

J'=lf, 

E. Sio<. y(!> son dos n'Címeros cualquiera de la primera o segunda 

clase-numérica, incluyendo el cero, tenernos 

t'f::: (~O() lb • 

Prueba.- ~onsideremos la funci6n 'f (~) = 004.~ y remarquemos 

que, por (24) § 14, siempre tenernos Lim o<.~v = Lim ~v' entonces pode-
v V 

moa, por teorema D, decir lo siguiente: 

(a) y(o) = l; 

(b) Si~·<~", entoncesy(~'><lf(~"); 

(e) Para cada valor de~ tenemos -cj(~+l) =P(~) "l{'cx; 
1 

(d) Si1~v J es una serie fundamental, entonces {1/J (gv> } también lo 

es, y tenemos, si ~ = Lirn Sv, la ecuación r(~) :::: Lim r(~v) . 
V V 

oc. 
As!, por teorema e, si substituimos en éste 1 por J' y ¿j' por~, 
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1/!(~) = ( O'"<)l . 

En la magnitud de ~~ en com?araci6n con g nosotros podemos enun-

ciar el siguiente teorema; 

F. Si ?J1 ) 1 , tenemos, oara cada valor de s , 
~§> ~. 

Prueba. - Eh los casos S = O y ~ = l el teorema es inmediatamente 

evidente. Ahora rrostrareroos que, si es válido oara todos los valores de ~ c;¡ue son 

rrenores que un número dado e( > \ , es ta.1lbién válido para % = tX • 
Si O( es de la primera clase,.: bmemos.1 17or suposici6n, 

0<-1 . . . 

CX-1~'61 , 

y consecuentemente o<-1 O(. 

o<.- r ~\ < 61 Ó' :: '()" • 
De aquí 

Como am:Oos o< _1 y (Í' -1 son al menos iguales a 1, y 0( _1 + 1 = o(, te-

nemos 

O( > 
~ .::: O( • 

Si, por otro lado, o<. es de la segunda clase y 

cX = Lim <X , 
V V 

entonces, como O(v <O( , tenerros por suposici6n 

Consecuentemente 

es decir, 

d. V ~ ?Po(,V • 

1 o( 

Lim·O(v ~ Lim~ v, 
V V 

< O(. 

o<=01 ' 
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Si, ahora, hubiera valores de ~ para los cuales 

g > ~€, 
uno de ellos, por teorema B de § 16, tendría que ser el menor. 

Si este nllinero es denotado por cX , tendríamos, para § <o< , 
5 ~ ~i; 

pero 
D( 

<X>~, 

lo cual contradice lo que tenemos probado arriba. Así tenemos 

para todos los valores de ~ 

O'É ~ ~. 
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La Forma Normal de los Nllineros de la Segunda Clase-Numérica. 

Sea CX. cualquier número de la segunda clase-numérica. La Poten

cia w~ será, para valores suficientemente grandes de ~ , mayor 

que O\ • Por teorema F de § 18, este es siempre el caso para 

~ ><X; pero en general también sucederá para valores :r;>equeños de 

~· 
Por teorema B de § 16, debe haber, entre los valores de ~ 

para los cuales 

w~ > « , 
uno que es el menor. Lo denotaremos por p , y fácilmente eviden

ciarnos que éste no puede ser un nWnero de la segunda clase. Si, 

ciertamente, tu.vimos 

(3 = 

tendríamos, como 

y consecuentemente 

As! tendríamos 

mientras que tenemos 

Lim 
V 

wP >o< .. 
Por tanto p es de la primera clase. Nosotros denotamos (3_1 

por o<.0 , de modo que p = o(. 0 + 1, y consecuentemente podemos aseverar 

que hay un nt1mero enteramente determinado o<.0 de la primera o segun

da clase-numérica que satisface las dos condicionest7 
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De la segunda condici6n concluirnos que 

wOl.Ov ~ o<. 
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no vale para todos los valores finitos de v, si para esto tuvi~

rarnos 18 

Lirn wol..o v = w°' 0w ~<X. 
V 

El último número finito v para el cual 

w°"Ov >o<. 
ser~ denotado por k0 + 1. De ( 1) , tenernos k0 > O. 

Hay, por tanto, un número enteramente determinado k 0 de la 

primera clase-numérica tal que 
e( o( ' 

(2) w Ok0~o< w o(k
0

+1)>cX 

Si ponemos O( - wO(Ok 0 = o<. 1 , tenemos 

( 3) o(.. = wo( ºk
0 

+ oC. • 

y 

(4) 

Pero « puede estar representada en la forma (3) bajo la condici6n 

(4) solamente en una forma. De (3) y (4) sigue inversamente la 

condici6n (2) y desde entonces la condici6n (1). Pero solamente 

el número 0( 0 =~-l satisface la condici6n (1), y por la condici6n 

(2) el número finito k0 está determinado únicamente. De (1) y (4) 

sigue, poni~ndo atenci6n aI teorema F de § 18, que 

o<.'<. o{ : o<o~o< . 
As1 podemos enunciar el siguiente teorema: 

A. Todo ndrneroo( de la segunda clase-numérica puede ser puesto, 

y puest.o solamente de .una manera, dentro de la forma 
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donde 

o~ o<.~ < o<o w , o < k0 <.. w, 

y O(' es siempre menor que O< , pero o<, 0 es manor que o· igual a O(, • 

sio<' es un n'dmero de la segunda clase-numérica, podemos apli-

car el teorema A a éste, y tenemos 

(5) 0(.1 = wo(lkl +0(11, 

donde 

O<'t¡ <w, 
y 

o(¡ <o(º' ~ 11 <o<.. 1 ~ 

En general 
1 

obtenernos una nueva secuencia de ecuaciones análoqas: 

( 6) O(, 11 = 0(2k 
w 2 + 0(.111, 

( 7) ex. 111 = °' w 3k3 +~iv. 

Pero esta secuencia no puede ser infinita, debe necesariamente 

terminar. Los· números ex, O(.' , o<. 11 , • • • decrecen en magnitud: 

O( >o<'> 0(11 >O("' ... 

Si una serie de números transfinitos decreciendo fuera infinita, en-

tonces no habría término menor; y esto es imposible por el teorema 
1 

B de § 16. Consecuentemente debernos tener¡ para un cierto valor nu-

mérico finito r, 

o((r+l) = 0 • 

Si ahora conectaroos · las ecuaciones ( 3) , ( 5) , ( 6) y ( 7) una con 
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otra, obtenemos el teorema: 

B. Todo número Q( de la segunda clase-numérica puede estar re-

presentado, y representado solamente en Una manera, en la forma 

o< = wo(ºko + w°'lkt . . . + JXr kr, 
donde cX0 , o< 1 , ... o<r son ntímeros de la 9rimera o segunda clase

numérica, tales que: 

o< o >O( 1 > o<. 2 > ... > 0(1'" > o ' 
mientras que k0, kl': .. kr' r :¡: 1 son ntímeros de la 9rimera clase':"numéri

ciLlos cuales son diferentes de cero. 

La forma de los ndmeros de la sequnda clase-numérica que es 

aquí mostrada ser¿i llamada su "forma normal"; o<
0 

es llamado el "gra-

do" y O( el "exponente" de D< • Para r = O, grado y exponente son r 

iguales uno a otro. 

De acuerdo como el exponenteO(r es igual o mayor que cero, O(, 

es un ndmero de la primera o segunda clase. 

Tomemos otro ndmero ~ en la forma normal: 

( 8) (3 = w~O A0 + w~lA 1 + ... + wf!>cr A (f • 

Las f6rmulas: 

(9) wo<.' k' + w°"' k = wOI..' (k' + k) , 

(10) w«.\, ~11 «" +w k"=w k", <X.'< o<.", 
donde k, k', k". aquí denotan números finitos, sirven ambas 9ara 

1 ' 

la comparaci6n de o{ con(3 y 9ara llevar a cabo su suma y diferen-

cia. Estas son generalizaciones de las f6rmulas (2) y (3) de~ 17. 

Por la formación del producto o<f' , las siguientes f6rmulas 

entran en consideraciones: 
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(12) 

(13) 

81 

o<)\=w°'Ok0 -A+w°'1k 1 + •.• +w°'rkr, O<A<w; 

o<. w = w°'o+l; 

o<.wr¡,' = wol.o+~', f>' > o. 

La exoonenciaci6n O(~ ~mede .ser fácilmente llevada a cabo en las 

bases de las siguientes fórmulas: 

(14) + ... ' O < ~<:w. 

Los t~rminos no escritos en la derecha tienen un grado menor que 

el primero. De aquí sigue rápidamente que las series fundamentales 

{fl(.,\Jy{wc<o>.Json coherentes·, de modo que 

(15) 0(0 > o. 
Así, en consecuencia del teorema E de§ 18, tenemos: 

(16) O(w~' = wcx.owp,', o<
0 

>O, ~·>O. 

Con la ayuda de estas f6rmulas 9odemos probar los siguientes 

teoremas: 

C. Si los primeros t~rminos w«ok0 , wPo )\0 de la forma normal 

de dos números o<. yfj no son iguales, entonces o< es menor o mayor 

que ~ de acuerdo a como wo<o ko es menor o mayor que wPo Ao· Pero 

si tenemos 

w°"ºK
0 

= wPO,A
0

, wo<,1K
1 

= wµl_..\
1

, ••. , w~k1> = w[ap>..p, 

Y si wcx.J>+lK es menor o mayor que w~P+l \ entonces <X es co-p+l /\p+l' 

rrespondientemente menor o mayor que~. 

D. si el grado 0<. 0 de 
1
tX es menor que el grado ~O de ~ , tenemos 

o<..+f>=f!i· 
Si CX0 = ~ 0 , entona:es 

O\.+~= wPo(k0 +,A 0) + w~l.)\1 + ... + w~o-.Acr. 
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Pero si 

entonces 

ex+ (3 = wo(ºko + ••• + WO(~kp + w~ºAot-w@l,A.l + ••• + w~<r)..<r· 

E. S.i ~ es de la segunda clase ( {dcr > O) , entonces 

ot.(3 = wc<ot~oAo + w'?<ot~1A1 + ••• +w°'o+~o-Acr c:i wcxo f>; 

pero si ~ es de la primera clase ( ~<J =O) , entonces 

o<~= wo(O+~o>.o + wo<o+~lA1 + ••• + w°'o+~-lJia-_ 1 + wO(ºkoAcr+ wo<.lk1 + ••• 

+ wo<l'" kr. 

F. Si ~ es de la segunda clase ( ~cr >O) , entonces 

o<.[j = w o( o f;_ 

Pero si ~ es de la primera clase ( ~cr = O) , y ciertamente 

~ = ~' + .Ao-, donde ~' es de la segunda clase, tenernos: 

o(~= w'><o ~~>.tr. 

G. Todo ntlmero cX. de la segunda clase-numérica puede ser repre-

sentado, solamente en una manera, en el producto-forma: 

°' = wlS'okt(wb41+l)kr-l (w~2+l)kr_2 ••• (w~r+l)k0 , 
y tenernos 

donde también k0 , k1, ... k-r tienen la misma denotaci6n corno 

en la forma normal. Los factpres w ?f + 1 son todos irresolubles. 
' 

H. Todo número CXde la segunda clase que pertenece a la segun-

da clase-numérica puede ser re~resentado, y representado de solarnen 

te una manera, en la forma 

O{ = w~º«', 
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( 

dond€·l O'o > o y ex 1 es un nrtmero de la primera clase que pertenece 

a la primera o segunda clase-numérica. 

I. Para que dos números o< y f; de la segunda clase-numérica 

satisfagan la relaci6n 

o< + (3 = f.;+<X, 

es necesario y suficiente que tengan la forma 

donde p y v son números de la primera clase-numérica. 

K. Para que dos números o< y~ de la segunda clase-numérica, que 

son ambos de la primera clase, satisfagan la relaci6n 

es necesario y suficiente que tengan la forma 

donde p y v son números de la primera clase-numérica. 

A fin de ejemplificar la extensi6n con que se trató la "foima- normal 11 

y la "forma-producto" inrnedia tamente r@lacionada con ella, de los números 

de la segunda clase-numérica, las pruebas, que. se basan · 

en ellasJde los dos últimos teoremas I y K, pueden seguir aquí. 

De la suposici6n 

O(+ 13 =~+o( 
primero. conlcu.írnos que el grado 0(0 de o<. debe ser igual a el grado {30 

de ~ . Si 1 decirnos, ~ 0 <A 0 , tendr !amos, por teorema D, 

o(+ (3 = (3, 
y consecuentemente 

~ +~= ~' 
lo cual no es posible, pues, por (2) de § 14, 
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Así nosotros podernos poner 

O( = wr<.Op +O(' J (3 = wO(Ov + f>', 
donde los grados de los números O< ' y (!> ' son menores que 0(0 , 

yµ y v son números infinitos que son diferentes de cero. Ahora, 

por el teorema D tenernos 

o<. +fo= .J<o Cp+v> + ~ • , [j+b(:. w~º ( ~ + v) + <><.' 1 

y consecuentemente 
O( O( 

W Q ()l+V) + {!JI = W Q (Jl+V) +(X'. 

Por teorema D de § 14 nosotros tenernos consecuentemente 

(!>' =O(.'. 

Así tenemos 

y si ponemos 

tenemos,oor (11) 

o<.=if)A, {!J='(f'v. 

Supongamos, por otro lado, que O( y ¡pson dos n'Úmeros que perte-

necen a la segunda clase-numérica, son de la primera,. clase, y satis

facen la condici6n 

y supongamos que 

e(>!· 
1 

:rm:iginarernos ambos ·.n'Círooros, por teorema G, en su forma•producto, y sea 

O( =dO(', (3 =J'(?; 1, 

donde O(' y (3' no tienen factor comtin (en comJ?araci6n de 1) en el 
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final izquierdo. Nosotros tenemos entonces 

O(.' >¡E>'' 
y 

o<' J' fl'' = ¡3' dO<.'. 
Todos los flúmeros que ocurren aquí y más adelante son de la 

primera clase, porque esto fue supuesto de o< y (3 . 

En la última ecuaci6n, cuando referimos el teorema G, mostrarnos 

que e<.' y ¡3' no pueden ser ambos transfinitos, ?Orque, en este caso, 

habría un factor común en el final izquierdo. T~"Iro,OCO pueden ser a!Tlbos 

finitos; pues entonces J' sería tranfinito, y, si k es el factor fi

nito en el final izquierdo de J' , tendríamos 

O<'. 1 k = . fi' k1 

y así 

O(.' = [3'. 
Así queda solamente la posibilidad que 

o<'>w, (8 '< w. 

Pero el número finito /J' ~ebe ser 1: 

~' = 1, 

porque'de otro modo estaría contenido corno parte en el factor fini-

to en el final izquierdo de O<.'. 

Nosotros llegamos a el resultado que ~ = J' , consecuentemente 

e<. =(!;O<' ' . 
donde o<.' es un número 9erteneciente a la segunda clase-numérica, 

el cual es de la primera clase, y debe ser menor que <X.: 

O\'< o<.. 

Entre o<. 1 y~ la relaci6n 

ex·~ =~O\' 
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subsiste. 

Consecuentemente si también o<'> ¡3 , nosotros concluimos en el 

mismo sentido la existencia de un número transfinito de la orimera 

clase o<.11 que es menor que O<' y tal que 

o<.' = (3o<" ' C>< "fj = (i O(,,. 
Si tambi~n O(" es mayor que jj , hay un número O<.'" menor que ~", tal 

que 

O{ 11 = /3 O( 1 11 ' O( 111 f3 =~o<.· 11 ' 

y as! suessivamente. Las series de números decreciendo, O<, 0<. 1
, 

0<", °'-"' , ... , deben, por teorema B de él 16, terminar. Así,para un 

índice finito definido p0 , debemos tener 

( p (}) .:::. tl.. 
o( =f-'. 

sr 

tenemos 

el teorema K estaría entonces probado, y tendríamos 

..,,. ::. l.. 

Pero a! 

entonces ponemos 

y tenemos 

e<. =f!Jpº ~1' P~1 =~1~' P1<fo · 
As! tambi~n hay un número finito p1 tal que 
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En general, tenemos análogamente: 

$1 = /3292 ~3 , /12 (3 3 = (!; 312 ' (j 3 < /3 2 ' 

y así sucesivamente. Las series de números decreciendo ~ 1 , ,.cl 2 , 

~31' .. deben tambi~n, por teorema B de § 16, terminar. Así 1exis-

te un número finito k tal que 

A - ,a Pk 
(k-l - P'k • 

si·ponemos_ 

f9k = '(f, 
entonces 

1 donde p y v son numerador y denominador de la fracci6n continuada: 

~=Po+~< 
V l"l :+ • 
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Los Niimeros- é de la Segunda Clase-Numérica 

El grado o<0 de un n'!imero O< es, como es inmediatamente eviden

te de la forma nornal: 

(1) O(= w°"ºk 0 + wO<lk1 + ••. , O<'o>OC¡>· .. , O<kv<w, 

cuando ponemos atenci6n al teorema F de§ 18, nunca mayor que o<; 

pero es una pregunta sí no hay números para los cualeso<0 =O<'. En 

tal caso la forma normal de C>< se reduciría al primer término, y es

te término sería igual a wot., es decir, OC: sería una raíz de la ecua- · 

ci6n 

( 2) w~ = ~. 
Por otro lado, cada raíz CX de esta ecuaci6n tendría la forma normal 

w<X; su grado sería igual a sí misma. 

Los números de la segunda clase numérica que son iguales a su 

grado coinciden, por tanto, con las raíces de la ecuaci6n (2). Es 

nuestro problema determinar esas raíces en su totalidad. Al distin 

guirlas de todos los otros números las llamaremos los "números-E de 

la segunda clase-numérica". 11 " • Que hay tales números-E resulta del si-

guiente teorema: 

A. si ~es cualquier número de la primera o segunda clase-nu

mérica que no satisface la ecuaci6n (2), éste determina una serie 
" 

fundamental {~1 por medio de las ecuaciones 
1 

~ = X' ""2 - w.f1 01 wu , CJ" - , ••• , ~V= 
t...;-1 w , ••• 

El límite Lim<fv =E(~) de esta serie fundamental es también un 
V 

nllinero- E . 

Prueba, - Como 'cf no es un ntímero- €: , tenemos w'J{I;::,. ):{' , es decir, 
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li\ > ()" . Así, por teorema B de § 18, tenernos también w'd\ > w~, 

es decir, '(j' 2 >~1 ; y en la misma forma si que que 6'3 > ~2.; y así su

cesivamente. La serie f <tv 1 es así una serie fundamental. Noso

tros denotamos su límite, que es una funci6n de (11, oor E(~) y te-

nemas: 

wE (O') = Lim w't' = Limó" v+l = E (b4) • 
V V 

Consecuentemente E(~) es un número-€ . 

B.- El ntímero E0 = E(l) = Lim wv, donde 
V 

W - wWl w -- ww2 w = wwv-1, ••• , 2 - 1 3 J•••t V 

es el menor de todos los ntímeros- E: • 

Prueba.- Sea ~· cualquier número-E , de modo que 

wé' = E.,. 

€' w· E' w Como €' >w, tenemos w >w ·, es decir, E'> w1 . Similarmente w >w 1 1 

es decir, E' >w2 , y as! sucesivamente. Tenemos en general 

y consecuentemente 

es decir, 

e'> wv, 

€' ~ Lim wv' 
V 

€' ~ E.o· 

Así E o = E ( 1) es el menor de todos los ntímeros- E . 

e. Si E' es cualquier1 nt:ímero-€ , E" es el siguiente nt:ímero-

mayor, y '¡Jea cualquier número que est~ situado entre ellos: 

€'<~<E", 

entonces E(~) = é". 
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Prueba.- De 

G.'<6'1<€" 

sigue 

w
61 < w't <w~", 

es decir, 

Similarmente concluimos 

y así sucesivamente. Tenernos, en general, 

y as.1'. 

€'c(E(~)~€"· 

Por el teorema A, E(~) es un número-E. . Como é" es el número-E 

que sigue a ~· en orden de magnitud, E(~) no puede ser menor que 

E", y así debemos tener 

E(~)= €.". 

Como E'+l no es un ndmero-E , sim?lemente porque todos los nú

meros-E, como sigue de la ecuaci6n de la definic6n s= w~, son de 

la segunda clase, €'+1 es ciertamente menor que€", y así tenemos el 

siguiente teorema: 

D. Si E' es cualquier número-e, entonces E(E'+l) es el sigui-

ente número-trnayor. 

Al menor número-E , e0 , sigue, entonces, el siguiente mayor: 

€.1 = E (E0+1) , 

a éste el siguiente mayor: 
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y así sucesivamente. Muy generalmente, nosotros tenemos para el 

(v+l)vo nGmero-E en orden de magnitud la f6rmula de recursi6n 

( 3) 

Pero q~e la ~erie infinita 

€o'E1' ···év'""" 

no signifique abrazar la totalidad de números-E , resulta del 

siguiente teorema: 

E. Sí E,€',€", ... es cualquier serie infinita de nGmeros-€ 

tales que 

€ < € 1 < é 11 • • • E ( v) < E ( v+ 1) < ... , 
entonces Lim E(v) es un nillnero-E, y, de hecho, el nGmero-E que si-

V 

gue en orden de magnitud a todos los nameros E(v). 

~.i¡ueba.-

W
/r.vjm E: (v)\ = . (v) ( ) 
~ ;¡ Lim w€ = Lim E V • 

V V 

Que Lim E(v) es el nGmero-€ que sigue en orden de magnitud a 
V 

todos los números f(V) resulta del hecho que Lim 6(v) es el núme
v 

ro de la segunda clase-numérica que sigue en orden de magnitud a 

todos los números E(v) • 

F. La totalidad de números·· E de la segunda clase-numérica for-

ma, cuando se arregla en drden de magnitud, un conjunto bien-orden~ 

do del tipo ílde la segunda clase-numérica en su orden de magni 

tud, y tiene así la potencia Alef-:-uno. 

Prueba.- La totalidad de números-E de la segunda clase-nurnérica 7 
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cuando se arregla en su orden d.e magnitud, forma, por teorema e de 

§ 16, un conjunto bien-ordenado: 

( 4 ) E O ' € 1 ' • • • ' € v ' · · · Ew+ 1 ' • • • E OC 1 
• • • ' 

cuya ley de forrnaci6n es expresada en los teoremas D y E. Ahora, 

si el índice O(' sucesivamente no torn6 todos los valores numéricos 

de la segunda clase-numérica, habría un ndrnero menor o< al cual no 

alcanz6. Pero esto contradicería el teorema D, sic< fuera de la 

primera clase, y al teoream E, si O( fuera de la segunda clase. 

Así o<' torna todos los valores nurn~ricos de la segunda clase-numé-

rica. 

Si denotamos el tipo de la segunda clase-numérica por.O., el 

tipo de (4) es 

w + ..n. = w + w2 + (..O. - w2 ) , 

Pero como w + w2 = w2, tenemos 

w +.a.= 11; 

y consecuentemente 

w +.o.. = 11 = SlJ1. 

G. Si € es cualquier número-E:, y o<. es cualquier n'Cir.1ero de la 

primera o segunda clase-numérica que es menor que E : 

o<<€' ' 
~ • 1 • entonces ~ satisface las tres ecuaciones: 

o<+E = € é. 
()(~ =E , C( =E . 

Prueba. - Si o<.0 es el grado de o<. , tenemos o<0 ~o< y consecuen-

temen te, como o<< f, también tenernos o<0 <E . Pero el grado de 
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as.1'. O( tiene un grado menor que é . Consecuentemente 1 

oor teorema D de § 19, 

O(+€ = €. 

y as.1'. 

o<o + E = € . 

Por otro lado, tenernos, ·por f6rmula (13) de § 19, 

y as.1'. 

o<ot'.=€. 

Finalmente, poniendo atenci6n a la f6rrnula (16) de § 19, 

O<.E=o<.wE. = wó(O wC: = wo<Oé. = w6 = €. . 

, H. Si <X es cualquier:núrnero de la segunda clase-numérica, la 

ecuaci6n 

tiene no otra ra.1'.z que los números-~ que son mayores que o<.. 

Prueba,- Sea~ una ra.1'.z de la ecuaci6n 

O(~=~ ' 

de modo que 

Entonces, en el primer lugar, de esta fórmula sigue que 

l Por otro lado, (ódebe ser de la segunda clase, pues, si no, ten

dríamos 



19 As! tenemos, por teorema F de § 19, 

o</~ = w °'o fb 

y consecuentemente 

Por teorema F de § 19, tenemos 

y as! 

Pero ~ no puede ser mayor que cx
0 

fo; consecuentemente 

y así 

Por tanto {?J es un n11mero-E: el cual es mayor que o<. • 

94 



CAPITULO III 

EL TEOREMA DEL BUEN ORDEN 
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La primera demostración del Teorema del Buen Orden, teorema 

que destaca por su fuerza y consecuencias de gran alcance entre 

los logros de las matemáticas modernas, fue presentada por Ernest 

Zermelo en el año de 1904. Esta demostración reduce el problema 

a una pregunta sobre la existencia de conjuntos, cuya examen 

puede basarse en el Axioma de Elección y en la reducción del 

(buen) orden a la relación de membrecía. El Teorema del Buen 

Orden afirma que para cualquier conjunto M existe un buen orden 

de M. Conviene anotar, sin embargo, que se trata de un enunciado 

puramente existencial, no constructivo. 

El Axioma de Elección desempeña un papel decisivo en la 

prueba de este enunciado, transmitiendo su naturaleza existencial 

a la prueba del Teorema. A saber, el Axioma General de Elección, 

enuncia: A todo conjunto M, cuyos elementos sean conjuntos no 

vacíos, corresponde al menos una función f(x) tal que para cada 

elemento x de M, f(x) es un elemento del conjunto x. Se llama 

a f en este caso función de elección. 

••• son elementos de M, este principio afirma 

la existencia de una función f tal que f (M
1

) pertenece a M
1

, 

f(M2 ) a M
2

, etc ••• 

Otra formulación (forma "multiplicativa") de este principio 

es la siguiente: 

Axioma 1 Multiplicativo: 

no vacíos ajenos entre 
, 

Sl, 

Si M es un conjunto de conjuntos 

esto es, tales que cualesquiqera 

dos miembros de M no tienen ningún elemento en común, entonces 

existe al menos un conjunto C que contiene un solo elemento 

de cada elemento de M.* 



~L Axioma de Elecci6n no sólo es la base de cualquier prueba 

del Teorema del Buen Orden (Zermelo 1904, Zermelo 1908 6 Bernays 

1937), sino que puede deducirse fácilmente de este teorema, 

tomado como hip6tesis. De hecho, si asumimos ese teorema, obte

nemos el axioma en su forma "multiplicativa" la cual comienza con 

un conjunto M de conjuntos no vacíos ajenos entre sí. El argume~ 

to es corno sigue: asúmase la uni6n de los elementos de M como bien 

o~denada. Por tanto los sobconjuntos de la uni6n, entre ellos 

los elementos de M, están tarnbi~n bien ordenados. Entonces el con 

junto que contiene solamente el primer elemento de cada elemento 

bien ordenado de M es un conjunto de elecci6n de M. En particular 

estos primeros elementos son distintos unos de otros, puesto que M 

es un conjunto de elementos ajenos entre sí. Por lo tanto el axio 

ma de elecci6n y el teorema del buen orden son principios equiva

lentes; si uno de ellos se asume como verdadero entonces el otro pu~ 

de probarse. 

De hecho lo que Zermelo prob6 es que el Axioma de Elecci6n 

implica el Teorema del Buen Orden. Analizaremos, en lo que sigue, 

esta primera prueba* del Teorema del Buen Orden, la cual descansa 

esencialmente sobre m~todos y resultados matemáticos, principal

mente sobre la comparabilidad de conjuntos bien ordenados. 

Formularemos el Teorema como sigue: 

Teorema del Buen Orden: Dado un conjunto M, existe un conjun

to bien ordenado L~. que contiene exactamente los elementos de M. 

Prueba.-

Por demostrar: Que dado un conjunto M, podemos bien ordenar 

M, es decir, podemos formar un conjunto bien ordenado L~ que conten

ga exactamente los elementos de M. 

*Heijenoort (lg/ 1) p. 141-143. 
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(1) Por hip6tesis, Zermelo supuso a M un conjunto arbitrario 

de cardinalidad-111, donde m denot6 un elemento arbitrario de éste 

y supuso a M' , de cardinalidad -rn', como un subconjunto de M que 

contuvo por lo menos un elemento m y pudo contener todos los ele-

mentos de M, y llam6 a M-M' el subconjunto "complementario" a M'. 

También supuso al conjunto de todos los subconjuntos M' que deno-

taremos por P(M). 

(2) Supuso que con cada subconjunto M' hay asociado un ele-

mento arbitrario mi que ocurre en M' mismo,y 1 llam6 a mi el eleme_!! 

to ~istinguido" de M'. Esto ~redujo una funci6n de elecci6n arbi-

traria '(f' del conjunto P(M) "cubierta" por ciertos elementos 

del conjunto M, es decir, una funci6n que asigna un elemento de

terminado en forma única ~ (M') =mi de M' a todo subconjunto M' de 

M. En lo que sigue, Zermelo tom6 una funci6n 't cubierta arbitra 

riamente la cual qued6 fija a lo largo de la prueba y deriv6 de 

ésta un buen ordenamiento definido de los elementos de M. 

(3) Definición. Supuso aplicable el término "conjunto-';f" 

[concepto introducido por Zermelo] a cualquier conjunto bien ord~ 

nado M~ que fué dubconjunto de M y tuvo la siguiente propiedad: 

Cada vez que t{ fue un elemento arbitrario de M» y A fue el seg

mento "asociaao" (que consisti6 de los elementos x de M tales que 

x-<( O..), CL fue el elemento distuinguido de M-A, en otras palabras. 

~ (M-A) = Q. 

Ilustremos esta propiédad de los conjuntos-~ con algunos 

ejemplos*: Si A= r entonces M-A=M; por otra parte, el elemento 

a_ de cualquier conjunto-~ que determina el segmento inicial ~ 

es el primer elemento del conjunto-(¡' . Para A= ~ , entonces, 

esta propiedad expresa el hecho de que el primer elemento de cual 

*Fraenkel (1976) p. 119. 



99 

quier conjunto-t es el elemento distinguido de M mismo; denot~mos-

lo por m1 (=t(M)). Así el conjunto singular (m1), el cual está tri 

vialmente bien ordenado, es un conjunto-~ (el más simple de tales 

conjuntos). 

Si el conjunto-~ contiene al menos dos elementos (de los cua-

les el primero es ciertamente m1) , entonces la propiedad de estos 

conjuntos- '¡f implica que el segundo elemento m2 del conjunto- 'to sa

tisface la relaci6n m2=~ (M-(m1)), pues el segmento inicial del con 

junto- 't' determinado por su segundo elemento es el conjunto cuyo 

dnico elemento es m1 , el primer elemento del conjunto-~. Por tan

to m2 es el segundo elemento de cualquier conjunto-~~. 

De la misma manera para un conjunto M suficientemente'bomprehen-

sivo" (donde por 'tomprehensi6rr' se entiende una propiedad que es ca

racterística de los elementos del conjunto) obtenemos el conjunto-~ 

(m1 ,m2 ,m3 , ..• ,mn) ,'"ra un entero arbitrario no aún para todo ente

ro n. Al igual que cualquier conjunto finito ordenado, estos conju~ 

tos están bien ordenados. Sus elementos se caracterizan por la pro

piedad de 'que para k=O,l·, ••. ,n-1; mk+l es el elemento distinguido 

del subconjunto de M que se obtiene al omitir los elementos 

m1 ,m2 , •.. ,mk. Por tanto mk+l viene a ser el k-ésimo elemento de 

cualquier conjunto-~1 ; si M es un conjunto infinito obtenemos de este 

modo infinitamente muchos conjuntos-o'· 

Como lo muestran estos .ejemplos, la conexi6n entre cualquier 

elemento '1,.. de un conjunto-rt' y su segmento inicial A determinado por 
' 

(..{_es (por su propiedad) / que a.. es, en vista de la fun.ci6n de elecci6n 

fija )f, el elemento distinguido de M-A, es decir, del subconjunto de 

M que se obtiene al omitir· los elementos de A. 
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Por lo tanto: 

(4) Hay conjuntos- 't incluidos en M. 

( 5) Cada vez gue M ~., y M'~-1 fueron dos conjuntos- ?l1 distintos, 

uno fue idéntico con un segmento del otro. 

Por el teorema N de § 13 de nuestro capítulo 2, o los dos 

conjuntos son similares entre sí o un conjunto es similar a un se~ 

mento (inicial) del otro. 

Por inducci6n transfinita y reducci6n al absurdo se verá que 

los conjuntos M ~ y M'~ , en efecto, no sólo fueron uno similar a un 

segmento del otro, sino que incluso uno fue igual a un segmento del 

otro: Los ejemplos anteriores muestran que cualquier conjunto-~ ti~ 

ne como primer elemento m1 , el elemento distinguido de M. Supong~ 

rnos que hay elementos correspondientes en M ~ y M~\ que son distin

tos, sea m' el primer miembro de M~ que es asignado a un miembro 

diferente rn" de M~ por el mapeo de similaridad t>in pérdida de ge

neralidad) de M' sobre M" • Entonces los segmentos iniciales M1 de 

M~ y M2 de M~ determinado por m' y m" respectivamente, deben coin

cidir: M1 =M2 , y por lo tanto, por la propiedad de los conjuntos-~ , 

los segmentos asociados A' y A" a m' y m" deben coincidir y conse-

cuentemente los elementos distinguidos de M-A' y M-A'', m1 y m2 re~ 

pectivamente, también coicidirán, contradiciendo la asunci6n. Esto 

completa la prueba de (5). 

(6) Consecuencias. Hemos visto que la coincidencia inicial de 

dos conjuntos-t cualesqui~ra se extendi6 através del conjunto 

"más pequeño". Por lo tanto, si dos conjuntos-tj' tuvieron un ele-

mento cten común, ellos también tuvieron el segmento A de los ele

mentos precediendo en común. Sí ellos tuvieron dos elementos Cly 
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b en común, entonces o en ambos conjuntos Gt< b o en ambos conjun

tos b-< l\., es decir, su orden fue el mismo. 

(7) Al llamar Zermelo a cualquier elemento de M que ocurre en 

algún conjunto-~> "elemento-;J' ", el siguiente teorema vale:·.· 

La totalidad L~de todos los elementos-~' puede ser así ordenada 

que será por sí misma un conjunto-~ , que contiene todos los elemen

tos del conjunto original M. M por sí mismo es con eso bien ordena-

do. 

Para probar (7) , se divicli.iá · en cinco párrafos la demostra-

ci6n: 

( r) Si ~ y b son dos elementos-~ arbitrarios y si M' y W' son 

cualesquiera dos conjuntos-~ a los cuales ellos pertenecen respect! 

vamente, entonces de acuerdo a (5) el mayor de los dos conjuntos- 6.' 

contiene ambos elementos y determina si el orden de relaci6n es ct.<.b 

6 b<~. De acuerdo a (6) esta relaci6n de orden es independiente 

de los conjuntos- 't seleccionados. 

(II) Si tt., b y c son tres elementos-~ arbitrarios y si O...°'<b y 

b-<.c, entonces siempre a.-<.c. Esto se debe a que de acuerdo a (6) 

todo conjunto-'¡S conteniendo c también contiene b, así también a a..., 

entonces, como éste es simplemente ordenado, sigue Gt-<,c. Por lo tan 

to el conjunto L 'lt 

ordenado. 

[que se compone de elementos-~] es simolemente 

,, . 
(III) Para mostrar que L~ esta bien ordenado, es decir, que 

cualquier subconjunto no vacío L ·~ de L ~ tiene un primer elemento, 

Zermelo consider6 a rJJt , un subconjunto arbitrario de L ~ y a a., uno 

de sus elementos, perteneciendo, ¡;xJr ejemplo, al conjunto-a' M~ , en

tonces de acuerdo a ( 6) Mt con tiene a todos los elementos de L ·~ 

que preceden a~, aquí incluido el subconjunto L~, que es obtenido 
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de L'~ cuando quitamos a todos los elementos siguientes ad; L*, 

siendo un subconjunto del conjunto bien ordenado Me, posee un pri

mer elemento, que es también el primer elemento de L~ . L~ es por 

tanto también bien ordenado. 

(IV) Si Cl es un elemento-~ arbitrario y A la totalidad de to-
, 

dos los elementos precedentes x-<a..., entonces de acuerdo a (6), en 

todo subconjunto Mt conteniendo~, A es el segmento asociado con~; 

de acuerdo a (3), consecuentemente, tl es el elemento distuinguido 

de M-A. Por lo tanto L; es por sí mismo un conjunto-~. 

(V) Si existe un elemento de M que no pertenece a un conjunto-~ 

consecuentemente ese fué un elemento de M-LO' , también existiría un 

elemento distuinguido m{ de M-L~ , y el conjunto ordenado (L~, mi ) , 

en el cual todo elmento-t>" precede al elmento mi, sería por sí mis 

mo1 de acuerdo a (3) 1 un conjunto-~. Entonces mi también sería un ele 

mento-~, contra~io a la asunci6n; por tanto realmente L~ = M, y así 

M es por sí mismo un conjunto bien ordenado. 

Es así como por reducci6n al absurdo en (V) se termina la prue

ba de (7) y,más adn, de L.)"= M, y con ello lo que se quería demostrar. 
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Debido a la importancia, grandes consecuencias y complejidad del Teorema 

del Buen Orden, que a saber, fue conjeturado por Georg Cantor desde 1883 en 

su Grundlagen, hubo matemáticos, entre ellos su enunciador, que desde 

entonces intentaron la demostración de la validez del Teorema por un lado, y 

por el otro, hubo quienes pretendían probar su invalidez. Hilbert, en el 

Congreso Internacional de Matemáticas en París, decía que "el descubrimiento 

de tal prueba era uno de los problemas más importantes que confrontaba el 

mundo de las matemáticas"*· 

Como uno de los últimos casos entre los que intentaron y creyeron probar 

el "No Teorema del Buen Orden", podemos citar a J. Konig, quien en el Tercer 

Congreso Internacional de Matemáticas en Heidelberg, el 10 de agosto de 1904, 

presentó lo que él consideraba como una prueba de que no hay buen orden en el 

continuo. Poco después, tuvo que retirar lo dicho, pues a menos de dos meses 

Ernest Zermelo completaba su prueba de la posibilidad de tal buen 

ordenamiento. 

Para finalizar, analizaremos un trabajo, que aunque se reduce a una 

falacia, resulta muy interesante. Entre los matemáticos que aseguraron haber 

probado antes que Zermelo el Teorema del Buen Orden, se encuentra Philip 

Jourdain, quien en su artículo "Sobre una Prueba de que cada Conjunto puede 

ser bien-ordenado"*ir, dice que la prueba de Zermelo es. en muchos aspee tos 

análoga a la que él había ya publicado en enero de 1904, bajo el título "Sobre 

los Números Cardinales transfinÚos de Conjuntos Bien-Ordenados"***y aún más, 
1 

dice que su prueba de 1904 da resultados más completos. 

Lo que Jourdain argumentaiHHrir es que con los mismos principios pero 

diferente métodos él había ya demostrado***•~ el Teorema del Buen Orden, en 

forma más simple y más completa. 

* Heijenoort (1971) p. 143 
H Jourdain (1905) P.• 465-70 
"''*ir Jourdal.n (190l•a)p, 61-75 
·IHHHr_ Jourdain (1905)p. 465-70 ***** .1 ...... ,.,1 .. ~n t1ant.a'I ... ..:.1 .,,,, 
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Jourdain basó su prueba en el conjunto W, donde W es la serie ascendente 

de números ordinales finitos e infinitos ordenados en su orden de magnitud, 

es decir 

1, 2, ' • • V' ••• w, w+l, w+2, w+v, ... w2, w2+1, 

w 2 ••• wv, w ' 
V 

w , 
w w 

w, ••• w , ••• q, 

···11· ..Q+l, ••• ~' . . . ' 
e interpretó el teorema en tal sentido, que como él mismo expresa*, ni asegura 

que el continuo numérico tenga un número cardinal que no sea por sí mismo 

contradictorio, o en otras palabras, que 

2.fÚo 

es un alef, ni que la exponenciación con número cardinal transfinito sea una 

operación posible. Esto es, que ni siquiera el continuo requiere ser un alef. 

Según Jourdaini~*, los conjuntos "inconsistentes" son los conjuntos 

que tienen una parte que es equivalente a W, pero sólo los "consistentes" (que 

definió como "manifolds"), es decir aquellos que no tienen componentes 

similares a W, son los que tienen tipos de orden y números cardinales, y 

precisamente en estas diferencias entre las propiedades de tales conjuntos es 

donde él vio el mayor alcance de sus resultados. 

Jourdai~H!!én su prueba, define el conjunto (W,m1), sin tipo de orden ni 

número cardinal, donde el elemento m1 sigue a todos los elementos de W y así 

sucesivamente. Sostiene, que de hecho W es similar a un solo segmento de una 

serie bien ordenada B, tal que 9ada serie bien ordenada es similar ó a B ó a 

un segmento de B. B es aql.IÍ considerada como una serie "absolutamente" 

infinita. 

Con esto, escribe Jourdain**iHfes evidente que los elementos de cualquier 

conjunto M pueden estar arreglados en una serie similar a B o a uno de sus 

segmentos. Si se ordena sucesivamente cada elemento de M, se obtedr6 la serie 
* Jourdoin (1905) p. 469 
iH• Jourdn:l.n (1904a) p. 67 
*"-IHI- Jour<lain (1905) p. 467 
*'*** Jourdain (1905) p. 468 
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ml, m2' ••• ,mv' ••• 'mw' mw+l' ••• 'm~, ... ' 

que contiene todos los elementos de 11, o, si no los contiene, habría al menos 

un elemento m 1 de M que estaría en el resto, y que ordenándolo como el 

siguiente en la serie, la serie ' sen.a similar a B; y consecuentemente 

podríamos formar un conjunto bien ordenado que sería un segmento de B. 

Es ininteligible la proposici6n, dice con justa raz6n Zermelo*, que 

un conjunto bien ordenado no posea tipo de orden o número cardinal. 

Este proceso que Jourdain propone para ordenar un conjunto M, resulta 

demasiado simple: tomar un elemento arbitrario al principio, después otro, y 

así sucesivamente; después de un número finito o infinito de elementos tomados 

arbitrariamente del resto de M como los siguientes y continuando este proceso 

hasta que los elementos del conjunto sean todos tomados. Pero en realidad lo 

que esto prueba es que cualquier subconjunto M' de M puede extenderse por 

adición de un elemento tomado del resto M-M' y que este proceso se puede 

repetir hasta obtener todos los elementos de M. Si entonces pudiera probarse 

que entre los subconjuntos bien ordenados M' de M existe uno L que es el más 

grande, así como Zermelo probaría la existencia Clel . conjunto más grande: el 

conjunto-(S"' L~ , entonces necesariamente L=M, y M estaría bien ordenado. 

Jourdain quiso hacer la misma inferencia, sólo que le faltó la premisa 

esencial, la prueba de la existencia de L. Jourdain presupuso ésto sin 

prueba, asumiendo que su procedimiento, en cuanto no se tomen todos los 

elementos del conjunto M, tendría que terminar en un conjunto bien ordenado 

similar a B. Con ello, esta prueba se reduce a una falacia. 
1 

Por otro lado, el carácter contradictorio del conjunto de todos los 

ordinales (este concepto constituye la primera paradoja de la teoría de 

conjuntos, a saber, la de Burali-Forti) vuelve a manifestarse cuando le 

* Heijenoort (1971)/P• 193 
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adicionamos un nuevo elemento que sigue a la totalidad W; tal elemento es 

inadmisible al contradecir la definici6n de W, El conjunto W contiene 

sÓlamente los tipos de orden de la serie o continuidad de todos los conjuntos 

bien ordenados o de todos los segmentos de conjuntos bien ordenados, pero W 

por sí mismo no es continuable. 

Como vimos en los capítulos precedentes, de acuerdo a la definición de 

Cantor de las relaciones de orden o precedencia en un conjunto simplemente 

ordenado, para (W, m1), m1 seguiría a todo ordinal O( , y en el conjunto (W, 

m1) ordenado de acuerdo a su relaci6n de precedencia, m1 seguiría a todos los 

elementos de W, esto es, W sería continuable, contrario a su definición y a 

pesar de toda prohibici6n, es decir, de considerar a W como "un conjunto que 

contiene todos los ordinales". Así, la contradicción ineherente en la 

definición de W no fue resuelta, sino ignorada. 

Por todo esto, es claro que Jourdain no probó el Teorema del Buen Orden • 

• 

\' 



r 
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1) El sistema de todos los ndmeros finitos v es dado por los 

números de cardinal finito v y su totalidad conforma el más pequ~ 

ño cardinal transfinito que nosotros llamamos "Alef-cero" y deno

tamos por \\Jo; así, definimos 

tr -)~O = {V1 

2) Un conjunto M es llamado "simplemente ordenado" si un de- · 

finido "orden de precedencia" regla sobre sus elementos m, tal que, 

de cada dos elerrentos m1 y m2, uno tana. el rango "~ne.:ior" y el otro el ''mayor", 

y tal que, si de tres elerrentos m1, m2. y ~3 , decirros, m1 es de menor rango que 

m2 y m2 es de menor rango que m3 , entonces m1 es de menor rango· 

que m3 . 

3) Otra definición equivalente pero más concisa de conjunto 

bien ordenado: Un conjunto ordenado es llamado bien ordenado si 

todo subconjunto no vacío tiene un ~rimer elemento. De aquí pue

de seguir el siguiente corolario: Todo subconjunto de un conjunto 

bien ordenado es tambi~n bien ordenado. 

4) Para facilitar la edici6n, igual que en nuestra introduc-

ci6n, hemos escrito algunas letras griegas,· g6ticas o dife~ 

rentes a las que podemos escribir por otras posibles, como por eje~ 

plo, W por w, ..:Y por v, etc ... 

5) La relaci6n de dos elementos m1 y m2 de un conjunto M1 en . 

la cual m1 tiene el menor rango en el orden de precedencia y m2 el 

mayor, es expresada por la f6rmula: 

6) En Jourdain (1955) p. 139 aparece erróneamente F' en lu-

gar de F. 

7) En Jourdain (1955) p. 139 aparece ahora err6neamente F en 

lugar de F1 • 
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8) Nosotros llamamos a dos conjuntos ordenados M y N "simi-

lares" si ellos pueden ser puestos en : 1 correspondencia 

biunívoca uno a otro de tal manera que, si m
1 

y m2 son dos eleme~ 

tos de M y n1 y n 2 los correspondientes elementos de N, entonces 

la relaci6n de rango de m1 a m2 en M es la misma que la de n1 a 

n2 en N. Tal correspondencia de conjuntos similares la llamamos 

una "imagen"*de uno de esos conjuntos en el otro. En tal i~agen 

a cada parte -que obviamente también aparece como un conjunto or-

denado- M1 de M correspo~de una parte similar N1 de N. 

Nosotros. expresamos la similaridad de dos conjuntos ordena-

dos M y N por la f6rmula: 

M~N. 

Cada conjunto ordenado es similar a sí mismo. 

Si dos conjuntos ordenados son similares a un tercero, ellos 

son similares uno a otro. 

Una simple consideraci6n muestra q~e dos conjuntos ordenados 

tienen el mismo tipo ordinal si, y sólo si, ellos son similares, · 

y as~, de las dos f6rmulas 

cada 

M=N, MQ¿N, 
1 

una es consecuencia de la otra. 

9) El conjunto uni6n dé dos conjuntos M y N', ajenos entre sí, 

en símbolos (M,N),si M y N están ordenados, puede: ser concebido caro un conjtmto 

ordenado en el cuallasrelaciones de precedencia entre los elementos 

* Cantor, en alem~n, la llam6 "abbildung". 
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de M como también entre los elementos de N se mantienen entre 

ellos iguales cano en M y N respectivamente, y todos los elemen-

tos de M tienen un rango menor que todos los de N. Si M' y N' 

son otros dos conjuntos oredenados, M ::::!.. M' y N N N' , entonces 

(M,N) 0!... (M',N'); así el tipo ordinal de (M,N) depende solamen-

te de los tipos ordinales M = ~ y N = ~ Así, definirnos: 

( 1) 
o( f (3 = (M, N) • 

3 
En la suma o<+ f3 llamarnos a o( el "primer sumando" (augend) y a 

-: .. 

{!> el "segundo sumando" (addend). 

Por otro lado, de dos conjun~os ordenados M y N con 

los tipos o<. y~,podemos obtener un conjunto ordenado S,sustituyen

~· do a cada elemento n de N por tm conjunto ordenado ·Mn que tenga el 
"' 

!
~.. mismo tipo o<. de M, o sea 

• ( 2) 

1 
~· 

.Mri =o< ; 

¡; 
~ 

i 
~ 

t· 

y para el orden de precedencia en 

( 3) 
s = 1. M¡¡J 

?rocedemos de acuerdo a las siguientes dos reglas: 

a) Cada dos elementos de s que pertenecen a uno y al mis-

;:no conjunto Mn., ·retienen en S el mismo orden de precedencia 

que en Mn; 

b) Cada dos elemento~ de S que pertenecen a dos diferentes 

~onjuntos Mn y ~ tienen la misma relaci6n de precedencia como 
1 2 

~ 1 y n2 la tienen en N. 

El tipo ordinal de s depende; como podemos ver fácilmente, 

solamente de los tipos o<'. y~; así, definimos el producto: 
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( 4) 

En este producto ~ es llamado el "multiplicando" (multiplicand) 

y {!J el "multiplicador" (mul tiplier). 

En cualquier imagen definida de M en Mn sea mn el elemento de 

Mn que corresponde a el elemento m de M; entonces podemos también 

escribir 

(5) 

Consideramos un tercer conjunto ordenado P = { p} con el tipo ordi

nal P =(f, entonces, por (4), 

-
{!; ·Q1 = Í np 1, ( '1\ • ~) ' (f = t (mn) p J' 
t7(. ( ~, '6') = l m(np)1 · 

Pero los dos conjuntos ordenados {(mn)p1 y {(m(n )Json similares, 
p 

y son imagen uno de otro si consideramos los elementos (mn)p y 

ffi(n ·) como correspondientes. Consecuentemente, para los tres ti
p 

pos o<, (!J y O, la ley asociativa 

( 6) (e( • ~ ) • 8 = e<. ( (3. 6' ) 
se cu11ple. De las f6rmulas precedentes (1) y (4) sigue, fácilmente, 

la ley distributiva 

( 7) 

pero solamente en esta fo~ma, donde el factor con dos términos es 

el multiplicador. 

Por el contrario, en la multiplicaci6n de tipos como en su 

adici6n, la ley conmutativa generalmente no es válida. 

lÓ) En Jourdain (1955Y p.". 143 aparece err6rieairente "$egrrent'~ en lugar de 

"remainder". 
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11) Cada conjunto simplemente ordenado M, o lo que es lo mismo, 

cada conjunto ordenado M, tiene un "tipo ordinal" definido, o más 

abreviado, un "tipo" definido, que denotaremos por 

M. 

Por esto nosotros entendemos el concepto general que resulta de M 

si nos abstraemos solamente de la naturaleza de sus elementos m1 y 

retenemos el orden de precedencia entre ellos. 

14) Si en un conjunto ordenado M todas las relaciones de p~~ 

cedencia de sus elementos se invierten, de modo que en todo 

caso el "menor" se vuelve el "mayor" y el "mayor" se vuelve el "me 
11 

nor,nosotros obtenemos un conjunto ordenado que denotaremos por 

*M 

y lo llamamos el "inverso"* de M. Denotamos el tipo ordinal da *M, si 

o<. = M, (lo cual implica O( = Ñ) , por 

*O(. 

Por otro lado, por w nosotros entendemos el tipo de un conju~ 

to bien ordenado 

(el' e2, ... ,ev' .•• ), 

en el cual 

ev-< ev+l ' 

y donde v representa todos los números de cardinal finito en turno. 

Ahora, consideremos cualquier conjunto transfinito M simpleme~ 

te ordenado. Cada parte de M es por sí misma un conjunto ordenado . 
..... 

Para el estudio del tipo M, aquellas partes de M que tienen los ti-

pos w y *w merecen espécial a'tenc'i6n;, las llamaremos "series fund~ 

mentales del primer orden contenidas en M", y la forma -de tipo w-

la llamaremos una serie "ascendente" y a su inversa -de tipo *w-

"" Tambiffi1 llamado "dual" 
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una "descendente". A las series fundamentales del primer orden 

también las llamaremos simplemente "series fundamentales". Así, 

una "serie fundamental ascendente" es de la forma 

y una "serie fundamental descendente" es de la forma 

{ bv }' donde bv )>- bv+l · 

La letra v, como la k, A Yf(, tienen en nuestras consideraciones 

la significaci6n de un número cardinal finito arbitrario o un ti 

po finito (un número ordinal finito). 

Nosotros llamamos a dos series fundamentales ascendentes 

{av\ Y la' v} en M 11 coherent~s", en signos 

si, para cada elemento ªv hay elementos a'~ tales que 

ªv < a'A' 

y también para cada elemento a'v hay elementos a~ tales que 

ª'v<ª/'4' 

Dos series fundamentales descendentes {·bv 1 y { b 'v} en M se 

dice que son "coherentes", en signos 

si para cada elemento bv hay elementos b'A tales que 

y para cada elemento b'v hay elementos bjJ tales que 

b'v>- b,u. 
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Una serie fundamental ascendente { ªv 1 y una descendente\ bv 1 
se dice que son "coherentes", en signos 

( 5) 

si: (a) para todos los valores de v y )A 

ªv < b /1' ' 

y (b),en M existe a los m~s un (por tanto o solamente un o nin-

gÚn) elemento mo tal que, para toda v's, 

ªv <mo<bv. 

' 

lS) Los tipos ordinales de conjuntos ordenados finitos no 

ofrecen especial interés. Es f~cil convencernos de que para uno 

y el mismo número cardinal finito v 1 todo conjunto simplemente 

ordenado es similar el uno al otro, y así tienen uno y el mismo 

tipo. Así, los tipos ordinales finitos simples son sujetos a 

las mismas leyes de los números cardinales finitos, y es admisi-

ble usar los mismos signos 1,2,3, .•• ,v, •.. para ellos, aunque 

ellos'sean conceptualmente. diferentes de los números cardinales. 

El caso es diferente con los tipos ordinales transfinitos; para 

uno y el mism9 número cardinal pertenecen innumerables tipos dif e-

rentes de conjuntos simplemente ordenados, los cuales, en su tota-

lidad, constituyen una "clase de tipos" particular. Cada una de 

esas clases de tipos, es por tanto, determinada por el número car

dinal transfinito a que es común a todos los tipos pertenecientes 
1 

a la clase. Así, para abreviar, la' llamaremos la clase de tipos 

e a J. 
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14) El teorema C a que se hace referencia asegura lo siguien-

te: Cada conjunto finito E no es· equivalente a alguna de sus par-

tes. 

Para llegar a este resultado se utilizan los siguientes dos 

teoremas (Cantor, 1895, §,5}: 

A. Los términos de las series ilimitadas de números cardina-

les finitos 

1,2,3, ••. ,v, ... 

son todos diferentes uno de otro. 

E. Si N es un conjunto con el número cardinal finito v, y N1 

es cualquier parte propia de N,el número carqinal de N1 es igual a uno 

de los números precedentes 1,2,3, ..• ,v-l. 

15) Si al conjunto {v1 es agregado un nuevo elemento e 0 , el 

conjunto uni6n (\v}, e 0) es equivalente al conjunto original {v]. 

Podernos pensar esta correspondencia recíprocamente unívoca entre 

ellos: al elemento e 0 del primero corresponde el elemento 1 del 

segundo, y al elemento v del primero corresponde el elemento v+l 
-

del otro. Ahora, ~orno ({v}, e 0 ) N{vI, tenemos que (~v}, e 0 ) N \v} 

y por tan to ; · · . ' 

ru º + 1 = )'!º . 

1 

16;) Supongamos que dos conjuntos M y N con los números car-

= dinales a = M y ~ = Ñ son tales que a es "menor" que b 6 b es 
1 

"mayor" que a; en signos 
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entonces, por definici6n de "menor" y "mayor", ambas condiciones: 

a) No hay parte de M que sea equivalente a N, 

b) Hay una parte N1 de N, tal que N1NM, 

se cumplen 

17) En Juordain (1955) p. 184 aparece erróneamente wº ~O(. , 

en lugar de wo(O $ P( 

18) En Juordain (1955) 185 aparece ... Lim wo(Ov, p. erroneamente 

en lugar de Lim 
o( 

w Ov 
V 

19) En Juordain (1955) p. 201 aparece erróneamente ~ 
<><: = <><o {2l 

en lugar de <X.{!> =w <><o~~ 
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