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Por lo que respecta a loa modelos do flujo en redes: 
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Por lo que respecta al problema que resuelve este trabajo 
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IS.TEMA DE NUMERACJ:ON 

U:ulo Ht6 d1Yidido • HceionH. DI ••ta 111nera, la 

tercera del capitulo 2 .ti91le el numeral 2.3. 

la• 1ecciane1 de ..a capitulo 1e divid.n en 

Ami, la 1u1t9ec:cHn 2 4e la Hccieln 1 del capitulo 

eor ... 1 lH fitura8 tienen 8U propia --racitln por 

Y a1i teneao1 que el teore .. 3.t •• el cuarto teore .. 

li•Uanente, f.Y . e• la quinta figura del 

1 defin1c1one1, rHultado• MnOru o ejnplo• ion 

1 por 1ecc16n-c:apttulo. 181, al lllltlar de U.3.tJ no1 

1 ·al cuarto reeultado,·ej-lo O defin1cieln de la HCC:16n 

tario ezt:ra, •• 1nterc:ambtar• libr....ate en el testo 

el •de aptndice 1 U) por apMdice A (1). 

1 



RESUMEN 

El problema tratado en este trabajo, se ubica en un esquema de 

Coordinaci6n Hidrot6rmica a corto plazo, i.e. en un esque11a para 

la planeaci6n, hasta de una sell&lla, de uso de recursos 

hidr•ulicos y t6raicos en siste .. s eléctrico• da potencia. Da 

tal forma que cuapliendo con restricciones de operación, •l coato 

d• 9•n•raci6n aea mini•o. 

En este sentido, el problema a resolver se refiere a la 

hasqueda de una solución hidraulica inicial, cuyo planta .. ianto 

en término• matemáticos, se localiza en la clase de proble .. s de 

diatribución, a coato •iniao, de flujo en redes con coato1 

cuadr•ticoa, En este contexto nuestro objetivo ea, dentro de un 

ti••po de •jacuci6n corto, encontrar el attod.o de aoluci6n que 

aejor 1e ajuste a nuestras r•atriccionea. 

Varia• alternativas.son estudiadaaa 

ll Soluci6n del proble .. qeneral de proqr&11&ción cuadr•tica, 

21 Aproximación lineal a la función objetivo y uao de 

aetodoloqias pri .. laa dual••• y 

.. 
• 



3l Técnicas heuristicas 

Se escoqe un método que contiene un heuristico muy r•pido 

(eficiente) que no siempre converqe y, en caso de no converqencia 

Cque son muy pocos> se procede a la utilizaciOn da un alqoritao 

"out of kilter" especialmente modificado. 

Finalmente, como resultado del aniliaia aurqen varios caminos 

para investiqaciOn futura. 
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CAPITULO 1. 

l.NTRODUCCION, 

Los objetivos de este capitulo soni 

ll Ofrecer al lector una idea general del problema de 

Coordinación Hidrot6rmica a Corto Plazo • y su 

esqueu.de solución~. 

· . 2l Ubicar. en el contesto de CH'l'. el problema que resuelve esta 

tésis. dando un breve comentario sobre su planteuiento. 

3l Esbozar el desarrollo que ~e· sique en loa capitulos 
/ 

posteriores para lasolución"de nuestro probleM. 

' . ·-
-----------------------------------------------------------------------------~r 
E:n lo que sique se denominar• por CH'l' a este problema 



l 

El lector que desee mayor información sobre CHT puede 

remitirse <ver biblioqrafia) a CNi,1984J y CNIF,l985J. 

El capitulo l se compone de dos secciones: 

En 1.1 se presenta a grandes razqos el problema CHT y el 

aodelo conceptual para su solución •. De este último, se describen 

las funciones que lo componen y su relaciones entre si. En 

particular, se ubica el problema a resolver en esta t~sis en el 

contexto de CHT y se coaenta su foraulación. 

La sección 1.2 indica ª· !randes razqos el desarrollo y 

contenido del presente tra!>ajo. 
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1.1 COORDINACION HIDROTERMICA A CORTO PLAZO, 

SU F.fiTORNO 
'. ·~ .. 

En el marco de referencia de la operación de sistemas 

eléct~icos de potencia, el problema Cffl' consiste en decidir 

cuáles unidades generadoras <tanto hidroeléctricas, COllO 

termoeléctricas) deben pr~ramarse para ·entrar en operación 

durante c/u de los intervalos,. generalmente horarios, que 

integran un horizonte de planeación entre 24 Y. 168 horas. Clfl' 

debe ainiaizar el costo de operación que resulta del consuao de 

combustible en las . unidades teraoeléctricas y satisfacer la 

deaanda pronosticada de energia eléctrica con un margen adecua.do 

de reserva generadora, respetando las restricciones fi•ica1 y 

operativas de loa eleaento1 del sistema eléctrico de potenciar· 

las unidades gen"radora1, la red de tran1•i1i6n y el 1i1teaa de 

·rio• y va•o• de alaacenaaiento hidr,ulico. 

Una adecuada planeación operativa a ~orto plazo reporta dos 

beneficio• fundamentales• uno, peraite detectar anticipaduente 

problemas de operación y plantear las soluciones conveniente11 y 

dos, por el volumen anual de loa recursos energéticos que se 

J1A11ejan en el pais, cuyo costo en el.mercado internacional es del 

orden de los miles de millones de dólares, permite el ahorro p&ra 

México de decenas de millones de dolares en comp&ración con el 

costo que se obtendria de seguir una estrategia de operación 

diferente a la recomendada. Ver CGZ,198ll. 
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,!' .· 

1 

Planteado en términos matemáticos, CHT constituye un problema .. ... ''. 
de proqramaciOn matem•tica con f. o. y restricciones no ... 

lineales. El gran námero de variables enteras y realeu <al meno~ 

16800 de e/tipo para ·Un sistema de 100 unidades generadoras), asi 

como el gran nállero de restricciones •imples · <cotas sobre las 

variables> y generales (involucrando varias variables> hacen'del 

problema un ejemplo tipico de optimaciOn en 1i1tema1 de qran 

escala (ver CNi,1984]), 

Con el advenimiento de laa computadoras diqitalea y con 101 

avances registrado• en el campo de la proqramaciOn mate9'tica ••, , 

se hace evidente la necesidad.de deaarrollar y utilizar 

m6todos y proqramas de computadora para resolver CHT. De hecho, 

un requerimiento existente para la soluciOn de ~ en el llisteu 

el6ctrico nacional obli9a a dar una buena. soluciOn en tiempos 

razonables de cómputo (60' de procesaaiento central>. 
• . i ' 

Bajo esta circunstancia, el Departui;ento d'Wlisis de Redee, 

de la División de Si1temas de Potencia, del Instituto de 

Inveetiqaciones El6ctricaa ( IIE>, ha desarr_ollado un paquete de . 

proqramas de computadora pa.r~ la solución de CHT en el siBteU. 

el6ctrico nacional ~~~. El paquete se llama SPCP · 

-----~----------------------------------------~---------~-~--~--------------· 

·;!r CCa,1979], donde un extenso comentario .y biblioqrafia aobre las 

écnicas actuale~ y aus posibles tendencias en problemas-de optimación en 
¡ 
::sietemas de potencia a qran esc~la es incluida. 
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(Sistema de Planeación a Corto Plazo1 Coordinación Hidrotérmical 

y ha sido instalado en la computadora VAX/11730 del IIE. 

Algunos beneficios en el uso de este paquete de proqramas son: 

l. Menor costo de operación. 

2. Menor probabilidad de error en las decisiones. 

3. Un sistema de inforaación flezible 

4. Un medio eficaz para evaluar el iapacto de distintas 

estrategias o pr•cticas operativas. 

La fiq. l.I presenta la estructura jer4rquica del aodelo 

conceptual SPCP coao un 1i1tema foraado por cuatro 1ub1isteaa11 

-l Definición de escenario. 

-l Preparación de la información. 

-l C4lculo del plan de operación. 

-l Resultados 

.*•• Para el lector que carezca de información sobre el siste11& el6ctrico 

1nacional se recomienda ampliamente consultar CAG,19Bll, donde una 

descripción de lae caracteristicas m4s relevantes del sistema, 

jerarquización de funciones en · su operadón y criterios operativos ea 

,'.presentada. 
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La tabla l mue8tra las funciones realizadas por cada 

subaisteu. 

+--------------+ I COORDINACION 1 
1 HIDROTERHICA I 
1 CHT 1 
+--------------+ 

1 
1 

+---------------+----------------+-----------------+---------------------+ 
1 1 1 ' 
1 1 ' 1 

+----------+ +-----------+ +----------------+ +-----------+ 
fDEFINICIONf IPREPARACIONf !CALCULO DEL PLANI 1 1 
1 DE I f DE LA I 1 DE I !RESULTADOS 1 
!ESCENARIO I f INFDIHACIDNI I OPEIACION I I I 
+----------+ +-----------+ +----------------+ +-----------+ 

1 1 
+------------+------------+ 
' 1 1 1 1 1 

+-----------+ +---------+ +----------+ 
fCDNDICIONESf !PREPARA- I f SIN?DNIZA-1 
1 1 ICION DE I fCION DE f 
f INICIALES 1 IDAtDS DELI IPARAHEtlDSI 
1 1 ISIStEHA I 1 I 
+-----------+ +---------+ +----------+ 

+---------+--------------+ 
1 1 1 
1 1 '1 

+----------+ +----------+ +----------+ 
f INICIACIOHI fASIGHACIONf I AJUStE 1 
f f f DE 1 1 DI . 1 
1 SEllAHAL 1 1 UHIDADES 1 IGENEIACIONI 
1 ,, ,. 1 1 1 
+----------+ +----------+ +----------+ 

FIG. l.I HDDELO CONCEPTUAL DE SPCP, 
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?ABLA 1 

FUNCIONES DEL SIS?EHA SPCP 

+------------------+-----------------------------------------------------+ 
I SUBS ISIEHA I FUNC ION 1 
+------------------+-----------------------------------------------------+ I DBFINICION I DBFINICION Y CONSULTA DE DATOS HBDIAH?E DESPLEGADOS¡' 
1 DE +-----------------------------------------------------+ 
1 ESCENARIO 1 DEFINICION DE DA?OS HEDIANTE COHANDOS 1 
+------------------+-----------------------------------------------------+ 
1 1 PREPARACION DE DAIOS DEL SISTEHA 1 
1 PREPARACION +-----------------------------------------------------+ 
1 DE LA 1 CONDICIONES INICIALES 1 
1 INFORHACION +-----------------------------------------------------+ 1 1 SINIONIZACION DE PARAHEIROS 1 
+------------------+-----------------------------------------------------+ 1 1 INICIACION SEMANAL 1 
1 CALCULO +-----------------------------------------------------+ 
I DEL PLAN DE 1 ASIGNACION DE UNIDADES 1 
1 OPERACION +-----------------------------------------------------+ 1 I AJUSrE AUIOHAUCO DE GENERAC ION 1 
+------------------+----.-------------------------------------------------+ I 1 REPORTE DE DE EIAPAS INIERHEDIAS I 
1 +-----------------------------------------------------+ I RESULIADOS I RESULIADOS FINALES I 
1 +-----------------------------------------------------+ 1 I RESULIADOS GRAFICOS 1 
+------------------+-----------------------------------------------------+ 

...... 

Entocaao1 ahora nuestra atención al subsiste.. CALCULO DEL 
PLAN DE OPERACION, el cual constituye la parte aedular en la 

1olución del problema CH'l'. De hecho, 101 otro1 tre1 1ub1i1tema1 

ion creado• coao una .. nera de dar soporte a ••ta. 

El 1ub111te11& CALCULO DEL PLAN DE OPERACION resuelve el 

problema Clfl' para el escenario definido por. el 1ub1i1teaa 

DEFINICION DEL ESCEJfARIO. Mdcuente, el plan resultante 

incluye, para e/hora, el estatus de las un1dade1 9eneradora1 
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'., i•·• ..... tr !·. 

1 
•l\·1f:...·,:.~/. 

Carruque o paro> 1 el p.nto ••• de ~rac:l6n de las wa:ldadH t~f~~,.~:'.'. 
linea. 

El e...- d8 •oluc16n _,1 ... 0 H empane ele vario• 

in- 1 : 1 r~.1 ·:· i 'l 
,,·J1.,, e·.;~ :i:~.b(l~ A.::~ 

,.._'··;:nu. 
,.ra:lte la interacc:lon al final 4e clwio de ••tu para que el 

ueuar:lo, con eu eJlf8rienda, oriente el procHo de ......... o H 

entere de proble .. • en las cond1c:lonee operat:l~•· ante• de que 

Hc0ft8ma "" •ror t:lapo de ejecuetOn. E9taa' etapa• de 

aoluc:ldn aon1 

al Iniciación leMnal CII>. 

bl bitnaci6n de unidaclH CAU>. 

A cant:lnuac:lon, .. pn ... ta ""bre..Wc--.tar:lo de lo• ,.10• 

•1 .. .,... ele aoluc10n1 

In:lc:lac10n hanal 1 · 

lu objetivo e~prcÍporc1Clllaf' ~V~~- intc:lal de a,.raciOÍ. 1181 

1:llt- ele plutA. bidropt~~~ ... • n:lnl laorario, ea"" 

· tilllfO d8 e:fecuéHn ra1onu1..ente corto. DI Ucbo, el 

praltl-. a rHolwr en 81ta t••t• . lurp durante el 

dearrollo de Hta etapa. Una •ror 1nformc1tln aabre 11 1 

la ' fonulac16n del prabl ... a rHolftr, .. po1,.._. 

-tanMMnte. 
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Alli~cidn de Unidad•• 

A partir de loe reeultado• que •• olttienen para p~anta• 

biclroelktrica• en IS, ••te paeo obt1ÍtM una a•i9Nc:ldn 

ec~1ca a nivel borar1o de unidade• btdro 1 

tel'909lktric:aa, reepetando li•it•• de aperacidn 1 de 

reHrva f9Mr-4ora. 

&juete de Generacidn 

Bete paeo tiene por objeto verificar violacione• a la• 

reetrtccionee lle red de tran .. i•ión 1 en caeo nece .. rio 

rldtetrtlluir la ganeracidn de la• Wlidade• .a•itnlda• para 

eli•1nar violaciones. 

1.1.1 IIICIACIOS IDWW. f 1U Dl'1'0RIO 

lln' lo• parrafo•. antedore• H camlntó f1U9 el abjet1w de 11 H 

proporcionar un plan prel181nar de operacidn del •i•t- de 

planta• b1dr099Mradoru, a nivel horario, en wi t1911PO de 

ejec:ución rasonablaente corto. De manera 116• upUcttaa 

IS tiene por objeto obtener una ••ti .. ción prel1•inar de la 

ene191a 1 volumen•• de agua que ••r' poeible turbinar por planta 

bidroeltctricá, para que el uauario analice el efecto de 

diferente• , alternat1'ftll de u10 de ..,. en loa vaH•1 ad-*•• e• 

i11POrtante decir, IS deber' elal»orar el plan con una ~ 

aprost•cidn 1 en wi tillllFO corto de ejecución len particular, un 
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satisfactorio prograaa de qeneración de plantas hidro debiera 

obtenerse en menos de 3' de procesamiento central>. 

Coao el lector puede observar, IS es sólo una herramienta 

preliainar en la solución de CH'l', ejecutable en un tiempo muy 

corto (3' de proces .. iento va 60' del problema completo> y 

susceptible. de caabios en las otras etapas .que componen el 

subaiste11& CALCULO DEL PLAN DE OPERACION. No debiera, por tanto, 

pretenderse. dar una aodelación completa del sistema 

hidrogenerador1 llAs bien, la idea es relajar la aodelaciOn 

considerando sólo las restricciones llllls representativas. 

La fig l.II presenta el esquell4 funcional de IS. 

1-10 



+------------------+ 
IH IC IAC IOH 

SEHAHAL 
+------------------+ 

+----------------------+-------+-------+---------------+ 
1 
1 

1 
1 

+-------+------------+ +------------+ +-----+----+ 
fLEC?URA, PREPARACIDHI 1 1 
I Y VAL IDAC ION DE f I PLANIFICADOR 1 
f DATOS 1 1 1 
+------~-------------+ +------------+ 

1 
1 

f ESCRitUJIA 1 
1 DE 1 
f RESUL?ADOS 1 
+----------+ 

+------------+-----------+ 
1 1 1 

+---------+ +----------+ ·----------· 
I DISACO· I IASl&llACIONI IBI"ULACIOlfl 
IPLAlllllfOI 1 POI 1 I I 
1 I 1 Ilf?llUALOSI f HIDHULICAf 

+-----~---· +----------· ·----------· 

na. 1. JI ISllUlllA fUNCIONAL DI IS 

1 
1 

+----+--+ 
1 1 
jEHOIESf 
1 1 
+-------+ 

tJn caMntario •abre e/u de lH tarH H1C)Mda• a 11 .... e1cr1be · 

a cont1nuac1dna 

r.&'l'URA. PRBPARICIOJI f VALID&CIO• IE Dlm>8 

lu fwac1dn H leer, preparar 1 validar 101 dato• requerido• 

por IS para •u ejecuc10n. E8to1 dato• ae encuentran 

a1 .. cena401 en 101 arcbiYO• del u1uar10. 
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PWIFICADOR 

CaHtitu:re la parte Mdular de IS. Su función H obtener un 

plan de operación del •i•t• .. hidr09eneradar utilisando el 

eecenar1o leido en la tarea anterior. Loe pHo• uNdo• :r 

_..,. ~reve deecripci6n •• .ueetra a continuaci6n1 

Su objet1YO •• relajar la re•tr1ccidn ••ociada al 

llalance bidr•uUco entre neo• Cnbalee•> en cucada. 

Ad1c1ana1Mnte. detera1na la praduccton de enervta por 

planta hidro en el horizonte de planeación a trav•• de 

• un PPL .,.. aini•h• el coeto de pneracidn teno. un 
comentario lli• esteneo •• encuentra en DIIF,1985J. 

AIICJIACIO• POR Ill'l'DlVALOI 

lu objetivo e• deteninar el plan de aperacidn. • nivel 

)M)rario, en l•• plantali bidrqgenerador••· Tal plan e• 

obtenido al dietribuir la enerqia de e/u de l•• planta• 

hidro a traVf• de lo• 1nterYalo• del boriaonte de 

planeacidn, uundo un al9arit110 de •raNje de pico•·· 

El proce•o para detera1nar el plan de operact,dn e• 

definido CGllO un PPC :r con1titu;re en 11 el probl... a 

re1olver en eete trallajo. ta faraulacidn cC111Pleta del 

problea :r alguno• c0Hntario1 •obre ••ta ·1e poepanen 

.... nUne ... nte. 
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SIMULACIOI HIDRAULICA 

Su objetivo H obtener una eattacidn •• rHl:l.•ta del .... 

plan de operación construido. En particular, H 

introducen restriccion•• del aiateaa que no fueron 

conteaplada• en el paso anterior. Un c011entario 1114• 

esten•o •e encuentra en CNIF,1985]. 

ESCRITURA DE RESUL1'AJJOS 

Su func16n ea .. crtbir en lo• arcbivo• del usuario, •l plan 

de operacidn obtenido. en la tarea PLAlfIFICADOJI •. 

ERRORES 

Detecta loa error•• en datoa, 1ncone1atencia• . ·o· 

fi '1\:> 

1nfactib1lidad.. del eacenar1o 7 detiene la ejecucidn del · · · 

probl••· 

'.',. •' 

1.1.2 EL PROBLDIA JE ASICJUCIOI POJI IftERVALOI. 

PLAll'l'EAHIDl'l'O Y Cota'l'ARIOS. 

Dtn6tHe por 
>. ,, 

;¡.. 
p conjunto de planta• hidro1 

\,. :. 

I conjunto de intervalo• borarioa en el bor1sonte 'de . 

planeaci6n1 

p indice de l• planta P• "•1' 

i indice del intervalo 11 
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e(pl enerqia disponible de la planta p en el horizonte de 

planeación; 

G(il limite superior de qeneración en el intervalo i; 

H(i,pl generación de la planta p en el intervalo i; 

HU,p) limite superior de generación de la planta p en el 

intervalo i; 

_!!U,p> li•ite inferior de generación de la planta p en el 

intervalo i. 

El planteamiento aatellático para el problema de asiqnación por 

intervalos es1 

Hin Z • l l 
p i 

1.c. 

2 
CHU,p)J 

l H<1,p> • e<p> Y p e P 

i 

l HU,p)iG(i) Y i e I 
p 

Oi!!,<i,p>iffU,p>iHt'i,p> v 1 e 1 , v p e P 

AlCJUnOI comentario• a e/u de las restricc.iones y la f. o. del 

problema introducido se presentan a continuacioni. 

Rl1 l H<i,p> • e<p> v p e P. 

i 
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Esta familia de restricciones reUeja fielmente la idea •'de,., 
l'.' .. ,1'..'t1~.,,,~;..:1 

distribuir la ener9ia de las plantas hidro a través del horizon~~ '•) L•t 

de planeación, idea que constituye la esencia de la etap~'.\'.r)~ 

ASIGNACION POR INTERVALOS. 

R21 l H(i,p) .i G(i) 

p 

Y i SI 

La familia de restricciones R2 forma parte de las restricciones 

operativas de Cffl' e· indica que la generación total por intervalo 

debe 1er menor o igual que un li•ite especificado y definido por 

el usuario. Esta restricción incorpora la experiencia operativa 

del usuario, pues se conoce que, restrinqi6ndo la generación de 

9rupo1 especifico• ·de plantas puede controlarse el flujo de 

potencia en enlace1 critico• y/o reducirle el rie190 de perder la 

estabilidad del sistema de generación ante deter•ina.d&1 

cont1n9encia1. 

R31 o i'!(i,p) ! ff(i,p) i H<i,p) V p e P, y i e I. 

La familia de restricciones R3 forma parte de la familia de 

restrt.cciones operativas de CHT e indican que la qeneración por 

planta-intervalo debe acotarse entre li•ites especificos. Los 

li•ites de e/planta son diferentes en los distintos intervalos. 

Por óltimo, la f. o. se forma como la sUJla al cuadrado de las 

qeneraciones planta-intervalo en todas las plantas e intervalos 

del horizonte de planeación, retratando, de esta 11&11era, la idea 

de "rasaje de picos" de la etapa de aaiqnación por intervalos. 
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Resta por comentar al9unos puntos correspondientes a la 

di.1111ensión del problema y loa requerimientos asociados al tiempo 

de ejecución. 

Usando un modelo reducido del sistema eléctrico nacional 

CfPf=ll) y si el horizonte de planeación ea de una semana 

<Jil=l68), el problema a resolver incluye más de ·2000 variables, 

igual nWllero de restricciones simples y cerca de 200 

restricciones generales. 

Por otra parte, un requeri•iento asociado a la solución de 

este problema es que el tiempo de ejecución no sobrepase llás de 

90• de procesamiento central. De tal m1111era que todo IS no 

sollrepase su requerimiento 1114ximo de 3'. 

1-16 
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l. 2 CO!-'iEin'ARIOS AL CONTENIDO DE ESTE TRABAJO. 

Una vez planteado el PPC asociado a la etapa de ASIGNACION POR 

INTERVALOS, la idea de esta tesis consiste en analizar, discutir 

y comparar diferentes alternativas que permitan la solución 

eficiente del problema, aprovechando de este estudio aquella que 

mejor se a~uste a los requerimientos <tiempo de procesamiento no 

mayor de 90") para su impla.ntación en computadora. 

Adicionalmente, es objetivo comentar los resultados .de la 

implantación, recalcando la posibilidad de continuar la 

investigación en aquellos puntos de interés localizados durante 

la solución del probl~ma y que permitan tener una mejor 

perspectiva de él y su circunstancia. 

En este marco de ideas, el trabajo comienza por analizar las 

dificultades implicitas en el manejo de la!. o. no lineal; 

estudiando como cualesquier PPC, <O>, puede ser convertido en un 

cuasi PPL, digamos <Q'), de mayor dimensión que el problema CQ> y 

ser resuelto aediante una leve 11odificación del algoritmo simplex 

Cver 2.1). Desafortunadamente para nuestro problema particular, 

la dimensión del nuevo problema haria que el tiempo necesario 

para su solución mediante algún paquete de programación lineal 

vaya mas alla del tiempo requerido, haciendo prácticamente 

imposible su uso. 
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Como contraparte, y en un afán de aprovechar ia estructura de 

red de nuestro problema <ver 2.2.1), el trabajo desarrolla una 

transformación que permite eliminar las cotas inferiores sobre 

los arcos <ver 2.2.2), seguida de una aproxi1:1aci6n lineal a la 

f.o. <ver 2.2:3>. De eota manera, al problema oriqinal le ea 

asociado un nuevo PPL perteneciente a la clase de problemas de 

flujo a costo minimo o bien a la clase de problemas de transporte 

capacitado. En eote contexto, el estudio se orienta hacia el 

desarrollo de metodologiaa primales-duales que deriven a la 

solución de este problema. 

La primera de ellas es el Alc¡oritmo Primiil-pual, AP-D, <ver 

2.3) que constituye per se una herramienta c¡eneral para la 

solución de PPL's. El interés por analizar este iútodo r~dica en 

que fue construido a partir de un algoritmo meno• general ideado 

para ciertos problemas de redes y proporciona la clave para 

generar algoritmos especializados para muchos problemas 

relacionados con 9ráficas. 

Referente al AP-D, el trabajo incluye la expodci6n formal del 

método <ver 2.3.~l y su especialización tanto en los problemas de 

flujo a costo minimo <ver 2.3.2> como en el problema del 

transporte <ver 2.3.3). Además, es a partir del éxito obtenido 

en la aplicación del AP-D al problema del transporte que resulta 

de interés analizar y desarrollar el problema de transporte . ··.·.· 

capacitado con función de costo convexa y lineal por pedazo~ bajo 

la estrategia del AP-D (ver capitulo 3). Alqunas deficiencias 
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surgen tras haber incorporado dicha herramienta, de tal manera 

que no hacen pr4ctico el uso de esta opción <ver 3.3). 

La segunda metodoloqia pri111al-dual 

Kilter, AOOI<, desarrollado por D. 

es el algoritmo Out Of 

Fulkerson <ver capitulo 4), 

que proporciona una herramienta general para la solución de 

problemas de flujo restringido a costo minimo. 

Aqui, el trabajo desarrolla formalmente el estudio del AOOK 

<ver 4.2, ••• ,4.6), mostrando que las dificultades inherentes a la 

metodoloqia AP-D del capitulo 3 no aparecen en este caso. 

Asimismo, la facilidad de comprensión hace de esta alternativa 

una buena opción para resolver nuestro problema. Luego, el 

trabajo ha implantado dicho método <ver 4.7> a travts de un 

programa estructurado, incluido en los ap6ndices, escrito en el 

lenc¡uaje Fortran-77 de la computadora VAX/11730 del IIE. 

Por otra parte, y sali6ndose de las metodologias 

primales-:duales, el trabajo propone en forma alternativa una 

hOsqueda heuristica <ver 2.S>, denominada por HEURIST en el 

trabajo, para· la solución del problema de asignación por 

intervalos, la cual ha sido desarrollada y probada en el mismo 

sistec.:i VAX/11730 dcnostrando nu eficiencia para determinar la 

solución. 

Finalmente <ver capitulo 5), el trabajo selecciona un método 

que contiene un heurístico muy "rápido" que no siempre converge 

y, en caoo de no convergencia <que creemos son muy pocos) se 
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procede a la utilización de un AOOK especialmente modificado, 

i. e. que explote algunas de las particularidades de nuestro 

problema. Además, se deja abierta la posibilidad de continuar la 

investic¡acion de. tal manera que sea posible "correqir" laa 

deficiencias de la aplicación del AP-D en nuestro problema. 

! ·.: 

:'. 

·,,': 
,'!·. 
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CAPITULO 2 

AL'l'ERllATIVAS DE SOLUCION 

Coao su noabre lo indica, el presente capitulo consiste en el 

desarrollo de curaos alternativos de acción o soluciones 

tentativas que parezcan proaetedoraa en Urainoe de los 

requeriaiento1 asociados a la solución de nuestro proble... En 

lo que ai9ue, dichos curaos o soluciones asU11irin la fora., de 

desarrollos .. teuticoa que pueden ser estudiado• con 

inetruaentoa apropiado• del oficio, o b16n, construidos a la 

aedida para ajustarse al proble .. del aundo real. Conforae 1e 

presente e/opción se BUS respectivas 

deficiencias, lueqo ser• necesario desechar alCJUn&• soluciones 

que iniclalaente parecian pra.9tedoras. 
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Una perspectiva del capitulo se presenta a continuación: 

ll Un primer enfrentamiento con el problema original indica que 

éste pertenece a la clase de PPC'.s. La sección 2.1 presenta 

una metodoloqia que permite resolver el planteamiento qeneral 

de este problema mediante una especialización del algoritmo 

simplex de proqramaci6n lineal. 

2l Dejando a un lado el desarrollo de proqramación cuadrática, 

la sección 2.2 explora la estructura de nuestro problema. 

Como resultado, se asocia un problema de flujo en redes a 

costo ainiao en donde se hlin eliminado las cotas inferiores 

sobre el flujo en loa arcos. Adicionalmente, se incluye un 

estudio que permite realizar ' una aproximación lineal a 

cualesquiera f. o. convexa del problema de flujo en redes • 

. En particular, este óltimo estudio s.e aplica a la versión de 

redes.de nuestro problema. 

3l A partir de· loa resultados descritos en 2J, la sección 2.3 

representa un punto de transición en el desarrollo que se 

viene realizando en este trabajo, pues se pasa de la 

aplicación de alqoritmos qenerales de proqramaciOn lineal a 

alqoritmoa ~s especializados para ciertos'problemas de flujo 

en redes, . todos ellos derivados del Algoritmo Primal-Dual, 

AP-D. Tanto'el desarrollo del AP-D como aplicaciones para el 

problema del transporte y el problema de flujo' a costo minimo 

son presentados en esta. sección. ' 
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También, se ·incluye un estudio sobre la transformación de' ' 

Waqner, la 
...... 1 

cual brinda una equivalencia entre problemas de . ;· 

transporte y problemas de flujo a costo minimo. Finalmente~ 11• 

se deja abierto el camino para en los si9uientes capitulas 

sequir explotando los desarrollos primales-duales en la 

construcción de alqoritmos especializados para la solución de 

nu~~Ltu problema. 

4J Por último, el desarrollo expuesto en la sección 2.4, ofrece 

un enfoque conceptualmente distinto al de las secciones 

anteriores al proponer un heuristico para resolver nuestro 

problema; en caso de que el heuristico no finalice con una 

solución factible, el desarrollo se complementad. con el uso 

del al9oritmo de Ford y Fulkerson para 'el problema de flujo 

mbimo < AFF > • 
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2.1 PROGRAMACION CUADRATICA 

Tal y como se indica en los parrafos anteriores. el problema_ 

al que nos enfrentamos se ubica en la clase de PPC's. r.uego~ 

resulta de interés conocer alquna metodoloqia que nos ayude a 

resolverlo. 

El PPC se refiere al problema de _maxiaizar o minimizar una r~ 

o. cuadr4tica sujeta a .restricciones de tipo lineal. Su 

diferencia respecto al PPL, consiste en _ que el_ PPC también · · 

incluye en la f. o. tér.ainos <X<H> y·X<j).X(k) <:J1'k>. De 

esta forma, ae deaea encontrar X(l), K(2), ••• , X<n> + 
n 

l 
a.e 

n 

<PPC> l 
j=l 

C(j) X(j) -

XCj) 

1 

2 

n n 

l l· q( j,k) X( :J> X(k) 

::l•l k•l 

i bU> Vi•l, ••• ,a 

Yj•l, ••• ,n 

donde.las qCj,k) son constantes dadas+ q(j,k)•q(k,j>. 

Diferentes &l9oritaoa han sido deaarrolladoa.para el PPC donde 

la f. o. ea . una función cóncava. En particular, ae 

desarrollará uno de eatoa métodos, el cual supone que la f. o. 

ea estrictamente cóncava, y que ai•ple•ente necesita del aétodo 

simples con una· liqera modificación CH,195~1~ Para ello, ae har' 
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uso de las condiciones de Kuhn y Tucker (las personas con escaso 

conocimiento de este tema pueden remitirse a CHL,1974J para más ... / 

inf ormaciOn) • Es conveniente indicar que el cumplimient~ de . 

dichas condiciones para un punto X, no qarantiza que el punto sea 

Optimo. Las condiciones de Kuhn y Tucker s6lo son·condiciones 

necesarias pero no sut'icientes.para la optimalidad. Sin elllh&rqo, 

A~~egandn condiciones . adicionales de concavidad en la f. o. y 

convexidad en las restricciones, X es una solución Optima si y 

sólo si las condiciones de Kuhn y Tucker son satisfechas. 

Pri•eramente,. ae formulan las c~ndicionea de Kuhn y Tucker 

para· el. PPC. Una forma conveniénte de expresarlas en este caso 

881 

n • 
I. 

,, 

I q(j,k) ·xo.> + 11<i', j) Y<n+i) - •Y( J.> = C< jl. j=l, •• ,n (2.1.li 
'·' 

k=l i=l 

n, 

··I '' 
a<i,j) X<jl + X(n+il = b(il, i=l, •• ,. (2.1.2) 

j=l 

X<jl ?. o .j=l ,2, •• ; •. ri+at (2.1.3) 

Y(jl ;>,o j=l,2, ••• ,n.+111 (2.1.4) 

Xl .j) Y< j )aO j=l,2, ... ,n+• (2.1.5) 

!·-

. donde las YCn+i> son 'de·'~lguna forma . an&loqas a las variables 
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duales de programación lineal y donde VCjl <1~1,2, .•• ,nl y X<jl 

(j=n+l, .•• ,n+ml son variables de holgura. 

Dado que la f.o. ae supuso cóncava (de hecho estrictamente 

cóncava), y las restricciones que componen el problema son 

lineales Cde hecho convexas), se tiene que CX(l), .•• ,X(nll es 

óptima si y sólo si existen valores de X(n+U, ••• ,XCn+ml, 

YCl), ••• ,YCn+m) + (X(l), ..• ,Y(n+m)) satisface las ·condiciones de 

Kuhn y Tucker. El problema se reduce entonces a encontrar una 

solución factible a dichas condiciones. 

Oba6rv~•e que a excepción del grupo de restricciones (2.1.5), 

las é'.:ondtciónea de optiulidad son restricciones lineales para 
' . . . 

:Z(a+n) varial>lea. Aán .ta, este grupo de restricciones indica 

que no se permita a las dos. variables X< :f> y Y(j) ser varial>les 

básicas cuando ae consideren soluciones b6aicaa factibles no 

deqenerada•~ 

Por, lo tanto, el probleaa ae reduce a encontrar una solución 

inicial básica factible a cualquier PPL teniendo esas 

restricciones, sujeto a las restricción adicional dada por la 

faailia de restricciones contenida• en (2.1.5). 

Si no hay una solución inicial b.iaica factible que se deduzca 

f6cUaente, la t6cnica de prograaación lineal est4ndar 

introducida varial>lea artificiales que aon f.inalmente forzadas a 

abandonar la base. (recu~rdese, por ejemplo,< la fase I del 

utodo de lal doa faaeil de proqraución lineal). 
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Supóngase que b(i) l O <i=l, ••. ,m), las variables básicas 

iniciales para el segundo grupo de ecuaciones serian X<n+i). .., 

; ·t. 

Sin embargo, dado que la mayoria o todos los coeficientes C(j) 'I ·, 
T :'!. 

normalmente son positivos, no es obvio indicar qué variables 

básicas ser4n las iniciales en la otra familia de restricciones, -

(2.1.1). Sean Z<l>, Z<2>, ••• , Z<n> las variables artificiales en 

<2~1.1) + Z(j) l O Yj 0 1, .. ,n. Las ecuaciones ser4n (salvo que el 

coeficiente de Z< j) es -1, _cuando C< j) < O) 1 

n m 

l q<j,ld xo.> + l a<i:j> Y<n+i> - Y<Jl + ZCj> = C.(J> YJ=l, ... ,n <2.1.G> 

k~l- i=l . 

La técnica·de la restricciOn artificial ofrece una solución 

~sica factible con la cual se inicia el proceso para encontrar 

la solución Optima. Sin ellharqo, una solución b•sica factible a 

este pr_oblema artificial, es factible para el probleu real si y 

oOlo si Z< j >•O Vj. 

Por lo tanto: 

·)'., :··,. 

-.: 
.. ,!· 

,'¡' 



,,(· 

n 

~ Z ( j) debe decre1entarse ha'lta cero para obtener la solucidn '..:.: :~i 

j=l deseada. Para llegar a este punto se necesita: 

Comenzar con la solución b4sica factible inicial para el 

problema arti!lcial y aplicar una modificación del método simplex 

al siquiente probleaaa 

s.c. 

n 

n 

Hin l ZC.jl 

j=l 

11 

l qCj,k) Xlk> + l aCi,j)YCn+i) .~ YCj) + Zljl=C(j) j=I·, •••• n C2.1.B> 

i=l 

n 

¿ a(i,jlXCjl + X(n+i) = bCil i=l, ... ,. (2.1.9) 

j=l 

XC J>?..O j=l,2, ... ,11+n (2.1.10) 

Y< j)(O j=l,2, ... ,a+n (2,1.11) 

zc .i>~.o j=l,2, ... ,n (2.1.12) 
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La modificación es que no se permita, a Y(jl ser una variable 

b.tsica siempre que X( j 1 ya lo sea y viceversa (j=l. 2~ ... ,m+nl. ,:: 

Esto ase9ura que K(j)Y(jl = o Yj. 

Una vez que se obtiene la solución óptima al problema 

artificial a 

A le , A A 
(X(l), ••• ,X(n+ml, Y(l), ••• ,Y(n+m), Z<ll=O, ... ,Z(nl=OI (2.1.131 

le le 

<X<l>, ••• ,X(n)) es la solución 6ptiu. para el ori9ina.l (PPC). 

Es necesario observar que la •etodol09ia desarrollada 
' ' 

transfiere un oriqinal <PPCI con n varia.bles' y •+n restricciones 
. " <n restricciÓnes de no neqatividad), en un PPL ,de 3n, + 2• 

·)c., 

varia.bles y 4n + 3• restricciones (Jn + 2• restricciones de no 

neqatividad). 

tueqo, el proble•a al que se enfrentar• este trabajo 

aU.entaria de di•enli6n, de tal fona que , result•ria 

pr4cticuent~.' i•posiJ:tle solucionarlq •ediante ·.un pa~te. de 

proqramaciOn lineal 1 en un tieapo· de ejecución corto. De.donde~ 

la bl'.lsqueda de'una •ejor alternativa prosique • 

.,·: 
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·2.2 ALGUNOS ASPECTOS IMPORTANTES DE NUESTRO PROBLEMA 

En qeneral, cuando un equipo de trabajo se enfrenta a un nu~vo 

problema trata de abstraer su esencia y determinar si ese mismo 

tipo de problema se ha estudiado previamente. Si los inteqrantes 

del equipo encuentran uno semejante en su propio campo, puede 

determinarse si ciertos métodos usados anteriormente oueden 

adaptarse al que ahora se estudia. De ese modo, los diversos 

miembros, con sus antecedentes respectivos, pueden aplicar 

métodos o crear nuevos. Es en este proceso de exploración ·que se 

obtienen las ideas a las cuales se referir' la presente sección. 

Asi, la suhsecciOn 2.2.1 asocia al problema ori9inal la 

estructura de red (de hecho, se asocian dos estructuras> y da la 

pauta para que la suhsección 2.2.2 presente un método qeneral 

para eliminar las cotas inferiores sobre el flujo en los arcos~ 

dicho método se aplica a las redes asociada• a nuestro probleraa. 

Finalmente, la auheección 2.2.3 estudia una forma de aproximación 

Une.al a la f.o. cuadr•tica de nuestro problema. 

,,.., 
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2.2.l APROVECHAMIENTO DE LA ESTRUCTURA DE RED -

Dado •l probl•-

Hin Z • l l 2 
CH<i,p)l 

a.c. 

i p 

l H<i,p> • e<p> Y p e P 

1 

l _HÜ',p) i GU> Y 1 S I 

p 

. O i !;!<1,p) i HU,p> i·H{:l,p) Vi, Vp 

(2.2.0) 

(J,2,l)' 

el. 1»riller . 'a1pecto · interelante ea que .lH fu1Ua1 de 
',•; ,· .. 

, reatricdonea <2~ 2. U, :C 2. 2. 2>., < 2. 2. 3) pueden iriterpretarae en 

'>\in& z:9d como" la ~icada:;en la fiq.: · 2~1.a>. De .. hecho en eita 

'i~~ · él .. proble~ H interpreta coao enc:antrar. wa 1•t flujo de 
. walor I' e(p)': c:cÍn c~ato •intlio, .aujeto a . rHtric:c:lané~ ~atire el 

... '", ""·"" ·, " ' ' ' 

flujo en c:/arco <co~ :lnfert.or 1 auperior> 1 a rHtdcc:ianH de · 

c:anaerwad6n:de flujo en e/nodo (flujo ntel'no). 

~.esta foru, •1 f+'u) '<(U>> repre~entan el flujo total que 

· • Hl,e (8ntra) del· (al). noclo i a tr.av61 d8 101 iarcoa de lA rltd, 'f 
•., ( . . •. 

, dtÚ ea el P.r'11atro flÚjo é:starno del .. nodo 1, H d•btÍ 1atiafacer 

... 
· f U) -f. CH • .. d(i) (:1.2.4) 

: 'J, ·'· ;. 

,._ •, 
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'' 

'\ 
1 

(Se conviene desde ahora, 

incluidas en este trabajo, 

l :1 ~·'. 

y para efectos de las fiquras'f {~'/- · 
?.''·~·· .,. i~>·' 

en que si para una red N existe11 '''\ , !' 

v6rtices en.loa cuales no se indica su flujo externo, 

cero). 
.. · .·'.;; .1.~1IG011f:· 

·:· r ,;i:U1: 

El costo asociado. por unidad de flujo que circula en 

cualesquiera arco, asi ·· co•o las restricciones de 6ate, se 

encuentran. indicadas en la siquiente tabla1 

-------------~----~--------------------------------------------

ARCO COTA INFERIOR COTA SUPERIOR COSTO 

(s,p) o e<p> o 

. a ,., 

!!<i,p)' -(p;i) .. H< i,p) CHC i,p)J · 

U,t) o 'GU> o 
,·· .;.~----------------~----~-~·.;..;.. _______ ~~'----~--~----------~-------

... ·-
. Para finalÍzar, obs6rvese que si el flujo ea de v•lor I e<p>, · 

' . ' ' ,· ~ 

' entonces loil arcos (. ,p), y p e p, se encuentran aaturadoa. 

.. ,,. 

,\ ·" 

Por otra parte, una manera alternativa, y de hecho 

equivalent,e, de visualizar el problema• con una estructura de red 

es la ·aig\.aiente 1 · · 

.,', \ 

', ' 

' ' 

'',"¡ 

. '•.'. 



Supónqase que IPl=n, entonces introduzca una planta artificial· 

!S=p(n+l) + la ener-qia asociada a dicha planta sea! G(il-l:e<pl', 
l , 

su costo por distribuciOn sea cero y las cotas asociadas a los 

arcos <P,il, i 6 I, sean !:!Ci,P>=O, HCi,p> • 00 

De esta for11a~ el conjunto P obtiene un nuevo elemento y la 

ener9ia distribuida por las plantas del nuevo conjunto P es iqual 

a la ener9ia requerida por el ,.conjunto de intervalos I. 

La red asociada a este nuevo plante .. iento se visualiza en 

2.I.b). En dicha, red, el probleaa·se traduce a coao encontrar 

una 41•tr1buc1ma el• enerpa .• co•to •1n111D que a90te ,'. la enerc¡1a 

de la• plantaa'r·cumpla lo•·U•it•• de tranaia16n par intervalo. 
' . ' . ' . . ' 

. ' ' 

Ad.nU.4• Atiafacer 11&ra e/u de 1~• arc:o8 Cp,U, p 8 Pe 1 8 I, 

tanto. la• co~• •uperlor .. ciic1,p; > ce.O lu Inferior .. C!!Cl,pU. · 

Flnalilent•, _el .coato aaociado por distribuir enerc¡ia de la planta 

p al intervalo i', Clf( i ,p>) .. · hereda del costo indicado en la f. 
. .·.. 1 

o •. del probl•• ant~rior· CHC:f.,p>J, ex~epto para is · cuyo coito. 

colÍlo ae indicaba ea:cero. 

En resumen, la taaede exploración del proble11a ha redituado 

en dos aocleloaequivalentea.de flujo en redes. La iaportancia de 
. . ' ' ' . 

eat~ paso.radica. en que deade el desarrollo del .. todo liaplex 

por O. Dantzif, en. 1947, 101 aoclelo1 4• flujo en redes han lido 

exhaú1t1vuente Htudiadoa, ·debido .al hecho de que existen 

nuaero1a1 aplicaciones. para-ellos. Adelli~ de que dichos •oclelo1 

exh~ben una estructura 111.a bien elegante, que puede ler explotada 

en el desarrollo de al9oritaó1 eapec1a11sados que produzcan 

2-13 

···: 
•• >e ' 

. ! '·.,. ' ~ 

., 
'; 



soluciones ús eficientes, en tiempo y costo, que 11lqoritmo11' 

generales. Aún a.ta, la qeometria de una red puede ser f4cilment•)-'h,' 

expuesta en una figura bidimensional, simplificando 'la,· 
,('; 

comunicación en el desarrollo del a~lisis del problema. 

"' 

,., ... ' 

~:· r ' ; ' 

;;;·. 

,,'< 
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,_ .. -; 

: ·.\ 

·. ,..,::' 
.,·. 

',· .. • 

(coto inf. ca1to, cota, sup.) 

MtruJo Hftmo 

't;Gur02.J a) Red GIOCIGda o ... nlfrlee10• 12.2.1), (2.2.2), (2.'2.5) 

( coto 1nf. coito, cota 1up) 
M t1u10 11terno 

•cierta 

'.·· '(1(1)) (-G(IJ) ·. 

i·.:. 

'[•(2)J [-G(~)) ,· 

.· (lfn)) 

r111ura 2.1.1t> 1ntroduc:c1on de la planta orht1cíat p 
. . . . .-,:' 

' \ .. 

•,í 



2.2.2 ELIMINACION,DE COTAS INFERIORES -

Una vez construidos loa problemas de flujo en redes asociados 

a las fiq'a, 2.I.a> y 2.I.b), resulta de interés practicar una 

s1mpUficaci6n en au estructura; de tal manera,, que se haqa 

aenoa complejo <u• f4cil> •u une.jo y adicionalaente se obtenqa 

·un ahorro de aeaoria durante la implantación en computadora del 

utodo de.solución apropiado. 

En este eentido, ee ótil conocer la posibilidad de .. expresar 

cualquier probleú de flujo en redee con .cotas inferiores 

diferente• de cero en •u• arcoe, coao un proble .. con todas sus·', 

cotas. inferioree iquales·a cero, ver CJB,19801~ En particular, 

eato per.ité borrar la cota inferior en los arcoede la lista de 

paruetroa traa bacer ··la •iCJUiente traneforaciOn para e/arco , 

· U,j) con una cota inferior :aU;::I>'º· 

PROCESO PARA LA ELIHI1'ACIOlf 

DE COTAS INFERIORES 

l. Reaplace aU,j) por cero 
.•·, 

2. Reaplace bU,j> por b' U,j) • bU,j>_:llU,j> 

''· ·;·i ,,; ' 

· .. ·, 

. •i 

.' : ~· 



,•, 

3. -Remplace f(i,j) por f'(i,jl = f(i,j)-aCi,jl 

4. Reaplace d(il por d'(il = d(i) - a(i,jl 

S. Re•place d(j) por d'(j) 3 d(j) + a(i,j) 

Esta traneforaación es realizada arco por arco, para todos los 

arcos con cotas inferior~s distintas de cero. · Cada nueva 

transformación usa los valores actualizados de los par•aetros que 

resultaron del paso anterior. 

El' procedimiento es ilustrado en la fiCJ. 2.II, donde el. arco 

(2,3): con cota inferior iCJU&l·a 1 es transformado a un arco con 

cota inferior· ~c¡ual a cero.· 

_t· 

·;' . . . 
. :,1 

' . > ' '. . ~ 
'."·'l 

•!,. 

,''. 
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(COTA INF, FLUJ3, COTA SUPl 

[ FLUJO EXTERNO l [-lJ 

2 , I 2 I 

1' \ ') \ 
/ 1 \ I \ 

/ 1 \ I \ 
I 1 \ / 1 \ 

[3]/ U,t,2>1 ~ [-3] [3]/(0,f', 1) 1 ~ c-.3l 
1 1 
1 1 
1 I 4 , 1 1 

., 4 . I 

' 1 ' 1 
\ 1 \ 1 
\ 1 1 \ 1 1' 
\ 1 / \ 1 / 
\ V / \ V / 

\ / \ / 

~ I ~ I 

3 I , 3 I 

, [l] 

. fIG. 2.fI ·ELIHINACION DE COTAS INfERIORE~ 

·una vez que se conoce el procedimiento q\.ie cancel& laa cotas 

inferiores diferentes de cero, resulta de interts conocer el 

efecto que tate produce en loa parametros de. la redes asociadas a 

nuestro problema, Para . ello, considtrese la red.de la fiq. 

2.1.a) donde ae ha colocado un flujó tal..y como se indica en la 

eiquiente tabla. 
' 

... 
' ~·.' 
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------------- -------------ARCO FLU1TO 

------------- -------------
(p,i) !:!<i,pl V i, Vp 

<s,p) i; !:!<i,p) V p 
i 

(i,t). i; !!<i,p) V i 
p 

------------- -------------

Obs~rvese que dicho flujo surqe de colocar en c/u de los arcos 

(p,il p 6 P e i 6 I, un flujo iCJU&l a su cota inferior y de 

conocer que d(p) • d(i) • O Yi, Yp1 esta .última propied&d.1 

peraite recolectar todo el flujo que sale de la planta p e P, a . . 
saber ~ !!U,p), y colocarlo coao flujo que circula en el arco 

(s,p). Un desarrollo anAlaqo.se hace para conocer el flujo que 

circula en la faailia de arco• (i,t). 

Al colocar el flujo seflalaclo en la tabla y realizar el 

procecUaiento . indicado, la red de la fic¡. 2 .1.a > •• convierte en 
. . 

la red que auestra la Bic¡u1ente fic¡urai 
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. [~llU,n>) 

(cota 1nt.1 flup 1cota 1up) 

[fluJO 111t1mo) 

figura 2111 AtplCfo dt la red dt b ftg.2.1.o),una VII llldta la lftmtriaclon 

di cota• llflnot11. 



En la red de la fig. 2.111, nuestro problema ha eliminado sus 
¡r~r:, -

cotas inferiores. De hecho, ahora el problema se interpreta: como.:" h." 
' : ~: . 1 ;-; ' 

encontrar un s-t flujo de valor Z e(p) con costo minimo, sujeto a 

" restricciones sobre el flujo en e/arco Cestas restricciones sOlo 

incluyen el respeto a la cota superior modificada) Y a 

restricciones .de conservación de flujo en e/nodo (donde se 

considera el nuevo flujo externo), 

Un aspecto interesante de esta transfor11&ción, resulta en el. 

costo asociado por la distribución de las unidades de flujo en 

las tres familias de arcos ((s,p), Cp,i),(i,t)), Al ic¡ual que en 

el aodelo de flujo en redes suqerido por la fiq. 2.1.a>, el 

costo por unidad de flujo que circula en los arcos de la forma 

Cs,p) y (i,t) es cero. Un an•ltsie extra.se necesita para 

conocer el nuevo costo en los arcos de la forma Cp,1>. Veaaoas 

En el modelo suqerido por la fiq. 2.l.a) el costo asociado 

para un arco <p,i) cualesquiera es un función sol1U11ente del flujo 

en dicho arco y es independiente del flujo en otros arcos. 

Si denotamos por: 

HC1,p) las unidades de flujo que transitan en el arco (p,i) 

CC1,p) la función de costo para el arco Cp,i) 

C(i,p): Fl ----> Fl 
2 

CCi,p) CHCi,p)) = C HCi,p> l 
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Ahora bién, al realizar la transformación indicada en esta 

sección y si denotamos por 

H'(i,p) las unidades de flujo que transitan en el arco (p,il 

!:!,'(i,p) cota inferior para el flujo en el arco (p,il 

H'(i,p) cota superior para el flujo en el arco (p,i> 

C'Ci,p) función de costo para el arco Cp,i) 

Se tienes 

- -!!' U,pl • J;!Ci,pl-~(1,p>"OJ H' U,p>=H(i,pl-J;!U,p> <2.2.6) 

O i H'(i,p) i H'Ci,pl (2.2.7) 

(2.2.6) y (2.2.7) indican para e/arco (p,il un desplazamiento 

de' ~U,p> unidades para pasar del modelo de la fic¡. 2.I.al al 

modelo indicado en esta sección, fic¡. 2. III. Geomttricamente, 

el desplazaaiento coaentado y su efecto se visUAlizan en la fic¡. 

2.IV, en la cual se refiere la función de costo por unidad de 

flujo para allbos aodelos. 
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C(l,p) 

o HU1>) 
o' 

. ,,..,. 2.1v coeto atoeiado al flujo que cercula en ( p,i) 
· para la1 r1dt1 1ndlcada1 111 2.1.a) 'I 2.111 



Es claro, a partir de la qráfica de la fiq. 2.IV, que el 

costo en el modelo de la presente sección es una función 

cuadr•tica que depende del flujo circulante y de la cota inferior 

oriqinal del arco en particular. De hecho 

C'(i,p): R ----> 
C' {i,p) (H.' ( 1,p))• C H' (i,p) + ~(1,p) 1

2 
1 

) 

1 
12·. 2.8) 

Una visualización interesante de como se tranaf orma el costo 

en arcos de la familia (p,1), al pasar del modelo indicado en 

2.I.a> al de esta sección, se representa en la fiq. 2.v. 
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donde A¡¡ es un arco·cucfesq111era d• la fanul1a ( p, i) 

H_. ¡ es lo cofa 1ntarior dGI arco J 
1 

lfr-__ funCICll dt coito arco A 1 

H' 

figura 2 v nan:tormocron cf3 la tune ion de costo para arcos ccn d1forcnt11. cotH 1nforlOl'l1 



~;~~~YL> 
En resumen, las siquientes tablas presentan las cotas, flujos 

!f·!.;~·¡: .'~Si'(; ::·: 
y costos por arco, asi como los flujos externos por nodoi'qtie':._1yY·. ·~. 

,1:C1h.: :· .. 
sirven de par4aetroa al modelo de la fiq. 2.III. 

1 ~iCO COtA INt FLUJO COTA SUPERIOR costo 1 
+--------------------------------------------------------------------+ 
1 <s,p> o r !ili,p) e(p) o 1 
1 i 1 
1 1 
!<p,U o o H'<i,p) C'U,p) 1 
1 1 
i<i,t> O r ~<i,p> G(i) O 1 
1 p 1 

NODO FLUJO EXTERNO 1 . +----------------------------+ . 
1 li r e(p) 1 
1 p 1 

' 1 
1 p !HU,p>I 
1 i - . 1 
1 ' ' i r HU,p> I 
1 p - 1 =:.· 

.. 
1 

Í e<p> 
l. 

1 t 1 
p J 

Por otra parte, una red equivalente puede aer .con•truida para 

la red de.la fiq. 2.111 al considerar un rear.nmoctaaiento de lo• 

flujos externos en los nodos del conjunto P e I. Esto es, al 

colocar un flujo externo de valor cero en cualeequtera nodos p e 
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i, tal y coao se encuentra la red de la fiq. 2.I.al. De esta 

fonaa, ser4n necesarios ca11bios en la capacidad de los arcos de .. 

la red que lle<Jan al nodo p 6 P, asi como cambios en la capacidad 

de los arcos que salen del nodo i 6 I. 

Loe caabios anterioraente referidos pueden ser observados en 

la fiq. 2.VI.a). En esta red, el problema se identifica como el 

de encontrar un s-t flujo de valor < re<p> -rrH<t°,p)) de costo 
. . : , . , ' -

•iniao,· 1ujeto a reetricciones de capacidad en los arco• y de 

con•ervación de flujo en los nod.01, tal y coao lo indican los 

par.U..tros colocado• en dicha red. 

Aqut es illpÓrtante.recalcar que el planteuiento del problema 

••ociado al proble11a de flujo en rede• de la fiq. 2.VI.a> ea: 

"in Z' • I ! CH'U,p>: + iU,p>J
1 

i p 

1.c:. 

r.H'Ci,p> • •<p> 
i 

r H'<i,p) ~ GCi> 

" 

· f HCi,p) • •'(p) Vp 
i - . 

- t ,!!U,p> • G'Ci> Vi 

" o ~ H'Ci,p) ~ HCi,p) - tt<i,p) • H'Ci,p) Vi,Vp 

c2.2.10> 

. (2.2.12) 

Ob1trveH que al iCJU&l de la sub1ecc1ón 2. 2 .1, se puede 

introducir una planta artif 1cial p .que reparta la diferencia de 

enerqia f 0(1)- re(p) con un costo qratuito 1 capacidad infinita 
' p . en lo• arco• <p,u, 1 e I. De e1ta unera, un planteamiento 

equivalente Hr~a obtenido. Ver fic¡. 2.VI.b). 
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(capacidad , oosto) 
(fluJO externo] 

figura 2.vr.oJttd equiwaltntt a 111 • la f1g. 2.111.una vtz r1allzada1 fGI 
nodtflcac1onn •ti ·fluJO externo dt IOI nod:ll • p 1 1 

.. figura w1 .b)Rld tq111Ya~nte a la 1nctcada •la f1g. 2.VJ.o) 

(capacidad 1 COllO) 

(flujo externo) 



Se terminan los comentarios de esta subsección indicando que a.·. 

partir de este momento y para discusiones posteriores, se asumir4 

que todas las cotas inferiores asociadas a nuestro problema son , 

cero, a menos que explicitamente se diqa lo contrario. 

2.2.3 APROXIMACION DE LA FUNCION DE COSTO POR PEDAZOS DE LINEA 

En.qeneral, dado un problema de flujo en redes a costo minimo, 

el costo .'del flujo en un arco puede ser una función lineal, 

convexa o cóncava. Esta subsecciOn estudia como alqunos costos · 

en los arcos correspondientes a funciones no lineales, pueden ser 

representados por una aproximación a traves de· se911entos de 

linea, donde los costos resultantes pueden ser f4cilmente 

modelados en una red lineal si la funciOn de costo es convexa •. 

Considere, por ejemplo, la fiq. 2.VII que muestra una función 

convexa y lineal por seqmentos, representando el costo por 

transportar flujo en un arco cualesquiera. En un modelo de redes 

(ver fiq, 2.VrtI>, este arco puede substituirse por un námero de 

arcos paralelos iqual al nl'.nnero de segmentos lineales que 

componen su función de costo, dando a c/u de estos arcos el costo 

asociado a cada seqmento; estos costos ser•n ascendentes, i.e. 

m<l ><m< 2 ><me 3> < 
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Por lo tanto, cuando el flujo sea incrementado del nodo i al 

nodo j, el flujo primero pasara a través del arco l. Cuando este 

arco sea saturado, el flujo comenzara a pasar a través del arco 

2. El arco 3 tiene flujo diferente de cero si y sólo si el arco 

2 esta saturado. Debido a que el objetivo es minimizar el costo, 

si dos o _.s arcos son paralelos, aquél con el costo mas bajo se 

usará primero. Si la función lineal por segme~tos fuera una 

aproximación para una función continua, la aproximac·ión pudiera 

ser mejorada si se dividiera el intervalo de flujo factible en 

.. s se911entos y de aqu1 se definieran mas arcos. El costo de 

esta si•plificación se refleja en una multired, i.e. una red que 

contiene arcos paralelos. 

C(f) t 
1 <•l)fl+m2(f2-fl)+•l(f3-f2) 
+ . . . . . . . . . . . . . . 
1 
1 
1 
1 
1 
1 C•l)fl+a2(f2-fU 
+ . . . . 
1 
1 
1 (•l>fl 

f 

º' fl f2 fl 

FIG. 2.VII: FUNCION DE COSTO CONVEXA Y LINEAL POR 
SEGMENTOS PARA UR ARCO CUALESQUIERA 
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r'.: 

(COTA INF,COTA SUP, COSTO) 

l (O, fl, ml) 
... ~·:.11.~~r; 

·~·,t.~ .. .i~ 

+------------------------+ 
1 1 

V ···-.:.,:u.·1·'.. 

, 2 (0, f2-fl, m2l 
, i , ----------------> , j , ml < m2 < m3 

1 3 (0, f3-f2, m3l f 
+------------------------+ 

FIG. 2.VII11 MODELACION EN.REDES PARA EL ARCO CON 
LA FUNCION DE COSTO DE LA FIG. 2.VII. 

EL PROCESO CREA UNA MULTIRRED. 

A continuación, se desarrolla de una manera llás formal la 

aprox1 .. ci6n de !unciones de costo por pedazos de linea para 

modelos de flujo en redes. Siaplemente, se conviene para el 

resto de esta sUhsección que dada una red N con qr&!ica asociada 

G•<V,A>, teniendo IVI nodos y IAf•n arcos, se ha impuesto un 

ordenaa~ento sobre tatos, coloc~olos en una correspondencia uno 

a uno con l, ••• ,1v1 y l, .•• ,n, respectivamente. De esta forma, 

la variable de decisión xCjl denota la cantidad de flujo a trav~s 

del arco j, y el vector X=<xCll,x(2), ••• ,xCnll representa el 

vector de flujos. Adicionalmente, b(j) es la capacidad del arco 

j. 

• Sea H una función, H: R ----> R , 
• X"CxCl),xC2l,.• .. ,x(n)) 6 R. Decimos que H ea aeparele a1 
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n 

H(X) = I h(j)[X(j)J 

j=l 

Si H es separable, se denomina a h!j), j=l, .. ;n, función 

coaponente o simplemente coaponente. 

De loa parrafos anteriores, una idea para la solución del 

problema consiste en aproximar c/u de las funciones. coaponentes 

con una función continua y lineal por pedazos, resolviendo el 

problema derivado. Si las aproximaciones usadas satisfacen 

ci.ertas. condiciones; eate problema puede ser· resuelto co•o un 

problema de flujo en redes a costo minimo. 

Lueqo, sea N una red con qráfica asociada .G11 (V,A>. 

Considtrese el proble11& de flujo a costo convexo miniao,· (PFCC): 

Hin H(X> 

a.c. 

!PFCC> 

·o i Xi b 

donde H es una función convexa, A ea la 11&triz de incidencia 

nodos-arcos para la qr.tfica G=(V,A> y r ·ea un vector + 
(rl,r2, ••• ,ra). n·.1 •... ,1) • o. 

Sin P«'rdida de qeneralidad, se han colocado cotas inferiores 

iC}Uales a cero, cualquier otro vector de cotas inferiores a puede 

ser usado en el siquiente desarrollo, mientras O i a .S. b, esto 
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implicaría que la transformación de,la subsección anterior no ha 

sido realizada. 

Obsérvese también, por lo que respecta a nuestro problema,, que 

las f.o.'s Z, Z'--(ver (2.2.0), C2.2.9)) son funciones separables. 

funciones 
2 

Z'(i,pl=CH'(i,p>+tl<i,p)J 

más, las Al'.an 

son 

también lo son. 

APROXIHACION LINEAL POR PEDAZOS 

componentes 2 Z<i,pl=CH(i,p)l , 

funciones convexas, luego Z, Z' 

Sup6nqase que H es separable. Se puede móstrar. que cada 

función componente h( j > ·debe ser convexa, a partir de la . 
convexidad de H. 

Tubién supóngase que K seqraentoe de linea van· a ser usados 

para aproxiur la :l-,u1i•a co111ponente de H, h<:J>Cx(j)l. LUecJo, 

Mqase una partición del 1nte.rvalo CO,b(j)] en K seC}111entos, e/u 

de lonqitud. V(j,k) k•l,.~.,R, + b(j) • fV(j,k). Sea b(j,0)•0 y 

denóteae por b( j, kl el extremo derecho· pa_ra el k-és1110 seCJMnto, 

de tal foraa·que 

k 

b(j,k) = l V<j,l> 

l=l 

(2.2.13) 

Ahora bién, se puede; definir una partición _del flujo sobre· el 

arco j, e(j), correspondiente a la partición de CO,b(j)l, 

· ... ll:t111plemente definase V k.=l, ~ •• ,K 
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x(j,k) = Hax C O, min ( X(j)-b(j,k·l>, b<j,kl-b(j,k-1> } J (2,2,14>. 

Si el costo unitario C(j,kl es aaiqnado al flujo x(j,kl, la 

función 

~(j)[X(j)J • h(j)COJ + lC(j,k) X(j,k) 

k 

(2.2.15) 

proporciona una aproximación lineal por pedazos y continua a 

h(j;Cx(j)J. Dado que h(j)Cx(j)J debe ser convexa, es deseable 

" que su aproximación h(j)Cx(j)l aantenqa esta propiedad 

· (~(j)Cx(j)J es convexa si y sólo si CCj,1) i C(j,2) .i ... i 

C(j,K)). 

Suponiendo que K seC)111entos· lineales se usaron .en ia 

aproximación de h(j)Cx(j)J, para e/arco e(j), y que las 

particiones y costos unita~ios han sido asiqnadoa. El problema 

de optimización derivado se expresa a continuación: 

Min l CCj,kl x(j,kl 

j ,k 

l AX<k)•r 

k 

(2;2.16) 

(2.2.17) 
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O i X(k) i V(k) 

X(j,k-1) = b(j;k-1), Si X(j,k) ) 0 

( 2.?.. 18) 

(2.2.19) 

Obsérvese que la constante ~ h(jlCOJ ha sido omitida de 

(2.216) y que el efecto de la aproximación ha sido reemplazar,c/u 

de los arcos en G por K arcos. También, si C(j,ll i C(j,2) i ... 

i C(j,K) V e(j) e A es fácil ver que la restricción <2.2.19) 

puede ser o•itida. 

Suponiendo que una partición de cada CO,h(j)l usando K 

segmentos ya ha sido eacoqida, reata aón por deterainar los 

costos unitarios C(j,k). Un priaer método para obtenerlos es 

usar una •i•ple aproaiución por cuerdas, esto es1 

CCj,k) • C h(j)[b(j,k)l - h(jlCb(j,k-ll l/ ~(j,k) (2.2.20> 

Se puede mostrar , que esta aproximación automáticamente 

producir• la propiedad desead.a (C(j,l) i C(j,2> i ... i C(jjK)). 

Taab16n nótese que este aétocl.o aaiqna un costo , sobrestiudo, 

ezcepto en los puntos b(j,O), b(j,ll, ••• , b(j,K). 

Otro iaétodo que puede ser aplicado al deterliinar los costos 

unitario• está basado en la idea de ajuste por ainiao1 CUll4rado1. 

Suponiendo ,CSe nueva cuenta que las particiones· de CO,b< j)J ya han 

sido hechas, se pueden determinar ·los costos unitarios 

recursiva•ente. Este .. étodo no qarantiza que C(l) i C(2) i 

i CCK>., Dicha propiedad puede ser loqrada·tru una cuidadosa 

selección ·del ntmero. de seqaentos y de la posición de 
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b(j,l),b(j,2), ••• ,b(j,Kl Y e(jl. El lector interesado en el 

segundo método puede dirigirse a CKH,1980]. 

Naturalmente, si las funciones envueltas en cualesquiera de 

los métodos contienen porciones lineales, seria indicado usar 

aproximaciones que estén de acuerdo con éstas. Adell&s la 

selección de cualquiera de las dos técnicas variará de acuerdo a 

la circunstancia del 'problema original que se resuelve. 

Reqresando al planteamiento de nuestro problema, ea necesario 

decir que se ha considerado el enfoque de aproximación por 

cuerdas para la determinación de los . costos unitarios, pues. 

además de ser un método conceptualmete sencillo, da la pauta para 

el siguiente desarrollo: 

Sea Z' la función de costo asociada al probleaa <Ver (2.2.9)) 
2 

y considérese Z' (i,p) = CH' Ci,pl + !;!<i,pll una ··función 

co11ponente arbitaria de Z' cuya capacidad viene dada por H~U,pl. 

Se desea aproximar lineal•ente y por medio de K aeCJllentos dicha 

componente. CEn lo que sique y para simplificar la notación· se 

Muprimen los subindices i,pl. 

Supóngase: 

ll H 6 Z 

2] H'(ll,H'(/.), •.. ,H'<KI, los puntos que denotan el 

extremo final para el k-éaimo segmento, son + 
H' (k) 6 N V k 6 Cl, ..• ,KJ. En particuiar, 
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, 

H'(K) = H' y para completar se agrega H'(O) =O. 

Entonces, a través de la aproximación lineal por segmentos de 

cuerda, ver (2.2.20), el costo del k-ésimo arco usado en la 

aproximación es; 

C(k) 

2 
CH'< k) + t!l 

2 
- CH' (k-1) + !:P . --------~---------~------------H' (k) - H' Ck-1) 

(H'(k)+H+H'(k-ll+H) <H'<k>+H-H'(k-1)-H) - - - -
~ ----------------------------------------H' Ck) - H' (k..:l> 

<H'Ck) + H'(k-1) + 2!:fl (H'<k>-H'(k•l)). . ------------------------------------------H' Ck> - H' <k-1) 

• H'Ck> + H'Ck-1) + 2~ 

(2.2.21) 

(2.2.22) 

(2.2.23) 

(2.2.24) 

Coao el lector puede observar, el costo del k-6simo arco.usado 

es taal>i6n un na.ero natural. Esta propiedad, que no es qeneral 

al realizar.cualquier aproximación, brinda la posibilidad de 

tener p.i.raiaetros· enteros asociados a la red del probl.eaa. La 

iapor.tancia de este resultado. se ver• en la iaplantación. 

Una vez realizada la aproximación a e/uno de las 'coaPe>nentes, 

el efecto para la red.de la fiCJ ... 2.VI.a> se muestra en la f19. 

2.IX, donde los nuevos arcos dirlqidos del conjunto P hacia el 

conjunto I poseen cotas superiores y costos de acuerdo a la 

aproxiaación hecha. 
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=.:. 

Observe el lector que la fiq. 2.IX muestra una red con una 

multiqrafica asociada. Una multiqr.t!ica an.tloqa 11e obtiene para·., ' 
',l. 

la red 2.VI.b> a11ociada .. a1 problema, en particular para p sólo se 

necesitaria un arco por intervalo para representar el costo 

asociado por enviar enerqia. 

Por áltimo, en caso de no poder manejar una red con 

._, aultiqr.tfica, una red con qrafica asociada (a lo ús un arco 

conectando cualquier par de nodos> puede ser obtenida tras. hacer 

la transforución indicada· en .la fic¡. 2.X, donde ICk>, k•l, •• ,K 
•. 

es la "k•6aiaa repetición" del conjunto I. 

2-39 



ccl;, vfll) · 

( o,e'CP)) 

0 
0 

.·'ct) -

f9ffa 2 x Red ce11 graflco tquMllln~ o lo dgraf 1ca de 111 figura anfln•. 

(cosTo. CAPACIDAD) 

(FLUJO IXTllNO) 

• < ~ • 



2.3 EL ALGORITMO PRIMAL-DUAL CAP-D> 

Desde una perspectiva histórica, el AP-D ha sido desarrollado 

a partir de un algoritmo menos general que fue ideado para 

ciertos problemas de redes y que proporciona la clave para 

generar algoritmos especializados (simples y eficientes) para 

muchos problemas relacionados con 6stas, v.gr. probleaas del 

transporte y problemas de flujo a costo minimo. Ade .. s, el AP-D 

facilita una mayor intuición y un mejor entendimiento de las 

t6cnicas de programación lineal. En consecuencia, esta 

•etodoloqia •erece y recibir4 nuestra atención en las siguiente• 

paginas. 

Al desarrollar esta sección, ser4 necesario usar ideas b4sicaa 

de programación lineal para poder establecer resultados otiles 

acerca de una variedad de problemas de redes. El lector que 

carezca de estos fundamentos puede remitirse, entre otros, a 

CBJ,19811 ca~. 1 al s, adicionalmente, y por lo que corresponde 

al estudio de la metodoloqia AP-D, se reco•ienda al lector 

interesado dirigirse a CPS,19821 cap. 5 al 7, CBJ,19811 cap.6 y 

CFF,19621 cap. J. 

Pa.ra mayor comodidad, la exposición del AP-D ha sido dividida. 

Asi, la subsecci6n 2. 3. l introduce al estudio de.l AP-D, visto 

·como una herramienta general que permite resolver cualesquiera 
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PPL. Algunos comentarios sobre su metodologia y uso también son 

incluidos. 

En 2.3.2, el AP-D se implanta a la clase de problemas de flujo 

a costo minimo·. Como resultado, se obtiene la posibilidad de 

atacar éste problema a través de ópticas distintas. En 

particular, se comentan las desventajas que sucederian al usar 

las técnicas desarrolladas en la red de la f iCJ ~ 2·. X asociada a 

nuestro proble•a. 

A su vez, 2.3.3 estudia el proble11a del transporte y su 

solución a través del AP-D. De esta manera, se obtiene el 

alqoritmo alfabeta cuya i•plantaci6n transfiere el proble11& del 

transporte a 11ubproble11aá de flujo IU.Jtiao1 alCJUROll co•entarios y 

la presentación de algunos resultados átiles al alqorit•o 

alfabeta son incluidos en esta subsecci6n y en 2.3.3.l. 

Es conveniente indicar que las ideas desarrolladas en esta 

subsección serlalan caainos para posibles investigaciones futuras. 

Por otra parte, la subsección 2.3.4 presenta una herraaienta 

que proporciona una equivalencia átil entre la clase de los 

problemas de trans~rte y la clase de problemas de flujo a costo 

aini•o1 la transforaaci6n de HaCJller. Su uao,·en collbinación con 

el alqorit•o alfa))eta de la subsección anterior, ofrece una 

alternativa -'• en la solución de nuestro problema. 
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Finalmente, la subsección 2.3.5 deja abierto el camino a 

seguir en el uso del AP-D para la solución del problema. 
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2.3.1 DESARROLLO DEL ALGORITMO PRIMAL-DUAL -

Considérese el siquiente PPL, expresado en forma estandar, al 

cual denominaremos problema primal <P>. 

1 Hin Z "' c•x 
1 

{P) < a.c. 
1 
1 AX"' b l. o A matriz de mxn 
1 
1 X l. O 

Asociado al proble•a pri .. l<P> se encuentra el problema dual CD> 

1 Haz W • Y'b 
1 

<D> < a.c. 
1 
1 Y'A i C' 
1 
1 Y' s.r.11 • 

. De laa condiciones de holgura COll¡>le•entaria.aabeaosr · 

' . . 
Si Y ea factible en cm y X ea factible en CP)., una condición. 

necesaria 1 suficiente para la optiaalidad de aabaa soluciones en 

aus respectivos proble .. a es: 

y<i) <a<UX - bCU> •O V 1 e Cl, ... ,al 

Z(j) (c(j) - Y'A(jJ) • o V je Cl, ••• ,n) 

donde a(i) es el 1-éaiao renqlón de la 11atriz A y 

A(j) es la j-ésiaa colWUIA de la aatriz A 
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Obsérvese, que cualquier solución CPl-factible satisface 

(2.3.l> por estar (P) en forma est6ndar. De esta manera, el 

problema de obtener la optimalidad en ( P) y ID) se reduce a 

satisfacer· (2.3.2) para X, Y soluciones factibles en sus 

respectivos problemas. 

Ahora bién, supónqase que se tiene Y, solución (D)-factible. 

Si se pudiera de alguna foraa encontrar un X (P)-factible que 

satillfa9a 

X(j) =O, si c(j) - Y'A(j) O 

entonces, la X hallada e Y serian soluciones óptimas asociadas a 

(P) '/ (O), 

El AP-D surqe de la idea de buscar tal X, dada Y. La báaqueda 

de tal X, se realiza a trav6s de la solución de un PPL auziliar 

llamado el problema primal restrinqido (PR>, determinado por la 

solución dual factible Y, dada. Si la bOaqueda de X no conduce a 
i 

la , optiulidad, se obtendr6 inforación del dual de <PR>, 
denominado IDPR), que indicara coao aejorar la Y particUlar con 

la cual se comenzó. Iterando de esta manera, se tiener 

ll Se converqe a 14 optimalidad en un nwaero finito de pasos. 

6 bien, 

2l ta solución dual aft hace no acotada. 
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En resumen, el AP-D comienza con factilli l:ldad duc1.l, que ser4. 
' ,• 

mantenida durante todo el alqoritmo, y procede a obtener 

factibilidad primal, manteniendo durante el proceso las 

condiciones de holqura complementaria. 

La fiq. 2.XI ilustra la metodoloqia del AP-D. 

1\ 

/ \ 
I \ 

I . \ 
+---------+ +-------+ +--------+ 
1 PRIHAL 1 ---- 1 DUAL 1 --·> 1 <PR) 1 ---> 
1 m 1 1 <D> 1 t 1 

I IIUSQUEDA \ sf +---,.-+ 
\ EXl?OSA? / --->I 1tl 
\ .1 1 X I 

+---------+ +-------+ +--------+ \ I +-----+ 
X l:llY \ I 1 

1 \/ i 
1 1 (ia · '· 1 1 
1 ~ 
1 +---------+ +-------+ 
+----------- I AJUSTE Af <--- 1 (DPR) 1 

FIN 

1 y 1 1 1 
+---------+ +-------+ y 

Pi9. 2.XI, UNA PERSPECTIVA DEL AP-D 

Abundando en la solución dual factible, se tiene1 

ll Si c10, una solución dual factible que puede servir como 

inicio al AP-D es p.e. v~o. 
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2l En caso contrario, se puede construir una V factible 1rnan<lo 

una idea atribuida a Deale, entre otros. Véaae íBJ,1981] 

paq., 259. ·~· 

Entonces, supónqase que se tiene una soluc:ión dual factible Y. 

Considérese el conjunto de restricciones del problema dual 

V'A < C' 

i.e. Y'A(j) i c(j) V j e Cl, ••• ,n) 
' > (2.3.3) 
1 

Luego, se . satisface una de las siquientes condiciones 

V :Je (1, ••• ,nl 

ll Y'A(j) < c(j) (2.3.4) 

6 

2l Y'A(j) = c(j) (2.3.4.bia) 

Definase el siguiente conjunto de indices.a partir de. la sec¡unda 

condición 

J • C j / Y'A(jl a c(j) J (2.3.5) 

De (2.3.ll y (2.3.2) se deduce que X, solu~ión (P>-factible, es 

óptima cuando 

x<:J> = o, V j r J (2.3.6) 

Esto diriqe la búsqueda hacia una X que satisfaqa: 
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¿ a(i,j)X(j) b(i) i=l, ••• ,m 

jSJ (2.3.7) 

x(j) l o j e J 

x(j) = o j e J 

Este conjunto de iqualdades usa solamente aquellas columnas de 

A correspondiente a iqualdades en <D>, las cuales a su vez 

corresponden a loe indices del conjunto J; es por
0

ello, que el 

conjunto J se denoaina el conjunto de colU1111&• adlli•ible•. 

De esta aanera, para la bósqueda de tal X, se disefta. un nuevo 

PPL, llaaado el problema pri~al restrin9ido CPR), el.cual se 

escribe a continuación1 

• 
Hin ~ • l z(i,a) 

1•1' 

a.c. 

(PR) 

l a(1,j)z(j) + zU,a> • b(i). 

j&J 

z<:J> l."O 
Z(j) • 0 

V j S J 

V j 1 J 

i • 1, · ••••• 

zU,a) 1 O i • l, •.• ,m 

Observemos lo-•i1JUiente1 

ll Se ha introducido una variable .artificial xU,al por 

clecuac16n del problema oriqinal CP>~ la cual brinda una 

•11ec1ida" de las unidades que faltan a la restricción ortqinal 
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por_satisfacer la igualdad requerida. 

2] ~ lo 

tueqo, una vez resuelto CPR), p.e. usando el alqoritmo 
• • simplex, se tiene que la solución óptima,~ , satisface~ 1 o. 

Distinguireaos dos casos1 

' ~ •O, se ha encontrado una solución a (2.3.7), de donde 

tamhi6n se ha encontrado una solución óptiaa a (Pl • 

• 
~ > O, en este caso.se deber& considerar el problema ·dual de 

<PR>, <DPR>, y efectuar modificaciones en.la solución dual dada 

inicial•ente. 

<DPR> se expresa a continuaciónr 

Max f/> • Y'b 

a.c. 

Y'A(j) i O je J 

<DPRl yU> i 1 i•l, ••• ,m 

y(i) s.r.s. 

Denótese por Y a la solución óptima obtenida en CDPR> cuando <PR> 

es resuelto. 

Nos encontramos en la siquiente posición: 

..... 
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Se ha tratado de encontrar, por medio de .. (PR>, un X factible J' ··. · . ~ . 
usando ünicamente columnas admisibles, pero como E > O, hemq11 " ".,¡ . 

fracasado. Lo que podemos rescatar de esta búsqueda, es: ·ei:1,..'(' 
~·., ·.l!t..j/''.i·"i\, 

óptimo de <PR> y el de su correspondiente dual en <DPR>, Y. se·.·;;;;'. 

suqiere examinar una Y "correqida", dada por una combinación 

lineal de nuestra oriqinal Y e Y. 

Ir -
Y=Y+9Y (2.3.8) 

En analoqia con el alqoritmo 11implex de proqramaci6n lineal, 
• se puede deterain.ar como eacoqer 9 + Y permanezca factible en 

<D> y dir~ja a un mejoramiento en la f. o. 

Primeramente se examina el calllbio en la f. o. 

Ir' - -
Y b • <Y+9Yl'b•(Y'+9Y'lb ~ Y'b + 9Y'b (2.3.9) 

Dado que (PR> y <DPRl son un par pri .. 1-dual de PPL'a, sus 

co11to11 Optiaoa. son .:iqu&lea 

Ir 
o,<~ = Y'b (2.3.10) 

Por lo tanto, debemos tomar 9 > O de tal aanera que exista un 

mejoramiento en la f. o. del problema <D>. 

-Lo que resta, ea considerar el efecto de sumar 9Y a Y, sobre 

J.,'l fad.ibilidad en CD>. 
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Si se desea sequir manteniendo factibilidad en (Dl, se debe 

tener a 

"1 1 
y A i C' 1 

1 
i.e. <Y+9Y) 'A i C' 1 

> (2.3.ll} 
i.e. (Y+9Y)'A(j) i c( :11 y j 1 

1 
i.e. Y'A<:I>+ eY'A(j) i c(j) V :1 1 

-Ob16rve1e que si Y'A(j) i O, como lo es· Y j e J por ser Y 

óptiao, no hay probleaa en satisfacer la factibilidad. Aón llAs, -11 Y'A<:I> i O V :1 6 Cl, ••• ,nJ, se puede increaentar e 
indefinidallente en la ecuación (2.3.8), produciendo un coito 

indefinidamente c¡rande en <2.3.9). Asi, •. 1 problema CD> tiene un 

costo no acotado, esto implica que el problema ori9inal (P) es 

infactible. 

Lue90, se ha deao1trado el sic¡uiente teore .. 1 

'l'eor ... 2.1 
• 

81 E > o en CPR> ~ i, •oluc:i6n 6ptia de 

(J:l'R), Hti1face -Y'A(j) i O V :1 1 J 

Entonce•, CP> H infact1ble. 
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Por lo tanto, el problema de seguir siendo 

interesar 1610 cuando Y'Aljl > O p.a. j g J. 

En este caso, el criterio de factibilidad es:· 

lf I 

Y A<j> ª Y'ACj> + 8Y'AC1> i cCj>, j r J, Y'ACjl > o <2.3.12> 

En foma similar al algoritmo simplex, se puede ~over e hasta 

un cierto li•ite y no lllls1 siendo .U.a preciso, se puede 

· preaentar este resultado en el aiCJUiente teore .. a 

'l'EORDll 2. 2. 

81 E9 > O en CPR> J ez11te :1 1 J con Y'A(j) > o. 
El llU1110. valor de 8 · ~ Mntiene la 

. . . -
fact1b111da4 de Y •Y+ 81, en CD>,••• 

en>.• M1n c1 
_jlJ 1 
'f'AC:l)>O 

c(j) - Y'A(j) 1 
------------- ) . Y'AC:I> 1 

En particular, .el nuevo coito en CD> 81 

"' "',. 
· 11 • Y· b •. 'f'b+8CUi1 b • Nt-8CUY'b > 11 

(2.3.13) 

'2.3.H> 

CU&ndo CPR> ea reauelto y ae lleqa a una solución aejorada . en 

CD>, se debe redefinir el conjunto J y repetir el procedi•iento 
• haata que ya sea~ .:o ,y se alcanza el óptimo en <~>, o hasta que 

ae mueatre que CP) ee infactible, seqón el teorema 2.1. 
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Finalmente, en interesante notar que si el 111ini110 en el•~ 
\!'J}·;~~ .. 

cálculo de 9(1), ver ecuación (2.3.13), ocurre para. j=,, entonceaj.,,.:. 

' ae ha.ce un nuevo 111ielllbro del conjunto J, ya que de (2.3.12).·1 f!fl,!• 
: ',!\/~ ·-~d{'.,.\<. 

"' I ct1> - Y'A<1> 1 -
Y A<1> • Y'A(1) +< ------------- > Y'A<1> • cC1> 

I i•A<1> I 
(2.3.15) 

y por lo tanto, la variable w<i> podrá toaa.r valores poRftivoR en 

la nueva iteración de <PR>. 

2-53 



ESQUEMA DEL ALGORITMO PRIMAL-DU,\L 

ll Sea Y factible en <D> .. 

21 Sea J • C j I Y'A(j>=c<j) J. 

Construye CPR> y resu6lvelo.·. 
'1'. ,•', 

... ·· 
.: . . ' 

2. ll Si. Al to, lie ha obteriido el Opt111Ó de ( P > • . ' ' - - - ' ~· 

"·,¡ 

2.'2l No. Ve a 31~ 

.. ,•' - . . : .. ~ 
3J Sea Y la •olució~ Optia·.de C.DPR> 

'· ' ... 
\ ' ~- ·- ... ·.1 

-Y' A( j) .i O V j 1 J ? .. 

3.ll Si. Alto, el probleu <P> e:s ,infactible. 

3.21 No. Ve a 41. 

'' ·¡. 

41 Redefine Y, coao1 

-Y =·Y + ecu v 1ver 12.3.13>·> . ... 

Reqreea a 21 ..... 
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COMENTARIOS SOBRE EL AP-D: 

Es i•portante mencionar que en c/iteraciOn del AP-D, ee puede 

comenzar CPR> a partir de la solución Optima obtenida en la 

iteración anterior. Esto es debido, a que ninquna variable que 

estt en- J, y que taabitn se encuentre en la base 6pti11& de CPR> 

al fin de una iteración, puede dejar al conjunto J al inicio de . 

la •iCJUiente. Hl.s fonaalaente, se presenta el siciuiente teorema. 

(El lector interesado en au prueba puede reaitirae a CPS,1982J) • 

. t'mll 2.3 

cada colmnaadlli1Sbl• en la i..1e:6pt1• d• (PR) 

permanece· ..S.i1ible al inicio ele la •iCJUi1nte 

1terac16n. 

Por. otra parte, · 7 r:elativo. a la convergencia finita del 

al9orit110, rec:u6rcle.. que en e/iteración lle aftade a (PR) una 

variai>le que .. jora.el objetivo. 

Por lo tantó, en ausencia de deqeneración en (PR), el objetivo 

óptiao, E• , decr.ece e1tr1cta.ente. Esto significa que el 

conjunto o, generado en e/iteración es distinto de todos aquello• 

conjunto• generado• ·en iteraciones anteriore1. Puesto que sólo 

hay un n(laero finito de conjuntos de la fol'llll O y ninC}Uno de 

ellos 1e puede repetir, el alqoritao teraina en un ntmero finito 

·de paÍlo•. ·· · 
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En el caso de degeneración en (PR>, se puede garantizar· 

finitud usando una regla para evitar la repet.ición de baaes, como 

en el alqoritmo simplex. 

Por áltimo, una vez estudiado el AP-D, resulta conveniente 

adentrarse m4s en los movimientos que lleva a cabo el algoritmo. 

Véase1 

Al comenzar con el problema original (P), la metodoloqia del 

AP-D lo transfiere a una solución iterativa de <PR>, la cual no 

depende del vector e explicitamente, sino 114s bién del conjunto 

de colUllJl&s adaisihles J. 

A través del ciclo iterativo que se visualiza en la fiq. 

2.x1¡se han eliminado las complicaciones del aanejo de un vector 

de costo. Alqo similar resulta con el prohlea (D) y el vector 

del lado derecho del respectivo problema. 

E1ta técnica de comenzar con un proble11& e iterativaaente . 

resol.ver subprobleu1, al aplicar el · APD, es la base para 

construir alqoritaoa eficientes para probleaaa de flujo en redes. 

· 2.3.2 EL AP-D EN PROBLEMAS DE FLUJO A COSTO HINIMO -

Una vez hecho el comentario sobre la aetodogia del AP-D, esta 

subsección aplicarA dicho álqoritmo al proble114 de flujo a costo 

minimo, para ello se cuenta con dos aaneras de realizarlos 
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Opción l. Se puede considerar al problema original como el 

dual (D) y reducir las complicaciones del vector del lado · 

derecho, de tal forma que la solución iterativa transfiera a 
subproblemas de flujo a costo minimo 

Opción 2. En este caso, se puede considerar al problema 

original · como el primal CP> y reducir las complicaciones del 

vector de costos. 

La red de la fiq. 2.X servir& completamente para el 

desarrollo de llllhos an&lisis. 

Primerame.nte se desarrolla la 'opción 1, la cual mantiene una 

solución factible al proble.. oriqinal CD> en todas las 

iteraciones y ·no trata explicitaaente con el priaal CP> o su 

restricción. Posteriormente se presenta la opción 2, en la cual 

sera.necesario efectuar alqunos caabioa al problema oriqinal CP>, 

que nos peraitan lleqar a un alqoritmo que evite al problema 

dual. 

Para unificar criterios, el problema a considerar puede ser 

definido como siquea 

Sea G • CV,A> la qrafica asociada a una red N, donde se 

distinque la presencia del nodo .fuente a, nodo pozo t yun flujo 

de valor vCO> lo. Asimismo, V(i,j) e A, existe b(i,j) , c(i,j) 

ambos pertenecientes a 
+ 

~ que representan, resp~ctivamente, 

la cota superior y el costo por unidad de flujo en el arco Ci,j). 

El probleu de . flujo a costo ainiao es deterainar un a-t flujo 
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factibl(~ <le valor v< o) qué tenqa costo minimo. Expresado como un · 

<PPL> se tiene '' 

Hin C'f 

s.c. 

Af=-v(O)d 

f i b para cada arco 

f l O para cada arco 

1 ··. 
1-1, si i•• 
1 

dde A es la matriz de incidencia nodos-arcos y d(i)•( l, si i•t 
. 1 

1 O, en caso.·. 
1 contrario 

Se hace notar que el problema de flujo a costo mini•o requiere 

de un flujo de valor fijo, v<O>, que es el llAa barato.entre todos 

loa flujos de ese mismo valor, a diferencia del probleaa de flujo 

m.t.ximo que sOlo requiere encontrar el aayor flujo entre a y t. 

Oba6rvese que la red de la fiq. 2.X satisface el foruto del 

problema de flujo a costo minimo. 

OPCION l, ALGORITMO DE CICLOS 

En primer luqar, se escribe el problema de flujo a costo 

minlmo como el dual de un problema primal en forma canónica. 
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(0) 

Hax -C'f 

s.c. 

Af i -ve o>d 

f i b 

- f i o 

para cada arco 

para cada arco 

Obsérvense los siquientes aspectos: 

ll Se han remplazado las ecuaciones de conservación de flujo en 

desiqualdades, ya que un d~ficit en la ecuación de balance de 

algún nodo implica un exceso en la ecuación de balance de 

alqán otro nodo. Por lo tanto, para cualquier flujo 

f~étible, el primer qrupo de desic¡ualdades se cumplirA en 

iqualdad. 

2l Par' encontrar un flujo factible inicial de, valor v(O) en <D> 

se pued~ hacer uso del AFF. 

Ahora bi6n, el dual del primal restrinqido, (DPR), puede 

deducirse por inspección, en este caso se tiene 

Max - C'f 

s.c. 

Af • O 

f i o para arcos saturados 

fDPRl -f i o <==> f } o n11r;i Arc.nR vadon 

f l -1 para todos los arcos (ya que -e 5_.0> 
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Nótese que se ha 

justificación que 

remplazado Af iO por 

en la observac:l.ón 11. 

idea de conservación de flujo en e/nodo. 

Af=O, con la misma 

Luego, se recobra la 

Como se sabe, un flujo que satisface Af=O, recibe el nombre de 

circulación. ·Entonces, obsérvese que la solución óptima a <DPRl 

es una circulación especial que debe cumplir: 

ll No debe tener flujo positivo sobre un arco saturado 

21 No debe tener flujo negativo sobre un arco vacio 

31 El flujo que recorre cualqui~r arco no debe ser aenor que -1 

Dadas las condiciones anteriores, resulta de interés 

incorporarlas en una nueva red capacitada.y con costos. Para 

ello se hace uso de la red· incre11ental, cuya definic.ión se 

presenta a continuación .• 

Dado un flujo factible f en la red N con qr&f ica asociada 

G=(V,A>, se define la red 1ncreaental, R'(f), como sigue: 

1> N' tendra el aisao conjunto de nodos que N 

11) Y (i,j) 6 A + f(i,j>=v, b(i,j)•b, c(i,j>•c. se colocan 2 arcos 

en N' 

1) Un arco (i,j) con capacidad b-v 1 O y costo c 
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2) Un arco (j,i> con capacidad v l O y costo - c 

En particular, se omiten todos aquellos arcos con capacidad;,;:) c. 
cero. Véaae la siguiente figura: 

O~f<i,j)=v ~ b<i,jl=b / 

' ' 
' j ' 

' ' 
í1 

' ' 
' j ' 

bU,jl = b·v 
I c(i 1 j)=c 

I 

' ' 
' i ' 

b<i,j>·v OÍ.\. 
c<i,jl.=·c ,"', . v c<i,j> = e 

' ' ' i ' 
' ' 

Fi9,·2.XII UN ARCO EN LA RED N Y SUS CORRESPONDIENTES 

ARCOS EN LA RED INCREHENIAL N' 

Se aique, de la definici6n anterior, que un caaino (diriqido) 

de s aten N'<f> con.peso X, determina una cadena auaentante de 

a a t en N~ y que un incremento de una unidad en el valor del 

flujo f de a a t a lo larqo de esta cadena resulta en un 

incremento en el costo total del flujo en X ,unidades. Aaiaiamo, 

-una circulaci6n f en N'(f) de coato X, determina un nuevo s-t 

flujo f+f en " del miamo valor, con un incremento de costo de X 

unidades, 
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Ahora bién, el AP-D indica que el flujo f es óptimo si y sólo 

si la solución óptima al (DPR> tiene costo cero, lo cual es 

equivalente a que no haya circulaciones de costo negativo en 

N' (f). Pero, la red incremental N'(f) tiene una circulación de 

costo neqativo si y sólo si tiene un circuito <camino cerrado) de 

costo neqativo. 

La condiciOn para la optilllll~idad en <DPRl se 'exhibe .en· el 

siquiente teorema. 

'l'EORDll 2. 4 

Un •-t flujo, f, en una red.•,•• un flujo de 

co•to ainillO •1 J eOlo •1 no e•i•ten circuito• 

en R' (f) con co•to neqat1Vo • 

. En eeta opción, el AP-D puede ser !•plantado tras obtener un 

flujo f de valor vCO>, v.gr. u•anclo el AFF, J buscar por 

circuitos de costo negativo en la red incre•ental asociada, p. 

ej. •ediante el algorit•o de Floyd J·Harshall. CEl lector que 

desconozca dicho algoritmo puede re•itirse a CPS,19821). 

Si N' no contiene .. s circuitos negativos, se finaliza con el 

flujo Optimo f en la red N. En caso contrario, sea e, el 

circuito negativo en N'Cf>, la parte iterativa del AP-D procede ff 

realizar los c&llbios pertinentes en la red N, hasta encontrar 'el 

nuevo flujo f+f del •is•o valor pero de menor costo. El proceso 
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para realizar los cat:lbios es el siguiente: 

Sea &= min e b(i,j) I (i,j) e C' ) (2.3.16) 
:1' .. : 1t 

e representa el M.xiao flujo perm:f.tido en el circuito e ' 
de N'. 

Con esta información, un flujo de 9 unidades puede "viajar" a 

través de e, , de donde un flujo i del aismo nóaero de 

unidades circula a travta del ciclo C en N aeociado a 

éste. Se ha obtenido una circulación f de costo negativo. De 

esta forma, se deter.mina un nuevo flujo f+f en N del mismo valor 

¡>ero con un decremento en costo. 

-Es en base al nuevo flujo <f+f) que se foraa la nueva red 

incremental y se repite el proceso hasta que no existan circuitos 

neqativos en N'. Por Oltiao, resulta indicado coaentar que una 

vez encontrado el flujo de valor v< 0), la opción 1 untien.e 

factibilidad hasta encontrar la solución óptiaa. 

RESOIU IEL AP-D, OPCION 1 

ll INICIO 

Usa el algoritmo de !lujo ta4xi1110 de Ford J,Fulkerson' 

para encontrar un flujo f de valor v<O>. 

Se encuentra el flujo.de valor v(O) ? 
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1.1] Si. Ve a 21. 

1.2] No. El problema es infactible. Fin. 

2l Disefta la red incremental N' asociada al flujo f. 

Existen circuitos neqativos en N'(f) ? 

2.ll Si. Sea C.' dicho circuito. 

Calcula 9 Cver 2.3.16). Awaenta flujo sobre C 

Reqresa a 2l 

2.21 No •. El flujo f ea óptiao. Fin. 

OPCION 2. ALGORITMO ACUMULATIVO 

Como se indica al inicio de esta sul:>secci6n, la opción 2 

cona1ste en aplicar el AP-D al problelllA de flujo a costo miniao, 

considerando este problema como un primal CP>. 

r~duciria el trabajo de manejar el vector 

De esta foraa,.se 

costo. Esto se 

complica, dado que, por ejemplo, se debiera tratar con el 

correspondiente dual CD> para encontrar las colU1111as admisibles. 
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E:.i por tanto conveniente colocar el problema original erf.:.: '· ·. 

términos liqeramente diferentes: primeramente, se introduce el ":11.,,, ... · 

valor del flujo v como una variable explicita del problema. En· .rn 
·;rr .¡ 

aequndo lugar, en vez de minimizar la función c'f, se maximiza 

pv-c'f, donde p puede pensarse como un par4metro que 

consecutivamente asume valorea 0,1,2, ••• <El lector 

:lnt.eresado puede rrmtt.i.rse a rFF, 19621, donde se presenta el 

desarrollo completo>. De esta forma, se obtiene una sucesión de 

flujos de valor creciente, e/uno de costo mini•o. El efecto 

total de este desarrollo ea obtener un alqorit•o que evite al 

dual· (0). 

El fundamento de dicho algoritmo viene dado por el Bi9Uiente 

'l'EORDIA 2. 5 

DEMOSTRACIONs 

Su l (U un flujo 6pttao 4• valor • en un 

prolllea 4• flujo a costo ainiac. 

Sea f(2) un flujo de valor e a lo largo de 

la s-t cadena au.entante, P, inducida por un 

1-t c .. ino de coato miniao, P', en l'Cf<l>>. 

Entonces, f<l> + f(2) ea un flujo 6pt1ao de · 

valor V + 8, 
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Si f(ll + f (2) no es un flujo óptimo de valor v+e, entonces, del 

teorema anterior, existe un circuito de costo negativo e:' 

en la red incremental N'Cf<ll + f(2)J. '1« 

Ahora, debido a que el flujo de valor vera óptimo, N'(f(l)) 

no contenia circuitos neqativos. Luego, el circuito apareció en 

la red incremental cuando el flujo incrementó de valor. 

Observese que el flujo f(l) + f(2) se diferencia f(ll, sólo en 

aquellos arcos que forman la cadena. auaentante P en N, 

correspondiente al camino P' en N'(f(l)), 

Sea A(P)•( (i,j) I (i,j) e p ) (2.3.17) 

Entonces, al construir la red incremental asociado al flujo 

f(l) + f(2), N'Cf(l)+f(2)J, se tiene que1 

-l Para cada U, j.) e A<P> sus arcos asociados en 

N'Cf(ll + f(2J) son id6nticos a loa arcos asociados en N'(f(l)), 

-l Para cada U, j > e · A< P > sus arcos asociados en 

N'Cf(l) + f(2)J son diferentes a los arcos asociados en N'<f<ll>. 

Luego, e' tiene un arco e=(i,j) de costo -c 

correspondiente a un arco (j,i) de P', como se •uestra en la 

siguiente figurar 
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1 ' 

' 5 ' , , ----> o 

CAMINO P' 

' ' ' t , 

' ' 

CIRCUI?O C' 

PIG. 2.XIII. VISUALIZACION DEL CAHINO P' Y EL 
CIRCUITO C' 

Ahora bién, remplace el arco (j,i) en P', por e 1 -(e} y. 

llamese P" a este nuevo c11111ino de s a t. Nótese que: 

-c + (costo del resto de 

de donde 

e , ) =costo de 

costo del resto de e· < c. 

Lueqo, en N' (f(l) >, P' no es el camino de costo minimo de s a 

t. ===> <=== 

Esto prueba que fil> +f(2) es óptimo. 
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A partir de este teorema, se pueden ir.acumulando los flujos 

óptimos paso por paso tras aqreqar flujo a lo larqo de s~t. 

caminos de costo miniao en N'. El proceso de basqueda de s-t 

caminos 114s cortos nos lleva a 2 casos: 

Ca10 ll Se. encuentra un camino de costo minimo P' en N'. 

Lueqo, una cadena_ awaentante P en N y se auaenta el 

flujo a travt1 de P ha1ta que: 

l .• u El .flujo alcanza el valor vCO>, en cuyo caso 

1e finalila. 

ó 

1;2J Alguno de loa arcos 1e satura.ó 1e vacta, en 

cuyo caao se repite el proceso de bó1queda. 

Ca10 21 No existe un caaino entre s J t y el problema no 

ti•n• solución. 

·,¡.' ,.,. 

El inveatic¡ar cuino• de coito ainiao de• aten N',· ec¡UiVale 

a bu1car .ruta• 1-t us corta1. Lu1190, 1epuede iaplantar un 

al9oritao.que .reauelva dicho probleaa, 1iap1e .. nte ob1trveae que 

al~o1 arco• en N' pueden tener costo nec¡ativo y el alc¡oritao 

(de. ruta1.8'1 cortas) debe enfrentar e1te probleaa. Un hecho 

a9raclable, es que 1ieapre se tiene, en cualquier etapa, un flujo 

ópti•o de alCJ(ul valor f < v(O), 1u1190, por el teoreaa de la 

opción l, no hay circuitos de costo neqativo en N'• 
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Finalmente, se puede mencionar que ambos alqoritmos pueden ser · 
¡; 

combinados para ·resolver el mismo probleaa., en lo que sique nos ,;~t·, .• /?. 
refer'iremos a dicha aetoloqia como OPCION 1 + OPCION 2. La idéa 1 I '~.· ~:: 

de este procediaiento es muy sencilla y consta de un paso inicial'. ,,:~! 1· 

y dos fases c/u de ellas correspondiendo respectivamente a las 

opciones l y 2. 

Los detalles de la •etodoloqia OPCION 1 + OPCION 2 se 

presentan a continuaciOna 

OPCION 1 + OPCION 2 

l. INICIO• Sea f a (f(i,j)) un flujo. factible de valor vi v(O), 

dde v(O) ea el valor deseado. 

2. FASE 11 Apliquese el procedimiento de. la opción l. h&ata 

construir el flujo Optimo de valor·v. 

V • V(O)·? 

2.l Si. Haz obtenido el 

ainimo. Fin. 

2.2 No. Ve a 3. 

fluj~ Opti•o de costo 

3. FASE 2: Apliquese el proced:lmiento de la opción 2 en 

donde ae resuelve un problema de rutas ·m.1 corta• 
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respecto a los costos en N'. 

Existe la ruta m's corta entre s y t ? 

3.ll Si. Incremente el valor del flujo a lo. 

lar90 de la cadena aumentante de N en 

9 '" ain C6 ,v<O>-v J, dde 8 ea el m.tximo 

incremento peraitido en la cadena. 

Sea f' el nuevo flujo de valor v+e. 

V + 8 • V(O) ? 

3.1;n Si •. El flujo f' ea óptiao •. Fin.· 

3.l.2l lo. Repita el procediaiento con el· .. 
nuevo' flujo f' • Ve a 31 • 

·3.z] lo• El probleaa •• infacti~le. lo bay flujo 

de valor v< 0). Fin. 

Ante• de finalizar la presente aubaección, e• convenient~ 

coaentar la apl1cac16n de . cualqu'1.era de lo• procecliaientoa -c: 

deac~itoa en la .red de la.fiCJ. 2.x . 

' ·.··." 
,·. 

. 2~10· 
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Ea claro que si bién el problema queda resuelto tras la .-.,:. , 

aplicación .de los procedimientos estudiados, la carqa extra d~{./';:;, / 

modelo 2.X convierte su aplicación en una tarea poco 

Veamoas 

atractiva~ : 'W 1 

Si K representa el número de seqmentos usados · en la 

aproximación lineal de las funciones coaponentes de costo <K>l>. 

El proceso que lleva de la red con multiqráfica asociada 2.IK a 

la red con gráfica asociada 2.X, implica la aparición en el 

proble .. de flujo a costo ainiao de hasta K(l68) nuevas variables 

(una por cada arco construido) y <K-1)168 nuevas reatriccionee 

(una por cada nodo del conjunto ICk>, k•2, ••• ,K). Lue90, loa 

al9oritao1 eapleadoa en las diferentes . opciones verán 

increaentados sus. tieapos de ejecución en pe~juicio de loa 

requeriaientos de tieapo dados para la solución del probleaa1 a 

partir de este aoaento, resulta alentador 'presentar una 

aetodoloqia que resuelva el problema en e.l aodelo préaentado por 

la fi9. 2. IX, o au .. análoqo · coao probleaa · del ·· transporte 

capacitado. Esto ea, resolver nueetro probleu. en una 

aulti9ráfica aejor que en su qráfica asociada, ah~rrando la carqa 

extra que repreeenta la introducción de nuevos arcos y nod.os. El 

trabajo desarrollado en las liquientes pa~inas persiCJUe esta 

idea. 
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2.3.3 Et AP-D- Y EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE. 

ALFABETA. -

:~ ff· ;, ;o 111: 

Como un primer acercamiento a la solución del problema · delr•JCNL 
·>~.t.<. íi u(.A~.' 

transporte capacitado <ver fiq. 2.VI.b) por medio del AP-D, 

resulta de inter6s la aplicación de esta aetodoloqia en el 

proble11& del transporte. 

El. problema del transporte <PT>, es un caso especial de 

proble11&• de flujo a costo atntao y est• aotivado por la 

siguiente circunstanciaa 

Consid6reae • oriqene_s, donde el origen i tiene una oferta de 

o< U unidades de un cierto articulo. Mea.ta, est4n localizado• n 

destinos, donde el destino j delUUlda d<j> unidades del articulo. 

Supónqase que o(i), d(j) > O. Asociado con e/arco del origen i 

al deatino.:J,,U,:J>, se.tiene un costo .unitario, cU,:J>, por 

transport~. El problema constate en deterainar el prograaa de 

envio• factible de lo• ortqenea a lOa deati~o• que ainiaice el 

costo total del transporte. En roraa 114s precisaa 

Dados •• n e N 

• ofertas en los oriqenes o U> e R (i .. l, ••• ,a), 

deiundas terminales d( j) e R+ (j•l, ••• ,n)· y 

costos unitarios c(i,j) Vi, Yj. 
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Sea f(i,jl las unidades del bien que se transportan del oriqen 

i al destino j. 

El modelo de proqramaci6n lineal para el problema del 

transporte es1 

Hin Z • l c<i,jl f(i,j) 

i,j 

a.c. 

(P'l') 

donde 

n 

l f(i,jl • o(i) 

j•l 

•• l. f(i,j) • d(j) 

i•l 

f(i,j). 1 o 

• n 

l oU> . I d,,,. 

i•l, •..• ,. 

j•l, ... ,n 

Ob16rvese · que 

4e•iqualdades · 

CPTl se pudo 

n 

l f(i;j) ! o(il 

j•l 
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m 

l f(i,j) l d(j) 

i•l 

j=l, •• • ,n (2.3.22) 

e:1:pre11ando el hecho que o(i) está disponible como oferta y d(jl 

ea una deaanda que debe ser satisfecha. 

Las ic¡ualdades (2'.3.18), ••• ,(2.3.20) pueden s~r usadas sin 

p6rdida .· de qeneralidad, dado que l!lieapre se puede introducir un 

de•tino ficticio Cn+ll con deaanda y costo iqualea a: 

• .n 1 .¿ -X 
1 

dCn+l> O(i) d( j). 1 
1 

i•l j•l > (2.3.23) 
1 

cU,n+l> • O i·l·, ••• ,. 
1 
1 

Eate deatino e:m:tra conauair• el e:m:ceao de oferta (aauaido no 

.· · ri99at1vo> ain coito alquno. Nóteae que 11u func:ionuiento depende 

de la 1upoaic16n cU,j) l O y1, Vj, puea en caso contrario 1u 

introducción puede conducir a errores. 

Coao aueatra, conaid6reae el aiCJUiente ejeaplo .ezpreaado en. 

foraade deaigualdadea. 
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(P) 

Hin -2f(l,l) + 1-4)!(2,ll 

1.c. 

f(l,l) s.. 3 

f(2,l) s.. 2 

f(l,l) + f(2,l) l 4 

f(i,j) l o 

Evaluando. en 101 punto• estreaoe (2,2) ~ (3,2) y (3,1) de la· 

're9iOn de eólucionee factibles (ver fi9. 2.XIV) se tienei 

<2,2> ----> c~2>2 + <-4>2 = -12 

(3,2) ----> (-2)3 + (-4)2 • -14 

(3,1) ----> <-2>3 + (-4)1 • -10 
. . ' ,. 

lueqo, f • (3;2) es la aoluciOn Opti11& a (P), 

f(2,ll + 
1 

4 t,. 
1 ', . 

3 t ', : 
1 ', '· 2 +- --- - ~·"~.+ .: -
1 '·~ 

1 -Í---+-·--+--1~~·•,7--+-----> 'f ( 1, 1) 
1 l 2 3 4 5 

FIG. 2.XIVa ILUSTRACION DEL ESPACIO DE SOLUCIONES 
DEL PROBLDIA <Pl 

Ahora int.r-oduzcamos el d1~:;~ ino arti!icial, 
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C3l C-4.1 
, , -2 , , 

, l , . ----> , l , 

, , )\º, / .. 

-4 I 
t2l , , I , , t-ll 

, 2 , o , 2 , 
, , ------> , , 

FIG. 2.XV IR'l'RODUCCION DEL DESTINO ARTIFICIAL •. 

·En eate caao, el proble• (P'> ae e:spresaria coao1 

Hin -2fU,l> + .<-4)f(2,l> 

a.c. 
f(l,l) + f(l,2) • 3 

f(2,1) + f(2',2) • 2 
<P' > 

·.f(l,1) + f(2,1) . ·• 
+ f(2,2) • l 

. . f(i~j>.1 o 
'. ' .'. 

· 1 obstrveae c~o loe valores 6pt1110e de la• variablee · f(l,l>, 

f(2,U en el probleu (P) 

lt lt 
f(l,l) •. 3, f(2,l) • 2 

no forun una aolución en (P'). . . 

Por otra parte, ai o(i)•l Vi 9 Cl, ••• ,a) y d(j)•l 

Vj e Cl, ••• ,nl, el probleu del tranlporte ae denoaina probleu 

de asignaatento. De hecho, cuando el AP-D ae aplica.a (P'l'), ae 

· eat• Nen poaición de invertir la hiatoria puea el "M6todo 
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Hónqaro•. de Kuhn para el problema de &aiqnamiento fue 

precursor del &lqoritao pri11&1-4ual" CPS,1982J paq. 144. 

........ 
¡· ·, _,· 

. ., \~ 

\'.(.,-';; (.",J\(i( ,; 

EL AP-D Y EL PROBI.Dll DEL TRANSPORTE: r· e!. i i-. 

Al aplicar el AP-D al probleaa. del transporte, la idea ser• 

reducir las coaplicaciones del vector costo en (Pl') y e.zaainar au 

dual, <D>, explicitaaente,.llAs bién que eludirlo coao ae hizo en 

la aubaección anterior. Priaeraaente ae plantea el problema (D). 

Si asociuoa variaJ>les oU 1> ; 1 ( :P al qrupo de reatriccionH 

(2.3.18) f (2.3.19) reapectivaaente, ae tienes 

Max w 

•• c. 
(0)' 

• . n 

• l O(i) .C.(i) + 2 d( j) 

.1•1 .· j•l 

oC.(U + J(j) i cfi.j) 

d.Ci>. J<H a.r.a 

J(j) 

1 

Vi, Yj 

•o ae requiere aucba iuqinación para encontrar., una solución. 

inicial factible a CD>. Por ejeaploa 

ol.<1>•0, JCjl • •in CcU,j)) 
i 

CZ.3.20 

Lo aic¡uiente, ·ea deteniinar el' conjunto de coluana• 

adaisibles. 
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··:y·· 

·sea IJ el conjunto de columnas adai3ihles, cuyos elementos son 

indices de variables descritos por pares ( i, j > para los cuales la'.:'\. 

iquald&d es alcanzada en (D). 

i.e. IJ " C U,j) I o(.(i)+,(j) "' cU,j) J (2.3.25) 

Luego, el pri .. l restringido <PR> est• definido por1 

• n •+n 

Hin E • ¿ :irU,a) + l :ir(a+j,a) • }: :ir(i,a) 

1•1 j•l 1•1' 

•• c. 

<PR> 

n 

~- f(i,j) + z(i,a) • o(i) 

j•l 

:l•l, ••• ,. 

• ·l f(i,:J) +.z(a+j,a) • d(j) :J•l, ••• ,n 

1•1 

fO.,j> l O •i U,j) e IJ. 

f(i,j) •O ·11 (i,j) 1 IJ 

Z(i,a) l O Vi S (l,.~.,a,a+l, ••• ,a+n) 

donde :irU ,a) 

arttfic:ialH. 

U•l, •.. ,a+n> reprelentan · 1&1 
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,. 

Ahora bién, reescribiendo la f. o. ~ se tiene1 

• n 

~ "'l o(i) + ~ d(j) - 2 l f(i,j) 

i•l j•l (i,j)SIJ 

de donde 

Hin E (:u) Mu I · f(i,j) 

U,j>SIJ 

y 

E • o <--> l fU,j> 

. C i, j >SIJ 

• n .. l o(i) • l d(j) 

i .. l j•l 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

) (2.3.27> 

De (2.3~27>, se .deduce que el proble .. <PR> es .equi.valente al 

de 11&Jti•izar flujo sobre 101 arcos adlli1ibles. Aón 9'1~ la 
' . . 

. 1olución ópti.. 1e logra cuando el flujo sobre loa arcos 

adlli1ibles tiene un valor iqual a la IUllll de las of erta1 en 101 

ortc¡ene1. 

Por lo tanto, 1e puede reescribir <PR> sin las. variables 

artificiales pero con desiqualdade1 en las re1tricciones. 

Denoaine•o~ pqr <PR'> a este.nuevo proble ... Se tienea 
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:,'!', 

CPR' > 

Hax l f(i,j) 

Ci, j)SIJ 

s.c. 

l 
j 

l 
i 

fCi,j) i oCU i=l, ••• ,. 

f(i,j) i d(j) j•l, ••• ,n 

fCi,j) l O (i,j) e IJ 

fCi,j) • O Ci,j) 1 IJ 

CPR'> ea un prol>leaa de flujo·ll4xiao para la red NCIJ> de la 

.siguiente figura, .en donde se ba creado un nodo auperori9en. y 

un nodo super de1tino t1 un arco de • a c/u de loa a ori9enea 

con capacidad 0Ci>1 un arco de c/u de loa n destino• a t con 

capacidad.dCj). Final•nte, se colocar• un arco del oriqen 1 al 

destino· j ~1 1 a6lo ai Ci,j) e IJ, dicho arco tendr6 capacidad . . . 

infinita. Eato a1egura q\le fU,:J> puede · ser aayor que cero 

aolaaente :.cuando U, j) e IJ. 
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(capoc1do d) 

figura 2.awi:Rld 01oc111do a un pro1J11mo di fluJO max1mo 1qu1voltnft 

al prolÍlllllO pr1mol ,.,,~n11do di ... (PT). 'º' CROi de 

·capoe1dlld .. 111f1ntfD conwpr11dtn o md1c:e1 cdn11tblt1 .,., dual· 

,, .. ·:· 



El AP-D proceder• de la siquiene forma1 

lJ Considera una solución dual factible < oi..., ,,, v.qr. 

(2.3.24). 

2J Deteraina IJ. 

3l Construye la red asociada N(IJ). Ver fi9. 2.xvr. 

4J En N<IJ> resuelve un proble .. de flujo 111.xiao. 

Sea v el valor de dicho flujo • 

• 
Lueqo, vi l o(U 

1•1 

~ 

;, < l o(U ? 

1•1 

4.lJ St. Ve a SJ. 

4.2J Ro. Heaos obtenido el prOCJr&aa de envios que 

ainiaiza el co•to total del tran•porte. Fin. 

SJ. Mejora la solución dual factible (O(, ,,, con la solución 

6pti11a del dual del primal restrin9ido, (DPR), diqamos - -
(O(, '>. Se regresa a 2J. 
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En lo que sique, se abundara en la mecánica de SJ. LuP.90, se 
. :''."·~'. 

requiere conocimiento de algunos resultados sobre flujos máximos¡;· ':;~,, · 

cortaduras miniaas y el AFF. El lector que desconozca estos i U:'·· . 
. ~., 1: 1 .:.ne:. 

resultados puede diriqirse a CFF,19621, CLa,l976l. También, aei i'! .. 

necesita alquna terminoloqia para discutir la aplicación del AFF 

en <PR'). Esta se presenta a continuación1 

Cuando se encuentre una cadena aumentante s-t después de la 

aplicación del AFF en la red NCIJ) asociada a (PR'), se dir• que 

eata11os en PfliEl'ICACIOI <en inglés Breakthrouc¡h) • En caso 

contrario, cuando se loqre la optiulidad. en lf( IJ>, ae dir• que 

. eata•os en llO PEllE'l'RACIOI <en inc¡léa Nonbreakthrough). 

Adell6a en no penetración, sea 

" I = C 1 I oric¡en i est•·etiquetado J 

• 
(2.3.28) 

J • e j I destino j eat• etiquetado J (2.3.29> 

Se esi. entonces, en condiciones de proponer una solución óptilla 

al dual de CPR>, CDPR). 

1'EORDIA 2.61 DI no penetrac16n, una solucion ópti• al 

probl•• UlPR) .••U dada por1 
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1 1, • ei 1 e I 
o(.( 1) • < 

1 • 1-1, •i 1. I 
(2.3.30) 

1 • 1-1, si j e J 
'(j) • < 

1 • 1 1, ei j • J 

Pruebas A partir de <PR>, por inspección se escribe <DPR) 

• n 

Mu¿ oU)olU> +¿ d( j) '(j) 

1•1 j11l 

e.e. 

°" (1) + •<1> i o (1, j) e IJ 
. <DPR> 

i 1 

,, j) i 1 

oC. U>·, '' j) e.r.s. 

Ahora bi6n, •• puede •ostrar ques 

ll <~.i> ••una solución (DPR)-factible. 

2J.. El costo de < ii,i> es óptiao en (DPIO. 

Los detalle• •e pueden encontrar en el ap6ndice l. 
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Como mencionamos anteriormente, si t =O en no penetración, se 

ha alcanzado una solución óptima a nuestro problema oriqinal con 

un flujo de valor 
· .. 1: 

¿ f'Ci,j) ;. ¿ oCi) = l d(j) 
(2.3.31) 

( i, j )61J i j 

Por otra parte, si t >O se tienen 2 casos en AP-D 

ll ~(i) + j(j) i O Y(i,j) 1 IJ 
(2.3.32) 

21 Cl(i) + :J(j) >O p.a. U,J) 1 Ii1 

El caso ll implica que el probleaa ori9inal, (P'l'), no tiene 

solución, lo cual ea iaposible debido a que la f oraulaci6n del 

probleaa CPT> siempre tiene una soluci6n factible. Por lo tanto, 

el t.inico caso posible es 21. y se procede a .calcular 8(1). 

A partir del teoreaa 2.2, siapleaente obs6rvese1 

le le 
((i,j)/(i,j)IIJ, ciCi)+j(j)>Ol • ((i,j)/iSI,jlJ ) (2.3.33) 

de donde, 

+- -+ 
1 1 
I cU,j) - ( OlU>+:JC j) > I 
1 ----------------------- 1 

9(1) • Hin < 2 > (2.3.34) 
le 1 1 

161 1 1 
" 1 1 jlJ +- -+ 

le le 

i.a nww11 solución r!ulll Il= (CX. , J ) obtenida es1 
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1 le 
lt 1 O((i) + 9(1) i e I 
~ (1) .. ( (2.3.35) 

1 le 
¡ot(i) - 8(1) i ll I 

1 le 
lt 1 '(j) - 9(1) j 6 J 

' (j) • < (2.3.36) 
1 le 

1 '(j) + 9(1) j 1 J 

De esta for .. se coapleta la aecl.nica de Sl. Observe quea 

ll Coao era de esperarse, ninc¡t¡n arco que lleve flujo en la 

terainación del al9oritao .puede hacerse inadaisible en la 

'•i9U1•nte iteración, ••i coao nin9Un& coluana bi•ica puede 

convertiree inadaieible en el deearrollo CJeneral del AP-D·. 

21 El punto 11 peraite continuar el etiquetado del AFF a partir 

del flujo que fue óptillO en la anterior ~o penetración. 
' ¡:, \ . 

31 Finalaente, ie alc~sa un flujo abi~o de ,valor roU) 
l 

E• ••i coao la aplicaci6n del AP-D en .el problea del 
l 

tran•porte, ba producido un al9oritao especiali1ado, llaataosle 

al9oritao alf&l>eta. 
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ESQUF.MA DEL ALGOíl!THO ALFABE:rA 

l > Sea Il "' ( o(. , '> una solución dual factible. 

2) Determina IJ. 

3) Construye la red asociada N(IJ), ver fiq. 2.XVI. 

4> Resuelve el· problema de flujo.llAxiao en N(IJ), 

Sea v el valor del flujo óptiao. 

4.lJ Si v •E o(i). Alto, se.obtiene la solución 
1 

óptiu de (PT). 

4.2J Si v < E o(i), ve a 5J, 
1 

5> Haz lo siquientea 

• • · 5, lJ Encuentra I , J • · 

5.2J Calcula 8<1>. Ver ecuación (2.3.34). 
. \ 

5.3J Actualiza Il. Ver.(2.3.35), (2.3.36). 

5.4J Reqresa a 21. 

Es conveniente seftalar coao el alqoritao alf al>eta ha 

transferido al problema oriqinal,<PT>, en subproblellÍas de flujo 

uxiao. De esta forma, el AFF se convierte en el eje principal 

.oarit la sn111~f6n de (Pl'). Lue~o, las coaplicilcic:inee en el aanejo 

del vector de costo han sido olvidadas mediante el uso del AP-D. 
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Un par .de resultados útiles sobre P.l algoritmo alfabeta se· 
.: . 

enuncian a continuación. a través de dos teoremas cuyai\> 

de•ostraciOn se dele9a al ap~ndice l. 

2.3.3.1 ALGUNOS RF.SULTADOS U'l'ILES DEL ALGORITMO ALFABETA -

Durante el desarrollo siquiente, deber• suponerse que o(i), 

d(j), c(i,j) son enteros o equivalente•ente raéionalei. 

El priHr teorema encuentra una cota sobre el n<mero total de 
l . • ' 

operacionH de penetración · J • 'no penetración' . requeridas pár. 

reaolver un CP'l'> que depende de la oferta.( o deundatotaleá> y 

del tall&fto del problema. 

'••,: 

BJ.. MIMro •illo. · clt·.• operac:1ane8 de ,._~rac16ft ~··. · ·.n0 ~netrac:t~ . 
• •' . ' •l ' ... • . • 

.- nalisa el· al90rit110 alfabeta para obtener. la 101uc16n· ópthia• 

de <Pl'> •• a lo 8'1 • 

. · l o<U + <I o<U - U <•1nCa,n) + 1) 

1 1 

- - - -· -
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El eequndo teorema nos brinda una manera de verificar el va1o·r ~. 

del flujo mAXi•o en CPR'>. 
·-! ··-:.i. 

i.~ 

¡r;. ~, i í ~ ~ 
e~ ir"' . .' 

'l'EORDll 2. 8 

En No penetración dentro de.CPR'> · 

l oCU + l dC :J) • t fU,j) 
" " L 

.CZ.3.38) 

11I jeJ Ci,j)8IJ 

2. 3. •. 'l'RANSFO.RHACION DE. NAGNER -

Reaulta evidente que el prohleu del transporte ea un caso 

espec1ai del proble.. de flujo a costo •ini•o Cpreciaaaente de 

valor I ou > • Id( j ». St.ple•erite 1 

(. J 

ll ·Be aqreqa un nodo super oriqen s y un nOdo super dest.ino t. 

21 Se a9reqan arcos Cs,i> con capacidad o(i) y costo ¡ero 

Vi e n, ... ,.1. 

3l Se agreqan arcos (j,t> con capacidad d(j) y costo· cero 

Yj e n .... ,nJ, 

2-89 



1 1 Lo real..nte sorprendente es que el pr®leu de flujo a.?:,:.: 

coito ainlllO e1 caso e1pecial del proble• del transportel a::.'>', 
Esto ea, dado un caso de problema de !lujo a costo minimo ·~· .s.e: 

puede construir un caso de .problema de transporte que tenqa la 

•isma solución. 

De esta for .. , a partir del probleaa asociado a la qrafica de 

la. fiCJ. 2.x se puede diseftar un\caso del .Poblema del transporte 

que de la solución.de nuestro problema y resolverlo, por ejeaplo, 

a través del alc¡oritao alfabeta. 

La herraaienta. que no• awriU~ en ea.te caabio de proble .. s es 

precisaaente la tran1forución de llac¡ner. Veaaosa 

.Dado un.caso de probleaa de flujo a coito ainiao en una red N 

con c¡rafica asociada G•fV,A>,· se del>9ra construir. un caso.del 

pr®leaa del transporte de .acuerdo a 

correspondencia: 

la aic¡uiente 

••••>· 
Ft.UJO A COSTO MIIIMO TRAISPORTE 

-------~-----------------+------;.. _________________ _ 
ARCO U,jl 

llODO 1 
.J 
·coSTO cct,j> 

CAPACIDM> b(i,j) 

1 
1 
1 
1 
1 

' ' ' 

ORIGDI ij 

DES'l'IIO. 1 

1 ·ARCO Uj,j) COR COSTO c(i,j). 
1 Y• CAPACIDAD INFIIITA 
1 ARCO Cij,1) COI· COSTO CERO 
1 y·cAPACIDAD INFillITA. 
1 
1 OFERTA bfi,j) AL.ORIGEN ij 

Pára especifica~ las deunda1, · priaeraliente neceaituos 
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notación 

bU.,V> "' l b( i, j) Yi e V 

j/(i,j>eA 

(2.3.39) 

. ; /" .. ~ . . : 

dde A es el conjunto de arcos en la red N del problema de flujo a 

costo minimo. El sec¡undo mie•bro de la ecuación (2.3.39) 

rP.prP.RP.nt11 111 ca~r.idad "e'Jft~riorN total del nodo i. De esta 

forma, la demanda en el destino i es 

bU,V> - v(O) i 11 s 1 
1 

b(i,V) + v(O) i • t ) (2.3.40) 
1 

b(i,V) i -;. s;t ' 
la con1trucc1·6n se auestra en la siCJUiente fiCJUra1 
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ori9en15 oest.inos 

o o 

E-lb<i 1Vl 1 ±Y(O) d 0 llJ 

' ' CbU,jlJ 0 i 
rosíO__:..----"' ' 

··~ ,, 
' ' 
' ' 'º e º ,ij,~COs-

(i.;) E-lb<J,IJ) t±YCO> d Olll 

' ' • ::').., j , 

' ' 
' .. ·, 

·~ .. 

o 

ria. 2.xv11. EL PIOBLEMA. DEL tlANSPOltl CONSTRUIDO 
A PAltll DE UN PIOBLl"A DI fLUJO A costo MINIMO 

El prohleaa del tran•p0rte conatruldo se plantea coao 

encontrar un flujo f U j ,k > + 
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Hin I f C ij, j )c(ij ,·j) 

ij 

e.e. 

f(ij,j)+f(ij,i) = b(i,j) (2.3.41) 

Cla oferta en el oriqen ij es usada completaaente) 

1 b(i,V)-v(O), i•s 
1 ¿ (f(ij~i) + f(ji,1)) • 

j 

< b(i,V)+v(O), i•t (2.3.42) 
1 
1 b(i,V), i # s,t 

(la de .. nda en el destino i es satisfecha) 

' f(i.j,k) l o Vi,j,k (2.3.43) 

.Obs6rvese en el planteaaiento que la oferta total es igual a 

la deaand& total. 

Se presenta acontinuaci6n el resultado deseado: 

'1'EORDll 2. 9 

El ca•o ori9inal del proble .. de flujo a costo ainillO J el cato 

con1truido del prollle.. del transporte •an equivalente• en el 

sentido que un flujo factible en cuale1quiera de ello• 

corre•pond• a "91 flujo factible en el otro can el ai1ao coito. 

Demm1trar.16n: 

1) Sea f(i,j) una solución factible al caso del proble .. de flujo 

a costo ainiao. Entonces, en el caso del problema del 
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transporte, considérese 

f(ij j) = f(i,j) 1 o 
\f(ij.,i) = b(i,j)-f(i,j) 1 o 

(2.3.44) 

(2.3.45) 

El par de asiqnaciones anteriores satisface claramente 

(2,3.41). Para (2.3.42) substituyamos 

l ( f(ij,i) + f(ji,i) 

j 

• ~ ( [b(i,jl-!(i,j)J + [f(j,i)] 

j 

. ¿ b(i,j) + l f ( j , i) -f (i , j) 

j j 

7 por <2.3.39) 

• bU,V> (f(j,i)-f(i1j)) • 

I bU,V)'-v'(O), i•• 
1 < b(i,V)+V(O), i•t 
1 
I bU,V), iils,t 

luego, la H1C)llaci6n propuHt& en '2.3.44), (2,3.45) fon& una 

aolucion factible en el cHo con.truido del CPl'>• 

2> Se& fUj,lt) una aoluci6n factible en el ca•o del <P'l'>. 
f(ij,lt) H diferente de cero aolnente cuando lt•i 6 k•j. En el 

caao or:lqinal del probleN de flujo a coato atniao, con11id6reae1 

f(t,:J> • fU:J,.H (2.3.46) 

De (2.3.41>, O i f(f,j) i bU,J t 
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Bajo e~l:a. asiqnación, en el caso del problema de i'lujo a costo 

•ini•o se tienes 

,;, 1 

Yi E V 

l f(i~j) - ¿, f(j,i> = ¿ f(ij,j) + l f(ji,i) 

j j j j 

De (2.3.41) ' 

ªl bCi,j)-fUj,U +¿ f(ji,i) 

j j 

.¿ b(i, j) -¿ ( !U:J,U + f( ji,U > 
j j 

'' 
Por (2.3.39) 

Por <2. 3.42) 

• bU,V> - ~ C f(ij,i>+f(ji,1) 

,. 

1 V(O), 1 •• : ' 
1 

• ( -ve o,., i • t 
1 
1 o, i ~ s,t 

lueqo, la asiqnación propuesta en (2.3.46) forma una solución 

factible al caso oriqinal del problema de flujo a costo minimo. 

·3) Es Ucil probar que los costos de los flujos que 

corresponden a las ecuaciones C2.3.44> y (2.3.47) son iqualea én 

sus respectivos problemas. 
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Entonces el teorema queda demostrado. 

Desde un punto de vista matematico, la importancia del 

resultado anterior es evidente, pues: 

ll Permite plantear cualquier problema de !lujo a costo minimo 

en un equivalente problema de transporte. De aqui, diriqe 

nuestra atención s6lo a problemas de flujo en qráf icas 

bipartitas. 

21 La dificultad existente en resolver un problema de flujo a 

costo miniao, ver subsección 2.3.2 (encontrar circuitos de 

costo neqativo en la red incremental, etc.), 

al plantear el problema del transporte. 

queda reducida 

De hecho con el 

algoritmo alfabeta, cuyo eje es una rutina de flujo m&ximo, 

el problema de flujo a costo ainimo se traduce en encontrar 

cadenas aumentantes de un supernodo,s al otro supernodo t. 

Suponiendo que a(i), b(j) o di,j¡ son enteros o racionales se 

tiene completa certeza de que el algoritmo alfabeta dará en 

un nálllero finito de iteraciones (ver 2.3.37) la solución 

óptima del problema del transporte y por (2.3.46) la solución 

óptima de nuestro problema de flujo a costo minimo. 
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Sin €m!.l~rgo, dado el problema que se desea resolver y sus 

requerimientos de tiempo asociados. Al aplicar la transformación 
:,', 

de waqner en la red de la fig. 2 .x, uno se enfrentada a un< 
•\'.l· .;, 

problema del transporte cuya carga computacional es todavia m.ts · ,: 

qrande que la del problema que lo genera. De tal manera, que no 

se justifica la aplicación del resultado anterior. 

Simplemente, considérese un problema de flujo a costo minimo 

con G = (V,A) la qr~fica asociada a una red N y IVl•n, IAI••· 

Entonces, su correspondiente problema del transporte, tendr• 

asociada una qrafica bipartita G' = CV(l), V(2), A'> donde 

IV<l> 1 = IAI = 11, IV<2> 1 = IVI = n, IA' I • 21AI = 2 11 

luego, existiran m+n vértices y 2m arcos. Y una oferta demanda 

en en los vértices por un total de 

l l:IU,j> unidades 

(i,j)6A 

Suponiendo un horizonte de planeaci6n de 168 intervalos 

horarios y un número de 13 plantas, el lector puede realizar los 

calculos y tener una idea de la magnitud que adquiere el proble11& 

al usar la red de la !iq. 2.X seguida de la transformación de 

Waqner. 

Queda entonces descartado el uso de esta alternativa en la 

solucfón de nuestro problema. 
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- 2.3.5 OTRAS ALTERNATIVAS PRIMALES - DUALES -

A partir de los loqros obtenidos en las subsecciones 

precedentes, resulta de inter6s prosequir el estudio de otras 

aetodoloqias priÍlales - duales que perDitan enfrentar nuestro 

probleaa de una manera ""s eficiente. 

Bajo esta perspectiva, la idea de los pr6xim~s desarrollos 

serA trabajar . con la aulti9rAfica asociada a nuestro probleaa, 

v.qr. fiCJ. 2.IX; Ms bHn que au qrAfica, v.qr. fi9. 2.x. De 

eata aanera, aer"1 ahorrados el aanejo de una buena cantidad de 

arcos·y nodo• con au consabida ~cono•ia en tieapos de CPU y 

espacio en aeaoria durante la iaplantac16n en coaputadora de 

dicho• deearrolloa. Los ca~itulos 3y 4 del presente trabajo 

realizan esta labor, preaentando cada uno de ellos una 

•etadolóeJia diatinta. 

A•i ; ... •1 capitulo 3 eatud.ia, basado en el. 6:aito del AP-D •n el 

.próbl..a del tran1porte, la 1aplantaci6n del AP-D en el probleaa 
. . ·' ,, i ., 

del tran1porte capacitado. El attado de1crito supone que una 

aprodución lineal a la función de costo ba sido realizade .• 

A au ves el capitulo 4 no• introduce en el al9orit•o Ou~ of 

ICUter, AOOK, el cual.el W\& herraaienta qenerli.l para la solución 

de probleaa1 de flujo restrlnCJido a costo ainiao. Al iCJU&l que 

la · aetodoloqia npuesta en el . capitulo 3, el desarrollo del 

capitulo 4 supone.que una apro:aiaación lineal a la función de 

coato ha sido reaUsada. 
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2.4 SOLUCXON POR UN ME'l'ODO HEURISTICO 

El objetivo de esta sección no es proveer la receta 9eneral · 
\ · r::i f.\.J • 

para· la construcción de métodos heuriaticos en nuestro problema·'· :" 

ori9inal, ver (2.2.0), ••• ,(2.2.3), H.ts bien, el objetivo es 

expresar alqunas ideas b&sicas de porque esc04Jer una solución 

heuristica, •encionar al9U"a• particularidades propias en la 

estructura del problema y como collbinarlas para obtener una buena 

solución, discutir una "medida apropiada" que no• per•ita 

calificar.la calidad del heuristico, ycoaentar los resultados de 

su :l•plantación. 

La literatura presenta varia• def :lnicione• sobre un •étodo 

heurietico. ·Silver, Vidal y De Werra •endonan en CSVll,19801 una 

definición •U9er1da por Nichol•on <CNi,1971]) en la cual •• 

define un attodo beurietico coao un procldiaiento • ••• para 

re•olv.r pro1t1.... por un enfoque intuitivo en ·el cual la 

.. tructura u.1 .. proltle• pulde Hr interpretada 1 nplotada 

1nteltpnt-.ntepara @tener una •olucion ra1ana1»1e•. En Hte 

trabajo se adopta esta definici6n1 &dicionalaente, •e deber& 

suponer que para cualesquiera probleaa de optiaación bajo 

·consideración, siempre axiete un modelo apropiado y 

.. temtticaaente bien definido. Esto es, se pueden determinar 

valores a las variables de decisión a través de una •olución 

propuesta y se puede determinar.: 

i) Si la solución es o no factible. 
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.. 
ii) El valor de la medida de efectividad de la solución. 

1.e.se tiene una representación mate .. tica de la f.o. 

re1triccione11.· 

y sus 

El procediaiento serii aat•Mticaaente bien definido; sin 
eabar90, no se c¡arantizarii dar una solución óptiaa. La palabra 

"intuitivo• en la definición de arriba quiere . decir que la 

intuición pr•ctica del toaador de deci1iones (conjunto de. 

penonas que poseen el probleaa), y/o la intuición ute•tica del 

an6111ta debiera probableaente CJUiar·a·1a selección y elaboración 

del procediaiento. 

Por qJ,16.uaar un ••todo Juturiatico en el probleaa.or19inal? 

El:iaten varias razonea para usar m •todo he'-1ri1tico · en · 

.. nuestro probl .... · . Sin iaportar el orden H aencionan. algunH 1 

ll Aunque un procediaie~to .de soluci6n .nacto puede e•i•tir, tal 

ves sea· ,coaputac:ionalliente prohibitivo usarlo~ v.c¡r. ver 

, sección 2.1. 

2J Loa· attOcloa heuristicoa •por diseno•, construido• acl-hoc, 

pueden •er. ... 1encil101 de entender para .. 1 . toaador de. 

deciaionea. F.n palura1 de .Per11ona coat.an, la 9'•nte 

prefedria vivir con un probleÍila que ellos· no pueden 

resolver, que aceptar una· 1olución que no puedan entender.• .. 
' ' 
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En este sentido, y para nuestro proble11& particular, seria 

de gran utUidad desarrollar alguna<a> foru(a) de visualizar;,.~;. 

el'procediaiento heuristico, de tal manera que se facilitarA'Li . 

su comprensiOn. 

31 Para un problema bien definido que puede ser resuelto 

opti11&11ente, un a6todo heuriatico puede ser usado en una 

priaera fase de aprendizaje o 'eenaibilizaciOn <v .c¡r. 

desarrollando una noción intuitiva sobre el coaportaaiento de 

ciertas variables y/o. resticcione•),.de.tal aanera que en un 

futuro pudiera llevar a un nuevo o,aejor procediaiento de 

solución. 

Observe el lector que al enuaerar e•tas ra1ones, no se trata 

de de1preciar el esfuerzo por intentar obtener de una priaera vez 

un utodo e:sacto •. E•to es, no ae aboc.Ja por el. abandono de 

alc¡orit~o• euctos de optiaizadon ·donde su u•o Cincluy~ndo 

consideraciones de iap,lantación) sea apropiado. · Aun us, el u•o 

de· a6todos heuriaticos no es de ninguna aanera sencillo, 

principalaente al a011ento de desarrollarlos y evaluarlos con 

propiedad. 

En la 'definición de m6todo heuristico, se aencionan las 

palabras "para resolver probleaas (bien definido• 

matelliticamente> por para obtener una· solución· razonable". 

En los siguientes parraf os se interpreta el significado de la· 

palabra 'razonable'. 
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Siquiendo el punto de vista suqerido en [SVW.1980], un buen:' · 

heuristico debiera poseer las siquientes cualidades1 .'.>. :~ .. 

ll Un esfuerzo computacional realista para obtener la solución. 

2l La solución debiera ser cercana al óptimo en el promedio. 

3l La probAbilidad de una solución auy pobre (lejos del óptimo) 

debiera ser au,y pequena. 

41 El ll6todo heuriatico debiera ser tan sencillo como fuera 

poaible . para que el U&IJ&rio lo entienda preferiblemente en 

ttrainoa intuitivos. 

En qeneral, un factor de aucha significancia al decidir sobre, 

la iaportancia relativa de 2l y 3l, ea el nl3lero de veces que él 

proble .. , sobre el cual el heuristico est• siendo eapleado, ser• 

resuelto. Al increaentar la frec\iencia de la solución uno 

eaperaria Clli• us peso fuera dado a 21 que a 3l. Adicionalaente, 

41 que ea aucho aAs dificil de cuantificar que las otras tres 

cualidades, ha sido enormemente omitida en la literatura aunque 

pudiera ser la razón 8'a iaportante.de tatas. 

Una discusión de proa y contra~ en la atdida de calidad de un· 
' . ' . 

heuristico, principalmente de 2l y 3l, se puede encontrar en 

CSVN,19801. Aqtii, sólo se .enumeran posibles criterios, dando un 

ligero coaentario sobre aquell'Os que son de inter6s en nuestro 

proble11&. 
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ll Comparación con la solución óptima. 

2l Relajación y acotamiento del problema. 

Cuando la solución óptima no puede ser encontrada 

(frecuentemente el caso cuando un heuristico es usado), 

un enfoque alternativo es relajar el problema, de tal 

manera que una solución Optima al problema derivado 

pueda ser evaluada (de hecho nü es necesario la 

solución, basta su valor o cuando menos una cota sobre 

6sta) proporcionando asi, una cota al •enos tan buena a 

la solución óptima del proble•a. Se pudiera checar 

entonces, que tan cerca la solución heuristica est• de 

la cota, pues obvia.J11ente el valor de la solución óptima 

del prohle111& se halla entre el valor de la solución 

heuristica y ' la cota •is... La 11&nera .. 8 común de 

. relajar un problema es ignorando una .o 114s 

restricciones. 

~ ............ , 

3l Métodos estadhticos para valores extremo.a. 

4l Otras comparaciones. 

4.ll Comparación· con un m6todo enUllerat'ivo que 

requiri~se mucho. más esfuerzo computacional. . 

. 4.:21 Comparación con el·. desempefto · del tomador de 
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d~cisiones. 

4.3] Comparación con otros métodos heuristicos. 

Uno ciertamente puede co•parar 'nuestro' 

heuristico en contra de otros, donde los otros 

a6todos de solución heuristica han sido usados y/o 

propuestos. El peli9ro existente en este 

criterio, es que los otros aétodos heuristicos 

puedan ser particularaente .. 1os, de tal manera 

que aán · cuando ·el dese•pefto de 'nuestro' 

heuristico fuera· juzqado coao el aejor, pudiera 

aán ser un attodo,de solución pobre. 

4.4J Coaparaci6n ·con una reqla de decisión aleatoria. 

4.Sl Coaportaaiento cori el peor caso 

Buena cantidad de la literatura •e inclina por 

identificar el peor error po•ible bajo el uso de 

un heuriatico particular. Pues, de hecho, •ieapre 

ea reconfortante conocer que la actU&ción de un 

heuristico nunca ser• peor que un. deterainado 

valor, sin eabar90, y.esto es •UJ iaportante para 

el problema al que nos enfrentamos, esta 

información no es suficiente para eacoqer entre 

diferentes procediaientoa heuristicos, ya que, 
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co~o se menciona anteriormente, un tomador de' 

dec.isiones probablemente está más interesado en ¡;J.~'''t~, .. 
desempetlo promedio para la estructura especial d~: .,, ,1• 

su problema. De esta manera, un heuristico " ' 

particular pudiera tener un comportamiento muy 

pobre en el peor caso, causado por casos 

patológ'lcos, y Rñn con esto pudiera desempeftarse 

excelentemente bajo otras condiciones. Por el 

contrario, el an•lisis del peor caso, co•o un 

beneficio lateral, puede indicar bajo que 

condiciones el he"!ristico se "e•pobrece", y de 

aqui seftalar cuando no usarlo. 

Por el momento, deja•os de lado los co•entarios relativos a la 

medida de calidad de un heurlstico (un nuevo enfrentamiento se 

pospondr4 hasta el capitulo 5) para presentar a continuación 

al9unas peculiaridades de nuestro problema oriqlnal (ver 

(2.2.0), ••• ,(2.2.3)), que pueden ser usadas en el desarrollo de 

un heuristico. ta idea aqui, es cambiar la naturaleza del •odelo 

en alquna manera que facilite la solución y per•ita, v. qr., 

crear un procedimiento constructivo para la solución de nuestro 

probleu. 

Considérese, por ejemplo, nuestro problema oriqinal incluyendo 

sólo ·1a f~m11ia de re&triccjones (2.Z.1 ), Esto Ps: 

2-105 



a.c. 
(Pl) 

Hin l l 
p i 

2 
CH<i,p>J 

l H(i,p) • •(p) > O V p S p 

i 

(2.2.0) 

(2.2.1) 

Evidenteaente, <Pl) ea equivalente a resolver IPI veces el 

•iCJUiente probleaa: 

Sea p S P 

•• c. 
<Pl') 

Hin l CH(1,p>J
2 

i 

¿ H(i,p) • •(P) > O 

1 

Deade una perepect1va 41•t1nta, el . problna CPl' > puede 

pen•ar•• en coao deterainar e/u de las lOncJitude• de una •erie de 

111 cuadrado• (repre1entadoa, re1pectivaaente, por laa variable• 

H(i,p)), cuya aUll& de pert .. tro1 •• iCJU&l a una cte., de tal 

aanera que la 1uma total de aua respectivas ·•na• Ha ainiaa. 

V•i1e fiq. 2.XVIII. 
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o 

o 

o 

+---+ l per = cte 
+---+ 

? 

o 

o 

fIG. 2.XVIII. VISUALIZACION DEL PROBLEMA <Pl'l 

El lector interesado poclria dar la solución ópti .. a (Pl') 

usando, por ejemplo, el m6todo de los multiplicadores de 

Lac¡ranqe. Aqui presenta•os una forma alternativa para 

solución de· (Pl'). 

Considérese el hiperplano 

¿ H(i,pl = e(p) • 

i 

la 

un vector perpendicular y "sentado en el oriqen" a la fuUia de 

hiperplanos iHU,pl=k, k 6 R viene dado por los 

coefir.iP.nt.es asnciadnR a ~ste, i.e. (l,1, •.. ,1). Luego, para 

dar la solución óptima· a <Pl') bastaria encontrar un escalar 

adecuado t 6 Fl + t(l,1, ••• ,1) = (t,t, ••• ,t) pertenezca al 
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hiperplano ~ H< i ,p) =e(p). 

De donde 

t + t + ... + t = e(p) 

1 II t .. e(p) 

t • e(p) I 1 II (2.4.1) 

lueqo, la solución óptima a (Pl') es 

le 
H(i,p) • e(p) I I II (2.4.l.bh) 

Más aán, la solución óptiaa a <Pl> viene dada por 

le 
HCi,p) = e(p)/ 111 Vp, Vi (2.4.2) 

Al interpretar esta solución en terainoe de la fiq. 2.XVIII, 

se observa que la solución óptiaa eati dada al construir todos 

loa cuadrados asociados a una aisma p de la aiaaa irea. En 

terainos de nuestro probleaa oriqinal, direaoa que la solución 

6ptiaa a procedido aediante una repÍlrtición en banda de la 

enerqia de c/u de las plantas. 

Eatudieaoa ahora el problema oriqinal incluyendo sólo las 

familias de restricciones c2 .. 2.1> y (2.2.3). Ver fiq. 2.XIX. 
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¿ l 
2 

Hin CH(i,pll 

i p 

s.c. 

l H!i,pl • e!pl V_p e P 
!P2l 

i 

~(i,pl i H(i,p) i H(i,p) Vi e I, Yp e p 

Al iCJU&l que (Pll, el problema (P2l es equivalente a resolver 

IPI veces el siguiente problema: 

Sea p e P 

~ 
2 

Hin CH(i,p)l 

i 

a.e •. 

r HCi,p) • e(p) 
(P2' > 

i 
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o 

o 

• p • 

o 

o 

""""" 
'""" 

+------+ 
1 1 +----+ 

• ' •••••• f. 1 1 
I · .1 •••• , , 
+------+ +----+. 

H<l ,pl HC2,pl 

? ? 

,, ,, ,, 

',' ','.,' ''' ''' +-----------+ 
1 ' . · I • •.••••..•• '. 

1 
1 
1 

+-----------+ 
HC3,pl 

? 

cota supHior 

cota interior 

!IG. 2.x1x. VISUALIZACION DEL PROBLEHA <P2') 

,,,,,,,,, 
t ••~ ::eTe, 

+-----+ 

+-----+ 

H(fif,pl 

? 

i. 

Obaerve el lector que a diferencia de (Pl'), el probleaa 'cP2') 

ya puede aer infactihle. De hecho, él criterio de infactih1Ud&d 

viene dado por 1 

3 Pe P + 

r tfCi,p) > e<p> 1 
L 

i 1 
1 

6 ) (••••) CP2> ee·infactihle (2.4.3) 

í HU ,p) 
1 

< e(p) 1 
1 

i 1 
.. ... 
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Aú!1 más, la introducción ele las cotas simples dificulta el uso '' .. ,' 
.' ·" de los multiplicadores de Laqranqe. Lueqo, resulta de intertliil'':~;L .. 

desarrollar un método ad-hoc para el problema (P2') y por tantoi'll.( 

para (P2>. Considtlirese el siquiente procedimientos 

PROCEDIMIENTO PARA LA SOLUCION DE <P2) 

Ol Sea p 6 P. Comienza la .solución de (P2'). 

ll ~ !;!< i,p) > e(p) 6 l H(i,p) ( e(p) ? 

i i 

l.ll Si. (P2> ea infactible. Fin. 

l.2J No. Ve a 2J. 

2l Satisfaz las cotas inferiores para todo• los intervalos. 

i.e. H(i,p) = ~(i,pl Yi e I 

Aeiqna en la variable FALTA el sobrante de enerqia. 

FALTA = e(p) - ¿ tl<i,p) 

i 

FALTA= o·? 

2.ll Si. Haz obtenido la solución óptima de <P2'). 

Ve a SJ 

2. 2l No. Ve a JJ .• 

J] Sea D = e i I H(i,p) i H(j,p) Vj e I ) 

( D reprea1mtar.t en lae iteraciones auba_ecuentee, el 
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conjun~o de inlervalos en los que la planta p debe 

distribuir la enerqia ) 
·I' 

Ve a 4J. ' / > • ·~ / ,, • '" I • ·,. i . 

4J Da una repartición en banda de la enerqia sobrante, 

"FALTA", sobre los intervalos pertenecientes al conjunto D, 

hasta que se satisfaqa un~ dP. las siquientes condicioneR: 

4.ll H(i,p) = H(i,p) p.a. i e D. 

En cuyo caso, el indice i debe abandonar D. 

Actualiza FALTA. 

Reqresa a 4l 

·4.2l ~ HCi,p) • e(p). 

i 

En cuyo caso, se ha obtenido el óptimo de (P2'). 

Vea Sl. 

" " 4.31 HU,p> = H(i , pi i 1 D. 

i e D 

" En cuyo caso, i inqresa a D. 

Actualiza FALTA. 

Regresa a 4] 

5J Haz resuelto CP2'> Y pe P? 

5.ll Si. Haz obtenido el óptimo de <P2). Fin. 

5.2J No. Reqresa a OJ por una nueva planta p. 
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Alqunos comentarios sobre la mecánica del procedimiento se 

presentan a continuación: 

Sea p e P la planta escoqida en el paso Ol ·del procedimiento. 

Adicionalmente, sup6nqase que no se ha detectado infactibilidad 

en ll. Se iniciarla entonces, la fase 

procedimiento (pasos 2l , 3l y 4l). 

constructiva del 

Al desarrollar la fase constructiva, priaeraaente se asiqna en 

los arcos (p,i) 1 e I un flujo 1d6ntico a.su re•pectiva c?ta 

ainima. Sec¡uidaaente se repartiria, si existiera, el sobrante de 

enerqia <FALTA) de manera uniforae· (repartición en banda) a 

trav6• del conjunto de intervalos D, hasta que alCJUfla de las 

opciones 4.lJ. 4.2J, 4.3] "fuera satisfecha. Si la condición 

dada fuese 4.2l, el an•lisis para la planta p habria terminado; 

en _caso contrario, se debiera .actualizar tanto FALTA coao. el 

conjunto D, y una nueva iteración deber• cuaplirse. 

De hecho, obs6rvese que en e/iteración del procediaiento, el 

conjunto D indicar• los intervalos en los que el sobrante de 

enerqia debe ser repartido en banda. 

Una manera de visualizar la aec•nica de los pasos 2J, 3l y 4l 

se aueetra en la fiq. 2.XX. 
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Puede el lector imaqinarse un modelo fisico que de la solución 

óptima de los subproblemas <P2'), lueqo de (P2l? 

Cómo construiria dicho modelo ? 

000 
o o 

.•••m•••••••a•.•. , 
FALTA . , 

, , . . 
MN •••••••••••••• 

A 
1 
1 
1 
1 
1 

; 1 
+------· 

..... .... .... . . .. ..... .. 
Mii M 11 N •• 

------------ - - -- ----------
o o o +------+ 

+-=----+------+------+---------·-+------+:---> 
HCl,p) HC2,p) HC3,p) HCIIf,p> 

~ LIMITE INF 

FIG. 2.XX. UNA VEZ OUE SE HAN SATISFECHO LAS 
COTAS MINIMAS, LOS PASOS. 2J, · 31 Y 4l 

REPARTEN EL SOBIWl'l'E DE EllERGIA DE 
UNA MANERA OP'tIMA smUN CP2') 

~ . '· f: 

'" 

Deaoetrareaoe a continuación, que el procediaiento descrito 

proporciona al finalizar una eoluciOn 6ptiaa a CP2'> y por tanto 

a (P2). Eeto es, dada p 6 P, 11up6nqaee que el problema CP2') 

••ociado e• factible, 11e probar& • continuación que la 11oluci6n 

dada por el procediaiento deepue11 de realizar 101 P.eoe 2J, 31 y 

4J .. dpti ... 
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Sea p .6 P. 

" " " Sea H(p) = <H<l,p), ••• ,HCIIl,p)) la soluci6n obtenida . ar: 
finalizar la aplicación del procedimiento antes descrito. '1.'· 

"' Denotemos por : o .. { 1 I H<i,pl = iici,pl } 

" -R = ( j I ~(j,pl < H<j,pl < H(j,p) l 

• o • e k / H<k,p) .. !;!<k,p). ) 

- - - - - - - - -
Corolario 2.1 

O, R, O fonan una partici6n.del conjunto de intervalo• I. 

Corolario 2.2 

lea i e o, j a R, k e o. 
• • • H<1,p> i H(j,p) i H<k,p) 

Corolariq 2.3 

Sea j, j' (j':J'> do• intervalo• cuale•quiera ele•ento• del 

conjunto R. Be tiene . " H(j¡p) • ff(j',p) 
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~ Teore11a 2.10 

Sea.p e P. 

"" "" "" "" ff(p) • (ff(l,p),ff(2,p), ••• ,H<IIl,p>> e• una. solución Opti .. 

al prohle .. fP2'). 

De•o•traciOn <por contradicciOn)1 

"" Supónqase que ff(p) no fuera Opti•o. Esto es, supOnqaae que 
, , , , 

exi•tiera H(p) • (ff(l,p>,H<2,p), ••• ,HCIIl,p>>, una solución 
"" . 

factible diferente de HCp) + 
III 
\ , 2 l CHU,p>l .i y H. 

i•l 

LUeiJO, existe al •enos un ¡lar de indices (f,1> a.boa del 

con,unto de intervalos + 

, "" ff(f,p) • HCf,p) + 8(f), 8(f) ) o 

8C1> > O 

donde f 6 R U Q, ' 6 O U R. 

En particular <ver corolario 2.2 y 2.3) 

"" "" H(,,p) i ff(f,p) 

Denot.ese por 8 • •in < 8(t>, 8(') J > o. 
Podno• construir una nueva solución factible H"<p>, diferente. 
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, 
de H(p), de la siguiente manera: 

, 
1 HCi,p), Y i e I-C t, ' ) 1 , 

ff"(p) 11 ( ff(f,p) - e, si i = f 
1 , 
1 HCl ,p) + e, si i .. ' 

+ 

I CH"(i,p)l 
2 ( l CHC i,p)] 

2 
••••><•••• 

i i 

le 
HCp> es una solución 6pti11& al problema (P2;>. 

-- - - - - - - -· - - -, ... 

· Coao se puede apreciar, la solución óptiaa al problell& <P2> ha 

sido localizada. Seguirla a continuación, la tarea de encontrar 

la soiución del probleaa coapleto (incluyendo la restricción 

(2.2.2)). 

Es en este contexto, donde el heuristico construido, 

PROCEDIMIEllTO HEURIST, empieza a funcionar como tal. Esto es, se 

.tiene un .heuristico para la solución del prob.lema oric¡inal, que 

explotando las ideas demostradas en las paqiniis anteriores, hace 

uso de rec¡las empiricas para la satisfacción. de la ter.cera 

familia de restricciones. El lector interesado en una mayor 

discusión de la construcción y metodologia del heuristico puede 

dirigirse a CIRGP,l984l. 
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Las caracteristicas de este procedimiento son: 

ll HEURIST termina en la mayoria de los casos (hasta ahora todos 

los probados>1 existen, sin embarqo, casos teóricos 

patolóqicos en los cuales el procedimiento se· detendria sin 

lleqar a la solución. De hecho, en los casos patolóqicos., el 

procedi•iento ter•inaria sin aqotar la enerqia' de alqunaCs) 

plantaCs>, i.e. · 

3 pe P + ~ H(i,Pl < eCpl 

i 

Lueqo, la fa•ilia de restricciones (2.2.1) no es 

co•plet .. ente satisfecha, y no se obtendria una solución 

factible. 

21 HEURIST arroja en la. mayoria de lo• caso• ·solucione•· "muy 

buenas•, incluso 6ptlaas al proble .. oriqinal. Dehecho, en 

todos loa caso probado• la solución ha sido · ópti... Sin 

eurqo, eso no nos permite Héqurar .. la optiaalidad del 

alqorit•o. Ro sé conocen ta•poco contraeje•plos. 

. . . 

A partir de ll, ea posible que HEURIS'l' no haya podido. encontrar 

una soluc10n factible. En este caso, la solución parcial del 

heuristico puede ser usada por el AFF para deterainar un s-t 

flujo 9'lrill0 en la red suqerida por la fiq. 2.I.a> o 2.VI.a), v. 
de aqui una aoluciOn factible al problema oric¡inal• 
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De esta manera, la combinación de HEURIST y el AFF se 

constituye en una alternativa más para la solución de nuestra 

problema. Esqueuticamente, esta nueva opción se muestra en la .,'. · 

siguiente fic¡ura. 

INICIO 

V 

+------------+ 
1 HEURIST l.· 
+----------:--+ ' . 

' V 

I \ 
I . \ 

I \ 

/ \· 
I SOLUCION \ 
\FACTIBLE ;1 

\ I 
\ I 
\ I 
\ l 

si 1 
1 
V 

+--------------+ 
no 1 ALGORITMO DE 1 

-----> 1 FORD Y 1 · 
1 FULKERSOR I 
+------.-+-•---..,+ 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 1 
FIN > <-------------~---+ 

FIG. 2.XXI. DIAGRAMA DE FI:.u.TO PARA LA 
ALTERNATIVA . HEURISTICO MAS 

ALGORITMO DE FORD Y FULKERSON 
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Respecto a esta alternativa, ~s necesario comentar que al 

hacer uso del AFF, el único objetivo que se persigue es construir 

una solución factible al problema oriqinal, de tal manera que la 

converqencia de esta alternativa quede completamente validada. 

Ahora bien, es precisamente este punto donde la solución que ae 

obtendria al problema original puede ser descompuesta 

drasticaaente, pues el AFF determinaria una· solución a nuestro 

probleaa sin iaportarle el par•metro costo. 

Una for11a de corregir este defecto, pudiera ser eliminando el 

116dulo correspondiente al AFF por.un mttodo diferente que incluya 

al costo en su bósqued& de una solución al proble.. original~ 

Por el aoaento, se deja de lado esta discusión hasta no haber 

coapletado las t6cni.cas de los. capitulo• siguientes. Nuevamente 

bablareaos de este te .. en el capitulo s. 

Por lo que respecta al.esfuerzo coapútac:ionaldesarrollado por· 

esta alternativa, se puede decir que este es a1n1ao (respecto a 

las alternativas trabajadas), excepto en el C~IO '<que creeaos 

aer6 a1n1ao> en que se requiera usar el AFF. En este óltiao 

caso, alqunas providencias han sido tomadas, al usar una rutina 

de flujo 11Ax1ao especializada en la estructura de red.asociada al 

probleaa or1c¡1nal, en vez de un probleu c¡eneral.de flujo llixiao 

v•l1do para cualquier red. De eata aanera, ae disminuye 

cu.ntitativuente el esfuerzo. coaputacional asociado al uao del 

AFF. SE TIENE: 
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lJ Cualc~quier arco que "sale" ("entra") de s (a p) es de la 

forma ( s,pl. Aan más, 

Vpe p 3 1 (s,pl e A. 

2] Cualesquier arco que "sale" <"entra•> de p (a i) ea de la 

forma (p,1) Aun 1114s, 

V p e p y V i e I 31 (p,i) e A. 

3l Cualesquier arco que sale ("entra•) de 1 Ca. t) es de la 

foraa Ci,t). Aun 114s, 

V 1 e I 3 1 (i,t) e A. 

Setlalaaos por óltiao, que la rutina especializada de Ford y 

Fulkerson, construida durante el desarrollo de esta sección, 

puede ser usada por .el alqoritao alfabeta del proble.. del 

transporte, . pues, de hecho, los subproblemas de· flujo llU:iao que 

tste debe resolver, mantienen ·una estructura auy parecida con la 

del problema aqui resuelto, 
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CAPITULO 3 

IMPLANTACION DEL ALGORITMO PRIMAL-DUAL EN 

EL PROBLEMA DEL TRANSPORTE CAPACITADO 

CON ARCOS PARALELOS 

Siguiendo la idea indicada en la subsecci6n 2.3.5, el e1tudio 

expuesto a continuaci6n Gurqe con el ánimo de resolver el 

problema asociado a la red de la fi9. 2.VI.b), el cual se puede 

ubicar en la clase de problemas de transporte capacitado con 

función de costo convexa. Dicho estudio supone que una 

aprozi .. ci6n lin•al a la función de co•to ha •ida realisada. D• 

esta manera, el problema se puede colocar en la clase de PPL's y 

es posible usar el AP-D para su soluciOn. 

El capitulo se compone de la siguiente manera: 

En 3.1 se hace n~ breve repaso rle como nuestro problema 

original, ver fiq. 2.I.b), pasa a ser PPL una vez realizada la 

aproximaci6n lineal a la funci6n de costo. Ahora bien, debido a 
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'. ~~·; 
que el efecto de la aproxi•aci6n en la red oriqinai' ha conaiat:l4o · ~· 

:' '",' i, ,~~t: 

•n la creación de arcos paralelos con aue respectivos par .. etrna, 

nos referiremos a este nuevo problema COllO 

tran•port• capacit..ao can arcoa paralelos. Un plante .. iento nula 

co•pleto de ~ate, asi CDllO alqunas ideas que lo c1>11ple•entan, 

v.qr. plantea•iento de au probl... dual, obtención de la• 

condicion•• de bolC)Ura co•ple .. ntaria, etc. aon introducida• en 

J. :a. 

Con la• b8rr•ientaa deNrrollada8 en 3.3, •• HU a punto 

para 41\19 •l AP-D inicie au i11Plantacitln • •1 prableM d•l 

trmaporte capadt..ao can arco• paraleloa. Tanto. el deArrollo 

camo el análisis de dicha i•plantaci6n aon expuesto• en 3.J 

Finalmente 1 para clarificar ideaa, la aeccitln l.t re1uelYe W'I 

probl... de tran•porte capacitado con arco• paralelos •01trando 

para c/iteraci6n el avance que proporcionan loa prabl ... a pr1 .. 1 

y dual rHtrintido• en la btlaquecla de la aoluci6n 6pti• d•l 

probl ... priMl. 



3 

3.l Construcción del problema de transporte 

capacitado con funci6n de costo convexa, 

aproximada linealmente, a partir del 

problema original. 

., . . ¡, 

Durante el desarrollo del capitulo 2 se observ6 que el 

problema oriqinal tiene su interpretación en t6rminos de flujo en 

redes. En forma general, se puede decir que la primera de éstas 

se ubica én la clase de problemas de flujo a costo convexo minimo 

<ver fig. 2.I.a)) y la segunda.se localiza mas bien en la clase 

de problemas de transporte. ~apacitado con función de coato 

convexa <ver fig. 2. I .b.)). Una vez hecha la eliminación de las 

cotas inferiores, el aspecto de ambas interpretaciones se 

visualiza en las gráficas 2.VI.a> y 2.VI.h) respectiv&mente. 

Ahora bien, conaid6rese la red asociada a la !iq. 2.VI.h). 

Al realizar la aproximación lineal a la funciOn de costo de 

nuestro probleaa (cfr. 2.2.3), el aspecto que guarda esta nueva 

red •• visualiza en la fig. 3.I. 

Tal y como se observa en la fig. 3.I, el efecto de la 

aproximación lineal ha consistido en la creación d• arco• 

paralelos cop sus respectivos parametro•. En·lo que aique, y por 

convenci6n, denominaremos a esta clase de problema como probleaa 

de tran•porte capacitado can arca• paralela•. Su planteamiento y 

desarrollo se formaliza en la siguiente sección. · 
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3.2 Pl~nteamiento del problema del transporte 

capacitado con arcos paralelos. 

Sea i=l, ••• ,m; j=l, .•• ,n; k=l, •.• ,K y denotemos por 

(i,j,k) el k~ésimo arco que va de i a j, 

f(i,j,k) el flujo que pasa por (1,j,k), 

b(i,j,k) la capacidad de U, j ,k), 

c(i,j,k) el costo por unidad da flujo en (i,j,k), 

o(i) la oferta en el origen i, 

d(j) la demanda en el destino j. 

El problema del transporte capacitado con arcos paralelos, 

denotado por (f) en eate capitulo, ea un caso especial de 

problemas de flujo a costo minimo y esta motivado por la 

siguiente circunstancia: 

Considérese m oriqenes, donde el origen i tiene una oferta de 

o(i) unidades de un cierto articulo. Ademas, están localizados n 

destinos, donde el destino j tiene una demanda de d(j) unidades. 

SupOnqase oli>>O y d(j)>O. Adicionalmente, entre el oriqen i y 

el destino j existen k arcos o rutas c/u de ellas con ~u 

respectivo costo unitario, c<i,j,k), y capacidad,.b(i,j,k). El 

problema <P> consiste en determinar el proqrama de envio• 

factible de los origenes a los destinos que minimize el costo 

total del transporte. 
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Ahora bien, supóngase sin pérdida de generalidad que la red de 

la fiq. 3.I tiene las siguientes propiedades: 

Vi, Vj, Vk 3 (i,j,k) (3.2.l) 

Yi, Yj Oic(i,j,l)i···ic(i,j,K) (3.2.2) 

l o<il =I d( j) (3.2.3) 

i j 

La aupoaici6n anterior es plenamente justificable: pues en 

caso de existir •6lo p arcos, p<K, del nodo i al nodo j (v.gr. 

ai i=~ y j =l, ••• ,n donde existe sOla un arco de ~ a j) una 

manera artificial de colocar· precisamente K arcos consiste en 

crear los restantes K-p con su respectiva capacidad igual a cero. 

Ea to ea, agr6quese (i,j,p+l),,,,,(i,j,K) 

b(i,j,p+l)= ••• =bli,j,Kl=O. Para completar, cualquier costo puede 

ser asignado a estos . nuevos arcos, en particular uno que 

satisfaga (3.2.2), pues de hecho no se transportará flujo a 

trav•• de •stos. De donde, en lo que resta de este capitulo y 

para clarificar la expoaiciOn, sup6nqase que todas las redes 

consideradas aatisfacen (3.2.1),,,.,(3,2,J), 

De manera mis precisa, el planteamiento de programación lineal 

para el problema (P) es el aiquiente1 

3-!5 



(P) 

3 

Hin .l: c(i,j,k) f(i,j,k) 
i, j ,k 

s.c. 

Y i l f(i,j,lH· ••• i'f(i,j,K) = o(i) 

j 

V j l f(i,j,l)+ ... +fU,j,K) = d(j) 

i 

y (i,j,k) O~f(i,j,k),ib(i,j,k) 

(3.2.4) .> .. : ... 

•'., '," 

·.l. 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

(3.2.71 

Una manera de visualizar la red asociada al problema (P) se 

mu••tra en la fi9. 3.II. 

Aqreqando variables de holqura x<i,j,k) a la familia de 

restricciones (3,2.7> obteneaoa el problema <P> en forma 

••tándar, al cual deno~areaoa por <P'>. Su planteamiento esa 

(P' 1 

Min l c(i,j,k) f(i,j,k) 

i,j,k 

•• c. 

Y i 2 fU,j,l>+ ••• +fU,j,K) • o<i) 

j 

Y j l f(i,j,l)+ ••• +f(i,j,KI • d(j) 

i 

Y (i,j,k) f(i,j,k)+x(i,j,k)ah(i,j,k) 

F, X l O 
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-- Cft,J ,U , 11f1,¡,0 ............ ,11 
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·~ ! 
i 
1 

! 
¡~ 

[ Of11J] 0~ [ d(11)] 

Flpa 1.11 A:pecto general de.laa rtdts m.oclada1 al problema 
del transporte capacitado con anx11 paralelOI. 
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Si en CP'l asociamos variables o<..(i), J(j), TCi,j,k) a los 

qrupoa de restricciones (J.2.9), ••• ,(3.2.lll respectivamente, el 
i"' 

problema dual, <D'), ea el siguiente: 

Mil:ir l o(i) e;(.(i)+ l d(j),J(j)+ ¿ b(i,j,k) 7(i,j,k) (3.2,13) 

(D') 

1 j i,j,k 

li. e:. 

Y (i,j,k) °'-<il+J(jl+1(i,j,k) i cCi,j,k) 

y (i,j,k) 7(i,j,k) i o 
ol..., ,, r •. r ••• 

(3.2.14) 

(J,2.15) 

(3.2.16) 

Ai igual que en 2.3.3, una asiC)naciOn sencilla en el dual que 

proporciona una soluc16n (0')-factible ••i 
Yi ot(il•O 

V Ci,j,k) 7(1,j,k) • O 

V j J(j) = minCcCi,j,klJ = •in(c(i,j,l)} 

i,k i 

(3.2.17) 

(3.2.18) 

(3.2.19) 

Ahora bien, consid6rese un par de soluciones CF,Xl 

CP' >-factible y <A,B,r > CD' >-factible, estas aolucionea son 

Optimas si y s6lo ai satisfacen las condiciones de · holqura 

complementaria, i.e. 

Vi o(.(i) Co(i>-I f(i,j,l)'f', •• tf(i,j,JOJ = O 

j 

Vj J<j> CdCj>- ¿rc1,j,l>+ ••• +f<i,j,K>J =o 

i 

(3.2.20) 

(3.2.21) 

Y(i,j,k) 1Ci,j,kl Cb(i,j,k)-(f(i,j,k)+z(i,j,k))J = O (3.2.22) 
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V(i,j,k) f(i,j,k) Cc(i,j,k)-( otCil+J(j)+1(i,j,k))l =o •• 

• • • (J, 2. 23) 

V(i,j,k) X(~,j,k) Tli,j,k) = o 
>1¡51:11: '' .l ;.: •: 

( 3. 2. 2f"):.:.;·~·:. ' , ' 
L~[L rí :, ·, ,:, 

Ahora bien, por estar IP'> en forma· est~ndar, el qrupa de 

condiciones (3.2.20), ••• ,(3.2.22) se satisfacen i11J1ediatamente. 

Luer;yo, el prC'blema de encontrar el 6ptimo de CE'') y (D') se 

reduce a encontrar un par de soluciones primal y dual factibles 

que satisfaqan CJ.2.23) y 13.2.24). La bó1queda d• t•l•• 

soluciones se hará a través del AP-D cuyo desarrollo se incluye 

en la pr6zina sección. 
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3.3 Análisis y desarrollo del algoritmo 

primal-dual en el problema del transporte 

capacitado con arcos paralelos 
1·j'-:,.·'· 

'.I' 

A partir del trabajo realizado en la sección anterior 

(planteamiento del problema, construcción del problema dual, 

identificación de una solución dual factible y obtención de la& 

condiciones de holqura complementaria) se tienen los elementos 

para iniciar la aplicacion del AP-D en el problema del transporte 

capacitado con arcos paralelos. En este punto, es conveniente 

indicar que las tareas de an•liais y desarrollo del algoritmo 

uaar•n ideas y nomenclatura expuesta en la sección 2.3, en 

particular las subsecciones 2.3.1 y 2.3.3. 

Para una mayor claridad en la exposición •• ha deacompuesto la 

sección 3.3 en tr•• auhaeccionea: 

En 3.3.l se inicia el desarrollo del AP-D. Esto es• se 

determina el conjunto de columnas admisibles y se construye tanto 

el problema pri .. l restringido <P'R) como su dual <DP'R>. Un 

replanteamiento de <P'R> nos transfiere al problema equivalente 

<P"R), consistente en determinar el flujo de mayor costo sobre 

los arcos flujos admisibles de (P'R). 

Debido al car•cter del problema <P"R>, la subsecc16n 3.3.2 

presenta algunos resultados y ejemplos sobre problemas de flujo 

en red•• a costo •iximo. 
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.. / ,..t-\ 
1, .. ,. 

Una vez conocidos los resultados de 3. 3. 2, la subsecci6n 3. 3. J.1 

t~;·::~.~~\ 
concluye el an4lisis de la implantación del AP-D en el problema 

··h:llU· 
del transporte capacitado con arcos paralelos al comentar alcjunaá·: 

hl( 
deficiencias en el uso de esta metodoloqia. 
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3.3.1 Deaarrollo del alqoritao pri .. 1-dual 

en el probleaa del tranaporte capacitado 

con arco• paralelo•. 

Dada una aolución (D')-factible, v.qr. (J,2.17), ••• ,(3.2.19), 

lo priaero ea determinar el conjunto de col\llU'laa adaiaiblea del 

prabl ... (P'), Aqui ea conveniente indicar que relacionad•• a la 

terna de indicea ijk eaiaten dos col!.lllftaa aaociadaa en CP'). A 

saber una de flujo. fCi.j.k>. y la otra de bolvura. aci.j.k). 

Ser• por tanto atil identificar en for .. distinta a la terna ijk 

caao columna de flujo 6 de bolCJUI'•· 

Si denot .. oa por Ci,j.k) a la terna de indices aaociada • la 

col\lllna fC1.j.k) y por C1.j.k') a la terna de indicea aaociada a 

la COl'lmnA z(i.j.k) ae tienes 

IJ(l) • C Ci.j,l)/ot.(1)+,(j)+7Ci,j•l) • c(i,j,1) J CJ.J.1) 

IJCl') • e Ci.j.1') I 1c1.j.l). o) (3.3.2) 

y aiailaraente .-ra k•2 •••• ,K 

IJCk> • C U.j,k)/o<.Ci)+,(j>+TU,j.k) • eU,j.k) J (3,J,J) 

IJCk'I • C Ci.j,k')/ 7C1.j,k) •O J (3.l,t) 

lea IJCIJ • 

IJl:K'J • 

• U IJCk> 
11111 

1 
U IJCk') 
bl 

J-11 

CJ.J.5) 

(J.3.6) 

/ 
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Lue90, el conjunto de colwanas admisibles, IJK, queda defin\~f~~~, 

como 

IJJC • IJCKJ U IJCK'J (3.3.7) 
í~f,it~~::2 ~E. 

:u 1¡~ ;,·: '.(., .. ~~·,:),'.,:.'" 
fl, ~ : ,·,'~;.',~ 

Al · deteratnar laa variable• prtaale1 que correaponden a 

reatrtccionea dualea li9antea o activa• (da tal.aanera que la 

holqura coapleaentaria ae 1atisfa9a >, el lector debe observar: 

ll Si la coluana Ci,j,k) 6 IJ(k), (i,j,k'l e IJ(k'I, entonce• 

f(t,j,t>lO, z(i,j,k>lO, durante el proceso de báaqued& de una 

aolucion <P')-factible por el AP-D. 

2J Por otra parte, •1 11,j,kl e IJ(k), entone•• f(i,j,kl~o y 

•1 (i,j,k'> 1 IJ(k'), entanc•• z(i,j,k)•O. 

3J Al foraar el conjunto de coluanaa adahilalH, JJCKl • 

JJCK'l, proporcionan 1•• coluanaa adaiaiblea vi• flujo 7 via 

holqura, reapectivaaente. 

Una vez .llU• H ha conatrui~o •l conjunto JJK, lo •1tu1ente •• 

diri9ir nueatro proceeo 'd• b~aquttd& bacia el prohleaa pri .. l 

reatrin91do, denotado por CP'R). 

El planteaaiento de CP'R> ae ezpre .. a cont1nuac16n1 
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mtn ·-,1 

:" .'· ! 
Hin t = ~ x ( i 1 a) + ¿ ··- ' i ~,·;.: •• 

y(i,j,kla> 

i=l i, j ,k 
•• c. 

Vi~ !(i,j,l)+ •.• +f(i,j,K) + X(ifa) • o(i) 

j 

(3.3.B) 

(3.3.91 

Y j l f(i,j,l)+ ••• +f(i,j,K) t X(m+jla) = d(j) (3.3.10) 

(P'R) i 

Y (i,j,k) f(i,j,k)tx(i,j,k)-ty(i,j,kla>•h(i,j,k) (3.3.11) 

f(i,j,k> 1 o, si Ci,j~k> e IJ<k> · (3.3.12> 

f(i,j,k) • O, •i (1,j,k) 1 IJ(k) (3.J.12.bi&) 

:a:U,j,k>lO, .ai (1,j,k') e IJ(k') (3.3.13) 

x(i,j,k) •O, ai Ci,j,k') 1 IJCk') CJ.3.13.bisl 

X(ija), y(i,j,kl&) l. 0 (3.3.10 

Anal~zemos la estructura del proble .. CP'R)r 

Priaeramente, dado un arco (1,j,k), laa colUllllas asociadas a 

las variables· x(i,j,k) e y(i,j,kfa> son linealmente dependientes. 

Lueqo, para cualesquiera soluci6n h•sica se debe cwaplir 

x<i,jrk>.y<i,j,kla)•O, esto ea s(i,j,k) e y(i,j,kla> no pueden 

asumir valores positivos en un& mia .. solucibn b••ica. 

Por otra parte, dada ia terna de indice1 ijk. Sea 

<F,X,Xta,Yta> una soluci6n bptima de CP'R). 

posibilidades a saber: 
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.• . . , .• 

ll Si (i,j,k) 6 IJ[KJ e (i,j,k') e IJ[K'J, entonce a .. ..,_' 
' ' 

!(i,j,kllO, x(i,j,k>lO. Luego f(i,j,k>+x(i,j,k)=b(i,j,k). 
:.; •.. ~ •. .,:.>, 

2J Si (i,j,k) 6 IJCKJ e (i,j,k') S IJCK'J, 

. ;~jr!:urJ e· 
,.;•, . -,·¡J'.;. •.: :'lit 

entonceá.?.";t(f: 

f(i,j,k)2,0, x!i,j,kl=O. Si f(i,j,k>ib<1,j,kl, entonces 

y(i,j,kja) = b(i,j,k)-f(i,j,k), 

JJ Si (i,j,k) e IJCKJ e (i,j,k') 6 IJCK'J, 

!(i, j ,k) =O, X( i, j ,k)lO. Lueqo X( i,j ,k) =b( i, j ,k). 

4J Si (i,j,k) e IJCKJ e (i,j,k') e IJ[K'l, 

f(i,j,k)=x(i,j,k)•O. Lueqo y(i,j,klal•b(i,j,kl. 

entonce• 

entonce• 

Asociando variablH O( ( i), .J( j), T( i, j ,k> a loa qrupoa de 

reatriccionea (3.3.9), ••• ,(3~3.ll), el probleila dual 

correspondiente a <P'R), denotado por (DP'R), es el aiquientei 

• n 

Maz (A) 11 l o(i) .X.U>+ ld(j).J(j)+ l hU,j,k>'J(i,j,k) (3.3.1!5) 

i=l j•l i, :1 ,k 
•• e:. 

o<. !i)+.J(j)+7U ,j ,kl ,to, a1 (i,j,k) e IJCKJ (3.3.16) 

T<i,j,k) i O, si (i,j,k') 6 IJCK'J (3.3.Ú) 

IDP'RJ y i ()(. (i) i 1 (3.3.18) 

y j .J ( :1) i 1 (3.3.19) 

y (i,j,k) 1Ci,j,k) i 1 (3.3.20) 

IX , ,, ' 1 •·r·•· (3.3.21) 
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Ahora bien, al i9ual que en la aplicaci6n del AP-D en el 

problema del transporte (al9oritmo alfabeta), resulta de interés 

reescribir la f. o. de !P'R>. 

m+n 

r • ¿x(il&) + 

i:al 

l y(i,j,kfll) 

1,j,k 

1 I o(i) l fli,j,k) + l d( j) - l f(i,j,k) + 
1 
1 i . IJCKJ :1 IJCJCl 

11 ( 

l I fU,j,k) l xU,j,k) 1 b(i,j,k) -
1 
1 i,j,k IJC,KJ IJCK' J · 

1 l oU> + l d( j) + l bU,j,kl 

1 i j i,j,k . ( 
<l ¿xU,j,k) 

(3.;J.22) 
1 - 3f (1, j ,k) + 
1 
1 IJ~Kl IJl:K'l 

De donde: 

Min t 

(••••> Max l l f<:Í.,j,k) + l xCi,j,k) (3. J. 23) 

IJCKJ . IJCK' J 

(•••=> Mu 3 ¿ f(i,j,k) + l b(i,j,k)-f(i,j,kJ (3.3,2f) 

IJCKJ IJCK'l 

<====> Max 3 ¿ fU_,j,kl -I f(i,j,k) (3.3.2!S) 

IJCKJ IJCK'J 

Si denotllllo• port 
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A:a ((i,j,k) e IJCKJl(i,j,k') 6 IJCJ<'J } 

B:a ((i,j,k) e IJCKJ/(i,j,k') e IJCK'l } 

C= ((i,j,k') e IJCK'l/(i,j,k) 6 IJCKJ } 

º"' [(i,j,k') e IJCK' l/ (i ,j,k) 8 IJCKJ } 

Es claro que: 

A 

e 

t.J' B • IJCKJ1 A 

t.J' D • IJCK'll C 

n B = 1 

(i,j,k) e A (:a•==> (i,j,k') 6 C 

Luaqo, 

1 
3 e ¿ f(i,j,k)+I f(i,j,k) l 

I A B 
M:ln f <• .. > Max 

( 1 - [ l f(i,j,k)+l f(i,j,k) l 

I C D 

(su) Max 2 2 f(i,j,k) + 3 l f(i,j,k) 

A B 

Por otra parte, t = O 

1 
1 
1 

3 l f(:l,j,k) + l :1(1,j,k) .. 

IJCKJ IJCK'J 
<•••> ( 

= l oU> + l d(j) + l b(i,j,k) 

(::e) 

1 
1 
1 i j i,j,k 

1 2 l f(i,j;k) 1-3 / f(i,j,k) = 
w 

I A 

( l "' ¿ O( i) 

1 :l 

B 

+ l d(j) + l b(i,j,k) 

j E 

3-16 
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(3.3.27) 

,, 
I(,;,;. 

, r.~n i 
(3.3.28)ioí'lr:r;.\ 

l;~Í.( 
(3.3.29) 

(3.3.30) 

(3.3.31) 

(3.3.32) 

(3.3.33) 

(3.3.34) 

l" 

< 3. 3~ 3!5> 

(3.3.36) 
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donde E= C (i,j,k')/ (i,j,k') r IJCK'l J (3.3.36.1) . 'l 

. Como Be puede apreciar de (3.3. 34), el problema (P'R), min: r.¡,' . ' 
., . . ' 

ea ahora aquivalante a •ncontrar al flujo da .. yor caato aobr• 

la• arca• flujo adai•ihl•• •n IJCKJ. Al rasolvar e1te problema, 

ae puede rescribir (P'R> sin las variables artificiales y de 

holqura, para con de&i~ldades en 1•• r•atriccionea. 

Deno•ineaoa por <P"R) a este nuevo problema, su plantea11iento se 

axpr••• a continuación. 

Haz 2 l f(i,j,k) + 3 l f(i,j,k) 

A B 
•• c. 

(P"R) 

Y i l f(i,j,1) + ••• +fU,j,K),io(i) 

j 

Y j l f(i,j,1) + ••• +f(i,j,K),id(j) 

i 

v u.,j,k> f(i,j,k) ih(i,j,k) 

f(i,j,k)lO, si (i,j,k) e IJCKJ 

fJi,j,k) • O, ai (i,j,k) 1 IJCKJ 

(3.3.37) 

(3.3.38) 

(3.3.39) 

', (3.3.to) 

(3.3.tl) 

(3. 3.tl .hia) 

De 11&nera si•il•r a la suhaección 2.3.3, el prablna CP"R> 

encuentra una sencilla interpretación en ttrmino• de flujo en 

redes. Basta considerar una red en la ·cual se h& creados 

-J Un nodo auperoriqen • y un nodo aupttrd••tino t. 
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-J Un arc:o de & a c/u de los oriqenea con capacidad o( i) . ,y. 
~~~L 

costo c:ero. 
IN'.:: i rr lJ 1 t) 

1' llJf:Cj :C:ifl(J(/t. 
-l Un arc:o de c:/u de los destinos a t con capacidad d( j > t:.)f:rn•::, 

coato cera.· 

-l Finalmente, se colocar• el arco (i,j,k) ai 1 a6lo ai 

(i,j,k) e IJCKl. Tal arco tendrA capacidad b(i,j,k) y costo 2 6 

3 dependiendo ai (i,j,k') pertenece 6 no al conjunto IJCX'l, 

aseC)Urando de eata manera que f(i,j,k) puede ser mayor que cero 

cwando (i,j,k) e IJCKJ. 

Denotemos por N(IJCXl) a la red construida HCJán laa 

anteriores indicaciones , ·ver fi9. 3.UI. El problema <P"R> se 

convierte ahora en· el proble .. de encontrar el flujo de aa1or 

coato sobre loa arco& flujo .adaiaibles de dicha red, i.e. 

detenainar 4•1 canjunto da flujoa fac:t:lblH en 8UJCll) aquel que 

t•nt• .. ~or coato. 

Una vez que se ha referido (P"R> a la red N(IJCKl), ea 

necesario hacer una pausa en el desarrollo para conocer alCJlU1os 

reaultadoa aobr• proJ:llemaa de flujo a c:oato llAzimo. Asi pues , y 

siquiendo la idea de la aubaec:c:ion 2.3.2, se presentan a 

c:ontinuac:i6n alqunos resultados y ejemplos de problemas de flujo 

a costo maximo. 
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dondt 

(. ,. (l,J,t)) 

{ 

2, Si (ij,11') e IJ [K'] 

• • 3, Si Ci,J,t') ;• IJ [K'] 

(cotto, capac1dod} 

0 

Figll'O s.111 Red N(IJ[td> atoelada al problema (p•r). l.ot arcos 

.11• no .,,tctn no pert1necan a IJ [K]. 
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3.3.2 El problema de flujo a costo máximo, 

alguno& resultados y ejemplo&. 
··¡"''rVT:~ iJE 

:«·:·.·.11·.:"ílC'..'l;v~s 

Sea G=(V,A) la qrilfic:a asociada a una red N, donde ·••.:r:~JCJ\5 

diatinque la presencia del nodo fuente s, nodo poZtl t. 

V (i,j) e A 3 b(i,j), c(i,j) ambos na negativo& y qu• 

representan la capacidad y el costo por unidad de flujo en (i,j), 

respectivamente. 

Sea f un flujo factible de valor vlO. Al igual que en la 

subs•cci6n 2.3.2, sea N'<f> la red incremental asociada a dicho 

flujo. Un primer resultado <an•lavo al t•orema 2.4) ••: 

Teor•• J.l 

Un •-t flujo f de valor v, •• Wl flujo de coato Msiao ai "I 

a6lo •i no ••i•t•n circuito• en •'Cf> con costo po1itivo. 

Demostración: 

•m•)) Suponga que existe C' un circuito con costo positivo en 

N' (f). Entonce•, •l flujo f pueda ser modificado a trav•1 d•l 

ciclo asociado C, en N, de tal forma que se construya un nuevo 

flujo f de mayor costo qua f, 

<===> Suponga que f=( f(i,j) > y fa( f(i,j) > son dos flujos 

ambo& de valor v, donde f •••••costoso qu• f. La diferencia 

entre esos dos flujos Y=f-f puede ser expresada como una suma de 

ciclos flujo aumentantea con respecto a i, 1.e •. como una suma de 
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circuitos en N'(f), 

Debido a que el costo de f es mayor que el de ! , al menos ·\unb~TO DE 

de esos circuitos debe tener costo positivo. 

Por otra parte, un resultado cuyo enunciado es anAlo90 al 

teorema 2.5 es el siquiente (su demostración no se incluye porque 

es similar a la del teorema 2.5)1 

Teor ... J,2 

Sea f1 un flujo de coato llizi•o de v unidad••· 

B•• fa un flujo de valor e, a lo lar90 de la a-t cadena 

auaentante P, ••ociada al a-t r: .. ino de coato llisi•o, P', en 

l'Cf1>. 

E'lltoncea f1 +~2 ••un flujo de coato lliai•o de valor v+e. 

De esta manera, y al iqual que en la subsecciOn 2.3.2, loa 

resultados anteriores pueden ser implantados a trav•• d• divermoa 

alqorit•os que resuelvan el problema de flujo a costo miziao. 

Por ejemplo, conaid•rasa la aplicación del teorema 3.1 en la 

red d<:? la fiq. 3.IV.a> donde se desea obtener un flujo de valor 

dos de costo mAzimo. 
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Inicialmente, se construye un flujo f de valor 2, 
•••• ~· •• ;.¡·/.-. 

usando el AFF. Ver 3. IV. b) • Como deseamos incremenentar el 

costo de dicho flujo, construimos la red incremental N'<fl en la 

cual •• ha d•tectado el circuito de coato positivo 1, (1,2), 2, 

< 2 , t l , t, ( t, l > , l • Ver f iq. 3 • IV. c > • Entonces, se realizan 

lo• cambios en el flujo inicial f, obteniendo un nuevo flujo f', 

El lector debiera observar que efectivaaente el costo del flujo 

f' H n&yor que •l coato d•l flujo f. Ver J.IV.d).· Final••nte, 

se construye la red incremental H'(f'). Ver 3.IV.e>. Debido a 

que no •xiat•n circuito• de c:oato poaitivo en dicha red y 

haciendo uao del teorema 3.1 ae 'deduce que f' ea un flujo de 

valor dos de costo ll&xi•o. 

Otra opc:iOn para obtener un !lujo de valor dos de costo m.txiao 

en 3.IV.al ea la que propone el teore.. 3.2. En esta 

alternativa, una auceaiOn de s-t cadenas aU11entantes, formadas a 

partir de •-t c: .. inoa de c:oato &txiao en N', serian c:onatruida• 

basta que el valor del flujo deseado sea alcanzado, 

Para ••r ••• prec:iaoa, ob•6rveae que no exiaten ·circuitos de 

costo poaitivo •n la red d• la fi9, 3.IV.a). ~esta .. nera, 

f:: O ea el flujo de costo máximo de valor. cero. Loa cálculo• 

necesarios para llegar a un flujo de valor dos de costo atzimo 

aon1 
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. e capacilad, coito) 

o) Red N 

e) RED ilcrementol poro ti flujo bJ 
St detec:ta el circuito de costo positivo 

e flujo,coato, ~pocld<d) 

"'/i' ~'/' 
(1,2,12) 2 (1,1,10) 

e 1,2,si 

b) Aujo inicial de 'IOlor 2 (costo = 30) 

e capacidad 1 co1tol 

c1,1,12J @ c2,2,10~ 

d) Nuevo Flujo dt valor 2 (costo" 52) 

e) RED lncnlmental pat0 ti flujo del d). ,.., eiushrl etrculbl dt cosb 
P>SitM>. 
filp'Q s.ivRld con coetos aaocladOt que Ilustra la apllcaclon dtl feorlma s. r 
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lJ Comienza con un flujo f, f :: o, a partir 

construya N'(O) (da hecho N'(O) = N), 

del cual 

~·.~:/·~~~ 
. J A ..... ~ 

!.t:J•t,y·;!' 
.se ·· e 
~t~~(1~~::; 

¡N?r,·il."~() t.:r'. 
,•1 1 •.::llOl\CIONf, 

2J En N' < f > detecta el s-t camino de· costo milximo, e' • llJ,,;¡11(/,~, 

3J Incrementa por e el flujo en la red N para aquello• 

arcos que forman la s-t cadena aumentante asociada a C', 

Sea f' este nuevo flujo. 

4J Es el flujo f' 'de valor dos ? 

4.lJ Si. Fin. f' •• un flujo de valor do• de co•to 

maximo en la red N. 

4.2J No. Haz f•f' y regresa a 2l •. 

La fi9. 3.V muestra loa paaoa necesarios para lle9ar a la 

aoluci6n óptima en la red de la fiq. 3.IV.a>. 

Continuando con lps resultados sobre flujos a costo aixi•o, el 

siguiente teorema ae convierte en una especialización del teorema 

3.1 para el caso especifico en que •• requier• con•truir un flujo 

de costo m&ximo de valor ~, donde ~ es el valor del flujo aáximo. 

Para ello, se bar• uso del aiqUiente lema cuya demostración e• 

inmediata a partir del proceso de etiquetamiento del AFF. 

Conaid•re•e una red N con qr6fica asociada G•CV,A), 
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V Ci,j) 6 A 3 b(i,j), c(i,j) que representan respectivamente"·· 

la capacid~d y el cooto del arco (i,j), 

Aplic;¡uese el Ki'F' p.::i.;:.:i la o.btención de un s-t flujo maximo · .. y. ::;: 

aoa (S,T> la co•t~dura de ca~acidad rninim~ conotruida tras la 

aplicación da dicho algoritmo. 

Lema J.l 

Y i e S, i - •• cziate una a-i .cadena AUCGnta.~te a travt• de 

nodo• dct s. 

Estamos ahora en condiciones de presentar el sic¡uiente 

teorema. 

Teora .. 3.3 

Supcn9a que un flujo de c:o•to m.ilrimo de valor 9, donde 9 e• el 

valar del ~lujo lllixi•o, •• deaeada. 

Sea C s, T ) 1- cortadura de capacidad •ini .. obtenida tra• la 

aplicaci6n del al9orit•a de Ford 1 Fultaraon. -

Un flujo f de valar ID6si1110 •• de coato J:IAaillO •i 1 •61o ai 

8'(f) no admite circuito• de co•ta poaitivo en 8 ni en T. Ea 

innece•aria conaidorar circuitoa con nodoa an acboa conjunto•, S 

1 T ) • 



~:., ~· 1..~.' ,. : 

3 ''·¡! v.·:~ ,. ' ~\ 

r~,A;;):áfJ ···"" ·v, , 
Demoatraci6n1 A partir del tear•ma 3.1, •6lo reata probar 'ki~~~ 

no •ziate un circuito da coato poaitivo en N'(f) con nodo• d• S y 
IN~:ITl1UTO DI 

'l'. ;;·1vc:Tv;Ac10t Jr'. 
lll:C fAICA! 

Supon9amoa que exista un circuito de costo positivo, C', en 

N'(f) con nodoa da S y 'l'. Sea i S C' (je C') ti e S (j S 'l'). 

Lueqo, existe una 1-j cadena aumentante en N. · HA• aun, •ziate 

una a-j cadena·aumentante (Le .. 3.1). De .donde el nodo j puede 

aer. atiqret&do, i.e. j e .s •••><•••. 

Por lo tanto no existe un circuito de costo positivo en N'(f) 

con nado• des ~.T. 

El teorema ~.3 queda de eataunera deaoatrado~ 

Ea conveniente indicar que . al teoreaa 3.3 puede. . IH 

9eneraliaado a cualeaquiera cortadura < S, T aientraa ( s, T > . . . 

;. 1aa' una cortadura da capacidad aini... El lector puede re•itiraa 

a tLa11976J, Cap III. 

Aaimia•o, ae debiera notar que la i•plantaciOn de loa teoraaaa 

3.1 y 3.2 a trav•• de un alqoritmo ai11ilar al de la aecci'on 

2.3.2, brinda la oportunidad de realizar un an•liaia par-•trico 

del prohlena de. flujo.a costo mazimo coila una función del valor .. · 

del. flujo v. 
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Sea v e co,v~ el valor de un a-t flujo en N, y 

C(v) el costo .axiao de un a-t flujo de valor v. 

h .. o• construido una función C. 

C1 C0,9l ----> Fl ~ •·V-----) C(V) 

L' . ·'~. ; - , ; . : '¡ 

Una qrUit:• de dicha función, obtenida de aucHivaa cadena• 

auaentantea ae •ueatra en la fig. 3.VI. 

Intuitivamente ea de esperar que las sucesivas cadenas 

auaentantea sean a lo .. a.tan costosas co•o la previa aai que e 
debiera ser una función con~ava~ En verdad la concavidad de e •• 
f'cilaente d .. oatrada. 

'feór._ 3.t 

e e• una f\Ulc::l.6n c:onc:a••· 

Deaoatra.ción1 Sea f. f' >un flujo de costo .aziao de valor v 

v' >, dende v<v'. Entonces, >.t + u->. )f' es un flujo 

factible (el conjunto de soluciones de un PP~ es convexo> con 

valor >. v + U->.. >v' y su .eoato ea >. C(v)+U->. )C(v' >, donde '' 

OiAil •. 

Se Bivu• que ce" v+(l- >.)v' >l A C(v)+(l- X )C(v'), y la funeiOn 

e ea coneava. 

-· - - - -
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Corolario 3.1 
k·:.i~~J 

Seia c1 al coato de la :l-t•iu •-t cadena AUll•ntant• qu• ••" ulia ?O fJF 
í,!l $ir~;.:~··'.C\NtS 

para detora:lnar •1 flujo de co•to aia:l•o d• valor v. 

3,3.3 Co•entar:t.o• •obre la aplicac:f.ónc:l•l 

al9or:f.t•o primal-dual en •1 prOblema 

del tran•part• capacitado con 

arco• paralelo•. 

Tal y como ae aenciona en la auh•ecc:f.ón 3.3.1, (P"R) •• un 

prohleu donde ae dese.a encontrar el flujo de Myor coato aohre 

101 arcos flujo admill:f.hlea en IJCKJ. Esto ea,; CP"R> no deaea un 

flujo d• d•t.•n:l.nado valor de co•to uz:t.•o, lino ... _ltiiml el 

flujo.de •:For costo entre aquello• flujo• factDlea en ·1a .·red 

.N ( IJCJ<l ) , 

Lue90, •i nosotros conocieramos para la red NCIJC~J> la 

9ráfica'' d• la función e, seria . ••nc:illo 'd•t•ninar aquelio• ' 

valores de v que uxim:t.zan dicha función. 

Si d•not .. o• por1 

M = ( v/ C(v)l,C(x) Y·x e CO,Vl J (3.3.42) ' : ~ ... . ¡. __ , 
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Sea v 6 M, baataria can•truir un flujo de valor v can 
'. ~-:·· ·, .. ~ .... 

C<v> pera lo cual se harta usa de alquna de laa aiquientes 
,¡", :;f1;I·:.·,.: 

opcioneaa .•I· 
. ' ~· j ~' 

ll Dando un flujo de valor v, p.e. usando el AFF, y 

elia:lnando loa circuitoa poait:lvoa Cteoreaa 3.1). 

2l Canatru7enda, a pertir de f =O, 1-t cadenaa· auaentantea de 

caato ázimo baata encontrar el valor del flujo deseado (teorema 

3.2) . 

3l Coüinando 1l ., 2l. Eato .ea¡, dado un flujo de valor v' iv. 

l.ll Se' elia:lnan c:lrcu:ltoa de coato poaitiVO baata 

alcanzar un' flujo de costo ua:lao d• valor v'. 

3~2l 81 Y • v'. Alto, •• ba 1oluc1onado nuestro 

problaa. ~. caso contrario, •• construyen 8-t cadena• 

. a....mtantea de coato llU:lao basta encontrar el valor · del ' . . ., 

flujo .. deaeado. 

Ahora bien, .por ser aayore1. o iCJU&lei a cero la• co1to1 

asociado• · a 101 arcoa en R<IJCKJ > , una pregunta que IÍlurqe de 

a&nera natural •• 1 

C(9) 2. C(v)' y V e C0,9J 7. 

o'eqÚ1valenteaente 

9SM? 
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En caso de ser afirmativa la respuesta, e aeria una ~unr.~~~~;\r· 
f...t: .. "~u •• 

co~cava no decreciente, 1 coao un priaer paao para obtener el 
!L~.'ffTU .. :, 

6ptimo en IP"R) se podria usar un procedimiento que 

flujo sobre loa arcos adaiaiblea en IJCKJ, v.qr. 

muiaice: 1 91;.1e; 
~1¿c;:·: 

el AFF. Una 

vez que ae hubiera finalizado la apl:l.caci6n de este al9oritmo, el 

sequndo paso conaiaitiria en. verificar, o en au. defecto 

reconstruir (ver teorema 3.1), el .flujo que aazi~izeel costo en. 

(P"R). En .este punto Hria de qran utilidad el uso del teoreu 

· 3 • .3 al reat.rinqir la ·hóaqueda de loa circuitos de costo. positivo . 

a6lo.a nodos en el conjunto So. a nodos s6lo 1del conjunto T. 

Pero conaidtreae el aivuiente ejeaplo1 

Sea 11 la red de lafig. 3.VII.a> y conatráJ••ti la función e 

para dicba red. Alvunoa comentarios aohre la red N se eecri~en a 

continuac16n1 

llAliqual que en el.problema del transporte ·capacitado 

con arcos paralelos, loa.costos aon .. 7ores o itualea que' 

cero. 

l.ll Loa arcos que salen del nodo s y loa arcos que 

lla9an al nodo t tienen costo cero. 

2J N no contiene circuitos de costo positivo. 

A partir de '.?l Ps claro que C< o) =O.. Se puede usar ahora el 

teorema 3. 2 en N' (f = O>•N. C0110 indica. la fi9. 3.VII.b>, el 

caaino de costo uziao ea a, (s,2), 2, C2,5), 5, (5,t>., t (el 
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'·· 
lector debiera observar que el costo de dicho camino ea 3J... .:~ 

~-~~·~·~:\M;:f·~ 
Lu1190, el flujo •e puede incrementar hasta en una unidad a travt• 

de la cadena:auaentante asociada. 
·~ f f.1'rl:: Jf· 

Sea f este nuevo flujo.·· Ver ... <;-w. 

fi9. l.VII.c). B• ti•n• ce~> • Jv, V 6 CO,ll. 

Una vez con•trutdo el flujo f de valor l y .. por una nueva 

aplicación del teorema 3.2 en N'<f>, el camino de costo m~i•o es 

·a, (a,3), 3, (3,5); 5,(5,2>, 2, (2,4>, 4, (4,t>, t. Ver fiq. 

3.Vll.cU. (IObaerve el lector que •l ca•ino de costo ~i•o 

tiene co•to -11 >. · Luec¡o, el flujo H pude' incr~entar basta en 

una unidad a travta·de la cadena auaentante asociada alcansando 

hm Yalor .de 21 ~ ver f:lc¡ •. 3.VII •. e). De .donde C(V)•3+(-l)(V-l>, 

v e u,n . Una 9r•fica de la func:l6n C •• localisa en la fi9. 

. 3.VII.f >. 

Be aigue de eate ejeaplo que.no neceaariaaente el flujo de 

•far costo d•INI ••r. de valor aziao en una' red cuyos costo• 
' . . . ". ' .· ' . ·, ' . 

alociado• aon MJores o iCJU&lH a cero, aiii ·1a rHpueata a la 

.· · prequnta planteada. en < 3. 3 •U> es no. 

Aqui H.debiera notar, qua si bien lo• coatos so!lre loa arco• 

de la red de.la f19. 3.VII.a> no son lo• que ae indican en la f. 

O• de .<P•R), "" ejeaplo que considere una red coa.o la.de nuestro . 

p~obl ... (que incluya.los coato11 indicado• en (3.3~37>) puede ser 

construida 9eneralisando la idea del ejaplo anterior. De esta 

· f~rur ¡fiara . las aubprobl ... a cP•R), •1 dataninar. •1 walor del 

tlu:to·clue miai~~ el 'costo en la red N(IJl:Kl> H convierte en un 
:. . ' ' ' " . . ' . . . . . 

. probleu a1 · cual ae deber• enfrentar el · AP-D durante la aolucit1n 
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.,,,_, ~ 

del problema primal <P'). Una forma de salvar este obataculo (f.<t~,,.&;; 

airve de loa resultados de la aub1ecciOn anterior relativo• a la 

funciOn e ce ea una función concava y 
:i'IAillli'Ont 

lineal por pedazoii>';'iT'aF:ONi:~ 
ti.KHllCM 

conociaiento del corolario 3.1 .y la aplicación del teoreaa 3.ZJ 

pues, au uso nos propo~ciona un attodo p&ra encontrar la aoluci6n 

Optiu a (P"R). Por convenciOn y durante el planteaaiento del 

prHente aétodo denotaremos por N a la red ·• NCIJCKJ), y 

similarmente ai f .. H un flujo factible, . en NCIJCJCJ > ·la red 
' . . ·. . .: 

increaental. a a ociada a dicho flujo la denotaremos por N' ( f > • 

El.attodo referido, considera inicialaente la red .N con el 

flujo f ;o (de hecho f;·o constituye el flujo de costo az:l.ao.de 

valor cero pues, N no contiene circuitos y'N'<O>•N >e increaenta 

el flujo a travts de laa •~t cadenas auaent~ntes asociadas a loa 

a-t cuino• de costo u:simo loca.11.aadoa en N' .. hasta que el ·costo 

de dicha cadena .auaentant.e. sea cero o negativo. De Mnera u1 

predaa, el proc·ediaiénto aeda1 

,.· 
l. 

.·.'' 
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Procedimiento para la solución óptima de (P"R) 

ll Comienza con el flujo f:: O. 

21 Conatruye N'(f), 

31 Existe un a-t caaino en N'Cf>? 

3,lJ Si. Sea C' el a-t camino de costo m4ximo. 

3.2J No. Alto. El flujo de mayor costo es de valor 

Uxi•O• 

fl Sea c el costo de C' .' e i O ? .· 

•.ll 81. Alto. f optimiza (P"R>, 

4.2J No. Incrementa el flujo en N a trav•• de la 

cadena auaentante asociada • e·. 
flujo. Reqreaa a 2J, 

Sea f este nuevo 

El procediaiento anterior qarantiza que el flujo f obtenido al 

detener•• la aplicac16n ea el de .. yor costo en la red NCIJCKJ>. 

Lueqo, f optiaiza (P"R),. 

Reataria aun la v•rificaci6n de (3~3.35) 6 (3,J,36). Si 

dicha• iqualdades son satisfechas, equivalente•ente se tiene r-o 
y•• habria obtenido la solución óptima al problem& CP'). En 

caao con.trario r )0 1 .. dehmri obtener la solución óptima del 

prohle .. <DP'R> para asi poder callhiar la solución al problema 

(D'> en tal forma que se admita al.áenos una nueva variable en el 
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problema (P'). Esto H continuará hasta que la solución pl"imlil Vi r'.l 

~:;;~,~~.ft',;·~~.J 
se haga factible, o bien la solución dual •• haqa no acotada. 

IM';m 1.JiC Of: 
,,\ 1·1·.Sl ~ ~°?Jl:'::Ct:··ff·; 

Ahora bien, despué• del análisis desarrollado en torno ·•l.mi: t.:·, 

problema del transporte capacitado con arcos paralelos y su 

solución mediante el AP-D, resulta de inter•• reflexionar en el 

problema <P> y el eatado al que nos ha llevado la implantación de 

la aetodoloqia AP-D • A diferencia de loa problemas anteriores, 

relativos a flujo en redes, en loa que la aplicación del AP-D noa 

ha transferido a subproblemas cuyo grado de dificultad ea menor 

que el del problema original, v.gr. el algoritmo alfa.beta con 

•ullproble11&• d• flujo aaxiao para el problema del transporte, el 

problema aqui expuesto nos ha tranaf er~do a subproblemas cuyo 

planteuiento no ha cambiado sustancialmente del probleu <PI. 

,Veaao•• 

Dado .el problema original <P> o equivalentemente IP'), nuestro 

objetivo e• encontrar el flujo de costo miniao que ••ti•faga 

tanto las restricciones de ofertas y demandas en loa nodos . como 

las ca¡tAcidades en los arcos. Lueqo, al aplicar la aetodoloqia 

AP-D en CP'I, 'nuestra idea ea 111&• bien evitar el manejo ~el 

vector de costo, asociado a CP'l, en los subproblemas derivados. 

Por otra parte, al proporcionar una solución (D')-factible y 

formar el problema <P'R>, los subproblemas equivalentes, CP"RI, 

conaisten en determinar el flujo.factible de costo •'zimo en la 

red NCIJCKJ>. De esta forma, y a diferencia del problema del 

transporte, en lo• subproblemas <P"R> el par,11etro coato ••ociado 
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. ;::,;¡ 
al flujo en e/arco aparece, Lueqo, <P"R) ya no es un problema de '.¡> ¡ 

...... ~"¡, . .' 
flujo máximo, como intuitivamente se esperaba. Se tiene entonce• 

un problema ori9inal CP> o (P'> ¡Nlra •l cual•• d•••• evitar el 
''"¡¡-. ;...,_, 

11anejo del vector co•to y la m•tadoloqia AP·D no• tran•fi•r• a 

•ubproblo1:1&• CP"R) donde un nuevo vector d• co•to •• u•ado. 

Aai,la ventaja ofrecida inicialmente por el AP-D queda ain efecto 

en este problema particular. 

Es conveniente indicar que pese a existir en N(IJCKJ> solo 2 

valores para el parametro costo, las herramientas conocidas para 

resolver la clase de aubproblemas (P"R> no diaminuyen la 

complejidad de las ya ofrecida.a en el capitulo 2 para el problema 

de flujo a costo minimo. De tal auerte que la idea 9enera~ora 

del pr•aent• capitulo, que se fincaba en el éxito obt•nida traa 

la implantaciOn del AP-D en •l problema del tranaporte, no ha 

redituado para el caso especifico del problema del transporte 

capacitado con arcos paralelos. Por tanto, la bá•qu•da d• una 

metodoloqia que resuelva el problema con mejores herramientaa, 

sera un trabajo que prosequiri el •i9Uiente capitulo al 

introducirnos en la metodol09ia desarrollada por Ford y Fulkerson 

que con el· nolllhre de alqoritmo Out of Kilter permite resolver 

problemas de flujo con co•to minimo en redes. 
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3.4 Ejemplo de la implantación del alqoritmo 

primal-dual en el problema del transporte 

capacitado con arcos paralelos. 

Se completa el capitulo 3 resolviendo, bajo la implantación 

del AP-D, el problema del transporte capacitado con arcos 

paralelos mostrado en la red N de la fiq. 3.VIII, Esto ea, se 

d•••a •ncontrar •l patrOn de envioa con costo ainimo que 

aatisfaqa tanto ofertas y demandas en los nodos, y que respete la 

capacidades de los arcos. 

Como el lector puede observar en la red N, la diaensiOn del 

problema ea a•n•3, K•2. Adicionalaente, las,suposiciones hechas 

a la ••tructura d• la red N en 

satisfechas. 

(J,2.l), ••• ,(3.2.3) aon 

Para dar una 111ayor claridad a la exposiciOn, •n c/iteracion 

del AP-D se mostrara la aoluciOn Optima del problema (P"R> en la 

r•d R(IJCKJ), a•i como la del problema <DP'R>. A partir de lo 

cual, •• viaualisari el avance que CJU&rda ei problema del 

transporte cap&citado de la red N en su bú•queda de una soluciOn 

Opti ... 

Conv•ncionea1 

En lo que reata de esta secciOn y sieapre que se refiera a las 

variable• del probleaa dual, (D'), denotareaoe por oc., J, 7(k) a 

los SiCJUiente1 vectores1 
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ol-= ~(l), o<.(2), ... , o(.(m) ,, 

i' .-~fh~ :· .. .1 
1
: 

y Y k • 1,, •• ,K ·.·:·:: . . , ... ('' '• .. 

·,_L~.~ i.11~.J. 
1<k> = c111,1,k>, ••• ,1c1,n,k>, ••• ,1cm,1,k),.,.,7c•,n,k> 

analoqamente para las variables del problema CDP'R) 

o( = ci .... (l), ~(~), ... , ;.,., >; 
- - -' . ,Jll), .J(2), ••• , .Jln> >1 

y Y k • l, ••• ,K - - - -T<k> = 11(1,l,k),.,,,7(1,n,k), ••• ,7(m,l,k), ••• ,7(m,n,k> 
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ti~"ii''\} 

~'\M# 
Itaracion 1 

·Dada una solución 'inicial (D' >-factible, v.c¡r.. la inditlallkl'l'O '.· 

por (3.2.17), ••• , (3,2.19) se tieneJ 

el • ( o, o, o 

' • ( 3, l, 1 

1U>::: 0::1<2> 

1 
1 

) 

1 
1 

(3.4,0) 

¡, ;vESTl:?.11,C!m 
f.1.(;rfrijé_,,. 

Véase fiq, 3.IK.b), donde se ha colocado el correspondiente 

valor de la variable dual junto al elemento de la red que lo 

co•plementa, excepto para aquellas variables 1<1,j,k) t 

1<1,j,k)•O. Esta convención de colocar a6lo el valor de aquellas 

variables 1<1,j,k) - O aeri usada en todas aquellas gr.ricas 

usadas en e1ta·aecci6n. 

De la anterior solución (D')-factibl• ae tienes 

1 (l,1,1), (3,1,1) 1 

Ij(lJ "' 
1 1 

( (2,2,1), ) 

1 1 
1 (l,3,l),(2,3,1), 1 

IJ(2) = 111 

1 (1,l,l'),(2,l,l'),(3,1,1') 1 
1 1 

IJ(l') = ( ll,2,l'),(2,2,l'),(3,Z,l') ) 

1 1 
1 (l,3,1'),(2,3,1'>,<3,3,l') 1 

1 c1,1,2' 1,12,1,2• > ,u,1,2• > 1 
1 1 

IJ!2' 1 ., ( (l,2,2'),(2,2,2'),(3,2,2') > 
1 1 
1 (1,3,2') ,(2,3,2') ,(3,3,2') 1 
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Con la información precedente es sencillo construir 

N(IJCKJ), Simplemente oba6rvese que: 

1i (i,j,k) e IJCKJ aaaa:) (i,j,k') 6 IJCK'l. 

J· el co•to aaociado a loa arco• en N(IJCKJ) ea iqual a 2. Se 

puede entonces determinar la soluci6n 6pti .. al proble .. (P"R) 

asociado, v.qr. usando las herraaientaa de la aecciOn anterior. 

Tanto la red NUJCKJ> como la solución óptima ae puedan 

visualizar en la red de la fiq 3.IX.a> 

En forma paralela a la aoluc~On 6pti .. de <P"R>, el lector 

puede viaualhar en la red N el avance que ha obtenido el 

probl• .. (P) en au btlaqueda por encontrar el patrón de .envio• 

factible de costo mini11a. Ver fi9. 3.IX.b), donde, por 

convención, loa arcos trazados corresponden a columnas ~lujo 

adaiaibl•• de la red NCIJCKJ) d• la fi9. 3.IX.a>. 

·. Podeaoa calcular t a partir de loa resultados · de la 

•ubHccibn 3.3.1, en ese caso ae tienea 

1 I o(i) + l d(j) ... ¿ bU,j,k) 

1 i j E 

r • < 1 - :i ¿ f(i,j,k> 3 l f(i,j,k> 

1 A B 

dom!• A. e (i,j,k) s IJCKJ I (i,j,k') e IJ[K'l} 

B. e (i~j,k) e IJCKl I (i,j,k') • IJCK'l'} 

E• C (i,j,k') I (i,j,k') S IJCK'J J 

1 para el flujo óptiao indicado en la fi9. 3.IX.al . 
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"= 30 + 30 - 2(11) .. 38 (3.4.2) 

· Lueqo !" >o y es necesario conocer la aolucion ópti11& de (DP.~RJ'JfO úl· 
7·.¡\ \·srK~~J\<:<...J~r··· 

ver (3.3.15). ••• ,(J.3.21) > para aai podar cambiar la aolucibrt.T!",;\ 

al problema <D'> en tal forma que se admita al menos una nueva 

variable en el problema <P' ). En este punto, el lector debiera 

notar que aún no conoce todos los valores de las variables que 

optimizan la f. o. en el proble11& CP'R), sin embargo 

deterainarloa ea una tarea muy sencilla. Por ejemplo• 

-l n. (3.3.9J •• obti•n• 

Y i xCil•>'" o(i) - I (fCi,j,l)i· ... +f'(i,j.,K,). 

j 

Lueqo x(lfa)•3, x(2fal•3, x(3fa)•l3. 

-l An1U09aaente de (3.3.10) x(4fa>•ll, x<Sla>•S, xC6fa)•3. 

-l Uaando (J.3.11) •• tianes 

Y (i,j,1) 6 IJCl), x<i,j,1)•0, pues f(i,j,l)•b(i,j,l). 

Y (i,j,k' l 6 IJCK'l t Ci,j,k) e IJ(l), 

x<i,j,k)cbU,j,k). Lueqo yU,j,kfa>•O Vi, Yj, Yk. 

Para obtener la solución ·óptima de CDP'R> recurriremos a l'aa 

cóndicionea de holqura complementaria en el par de probleaas 

duales IP'R) y CDP'R). Simplemente obstrvese qu• por Hr CP'R) 

un problema en forma estAndar las .condiciones de holqura 

complementaria se reducen a: 
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Dado un par de soluciones *=CF,X,Xfa,Yfa> 

factibles en CP'R> y CDP'R> respectivamente. 

'»º\, - _.¡ 
y ,..,...,,()L., i,,p. 

~c .. ~~i~'. '. 

. ~~ 

* y **' aon 6ptimas en sus respectivos problemas si y a6lo si". 

(~(i)+j(j)+T(i,j,k)),f(i,j,k)=O , •i (i,j,k) 6 IJ(k) (3.4.3) 

7Ci,j,k).x(i,j,k)· •O 1 si (i,j,k') 6 IJCk') 

< c'.i.Ci)-1).:xCila) • O Vi 

CfCj)-1),:x(a+jla). •O V ::1 

(f(i,j,k)-1).y(i,j,kl•> • o V Ci,j,k) 

(3.4.4) 

(3.4.5) 

(3.4.6) 

(3.4.7) 

Usando la solución 6pti11A de CP'R) deducida anteriormente, se 

tiene1 

De (3.4.3) 

(1) c ~u>+icu+7c1,1,1».1 • o 
(2) e i.u H·ic J>+rc i ¡.3, in. z • o 
(3) cotc21+i'2>+fc2,2,1n.1 • o 
(4) e ~c21+i<J>+r~2,J,1».1 • o 

es> c Otc3>+icu+ru;1,1» .z • o 

De (3.4.4) 

-(6) TU,2,lJ •• • o 
(7) .Yc2,1,u .1 • o 

(8) TCJ,2,1) .J • o 
(9) .Yu,3,1>.1 • o 
(10) 1u,1,:u .11 • o -(11) 1(1,2,2).1 • o 
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(12) 1(1,3,2).J • o 

(13) T(2,l,2).I 11 o 

( 14) 1(2,2,2).2 .. o 

(15) 1<2,3,2).1 .. o 

(16) 1(3,1,2).1 .. o 
( 17) 1(3,2,2).11 • o 

(18) 1(3,3,2) •• .. o 

Dll (3.4.!5) 

(19) ( o(.(1)-1) ,J • o 

(20) ( ~(2)-1) .J.• o 
(21) ( Oc(3)-1) .lJ • o 

Dll (3.4.6) 

(22) CJCl>•l).11 •o 
(23) J,(2)-1).1. o 
C24) <i<3J-l).J •O 

Usando Cl9), ••• ,C24) 

-ot... 1,1,1) 

.J '!" l, 1, 1 

., d• (10)., ••• ,(18) 

1( 2) = o 

finalaente 

~ll) • -2,0,-2, 0,-2,-2, -2,0,0 ) ' 
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Clr:iramente, la solución dada por 

~~,¡ /\, \: ~:· . ..:~ 

¡·.1.i/ \~~;> ;~~;¡ 
(3.4.B), ••• ,(3.4.11) es'.' .1 

'.~~:.. .S!t· •. ii.~ 
3.IX.a>. CEl lector CDP'R)-factible y 6ptima. Ver fic¡. 

, 1;'-'"iJlfíO Df. 
interesado puede checar c/u de las restricciones del problema(IOIJfS 

'. (<..TH1~.~~.: 
CDP'R) aai como el costo. de dicha soluciOn en la f, o. d•l 

aisao problema, que como es de esperar coincide con el indicado 

en ( 3 • 4 • 2 )) • 

Una vez conocida la soluciOn Optima del problema IDP'R>, 

coaienza el an•lisis para mejorar la soluciOn ·inicial 

CD')-factible (ver pasos 3l y 4l del resumen del AP-D en 2.3.1). 

Se lista entonces, aquellas columnas no admiaibleai 

1 (2,1,1), 1 
c 1 1 

IJ( 1 > = ( 11,2,u, (3,2,1) ) 

1 1 
1 (3,J,l) 1 

1 (l,l,2),(2,1,2),(3,1,2) 1 
c 1 1 

IJ( 2 > = ( (l,2,2)i(2,2,2),(3,2,2) ) 

1 1 
1 Cl,3,2)~12,3,2),(3,3,2) 1 

c e 
I.J(l' > 

111 ' = IJ(2') 

- - -(1,2,1) « ol(l)+,(2)+1(1,2,1) • l+l+O • 2 ) o 
(2,1,l) GI ¡_ 12>+i11>+7c 2,1,1> .. l+l+O • 2 ) o 
(3,2,1) = ci.c 3 >+ic2>+T< 3 ,2,u = l+l+O • 2 ) o 

- - -(3,3,1) = o((3)+,(3)+1(3,3,l) " l+l+O .. 2 ) o 
(l,1,2) GI li ( l >+ill >+711,l ,2) = l+l+O = 2 ) o 

- - -(3,3,2) « oL(3)+:J(3)+1(3,3,2) • l+l+O • 2 ) O 
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Luego, el máximo valor de e, ver (2.3.13), e8t& dado ~or: 

4-(0+3+0) 
---------

2 

4-(0+1+0) 2-(0+ltO) 
--------- ---------2 2 

2-10+¡+0> 
---------2 

e • min . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
6-(0+3+0), 6-(0+3+0), 5-(0+3+0) 
--------- --------- ---------:z 2 ·2 

5-(0+1+0)~ 2-(0+HOJ, 6-(0+1+0) 
--------- --------- ---------

2 2 2 

2-(0+1+0), 2-(0+1+0), 3-(0+1+0) 

--------- --------- ---------
2 2 2 

De donde, e •·1/2. Aai, la nueva solución CD') ea 1 

1 o<..+ 1/2 O(. 

1 
1 " + 1/2 ' y • ( -1 ·TCU + 1/2 TU) 
1 -1 1(2) + 1/2 1(2) 

donde: 

o{, ,J, TCl), TC2) son loa indicados en (3.4.0) y 

- - - -ot, ,J, 1(1), 7!2) son loa indicados en !3.f.8), ••• (3.4.11) 

respectivamente. 
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Si denotamos nuevamente por ( o<., i, 7<1 > , 'T ( 2 > ) a la soluc~O~h 

~.i:.1..ii[~ .. ~ ' 
<D'>-factible se tiene: 

oL = 112, 112, 112 

712, 312, 312 

711) • ( -1,0,-1, 0,-1,-1, -1,0,0 ) 

7(2) - o 

(3.4.12) 

. ( 3.4.13) 

(3.4.14) 

(3.t.15) 

En este punto se comienza una nueva iteración del Af-D. 

Iteración 2 

la aoluci6n ID' >-factible aostrada en 

(3.t.12), ••• ,(3.4.15) •. Ver fiCJ• 3.X.b). El nuevo conjunto de 

columnas admisibles esti for .. do port 

1 (1,1,1), (2,1,1), (3,1,1) 1 
1 1 

IJ(l) • < c2,:z,u, (3,:Z,l) ) 

1 1 
1 (l,3,1), (2,3,1), (3,3,1) 1 

1 1 
1 1 

IJ(2) '"' < (2,2,2), ) 

1 1 
1 (l,3,2), (2,3,:Z) 1 

1 (:Z,1,1'), 1 
1 1 

IJ( l' l = < (l,2,1'), (3,2,l') ) 

1 1 
1 (3,3,1') 1 

1 11,l,2'), (2,1,2'), (3,1,2') 1 
1 1 

IJ(2') • < U,2,2'), (2,2,2'), (3,2,2') ) 

1 1 
1 (1,3,2'), (2,3,2'), (3,3,2') 1 
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Obsérvese que algunos arcos que pertenecen a IJCKl no 

pertenecen a IJCK' l, lueqo el costo asociado a estos arcos en ;,i~;· ·" 
red N(IJCKl> ea iqual a 3. 

Nuevamente estamos en condiciones de construir la red N<IJCKl> 

para las columnas admisibles de la 2da. iteraci6n. Esta red 

como la solución Optima al problema (P"R) asociad~ se muestra en 

la fiq. 3.X.a). En •ata fiqura ea útil comentar dos aspectos: 

ll Todos loa arcos pertenecientes al conjunto IJCKl de la 

l•ra. it•raciOn han modificado su costo en esta nueva red 

RCIJCKJ>. El cambio ha sido de dos a tres. 

21 El arca C2,3,1) qu• babia sido saturado en la lera. 

iteración ha quedado vacio en la actual red NCIJCKJ). En 

'ttr•inos del problema CP'R> ae tiene: 

(2,3,1) e IJCKJ, (2,3,1') 111 IJCK'l y la natricciOn 

f(2,3,l) + Z(2,3,l) + y(2,3,lja) • b(2,3,l) 

····> yC2,3,lla> • bC2,3,l). 

Al igual que en la iteración 1, el lector. puede visualizar .en 

for .. paralela a la solución Optima de CP"R), el avance que ha 

obtenido el proble•a CP' > en la red N. Ver fiq, 3.X.b> en donde 

loa arcos trazados corresponden a columnas flujo admisibles en la 

red NCIJCKJ) de la fiq. 3.X.a). 
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Usando (3.4 .l) 1 

1 30 + 30 + (5+2+1+1+2) 
= < 

1 -2(3+3+1+0+3+1) -3(5+2+1+0+2) 

= 60 + 11 -2(11) -3(10) 

= 19 (3.4.16) 

Luego, ~ >O y es necesario conocer la solución óptima d• 

<DP'R) para asi poder modificar la solución al problema (D'> en 

tal forma que se admita al menos una nueva variable en el 

problema (P'). 

Siguiendo la idea de la iteración l, la solución óptima a 

(DP'R) es la siquiente: 

o<..= l, -1, l (3.4.17) 

' . 1, l, -1 (3.4.18) 

7111 • ( -2,0,0, 0,0,1, -2,-2,0 ) (3.4.19) 

1(2) - o (3.4.20) 

Ver fiq, 3.X:a). 

El lector interesado puede verificar exhaustivamente 

<DP'R)-factibilidad. Esto es, checar las restricciones 

(J.3.16), ••. ,(3.3.21) tomando el conjunto de columnas admisibles 

descrito al inicio de la iteración. Por nueatra part•, s6lo 

verificaaos que el costo en la f. o. de la solución dada •• 

· igual al indicado en ( 3. 4 .16 > • 
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,.·, 
······-' 

. ~ :;:_; 
¡' j 

w = (10-5+15) + (l8t6-6) t ( 5(-2)+1(1)+2(-2)+3(-2) ) '¡' ~3 

• . ~ .. ·· '· ~; 
a 20 + 18 + ( l - 20 ) 

:·.;~. ' •• f f\J l.~f 
• l!J (3.4.21) . -::, ~.';f• . 

I_ , f fil((.~.~. 

Prosiquiendo con loa pasos 3J y 4J del AP-D, se lista a 

continuación el conjunto de columnas no admisibles. 

c. 
IJ(l) • e (l,2,1) } 

1 (lº,1,2), (2,1,2), (3,1,2) 1 
c 1 1 

IJ(2) . ( ( 1,2,2), (3,2,2) ) 

1 1 
1 (3,3,2) 1 

1 (1,1,1'), (3,1,1') 1 
c 1 

IJ(l') .. ( (2,2,l'), 
1 
1 (1,3,1'), (2,3,1') 

e 
IJ(2') • 11 

11,2,1> « ~ 111+fc21+rc1,2,11 

(1,1,2) 'JI ~e 1>+ic11+1'11,1,:u 

(l,2,2) 'JI ~·e i >+i< 2 >1-T< 2 ,2 ,2 > 

<2,l,2) 'JI ~ < 21+ic i Hrc2 ,1,21 

(3,1,2) 'JI ~C3>+ic11+fc3,1,2> 

(3,2,2) 'JI ~ C3>+i(2)1"T(3,2,2) 

(3,3,2) ·'O! ;.c3>+f<l>+T<3,3,2> 

(1,1,1') ce 1u,1,u 11 -2 

Cl,J,l' l = 7(1,3,11 O 

c2,2,1•1«112,2,11 =o 

(2,3,1') « 1(2,3,1) • 1 
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<J,1,1•> ~ T<J,1,1> = -2 

Lueqo, el ~i•o valor de e viene dado por: 

e • •in 

1 
1 
1 
1 4-(l/2+3/2+0) 
1 
1 
1 
1 
.1 

2 

6-(l/2+7 /2+0) 

-------------, 2 

5-(l/2+3/2-tO) 
---------- .. --, 

2 

5-(112+7/2+0) 

2 

6-(l/:Zt3/2+0) 

2 

1 
1 

1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' 1 / 
1 
1 
1 

1 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

1 

1 
1 
1 
1 

0-(-1) ------, 
l 

¡;' 

e: 
IJ(l) 

e 
IJ(2) 

e: 
IJU' > 

De donde, 9 • 1/2 7 la nueva •oluciOn <D')-factible esa 

1 ot+ 112 OL 
1 -1 ' + 1/2 ' y • ( 

1 1(1) + 1/2 1(1) 

1 
+ 1/2 TU) 1 1(2) 

dondes 
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ol , . ,, 1(1), 1(2) son los vect.orea indicados en . ' 

(3.4.12),,,,(3,4.15) y ~, :J, 1<1), 1(2) son loa 

indicados en (3.4.17),,,,(J.4.20), reapectivamente. 

L_:: .. 

vectores 

: :1 c.:''"!~:_~, :,_r¡ .. 
w:c. \.,.' 

Si aa denota por (<X.,'' 1(1), 1(2) > a la· nueva aoluci6n 

dual •• tienes 

i.e 

d.. = <l/2, 1/2, 1/2) + l/2(1, -1, l) 

' .. (7/2, 312, 3/2) + 1/2(1, 1, -1) 

1 (-l,0,-1, 0,-1,-1, -l,0,0) 
1(1) 

1(2) 

o(. 

' . 

= ( 
1 + 1/2 

- o + 1/2 

1, o, 1 

t, 2, 1 

<-2,0,0, 0,0,1, -2,-2,0) 

o 

1<1> • <-2,0,-1, 0,-1,-112, -2,-1,0 r 

1(2) = o 

En este punto co•ienza un nueva iteración d•l AP-D. 

Iteraci6n 3 

Dada la solución (D~ )-factible ; 

(3.4.~2) 

(3. t .23) 

(l.t.24) 

(l.4.2!5) 

en· 

(J.4.22), ••• ,(3.4.25). Ver fiq. 3.XI.b). El nuevo conjunto de 

columnas ad•iaible• es: 

. ''.~· 
1 (1,1,1), (2,1,1), (3,1,1) 1 
1 1 

IJ(l) .. ( (2,2,1), (3,2,l) ) 

1 1 
1 (1,3,1), (3,3,l)· 1 

3-48 
' ., 



3 

1 . (3,1,2) 1 
1 1 

IJ( 2) = ( (2,2,2), ) 

1 1 
1 U,3,2), 1 

1 (2,1,l'), 1 
1 1 

IJ(l') • ( (1,2,1'), ) 

1 1 
1 (3,3,l') 1 

1 (1,1,2'), (2,1,2'), (3,1,2') 1 
1 1 

IJ(2') ., ( (1,2,2'), (2,2,2'), (3,2,2') ) 

1 1 
1 (1,3,2'), (2,3,2'), (3,3,2') 1 

Se est• entonces en condiciones de construir la red NCIJCKJ>. 

Dicha red coao la •aluci6n 6ptiu al probleu CP"R> asociado se 

auestran en la fi9. 3.XI.a). En esta f i9ura es necesario 

coaentar que. el arco C2,3,l> ha dejado de existir, esto es 

C2,3,l) 8 IJCKJ y llá• aun (2,3,l') 1 IJCK'l. 

A partir de·1a·aolución. 6ptiaa de CPNR), el lector puede 

vi•ualizar en la. red R el avf':lce que ha tenido el problema. CP' >. 

Ver fi9. 3.XI.b), donde loa arcos trazados corresponden a 

coluanal flujo adaiaiblea de la red N(IJCKJ> de la fi9. 3.XI.a>. 

U•ando (3.4.1) 

<' 30 + 30 + (5+2+1+1+2+3) 

1 -2(3+2+2+9+1) -3(!+2+1+2+3) 

• 30 + 30 + 14 - 34 - 39 

• l 
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Una prequnta interesante para el lector pudiera ser: 

Por qué ~ - O si el flujo indicado en la fiq.3.XI.b> ya forma·, , ·' 

un& aoluci6n (P)-factible ? ' . · 

Precisamente por ser todavi& ~ >O, ea neceaario conocer la 

solución Optima de (DP'R). 

Resolviendo (OP'R), v.qr. usando la idea de la~ iteración 1, 

la aoluciOn óptima ea: 

.;(,. -1, -1, -1) (3.4.27) 

' . l, l, l (3.4.28) -111) . ( o,o,o, 0,0,1, o,o,o (3.4.29) 

-1(2) - o (3.4.30·) 

Ver. fiq. 3.XI.a> 

Al iqual que en la iteración 2, el lector intereaado puede 

verificar <DP'R)-factibilidad. Aqui a6lo •• verificará que el 

costo en la f, o. d• la solución dada coincide con el indicado 

en (3.4.26) 

W= (-10-5-15) + (18+6+6) + 1(1) = l (3.4.31) 

Al continuar con los pasos JJ y 4l del AP-D, se hAce··ne-ces.tdo 

listar el conjunto de colUJDnaa no admisibles. . En este ea so . !lé 

Uener 

1 
e 1 

IJ(l)'• < (1,2,1), 
1 
1 (2,3,1) 
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1 (l,1,2) ,(2,1,2), 1 
e 1 1 

IJ(2) = ( (l,2,2), (3,2,2) > 
1 1 
1 (2,3,2),(3,3,2) 1 

1 (l,1,1'), (3,1,l') 1 
e 1 1 

IJ(l') = ( (2,2,1'),(3,2,l') > 
1 1 
1 (1,3,1'), (2,3,1'), 1 

e 
IJ(2' l = 0 

(1,2,1) -= ~(1) + JC2l + 1U,2,l) .. -1+1+0 = o 

(2,3,ll ~ ;(.(2) + :J(3) + 1(2,3,1) • -1+1+1 • 1 > o 
(1,1,2) "' ci{ (1) + :f Cll + 1(1,1,2) • -1+1+0 • o 

(3,3,2) :: ~ (3) + :J(3) + 1(3,3,2) • -1+1+0 • o 

U,l,l' l l:r 1(1,1,l) "' o . 
. . 

(2,3,l') ~ 1(2,3,l) • 1 

. 
TC3,2,1) (3,2,l') ~ ,. o 

lueqo, el ml1ximo valor de 9 viene dado por: 

1 l-CO+l-1/2) 0-(-1/2) 1 
e = 111in ( ----------- . -------- ) 

1 l l 1 

e = 1/2 
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De donde la nueva soluciOn <D')-factible eas 

1 o/. + 1/2 ;¿ 
1 
1 ' + 1/2 ' y • ( -1 1(1) ... 1/2 1(1) 
1 
1 1(2) ... 1/2 1(2) 

Donde o(. , :J, 1 ( 1 > ~ 1 ( 2 > son loa vectores indicados en 

(3.4.22), ••• ,(3.4.25) 7 O'L, i, T<l>, T<2> loa vectores indicado• 

en (3.4.27), ••• ,(3.4.30), r••pttctivament•. 

C0110 el lector- puede notar, loa cocientes aol>re loa que •• 

det•raino el valor de e aon loa ••ociado• con la• variabl•• 

f(2,3,l> 1 x<2,3,l>. Lueqo, en la prOxi.. it•raci6n alll>aa 

variable• reaparecer•n en las colUllJl&a adaiaiblea de la nueva 

aolucion dual. En particular, el arco (2,3,l) aparecer• en la 

pr0x1 .. red N<IJCKJ) con un costo iqual a 2. 

Si•• denota por ( °'-' :,, 7(1), 7(2) > a la nueva aolucion 

dual se tienes 

.,,__ • ( l, o, l ) + 1/2 ( -1, -1, -1 

:J a ( 4, 3, 1 ) + 1/2 ( 1, 1, 1 ) 

l<-2,0,-1, 0,-1,-112, -2,-1,0> + 
7(1) • < 

1 112 e o,o,o, o,o,i, 0,0,01 

1(2) ·= o + 1/2 o 

i.e. 
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ol = 1/2, -112, 1/2 

' ~ 912, !1/2, 3/2) 

. 7(1) • ( -2,0,-1, 0,-1,0, -2,-1,0 ) 

7'21 = o 

(3.4.32) 

(3.4.33) 

(3.4.34) 

(3.4.3!1) 

En este punto comienza una nueva iteración del AP-D. 

Iteración 4 

Dada la •oluci6n <D' >-factible •o•trada en 

(3.4.32), ••• ,(3.4.35). Ver fiCJ. 3.XII.b). El nuevo conjunto de 
coluanaa adaiaiblH ••• 

1 (l,1,1), (2,1,l), (3,1,1) 1 
1 1 

IJ(l) • < (2,2,l), (3,2,1) ) 

1 1 
1 Cl,3,1), <2,3,U,, (3,3,l) 1 

1 <J,1,:n 1 
1 1 

IJUI • < (2,2,2> ) 

1 1 
1 Cl,J,2) 1 

1 (2,1,l'), 
1 

. IJ(l') • ( (l,2,1') ) 

1 
1 (2,l,1'), (J,3,1') 

1 (l,1,2'), (2,1,2'), (J,1,2') 1 
1 1 

IJ( 2') • < '1,,2,2'), (2,2,2'), (3,2,2') ) 

1 1 
1 11,J,2'), (2,l,2'), (3,3,2') 1 
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Como era de esperar, las ternas (2,3,1) y (2,3,1' > 

forman parte del conjunto de columnas admisibles. 

Estamos ahora en condiciones de construir la red NUJCKl) .... : 

Tanto la red.como la aolución 6ptiu al problema CP"R) asociado 

se aueatran en la fiq. 3.XII.a>. 

Usando (3.4.1) para conocer el valor de ~ se t1ener 

~-
1 30 + 30 + (5+2+1+2+3) 

( 

1 -2(3+2+2+0+9+1) -3(5+2+1+2+3) 

• 30 + 30 +13 -34 -39 

• o 

Por lo tanto, el flujo en la red B<IJCKJ> optiaiza el problema 

<P'), luego el problema CP). Ver fi9. 3.XII.b>, en donde se han 

trazado a6lo aquellos arcos perteneciente• a la red NCIJCKJ>. 

Evidentemente, aquellos arcos que no aparecen en la red de la 

fiq. 3.XII.b) tienen flujo iCJU&l a cero en la aoluci6n óptima de 

CP> o <P'>. 

De esta 11Anera, el AP-D ha convergido a la solución Optima del 

problema planteado en la red de la fiq. 3,VIII. 
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CAPI1'ULO t 

"ALGORI'l'MO OU'l' OF KILTER" 

El ol>jetivo del presente capitulo e• el estudio, de•arrollo e 

i•plantaciOn de un progra .. de computadora que per•ita resolver 

el prable.. 9eneral de. flujo• restrin9ido• a co•to •iniao 

aediante el alqorit•o ideado por Ford y Fulkerson lla .. do 

alqoritao Out of Kilter CAOOK>. Tanto los tieapos reque~idos 

para la solución de nuestro pr~blema er. diferentes escenarios, 

como alqunas ventajas que pueden ser to .. daa de su propia 

estructura son descrito• aqui •isao. 

Ahora bien, por qu6 se escoqe el AOOK ? 

Existen alqunas ventajas propias de este al9oritmo para el 

calculo de aolucione• Optimas que le peraiten ser m•• 9eneral qu• 

los desarrollos anteriores en al menos 4 puntosa 
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ll . Tanto cotas inferiores como cotas superiores son asumidas 

para el flujo en c/~rco. 
:;•·· ¡·.- . 1.' 

2l El coeficiente de costo asociado a cualesquier arco ea 

arbitrario en •i1J110. 

3l El algoritmo uaa la idea de circulación _.. bi•n qua la da un 

s-t flujo. De esta manera, ae hace innecesaria la presencia· 

de un nodo fuente a o de un nodo pozo t y todos loa nodos se 

pueden'ºconsidetar de traspaso. 

41 El AOOK puede se iniciado con cualesquiera circulación 

(factibla ó no), Adicionalaente, cualquier· conjunto de 

ni.meros puede ser asignado a las variable• del probleaa dual 

(potencia en e/uno de loa nodos). 

De hecho, n·l>rinda la libertad de coaenzar con. cualesquiera 

circulación y potencial, en vez de coaenzar con allJUftA solución 

particular que satisfaga ciertas propiedades de optiaalidad, coao 

ha sido el caso anterior. Tal vez aea eata la cualidad practica 

aaa importante d•l AOOK, 

Aaiaisao, en diferentes ocasiones uno esta int•r•aado en ver 

que cambios ocurrir•n en la aoluci6n óptiaa cuando a19Wlo de loa 

datos dados •• ha alterado, El AOOK ••t• hecho a la aedida para 

tales anAliaia, pues las soluciones Optimas de loa problemas 

oriqinalea priaal y dual pueden aer usadas para comenzar el nuevo 

problema, decreaentando en qran aedida el tiempo de c•lculo. 
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Aún mi.&, otra razón que valida la importancia practica de este 

al9oritao radica en el hecho de que una buena cantidad de la 

literatura de proqraaación lineal eat& de1tinada a au estudio y 

una variedad de aplicaciones están en au dominio. Aai, por 

ejeaplo, loa probleaaa de transporte que involucran cientos de 

reatriccionea y •ilea de variables pueden aer reaueltoa 

eficienteaente bajo esta aetodol09ia, aientraa que p&ra 

resolverlo coao un PPL por el ••todo aiaplex o alquria de aua 

variantes resulta una tarea •caai iapoaible", debido a laa 

diaenaione• del problema. 

Para el lector intereaado en una !11bl109rafia u1, eztenaa 

sobre el tema, ae recoaiendan loa •1CJU1entea libroaa [BJ,19811 

CAP. XJ CHe,197811 CSi,1966l CAP'S XIV, 'lf:l/1 CFF,l962l CAP. 

Ill. Adicionalaente, ae recoaienda CLa,19761 CAP.IV, el cuÁl'da 

una presentación eapecialaente ótil del AOOI para prop6aitoa de 

enael'lanaa, al uaar resultado• de coloraci6n en 9r&ficaa que hacen 

aenoa al9ebraico, y por lo tanto aenoa tedioao, el proceao para 

deterainar la aoluciOn óptima. 

El capitulo •• desarrollo coao aivu• • 

La aecciOn f.1 aueatra un attodo general para la 

transfor9&ciOn de ·una red en una red circulatoria. Dicho attodo 

es aplicado en la red asociada al problema original. 
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En 4.2, se presenta un teorema sobre factibilidad de 

circulaciones que ser& de qran utilidad en el desarrollo formal 

del AOOK. 

L& aecc16n 4,3 introduce el probleaa de circulación a costo 

ainimo. Se obtiene el proble11& du.l y se establecen las 

condiciones de optimalidad; la notación y terminoloqia propia 

del al9orit•o tllllhi6n ea presentada en esta aecciOn. 

Las aiquientea tres secciones representan el nácl•o en el 

eatudio del AOOK. Aai, 4.4 •ueatra la eatrat~ia para deter•inar 

la solución Optima. Esto ea, se· analizan tanto la fase priaal 

co•o la fase dual del al9orit•o. La siguiente sección presenta 

el al9orit•o co•pleto. Por álti•o, la aecci6n 4.6 concluye el 

anili•i• al probar la validez y conver9encia del AOOK. 

A continuación, la aecciOn 4.7 nos diri9e a la estructura del 

problema ori9inal1 ae coaenta tanto la tranaforaaciOn necesaria 

en el probleaa para au solución por •edio del al9oritao, coao el 

eatado inicial que 9U&rdan loa arcoa al comienzo del attodo. 

Resultados y comparaciones del pr09raaa construido a travta de 

diferentes escenarios de la red del sisteaa el•ctrico nacional 

aon tlUlbitn presentado• en eata aección. 

Adicional•ente, la sección 4.8 realiza en un plano teórico la 

adaptación del AOOK a la clase de prohleaaa de flujo reatrin9ido 

a coato •iniao con la propiedades ••tras de ser laa cotas 

inferiores iC)Ulllea a cero J loa costos por transporte .. 7ores o 
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iquales a cero para cualesquier arco de la red (excepto el arco. 

(t,•) construido de manera artificial para completar la· 
'.'>:. 

circulaci6n)1 peculiaridad•• encontrada• en aucho• problema• 

pr•ctico•, v. 9r, nuestro problema. 

Si bien, los resultados de la adaptac:i6n no han •ido 

iaplantadoa mediante un proqrama de computadora, fundamentalmente 

por razones del tieapo establecido para el desarrollo de esta 

tesis, la •i•plificaciOn ellhibida permite auaentar las ventajas 

de este enfoque sobre cualesquier otro ••todo asaeto preaentado 

anteriormente. Aün ua, el aec:aniaiao introducido por la 

modificaci6n del AOOK en la •olución de esta nueva clase de 

probleaas, ea de hecho aiailar al proporcionado por el alqoritao 

alfabeta en el problema del transporte y dar• la pauta para que 

en el siquiente capitulo •• conjeturen la• deficiencias de la 

iaplantaci6n del AP-D en nuestro probl ... (recutrdeae el capitulo 

3), 



4.1 TRANSFORMACION DE UNA RED DE FLUJOS EN 

CIRCULATORIA 

UNA RED 

A continuaci6n, ae muestra un ••todo 9en•ral para transformar 

una red con vario• nodos fuente Cnocloa tale• que au flujo externo 

•• poaitivo) y vario• nodo• pozo (nodo• tal•• qu• au flujo 

externo ea ne9ativo> en una red circulatoria. 

Conaid6reae, por ejemplo, la red de la figura •i9Uiente, donde 

al, aZ aon nodo• fuente y tl, t2, t3 aon nodo• pozo. El reato de 

loa nodos aon tal•• que au flujo ezterno ea cero. Iaplicit .. ente 

ae supone que todo arco posee un'vector con par .. •troa aaociadoa. 

CFLUJO EX'l'ERNOJ 
CdCaUJ , , , , 

, al' ----> o ---> o ----> ' tl' [d(tl)J , 
' ,> , , 

1 I 
1 I 
1 I ' 

, 
1 o ---> ' t2' CdCt2)J 
1 

, 
' 

1 + \ 
V 1 \ ' 

, 
CdCa2)l ' ' . ) ' tl' CdCt3)J , •2' ----> o ----> o ---> I ' 

I , 

FIG. 4,I RED CON FUEN'l'ES Y DESTINOS MULTIPLES 

Una fon1a de convertir la red anterior a una red circulatoria 

ea la •ivu:l.•nte1 
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Pri•eramente se construye una red equivalente con un nod~ 

superfuente y un nodo auperpozo. Eato se construye adicionando 
'•:J 

un nodo artificial a unido a loa nodos fuente originales por :• 

arco• C•, sl) y Ca, s2) con coato caro, capacidad ainima cero y 

capacidad m.txima ic¡ual a dCsl), d(a2> respectivamente. 

. An&l09aaente, ae con•truye un nodo pozo artificial t, unido a lo• 

nodo• pozo originales por loa arco Ctl, t>, (t2, tl, Ctl, t> con 

coato cero, capacidad máxima infinita y capacidad •ini .. iCJU&l a 

-d(tl>, -d(t2>, ~dCtl> reapectiva•ente. 

De esta forma, lo• nodos fuente 1 pozo ori9inalea c&lll>ian su 

flujo ezterno, positivo o ne9ativo, a cero. El reato de arcos y 

nodos per11anece con sus par .. etroa asociado• tal y co•o en la red 

ori9inal. Gr&fic .. enta se muestra en la aic¡uiente fic¡ura. 

I I 

' sl' --> O ---> D ----> 
<O,d< 11> ,o> ,> ' I ,> 

I 1 I 
I 1 I 

I ' 1 I 
[d(1)J I 1 I 1 o ---> 

' ' 1 
\ 1 ~ \ 

' V 1 \ 
(0,d(12),0) '> ' I '> 

' s2' --> o ----> o ---> 
' ' 

<CD?A IHF., CD?A BUP., cosro> 
CPLUJD EXIERNDl 

I ' <-d<U > ,OO,O> 
I f.11 ----------------+ 
' ' 1 

+ 
I ' (-d<t2>,00,0) ' I 

I t2' ------------> I t ' [d(t)J 
' ' ' ' 

~ 
' ' 1 

' t3' ----------------+ 
' I (-d(t3>,00,0) 

donde dls) ~ ~(tll + d(s2) y dltl = dltll + dlt2l + d(t3) 

FIO. 4.II INTRODUCCION DE NODOS Y ARCOS AlllFICIALES 
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Finalmente, para convertir la red anterior <con un sólo nodo" ! .J : 

fuente y un s6lo nodo poza), a una red circulatoria, :basta con 

a9re9ar un arco (t, &), que una el nodo superpozo con el. nodo 

auperruente. Este arco tendrias 

Un costo cero o negativo, para obligar a la circulac16n de 

flujo. 

Capacidad •inima ( ~ima > dada por -d<t> (· d(s) ), segón la 

nataci6n de la fi9. t.II. 

Ahora bien; a1 la capacidad axiu es ••nor que la capacidad 

minima el problema original na tiene solución factible. 

(COTA IRF. , C01'A SUP. , COS1'0) 
, , ' , (-d(tl) ,00,0) 

, sl' --> o ---> o ----> , tl' ----------------+ ( O ,d Cal ) , O> , ) ' ' , ) ' ' 1 
~ .. I I 

I I 
' ' I ' ' C-dCtZ),00,0) ' ' 

+------)' • , o ---> , t2' ------------) , t , 
1 ' ' ~ ' ' ' 
1 \ 1 \ t 1 
f \ V f \ ' ' (-d(tJ),00,0) f 1 
l<O,d(s:Z),0) '> ' ' '> ' tl'- ----------------+ I 
1 , &2' --> o ----) o ---) , , 1 
1 . , 1 

. . . 1 
+---------------------------------------------------------------+ C-d<t>, d(s), -e> 

FIG. 4.III RED CIRCULATORIA ASOCIADA 
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4 .1.1 'l'RANSFORMACION DE LA RED ASOCIADA A NUESTRO 

PROBLEMA EN UNA RED CIRCULATORIA 

Con•id6reae la red de la fiq. 2.IX. Como el lector puede 

apreciar, una vez aplicado el •ttodo desarrollado en 4.1, la red 

circulatoria obtenida tiene el aspecto de la fiq. f.IV. 

En particular, obatrveae que las capacidades superior e 

inferior en el arco <t, •> aon iguales. De esta 11&nera queda 

fiel•ente repreaentado que el flujo de•eado ~n la fi9. 2.IX aea 

. de un deterairiado valor, • saber re, ( p) • 

" 

f-9 
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4.2 RESULTADOS SOBRE CIRCULACION 

En alqunoa problema• de flujo en rede• ea titil enfocar el ,J'(,, () 

problema de infactibilidad a través del estudio de circulacione•. 

Una circulación ea simple•ente un flujo en una red en la cual 

laa condicione• de conaervaci6n son satief ecbas en todos loa 

nodos, i.e. no se puede diatinquir la preeencia de un nodo 

fuente o nodo pozo coao en otroa· proble11&s. Cv. 9r. flujo 

uziao). 

Un m6toclo para encontrar una circulación factible en una red 

circulatoria con cotas superiores e ~Ci,jJ J e inferiores 

C aCi,j) ) ea el aic¡uiente1 

ll Coaience con la circulación cero, i.e. f'• fCi,jJ •o. 

2l Toda• laa cotas inferior•• son aati•fecbaa ? 

2.ll Si. La circulación ea factible. Fin. 

2.2J Ro. Ve a JJ. 

ll Conaidtreae un arco (p,qJ t fCp,qJ ·< a(p,q). Conatrt.ayaae una 

cadena de flujo auaentante de q a p, donde esta trayectoria 

ea del Upo convencional excepto que •• requiere 

f(i,j) > a(i,j) para todo arco diri9ido hacia atrAs y 8 ea 

eacoqido de tal forma que e i f(i,jJ - a(i,j). 

Si dicba cadena puede aer construida, vaya a 41. 
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En caao contrario el problema ea infactible. Fin. 

•l Aumente el flujo de q a p por &. Ve a 21. 

Finalaente una circulación factible ae obtiene, •i la red 

admite tal circulación, 

Pero auportCJa que en alc¡tm aoaento una cadena ·auaentante no 

puede aer encontrada. Mi• forulaente1 

Sea Ct,a) con fCt,a> < a(t,a) el arco para· el cual la cadena 

auaentante no puede aer encontrada 7 denoaineaoa por s el 

conjunto de nodo• que pueden Hr alcans&doa deade • por una 

cadena auaentante, T au coapleaento. 

Obterveae que a S S 1 t e T, de donde S 1 T no pueden aer 

conjunto vacioa. Se tienen doa caaoa Cver fi9. 4.V.): 

ll V U.,j) diri9ido de S a T, f(i,j) • bU,,j) 

2l V Ci,j) dirigido de Ta s, f(i,j)' i aCi,j) 

•. 



s ......... 
, , 

, 
, , 
, , 

, , , 
, , ,. • , , , 

......... 

f(i,j) • b(i,j) 

.------------------------->. 

• f(i,j) i a(i,j) • 

.(----------------~--------. 

• f(t,s) < a(t,s) • 
.<-------------------------. 

. ....... . 
, , 
, , 
, , 

, 
, , 
, , 

, t , 
, , 

FIG. f.V INFAC'l'IBILIDAD DE CIRCULACIOI 

Con•id•r••• la cortadura (S,T) 

. l f(i,j) • l f(i,j) 

iSS,je'l' ie'l',jSS 

P•ro o!>*•rv•a• qu•• ¿ · fCi,j) • ¿ l»U,j) 

iBS,je'l' iSS,je'l' 

1 ¿ f(i,j) < l a(i,j) 

ieT,jBS ie'l',jSS 

.• 

Cla deaiCJU&ldad ea estricta por el •i••o arco Ct,1>>. 

(f.2.1) 

(f.2.2> 

(4.2.l) 

De eata aanera •• ha conatrµido una cortadura (S,T> para la 

cual• 

l b(i,j) < l a(i,j) (4.2.4) 

iSS,je'l' 16'1',jSB 
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~' He•a• probada e1 •iquient• teoreu. 

Da \11& r.S can cata• interior•• 1 •uper:lar.. una 

c:lrculac:l6n f act~l• .. :1.t. •i , •6lo ai 
¿ .u,:1> i. l i,c:1,:1> 

:ll'.r,j88 :l&l,;JB'f 

para ~oda• la• cortadura• (8,!L'J. 

• > 
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4,3 EL PROBLEMA DE CIRCULACION A COSTO MINIMO 
. ~ ., . 

El problema qeneral que enfrentamos en esta aecciOn, conaiat•'··' 

en una red circulatoria en la cual los flujos peraitidoa en 

e/arco ••tira auj•toa a cotas euparior•• • inf•rior•e, y dond•, 

a~e .. e, se tiene un costo asociado por unidad de flujo que paea 

en e/arco. El objetivo que se persique es deterainar el flujo 

factible en la red que proporcione el coato ainiao. 

Il9 aan•r• Jlia pr•ciaa, considere la red circulatoria M con 

9rifica aaociada G • (V,A). 

Y(i,j) e A d•not•aoa por 

z(i,j) el flujo que recorre el arco (i,j) 

a(i,j) •1 flujo ainiao pera1t1do en el arco (i,j) 

b(i,j) 91 flujo 9'Jriao peraitido en el arco Ci,j) 

1 

c(i,j) coeto por unidad d• flujo •n •1 arco (i,j) 

Suponqaaoa O i a(i,j) i b(i,j) i 00 

Se conaid•ra a(i,j), b(i,j), c(i,j) entero• 

.El probleaa de circulación a coato miniao eas 

4-1!5 
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Hin ¿ e: ( i , j > z (i , j ) 

U,jH!A 

•• e:. 

(PCCM) l Z(i,j) - l X(j,1) • O , i 6 V 

(i,j)eA (j,i)SA 

a(i,j) i X(i,j) i h(i,j) U,j) e A 

donde el vector de variable• d• deci•iOn X•(x(i,j)), se denoaina 

flujo de la red. 

En eate proble .. , •• dice que un flujo que •ati•face la• 

re•tricciones sobre los nodoa, •• una circulación o un flujo 

circulatorio. DJ'A circulación qu• aatisface toda• las 

rHtriccionea del prol>leu, H una cir.culación factible. Por 

otra parte, una circulación factible que •• una soluci6n blaica 
" 

de l.. reatriccionea del proble .. de redes, se dice que ea una 

circulac16n factible biaica. Finalaente, una circulac16n 

factible, X•<x<i,j), ae dice que ea entera, ai para clareo (i,j) 

el flujo, ••to•• s(i,j), ••cero o un ntuaero· entero poaitivo. 

La · ai ... terainolOCJia •• aplica para el caso de flujo• factible• 

· bi•ico• entero•. 
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Es conveniente seftalar que una gran variedad de proble .. •. 

practico• pueden f oraulan11 en ttrainos de una circulacibn a 
. ' ~ . 

costo m:lnimo, v.gr. f'lujo llixi110 entre dos nodos, ruta.· ú•·'. 

corta, tran•porte, di•tribuciOn, etc. 

puntualizar que si los flujos ainiao y IYziao peraitido• en 

e/arco de la red son na..tro• ',enteros, entone•• loa flujo• 

factibles bi•ico• C7 Optiaos> son enteros. Esta propiedad de 

garantizar que la• •olucion•• Optiaa• sean enteraa, no e• una 

propiedad general de lo• PPL'•· Coao con•ecuencia, ea freC\18nte 

plantear problemas lineales cuyas •oluciones deben ser enteras, 

9n ttraino• de red••· El lector interesado puedÍI consultar 

CI.a,1976J, Cap •. IV, Secc. 12. 

Una vea hechos lo• coaentario• anteriores, a continuacibn •e 

obtiene la foraulaciOn del proble- dual a CPCCM>, que •e 

denotar• por CDPCCM). 

Si asociaao• las variable• u(i) con e/ecuación de canaervaci6n 

d• flujo en nodos 7 las variable• vCi,j), wCi,j) con la• 

reatriccione• z(i,j) l a(i,j) 

C-zCi,j) l -b(i,j)). El prol>lna dual obtenido ea el si9Uiente1. 
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<DPCCM> 

4 

Haz l a(i,j) v(i,j) - b(i,j) w(i,j) 

(i,j)eA 

a.c. 

u(i) - U(j) + V(i,j) - W(i,j) = c(i,j) 

V(i,j), W(i,j) 1 0 

·u(i) a.r.a. 

(i,j)GA 

El proble .. dual tiene una estructura interesante. ve .. os1 

Sup6nv••• qu• .. ••l•cciana cualqui•r conjunto d• la• u(i), H 

conaidera a travt• d• todo •l deaarrollo qu• la• u(i) aon 

entero•. 

Dltfina•• c(i,j), denoainado •l co•to relativo del arco (i,j) 

cC1,j) • c(i,j) - U(i) + U(j) (4.3.1) 

Entone•• ·1a rHtr1cci6n dual para •l arco U.,j)SA re•'.ollta 

v<i,j>-w<i,j>•c<i,j>-u<U+u<j>•c<i,:I> (4.3.2) 

y pu•d• ••r aati•f •cba por 

V(i,j) m Haz (0, C(i,j)) (4.3.3) 

W(i,j) • Haz (0, -C(i,j)) (4.3.4> 

Por lo tanto, dado cualquier conjunto de laa u(i), el probl ... 

dual siempre tiene una ·solución factibl•· Dlt Jwcho, laa 

Hleccione• anterior•• de vU, j >, ve 1, j > proporcionan lo• va.lores 

ópti•o• de v(i,j), v(i,j) para un conjunto fijo d• laa u(i). 
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LAS CONDICIONF.s DE HOLGURA COMPLEHEN'l'ARIA 

En •l problema da circulación a coato minimo y au dual,.r.;ae.1;.:. 1 ... : • 

. -: '"G ··. 
tiene qua •i X •• un flujo circulatorio factibl• y (U,V,N> ea un. 1 · · 

vector d• variables duales factible•, entonce• eataa soluciones 

son Optima• en aua raapmctivoa problemas ai y 1010 •i .~ 

satisfacen las ecuaciones de holqura complementaria. 

I.e. aean X, CU,V,H) vactorea de variable• primal y dual 

factibles respectivamente. 

X, (U,V,N) aon Optima• aii X,CU,V,N> aatiafacen la• aic¡uiente• 

condiciones a 

V i e V U(i)C¿ x(i,j) - ¿ z(j,i)l • o 

(1,j)SA ( j,i)SA 

VU,j)SA vU,::J)Cz(:l.,j) ... a(i,j)J • O 

VU,j)SA wU,j)CbU,j)~xÜ,j)l • O 

(4.3.!S) 

(4.3.6) 

(t.3. 7) 

V(i,j)SA z(i,j)Cc(i,j)-u(i)+u(j)-v(i,j)+v(i,j)J • O (t.3.8) · 

Obaérveae que la familia de ecuacion•• (4,3.5) ae aatiaface 

para toda circulac10n factible por la propiedad de canaervaciOn 

de flujo en la r•d· Aaimiamo, la familia. (4.3.8) •• aatiafac• 

para·toda aoluciOn dual factibie. 

•-19 



Por lo tanto, •• pu•d• d•cir qu• en al prohl•m& de circulaciOn 

a costo mini•o 7 •u dual, un par de aolucion•• pri11al-dual 

factibles son Opti .. • ai y aOlo ai laa familia• de ecuacion•• 

(4.3.6> y (4.3.7) son satisfechas, donde v(i,j) y w(i,j) son 

calculada• como indica (4.3.l) y (4.l.4), 

Ea sencillo verificar que estas co,ndicionea de 

compl•••ntaridad aon •quiv•l•nt•• a que •• cumpla una d• las 

condiciones •ituientea·para todo arco (i,j)eA1 

xli,j) = 1Ci,j>, w<i,j) • O, v<i,j) • c(i,j>-u<i>+u(j) ~O (4.3.9) 

x<i,j) • bCi,j), vCi,j) • o, w<i,j) •-CcCi,J>-uCi)+u(j)) ~O 14.3~10> 

1U,j>. < xU,jl < bU,J>, vCi,J>•wCij>•cCi,Jl-uCU+u(j) • O U.3.11> 

En reauaen, ae puede establecer que una circulac10n factible 

X•(X(i,j)), ea Opti .. •1 y a61o a1, eziat• un v•ctor d• 

potenciales U•Cu(i)) tal que para todo arco de la red •• 

satisface alvunoa d• loa ••tadaa •iCJUi•nt••• 

L a cCi,j) > O , z(i,j) • aCi,j) (4.3.13) 

B a ~Ci,j) • O , &(i,j) i X(i,j) i b(i,j) (4.J.13) 
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x • c(i,j> < o , zc1,j> = b(i,j) 

El probleu, entonces, radica en inveati9ar que valorea de. :c. 

u(i) y de z(i, j) aatiafacen laa tre• candicionea anteriores. : · ,, · 

Por otra parte, a1 el .flujo circulatorio X '1 el vector de 

potencial•• U na aon 6ptiaoa, ae tiene que alvuno• de au• areca 

•• encuentran en loa eatadoa ai9uientea1 

Lla c(i,jl > O , z(i,j) < aCi 4 j) (4.3.1!5) 

L21 cu,:1> > o , z(i,j) > a(i,j) (4.3.16) 

811 cci,j> • o , z(i,jl < aCi,jl (f.3.171 

821 cc1,j) • o , zU,j) ) h(i,j) (4,3.18) 

Kl1 cu,:11 < o , z(i,j> ( h(i,j) (4.3.19) 

K21 ;;u,:11 ( 0 , Z(i,j) ) b(i,j) (f.3.20) 

Por definición, d:ireaoa que un arca C:i,j), ae encuentra en 

eatada c:anfo....:Dle, a:i ae haya en el Htada L, B a K1 7 en 

••tada no canfaraallle, ai ae ba7a en alquno de loa eatadoa Ll, 

L2, ••• ,xz. 
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Para aclarar ideas, conaidtreae la red de la fiq. 4.VI.a), 

que representa una red en donde ae desea obtener una circulación 

d• coato ainiao. Puede entonces aeleccionarae un conjunto 

inicial de u(i)'a. v.qr. U(i)a0 V i e V, y una circulaciOn, 

v.9r. s(l,2) • s(l,3) • s(2,3) • 1, s(3,4) ~ s(4,l) • 2. 

Se puede entonces verificar optiaalidad. 

La fi9. 4.VI.b> da.c(i,j), s(i,j), u(i) para la red de la 

fi9. 4.VI.a>. Claraaente c(i,j) • c<i,j}, por lo tantoa 

cc1,2>•2, cu,3>•5, c(2,3>•-J,. c<3r4>•-1, c<4,u•o 

co,2,2> ,> 
I 

I 
I 

' , 
, l ' . , 

. ' 
, 2 • 

I I 

1 ( 0,6,-3) 

1 
1 
1 

(a(i,j), b(i,j), cCi,j)) 

, , 
\(1,2,5) 1 ,---> I • I t \ V I I • 

I \ ' ' I (0,5,-1) 1 
1 ·--> , l , 1 
1 • • 1 
+--------------------------+ (0,3,0) 

FIG. 4.VI.a> EJEMPLO DE tJHA RED CIRCULATORIA 
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u(2)•0 

' ' 
cc1,2>=2 ,> • 2 • 
Z(l,21=1 I ' ' 

I 1 c(2,31 a -3 
I 1 X(2,31 • l 

' ' 1 
uUl=O ' l ' 1 

' ' - 1 cc3,4)•-1 • • 
/\ \cU,3)•5 1 
1 \ V 

,---> ' 4 ' u(4)•0 
I ' ' 

1 \ ' , I 1 
1 ·--> ' 3 ' Z(3,4)•2 1 
lz(l,3)•1 ' ' 
1 U(3)•0 1 
+-------------------------+ z(4,1)•2 c(4,1)•0 

FIG. 4.VI.bl DATOS ASOCIADOS A LA RED CIRCULATORIA 

Al checar opti .. lidad en la• aaluci~ne• prapueataa ae tiene, 

por eje•plo, quea 

.lJ c(l,:Z)•Z J zU,2)•1>0•aU,:U, luec¡a el arco (1 1 2) e• no 

conforll&ble, de hecho se encuentra en el estado L2. 

2J c(l,3)•5)0 ' z(l,3)•l•a(l,3), luec¡o •l arco 

conforll&ble, de hecho se encuentra en el estado L. 

(1,3) •• 

Ahora bien, para hacer que el arco (1,2) ••a conformahle debe 

disminuirse Z(l,2) o disminuirse c(l,2) cambiando loa U(i), Esto 

•• preciaamente lo que intenta hacer el AOOK. Durante la f'aH 

primal del alqoritmo, se modificar~ lo• z(i,j) en un intento de 

hacer loa arcos conformables1 durante la fase dual, ae caabiar~ 

loa uCil en un intento de alcanzar conforaahilidad. 
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En reaumen, loa eat~doa conformablea y no conf.ormablea para un 

arco Ci,j) •• aint•tizan en el aic¡uiente cuadro. 

cc1,j><o cc1,j>=o cc1,j1>0 
+----------+----------+----------+ S(i,j) ( &(i,j) 1 NC 1 NC 1 NC 1 

+----------···············~······· s(i,j) • a(i,j) 1 NC • e 1 e • 
+----------·----------············ a(i,j)(s(i,j)(b(i,j) 1 NC • e • NC 1 

············----------·----------+ sCi,jJ • bCi,j) • e 1 e • Ne 1 
·······················----------+ :ir(i,j) > b(i,j) I NC I NC 1 NC 1 
+----------+----------+----------+ 

dand• C •ivnif ica ••r ARCO COllFORMABLE 

NC N N NO " 

Oba6rv•s• que mientras se clUl:bia el flujo sobre el arca Ci,j), 

•l arca •• au•v• hacia arriba a hacia abaja •obr• una colUllll& 

especifica del cuadro anterior, dependiendo d• que :ir<i,j) 

disain~a a aU11mnt•. Di faru ~109a, cdor•• H aodifican la• 

u(i), el arco ae aueve hacia atris a hacia adelante a .lo largo de 

un renq16n. Una descripción qrifica de loa estados de un arco ae 

aueatra en la fiq. 4.VII, notes• que e/una de las celdas en el 

arreqlo.anterior corre•pond• a una re9i6n en la fiqura. 
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e ( i , j ) /'!.' +- e 
tlr ' 1 tlr <-+ 

1 tlr 
NC 1 tlr HC 

1 i1r e 
1 t1r / 
1 tlr / -
1 tlr 7 

NCI tlr V NC 
---------+----~*****tlrtlrtlrtlr*tlrtlrtlrtlr-----------------> x(i,j) 

1 a(i,j) t1r b(i,j) 
1 tlr 
1 NC tlr NC 
1 tlr 
1 tlr <-+ 
I tlr I 
1 i1r +-e 
1 tlr 

FIG. 4.VII LOS POSIBLES ESTADOS PARA UR ARCO 

Ahora bien, para asequrar que el al9oritao converger•, ••r• 

necesario una aedida de la "distancia" a la opti .. lidad. Si se 

pu•d• conatruir un al9oritao que p•r164icaaente, en un nma•ro 

finito de iteraciones, reduzca la distancia a la optimalidad, 

•ntoncH •l al9oritmo convuc¡eri finalaente (realaente ea 

n•c••ario un arc¡ua•nto ... aólidÓ acerca de la reducciOn d• dicha 

dis.tancia, ain ellbar90, cono ae ver• ua adelante, la r•ducción 

•• bar• •n nt.uaeros enteros, de tal forma que no exista prohleaa 

para la finitud). 

Eziaten difer•nt•• medida• de diatancia para el AOOK. En 

particul.ar, la fiq. 4.VIII presenta Y(i,j)SA una medida de. 

distancia que llaaaremoe el ntmera de Kilter, KCi,j). 
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K(i,j) ••define como el minimo cambio de flujo requerido en 

el arco (i,j) para que sea conformable. 

c<i,J><o c<i,j>=o c<i,j>>o 
+-----------------+-------------~-+-----------------+ 

~<i,jl < a<i,jl 1 tx<i,jl·b<i,jll 1 tx<i,jl-a(i,j>I 1 tx<i,jl-a<i,jll 1 

+-----------------····································· x<i,jl • a<i,jl 1 tx<i,jl-b<i,jll A O 1 O A 

+-----------------·-----------------··················· a<i,j><x<i,jl(b(i,jl 1 IX(i,jl-b<i,jll A O A lxli,jl-a<i,jll 1 

h•••···············-----------------·-----------------+ x<i,j> = b(i,j) A O 1 O A lxli,jl-a<i,jll 1 

·····································-----------------+ xU,jl > b<i,jl 1 fxCi,jl-bU,j>I 1 lxli,jl-b<i,jll 1 l>e<i,jl-a<i,j)I 1 
+-----------------+-----------------+-----------------+ 

l'IG 4.VIII CUADRO PARA EL CALC.ULO DEL HUttEID DE KJL!ER 

Una vea que heaoa aaiqnado el nmaero de Kilter ca.o una aedida 

de la dist.,icia, surgen de manera natural loa . siguiente• 

reaultadoaa 

ll K(i,j) l O Y(i,j)SA 

2l Kli,j) • o <••> (i,j)SA ae encuentra en estado conforll&ble 

ll Kli,j) > o <••> (i,j)6A •• encuentra en e•tado no conformahle 

En la fiq. · 4.IX se ilustran 9r•f1caaente loa nümeroa de 

Kilter para un arco. 
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c(i,j) 

~ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

"' ... 
KU,j)llr 

o- - - + 
!Ir X(i,j) 
+- - - o ... 
!Ir 

4 

---+--------llillrllrillllrillill ...... llr ... llrllrllr-----~----> 
1 aCi,j) llrh(i,j) 
1 !Ir 
I KCi,j) !Ir 
1 o---+ 
1 !Ir 
I ill X(i,:f) 
1 +---o 
1 "' 
1 "' 

Z( i, j) 

FIG. 4.IX ILUSTRACION GRAFICA DEL NUMERO DE KILTER 

Ob••rvaae que ai e U ,j)) O., entonces el arco ( i, j) ea 

conformahle a6lo ai el flujo •• igual a a(i,j) y, por lo tanto, 

el nóaero da Xilter 1 x(i,j)-a(i,:f) 1 indica que tan alejado.e•t• 

el flujo actual x(i,j) del caao ideal a(i,j). De ic¡ual 11anara, 

si c(i,j)(O, el nóaero de Xiltar z(i,j)-b(i,:f) 1 da la 

distancia de x(i,j) al flujo ideal b(i,j). Finalaente, ai 

cCi,j)•O, entonces el arco ea conformal>le ai y a6lo ai 

aC i, :f >ix<i, :f >ih< 1, :f >. En particular, si xCi,j))b(i,j), entonce• 

el arco se hace conf ormahle si el · flujo se disminuye en la 

cantidad X(i,j)-b(i,j) ¡,y si x(·i,j)(&(i,j), entoncaa el arco 

se hace conformable si el flujo ~9 incrementa en 

1 z(i,j)-a(i,j) ¡, y de aqui ae obtienen la• componente• en la 
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fiq's. 4.VIII y 4.IX. 

Un m6todo para asequrar la convergencia finita del AOOK, y que 

d• h•cho ••rA usado en la• aiquientea secciones, consiste en 

probar lo aiquiente1 

al El n(uaero de Kilter asociado a un arco nunca ·~ incrementa. 

bJ En un nüa•ro finito d• iteracione•,·•l nüaero de Kilt•r d• un 

arco ea diaainuido en un n(m•ro entero. 
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4.4 ESTRATEGIA DEL ALGORITMO OUT OF KILTER 

El AOOK •• parecido al AP-D, en el •entido de que empieza con 

factibilidad dual pero no necesariamente con factibilidad primal. i ·:i. 

• itera entre · problemas primala• y dual•• ha•ta alcanzar 

optimalidad. Sin embargo, difiere del AP-D, interpretado 

estrictamente, en que el AOQK no aiempra mantiene holqura 

complementaria. Por lo tanto, se puede ver coao una 

q•neralizacitm d•l AP-D para pr.obl• .. • d• flujo en rede•. 

Loa pasos qeneralea del AOOK aona 

ll Con•ider• una circulaci6n, no neceaariaaente factible, v.9r. 

xCi,j)•O YCi,j)SA, 1 una solución dual factible, p.e. 

u(i)•O, con v(i,j) 1 wCi,j) definido• COllO •n (4,J,J) 7 

14.J.t). 

B• identifican lo• ••tadoa conf ormable• 1 •• calculan lo• 

nálleroa.d• Kilt•r. 

2l Si la red tiene un arco no conformable, c011ienza la fase 

pri .. 1 d•l. al9oritao, durant• la cual •• ••lecciona un arca 

no conformabl• y •e int•nta con•truir un nueva flujo 

circulatoria de tal f oraa que el nállero de Kilter , de 

cualesquiera arco no aU11ente y que 

Kil~er del arco seleccionado. 

diaainuya el ntmtlra: ·de 

En par.ticular, loa arcos 

conforllAble• deber~n peraan•cer tal cual. 
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JJ Cuando ae deterain& que no ae puede construir una circulación 

•ejor en la faae primal, el al9orit•o pasa a au fase dual en 

la cual conatruye una nueva aoluciOn dual de foraa que no 

aumente ningún número de Kilter y se repite el paao 2J. 

fl It•rando entr• 2l y 3l, •1 al9oritao conatruir6 una aoluci6n 

Optima, o bien, deteraina que no exiate. una aoluciOn 

factibl•· 

Un co••ntario 96• extenso sobre la f aae primal y dual del AOOK 

•• pr•••nta a cantinuaciOn1 

FASE PRIMAL, CAMBIOS DE FLUJO 

Con•idtr•ae,.por ejeaplo, una red circulatoria con 9r6fica 

asociada G• <V ,A). Suponga que 3 (1,jH!A t a(i,j) > b(i,j) y 

cU,j> < O. 1.e. U,j) H un arco con au correapondiente eatado 

X2. En •ate caao puede obaervarae1 

.• 
IJ z(i~j)·•• puede diaainuir tanto coao la<i,j)-b(i,j)I unidad•• 

ante• d• que el arco aea conforaabl•. 

IIJ Si xct,j>. •• diaainuye en ua de laU,j)-b(i,j)I unidadea,. •1 

arco aobrepaaar6 •1 •atado de conforaabilidad, 

IIIJ xCi,j) no puede aumentarse, puea en eate caao au 

corr•apondient• KCi,j) •• veria incr .. •ntado. 
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En forma an4loga, un análisis de los otros estados proporciona 

los resultados que aparecen en la siquiente figura. 

c(i,jl<O cCi,jl=O cCi,J>>O 
+---------------+---------------+---------------+ 
I I I ~=• 1 

x(i,J> < aCi,jl 1 +----+ 1 +-·-·+ 1 I "'· I 1 
+-·--1 - 1-----AAI IAAAAAAAAAAAAAAI ~ IAAAAA 
I 1 1 Al 1,....-....1 ~ /1 

xU,j) " a<i,j) 1 1 -4 1 /1 1 - I 1 1 I ~ /1 
+----1 1 1-----A-I 1-1 1-AAAAAlll IAAAllA 
I l>cl Al-411-111 1-1 I 

aCi,J><x<i',J><li<i,J> 1 1 - 1 1t 1 ~ 1 1 ,J 1 11 1 1 1 
Afüll 1 1 AAllllAll-1 l • I "" 1-11--··· I d 1----+ 
A,......_.. 11-ll'IA l'I I 

xCi,jl • b<i,j> A ~ I ~ 1 • 1 A 1 >( 1 1 
AAAltlll -o (~ltllllltAAllllAllAlllll - IAA---··I I··--+ 
I 1 ~ 1 I 1 11 I I I 

xCi,J> > bCi,J> 1 +-==-+ I +----+ I +----+ I 
+---------------+---------------+---------------+ 

FIG. 4.X, DIRECCIONES Y CAN?IDADES jERHIIIDAS EN EL CAHBIO 
DE FLUJO DE LA FASE PRIHAL DEL AOOK 

Varias celdas del arreglo anterior merecen especial atención. 

Por ejemplos 

Consid~rese un arco Ci,j) en el estado B2, i.e. cCi,j)•O, 

X(i,j) ) b(i,j). La celda correspondiente indica un callbio en el 

flujo en tanto como jxCi,j) - aCi,j)I unidades. Puede observarse 

en la fiq. 4.IX que realmente sólo necesitamos un cambio de 

lxCi,j) ~ hCi,J>I unidades, una cantidad menor para alcanzar el 

estado conformable1 sin embarqo, en la misma figura se observa 

que se puede continuar disminuyendo z(i,j) hasta la cantidad 
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~·· indicada en la celda y el arco sequir• siendo conformable. 

Frecuentemente ea necesario realizar este cambio, de tal forma 

que otro• arcoa puedan alcanzar su estado de conformabilidad, 

Una vez que se ha determinado en cuanto podemos variar el 

flujo de · e/arco, reata aón el deterainar que coahinaciOn de 

flujos se puede callbiar para mantener la circulaciOn. Para aer 

llAs precisos, designemos por <a,t> ·un arco no conform.able que se 

encuentra en &lCJUnO de loa eatadoa L2, B2 o K2. En este caso se 

desea decrementar el flujo en <a,t). Para hacerlo debeaos de 

buacar un ciclo c¡Ue contenqa a (a,t), ver fiq. 4.XI, de tal 

11&nera que al dar al ciclo la orientación taa, ••• uno pueda, sin 

increaentar el número de Kilter. de cualesquiera arco, increaentar 

el flujo en e/arco del ciclo que eat• orientado en el aentido de 

la flecha, v. gr. (a,a> y (c,d>, y decreaentar el flujo en 

e/arco orientad.o en la dirección opueata, v. qr. (b,a), (c,b) 7 

<t,d>.· Finalmente seria auficiente dar al cambio de flujo en 

e/arco del ciclo, el aismo valor absoluto de tal foraa que se 

11a11tenqa una circulación en la red. 
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, ' 
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FIG, 4.XI CICLO QUE CONTIENE AL ARCO JllO CONFORMABLE (a,t) 

Una manera mas formal de ver la collhinaci6n necesaria para 

aantener la circulación, ea la ai9\1iente1 

Si X•• el vector de flujos circulatorios (actualH), entonce• 

laa ecuaciones de conaervac16n de flujo en (PCCM) •• pueden 

eacribir coao AX • O, donde A ea la utriz de incidencia 

nodo-arco, 

Si 4 ••·un vector d• cambio• de flujo, entone•• debe tener•• 

A<X+A > • o, i.e. A 4 • o (4.4.l) 

Ahora bien, ai AA 11 0, para un A.,. O, entonces las colWUlaa de 

A correspondiente• a la• componente• distintas de cero de A 
deben aer linealmente dependientea. Puesto que A ea una utriz 

d• incidencia nodo-arco, entone•• c/colwana de A tiene 

exactamente un +l 7 un -1, 7 laa componentes diatintaa de cero de 

A deben correapond•r a un ciclo o a un conjunto de ciclos. (El 

lector interesado puede consultar CKH,1980], cap. III>. Por lo 
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tanto, loa flujos deben cambiarse a lo lar90 de un ciclo o 

conjunto da ciclo• para mantener la• ecuacione• de conaervaci6n. 

La hü•queda da tal ciclo puada ser realizada por un 

procedimiento de etiquetaci6n análoqo al AFF. Lueqo, •ea a un 

arco no conforll&l>le, ai a eat• en alc¡unoa de loa astado Ll, Bl, 

Kl para incrementar au flujo , o ai a eat• en. alqunos de los 

estados L2, B2, K2 para decrementar au flujo~ il•eae el aiCJUiente 

procediaientoa 

PROCEDIMIEH'l'O DE E'l'IQUE'l'ACION 

Sea Ca,t) un arco no conforaable. 

Daa nado• en la red juqar•n un papel ••pecial durante este 

procedi•iento, ae denoain&rán 

asocian a laa eztreaidadea del 

aiwuiente corre•pondenciaa 

el oriqen O y el destino n, y •e 

arco Ca,t) de acuerdo a la 

Si (a,t) eat• en alfuno de loa e•tado• Ll, Bl, Xl, t6aeae t 

coao origen 1 a deatino1 ai Ca, t) eat• en alCJU11o de loa ••tadoa 

Ll, 82, K2, t611eae a como ori96n y t deatino. Ver fiq. t.XII. 
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1 
1 
1 
o 

o-------+ 
1 
1 
IJ,¡ ,,, 

. o,: ,." o 
1 
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, t ,----+ , , 
1 ' , ' ' 1 ; i:1 

+---->, 1 , =====> +-----, 1 ' =====> ' t ,<---+ , , ' , ' ' DE5tINO ORIGEN ORIGEN 

EDO. Ll, Bl, Kl EDO. L2, D2, K2 

FIG. 4.XII IDENTIFICACION DE ORIGENES Y DESTINOS SEGUN SE 
AUHENTE O DISHIHUYA FLUJO EN EL ARCO <1,t> 

al Dar la etiqueta CO, OOJ al oriqen 

DESUNO 

bl Conaidere un nodo i ya etiquetado, con la etiqueta 

Se etiquetar• con 
A 

(i, o<.(j)) e/nodo j que 

aatiafa9a una de las si9uientes condicione•• 

X 1 (i,j) e A, c(i,j) ) º• Z(i,j) ( a(i,'j) (t.4.2) 

µ 1 Ci,j) e A, c(i,j) i o, z(i,j) < bU,j) (f,f.3) 

p 1 (j,i) S A, c(j,i) l O, Z(j,i) ) a(j,i) (f ,f,f) 

p: (j,i) e A, c(j,i) ( O, Z(j,i) "'> b(j,i) (4.4.!5) 

donde 
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1 +i, si •• da la condici6n X,µ. 
( 

1 -i, si ae da la condici6n p,p 

y ol C j > siendo loa valorea •inimoa 1 

•in <o<..CU, 1U,j>-x<i,j>, 1in («.CU, bU,j>-xU,j)} ct.4.7> 

•in <DI.U>, x<J,il-1Cj,i>, 1in <"'<i>, 'x!j,U-b(j,i» <4.4.8> 

•n los c1101 X, P.• p, p r11p1ct.iv111nt.1. 

(4.4.6) 

ObatrvHe que •i •l nodo j H etiquetado por e +i, o(.. e j)) , 

aignifica que el arco Ci,j) puede aumentar 1u flujo1 en caao 

. ca:atraria, ai j ea •tiquetada por c-1, °' ( j),, 1i911ifica que el 

arca Cj,i> puede diaainuir au flujo. 

cJ 81 el d••tino puede 1er etiquetado por e1te procediaiento, 

conaidtr••• la auc••i6n de nodo• co, ••• ,i,j,.~.,nJ en la cual 

e/nodo ••t• preaente en la etiqueta del •iCJUiente, ya sea con· 

aivna + 6 can a:lvno -1 eata auc•a:l6n eati det•rainada d• man•ra 

anica comen1ando desden y diri9itndoae en •reserva• haata ll99ar. 

a o. Ea entonce• posible caabiar porot.Cn> el flujo en la cadena 

de o a n. Para bac•r ••ta, incr••ente a decrnente en rX. (n) 
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unidades el flujo en (i,j) de acuerdo a 

dirigido de O hacia n, o d• n hacia o. 

.\ 

\ .. 
ai este arco est• 

La• condicione• X, µ., ,, , p y la aelecci6n de la• c:orreapondientea ·· 

t;{:s garantizan que la deav1aci6n de todoa loa arc:oa en la cadena 

ciertamente ser• no creciente. De hecho, •• p~ede verificar que 

el nOllero· de Kilt•r de e/arco no contormable en eata cadena 

decreaentar• eatrict .. ente. 

dl Si el destino no puede ser etiquetado por este procediaiento, no 

•• poaibl• con loa valorea actual•• de u(1), i e V, encontrar una 

cadena en la cual uno pueda increaentar el..flujo de O hacia n sin. 

incre .. ntar el námer~ de Kilter de alqún arco. Uno •• diri9e 
• 

entonces a la faae dual del AOOK. 

FASE DUAL DE AOOJC, CAMBIOS DE POTENCIAL 

Cuando ya no •• poaible conatruir un ciclo que contenqa al 

arco no conforll&bl• en cueatión, di9 .. oa (p,q), ••procede a la 

aodificadón de. coatoa relativo• de foru que ninqt.in· ntmero de 

Kilter sea auaentado y nos peraita alguna de las siguiente• 

poaibilidAdHt 

IJ Dejar al arco Cp,q) c:onforll&ble. 

IIl Proveer arcos que permitan· en una nueva fase primal encontrar 

un ciclo que contenqa al arco no conforuble en cueatión, 

t-37 



4 

IIIJ Deducir que el problema de circulaci6n a costo miniao es 

infactible. 

Ahora bien, debido a que c(i,j) = c(i,j)-u(i)~u(j), la 

aodificaci6n de costo relativo solo se puede realizar a trav•• de 

caabios en loa u(i), iev. 

En un plano intuitivo, sea (p,q) un arco no conforll&ble para 

el cual no pudo aer etiquetado el v•rtice destino por el 

procediaiento de etiquetac16n. Sin ptrdida de 9eneralidad, 

auponqa que (p,q) eat• en al~o de loa estados Ll, 81 o Kl, de 

tal foraa que q seria el nodo oriqen ., p el nodo destino. 

Sea I el conjunto de nodos que pueden ser etiquetado• desde el 

nodo q a travta del procediaiento de etiquetaci6n 

Sea l • V-Í (t.t.9) 

Ol>atrveH que qei., pSI, una ves que H,ba pasado a la fase 

dual, lueqo I - 1, I - 1. 

Se desea caabiar loa u(i), iSV, de tal far .. que ninq(ln X(i,j) 

aea awaentado 1 el conjunto I vaya creciendo peri6dieaaente, de 

tal for.. que ai Cp,q> no pudo aer llevado al estado de 

conforaal>ilidad bajo el c&llhio, otro nodo pÁse a formar parte de 

I. Entonces, en un nmaero finito de iteracionea p pasarla a 

formar parte de I y ae crearla un ciclo. Iaplicitaaente se ha - -supuesto que el n(mero de elemento• de I, I 1, no diaainuye. 

Para aaec¡urar que eato ocurra,. •• del>e aod:l.ficar lo• .uU>, :1.ev, 
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· de forma que los arcos con ambos extremos en I sean retenidos. 

Condder• c(i,j) = c(i,j)-u(i)+u( j). Si las potencial•• u<:lt; 

u(j) son modificado• en la •i•a& cantidad, al nuevo coato.' 

relativo (c'(i,j)) permanecer• •in cambiar. Por lo tanto, 

aaeguramoa que el nuevo conjunto I, I', contendr• al mano• todo• 

los elementos (nodos) que contonia dGspuéa de ca¡¡¡biar la variable 

dual, •i ••modifican todo• loa u(i), iSI, en la misma cantidad, 

digamos e. 

Por otra partar aup6ngase que los u(i), ieI, no •• cambian. 

F.ntoncea loa tlnicoa arco• af •ctadoa ••rán lo• arco• diri9ido• de 

I bacia I, 1 loa arcos dirigidos de I bacia I. Eapecificaaanta 

ai 8 > O y modif icaao• loa potanciale• da acuerdo a 

1 u<U + e, ai i e i 
u' (i) • ( (4.4.10) 

1 u<i> , ai 1 e I 

F.ntoncea 
-

1 c:u,j> , •1 161, jSI 
1 

c'<i,j> 
1 cU,j> , •i iSI, jSI 

( 

1 c:u,j>-e, ai iSI, jSI 
(4.4.11) 

1 
c(i,j)+e, 1 ai iSI, jSI 

Se debe entonces determinar e, da tal far .. qua1 

ll No aumenta el nómero de .Xilter da ninq(ui arco. 
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2J No cAJlhie el estado conformahle de lo• arco• ya conformill>les, 

Priaeramente se debe identificar loa arcos que pueden estar en el 

conjunto (I,I) y el conjunto CI,I), (La notaciOn CX,Y) 

repre•enta el conjunto S ·• ((z,y)/zex, ySYJ), 

Si (i,j)S(I,I>, ae •iwu• del procediaiento de etiquetaciOn 

(condicione• ~ yµ. > y del conjunto de posible• estados L, B, K, 

Ll, ••• ,K2 qu. este arco est• en uno de loa •iwuiente• e&tadoa 

<ver f19. t.XIII.a> 1 

c(:l,j))O , s(:l,j) 1 a(i~j) (t.t.12) 

c(:l,j)iO , s(i,j) 1 b(i,j) (t.t.13) 

Recutrdese que estos arcos tendrin d:lsainuido •u co&to 

·relativo. L\1990, caabiarlln •u estado de derecha a isquierd& tal 

1 coao se indica en la fi9. t.XIII.!>), dOnde denotuos por 

P(l), ••• ,P(I) la• posible& celdas en que puede &ituar&e un arco 

que pertenezca.al conjunto (I,I). 
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c<i,j> 
1 
1 

¡ ............. • . 
' .............. . 
1 " 1 ••••••••••••••• 
1 iTI 
1 ••••••••••••••• 
1 " 1 ••••••••••••••• 
1 "' b(i,j) 

---~------------~~~~~~~"~"~"············> :s(i,j) 
1 a(i,j) #e 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

.............. 
#e 

.............. 

FIG. 4.XIII.a> POSIBLES ESTADOS PARA ARCOS ENEL COBJUNTO CI,I) 

. Ll"Irl 
l"PLICUO 

c<i,j><O cU,J>=O c<i,j»O 80111. 
+---------+·---·--,----+---------+-----------+ 

1 
x<i,j) < 1Ci,j> 1 1 1 1 1 

+---------+---------AAAAAAAAAAA-----•---·-+ 
!<----+ 1 A P(l)i\ 1 

x<i,jl • 1Ci,j) I +---------------------0 A t~lt<i,J>ll 
+.---------+---------A---------11-----------+ 
1 <----+ 1 +---------o i\ · 1 

1<i,j>(11Ci,j><bCi,j> 1 +-----~-----+ i\ P<21i\ t~fcU,j>ll 

·····················---------·~----------+ A PCS> I PC4h--------o A 1 
x<i,j) • bCi,jl A<•o---------------of PC3>A .t·< 00 1 

·---------+---------+---------·----=------+ ' 
le P<Bl 1 PC7>o--~-----o A 1 . 

·:(i,J) >. bli,j> i\<-0---------------+I P<6H1 t < 00 1 
.i\AAAi\Ai\i\i\i\i\Ai\Ai\AAi\i\AAi\i\.i\i\i\i\i\i\A----=------+ 

l'IG. 4.XIJJ,b> LJ"1JES. 90811 t PAÍA AICDS IN IL CONJUHJO ci,I> 
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C(i,j) 

+ : 
I 1\ o PC2) 
1 1\ 
1 1\ 
1 P(l)o 
1 1\ 
1 1\ 
1 .-· 
1 1\ 

o P(J) 

o P(6) 
1 

1 

I 1\ 1 PC4) I P(7) 
---+--------1\1\l\~+l\l\l\l\l\l\l\l\o------o-------> 

1 a(i,j)J 1 l\b(i,j)( 
1 1\ 
1 1 1\ 
1 1\ 
1 1 . 1\ o PCB) 
1 1\ 
I PC!S) o 
1 1\ 
1 V V 1\ V 

zCi,j) 

FIG. t.XIII.c>. VlSUALIZACIOB DE LOS LIMITES DE LA FIGURA Atfl'ERIOR 

EuainHe, por ejnplo, un arco (i,:J> aituado en la celda 

PC6>, i.e. éci,:J>>O y x(i,:J>>b<i,j), veaoa en la fi9. t.XIII.c> 

que aientraa 8 •• incr .. enta, K(i,:J) perwianec• conatant• J lue90 

diaainu7eJ el arco (i,:J) paaar• • la celda P(7) e increaentando 

aón ... p&aar• • la celda P<B>J au correapondiente diaainuc16n 

en ltU, :f> en P(6) • 

K<i,:l>•lz<i,:J>-b(i,:J>I en P<7> o P(8), !)ltoncea, para este arco 

pod .. oa incr .. entar e tanto coao quer .. oa J au Kli,:f) nunca •• 

incr .. entar•. Par• eatoa arco• pod .. oa eatablecer un liait• 

auperior de e en oo, tal ~ coao indica la fic¡. 4.XIII.b). 



Para un arco situado en la celda P(,~), conform• e ae,,, 
\ ~/::'. l .. 

incrementa K(:l,:J> disminuye (ae welve cero), y,desputa peraanece 

constante. Dtt nuevo al limita de variación para e ·ea 00. ..,~) 

No podemos deducir lo mismo para un arco (i,j) situado en la 

c•ld& P(2), pues en este caso al incrementar e su correspondiente 

K(i,j) disminuye a cero para posteriormente volverse positivo. 

Con al fin de eliminar el incremento en K(i,j) para el arco, •• 

impone un limite de tc(i,j)I aabre e. 

En for .. ~loqa ••impone un limite d• lc(i,j)I ao))ra e para 

loa arcos situado• en la celda P(l), 

En una unera similar, si (i,j)6(I,I> se tiene que este arco 

eat• en uno de loa aivuientea eatadoa1 

cu,:J> i o zU,j> i a(i,:J> (4.il. lf) 

cu,:1> e o zU,:J> i l>Ci,j) (4.4.1!1) 

Esto da como resultado la inforaaciOn de la fiq. 4.XIV. Al 

iCJU&l que la qr,fica anterior, se denota por P<l>, P(2), ••• ,P<8> 

las p0ail>lea celdas en que puede situar•• un arco que pertenezca 

al conjunto <I,I>. 
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c(i,j) !J. 
••••• 1 ••• 1 ••••• 

1 • 
• • • • • 1 ••••••••• 

1 • 
• • • • • 1 ••••••••• 

1 • 
• • • • • 1 ••••••••• 

1 • 
• • • • • 1 ••••••••• 

1 * b(i,j) .. 
••••• + •••••••• ••••••••••••••-----------> zli,j) 

1 a(i,j) • 
••••• 1 •••••••••••••••••••••• 

1 • 
• • • • • 1 •••••••••••••••••••••• 

1 • 
• • • • • 1 •••••••••••••••••••••• 

1 ~ 
••••• 1 •••••••••••••••••••••• 

1 • 

'FIG. 4.XIV.a> POSIBLES ESTADOS PARA ARCOS EN EL CONJUH'l'O.(I,1> 

LI"IH 
· l"Pl.ICITO 

·cCi,jl(O cCi,jl•O cCi,jl>O 60811 • 

·······························-----------+ APCll o------+ PC2l I PC3> A 1 
xCi,j) < •Ci,j) A I 0--------0-----> A t < 00 1· 

·---------+---------+---------·----=------+ 
APCU o-----+ PC5l I PC6> A 1 

xCi,j) • aCi,J> A I 0---------0-----> A t < 00 I 
·---------·····················----=------+ 
•PC7l o-----+ 1 +-----> 1 1 

aCi,jlCxCi,jl(b(i,jl A A+---------+ I t<tcCi,jlll 
·---------·---------+---------+--=--------+ 
• P<Bl A 1 +-----> I 1 

xCi,jl • bCi,J> A o---------------.;.--+ 1 t(jcCi,jl 11 

···········---------+---------+--=--------+ 1 1 1 1 1 
xU,J> > bU,jl I I I I I 

+---------+---------+---------+-----------+ 

no. 4.XI!J.b) LI"l.HS S081B • PAIA ARCOS EH .EL COHJUH!O CI, 1) 
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c'ci·, j > 
" •. "' '1' .... t lli 

1 lli 
1 ilr P(6) 
1 "' 1 P(3)o lli 
1 'Á 
1 lli 

1 "' 
1 "' 1 P(2) ilr P(5) b(i,j) 

--~------o--ilrilrilrilrJlrJlrilrJlrJlrilrJlrJlrilr'Á-------------> x(i,j) 
1 aU,j) Jlr 
1 1 1 lli 
1 'Á 
1 P(l)I o P(4) ~ P(B) 

1 o "' 
1 "' 1 PC7) o Jlr 
1 

FIG. 4.XIV.c) VISUALIZACION DE LOS LIMITES DE.LA FIGURA ANTERIOR 

En lo que. respecta al eapeoraaiento de loa n<mero• de kilter, 

las fiq'a. 4.XIII y 4.XIV indican que sólo•• necesario calcular 

e ba•ado en loa arcos de I a I con z(i,j)<bCi,j) y en lo• arcos 

de I a I con xCi,j))a(i,j). Sin embargo, ai se definiera un 

attodo para calcular 8 ba•ado únicamente en eataa condiciones, 

•ur9irian dificultade• al interpretar el aic¡nificado del valor 

8•00. Las coaaa •e •implifican qrandeaente ai en luqar de 

desiqual~ades estrictas sobre el flujo Ci.e. xCi,j)(b(i,j), 

xCi,j)>aCi,j)), se adaiten deaiqualdade• d•bile• ( i ••• 

xCi,j)ibCi,j), xCi,j)laU,j)), La razón para esto, que parece 
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aer contrario a la 1ntuic16n, ser& clara cuando •• establezca la 

converqencia del alqoritao (sección 4.6), 

La diacu1ión anterior relativa a loe liait•• 1obre e basado en 

conaideraciones sobre 101 núaeraa de kilt•r y •n la• propiedad•• 

de canver9encia (a6n na ••ta))l•cida•>, conducen al aiquiente 

procedimiento forJU.1 para el c•lculo de e. 

-Sea I e I lo• conjunto• de nada• etiquetadas y no etiquetados, 

reapectivaaenter al fin del procediaiento de etiquetacibn <•ata 

aicpaifica que eataao1 en el caso dl del procediaiento>. 

Canaidere la• aiquient•• conjunto• de arcoa1 

-Sl • C (i,j) I 1 e I, j e I, c(i,j)>O, X(i,j)ib(i,j) ) (4,4.16) 

-82 • C lirj) I i e I, j S I, c(i,j)<O, x(i,j)la(i,j) ) (4,4.17) 

Y sean 
1(1) • ain e c<i,j> ) (4.4.18) 

81 

1(2) ••m e -cc1,j> > (4.4.19) 

BZ 

• • ain e 8(1), l(Z) ) (4.4.20) 

en donde l(i)•OO, ai B(i) • •· 

r.ntanc••, 1 •• estrictamen~• poaitiva, de hecha •• un en~ero 

poaitivo 6 oo. 
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Si 8 •• infinito, noa datenemoa. Se dab•r• mostrar que el 

proble.. de circulaciOn a coato minimo •• infactibl• (ae 

\ demostrar• eato un poco-'• adelante), ••to termina la fa•• dual 

/ del AOOK 7 proporciona el fundallento del alqoritao completo. 

En caao contrario, ••obtiene un nuevo potencial C u'(i) ), 

tras sumar 8 al potencial ( u(i) ) de e/u de loa nodon 

etiquetado• 

etiquetado• 

e' ci,H 

1e1 ), •in •edificar •l potencial d• loa nodo• no 

i e 1 ). Loa nuevoa valorea de c(i,j) aon1 

- . ' -1 C(i,j) - e, ai (i,j) s CI,I) 
1 

< cct,j> ~ e, •i Ci,j> e cI,i> 
1 
1 c(i,j), •n caso contrario 

(4.4.21) 

J eziate al aeno1 un arco (i,j) para el cual e' U,j)•O 1 

c:u,j1,io. 

Ahora pocleaoa presentar it,1 al9oritao coapleto. 

,,, 

, .• .:.47 
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4.!5 EL ALGORITMO Otrl' OF KILi'ER 

al Comienze con cualquier circulaci6n Xa(x(i,j)) y cualquier 

vector de potencial•• U•(u(i)). (Si nintjJUrlo ••jor puede 

aer encontrado, coloque xCi,jl • O Y(i,j) e A y 

uCi> • o Y i e v. 

bl Para loa valorea actualH de la circulac16n y del' 

potencial, cada arco (1,jl esta en uno de loa nueve 

eatadoa L,B,K,Ll, ••• ,K21. 

Si todo• loa arco• •• encuentran en eatado conforll&hle, 

alto. La circulacifln •• 6ptiM. 

En caao contrario, al ••no• uno de loa arco• •• encuentra 

•n eatado no conforllAbl•. Conaid•r• un arco arbitrario 

ca,t> en eatado no conforll&ble. Ve a el. 

el Aplique el procedi•i•nto de etiquetaci6n para el arco 

(a,tl toundo t coao origen '1 • coao destino a:I., Ca,t> 

••t• en uno de loa •atado• Ll, Bl 6 Kl1 .o bimn, • coao 

origen '1 t como destino ai (a,t> esta en una de las 

••tadoa L2, B2 O K2. 

c.ll Si •l destino puede ••r etiqu9tado, increaente por ol 

el flujo en la cadena de eata manera deterainada 

(c~r. el del proc~diaienta de etiquetaciOn) 7 en el 
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' . ~1 

arco (a,t) ( de• hacia t O de t hacia s ),el. 

siendo iqual a: 
•.A.; 

•\" ~' i '. '(í 

rJin {ol..(s), :i<s,tl-x<s,tl }, si <s,tl esU 1m el edo. Ll. 

1in {ol(s>, b(s,t>-x<s,t) >, si <s,t> está. en el eda. Bl d Kl. 

•in <oe<t>, x<s,t>-a<s,t) >, si <s,t) está en el eda. L2 d 82. 

1in {o(<t>, x<s,tl-b(s,t> }, si (s,t) eit~ en el edo. K2. 

Si el arco Ca,t> ae encuentra en estado conforaal>le, 

Si el arco (a,t) · e• aan no conforma.ble, borre toda• 

las etiquetas J re9re1e a el. 

c.2J Si el deatino no puede aer etiquetado, ••• I e I loa 

conjuntos de nodoa etiquetados J no etiquetados, 

reapectivaaente, y aea 8 definido por (4.f.20). 

Si 8 ea finito, ve a dl. 

Si e • oo, alto1 el problema primal no tien• 

aoluciOn1 no exi•t• circulac16n factibl•· 

dl Defina un nuevo potencial por la• relacione• 
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U'(i) m U(i), si i e I 

u'(i) • u<i> +e, ai i e 11 

Si (s,t) ae encuentra en estado conforll&ble. Reqresa a bl. 

f)i caao contrario, re9re1e a cJ. 

La fig. •.XV aueatra el dia9r ... del AOOK. 
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+---------+ 
l1l IHlCID 1 
+---------+ 

1 
1 
V 

4 

+---------------------+ +-------"."---------+ 
+-----~--------> I bl ESTAH TODOS LOS, 1 SI 1 ALTO 1 
I+--------------> 1 ARCOS COHFDRllABLES 7 1 ----> l<SDLUCIDH OPfillA>I 
11 +----------------------+ +----------------+ 
11 1 
11 1 NO 
11 V 
11 +----------------------------------+ 
11+-------> I el PRDCEDI"IEN!O DE EtIDUEfAClON I 
111 1 1 
111 +------> 1 PUEDE EL DESrINO I 
1111 1 SER EfIOUEfADO 1 1 
1111 +----------------------------------+ 
1111 / \ 
1111 SI I \ NO 
1111 / 
1111 ~ ~ 
llllNO +------------------------+ +-----------------+ 
111+-- lc.ll INCRE"ENfO DE fLUJOI lc.2l CALCULO DE ti 
111 1 1 1 1----------+ 
111SI1 ES EL ARCO ls,t> I 1 ES t flHlfO ? j 1 NO 
l+t--- 1 CONPORKABLI 1, 1 1 1 1 
1 1 +------------------------+ +-----------------+ V 
11,· SI 1 ¡-----ALtD·-----¡ 
1 1 1 .1 1 
1 I I INO HAY SOLUCIONI 
1 1 1 +-------"."-------+ 

.11 ' IJ 
1 1 NO +---------------------+ 
I .+------------------------------- ldl CAKBIO DE PO!ENCIALI 
1 SI 1 1 
+--------------------------------- 1 ES EL ARCO ls,il I 

1 CONfOIKABLE 1 1 
+----------------------+ 

l'IO •. 4.xv.·DIAGRA"A DE FLUJO DEL ALGDRlf"° 
out Dl' KILfER 
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4.6 VALIDEZ Y CONVERGENCIA DEL ALGORI'l'HO OUT OF KILTER 

S• ha •o•trado (cfr. 4.3) qu• una condición •ufici•nt• para 

que una circulación ••• Opti.. e• que todo• lo• arco• •••n 

confol'llal»le•, i.e. Y (i,j) 6 A, k(i,j) • 01 lo cual juatifica 

el paso hl del algoritao. Ahora ae aostrará qu• •i •• obti•ne 

e • oo, •ntonc•• no ezi•t• ~ circulación factihl•, lo cual 

justificará •l pa•o c.2J d•l al9oritmo. 

Su¡ión9••• qu• durant• •lvuna aplicación de la !••• dual del 

AOOK ae llega al caao en el que e • oo. Eato ••s 

Sl • S:Z • 1 ( 4. 6. u 

~ particular, de 81 ae tienes 

~ (i,j) e A t i e I, j e I, c(i,j))O, zU~j),ihU,j) (4.6.2) 

y bac.iendo uso de laa condiciones (4,4.12> 1 (4.4.13) ae obtienes 

V (i,j) B (I,I) 

. ~(i,j) ) 0, Z(i,j) ) b(i,j) (4.6.3) 

C(i,j) i 0; Z(i,j) l b(i,j) (4.6.4) 

resuaiendo: 

Si u.,j) e U,I> entone•• zU,j) 1 bU,j) (4.6.!I) 

···.· 
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Siailarmente, 

Si Ci,j) e (I,I) entone•• zCi,j) i aCi,j) 

En particular, esaa relacione• aon aatiafecbas por el arco no 

conforaabl• Ca,t), pu•• no• encontramoa •n el paao c.2J del 

alqoritmo1 ... precia .. anta, ciado que (a,t) •• un arco no 

conformable alc¡una de las desigualdad•• anteriores ae cuaple 

eatrict .. ente. De hechos 

ll Si • ea el nodo oriqen etiquetado en •l procediaiento, 

entoncea z(s,t) > bCa,t) et.6.7) 

2l Si t •• el nodo oriqen etiquetado en el procedimiento, 

entonces z(a,t> < aCa,t> (4.6.8) 

Deaoatrareaoa a continuaciOn :ZJ1 

Sea Ca,t> un arco no confo"nlable, tal que t ea el nodo origen 

en el procadiaiento de etiquetaciOn. Luego, 

(a,t) s u,i> (f.6.9) 

~ uaando (4.6~6) 

z(a,t) i a(a,t) 

Supónqaae z(a,t) • a(a,t). 

conforul>le 

c('a,t) ( o 

Coao (a,t). ea 

(4.6.11) 

un are: o no 

lo cual viola la aupoaiciOn de que S:Z • e, ver <4. 4 .17) 

Por lo tanto, zh,tl < a(a,tl 
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De una manera •i•ilar •e puede demo•trar ll. 

SUll411do la• deaigualdadea (4.6.5) y (4.6.6.) se obtiene 

-l z(i,j) - I x(i,j) 

CÍ,I> CI,Í> 

) ¿ b(i,j) - l ª'1,j) 

(l,l) (l,l) 

(4.6.12) 

Pueato que el flujo actual dado por X•lx(i,jll ea circulatorio 

• I, i constituyen una partición de V, la ecuación de 

conaervac16n •e puede e•cribir coao1 

vi e.v 

· ¿ zu,:11 + l aU,H - ( l a(j~:l) + l x(j,i) , ,• o (4.6.13) 

:1ei jSI :tei j8l 

auaando esta• ecuaclonea aol>re 1 e 1 

l sc'l,jJ + I xU,j) e I_x<:J,U ... l_ª' j,i) • o (4.&.lt) 

iSÍ 1ei iSI iBI 
j8l jBI :tei jSI. 

O!»atrveH que 

l:_•<i, j) · L •<:1,:u 1 2sc:t,U + ¿zu,:11 
1sf. :1.ei i8Í . iS¡ 
:JS . :JSI ·:1e1 :JSI 

la Huad6n (4.6.H) •• reduce a 

¿_.u•:t> -l sU.,:J> • o (ol.6,.15) 

:1.81 :&el 
:JSI :ISÍ 

4-5• 

"!·_J.-_ 

'.,\ 



Subatituyendo en la daaiqualdad (f.6.12), •• obtiene 
., .~\. 

o ) l b(i,:J) -¿ ~(i,:J) 1 ¡fl., 

1 -.. ·~\ 
<i,I> (I I> 1 

i.e. ~ a(i,:Jl > r l>U,:J> 
) (f.6.16) 

1 
(I ,i') <i,IJ 1 

y u•ando el teorema 4.1, H obtiene que no ezhte una circulación 

factible. 

De eata .. nera, ae ;Juatifica el paao c.2l del al9orit•o. 

Finalaente, •e •oatrar• que de•put• de un ntmero finito de 

iteradonH ae deber~ hacer todo• loa arco• conforaablH, 6 bien 

obtener un valor de,,. oo. 
·;. 

Cada ves que el dHtino <• 6 tJ H etiquetado, pa10 c.1:1 del ,~ 

AOQK, el flujo en el arco (a,t> cubia en una cantidad finita 1 

e1trictaaente poaitiva o<. Ceata cantidad •• entera ai loa flu;Joa 

inicial•• X• ( s C i, j n aon entero•, aai coao lo,• valorea, de. a C i, j l 0 . , 

bCi,jJJ, 7 conaecuente .. nte el na.ero de· kilter de ·••t• arco 

decrece. Para lo• d ... • arcoa d•l ciclo, •l ntmero de kilter 

di••inu1• •i el arco., esta!>& en un eatado no. C?Onfonable o !Jien, 

peraanece ivual •i era un arco conforaable. 

De ••ta far .. , e• auficiente probar que no •• pU.de t911er una 

sucesión infinita de paaoa c.2l con e finita en c/paao 7 el arco 

Ca,t> per .. neciendo en eatado no conforll&!)le. 
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Cada ves qu• 8 ea finita, loa c(i,j) son modificados aeCJán 

(4.4.21). Note que para todo• loa arcos con amhaa e:stremidadea 

en I, su c(i,j) no sufre modificación (en particular, aquellos 

arcos que fueron usados hacia adelante en el procedi•iento de 

'etiqu•tacion para paaar d•l nodo oriqen al nodo deatino). M&a 

aan, dado que el flujo no c&llbia, e/nodo que fue •tiquetado en la 

1 terac16n pHced•nte todavia aeri etiquetado •n ea ta., i. e i e i' . 
Lueqo, 

III i II' 1 (t.6.17) 

Supqaae que I'•I, i.e. 'ningun nuevo nodo ba sido 

etiqu•tado. Para toda arco de (l,I) ae ba di .. inuido au c(i,j) y 

para todo arca de (I,i> ae ba aW1entado au coata r•lativo. Por 

lo tanto, deapu•a del c&llbio •n la variable dual, loa nuevoa 

conjunto• 91' y 82' satisfacen 

91' e 91 7 82' e 92 (4.6.18) 

Atm _..,por la •elección del valor (finito de 1) .7 coao 

obaerv .. o• al final de la aecci6n ••• , •• tien• c'(i,j) • o para 

al .. no• un arco Ci,j> de 81 o 92, para el cual previ ... nte ae 

tenia c(i,j) - O. Lueqo 81' U 92' incluy~ al ••noa un arco ••noa 

qu• el conjunto 91 U 92, i.e. al •eno• una de la• inclusiones 

ant•riorea •• propia. Ahora bien, 81 1 82 pulld•n decrecer a lo 

_.. un na.ero finito de v•ce• ante• d• que 91 U 82 • 1 7 9 • 00, 

en cuyo caao el alqorit•a ae detiene. 
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Si II'I > III un nuevo nodo k entra al conjunto de nodo•. 

etiquetados. Cada vez que esto ocurre, el conjunto i crece en aÍH 
!fi..'.' 

••no• un nodo. E•to puede ocurrir a lo .aa un nmaero finito d•' 

vecea, antea de que el nodo destino pase a ser miellhro de i y a~ 

obtenq& el ciclo que •• huacaha. 

Roaumiendo existen 3 casos poaihlcs en CYda iteraci6n: 

ll El arco (a,t) pa•a dal ••t&do no confora&hle al conforaa:bl•J 

2l El arco (a,t) permanec• no conforll&hle P•ro •l numero de 

nodos etiquetados incre•enta1 

ll El arco (•,t> perunece no conforll&hle y el conjunto. de nodo• 
¡. 

etiquetados per11&11ece ain caabio, pero el no.era de arco• en 

loa conjuntos que•aon usados para definir e decrece. 

De lo anterior ae aiC)Ue que desput• de un ntiaera finito de 

iteraciones con 9 finita, •1 AOOK •• diriqe ya •ea.al.caso donde 

un arco (a,t) •• hace conforllable, o a la pasibilidad· de 

•tiquetar el de•tino ,. ó t), o &l ca•o e • oo. 

i,-

: ~ ' -
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4.7 IHPLANTACIOR DEL ALGORITMO OUT OF KILTER EN HUES'l'RO 

PROBLEMA 

En la• •eccione• precedente•, •e ha hacho al de•arrollo y 

a~li•i• del AOOK, una tecnica conceptualaente ••ncilla y 

plenamente atractiva para la •oluci6n de cuale•quier prohl•.. de 

flujo ra•tringido a co•to •iniao1 ahora, en e•ta ••cci6n, •e 

deja e1a linea ,de trabajo, al pa•ar • la iaplantaci6n en 

computadora del AOOK, i.e. a la con1trucci6n da un praqr ... de 

computadora que re•uelva •ecl:l.anta ··Hta ••todolaq:l.a cualHquier 

proble.. de flujo reatrin9ido ~ coato ainiaa. Tanto lo• c&Jlh:l.o• 

nece•ario• en nu••tro probl... para •u •aluci6n aediante el 

pr09r ... con•truido, coaa lo• re•ultado• da e•t• ültiao, • travt• 

de diferente• escenario• del 1i1teaa altctrica nacional, •on 

coaentado• en e•ta •ecc:l.6n. 

Debido al car•ctar del trabajo aqui espue•to, 1 en bu•ca de 

una u7or comodidad, en lo que •19'18 .••r• frecuente al u•o de 

terainol09ia propia del probleaa (Yer 1.1.2), en luqar de 

tarainoloqia de u•o 9eneral en probl ... a da flujo en red••· 

La •ecci6n •.7 •• coapan• de trea •ull••ccicme•a 

Dl 4.7.l se coaenta la tranaforMci6n naca•aria en loa dato• 

. del probleaa ori9inal para •u •olucUin •adiante el AOOIC. La 

•ullaecci6n 4.7.2 viaualiza el eatado inicial que quardan loa 

arco• de la red a1ociada a nuestro proble .. 7, finalaente, la 

•ullaecci6n •.7.3 preaenta loa reaultiadoa que proporciona la 



4 

i•plementación del AOOK a trav•• de dif erentea eacenarics de la 

red. del sistema •l•ctrico nacional. 
I\'·" 
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4.7.1 MODIFICACION EN LOS DATOS DEL PROBLE>IA ORIGINAL 

Antes de la implantación del AOOK para la •cluciOn del 

proble .. , ••r• nece•ario •uperar alCJUllA• deficiencia• que •• 

presentan al manejar el conjunto de dato• del proble.. original 1 

el conjunto de dato• que requiere el AOOK para au 

inatrumentaciOn. Veaaoa1 

ll En el deaarrollo del AOOK 1 eapecial••nte para validar la 

conver9encia de dicho al9~rit•o, •• ha aupueato que el 
.. 

plante~iento del probl ... d• circulación a coato· •lni•o 

incluye vector•• d• coato, cotaa •uperior•• • inf'erior•• con 

entrada• enteraa. 

2l Por otra parte, el planteaaiento oriqinal de flujo en rede• 

aaociado a nuaatro proble .. , ver f19. 2.I.a) tiene dato• 

rulea, t.e. 

v pe P, v i e 1 

eCpJ, ~ct,p), HCi,p), G(i) e Ft 

Ml• aón, al eli•inar las cota• inferiores (cfr. 2.2.2> 1 

realisar la aprosi•d6n un-1· a la · func16n de co•to 

(cfr 2.2.3), lo• nuevo• par .. etroa aaociadoa . tambi6n •erian 

nm..roa real••· 

·4-&o 
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Lueqo, en un af"'1 por evitar proble .. • de convergencia aurqe 

la necesidad de pasar lo• datos reale• asociadado• al proble .. 

original hacia dato• de tipo entero. 

Una primera idea con•iat• en efectuar un •imple redondeo al 

entero ~· prozimo. El principal ab•~culo que aurqe al tratar 

de aplicar dichzl idea radica en el hecho de que las unidades 

u•adaa para expresar la enerqia de la• planta•, lo• li•ite• de 

qeneraciOn por intervalo 7 la• cotas ••ociada• a la qeneraciOn 

por planta-intervalo •• ezpreaim en Mir (•il16n de watt), Al 

hacer una simple aproximación al entero ... proziao, •• pu•den 

cometer errores de basta +/- o.s Hw, lo cual no ea permitible al 

Otro enfoque que puede ser usado para di••inuir el .. r9en de · . 

error al pasar de ntmeroa real•• a entero•, ea el •iquiente1 

Si loa dato• del probl ... (e(p),G(i),H(i,p),H(i,p)), lo• 

cual•• constituyen loa par'-tetro• de la red asociada, aon 

multiplicado• por una constante l>O (por decir alqo, 

1•10,100,1000,etc), 1 ••to• nuevos dato• fueran redondeados al 

entero .aa prozi•o, el na.ero de cifras aignif icativaa que serian 

uaada• para efectuar el redondeo ai.mentaria, per•itiendo al 

aar9en de error disminuir considerablemente. Para completar, 

••ria suficiente •sintonizar" · dicho procedimiento, i .•• 

encontrar un ntmero 1 tal que ofre_sca un .. r9en de error que 

pueda aer considerado c.o•o desprecia!>le en el problema. 
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IU• forulaentea 

Sea (R) el prcble- ••ociado a la red de la fi9. Z.I••>< ,Sin 

p•rdida de 9eneralidad t&llbi•n puede •er conaiderado el prcble .. ,, 
••ociado a la rmd de la fi9. Z.I.b) ) 

En CR> H desea encontrar un a-t flujo de valor L e(p) a coato' 
p 

•iniao. Dicho flujo eatá •ujeto a reatriccion•• de capacidad· en 

e/arco 1 a reatriccionea de con•ervaci6n de flujo en e/nodo. 

81 denotaao8 pora 

HC•,p) el flujo en el arco. (•rP>, p S·P. 

ff(i,p) • " • • • Cp,1)' pSPe i e J. 
: 

H(i,t) • • " .. !' e 1 ,t >, i e I 

AnaU. ticuante •• tiene• 
•' ,., ,, 

'';· . 

.... . 

•:': 

, .. 

":.:,' 

."; 

: . 

" 
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•• c. 

CR> 

-· 

Hin l CHCi,p>J
2 

(p,i) 

~ H<a,p) i ¿ e<p> nodo a 

p p 

" H(a,p> - ¿Hu,p> •o v·p e P 

i I H(i,p) - H(i,t) • o V i e I 

p 

- ¿,H(i,t) i - ¿ e(p) no4o t 

i p 

O .1 H(a,p) i e(p) Vp 

(4.7.1) 

(4.7.2) 

(t.7.3) 

(t. 7~!5) 

(t.7,6) 

o i ~(i,p) ;,i HU,p) .i HU,p) Yp, Y:I. (t.7.7) 

O 1 H(i,t> i G(i) V:I. (4.7.8) 

. .. 

<f.'" •• • 

'A.partir de <R> ae putide construir un nuevo problea de ·flujo 

a costo •iniao deno•inado <lR>, donde l>O. Dicho prabl ... , aurve 

de la .idea de ault1plicar por una . cte. 

asociados a la red de la f19. 2.I.a>. 

1 lo• per6119troa 

Ezpre•ado analitic .. e~te el prollleaa (lR>. ae ti8fte1 

,•'. 

·_.-::.'.·. ",,1'./'·· 

' ' 
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Hin l cA<i,pll
2 

(p,1) 

l ~(•,p) i i¿ e(p) nodo a 

p p 

A<•,p> - l Ac1,p> • o v p e P 

i 

l" A 
H( i ,p) - HU,t) • o V i S I 

p 

¿A - H(i,t) i - i ¿: .,¡,, nodo t 

i p ,, 
O i HC•,p) i le(p) Yp 

u.1,91 

(4.7.10) 

(f,7.11) 

(4.7.12) 

\ 

(4. 7,14) 

" O i ltl<i,p) i HCi,p) i lH(i,p) Yp, Vi (4.7.15) 
A· 

O i HCi,t) i lGU) Vi (4, 7.16) 

Ahora bien, denote•o• ·por SFCR), SF(lR) 
1 . ' 

a la · ,región de 

•olucione• factible• .del problema <R> y del proble .. ClR), 

r••pec:tiYuente. COiia •• de ••parar•• &libo• probl ... • ••tiln 

inti ... ente relac:ionadaa. 

r...a t.1 

1\ 
H.8 IFCR> <••••> H • lH 8 ll'ClR) 

Dtl•o•traci6n C •••> )1 

Sea He SF(R), .lueqo H eati8face (4.7.:1), ... ,(4.7.8), 

4-H 

.• . ' 
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multiplicando por 1 > O las deaigualdaes anteriores se tienes 

¿1Hc•,p> i lI•<P> 

p p 

1H(11,p) - l¿ H(i,p) • O 

i 

¿ lH(i,p) - lH(i,t) ., O 

p 

-I 1Hu,t> .{ - 2¿ .cp> 

1 p 

o i lffh,pl .i le(p) 

(4.7.17) 

YpSP (4. 7.18) 

Y i e I (4.7.19) 

. (4.7;20) 

Yp (4.7.21) 

o i l~<i,p) .i lff(i,p) i lH(i,p> Yp, Yi (4.7.22> 

O i lHCi,tl i lG(i) Yi (4.7.23) 

" " " Haciendo H • lH, 1.e. ff(i,j) • lHU,j) 

,, 
H S SFClR) l.c:.d.d. 

Si•ilarmente •• demuestra ( (a••• > 

A partir del lema anterior ea sencillo demostrar el siQUiente 

4-65 
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r.na 4.2 

l•a f11FCR) -----> Sl'ClR> t 

fCa> • la 

f •• una func:l.6n ~:f.1ectiva 

- - - - - -· - - -

El aivuhnt• teore .. preHnta el reaultado.eap•radoa 

- - - --- - - ·-

" H •• una 11alucitln 6pHM de CIJ 1:1. 1 a6la 1:1. · 

A-' lli. . 
H ~ 1H •• una •.o1uc:i6n t.;tilla de C UU 

Deaoatrad6n e ••••> >• 

, A " 
Sea Huna aoluc:l.6n 6pt:f. .. d• CR>; i.•. He IFCR> 7 

\ " 2 l [ff(i,p)l ~ 
\ . z l CHU,p)l 

Cp,U (p,U 

"" Con1tru7aH H · coaa a 

"" " H. • lH 

V H e SFCRJ (4.7.24) 

i(f.7.25) 

.illr . . 
Pel 1.na 4.1 H/ S. SFClRJ 1 llUlt:f.plie~a ~la .,.dH:f.IJ'l&ldad •n 



\ 2 ~ z \ z 2 . , ~; : 'j t..' •. ' ¡ ¡' ., ~·-

¿ l CHU,p)J i ¿ l CH(:l,p)l V H e SF(R) (4. 7.26) . •H ' .· 

(p,1) (p,i) 

i.e. 

¿nH~i,p)J2 
i ¿ClHU,pJl

2 
(f.7.27) 

(p,U ,Cp,i) 

·1ue90, 
\' A~ \ A 2 l CHU,p)J i ·. l CH(i,p)l 

Cp,1) .<p,iJ 

V HU,p> e SFRUR> (t.7.28) 

. por lo tanto 

,..~ 

H •• una •oluc:i6ri · 6ptiu de <lR > l,; c:.d.d• 

Si•il•r•ent• .. d••ue1tra (•••• 

Únavesd••o•trado •1 teor ... t.2, 1u reaultado sm•d• Hr 

uaado para · la .reatructuraciOn d• lo• dato• •n nuHtro ¡trobl••.· 

Siaple•ente, reataria la "aintonisac:i6n" de l. En ••t• c:aao •• 

ha considerado suficiente eac09er una 1 que a9reque tres cifraa 

al redondeo efec:tuado. E•pec:ifica•ent• ·•• ha tOMdo 

1 • UO> U&8) • 1680, donde 168 repreHnta el ntmero. d• 

·intervalos horarios del horizonte de planeación. 

·ventaja~ extras se obtienen de esta l particular, principalmente 

al "reqreaar• del problm .( lR> al IR) • 
.. 

i'':; .:.:. 

', ., 
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En reauaen, el procedilliento a efectuar para la converaion a 

na.ero• entero• y obtener la 1oluciOn a nuestro probleaa ea el 

aiquient•1 

ll Sea CR> el prabl ... ori9:Lnal (ver fi9. 2.I.a>>· 

2l Conaidera 1, auficient .. ente 9rande. 

4l Efectua redondeo• al entera ... prozi•o en cotas inferior•• 1 

auperiorea par arca, u:L ccmo en •1 flujo ezterno aaaciado a 

e/nodo• Un nuna problna U'R) .. obtin•· 

Sl Proceda a la aoluci6n del probl• .. '<l'RJ. 

5.lJ ApU.que1e la.eU.•:Lnaci6n de la• cotaa inferior•• 

( cfr. · · 2. 2 .• 2 > 1 ob••rveH que · al uu.r d:l.ct,Ma · 

tran1fon1aci6n loa nu.vo1 ~•ctore1 de cata• 

áuper:loreil. para el fl!-lja en lo•. arco1 aa:I. cOllO el · 

nuevo vector 4• flujo• eztemo• ten4ri6n entrada• 

entera1. 

!S.2J ApliquHe la aprozi•c16n 1:1.neit.l al prablaa 

derivado( cfr. 2.2 .• 3 >1 a1 l~ lon91tud de c/u 

d• la• •8911M'ta• que H proporcionan •• entera;: 

la• coatoa 1 capacidad•• de 101 arco• 

tallb:l.*n. ••ran·ntmara1 .. entero1 •. 

''. 4-68 
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5.3J Aqrec¡ue el arca circulataria Ct,a) can au•,··:' 
~ r,1¡''~J •' 

reapectivaa ~riimetroa. El problema •• 
l-'·.:.~ encuentra · 

en el foruto de circulación a eoata •ini•o, y loa··· .... · 

par611etraa uaadoa aon nálleroa enterca. 

5.4l Aplique•• el al9orit110 Out of Kilter. Eate ~•o 

lleva , i•plicito el deaarrollo .d• un pr09raaa 

en C:Clllputadora que rHuelva el probleM 9eneral 

de e:lrculae16n a eoato •ini•opor•ed:la del AOOX. 

El reaultado de dicho deaarrollo •• eneuentra·en el 

aptnd:le• 2 del presente trabajo. Abi H local:lsa 

la subrutina PRIDUA eacrita en FOR'l'RAN 77.bajo la 

ttcniea de proqr ... ci6n eatrueturada, . aai ea.o 

eo•entarioa adicional•• ~ra au utilisaci6n en 

cualquier proble.. de circula~i6n a coato •ini•o 

con 'nu:to• rHtr:lngidoa y coataa unitari.C?• por 

tranaporte. 

6l Can la aolue16n 6pt1M obtenida en !S.4J, reeonatruye la 

· aolue16n en ttr•:lnoa del prable• · (R>. 

.·· .·.·: 
' ' . ' ' 

.'\ .~.:· ,',: .. 

4.7.2 ESTADO.INICIAL DE LOS·ARCOS DE LA RED 

AL APLICAR EL ALGORITMO. OU'l' OF KIL'l'ER 

4•69 
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Aaumiendo loa pasos ll, 2J, ••• ,5.3J del procedimiento ele la 

11ub11ecciOn anterior, la etapa dquiente para la •oluciOn del 

problema ea el uso de la subrutina PRIDUA (ver ap•ndice 2) en una 

red que tendria el aspecto de la fiq. Alqunaa 

observaciones son interesantes en la red anterior1 

ll Excepción hecha del arco que completa la circulacion, (t,a), 

al reato de loa arcos de la red tienen cota• .inf arioraa 

iquales a cero. 

2l Cualeaquiera arco de la red tiene un coato por tranaporte . . ·, : 

mayor o ivuai a cero. 

Ahora bien, es sencillo encontrar una collbinaciOn de 

circulaciOn y potencial ( X, U >, .. rHpactiv-ente, que .P•r•ita a 

todo8' loa arcos de la recl .di'stintos de (t,s> ser conforublH 

,de1de el inicio del AOOJC. Conaidtreáe, por e:feaplo, x:o, u:o, 
de donde. e U, j) 1 O. El estado que guardadan loa arcea d9 la 

red al inicio del AOOJC •e comenta a continuaci6n1 

ARCOS SUPERFUEll'l'E-PLAN'l'A 

Sea ,e a,p), p e P, un arco que va del nodo • a un nodo planta . ' 
p, 'c(a,p) • ch,p) - u(a) + u(p) • O - O + O • O, ·Y 

H( s.,p> = O i a' C p). El arco es conformal>le y se encuentra 

en estado B• Ver fiq. 4.XVI.a>. 

·~cos PLANTA;.lll'l.'ERVALO 

4-70 
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Sea (p,i), pe P a i e I, un arco cualesquiera que va del 

nodo p al nodo C(p,i) • c(p,i) - U(p) + U(i) • 

c(p,i) - o +o = c(p,i) l o. Adaml.a HCi,p) • O i H'(i,p). 

El. arco e• confol'Wlllbla 1 •• encuentra en e•tado L 6 B. Una 

ob•ervaci6n aztra1 Ea preci•1U1anta en el co•to ••ociado al 

arco que va de p hacia i, donde la aproximación lineal a la 

'· función da co•to H raalisada (cfr. 2.41.3). Dlt Hta 

11&11ara, aparacarüi vario• arco•· uniendo p • i con •u• 

re•pectivoa co•toa J. caP.cidad••· 

Sic¡uianda la notaciOn augarida en el capitulo 3, aea 

c(p,i,lc) el· coata · del k-taiiao arco uniendo p con i •. Sin 

ptrdida d• 9anaralidad aupónVHIÍt 

O i c(p,i,l) ii•••• ,ic(p,i¡,K), 'lUBCJO 

o i c(p~i,l) ir ... , ,S.c(p,i ,K>. 

El ••pecto que vuar~ ·loa H~aa H~ciadoa. a . ~/arco,.· H 

vt.ualiiran en ·la fi9 t.XVI.b). 

ARCOS IllTERVALO-SUPERPOZO 

Sea Ci,t), i e I, al arco que va del nodo i al nodo· t. 

c(i,t) • c(i,t) - u(i) +.u(t) • o -o + o • o 
HCi,t) i G'Ci) •. El arca.e• coftfaraabla 1 •• encuentra en 

••tado B. Ver fi9~ 4.XVI.c> • 

. AR:o ct,a> 

(t,•> •• •l arco . que , . , cC.plltta la 
''«·.: .. '. ' 

circulaci6ft •.• 

1-71 
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· ~(t,•> • c(t,a> - u(t> -t u(•> • o - o ... o 

ih,p) 

HCt,•> < l•'(p) • a(t,a> • b(t,a>. El arco ,. 
canformahl• y •• encuentra en eatado 81. 

4.XVI.d). 

" " A. 
A. 

" J\ Ht.ldD c:llllfaHlble · . " . . .· 
--aÍAAAAAAAJ\·---> HCa,p) 
·. 1 . J\e'(p) . 

" " " •• 
" 1) 

cu,,> " " • o· estada c:antaHlbl• 

" : O Htldo c:anfarlllblt . .. . . 

·,. 

-AüüüW:-------> HU,p> 
I ·. AH' U;p> · A . 

" A 
A 
A b> 

" iU,t> · A C'ct,a> ~.···· 
•• 
" ••• A nH9 Hftfw•lt 
A,/ 

1 A , .. , .. " 
1 no A 

·1c:.ntwRblu 
11·· A 

--oAAAAAAllllAA·----> HCi,t> --o-------~---A----> HCt;a> 
I Ar•' C1> I · . AU'CU 

" "" " A 

" A 

" A 
" . e:) 

PJG. 4.XUI: ESIADll.llUI GUARDAN LOS AICOS DI LA 
ASOCIÁllA AL PIOILIM, 1111111 vn lllCHA 

LA AllCllMCIOH x: 01 U.:O,; 

4-12 
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Ol:la•rvH• que h9c:ha la aa.:ic¡naci6n X:: O, U:: o·, todoa loa ílrc:oa :e,. fi 

aon c:onforaal>lea e:rc:epto el arco que c:oapleta la c:irc:ulaci6",1 

(t,a). Lue90, •l tr.abajo qu• d•b•r.t hacer •l AOOX, 7 por ende la 

aWlrutina PRIDUA, Hr.t tranilformar el arco (t,a) de un eatado.d• 

no c:onfonaabilidad. al •atado d.• conformal>il:idad. Para. ello, ••· 

deber.in increa•ntar flujo• o aodific:ar pot•ncial•• d• acuerdo a 

lo indicado •n.laa aecc:ion•• pr•ced•~t••· 

t.7.3 RESULTADOS'DE·LA ·IMPLUT.ACJOB 

DE r.a .. SUBRUTillA PRIDUA 

Al i9UA1 qu• ·la aWIHcc:i6n anterior, •n la · dgui•nte · ' 

expoaic:16n •• aa\ae que.noa.encontraaoa al inicio' del paao 5.tl 

del proced1aiento· incluido en t.1.1 •. En eate. aOMnto, la 

au!lrutina PRIDUA~ eacr:lta •n FOR'l'ltAN 77 7 deaarrollada ltn la 

coapatadora VAX/ll304el IIEH ejecuta para obtener l• aoluc16n 

d•l probleaa por aedio del AOOX. 

Dif•r•ntea eac:enarioa del aiateaa el6ctrico nacional •• han 

uaado para probar la ef1Cienc:ia de PRIOOA. AlCJUftOl.c:oaantario1 

•obre ••toa .. pueden. ver •n CIRGP.,19HJ. Loa rHultado1 que a 

c:ontinuac:i'bn H prHentan incluyen por ••cenario1 

' ' 
; ; 

'" 
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ll El nÚll•ro d• ••c•nario aaociado, E. 

Zl El nóaero de nodos aaociadoa al probleu, 1v1. 

31 El núaero de arco• aaociado• al probleu, IAI. 

tl El ntm.ro de ••IJ&l•nta• uaadoa •n la apraxi11&cibn lineal, JC, 

Sl El nmera d• it•raciane• en la faae pri .. 1,.IP. 

6l El ntaero d• :lteracianea en la !••• dual, ID. 

·71 Tieapa de •jecuci6n de la aubrutina PRIDUA ~. 

8J Indicador 4• nlida (6pti11a•O, infact:lble•l) 

Olt•erve el lector.quea 

IVI • l + !PI + 111 + 1 (f.7.29) 

JAI ~ IPI +•IPfflf· + III + 1 . (4 .• 7 .30). 

LoÍI' rHultado• .. atnt~ttsan en el •:Ltuien .. te cuadro.···~ . . . 

'.. tinpo de ejecucittn no inclUJ• loa t:lnpo• de •ntrada (lectura d• 

(e1crttura de rHultado1> 
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E 

1 

1 

2 

:z 

IVI 

173 

173 

173 

173 

IAI 

1684 

1180 

168f 

1180 

X 

3 

2 

3 

2 

4 

IP 

336 

336 

336 

336 

ID 

2 

:z 

TIEMPO 
CPU 

(19.91)" 

(19.45)" 

(19.97)" 

(19.35) 11 

¡,•. 

SALIDA 

o 

o 

o 
o 

. . 

------------------------------------------------------------
3 172 1179 3 336 1 (16.06)" o 
3 172 Bfl :z 336 1 ( l!S.80)" o 

• 172 1179 3 1 1 (00.45)" o 

• 17:Z 843 2 1 1 (00.33)" ·o 

------------------------------------------------------------.. 
s 173 l61J4 3 504 2 (28.15)" o 
5 173 1180. z 504 2 (27.85)" o 
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4.8 ADAP'l'ACION DEL ALGORI'l'MO OUT OF KILTER AL CASO 

ESPECIAL a(i,j)•O, c(i,j)lO Y(i,j) e A-{(t,•)J 

Con•idtr••• •l probl ... 9en•r•l d• di•tri~uci6n de flujos a 

co•to •ini•o, (PGD), en una r•d con· 9rUica ••ociada 

G • ( V, A ). 

AnaUtlcu•nte1 

Min l c(i,j)z(i,j) " ·~ 

U,:l>SA. 

a.e. 

lzU~j) - lz<:J,i) i d(i) 

:1 :J 

(PGD) 
lz(i,j) -¿ z(j,U • o' 

:J j 

l Z(i,j) -¿ z(j,U i d(i) 

:J :1 

'dond91 

:; • e i e v / dU> > o > 
H el conjunto d• nodo• fuente. 

,; • e i e v / dCU • o > 

. ~. 

''•,e;.;,::·:·. 

4-7& 
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YiSa'cV 
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•• el conjunto de nodos de traspaso. 

1 • e i e v / d(i> < o > (4.8.3) .. 
. •",' 

•• el conjunto de nodos pozo, 

Supanqa que el (PGD) tiene .la• aiquient•• caracteriatica• 

aU,j) • o V (i,:f) e A-C(t,•>J 

cU,j) l o ,Y U,:f) e A-((t,•>J 

(t.8.4) 

ct.8.!5) 

Una vez hecha la· 'hipóte•:I.• et. 8. !5 > , H •ivu• nece .. r:f.uente · 

que el "tercer CJrupgde reatr1cctonea de CPGD), aquella• allociada• 

al conjunto de.nodo• pozo, •on ••ti•fecha• con un •ivno i9UA1 

para Un flu:fó ópti•o. 

Tranaformello• ahora la red inicial a un a red circulator:La, 

para ello1 

ll Aqrtvu••• un. tmico nodo • ccmectado ;& e/nodo i e :F por un 

arco (a,U con cotaa b(a,U•dU>, a(a,U•O J co•to c(a,U•O. 

2J AqrtCJUtt•• un tlnico nodo t coriectado a e/nodo i e , por un 

arco U,t) con cotas bU,t>•-d(i), aU,t>•O y costo cU,t>iiO~ 

lJ Ad:l.cional••nt• aqrtCJU••• el arco (t,•> con.co•to. c(t,•>•O t 

a(t,•)•b(t ,•>• 1-dU > 
. ., ·~ ' 

'.r·· 
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.Como •l l•ctor puede apr•ciar •n la nu•va r•d circulatoria, •l 

arco !t,1) será •l único qu• ad•ita una cota inf•rior dif•rent• 

de cero sobre el flujo. Mi• aún, c(t,a)•O (cualqui•r otro valor 

de c(t,a) baria lo •i••o). 

Lueqo, ea aencillo adaptar vector•• d• flujo 7 potencial•• qu• 

peraitan tener a todos 101 arcos diferentes de (t,a> en un estado 

conforwallle al .co•ienzo del alqoritmo 7, conaecuenteaente, 

permanecer a•i en el reato del deaarrollo (dado que el AOOX no 

increaenta la de•viacitm de 101 arcos de la r.S). 

toa• zU,j) • o V (1,j) e A, U(i) • o V i e v. 
siguientes 

" cU,j> li ·1 
o 1 
".· 1 ,• . o · >estado contor11ble 
: 1 ... 

•..:1i1i1i1i1i1i1i1i1i1i1i----->·xc1,J> 
01 libCi,j) 

" A 

·" A 

" 
aren u, j> A..:<ct,1» 

N 
'Ce,t,1> 1 

·. I· .,. 
1 e1i1dó A 
1 no · li 
jconfor1able1t' · 
I¡ li 

--o---~-------11----> xCt,1> 
01 #i1Ct,1> . 

" 11 libct,1> 
A .. 

" 
. arco Ct,1> 

. rio. 4•XIJl1 PoSIBLB ESTADO INICIAL PARA LOS ARCOS 
. DB LA RED CIRCULAIOJIA 

4-78 

Si•pln•nh 

Ver· fici. 



·: . 
•, . ...¡,¡, 

Si se co•ienza con x~< x(i,:f > >•O, el arco (t,a> 

inicialmente en el edo. Bl. De esta manera, el procedimiento de , 

etiquetación'del AOOK ••aplicar• tra• tOll&r el nodo • como 

ori9en y al nodo t como destino. 

etiquetación, la tanica condición posible ea µ , dado que x(i,:f >•O 

y c(i,j)l_O. 

PROCEDIMIJ!Jl'l'O ~ E."l'IQUl!:l'ACIO?f 

Dado que todoa loa arcoa diatintoa de <t,a) ion conforaal>lea 

<estado L, B, K con aU,:f >•O>, laa condicionea X, JJ..• .,~ p .. 

·reducen•• 

µ' 1 cU,:f )•0 

JI' 1 c(i,j)•O 

(Oi) :c(i,:f) < .b(i,j) 

O < zU,:f) <ihU,j)) 

' ' 

(t.8.6) 

(f.8.7) 

De donde, el paao c~ll del AOOK no ea UI que.nc:antrar el •":"t 

.·flujo Mabo 9ft la. r9d inicial, donde lDI UC:D8 C:l,:f) talH .. 

aCl,jJtlÓ ban.1:1.do aupritddaa. El flujo de eatoa ~lti•o• arcoa 

e1t6 en cera o •aturado (eatado L ó K>. 

CAMBIO DE POTENCIAL 

Sean i, l loa conjunto• de nodo1.eUquetaclo1 y no etiquetado•, 

reapectiva•é~te, al fin del proc::edimiento de etiquetac16n • 

. 1-79 
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• 
Sea (:l,j) t :l e I, j 6 I. Por laa mismas razones del parrafo 

anterior, loa reaultadoa (4.f,12), (f,f,13) ae reducen aa 

c:~1,j> ) o, Z(:l,j) • o (f.8.8) 

c<:l,:J> i O, z<i,j> • l>U,j) (f.8.9) 

AnUoqmnte, ai U,j) e u,i>, l•• relacione• (4.f.lf) y 

<4.4.15) •• reducen as 

cU.,:J> l O, Z( :l ':J) • o (4.8.10) 

c:u,:1> ( o, Z(:l,j) • b(i,j) (4.8.11) 

Sipiendo un raz011U1:lento a:lailar al de la aecci6n f.f loa 

conjunto• Sl y sa y •l ••calar. • •• d•f :lnmn COllOI 

81 • e (i,j) I :le I, j S I, c(i,j))O } (4~8.13) 

sa • e (i ,j) I :le I, j S I, c:u,:J><o } (4~8.13) 

( 1 c:u,:1> -i:u,:1> 
1 

. (f~l.14) 8 •.·a:ln a:ln ) , a:ln ) 

1 Sl 82 1 

• • oo, •1 81• 12. • • (4.8.15) 

Finalaente, la.aodif:lcaci6n del AOOJC puede ••r prHentada en 

ttraino• ,·d• ia red inicial, una .ves eacluido el arco (t,•)I 

adoptanclo el lentU&:I• de flu;Joa, _.. bien que el de 

circul.ac:lon11a. 
. . 

illiiiEi m: U• ..m:rr1Cacl09 Da. .. ALGCm!llO OVl' OF. KUlll'.I 
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al C011ience con un flujo X=(z(i,j) )•O 7 un poten'\i&l U=(u(i') )•O., ·, 
·,~j~~',!.;'.f,, 

bl El conjunto de arco• da la red puede Hr partic:ionado e~j;;¡,3 ,~·:::-

aubconjuntoa1 

L • e (i,j) I c<1,:1> ) o ) 

B • e (i, :1) I c<1,j) • o ) 

K • e (i,j) I c<i,:1> < o ) 

Aplique el U'F •n la red rHtr:inc¡ida (deducida .d• la red 

:inicial trae untener tll'licu•nt• lo• arco• da 8) • En . 

· c/ite~ac:lón, Uno tour• como flujo inical en ·la red 

restringida loa flujos obtenido• al fin del pHo.bl de la 

.· i teraci6n · pr•ced•nte > • 

Detenc¡a el alc¡oritao cuando al valor d•l ·nujo en ... la .r•d 

coapleta· ea igual a · ¡ •4(1 > , o cuando 1a no' aea poaible · 

:l.ncreaentar •l flujo en la red r••tri119ida1 

b.ll En el priaer caao, el flujo obtenido en la red 

coapleta ea óptiao. IM• atm, el 6ltiao potencial ... 

loa valorea 

v(i,j) • aaz C O, u(i) - u(j) - c(:l.,j) J 

con•tituren una aoluci6n dual.ópti-. 

b. 2l En el 18CJU1140 caso, :ve a c:a •. 

4,..11 
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• 
el Sean I e I loa conjunto• de nodo• que eat•n etiquetado• y no 

etiquetado1, reapectivaaente, al fin del paso b.2J, y sea e 

definido por (t.B.12), ••• ,(4.B.15), 

c.lJ Si 1 • DO, na esi•t• flujo de 

prol>le .. no tiene •oluci6n. 

valar r -4li). 

" 
El 

c.2J Si 8 •• finita, defina un nueva potencial u(::U por 

laa relacioneaa 

u' (i) • uU> i B I 
-u'(i) • u(i) + 1 i B I 

Y regreA a bJ. 

•.' .. \' 

} .. 

'¡·. 

4-92 

.,,.,' 



. CAPITULO 5 

CONCLUSIONES, CONJE:l'URAS Y RECOME.NDACIONES 

La idea del presente . capitulo ea mostrar una serie · de 

resultados,· ol>tenido•· durante la elal>oración del presente 

tral>ajo, expresados a •anera de conclusiones, conjeturas J 

recomendaciones. 

Primer .. ente, el capitulo comenta. la selecciOn de la 

· ..• lternativa llAs adecuada para resolver nuestro. prol>leu en 

Ur•ino·de.loa requerimientos de tie•po asociado• Se indica el· 

porqu• de tata 1 loa resultados Ol>tenidOS tras SU implant'acióno 

Taillbi•n ae dan alqunas recomendaciones a la opción propuesta que, 

una vez ·incluidas, la harAn máa eficiente. 

Adeqa se co•entan las °'deficiencia•"· en el uso del AP-D 

durante la solución de nuestro problema. Finalmente, el tral>ajo 

dá refe~cmcias. para que el lector interesado enfrente el problema 
. ' . 
desde perspectivas conceptualmente distintas a las tratadas aqui. 

s•1 



SELECCION DE LA ALTERNATIVA ADEcUADA 

Deapuea del trabajo reali1ado en loa primeros cuatro_ 

capitulo•, no• encontraao• en la siguiente poaiciOna 

Se ban estudiado diferentes alternativas, descartando alguna• 

CPPC, AP-D, etc.) e i•plantando otras UtmRISTICO + AFF y AOOK>. 

Ea ahora el moaento de eatal>lecer la alternativa que aer• usada 

durante la solución de nuestro pro!)le... Esto ea, encontrar la 

aejor alternativa posible en ttrminoa de loa requeri•ientoa de 

tiempo aaociado• a· au solución ~. 

Ahora bien, durante el deaarrolllo del heuriatico Cver 2.4), 

ae coment6 que el procedi•iento conatruido podr• o no deter•inar 

' una aoluc:16n •cercana" a .la Optia, · 1. preci .... nt• en Ht• 

segundo caao rec_urrir al AFf'. ' De acuerdo a ' lo• eleunto• 

.. r1a1&doa para la "•edic16n de calidad" d• un procedi•i•nto 

· heuriatico cver 2.4>, creemos que al uNr el KIT la •caUctd" del 

procecU.lliento deaarrollado puede npo!»recerae notal>leunte, puea 

a61o •• · d&ria una· aoluc16n facti!»l• a nuestro probleu sin 

iaportar, itn al>•oluto, el coato aaociado a e/arco. Aai la 

' ' 

. ----,-------~-------------------.---------------------------------------------

:Relativo a lo anterior, CSVN,;1980] aeftala que .un deaafiante- t6pico d• 

lleno. de actualidad, H• dado un probleu ·particular y un 

tinpo de CPU permitido Co coaplejidad);.. encontrar .un attado d• 

la aejor aoluc16n ¡>0•ible dentro de.Haa.condieionea. 
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. ,: ~' 
....... ¡• 

1oluc10n dada por eate procedimiento pudiera estar coapletaaente.,_ ;· 
..•.• 11 

~· ; . .:.:.~~~: 
deaviada de la idea de "rasaje de pico1" del prol>leaa, j~e - e 

,,, .,¡-.J ..... ¡ 

a1iqnaciOn por intervalos <ver 1.1>. 

L\lefJO, ai el heuri1tico construido en 2.4 pudiera evitar el 

llOdulo AFF, haciendo uso de un algoritmo que tome en 

conaideraciOn el costo, por ejeaplo a trav•• del AOOK 

desarrollado en el cap. 4 e i•plantado en la sul>rutina·PRIDUA 

(ver aptnclice B>, el procedimiento construido •ejoraria •u 

cal:idad. Pue• evidente•ente la solución proporcionada por •l 

AOOK reflejarla el •rasaje de picos• al considerar el coato en au 

formulac16n. 

· El .. todo de aolución ••ria como se indica en . la ail)Uiente 

figura 
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FIG. !S~·I PRoé:l:ÉIIMIEN'l'O. IRDICADo PAllA LA SOLUCIOJI 
. IE NUESTRO PROBLDIA ' 

Al iqual. que él ·procedimiento . ya construido. e.ver 2. 4>, 

,, 

el 

•6t0do proi»ueatc:i. en este.capitulo explota, en primer lUCJ&r, la 
'. ' 

:trtaaquedaheuriatica:par& la obtenc:16n de una aoluc:f.On "cercaná" 

Al óptimo:_ en un · tiempo ~uy corto. • Sin einbarqo, en caso de no 

poder deter~inar una 11oluciOn facti!>l~ a nuestro problema Cporno 

habltr pad:Ldo repartir la ener11ia de una planta>, · el AOOK 



complcm~ntard el procedimiento. Usando por ejemplo, la solución 

parci11l del heuriatico, y continuando hasta encontrar la solución 

6pti:i:i al prol>lem:i 11proll:imado linealmente, o bien ·hasta · 

determinar c¡ue el prol>lem:i oriqinal no tiene solución factible. 

La solución propuesta en la fiq. 5.I ha sido proqraaad& en 

forma estructurada a'travts'del lenguaje Fortran-77 del siateu 

VAX/11730 del IIE y ha demostrado su eficiencia para •olucionar 

nuestro proble ... 

Atm.ua, la inc:orporac:16n de los resultados ezhibido• en la 

Hc:ciOn' f.8 ·· (especialización · del AOOK> a · la aetodol09ia 
. . . . . . 

.. propuesta, permitera aeftalar al' proc8diaie~to descrito CoaO la 

opc:ión ... viable para la solución d• nuHtro problna. 

Observe el lectot que inclu•o el at)clulo c:orrHpcmdient• al 

·, AOOX p\iede · a7udarae ·deJ. a6dulo AFF (J'a con:atruid~) · . para 

la deteralnar.la aoluci~'a nuHtro prolll••· De .. Hta unera, 
··:'. 

" ·. ~;-

·. aoclif:l.cac:i6n ezhib:ld•. se puede taplantar ain hacer ún trabajo . ' . ' . .. ',., 

· eztraordinario, principálaente al elaborar el cocl190 de . loa 

·· proqraua•'·de coaputadora. 

Ya: en este' contexto~ es t.atU ·.co .. ntar la ·•deficiencia" del 
. '• . ' 

AP:..o · en el problema · dei tran•porte capacitado .con arcos · · 

·• 11&r~ie1aa~ 

··:,,',» 

,1 \ 

··"···., 

' ... 
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Intuitiva~ente al desarrollar el AP-D en la estructura 

particular de nueatro probleaa, uno eaperal>a encontrar un 

al9orit11e> quea 

ll Moa ayudar• a reaolver aubproble .. a donde el vector coato 

fuera deapreciado y, 

2J Que.fuera de alguna manera •i•ilar al al9oritlio alfa!Htta del 

probl ... del tranaporte. 

Lue90, conforae •• deaarrol16 eata alternativa Cver 3.3), el 

reaultado .obtenido fue aorprendente, pues •• re1ncorpor6 el 
. . . . :,• . . . 

paruetro costo en 1~. aubprobl•... conatruido• .· (problnaa de 

flujo a caata. lliai11e>), ptrcliendoae coapletaaente el atractivo llU• 

aotivab& a. usar ••ta aetodol09ta. 

HA•. aorprendente r,aulta. ·10 relátivo a 21, una ves .flU8 ·ae 

abandan6 la . aplÍcac16n del AP-D en nueatro probl-~ ·· Pue• en 

eate ca!'o, el trüa:Jo •• 4:lr19:l6 al uao de una ~todol091a •• · 

9enera.l CAOOIU,. 1 · cura a0cl:lficac:l6n Cver. t.ar lob.tiene una· 

utodalavta coaola..¡,r19inalaente esperada para el AP-DI. 

DI •1ntesi8, .. de notarH COllO el uao·d• un praced1•1ento ... 

9eneral. 1 con una simple eapec1a11zac16", balla conducido a una 

metaclalogia conceptualmente ua •119era• que la de un&· 

espec:lalaent•·diaenada para. nuestro probl .... 
·' 

·. ,·:· 



E1te hecho que 1ntu1t1v .. ente era ine1perado, da la pauta que 

per•ite pre1entar la •1CJU1ente conjetura• 

¿ Podri la e1pec1aliaac10n del AP-D en nue1tro proble.. tener un 

paralelo con la alternativa de1arrollad& por la •odificaciOn del 

AOOK, o definitiv ... nte el AP-D no tiene e1peranaa1 de tener una 

buena actuación en 101 proble .. 1 de tran1porte capacitado ? •• 

Hiatoric ... nte, el AP-D para reaolver el probl... 9eneral 4• 

pr09r ... cion lineal fue por pri•era vea de1crito eni 

Dantai9, O. B., L. R. Ford, 1 D. R. FUlkeraon, •.t,· 

Pri .. 1-.Dual Al9orithm for Linear Progr ... ,•, 

and Relatecl SJate•a, pp. 171-181, ed H. N. 

TUcker. Princeton, •• J.1 Princeton Univer1it1 Pre11, 1956. 

1 e• preaent&do como una 9eneraliaac16n del 

lubn, H. N., "'1'he Hun9&rJ.an Method for the aHi90 ... nt Problea, •· 

•aval Reaearch Lo918tic Quarterl7, 2, noa. 1 1 2, pp. 83-97 ~ . 

19!1!1. 

•• !»: ULTIMA HORA1 Seria interH&nte para el lector hojear CHa,1962l Cap . .", 

11, Secc. 8, doncle 1e pre1enta una •odificac16n del AP-D para re1olver e11;.: .. 

probl ... de tranaporte capacitado, desarrollada por Ford 1 FUlkeraon en 

CFF,1957J, 7 coaparar el al9orit110 alli de1arrollado con la.modificaciÓn · 

•UCJ1rid& en t.8 

!1-7 . ;'¡ 
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por otra parte, el primer trabajo sobre el AOOK se presenta en 

CFu,l96ll. Surge entonces la siquiente pregunta: 

¿ Inducir1an las modificaciones hechas al AP-D en CFF,1957l el 

desarrollo de una metodoloqia primal-dual sa.t• 9eneral para 

resolver problemas de flujo a costo minimo (AOOK> ? 

Algunas conclu11onea extras del tra):)ajo desarrollado 1on1 

1J Una aetodoloqia para resolver el problema.de aaiqnación por 

intervalos de la etaP. de Iniciac16n seilanal del pr~bleu d• . ·, . . . . ' 

CH1' ba lido des~rrollada e implantada en ia paqueter:t.á· :SPcP 

C8i1tema .de l'laneaciOn a· , corto plazo1 Coord1nac16n 

Hidrot•r•ica> del Depto. An•li•il de Redes, de la Divia:lOn 
' . 

Siateuade potencia~ del llE. 

2l La ~etoilol091a ••Plead& ae desarro116 de.una aezcla raaonül• 

de .itteldoa he~rtat:lco~ con riqurosaa ttcnicas. 'de pr09ruaci6n 

·•tnAtica. 

ll La disponibilidad de. Un .proc¡rua do. c011putadora .· que ,8r•ite . 
' . . ' . · .. ' . ·. '. . 

resolver el problema de ,circulacion a coato•inimo. 

4l La .util1zaci0n racional de los. eleaentoa tecnolOCJicoa d• que 

dispone la .sociedad actual (computadora>~ ·pára la soludOn de 

un problema. ·. ···, 

Por 6lt1110. ea preciso co11entar que otra forma de atacar. 'el 

·. probieai&", c:on t6cn1cáa, conceptualaete diferentes a las utÜUadaa 

5·8 · 
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::·· .. 

'··:, 

''.1 ;. ' 

· aqui, es la actualización de tablas de entrada-salida.· En este 

contexto se menciona el trabajo desarrollado por A. Bachea y B, 

I<orte, ver CBK,19Bll, y 'cBK,l978J, qui~~es ~r·~ponen un algoritmo 

convergente l.inealaente, el cual está baaado en una modÚic~ci6n 

del •ttodo de Gauss-Seidel. Una coaparac16n d• ••todos' 

alternativos para la actualizaci6n de tabl~• de entrada 7. salida 

se puede encontrar en el trabajo desarrollado por·D. 

H. gueyranne en CLQ~l9BOJ, 

Eri otro ord.en·cte·id.eaa, es· interesante 
' '; . . ' ~ 

consultar 

Lei.lanc ., 

.. :···. 

'· . 
Roaero, en . ~Ro,198•1'. ~ien caruít~Ü,e un desarrollado por, D~ 

alqoritao. P&~a la·. aiht~izacibn. de:, noraa~.i.s~r• · polltopo• de 
,¿:. . 'v 

· transporte. 

1¡. I" 

"'. ,.,. 



APENDICE 1 

En el preaente aptndic• ~· dan lo• detall•• necesario• para 

concluir la de•o•tracion de. loa teor ... • 2.6, 2.7 y 2.B 

reterente1 al alqoritao alfabeta del probleaa del tran1porte1 de 

'aan.ra natural, el aptndice H divide en 3· ¡MlrtH. 

PARTE . :C 

., 

Se deauestra el teoreaa 2.6 , el cual caracteriza la 1oluct6n 

6pt1.. ~e (DPR> a partir del estado q\ae guardan loa vtrticea de 

la red.asociada al problema <PR'>. 

nmma 2.1 

Enna penetrac:l.On dentro d• la •~1uc:l.6n d• Cl'R'> una •Ól\ic:l.6n, 

6pt1M a Ul'IU HU dada par 1 

A-1 
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... 
1 1, Bi i 6 l 

ol(i) < ... 
1 -1, a1 1 111 I 

* - 1 -1, a1 :LB J 
'(j) ( ... 

1 1, d :1 11 J 

-------

En primer lUCJ!lr se demuestra el dquiente · lellÍa que ser• 

frecuentemente usado en los pr6ximoa deaarrollosa 

LDa 1 

l:n no penetrac16n dentro d• la aoluc16n d• (PJl') 

... 
l.ll :1 B J ... > arco (j,t) ••t• aaturado • ... 
1.2l 1 1 1 •••> arco Ca,1> ••t• aaturado. 

Prueba1 (Se exhibe la demostrac!6n de 

a1•il&r) 

l.ll, para 1.2] e• 

Una vez loqra.da la optimalidad en (PR') des pu•• de la 

aplicaci_On del AfT, • aup6nqase.que je J 1 el arco (j,t) no Ht• 

saturado, i.e. f( :f ,t) < d(j). Al proceder a la reexploraci6n 

del nodo :f, la parte "hacia adelante" it1 del AFl' puede 

·--------------------------------------------------------------------~-------· 
\i. . 
('En inqles f orward 
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etiquetar t a trav•s de j. Asi una s-t cadena aumentante es 

encontrada •••)(a••. 

Pue• por hipotésis nos encontramos en no penetraciOn. 

Lueqo, el lema 1 queda demostrado. 

Prosiguiendo con la demostraciOn del teorema 2.6 oh•6rvese que 

Y ( i, ::1) la aelecci6n de lo• valore• ;¡ ( i) y .i ( ::1) conduce a 4 

po•ible• caaoa, siendo esto• 2 

ll ( ~ ( i)•l, J(j)•l ) . 
2] e ~11>•1, "' j)•-1 

) . 
-3J (el. (i)•-1, 
"' ::1) =l 

) . 
4] .C d.Ci>•-1, J(j)•-1 h 

- - ~ - - - - - - - - -
LEMA 2 

C Oi.,i> H una •oluciOn CDPR>-factible. 

i.e. Sea i e {1, ••• ,•), ::1 e Cl, ••• ,n). 

satisfacen las siquientes condicionasz 

Cll 0<.Ci>tiC:I> i O, si Ci,j) 6 IJ 

C2J IÁ. (i) i l 

C3J j(j) i 1 

A-3 
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Ctl Ol(i), '(j) s.r.s. 

OEHOSTRACION (por casos) 

lJ • j f! J) 

Ea claro qua C2J, CJJ, Cfl son aati&fech&a. 

Para Cll, recu•rdeae el proceao de etiquetaci6n del AFF: 

" Si i está etiquetado, se explora y se etiqueta a sus 

auceaore1 no etiquetado• t f(i,j)<OO". Lueqo, si no 1e 

etiqueta a j ea porque el arco (i,j) no existe en la red 

ff(IJ), de donde (i,j) f! IJ y eat• ••lección de valorea no 

tiene porque satisfacer Cll. 

De aata uanera, ll reaulta factible • 

. Por simple inspección, ·re1ulta aencillo verificar para 2J, Jl 

y 4J que las condiciones Cll, C2J, C3J y C4l son satisfechas 

Por lo tanto 1 o(.,,) ea una 1olución (DPR)-factibla y el lema 2 

queda demo1trado. 

Finalmente, para demostrar que ( ~ ,¡) forman una solución 

óptima en <DPR), H har4 uso de .las condiciones de holqura 

complementaria. 
. '·~ 



LEMA 3 

Sean Cf,z(a)), (~,i> un par de soluciones primal-dual ·factibles 

en sus respectivos prohlemaa. (f,x(a)), (o{, i> satisfacen laa 

condiciones de hol9ura complementaria, i.e. 

Hll co2UHilj)) f(i,j) =O, a:l U,j) 6 IJ 

H2l ( o<..(i)-1) X(i,a) 11 O i .. 1, ••• ,. 

H3l qcjl-l> x<ia+j,al • o · · j • l, ••• ,n 

n 

H4l < I f(i,j) + x<Í,al-o(i) 

i•l 

• 

ri.(i) • o 

HU ¿ fU,j> + x<m+j,a)-d(j) > i<j> • o 

i•l 

i•l, ••• ,. 

j•l, ·• •• ,n 

(ohatrveae que por ser (f,z<a>> una aoluciOn (PR)'-factible, HU 1 

HSJ queclan inaediataaente aatiafechaa>. 

DEMOSTRACIOR (por caacia) 

lJ Si ~ ( i) • 1 7 :J ( j > · • l. 

H2J y H3J son aatiafechos claramente. 

aatiafacerae dado que (i,j) ·~ IJ. 

Hll no tiene porqu~ 

,.. ,.. 
2J Si ¡cu • l y '' j > • -1 < -==> i e I, j e J > 

Hll y H2J son 

,, j) - 1 • -2 

Pd. z(m+j,a) • O 

satisfechos. 

A-5 
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i.e Pd. En NCIJ) l f(i,j) • d(j) 

i 

• DemoatraciOn: Como j S J, del lema 1.1 se tiene que que el 

arco Cj,t) eatá •aturado. Lueqo, x<m+j,a)=O. l.c.d.d. 

"' "' 3l Si ~(1) • -1 y i<::t> • l C =••> i e I, j 1 J ) 

La d11aoatraci6n ea · análQCJa a la de 21. Hll, Hll aon 

satisfechas. Para H2l usese el leaa 1.2. 

"' ili 
tl Si Ol(i) • -1 7 i<::t> • -1 ( ... > i e I, j S J ) 

H2 y H3 se deauestran a partir del lema l. 

obatrveae ;;c,Ci> + '(j) • -2 - o. 

Pd. f(i,j) • O 

Deaoatración1 Recu6rdese la parte ."hAcia atras"illili 

Para Hll, 

del AFF una vez que se proc8de a la exploración del v•rtice j. 

Se etiqueta a todos los predecesores del vértice :f para loa 

cuales fCi,j) > o. Lue90, si ·no se etiqueta el v•rtice i ea por 

l. El:ilte el arco (i,j), pero f'(i,j) •o. 

2. Ro exiate el arco Ci,j), iuevo Ci,j) e IJ y·rci,j) •o 

.. --------------------------------------~-- .. ----.---------------------------~~---
En. in9le11 hackward. 
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En cualquier caso f(i,j) = o. l.c.d.d. 

El lema J queda completamente demostrado, 

Aai, la• solucionH (f ,:x(a)), ( ¡ ,j) son factibles <ver lema 

2) y aatiafacen la• condicion•• de holgura comple••ntaria <v•r 

lema 31. Lueqo son óptimo• en aua i'eapectivoa problemas y el 

teorema 2.6 queda completamente demostrado. 

PARTE 2 

Se demuestra a continuación el teorema 2.7, el cual da una 

cota ao:bre el naero total d• operacionH d• PEllE'l'RACIOH y NO 

PEHE'l'RACION requeridas para resolver un pro:bleaa del · transporte 

con el alqoritao alfabeta. 

El na.era 114sillD d• o,.racian•• d• 1»9n•traci6n y· no P91aetraci6n. 

qu• r.alisa el al9aritao alfAl:ltlta para obtener 1•.•o1ud6n 6pt.i-. 

d• un pro:bl... del tran•part• •• 

l a(i) .+ ~ Co(i)•l) C •inCm,nl+l) 

i i 

Demo•traci6n1 Clarament• cada vas que •l al9oritao alfabeta •e 

encuentra. en penetración, •1 valor del flujo incr••enta en al 
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~cnou una uniuad. Lueqo, el nl.'.lmero de apariciones de penetración 

está acotado por arriba por 

l o(i) = 

i 

¿ d( j) 

j 

Por otra parte, supOnqase que en alqun momento . el alqoritao 

al!a.l>eta se encuentra en no penetración. En ••te caso •• pued• 

demostrar que el námero de aparicion•• conaecutivas d• no 

penetración nunca puede •xceder min C m,n J ~ l. Veaaoaa 

Como se seft~laba en la sección 2.4, deapu6s de no penetración 

el etiquetado de la ••cci6n anterior permite continuar el trabajo 

del AFF. De donde un origen y un destino, no etiquetado• •n la 

iteración anterior, dab•r4n ser etiquetados en la presente. Para 

v•r ••to, r•cu6rdeae qu• deapuéa de cambiar las variables duales, 

al meno• un arco (~,j) •• vu•lve adaiaibl• con t e 1ª, j e l. De 

esta forma f recibirl. · IU etiqueta en la presente iteración. 

Ahora, ai 91 nuevo proceao de exploraci6n y etiquetaciOn r•aulta 

en no penetración, del lema 1 de ••te mismo ap6ndice, el arco 
A 

(j,t) estl. saturado, i.e. 

¿ f(i,j) = d(j), y 

i 

aún mils f(i,j) = o 
~ 

Y i e I, 

d• donde f(i,f> > O p.a. ¡ ' I~ e i puede ser etiquetado. 

Implicitamente se supone que loa origenea y destino• con oferta o 

demanda cero han·sido borrados del problema oriqinal. 
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Lue90, no puad.en exiatir llAs de min C•,nl + 1 apariciones 

consecutivas de ne penetración, 

Por lo tanto, una cota sobre el nóaerc total de operaciones 

requerida• por los subproble .. s de flujo ldzi•o para resolver un 

proble• de transporte es 

l o(i) + 

i 

l o(i) - l > ( min C•,n} + l ) 

:l 

donde el priaer BUJlando acota el no.ero de operaciones de 

penetración y el sequndo la• de no penetración. 

A•i' el teoreaa 2.7queda duoatrad.o y la parte 2 concluida. 

Se duuestra el teoreu 2.e, el cual ofrece una fon1& de 

!.erificar el valor del flujo ldzi•o en CPR') 

DI no pttn1ttra~i6n dentro de (PR'>~ 

Í o(S) .,. 

"' ill 

1 d(j) 

"' j&T 

.. 
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DEMOS1'RACION1 Una vez lograda la cptilllillidad en (PR'), da•pué• 

de la aplicación del AFF. Sean (f,x(a)) y e;.,¡, el par da 

solucione• ópti .. • del par da problema• (PR> y (DPR). Lue9c, 

{, • l o(i) + l d(j) -2¿: f(i,j) • ( 11 

i . j IJ 

• l o(i) ~(i) + l d(j)j(j) 

. i j 

pare, 

. I ou> ;i.(1> + i d(j>J<j> • 

i j 

• Í ~(i) ¡U) + Í o(i) ;((il 
#e . ""' 

... t d(j)j(j) + r d(j),(j) 
.. #e' 

I .I J J 

• l oli> - \ o(i) -
lc Lle, 

l dij) + r d(j) t t o(i) ! l d(j) 
le Lle' Lle, le 

I I J J I J 

• íc;,ci> -2 Í oU> + l d( j) -2 l dij) (2) 
#e, #e 

i I j J. 

Da (1) y (2) 

Iow + l dij> -2Í tli,j) = l oCi) + l d(j) -~ oW + l dij>) 
lc' le 

j IJ j I J 

Itti,j> • I o<i> + I dij> 
. #c.,. #e 

IJ I J 

A·lO 



lueqor el teoreaa 2.8 queda deaoatrado. 

, 
1 
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APENDICB 2 

Se aue1tra la subrutina·PRIDUA, conjtruida.par~ la solución de 

cualesquier proble•a de circulación a costo afniao, y algunos 

coaentarios ~ara su uso. 

Para una .aay_or claridad, H dividida ·. h e>eposicidn en tres 

pu tes: 

En B.ll se coaentan al9una1 generalidades sobre la subrutina 

Pl'!IDUA. Por, otra parte, B.2J exhibe las variables usadas en el 

desarrollo de la _subrutina PRIDUA y su significado. · _Rinal•ente, 

~.3J exhibe la rutina co•pleta. 



B.ll· COHBNTARIOS GBNBRALBS 

PRIDUA es una subrutina estructurada escrita en el len9uaje 

Fortran-77 ~ de la computadora VAX/11730 de IIE, que per•ite 

resolver el proble•a de circulacidn a costo •fni•o·<Ver 4.3>. 

Algunas particularidades del cddogo desarrollado son: 

l. Dada una red N con 9r~fica asociada G = <V~A>,'donde IVI=• y 

IAt=n, PRIDUA requiere que una biyeccidn entre el conjunto V 

y el •seg•ento• de nu•eros n.aturahs c:o•prendidi>s entre el 1 

y el • sea establ~c:ida. Asi, loa nu•eros asignado• servir•n. 
: ·. 
para identificar los nodos. de' la red duranb el desarrollo 

d•1 • ~l9orit10 out of kilter. 

seg•i'nto que Ya del 1 .el no 

Si•ilar•ente entre A y el 

2. Par• satisfacer. convergencia, PRIDUA requiere par,Htros 

enteros noeiadoa' .en ·ia.~ ~otaa por flujo y costas • . , 

3. La dimensión de 101 arregl'o• de la aub¡.utiriÍI' PRIDUA HUn en 
.· "" .. 

tuneidn de 10• .valorea· •'Hi•os. N"AXH <ndilero ••>ei•o de 
'. 

arcos) y NHAXNO :< nd1ero ••>ei•o ' d• nodo•>, 101 cual•• son 

leidos a travla de un archivo auxiliar llaHdo ARRAYS.JZE.l'OR. 

De esta •anera, para redes que sobrepasen el dhenaiona•ilnto 

preYiHenb asignado, bastar' dar una nueva reasignacidn' 

. . . ·----------· -----------------------------------
llriar q111 .... 1111 ..,_. infornddn labrt ntt llnguajt, fUldl 

' ·tif. • tllD,l~J, t111,19m. 
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acorde al tama~o de red que se desea resolver. 

4. Los para•etro• asociados ·a la red circulatoria son pasados 

por area c:o•dn CCO"HON>. El lector también puede pasar los 

datos requeridos como .ar9u11entos de la_ subrutina. En este 

caso se debiera eoditicar la lista de ar9u•entos y eli•inar 

el uso de COHHON's. 

~. ·P~IDUA puede iniciar con cualesquier c:irculacidn o potencial. 

Adicional•ente, PflIDUA puede •anejar. •arcos paralelos• .4ntre 
. . 

. un par de nodos, en este caso las localidad•• asóc:iada• a lo• 

vectores que denotan •l nodo ori9e~ .Y destino de e/u.de arcos 

c:oin.cidir1an. 

'· .En la salida PRIDUA •uestra a travfs d~l indicador SAL •i el 

procedi•iento encontrd la solucidn -pti•a o en caso contrario 

.si el problHa •• inhctible. En el pri111er caso los vectores 

'· fLU y PO co~t.ienen 
1
10• valorH dpt.iao~ de. flujo en c:/~rc:o y 

ii.otenc:h.ln en c/nodó, .r!fspec:tiva11111r)h• · 

.11,. 
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,:.., 

HSUPN 

NAICOS 

A 

IIICA> 

JJJCA> 

cosmH· 

SU~CA> 

JNfCA> 

l'LUCA> 

H 

POCIU 

. J!P. 

J!D 

·n' 

SAL 

. COI 

NOI 

. NDE 

NECN> . 

!TR 

LltB . • 

·, ·¡' 

;':• 

B.2J ARREGLOS Y VARIABLES 

Hdaero de nodos de la r1d 

Ndaero de 1rcos de la r1d 

Indice del arco A CA ··1, ••• ,NAICOS> 

Nodo ori91n d1l arco A 

Nodo destino d1l arco A 

Costo por.uriidadde flujo en el erco A 

Lf•U~ superior d1l tlujo en el .arco .A 

'Lfaite inferior de flujo.•n el arco A 
. . 

!lujo ~n el arco A. 

lndicit.d91 no~o N CN•l, ••• ,NSUPN> 

..... 

'·'' .. 

. _,; 

Vlrtable d'u1l, H el valor relativo. de introdudr un1. 

unidad de flujo .dentro de la red, en el nodo H ' 

Ndaero de iteraciones pri11l11 
. .· . 

NdHro, d• nene iones · dul111 ·-,' ' , 

N~ll~ro. de iterllr:tone1. Clr•llP+llD> 

Det~'~inll.:1i .. el flúj~ 1obre la red H f1ctible y dp,UIO 
- ,, ·•··. ' . • i 

CSAL•l >, ·~ en caso contrario 11 111:;. !Si flcUble (SAL· ir 0) 

Ca1\a relativo del arco 

Nodo origen en el procedi•iento de eUquehcidn 

Nodo de1Üno .en el procedi•ilnto de eUqí,ietacidn 

Etiqueh del nodo H 
,•·· ' i 

Uui.able tup.or !1.1 que guard1 el valor lle .h etiqueta del 

nod.o origen 

lndiéa .. 1i fue 1tiquehdo dgdn nodo 
',! ·: 
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DEL 

EPS 

ElCAllNC 

NEAllNC 

DISJÍll. 

ltS!NDC 

Guarda el valor •fniao de la función HINP 

V1lor de 1uHnto Co disainucidn> d• flujo en el 

arco A 

Variable ld9ica, ~ndica si existe un1 arco contor•able 

Co•pl .. ento di i..111riabli anterior 

Variable ·ló9ica, indica ti el destino del arco no 

confouable en cuestión, ha sido etiquetado 

Uariable·ld9ica, indica 11 existencia.o no ~e arco• 

no contonable1 

fUNCION "IHP Calcula el 1lni•o d. dos variabl11 Cx,y> .·i·, 

.·' ' 

:, 



B.3J CODIOO DE LA SUBIUIINA PRIDUA 

e 
SUBIOUUNE PRIDUA C NSUPN, NAICOS, SAL, Ir > 

e 
e ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• e • e OIJllO • e IESOLVEI EL PIOBLE"A DE CllCULACION A cosro "INI"º CON • e fLUJOS IESllINOIDOS EN CADA AICO • c • e EN IJADAS li e NAICOS. NU"EIO DE AICOS. li 
e cosr cosros UNIIAIIOS. li e fLU fLUJOS. li e IU NODOS DI LOS QUI 8ALIH LOS AICOS. • e INf fLUJOS "1H1"0S. • e JJJ NODOS A LOS IUI LLIGAH LOS ARCOS. •• e NSUPN NU"llO Dl:NODOS. • e 'º POllNCIALll·DI LOI NODOS. li 
e BUP fLUJDB H>llKOS. " e " 

' : ~ 

e SALIDAS. " e SAL 81 18 1 SI BNCDN110 UNA SOLUCION OPUKA; SI IS O . • .. 
e NO IJllllB IDLUCIOI. fACUILB. · li 

·e Ir NU"BIO DI llllACIOllS llALIZADAS A 
e fLU PIOPDIC IDNl IL rLtlJO OPllKO S 1 EL IND ICADOI SAL BS . 11 . 
e IGUAL A l. •• e 'º PIDPOICIONA LOS PDllNCIALBS OPflKDS SI BL " e INllCAIOI SAL 18 IIUA.L A l . " e " e 01811\IACIDNIS " e 

. u . ::A .:::•uu:~u~=~~:~:º c:~o u~~3J~, co::ºc'l:~:~ s::~: • e '" e .ACO!Alci 'POI AllllA y POI ~BAJO. 'C/Atco· A'.· IS!A " e . éAIAClllIZAIO POI: . " e ·"·NODO INICIAL ••••••• ~ •• ~••••• lllCA> " .e NODO flNAL •••••••••••••••• JJJCA) " e CD!A SUPlllOI ••••• ~· •••• ~ •• ~ •• SUP(~) " e . CD!A INflllOI ••••••••••••••••. JNrCA> " e cosro UN1tA110 ••••• ~ •••• ~ • • • • • cosrc A> " e '2J·.·· LOS cosroa· y CAPACIDADIB Dl'fLUJO·PUlllN 811 IN!llDS . ,, 
e Alll!IAllOI. . . . ,, 
e 3J . : PUIDIN EX 18! JI · AICOI PAIALILOS CDNIC!ANDO UN PAi DI ,, 
e . 111 NODOS. . ·. · · . . ,, 
e 4J IL ALIOll!llO PIDPOICIDllA COllD llSUL!ADOS. IL INDICADOI ,, 
e - :<DB DHIKALIDAD· SAL. 81 SAL ES .IGUAL A 1 ll'INlllGAN · ,, 
e LOS VBC!OllS fLU Y PO~ fLUCA) 18 BL fLUJD OP!l"O BN ,, 
e . IL l\ICO A. PDC.1> BS IL VALDI OPUMD DI LA VAllAILB • e . IU~L ASOCIADA. AL VBl!ICI J. . .. ,, 
e • .. . . 

. . . ·-
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C PllOGRA"D: LUIS "IGNACIO HERNANDEZ VIVAR A . 

t " C AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA 
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c 

c 
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e 
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e 

.. e 
. e.· 

e 
e 
e 

e ··.e 
e 
e 
e 
e 

e 
c 

. c 
c 
c 

.. C. 
• C. 

e 

JNCLUDE 'AllllAYSIZE.fOll' 

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA 
LAS SIGUIEN!liS YAIIA8LliS SON PASADAS. POI AREA CO"UN, Y 
SE ENCUENTRAN DI"ENSIDNADAS DE ACUERDO A AllRAYSJZE.POI 

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA · 

CO"hON /SUP/ SUP<NH~XAiA3) 
co""ºN llNf/ INFCN"AXARU> 
CD .. KON /llI/ II ICN"AXAJIA3) 
CONNON /JJJ/ .JJJCN"AXAIA3) 
CON .. ON IPLU/ fLUCN"AXAIA3) · 
CONNON /IDUAL/ PO<NNAXNO> . 
CO"HOH ·1cosr1.cosrcNHAXAIA3) 

' . . . . . ' 

AAAAAAAAAAAAAAAUUAAA,\UAJt.AAAAAAAUAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA . 
·· . . . . ·. . DECLAIACION DE VARIAILliS . . . 
AAAAAAAUAAAAUAAAAAAAAAAAAAAAUAAAAAAAAAAAU~HAAAAAAAAAAAAAAAAA 

. . . . ' . 

IN!EGl!I SUP ·fcosr ,fLU ,PO ,SAL;COl,C,EPS,A,AOK,DEL 
.IN!IGll J, 1 , ITP, llD · 
LOOICAL llXARNC,·NEAINC, AS!NOC, DEStlfE, ·LI, L2 
LOGICAL LLAVEl, · LLAYl2, AUXLO,G 
DININSION NICN"AXNO> 

AAAAAAAAAAAAA.AAAAAAAAAAAAAAAAAHAUAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA.·. 
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. UAUAAAHAAAAAAAAAAHAAAAAAAAAllAHAAAAAAAAAAAAAAAAAAAlrAAAAAAA~U 
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AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAl\AAAAAllAAAAAAAAAA 

D~ A;.i', NAICO~' 
. ' lf CINf<A> .or~.SUP(jl)) !HIN 

. · SAL .• O .... 
. · , ,. PllN! Ar 'LIHlll! SUPlllOR HINDI DUI IL INfEllOI EN llL AICO',A · 

END If ... ; . . . 
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. AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAllAAAAA 
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e 
e 
e 
e 
e 
e 

e 
e 

. . e 
C. 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
e 

1 

1 

NE< IND) " O 
END DO 
NE<NOR> = I!I 
LAB = 1 
DO WHILI ( LAB .or. o ) 

LAB • O 
A=l 
DESTHE • .TJIUE. 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• SE EtlQUETAN TODOS LOS NODOS SIN ETIQUETA OUE SE 
CONECTAN POI "EDIO DE UH AJICO A NODOS ETIQUETADOS 

·················································~·················· 
DO WHILE ( A .LE. NAICOS .AHD. DESTNE > 

lf( <NE<lll<A>>.NE.0.01.NE<JJJ<A>>.HE.O> ,AHD, 
1HE<Ill(A>>.EO,O.Ol.NE<JJJ(Al>.EO.O> > THEN 
C•COIT(A)-PO<Ill<A>>+PO(JJJ<A>> 

. lf ( NE< JII<A» ,EQ, O > THEN 
Ll • < fLU(A) .LE. IHf(A) ,OI. 

(fLU<A> .LE. SUP<A> .AND. C .LT. O>> 
If ( Ll ,EQ. ~FALSE. > THEN 

NEUIUA)) • -A 
Ll'IB • 1 

END Ir 
ELSE 

L2 • C fLU<A> .GE. SUPCA> .OI. 
CFLU(A) .GE. INFCA> .AHD. e .or. 0) 

lf ( L2 .EQ. .fALSI. > THEN 
NECJJJU)) • A 
LAI • 1 

END IP 
END Ir 

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• SE EUOUErA UN NODO Y SE IJBl lf ICA SI IS IL . 
NODO DIS!INO .. ................................................................. "' 
Jf. ( CLÁI .111. 1).AND.<HECNDE> ·.NE •.. o> ) rHEN 

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• ·SI EL NODO l!IOUEtADO ES EL NODO DESTINO . 
SI "ODlflCA IL fLUJO 

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
. I!P • I!P + 1 

LAB • -1 
DISTNE • .fALSI. 
ASINOC • .fALH. 
EPS • IHfAC 
N • NOI 
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:··,, ... ,, 

e 

LLAVEl ,. .UlUE. 
DO WHlLE ( LLAVEl 

A = NE<H> 
IP < A .LE. O > !HEN 

" = JJJ<-A> 
IP (COSI<-A>-POCN>+PO("),L!,Ol fHEN 

EPS • KINP<EPS,FLU(-Al-SUP(-A)) 
ELSE 

EPS • HINPCEPS,FLU<-A>-INF<-A>> 
END IP 

ELSB 
" • III<Al 
If <COSI<A>-POC"ltPO<Nl.LB.Ol !HEN 

'EPS • HINPCEPS,SUP<A>-PLU<A>> 
ELSE 

EPS D HlNP(BPS,INP<A>-PLUCA>> 
END IF 

END IF 

C . 11111\lilllllllill ltlllliilllt li lllilt ltlrllltlrUlt'll 111111lllti\1111 lliiltll ltlti\ltltltll 111111llUU1t ltU. /t 11 liltlti\ 
e . SI PIEOUNIA SI DB!BIHINAHOS EL AUHENro 
C . DE PLUJO PEIHII IDO 
e ltlti\llllllllltllltlutilti\llltltliltlu\UltAUUUAlti\UAUAltltlrltltAUltlrltUUltAUAUAliA 
e 

¡··, 

.:¡.' 

". ~ 

1 : • ~ 

END IF 
END Ir 
A • A + 1 

llNDDQ 
• • 1 • , ' ~ • 

i'. ,· 

IP C N· .NE, NOI UHBN 
LLAVEl • .raUE. 

ELSE 
LLAVEl • .PALSE. 

END IF 
END DO. 
LLAVllZ.• .!IUB. 
DO WHILE ( LL~VB2 > 

. A '• NECN> 
. IP C A .LB. O > !HBN 

· H = JJJC·A) . 
PLUHI> • PLUC·A> • EPS · 

ELSE 
" .. 111<11) 
PLU<A> D PLU<A> + EPS 

END IP . 
. N=H 

IP C N .• NE. NOR ) !HEN 
· LLAVB2 = • TIUE; 

ELSE 
. LLAVE2 • • PALSB, 

END IP 
END 110 

lHl 

-:; • f 

,· •,: 



IF < LAB .Ea. O> THEN 
e 
e ********************************************************************** C NO HAY CICLO QUE CONTENGA AL ARCO NO CONFORKABLE 
C Y BKPIBZA EL HETODO DE CAHBIO DE POTENCIAL 
e *****•••••************************************************************ e 

1 

l 

. l 

1 

. l 

1 
3 

l 

e-u 



e 

LAB-= 1000 
llND lf 

ELSB 

e ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• C PRODLEHA NO FACTIBLE 
e ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• e 

e 
e 
e 
c. 
e 
e 
e 

e 

ASTHOC • .FALSE. 
SAL • O 

EHD Il' · 
END Il' 

END Il' 
EHD Do· 

END DO 
END DO 

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• EL-HUHEIO DE IIEIACIOHES EN LA FASE PRIHAL Y.EN LA l'ASB 
DUAL COHSUIUYBN EL HUHERD IOTl\L DE IIBRACIONES ur) 
UAAAAUAAAAAUAAUllAUUllAAAUUAÁUUAAllAAAAAllUUUUUUAAUllU 

11 • JID + IIP 

REIUIH. 
BND 

e ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• C l'UNCIOH AUXILIAR HINP 
C AUAUAUAUAAUAAUUUAllAAAAAAUllAAllAAUAAAAUAUAUAAUAUAAAAAA 
e 

fUHCllON.HINPCX,Y> 
INIEGEI X,Y 
ll' ·C X.Lr.Y.AND.X.GB~O > IHEN 

HINP • X .. 
ELSE 

HIHP•Y 
END Il' 
RE!UIH 
END 

' .-J 
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