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INTRODUCCION 

La teor!a de redes es una clase de modelos matem&ticos que i~ 

volucra la representación gr4fica de ciertos problemas de opt! 

mizacidn. Las red•• tienen una aplicaci6n extenaa en diversos 

campos como sonr planeacidn, administraci6n, ingenier1a, qu1m! 

ca, educaci6n, etc.; en estos campos innumerables situaciones 

pueden formularae como modelos matem&ticos de redes. Algunos 

ejemplos son: sistemas de producci6n-diatribuci6n, tr4fico ur

bano, tranaporte colectivo, comunicacidn, redes el~ctricas, re~, 

plazo de equipo, inventarios, presas, flujo de dinero, tuber!as, 

oleoductos, aai9nacidn de recuraos y otros. 

A causa de la vasta aplicacidn de este tipo de modelo• y a la 

valioaa ayuda que proporcionan para el entendimiento de loa si! 

temas, ha habido gran actividad en sü eatudio. Gracia• a esto, 

y a la eatructura eapecial que preaentan los modelos de redes, 

se han deaarrollado algoritmos eficiente• para la aoluci6n de 

los problemas fo1:111ulados. Incluso se ha desarrollado mis de un 

algoritmo para resolver el miamo ·tipo de problema en base-a las 

restricciones que en 61 se consideren. Adem4s, los algoritmos 

son, en su mayorta, de relativa facilidad en su comprensidn y 

aplicacidn ya ~ue surgen de manera natural en el desarrollo de 

la teor1a. Otra ventaja de algunos de los algoritmos es que, 

a trav6s de ellos, es posible detectar cuando un problema de r~ . 
des no tiene solucidn. 



En la teor!a de redes existe un conjunto bien definido de pro

blemas b4sicos como: ruta m4s corta, flujo m4ximo, flujo a cos

to m!nimo, entre otros. Se conocen con el nombre de problemas 

b4sicos ya que otros problemas pueden ser formulados como éstos. 

Por ejemplo, el problema de transporte a costo m!nimo puede ser 

formulado como un problema de flujo a costo m!nimo, el problema 

de acoplamiento de cardinalidad m&xima puede formularse como 

uno de flujo m4ximo, algunos problemas de remplazo de equipo 

pueden formularse como uno de ruta m4s corta, etc. 

Este trabajo tiene como objetivo analizar las propiedades de 

cinco problemas básicos de redes: el problema del &rbol de peso 

m!nimo, el de la ruta m4s corta, el del flujo m&ximo, el del 

flujo a costo m!nimo entre origen y destino y el del flujo a 

costo m1nimo con ofertas en todos los v~rtices. Tambi~n se pr! 

sentan los algoritmos m4s utilizados en la pr&ctica para resol

ver estos problemas. 

El contenido del trabajo es como sigue: en el cap!tulo 1 se ana 

liza el problema del &rbol de peso m!nimo. Primeramente se des 

cribe el problema; despuds se presentan las propiedades de un 

&rbol que ser4n utilizadas tanto para justificar los mdtodos de 

soluci~n de este problema como para caracterizar ciertas solu

ciones del problema de la arborescencia de rutas m4s cortas y 

del problema del flujo a costo m!nimo con ofertas en todos los 

v@rtices. se enuncian y justifican dos mdtodos de soluci6n pa

ra el problema y se propone una herramienta para ·el .. an4lisis de 

··--sensibilidad; es decir, se rescata la soluci6n de un problema 

modificado. 
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En el capítulo 2 se analizan tres problemas de rutas m4s cortas: 

el de la ruta m&s corta entre dos vértices espec!ficos, el de 

la arborescencia de rutas m&s corras y el de la ruta m4s corta 

entre todo par de vértices. Se describen estos problemas y se 

establecen las condiciones necesarias para gárantizar la exis

tencia. de soluciones, Se caracterizan las soluciones del pro-

blema de la arborescencia de rutas m&s cortas tomando como base • 

las propiedades de los &rboles. Por dltimo, se presentan méto

dos de soluci6n para estos problemas. Dos de éstos sirven para 

resolver los primeros dos problemas de rutas m&s cortas.menci2 

nados1 uno se restringe a redes con costos no negativos y el 

otro se aplica a cualquier red. 

Los algoritmos del problema de ruta m!s corta también se util! 

zan en la solucidn del problema del flujo m&ximo en donde la d! 

terminaci6n de la existencia de rutas m&s cortas surge como un 

subproblema. 

En ~l t~rcer cap1tulo se describe el problema del flujo m&ximo. 

Se enuncia un teorema de gran importancia para determinacidn 

de la soluci~n del problema, as! como un método de soluci~n in~ 

pirado en tal teorema. Por dltimo se analizan ciertas varian

tes del problema1 es decir, se agregan ciertas restricciones y 

se reduce el problema para.poder determinar su soluci~n a par

tir del algoritmo.presentado. 
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En el capltulo 4 se describe el problema del flujo a costo m1n! 

mo entre origen y destino. se incluyen algunos conceptos b4si

coa dtiles en la determinacidn de la solucidn. Tambi6n se enu~ 

cian dos teoremas eaencialea para motivar y juatif icar loa m'~ 

dos de solucidn presentados. 

En el quinto capitulo se analiza el problema del flujo a costo 

mtnimo con ofertas en todos loa vdrticea1 ae establecen propo

siciones referentes a propiedades de ciertas soluciones del pr~ 

blema lluadH baae•·Y ae caracterizan tatas. Bn aeta.parte 

tambitn H formula el problmna como uno de proc¡ramacidn lineal .• 

Con1iderando 69to, ae especializa el mttodo aimplex para el ca-

10 de r.Sesr pr:f.Jleramente ae considera el problema con varia

bles no acotadas y posteriormente con variablell acotadas. 

Finalmente 1e incluye un anexo en el cual se presentan loa el! 

mentoa de teorta de gr&ficaa nece .. rioa para definir lo9 probl! 

mas tratados durante el trabajó~ 

,~: . 
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ARBOL DE PESO MINIMO 

CAPITULO 1. 



1.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

Consid~rese el siguiente problema: En un lago hay n islas, 

denotadas x1 , x2, ••• ,xn' y se desea construir puentes para 

comunicarlas. La construcci6n del puente (xi' xj) cuesta cij 

pesos. El problema consiste en determinar d6nde construir 

loa puentes de tal manera que cada par de islas queden cone~ 

tadas por medio de éstos y que el costo total de construcci6n 

sea m.S:nimo. 

Sea G • ~.~ una gr4fica, no-dirigida, donde el conjunto de 

v8rtices X representa al conjunto de islas y cada elemento 

(x1 , xj) del conjunto de aristas A, representa la posible 

construcci6n de un puente entre las islas xi y xj. Sea cuna 

funci6n que asocia, a cada elemento de A, el costo de cons-. 

trucci6n del puente respectivo. Observese que una soluci6n 

para . este problema es una gr4fica parcial '1' -= [!(,A~ de G. 

Esta gr4fica parcial deber4 cumplir los tres pu~os siguientes: 

a. '1' es conexa, puesto que se desea que exista una cadena 

que una a todo par de vertices. 

b. '1' no deber( tener ciclos puesto que, de ser as.S:, se incu

rrirfa en un costo 1nnece••r1o. 

c. El coato de T deberl ser m1nimo. 

En ba•e a lo anterior, se definen los siguientes conceptos. 

s 



Definición. Un cirbol es una gdfica T = [!e,~ conexa y ac!clica. 

La siguiente gráfica es un árbol: 

1 

7 

Definici6n. Sea G • [!<,~ una gdfica no dirigida. Un &rbol 

expandido de G es una gdfica parcial T • [!<,A~ , de G, que es 

un Llrbol. 

\, 
Como ejemplo, con~id~rense la siguiente gr&fica G, un &rbol 

e•pandido de ella y un -&rbol no expandido. 

Gráfica 

G 

Arbol expandido de G Arbol no expandido de G 

•' 



Nótese que, entonces, la gr~fica T que ser4 solución para 

el problema de las islas debe ser un árbol expandido de G. 

Por otro lado, obsf!rvese que· una gráfica puede tener va

rios ~rboles expandidos.. Por esta raz6n, existen diferen-

tes alternativas de soluci6n para el problema de las islas; 

sin embargo, se tiene inter~s en la mejor de todas ellas, 

es decix, aqu~lla con costo total de construcción mtnimo. 

Se definirá, entonces, el costo de· un árbol. 

Consid~rese una función p que asocia un real a cada arista 

de una. gr§fica. A este real se le llama peso de la arista. 
,· 

La funci6n puede representar costo, distancia, tiempo, etc. 

En. el caso del problema de las islas la función p fue deno

tada· con la l.etra c y representa el costo de construcción 

de un puente. 

Definici6n. El peso de un !rbol es la suma de los pesos de 

las aI:istas que lo forman. 

En base a los conceptos anteriores, es sencillo concluir que 

la. soluci6n 6ptima al problema de las islas esta dada por el 

Srbol expandido de peso m!nimo asociado a la gr4fica G. 

Los m~todos de determina.ci6n del 4rbol expandido de peso m1'.

nimo de una gr4f ica sa discuten en este capttulo. Sin em-

bargo, antes de describirlos, conviene postular algunas de 

las propiedades m!s importantes de las gr!ficas denominadas 

.í rbOles. 
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l.2 PROPIEDADES DE ARBOLES 

Existen distintas definiciones de árboles todas ellas equiv~ 

lentes entre s{. Con el propósito de demostrar tales equiv!!_ 

lencias se empezara a analizar ciertas propiedades elementa

les de una grlfica. La siguiente proposición muestra el efe!:_ 

to de añadir una arista a una gráfica con varias componentes 

conexas • 

. Proposición 1. Sea G = CT<,A] una grlfica. Supóngase que se 

agrega la arista a = (x,y) a la gr4fica G. Entonces: 

i. El ndmero de componentes conexas de G disminuye una unidad 

si los extremos de a pertenecen a dos componentes conexas dis

. tintas, En este caso, la arista a no pertenece a ningdn ciclo 

de la gdfica G' .. [!t, AU{a[]. 

11. El ndmero de componentes conexas de G permanece igual si 

los extremos de a pertenecen a la misma componente conexa. 

En este caso, a pertenece a un ciclo de la gráfica G' =IB 1 AU{aJ]. 

Demostración. !.· Sean G1 = CT<l'AiJ y G2 = CT< 2, Ai) las dos com 

ponentes conexas distintas de G tales que XEX1 y yEX 2• Entonces 

la gr4fica c1uc2 • l}c1ux 2, A¡UA2uta:0 es una componente conexa 

de G'. En efecto1 sean i,j dos vértices de x1ux2• Como G1 y G2 
son gr4ficas conexas, se tiene que: Si i y j pertenecen ambos a 

x1 (o a x2), entonces· existe la cadena (i=i1 , 12, ••• ,ik = j) que 

une i con j en c1 to en G2) y por lo tanto en G'. 

,/ 
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Si ieX1 y jeX2 entonces existen la cadena (i=i1 , 12, ••. ,ik=x), 

que une i con x en a1, y la cadena (y=j1 ,j 2, ••. ,j~ = j) que 

une y con j en G2• Entonces (i=i1 , 12, ••• ,ik = x, y=j 1, j 2, .•• , 

j~=j) es una cadena que une i .con j en G'. Si i~x 2 y j~X1 el 

razonamiento es an4loqo. Supóngase que a pertenece a un ciclo 

de G'. Sea (x=x1,x2, ••• ,xk = y,x) este ciclo; entonces 

(x=x1 ,x2, ••• ,xk =y) es una cadena que une x con y en G. Esto 

es una contradicción puesto que x y y pertenecen a componentes 

conexas distintas de G. Por lo tanto, a no pertenece a ningdn 

ciclo de G'. 

ii. Si x y y pertenecen a la misma componente conexa, entonces 

G y G' tienen las mismas componentes conexas. Por otro lado, 

existe la cadena (x=x1,x2, ••• ,xk=y) que une x con y en G. 

Entonces (x=x1 ~x2' ••• ,xk=Y• x) es un ciclo, en G', que contiene 

la arista a y la prueba termina. 1 

Ea tambi'n importante notar, antes de proceder a enunciar las 

definiciones equivalentes .de •rbol, que el n11mero de aristas en 

·un.:.irbol es igual al ndmero de v.frticea menos uno. Esto es una 

¿onáecuencia irunediata de la siguiente proposici6n. 

Proposicidn 2. Sea G •· l!t• ~ un~ gr!fica con n v~rtices y m 

aristas. 

a. Si G ea conexa entonces m > n-1 

b. Si G es ac1clica entonces m < n-1 

9 



Demostraci6n. Sup6ngase que se construye la gráfica G=[X,A) 

agregando, una a una, sus aristas a la gr4fica G
0

=[x,$) que 

consiste de n componentes conexas. 

a. Obsérvese que cada vez que se agrega una arista, el na

mero de componentes conexas disminuye, a lo m4s, en una uni

dad. Por lo tanto, para obtener la gr4fica conexa G a par

tir de la gr!fica G
0 

con n componentes conexas se necesita 

agregar, al menos, n-1 aristas. 

~· Es inmediato que toda gr&fica parcial de G es actclica. 

Entonces cada vez que se agrega una arista, el ndmero de 

componentes conexas disminuye exactamente una unidad. Dado 

que G tiene, al menos, una componente conexa se concluye que 

el namero de aristas que hay que agregar es a lo m4s n-1 y 

la prueba termina. 1 

El teorema que a continuaci6n se enuncia es muy importante 

puesto que postula la equivalencia de las definiciones de 

Arbol. Es f!cil demostrar la equivalencia de estas defini

ciones contando con las herramientas proporcionadas por las 

dos proposiciones anteriores. Por otro lado, las propieda

des de los 4rboles expuestas en el teorema serán de gran 

utilidad para caracterizar las bases del problema de progra

maci6n lineal asociado al problema de flujo a costo mtnimo 

que se analiza en el quinto capttulo. 

10 
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Teorema 3. sea G = [X,Al una gr4fica con n v~rtices. Sup6n

gase que n ~ 2. Los postulados siguientes son equivalentes y 

caracterizan un árbol: 

a. G es conexa y ac!clica 

b. G es ac!clica y tiene n-1 aristas 

c. G es ac!clica y si se agrega' una arista se forma exacta

mente uri ciclo. 

d. G es conexa y tiene n-1 aristas 

e. G es conexa pero deja· de serlo si se elimina una arista 

f. Existe, en G, una dnica cadena entre todo par de v~rtices. 

Demostraci6n. (a implica b). Que G sea ac!clica se sigue di

rectamente de la hip6tesis. Que G tenga n-1 aristas se sigue 

inmediatamente de la proposici6n 2. 

(b implica e). Sup6ngase que se agrega la arista a • (x,y) a G. 

Sea G' • [X,A'], donde A' .. A U'{a}~ Entonces el ndmero de 

aristas de G' es n. Por lo tanto se tiene que G' tiene, al 

menos un ciclo (proposicitSn· 2). Sup15ngaae que G' tiene, al 

menos dos cicloa. Sean ~atoa (x • x1, x2, ••• ,~i • y,x) y 

(x • y1,y2, ••• ,yj •y, x)1 entonces (x • x1,x2, ••• ,xi =y• Yj' 

Yj-l' Yj_2., ... ,y1 .. x) es un ciclo que no contiene la arista 

a y, por lo tanto, esta contenido en G. Est~ es una contradi~ 

cit5n ya que Ges, por hip6tesis, acíclica. Por lo tanto G', 

tiene exactamente un ciclo. 

11 



(c implica d). Supóngase que G no es conexa; entonces existen 

dos v6rtices x y y tales que no existe una cadena, en G, que 

los une. Luego, x y y est!n en dos componentes conexas disti~ 

tas de G. De la proposici6n l se tiene que G'=[X, AU{(x,y)}) 

es aciclica. Esto es una contradicción a las hipótesis de c. 

Por lo tanto G es conexa. Ademas por hip6tesis,. G es ac!cl! 

ca. Entonces G tiene n-1. aristas. 

(d implica e).: Sea. a una arista de G. Sea G'=[X,.A -'.{a}). 

El nOmero de aristas de G' es n-2; entonces, por la proposi-

ción 2, G' no es conexa. 

(e implica f). Como Ges conexa existe, al menos, una cadena 

entre todo par de vértices. Supóngase que entre los vértices 

x y y existen, al menos, dos cadenas. Sean c1 y c2 dos de t~ 

les cadenas. Sea a una arista de c1 que no est4 en c2• En

tonces la gr!fica G'=[X,A - {a}) es conexa. Esto e~ una con

tradicci6n a la ~ip6tesis. Por lo tanto, la cadena que une a 

un par de vl!rtices es dnica. 

(f i'!nplica a). Que G sea c9nexa es inmediato de la hip6te-

sis. Supóngase que G tiene un ciclo. Sea ~ste· (x1 ,x2, ••• ,xi ,x1). 

Entonces existen dos cadenas entre x1 y xi' a saber: 

lx1 , ... ,xi) y (xi,x1). Esto es una contradicci6n a la hipó

tesis. Por lo tanto G es actclica. 

Con ésto se concluye la demostración del teorema. 1 

1Z 



Otra de las propiedades importantes de los Arboles es que 

existen ciertas operaciones que, al aplicarse a un árbol, 

producen otro árbol. Una de estas operaciones es: se agr~ 

ga. un vértice y se conecta al árbol por medio de una arista. 

La otra es: se eliminan del árbol un vértice que tiene 

una sola arista adyacente y dicha arista. Estas dos opera

ci.ones seráo utilizadas, posteriormente, en el método sim-

plex especializado en redes. En el capitulo donde se p~e

senta este Gltimo método se probará que las soluciones bás! 

cas del problema de programaci6n lineal, asociado al probl~ 

ma de flujo a costo minimo, corresponden a ~rboles expandi

dos de la red de flujos y viceversa; se probará también 

que. las bases de este problema son tr.iangularizables. Pre-

cisamente en esta parte se utilizarán las operaciones men

cionadas anteriormente. 

La justificaci6n de conservaci6n de árboles bajo estas ope

ra.cienes se dar& en la proposici6n 5; sin embargo, antes de 

establecer ésta considérese la siguiente definici6n. 

Definici6n. Sea G=[X,A) una gráfica. Sea x un vértice de G. 

· Se dice que x es un vértice pendiente si su grado es uno. 

En otras palabras, un vértice pendiente en una grAfica, es 

4quél que tiene una sola arista adyacente. Los árboles ti~ 

nen, al menos, dos v~rtices con esta caracter!stica¡ ésto 

se demuestra en la proposici6n 4 • 

. 13 



Proposici~n 4, Sea G=[X,Al un lrbol con n v~rtices~ donde 

n > 2. · Entonces G tiene, al m.enos, dos v~rtices pendientes. 

Demostraci6n. Obs~rvese, primeramente, que la suma de los 

grados de los v~rtices, en una grtfica no dirigida, es dos 

veces el nllmero de aristas puesto que cada arista contribuye 

dos veces a la suma. Sea n el nllmero de vértices de G. 

Puesto que G es un lrbol, tiene n-1 aristas; luego la suma 

de los grados de todos los v~rtices de G·es 2(n-l). Por otro 

l~do, puesto que G es conexa, el grado de todo vértice es 

mayor que cero. 

Sup6ngase que todos. los.vértices de G tienen grado mayor que 

uno. Entonces la suma de los grados de todos· los v~rtices 

es mayor o igual que 2n . ( > 2 (n-1) ), lo cual es' una contra

dicci6n. Por lo tanto G tiene, al menos, un v~rtice pendie~ 

te. Sup6ngase ahora que todos los.v~rtices de G, exce2 

to uno, tienen grado mayor que· uno. Entonces la ·suma de los 

grados de todos v~rtices es mayor o igual que 2n-l(> ·2(n-l)~ 

lo cual tambi~n es una·contradicci6n. Por lo tanto G tiene, 

al menos, dos v~rtices pendientes y la prueba termina. 1 

En la siguiente proposici6n se prueba lo referente a la co~ 

servaci6n de Arboles bajo las operaciones antes mencionadas. 

14. 



Proposición 5. Sea G = [X,A] un Arbol. Entonces: 

a. Si x es un v~rtice pendiente de G y a es la única arista 

adyacente a él, la grlfica G' = [X-{x}, A-{a}J es un arbol. 

b. Si se agrega un vértice x a G y se conecta"ª G por medio 

de una arista, a, la gráfica resultante, G' = (XU{x} , 

AU{a}] es uri arbol. 

Demostraci6n. Sean n el n6mero de vértices de G, m el n<imero 

de aristas de G, n' el nlimero de vértices de G' y m r -el nClmeto 

de aristas de G'· 

.!• Por construcciOn de G' se tiene que n'=n-1 y m'=m-1. Lue 

90, m'=n'-11 ademas, G' es conexa. Entonces, por el teorema 

3, G' es un 4rbol. 

~· De nuevo, por construcci6n de G', se tiene que n' = n+l 

y m' m m+l. Luego, m•mn'-1; ademas G' es conexa. Entonces, 

G' es un arbol y la prueba termina. 1 

Considérese, ahora, el próblema de encontrar el Arbol expan- · 

dido de peso mínimo en una qrAfica con una funciOn.de peso 

asociada a sus aristas. Debe notarse que, para que el pro

blema tenga soluci6n, la gr&fica debe ser conexa, si ~sto se 

satisface puede garantizarse la existencia de un lrbol expa~ 

dido y, por lo tanto, podra procederse a la bQsqueda del me

jor Arbol expandido. La existencia de dicho Arbol se afirma 

en un corol~rio del teorema 3. 
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Corolario 6. (Del teorema 3). Sea G = [X,A] una gráfica 

conexa, entonces G posee un árbol expandido T = [X,A']. 

Demostraci6n. En efecto, si no existe una arista aeA, tal 

que la gráfica G' = (X,A - (a}] es conexa, entonces G es un 

árbol expandido. Si s! existe tal arista, considérese aho

ra la gráfica conexa G' en vez de G y rep!tase este proce

dimiento. 1 

En la siguiente secci6n del cap!tulo se presentan métodos 

de determinación del árbol expandido de peso mínimo en una 

gráfica conexa. 

;,.·· 
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1.3 METODO DE' SOLUCION Y. JUSTIFICACION. 

En. esto. parte del cap!tul.o se presentan dos m~todos de so

luci~n para el problema. de determinar el 4rbol expandido de 

peso mtnimo en una red conexa R • [X,A,p), con n v~rtices, 

. as~ como la. justificaci~n de los mismos. 

El primer m~todo es .el algoritmo de I<ruskal tambil!n conocido 

como al9oritmo-·"9lot6n•. Este mfitodo consiste en ordenar 

las aristas en orden ascendente de peso. Las aristas se 

irln examinando en el orden establecidá y serln cosideradas 

en el lrbol si no forman ciclo con las anteriormente conud! 

radas; de este modo se obtendr4. una grlfica actclica. El 

algoritmo termina.. cuando el nt\mero de aristas consideradas 

sea igual al nGm.ero de.v~rtices menos· uno garantizando, de 

esi.. manera, la 9eneraci6p de un lrbol expandido de G. Ob

sAnese que, en c.ada iteraci6n, la grlfica fqrmada por las 

vistos. considerad.as' y ."sus extremos no necesariamente es 

cone•a, excepto en la Oltima. iteraci6n. 

Debe tambi6n notarse que el nGm.ero de i teracionea ser4, al . . 
menos, el n~ero ~e.v.~rticea menos uno (en el caso de que 

laa primeras n-~ aristas en el orden establecido no formen 

ciclo) ·y, a lo ~·· el nOmero de aristas. 
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ALGORITMO DE KRUSKAL 

Prop6sito. Determinar el &rbol expandido de peso m1nimo en 
1 

una gráfica G m [X,A] conexa con n vértices y m aristas. 

l. 

2. 

Descripci15n. 

Ord~nese el conjunto de aristas de manera creciente con 

respecto a la funci6n de peso. Sean ª1•ª2•···•ªm las 

aristas ordenadas. Hacer k = j = o y A' ~ ~. 

Hacer j = j + l. Si la arista aj no forma ciclo con 

las aristas de A' entonces A' = A'U{a .. }. Hacer k=k+l . J 

e ir a 3. Si la arista aj forma ciclo ir a 3. 

3. Si k • n - 1 terminar. La qr4fica T • (X,A') es el 

4rbol expandido de peso m!nimo de G. Si k < n - .1 re

qresese a 2. 
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Justificaci6n del algori.tmo. Sea T la grafica generada por 

el algoritmo. Por construcci6n T es ac!clica y tiene n - 1 

aristas; por lo tanto, T es un árbol expandido de G. Ahora 

se demostrar& que T es de peso iuínimo. Sea S un árbol de 

peso m!nimo de G y sup6ngase que T es distinto de S. Basta 

.probar que T y S tienen el mismo peso para que el algoritmo 

quede justificado. Para ello se procederá de la siguiente 

manera~ 

A partir de los 4rboles T y S se construirá otro árpol, s1 , 

de peso mínimo de G con la característica de que es m4s "p~ 

recido" a T que S; es decir, si T y S tienen h aristas en 

coman, T y s 1 tendrán h + 1 aristas en coman. Despu~s, si 

T ~ s1, a partir de estos dos árboles se construirá otro ~r 

bol de peso mínimo de G, s2, que tendrá h + 2 aristas en co 

m6n con T. · Como el procedimien~o propuesto e~ finito, lle

gar& wi momento en el que se construir! un 4rbol Sk de· peso 

m1nimo de G que tenar& n - l aristas en coman con T; es 

decir, se tendrl slt. = T y se podrA concluir que Tes un.4r

bol de peso m!nimo de G. 

Para l~ construcci6n del 4rbol Sr (r=l, ••• ,k) considerese lo 

siguientei Si T - Sr-l (S0 = S) difieren, al menos, en una 

arista. Sea u1 la arista de menor peso que est4 en T pero 

no en Sr-l' es decir, p(u1) = min {p(a)}, para toda arista 

a E T tcsl que a t Sr-i • Obs~rvese que u1 es la primera. arista 
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examinada, durante e¡ al9oritmo, que pertenece a T pero no a 

Sr-lº Por otro lado, como ªr~l es 4rbol, existe en ~luna 

cadena que une los extremo• de u1• Esta cadena contiene una 

drista, u2, que no pertenece a T, puesto que si estuviera t2 

da la cadena se formarla un ciclo con u1 en T. Aqr69uese u1 
a sr-l y elildnese u-2 de ªr-l.º Sea Sr la qr&fica resultance 

y vbs~rvese que Asta es un lrbol de G. 

Arbol T Arb.ol Sr 

Ahora debe probarse que Sr ea de peso 111fni1110~ Eato se had 

por inducción. Para 11 • O, 111e tiene que S
8 

• S es un 41'1:.11>1 

de peso mfnimo de G. Sup6n9 .. e v4lida la afirmaciOn para 

~.· r - 11 ~sto es, sup6ngase que ªr-l ea un lrbol de peao 

mlnimo de G, Esto implica que 

y como Sr-l y Sr difieren s~lo en una arista se tienes 

Basta probar que p(u11~ plu2) para poder concluir que 
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p(Sr-l) • p(Sr>· Para 6sto, supóngase que p(u2) < p(u1)1 

n6teae que esta auposici6n implica que la arista u2 fu6 

examinada antes que la arista u1 durante el algoritmo de 

Kruskal que gener6 T. Por otro lado, como u2 no fuA in

cluida en T,· esta arista forma ciclo con las aristas exa

minadas antes que ella y que fueron incluidas en T. Sean 

éstas b1,b2, ••• ,bj •. Debe observarse que p(bi) < p(u1), 

para i•l,2, ••• ,j1 luego, dada la definici6n de u1 , se con

·Cluye que bl'b2, ••• ,bj pertenecen a Sr-lº Esto es una CO,!! 

tradicci6n pueato que b1,b2, ••• ,bj y u2 formar!an ciclo en 

sr-l" Por lo tanto ae concluye 

Esta expresi6n junto con la expresi6n (*) implica 

y.por lo.tanto& 

ea decir, Sr ea 

T y Sr contienen 

tenida en sr.1>1 

un &rbol de peso mtnill\O de G. N6tese que 
~·· .. 

ambos a la arista u1 (que no estaba con-. 

luego, si T y Sr-l. tienen h aristas en 

cCmon, T y S~ tienen h + 1 aristas en comGn. Si T •.Sr 
. . 

entonces T ea de peso mini.mor en caso contrario, conatrQ

yaae Sr+l' del miamo modo que como se conatruy6 Sr' a. par

tir de T y ·ªr· Bate procedimiento ea finito puesto que el 

nGlllero de aristas de T ea finito. Con Asto queda justifi

cado el algoritmo. 1 
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Ejemplo l. Considérese la siguiente gr~fica: 

Determínese el Srbol de peso mínimo en la grSfica mediante 

el ·algoritmo de I<ruskal. 

Iteraci6n l. Se ordenan laa aristas: 

ª1 •(2,3), ª2 •(2,8), ª3 •(1,2), ª' •(8,4), a5 •U,8), ª6 •(5,8) 

ª1 •(8,9), ª8 •(1,5), ª9 •(3,,), ª10•(5,6), ª11•(7,9), ª12•(3,8) 

ª13•(6,7), ª14•(3,9), ª15•(8,6), al&•(•, 7) y a17•(3,5) • 

A' • {al} 1 k • l. Puesto que k < n - ,1 •. 8, adn no se tiene 

el Srbol. 

En el siguiente cuadro se presenta un reawnen de las opera

ciones realizadas en cada iteraci6n. En. la primera columna 

aparece el nOmero de iteraci6n1 en la segunda, la arista que 

se agrega al conjunto A' para ir formando el lrbol1 por.t1lt! 

mo, en la tercera columna se tiene el nQmero de aristas que 

ya se han incluído en el arbol hasta .eaa iteraci6n. 
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Número de Arista agregada Valor 

iteraciOn ( j) a ·A• de k 

1 ª1 - (2 , 3) 1 

2 ª2 "' (2 , 8) 2 

3 ª3 = (1 , 2) 3 

4 ª4 = (8 , 4) 4 

5 ninguna (a5 forma ciclo) 4 

6 ª6 • (5 , 8) 5 

7 ª1 .. (8 , 9) 6 

8 ninguna 'ª8 forma ciclo) 6. 

9 ninguna (a9 forma ·ciclo) 6 

10 ª10· (5 , 6) 7 

11 ª11ª (7 , 9) 8 

fueato que en la iteraci6n 11 se tiene que k • 8 •n - l, se 

ha obtenido la soluci6n 6ptima1 Asta esta dada por la gdfi-
. . 

ca T • (X,A'), donde A' • {a1 ,a2 ,a3 ~a 4 ,~6 ,a7 ,a10•ª11> 

Este Srbol expandido tiene un'peso de 0+1+2+2+3+3+5+5 • 21. 
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M6todo Alternativo de Soluci6n. 

El m~todo alternativo de soluci6n para el problema del lr

bol de peso m!nimo de una red conexa con n v6rtices, es 

el algoritmo de Prim. Este algoritmo consiste en conside

rar, inicialmente, una gráfica formada por cualquier v@rt! 

ce de la gr4fica1 despu6s se agregar! la arista de menor 

peso adyacente a 61 y su otro extremo. Luego se aumenta 

la arista más pequeña, que tenga exactamente un extremo en 

la gráfica formada, junto con su otro extremo. Se procede 

de esta manera, sucesivamente, hasta tener n-l aristas en 

la gráfica generada. 

A diferencia del algoritmo de Kruskal, la gr&fica construi

da en cada iteración es conexa. En particular, la dltima 

gr~fica obtenida es conexa y adem&stiene n-1 aristas; lue-
, ', 

, go, esta gráfica es un árbol expandido de la gr4fica orig!. 

nal. Debe notarse tambi6n, que el algoritmo termina en 

n-1 iteraciones exactamente: esto constituye otra diferen

cia con el algoritmo de Kruskal. 
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ALGORITMO DE PRIM 

Prop6sito. Determinar el Arbol expandido de peso m!nimo en 

·una 9rlfica G • [X,AJ conexa con n vC!rtices. 

Descripcic5n 

l. · Sea x0 cualquier vC!rtice de la 9rlfica G1 sean 

x0 • · {x0} y .A0 • + •. Hacerlé • o. 

2. k •. k + 'l 

. 3. · Sea. ~Je .el .conjunto de aristas que tienen e:"actamente 

· u.ri extremo en ~k..:i.· Sea ª:.: la arista de peso mínimo 

d.e. ele y sea xk el .. extremo de ªk que no pertenece a 

Xk-l.° . Hacer 

·C. - Si k < n-1 ir a U).· · Si k ·• n - 1 terminar. La 9rlfica 

Tn.:.r • [Xn-l' ~-l.J es un lrbol expandido de peso m!ni

mo de G. 

_,,-. 
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Justificaci6n del algoritmo. Basta demostrar que cada gr! 

fica Tk • C"Jc,At)' k = 1,2, ••• ,n-l es una subgráfica conexa, 

con k+l v6rtices, de un árbol de peso m!nimo de G. Esto se 

hara por inducci6n sobre k. 

Para k•O la afirmaci6n se cumple puesto que T0 consta de un 

solo v6rtice. Sup6ngase que la afirmaci6n es v4lida para 

k=r-1. Ahora se demostrar! que tambi6n lo es para k=r. Ya 

que Tr-l: tiene r v6rtices y es conexa entonces, por cons

trucci6n, Tr tiene r + 1 v6rtices y es conexa. 

Sea T* • [X,A*J un lrbol expandido de peso mínimo de G que 

contiene todas las arist~s de Tr-l' Si ªres una arista de 

T*, entonces Tres una subgr&fica conexa de T*. Si, al co.!'.! 

trario, T* no contiene a ªr' entonces al agregar ªr a T* se 

formara un ciclo con ªr y la cadena que une sus extremos en 

T*. Dada la definici6n del conjunto Cr' dicha cadena con

tiene una arista de 611 sea 6sta u. 

Sea el &rbol T' • [X,AJ, donde A' • (A* U{ar}) - .{u}. N6t.! 

.se que Tres una subgr6fica conexa del Srbol T'. Ahora, 

puesto que 

p(aic) .. min {p(a)}, para todo k • 1,2, ••• ,n - .1 
aECk 

se tiene que: 

p(T') ~ p(T*) 

y como T* es un lrbol expandido de peso mínimo de G, ente!! 

ces T' tambi6n lo ea y, por lo tanto, la afirmaci6n es vllida. 1 
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mDIPu> 2. Considá-ese la siguiente gr4fica. 

D~t:el:In!ncse el &ix>l expmiido de peao m!Jwio msHante el algoritmo de Priin. 

Se empezar4 a'aplicar el algoritmo definiendo x0 • {7}. 

En el siguiente cuadro se presentan, resumidas, las iteracio

nes del algoritmo. En la primera columna aparece el ndmero de 

itcraci6n (k), en la segunda el conjunto ck resultante. en la 

k-6sima iteraci6n, en la tercera la arista de peso m!nimo de 

Ck (ak), y, por dltimo, .en las-colum~s cuarta y quinta res-

pectiva."lcnte, los vGrtices y las ari•taa que ir4n formando el 

kbol expandido, de peso m!nimo de la gr4fi~a. En la'· iteracien 
. . . }. . . . ' 

k•n-1=9 puede observarse que el arbol expandido de pe•o m!ni-

mo generado por el algoritmo e11 

3 s .,_ __ 4..._ ___ -t a 

4 

cuyo peso es: 2+4+1+1+2+3+4+5+4 • 26. 
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N 
OD 

' . 
It:eraci4n (k) 

.1 

2• 

3 

4 

5 

6 

7 

8, 

9 

{(4,7),(6,7),(7,8),(7~9)} (6, ,, 

{(3,6),(6,9),(4,7),(7,8), (3, 6) 
(7,9;) 

{ (1,3), (l,4), (6,t), (4, 7), (1, 3) 
(7,8), (7,9)} 

{(1,2),Cl,4),(3,4),(6,9), (l, 4) .· 

(4, 7), (7,8), (7,9)} 

{ Cl,2) 1(2,4)1 C4,5)., (6,9), (1, 2) 
(7,8),(7,9))' 

{ (2,5), (4,5), (6, 9), (7 ,8) ' (2, SJ 
17,9)} 

((5,8),(6,9),(7,8),(7,9), (5, ., 

{(6,9), (7,9), (8, 10)} (6, 9) 

{ (8,10), (9,lOJ} (9,lOJ 

Aic • 

(7,6) {(6,7)} 

(7,6,3) {(6,7),(l,6)} 

{7,6,3,1} {(6,7),(3,6),(1,3)} 

{7;6,3,1,4} { 1617), (3,6), (1,3), (1,4)) 

(7,6,3,1,4,2) { (6, 7), (3,6) , (1,31, (1,4), 
(1,2)} 

{7,6,3,1,4,2,5) {(6;7J,(3,6),(1,31,(l,4J, 
(1,21,(2,5)) 

{7,&,3,1,4,2,S, {(6,7),(l,6),(1,3),(1,4), 
8} .. '(1,2) '(2;5t, (5,8>} 

{7;6,3,1,4~2,S, {(6,71,(3,6),(1,3),(1,4), 
8,9) (1,2), (2,SJ, (5,8), (6,9)} 

(7,6,311,4,2,S, { (6, 7) , (3,6) '(1,3), (l 14), 
8,9,10) . (1,2),(2,5),(S,8),(6,9J, 

(9,10)) 
"· 
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l.C ANALISIS DE SENSIBILIDAD 

Una vez presentados los métodos de soluciOn para el problema 

del 4rbol de expansi6n m1nima es interesante observar el efec 

to de eliminar una arista de la grlfica original. Es claro 

que, si esta arista no pertenece a la soluci6n 6ptima, la so

luci6n Optima del problema de encontrar el lrbol de peso m1n! 

mo en la grlfica resultante de remover dicha arista, es la 

misma que para la gr&fica original. Sin embargo, si la aris

ta forma parte de la soluciOn Optima, es importante contar 

. con una herramienta que permita. resolver el nuevo problema 

aprovechando los resultados que ya se han obtenido. Ensegui

da se analiza este problema. 

Sup6ngase que se ha obtenido el &rbol expandido de peso m1ni

mo T ~ (X,A*) de una gr4fica conexa G = (X,A). Sup6ngase que, 

por alguna raz6n, es necesario eliminar una arista de la gra

fica G que, ademas, pertenece al irbol T. Considdrese, aho

ra, el problmaa de encontrar el 4rbol expandido de peso m!ni

no de la grifica resultant~ de eliminar dicha arista. 

Sea a • '(x,y) la arista que debe eliminarse· y sea G' la gra

fica resultante de tal eliminaciOn1 es decir, G'•[X,A-{a}J. 

Entonces, el problema consiste en encontrar el &rbol expand! 

do de peso m1nimo de G'. Es claro que una manera de resolver 

el·problema e• aplicar, a G', algdn algoritmo para encontrar 

el &rbol requerido1 pero el procedimiento que se describe a 

continuaciOn, permite obtenerlo aprovechando que ya se cuenta 

con el lrbol T. 
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Al eliminar (x,y) de T, éste se descompone en dos componentes 

conexas. Sean ~atas T1acx1,A1J y T2=(X2,A2J. Obsérvese que 

· un extremo de la arista a esta en x1 y el otro en x2• Sup6~ 

gasa, sin pérdida de generalidad, que x esta en x1 y que y 

esta. en x2• · Sea U el conjunto de aristas de G distintas de 

la. arista. a que tienen· un extremo en x1 y otro en x2.. Obs6_!: 

. vese que. si: u. es. vacto' .el problema no tiene soluci6n puesto 

que G'. no serta conexa y .por lo tanto no existe lrbol expan-

4.ido de. G'. · Sup6ngaae,. entonces, que u no ea vacto. Sea u* 

la. arista. de' u tal que .p'(u*)·. ! p'(u), para toda arista u de u • 

. Ll. aplucilSn del· problema queda establecida. en la siguiente 

propoaiclOn. 

Prop0aicl&n. 7 •. · Lá grtfi,ca ~*•(X,. A1UA2 u·cu*}) ea lrbol expa!!. 

dido de peso m!nimé:> de G' .•. 

·· ~~tr~~i6~. ·· Sun laa gr6fica1 conexas G1•cx1 ,A11 y G2 • 

: cx-2,1:2), donde A1 ea el conjunto de aristas de A que tienen 

aboa .extremo• en x1' U•l,2). ·Se. dmaoatrara primero que T1 

·y .'1'2 son.· loa lrbolH ex~didoa de peso mtniao de G1 y G2 re~ 

pectivamente. Sup6ngaae que '1'1 no ea un lrbol expandido de 

peso ndnilllO d• o1• Sea lf•(x1·,u1J el arbol expandido de peso . 

alnillO de dicha grlfj,ca1. ••tiene, entonces, que p(N) < pCT1). 

· sea '1'' • (X,: u1· UA;i O(a})' ~ NOteae que '1" .. un lrbol expan

dido de. G. Bn efecto, 'l'' ea actclica ya que la arista a tie

ne· un extremo en x1 y ,otro en x2 y lae gdficaa N y '1'2 son 

actclicaa •. Ahora bien, 
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1 p(T') = p(Ul) + p(A2> + p(a) = p(N) + p(Az) + p(a) 

por otro lado 

por lo tanto, p(T') < p(T)¡ 6sto contradice que T sea un &r

bol expandido de peso m!nimo de G. Por lo tanto, T1 es un 

~rbol expandido de peso m!nimo de G1 . An&loqamente se prue

~~ que T2 es un 4rbol expandido de peso m!ni~. de G2 • 

Por otro lado, G1 puede expresarse como la grlfica [X,A1ta2t.J1 

y, puesto que p(u*) ~ p(u) para toda arista u de u, se tiene 

.que T* es un &rbol expandido de peso m!nimo.de G' y con ••to 

s.e concluye la prueba. 1 

Es importante hacer riotar que este mismo procedimiento puede 

aplicarse en el siguiente problema: 

Sup6n9ase que. se ha encontrado .. el· arbol de 'peso m!nimo/flo[X,A*], 

de la qr!fica G=[X,Al y aup6nga1Íe tambiln que ae modifica 

el peso de una arista a cA*. Se desea encontrar ahora el a! 

bol de peso m!nimo en la gr&fica G con la funci6n de peso, 

asoci~da a las aristas de G, modificada para la arista a. .si 

el nuevo peso de a es menor que . el que ten!a anteriormente,, 

es claro que la soluci6n 6ptima aeguirl siendo la mi811la1 el 

proble~a surge cuando el nuevo peso· de a ea mayor que su peso 

anterior. Es en este'\\ltimo caso cuanClo puede aplicarse el 

m~tocio &nteriormente expuesto. En efecto, para encontrar la 

nueva soluci6n,la Gnica modificaei6n que deber& hacerae al 

procedimiento sera no ex~luir a la arista a del conjunto u. 
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Ejemplo 3 •. Consid~rese la gdfica del ejemplo l y su !rbol 

expandido de peso m1nimo. Sup6ngase que se elimina la aris

ta ( 2, 8). La gr!fi,ca re·sultante, G' , es: 

DetezlilfrwÁ: ·el ~rbol expandido de peso mlnimo en esta nueva gr! 

. fica. · Las componentes conexas en que se divide T. al eliminar 

: (2,8) son: 
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El conjunto U estar4 formado, entonces, por las aristas: 

(l,5),(l,8)~(3,4),(3,5),(3,B) y (3,9), cuyos pesos son: 

4, 3, 41 10, 6 y 7 respectivamente. De aqu! se tiene que 

u*= (1,8). Por lo tanto,·el árbol expandido de peso mínimo 

de G' es: 

cuyo peso es: 0+2+2+3+3+3+5+5 • 23 • p(T) - p(2,8) ·+ p(l,8). 
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RUTA MAS CORTA 

CAPITW,O 2 



2.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

En este cap!tulo se presentan métodos de soluci6n para los s! 

guientes problemas de rutas más cortas en una red R=[X,A,d): 

l. Ruta m4s corta entre dos vértices espec!ficos s y t. 

2. Rutas m4s cortas entre un vértice espec!fico s y todo vér 

tice x en la red. 

3. Ruta m4s corta entre todo par de vértices. 

Para ejemplificar considérese el siguiente problema: 

En una terminal de camiones para pasajeros se desea estable

cer la ruta que deberá seguir el autobas que presta servicio 

de la ciudad s a la ciudad t de tal manera que la distancia 

recorrida sea lo m4s corta posible. A este problema se le 

puede asociar una red R = [X,A,d) donde: 

X • {Ciudades a las cuales se ofrece el servicio} 

A = {Tramos de carretera entre las ciudades} 

d A -> R donde, para todo aeA, d(a) = longitud 

o dista~cia del tramo de carretera a. 

En general, en una red R = [X,A,d], al namero d(a) asociado 

a cada arco se le llama longitud o costo de a. Por otro la

do se define la longitud de una ruta o camino como la suma de 

las longitudes de los arcos que la forman; aquella ruta tal 

que su longitud sea m!nima se le llama ruta m4s corta o cami

no mas corto. 
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El problema de la terminal de autobuses es entonces encon

trar la ruta mas corta entre dos vArtices espectficos: los 

que representan a las ciudades s y t. ObsArvese que en es

te caso las longitudes definidas• son no negativas1 sin em

bargo el problema de encontrar la ruta mas corta entre dos 

vértices espec!f icos puede generalizarse a cualquier red 

puesto que la funci6n de longitud, d, puede representar, 

ademas de .distancia o tiempo, costos o alguna otra cantidad. 

Si la red contiene arcos con longitudes. negativas pueden 

presentarse circuitos negativos (circuitos de longitud ne

gativa). En este caso el problema puede ser no acotado pue~ 

to que dada cualquier. ruta entre s y t que contenga al cir

cuito negativo existe otra mejor, a saber aquella que con

tiene una vez mis al circuito. .En la siguiente red ocurre 

Asto: 

.. . . 
Una ruta de s a t ea: 8,3,1,2,3,t de longitud 7. Otra ruta 

de s a t, mejor que la anterior, esa a,3,1,2,3,l,2,3,t, de 

longitud s. De hecho si se conaiera una ruta que contenga 

el arco (s,'3), M veces el circuito 3,1;2,3 (M>O).'y el arco 

( 3,t ) , 
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la longitud serl 9·2Mt de tal modo que si M tiende a infin!, 

tor .la: longitud de l.il ruta ti:ende a menos infinito. Luego, 

l& :ruta mas corta entre s y .t. no existe. · 

· Se co~cluy~ entonce• quer para que el problema de la ruta 

mas corta entre dos.vdrtices espec!f~cos tenga soluci6n, 

deber~ cumplirse quet 

.: (i) · Exista. .al90Ji. camino entre s .Y t1 

: (ii)'. No existan circuitos· negativos tales que haya· un ca

mina de s. a. algOn.vArtice del circuito Y.otro de algQn v~!. 

. tice del .circui.to. a. t~ · 

·sup6n9aae Ahora que en la terminal de autobuaes se desea m~ 

:jorar el. servicio· que se proporciona a la Ciudad s1 cori es

te· o~jeto. se requiere encontrar las :rutas mas cortas entre 

. l.a. ciudad. a' y todas. la• demAa ciudades a las cuales se da 

el servicio· •.. A ·este problema puede asociarse,· de nuevo, la 

.red def~da. anterioi:Jllente •. · 

Antea de.· ana.li&ar cu&nclo tiene soluci6n este problema se 

AefihidD.UIDI. CQP.Ceptos que sed.n de· utilidad. 
' 

· Sea. G • (XiAl' una 9rl.fi,c:a dirigida y sea. aeX1. entonces s se 

· llama rab de .G, si ex.iste un camino de • a x para todo xex. 
•', -~ .;, -
·una. arborescencia' es un 4rbol que. tiene· una ralz •.. Lá si

guiente 9t&fj,.ca es una arboreséencia de raiz· l &. 
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· Sea. G•(X,Al una. grlfica dirigida. Una arborescencia de G 

es un lrbol expandido de G que tiene un Vértice que es ra!z. 

·Se demostrar&, m&.s adelante, que en una arborescencia de 

ratz··s el camino de s a x 1 para todo x&X, es dnico. 

Conaid,rese ahora. una red R=[X,A,d]. !!.!!.! arborescencia de 

· -~ ·!!!!! ·~.· de R es aquella arborescencia tal que la 

· dnica ruta de s a x, para todo xeX, es una ruta m4s corta 

de s a. x. 

· una. vez. definido• estos conceptos, pu~de .decirse que el pr_2 

. bleaa de la terminal de autobuses es encontrar la arbores

cencia: de rutas mls corta.a de raiz s de la red R=[X,A,d]. 

Haciendo' una analog!a con el problema de la ruta mis corta 

entre dos.vArtices espec!ficos puede concluirse que para 

que exista la arborescencia de rutas m&s cortas de ra!z s 

en un:a red cualquiera R=IX,A,d], Asta deber! cumplir que: 
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(i) Existen caminos de s a x, para todo x&X, Es decir, que s 

sea ra!z de la red. 
I 

(ii) No existen circuitos negativos en la red R; ya que de pr! 

sentarse •stos el problema seria no acotado (por la misma ra

zdn expuesta para el problema de ruta mas corta entre dos ver

tices especlficos) • 

Finalmente, aupdngaae que en la terminal de autobuses se tiene 

interes en encontrar las rutas mas cortas para todos loa camio· 

nea que prestan servicio entre cada par de ciudades. Huevame!!. 

te, se asocia a este problema la red R • (!c,A,c!J definida ant! 

riormente1 ae deben encontrar, entonces, las rutas m&s cortas 

·entre todo par de vdrticea en la red R. 

Este dltimo problema tratado ea una generalizacidn inmediata 

de los anteriores. Por dato ae deduce que, para que exista s2_ 

lucidn en cualquier red R • (!c,A,c!], deber• cumplirse lo siguie!!. 

tes 

(,1) :. Existe, al menos, un camino entre todo par de vdrtices. 

(ii) No existen circuitos negativos en la red R. 

Antes de exponer loa mdtodoa de aolucidn para estos tres probl! 

mas, se demostraran algunas de las propiedades de las arbores

cencias. 
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2.2 CARACTERIZACION DE UNA ARBORESCENCIA 

Existen cierta.a propiedades de las arborescen.cias que ser4n 

utilizadas en b. bGsqueda. de la. solucil5n del problema. de la 

arborescencia de rutas mts cortas de ra!z x0 • Estas propi~ 

da.des se demuestran. en el siguiente teorema en el cual se 

postulan las distintas caracterizaciales de este tipo de qr! 

. t'~cas. Ea importante. hacer. notar que, en qeneral, la arbo

r:eacencia de rutas mta cortas ea distinta del &rbol del pe

. so m!nilllo de una. red puesto qu~, mientras que el segundo 

· concepto ea. no orientado el primero §olo es aplicable a r~ 

des dirigida.a. Aan en el caso en que la red sea ctiriqida, 

un 'rbol .no necesariainente ea arborescencia ya que este pu~ 

de. no tener. rd&·~ Por esto, para .determinar la arborescen

cia de rutas m&a cortas no es posible aplicar ninguno delos 

algoritinoa· preaen.tados en el cap!tulo anterior. Podr!a su

ceder incluso qua· un lrbol de peso mtnilno resulte ser una 

· arborescencia'7. sin embar90, de ningGri modo puede garanti

&arse· que esta sea de rutas m&a cortas. Por ejempl~, en-·la 

: siguiente ~ech. 
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Un !rbol de peso mínimo resulta ser: 

el cual, resulta ser una arborescencia de raíz l. sin embar

go, la Qnica ruta en la arborescencia entre los vértices 1 

y 4 tiene una longitud de 5 unidades y existe otra ruta dé 

longitud menor entre estos dos vértices en la red; en efec

to, la ruta 1,4 tiene una longitud de 4 unidades. Por lo 

tanto, puede concluirse que la a1:borescencia no es de rutas 

más cortas. 

En la siguiente parte del capítulo se presentar4n los ml!!to.

dos de soluci6n para el problema de la arborescencia de ru

tas más cortas, así como para los otros dos problemas ante

riormente descritos. 
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Teorema. Sea G=CX.llJ .una. gd.fi.ca con n v~rtices. su¡;iOn.gase 

que ·n· ~ ·2. Lo• postulados siguien.tes son equival.entes y e_! 

racterizan· una arbor~scencia. 

a •. G ea un lrbol y tiene' uri. vértice x0 que es rdz. 

b. Para. todo. vl!rtice x existe' uri. camino· Cínico de x0 a x 

c. G tiene al.. vértice x0 qu~ es ratz· y si se elimina un 

U:CO entonces x0, ya no es ratz·~ 

d. : G ea conexat e{' ht0) .""º Y .9:- (x) .;;l, para todo. vértice x 

distinto de x0 •. 

e. ~ G es aC!clicit., 9-.(xiJ>:•o· y .9- (:it) .;;l, para todo vl!rtice x 

dia.tiato de x0 •. 

. f •.. G ·tiene como ra.1z ·a. x0· y es aclclica 

9. G :tiene cama ratz a x0 y posee n-1 arcos~ 

Dl!llo•traciC5n. : (a iJllPJ.ica b) Ha. x· uri drtice de G. Pues

. to que. x0 _e• :rat&: ·d.e G entonces existe uri camino de x0 a x. 

· Su¡;6ngaae qué exuten, al menos, do• caminos de x0 a x. E.!! 

·. tonce•. G ten4rla un ciclo· y ••to contradic~ ·que G es· un a~ 

~l •. L~ego, el camino de. x0 ax ea dnico. 

: (b uplica cJ Puesto que existe' un camino entre x0 y x, P! 

ra todo.vertice x, entonces x0 es ratz. Sea a•(xi,xj) un 

arco de a· y aupÓngaae qué x0 ea rala de la grlfica G'•(X,A

. Cii.} j r' ·entoncH existe uri. c&lllino de x0 a xj .en G' · (ndtHe 

que eate camino no contiene a a) • Ahor.a.' puesto que XO es . . . 
rab'de G, existe un camino de x0 a XiJ este camino y el 

arco.~,. f~1:111an· un camino de x0 a xj1 entonces·existen, en G, 
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. dos CllJllinos distin.tos de x0 a xj, lo cual es una contradic

ci6n. ·Por lo tanto, G no tiene a x0 como raíz. 

(e implicad) Puesto que x0 es.ratz ae G entonces G .es co

nexa. Supl5n9ase que g-(>t0);o; es decir, que existe un ar .. 

co {x 1 x0). Como x0 es ra1z, entonces existe al menos un 

camino de x0 a x1 luego, al eliminar (x,x0) de G, x0 sigue 

siendo ralz. Esto es una contradicci6n y por lo tanto 

9-(x0)•0. ·Por otro lado, por ser x0 ratz, se tiene que 

9-(x)~l para todo v~rtice x di•tinto de x
0

• SupÓngase 

que g-tx)>l1 es decir, que existen al menos dos arcos (xi,x) 

y (xj,xJ. Entonces, al suprimir cualquiera de estos 2 ar

cos, x0 sigue siendo ralz de G. Por lo tanto g-(x)•l, pa

ra todo x distinto de x0• 

(d implica e) La gdfica G es conexa y tiene n-1 arcos 

puesto que g-(x0)•0·y·g-(xJ•l para todo x .. x0• Bntoncea, G 

ea un &rbol y como consecuencia e• actclica. 

{e implica f) S1 x0 no fuera rata entonces G tendrta' un . 

ciclo puesto que g-(xJ•l, para todo x .. x0• 

(f implica gJ G es acíclica y ademl• conexa puesto que x0 
es raíz. Entonces G ea un lrbol y por lo tanto tiene n-1. 

(q implica a) G tiene n-1. arcos y es conexa puesto que. x0 
ea raíz. Luego, G es un 4rbol. 1 
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2.3 METODOS DE SOLUCION Y JUSTIFICACION 

En esta parte del capítulo se presentan los métodos de soluci6n · 

para el problema de la arborescencia de rutas más cortas de 

ra!z a en una red R = [!c,A,c!J. El primero de ellos s6lo es 

aplicable a rede• que tienen arcos con costos no negativos y el 

segundo puede utilizarse para cualquier red. 

En la pr4ctica existe gran cantidad de problemas que involucran 

costo• no negativos (tiempo, distancia, etc.)¡ es por esta ra

z6n que se justifica el desarrollo de algoritmos que se aplican 

s6lo a estos casos. Por otfo lado, el método presentado para 

rede• con esta caracter!stica, constituye el primer paao del a! 

goritao general posteriormente expuesto. Es importante mencio

nar que estos algoritmos tienen la ventaja de ~ue, adem4s de 

proporcionar la aoluci6n 6ptima cuando existe, detectan cuando 

6ata no existe1 ya sea que dicha soluci4Sn no exista porque s no.· 

ea ra!~ de la red o por la presencia de.circuitos neqativoa. . . . 

. Cabe señalar que estos ml!todos sirven tambil!n; para encontrar la· 

~olucidn 6ptima del problema de la ruta m4s corta entre tÓdo 

par de vertices. 

Para el problema de la ruta m4s corta entre todo par de v6rti

ces ae presenta un· algoritmo con la misma ventaj!l CJU,, loa ante

riores. *s adn, si la ruta 1114• corta exiate para ~lgunos ra
rea de v6rticea y para otros no, el algoritmo proPQrciona las 

longitudes de las rutas existentes y detecta para qua parea de. 

vfrtices no existe ninguna ruta. 
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Otra observacidn importante que debe hacerse es que, como se 

ver& en capítulos posteriores, el problema de la ruta m4s cor 

ta resulta un subproblema del problema de flujo a coato mlnimo. 

otro subproblema que surge en la bdaqueda del flujo a costo m! 

nimo, es el de la deteccidn de circuitos negativos por lo cual 

los métodos expuesto• en este capitulo ser4n de gran utilidad. 

a. ARBORESCENCIA DE RUTAS MAS CORTAS 

caso de redes con costos no negativoli. 

El m6todo de aolucidn presentado para el probl•a de la a:i:bo-. 

reacencia de rutas ... cortas en redes que tienen arcos con 

costos no negativos fu6 desarrollado por Dijkstra (1959) y esta 

considerado como ~l a6todo mas eficiente para resolver este pr~ 

blema. Este m6todo se basa en la aaignacidn de etiquetas "'per•· 

manentes• a lo• .v6rticea para los cuales ya se conocen las lon

gitudes de las rutas a&a cortas de la ralz a ellos. Sea s elite 

conjunto de v6rtices. r..s etiquetas de loa verti-

cea de S representan precisamente las longitudes de las rutas 

1114• cortas buscadas. Loa vartices restantes se etiquetan •tem

poralmente• con una cota superior de la longitud mas corta de 

la ralz al v6rtice etiquetado. En la primera iteracidn el co~ 

junto s contendr4 dnicamente al v6rtice ralz; ea decir, sdlo 

la ra!z estar& etiquetada penianentemente. Las etiqueta• t•• 

porales se mejoran continuamente y en cada iteracidn se agrega 

exactamente un vertice x a Sr ••te vartice es aquél tal que la 
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longitud desde la ra!z es la m4s corta posible. Puesto que t~ 

dos los arcos tienen costos no-negativos, siempre puede encon 

trarse una ruta maa corta de la ra!z a x que pase s6lo por vd~ 

tices de SJ en este caso la etiqueta de x representa la longi

tud de la ruta mas corta correspondiente. Una vez que todos 

los vArtices esten en s, las etiquetas de todos los vertices S! 

r4n las correspondientes a las longitudes mas cortas desde la 

rafz y por lo tanto .se habra encontrado la soluci6n deseada. 

En el caso en que se desee s6lo la ruta mas corta entre dos v~ 

tic ea especffico.s, se obtendr4 la soluci6n cuando se etiquete 

•permanentemente• el vdrtice final del camino buscado. 

~. 
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ALGORITMO DE DIJKSTRA 

Propósito. Obtener la arborescencia de rutas rn4s cortas de 

ra!z s en una red R = (X,A,d] con costos no negativos en 

los arcos. 

Descripci6n 

~· (Inicializaci6n de etiquetas). Sea d(s)=O y mllr

quese esta etiqueta como permanente. Sea d(x)=m, para to

do x;s y considérense estas etiquetas como temporales. 

Sean a(xl=x (estas etiquetas indicar4n el predecesor de x 

en la arborescencia). Sea p = s· 

Paso 2. (Actualizaci6n de etiquetas). Para todo xtf+(p) 

que ·tenga etiqueta temporal, actualizar etiquetas de acue~ 

do a: 

d(x) = min {d(x), d(p) + d(p,x)} 

sí d(x) se modific6, hacer a(x)=p. Sea x* tal que d(x*,-min :1 

{d(x) ld(x) es temporal}. Si d(x*)=<I>, terminar, En este 

caso no existe arborescencia alguna ~e rd.z s. En otro C! 

so, marcar la etiqueta d(x*) como perman.ente. Sea p=x*. 

Paso 3. (i) (Si sOlo se desea la ruta de s a t~; Si p • t, 

terminar: d(p) es la longitud del camino m4s corto. 

Si p + t, ir al paso 2. (ii) (Si se desea la arborescencia,. 

Si todos los v~rtices tienen etiquetas permanentes, terminar, 

esta. es la longitud del camino deseado y el conjunto de: arcos 

(a ( x) , x) forman la árborescencia de caminos mh cortos. · En 

otro caso ir al p·aso ·2. 
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Justificaci6n del al9oritmo. 

frimeramente obaarvese que· el algoritmo termina. en un. nl1mero 

fi,nlto de iteracionesf· ya. sea en el paso 2 o en el·paso 3 

puesto que e~ nGmero de v6rticea es finito. Se justificar4 

la. optim.Alidad del algoritmo para el caso del problema de 

arboreacencill de tuta.a mas cortas ya que el otro caso esta 

. c::omprendid.i:> en 6ste. 

NCSteae q~e. ai el .. a.lgoritino termina en el paso. 3, la gr4fica 

9enerada tendrl n-1. arco1· y .a • como ralz;' por esta raz6n, 

dicha (¡rafi,c8., ea una. arborescencia. · Por otro lado se tiene 

que,· por. conatruccic5~, d(it) ·e1 la longitud del t1nico· camino . 
.. 

de. • a x en esta. arborescencia'. · Ahora se probara que la ª!: 

. bora1cen.cia: genera.da. ea de rutas m'8 c.ortaa. : Par~ ello se 

daaostrara,· por inaucci6n •obre el ndmero de iteraciones, 

que. las etiqueta.a permanentes de lo• vArtices, son las lon-

9itUdea de· 1as ruta.a m4a ,corta.a de • a x, para todo. xcx. 

Batá ea.claro en la. primera iteracic5n. "Sup6nc¡aae que tam

bi~ ea. v~lido en la k..;~.•imA iteracic5il. ' Sean· s el conjunto 

d.e. -v•rticea con· etiq'ueita.1 perinanentes y Él' el· con'junto de 

. v.articea con ~tiquetaa temporales en la iteracic5n k. Al fi

. nál. del paao 2 de la itera.ci6n.k+l la etiqueta temporal d(x), 

para x&S' es la longitud de-una ruta mi• corta de• ax que 

contiene solamente vartice• de s. Bn efecto, en cada iter! 

ci6nt 1dlo ••'etiqueta permanentemente un.v6rtice1 por lo 

tanto,. ·1cUo· ea necesaria.' la comparacil5n efectuada en .el pa-
• 

ao 2. · Bn parti.c.ula.r. C!sto ·auéede para .x* (v«!rtice· con: la 

1111nlma etiqueta. temporal) •· : 'supc5ngase ahora que la ruta m&s 
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corta de la ralz a x* no contiene s6lo v~rtices de s. Sea 

y el primer vdrtice, en el camino m4s corto de s a x*~ que 

no est4 en s. Puesto que los costos de los arcos son no 

negativos entonces la longitud de la porci6n del camino de 

s a x*, que une a: y con x*; es no negativa. · Sea D esta. 

longi.tud. N6teae que la porci~n del camino de s a x* , que · · 

une a s con y, es un camino que 'contiene solamente vdrticea 

de S, Peró d (y) ea la. longftud de' una ruta mas corta que 

contiene todos sus v8rtice• en s, luego: 

d(y) + D < d(x*) 

lo que implica 

d (y) '< d(x*> ·- o < d (x•) 

lo cua.l constituye· una contradicci6n puesto que d(x*). ea el 

llltnimo de. laa étiqueta• temporales. Luego, ae concluy~ que 

la ruta maa corta de a a x• contiene a6lo v6rticea de S y, 

por lo tanto, d(x*) ea 'su· longitud. Por lo tanto, la eti:.. . 

queta permanente de X ea igual a·la lonqitiJd de la 'ruta mb' 
' .... 

corta de a ax en la iteraci6n k-+ l. 

Finalmente, ob•llrve•e que si d(x*) ea igual a infJ,nito (pa

so 2) en alguna iteraci~n,· entonce• exi•t• alg~n v~rtice 

(x* y todos lo• que tengan etiqueta temporal) para el cual 

no existe ruta alquna,.de•de •; puede entances concluirse que 

el problema no tiene •oluci~n puesto que en este caso a no 

ea ratz de la red. · 1 
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Ejemplo l. Sup6ngase que en un aeropuerto se considera la 

posible adquisici6n de un equipo que,· a causa de ciertas m~ 

dificaciones, ser4 inGtil dentro de tres años. Los costos 

de utilizaci6n y de reventa del equipo usado son conocidos. 

El equipo puede ser utilizado durante uno, dos o tres años, 

revenderse al final del periodo de utilizaci6n y comprarse 

uno nuevo para usarse durante el tiempo restante. Los cos-

tos totales en. los que se incurre (costo de compra mas coa-. 

to de utilizaci6n menos precio.de venta) estan dados en la 

matriz de costos 

1 2 

8 

5 

3 

16] 
11 

6 

:El elemento (i., j) de la matriz es iqual al costo tot;aÍ.' e1U11!.. 

· · llones de pesos en el que se incurre si se compra un eq11i.po 
·: 

al final del. año i, se utiliza hasta el final del año j y se 

.revende. Se desea· encontrar la estrategia mas econ&nica.'de 

compra y reventa de equipo. 

Para resolver este problema considl!rese la red R • (X,A,C]. 

donde: X • {O,l,2;3} y ~ada elemento de x· indica el final 

de un año, (i ,j) cA si y s6lo ai es posible comprar el. equipo 

al final del año i. y revenderlo al final del año j; finalmente , 
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C(i,j),'es .el costo total en el que se incurre por comprar 

el equipo al final de año i,· usarlo y revenderlo al final 

del año j. Una forma esquem&tica de .la red es: 

· ... 
' ' 

. ' . . 
. . . ' 

Ob•trveme que~ una ruta ~e O a 3 en la red corresponde á una • 

e•tr~tegb po~ible y viceversa; por otro ·1ado, el costo de 

una estrategia posible e• ~l mimo que el de la ruta corre.! 

pendiente. Por ejemplo, la.rut~ 0,~,3 (de longitud 15) co-. 

rreaponde a comprar al final d~f año O, utilizar el equipo 

durante un año, revenderlo y comprar uno nuevo al final del 

año 1, utilizarlo durante dos años y revenderlo al final del 

año 3 (con un costo t;otal de 4+11•15 millonm). POr otra parte, 

oan¡rar el SCJJip> al finÍl del. ailo o, utilizarlo durante tres 

·años y revenderlo al final del año 3 (con un costo total de 

16 mil:a.on.) corresponde a la ruta o, 3 (de longitud 16). 
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Para encontrar la. eatra.tegia" 6ptima. se deber6, en.tonce& en:- . 

con.trar· la. ruta mia corta entre los vArtices ·O y 3 er~ la red. 

Para' ••to ae aplicara el' algoritmo de Dijkstra considerando 

s • o y .t • 3 • 

. Iterac.f:6n: l •. · d(O). • o (etiqueta permanente) 1 d(x)••, para 

. x•I·,2,3· (etiquetas temporales).· ~ ··o . 

. Ad.tualizaci6n de .•tii¡uetaa 1 r~ Cp) ·• · {i, ~., 3} 

. .. 
d(l) • aiin''. e•,· '4}. ·-

., a(U. • o 
.d(2) .;; mi~i': { •·,· in - 8· a(2). • o 

·'· d(l). • llln:· { • ,· 16} ·- 16 . a(J) • o 

De donde x~ .~ ·1: .(vlrtice. con llfnima etiqueta temporal) • Se 

.marca .d(l)·'cCllO: pemanente1 p •l. · (p' it t • 3)~ 

d(2): ·• lllln'{i,• + 5} • 8 

dfl): • ain' {i61•~1'i} • 15 

a(2) no cambia 

a(J) • l 

De donde x• .. • 2· (vlrtice con a1nima etiqueta temporal). Se 

marca d (2). calo permanente1 p • 2· '(p + t) • 
It'eraci«Sil. 3. · Actualiz&ci«Sn de etiquetas a r+ (p). • {3} 

d(J). • ain {is~e+ 6> ·"' u a(l). • 2 

... 



De donde x* = 3 ~vértice con mínima etiqueta temporal). Se 

marca d(3) como permanente; p = 3 = t. Se termina. 

Para recuperar la ruta m!s corta de O a. 3, de longitud 

d(3) = 14, se utilizan las etiquetas a(x). La ruta deseada, 

en sentido inverso, es: 3, a(J) = 2, a(2) • O. Luego la 

estrategia 6ptima para el problema del aeropuerto ea comprar 

el equipo al final del año O, utilizarlo durante doa años, 

revenderlo y comprar uno nuevo al final del año 2, utilizar 

este Gltimo durante un año y venderlo al final del año 3 

con un costo total 'de .14 millonee de ,pesos. 

'''., 

• ,¡; 
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Ejemplo 2. Consid6rese el siguiente mapa de los Ferrocarri

les Nacionales de M6xico, donde las v!as est4n representadas 

por arcos y el ntlmero asociado al arco li, j) representa el 

tiempo, en hora~ que·'.tarda un ferrocarril en recorrer el tr_! 

mo de vla (i,j). 

Sup&ilgase que ··e CS.. encontrar la• rutas 1114• rlpidas para 

loa. ferr~carrile• que pre•tan servicio de•de el D.F .. hasta 

cada una de l•• ciudade• del mapa. 
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En t~xminos de gr4ficas se desea determinar la arborescencia 

de rutas más cortas de ratz D.F. Para resolver este proble-

ma se utilizar! el algoritmo de Dijkstra puesto que los cos-

tos de los arcos son no negativos. 

Iteraci6n l .. d(D.F~)· :a o· (etiqueta permanente)1 d(x) ""P! 

ra todo x&X, x + DF (etiquetas temporales). p =D.F. 

Actualizaci6n de etiquetas: 
+ . 

r (p) = {El Rey, Teotihuac4n, 

Metepec, t:uautla}i 

d(El Rey) • min {oo, 2 } - 2 a(El Rey) .. D.F • .. 
d(Teotihuacln) • min {m, 2 } • 2 a (Teotihuacán) = D.F. 

d(Metepec) • min: {m, 2.5 } • 2.s1 a(Metepec) = D.F. 

d(Cuautla) • min {m, 3 } • 3 a(Cuautla) = D.F. 

De donde x* = El Rey, pue~to que éste es el vdrtice con m1ni

ma etiqueta temporai' (los empates. se .rompen arbitrariainente). 

·se marca d(El Rey) como permanente1 p • El ReY· · (i.':xisten · 

atln etiquetas temporales)~ 

-·1t~r~~16~ 2. Actualh.aci6n de etiquetas: r+(p) ·=· {Irolo) 

. d(Irolo) • min"{m, 2+3} • 5 a(Irolo) • El Rey 

De .donde x* • Teotihuac!n (v~rtice con m1nim~ etiqueta tem

poral). se marca d(Teoti.huac!n) como permanente, p • Teoti

huac&n. (Atln no est!n etiquetados todos los v~rtices perra! 

nentemente), 
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Iteraci6n 3. Actualización de etiquetas: r+(p) • {Irolo} 

d(Irolo) = min {5,2+1.S} = 3.s, a(Irolo) = Teotihuacán 

De donde x* = Metepec. Se marca la etiqueta de este vértice 

como permanente1 p • Metepec. (Existen adn etiquetas tem-

poralea) • 

Iteraci6n 4. Actualización de etiquetas: r+(p) = {Teotihua

cln, San Lorenzo} (Teotihuacln ya tiene etiqueta permanente). 

d(San IDrenzo)• min { ... , 2.5+3} • 5.5 1 a(San l'.Dn!nzo) • Metepec 

x* .. cuautla. Se marca la etiqueta de Cuautla como permanente, 

p • Cuautla. (Existen aQn etiquetas temporales). 

Iteración 5, Actualización de etiquetas; r+(p) •. {Metepec, 

san Lorenzo, Puebla} 

d(San IDrenzo) • min {5.5, 3+3} • 5.5 

d(Puebla) - min { ... ,3 + 3 } .• 6 , 

a (San IDrenzo) ·no se mcdifica 

a (Puebla) • CUautla 

x* m Irolo, Se marca la eti9ueta de Irolo como permanente1 

p • Irolo. (existen adn etiquetas temporales) 

Iteración 6. 
+ . 

Actualizaci6n de etiquetas: r (p) • {Jalapa}. 

d(Jalapa) • min {•, 3.5 + 9} • 12.5 J a(Jalapa) • Irolo 

x* • San Lorenzo. Se marca la etiqueta ~e San Lorenzo como 

rermanente1 p •San Lorenzo. (BXiaten etiquetas temporales). 
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Iteraci6n 7. Actualizaci6n de etiquetas: r+(p, a {Jalapa, Puebla, 
Irolo}. 

d(Jalapa) = rnin {12.S, 5.5 + 7.5} = 12.5 1 a(Jalapal no se modifica 

dlPuebla) = rnin { 6, 5.5 + 3} "' 6 a(Puebla) no se modifica 

x* = Puebla. Se marca la etiqueta de Puebla como permanente1 

p =Puebla. (Existen etiquetas temporales). 

Iteraci6n 8. Actualizaci6n de etiquetas: r+(p, = { Tehuac4n} 

d(Tehuacan) • min {m, 6 + 4} = 10; a(Tehuacftn) =Puebla 

x* = Tehuac4n. Se marca la etiqueta de este v~rtice como pe! 

manente; p • Tehuacan (Existen etiquetas temporales). 

Iteraci6n 9. Actualizaci6n de etiquetas: r+(p) D {C6rdoba} 

d(C6rdoba) = min {m, 10 + 6} "' 16 ; a(C6rdobal = Tehuacan 

x* • Jalapa. Se marca la etiqueta de Jalapa como permanente1 

p • Jalapa. (Existen etiquetas temporales). 

Iteraci6n 10. Actualizaci6n de etiquetas: r+(p) • {Veracruz, 

C6rdoba} 

d(Veracruz) ,. min {m , 12.5 + 4 } • 16.5 1 · a(Veracruz) • Jalapa 

d(C6rdoba) "'min. {16, 12.5 + 7.5} • 16 ; no se modifica a(a5xdol:Ja) 

x* ~ C6rdoba. Se marca la etiqueta de C6rdoba como permanente1 

p = C6rdoba. (Existe adn uria etiqueta temporall. 
~ 
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Iteraci6n 11.· Actualizaci6n de etiquetas: r+(p) • {Puebla, 

veracruz}1 (Puebla ya tiene etiqueta permanente). 

d(Verac:ruz) • min {16.5, 16 + 3.5} .. 16.5 a(Ver.) no se llDlifica 

x* = Veracruz (se marca permanente). 
Todos los v6rtices tienen etiqueta permanente. Alto. 

La arborescencia de rutas m!s cortas de raíz D.F. eat4 form! 

da por .el conjunto de arcos (x,a(x)). Bata arborescencia ess 

El Qnico camino entre el D.F. y x, para todo xex, en esta ar

borescencia es la ruta mas rApida a seguir por el ferrocarril 

que proporciona servicio entre las ciudades D.F. y x, y su 

longitud es el nQmero asociado.al vdrtice x. (Etiqueta perma 

nente). 
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Caso general. 

Para resolver el problema de la arborescencia de rutas m4s cor 

tas en una red donde se admiten arcos con costos negativos es 

necesario un m6todo distinto del algoritmo de Dijkstra puesto 

que 6ste puede conducir a un error. Para ejemplificar 6sto co~ 

sid6rese la siguiente red y sup6ngase que se desea encontrar la 

arborescencia de rutas m4s cortas de ra!z s: 

Puede verificarse f4cilmente que si se aplica el algoritmo de 

Dijkstra a la red anterior, la ruta "más corta" que se obtiene 

entre los v'6rtices s y 2 es el arco (s,2) de longitud l. Sin 

embargo la ruta s,1,3 es más corta que la anterior puesto que 

tiene longitud o. El algoritmo de Dijkstra no puede, por tan

to, aplicarse en estos casos. Un primer m~todo que podría ocu· 

rrirse para resolver el problema es sumar el rec!proco del cos 

to m4s negativo de la red a ·1os costos de todos los arcos y 

aplicar entonces el algoritmo de Dijkstra. Sin embargo, 6sto 

tampoco resultaría puesto que las longitudes de las rutas se

rían afectadas de manera distinta ya que pueden tener distinto 

ntlmero de arcos. Por ejemplo, si en la red anterior se suma 

3 a los costos de todos los arcos se obtiene lo siguiente: 
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Si ahora se aplica el algoritmo de Dijkstra se obtiene de nuevo 

como ruta "mlls corta" de s a 2 el arco (s,2) que, como se obser 

v6 anteriormente, no constituye una ruta m4s corta de s a 2 en 

la red original. 

Puede suceder tambi~n que, si se utiliza este m~todo, se obten

ga una "solución" adn cuando ~ata no exista. Consid~rese, por 

ejemplo la siguiente red1 

Si se\swna 5 a todos loa costos se obtiene: 

Al aplicar el algoritmo Dijkatra a esta red se obtiene la líi-

guiente arborescencia cortas" de raíz a: 

: Sin embargo, en la red original, existe un cir.cuito. negativo·, 

1,2,3,1, y por lo tanto la arboreacencia de ruta• m4a cor.tas . 

no existe. 
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Por las razones expuestas anteriormente es necesario presentar 

un método de solucidn para el caso de redes que admiten cual

quier costo. Este método, que es una generalizacidn del algo

ritmo de Dijkstra, consiste, a grandes razgos, en lo siguiente1 

Primeramente se aplica el algoritmo de Dijkstra a la red 

R = ne, A, e'!] para obtener una arborescen~ia cualquiera. Des

pués se "prueba" la optimalidad de es.ta arborescencia; en el C!, 

so que la arborescencia no sea dptima (es decir, que no sea la 

de ruta~ m4s cortas) se procede a cambiar ésta por otra mejor 

y se repite el procedimiento hasta obtener la optimalidad. Una 

arborescencia no es de rutas m4s cortas si existe algdn vértice 

para el cual el dnico camino de la ra!z a él no es el mas corto1 

por ésto una manera natural de probar la optimalidad consiste en 

verificar si al agregar un arco a • (x,y) a la arborescencia, 

el nuevo camino formado entre la ra!z y .el extremo final de es

te arco, y, es m4s corto que el correspondiente en la arbores

cencia. Si este es el caso, es claro que al intercambiar este 

arco por el dnico arco que est4 en la arborescencia que tiene 

como extremo.final al vértice y, se obtiene una arborescencia 

mejor. En caso contrario la arborescencia es 6ptima. 

Por otro lado, puesto ~ue la red admite cualquier costo, podr!a 

no existir la soluci6n Optima si la red contiene circuito• ne

gativos, es importante entonces contar con una herramienta que 

permita la 'detecci6n de tales circuitos. Con este objeto se d! 

ber4 observar si el extremo final de un arco que mejore una ru-
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ta es la ra!z, ya que en este caso se habrá encontrado un cami 

no des a s de longitud negativa (es decir, un circuito nega

tivo), o si al agregar un arco y eliminar el correspondiente 

en la arborescencia resulta que el altimo no formaba parte del 

ciclo formado1 en este caso la gráfica resultante no es una ar 

borescencia ya que contiene un ciclo. Este ciclo es además un 

circuito puesto que se construye una gráfica en la cual el gr~ 

do interior de todo vértice es uno. Este circuito es negativo, 

para probar esta afirmaci6n considérese lo siguiente: 

La operaci6n de agregar un arco adecuado a=(x·,y) y eliminar 

el correspondiente (z,y) conduce a mejorar no s6lo la ruta de 

la ra!z al vértice y, sino todas las rutas que contengan como 

vGrtice intermedio a y (puesto que todas ellas se modifican) • 

De esta manera, si en el resultado se obtiene un circuito se 

mejoran las rutas de todos los vértices de tal circuito a tra 

ves de 01 mismo. Por Gato puede concluirse que éste es nega

tivo. 

Con esto como motivaci6n se procede ahora a enunciar el algo~ 

ritmo. 
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ALGORITMO GENERAL 

Prop6sito. Obtener la arborescencia de rutas mas cortas, de 

ra1z s, en una red R = D< ,A,d) que admite cualquier costo. 

Descripci6n 

Paso l. (Inicio). Encontrar una arborescencia cualquiera de 

ra1z s en la red. Puede obtenerse ésta a partir del algorit

mo de Dijkstra. 

Paso 2. (Optimalidad). Calcular, para todo arco (i,j) que 

no esté en la arborescencia, el escalar d(i)+d(i·,.j). Si .se 

cumple que d(i)+d(i,j) ~ d(j) para todo (i,j)EA, terminar. 

Se obtuvo la arborescencia de caminos mas' cortos. De otra 

manera d(i)+d(i,j) < d(j) para algdn (i,j)e:A, ir' al paso 3.; 

Paso 3. (Cambio de ar~orescencia). Si j•s terminar ya que 

existe un circuito negativo. En otro.caso sea (k,j)e:A el 

· dnico arco, incidente a j,. que esta en la arborescencia·. 

Remplazar dicho.arco por (i,j). Si la gr!fica resultante es 

una arborescencia actualizar las etiquetas de todos los Vé! 

tices x, para los cuales la ruta de s a x contenga a j como 

vértice intermedio o final de acuerdo con: 

d(x) • d(x) - d' 

donde d' • d(j)-d(i)-d(i,j). Ir al paso 2. · in otro caso, 

terminar1 existe un circuito negativo y por lo tanto no. hay .· 

soluci6n. 
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Justificacidn del algoritmo. 

Obsl!rvese que el algoritmo termina con una arborescencia si 

d(i) + d(i,j) ~ d(j), para todo arco (i,j)EA. Supdngase que 

d(j), al final del algoritmo, no ea la longitud de una ruta 

mas corta de s a j, para algdn jEX. Si existe mas de un vdr

tice con esta caracter1stica., considl!rese aquél tal que la ru 

ta de s a j (en la arbcrescencia) tenga el menor ndmero de ar 

coa. Por construccidn, d(j) es la longitud de un camino de 

a a j. Sea P un camino mb corto de s a j, entonces d(P) < d(j). 

Sea x el predecesor de j en el camino P. Entonces d(x) ea la 

longitud de un camino m4s corto .de a a x y por lo tanto 

d(P) • d(x) + d(x,j) < d(j), lo cual constituye una contradic

cidn. Luego.d(j) es igual a la longitud de una ruta: m4a corta 

de 8 a j y por lo tanto la arborescencia generada es de rutaa . 

m&s corta• de raíz •· 1 

, .. : ···,, 
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Ejemplo 3. Consid6rese la siguiente red: 

'·\..-,_ 
r-~'----i~ 10 i 

6 

~--... / 
/ 

Encu6ntrese la arborescencia de· rutas más cortas de ra!z len 

esta red. 

Dado.que la red contiene arcos con costos negativos, se uti

lizará el algoritmo general cuyo desarrollo es: 

Iteraci~n l. Puede verificarse fácilmente que, al aplicar 

el algoritmo de Dijkstra, se obtiene la siguiente arboresce!! 

cia ilticlal de ratz· l.'. 
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[o] 

donde el nlimer.o asociado a cada v~rtice x, denotado d(x), es 

la longitud de la Gnica ruta, en esta arborescencia, del V~E 

tice 1 a x. 

Para verificar si esta arborescencia es de rutas m4s cortas 

se calcula d(i) + d(i,j), para todo arco (i,j) que no est4 

en la arborescencia, y se compara con d(j). En la siguiente 

figura se presentan estos arcos: 
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[o]·"~) 

. ~ ' .. 

fü] 

r:) (;) 
y .... ....r,,J O.!J ¡\ --~' 

1 -.... ..... ,,a,,, ' 
1 ' ..... 0........ 1 ,r.,_ 

' '{<.J 
1(7). 5 1(18) ' . 
' ·~'\,,... . 1 '· 

~,,... .... '?""' 1 ~ ', 

~... ¡ (13) 8 _j~)- - . '}~ ~ij 
1 ~ ' ü.fil ~ 

.1 ...... (). 1 
. 1 (23)-- . . 6 . 1 
1 . . . (12) : (l9) 

( . . 
' . . \ '"'.""'-----:... ____ (,'"\ 
. . . (15) . ~_) 
[!~ [~] 

. . . 
· Cloncle el nGmero aaociado ·a cada arco (i,::U ea d(i) + d(i,j) • 

Obllil~eile qué, para el uco(3~2), d(3) + d(3,2) • 7 < d(2) • 
. . .· . ·~' : " .. 

· 10 :;:~~ lo ~~ •. i ea conveniente agregar el arco ( 3, 2) a la ª! 

• .. bo~eacenci~/·~~l9inal. Bl Gnico arco en la arboreacencia, c:On 
. ··;-·::,· .... '. . 

extreino fina~: i, ea (1, 2h P~r 10'. tanto ae :remplaza .ate. ar

co por ( J ,; 2) ; obteniendose la siguie~te arborescencia a 

.. · ... 
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[o] 

donde ae actualil:61 

d 1 
• d(2) - ~(3) - d(3¡2) e 10 - 11 + 4 • 3 1 

d(2) • d(2) - .d' • ·10 

d(7) .• d(7} - d' • 20 

. 3 • 7 

. 3 • 17 

pueato que las rutaa de 1 • 2 y de 1 a 7 paaan por el ver~' 
tice 2. 

Iteracidn 2. Ahora ae verificar& la optimalidad de esta nu~ 

va arboreacencia. De nuevo, el ndmero asociado a cada arco 

en la aiguiente red e• d(i) + d(i,j)s 

67 

[!!]. ,¡ 



[!I 

boreacencia son (2,5) y (7,8), Bl!jaae (2,5) para agregar a 

la arborescencia. Bl dnico arco con extremo final 5 en la 

arborescencia es (8,5). Remplazando tate dltimo por (2,5) 
se obtienes 

'[!J. 

l!!J 
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donde s6lo fu6 necesario actualizar la etiqueta del v~rtice 

5 de acuerdo a: 

d' - d(5) - d(2) - d(2,5) • 16 - 7 - 7 • 2 

d(S) • d(5) - d' - 16 - 2 .. 14 

Iteraci6n 3. · Se verifica ahora la optimalidad de esta lllti

ma· arborescencia. A continuaci6n se presentan los arcos que 

no estan en la arborescencia junto con los c&lculos pertinen 

Bn esta iteraci6n, los arcos que permiten garantiaar que esta 

Gltiaa arbore9cencia no ea 6pti11a sons (5,6) y (7,8). El .11n,! 

co arco con extremo final·& en la arboreacencia.eÍI (4,6). In 

tercUlbia.ndo este arco ~r (5,6) se obtiene la sigui.ente ar-
. boreacencia r 
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[7] !J!I 

donde se actualizáron las etiquetas .de los vArticea 6,8,9 y 10. 

mediante: 

d' • d( 6) -d ( Sl - d(S,6) • 12 - 14 + 3 ... 1 . 
d ( 6) • d( 6) - d' • 12 - 1 = 11 

d( 8) .. d( 8) - d' .. n - 1 .. 15 

d( 9) • d ( 9) - d' • 9 - 1 .. 8 

d{lO) = d(lO) - d' • 11 - l = 10 

Iteraci6n 4. Se comprobar«i la optimalidad de la arborescencia 

actual1 
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(17) 
(~--\ 

~·' (14] \_\~).... ... 1 ' ,.., 
.,, 1 "~ / y (15) '\ 

~ o/ :\ ,,.... ....... .!._Js, r ' 

0 Y 
.9'~ ............. ()15] 

[O) (11) 3 .f . ..J'J 8 ,.- (io) -~>(10] 
........ 

1 ........ ~[11] 1 
(23) ~ 1 

1 "",., ,,.... ¡(18) 

UDJ0 ::. <!!! -c?,[OJ 
En esta figura se cumple, para todo arco, d(i)+d(i,j)~d(j), por 

lo cual se concluye que la dlt:úna arborescencia es de ruta• 1114• 

cortas. Por otro la.do, puede notarse que la aolucidn dptima no 

ea dnica ya que d(7)+d(7,8)=17-2=1S=d(8). Si se remplaza el ar

co (6,8), que es el ~nico con extremo final 8 en la arbore•cen

cia, por el arco (7,8), se obtiene otra arborescencia de ruta• 

da cortas: 
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Ejemplo 4. Considfirese la siguiente red: . 

&icuantrese la arborescencia de rutas m4s cortas de ra!z 1. 

Dado que existen arcos con costos negativos'se utilizar4 el 

algoritmo general cuyo desarrollo es como sigue: 

., 
Iteraci6n l. Aplicando el algoritmo de Dij~stra se' obtiene 

la siguiente arborePcencia inicial: 

[7] 

[6] 
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donde el ndmero asociado a cada v6rtice x, denotado (d(x)], es 

la longitud de la ónica ruta, del v6rtice 1 a x, en esta arb2 

rescencia. 

A continuaci6n se ca~cular4 d(i) + d(i,j), para todo arco 

(i,j) que no est6 en la arborescencia, con objeto de verifi

car la optimalidad. En la siguente figura se a~ocia a cada 

arco (i,j) el nOmero d(i) + d(i,jl: 

[7] 

(°i}·--
1 

l11e1 
1 

0)
. . .([1] 

- - JBJ.. - - ~ 4 ' -· ........ 
. '(12) 

[6] 

,, ,. 
.. '115) 

En esta f i g u r a existen dos arcos que permiten afirmar 

que esta arborescencia no es de rutas mas cortas. En efecto, 

los arcos (3,21 y (6,S)·son tales que.d(i) + d(i,jl < d (j). 

El dnico arco, en la arborescencia, q.ue tiene extremo final 

5 es ( 4, 5 )'. Remplazando este arco por ( 6, 5) , se obtiene 1 
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donde se actualizaron las etiquetas de lo• v'rtices 5 y 1 Cya 

que las rutas de 1 a 5 y de l a 8 contienen al v6rtice 5J de 

acuerto con: 

d' = d(SJ - d(6J - d(6,5) = 9 - 2 + 7 = U 

d(SI = d(SI - d' 

d{B) = d(BJ - d' 

g - u 

11 - 14 

5 

3 

Iteraci6n 2. Se verificara ahora la optinialidad de e•ta nu~ 

va arborescencia. Asociado a cada arco li,jt de la •iguien

.te red, que son los que no e•tAn en la artiorescencia, •e ti.! 

ne •1 nCllllero d(iJ + dli,j): 
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Los arcos que •rompen" la optimalidad de.la dltima arbores

cencia son (3,2), (8,4) y (8,6). El Qnico arco con extremo 

final 4 en la arborescencia es (7,4). Itercambiando este 

Gltimo arco por (8,4) se obtiene: 
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Esta gr~fica no es una arborescencia puesto que contiene al 

circuito 4,3,6,5,8,4 y por lo tanto se concluye que el pro

blema no tiene solución. En efecto, obs~rvese que dicho ci~ 

cuita tiene longitud 10 - 9 - 7 + 2 + 1 = - 3 < O y por lo 

tanto no existe arborescencia de rutas m~s cortas (problema 

no acotado). 

, ' 
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b. RUTA MAS CORTA ENTRE TODO PAR DE VERTICES. 

Como se había mencionado anteriormente,· una manera de resol

ver el problema de las rutas m4s cortas entre todo par de 

v~rtices en una red R • [X,A,.d] es encontrar la arborescen

cia de rutas m4s cortas de ra!z x para todo x&X. Sin embar 

90, existen procedimientos m4s eficientes como el que se ex 

podrl en esta parte del capítulo. El procedimiento que se 

discute fu~ desarrollado por R •. W. Floyd· (1962) y es aplic!. 

ble a redes que admiten cualquier costo en sus arcos. En 

dicho algoritmo se aupondrl una numeraci~n de los vArticea 

de la red 1,2, ••• ·,n y se utilizara una matriz c, de orden 

nxn, para calcular las longitudes de las rutas mas cortas 

entre cada par de vArtices1 al terminar de aplicar el algo

ritmo, la longitud de la ruta mas corta entre ·los vArticea 

i y j ea dada por el elemento (i,j) de c. 

·En el algoritmo de F_loyd, en la k-6!Um· J.t:eraci6n •calcula la 

longitud de la ruta m&s corta entre i y j que puede admi~ 

t:ir a los primeros k vArticea, o a alguno1 de ellos, como 

vArtices intermediosr este ndmero se almacena en la entrada 

(i,j) de la matriz C. ·Al inicio se asigna el costo del ar

co (i,j), al elemento (i,j) de la matriz e, si i+jr si di

cho arco no existe entonces se asigna•. Los valores,de la 

diagonal ser&n O. Con Asto quedan calculadas las longitu

des 419 las rutas llis cortas, entre todo par de vdrtices i 

yj, que no contengan ningGn v8rtice como vftrtice intermedio. 
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Al principio de la k-ésima iteraci6n, la entrada (i,j) de C 

es igual a la longitud de la ruta mas corta, entre i y j, 

que contiene a los primeros k-1 vértices, o a algunos de e

llos, como v6rtices intermedios., Durante esta iteraci6n se 

compara la longitud de esta ruta con la de aqu6lla formada 

por la uniOn de las rutas mas cortas, que contienen a los 

primeros k-1 vértices como v6r.tices intermedios, entre i y 

k y k y j; de esta manera se obtiene la ruta mas corta, en

tre i y j, que contiene a los primeros k v6rtice•, o a alg~ 

nos de ellos, como v6rtices intermedios.. Procediendo de es 

te modo se tendrl que, al final de la n-6sima iteraci6n, la 

entrada (i,j) de e es la longitud de la ruta m4s corta, en

tre i y j, que contiene a los primeros n vlrtices como v6r

tices intermedios o a algunos de ellos; es decir, se habr! 

calculado la longitud de la ruta m4s corta entre i y j; 

Debe observarse que si, al finalizar de aplicar el algorit

mo, alguna entrada de e es igual a •, Asto querra decir 

que no existe ruta alguna.entre loa v6rtices correspondie~ 

tes. Por otro lado si.algGn elemento de la diagonal de e,· 
sup6ngase el (i,i), es menor que cero en alguna iteraci6n, 

se habrl encontrado una ruta de i a i de longitud negativa 

(es decir, un circuito negativo). Luego, en este caso, el 

problema no tiene soluci6n. Por Asto mencionado Gltimame~ 

te, este algoritmo sera de gran utilidad en problemas de 

detecci6n de circuitos negativos.· A continuaci~n se descr! 

be detalladamente el algoritmo de Floyd. 
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ALGORITMO DE FLOYD 

Prop6sito. Obtener las rutas m4s cortas entre todo par de 

vértices en una red R = [X,A,d) con n vértices 

Descripci6n 

Paso l. ConstrGyase la matriz e, de nxn, de elementos c1 ., 
' J 

r 
si i = j 

cij =· m si (i,.j) fA 
'' d(i,j) si (i, j) eA 

H4gase k "" O. 

' ' 

Paso 2. Hacer k • Je + 1. Para todo i + k tal que Cik + 00 . 

y para todo j + k tal que ckj + ""• hacer: 

Paso 3. ( i) Si Cii < O para alguna i, termi.nar. En este 

caso existe un circuito negativo que contiene al vértice i 

y por lo tanto no hay soluci6n. 

(ii) Si Cii ~ O, para toda i, y k = n, terminar; 

Cij es la longitud del camino m!s corto de i a j. 

(iii) Si Cii-~ O, para toda i, y k < n, ir al paso 2 •. 
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Recup~racf ~n de las rutas 

Para recuperar las rutas más cortas puede construirse una 

matriz A de dimensi6n nxn; el elemento ªij de esta matriz 

ser4 el predecesor del v~rtice· j en la ruta de i a j enco~ 

trada en cada iteraci6n. Dada la definici6n de A, sus en

tradas se inicializar4n ªij = i, para todo par d~ vArtices 

i, j E X. A ser4 modificada en el paso 2 de la k-,sima 

iteraci6n de acuerdo con: 

¡ ªkj 

"' no cambia, 

Justificaci6n del algoritmo 

El alqoritmo de Floyd termina en exactamente n iteraciones, 

donde n es el ndmero de vErtices de.la red, a menos que te~ 

mine en el incis~ li) del paso 3; en Aste Gltimo caso, se 

terminar! en menos de n iteraciones. Se mostrar4 la optim.! 

lidad por inducci6n sobre el n11mero de iteraciones. 

Al principio de la iteraci6n 1 (Paso l) la entrada (i,j) de 

la matriz representa la longitud de .la ruta m4s corta, que 

no contiene ningGn vArtice intermedio, entre los vAr.tices 

i y j. Durtante el paso 2 de esta iteraci6n se realiza una 

comparaci6n entre dicha longitud (Cij) y la de aquella ruta 
1 
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formada por la uni6n de la ruta entre i y l y la ruta entre 

1 y j (Cil + c1 j); de este modo se obtiene la longitud de 

la ruta mas corta, entre los vArtices i y j, que no conti~ 

ne ninglln v~rtice intermedio o que contiene al v~rtice .. l 

como intermedio. Supóngase que al final de la iteraci6n 

k-1, Cij representa la longitud de la ruta m!s corta, entre 

i y j, que contiene a los primeros k-1 v@rtices como vert! 

ces intermedios., o a algunos de ellos. Durante el paso 2, 

de la iteraci6n k, se realiza la comparaci6n entre esta dl-

tima longitud (Cij) y la de aquella ruta formada por la 

uni6n de las rutas mas cortas, que admiten a los primeros 

k-1. vArtices como vertices intermedios, entre i y k y entre 

k y j (Cik + Ckj); entonces, al final del~ k-~sima itera

ción, Cij. es igual a la longitud de la·ruta m!s corta, en

tre i y j, que contiene a los primeros k vArtices como 

intermedios o a '.algunos de ellos. 

De lo anterior se concluye que, al final de la iteraci6n n, 

cij ea la longitud de la ruta mas corta entre loa vertices 

i y j. 1 
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Ejemplo 5. Considdrese la siguiente red: 

Determtnense las rutas m4s cortas entre todo par de v'rtice~ 

utilizando el a~go~itmo de Floyd. 

lteraci6n l. Laa 'matrices C y A resultantes son: 

o 3 .. ... ... 2 1 1 1 1 1 1 

.. o -1 .... • o 2 2 2 2 2 2 

111 .. o -2 ... 5 3 3 3 3 3 3 
e= A• ... ... .. o - 3 4 4 4 4 4 4 

l ... .. 8 o ... 5 s s 5 5 5 

... ... • ... 5 o 6 6 6 6 6 6 

se asignas k • l y se actualizan las matrices e .y A. 
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C52 = min {CD I 1 + 3} = 4 ªs2 = ª12 = 1 

c56 - min {CD, 1 + 2} - 3 ªs6 .. ª16 "' 1 

Estos son los dnicos elementos que se modifican puesto que 

cil = oo,· para i. 2,3,4,6 y el. = m, 
I J 

para j=3,4,S. Las ma-

trices resultantes son entonces: 

o 3 CD CD CD 2 1 1 1 1 1 1 

m o -1. m CD o 2 2 2 2 2 2 

m CD o -2 CD• 5 3 3 3 3 3 3 
e = A• 

00 m m o m 3 4 4 4 4 4. 4 

1 4 CD 8 o 3 5 1 5 5 s 1 

CD m CD CD s o 6 6 6 6 6 6 

Puesto que k:< n • 6 y Cii ~o, para todo i, adn no se han 

terminado de revisar las rutas. 

Iteraci6n 2. Se asigna k • 2 y se actualizán los·elementos 

C13 • min {m, 3 l} • 2 ª13 - ª23 -2 

C53 • min' {CD, 4 - 1} • 3 ªs3 • ª23 • 2 

cu • min' {2, 3 + O} • 2 no se modifica 1116 

CS6 • min· {3, 4 + o} • 3 no se modifica a56 
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LaS matrices resultantes en esta iteraci6n son: 

o 3 2 "" .. 2 1 1 2 1 1 1 

... o -l "" 00 o 2 2 2 2 2 2 

"" ... o -2 .. 5 3 3 3 3 3 3 
e = A"" 

m .. "' o .. 3 4 4 4 4 4 4 

1 4 3 8 o 3 5 l 2 5 5 1 

CD CD CD CD 5 o 6 6 6 6 6 6 

Puesto que k = 2 < n "" 6 y Cii • O, para todo i, se realiza 

otra iteraci6n. 

Iteraci6n 3. Se asigna k • 3 y se actualizan los elementos 

C14 "'min {CD I 2 - 2} • o ªu • ª34 ... 3 

c16 • min {2, 2 + 5} .. 2 no se modifica ªu 

C24 • min {m,-l - 2} ·- 3 ª24 • ª34 • 3 

c26 .. min {0,-1 + 5} • o no se modifica ª26 

C54 • min {8, 3 - 2} • 1 ª54 • ª34 • 3 

C56 • min {3, 3 + 5} .. 3 no se modifica ª56 

Las matrices resultantes de la tercera iteraci6n sonr 
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o 3 2 o .. 2 1 1 2 3 1 l .. o -1 -3 .. o 2 2 2 3 2 2 

"' .. o -2 "' 5 3 3 3 3 3 3 e .. A = .. .. m o "' 3 4 4 4 4 4 4 

l 4 3 1 o 3 5 1 2 3 5 1 

m .. .. "" 5 o 6 6 6 6 6 6 

Como k < n, a6n no se tiene la soluci6n. 

Iteraci6n 4. Se asigna k a 4 y se actualizan los elementos 

c16 = min {2, o + 3} = 2 no se modifica ª16 

c26 • min {0,-3 + 3} = o no se modifica ª26 

c36 • min {5,-2 + 3} = l ª36 = 8 46 = 4 

cs6 • min {3, 1 + 3} = 3 no se modifica ªs6 

En base a lo anterior se tienen las siguientes matrices • 

o 3 2 o .. 2 1 1 2 3 1 . 1 .. o -1 -3 .. o 2 2 2 3 2 2 .. .. o -2 .. l 3 3 3 3 3 4 
e"' A• .. .. ... . o .. 3 4 4 4 4 4 4. 

l 4 3 1 o •,3 s l 2 3 s 1 .. .. ... "" 5,. o 6 6 6 6 6 6 

A6n no se ha determinado la soluci6n ya que k < n. 
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Iteraci6n 5. Se asigna k = 5 y se actualizan los elementos 

c61 = min {<», l + 5} .. 6 ª61 '"' ª51 = 5 

c62 • min { ... , 4 + 5} .. 9 ª62 = ª52 
.. 1 

c63 = min· {oo' 3 + 5} ... 8 ª63 "" ª53 = 2 

c64 = min {<», 1 + 5} .. 6 8 64 .. 8 54 ... 3 

c66 • min .. {O, 3 + s} • o no se modifica ª66 

Se tiene entonces, que las nuevas matrices son: 

o 3 2 o .. 2 l 1 2 3 1 1 

... o -1 -3. ... o 2 2 2 3 2 2 

... CD o -2 CD l ·3 3 3 3 3 4 

e • A• 
DO ... CD o CD 3 4 4 4 4 4 4 

l 4 3 l o 3 5 l 2 3 5 l 

6 9 8 6 5 o 5 l 2 3 6 6 

k < n, entonces se realiza otra iteraci6n. 
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Iteraci6n 6. Se asigna k = 6. Se actualizan los elementos: 

cu min {O, 6 + 2} = o no' se modifica ª11 

c12 = min {3, 9 + 2} = 3 no se modifica ª12 

C13 = min {2, e + 2} = 2 no se modifica ª13 

C14 = min {O, 6 + 2} = o no se modifica ª14 

C15 = min { 00, 5 + 2} .. 7 ª15 = ª65 .. 6 

C21 = min { 00, 6 + O} .. 6 ª21 "' ª61 = 5 

c22 = min {O, 9 + O} = o no se modifica ª22 

c23 = min {-1,8 + O} =-1 no se modifica ª23 

c24 • min {-3,6 + O}=- 3 no se modifica ª24 
1~25 • min { 00, 5 + O} = 5 ª25 ... ª65 ... 6 

C31 .. min { m, 6 + 1} .. 7 ª31 = ª&1 • s· 

C32 .,. lilin {a>, 9 +· 1} = 10 ª32 = ª62 1 

C33 = min {O, e + l} = o no se modifica· ª33: 

C34 = min {-2, 6 + 1} ·- 2 no se modifica ª34 

c 35 ·"" min { .. , 5 + 1} .. 6 ª35 .. ª65 .. 6 

C41 "" min { m, 6 + 3} • 9 ª41 - ª&1 • s 

C42 ,.. min { 00, 9 + 3} .. 12 ª42 •ªu - 1 

C43 • min { oo, e + 3} 11 ª43 .. 8 63 • 2 

C44 .. min {O, 6 + 3} = o no se modifica ª44 

C45 .. min {a>, 5 + 3} • 8 ª45·• ª65 "' 6 

CSl = min {l, 6 + 3} = 1 no se modifica ªs1 

C52 • min {4, 9 + 3} = 4 no se modifica ªs2 

. C53 = min {3, e + 3} "' 3 no se modifica 8 53 

C54 ... min {1, 6 + 3} = 1 no se modifica ª54 

Cs5. • min {O, 5 + 3} = o no se modifica ªss 
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De lo anteriormente calculado, se tienen . las siguientes ma-

trices C y A: 

o 3 2 o 7 2 1 1 2 3 6 1 

6 o -1 -3 5 o 5 2 2 3 6 2 

7 10 o -2 6 1 5 1 3 3 6 4 
e = A 

9 12 11 o 8 3 5 1 2 4 6 4 

1 4 3 1 o 3 5 1 2 3 5 1 

6 9 8 6 5 o 5 1 2 3 6 6 

Puesto que k = n = 6, la tlltima matriz es la matriz de lon

gitudes m~s cortas entre todo par de v~rtices. 

Para recuperar las rutas se utiliza la matriz A. Por ejem• 

plo, la ruta de 1 a 1 se obtiene de la siguiente manera: 

El predecesor de 1 en la ruta 1 a 1 es 11 es decir, se tiene 

la ruta,vac!a de longitud O. La ruta entre los v4rtices 3 y 

1 se obtiene del modo sigui.'ente: el predecesor de 1, en la 

ruta de 3 a '1 es a 31 = 5; el predecesor de 5 en la ruta de 

3 a 5 es a35 = 6; el predecesor de 6 en la ruta de 3 a 6 es 

a36 = 4; el predecesor de 4 en la ruta de 3 a 4 es a34 = 3~ 

Entonces la ruta entre los v~rtices 3 y 1 es 3, 4, 6, 5 , 1 

de longitud c31 = 7. Para encontrar la ruta de 6 a 5 se ti! 
' ne: el pr.edecesor de 5 en la ruta de 6 a 5 es 6; entonces la 

ruta m4s corta entre los v4rtices 6 y 5 es 6, 5 de longitud 

c65 = 5. An4logamente se obtienen las dem!s rutas. 
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Ejemplo. 6. Determ!nense las rutas m!s cortas, entre todo 

par de v~rtices, en la siguiente red: 

·1teraci6n 1 .. Las matrices e· y A iniciales son: 

o l - • 
4 o -l. • 

e•. A• 
-2 • o -1 

• .3 2 o. 

se' asigna k • 1 y se actualizan loa 

c 22 • min'{O, 4 + 1} •o 

c32 • min' {•,-2, + i} ·-1. 

l l l l 

2 2 2 2 

.3 .3 .3 3 

4 4 4. 4 

elementos 

no se modifica a22 

ª32 • ª12 - l 

Entonces las matrices reaaltantea son1 
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. o l "' ... 1 1 1 1 

4 o -l "' 2 2· 2 2 
e .. A• 

-2 -1 o -1 3 l 3 3 

... 3 2 o 4 4 4 4 

puesto que cii ~ o, para toda i, y k - 1 < n = 4, aGn no se 

ha determinado la soluci6n. 

Iteraci6n 2. Se asigna k • 2. Se actualizan los elementos 

cll • min {O, l + 4} • o no se modifica·a11 

C13 • min {m, 1 - l} • o ª13 • ª23 • 2 

C31 • min {-2,-1+ 4} •-2 no se mOdif ica ª31 

C33 • min {O, -1- 1} ·-2 ª33 • ª23 • 2 

Cu • min {•, 3 + 4} • 7 ªu • ª21 - 2 

C43 • min {2, 3 - l} • 2. no se modifica ª43· 

Las matrices e y A resultantes en esta iteraci6n son: 

o·. l o ... 1· 1 2 l 

4 o -1. CD 2 2 2 2 

e = A• 

-2 -1 -2 -1 l l 2 3 

7 3 2 o 2 4 4 4 
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Obs6rvese que c33 < O; luego, puede concluirse que el probl~ 

ma es no acotado puesto que existe un circuito negativo que 

pasa por el vértice 3. En efecto, este circuito puede poneE 

se en evidencia utilizando la matriz A: el predecesor del 

v~rtice. 3 en la ruta de 3 a ~l mismo es a 33 = 2, el predece

sor de 2 en la ruta de 3 a 2 es a32 m l, el predecesor de 1 

en la ruta de 3 a l es a31 • 31 de este modo se obtiene el 

circuito 3, l, 21 3 de longitud c33 m - 2 • 

.. ·. :' 

··~ ,, 
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Ejemplo 7. Considérese la siguiente red y deterrn!nense las 

rutas m4s cortas entre todo par de vértices. 

-1 

,. ..' 5 

-6 

Se utilizad el algoritmo de Floyd para la determinaci6n de 

las rutas. 

Iteraci6n l Las matrices· e y A iniciales son las siguientes: 

o 1 -1 CD 1 1 1 1 

00 o 5 CX> 2 2 2 2 
e = A = 

2 6 o CD 3 3 3 3 

00 3 -6 o 4 4 4 4 

Sea k l. Se actualizan los valores de los elementos: 
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c32 = min. {6, 2 + l} = 3 

C33 = min {O, 2 - l} = o 

Entonces, las matrices resultantes 

siguientes: 

o 1 -1 .. 
OC> o 5 .. 

e = A= 
2 .3 o .. 
00 3 -6 o 

IteracilSn 2. Se asigna k • 2 y se 

c13 = min {-1, 1 + S} ;._ ¡ 

c33 = min { O, 3 + 5} • O 

c
43 

.. min {-6, 3 + 5} .,._, 

ª32 = ª12 = 1 

no se modifica ª33 

de esta iteración son las 

1 1 1 1 

2 2 2 2 

3 1 3 3 

4 4 4 4 

actualizan los elemento•: 

no se modifica a13 

no se modifica a33 

no s~ modifica a 43 

Luego, las.matrices e y A no fueron modificadas durante la 

segunda iteración. 

Iteraci6n 3. Se asigna k = 3 y se actualizan los elementos 

c11 • min {O, -1 + 2} = o 

c12 m min (1, -1 + 3} • 1 

c21 - min· (m, 5 + 2} .. 1 

c22 • min {O, S + 3} • O 

c41 = min {m, -6 + 2} •- 4 

c42 .. min (3, -6 + 3} •- 3 
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no se modifica.a11 

no se modifica· a12 

ª21 - ª31 .. 3 

no se modifica a 22 

ªu '" ª31 = 3 

1142 = 8 32 .. 1 



Las matrices A y e resultantes son, respectivamente: 

o l -1 QO l l l l 

7 o 5 QO 3 2 2 2 
e = A = 

2 3 o QO 3 l 3 3 

-4 -3 -6 o 3 l 4 4 

Iteraci6n 4. Se asigna k = 4. En esta iteraci6n no se rea-

liza ningún cambio puesto que ci4 = m, para i = 1,2,3. Ento~ 

ces la última matriz C es la matriz de longitudes m4s cor

tas. El elemento ªij de la última matriz A es el predecesor 

del v~rtice j, en la ruta m4s corta de i a j, siempre y cu~ 

do Cij f ""· Obs~rvese que, puesto que c14 = m (para i•l,2,3), 

entonces no existe ninguna ruta entre los v~rtices i y 4 (para 

i = 1,2,J)¡ ~sto puede verificarse f4cilmente en la red. 

·, 
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FLUJO MA>UMO 

' . 

CAPITULO 3 



3.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

Un problema ttpico de flujo máximo entre origen y destim es el 

siguiente: Sup6ngase que en un poblado s se dispone de cierto 

producto. Este producto es demandado en un poblado t. Se re

quiere obtener la cantidad máxima posible del producto en t con 

siderando que al transportarse, ~ste puede pasar por otros pobl!!_ 

dos que no tienen oferta ni demanda. Sup6ngase además que hay 

una capacidad m4xima de transporte entre cada par de poblados. A 

este problema puede asociarse la red R= [X,A,q:J donde: 

- X representa al conjunto de poblados, 

- si i, j e X, ( i, j) cA ~ es posible transportar el pro-

ducto del poblado i al poblado j. 

- q1 A+JR, donde para (i,j) tA, q (i,j) =capacidad dxima 

de transporte del poblado i al poblado j. 

Se desea entonces determinar la cantidad del producto a transpor-

tar del poblado i al poblado j de manera tal que· en t se obtenga 

la m!xima cantidad posible de .tal producto. Debe observarse que 

la cantidad total que entre a un poblado i, distinto de s y de t, 

debe ser igual a la cantidad total que sale de 61 puesto que no 

tiene oferta ni demanda7 por. otro lado, la cantidad total que se 

obtenga en t debe ser igual a la cantidad total que sale de s pue! 

to que no se genera ni se pierde el producto a trav6s de la red7 

por liltimo la cantidad a enviar de i a j, para (1, j) e A, debe ser 

menor o igual que q (i,j). En general, en una red R=[X,A,q], al 

nl'.imero q (i,j) asociado a cada arco se le llama capacidad del arco 

(i,j) y a la cantidad a enviar a través de 61 se le llama flujo a 

través del arco (i,j). Un flujo factible en R se define de la 

siguiente maneras 

95 



Definici6n. Un flujo factible en una red R 
funci6n f: A+m tal que: 

(i) j v, 
jf:f~ (i) 

f(i,j) - E f(k,i)= O 
ker-(i) ' 

L-v, 

[X,A,q] es una 

si i = s 
si i .¡. s,t 

si i = t 

(ii) O< f (i,j)~ q (i,j), para todo (i,j)e A. 

Al número v se le llama valor del flujo f y a las ecuaciones 

(i) se les conoce como "ecuaciones de conservaci6n de flujo"; 

a los v~rtices s y t (únicos con oferta y demanda respectiv~ 

mente) se les llama origen y destino respectivamente. Por e~ 

modidad de notaci6n se utilizar! fij y qij para denotar f 

(i,j) y q(i,j) respectivamente. 

Se dice que un flujo f es m!ximo, si es de valor m4ximo1 es 

decir, si genera el mayor valor posible de v. 

Para exponer el m~todo de soluci6n para el problema son ne

cesarios los siguientes conceptos: 

Sea R = [X,A,q] una red y sea f un flujo factible definido en 

ella. sea e= (s=i1 , a1 , i 2,. a 2, ••• ,ik' ªk' ik+l=t) una ca

dena de s a t y sean F y B dos subconjuntos de arcos de e 

tales que: 

a. = 
J 

Es decir, los arcos de F son aquellos arcos de e que tienen 

el sentido de s hacia t; los arcos de B son aquellos arcos de 

e que tienen el sentido inverso. En base a esto consid~rese 

la siguiente definici6n. 
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Definici6n. Una cadena de s a t es aumentante si fij < qij 

para todo (i, j) e:F y fij > O para todo (i, j) E B. Recibe el nom

bre de cadena aumentante ya que a trav~s de ella puede enviar

se flujo de s a t construy~ndose, de este modo, un flujo fact! 

ble de mayor valor. Las cadenas que se muestran en las figu

ras l(a), l(b) y l(c) son aumentantes¡ la cadena de la figura 

l(d) no es aumentante. Puede verificarse fácilmente que se 

construye un flujo factible f' de mayor valor que el flujo 

factible f definido en las primeras tres cadenas si se proce

de como sigue: 

flj = fij + z, 

flj = fij - z, 

para todo (i,j)e: F 

para todo (i,j)e: B 

donde z es una cantidad tal que fij + z ~ qij' para todo (i,j)e:F, 

y fij - z > O para todo (i,j)e:B. N6tese que si v es el valor 

de f entonces el valor de f' es v + z. Puesto que se desea el 

flujo m&ximo es importante calcular el mayor valor posible de 

z; esta cantidad se conoce como capacidad incremental de la 

cadena. 

Definici6n. La capacidad incremental de una cadena aumentante 

e es la m!xima cantidad de flujo que puede enviarse aan a'tra

v~a de ella de a a t; se. denota con q (C) ·, En base a la manera 

de incrementar el flujo expuesta anteriormente,q(C) se calcula: 

q(C) :o Hin ( Min [qij - fij], Min [fij)} 
(i,j)eF (i,j)eB 

Las capacidades illcrane:ntales de las ca3enas de las figuras 1 (a) , 1 (b) y 

1 (e), aon 3, 5 y 1 xespectiVlllll!S'lte· •. 

AÍltes de exponer el nftodo de mlucl&i para el prcblana del flujo m4>dno se 

dalllest:i-a un teoE9lla que sexviad para justificar dich> ~. 
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Figura l. 

(a) Flujo .üúcial1 

Flujo actualizado:. 

(b) Flujo :inicial: 

0-,~-
(5, 5) (6, 8) 

Flujo actualizaib: 

(e) nujo 1nicial: 

Flujo actualizaib: 

(d) Plujo 1nicial: 
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3.2 TEOREMA DE .ELUJO MAXIMO - CORTADURA MINIMA. 

En vista de los conceptos de cadena aumentante y capacidad 

incremental puede concluirse que un procedimiento natural 

para determinar el flujo máximo en una red es encontrar ca

denas aumentantes en ésta e incrementar el flujo a través 

de ellas lo m4s que se pueda. Sin embargo, se requiere una 

herramienta que indique cu4ndo se alcanza la optimalidad. 

El teorema que se demuestra en esta sección proporciona di

cha herramienta, antes, considérese lo siguiente: 

Sean R = (X,A,q) una red y N=X. Sea Ñ = X - N. Se denota 

con (N,Ñ> al conjunto de arcos que tienen un extremo en N 

y el otro fuera de N. 

DefiniciOn. El conjunto de arcos (N,Ñ> es una cortadura de 

R si s&N y t&Ñ, donde s y t son el origen y el destino de 

R. Obs6rvese que si se remueve este conjunto de arcos de R 

ya no existe camino alguno de s a t. 

Definición. La capacidad de una cortadura (N,Ñ> es la su

ma de las capacidades de los arcos que la forman. Una cor

tadura mlnima es aqu6lla con m1nima capacidad. 

Existen ciertas relaciones entre cortaduras y flujos en una 

red. Una de ellas se demuestra en la siguiente proposición: 

Proposición. Sea R • [X,A,q) una red. Sea f un flujo fac

tible de valor v y sea (N,Ñ> una cortadura de R. Entonces: 
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V ~ q (N,Ñ) 

Demostración. Sumando las ecuaciones de conservación de 

flujo para icN se tiene: 
'~i.:' 

V = 1: 
icN 

1: f .. -
jcr+Ci) l.J 

1: 1: fk. = 
iEN ker- Ul 1 

1: f. j + E f. . - . E fki - r fk. = 
icN l. ieN l.J l.EN icN l. 

jEN jEÑ keN keÑ 

1: f .. - E fk. 
icN J.J icN 1 

jcÑ keÑ 

Por otro lado se sabe que O < fij < qij para todo (i,j)eA, 

entonces: 

V= 1: f .. - 1: fk. < 1: f .. < E qi. = q(N,Ñ) 
icN l.J iEN l. icN l.J ieN J 
jcÑ kEÑ jcÑ jcÑ 

con lo cual queda demostrada la proposici6n. 1 

Otra de las relaciones importantes entre flujos y cortadu

ras se establece en el siguiente teorema que, como se hab1a 

indicado anteriormente, proporciona una herramienta de opt! 

malidad para el problema del flujo m!ximo. En este teorema 

se afirma que el valor delflujo m!ximo es igual a la capac! 

dad de la cortadura m1nima. La demostraci6n del mismo es 

constructiva y durante ella se propone un mAtodo para incr! 

mentar el flujo1 por ~sto se contara no s6lo con una herra

mienta de optimalidad·sino tambiAn con un algoritmo para la 

soluci6n del problema. 
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Teorema. (Flujo m!ximo-cortadura m!nima). En una red 

R = (X,A,q] el valor del flujo m6ximo es igual a la capaci

dad·. de la cortadura m!nima. 

Demostraci6n. En vista de la proposici6n anterior, basta 

demostrar que existe un flujo factible en R con valor igual 

a la capacidad de una cortadura de R. Para ello, consid~

rese cualquier flujo factible f en R y constrayase una cor

tadura aplicando el siguiente procedimiento: 

(i). Sea N = {s} 

(ii). Si icN y fij < qij o fji > O, agréguese j a N. 

Rep!tase (ii) hasta que no pueda agregarse v~rtice alguno 

a N. Pueden presentarse entonces dos casos: o bien te:N, o 

bien t4N. 

Caso l. Si te:N entonces, dada la construcci6n de N, existe 

una cadena e de s a t tal que fÜ < qij, para todo (i, j) e:F, 

·y fij > o, para todo (i,j)e:B; entonces esta cadena es aume~ 

tante y por lo tanto puede constru!rse un flujo mejor. En 

efecto, sea q(C) la capacidad incremental de e y redefínanse 

f y v como sigue: 

fij + q(C)' para todo (i,j)e:F 

fif. fij - q (C)' para todo (i, j)E:B 

fij en otro caso. 

V• V + q(C)~ 
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Obsérvese que f es un flujo factible de valor v. 

Constr1lyase de nuevo el conjunto N con el procedimiento (i), 

(ii) utilizando este flujo de mayor valor. 

Caso 2. Si t4N entonces (N,Ñ) es una cortadura de R. Por 

construcci6n se tiene que fij = qij' para todo (i,j)c(N,Ñ), 

y fij = O, para todo (i,j)c(Ñ,N); entonces: 

V= E f j - E fki = 
icN i icN 
jcÑ kcÑ 

E qi. = q(N,Ñ) 
icN J 
jcÑ 

Bajo el supuesto de que qij es entero, para todo (i,j)cA, 

en el caso 1 se incrementa el flujo en al menos una unidad; 

por esta raz6n el flujo m4ximo se obtiene en un ndmero fi

nito de pasos. Con esto queda demostrado el teorema. 1 
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3.3 METODO DE SOLUCION Y JUSTIFICACION. 

El m€todo que se describirá para resolver el problema del flujo 

máximo es el algoritmo de Ford y Fulkerson y consiste, a grandes 

rasgos, en lo siguiente: Se inicia con cualquier flujo factible. 

Primeramente se etiqueta el vértice origen s con dos etiquetas 

[s, =J indicando que en este vértice se dispone de cualquier can 

tidad de flujo. Despu6s, si j es un vértice etiquetado y puede 

enviarse flujo deja i, i recibe dos etiquetas [± j, f(i)J. La 

primera etiqueta será de la forma+ j si ier+(j)1 es decir, si 

puede aumentarse el flujo a travAs del arco (j, i). Será de la 

forma -j si ier- (j) 1 es decir, si puede di.sminuirse el flujo a 

través del arco (i,j). La segunda etiqueta es la cantidad de 

flujo que puede enviarse de j a i y se calcular& por tanto como 

el m!nimo entre f(j) y h, donde: 

{ 

qji - fji' 

h = 

fij' 

Debe observarse que si h = O no puede enviarse flujo de j a i 

por lo cual no se etiquetara i con[± j, f(i)J. 

Este proceso de asignaci6n de etiquetas a vArtice& se repetir& 

mientras sea posible. Si el vArtice destino t recibe etiquetas 

entonces, dado el modo de etiquetar, existe una cadena aumenta! 

te de s a t con capacidad incremental igual a f(t) y por tanto 

se procederl a determinar Asta, con la ayuda de la primera eti

queta, y se actualizara el flujo a trav@s de ella. Si, por el 

contrario, t no recibe etiqueta alguna, entonces se habr4 deter 

minado el flujo mAximo. Para justificar esto dltimo considAre-

103 



se el conjunto de arcos que tienen extremo inicial etiquetado 

y extremo final no etiquetado; este conjunto forma una corta

dura de capacidad igual al valor del a1timo flujo definido y 

por lo tanto éste es máximo. En efecto, n6tese la similitud 

de este algoritmo con la demostraci6n del teorema flujo máximo

cortadura m!nima. El conjunto N que se define durante esta de 

mostraci6n corresponde al conjunto de vértices etiquetados ya 

que se construyen de la misma manera. Por esta misma raz6n, 

la justificaci6n de optimalidad y convergencia del algoritmo 

est4 dada por dicho teorema. Adem~s, en vista de la defini

ci6n de N (o de la manera de etiquetar vértices), el algoritmo 

servirá también en casos donde sea de interés determinar la cor 

tadura de capacidad m!nima. 

Es importante observar que el algoritmo converge s6lo si las 

capacidades para el flujo en los arcos son enteras¡ sin embar

go, en casos donde las capacidades sean racionales, pueden trans 

formarse éstas en enteras multiplic&ndolas por la.potencia de 

10 adecuada. De este modo; el algoritmo puede utilizarse tam

bién en estos casos, 
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ALGORITMO DE FORD Y FULKERSON 

PropOsito. Determinar el flujo m~imo entre origen y destino 

en una red R = [X,A,q) 

Descripcil5n 

l. Iniciar con cual.quier flujo factible f 

2. Etiquetar en origen s con [s, ~1 

3. Elegir un v6rtice etiquetado y no examinado¡ sea j ~ste 

v6rtice y sean (± k, f(j)] sus etiquetas. 

(i) A todo i&r+(j) que no est6 etiquetado y tal que fji < 

qji asignar la etiqueta [+j,f (i)J, donde f(i) = min 

{f(j), qji - fji}. 

(ii) A todo i&r-(j) que no est6 etiquetado y tal que 

f,. > o asignar la etiqueta c~j, f(i)], donde f(i) • 
1J 

min {f(j), fij} 

- Se dice ahora que el v6rtice j ha sido examinado -

4. Repetir el paso 3 hasta que suceda (i) o (ii)1 

. (i) El v6rtice destino t no tiene etiqueta y todos los 

v6rtices etiquetados han sido examinados. Terminar ya 

que el flujo factible' f es mhimo. 

(ii) El v6rtice t recibe etiqueta. Ir al paso s. 
s. Sea x • t. 

(i) Si· la etiqueta de x es de la forma [+z, f(x)J hacer 

f f + f (t) . zx = zx 

(ii) Si la etiqueta de x ea de la forma [-z, f(x)J hacer 

fxz .. fxz - f(t) 

6. Si z • s, borrar todas las etiquetas y regresar al paso 2. 

Si z ~ s, hacer x • z y regresar al paso 5. 
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Justificaci6n del algoritmo 

Como se hab!a mencionado anteriormente, la justificaci6n del 

algoritmo queda dada por el teorema de flujo máximo-cortadura 

m!nima. 1 

Cortadura m!nima 

Al terminar de aplicar el algoritmo t no tiene etiqueta; luego, 

la cortadura de capacidad m!nima está dada por el conjunto 

arcos: 

(N,Ñ), donde N = txcx 1 x tiene etiqueta} 
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Ejemplo 1. Determ!nese el flujo m~ximo des a t en la siguiente 

red mediante el algoritmo de Ford y Fulkerson. El n~mero aso-

ciado a cada arco representa su capacidad, 

Se aplicar& el algoritmo utilizando inicialmente un flujo igual 

a cero a través de todos los arcos de la red. 

Itcraci6n 1. A continuaci6n se muestran las etiquetas asignadas 

a los v'rtices durante esta iteracidn. Loa nelmeros asociados a 

cada arco son el flujo a trav6s de fl y su capacidad. 

\O!~ (s .. ( __ .. 

(~ 

3 

'<.._~ .(·~ !_+<.~ 
(O, 4) °'··· 

~s.~ ~1.~ 
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Primeramente se etiquetó el vértice s con (!;, 00], después se 

calcularon las otras etiquetas conforme a los pasos 3 y 4 del 

algoritmo. 

Se elige el vértice s puesto que está etiquetado pero no exa

minado. Los sucesores i de s no etiquetados y tales que 

fsi < qsi son 1 y 2, por lo que: 

1 recibe etiqueta [3-s, min {co,2JJ 

2 recibe etiqueta l}s, min {.00,6JJ 

El vértice s ha sido examinado, 

Se elige el vértice 1 puesto que está etiquetado pero no exami

nado. Los sucesores i de 1 no etiquetados tales ·que 

fu< qli son 3 y 4, por lo que 

3 recibe etiqueta 1}1, min {2 1 3[) 

4 recibe etiqueta 1}1, min {2,2JJ 

El v~rtice 1 ha sido examinado. 

Se elige el vértice 4. 

El sucesor i de 4 no etiquetado y tal que f 41 < q41 es t, de donde: 

t recibe etiqueta [±4, ~ 

El vértice 4 ha sido ·examinado. 

Puesto que el vértice t recibió etiqueta existe una cadena aumen 

tante de s a t. se determina ésta y se actualiza el flujo a tra

vés de ella en los pasos 5 y 6 del algoritmo: 
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X = t su etiqueta es [±4, il, entonces f4t 2 

X = 4 su etiqueta es (!1, 2J, entonces f14 = 2 

X = 1 su etiqueta es [!-s,~, entonces fsl = 2 

Con este nuevo flujo de valor 2 se realiza otra iteración. 

Iteración 2. Las etiquetas resultantes de esta iteración se 

muestran en la siguiente red: 

[-4,~ 

E-3,fl 

De nuevo, se etiquet6 s con ~, ~ • Despu6s: 

Se elige ~l v6rtice s. 

El vecino i de s no etiquetado y tal que fsi < q
8
i es 2, de donde: 

2 recibe etiqueta [±s, min {00,61] 

El vértice s ha sido examinado. 

Se elige el v6rtice 2. 

El tlnico sucesor no etiquetado de 2 es 4 y f 24 < q 24 por lo que: 

4 recibe etiqueta G2,min{6,4t). 

El v~rtice 2 ha sido examinado. 
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Se elige el vértice 4. 

El sucesor i no etiquetado de 4 tal que f 4i < q4i es 3, de donde: 

3 recibe etiqueta [3-4, {rnin 4, 1 [] • 

El predecesor de 4 no etiquetado es 1 y f 14 > O, de donde: 

1 recibe etiqueta !::'4 ,rnin { 4, 2 [] • 

El vértice 4 ha sido examinado. 

Se elige el vértice 3. 

El sucesor no etiquetado de 3 es t y f 3t < qJt' de donde: 

t recibe etiqueta 1!3,min{l,B:[J. 

El vértice 3 ha sido examinado. 

Puesto que t recibi6 etiqueta existe una cadena aumentante de 

s a t con capacidad incremental igual a l. Se determina ésta y 

se actualiza el flujo a través de ella: 

X = t su etiqueta es 8-3,:g, entonces f3t = 1 

X = 3 su etiqueta es 8-4 ,:g, entonces f43 = 1 

X = 4 su etiqueta es 8-2,-!J, entonces f24 = 1 

X = 2 su etiqueta es [!s,~, entonces fs2 = 1 

Con este nuevo flujo factible de valor 3 se realiza otra itera-

ci6n. 
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Iteraci6n 3. De nuevo, las etiquetas asignadas se muestran en 

la siguiente red: 

[+2,3] 

De nuevo, se etiquet6 s con ~.~. Luego: 

Se elige el vErtice s. 

El sucesor de s no etiquetado es 2 y f s 2 < qs 2, entonces: 

2 recibe etiqueta [is, min{ 00 ,6-1Q. 

El vértice s ha sido examinado. 

Se elige el vErtice 2. 

El sucesor no etiquetado de 2 es 4 y f 24 < q 24 , entonces: 

4 recibe etiqueta 1}2, min 5,4-lJ]. 

El v~rtice 2 ha sido examinado. 

Se elige el vértice 4. 

El predecesor no etiquetado de 4 es 1 y f 14 >O, luego: 

1 recibe etiqueta (:-4, min { 3, 2 O . 
El vértice 4 ha sido exani.nado. 
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Se elige el v6rtice 1 

El sucesor no etiquetado de 1 es 3 y f 13 < q13 , por tanto 

3 recibe etiqueta (!l, min {2,_JJ]. 

El vt!rtice 1 ha sido examinado. 

Se elige el vertice 3 

El sucesor no etiquetado de 3 es t y flt < qlt' por tanto 

t recibe etiqueta (!3, min{2,8-1J]. 

El vt!rtice 3 ~ sido examinado. 

El vt!rtice t recibi6 etiqueta por lo cual existe una cadena 

aumentante de capacidad incr•ental 2. Se determina t!sta y 

actualiza el flujo. 

X = t , BU etiqueta ea (!3,~ , entonces flt - 1+2 = 3 

X • 3 , au etiqueta es (±1,~ , entonces fll - 2 

X = 1 ' su etiqueta •• . r:·.~ , entonces fu• 2-2 • o 
X • 4 , BU etiqueta •• (!2.~ , entonen f24 - 1+2 • 3 

X ., 2 ' BU etiqueta es C!··~ , entonces f.2 - 1+2 • 3 

se 

Con este nuevo flujo factible de valor 5 •• realiza otra iteracitln1 

Iteraci6n 4. Las etiquetas asignadas se muestran a continuocitln. 

&2,1] 

112 



De nuevo la etiqueta de s es [!', ~ , despu!s: 

Se elige el v~rtice s 

El sucesor i no etiquetado de s tal que fsi < qsi es 2, por tanto: 

2 recibe etiqueta Gs, min{ca,6-3[]. 

El v@rtice s ha sido examinado. 

Se elige el v6rtice 2. 

El sucesor no etiquetado de 2 es 4 y f 24 < q24 , dt! donde 1 

4 recibe etiqueta (!2, min {3,4-3[]. 

El v!rtice 2 ha sido examinado. 

Se elige el v6rtice 4~ 

Ningdn vecino de 4 puede recibir etiqueta. 

Todos los v6rtices etiquetados han sido examinados y t no·reci

bi<5 etiqueta. Por tanto, el dltimo flujo es máximo. Por otro 

lado, el conjunto de v6rtices etiquetados es N = {s,2 1 4}1 por lo 

tanto, la cortadura mfnima es (N,Ñ) "'{(s,l), (4,3) y (4,t)}. 

Obdrvese que su capacidad es q(N,Ñ) = 2+1+.2 = 5 que es igual 

al valor del flujo m4ximo. 
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Ejemplo 2. Un gran nOmero de personas viajan en autom6vil de la 

ciudad A a la ciudad B. Las rutas posibles se muestran en la 

red siguiente. El departamento de polic!a de caminos desea cons 

truir suficientes casetas de inspecci6n de tal manera que todo 

autom6vil pase por al menos una de ellas en su trayectoria de 

A a B. El costo de construcci6n de las casetas var!a segOn su 

localizaci6n; el costo asociado con cada tramo se proporciona en 

cada arco de la red (en millones de pesos). Determ!nese d6nde 

deberán. colocarse las casetas si se desea incurrir en el m!nimo 

costo. 

Obs~rvese que, en t@rminos de redes, se desea obtener un con

junto de arcos (tramos donde deber&n construirse las casetas) 

de manera tal que si se eliminan esos arcos de la red ya no exi!!. 

tan caminos de A a B (es decir, todo autom6vil debe utilizar al

guno o algunos de estos arcos en su trayectoria); este conjunto 

de arcos forma entonces una cortadura de la red. Por otro la

do, se desea incurrir en el m!nimo costor debe determinarse en

tonces la cortadura de m!nimo costo. Si se consideran los costos 
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(A,"'] 

de los arcos co.mo capacidades de un cierto flujo a través de 

ellos y se determina la cortadura de capacidad m!nima, es claro 

que ésta corresponde a la de mínimo costo. Para ello se deter

minar& el flujo m&ximo de A a B mediante el algoritmo de Ford 

y Fulkerson. 

Iteraci6n 1. Se aplicar& el algoritl!\o con el flujo factible ini 

cial de valor 11 definido en la siguiente red. Los ndmeros as2 

ciados a cada arco son el flujo a trav•s de l!l y su capacidad. 

Las etiquetas asignadas a cada vértiée durante esta iteraci6n 

tambil!n se muestran en la red. 

[-l,2] [tl,l] 

ffl,i] 

Puesto que f(BJ=2 mc:iste una cadena aumentante da. capacidad in

cremental igual a 2; ésta es: A,3,5,B. Actualizando el flujo 

a través de esta cadena se obtiene el definido en la siguiente 

red. 
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Iteracidn 2. De nuevo se asocia a cada v~rtice su correspon-

diente etiqueta. 

In eata iteracidn el vtrtice B no recu.d etiqueta; por lo tanto 

ea'9 flujo de valor 1l es el ... ~. El conjunto de vtrtices 

no etiquetado• e• N " {A,2} por lo q\le la cortadura de capacidad 

m1nilla ea (N,il = {(A,l), (A,3), (2,3)} de capacidad q(N<i> • 

4+6+3 = 13. Por tanto, la 110lucHln para el probl- del depar-

. tamento de policia de camino• .. construir la• caaetaa de ina

peccidn en loa trAlllD• (A,l), (A,3) y (2,3) con un costo de con•

truccidn de 13 millon .. de pe11e1a. 

' 116 



Ejemplo 3. Determfne•e al flujo m&ximo en la siguiente red 

a partir del flujo factible definido en ella1 

Lo• ndllerae asocilllloll a AÜ •rc:o llOD el flujo a travh de. tl y 

•11 capacidat. 

Obsfrvese primeramente ... el valor de este flujo e• v=4. 

Iteracidn l. Las etiqueta• a•ignada• a lo• vfrticea durante esta 

iteracidn se aue•tran en l~ •iguient~ red1 

. [--·~· 

~~/,. 

~ .. (5,11) 

'"'º '-'Oj 
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Puesto que f(t) m 5 se ha determinado una cadena aumentante con 

capacidad incremental igual a 5 unidades de flujo, ~eta es: 

s, 1,3,5,t, Actualizando el flujo se obtiene el definido en la 

siguiente red. 

Iteraci6n 2, De nuevo se asocia a cada vértice su córrespondierr 

te etiqueta: · 

~~"\ 
\.'-'' .. 

~·e::!~ (5;11) 

• ~d)" 

¡±1,fl 

[-4,~ 

'' • ·''' ,· < 

Puesto que f ( t) =1 .. se ha. determinado otra cadena aumentan te con . 

capacidad incremen.tal' igual a 11 ~eta es1 s, l, 2, 4, 7,.t~ Actual!; 

zando el flujo se .. obÚene el definido en la siguiente réd. 

Iteraci6n 3. De nuevo ae ae~dá a· cada v~rtice BU etiqueta. 

. :118 

(0,6) ·;''. . 

/feo~·. 
(12,20) . ó~ .; ... ~:) 

fe,101 .· ~·-
.[~e."\ 

(12,20) .7 ) 



En. esta iteraci~n t no pudo ser etiquetado. Lti.ego este flujo 

de valor 10 es m4ximo. Puesto que el conjunto de v6rtices et! 

quetadoa es N = {a},. la cortadura mínima eata dada por: (N,Ñ)~ 

{(a,2)} de capacidad igual a 10 • 
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3.4 VARIAN'l'ES. DEL PROBLEMA 

En esta parte del capltulo se analizan tre• variantes del pro

blema del flujo llf;dmo en una red, Bata• son1 

(a) Exiaten en la red vario• orlgenH o de•tinoa. 

(bf Algunoa vArticea·en la red tienen capacidad maxima para el 

flujo.que pasa por elloa • 

. (e) Los arcos dela red tienen cotas inferiores para el flujÓ a 

travéa de eU:o•. 

Cada un0 de. ••to• problema• aera rmuc1clo<a1 probl..a trat~do , 
. en las treil. HCCionea anteriores por .lo cUAl loa, a•todoa de 80-, .. ·' .. '• . . ... 

lucidn var1~an au~ poco del algoritao dePord yrulk~rson. 

<'a). CalO donde uiaten varioa ods.n.a,:o :deatinoa. 

Supdngaae que la r94 R • (!t,A,c¡] tte'e lli:ort9,ene81 a1,a2, ... ·,·~· 
··Ji deatinoa, t1,,.t2, ••• ,tn y que puede en~#r~~:.íiujo;'de cu,lqu~~r < .• 

··origen a ciJ4i(¡U1er deatino. El probl-. .é0naiate '9n detemimir : .. 

el flujo '.J~illlo' que puede · enviarn, a tia~: :a• 1• r.S, d~ toiso8 1 

.• loa or1geneil a todos loa de1t1no•. S11psftg••• que a 11• red R ~e '• . 

· asocia la re4.R'· • [!t', A', q~ dondes 

. X' • XU{l,t} 

,y 

A.' • AU{(a,•1>11•1, ••• ,a).o <.C~;1,t:r1j .. 1, ••• ,n} 

"·. { q1j; .•1. (1,j)·~· .· .. • •.... :: .. ' . ' 
,q.•'(11j) . 

··.·, . CD, •1.1••0 :t111t~. 
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Oba•rveae que entonce• el problellll •• reduce a detenllnar el 

flujo mix111o de • a t en la red R'. En efecto, una ve:I que .. 

determine dicho flujo en R', bastara con definir en a el •i.., 
flujo definido en 109 arco• ele A en R • • Por tanto, para ~llO! 

. ver eate tipo de problma•, pa9cÍe utilizarse el algoritmo ele . 
' ., .. ,· ' 

Ford y Pulkeraon ain .. llOÜficacidn alguna. 

'(b) ca.O donde •e e!raiteD capacicladea en v'"1cu •. 

' ' ' 

Sea R • ~.A,q,JD una red en la .cual •• ·~ clef:tDiclo aa :funcidn 

q, ~- ,aaocia a e• arco la Cap9ciclild del.flajo a t:r~dll.cJ9 8 1 

y una f-idn k qu.e' a.OCia' a cada vert:ice la CQlllCtdí.11' ~::n~jo 
. • '·. .' :. •, ' •. . ( ' .·· .. •··. ' .• ··, .· ·, ! J '·:;' •• 

que ¡ÍuacJe'paAr pÓr . .i.· un flu:Je>.·factible f .. - a u·~·····.· 
·una flinc1dn,Hoc1a&k.a loe .1-tom de A, qae~4t.i.'9~. 

' . '. . ,, ... '·,., . ·" 

to• (i) . •y (11) 4• la 9eocion l;.1 y ad..alu : ' . . . ' . 

. I .~ · fj1 !kU.), para todo tcx. 
jEf (1) .. · .·. · , · · 

1 :· t ·~ 

supanga•. que ile aellea· ü~uiainlar el. flu:Jo .,.,-. 49''.il.•í:~: .. ..-.:ia·:. 
':' ' ·.·¡. . ..... ' ' '' ·",. I·. ¡ ·, . . ' :e ·. ":· ':.'" .:," : ... :. ' ... :'.<~\'~' -:··~/.>·.'<" .. ·:.~ 

·red a. Para ••~, conliidk••• una, re4 .a• ~t:ftJda ... la ~-~ · . · 
·:,..·' ..... · .. ,· 1_,··i. ::·:·.;:";. .. ' ... > .. _,'· .. --~ .··.·_:<;'·"'·:-·>::,;;::·:.:~;,:: .. _.:t.<<·:,,:::.:-::.~:.-.1 

'.gu:t•nte ,Maerat. A cacta 9'rUce i ele a, con . eapacidlid fillU:a~ cD- . 

" 
" ~ .. ; 

rrHpond~ ·~ arco (i- ~ l:.) 'm R1 ·-. ca~id8d lt~1)1" ú'~ ¡;,_;.: . 
are~• con extrem ~1nal i· u a é:orreapon11en,' •. a•, .:~ ... , 
a fonaa C:J,1_). 6 (j~ 1c'>, •1 :1 ti~• ca..actdllll fiDt~s:~ ~d-

.· . ' ., 1 • ·. ;:· ·,. ,·· ...• :'·,' • 

·ao, todo,• lo• arco•·- atz9D"intctal - • caai:r .. 1'111,...; ... ··~ 
:a arc.oa 4•: la fo~ ú+, j) ª· ci•~:1-; .• 1 j ~-:·~~~·~s-i.' 
ta.~ loa arco• de 1 conHn.a iiu capaciald.· 1i •' ~:(le- · 

u~1da 11 .. ••ta ..;....ra;: :.e u_; .... • part:lr .. c:.aai.-d~· ~Í..:ro . 
; .\.'. . . _ _,. . ; .:·.· .·'. '·,.: ' ,' .' . t,... ·:. ": i.._-,; .. '..' :.;·.,: ,. _: 

., . 
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definido en esta red, puede definirse otro del mismo valor en 

la red R y viceversa. En efecto, si f' es un flujo factible de 
1 

valor v en R' y se define f como fki fki- y fij = fl+j , para 

todo i&X con capacidad finita, y fij flj• en otro caso, es fá 

cil verificar que f es un flujo factible en R. Si i&X tiene ca 

pacidad k(i) y V es el conjunto de vértices de R', se tiene que: 

V si i = s 

' 1 r fi+j - fi_i+ = o si i + s,t 
j&V .. ·~' -v si i = t 

Por otro lado; 

'.luego, f ea un flujo factible de valor v en R. Determinar el 

.. · · flujo miximo en R es equivalente entonces, a determinar lo en R' • 

,\ -:. 

Por tanto, puede concluirse, de nuevo, que para resolver este 

tipO de problema·& puede utilizarse el algoritmo de Ford' y 

Fulkeraon. 

Por dtlimo, es importante obser,var que, en este caso, la corta• 

dura.de capacidad m1nima de R' puede corresponder a un conjunto 

de arcos y v@rtice~ de R. 
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(c) Caso donde se permiten cotas inferiores en los arcos. 

En la pr4ctica es necesario, algunas veces, asociar una cota 

inferior al flujo a travl!a de un arco. Por ejemplo, si la red 

representa un oleoducto, puede tenerse inter6s en enviar no me

nos de cierta cantidad de flujo puesto que no valdr!a la pena 

incurrir en costos de env~o de una cantidad muy pequeña; en 

este caso se asocia como cota inferior la cantidad m!nima de 

flujo deseada. Una cota inferior puede representar tambil!n una 

demanda por satisfacer. 

COnsid8rese una red R.• (!t,A,r,'i) donde q es la funci6n de 

capacidad de flujo asociada a loa arcos de R y r es una funciCSn 

que asocia, a cada arco (i,.j) de R, la cota inferior rij permi

tida para el flujo a travea de (i,j)• En este caso se tiene un 

flujo factible f si se cwnplen las ecuaciones de conservaci6n 

de fl~jo y rij~fij~qij' para todo (i,j) cA. NCSteae que, de 

hecho, el problema tratado en las primeras tres seccione• es un 

caso particular de l!ste (rij • o, para todo (i,j)cA). 

El primer problema que surge cuando se intenta maximizar el fl~ 

jo del origen al destino en una red con estas restricciones ea 
. . 

determinar un flujo factible inicial1 claramente, en estos ca-

sos, un flujo igual a cero a traves de todos los arcos no es 

factible, 

Para determinar dicho flujo factible se utilizar! la red 
1 ' 1 1 ~ R .. Gtu{s , t } , AUA U{ (t, s)}, q _¡, dondes 
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- Para todo (i, j) EA, si rij + O, se definen los arcos (s' , j) , 

(i,t')EA' 

- qij = qij - rij' para todo (i,j)EA 
• 

- qta = • 
1 1 

- Para todo (i, j) EA, 8i rij+ o, se define q
8

, j = qit, = r ij 

- Las cotas inferiores para el flujo a trav@s de los arcos de 

R' aon todas o. 

Si para algdn icX existen varios arcos de la forma (i,j) con 

rij + O se define un a6lo arco (i,t') con capacidad q~t• igual 

a la 1111118 de las cotas inferiores de estos arcos. · An4logamente 

se procede si existen varios arcos de la forma (k, i) con 

rli + O, para algdn .icX. 

·Si el flujo llixillo de•' a t•, .en la red R'; tiene valor igual 

a la suma de las cotas inferiores de los arcos de R, puede de

mostrarse que existe un flujo factible en R. Esto se har4 en 

el teoreaa que a continuacidn se enuncia. Este resultado se 

4-eetra conatrucUvuente proporcionando asl una manera de o~ 

tener el.flujo factible des~do. 

'leoraia. Sea !' el flujo m&x.U.O de valor v • en R 1 y sea F ta el 

flu-10 a tra••• del ·arco (t,a). ·s1 v'• t' . r entonces existe 
.6 (i~j)EA ij 

un flujo factJ.ble de valor 'ts en R. 

124 



l 
r 
h. 

Demostración. Por ser F un flujo factible en R', se tiene que 

·f :·: si i=s' 
(i) l F - l F si i+s•, t' jcr+ (i) ij kEr- (i) ki 

L-v', si i=t' 
1 

(ii) O ~F ij ~qij' para todo (i,j)EAUA'U{(t,s)} 

Por otro lado, por ser v' = l rij se tiene que el flujo 
(i,j)EA 

a trav~s de los arcos de la forma (s',j) y de la forma (i,t') 

es igual a la capacidad de dichos arcos. 

El flujo f definido como fij = F1j+rij' para todo (i,j)EA, es· 

factible. de valor Fts en R. Para probar esto se debe verificar 

que se cumplen: 

(b) r1j~fij~qij, para todo (i,j)cA 

¡ Primeramente se probar& (a) para i+s,t: 

j Y.. fij - kr fkj = I Fij + I rij 
jift• j:ft' 

I Fij + Fit' - I Pki - Fs'i 
jft' kfs' 
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Ahora, si i=s: 

~ F8 j - l Fks = Fts (por (i)). 
j k'ft 

An4loqamente se prueba la ecuaci6n de conservaci6n de flujo para t. 

Para probar (b) se tiene que, de (ii): 

Luego, f es un flujo factible de valor F ts en R por lo cual el 

teorema queda demostrado. 1 

Por otro lado, debe observarse no siempre existe un flujo factible, 

en redes con estas caractertaticas. Se utilizar& de nuevo la red 

R' para detectar cu4ndo no existe aoluci6n. Esto se har• en ei 

aiguiente teorana. 
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Teorema. Sea F el flujo máximo des' a t', 

de valor v' en R', Si v' + r . rij' enton 
(i,j)e:A 

ces no existe ningdn flujo factible en R. 

Demostracidn, La demostracidn del teorema 

se hara por contradiccidn. Supdngase que 

existe un flujo factible de valor v en R. 

Entonces se cumplen1 

v , si i=s 

(i) 

-v , si i=t 

(ii) rij~fij~qij, para todo U,j)e:A. 
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Definase el flujo F en R' como sigue: 

Fij = fij - rij' para todo (i,j)EA 

Fts =V 

F it'= r 
j 

rij' donde rij es la cota inferior de los 

arcos de la forma (i,j)EA 

F8 ,j= ~ rkj' donde rkj es la cota inferior de los 

arcos de la forma (k,j)cA 

Primeramente se mostrar& que F es un flujo factible en R' de 

valor v• = Í r 1 • Para ello deber& verificarse que se 
(i,j)e:A j 

cumplen1 

(a) Í Fij = 
j { 

v' si i=s' 

a o : si i+s',t' 

-v' , si i=t' 

(b) O~Fij~qÍj' para todo (i,j) EA U A'U {(t,s)}. 

Sea i + s', t', s,t 1 

Pero Pit' • l r 1j 
j 

es igual .a: 

y F s 'i = Í rki; luego, la cantidad anterior 
k 

Y. f 1 j - Y. fki • O (por (i)) 
jft kfs' 

P~ra t~s, se tiene: 

~ Fsj - i Fki'"' j¡t/sj + Fst' - ~ rsj - kI
8
/ks - Fs's-Fts+ k rks = 

k~t 
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Í. f - i f - V = V - V = 0, j=ft' sj k s'ks 
k t. 

(por (i)) • 

An4loqamente se prueba que (a) se cumple para i=t. 

0~8~rvese que r-(s') - - por lo q\ie: 

Análogamente se prueba r F - f F = - r r 
j t'j k kt' (i,j) EA ij •. 

Para verificar (b) se tiene que, de (ii)s 

O~ F ij ~ qtj, para todo (i, j )EA 

Por otro lado, el flujo definido para los arcos de la forma (i,t') 

y (s',j) es igual a su capacidad. Por dltilllo, la cápacidad del 

arco (t, s) es infinita. Luego, (b) se cumple para todo. (i, j) EA 

U A 1U{(t,s)}J de donde, Fes un flujo factible de valor r rij 
(i,j)EA 

en R'. 

Nt5tese que el conjunto de arcos de R' con extremo inicial a• ·for 

man una cortadura de capacidad . r rij por lo cual F es un 
(i,j)EA 

flujo m•ximo en R'. Esto es una contradiccidn a la hiptStesis y 

por tanto se concluye la afirmacitSn del teorema. 1 
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Una vez que se ha resuelto el problema de determinar un flujo 

factible en R, si existe, debe procederse a determinar si ~ate 

es m&ximo o no y, en caso de que no lo sea, construir otro flu 

jo de valor mayor. Para esto debe observarse que una cadena e, 

de s a t, es aumentante, en este tipo de redes, si fij < qij' 
para todo (i, j) EF, y fij > r ij, para todo (i, j) EB, puesto que en 

estos arcos debe decrementarse el flujo. En base a esto es cla 

ro que el algoritmo de Ford y Fulkerson puede aplicarse en estos 

casos con una sola modificaci6n. La dnica modificaci6n consis

te en cuando y c6mo deben etiquetarse los predecesores de un v6r 

tice; ea decir, el incico (ii) del paso 3 debera indicar1 

3. (ii) A todo i&r- (j) que no esta etiquetado. y tal que fij > r ij 

asignar la etiqueta C:-j, f (i)], donde f (i) • min {f(j), f1j-r1~}. 
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Ejemplo 4. Determínese el flujo m~ximo en la siguiente red R 

en donde los ndmeros asociados a cada arco (i,j) son rij y qij" 

Primeramente se determinará un flujo fac~ible en la red con ay~ 

da de la red R' que se presenta a continuaci6n: 

(1,oo) 
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El segundo namero asociado a cada arco (i,j) es su capacidad 

qlj1 el primero es el flujo Fij definido. Puede verificarse 

f4cilmente que F es un flujo rn4ximo en R' de valor 14 que es 

igual a la suma de las cotas inferiores de los arcos de R. Luego, 

existe un flujo factible en R de valor Fts = l. En base a la 

demostraci6n del teorema correspondiente este flujo es fij = Fij 

+ rij' para todo arco (i,j) de R: 

(0,2,10) 

Los ndmeros asociados a los arcos (i,j) de esta red son rij' fij 

,Y qij , respectivamente. Utilizando el algoritmo de Ford y Ful

kerson, con la modificaci6n mencionada en eata.secci6n, se dete~ 

·mina la cadena aumentante a,3,5,t con capacidad incremental igual 

a 5 unidades de flujo. Una vez actualizado el flujo a trav~s de 

los arcos de esta cadena, se determina la cadena s,2,6,t de ca

pacidad incremental igual a 7. Por dltimo se determina la cadena 

aurnentarite s,1,S,4,6,t de capacidad incremental 3. Por lo tanto 

el flujo m'ximo en la red es de valor 16 y se presenta como el 

segundo ndmero asociado a loa arcos de la siguiente red: 
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FLUJO A COSTO MINIMO ENTRE ORIGEN Y DESTINO 

CAPITULO 4 



4.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

En el cap!tulo anterior se analiza el problema del flujo m~ximo 

entre origen y destino en una red R sin tomar en cuenta que pu~ 

de tenerse un costo asociado al flujo a través de cada arco; 

este costo asociado al arco puede describir costos unitarios de 

transporte, almacenamiento , producci6n, etc. 

Ahora se considera el problema de elegir el mejor flujo, bajo 

el criterio de su costo. En general, puede tenerse inter~s en 

elegir el mejor flujo, entre origen y destino, de cierto valor 

que no es necesariamente el m&ximo. Sea R = (!c,A,q,€) una red 

con una funci6n q de c~pacidad y una funci6n c de costos por 

unidad de flujo asociadas a sus arcos. Se define como el costo 

de un flujo factible f a la cantidad r cijfij' donde cij 
(i, j) EA 

es el costo unitario del flujo a trav6s del arco (i,j) y fij ea 

la cantidad de flujo a trav6s de (i,j). Supdngase que se tiene 

inter@s en determinar un. flujo factible de valor v, entre el ori 

gen y el destino, incurriendo en el menor costo p0aible; al fl! 

jo de menor costo se le llama flujo a costo m!nimo de valor v. 

Claramente, si la cantidad v de flujo requerido ea mayor que el 

valor del flujo m~ximo el problema no tiene solucidn, por lo 

cual de aqu! en adelante se supondr4 que v no cumple esto. 

Antes de exponer m6todos de solucidn para el problema se prese~ 

tan algunos conceptos b4sicos que aeran de gran utilidad. 
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4.2 CONCEPTOS BASICOS 

Considérese la red de la figura l. Sup6ngase que se requiere 

el flujo de valor v=S a costo m!nimo. De alguna manera, que s! 

r~ explicada posteriormente, se ha determinado el flujo de va

lor 5 y de costo 48 que se muestra en la figura 2. Obsérvese 

que si se modifica el flujo a través del ciclo 1,2,3,l se obti! 

ne un flujo de menor costo con el mismo valor v=S. Dicha modif! 

caci6n consiste en incrementar, en una unidad, el flujo a tra

vés de los arcos (1,2), (2,3) y decrementar, en una unidad, el 

flujo a través del arco (1,3). Este dltimo flujo, de costo 46, 

se muestra en la figura J. 

De aqu! se concluye que, en general, es necesaria una herramie~ 

ta que permita determinar si un flujo factible dado es de costo 

m!nimo o no y, en caso de que no sea, proporcione una manera de 

construir un flujo mejor a partir de aquél con el que se cuenta. 

Esta herramienta está dada por el concepto de red marginal o i~ 

cremental que a. continuaci6n se define. 

Definición. Sea R = (!c,A,q,C_] una red y sea f un flujo factibl~ 

definido en R. La red marginal o incremental de R, con respecto 

al flujo f, es la red R' (f) = [2c,A1UA 2,q 1 ,c 1
], donde: 

-Al= {(i,j)EA}lfij<:qij}' 

- A 2 = { ( i , j ) 1 ( j , i )EA y f j i > O } , 

- q' describe la capacidad de los arcos de R' (f) de la 

siguiente manera: 
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Figura 1. 

Los nllmeros asociados a cada arco son (capacidad, costo) 

Figura· 2. 

El ndmero asociado a cada arco es el flujo a travds de él. 

Pigura 3. 

El ndmero asociado a cada arco es el flujo a traves de 01. 
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q'ij qij - fij 

q'ij = fji 

para todo (i,j)EA1 

para todo (i,j)EA2 

- c' describe el costo unitario del flujo a través de los 

arcos de R'(f) de la siguiente manera: 

c•¡j = cij 

c'ij = -cji 

para todo (i,j)EA1 

para todo (i,j)EA2 

La red marginal R' (f) de la red de la figura 1, con respecto al 

flujo definido en la figura 2 es: 

Loa ndmeroa asociados a cada arco son, respectivamente, la cap! 

cidad y el ·costo unitario del flujo a través de fl. 

Obs6rvese que, en general, un circuito en la red R'(f) corres 

ponde a un ciclo en la red R con la·caracter!atica de que es 

posible modificar el flujo a travfs de fl. En efecto, cada ar

co (i,j)~A1 corresponde a uno de A con fij < qij por lo cual el 

flujo puede aumentarse en este arco; cada arco (i,j)EA2 corres

ponde a un arco ( j, i) cA con fji > O por lo cual puede decremen

tarse el flujo a trav6s de fl. 
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Por otro lado, se obtiene un nuevo flujo factible del mismo va 

lor v si se modifica en cierta cantidad d el flujo a través del 

ciclo de la siguiente forma: 

1 

{fij , si (i,j) no pertenece al ciclo 

fij = fij + d , si (i,j)EA1 y pertenece al ciclo 

fij - d , si (j,i)EA2 y el arco (i,j) pertenece al ciclo. 

Es fácil verificar que el flujo f' as! definido es factible de 

valor v. Para ello se demostrar4 que: 

v, si i=s 

I f~j -¡ • i+s,t· fki ·{o, si 
j 

-v, si i=t 

Esto es claro si el vértice i no est4 en el ciclo. Ahora, si i 

es un vfrtice del ciclo, entonces tiene dos vecinos m y n en di

cho ciclo. Si en el circuito correspondiente en R'(f) estan los 

arcos (m,i) e (i,n) existen varios.casos a considerar: 

(a) (m, i), (i, n) e: A1• Esto implicada que m es predecesor de 

i y n es sucesbr de i en el ciclo. 

id 
m 1------.. i -------.. n 

(b) (m, i), U, n) e: A2• Entonces m es sucesor de i y n es pred!!_ 

cesor de i en el ciclo. 

G>------d-----1@--d--G 
(e) (m, i) & Al' (i,n) e: A2• En este caso m y n son predecesores 

de i en el ciclo. 

-d 
m 1-----M i -----""' n 
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(d) (m,i)e A2, (i,n)e A1• ~r tanto m y n son sucesores de i en el ciclo. 

En el caso (a) se tiene: 

rf~j - r f~i = .r f~j + f ~n - r f~i - f~i 
j k Jfn k:fm 

= 

An4logamente se prueban los otros tres casos. 

La red marginal indica entonces la manera de obtener otros flu

jos factibles del mismo valor. M4s adn, indica el cambio en el 

costo al modificar dicho flujo. En efecto, incrementar una un! 

dad de flujo a trav~s del arco (i,j)EA 'implica incrementar el 

costo c1j unidades; decrementarlo implica decrementar el costo 

cij unidades y son precisamente cij y -cij los costos asignados 

a los arcos de R'(f) en el primer y segundo casos, respectivamente. 

De aqul que si se modifica el flujo, en una unidad, a travAs de 

un ciclo, el cambio total en el costo est~ dado por el costo del 

circuito correspondiente en R'(f). Puede entonces concluirse que 

si existe alqdn circuito negativo en R' (f) conviene modificar el 

flujo a trav~s del ciclo correspondiente mejorando as! el costo. 

Adem&s, puede verificarse que este comportamiento es lineal 

por lo que es deseable determinar la m4xima cantidad, d, en que 

puede modificarse el flujo a trav~s de un ciclo. Claramente, d 

\ 
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debe ser tal que no rebase la capacidad de los arcos del cir

cuito en R'(f) ya que estas capacidades representan el cambio 
1 

posible en los arcos de R. Por tanto d = Hin {qij' con (i,j) 

en el circuito}. ·En el ejemplo de la figura 1, se tiene el ci~ 

cuito negativo 1,2,3,1, de costo -2, en la red marginal. Al mo

dificar el flujo en una unidad a travAs del ciclo 1,2,3,1 (fig~ 

ra 2) el costo mejor6 en 2 unidades. En este caso d = Min {2, 

3,3} = 2 de donde se concluye que puede modificarse el flujo 

una unidad m4s a travAs del ciclo con un nuevo decremento de 2 

unidades en el costo, es decir, un decremento total de 4 unida-

Este flujo tampoco es de coato m1nimo pueato que existe el ci~ 
. ' 

cuito negativo 1,s,2,3,1. 

En base al concepto de red marginal se enuncia el siguiente t~ 

rema en el cual se plasman los resultados discutido• anterior

mente. Con Al se propone, de hecho, un algoritmo para determinar 

el flujo a costo m1nimo en una red. 
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Teorema. Sea f un flujo factible de valor v en la red R = ~· A, 

q,c]. Entonces el flujo f es de costo m!nimo si y s6lo si no 

existen circuitos negativos en la red marginal R'(f). 

Demostraci6n. Sean c(f) el costo del flujo f y c ~IR' (fl] el 

costo de un circuito e en R' (f). 

Primeramente se demostrar~, por contradicci6n, czue si f es de 

costo mínimo entonces no existen circuitos negativos en R'(f). 

Para ello sup6ngase que existe algan circuito e en R'(f) tal que 

c ~IR' (f)] <o. Se denotad. con f + l o (C) al flujo definido en R 

de la siguiente manera, donde K es el ciclo 

fij , si (i,j)ÍK 

fij+l , si (i,j) EA1nc 

fij-1 , si (j,i) A2ílC 

correspondiente a C, 

• 
Ea sencillo verificar <?lle f+l o (C) ea de valor v. El costo de 

este nuevo flujo ea1 

c(f + 1 o (C)) • c(f)+c@IR'(f] <c(f), 

lo cual contradice la hip6tesia. 

Para demostrar la suficiencia de la condici6n se utilizar& un 

resultado que no se prueba ya que para ello se requiere de con

ceptos no expuestos en este trabajo (Referencia 4). Este resul 

tado establece que un flujo f de valor v puede descomponerse 

como: f • 1 o (Pi> +lo (P2) + ••• +lo (Pv-~+ 1 o (Pv) + 

1 o CC1 ) ~ 1 o tc2) +.,.+lo (Ck) donde Pi es un camino eleme~ 

tal de a tl t en R U.,1, •• ,,v), cj es un circuito elemental en 
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R(j=l , ••• ,k) y 1 o (S) denota un flujo igual a una unidad en 

los arcos de S y a cero unidades en los arcos fuera de s. 

Supdngase que c@IR'(fl]~o, para todo circuito e en R'(f), y 

que f*(f*ff) es el flujo a costo mínimo de valor ven R. Den6-

tese con f*-f el flujo que describe f!j-f ij unidades de flujo 

a través del arco (i,j)cA. En base al resultado anteriormente 

mencionado, f*-f puede descomponerse como: 

f* - f = 1 o(C1) + 1 o (C 2) + ••. +lo (Ck)' 

donde Cj es un circuito en R, para j=l, ••• ,k. Entonces 

Puesto que este dltirno flujo es factible, se tiene <!lle cualquier 

suma f + 1 o (C 1)+ ••• + 1 o (Crl es factible para 1 < r < k. 

Considérese el flujo f + 1 o (C1), entonces: 

Por otro lado, puede verificarse que: 
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Luego, para el flujo f + 1 o(C1) + l o(c2), se tiene: 

c(f + 1 o(c1) + 1 o(c2)) = c(f + 1 o(C¡)) + c@21R' (f + lo(c1)] 

~ c(f + 1 o(C¡)) + c@21R' lf>] 

~ c(f + 1 o(C1)) 

~ c(f) 

Continuando con este razonamiento se llega a e (f*) ~e (f) de 

donde f ea un flujo a costo mtnimo de valor v. 1 
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Anteriormente se ha supuesto que se cuenta con (o se determin<,) 

un flujo inicial cualquiera del valor v requerido. Existe un P-'<'. 

cedimiento alternativo para atacar el problema. Este consiste e· 

considerar un flujo factible de valor u (u < v) de costo mínimo e. 

ir incrementando el valor del flujo, hasta obtener el valor v, 

de manera tal que siempre se conserve la optimalidad1 es decir, 

que cada flujo que se obtenga sea de costo m!nimo. Para lograr 

esto se utilizar& de nuevo la red marginal, Es claro que, para 

incrementar el valor de un flujo dado, ea necesario determinar 

cadenas aumentantea de a a t en la red. N6tese que un camino de 

a a t en la red marginal, con respecto a un flujo dado, corres

ponde a una cadena awnentante de a a t en la r.ed original y vi

ceversa 1 la capacidad incremental de una cadena ser& igual a la 

de la ruta correspondiente en la red marginal. Por tanto, para 

determinar una cadena aumentante se determinar& una ruta en la 

red marginal y se enviar&, a travts de esta cadena, una cantidad 

igual a su capacidad incremental o iquala la diferencia entre 

el valor de flujo requerid~ y el valor del flujo.actual. Pero 

este proceso debe garantizar.la conaervaci~n de la optimalidad. 

ser4 necesario elegir la ruta mfa corta en la red marginal, para 

este prop6sito, como se propone en el aiguiente teorema. 
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Teorema. Sea f un flujo factible, en la red R = [g,A,q,c], de 

valor v y de costo mínimo. Sea P* la ruta m~s corta de s a t 

en R'(f) y sea P la cadena aumentante, en la red R, correspon

diente a P*. Entonces el flujo f', resultante de aumentar una 

unidad de flujo a través de la cadena P, es un flujo de valor 

v+l y de costo m1nirno. 

Demostraci6n. Primeramente obsérvese que f' es de valor v+l. 

Por otro lado, puesto que f es de costo mínimo, R' (f) no conti~ 

ne circuitos negativos. Para demostrar que f' también es de 

costo mfnirno, basta probar que la red marginal R'(f') tampoco 

contiene circuitos negativos. Las redes marginales R' (f) y 

R' ( f') coinciden excepto, posiblemente, en los arcos de P"'. Con

aid6reee la partic16n, de los arcos de P, en los conjuntos F y B 
• 

definidos . en el tercer cap1tulo. Si f ij = f ij + l < qij, para 
' 1 todo (i,j)cF y fij = f 1j-l >O, para todo (i,j)cB es claro que 

R'{f) y R'{f') contienen los mismos arcos y por tanto R' (f') no 

contiene circuitos negativos en este caso. Ahora, si existe al 
1 

gdn (i,j)cF tal que fij=fij+l = qij entonces este arco, que pe~. 

tenece a R'(f), no .Pertenece a R' (f') y el arco (j,i) pertenece 

a esta dltima red. Sup6ngase que este arco pertenece a un cir

cuito e de R' (f')1 sean los v6rtices de C:i,l,2, ••• ,k,j,i. 

Puesto que p• es una ruta m4s corta desaten R'(f), entonces 

el arco (i,j) es una ruta m4s corta de i a j ya que pertenece a 
1 1 1 

P*. Por lo tanto, en la red R' (f) se tiene que cij ::_c11+c12 + 

' ' 1 ' ' ' • •• + ckj; luego c (C)cc11+c12+ ••• +ckj-cij ~O y por tanto. e no 

es un circuito negativo. Anlllogamente se prueba que R' (f') no 

contiene circuitos negativos si existe algan arco (i,j)cB tal 
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4.3 METODOS DE SOLUCION 

Como se menciond en la secci6n anterior, el problema del flujo 

a costo m1nimo en una red R = [!c,A,q,~ puede resolverse de dos 

maneras. Una de ellas involucra la determinacidn de circuitos 

negativos en la red marginal y la otra involucra la determina

cidn de rutas m&s cortas en esta red. 

El primero de estos procedimientos sera llamado algoritmo .basa

do en la eliminacidn de circuitos negativo• y algunas veces se 

hace referencia a ~l como algoritmo Primal puesto que empieza a 

aplicarse a partir de un flujó factible del valor v requerido y, 

en cada iteraci<Sn, este flujo se mejora, ain modificar au valor, 

hasta alcanzar la optimalidad. El' segundo procedimiento ser4 

llamado algoritmo basado en rutas m4s cortas1 a veces , en la 

literatura, se hace referencia a a1 como algoritmo Dual ya que 

se aplica a partir de un flujo factible de algGn valor menor del . 

valor v requerido pero de costo a!n:blo1 en cada 1teracidn se i!! 
. . 

cremen~ el valor del flujo, sieapre conservando la optimalidad,. 

hasta alcanzar v. Ena~guida ea.comentan ydescriben estos m8to-

dos. 

· ·a.· Mftodo· basado en eUininacidn c!e ·circuito•· negativos. 

El prtater paso de este m8todo consiste en determinar un·flujo 

factible del valor v requerido. Para ello puede utilizarse el 

algoritmo de Ford y Fulkerson con una modificacidn en el crite

rio de alto. Esta.modificaci<Sn consiste en lo siguientes si, en 

el paso s, la etiqueta f(t) de t m&a el valor v 1 del flujo actual 
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es mayor o igual que v, entonces se modifica el flujo en la ca~ 

tidad v-v' y se termina con el flujo del valor v: si ~ste no es 

el caso se realiza otra iteración. Obsérvese que si se determi 

na el flujo m4ximo, utilizando esta modif icacidn del algoritmo 

de Ford y Fulkerson, y el valor de éste es menor que v, enton

ces el problema no tiene solucidn. Una vez determinado el flujo 

de valor v se procede a •probar• la optimalidad. En base al pr! 

mer teorema expuesto en la seccidn precedente, "probar" la opti

malidad consiste en verificar si en la red marginal existen cir

cuitos negativos o no; si no existen, el flujo es de costo m!ni-. 

mo; si existe alguno, éste serd "eliminado". Dicho en otras pa

labras: si existe un circuito negativo en la red marginal, se d! 

termina su capacidad incremental y se ·modifica el flujo a través 

del ciclo correspondiente, en la red original, en esta cantidad 

para obtener un flujo de menor costo. Puesto que el nuevo flujo 

a trav@s de alguno de loa arcos del ciclo es igual a su capaci

dad o a cero, el circuito negativo no eatar4 en la red marginal 

con respecto a este nuevo flujo7 ea decir, el circuito fue "eli

minado•. Este procedimiento sera aplicado hasta que s~ hayan 

•eliminado" todos los circuitos negativos. En este caso el flujo 

de valor v actual es de costo m!nimo. Ndtese que, durante este 

procedimiento, es necesario determinar circuitos negativosr para 

determinarlos puede utilisarse el algoritmo de Floyd o el algori~ 

mo general para determinar arborescencia• de rutas mds cortas si 

ea que existe alguna ra!z (estos algoritmos fueron presentados 

en el segundo capitulo). En efecto, recuérdese que durante el 

algoritmo de Floyd se determinan las rutas m4s cortas entre todo 

par de v@rtices, si existen, o se determina algGn circuito nega-
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tivo concluy!ndose, en este caso, que no hay soluci6n al pro

blema. Es posible, entonces, emplear este método para detectar 

los circuitos negativos en la red marginal o para garantizar la 

no existencia de éstos en el caso de que el algoritmo termine 

con las rutas m~s cortas. A continuación se presenta detallad! 

mente el algoritmo basado en la "eliminaci6n" de circuitos ne

gativos cuya justificaci6n queda dada por el prime~ teorema ex

puesto en la secci6n anterior. 

148 



ALGORITMO BASADO EN ELIMINACION DE CIRCUITOS NEGATIVOS. 

Propd&ito. Determinar el flujo a costo mínimo de'valor v en la 

red R • ~,A,q,~ . 

Descripci(Sn 

l. Determ!neae un flujo factible f de valor v mediante el algo

ritmo de411'ord y Fulkeraon. 

2, ConatrGyase la red marginal, con re•pecto a f, a• (f ) • 

3. Mediante. algdn algoritmo de rutaa ... corta•, identiUqueae 

algdn circuitó negativo en R' (f ) • Si no exi•ten .circuito• 

negativo•, terminar. 11 flujo actual f e•.el.requer:ldo1 en 

otro caao, sea e el circuito negativo. Ir al pa•o 4. 

' 4. sea d •Hin {qij} 
(1,j)EC 

(i) Para todo arco (1,j)EA tal que (1,jh:A1nc, actualizar. 
fijsfijid ' 

(ii) Para todo arco (.i,j)EA tal que (j,:Lh:A~C, actualizar. 
' ' f:1.j-fij~ ' ' • 

Con.este nuevo flujo :lr a 2. 
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Ejemplo l •. Determ!nese el flujo a costo m!nimo de valor 5 en la 

red de la figura 1 (secci6n 4,2). 

Iteraci6n l. Se aplicara el algoritmo a partir del flujo, de co! 

to 44, determinado en la secci6n 4.2, Este flujo se muestra nue 

vamente en la figura 4. La red marginal con respecto a este flu 

jo se muestra en la figura S. Utilizando el algoritmo de Floyd, 

se determina el circuito negativo l,s,2,3,1 de costo -2. De aqu1 
' ' 1 1 se tiene d • Hin {qls' qs2, q23 , q31} ~ 1. Actualizando el flujo 

se obtiene el definido en la figura 6. 

Iteraci6n 2. La red marginal con respecto a este nuevo flujo se 

muestra en la figura 7. Al utilizar el algoritmo de Floyd se ob 

serva que la red marginal no contien.e circuitos negativos por lo 

que el flujo de costo 42 definido en la figura 7 es el flujo a 

costo m1nimo de valor S. 

l'igura 4, 

Flujo de valor 5 de costo 44. 
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Figura s. 

Red marqinal con respecto al flujo definido en la figura 
anterior. 

Fiqura 6. 

'Nuevo flujo de valor 5 de costo 4.2 (Flujo dptimo) 

Fiqura 7. 

Red marginal con respecto al flujo definido en la figura 
anterior. 
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Ejemplo 2. Determ1nese el flujo a costo m!nimo de valor 20 en 

la siguiente red mediante el algoritmo basado en eliminación de 

circuitos negativos. 

(,capacidad, costo) 

··Iteraci6n l. Utilizando el algoritmo de Ford y Fulkerson se de~ 

termina primero la cadena aU11entante s, 1, 2, t de capacidad i~ 

cremental igual a 16 unidades y despufs la cadena s,5,t de caP! 

cidad incremental igual a S unidades· par lo que a traves de es

ta Glt1.ma cadena se env1an· s6io 4 unidades. El flujo inicial 

resultante se llluestra en la figura 8(a). Bl costo de este fl!! 

jo es 732. La red •arginal con respecto a este flujo se muestra 

en la figura 8(b) en la cual ae ha asociado a cada arco su capa

cidad y el costo unitario del flujo a trav~s de fl, respectiva

mente. Mediante el algorit:llO de Floyd se detecta el circuito . ' ' ' 

negativo 3,2,1,3 de costo -15, de donde d • Min {q32,q21 ,q13}=12. 

Actualizando el flujo se obtiene el definido en la figura B(c) 

de costo 732•15{12)=552. 
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Iteracidn 2. La red marginal con respecto a este nuevo flujo 

se muestra en la figura 8(d). En ella se ha detectado el cir-

' cuito negativo 5,s,3,5 de costo -10. Entonces d = min.{q5s' 
1 1 

qsJ' q35 }= 4. Actualizando se obtiene el flujo de la figura 

S(e) de costo 552-10(4)=512. 

Iteracidn 3. La red marginal se muestra en la figura 8(f) en 

donde se identifica el circuito negativo t,2,1,4,t de costo -s. 
Luego, d = min {16,4,16,16} = 4. Actualizando se obtiene el 

flujo de la figura 8(9) de costo 512-8(4) = 480. 

Iteraci6n 4. La red marginal resultante se considera en la fig!!_ 

ra B(h).. En 6sta se identifica el circuito negativo s,3,5,t,4,1,s 

de costo -4. De donde, d = min {7,15,1,4,4,16} • l •. El flujo 

que se obtiene es el correspondiente a la figura B(i) de costo 

480-4 .. 476. 

:rteraci6n 5. En la figura S(j) se muestra la nueva red marginal. 

En ella se detecta un circuito negativo s,1,3,s de costo -2. Por 

tanto d • min.(1,6,S} m l. El nuevo flujo, de costo 476-2=474, 

•e mueetra en la figura B(k). 

· Iteraci6n 6. i.a· nueva red marginal, figura B(m), no contiene ci!:_ 

cuitoe negativo• por lo cual el flujo definido en .la figura B(k) 

ea el de coato mtniJ!lo de valor 20. 
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Figura 8. 

(e) 
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Figura 8, (COnt.) 

,, 

(k) (11) 
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b. M~todo basado en rutas m~s cortas. 

Primeramente se determinar4 un flujo factible de valor v', de 

costo m1nimo, donde v' es menor que el valor v requerido. En g~ 

neral se utiliza v'=O. Para determinar este flujo deben elimi

narse todos los circuitos negativos que existan en la red margi

nal. Él siguiente paso consiste en determinar la ruta m4s corta 

P*, des a t, en la red marginal1 de nuevo es posible utilizar, 

con este prop6sito, el algoritmo general para determinar. arbore! 

cencias de rutas m4s cortas presentado en el segundo capitulo. 

A trav~s de la cadena correspondiente a P* se enviar4 la m4xima 

cantidad posible de s a t; el nuevo flujo as1 definido será de 

costo m1nimo por el segundo teorema presentado en la seccidn 4.2. 

Se proceder& de este modo, en cada iteraci6n, hasta alcanzar el 

valor v requerido. Aqu1 hay que hacer algunas observaciones. 

Si en alguna iteraci6n no existe ruta alguna de s a t en la red 

marginal y el valor v' del flujo actual fes menor que.V enton

ces no existe ningdn flujo del valor requerido ya que, al no 

existir ruta de s a t en la red marginal, no existen cadenas aume~ 

tantas de s a t en la red original y por tanto f es flujo maximo. 

Por otro lado, si v' más la capacidad incremental de la cadena 

encontrada e.s mayor que v entonces st'llo ser4 necesario enviar la 

cantidad v-v' a trav~s de esta cadena para determinar el flujo d! 

seado. En el algoritmo se denotará con f+k o (P*) al flujo def! 

nido en R de la siguiente manera, donde P es la cadena correspo~ 

diente a P*: 
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fij si (i, j) tP 

fij = fij + k si (i,j)EA¡OP* 

fij - k , si (j,i)EA2ílP* 

A continuaci6n se describe este algoritmo cuya justificaci6n 

queda dada por el segundo teorema de la secci6n 4.2. 
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ALGORITMO BASADO EN RUTAS MAS CORTAS 

Prop6sito. Determinar el flujo a costo m1nimo de valor v en la 

red R "' [lc,A,q,c[). 

Descripci6n· 

1. Determlnese un flujo factible f de costo m1nimo de valor O en R. 

2. Constrdyase la red marginal, con respecto a f, R'(f). 

l. Determ1nese la ruta m4s corta P* desaten R'(f). 

1 

4. Sea d = Min {q1 j} 
(i,j)tP" 

S. (i) Si el valor del flujo f+d o CP*) ea.menor que v, actuali 

zar f • f + d o (P*) e ir a 2. 

(ii) Si el valor del flujo f + d o (P*) ea igu~l a v, actua

lizar f = f +do CP*) y terminar. En este caso fes.el 

flujo a costo m!nimo de valor v. 

(iii) Si el valo~ del flujo f + d o (P*) ea mayor que v y v' 

es el valor de f, actualizar f a f + (v-v')o(P*) y termi 

nar ya que f es el flujo requerido. 
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Ejemplo 3, Determ!nese el flujo a costo m!nimo de valor 20 en 

la red del ejemplo 2 utilizando el método basado en rutas m~s 

cortas. 

Iteraci6n l. Si se define flujo igual a O a trav~s de todos los 

arcos de la red se obtiene un flujo de valor O de costo m!nimo 

puesto que la red marginal, con respecto a. este flujo, coincide 

con la original y no existen en ella circuitos negativos. Utili 

zando el algoritmo de Dijkstra se determina la ruta m&s corta 

P*:s,1,3,2,t, de costo 22. En este caso d=min{l6,18,12,2 2}=12. 

Entonces se actualiza el flujo f = f+12 o (P*); es decir, se au

mentan 12 unidades al flujo a trav6s de los arcos (!J,l), (1,3), 

(3,2) y(2,t). 

Iteraci6n 2. La red marginal se muestra en la figura 9(a). 

Mediante el algoritmo general para determinar arborescencias de 

rutas m&s cortas, se obtiene la ruta P*:s,1,3,5,t de costo 23. 

Luego, d = min.{4,6,19,S} m 4. Se actualiza f=f+4 o (P*) defi~ 

ni@ndose, de este modo, el flujo definido en la figura 9(b). 

Iteraci6n 3. La figura 9(c) corresponde a la nueva red marginal. 

P* resulta ser: s,3,5,t de costo 25, de donde d=min{ll,15,1} =l. 

El flujo f+l o (P*) se muestra en la figura 9(d). 

Iteracidn 4. La red marginal es la mostrada en la figura 9(e). 

P* eJ1 s,3,1,4,t de costo 31. De aqu! d=min{l0,16,16,16} 10. 

Puesto que el valor del flujo actual es 12+4+1=17, s6lo se env!a 

la cantidad 20;..l 7=3 a trav6s de esta tU tima cadena; es decir, se 

actualiza f=f+3 o (P*). De este modo se obtiene el flujo a coa

.to m!nimo deseado que se muestra 'en la figura 9(f). 
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Figura 9. 

(e) (d) 

(e) (f) 
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JJO . A COSTO .. MINIMO CON OFERTAS EN TODOS LOS VERTICES 

CAPITYLP p 



5.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA 

Consid6rese al siguiente problema: Sup6ngase que en ciertos ce~ 

tros de oferta se dispone de una cantidad limitada de un articu 

lo; este art1culo es demandado en ciertos centros de demanda. 

El costo unitario de transporte del articulo entre cada par de 

centros es conocido. Se desea transportar el art1culo de los 

centros de oferta a los centros de demanda incurriendo en el 

menor costo posible suponiendo que la oferta total del art~culo 

es igual a la demanda total del aimno. A este problema puede 

asociarse la. red R = (!',A,c,~ donde: 

- X representa el conjunto de centros de oferta y demanda 

- si i,jcX, (i,j)cA s6lo si es posible transportar el articulo 

del centro i al centro j. 

- c:A+:R donde, para (i,j)cA, c(i,j) •costo en el que se inc!:!_ 

rre por transportar una unidad del art1culo del centro i al 

centro j. 

- b1 x+a donde, para icX,. b(i) es la cantidad disponible del 

art1culo en el centro i (si b(i) >O) o la cantidad demandada 

del art1culo en el centro i (si b (i) < O) • 

El problema consiste entonces en determinar la can~idad xij del 

artículo a transportar a trav6s del arco (i,j), para todo 

(i,j)cA, de tal manera que se incurra en el m!nimo costo total 

de transporte. Obs6rvese que, puesto que la oferta total es 

igual a la demanda total, se tiene que l b(i) = O. (Si esto no 
icX 

se cumple, se agrega un v~rtice f con oferta r b(i) 6 - r b(i)i 
icX ie:X 

161 



En general, a la cantidad x1 j se le llama flujo a través del 

arco (i,j) y al problema se le conoce con el nombre de flujo 

a costo m!nimo en la red R. Por comodidad se denotará c(i,j) 

con cij' para todo (i,j)EA, y b(i) con bi' para todo iEX. 

A esta altima cantidad bi se le llamará oferta del vértice i, 

entendiéndose corno demanda una oferta negativa. 

El problema de flujo a costo rn!nimo en una red R puede plan

tearse como el problema de prograrnacidn lineal (P) en donde xij 

es la cantidad de flujo a travEs del arco (i,j)EA. 

(P) : Minimizar Z = l C X 
(i,j)EA ij ij 

sujeto a1 

l X - l X = b 1 para todo i&X 
jtr+Cil ij ktr-(i) ki i 

xij > O, para todo (i,j)EA. 

Las restricciones del problema se derivan del hecho de que la 

cantidad total ?e flujo que sale de un v6rtice i debe ser, igual 

a la cantidad que llega· a U rnh la oferta de este vértice. 

Por otro lado, obsérvese que la matriz de restricciones M del 

problema tiene una estructura muy especial. En efecto, cada 

columna de la matriz tiene exactamente dos elementos distintos 

de 01 un 1 y un -1. Las componentes asociadas a los vfrtices i 

y j, de la columna de M correspondiente a la variable xij' 
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son 1 y -1 respectivamente puesto que xij es el flujo a través 

del arco (i,j) 1 por esta misma raz6n, el resto de las componen

tes son O. La matriz Mes entonces la matriz de incidencia de 

la gr4fica (!C,A] puesto que cada variable xij est~ asociada al 

arco (i,j)cA. El problema (P) puede por tanto expresarse en 

forma matricial como: 

(P) Min z = ex 

a.a. 

Mx = b 

X > 0 

donde: c es el vector lxm de costos unitarios de flujo 

x es el vector mxl de flujos 

b es el vector nxl de ofertas 

M es la matriz nxm de incidencia deIB,AJ 

n es el nllmeró de v~rtices de la red 

m es el ntimero de arcos de la red 

Para resolver el problema de programaci6n lineal (P) puede uti 

Íizarse el algoritmo simplexi sin embargo, gracias a la estru~ 

tura de M, este algoritmo puede simplificarse en estos casos, 

Esta simplificaci6n del algoritmo simplex recibe el nombre de 

método simplex especializado en redes. Antes de exponer este 

m~todo se analizar4n las propiedades de las soluciones b4sicas 

de (P) en la siguiente secci6n. 
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5.2 CARACTERIZACION Y PROPIEDADES DE BASES. 

El primer problema que surge cuando se resuelve el problema (P), 

planteado en ia aeccidn anterior, ea la identificaci6n de una 

base de la matriz de restricciones M. Eri esta secci6n se pre

tende caracterizar dichas bases como 4rboles expandidos, con 

una cierta caracter1atica que se mencionar& posteriormente, de 

la red R ~,A,c,ci]. Para probar esto se utilizar&n las propie

dades de loa 4rbolea expuesta• en el primer capitulo, adem4s de 

otros resultado• que a continuacidn se exponen. 

Definicidn. Sea C • u1, a1 , 12' ••• ,ak-l' ik} una cadena de 

i 1 a ik' representada con la aecuencia de v6rtices y arcos que 

la forman. La o~ientacidn de la cadena e es un vector O(C) E :Rk 

dondes 

0,, (C) • 

En 'Urminos de la primerá aecci6n del tercer capitulo la. j,;:6sima 

componente de O(C), asociada al arco aj, es 1 si ajEF o es 

-1 si ajEB. oe·aqu1 en adelante se utilizar4n Mj para denotar 

la columna de la matriz. de incidencia M de una gr4fica asociada 

al arco aj, n y m para denotar el ndmero de ve!rticea y arcos, 

respectivaniete, de lá gr•fica y e~ para den~tar al vector de 

dimenai6n n cuyas componentes son o excepto. la i-6sima que es 1. 

En base a la anterior definicidn y a las dltimas aclaracionea 

se tiene la siguiente proposici6n: 



Proposici6n l. Sea e= {i1 , a 1 , i 2, ••• , ªk-l' ik} una cadena 

en una gr4fica con matriz de incidencia M. Entonces: 

Demostraci6n. Sea aj cualquier arco de c. Se tienen entonces dos 

casos: 

(a) aj=(ij,ij+llº En este caso Oj(C)=l 

i i 
o (C)M = e j - e j+l 

j j 

(b) aj=(ij+l'ij). En este caso Oj(Cl=-1 

ij i ·+1 
Oj(C)Mj se - e J 

ij+l ij 
y Mj=e -e , entonces 

De (a) y (b) se tiene: 

con lo que queda probada la proposici6n. 1 

Intuitivamente este resultado puede interpretarse del siguiente 

modo: "Ir" del v~rtice i 1 al v~rtice ik a través de la cadena 

C es lo mismo que "ir" de i 1 a ik directamente a trav~s del arco 

(i1 ,ikl; es decir, este Qltimo arco (cuya columna en la matriz 
i i 

de incidencia puede expresarse como e 1-e k) puede escribirse, 

si existe, como "combinaci6n lineal" de los arcos de la cadena c. 
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Obs~rvese que las bases de M corresponden a un conjunto de ar

cos de la gráfica correspondiente. Este conjunto de arcos no 

puede formar ciclos; para probar esto se demostrará, en el co

rolario 3, que las columnas de M asociadas con un ciclo son li 

nealmente dependientes para lo cual la proposición 1 será de 

utilidad. 

Proposici6n 2. Sea e= {i1, a1 , ••• , ªk-l' ik} un ciclo en una 

gráfica con matriz de incidencia M. Entonces: 

Demostraci6n. Puesto que e es un ciclo se tiene que i 1=ik' 
i i 

Entonces e 1-e k=O con lo que queda demostrada la proposici6n. 1 

Corolario 3. Sea e= :{i1 ,a1, ••• ,ak-l'ik} un ciclo en una gráf~ 

ca con matriz de incidencia M. Entonces {Mj ¡ajcC} es un conjunto 

de vectores linealmente dependientes. 

Demostraci6n. Se exhibe una coiilbinaci6n lineal de estos vecto-

res igual al vector O en la proposici6n 2. 1 

Una vez que se ha mostrado que las bases no pueden cor,responder 

a arcos que forman ciclo, se probará que un árbol puede corres

ponder a parte de una base. 

Proposici6n 4: Sea M la matriz de incidencia de una gr4fica y 

sea T ,. ~' , A~ un 4rbol con r v~rtices de la gráfica. Supd!!. 

qase que r ~ 2. Entonces {Mj lajEA'} es un conjunto de vectores 

linealmente independientes. 
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Demostracidn. Por induccidn se tiene que, si rn es el ntlmero de 

arcos de T: 

Para r=2, m=l por lo que es v4lida la afirmacidn. 

Sup6ngase válida la afirrnacidn para r=k-1. 

Ahora se probar4 para r=k. 

supdngase que, para r=k, los vectores del conjunto {MjlajEA'} 

son linealmente dependientes. Entonces existen vl'v2, ••• ,vk ElR 

tales que1 

k r VjMj=O, con vi+o, para alguna iE{i, ••• ,k} 
j=l 

Por otro lado, por la proposicidn 4 del primer capitulo, el 4r

bol T tiene al menos dos vertices pendientea. Sea p uno de es

tos verticea y sea ªw el dnico arco adyacente a p en T. Sea Mpj 
la componente de Mj correspondiente al v6rtice p. Puesto que 

en T el grado de p ea 1, se tiene que: 

o •i j€{1, ••• ,k}, j;w' 

+1 si j"'V 

De aqut: 

luego, vw~o. Ahora, por la proposicidn S del primer capitulo, 1a 

gr4fica T' m (X'-{p}, A'-{w}H ea un 4rbol con k-1 vertices1 

las columnas de M asociadas con loa arcos de '1'' son {Mj lajEA'-{w}l, 

estos vectores son linealmente dependientes ya que 
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k 
l vjMj =O, con vi+o, para alguna iE{l, ••• ,k}, i:fw 

j=l 

Esto contradice la hipdtesis de inducci6n y por tanto se conclu 

ye que la afirmaci6n es v4lida para toda r. I 

Otro punto importante a considerar es el rango de la matriz M. 

Es claro que esta matriz no tiene rango completo puesto que su

mando sus renglones se obtiene el vector O. De hecho, el rango 

de M es exactamente n-1. Esto se prueba en la siguiente propo

sici<Sn. 

Proposici6n S. Sea M la matriz de incidencia de una gr4fica co

nexa con n v~rtices. Entonces el rango de H ea n-1. 

Demostraci<Sn. Pueato que M no es de rango completo, entonces es 

menor o igual que n-l, Por otro lado, por el corolario 6 del 

primer cap!tulo, existe un 4rbol expandido T de la gr&fica. En-

tonces, por la proposici<Sn anterior, .las n-1 columnas de M aao

ctadas con los arcos de T son linealmente independientes. Por 

lo tanto se concluye que el rango de esta matriz es mayor o igual 

que n-1. Luego, dicho rango ea exactamente n-1. 1 

El siguiente resul~do garantiza que el conjunto de arcos, de la 

gr4f tca en cuesti<Sn, asociados con n-1 columnas linealmente ~n

dependientes de M forman un drbol expandido. 

Propostci<Sn 6. Sea M la matriz de incidencia de una gr&fica G = 
[!t, ~con n vtrttcea, Sea A'c:A tal que {Mjlaje:A'} 88 un conju!l 

to de vectores linealmente independientes y sup(Sngaae que A' 

consta de n-1 arcos. Entonces la gr4fica T = {1<, A~ ea un 4rbol 

expandido de G. 
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Demostraci6n. Puesto que los vectores de este conjunto son li

nealmente independientes entonces, por el corolario 3, los ar

cos asociados con ellos no forman ciclo. Entonces la gráfica 

parcial T de G es aciclica y tiene n-1 arcos; 'luego, por el te~ 

rema 3 del primer capitulo, T es un árbol expandido de G. 1 

Ahora que se han establecido estos resultados se cuenta con las 

herramientas necesarias para caracterizar las soluciones bási

cas del problema de programación lineal (P) • Para resolver es

te problema se completar& el rango de la matriz de restricciones 

M agregando una variable artificial xh(hE{l, ••• ,n}). Refarmu

lando (P) se obtiene: 

(P) Min z = ex 

s.a; 

Mx + xheh = b 

X > o 
o ~ xh < o 

La matriz de restricciones es ahora [!t e~ la cual se probar& 

enseguida, es de rango completo. 

Proposici6n 7. Sea M la ·matriz de incidencia de una gráfica 

G = IT<,A] con n vértices y sea T = [!c,A'.] un árbol expandido de. 

G. Sea hdl, ••• , n}. Entonces: 
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Demostraci6n. Basta demostrar que los vectores de la base can~ 

nica en mn1 e1 , e 2 , •.• ,en pueden expresarse como combinaci6n l~ 

neal de elementos de íl. Esto es claro para eh, Sea pE{l, ••• ,n} 

tal que Pfh• Puesto que T es un árbol, existe una rtnica cadena 

entre los vértices p y h en T. Sea C = {p=i1 ,a1 , ••• ,ak-l'ik=h} 

esta cadena. De la proposici6n 1 se tiene: 

entonces 

de donde se concluye la validez de la afirmacidn. 1 

Es·importante contar con una interpretaci6n gr4fica del vector 

eh para poder caracterizar las bases del problema. Para ello se 

definen los siguientes conceptos. 

Definicidn. Un arco ra!z en una gráfica G es un arco que tiene 

extremo inicial pero no tiene extremo final. Al v6rtice inicial 

de un arco ratz se le llama v6rtice enraizado. Si h es un vérti

ce enraizado a ~ se le llama gr4fica enraizada en el v~rtice h. 

ObsOrveae que la columna de la mátriz de incidencia asociada con 

un vArtice enraizado hes el vector candnico eh. 

170 



En la proposici6n 7 se prueba que las columnas de la matriz 

de incidencia [!t eh J de una gr&fica enraizada en el vértice h, 

asociadas con un &rbol expandido enraizado en h, forman una 

base del problema. El inverso tambi6n ea v~lido y se prueba 

en la siguiente proposici6n: 

Proposici6n B. Sea H la matriz de incidencia de una grafica 

G = (2t,1!] y sea h e: X. Supdngase que G se enraiza en h. Si íl 

es una base para [!I eh J entonces ehe:íl y T = [X ,A~ , donde 

A' = {aje:AIMje:íl}es un irbol expandido de G, 

Oemostraci6n. Por la proposici6n 7 se tiene que [!t eh J tiene 

rango completo1 pero por la proposici6n 5 la matriz M no tiene 

rango completo. Luego, se concluye que ehe:íl • De aqu1 que A' 

corresponde a n-1 columnas linealmente independientes de M; 

por lo tanto, de la propoaici6n 6 ·~ c~nclun que T • CT< 1A ~ 
es un arbol expandido de G con lo que queda demostrada la pr!:?_ 

posici6n. 1 

De este modo, las bases del problema han quedado completamente 

caracterizada• como 'rboles expandidos eQraizados de la gra-

f ica. Se resume esto en el siguiente teorema. 

Teorama 9. Sea M la matriz de incidencia de una gr&fica G = rrc 1.A] • 

Sea ah un arco ra1z en el v6rtice h. Las dnicaa bases para 

~ eh J son eh junto con un conjunto de columnas de M que co

rresponden a un irbol expandido de G. 
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Demostracic5n. Queda dada por las proposiciones 7 y B. 1 

Por dltimo se probar& una propiedad muy importante de las bases 

del problema. Esta propiedad será muy dtil para el c4lculo de 

loa valores de las variables b&sicas y de las variables duales. 

Proposici6n 10. Sea M la matriz de incidencia de una gr&fica 

G • [1',Jij y sea ah un arco raS:z en el vertice h. Sea B una ba

se de ~ e1J 1 entonces B ea triangularizable. 

Demostracic5n. Sean T = [!t ,A :J el &rbol expandido enraizado de 

G correspondiente a B y sean h y ah el vertice enraizado y el 

arco raS:z, respectivamente. Por la propoaicic5n t del primer C!, 

pltulo se afirma que T tiene1 al menos, dos vfrticea pencUentea1 

sea P1 uno de ellos (p1,h)" y sea a1 el dnico arco adyacente a e1. 

Obsfrvese que el renglc5n de B correspondiente a p1 contiene un 

sc5lo elemento distinto de O (el correspondiente a a1)1 entonces, 

•i se intercambian el primer renglc5n y la primera columna por el 

rengl~n de p1 y la columna de a1, se obtiene: 

o 

donde rea el otro extr•o.de a1 • Sea'l'1 • ~-{p1 }, A'.;.(a1 [)1 

entonces,· por la proposicic5n 5 del primer capitulo, T1 es un 

Crbol con n-1 vtrtices. Si n-1•1, entonces a1 es una matriz lxl 

y por tanto B es trianqularizable. Supdnqase que n-1>11 sea p2 
un vtrtice pendiente de T1 y sea a 2 el dnico arco adyacente a 61. 
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Obsérvese que el rengl6n de B1 correspondiente a p2 tiene un 

s6lo elemento distinto de O (el correspondiente a a 2); inter

cambiando el segundo rengl6n y la segunda columna de B por el 

rengl6n de p2 y la columna de a 2 se obtiene: 

+1 o o o 
+l o o 

±er 

+es 
ª2 

donde s es el otro extremo de a2 • Este procedimiento se rep! 

te exactamente n veces. Luego, B es triangularizable. Obsér

vese tambi6n que el dltimo rengl6n y la dltima columna de la 

matriz B triangularizada corresponden a h y ah respectivamente. 

Una vez que se han caracterizado las bases y se ha probado que 

son triangularizables, se cuenta con lo necesario para prese~ 

tar el m~todo de soluci6n. 
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5.3 METODO SIMPLEX ESPECIALIZADO EN REDES. 

Primeramente se exponen los pasos generales del m~todo primal 

simplex para despues analizar la especializaci6n de cada uno 

en el caso de redesz Primero se encuentra una soluci6n b4sica 

factible inicial; despuEs se calculan los coeficientes de costo 

reducido para probar la optimalidad de la soluci6n. Si esta 

soluci6n no es dptima se procede a cambiarla determinando la V!_ 

riable que entra a la base y la que sale de ella. Con esta nu~ 

va solucidn b!sica factible se realiza otra iteracidn. 

Puesto que, en el caso del problema de flujo a costo mfnimo en 

una red, las bases corresponden a &rboles expandidos enraizados 

de @sta, cambiar de base significar& cambiar de &rbol. · H&s adn, 

dadas las características de las bases, no sera necesario cale!!_ 

·lar la inversa de @atas; debido a que son triangularizable1 se 

podr&n calcular eficientemente los valores de las variables bls! 

cas y los coeficientes de costo reducido. El problema de deter

minar una solucidn b&sica inicial se tratar& m&s adelante • 

. C4lculo de los valores de las variables b!sicas. 

sean R = llc,A,ci,b] una red en la cual se desea determinar el 

flujo a costo mfnimo. Sea B una base de [M eh] y sea x8 el 

vector nxl de las variables b4sicas correspondientes a 81 es 

decir, x8 es el vector de flujos a trav@s de los arcos del &r
bol expandido T enraizado.en h asociado con B. Entonces se 

sabe que Bx8 = b. Aprovechando que B es triangularizable, este 

sistema ae resuelve ffcilmente por substitucidn. Sin embargo, 
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la solucidn puede inferirse directamente sobre la red. En efec 

to, un rengldn de la matriz B triangularizada corresponde a un 

vértice pendiente p del árbol T' resultante de eliminar de T 

todos los vértices correspondientes a renglones anteriores al 

de p junto con los arcos adyacentes a ellos. Por tanto, existe 

un sdlo arco w adyacente a p en T'; puede veriricarse fácilmen

te que el valor de la variable básica xw (flujo a través del 

arco·w) es: 

XW = bp + l X. -
je:r- (p) JP 

si w = (p,k) ; · 

o es el rec!proco de esta cantidad si w=(k,p). Obsérvese que 

la componente (p,w) de la matriz es igual a +l en el primer ca

so y a -1 en el segundo caso. 

C41culo de los coeficientes de costo reducido 

El siguiente punto a considerar es el cálculo del vector 

e = c8a-1M-c (donde c8 es el vector de costos de x8 ) de coefi

cientes de costo reducido. Primeramente se calculará el vector 

w = c8B-l c:nn que es el vector de variables duales (del proble 

ma (P)) también conocido como vector de potenciales en los vér

tices. En efecto, el problema dual de (P) es: 

(O) Max z' = wb 

s .a. 
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en el cual es sencillo comprobar que w = c8B-l es factible si 

e~ O (es decir, si B es base 6ptima para (P)). 

Puesto que la columna de B, correspondiente al arco (i,j) del 

4rbol T expandido enraizado en h asociado a B, puede expresarse 

como ei - ej, para calcular w ~ c8o-l ser4 m4s f4cil resolver 

el sistema wB m c8 • En este sistema se tiene una ecuaci6n por 

cada variable b4sica. La ecuaci6n correspondiente a la varia

ble b4sica xij' equivalentemente al arco (i,j) de T, es: 

y la ecuaci6n correspondiente al arco ra1z ªh es: 

Entonces este sistema puede resolverse f4cilmente sobre la red, 

asociando a cada vArtice la correspondiente variable dual. 
t 

Se empieza calculando wh •·01 ea decir, el potencial del vArti-

ce enraizado h. De aqu1. s~ calc~la el potencial de un v6rtice, 

extremo de algGn arco del 4rbol.'l'.,:éu.ándoae haya calculado el 
··: . . . :. . ·" . , ... ' : ' ': . ·}~ .. ~.: . 

potencial del otro extremó del' arco a, trave~~: de la relaci6n 

wi - wj • cij •. ~na vez calc:\&Jadaa b~ varf~~~~a duales se pro

cede al C&lculo de c. La componente (1,j) d~.~ste vector ea1 

obadrvese que para las variables b4sicaa (ea decir, para los 

arcos de T), cij•O, Basta entonces calcular cij para las varia 

bles no b4sicas (es decir, para los arcos que no pertenecen a T). 
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Si cij ~O, para toda variable xij no b!sica, se tiene que la 

solucidn actual es 6ptima; en caso contrario se procede a cam 

biar de solucidn b4sica factible. 

Determinaci6n del arco que entra a la base. 

Los arcos del 4rbol T expandido enraizado en h son llamados a~ 

ces b&sicosr los arcos que no pertenecen a T son llamados arcos 

no bhicos. Determinar la variable que entra a la base signi

fica entonces determinar el arco no b4sico que debe ser conside 

rado como parte del nuevo 4rbol expandido enraizado. Este arco 

puede ser cualquiera para el cual cij sea mayor que o. 

· Determinacidn del arco que· sale de la base. 

Al agregar el arco que entra a la base al 4rbol T, se forma un 

dnico ciclo. Para obtener un nuevo 4rbol debe entonces elimina~ 

se dicho ciclo. Entonces, determinar la variable que sale de 

la base significa determinar el arco b4sico del ciclo que debe 

ser eliminado. Si un arco.se convierte en b4sico aumentar& el 

valor del flujo a trav~s de 6h luego, el flujo a travb de los 

arcos del ciclo formado deber! ser reajustado para conservar la 

factibilidad. Aquel arco para el cual el nuevo flujo sea igual 

a O es el que debe dejar la base. Si e es la cadena (dnica en T) 

de x a y que forma ciclo con el arco (x,y) que entra a la base 

y o es la cantidad que aumenta el flujo a trav~s de 6ste arco, 

es claro que el nuevo flujo a trav~s de esos arcos de C es: 
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X - O j 

si Oj(C) -1 

si Oj(C) =+l 

donde D ~ xj, para todo arco j e e tal que Oj (C) +l. 

El valor máximo de D es por tanto: 

min {xj 1 j es un arco de e y oj (C) = -1} 

El arco que se elimina de T es entonces aquél para el cual 

xj=D, cuando D toma .su máximo valor.· De este modo, se deter

mina un nuevo 4rbol T' expandido enraizado en h y se calculan 

los nuevos valores de las variables básicas sumando o restando 

D a los arcos que formaban parte del 4rbol T segdn sea su 

orientaci6n. 
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ALGORITMO SIMPLEX ESPECIALIZADO EN REDES 

Prop6sito: Determinar el flujo a costo mínimo en la red 

R = (X,A,c,b), 

Descripci!Sn 

l. Determínese T = (X,A'J un 4rbol expandido de R enraiza

do en h, correspondiente a la soluci!Sn b4sica factible 

x del problema. Sea B la matriz triangular asociada a 

T y sea x8 el vector de flujos a trav~s de loa arcoa b! 

sicos. Calcdlense las componentes de x8 resolviendo el 

sistema Bx8 • b sobre la red como se indic6 anteriornente. 

2. Calcdlenae la• variables duales resolviendo el sistema 

wh .. O y wi - vj • cij, para todo arco (i,jh:A'. 

3. Calcdlense los coeficientes de costo reducido cij • wi

wj ~ cij' para todo arco (i,j) 4 A'. 

( i) Si ºij ~O para todo (i,j).A', entonces la aolu

ci6n dada por T ea 6pti81a. Terminar. 

(ii) Si éij >O para al9Gn (i,j)4A', ir a 4. 

4. Determínese el arco que entra a la base. Este es cua! 

quier arco (r,s) tal que ºrs > o. 

s. Determf.nese el arco que sale de la base. Sea e la dn! 

ca cadena que une r y s en el 4rbci T. Calcdlese 1 
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Sea k E A' tal que Ok(C) = 1 y xk = o. Entonces k es 

el arco que sale de la base. 

6. Actualtcese la soluci6n. Sea T' = [X,{A'-{(u,v)}U{(r, 

s)}] el nuevo 4rbol expandido de R enraizado en h. 

Definase: 

o i=(r;s) 

si Oi(C) = l 

si i 4 e 

Con este nuevo flujo regr~sese a 2. 

r :· 
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Ejemplo l. Determínese el flujo a costo mínimo en la si

guiente red mediante el algoritmo simplex especializado en 

redes. Consid~rense como arcos básicos iniciales: (1,5), 

(2, 3), (3,4) y (4,5). 

b =-4 
5 

El ntlmero asociado a cada arco es el costo unitario del 

flujo a trav6s de ~l. 

Iteraci6n l. Si se enraíza la red en el v~rtice 5, se ob

tiene el siguiente !rbol T=(X,A') correspondiente a la pr.!, 

mera base. 

[2] 

[o] 

181 



El nlhnero asociado a cada arco es el valor del flujo a 

trav6s de 61 y el asociado a cada v~rtice es su potencial. 

El flujo a trav~s de cada arco se calcul6 de la siguiente 

manera: 

Los v6rtices l y 2 son pendientes por lo cual 

Al eliminar los v~rtices l y 2 y los arcos (l,S) y 

(2,3), en el 4rbol result~n~e, el v~rtice 3 es pendiente, 

entonces 

'Al eliminar el vdrtice 3 y el arco (3,4) el v6rtice t 

resulta pendiente, luego: 

X45 • bf + X34 = - 4 + 6 • 2 

y finalmente x5 • b5 + x15 + x45 .. -4 + 2 + 2 = o. 

Los potenciales de los v6rticea se calcularon: 

WS = 0 

w4 = w5 + c 45 a 0 + 3 • 3 

w¡ • w5 + c15 • o + 2 • 2 

Wl • W4 + c 34 • 3 + 0 • 3 

w2 • w3 + c 23 • 3 - 4 •-1 
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En la siguiente figura se asocia a cada arco no b!sico su CO,!! 

ficiente de costo reducido. 

PUesto que c13 • 1 > O entonces el arco (1,3) entr~ a la b! 

se. Al agregar a T este arco ~e. forma un ciclo con la cad~ 

na 1,5,41 3, que una sus extre1110s. En este caso D•Minlx15 J•2 

puesto que éste es el Gnico arco con orientacien igual a l. 

Por tanto aste arco ea el que sale de la base. 

[-1] 

[oJ 
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Al agregar el arco (1,3) y eliminar el arco (1,5) se obtiene 

el ~rbol de la figura anterior, se actualiza el flujo corno 

se indica en la primera figura puesto que la orientación de 

la cadena 1,5,4,3, es el vector (1,-1,-1). Este flujo actu~ 

lizado se asocia a cada arco del 4rbol resultante. 

Iteración 2. Tambi~n se asocia a cada v~rtice del !rbol an

terior su potencial que fud calculado resolviendo el sistema 

w5=o y wi - wj = cij' para todo arco (i,j) b&sico. A conti

nuación se asocia a cada arco ~u correspondiente coeficien~ 

te de costo reducido. 

Puesto que todos los coeficientes de costo reducido son meno

res que O, la solución actual ea la óptima1 es decir, el 

flujo a costo mínimo en la red est! dado por: 
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Soluci6n inicial. 

Para determinar una soluci6n inicial para el problema de flujo 

a costo mlnimo en la red R = [X,A,c,b] con n v~rtices, se uti-. 

lizar! una especializaci6n del m~todo de las dos fases. Para 

ello agr~guense un nuevo vdrtice f a la red y nuevos arcos de 

la forma (i,f), si bi ~O, y (f,i), si bi <O. Considérese 

la red R' = [XU{f}, AUA', c', b'J donde: 

A' = {(i, f) 1 bi ~O} U {(f,i) 1 bi < O} 

{ l; si (i,j)t:A' 
clj • o, . si (i,j)EA 

bl ··.{ 
bi' si it:X 

o si i = f 

Entonces la primera fase del método consiste en re~olver el 

problema de flujo a costo mlnimo en la red R'. una aoluci6n .. 
b4aica para este nuevo probléma corresponde a un !rbol expa~ 

dido, en raizado en algdri vértice, de la. gdfica [XÚ{f} ,JllJA' J. . . 

Es fAcil verificar que los arcos del conjunto A' junto con 

algdn arco ra!z, forman una base factible. Los valores de 

loa flujos a travAs de los arcos de A' son: 

xif • bi' para todo i t: X tal que bi > O 

xfi • - bi' para todo i t: X tal que bi < O 

y el flujo a trav6s del arco ralz es igual a o. 
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Una vez determinada la soluci6n 6ptima para la red R' pue

den presentarse dos casos: 

Caso_!. La soluci6n 6ptima tiene costo O. En este caso un 

4rbol 6ptimo T' consta de n-1 arcos de la red original, un 

arco ralz y un arco de A', donde el flujo a trav6s de este 

dltimo es igual a O. Los n-l arcos de la red R, junto con 

algdn arco ralz, forman una base factible del problema ori

ginal. En efecto, el vfrtice f es pendiente en T' y el dn! 

co arco adyacente a 61 es el que pertenece a A', entonces. 

al eliminarlos de T' se obtiene un 4rbol T expandido de R. 

El flujo definido en loa arcos de T es factible en R ya que 
' 

bf • O. Con el &rbol T, enraizado en algiin vGrtice, se ini

cia la segunda fase del m•todo que consiste en detenninar el 

flujo a costo mtnimo en la red R. 

~· La soluci6n 6ptima tiene costo distinto de O. Bn 

este caso el &rbol dptimo T' contiene algdn arco de A' a 

trav6s del cual el flujo es distinto de O. Claramente, cua!l 

do esto sucede, no existe soluci6n factible alguna para el 

problema original y por tanto se da por terminado el m6todo. 
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Ejemplo 2. Determ!nese el flujo a costo m~nimo en la si9uie~ 

te red utilizando el m6todo simplex de las dos fases especia

lizado en redes. 

7 

El ndmero asociado a cada arco es el costo unitario del flujo 

a trav6• de 61. 

Prinlera rase • 

. . 
· ·1teraci6n l. Puesto que no se cuenta con una base inicial 

factible se construye la red R' que a conti'nuaci6n se muestra 

con el costo unitario de flujo asociado a cada arco. 
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El 4rbol b4sico factible inicial en la primera fase, si se 

enraiza la red en el v6rtice 4,es la primera red de la si

guiente figura. En 61 se asociada cada arco el flujo a tra• 

vAz de Al y a cada v6rtice su potencial. En la segunda red 

se asocia a cada arco su coeficiente de costo reducido. 

Puesto. que .Cl •. 2), (1,3), (2,3) y (2,4) tienen coeficiente de 

costo reducido m~yor que O, cualquiera de esta•. varibles PU! 

de entrar a la base. Bl!jase el arco (1,3) para entrar a la 

base. Entonces la cadena que forma ciclo con este arco es 

1, f, 3 con orientacien (1,1) por lo que D-min{x1 f,xf~} • 11 

de donde el arco que sale de la baie es· (f,3). Se actualiza 

el flujo como se muestra en la primera red de la siguiente 

figura obteniAndoH el definido en. el nuevo lrbol bSaico 

que se muestra enseguida. 
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Iteraci6n 2. Bn el &rbol anterior ae ha asociado a cada vd,! 

tice la correspondiente variable dual. De nuevo, se calculan 

loa coeficiente• de costo reducido de loa arcoa no basicos; · 

Se elige el arco (3,4) para que entre a la base puesto que 

"rompe• la opti11111lidad. La cadena con la que forma ciclo e,! 

te arco es 3,1,f,4 de orientacien (-1,1 11)1 de donde D • Min 

{xlf' xf4}•3 y por tanto (l,f) •ale de la base.· Actualizan

do el flujo como •e indica en la primera red de la siguiente 

figura ae obtiene el definido .•n al &rbol resultante. 
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Iteraci~n 3. En el ~ltimo ~rhol se muestra, junto a cada 

vl!rtice i, la variable dual wi. Loa coeficientes de costo 

reducido son1 

~ 
/ 'º~: / 2 

;y -l ...... ~ ..... .J 
(7\,-....... \ I ..... ~ 
'Y'. ,~r-2) 2 y 

I' 3 
1 ..... - - - - - - - - ---J 

o 
Blfjaae (2,3) para que entre a la base. La cadena con la que 

forma ciclo ea 2,f,4,3 de orientaci8n (1,1,-1)1 luego D•Min 

{x2f' xf4)•2 y por tanto (2,f) o (f,4), sale de la base. Ac

tualizando el flujo se obtiene el definido en el nuevo 4rbol 
· bldoo. 
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"-D 
[o] 

Iteraci6n 4, Los coeficientes de costo reducido de los arcos 

no b4sicos, calculados en base a las variables duales que,se 

muestran en el 61timo &rbol son: 

(;\ 
,K;',~ 

~ \ "(;"\~ ...... 

/ Y..~,~ ... o ..... ''~ ,,,,. I ...... 
\¡ 4 

: ~ ..._. __________ J 

o 

Puesto que cij ~ o, para toc1o fi,j) no b&sico, el Gltimo &r

bol es 6ptimo. Puesto que el costo del flujo en R' es O en

tonces existe soluci6n factible para el problema en la red 

original R. 
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Segunda fase. 

Iteraci6n l. Blim!nense el v6rtice f y el arco (2,f) del 

4rbol 6ptimo resultante en la primera fase. Entonces el 

4rbol que se obtiene es una base factible para el problema 

· original. 

A continuaci6n se muestran variables duales y los coeficie~ 

tes de costo reducido de los arcos no b4sicos. 

(3] 

La aoluc.i6n actual ea 6ptima ya que cij ~ o, para todo (i,j) 

no blsico. 
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5.4 METODO SIMPLEX ESPECIALIZADO EN REDES CON VARIABLES 
ACOTADAS. 

En base a los conceptos expuestos en las secciones preceden

tes resulta sencillo extender el m6todo simplex especializado 

en redes para el caso donde el flujo a trav~s de cada arco e! 

t& acotado superior e inferiormente. El problema de flujo a 

costo m!nimo en la red R = [X,A,r,q,c,b), donde r, q y c son 

los vectores de capacidades inferior, superior y costo unit~ 

rio del flujo a travds de los arcos de R respectivamente y b 

es el vector de ofertas de los vdrtices de R, puede plantea! 

se como el ~roblema de programaci6n lineal (P) siguiente: 

(P): 
Min z ,. ex 

a.a. 

donde x es el vector de flujos a travds de los arcos de R. 

Este problema puede resolv~rse utilizando el m6todo simplex 

para variables acotadas. Procediendo del mismo modo que en 

el caso de flujos no •cotados se tiene que ai se agrega una 

varible attificial ~ o, equivalentemente, se enraiza la 

red en un v~rtice h, las bases para el problema tranaform! 

do son n-1 columnas linealmente independientes junto con el 

vector eh; es decir, de nuevo las bases est&n caracteriza

das por arboles expandidos enraizados de la red R. A con

tinuaci6n se analiza la especialización en redes de cada uno 

de los pasos del mdtodo simplex para variables acotadas. 
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Soluci6n inicial. Como en el ca~o de variables no acotadas, 

se empezar4 con variables b4sicas artificiales. Puesto 

que los arcos originales son todos no b&sicos, se define 

el flujo a trav6s de 6stos igual a su cota inferior o a su 

cota superior. Se calcula·bi = bi - ~ xij + '~i' para to

do i & X. 

De esta manera se definen los arcos (i,f) con flujo b¡, si 

bl ~ O, y (f,i) con flujo -b¡, si bi < O, donde f e• el vdr

Úce que se ha añadido·• R. Definan•• costo• iguales a 1 P.! 

ro los arcos artificiales y a O para lo• arco• originales. 

cUculo de las variables b&sicas. 

Los valor~s .del flujo a travds de lo• arco1 b&1icos se cale! 

lan de la misma manera que en el caso no acotado utilizando 

el vector b' para reflejar los valore• de lo• flujo• a travé• 

de los arcos no b&sicos. Se procede de e•ta manera ya sea en 

la primera fase o en la segunda. 

c&lculo de '108 coeficientes de costo réducido. 

Las varibles duales y los coeficiente• de costo reducido se 

calculan exactamente de la misma manera que en el caso no 

acotado. Sin embargo, el criterio de optimalidad en prese! 

da de cotas es: 

Si ºij • wi - wj - cij ~ O, para toda xij • rij 

y ºij • wi - wj - ~ij ~ O, para toda xij • qij' 
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entonces la soluci~n actual es .6ptima; en otro caso se proce

de a determinar una solución bif.,sica factible de menor costo. 

Determinación del ·arco que entra a la base. 

Segdn el criterio de optimalidad, el arco que entra a la base 

es cualquiera con flujo igual a su cota inferior tal que cij 

>O, o con flujo igual a su cota superior tal que c1 . <O • 
. J 

Determinaci~n del arco que salEi de la base. 

Sea w m (r,s, el arco que entra a la base. Sea e la Gnica 

cadena que une r con s en el árbol T correspondiente a la 

base actual. supóngase que "w • rw y sup6ngase que se defi

ne un nuevo flujo: 

"w + D , para el arco w •. 
. ~ . . . ' . . . 

Este flujo resulta aer factible si D ~ qj. - xj ~ para todo , 

j t: A tal que Oj(C, • -·1, D ~ xj - rj' para todo j E: A tál 
. ' ' ' 

que Oj(C, • l y D ~ llw - l\,· Esto se debe a que el flujo.a 

trav4!s de cada arco debe tener un valor entre sus cotas in-·:.· 

feriar y superior. El valor m4ximo de D es por tanto Min 

. {D1, D2, 1Jw - xw}' donde D1 • Min{qj-xj 1 j&A, Oj(C, m -1} y 

o2 • Min {xj - rj 1 j&A, Oj(C, • l}~ 
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El arco· que ~eja\la base es entonces aquél para el cual el 
1 

flujo alcance su cota inferior o su cota superior. Nótese 

que en este caso el flujo a través del arco que entra a la 

base puede cambiar de su cota inferior a la superior o vic~ 

versa manteni~ndose, en este caso, la misma base. Para ac-

tualizar loa valores de las variables se procede igual que 

en el caso de variables no acotadas. 

su~ngase ahora que xw = C\,· Entonces, al entrar w a la 

base, su valor disminuye. Para construir un flujo facti

ble debe considerarse: 

si Oj(C) = - l 

si Oj(C) = 1 

para el arco w, 

donde el m&ximo valor que puede tomar Des Min{D1 ,D2.xw-rw}' 

si o1 = Min {xj-rj 1 jeA, Oj(C) • - l} y o2 = Min {qj - xj 

1 jtA,.Oj(C) = l}. Entonce• el arco que deja la base es 

aqudl para el cual el nuevo flujo sea igual a su cota inf e

rior o a su cota superior. Para actualizar los valores de 

las variables blsicas se procede de manera an4loga que en el 

caso anterior. 
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Prop6sito. Determinar el flujo a costo m!nimo en la red 

R = [X,A, r,q,c,b) con n v6rtices y cotas inferiores r y su

periores q para el flujo a trav6s de sus arcos. 

Descripci6n. 

1.- Consid6rese una soluci6n b4sica factible y el &rbol 

T = [X,A'l enraizado en h correspondiente. Sea B la b~ 

se triangularizada asociada a T. Calcdlense los valo

res de los flujos a travds do los arcos de T de la si

guiente manera. Si p es un vdrtice pendiente del 4rbol 

resultante de eliminar de T los vdrtices correspondien

tes a renglones de B anteriores al de p junto con sus 

arcos adyacentes y w es el dnico arco adyacente a. ps 

X = b + t Xj p - t X i w p j i+k p 
si w • (p,k), 

o~ igual al reciproco de esta cantidad si w • (k,p). 

2.- Calcdlense los valor~s de las variables duales resol

viendo el sistema wh • O y wi - wj • cij' para todo ar

co (i,j)&A'. 

3.- Calcdlense los coeficientes de costo reducido cij ~ 

w1 - wj - cij para todo arco (i,j) f A'. 

(i) Si cij < O, para todo (i,j)fA tal que xij "" rij' .. 

y cij > O, para todo (i,j)4A tal que xij • qij' 

entonces la soluci6n actual es 6ptima. 
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(ii) En otro caso, ir a 4. 

4.- Sean F1 = {(i,j)EA xij = rij y ªij > O} y 

F2 = {(i,j)EA xij = qij y cij < O}. 

Determ!nese como arco que entra a la base cualquier 

(r,s)e F1 U F2 y as!gnese: 

(r,s)e F1 
(r,s)e F

2 

5.- Calcdlense 

y 

{

.q - xrs , si d = 1 
rs 

xrs - rrs , si d = - 1 

El arco que sale de la base es aqudl para el cual xu + 

ºu (C) • D•d es igual a ru o a ~· Si xr• + d•D es igual 

a rrs o qrs se mantiene la misma base. 

·&.- Actual!cense los valores de las variables b!sicas como 
sigue: 

rk. D·d , si k = (r,s) 

xk • xk + Ok (C) • D•d , para todo k E C 

xk ' si ktc, k + (r,s) 

y reqrdsese al paso 2. 
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Ejemplo 3, Determínese, mediante el método simplex especiali

zado en redes, el flujo a costo mínimo en la siguiente red. 

(0,3,4) 

Los nllmeros asociados a cada arco son la cota inferior, la cota 

superior y el cos~ unitario del flujo a trav6s de a1. , Puesto 

que no se cuenta con una soluci6n inicial se utiliza el m6todo 

de las dos fases. 

Primera Fase. 

Iferaci6n 1. A continuaci6n se muestra la red R', con los costos 

unitarios de flujo asociados a sus arcos, y el primer !rbol fa~ 

tible (formado por las llnea• continuas). 
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Para determinar el sentido de los arcos adyacentes a f se def i 

~ieron los valores de los flujos a través de los arcos origin! 

les iquales a sus cotas inferiores o superiores; después se 

calcul6: 

A 

bl = b¡ - r x1j + r xkl = s - 3 = 2 
j k 

~ 

b2 = b2 - r x2j + r xk2 = O - 4 + 1 = -3 
j k 

~ ~ 

Puesto que b1 y b3 son mayores. que O, entonces se tienen los 

arcos (1,f) y (3,f) con flujo 2 y 4 respectivamente. Las can-
~ ~ 

tidades b2 y b4 son menores que O por lo que se definen los ar-

. coa (f,2) y (f,4) con flujo iqual a 3 en ambos. La base ini-

cial esta formada entonces por estos cuatro arcos junto con un 

arco ra!z. En este primer'4rbol b!sico se ha asociado a cada 

·vfrtice su potencial que fue calculado resolviendo el sistema 

w4=o Y.Wi-wj=cij para los arcos (i,j) b4sicos. 

En la primera red de la siguiente figura se asocia a cada arco 

su coeficiente de costo reducido. En este caso se tiene: 

Fl = {(1,2),(3,2),(3,4)}; F2 = ~ 

Se elige (3,4) para meter a la base por lo que d=l. Al agregar 

este arco al 4rbol b4sico se forma un ciclo con la cadena 3,f,4. 
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© 
G--_¡--0 

T 
oJ., 

T 
1 

.J,0 

D3 '" q3 4 - x 34 = 5-1= 4 D .. Hin {3,.., 1 4} ,. 3 . 

Entonces el arco que sale de la base es (f,4). Se actualizan 

los valores de los flujos a 'travas de los arcos b4sicos, como 

se muestra en la figura anterior, obtenidndose el 4rbol de la 

siguiente figura (marcado de nuevo con l!nea• continuas). 

. [º] 

1 
14 
J. 

. -0. 
4~ 

[o] 
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Iteracidn 2, En el &rbol b4sico de la figura anterior se ha as~ 

ciado a cada vértice la correspondiente variable dual7 en la 

segunda red de esta figura se ha asociado a cada arco su coefi

ciente de costo reducido. En este caso resulta: 

F1 = {(1,2),{3,2)} F
2

={(2,4)} 

Se elige (2,4) para meter a la base; d=-1. Se forma ciclo con 

la cadena 2,f,3,4. 

(2] 

T 
3 1 .. 

. Se calcula o1 = Min · {xf2 , xJf} • 1 · 

D3 =- 4 - O = 4 

[o J 

s 

D2 = Min.{S-4} • 1, 

D a Min {l,1,4}=1. 

De donde el arco que sale de la base es (3,f), Se actualiza la 

base como se indica en la primera red de la figura anterior, ob 

teni@ndoae el segundo 4rbol de dicha figura. (Obs@rvese que es

ta aolucidn es degenerada). 
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Iteraci6n 3. Las variables duales se han asociado a los v~rti-

ces del dltimo !rbol básico. A continuación se muestran los 

coeficientes de costo reducido de los arcos no-básicos. 

CR 
Q-;/-~-{0 

/ 
\,.. 

T /\ 
,! ¡-2 / 
ir' /o \ 

/ / 

0 8 
De la primera red de la figura anterior se observa que& 

F1 "' {(l,2)} 

Por lo que (1,2) entra a la base form,ndóse un ciclo con' la ca

dena 1,f,2. En este caso d•l, entonces: 

D3 = 6 - o = 6 I D = Min {2,~,6} = 2 

Por lo tanto pueden salir de la base (l,fl o (f,2). El!jase 

Cf,2). Se actualiza la base como se ilustra en la figura ante

rior resultando el siguiente &rbol b&sico: 
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[O] 
~ E~ <;+"2 

l 2 G) / \ :0 / \ 2 
/ 

1 
/o )( ,.. 

/ / / \-2 31 1 
/l O.¡. / Á . ., 

/ 0-'/ \ / ~ 3 
5 

[o] [o] 

Los coeficiéntes de costo reducido, mostrados en la figura an

terior, son menores o iguales que cero, para los arcos no b4s!, 

cos con flujo igual a su cota inferior, y mayores o iguales que 

cero, para loa arcos no b4aicoa con flujo igual a su cota sup!. 

rior. Luego, la soluci6n actual es dptima. Por otro lado, co

mo el flujo 6ptimo en R' ea de costo cero, existe una solucidn 

factible para el problema en la red oriqinal. 

Segunda fase. 

Iteracidn l. El1Jllinando el vl!rtice f y el. arco (l, f)' se obtiene 

el siguiente 4rbol b4sico factible1 

/ 

/ 
/ 

/ 
/l 

5 

. [OJ 
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En base a los coeficientes de costo reducido de los arcos no-

b4sicos se tiene: 

F1 = {(3,2)} F
2 

= {(l,J)}. 

Elijase (l,J) para meter a la base1 entonces d = -1. Se forma 

ciclo con la cadena 1,2,4,J. Por tanto: 

D3 = X13 - r13 .. J D = Min {4,1, 3} = 1 

El arco que sale de la base es entonces. (2,4) ya que el flujo a 

trav~s de ~l alcanza su cota superior. Actualizando el flujo 

como se ilustra en la primera red de la siguiente figura se o~ 

tiene el 4rbol que se muestra a continuaci~n. 

[1º3 J [9] 

/ T 
/ 1 4 

/1 "' / 

4 

[6] [o] 

· Iteraci~n 2. Lo• coeficientes de costo reducido de los arcos no 

b4s1cos, calculados en base a los potenciales calculados en la 

figura anterior, son: 
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T 
1 
"'1 

0 

Puesto que los coeficientes de costo reducido son.menores o 

iguales que cero para ros arcos no b&sicoa con flujo igual a su 

cota inferior y mayores o iguales que cero para los arcos no 

b&aicos con flujo igual a au cota superior, ae concluye que el 

Srbol b&aico actual ea 6ptimo. 
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CONCLUSIONES 

Como puede observarse, este trabajo ha sido enfocado a la pre

sentaci6n de resultados te6ricos y algoritmos. Se hizo paten

te la importancia de los resultados establecidos en el desarr2 

llo de loa métodos de soluci6n. También qued6 demostrado, en 

algunos casos, que es posible utilizar estos métodos de soluci6n 

en variantes de los problemas analizados, lo cual refuerza su 

importancia en la pr&ctica. Adem4s, sa hizo notar que los ci~ 

co problema• est&n relacionados de alguna manera y, en el caso 

del problema del flujo a costo mtnirno con ofertas en todos los 

vértices, se observ6 la importancia de la programaci6n lineal 

en los modelos de redes. Sin embargo, serta interesante estu

diar las relaciones de estos problemas b4sicos con otros como 

el de asi9naci6n, el de acoplamiento de cardinalidad m4xima, el 

de transporte, etc. También podrtan llevarse a cabo estudios 

comparativos de los métodos de soluci6n o podrta profundizarse 

m&s en las relaciones exis~entes con los modelos de programaci6n 

lineal. De hecho, por ejemplo, el método general presentado P!. 

ra la determinaci6n de la arborescencia de rutas m&s cortas es 

un mefodo sirnplex especializado; las etiquetas que se asignan 

a los vértices, durante la aplicaci6n del algortimo, resultan 

ser los rectprocoa de las variables duales del programa lineal 

correspondiente. También se establecen, impltcitamente, rela

ciones de dualidad en los problemas de flujo m4ximo y del flujo 

a costo mtnimo. Con esto queda demostrado que el campo de estu 

dio de loa modelo• de redes e• muy amplio y variado. Aan que

dan ¡rd:>lanas abiertos en esta interesante rama de las matem&ticas. 
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A. ELEMENTOS DE TEORIA DE GRJ\FICAS 

El objetivo de este anexo es presentar los conceptos b4sicos de 

teor!a de gr4ficas que son utilizados durante la exposici6n de 

los problemas de redes tratados en este trabajo. 

Una gr&fica es una pareja de conjuntos [!f,~, donde X es un con 

junto de puntos llamados v~rtices o nodos y A es un conjunto de 

l!neas que unen todos o algunos de los v~rtices. Se denota con 

G = ~' AJ. 

Si los elementos de A tienen una direcci6n, representada con una 

flecha, se llaman ~ y se dice que la qr4fica G es dirigida 

u orientada. Si no tienen direcci6n se llaman aristas y G es no 

dirigida. 

Un arco puede representarse como la pareja (i,j), donde i,j&X 

son los v~rtices que une dicho arco. Si a=(i,j)EA, i es el ~

tice o extremo inicial de a y j es el v~rtice o extremo final de a. 

Sea G •IB, 'A] una gdfica dirigida y sea itX. Se llama sucesor, 

de i a todo v~rtice j&X tal que existe (i,j)&A. Se llama prede

cesor de i a todo v~rtice jtX tal que existe (j,i)&A. Tambi~n se 

definen las funciones r+, r i X+ p(X) (conjunto:potencia de X), 

donde,. para i&X i 

r+ (i) • {sucesores de i}•{;j&X j (i, j) e:A} y 

f- (i) ,. . {predecesores de i}O.{i,&X 1 (j, i) EA}, 
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Como ejemplo consid~rese la siguiente gráfica dirigida: 

a 

.'~ 
5 =¿fi\ 

ª6 ~ 

Puede verificarse fácilmente que: r+(1)={2,S}, r+(2)={1,3}, 

r+(4)=~ r-(1)={2,J}, r-(5)={1}, etc. 

También puede definirse, tanto para gr~ficas dirigidas como no

dirigidas, el siguiente concepto. Un vértice j es vecino de un 

vértice i si existe la arista (i,j)cA. Si la gráfica es dirig! 

da jcX es vecino de icX si j es predecesor o sucesor de i. Al

gunas veces se dice que i y j son adyacentes. Se define la fun 

ci6n r:X+p(X) como r(i)={vecinos de i} para icX. En la gráfi

ca anterior se tiene r(1)={2,3,S}, f (4)={51 etc. Obsérvese que 

en gráficas dirigidas se cumple r!i)=r+(i)Ur-(i), para icX. 

De nuevo considérese una gráfica G = [!<,~ dirigida. Se definen 

los siguientes conceptos en ella. 

Un camino es una secuencia de arcos en la cual el vértice final 

de uno es el vértice inicial del que le sigue en la secuencia. 

Un camino puede representarse con la secuencia de arcos que lo 

forman o por la secuencia de vértices extremos de estos arcos o 

por la secuencia alternada de vértices y arcos. Si a1=<i1,i2) 

ea el primer arco del camino y aq=<iq,iq+ll es el Gltimo se dice 

que el camino es un camino de 11 a iq+l' Un camino simple es un 

camino a1, a 2, ••• ,aq tal que a1+aj si i+j. 
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Un camino elemental es un camino i 1,i2, ••• ,iq (secuencia 

de vértices) tal que ij4ik si j;k. Dicho en otras palabras, un 

camino simple es uno en el cual no se repiten arcos y uno eleme~ 

tal es uno que no repite v~rtices. Obs~rvese que todo camino 

elemental es también simple. Como ejemplo consid~ese la siguie~ 

te gdfica. 

La secuencia a 5, a9, a8 , a 5 es un camino de 5 a 4. Tambi~n pue

de representarse: 5, a 5, 4, a9, 3, a8, 5,a5, 4 o s, 4, 3, 5, 4. 

Este camino no es ni simple ni elemental. El camino a6, a 5, a9, 

a8, a4 es simple y no elemental. El camino a 6 , a5, a 9 es camino 

simple y elemental. 

Enseguida se define un concepto v&lido para gr&f icas dirigidas y 

no dirigidas. Una cadena ·es una secuencia de aristas (o arcos) 

a1, ª~'""' ªq donde toda ªi est& conectada a ªi-l por un extre
mo y a ªi+l por el otro. Si la cadena es de cardinalidad dos, 

estas dos aristas deben estar conectadas por uno de sus extremos. 

En la gr&fica anterior a1 , a10 , a9, a 5 (o 1,2,3,4,S) es una ca

dena que une los v6rtices 1y5. An&logamente que como fueron definidos 
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camino simple y camino elemental se definen cadena simple y ca

dena elemental. 

Hay algunos caminos y cadenas especiales por lo que reciben un 

nombre particular • Un circuito es un camino a1 ,a2 , ••• ,aq donde 

el vArtice final de ªq y el inicial de a1 coinciden; es decir, 

un circuito es un camino "cerrado". En la gr4fica anterior a 5, 

a9, a8 es un circuito. Un circuito.simple es un circuito con t2 

dos sus arcos distintos. Un circuito elemental es un circuito 

con todos sus vArtices, excepto el inicial, distintos. Un~ 

es una cadena i 1 , i 2, •••• , iq donde if=iq' En la gr4fica anterior 

a4 , a8 , a 7 es un ciclo. 

Se conoce como grados de un vArtice a lo siguiente. Sea G ., [!c,A] 

una gr4fica dirigida y sea itX. El grado exterior de i es el 

nQmero de arcos que tienen a i como v6rtice inicial. Se denota 

g+(i). El grado interior de i es el ndmero de arcos que tienen 

a i como extremo final. Se denota g-(i). Obstrvese que g+ (i) 

es igual a la cardinalidad de r+(i) y g-(i) es igual a la cardi

nalidad de r-(i). Adem4s, es flcil verificar que, si mea el nd 

mero de arcos y n es el ndmero de v6rtices de G, entonces: 

El grado de itX, ea el ndmero de arcos que tienen a i como uno 

de sus extremos, Se denota g(i). 

En gr4ficas no dirigidas se define el grado de iEX cano la car

dinalidad de r<i). 
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En la gr4fica ante ior se tiene que g+(6)=0, g-(6)=4, g(6)=4, 

Existen ciertos su conjuntos de gráficas que son de utilidad y 

a continuaci6n se efinen. Sea G = üc 1 .iij una gráfica. Una grá

fica parcial de G s la grllfica Gp = IB 1 A¡J, donde APCA1 es de

cir, es una gráfic constituida por todos los v~rtices y algunas 

aristas o arcos de G. Una SUbgr4fica de G es la gráfica 

e (i,j)EAs si y s6lo si .1,jEXs e 

li,j)EA; es decir, gráfica que consta de un subconjunto 

de los v~rtices G y todas las aristas o arcos de G gue unen 

los v~rtices de 1 subconjunto. Como.ejemplo consid6rese la S! 
guiente gráfica, na gr4f ica parcia! de ella, una subgráf ica de 

G y una parcial de G (subgráfica de la gráfica ~~rcialJ. 

Gráfica G Gráfica parcial 

Subgráf ica Subgráfica parcial 
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Un concepto utilizado muy frecuentemente es el de conexidad. 

Una gráfica G = [!c,.!ij es conexa si para todo par de vértices 

1,j&X existe una cadena que los une. Todas las gráficas ante 

riores, excepto la dltima, son conexas. 

Las gráficas pueden ser representadas algebráicamente por medio 

de matrices. Sea G = [!e, A] una gráfica dirigida. La matriz de 

adyacencia de G es una matriz B cuadr,;i.da rucn, donde n es el nd

mero de vértices de G, de componentes. 

= { 

i

0

, si (i,j)&A 

, si (i,j)j{A 

La matriz de incidencia de G es una matriz M de dimensi6n nxm; 

donde n y m son el ndmero de vértices y de arcos de G, respect!_ 

vamente, de elementos. 

• 

l , si i es extremo inicial del ~reo aj 

-1 , si i es extremo final del arco a·j 

O , en otro caso 

Si se considera la gr4fica siguiente, sus matrices de adyacencia:. 

e incidencia son B y M, respectivamente. 
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1 

2 

B = 3 

4 

5 

6 

1 

2 

M = 3 

4 

5 

6 

1 2 3 4 5 6 

o 1 o 1 o o 
o o 1 o o 1 

o o o 1 o o 
o 1 o o 1 o 
o o o o o 1 

o o o o o o 

o 
1 

-1 

o 
1 

o 

o 

o 
l 

o 

o 
o 

o 
o 
o 

1 o 
o -1 

o 

o o -1 o 1 -1 

o o o r -1 o 

o -1 o -1 o o 

o 
1 

o 
o 

1 

-1 

o 
o 

o 
o 

Obs6rvese que, en general, si se suman los'elementos del i-Asimo 
:'· . . + 

rengl6n de la matriz de adyacencia, se obtiene .. g (i), para todo 

icX. Si se suman los elementos de la i-6sima columna se obtiene 

g-(i), para todo icX. Tambi6n puede observarse que las columnas 

de la matriz de incidencia tienen exactamente dos elementos dis-

tintos de O; uno de ellos es igual a 1 y el otro es igual a -1. 

puesto que cada arco tiene s6lo un extremo inicial y s6lo un ex

tremo final. 
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·,, ¡ 

Por dlti~o se define el concepto de red. Una red R = [1c,A,1J es 

una gráfica ponderada1 es decir, es una gr4fica [!e, A] con una 

funci6n real f definida sobre sus arcos o aristas o sobre sus 

vdrtices o sobre ambos. 

~· _.,, 

• 1 

. j 
. ~ ·- ' . . . 
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